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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙✐♠♦♥❡ ❲❡✐❧ ❡t s♦♥ ♣r♦❢❡ss❡✉r✱ ❧❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡ ❆❧❛✐♥✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥ s❡♥t✐♠❡♥t ❞❡
r❡❥❡t ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s é♥♦♥❝és
é❝❤❛♣♣❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐té à ❝❡✉① q✉✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡♥t ❡t ❞é♣❛ss❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧s ♦♥t été ❝réés✱ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥❝r✐♠✐♥é❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs é❝r✐ts✳ ❈✬❡st
❛✉ss✐ ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r s♦♥ ❝❤❛♠♣ ♥❛t✉r❡❧ q✉✐ ❢❛✐t t♦✉t
❧✬❛ttr❛✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ♣❛r❢♦✐s
à ♣❡♥s❡r ❛✈❡❝ ❙✐♠♦♥❡ ❲❡✐❧ ✭❬✻✹❪✮ q✉❡ ✏ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ s✐❣♥❡ ❛ s✐❣♥✐✜é ♣ér✐t ❀
❧❡ ❥❡✉ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ s✐❣♥❡s s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t ♣♦✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❊t ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡①✐❣❡ ❞❡s s✐❣♥❡s ❞❡ s✐❣♥❡s✳✑ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦♠❡♥ts ✐❧
❢❛✉t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ✏s✐❣♥✐✜é✑ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t s❡s ✈❛r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡t
r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✈❡❝ ❆❧❛✐♥ ✭❬✶❪✮ q✉❡ ✏❝✬❡st ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ q✉✐ s❛✉✈❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✑✳

❏❡ ♥✬♦s❡r❛✐s ♣❛s ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s✱ s✐ ❜✐❡♥ ❡♥❧❛✲
❝é❡s✱ ❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ s❛✉✈é❡ ♠❛✐s ❛✉ ✜❧ ❞❡s ♠♦✐s ❡t ❞❡s ❧❡❝t✉r❡s ❥❡ ♠❡ s✉✐s
❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦✉ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ ❡✉①✲♠ê♠❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s
❣é♥ér❛❧✐s❛♥t❡s✳

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ s❡ ✈♦✉❞r❛✐t ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡✳ ■❧ ❞é❜✉t❡ ♣❛r ✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ♣✉✐s ✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡t ❡♥✲
✜♥ ❧❡ ♠é♠♦✐r❡ s✬❛❝❤è✈❡ ♣❛r ❧❡ ✏s❛✉✈❡t❛❣❡✑ ❝♦♥❝rét✐sé ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ s❛✉t
❡t ❛✉tr❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✜❜rés ❛✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡
t❡r♥❛✐r❡ ❥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥♥é❡s é❝♦✉✲
❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ♠ê♠❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥
♣✉❜❧✐és✳

P❛r ❛✐❧❡✉rs✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ✈❛ ❡t ✈✐❡♥t ❡♥tr❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ✜❜rés ✈❡❝✲
t♦r✐❡❧s ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
♠♦❞❡r♥❡ ❞❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ✜❜rés
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ ❣✉✐s❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♥♦✉s
❛ss♦❝✐❡r♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
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❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❡st
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✈êt❛♥t ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❧❡
♣❧❛♥ ✭❬✺✽❪✱ t❤♠✳ ✸✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❙❡❣r❡ P

1×P
1 →֒ P

3 ❀ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡
❡t ❧❡s ✜❜rés ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r s✉r ❝❡tt❡
❝♦♥✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ q✉❛rt✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❞✐r❡❝t❡s ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉s ♥✐ ét✉❞✐és✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡
❥✬❛✐ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❱✾❪ ♦ù ❥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s
✜❜rés ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ✐♠♣❛✐r❡ s♦♥t ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ q✉❛rt✐q✉❡ ❞❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳ ❱❛r✐étés ❞❡ sé❝❛♥t❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥t✐t✉❧é❡ ❋✐❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡r✲
♥✐❡rs s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ é❝❧❛t❛♥t ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s r✲♣❧❛♥s (r+1)✲sé❝❛♥ts à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ Cn ❞❡ ❞❡❣ré n ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❧✐❡✉ ❞❡s (r − 1)✲♣❧❛♥s r✲sé❝❛♥ts à
Cn✳

✸✳ ❱❛r✐étés ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❞♦♥♥é✳

❈❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r s✉r ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❯♥❡ s❡❝t✐♦♥ s✬❛♥♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts
❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦s❝✉❧❛t❡✉rs ✭❞❡ ❞r♦✐t❡s t❛♥❣❡♥t❡s à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡
♣♦✉r ❝❡✉① ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉①✮✱ ✉♥ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✐t❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ✭❬✻✸❪✱ ♣❛❣❡
✺✾✮✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✈❛r✐étés ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❡t ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ♣❡r♠❡t ❞❡
❞♦♥♥❡r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❛r❜♦✉① ❡t ❞✉ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡
❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ✭t❤♠s✳ ✹✳✸✳✻ ❡t ✹✳✸✳✹ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳

✹✳ ❈♦♥✐q✉❡s P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡s ✭♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✮ ❡t ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ❡t ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t
❥✬❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ n ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à C ✭❬❱✻❪✱ t❤♠✳ ✷✳✷✮✳ ❈❡
❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❧❡♠♠❡✱ r❡❧❡✈❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❛✉① ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❞❡✉① ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r ✭❞♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts
♣♦❧❛✐r❡s ❞❡s ❞r♦✐t❡s✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ 2n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞❡✉① ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❞✬♦r❞r❡ n ✭❬❱✻❪✱ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✮✳

✺✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡t ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✳

▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s s♦♥t ét✉❞✐és ♣❛r ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ❞✐✛é✲
r❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s✱ ❞❡s ❣é♦♠ètr❡s✱ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝✐❡♥s✱ ❡t❝✳ ▲❡s
✉♥s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♣❧✉tôt ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s
❛✉① ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❡r✱ t❛♥❞✐s q✉❡ t♦✉t s❡ ré❞✉✐t ♣❡✉t✲
êtr❡ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❚❡r❛♦✱ ✈♦✐r ❬✺✾❪✱
❝♦♥❥✳ ✺✳✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ t❡①t❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✜❜rés ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐q✉❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❣é♥ér✐q✉❡s ✭❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s s♦♥t

✸



❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡✮ ❡t ❧❡s ✜❜rés ❛ss♦❝✐és✳ ❖♥ ❞✐r❛ ✉♥ ♠♦t ❞✬✉♥❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ✜❜rés s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
❞r♦✐t❡s ♥♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡s ✭t❤♠✳ ✸✳✸✳✷✮✳

✻✳ ❱❛r✐étés ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❡t ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✳

➚ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ 7 ♣♦✐♥ts ✭❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡✮ ❞✉ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✱ ♦♥
♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✉ rés❡❛✉
❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡s 7 ♣♦✐♥ts ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s❡①t✐q✉❡✮✳ ❖♥ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❡
❛✉ss✐ ✉♥ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♣r♦✉✈é ❉♦❧❣❛❝❤❡✈ ❡t ❑❛♣r❛♥♦✈ ❝❡tt❡
❝♦✉r❜❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t ❞✉ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ rés❡❛✉
✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
q✉✐ ❡st ❜✐r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t ❞✉ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ P♦✉r 8 ♣♦✐♥ts
❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ 12 ♣♦✐♥ts✳ ❈❡s
♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à 12 ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞✉ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ q✉✐ s✬❛❥♦✉t❡♥t
❛✉① 8 ❞r♦✐t❡s ❞✉❛❧❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ n ≥ 7✱ ❝✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✳

❆♣rès ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞✉ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❤✐st♦r✐q✉❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❢✉t é❝r✐t✱ ❧❡ t❡①t❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬✐♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞❡ SL(2) ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❏✬❛✐ ❝❤❡r❝❤é à r❡st❡r ❧❡ ♣❧✉s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥ q✉❡ ❝❡ ❞é❜✉t s♦✐t ❧✐s✐❜❧❡ ♣❛r t♦✉t ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ q✉❡❧
q✉❡ s♦✐t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣ré❞✐❧❡❝t✐♦♥✱ q✉✐tt❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❛♥s
❧❡s ♣❛rt✐❡s q✉✐ s✉✐✈r♦♥t✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ ❜✐❡♥ q✉✬é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✻ s♦✐t
♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐s ❥❡ ♥❡ ❧❡ ❣❛r❛♥t✐s ♣❛s ❀ ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛✐sé ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥
é♥♦♥❝é ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣♦r✐s♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❡st ♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à
❞é♠♦♥tré ♣❛r ❉❛r❜♦✉①✱ ❍❛❧♣❤❡♥ ✈♦✐r❡ P♦♥❝❡❧❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❣râ❝❡ à ❧❡✉r ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡ é❧é❣❛♥❝❡✱ r❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❞❛♥s ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s très ❞✐✈❡rs❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❬✻❪✱
❬✼❪✱ ❬✺✼❪✱ ❬✸✾❪✱ ❬✷✽❪✱ ❬✸✹❪✮✳

❊♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥✐♦♥s ❛✈❡❝ ●✐♦r❣✐♦ ❖tt❛✈✐❛♥✐ ✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦✉rs
à ❧✬é❝♦❧❡ ❞✬été ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r ❙③✉r❡❦ ❡t ❲✐s♥✐❡✈s❦② à ❲②❦♥♦ ✭✶✮✳ ▲❡ t✐tr❡ ❣❧♦❜❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉rs ét❛✐t ✿ ▼♦❞✉❧✐ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥✳ ❈❡s
♥♦t❡s ré❞✐❣é❡s ❞❡♣✉✐s ❞❡s ❛♥♥é❡s ❛tt❡♥❞❡♥t ✉♥ ❡✛♦rt s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r s❡
tr❛♥s❢♦♠❡r ❡♥ ❧✐✈r❡ ♠❛✐s ✖ ♠❡❛ ❝✉❧♣❛ ✖ ✜♥✐r s✬❛✈èr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡
❝♦♠♠❡♥❝❡r ✭❝❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛♥t ❥✉st❡♠❡♥t
❞❡ ✜♥✐r ❧❡ tr❛✈❛✐❧✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❬✺✶❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✱ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✱ ❧❡s
✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳ ❯♥ ❡✛♦rt ② ét❛✐t ❢❛✐t ♣♦✉r
❣❛r❞❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❝❡✉① ❝❤❡rs ❛✉①
❣é♦♠ètr❡s ✐t❛❧✐❡♥s✮ t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛rs❡♥❛❧ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
✭é❧❛❜♦ré ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♦♠ètr❡s ❢r❛♥ç❛✐s✮✳ ❏❡ ♣✉✐s❡r❛✐ ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s
❝❡tt❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❲②❦♥♦ ❛✜♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❡r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✶❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♠✐♠✉✇✳❡❞✉✳♣❧✴ ❥❛r❡❦✇✴❊❆●❊❘✴❲②❦♥♦✵✶✳❤t♠❧

✹



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ ✈❡✉① r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❈❤r✐st✐❛♥ P❡s❦✐♥❡ q✉✐ ❢✉t ♠♦♥ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❡♥
♠❛îtr✐s❡✱ ❉❊❆✱ ♣✉✐s ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ❖✉tr❡ ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❡✣❝❛❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛
❛❝❝♦r❞é ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ❞✐✈❡rs❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✉r❡s✱ ✐❧ ❛ ❝♦♥t✐♥✉é✱ ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡r❛ ❡♥❝♦r❡✱ à ♠❡ ❞♦♥♥❡r s♦♥ ❛✈✐s✱ ♣❛r❢♦✐s s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ❧❡s ❛✐ s♦❧❧✐❝✐tés✳
❈❡ s♦✉t✐❡♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❥✬❛✐ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣t❡r ❡st ✉♥ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐❡✉①✳
P♦✉r t♦✉t ❝❡❧❛ ❥❡ t✐❡♥s à ❧✉✐ ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▲❛✉r❡♥t ●r✉s♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ ❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✳
❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ❧♦rsq✉❡
♥♦✉s ét✐♦♥s ❝♦❧❧è❣✉❡s à ❱❡rs❛✐❧❧❡s✳ ❏❡ ♠❡ s♦✉✈✐❡♥s ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ❞é❜✉t❡r ❧❛ ❥♦✉r♥é❡ ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡s s♦✉✈❡♥✐rs ❞✬é❣♦t✐s♠❡ ❞❡
❙t❡♥❞❤❛❧ ♣♦✉r ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
s✉r ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❈❛st❡❧♥✉♦✈♦ ❡t ✜♥✐r ♣❛r ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à
❝♦♥❝❧✉r❡✱ s✉r ❧✬❛♠❜✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣rès✳ ❏✬❛✐ ❛♣♣r✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s✮ à s♦♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ❱❡rs❛✐❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡♥❝❛❞r❛✐t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡✳

❏✬❛✐ ❝♦♥♥✉ ●✐♦r❣✐♦ ❖tt❛✈✐❛♥✐ ❛♣rès ♠❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳ ■❧ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ à
❋❧♦r❡♥❝❡ ❡♥ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛t ❛❧♦rs q✉❡ ❥✬❛✈❛✐s ✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛❧❧❡r à P✐s❡✳
❏✬❛✐ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ tr♦✉✈é ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✉✐ ✭❡t ❞❡ ❱✐♥❝❡♥③♦ ❆♥❝♦♥❛✮ ✉♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡
très st✐♠✉❧❛♥t❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ q✉✬✐❧s ❢♦r♠❛✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ét✉❞✐❛♥ts tr❛✈❛✐❧❧❛✐t s✉r
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈ ❡t ❑❛♣❛r❛♥♦✈ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝❧é ❞❡ ✈♦✉t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✳
▲❛ ❜❡❛✉té ❞❡s ❝♦❧❧✐♥❡s ❞❡ Pr❛t♦❧✐♥♦ ♦ù ❥❡ ✈✐✈❛✐s✱ ❧❛ ❞♦✉❝❡✉r ❞✉ ♣r✐♥t❡♠♣s ❡♥
❚♦s❝❛♥❡✱ ❧❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❞❡s ✢♦r❡♥t✐♥s ♠✬♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❡♥✈♦✉té✳ ❋❧♦r❡♥❝❡
❡st ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ ♠♦♥❞❡ à ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧✐❡✉ ♠❛❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛✉tr❡
♠♦✐✲♠ê♠❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞✬❛✐s❛♥❝❡✳ ❆♣rès ❝❡ ♣r❡♠✐❡r sé❥♦✉r ●✐♦r❣✐♦ ♠✬❛
✐♥✈✐té à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞❡r ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉rs
❞♦♥♥é❡ à ❲②❦♥♦ ❡♥ ✷✵✵✶✳ ❉❡ t♦✉t ❝❡❧❛ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ r❛♣♣♦rt❡r ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧ ❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ très ❛♠✐❝❛❧❡♠❡♥t✳

▲♦rsq✉❡ ❈❤r✐st♦♣❤ ✈❡♥❛✐t ❞❡ ✜♥✐r s❛ t❤ès❡ ✐❧ ♠✬❛✈❛✐t ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❡ ♠❡ ♣❡♥❝❤❡r
s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤ q✉❡ ♣♦s❛✐t
❏♦s❡♣❤ ▲❡ P♦t✐❡r✳ ❏❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ♦sé à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡ ❛❜♦r❞❡r ❞❡ ❢r♦♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭q✉❡ ❏♦s❡♣❤ rés♦✉❞r❛ ❡♥ ✷✵✵✵ ❛✈❡❝ ❚✐❦❤♦♠✐r♦✈✮ ♠❛✐s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♠✬❛✉r❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ t♦✉t ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞✐t ♠ê♠❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜❛s✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞♦♥❝ très s✐♥❝èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ q✉✐
♦r✐❡♥t❡ ❡♥❝♦r❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡t ❜✐❡♥✲sûr ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té✱ ❞❛♥s ✉♥❡
♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té s♦✉t❡♥✉❡✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❥✉r②✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❊♥r✐q✉❡ ❆rr♦♥❞♦ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ ❤❛❜✐❧✐t❛✲
t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❡♥✐r tr❛✈❛✐❧❧❡r ✉♥ ♠♦✐s à P❛✉✳ ❙❛♥s ❛✈♦✐r ❧✉ s❡s ♥♦t❡s s✉r ❧❡s ✜✲
❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♠❛✐s s❛❝❤❛♥t
q✉✬❡❧❧❡s ❡①✐st❛✐❡♥t✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ♠♦✐ ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssé à ❝❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❆♣rès
❛✈♦✐r ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥✲
❜❡r❣❡r ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥tr❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬✐❞é❛✉① ❡t ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✱ ❥✬❛✐ ré❞✐❣é
q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❡s q✉✬✐❧ ❛ ❡✉ ❧✬❛♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✐r❡✱ s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❥✉st✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧ ♣✉❜❧✐é ❧✉✐ ❞♦✐t

✺



❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ s❛ ✈✐s✐t❡ s❡r❛ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣♦ût❡r
❛✉① ❝❤❛r♠❡s ❞✉ ❇é❛r♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥t ♥♦s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡t ❜❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ■❣♦r ❉♦❧❣❛❝❤❡✈ q✉❡ ❥❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐s ♣❛s ♣❡rs♦♥✲
♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❈✬❡st
♣❡✉ ❞✐r❡ q✉❡ ❥✬❛❞♠✐r❡ ❧❡ s✐❡♥ ❡t ❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞é❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡ s♦♥ ♥♦♠
❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t q✉✐ s✉✐t s✉✣t à ❡①♣❧✐q✉❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✐❧ ♠✬❛ ✐♥s♣✐ré✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❏❛❝❦② ❈r❡ss♦♥ ♣♦✉r s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✱ s♦♥ ❞②♥❛♠✐s♠❡ ❡t
♣♦✉r ❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉✱ ❡t s♦✉✈❡♥t ♣♦rté✱ ❧❡s ❞✐✈❡rs ♣r♦❥❡ts ❞❡ ♥♦tr❡ éq✉✐♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡
❡t ❣é♦♠étr✐❡✳ ❏✬❛✐ ❞é♥✐❝❤é ❞❡r♥✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ P❛✉❧ ❱❛❧ér② ✭✷✮ q✉✐ à ♠♦♥
s❡♥s ❧✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✿ ✏❏✬❛✐ ❜❡❛✉ ❢❛✐r❡✱ t♦✉t ♠✬✐♥tér❡ss❡✳✑ ◆♦✉s ♥♦✉s
❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞❡♣✉✐s ❧❡ sé♠✐♥❛✐r❡ ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡ ❞✬■③♦t❣❡s ✭✸✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡♠♦♥t❡
à ❧♦✐♥ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♠❜✐t✐♦♥s✳

▲♦rsq✉❡ q✉❡ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❛♣rès ✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s à ❧✬î❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘é✉♥✐♦♥✱
s♦♥t r❡t♦✉r♥és ✭♣❧❡✐♥ ❞✬✉s❛❣❡ ❡t r❛✐s♦♥✮ ✈✐✈r❡ à ■③♦t❣❡s✱ ❥✬❛✐ s♦❧❧✐❝✐té ✉♥ é❝❤❛♥❣❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉✳ ▼❡s ❛♥❝✐❡♥s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❱❡rs❛✐❧❧❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ♦♥t ❡✉ ❧❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ♠❡ ❧❛✐ss❡r ♣❛rt✐r✱
❝❡ ❞♦♥t ❥❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥❝♦r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♠❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ P❛✉ ♠✬♦♥t
❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ ❝❡ ❞♦♥t ❥❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡r✳

▼❡r❝✐ ❜✐❡♥✲sûr à ❉❛♥✐❡❧❡ ❋❛❡♥③✐ ❡t ❱✐♥❝❡♥t ❋❧♦r❡♥s✱ ♠❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣èr❡s ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬❆❧❣è❜r❡ ❡t ●é♦♠étr✐❡✱ ❣râ❝❡ à q✉✐ ❧❡ q✉♦t✐❞✐❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st
❞❡✈❡♥✉ ❛✉ss✐ ❛❣ré❛❜❧❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡✉rs ❛rr✐✈é❡s✱ ❧❡s ♣r♦❥❡ts✱ ❧❡s ✐♥✈✐tés✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❛✉tr❡s sé♠✐♥❛✐r❡s s❡ s✉✐✈❡♥t à ✉♥ r②t❤♠❡ ♣r❡sq✉❡ ét♦✉r❞✐ss❛♥t✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♠❡r❝✐ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ à ▼❛r✐❡✲▲❛✉r❡ ❘✐✉s ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❡✣❝❛❝❡
❞❛♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♥❝♦♥tr❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡✱ à ▲❛✉r❡♥t
❇♦r❞❡s s♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❡t à s❡s ♠❡♠❜r❡s q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥s ♣é❝✉♥✐❛✐r❡s
❞❡ ❝❡t ét♦✉r❞✐ss❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❞✬❛✈♦✐r ❡♥ ♦✉tr❡ ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥ ❡①♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣❡t✐t❡ éq✉✐♣❡
♦r❣❛♥✐s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ ❊♥tr❡ ❧❡s ♠♦♥t❛❣♥❡s ❡t ❧❡s ♣✉✐ts ❞❡ ❢♦✲
r❛❣❡ ❧❡s r❡♥❝♦♥tr❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s♦♥t r❛r❡s ❡t ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❛♠✉sé
✭✐♠♠♦❞❡st❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♠✬❡♥ ❡①❝✉s❡✮ à ❧✬❛♥♥♦♥❝❡r ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣rès ❝❡❧❧❡ ❞❡
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r ❍❡♥r✐ ■❱ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❱✐èt❡ ✹✳

✷❈❛❤✐❡rs
✸■③♦t❣❡s ✿ ♣❡t✐t ✈✐❧❧❛❣❡ ❣❡rs♦✐s✱ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ▲✉♣✐❛❝ ♦ù ♥❛q✉✐t ❞✬❆rt❛❣♥❛♥✱ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛✐♥❡

❞❡ ❧✬❆❞♦✉r✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐❣♥❡s ❞✉ ♠❛❞✐r❛♥ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r♠❛❣♥❛❝✳
✹tr✐❝❤❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❝❛r ❥❡ ❞♦✉t❡ q✉❡ ❱✐èt❡ s♦✐t ❥❛♠❛✐s ✈❡♥✉ à P❛✉

✻



◆♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

P
n : ❊s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
V : ❊s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r C✳
SL(2) : ●r♦✉♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 2× 2 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧
à 1✳
Sn : ▲❡ SL(V ) ♠♦❞✉❧❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ Symn(V )✳
sn : ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Sn✳
Seg(n1, n2, · · · , nr) : ■♠❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

∏

P
ni ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❙❡❣r❡

P
n1 × · · · × P

nr →֒ P

Q

(ni+1)−1.

▲♦rsq✉❡ ni = n ♣♦✉r i = 1, · · · , r ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ Seg(n; r).
D ♦✉ C ✿ ❈♦♥✐q✉❡s ❧✐ss❡s ❞❡ P

2✳
Cn ✿ ❈♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s P

n✳
F : ▲❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✲❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ P

n ♠✉♥✐❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p ✭r❡s♣✳ q✮ s✉r P

n ✭r❡s♣✳ s✉r P
n∨✮✳

H ✿ ❍②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ P
n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t h = H∨ ❞❡ P

n∨✳
L ✿ ❉r♦✐t❡ ❞❡ P

2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t l = L∨ ❞❡ P
2∨✳

x ✿ P♦✐♥t ❞❡ P
n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ x∨ ❞❡ P

n∨✳
vn(P

d), vn,d ✿ ▲❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s n ✐è♠❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❡♥ d+ 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ vn ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
Xn,n+m ✿ ❱❛r✐été ❞❡s ♣❧❛♥s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❞✬♦r❞r❡ m ❛✈❡❝ vn,n+m✳
Xm∨
n,n+m ✿ ❱❛r✐été ❞❡s ♣❧❛♥s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❞✬♦r❞r❡ m ❛✈❡❝ Xn,n+m✳

Cn(D) ✿ ❈♦♥✐q✉❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ D✳
Mn(D) ✿ ❈♦♥✐q✉❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s str✐❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ D✳
En,n+m(D) ✿ ❋✐❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ D ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
❈❤❡r♥ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ n ❡t ❞❡ m✳ ▲♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ En,n+m.
E(Z) ✿ ❋✐❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ❞✉❛❧✐té
❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ Z✳
Er(Z) ✿ ❋✐❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
♣❛r ❞✉❛❧✐té ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ Z✳
S(E) ✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞✉ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ E ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r P

2✳ ❈❡
s❡r❛ ✉♥ s❝❤é♠❛✱ ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
J(E) ✿ ❉✐✈✐s❡✉r ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ❞✉ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ E ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r P

2✳

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

●é♦♠étr✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❥❡ r❡✈✐❡♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s q✉✐
♦♥t ❛♠❡♥é P♦♥❝❡❧❡t à ♣♦s❡r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❏❡ r❛♣♣❡❧❧❡
❧❡s é♥♦♥❝és ❞✉ ✏❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✑ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❛r❜♦✉①✳ ❊♥✜♥✱
❛♣rès q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡
P♦♥❝❡❧❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ré✉♥✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ ✭♣❛rt✐❡
✷✳✶✮✳ ❚♦✉t❡ ✈❛r✐été ✐♥tè❣r❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s❛ ❜✐❞✉❛❧❡ ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♥❡
❧✬❡st ♣❛s ♣♦✉r ❧✬♦s❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
s❛ ✈❛r✐été ❜✐♦s❝✉❧❛tr✐❝❡✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ❥✬❡①♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸ ❥❡
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t ❥✬✐♥s✐st❡
s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s ❀ à s❛✈♦✐r ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s
❝♦♥✐q✉❡s ❧✐ss❡s ♦✉ ❞❡s q✉❛rt✐q✉❡s ❧✐ss❡s✳ ❊♥✜♥ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ♠♦ts
s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✲❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ P

n ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✹✮✳

✷✳✶ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t

▲❡ ✶✼ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✽✶✷✱ ✉♥ ❥♦✉r ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❛r♠é❡✱ ❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r ❧❡ ▼❛✲
ré❝❤❛❧ ◆❡② ❡t ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡r✈❛✐t ❧❡ ❥❡✉♥❡ ❧✐❡✉t❡♥❛♥t P♦♥❝❡❧❡t✱ ♥❡ s♦✐t é❝r❛sé❡ à
❑r❛s♥♦ï ♣❛r ❧❡ ✈✐❡✉① ❣é♥ér❛❧ ❑♦✉t♦✉③♦❢✱ ◆❛♣♦❧é♦♥ ❇♦♥❛♣❛rt❡ ré✉ss✐t à r❡❥♦✐♥❞r❡
❧❛ ❋r❛♥❝❡✳ ❉❛♥s s❡s ♠é♠♦✐r❡s ❞✬♦✉tr❡✲t♦♠❜❡ ❈❤❛t❡❛✉❜r✐❛♥❞ r❡❧❛t❡ ❧✬é♣✐s♦❞❡ ❛✈❡❝
❡♠♣❤❛s❡ ✭❬✶✹❪✱ ♣❛❣❡ ✷✶✶✱ t♦♠❡ ✷✮ ✿
✏▲❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t❡s ❛✉ ♣✐❡❞ ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♠❛r❝❤❛✐t ◆❛♣♦❧é♦♥✱ s❡ ❝❤❛r❣❡❛✐❡♥t
❞✬❛rt✐❧❧❡r✐❡ ❡t ♣♦✉✈❛✐❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❡ ❢♦✉❞r♦②❡r ❀ ✐❧ ② ❥❡tt❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ❞✬÷✐❧ ❡t ❞✐t ✿
✏◗✉✬✉♥ ❡s❝❛❞r♦♥ ❞❡ ♠❡s ❝❤❛ss❡✉rs s✬❡♥ ❡♠♣❛r❡ ✦✑ ▲❡s ❘✉ss❡s ♥✬❛✈❛✐❡♥t q✉✬à s❡ ❧❛✐ss❡r
r♦✉❧❡r ❡♥ ❜❛s✱ ❧❡✉r ♠❛ss❡ ❧✬❡ût é❝r❛sé ❀ ♠❛✐s✱ à ❧❛ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♥❞ ❤♦♠♠❡ ❡t ❞❡s ❞é❜r✐s
❞❡ ❧❛ ❣❛r❞❡ s❡rré❡ ❡♥ ❜❛t❛✐❧❧♦♥ ❝❛rré✱ ✐❧s ❞❡♠❡✉rèr❡♥t ✐♠♠♦❜✐❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❢❛s❝✐♥és ✿ s♦♥
r❡❣❛r❞ ❛rrêt❛ ❝❡♥t ♠✐❧❧❡ ❤♦♠♠❡s s✉r ❧❡s ❝♦❧❧✐♥❡s✳✑✭✶✮

✶❱♦✐❝✐ ❝❡ q✉✬é❝r✐t ❚♦❧st♦ï à ♣r♦♣♦s ❞✉ ♠ê♠❡ é✈è♥❡♠❡♥t ✭❬✻✷❪✱ ♣❛❣❡ ✺✽✺ ✈♦❧ ✷✮ ✿ ✏P✉✐s ♦♥ ♥♦✉s
❞é❝r✐t s♦♥ ❤ér♦ïs♠❡ à ❑r❛s♥♦ï❡ ♦ù ❞✐t✲♦♥✱ ✐❧ s❡ ♣ré♣❛r❡ à ❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ ❜❛t❛✐❧❧❡ ❡t à ❧❛ ❞✐r✐❣❡r ❧✉✐✲
♠ê♠❡✱ ❡t ♦ù ✐❧ s❡ ♣r♦♠è♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜ât♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡❛✉ ❡t ❞✐t ✿ ✏ ❏✬❛✐ ❛ss❡③ ❢❛✐t ❧✬❊♠♣❡r❡✉r ✐❧ ❡st
t❡♠♣s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✑✱ ❡t ♠❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ❛✉ss✐tôt ❛♣rès✱ ✐❧ r❡♣r❡♥❞ s❛ ❢✉✐t❡ ❡♥ ❛❜❛♥❞♦♥♥❛♥t

✽



▲❡ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❏❡❛♥✲❱✐❝t♦r P♦♥❝❡❧❡t✱ ❜❧❡ssé✱ ❡st ❢❛✐t ♣r✐s♦♥♥✐❡r ❡t r❡❥♦✐♥❞r❛ ❛♣rès
❝✐♥q ♠♦✐s ❞❡ ♠❛r❝❤❡✱ s♦✉s ✉♥ ❢r♦✐❞ ♣♦❧❛✐r❡✱ ❧❛ ♣❡t✐t❡ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ❙❛r❛t♦✈ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s
❞❡ ❧❛ ❱♦❧❣❛✳ P♦♥❝❡❧❡t r❛❝♦♥t❡ ❝❡t é♣✐s♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❢❛❝❡ ❞❡ s♦♥ ❧✐✈r❡ ❬✹✶❪ ♣✉❜❧✐é
❡♥ ✶✽✷✷✳ ■❧ ✐♥s✐st❡ s✉r s♦♥ ✐s♦❧❡♠❡♥t ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧✱ s✉r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦✉✈r❛❣❡✱ s✉r ❧❛
♥é❝éss✐té ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r s❡✉❧ ✏♣é♥✐❜❧❡♠❡♥t✱ ❡t ♣♦✉r ❛✐♥s✐ ❞✐r❡ ✉♥ à ✉♥✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ❛✉① ét✉❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳✳✳✑

▲♦rsq✉✬✐❧ q✉✐tt❡ ❙❛r❛t♦✈✱ ❞❡✈✐♥❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ ❜é✲
♥é✜❝✐❡r ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉❡ ♣r♦❝✉r❡ ❧✬✐s♦❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ P♦♥❝❡❧❡t é❝r✐t ✏q✉❛♥❞
❥❡ ❞✉s ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❝❡tt❡ ✈✐❧❧❡ r❡♥❛✐ss❛♥t❡✱ à ❧♦♥❣✉❡s ✜❧❡s ❞❡ ♠❛✐s♦♥s ✐s♦❧é❡s✱ ❡♥ ❜♦✐s✱
❡t❝✳✳✱ ❧❡s st❡♣♣❡s ✐♥❝✉❧t❡s✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ♣❛s stér✐❧❡s✱ q✉✐ ❧✬❡♥t♦✉r❡♥t✱ ❥❡ ♥❡ ♣✉s ♠❡ ❞é❢❡♥❞r❡
❞✬✉♥❡ é♠♦t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡t ❞✬✉♥ ✈✐❢ s❡♥t✐♠❡♥t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ ❡♥ ♠❡ ❞❡♠❛♥❞❛♥t s✐✱ ❛✉
♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❛❝t✐✈❡ q✉✐ ♠✬❛tt❡♥❞❛✐t✱ ❥❡ ♣♦✉rr❛✐s ♣♦✉rs✉✐✈r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s✐❧❡♥❝❡
❡t ❧❛ s♦❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐❧✱ ❧❡s ét✉❞❡s q✉✐ ❡♥ ❛✈❛✐❡♥t ❛❞♦✉❝✐ ❧✬❛♠❡rt✉♠❡ ❡t ♠✬ét❛✐❡♥t ♣❛r ❧à
❞❡✈❡♥✉❡s s✐ ❝❤èr❡s✳✑

❙❡s ét✉❞❡s s✐ ❝❤èr❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❛✐❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣❛r ♣♦❧❛✐r❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s✱ ❧❡ très
❝♦♥tr♦✈❡rsé ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❡t ❛✈❡❝ ❡❧❧❡s ♥❛✐ss❛✐t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♠♦❞❡r♥❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡ sé❥♦✉r ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ s♦♥ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐ts à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥
ét❛✐t ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳❱■■■✐è♠❡ s✐è❝❧❡
✭✈♦✐r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❊✉❧❡r ❡t ❞❡ ❋✉ss ❡♥ ✶✼✾✷✮ ✭✷✮✳ ❊①♣❧✐q✉♦♥s ❞❡ q✉♦✐ ✐❧ r❡t♦✉r♥❡✳

Pr❡♥♦♥s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❡t ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❡①tér✐❡✉r
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à tr❛❝❡r ❞❡s ❞r♦✐t❡s t❛♥❣❡♥t❡s ❛✉ ❝❡r❝❧❡ ✐♥tér✐❡✉r✳ ❈♦♥t✐♥✉♦♥s ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❝❡r❝❧❡ ❡①tér✐❡✉r✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é s✬❛rrêt❡r❛ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ n ét❛♣❡s s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ✐♥s❝r✐t ❡st 2π

n
✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥

❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s ❛✉①
♣♦✐♥ts ❝②❝❧✐q✉❡s (1, i, 0) ❡t (1,−i, 0)✳ ❉é❝❛❧♦♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✐♥tér✐❡✉r ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♥❡
s♦✐t ♣❧✉s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡ ❡t t♦✉t ❞❡✈✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ P♦✉rt❛♥t P♦♥❝❡❧❡t
♠♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ss✐✱ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡
❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❡t ♣❛s ❞✉ s♦♠♠❡t ❝❤♦✐s✐
❛✉ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❡①tér✐❡✉r s❡r❛
❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n✲❝ôtés ✐♥s❝r✐t ❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ❛✉ ❝❡r❝❧❡ ✐♥tér✐❡✉r✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝✐té ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡
❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s ❧✐ss❡s C
❡t D s❡ ❝♦✉♣❛♥t ❡♥ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D
s✐ C ♣❛ss❡ ♣❛r n s♦♠♠❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ Pn à n ❝ôtés t❛♥❣❡♥ts à D✳
❖♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ Pn ❡st n✲✐♥s❝r✐t ❞❛♥s C✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ Pn ❡t s❡s
n s♦♠♠❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t ❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s n ❞r♦✐t❡s
♣♦rt❛♥t ❧❡s n ❝ôtés ❞❡ Pn ❀ ❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦ssè❞❡

(

n
2

)

s♦♠♠❡ts✳

à ❧❡✉r s♦rt ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✐s❧♦q✉és ❞❡ s♦♥ ❛r♠é❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❡rr✐èr❡ ❧✉✐✳ ❬✳✳✳❪ ▼ê♠❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❛❝t❡✱ ❧❛ ❢✉✐t❡✱ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❤✉♠❛✐♥✱ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞❡s ✐♥❢❛♠✐❡s✱ ❝❡t ❛❝t❡
❞♦♥t ♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ à ❝❤❛q✉❡ ❡♥❢❛♥t à ❛✈♦✐r ❤♦♥t❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ s❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡s ❤✐st♦r✐❡♥s✳✑

✷❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡♣✉✐s ♦♥t tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❢❡r♠❡t✉r❡ s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❍❛❧♣❤❡♥✱ P♦♥❝❡❧❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❏❛❝♦❜✐✱ ❈❛②❧❡② ❡t ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s
❛♥♥é❡s ♣❛r ❇❡r❣❡r✱ ●r✐✣t❤s ❡t ❍❛rr✐s ❡t❝✳

✾



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶ ✭❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✮✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ C s♦✐t n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D✳ ❆❧♦rs t♦✉t ♣♦✐♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ C ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t
❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n ❝ôtés t❛♥❣❡♥t à D ❡t n ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❏❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ✭r❡♣r✐s❡
❡t ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❬✷✹❪✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ E ⊂ C × D∨✱ ♦ù
E = {(x, l), x ∈ l}✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐ss❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
s✉r C ❡t D∨ s♦♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞♦✉❜❧❡s r❛♠✐✜és ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ôté ❡t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s q✉❛tr❡s t❛♥❣❡♥t❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡
❝ôté✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❞❡✉① ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s✉r E✳ ❙♦✐t (x, l) ∈ C ×D∨✳ ▲❛ ❞r♦✐t❡ l
❝♦✉♣❡ C ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t x

′

✳ ❙♦✐t l
′

❧❛ s❡❝♦♥❞❡ t❛♥❣❡♥t❡ à D ✐ss✉❡ ❞❡ x✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

E
i1−→ E, (x, l) 7→ (x

′

, l)

E
i2−→ E, (x, l) 7→ (x, l

′

)

❙♦✐t o ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ E ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ +✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs a ∈ E ❡t b ∈ E
t❡❧s q✉❡ i1(z) = −z + a ❡t i2(z) = −z + b✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t i2i1 ❡st
✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉r E✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t i2i1(z) = z + (b− a)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡
♣♦❧②❣♦♥❡ s❡ r❡❢❡r♠❡ à ❧✬ét❛♣❡ n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n.(b − a) = o✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ C ❡st n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (b − a) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ n s✉r E✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t x ∈ C✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s C ❡t D✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✷✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞é❜✉t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t x ❡♥ tr❛ç❛♥t ❧❛ s❡✲
❝♦♥❞❡ t❛♥❣❡♥t❡ à D ❛❧♦rs (b− a) ❞❡✈✐❡♥t (a− b) ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s s❛ ♥❛t✉r❡
✭❝✬❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ n✮✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✐❞é❡s ✭❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✮ q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s à
❏❛❝♦❜✐ ❞❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✱ ❈❛②❧❡② ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ D✱ ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
Cn(D) ❞❡ P

5 = P(H0(OP2(2)))✳ ■❧ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ det(C + xD) ♦ù C
❡t D ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥✐q✉❡s C ❡t D✳ ❈❡❝✐
❡st très ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹❪✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣♦✉r t♦✉t r ≥ 3 ❞✐✲
✈✐s❛♥t n ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s
r✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s✳ ▲✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ Cn(D) ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ n
♥✬❡st ♣❛s ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ Mn(D) ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s str✐❝t❡♠❡♥t n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡Mn(D) s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ❍❛❧♣❤❡♥ ✭❬✸✷❪✱ ❝❤❛♣✳ ■❱
❡t ❝❤❛♣✳ ❳✮✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t ❇❛rt❤ ❡t ❇❛✉❡r ❡♥ ♦♥t r❡❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧s ♥♦t❡♥t
T (n) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ E
❡t ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ deg(Mn(D)) = T (n)

4 ✭❬✼❪✱ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✮✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ Cn(D) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡❣rés
❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡sMr(D) ♣♦✉r 3 ≤ r < n ❡t r | n✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ n s✉r E ❡st n2 ❀ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ Cn(D) ❡st n2−4

4 q✉❛♥❞

n ❡st ♣❛✐r ✭♦♥ r❡t✐r❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞r❡ 2✮✱ n
2−1
4 ❧♦rsq✉❡ n ❡st ✐♠♣❛✐r ✭♦♥ r❡t✐r❡
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❧✬♦r✐❣✐♥❡✮✳ ▲❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r 4 s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦sé ❝♦♥❞✉✐t
❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦❧②❣♦♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r 2✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té s✉r ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s P

5 − − → P
5∨ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡

❝♦♥✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✐q✉❡s ✭❧❡s ♠✐♥❡✉rs ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡
3× 3 s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré 2✮ ❀ ♦r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣✐♥❝❡❛✉ λC + µD ❞♦♥♥❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ ✭❞✉ ♣✐♥❝❡❛✉✮✳ ❆✉ss✐ ❢❛✉t✲✐❧ ❡♥❝♦r❡ ❞✐✈✐s❡r
♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s✐
❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❝♦♥✐q✉❡s ✐♥s❝r✐t❡s ❧❡ ❞❡❣ré ❡st n2−1

2 ♣♦✉r n ✐♠♣❛✐r ❡t n2−4
2

♣♦✉r n ♣❛✐r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✸✳ ❙✐ Γ ∈Mn(D)∩Mm(D) ♣♦✉r m 6= n ❛❧♦rs Γ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ Cn(D) =

⋃

r≥3,r|nMr(D) ❡st ré❞✉✐t✳

▲❡s ❝❛s ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s t❛♥❣❡♥t❡s✱ ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s✱ ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡s ♦✉ s✉r♦s❝✉❧❛tr✐❝❡s s♦♥t
ét✉❞✐és ❞❛♥s ❬✶✶❪ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✹ ♣❛❣❡ ✸✷✾✲✸✸✶✮✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦✲
♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ C t❛♥❣❡♥t❡ ♦✉ ❜✐t❛♥❣❡♥t❡ à D ♣❡✉t✲êtr❡ n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D ♠❛✐s q✉❡
❝❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡s ❡t s✉r♦s❝✉❧❛tr✐❝❡s✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣♦✉r
❝❡❧❛ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ C ♣❛r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P

2 r❛♠✐✜é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡
D✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ t❡①t❡ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✈❡❝
✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡ ❞❡ D ✭❛ ❢♦rt✐♦r✐ s✉r♦s❝✉❧❛tr✐❝❡✮
♥✬❡st ❥❛♠❛✐s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n ❝ôtés✱ t♦✉s t❛♥❣❡♥ts à ✉♥❡
❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ D✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞❡❣ré n − 1 ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s

(

n
2

)

s♦♠♠❡ts
❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ❉❛r❜♦✉① ❛ ♠♦♥tré ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✹ ✭❬✶✼❪✱ ♣✳ ✷✹✽✮✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré n − 1 ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ n t❛♥❣❡♥t❡s à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ n t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❥❡ ❞♦♥♥❡r❛✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ✭❞❡ ❉❛r❜♦✉① ❡t ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡t
❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✜❜ré ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ✐♥s❝r✐t❡✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥s
q✉❡ t♦✉t❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❡st ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♠❛✐s q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s q✉❛rt✐q✉❡s ❞❡ ▲✉r♦t❤
✭❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s q✉❛rt✐q✉❡s✮ s♦♥t ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ♥✬❡st ♣❛s t❛♥❣❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞❡❣ré n− 1
♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❉❛r❜♦✉①✳ ❯♥❡ q✉❛rt✐q✉❡ ❞❡
❉❛r❜♦✉① ❡st ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ q✉✐♥t✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♣♦✉r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s

❏❡ ♣rés❡♥t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ t❤é♦rè♠❡✱ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s
♣♦❧②❣♦♥❡s t❛♥❣❡♥ts à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ ❡t ✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞r♦✐t❡s✳
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P♦✉r ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥✲
❝❡❧❡t✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❝❡s rés✉❧t❛ts ♠❡ s❡♠❜❧❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✭❡t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s✮
s✉r ✉♥ t❡❧ s✉❥❡t✳

▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♣❧❛♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ♣♦❧❛✐r❡ ✭❛♣♣❡❧é ♣♦✐♥t ❞❡ ❋ré❣✐❡r✮
❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞r♦✐t❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ ♣♦✐♥t✮✳ ❯♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❞✉❛❧✐té à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ n ♣♦✐♥ts✱ s♦✐t à
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ n ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥s✳ P♦✉r tr♦✐s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡♠❛rq✉❡ ▼♥❡✐♠♥é✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬❤❡①❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✭❬✹✺❪✱ ❡①❡r❝✐❝❡ ❖✲❇✳✶✶✳✷✺✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ❯♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à 2n✲❝♦tés ❡st ✏❜✐❡♥ ✐♥s❝r✐t✑ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ n✲❞r♦✐t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✻✳ ❙♦✐❡♥t Ln ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ n ❞r♦✐t❡s ❡t C ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡
❧✐ss❡ ❞❡ P

2(C)✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❞❡ 2n ❝ôtés ❜✐❡♥ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s Ln ❡t ❝✐r✲
❝♦♥s❝r✐t à C ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t❡❧s ♣♦❧②❣♦♥❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s
t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Ln ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ t❡❧ ♣♦❧②❣♦♥❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✼✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ln ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❡t
❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ rés✉❧t❡ ♥✐ ❞✉ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♥✐ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❉❛r❜♦✉①✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡
♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬✐♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✳ ❯♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s s✉r
P

1 ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳

❯♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r P
1 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r Sym2

P
1 = P

2✳ ❊♥ ❡✛❡t
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ ✭♦♥ ♥♦t❡ D ⊂ P

2 ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P
1✮✳ ❙♦✐❡♥t

x1 ❡t x2 ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞✬✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r P
1✳ ▲❡s ❞r♦✐t❡s t❛♥❣❡♥t❡s à D

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t P ∈ P
2 \D✳ ❉ès ❧♦rs ✉♥❡ ❞r♦✐t❡

❣é♥ér❛❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ ♣♦✐♥t ❝♦✉♣❡ D ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳ ▲✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥
u ∈ ❆✉t(D) = ❆✉t(P1) q✉✐ ♣❡r♠✉t❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❋ré❣✐❡r✳ ▲❡ ♣♦✐♥t P ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✾✳ ❚♦✉t❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r D ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❋ré❣✐❡r✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❛♥❞ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ n ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡
✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ❝❛s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳

✶✷



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡✉① ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s✉r D ♣♦ssè❞❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts
✜①❡s ❞✐st✐♥❝ts✳ ▲✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ uv ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉①
♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ u ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ v ❢♦r♠❡♥t ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
✭✐✳❡ ❧❡ ❜✐r❛♣♣♦rt ✈❛✉t −1, 2 ♦✉ 1/2✮ s✉r D✳

▲❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❞❡ tr♦✐s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❛s❝❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t u✱ v✱ ❡t w tr♦✐s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s
❞✐st✐♥❝ts✱ xu✱ xv ❡t xw ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❆❧♦rs✱

(uvw)2 = idD ⇔ xu, xv ❡t xw s♦♥t ❛❧✐❣♥és.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❡♥tr❡s s♦✐❡♥t ❛❧✐❣♥és ❡t ♥♦t♦♥s L ❧❛
❞r♦✐t❡ q✉✐ ❧❡s ♣♦rt❡✳ ▲❛ ❞r♦✐t❡ L ♥✬❡st ♣❛s t❛♥❣❡♥t❡ à D ❝❛r ❧❡s tr♦✐s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s
♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs {x, y} =
L ∩D✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ uvw(x) = y ❡t uvw(y) = x✳ ❙♦✐t z ∈ D ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡
uvw✳ ▲❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts x, y ❡t z s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ (uvw)2✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
(uvw)2 = idD✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ uvw s♦✐t ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ∈ D t❡❧ q✉❡
v(x) = w(x) 6= x✳ ❆♣♣❡❧♦♥s L ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❥♦✐❣♥❛♥t x à v(x)✱ ✐✳❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s
❝❡♥tr❡s xv ❡t xw✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ v(x) = w(x) 6= x ❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ uvw = wvu
q✉❡ wv ♣♦ssè❞❡ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ✿ x, v(x), u(x), uv(x)✳ ❖r ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
wv ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡
tr♦✐s✐è♠❡ u(x)✳ ❙✐ u(x) = v(x) ♦♥ ❛ u(x) = v(x) = w(x) ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥✐✱
❞♦♥❝ u(x) = x✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ uv(x)✳ ❙✐ uv(x) = x ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡
u(x) = v(x) = w(x) ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥✐✱ ❞♦♥❝ uv(x) = v(x)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ x, v(x)
s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ u ❡t ❞❡ uvw✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥
❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✶✷ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❛s❝❛❧✮✳ ❙♦✐❡♥t p1, p2, p3, q3, q2, q1 s✐① ♣♦✐♥ts
✭♦r❞♦♥♥és✮ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ D✳ ❙♦✐t xij , i < j ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❥♦✐❣♥❛♥t pi à qj ❡t pj à qi✳ ❆❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts x12, x13 ❡t x23 s♦♥t
❛❧✐❣♥és✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ u ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r D ❞❡ ❝❡♥tr❡ x12✱ v ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡
x23 ❡t w ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x13✳ ❆❧♦rs ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞r♦✐t❡s ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

(uvw)(p1) = q1, (uvw)(q1) = p1.

❙♦✐t z ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ uvw✳ ❆❧♦rs z, p1, q1 s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ (uvw)2✳
❈♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P●▲(2,C) q✉✐ ❛ tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
♣r♦✉✈é q✉❡ (uvw)2 = idD✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✶✸ ✭♣♦✐♥t ❞❡ ●❡r❣♦♥♥❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts x, y, z
s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ C✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✱ u q✉✐ ❛❞♠❡t x ♣♦✉r
♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ y ❡t z✱ v q✉✐ ❛❞♠❡t y ♣♦✉r ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ x
❡t z ❡t ❡♥✜♥ w q✉✐ ❛❞♠❡t z ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ x ❡t y✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡

✶✸



✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ x, y ❡t z s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ (uvw)2✱ ✐✳❡ q✉❡ uvw ❡st
✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❡♥tr❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥és✳ ❊♥ ❞✉❛❧✐s❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✭❛ttr✐❜✉é ♣❛r❢♦✐s à ●❡r❣♦♥♥❡✮ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ ✿ ▲❡s
tr♦✐s ❝❡✈✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞♦♥♥é ❛❜♦✉t✐ss❛♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ t❛♥❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ s♦♥
❝❡r❝❧❡ ✐♥s❝r✐t s♦♥t ❝♦♥❝♦✉r❛♥t❡s ✭❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛♣♣❡❧é ✏♣♦✐♥t ❞❡ ●❡r❣♦♥♥❡✑✮✳

➚ ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳
P♦✉rt❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✶✳ ◗✉❡❧❧❡s ✜❣✉r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
n ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ q✉❛❞r❛♥❣❧❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
♣♦✉r n = 2✮ ❄ ◗✉❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡❧✐❡ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡♥tr❡s ♣♦✉r n = 3✮ ❄

P♦✉r t❡♥t❡r ❞✬② ré♣♦♥❞r❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s n ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ u1, · · · , un ❡t
c1, · · · , cn ❧❡✉r ❝❡♥tr❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ D ⊂ P

2✳
❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉❛❧ ✈✐t ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ D∨ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ln = l1 ∪ · · · ∪ ln
❞❡ n ❞r♦✐t❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞✉❛❧❡s ❞❡s ❝❡♥tr❡s✱ ✐✳❡ li := c∨i ✳ ❙♦✐t Sn ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ n ♦❜❥❡ts✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❞✐t❡N ✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à ✉♥❡
❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ D s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥t✐❡♥t N s♦♠♠❡ts x1, · · · , xN
❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n ❝ôtés t❛♥❣❡♥ts à D✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✭q✉✐tt❡ à ré♦r❞♦♥♥❡r
❧❡s ♣♦✐♥ts✮ ❧❡s ❞r♦✐t❡s (xixi+1) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ N − 1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ (xNx1)
s♦♥t t❛♥❣❡♥t❡s à D✳ ❖♥ é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✹✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Ln = l1 ∪ · · · ∪ ln ❡st 2n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D∨ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ Sn t❡❧ q✉❡ uσ(1) · · ·uσ(n) ✭♦ù ui ❡st ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r D
❞❡ ❝❡♥tr❡ l∨i ✮ ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✶✺✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✻✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✉❛❧✐s❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ 2n✲❣♦♥❡ ❞♦♥♥é✱ ❜✐❡♥ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s
Ln ❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à D ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❞✉❛❧✐té à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ 2n ♣♦✐♥ts s✉r D∨

✭❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t❛♥❣❡♥❝❡✮ r❡❧✐és ♣❛r 2n ❞r♦✐t❡s ✭❞✉❛❧❡s ❞❡s 2n s♦♠♠❡ts✮ q✉✐ s❡
❝♦✉♣❡♥t ❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉① ❡♥ n ♣♦✐♥ts ✭❞✉❛✉① ❞❡s n ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s n ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s s♦♥t l∨1 , · · · , l∨n ✳ ❖♥ ♥♦t❡
xi,1 ❡t xi,2 ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ li✳ ❙♦✐t xi,1 ∈ D∨ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉
2n✲❣♦♥❡ ✐♥s❝r✐t✳ ❆❧♦rs ✭q✉✐tt❡ à ré♦r❞♦♥♥❡r✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s (u1 · · ·un)2(xi,1) = xi,1✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ (u1 · · ·un)2(xi,2) = xi,2✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s
❞❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (u1 · · ·un)2 s♦♥t é❝❤❛♥❣és ♣❛r u1 · · ·un✳ ❙♦✐t x ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡
❞✉ ♣r♦❞✉✐t u1 · · ·un✱ ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t x ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ (u1 · · ·un)2✳
▼❛✐s ❝♦♠♠❡ xi,1 ❡t xi,2 s♦♥t é❝❤❛♥❣és ♣❛r u1 · · ·un ✐❧s ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ x
❡t ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ (u1 · · ·un)2 ❛❞♠❡t tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ❞✬♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ λ ∈ C

∗

t❡❧ q✉❡ (u1 · · ·un)2 = λI✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t p ∈ D∨ ❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❝♦♥str✉✐t
❡♥ ❥♦✐❣♥❛♥t ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s✉✐✈❛♥ts

{p, u1(p), (u2u1)(p), · · · , (un · · ·u1)(p), · · · , (un−1 · · ·u1un · · ·u1)(p)}

❡st ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s D∨ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à D ❡t ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s
Ln✳

✶✹



❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡

❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝éss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ n ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s n = 2 ❡t n = 3✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐t u1, · · · , u2n+1 ❞❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ D ⊂
P

2 ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❡♥tr❡s r❡s♣❡❝t✐❢s c1, · · · , c2n+1✳ ❙✐ c1, · · · , c2n+1 s♦♥t ❛❧✐❣♥és ❛❧♦rs
u1 · · ·u2n+1 ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s v = u1 · · ·u2n+1✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ v
s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣♦✉r v2✳ ❙♦✐t L ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❡t L ∩ D =
{x0, x1}✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t é❝❤❛♥❣és ♣❛r v✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡
v ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ✜①❡s ♣♦✉r v2✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ v ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❇r✐❛♥❝❤♦♥✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❇r✐❛♥❝❤♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✶✼ ✭❇r✐❛♥❝❤♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé✮✳ 2n+1 ❞r♦✐t❡s ❝♦♥❝♦✉r❛♥t❡s ❝♦✉♣❛♥t
✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❡♥ 4n+2 ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 2(2n+1)✲
❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♥✐q✉❡✳

❙❛✉❢ ♣♦✉r n = 1 ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝éss❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ l ❡t tr♦✐s ♣♦✐♥ts x1, x2 ❡t x3 s✉r l✳ ❖♥ ❧❡✉r
❛ss♦❝✐❡ ❧❡s tr♦✐s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r u1, u2 ❡t u3✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t w = u1u2u3

❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ d ✭❝❛r u2u1w
❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞r♦✐t❡ l ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ d ♣❛ss❛♥t
♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ w✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s u4 ❡t u5 ❝❡♥tré❡s s✉r
l✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t u1u2u3u4u5 ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r
u1u2u3u4u5 = wu4u5 ❡t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ w✱ u4 ❡t u5 s♦♥t ❛❧✐❣♥és✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s
s✉✣s❛♥t ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s q✉❛tr❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s u1, u2, u3

❡t u4 s♦✐❡♥t ❛❧✐❣♥és✳ ❆❧♦rs ❝♦♠♠❡ u123 = u1u2u3 ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❛s❝❛❧✮✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t u123u4 ♥✬❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉rs
♣♦✐♥ts ✜①❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs s✐ ❧❡s ❝❡♥tr❡s s♦♥ ❛❧✐❣♥és ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t
♥♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳ ▲❡s ❝❡♥tr❡s c1, · · · , c2n+1 s♦♥t ❛❧✐❣♥és s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∏2n+1
i=1 uσ(i) ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Sn✳

▲❡ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♣♦✉r ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✭❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉①
❞r♦✐t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✮ q✉✐ ❡st n✲P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ D ❀ ❝✬❡st ❞✐r❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n✲❝ôtés ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❡t

✶✺



❝✐r❝♦♥s❝r✐t à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s n✲P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡
❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ P

5 ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡
P

2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❞❡ ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s
n✲P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡s à D✳ ❖♥ é♥♦♥❝❡ ❞♦♥❝ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❡♥ ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s
✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✽✳ ❙♦✐❡♥t l✱ d ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ P
2✱ l ∪ d ❧❡✉r ✉♥✐♦♥

❡t D ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ l ∪ d ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s n s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡
❛✈❡❝ n✲❝ôtés t❛♥❣❡♥t à D ❛❧♦rs ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t❡❧s ♣♦❧②❣♦♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s
s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r ❛❧♦rs l ♦✉ d ❞♦✐t êtr❡ t❛♥❣❡♥t❡ à D✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❛r✐té ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ✭❬❱✻❪✱ t❤♠✳ ✷✳✷✮✳ ▲✬✐❞é❡
❡st q✉❡ ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❝♦✉♣❛♥t ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ♦♥t ✉♥ rô❧❡
✐❞❡♥t✐q✉❡ ✭q✉✐tt❡ à ❧❡s é❝❤❛♥❣❡r ♣❛r SL(2)✮ ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦♠♠❡ts ❀ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❝❛r ❧❡
♣♦❧②❣♦♥❡ ♥❡ s❡ ❢❡r♠❡r❛✐t ♣❛s✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r u ❡t v ❞❡
❝❡♥tr❡s r❡s♣❡❝t✐❢s l∨ ❡t d∨✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✾ ✭❬❱✻❪✱ ❧❡♠✳ ✷✳✸✮✳ (uv)n = id s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ l ∪ d ❡st
2n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ n ≥ 2 t❡❧ q✉❡ (uv)n−1 6= id ❡t (uv)n = id✳
❙♦✐t x1 ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r D∨ t❡❧ q✉❡ (uv)n−1(x1) 6= x1✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts

{x1, v(x1), uv(x1), · · · , v(uv)n−1(x1)}
s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ 2n✲❣♦♥❡ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s D∨ t❡❧ q✉❡ n ❝ôtés ♣❛ss❡♥t ♣❛r l∨

❡t ❧❡s n ❛✉tr❡s ❝ôtés ♣❛ss❡♥t ♣❛r d∨✳ ❉✉❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ss✐♥é ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡
2n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t à D ❞♦♥t n s♦♠♠❡ts s♦♥t s✉r l ❡t ❧❡s n ❛✉tr❡s s✉r d✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t l∪d ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ 2n ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à D✳ P❛r ❞✉❛❧✐té
❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ n ❞r♦✐t❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t l∨ ❡t
n ❞r♦✐t❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✐♥t d∨✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ 2n ♣♦❧②❣♦♥❡
s♦♥t ❥♦✐♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ t❛♥❣❡♥t❡ à D ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r D∨ s✉r ❧❡q✉❡❧
❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ✭✉♥❡ ♣❛r l∨ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r d∨✮ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t✳ ❙♦✐t x1 ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡
❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ✐♥s❝r✐t✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r v ❡t
u ❞❡ ❝❡♥tr❡s r❡s♣❡❝t✐❢s d∨ ❡t l∨✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts x2, · · · , x2n

❛✈❡❝ x2n+1 = x1 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts x2r+1✱ ♣♦✉r 1 ≤ r ≤ n s♦♥t
❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣♦✉r (uv)n✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s 2 ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ❝❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ (uv)n = id ❧♦rsq✉❡ n ≥ 3✳

❊♥✜♥ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿

P0(x) = 1, P1(x) = x ❡t ♣♦✉r n ≥ 2✱ Pn(x) = xPn−1(x)− Pn−2(x)✳

◗✉❛♥❞ x2 6= 4 ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s♦♥t

Pn−1(x) =
(x+

√
x2−4
2 )n − (x−

√
x2−4
2 )n√

x2 − 4
.

❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t✲❡❧❧❡ s✬é❝r✐r❡ ✿

✶✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✵✳ ❙♦✐❡♥t (1,−1) ❡t (0, 2/x) ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ u ❡t v✳ ❆❧♦rs✱

(uv)n = id⇔ Pn−1(x) = 0⇔ (x+
√

x2 − 4)n = (x−
√

x2 − 4)n.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① ♠❛tr✐❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ u ❡t v s♦♥t u =

(

0 1
1 0

)

❡t

v =

(

1 0
x −1

)

✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(uv)n =

(

xPn−1(x)− Pn−2(x) −Pn−1(x)
Pn−1(x) −Pn−2(x)

)

❡t ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Pn−1(x) = 0✳

✷✳✷ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

Symi(V )⊗ Symj(V ) −−−−→ Symi+j(V )

♦ù V ❡st ✉♥ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 2✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ é❣❛❧❡ à 2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡✲
r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉❛❧❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛r✐étés ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ ❡t
à ❧❡✉rs ✈❛r✐étés t❛♥❣❡♥t❡s✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✿ ♦♥ ♥♦t❡ vn(P2) ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❱❡r♦♥❡s❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣❧❛♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré n✳ ▲❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t
❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ln✱ ♦ù l ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ln−1d✱ ♣♦✉r
d ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❯♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t❡❧ ♣❧❛♥ ❡t
♣❛r ❞✉❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ♣♦ssè❞❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧❡ ❛✉
♣♦✐♥t l∨✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♥♦té❡ X2,n ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✉❛❧❡ ❞❡ vn(P2)✳ P❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ♦s❝✉❧❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❛✈❡❝
✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡✱ ❡t❝✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❜✐❞✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡✱ à s❛✈♦✐r Xm∨

n,n+m = vn+m✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❝✐ rés✉❧t❡
❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❘❛❣♥✐ P✐❡♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡s ●r❛ss♠❛♥✐❡♥♥❡s ✭❬✺✹❪✱
♣r♦♣✳ ✶✮✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✈ér✐✜❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❜✐❞✉❛✲
❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s
✈r❛✐ ❡①✐st❡♥t✳ ❯♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭❬✻✶❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✸✽❪✱
❬✺✾❪✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t
❧❛ ❱❡r♦♥❡s❡ v3(P2) ⊂ P

9 ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r tr♦✐s ♣♦✐♥ts
♥♦♥ ❛❧✐❣♥és ❞✉ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ✭❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❉❡❧ P❡③③♦ ❞❡ ❞❡❣ré 6✮✳
❙♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ P

6 à ❧✬✐♥✜♥✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s
♦s❝✉❧❛t❡✉rs ♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ v3(P2) s✉r P

6 ❞♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦s❝✉❧❛t❡✉rs ✭♦✉ t❛♥❣❡♥ts
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♦✉ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✮ ❡st✱ ♠♦❞✉❧♦ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
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❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦✉s PGL(3)✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡ (X3
0 , X

3
1 , X

3
2 )✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲

sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❝✉❜❡s

P
2 → v3(P

2) ⊂ P
9.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s
∧

s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ SV ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
v3(P

2) ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡
∧

✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦s❝✉❧❛t❡✉rs
❞❡ SV ♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ ❛✣r♠❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ✭❬✻✶❪✮✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ SV ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P
2 ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♥♦♥ ❛❧✐❣♥és✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ q✉✐tt❡ à
❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st

∧

= (X3
0 , X

3
1 , X

3
2 )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ q✉❡ ❥❡ ❞♦✐s à ▲❛✉r❡♥t ●r✉s♦♥✱ s❡r❛✐t ✭❞✬❛♣rès ●✳
■❧❛r❞✐✮ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ ✭❬✻✶❪✮✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧♦rsq✉❡
∧

= (X3
0 , X

3
1 , X

3
2 ) ❧❛ s✉r❢❛❝❡ SV ♣♦s✲

sè❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦s❝✉❧❛t❡✉rs✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥ P

3✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡ ♣❧❛♥
∧

❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s P
9✱ q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❡ t♦✉s ❧❡s P

5

♦s❝✉❧❛t❡✉rs ❞❡ v3(P2)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ P
3 ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r (X3

0 , X
3
1 , X

3
2 , X0X1X2)✳

P♦✉r t♦✉t❡ ❞r♦✐t❡ l =
∑

αiXi ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ r❡str❡✐♥t à l
❝❤✉t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ x0 ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ X0 ♠♦❞✉❧♦ l✱ ♦♥ ❛✱

x0x1x2 ∈< x3
0, x

3
1, x

3
2 > .

❈✬❡st ❧❛ ♣♦❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭✐♠❛❣❡ ❞❡ l ❞❛♥s P
3✮ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡

♣❧❛♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡ tr♦✐s ♣❧❛♥s ♦s❝✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♣❧❛♥s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ P
2 −→ P

3 ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ❢♦r♠❡s ❝✉❜✐q✉❡s
✭✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞r♦✐t❡ l ∈ P

2 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

✸❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬❛✉t♦❞✉❛❧✐té ❀ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

P2
(X3

0 ,X3
1 ,X3

2 ,X0X1X2)
−−−−−−−−−−−−−−−−→ P3.

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s P3 = Proj(C[βi]) ❡st ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ β3
3 − β0β1β2 = 0✳ ❈♦♥s✐❞é✲

r♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0 → O3
P2 (−2) −→ O4

P2 −→ JZ(6) → 0

❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ (X3
0 , X3

1 , X3
2 , X0X1X2) ✐✳❡✳

♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
0

B

B

@

3X2
0 0 0

0 3X2
1 0

0 0 3X2
2

X1X2 X0X2 X0X1

1

C

C

A

❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✢è❝❤❡ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① q✉✐ s♦♥t

(3(X0X1X2)2, (X1X2)3, (X0X2)3, (X0X1)3).

▲✬é❝❧❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ Z ❞é✜♥✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉❛❧❡ ❞❛♥s P3 = Proj(C[αi]) s✉r❢❛❝❡ ❝✉❜✐q✉❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥

α3
0 − 27α1α2α3 = 0.

❈❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❛tt❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ét❛✐t
9 ❡t ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉❛❧❡ 12 = 62 − l(OZ)✳
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s✬é❝r✐✈❛♥t l × C ✭♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡✮ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ l ❡st ✉♥❡
❝✉❜✐q✉❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✉r t♦✉t❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡✉①
♣♦✐♥ts ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à 2
✭✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ ❝♦♥tr❛❝t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ❡st
♠✐♥✐♠❛❧ s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ❞❡❣ré ❞♦✐t ❞✐✈✐s❡r 9 ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡st
é❣❛❧ à 3 ✭9 ❡st ❡①❝❧✉ s✐♥♦♥ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r 9
♣♦✐♥ts✮✳ ▲❛ ✜❜r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♥ér❛❧ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♥♦♥ ❛❧✐❣♥és✳ ❙✐♥♦♥
❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ s❡r❛✐t ✜①❡ ❡t t♦✉t ❞r♦✐t❡ s✬❡♥✈❡rr❛✐t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝✉❜✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳
▲❡s tr♦✐s ❞r♦✐t❡s ❥♦✐❣♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♥t ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ l s✉r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✐♠❛❣❡ Γ ❡st ❜✐r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❀ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ C s✉r Γ ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
❞♦✉❜❧❡ ✭✐✳❡✳ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ l ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉r C✮✳

❙✐ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t tr✐♣❧❡ P
2 → S✱ ♦ù S ❡st ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥ s♦♥

❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st Z/3Z✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛❞❛♣té❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ P

2✱ ✐❧ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r

g =





1 0 0
0 j 0
0 0 j2



 .

❈♦♠♠❡ P
3 = ProjC[X3

0 , X
3
1 , X

3
2 , X0X1X2] ❡st ❧❡ s❡✉❧ P

3 ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s s✉r ❧❡q✉❡❧
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛❣✐ss❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣r♦✉✈é ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳

❙✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❛ ❝❧ôt✉r❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ π : X →
P

2✳ ❈✬❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P
2 r❛♠✐✜é ❡t ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré 6 ❞❡ ❧❛

❝✉❜✐q✉❡ ✐♠❛❣❡ S✱
X

π−−−−→ P
2





y

p





y

π−1(S)
π−−−−→ S.

❈♦♠♠❡ X ❡st ♥♦r♠❛❧❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ π−1(L) ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ P
2 ❡st

✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❇❡rt✐♥✐✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ σ q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s
❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣❛r π ❀ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r π ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ σ(π−1(L)) ❡st ❧❛
❝♦✉r❜❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ p−1(p(L)) = L∪C✳ ❊♥ ❡✛❡t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t ❞❡ L ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t ❡st ❧❛ ✜❜r❡
♣❛r p✳ ▼❛✐s ❝❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ C ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s✳

❚♦✉t❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ α3
3 − 27α0α1α2 = 0 ❡st ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡

❝✉❜✐q✉❡s ✭♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ ❍❡ss❡✮ (X3
0 + X3

1 + X3
2 , X0X1X2) ❝♦♥t✐❡♥t q✉❛tr❡ ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s

✭q✉✐ s♦♥t q✉❛tr❡ tr✐❛♥❣❧❡s✮✱
8

>

>

<

>

>

:

X0X1X2 = 0
X3

0 + X3
1 + X3

2 − 3X0X1X2 = 0
X3

0 + X3
1 + X3

2 − 3jX0X1X2 = 0
X3

0 + X3
1 + X3

2 − 3j2X0X1X2 = 0

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❡st ✉♥ ❧✐❡✉ tr✐♣❧❡✳

✶✾



❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡♠❜❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ ❞❡❣ré 3✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ Z/3Z →֒ PGL(3)✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❛ ♣❛r✐té ② ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ s♣é❝✐❛❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡
v3(P

2) ⊂ P(H0(OP2(3))) ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❙❡❣r❡ Seg(1; 3) ⊂ P(H0(OP1×P1×P1(1, 1, 1)))✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s 2n✲t❛♥❣❡♥ts ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐❡s ❞❡s ❱❡r♦♥❡s❡ v2n+1(P

2) ⊂ P(H0(OP2(2n + 1))) ❡t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s ❙❡❣r❡ Seg(1; 2n+ 1) ♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ✭❬❱✺❪✱ t❤♠✳ ✸✳✶
❡t t❤♠✳ ✹✳✸✮✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❡st ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦✉r❜❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
♥♦r♠❛❧❡s ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ P

1 ✭✹✮✳ ■❧ r❡st❡ ❧à ❛✉ss✐ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ à
❢❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐
♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ v5(P2)✳ ❈❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ é♥♦♥❝é ❞✉ t②♣❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳ ❍♦r♠✐s q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❞♦♥t ♦♥ ❞r❡ss❡ ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ❧❡s s❡✉❧❡s
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞❡ v2n+1(P

2) s✉r P ❞♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts à ❧✬♦r❞r❡ n−1
♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ s♦♥t✱ ♠♦❞✉❧♦ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦✉s PGL(3)✱
❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡♥tr❡ (ln0 , · · · , lnn−1,

∏

li)✱ ♦ù ❧❡s li s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✷✳✸ ❘❡✈êt❡♠❡♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❞✉ ♣❧❛♥

❯♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❧✐ss❡ ❞✉ ♣❧❛♥ π : X → P
2 ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡

r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ {f = 0} ⊂ P
2✳

• ▲♦rsq✉❡ deg(f) = 2 ❧❛ s✉r❢❛❝❡ X ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à P
1 × P

1 ❡t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t (x, y) 7→ xy✱ ❞♦♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❡st {(x, y), (y, x)}✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♥♦té❡ D✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s n P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡s C ❡t D s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥ ❝ô♥❡
❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ C ❝♦✉♣❛♥t ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❧✐ss❡ Seg(1; 2) ⊂ P

3 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré 4 q✉✐ s✬❡♥✈♦✐❡ s✉r D✳ ▲❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n ❝ôtés t❛♥❣❡♥ts à D s❡
r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❛rt✐❝✉❧é ❡t ❢❡r♠é à 2n ❝ôtés✱ n ❞r♦✐t❡s s✉r ❧❡ ❝ô♥❡ ❡t n
❞r♦✐t❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s✉r Seg(1; 2) ✭❬✼❪✱ t❤♠✳ ✶✳✶✮✳

✹❙♦✐t U ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ◆♦t♦♥s Seg(1; n) ⊂ PU⊗n ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ PU × · · · × PU ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❙❡❣r❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷ ✭❬❱✺❪✱ ❧❡♠✳ ✹✳✶✮✳ ❙❡❣ (1; n)(n−1)∨ ≃ ❙❡❣ (1; n)✳

❆✈❡❝ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❙❡❣r❡✱ ❝❛❧✲
q✉é❡ s✉r ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ♣♦✐♥t✲❤②♣❡r♣❧❛♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❙❡❣ (1; n)(n−1)∨ ≃ ❙❡❣ (1; n) s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❛♠❜✐❛♥ts✳ ❊t ✐❝✐ ❛✉ss✐ ✐❧ ❢❛✉❞r❛
❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝❛s ♣❛✐r ❞✉ ❝❛s ✐♠♣❛✐r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭❬❱✺❪✱ ♣r♦♣✳ ✹✳✷✮✳ ▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❙❡❣ (1; n) ≃ ❙❡❣ (1; n)(n−1)∨ q✉✐ à
✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❙❡❣r❡ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ n✲t❛♥❣❡♥t ❛✉ ❙❡❣r❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s
♣r♦❥❡❝t✐❢s P(U⊗n) ❡t P(U∗⊗n) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❆✉ ♣♦✐♥t x ∈ P(U⊗n) ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡
♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s n✲t❛♥❣❡♥ts ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ x∨ ∩ ❙❡❣ (1; n)(n−1)∨✳ ▲♦rsq✉❡
n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❝❡ ♣♦✐♥t ✐♠❛❣❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à x∨✳ ▲♦rsq✉❡ n ❡st ♣❛✐r✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts x ∈ P(U⊗n) ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♠❛❣❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à x∨ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣❡rq✉❛❞r✐q✉❡✳

✷✵



• ▲♦rsq✉❡ deg(f) = 4 ❧❛ s✉r❢❛❝❡ X ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❞❡ P
3

é❝❧❛té❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ P
2 é❝❧❛té ❡♥ 7 ♣♦✐♥ts✮✳ ❈♦♠♠❡ ❥✬ét✉❞✐❡r❛✐✱ ❞❛♥s

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉①
✐♥✈❡rs✐❜❧❡s s✉r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❥❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

■♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ●❡✐s❡r

➱t❛♥t ❞♦♥♥és s❡♣t ♣♦✐♥ts ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝✲
t✐❢✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡✱ à ✉♥ ❤✉✐t✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉
♣❧❛♥✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❤✉✐t ♣♦✐♥ts✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡
Z = {x1, · · · , x7} ❡t (∆0,∆1,∆2) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r
❧❡s s❡♣t ♣♦✐♥ts xi✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

P
2 −−− → P

2, x 7→ ((∆0(x),∆1(x),∆2(x)).

❉❡✉① ❝✉❜✐q✉❡s s❡ ❝♦✉♣❛♥t ❡♥ 9 ♣♦✐♥ts {x, y, x1, · · · , x7}✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts x ❡t y ♦♥t
♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡✉① ✭❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ●❡✐s❡r✱
♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✱ é❝❤❛♥❣❡ x ❡t y✮✳ ❉é❝r✐✈♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬é❝❧❛t❡♠❡♥t ❞✉ ♣❧❛♥
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts Z✳

❖♥ ♣♦s❡ P
2 = PV ❡t W = H0JZ(3)✳ ➱❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡t

✐❞é❛❧

0 −−−−→ OP2(−1)⊕OP2(−2)
M−−−−→ W ⊗OP2

(∆0,∆1,∆2)−−−−−−−−→ JZ(3) −−−−→ 0

♦ù✱ q✉✐tt❡ à ✜①❡r ❞❡s ❜❛s❡s✱ M =





X0 C0

X1 C1

X2 C2



✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

s✉✐✈❛♥t
PJZ →֒ PW × PV = P

2 × P
2.

▲✬é❝❧❛t❡♠❡♥t ❞❡ P
2 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ Z ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

∑

∆iXi = 0 et
∑

∆iCi = 0.

▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ PV ❡st ❧❡ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ ♣♦✐♥t
x ❡t ♣❛r Z✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✉ rés❡❛✉ < ∆0,∆1,∆2 > ✈✉❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ❞♦✉③✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞♦✉③✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ 28 ♣♦✐♥ts
❞♦✉❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① 7 ❝✉❜✐q✉❡s ❞♦✉❜❧❡s ❡♥ ✉♥ ❞❡s xi ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉①
21 ❝✉❜✐q✉❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❞❡✉① ❞❡s s❡♣t ♣♦✐♥ts ❡t
✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❝✐♥q ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ ❝✉❜✐q✉❡✱ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡
❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦✉③✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❜✐t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ P

2 ❞❡s ♣✐♥❝❡❛✉① ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
❛✐♥s✐ ♥♦tr❡ q✉❛rt✐q✉❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t s❡s 28 ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s s❡♣t ❞❡
❞é♣❛rt ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❆r♦♥❤♦❧❞✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡s 21 ❛✉tr❡s
✭✈♦✐r ❬✶✾❪ ❝❤❛♣✳ ✻✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❆r♦♥❤♦❧❞✮✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ li, i = 1, · · · , 7 ❧❡s ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts xi ♣♦✉r
i = 1, · · · , 7 ❡t lij ❝❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts xi ❡t xj ♣❛r♠✐ ❧❡s
s❡♣t✳

✷✶



▲❛ ✜❜r❡ q−1(α) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s PV ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

∑

αiXi = 0 et
∑

αiCi = 0.

▲❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✏❡♥ ❜❛s✑ ✭❞❛♥s PW ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣♦✐♥ts α ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✿
∑

αiXi = 0 ❡st t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
∑

αiCi = 0✳

❙♦✐t A = (lij) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡
∑

αiCi =
∑

lij(α)XiXj ❡t Ã
s❛ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs✳ ▲❛ ❞r♦✐t❡

∑

αiXi = 0 t♦✉❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥

∑

αiCi = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ α = (α0, α1, α2) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝♦✲
♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ ✐✳❡✳ < Ãα, α >= 0✳ ❈✬❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛rt✐q✉❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ q✉❛rt✐q✉❡ ❡st ❧✐ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭✐✳❡✳ q✉❛♥❞ ❧❡s s❡♣t ♣♦✐♥ts s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡✮✳ ❇❛t❡♠❛♥ ✭❬✽❪✱ ♣❛❣❡ ✸✻✵✮ ♣ré❝✐s❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ tr♦✐s
♣♦✐♥ts s♦♥t ❛❧✐❣♥és ♦✉ s✐① s✉r ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s
❧♦rsq✉❡ s✐① ♣♦✐♥ts s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ q✉❛tr❡ ❞r♦✐t❡s ❡t❝✳

❉❛♥s PV ✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✏❡♥ ❤❛✉t✑✱ ❧❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t ♣❛r

{x ∈ P
2 | H0(JZ ⊗m2

x(3)) 6= 0}.

❈✬❡st ❧❛ s❡①t✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

det







∂∆0

∂X0

∂∆1

∂X0

∂∆2

∂X0
∂∆0

∂X1

∂∆1

∂X1

∂∆2

∂X1
∂∆0

∂X2

∂∆1

∂X2

∂∆2

∂X2






= 0.

❊❧❧❡ ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❜✐r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✏❡♥ ❜❛s✑✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à
❧❛ q✉❛rt✐q✉❡ ❀ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ 7 ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞✬❍✉r✇✐t③ ✭❬✸✵❪✱ ❝❤❛♣✳ ■❱ ❝♦r✳ ✷✳✹✮✳

✷✳✹ ❱❛r✐étés ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❏❡ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ♠♦ts s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ■❧ ♠❡
s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❥✬❛❜✉s❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♥ ♣r♦♠❡♥❛♥t ♠❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❡t
✜❜rés ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ▼❛✐s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦♠❡♥❛❞❡ ♣❡r♠❡t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ✏r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✑ ❞❡ ▼❛r✉②❛♠❛ ❞❛♥s P

n ✭q✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡
✏❡❧❡♠❡♥t❛r② tr❛♥s❢♦r♠✑✱ ❬✹✹❪✱ ♣❛❣❡ ✸✽✶✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s très s✐♠♣❧❡s
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡ q✉❡ ❥✬❛♣♣❡❧❧❡ ✏s✉✐t❡s ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥✑ ❞❛♥s ❬❱✷❪✱
❬❱✾❪ ❡t ❬❱✶✵❪✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ P
n ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ 1 ≤ k ≤ n ❡st ❧❛

❣r❛ss♠❛♥✐❡♥♥❡ ❞❡s k✲♣❧❛♥s ♥♦té❡ G(k, n)✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s P(n

k)−1 ♣❛r ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ P❧✉❝❦❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ h ∈ G(k, n) ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ k✲♣❧❛♥ H ⊂ P

n✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

F = {(x, h), x ∈ H,h ∈ G(k, n)}.
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❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞✉ ♣r♦❞✉✐t P
n × G(k, n)✱ ❡❧❧❡ ❤ér✐t❡ à ❝❡ t✐tr❡ ❞❡s ♠♦r✲

♣❤✐s♠❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s p ❡t q s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❞✐t
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

F
q−−−−→ G(k, n)

p





y

P
n

❉❛♥s ❝❡ t❡①t❡ ❥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛✐ ❧❡ ❝❛s k = n− 1 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ G(n− 1, n) = P
n∨✳

▲❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✲❤②♣❡r♣❧❛♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✐sé♠❡♥t ❞❡s r❡✲
✈êt❡♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ P

n✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✐♥tè❣r❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡
X ∈ P

n∨✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ q−1(X) ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré deg(X) ❞❡ P
n

r❛♠✐✜é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✉❛❧❡

X∨ = {x ∈ Pn, x∨ touche X}.

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t P
1 × P

1 → P
2 r❛♠✐✜é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡

❝♦♥✐q✉❡ D ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ D∨ ⊂ P
2✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ✐♥tè❣r❡ ❞♦♥♥é❡X ⊂ P

n ❡t ✉♥❡ s♦✉s ✈❛r✐été ❧✐♥é❛✐r❡ L ⊂ P
n∨

❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ p−1(X) ∩ q−1(L) ❞♦♠✐♥❡ X ❡t ❧❡s ✜❜r❡s ♣❛r p s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♣r♦❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim(L) − 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ L ∩X∨ = ∅✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ s✐ L ∩X∨ = ∅ ❛❧♦rs p−1(X) ∩ q−1(L) ❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ X✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❋✐❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✶✮ ❥❡ r❡✈✐❡♥s s✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
✜❜rés ♣r♦❥❡❝t✐❢s s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été X ✐♥tè❣r❡✱ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❱✐❛ ❝❡tt❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❥✬✐♥tr♦❞✉✐s ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r
X ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡t ❡♥ ✐♥s✐st❛♥t s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t ❞❡ ❈❛②❧❡② ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✷✮✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❚♦r❡❧❧✐ ♣♦✉r
❧❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❥✬❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥✱ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s
❣é♥ér❛❧✐sés ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✸✮✳ ❏❡ ♠❡ ♣❡♥❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✐♥✈❛✲
r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ PGL(n)✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❝✐♥t❡ ❞❡s ✈❛r✐étés
❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❍✐rs❝❤♦✇✐t③ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✹✮✳ P✉✐s ❥❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s n = 2 ❡t
❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✺✮✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s✱
s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ✐❧ s✬❛❣✐t s✉rt♦✉t ❞✬✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ♠❛✐s ❣râ❝❡ à ❡❧❧❡
♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛✐sé♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ✈❛r✐étés ❞✉❛❧❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❙❡❣r❡ ✭❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t✮✳

✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡

❯♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥✬❡st ❛♣rès t♦✉t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❜✐❡♥ ♦r❣❛♥✐sé❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✈❡❝✲
t♦r✐❡❧s ✭♠ê♠❡ r❛♥❣ ❡t q✉✐ s❡ r❡❝♦❧❧❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛✉t✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✜❜rés ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ X ⊂ P
N ✉♥❡ ✈❛r✐été ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✐♥tè❣r❡✱ ♥♦✉s

♥♦t♦♥s X∨ ✭❡t ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞✉❛❧❡ ❞❡ X✮ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❛♥s P
N∨

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ P
N ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❞❡ X ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t

❧✐ss❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ TxX ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ✭♣r♦❥❡❝t✐❢✮ ❞❡ X ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❧✐ss❡ x✱ ❡t Xsm ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡s ♣♦✐♥ts ❧✐ss❡s ❞❡ X✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

X∨ := {H ∈ P∨ | ∃x ∈ Xsm, TxX ⊂ H}.
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❘❛♣♣❡❧ ✸✳✶✳✶✳ ◗✉❛♥❞ X = X1 × X2 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐étés✱ ❧✬❡s♣❛❝❡
t❛♥❣❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❧✐ss❡ (x1, x2) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r

(Tx1
X1)× {x2} ∪ {x1} × (Tx2

X2).

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭♣♦✐♥t✱❤②♣❡r♣❧❛♥✮ ❞❡ P
N

F
q−−−−→ P

N∨

p





y

P
N

❙♦✐❡♥t X ✉♥❡ s♦✉s ✈❛r✐été ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ❧✐ss❡ ❞❡ P
N ✱ PW ⊂ P

N∨ ✉♥❡ s♦✉s✲
✈❛r✐été ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❡t X = p−1X ∩ q−1

PW ⊂ F ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ p ❡t q ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X s✉r
X ❡t s✉r PW ✳ ❊t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ X ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡
X × PW

0 −−−−→ OX×PW (−1,−1) −−−−→ OX×PW −−−−→ OX −−−−→ 0.

▲❡ ❧✐❡✉ X ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞❡ Seg(X,PW ) ❞❛♥s P(V ⊗W ) ♦ù P(V ) =
P
N ✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s X ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r P(V ⊗W )✳ ➚ ✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ PW ⊂ P
N∨ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ P

N ✳ ❊t ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ PW ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞❡ X ♣❛r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
◗✉❛♥❞ X ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐♥é❛✐r❡ X ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛✉ ❞❡ss✉s
❞❡ PW ✳ ▲❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ x ∈ X ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞❡ PW ♣❛r
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ x∨✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐❡♥t X ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ✐♥tè❣r❡ ❞❡ P
N ❡t PW ⊂ P

N∨✳
❆❧♦rs ❧❡s é♥♦♥❝és s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✿
✐✮ X ❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ X✳
✐✐✮ X ∩ (PW )∨ = ∅✳
✐✐✐✮ dim(PW ) ≥ dimX ❡t X /∈ Seg(X,PW )∨✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ X ❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ s✉r
X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❞❡
♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ p−1(x) ≃ x∨∩PW ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X
❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ x∨ ∩PW ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ PW ❡t ♥♦♥ ♣❛s PW t♦✉t ❡♥t✐❡r✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t x ∈ X ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ PW ⊂ x∨✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ x ∈ (PW )∨✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ i)⇔ ii)✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ X ∩ (PW )∨ = ∅✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs dimPW ≥ dimX✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ V ⊗W → C ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ V →W ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à X✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Φ(x) :
W → C ♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt♦✉t ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Φ = 0 ♥✬❡st ♣❛s
t❛♥❣❡♥t à Seg(X,PW ) ✭❝♦♥❢ér❡r ❧❡ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❡s♣❛❝❡s t❛♥❣❡♥ts✮✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ X ∩ (PW )∨ ❡t dim(PW ) ≥ dim(X) ♥♦✉s ❞❡✲
✈♦♥s tr♦✉✈❡r z ∈ PW t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Φ(z) : V → C

✷✺



❝♦♥t✐❡♥♥❡ P(TxX)✳ ❙♦✐❡♥t r = dim(X) ❡t (x0, · · · , xr) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ TxX✳ ❈♦♠♠❡
Φ(

∑

λixi) = Φ(x) = 0 ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
⋂i=r
i=0 kerΦ(xi) ⊂ W ♣♦ssè❞❡ ✉♥

✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ z✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ dimX ≤ dimPW ❡t q✉❡
X = P(S) ❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ s✉r X✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

0 −−−−→ OX(−1)
Φ−−−−→ W ⊗OX −−−−→ S −−−−→ 0.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ♣ré❝é❞❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡
❣é♥ér❛❧❡ Φ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ♦♥
❛ Φ(x) 6= 0✳ ●é♥ér❛❧❡✱ ✐❝✐✱ s✐❣♥✐✜❛♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é Seg(X,PW )∨✳
❋❡r♠é ❞♦♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❞❡❣ré ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡X✮ ❡t ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❙♦✐❡♥t r = dimX ❡t dimPW = r + k ❛✈❡❝ k ≥ 0✳ ❖♥ ❛✱
✭✐✮ codim(Seg(X,PW ))∨ = k + 1✳
✭✐✐✮ deg(Seg(X,PW ))∨ = deg(Seg(X,Pk+1)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t (Φ0, · · · ,Φk+1) ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r V ⊗W ✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

W ⊗OPk+1×X

P

XiΦi−−−−−→ OPk+1×X(1, 1).

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ P(W )∨ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t r+k+1✱ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ r❡♥❝♦♥tr❡
❧❛ ✈❛r✐été Seg(X,Pk+1) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ✜♥✐ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡ ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡
Seg(X,Pk+1)✳ ❙♦✐t (a0, · · · , ak+1;x) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
∑

aiΦi s✬❛♥♥✉❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t x ∈ X✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t ✐❧ ❡st t❛♥❣❡♥t à Seg(X,PW )✳

✸✳✷ ❋✐❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r

▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s A = (ai,j) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
(n + 1) × (n + 1) éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t s✉r P

n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ det(A) 6= 0✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

On
Pn

(x0,··· ,xn)A−−−−−−−−→ OPn(1),

❡st ❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ det(A) 6= 0✳

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❙❡❣r❡ Seg(n, n) ⊂ P
n2−1 ❡st

✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡
(n+ 1)× (n+ 1)✳ ❆✉ss✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t [A] ∈ P

n2−1∨ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à Seg(n, n)∨✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ A = (ai,j)
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n + 1) × (n + 1 + k) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧

✷✻



s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ♥♦♥
♥✉❧✳ ■❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ✜❜ré ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❡t
❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ tr✐✈✐❛❧ s✉r P

n✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ A = (ai,j,k) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n+
1)× (m+ 1)× (n+m+ 1) éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ r❛♥❣ n
s✉r P

n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❈❛②❧❡② Det(A) 6= 0 ✭❬✷✼❪✱ ❝❤❛♣✳
✶✹ ♣r♦♣✳ ✶✳✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦r♣❤✐s♠❡

On+m+1
Pn

(Ai,j,0
−→x ,··· ,Ai,j,n+m

−→x )−−−−−−−−−−−−−−−−→ Om+1
Pn (1).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ ✐♥❞✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✜❜ré ❞❡ r❛♥❣ m s✉r P
m ✭q✉❡

❉♦❧❣❛❝❤❡✈ ❡t ❑❛♣r❛♥♦✈ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ✜❜ré ❛ss♦❝✐é✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡
❧✬❤♦♠♦r♣❤✐s♠❡

On+m+1
Pm

(−→y Ai,j,0,··· ,−→y Ai,j,n+m)−−−−−−−−−−−−−−−−→ On+1
Pm (1).

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ Det(A) = 0 ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s
P

(n+1)(m+1)(n+m+1)−1 ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été Seg(n,m, n+m)∨✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉①
✜❜rés ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [A] /∈ Seg(n,m, n+m)∨✳

P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ A =
(ai,j,k) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n + 1) × (m + 1) × (n + m + 1 + k) ❞é✜♥✐t ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡✉① ✜❜rés s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
(n+1)× (m+1)× (n+m+1) ❞♦♥t ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡
❧❡s ✜❜rés ✐♥❞✉✐ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ✜❜rés ❞❡ r❛♥❣s
♣❧✉s ♣❡t✐ts ✭♣❡♥s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ♣✉✐ss❛♥❝❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t✮✳

▲❡s ✜❜rés ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ♣❛r ❉♦❧✲
❣❛❝❤❡✈ ❡t ❑❛♣r❛♥♦✈ ✭❬✷✷❪✱ ❝❤❛♣✳ ✸✮✳ ❈❡s ✜❜rés✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡s✱ ✐❧s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❙✉r ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❞❡✉①✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♥✬❡st
♣❧✉s ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ❞❡♥s❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡st q✉✬✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r S s✉r P
n ❞♦♥t ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

0 −−−−→ O2
Pn(−1) −−−−→ O2+n

Pn −−−−→ S −−−−→ 0

❡st ❧❡ ✜❜ré ❞❡s P
n−1 q✉✐ s♦♥t n✲sé❝❛♥ts à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ Cn+1 ⊂

P
n+1 ✭❬✷✷❪✱ ♣r♦♣✳ ✻✳✽✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡ ✜❜ré ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A = (ai,j,k) ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 × (n + 1) × (n + 2)✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✐♥s✐ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r P

n+1 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 × (n + 1) ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠✐♥❡✉rs
❞é✜♥✐ss❡♥t Cn+1✳ ❈❡s ✜❜rés q✉✐ ❞é❜✉t❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣ n
s✉r P

n ❢✉r❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ ✶✾✻✸ ♣❛r ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✽❪✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t St(m,n + k, n) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣
n+ k s✉r P

n ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st

0 −−−−→ Om
Pn(−1) −−−−→ Om+n+k

Pn −−−−→ S −−−−→ 0.

✷✼



❆✈❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠♦✲
❞✉❧❡s St(2, n, n)✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✳ ▲❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❊✉❧❡r

0 −−−−→ OPn(−1) −−−−→ On+1
Pn −−−−→ TPn(−1) −−−−→ 0

❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t
❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ Ai,j,k ♥✬❡st ♣❛s ❝✉❜✐q✉❡✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉① ✜❜rés ❞❡ r❛♥❣ n
s✉r P

n ❡t m s✉r P
m ❧❛ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ s✉r P

n+m s✐♥❣✉❧✐❡r
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

On+1
Pn+m

(A0,j,k
−→z ,··· ,An,j,k

−→z )−−−−−−−−−−−−−−→ Om+1
Pn+m(1).

◗✉✐tt❡ à s✉♣♣♦s❡rm ≥ n ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t
s♦♥ ❝♦♥♦②❛✉ ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ s✐♥❣✉❧✐❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ③ér♦✲
✐è♠❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡❧❧❡
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ ✿

Z(Fn(Φ)) ⊂ · · · ⊂ Z(F 0(Φ)).

▲❡ s❝❤é♠❛ Z(F i(Φ)) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐♥❡✉rs (n+ 1− i)× (n+
1 − i)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ Z(Fn(Φ)) = ∅ s✐♥♦♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡ ❧❡s ♠✐♥❡✉rs 2 × 2 ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♥♥✉❧❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ♣❡rs②♠étr✐q✉❡ ✭♦✉ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧✮ ✐❧s s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
♥♦r♠❛❧❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♥♥✉❧❡r s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r n + m + 2 s❛✉❢ s✐
❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡ ✜❜ré ❡st ❞❡
❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳ ▲❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ♯Z(Fn−1(Φ)) = n + m + 2 ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s
✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❝✐✲❛♣rès✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φ ✐♥❞✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t P
n+m+1 ⊂ P

(m+1)(n+1)−1✳ ❈❡s
✐❞é❛✉① ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ P

n+m+k ❡t ❞❡s ✈❛r✐étés sé✲
❝❛♥t❡s ❞✉ ❙❡❣r❡ Seg(n,m)✳ ❊♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ Z(Fn−i(Φ)) = P

n+m+1 ∩
Seci(Seg(n,m))✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs 2 × 2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ Z(Fn−1(Φ)) = P

n+m+k ∩ Seg(n,m)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré
S ∈ St(2, n, n)✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t P

n+1 ⊂ P
2n+1✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s P

n+1

❡t Seg(1, n) s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré (n+ 1)✳

❋✐❜rés s✉r ❧❡s ❙❡❣r❡

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ✜❜rés
❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳ ❙♦✐❡♥t n,m, k tr♦✐s ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ k ≥ 0 ❡t 1 ≤ n ≤ m. ❆✜♥
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❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❧❡ ❙❡❣r❡ Seg(n,m) →֒ P
(n+1)(m+1)−1 ✭❝♦♥❢ér❡r

✸✳✶✳✷ ✐✐✐✮✮ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ k ≥ 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

X
q−−−−→ P

n+m+k

p





y

Seg(n,m)

▲❛ ✈❛r✐été X ⊂ Seg(n,m, n+m+ k) ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ Seg(n,m, n+m+ k) ♣❛r
✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ P

(n+1)(m+1)(n+m+k)−1 ❀ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❧✐♥é❛✐r❡
Φ =

∑

i,j,k ai,j,kXiYjZk✳

❙♦✐❡♥t V, I,W tr♦✐s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s t❡❧s q✉❡ PV = P
n,PI = P

m ❡t PW =
P
n+m+k✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Φ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ Φ : V ∗ ⊗ I∗ ⊗ W ∗ → C ♦✉ Φ :
V ∗ ⊗ I∗ →W ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s s✉✐✈❛♥t❡s

0 −−−−→ OPV×PI×PW (−1,−1,−1)
Φ−−−−→ OPV×PI×PW −−−−→ X −−−−→ 0,

0 −−−−→ OPV×PI(−1,−1)
Φ−−−−→ W ⊗OPV×PI −−−−→ S −−−−→ 0,

0 −−−−→ I∗ ⊗OPV (−1)
Φ−−−−→ W ⊗OPV −−−−→ SV −−−−→ 0,

0 −−−−→ V ∗ ⊗OPI(−1)
Φ−−−−→ W ⊗OPI −−−−→ SI −−−−→ 0.

◆♦✉s ré❝r✐✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t V ✱ I✱ W ❡t Φ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
✶✮ P♦✉r t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧s x ∈ V ∗ ❡t y ∈ I∗✱ Φ(x⊗ y) 6= 0✳
✷✮ (PW )∨ ∩ Seg(PV,PI) = ∅✳
✸✮ S ❡st ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭❞❡ r❛♥❣ n+m+ k✮ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ Seg(PV,PI)✳
✹✮ SV ❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✭❞❡ r❛♥❣ n+ k✮ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ PV ✳
✺✮ SI ❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✭❞❡ r❛♥❣ m+ k✮ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ PI✳
✻✮ Φ /∈ Seg(PV,PI,PW )∨✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✱ ♠❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ ❛✉① ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r
❞❛♥s ❝❡ t❡①t❡ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧❛ ré♣ét❡r✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r Φ ❧✬é❝r✐t✉r❡ Φ : V ∗ ⊗ I∗ → W ✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ V ∗ ❡t y ∈ I∗✱ ❛❧♦rs
Φ(x⊗ y) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r W ✱ ✐✳❡✳

Φ(x⊗ y) : W ∗ → C, z 7→ Φ(x⊗ y)(z).

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Hx,y = {z ∈W ∗,Φ(x⊗ y)(z) = 0} s♦♥t ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ W ∗ s✐
Φ(x⊗ y) 6= 0 ❡t r❡♠♣❧✐ss❡♥t W ∗ s✐ Φ(x⊗ y) = 0✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r ❛❧♦rs q✉❡ 1)✱ 2) ❡t
3) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❙♦✐❡♥t {y1, · · · , ym+1} ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ I∗ ❡t {x1, · · · , xn+1} ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V ∗✳ P♦✉r
✉♥ x ∈ V ∗ ✜①é ❡t y ∈ I∗ ✜①é ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

Hx = ∩m+1
i=1 Hx,yi

, Hy = ∩n+1
j=1Hxj ,y.

✷✾



▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ♣♦✉r Hx ❡st n+ k✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st n+ k ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ V ∗ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ r❛♥❣ n+ k ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ PV ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ dimCHx > n + k✱ ❛❧♦rs ❧❡s m + 1 ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡
∑

aiΦ(x ⊗ yi) = 0 ❀ ❛❧♦rs Φ(x ⊗∑

aiyi) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
3) ❡t 4)✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r 3) ❡t 5)✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ Φ ∈ P(V ⊗I⊗W )✳ ▲❡ ♣♦✐♥t Φ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à (PV ×PI×PW )∨ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Φ ❞❛♥s P(V ∗⊗ I∗⊗W ∗) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❡♥
✉♥ ♣♦✐♥t x0 ⊗ y0 ⊗ z0✳ ▼❛✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t❛♥❣❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱
❝✬❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r {x0 ⊗ y0} × P(W ∗)✱ {x0 ⊗ z0} × P(I∗) ❡t
{y0⊗ z0}×P(V ∗)✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦ts✱ Φ ∈ (PV ×PI ×PW )∨ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧
❡①✐st❡ x0 ⊗ y0 ⊗ z0 ∈ V ∗ ⊗ I∗ ⊗W ∗ t❡❧ q✉❡

∀y ∈ I∗,∀x ∈ V ∗,∀z ∈W ∗,Φ(x0 ⊗ y)(z0) = Φ(x⊗ y0)(z0) = Φ(x0 ⊗ y0)(z) = 0.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ 1) ❡t 6) ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐
Φ(x0 ⊗ y0)(z) = 0 ♣♦✉r t♦✉t z ∈W ∗ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ z0 ∈W ∗ t❡❧ q✉❡

∀y ∈ I,∀x ∈ V,Φ(x0 ⊗ y)(z0) = Φ(x⊗ y0)(z0) = 0.

▼❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈ér✐✜é q✉❡ Φ(x0⊗y0) = 0 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à dimCHx0
> n+k

❡t dimCHy0 > m+k✳ ❈♦♠♠❡ k ≥ 0✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ Hx0∩Hy0 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
♥♦♥ ♥✉❧ z0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐t k ≥ 0✳ ❖♥ ❛✱
✭✐✮ codim(Seg(n,m, n+m+ k)∨) = k + 1✳

✭✐✐✮ deg(Seg(n,m, n+m+ k)∨) = (n+m+k+1)!
(k+1)!n!m! .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳

▲♦rsq✉❡ k = 0 ❧❛ ✈❛r✐été ❞✉❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t✳

▲♦rsq✉❡ n1 ≤ n2 ≤ n3 ❡t n1 + n2 ≥ n3 ❧❛ ✈❛r✐été Seg(n1, n2, n3)
∨ ❡st ✉♥❡

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ss✐ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♠❛✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ❞❡❣ré s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t à ♦❜t❡♥✐r✳ ❯♥❡ très ❜❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
●❡❧❢❛♥❞✱ ❑❛♣r❛♥♦✈ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦✐ ✭❬✷✼❪✱ t❤♠✳ ✷✳✹✮✳

✸✳✸ ❋✐❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s

❈❡s ✜❜rés s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝❛r ✐❧s s♦♥t ❛ss♦❝✐és ✭❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡✲
❧♦♥s✮ ❛✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡t ❝❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✲
❥❡❝t✐✈❡✳ ❖r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t
❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ss✐ ❞✐✈❡rs q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
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❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t❝✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈
❡t ❑❛♣r❛♥♦✈ ✭❬✷✷❪✱ t❤♠✳ ✼✳✷ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❬❱✸❪✱ t❤♠✳ ✸✳✶✮ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ❞✉
♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚♦r❡❧❧✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝r✉❝✐❛❧✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉rq✉♦✐
❛♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❥❡ r❡✈✐❡♥s s✉r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡t ❥✬❡♥ ❞♦♥♥❡✱ s✉r ❧❡
♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ r❛♥❣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

❙♦✐t H = {H0, · · · ,Hn+m+1} ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ n +m + 2 ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ P
n✳

❙♦✐t {f = 0} ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s H0 ∪ · · · ∪Hn+m+1✳ ❖♥ ♥♦t❡
Jf ❧✬✐❞é❛❧ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ f ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s n+1 ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ( ∂f

∂x0
, · · · , ∂f

∂xn
)✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✿

On+1
Pn −−−−→ Jf (n+m+ 1).

❙♦♥ ♥♦②❛✉✱ ♥♦té T (log(f)) ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✭❞❡ r❛♥❣ n✮ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ♥✉❧❧❡s
✭❬✷✵❪✱ ♣❛❣❡ ✽✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝❡ ❢❛✐s✲
❝❡❛✉ ❡st ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭❬✷✵❪✱ ♣r♦♣✳ ✸✳✷ ❀ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❣é♥ér✐q✉❡✮✳ ■❧ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡t s♦♥ ❞✉❛❧ ✭t♦r❞✉ ♣❛r
−1✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❀ ✐❧ ❡st ♥♦té Ω(log(f)) ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧
❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

0 −−−−→ ΩPn −−−−→ Ω(log(f)) −−−−→ ⊕i=1,··· ,nOHi
−−−−→ 0.

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉
❞✬✐❞é❛✉① Jf (n+m+ 2)✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

OPn(−1) OPn(−1)




y
f





y

0 −−−−→ T (log(f)) −−−−→ On+1
Pn −−−−→ Jf (n+m+ 1) −−−−→ 0

∥

∥

∥





y





y

0 −−−−→ T (log(f)) −−−−→ TPn(−1) −−−−→ C −−−−→ 0.

▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ Jf ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐❞é❛✉① ❞✉ ❧✐❡✉ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ {f = 0}
❝♦♥s✐❞éré s✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é✲
♥ér❛❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛♥♥♦♥❝é❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈ ❡t ❑❛♣r❛♥♦✈ ♦♥t ✈ér✐✜é q✉❡ ❝❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s
s♦♥t ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✭❬✷✷❪✱ t❤♠✳ ✸✳✺✮✳ ❏✬❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ P

n∨ ❡t ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ F

♣♦✐♥t✲❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ P
n✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s

♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ♣✉✐s q✉✬✐❧s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s
✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t Z ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ n + m + 2 ♣♦✐♥ts ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s P

n∨ ❡t {f = 0} ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s P

n✳ ❆❧♦rs p∗q∗JZ(1) ∈ St(m + 1, n, n) ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
p∗q∗JZ(1) = T (log(f))✳

✸✶



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ Z ✐♠♣❧✐q✉❡ R1p∗q∗JZ(1) = 0✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0 −−−−→ p∗q∗JZ(1) −−−−→ H1(JZ)⊗OPn(−1)

−−−−→ H1(JZ(1))⊗OPn −−−−→ 0.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t p∗q∗JZ(1) ∈ St(m+ 1, n, n)✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✉ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❡st ❧❛ s✉r✲
❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ TPn(−1) −→ ⊕iOHi

q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s n+m+2
♠♦r♣❤✐s♠❡s TPn(−1) −→ OHi

❀ s✉r❥❡❝t✐✈✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♥❛t✉r❡❧✲
❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à Hi✱ ❡t ❛✐♥s✐ TPn(−1)⊗OHi

= OHi
⊕THi

(−1)✳ ▲❡ ❢❛✐s✲
❝❡❛✉ Hom(THi

(−1),OHi
) ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

❞é♣❛rt ❡st ✉♥✐q✉❡ ✭❞♦♥♥é ♣❛r OHi
→ OHi

✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ T (log(f))
❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 −−−−→ JZ(1) −−−−→ OPn∨(1) −−−−→ OZ(1) −−−−→ 0

✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❜✐❡♥ p∗q∗JZ(1)✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r é♥♦♥❝é s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① p∗q∗JZ(k), k ≥ 1 q✉✐
❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❧❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ■❧s s✬✐♥tè❣r❡♥t ❞❛♥s ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✿

0 −−−−→ Sk(ΩPn)(k − 1) −−−−→ Ωk(log(f)) −−−−→ ⊕i=1,··· ,nOHi
−−−−→ 0.

❏✬é♥♦♥❝❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❚♦r❡❧❧✐ ♣♦✉r ❝❡s ✜❜rés✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s é♥♦♥❝és✱ ❧♦rsq✉❡ Z ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ {f = 0}✱ ❥❡ ♥♦t❡r❛✐ Ω(log(f)) = E(Z) ❡t Ωk(log(f)) = Ek(Z)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✷ ✭❬❱✶✵❪✱ t❤♠✳ ✻✳✹✮✳ ❙♦✐❡♥t Z ❡t Z
′

❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ P

2∨ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ♥❡ ♣♦ssè❞❛♥t ♣❛s ❞❡ k + 2 sé❝❛♥t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
Ek(Z) ≃ Ek(Z

′

)✳ ❆❧♦rs ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts s❡ ♣r♦❞✉✐t ✿
✶✮ Z = Z

′

✳
✷✮ Z ❡t Z

′

s♦♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉r❜❡ Xk+1 ❞❡ ❞❡❣ré k+1 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉
L ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r Xk+1 t❡❧ q✉❡ Ek(Z) ≃ p∗q∗(L) ♦ù p ❡t q s♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ F s✉r P

2 ❡t P
2∨ r❡str❡✐♥ts à q−1(Xk+1)✳

❈❡t é♥♦♥❝é ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✏❚♦r❡❧❧✐✑ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✸ ✭❬✷✷❪✱ t❤♠✳ ✼✳✷ ♣♦✉r k ≥ 2n + 3✱ ❡t ❬❱✸❪✱ ❝♦r✳ ✸✳✶ ♣♦✉r
k ≥ n + 2✮✳ ❙♦✐❡♥t Z ❡t Z

′

❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ≥ n + 2
❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s P

n∨✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ E(Z) ≃ E(Z
′

)✳
❆❧♦rs✱ ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts s❡ ♣r♦❞✉✐t ✿
✶✮ Z = Z

′

✳
✷✮ Z ❡t Z

′

s♦♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ Cn ❡t E(Z) ❡st ❧❡
✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❛ss♦❝✐é à Cn✱ ♥♦té E2,k−2(Cn)✳

✸✷



▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡♣♦s❛✐t s✉r ❞❡✉① ✐❞é❡s ✿
✶✮ ❧❡ ✜❜ré T (log(f)) r❡str❡✐♥t ❛✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞❡ Z ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt♦✉t
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✭♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ✐♥st❛❜❧❡s✮✳
✷✮ ❙✉r P

n✱ n+ 3 ♣♦✐♥ts ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ s♦♥t s✉r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉r❜❡
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

▲❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❞r♦✐t❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ✜❜ré
❞❡ r❛♥❣ n à ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡
n ❞r♦✐t❡s ✭❛✉ ♣❧✉s✮✳ ❉❛♥s P

2 ♠♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s
♣❛r Sk(ΩPn)(k − 1) s❡r♦♥t ❞❡s ✜❜rés s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣❛r t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛ss❡♥t ❛✉ ♣❧✉s k ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t rés♦❧✉❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ✐♠♣♦s❡r ❛✉ s❝❤é♠❛ ♣♦♥❝t✉❡❧ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✭k > 1✮ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❣é♥ér❛❧❡ ✭❛❧♦rs q✉✬❡♥ r❛♥❣ é❣❛❧ à n ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉
❡①t❡♥s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡✮ ♠❛✐s ❥❡ ♥❡ s❛✐s ♣❛s
q✉❛♥❞ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡ss❡ ❞✬êtr❡ ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ r❛♥❣ n ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞♦♥♥é
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❝♦♥❝♦✉r❡♥t n+ 1 ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
❧❛ ré♣♦♥s❡ rés✐❞❡ à ♠♦♥ ❛✈✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛ss✉r❛♥t ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤s✐♠❡ ✿

Sr+1(Ω∨
Pn(−1)) −−−−→ ⊕ki=1OHi

.

❊♥✜♥ ❥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚♦r❡❧❧✐ ♣♦✉r ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❞❡
r❛♥❣ n s✉r P

n✮ ✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✐♥st❛❜❧❡s ✭✶✮ ré❛❧✐sé
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❀ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s
✐♥st❛❜❧❡s ét❛✐❡♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♦s❝✉❧❛t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
P♦✉r ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ét❛❜❧✐❡✱ ♥✐ s❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s s❡✉❧s
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✳✶ ❞❡ ❬❱✶✵❪ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st
♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭❝✬❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❚♦r❡❧❧✐ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ❙t❡✐♥❡r✮✳ ■❧ r❡st❡ à
♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞♦♥♥és ♣♦ssè❞❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✐♥st❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
❈❤❡r♥ ❡t ♠ê♠❡ r❛♥❣ ♥❡ ♣❡✉t✲êtr❡ q✉✬✉♥ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ▲❛ ❝❧é
❞✬✉♥ t❡❧ é♥♦♥❝é r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts Z ⊂ P

n∨ ❞❛♥s P
n✳

❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❡st q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ H ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❛ss♦❝✐é ❛✉ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r E ❞❡ r❛♥❣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉ é❣❛❧ à n+1 ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
E −→ OH ♥✬❡st ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ✭❝❡ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦✉r ❧❡ r❛♥❣ é❣❛❧ à n✮✳

✶❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ E ❧❡ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 −−−−−→ OPn (−1)m −−−−−→ Om+n
Pn −−−−−→ E −−−−−→ 0

❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ✐♥st❛❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s H ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s h0(E∨ ⊗OH) 6= 0.
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❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✜❜rés
s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ❛✉① ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ H = {H0, · · · ,Hn+m+1} ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ n+m+ 2 ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s P

n✳ ❙♦✐❡♥t (Xi) ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r P
n ❡t (bij)

❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ Hj =
∑

i=0,··· ,n bijXi✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s
❞❡ H s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t m + 1 r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❡✉①✱ à s❛✈♦✐r Hn+m+1 = (

∑

j=0,··· ,n+m aljHj)l=0,··· ,m✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s (Y0, · · · , Ym) s✉r P

m ❛✜♥ ❞✬❛ss♦❝✐❡r (n+m+ 1) ❢♦r♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s Kj =

∑

l=0,··· ,m aljYl ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s (a0j , · · · , amj)✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ n + 1 r❡❧❛t✐♦♥s Kn+m+1 = (

∑

j=0,··· ,n+m bijKj)i=0,··· ,n✳ ❈♦♠♠❡
{H0, · · · ,Hn+m+1} s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s P

n ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s
❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K = {K0, · · · ,Kn+m+1} s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s P

m✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Z0, · · · , Zn+m ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r P
n+m✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ tr✐❧✐♥é❛✐r❡

Φ =
∑

i=0,··· ,n+m

HiKiZi

✐♥❞✉✐t ❞❡✉① ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r En s✉r P
n ❡t Em s✉r P

m ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s s✉✐t❡s
❡①❛❝t❡s

0 −−−−→ Om+1
Pn (−1)

N−−−−→ On+m+1
Pn −−−−→ En −−−−→ 0

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

N =









a0,0H0 a0,1H1 a0,n+mHn+m

a1,0H0 a1,1H1 a1,n+mHn+m

... ...
am,0H0 am,1H1 ... am,n+mHn+m









❡t
0 −−−−→ On+1

Pm (−1)
M−−−−→ On+m+1

Pm −−−−→ Em −−−−→ 0

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

M =









b0,0K0 b0,1K1 b0,n+mKn+m

b1,0K0 b1,1K1 b1,n+mKn+m

... ...
bn,0K0 bn,1K1 ... bn,n+mKn+m









.

✸✳✹ ❋✐❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦✉s SL(V )

❏❡ ♥✬❛❜♦r❞❡ ❝❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ t♦✉t❡ ♣❡t✐t❡ ♣é♥✐♥s✉❧❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❀ t♦✉t❡❢♦✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠è♥❡ ♣♦✉r n = 2 ❛✉①
✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s SL(V )✲♠♦❞✉❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①
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❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❡ ♣❛r❛ît ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❡①♣❧♦ré✱ s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❧❛ ❜❡❧❧❡ ✐♥❝✉rs✐♦♥
❞✬❖tt❛✈✐❛♥✐ ❡t ❘✉❜❡✐ ❬✹✾❪✳

❉♦♥❝✱ s♦✐t V ✉♥ C ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ t❡❧ q✉❡ dimC V = r+ 1 ≥ 2✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
Sk ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ Symk(V ) ❡t ♣❛r vk ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ PV ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❱❡r♦♥❡s❡ P(S1) →֒ P(Sk)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ δ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱

Sn ⊗ Sm µ→ Sn+m, Sn+m
δ→ Sn ⊗ Sm.

❈♦♠♠❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t SL(V )✲éq✉✐✈❛r✐❛♥t❡s ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉❛❧
♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ Sk✳ ❙♦✐t
(X0, · · · , Xr) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V ✳ ▲❡s ♠♦♥ô♠❡s

∏i=r
i=0X

ki

i ❛✈❡❝
∑

ki = k ❢♦r♠❛♥t
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Sk✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ k
✐✳❡✳

(k0, · · · , kr) ≤ (l0, · · · , lr)⇔ ∃s | li = ki pour i ≤ s, et ki+1 < li+1.

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r X(n0,··· ,nr)✱ Y(m0,··· ,mr) ❡t Z(s0,··· ,sr) ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r Sn✱ Sm ❡t Sn+m✳
❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿

µ =
∑

(ni)

[
∑

(mj)

X(n0,··· ,nr)Y(m0,··· ,mr)Z(n0+m0,··· ,nr+mr)].

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

X
q−−−−→ P(Sn+m)

p





y

Seg(sn, sm)

▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s (r + 1)✲✉♣❧❡ts✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r (s0, · · · , sr) = (0, · · · , n+
m, · · · , 0)✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉✣t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ X ❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢
❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ Seg(sn, sm)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ ✐♥❞✉✐t tr♦✐s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s s✉r P(Sn)✱
P(Sm) ❡t s✉r Seg(sn, sm)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x⊗y ∈ Seg(sn, sm)✱ µ(x⊗y) 6=
0✳ ❈♦♠♠❡ µ−1(Xn+m

i ) = {Xn
i ⊗Xm

i }✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Xn+m
i (x⊗ y) = 0⇔ Xn

i (x) = 0, ou Xm
i (y) = 0.

▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s SL(V )✲✜❜rés s✉✐✈❛♥ts s✉r P(Sn)× P(Sm)✱ P(Sm) ❡t
s✉r P(Sn)✱

0 −−−−→ OP(Sn)×P(Sm)(−1,−1) −−−−→ Sn+m ⊗OP(Sn) −−−−→ En+m −−−−→ 0

✸✺



0 −−−−→ Sn ⊗OP(Sm)(−1) −−−−→ Sn+m ⊗OP(Sm) −−−−→ Em,n+m −−−−→ 0

0 −−−−→ Sm ⊗OP(Sn)(−1) −−−−→ Sn+m ⊗OP(Sn) −−−−→ En,n+m −−−−→ 0

▲❡ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ PEn,n+m ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ P(Sn) ❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s P(Sn)×P(Sn+m)
❡t ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s sm éq✉❛t✐♦♥s

[
∑

(ni)|
P

ni=n

X(n0,··· ,nr)Z(n0+m0,··· ,nr+mr)](mj)|
P

mj=m = 0

❱❛r✐étés ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡

❆✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♥ér❛❧ (x(n0,··· ,nr))(ni)|
P

ni=n ❧❛ ✜❜r❡ ✭❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ sn+m − sm − 1✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s sm éq✉❛t✐♦♥s

[
∑

(ni)|
P

ni=n

x(n0,··· ,nr)Z(n0+m0,··· ,nr+mr)](mj)|
P

mj=m = 0.

❆✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ vn ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬❡s♣❛❝❡s t❛♥❣❡♥ts s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ vn+m✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❆✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t (xn0
0 · · ·xnr

r )(ni)|
P

ni=n ❧❛ ✜❜r❡ ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ m✲✐è♠❡ ❡s♣❛❝❡ ♦s❝✉❧❛t❡✉r ❞❡ vn+m ❛✉
♣♦✐♥t (xs00 · · ·xsr

r )(sk)|P sk=n+m.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

∂(m0,··· ,mr)(xs00 · · ·xsr
r )(sk)|P sk=n+m = (xs0−m0

0 · · ·xsr−mr
r )(sk)|P sk=n+m

♦ù xs0−m0
0 · · ·xsr−mr

r = 0 s✐ sk < mk✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ En,n+m ❞✉ ✜❜ré En,n+mà ❧❛ ❱❡r♦♥❡s❡ vn✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡

0 −−−−→ Sm ⊗OP(S1)(−n) −−−−→ Sn+m ⊗OP(S1) −−−−→ En,n+m −−−−→ 0.

●râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s m✲✐è♠❡s ❞❡ Sn+m✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r
En,n+m ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✜❜ré ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❣ré n+m s✉r PS1 ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥
♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r ❞✬♦r❞r❡ ≥ m+1✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
x ❡st H0(mm+1

x (n + m))∨. ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉r❛ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s
ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✸✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ PEn,n+m ⊂ PS1 × PSn+m ♣❛r ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ✈❛r✐été m✲♦s❝✉❧❛tr✐❝❡ ❞❡ vn+m✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ F ⊂ P(Sn)× P(Sn)
∨ ❡t

s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à vn

P(Sn)
p←−−−− q−1(vn)

q−−−−→ vn.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❞❡ ❬❱✷❪✳

✸✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ En,n+m = p∗q∗Ovn
(n+m

n
)(= p∗q∗OP(S1)(n+m)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ q−1(vn)✱

0 −−−−→ OP(Sn)×vn
(−1,−1) −−−−→ OP(Sn)×vn

−−−−→ Oq−1(vn) −−−−→ 0

❡t ✈✐❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① Ovn
(1) = OP(S1)(n) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

0 −−−−→ OPSn×P(S1)(−1,−n) −−−−→ OP(Sn)×P(S1) −−−−→ Oq−1(vn) −−−−→ 0.

❖♥ t❡♥s♦r✐s❡ ♣❛r q∗OP(S1)(n+m) ❡t ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ ♣❛r p ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
❡①❛❝t❡ s✉r PSn ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

0 −−−−→ Sm ⊗OP(Sn)(−1) −−−−→ Sn+m ⊗OP(Sn) −−−−→ En,n+m −−−−→ 0.

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✺✳ ❙♦✐❡♥t (X0, X1, X2) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S1 ❡t (Z0, Z1, Z2, Z3, Z4, Z5)
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S2✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ : S1 ⊗ S1 → S2✳ ❆✉ ❞❡ss✉s ❞❡
PS∨

1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à µ ❡st




X0 X1 X2 0 0 0
0 X0 0 X1 X2 0
0 0 X0 0 X1 X2



 .

❊t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ PS2 ❡st




Z0 Z1 Z2

Z1 Z3 Z4

Z2 Z4 Z5



 .

❉❛♥s PS2 ❧❡ ❧✐❡✉ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❡
❧✐❡✉ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

S2 ⊗OPS4
→ S∨

2 ⊗OPS4
(1)

✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡s q✉❛rt✐q✉❡s ❞❡ ❈❧❡❜s❝❤✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s q✉❛rt✐q✉❡s s✬é❝r✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ 5 ♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉❛tr✐è♠❡s✳

❱❛r✐étés ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❍✐rs❝❤♦✇✐t③

❖♥ ♥♦t❡ Seckvd(P
n) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P

k−1 q✉✐ s♦♥t k✲sé❝❛♥ts à vd(Pn)✳ ▲❡s ✈❛r✐étés
❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✲❍✐rs❤♦✇✐t③ s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ sé❝❛♥t❡s ❞❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡
q✉✐ s♦♥t ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡s ✭✐✳❡ q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡✮✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ Seckvd(P

n) ❡st min(k(n+1)−1,
(

d+n
n

)

−1)✳ ❚♦✉t❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥♥✉❡s
♣❛r ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♠❛✐s ❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ❍✐rs❤♦✇✐t③ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ❧❡s
s❡✉❧❡s ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ sé❝❛♥t❡s ❛✉① ✈❛r✐étés ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡ ✭❬✷❪✮✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ✈❛r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❤✐st♦r✐q✉❡s✱ ✈♦✐r
❬✾❪✮ ✿

✸✼



✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ sé❝❛♥t❡s ❞❡s q✉❛❞r✐q✉❡s ❞❡ P
n✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❛♥❣s

❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ s♦✐t Seck(v2(P
n)) ♣♦✉r 2 ≤ k ≤ n.

✕ ▲❡s tr♦✐s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✏❝❛t❛❧❡❝t✐❝❛♥t✑ ❞❡ ❈❧❡❜s❝❤✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Sec5(v4(P

2))✱ Sec9(v4(P
3)) ❡t Sec14(v4(P

4))✳ ▲❡✉rs ❞❡❣rés s♦♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 6✱ 10 ❡t 15✳

✕ ❊♥✜♥✱ Sec7(v3(P
4)) ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré é❣❛❧ à 15 ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❝♦♥♥✉ ❛✈❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧

❞✬❖tt❛✈✐❛♥✐ ✭❬✹✽❪✮✳
❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✭♣r♦♣✳ ✸✳✹✳✻✮ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❢♦r♠❡s Sm ⊗ Sn → Sn+m ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ✈❛r✐étés à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Sn ⊗OPSn+m
(−1)

µ−−−−→ Sm ⊗OPSn+m
♣r♦✈❡✲

♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s sm éq✉❛t✐♦♥s

[
∑

(ni)|
P

ni=n

x(n0,··· ,nr)Z(n0+m0,··· ,nr+mr)](mj)|
P

mj=m = 0

♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

µ.t(x(n0,··· ,nr))(ni).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ PEn,n+m ❡st ❜✐r❛t✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été
F 0(µ) ❞❡ PSn+m ❞❡✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ µ✳ ❈✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r ❧✬♦✉✈❡rt F 0(µ)\F 1(µ) ♦ù F 1(µ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs s♦✉s✲
♠❛①✐♠❛✉①✳ ▲♦rsq✉❡ dimSk = k + 1 ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ F 1(µ) ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡
PEn,n+m✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡st ❧✬é❝❧❛té ❞❡ F 0(µ) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
F 1(µ)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n ≤ m✳ ▲♦rsq✉❡ dim(PSn+m) <
dim(PSm) + dim(PS1) dim(PSn) ❧❛ ✈❛r✐été Secsn−1vn+m ❡st ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Sn ⊗ Sm → Sn+m ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

PSn+m →֒ P(Sn ⊗ Sm).

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ sn × sm✳ ◆♦t♦♥s M ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ sn × sm✳ ❖♥ ❛ F 0(µ) =
F 0(M)∩PSn+m. P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭❝♦♥❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✾❪✱ ♣❛❣❡s
✾✾✲✶✶✸✮ q✉❡ F 0(M) = Secsn−1(Seg(sn, sm)) ♦ù ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❙❡❣r❡ Seg(sn, sm)
❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s sn × sm ❞❡ r❛♥❣ é❣❛❧ à 1✳ ❈♦♠♠❡
PSn+m ∩ Seg(sn, sm) = vn+m✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ Secsn−1vn+m ⊂ F 0(µ)✳
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ sé❝❛♥t❡s ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
r✐été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① ❡t ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐étés ♦♥t ♠ê♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡❧❧❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭F 0(µ) ❡st ❜✐r❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ à ✉♥ ✜❜ré ♣r♦❥❡❝t✐❢✮✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
dimF 0(µ) = sn+m − sm + sn − 2✱ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ♣♦✉r Secsn−1vn+m

❡st

dimatt(Secsn−1vn+m) = (sn − 1)(s1 − 1) + sn − 2 = sns1 − s1 − 1.
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▲❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❧♦rsq✉❡ st = t + 1 ✭✐✳❡ dimC V = 2✮✳ ▲❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❡❧❧❡ ét❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

dimF 0(µ) < dimatt(Secsn−1vn+m)

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été Secsn−1vn+m ❡st ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t
à

dim(PSn+m) < dim(PSm) + dim(PS1) dim(PSn).

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✼✳ ❙♦✐❡♥t n ≤ m ❡t r tr♦✐s ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❆❧♦rs✱
(

n+m+r
r

)

<
(

m+r
r

)

+ r(
(

n+r
r

)

− 1) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n = m = 1 ❡t r ≥ 1
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ n = m = 2 ❡t r = 1, 2, 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐étés ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ❍✐rs❤♦✇✐t③ ♠❛✐s ♣❛s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡✳

✸✳✺ ❋✐❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r

❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✉❛❧❡ (Seg(sm, sn, sn+m))∨ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à En,n+m ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✭SL(V )✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
dimC(V ) = 2✳ ◗✉❛♥❞ dimC(V ) > 2 ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
q✉❡ 1✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r SL(V ) ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ SmV ⊗ SnV µ−−−−→ Sn+mV , ♥♦✉s ❛❝❝♦r❞♦♥s ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❝❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ dimV = 2✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ V ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 2 ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ C✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

Sm ⊗ Sn µ−−−−→ Sn+m

✐♥❞✉✐t ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ En,n+m s✉r P(Sn)✳ ❈❡s ✜❜rés✱ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❙❝❤✇❛r③❡♥✲
❜❡r❣❡r ❞❛♥s ❬✺✽❪✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❋✐❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❝❡s ✜❜rés s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ SL(2) ✭✷✮✳

✷❆✈❡❝ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❧❡❜s❝❤✲●♦r❞❛♥ ❥✬❛✐ r❡❞♦♥♥é ✉♥❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ très ❝♦✉rt❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r St(m, n, n)
✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ SL(2) ❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶ ✭❬❱✹❪✱ t❤♠✳ ✸✳✶✮✳ ❙♦✐❡♥t A1, · · · , As ❞❡s SL(2)✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✱ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s n1 + 1 ≥ · · · ≥ ns + 1 ❛✈❡❝ n1 = n2 + · · · + ns✱ Si ❧❡ SL(2)✲♠♦❞✉❧❡
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré i + 1 ❡t φ ∈ Hom(A2 ⊗ · · · ⊗ As, A∨

1 ) ✉♥ SL(2)✲❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❆❧♦rs✱

Det(φ) 6= 0 ⇔ Ai ≃ Sni
et φ est la multiplication Sn2 ⊗ · · · ⊗ Sns → Sn1 .

❈❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t ❞é❥à ♣r♦✉✈é ♣❛r ❆♥❝♦♥❛ ❡t ❖tt❛✈✐❛♥✐ ♣♦✉r s = 3 ✭❬✸❪✱ t❤♠ ✷✳✻✮ ❡t ♣❛r ❈✳
❉✐♦♥✐s✐ ♣♦✉r s ≥ 3 ✭❬✶✽❪✱ t❤♠ ✶✳✸✳✶✸✮✳ ▲❡✉rs ♣r❡✉✈❡s rés✉❧t❛✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ✜♥❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ♣r♦❞✉✐t SL(V1)×SL(V2)×· · · SL(Vn) s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤②♣❡r♠❛tr✐❝❡s V1⊗V2⊗· · ·⊗Vn

♦ù ❧❡s Vi s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
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◆♦✉s ♥♦t♦♥s (t0, t1) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S1✱ (xi = ti0t
n−i
1 )✱ (yj = tj0t

m−j
1 )✱❡t (zl =

tl0t
n+m−l
1 ) ❧❡s ❜❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Sn, Sm ❡t Sn+m✳ ❆❧♦rs µ(xi ⊗ yj) = zi+j .

▲✬♦r❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐✲
❝✐❡❧❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❡t ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

Sm −→ S∨
n ⊗ Sn+m

yj 7→
i=n
∑

i=0

x∨i ⊗ zi+j

♦ù (x∨i ) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ S∨
n ✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♦r✲

❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s

P(S∨
n+m) = P(C[Z0, ..., Zn+m]) ❡t P(Sn) = P(C[X0, ..., Xn])

q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♣♦sé

Sm −−−−→ S∨
n ⊗ Sn+m −−−−→ Sn+m ⊗OP(Sn)(1)

yj 7→
i=n
∑

i=0

x∨i ⊗ zi+j 7→
i=n
∑

i=0

zi+jXi

❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ (m+ 1)× (n+m+ 1) s✉✐✈❛♥t❡

Mm =















X0 X1 · · · Xn

X0 X1 · · · Xn

X0 X1 · · · Xn

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
X0 X1 · · · Xn















.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♣♦sé

Sm −−−−→ S∨
n ⊗ Sn+m −−−−→ S∨

n ⊗OP(S∨

n+m
)(1)

yj 7→
i=n
∑

i=0

x∨i ⊗ zi+j 7→
i=n
∑

i=0

x∨i Zi+j

❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡rs②♠étr✐q✉❡ ✭♦✉ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧✮ (m+ 1)× (n+ 1) s✉✐✈❛♥t❡

Nn =

















Z0 Z1 Z2 · · · Zm
Z1 Z2 · · · · · · Zm+1

Z2 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · Zn+m−1

Zn · · · · · · Zn+m−1 Zn+m

















.

✹✵



▲❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ ✭❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ µ✮ M = (ai,j,k) ♦ù ai,j,k = 1 q✉❛♥❞ k = i + j ❡t i ∈ {0, · · · , n}, j ∈
{0, · · · ,m} et k ∈ {0, · · · , n+m}✱ ai,j,k = 0 s✐♥♦♥✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
P(Sm) = P(C[Y0, ..., Ym])✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♠❛tr✐❝❡ M r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr✐❧✐♥é❛✐r❡

∑

i=0,··· ,n

∑

j=0,··· ,m
XiYjZi+j .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Nn ❡st ❧❛ t✐ré❡ ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧

µ : P(Sn+m) →֒ P(Sm ⊗ Sn)
❞❡ ❧❛ (m+1)× (n+1) ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❈❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❧❡❜s❝❤✲●♦r❞❛♥ ❞❡ Sm ⊗ Sn ❡♥ SL(2) ♠♦❞✉❧❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s

Sm ⊗ Sn = Sn+m ⊕ · · · ⊕ Sm−n, avec n ≤ m.
▲❡ ❧✐❡✉ ❞❡s ③ér♦s ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♠✐♥❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ Nn ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞❡s (n− 1)✲♣❧❛♥s n✲sé❝❛♥ts ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ n ≤ m✮ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ Cn+m ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠✐♥❡✉rs ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✾❪✱ ♣r♦♣✳
✾✳✼✮✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ Dn−i,n+m ❞❡s ③ér♦s ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ i✲è♠❡ ✐❞é❛❧
❞❡ ❋✐tt✐♥❣ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡s (n− i−1)✲♣❧❛♥s (n− i)✲sé❝❛♥ts à ❧❛ ❝♦✉r❜❡
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠✐♥❡✉rs✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱
♣❡✉t✲êtr❡ s♦✉s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ✭✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✸✼❪✮✳ ❏❡ ❞♦♥♥❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♠❡ ♣r♦♣♦s❛ ❈❤r✐st✐❛♥ P❡s❦✐♥❡ ✐❧
② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✳ P(En,n+m) ❡st ❧✬é❝❧❛té ❞❡ Dn,n+m ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ Dn−1,n+m✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ P(En,n+m)
❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t P(Sn) × P(Sn+m) ❡t ✐❧ ② ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ((

∑n
i=0XiZi+j = 0)j=0,··· ,m)✳ ◆♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r p ❡t π ❧❡s ♠♦r✲

♣❤✐s♠❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r P(Sn+m) ❡t P(Sn) ❡t OP(En,n+m)(a, b) ❧❡ ✜❜ré ❡♥
❞r♦✐t❡s p∗OP(Sn+m)(a)⊗ π∗OP(Sn)(b)
▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P(En,n+m) ♣❛r p ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t Dn,n+m✳ ▲❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♥ér❛❧ (x0, · · · , xn) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ P

n−1 ❞❡✜♥✐ ♣❛r ❧❡s m + 1
éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ((

∑n
i=0 xiZi+j = 0)j=0,··· ,m) ❞❛♥s P(Sn+m)✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t (x0, · · · , xn)Nn✳ ❈❡❝✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡
P
n−1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Dn,n+m✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ p : P(En,n+m) → Dn,n+m ❡st ❞♦♥❝

❜✐r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ✐❧ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❤♦rs ❞❡ Dn−1,n+m✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
Dn−1,n+m ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❧❛t❡♠❡♥t ✐❧ ❢❛✉t ét❛❜❧✐r q✉❡ p−1(Dn−1,n+m) ❡st ✉♥
❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ P(En,n+m).

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ p−1(Di,n+m) ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡
❈❤♦✇ A = A(P(En,n+m))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✸✳ P♦✉r t♦✉t i < n ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡
✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s

Oi+1
P(En,n+m)(−1, 0)

ψ−−−−→ (π∗En,n+m−i)∨

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ Z(∧i+1ψ) = p−1Di,n+m ❡t [p−1Di,n+m] = cn−i(cokerψ) ❞❛♥s A✳

✹✶



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t i < n ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r
P(Sn)

0 −−−−→ Sm−i(−1)
Mm−i−−−−→ Sn+m−i

(Z0,··· ,Zn+m−i)−−−−−−−−−−→ En,n+m−i −−−−→ 0.

❖♥ ❞✉❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ♦♥ ❧❛ r❡❧è✈❡ s✉r P(En,n+m)

0 −−−−→ (π∗En,n+m−i)∨ −−−−→ S∨
n+m−i

tMm−i−−−−−→ S∨
m−i(0, 1) −−−−→ 0.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉t i < n ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r P(Sn+m)

Sn+m−i
φ−−−−→ S∨

i (1)

♦ù Di,n+m = Z(∧i+1φ) ⊂ P(Sn+m) ❡t φ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

Ni =

















Z0 Z1 Z2 · · · Zn+m−i
Z1 Z2 · · · · · · Zn+m−i+1

Z2 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · Zn+m−1

Zi · · · · · · Zn+m−1 Zn+m

















.

❈♦♠♠❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♥♦✉s ❞✉❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❧❛ r❡❧❡✈♦♥s s✉r
P(En,n+m)

Si(−1, 0)
Ni−−−−→ S∨

n+m−i.

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t i < n ❧❡ ♣r♦❞✉✐t tMm−iNi ❡st ♥✉❧ s✉r P(En,n+m)✱ ❧✬❤♦♠♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♣♦sé

Si(−1, 0)
Ni−−−−→ S∨

n+m−i
tMm−i−−−−−→ S∨

m−i(0, 1)

❡st ♥✉❧✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡

Si(−1, 0)
ψ−−−−→ (π∗En,n+m−i)∨.

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✉ s❡r♣❡♥t ❧❡s ❝♦♥♦②❛✉① ❞❡ ψ ❡t Ni s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s✉r P(En,n+m)✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Z(∧i+1ψ) = Z(∧i+1Ni) ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡
p−1Di,n+m✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té q✉❡ dimp−1(Di,n+m) = n+ i−1✳
▲❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❚❤♦♠✲P♦rt❡♦✉s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷ ✿ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ p−1Dn−1,n+m ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r
❞❡ P(En,n+m) ❞❡✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡

Sn−1(−1, 0)
ψ−−−−→ (π∗En,m−1)

∨.

❯♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ p−1Dn−1,n+m ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ OP(En,n+m)(n, n − m − 2) ✐✳❡✳ ♣❛r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡
(SnEn,n+m)(n−m− 2)✳

✹✷



❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✹ ✭❬❱✷❪✱ ♣r♦♣✳ ✶✳✷✮✳ ❙✉r P
2✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡

❞❡ S2(E2,n+2)(−n) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ✜❜rés
st❛❜❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉①✳

❯♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ E ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r P
2 ✈ér✐✜❡ h0(S2(E(−c1))) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡✲

♠❡♥t s✬✐❧ ❡st st❛❜❧❡ ❡t h0(S2(E(1−c1)) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r✲
❣❡r✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
s②♠étr✐q✉❡ E(−1)→ E ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❙❝❤✇❛r✲
③❡♥❜❡r❣❡r✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ H0(S2(E(n−c1))) ✐♥❞✉✐t
✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P

2 r❛♠✐✜é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2n ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤s✐♠❡ s②♠étr✐q✉❡ E(−n)→ E. ◆♦✉s ❡♥ r❡♣❛r❧♦♥s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧♦rsq✉❡ n = 2✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✱ ❞♦♥t ❧❡s
♠✐♥❡✉rs 2 × 2 ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✱
❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s X ⊂ P

n∨

✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✐♥tè❣r❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❞❡ ❞❡❣ré n + r✳ ❆♣♣❡❧♦♥s q ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ q−1(X) s✉r X ✭r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q : F → P

n∨✮ ❡t p ❝❡❧✉✐
❞❡ q−1(X) s✉r P

n ✭r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ p : F → P
n✮✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ p ❡st

✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré (n+ r) ❞❡ P
n✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ X t❡❧ q✉❡
h1(L(−1)) = 0✳ ❆❧♦rs E(X,L) := p∗q

∗L ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ r❛♥❣
é❣❛❧ ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ X✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✻✳ ▲♦rsq✉❡ h0(L⊗Ox∨) ❡st ❝♦♥st❛♥t ❝❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① s♦♥t ❞❡s ✜❜rés
❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ L s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❡✉t✲êtr❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❈❡s ✜❜rés ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦r✲
♠❛❧❡s✳ ❆rr♦♥❞♦ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r
✭❬✹❪✱ ❞é❢✳ ♣❛❣❡ ✻✮ q✉✐✱ ❛✉① ❞ét❛✐❧s ♣rès✱ r❡❝♦✉✈r❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ét❛♥t ♥✉❧❧❡ ♦♥ ❛ R1p∗q
∗L = 0✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ p∗q
∗L ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r s✉r P

n ❛✈❡❝ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿

0 −−−−→ H0(L(−1))⊗OPn(−1) −−−−→ H0(L)⊗OPn −−−−→ p∗q
∗L −−−−→ 0.

❙♦♥ r❛♥❣ ❡st é❣❛❧ à h0(L)− h0(L(−1)) = deg(X) = n+ r.

▲❛ ✈❛r✐été ❛ss♦❝✐é❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤♦♠♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡

H0(L(−1))⊗OP(H0(L))(−1)
M−−−−→ H0(OPn(1))⊗OP(H0(L)).

❙✐ (e1, · · · , ed) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ H0(L(−1)) ❡t (x0, · · · , xn) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ P
n ♦♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡ M = (ei ⊗ xj)✳ ▲❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣ 1 ❝❛r ❧❡s
xj s♦♥t ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ❞❡❣ré n = deg(X)✳

❙❡✉❧s ❧❡s ❝❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ Seg(n,m) ♦♥t été ét✉❞✐és ✭❬✸❪✱ ❬✷✷❪✱ ❬❱✸❪✮✳ P♦✉r
❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ Seci(Seg((n,m)) ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs ✭❛✈❡❝ ❋❛❡♥③✐
❡t P♦❧✐③③✐✮✳

✹✸



✸✳✻ ❋✐❜rés ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ q✉❛rt✐q✉❡

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❬✺✽❪ ❧✬❛✉t❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ✿ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r q✉✐ s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❢❛✐s✲
❝❡❛✉① ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s s✉r P

1×P
1 ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P

1×P
1 → S2

P
1 ❡t ❝❡✉① ♣r♦✈❡♥❛♥t✱

✈✐❛ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❞❡ P
3✱ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉

✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✳

P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡st très ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❞é❥à ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ rés✉❧t❛ts q✉✐ ré❛♣♣❛r❛✐tr♦♥t ♣❧✉s t❛r❞✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞❡s ✜❜rés ✐♠❛❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P✐❝❛r❞ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝✉❜✐q✉❡
♠❛rq✉é❡ ✭❬✺✽❪✱ t❤♠✳ ✻✮✳ ■❧ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ✐♠❛❣❡s✱ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❡st ✐♠♣❛✐r❡✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ q✉❛rt✐q✉❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❬✺✽❪✱ ♣r♦♣✳ ✶✵✮ ❡t ❝✬❡st à ♣❡✉ ♣rès t♦✉t✳

P♦✉rs✉✐✈❛♥t s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❥❡ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ✐♠♣❛✐rs
s♦♥t ❞❡s ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ q✉❛rt✐q✉❡ ✭❞♦♥❝ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✷✽✮ ❡t ❝❡❝✐
q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ✭❬❱✾❪✱ t❤♠✳ ✸✳✷✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st
❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✲❞r♦✐t❡s ❞❡ P

2✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❥❡ r❡✈✐❡♥s s✉r ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ●❡✐s❡r
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬é❝❧❛t❡♠❡♥t ❞❡ 7 ♣♦✐♥ts ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ Z ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t JZ s♦♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐❞é❛✉①✳ ❖♥
♣♦s❡ P

2 = PV ❡tW = H0(JZ(3))✳ ▲✬é❝❧❛té X = PJZ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s PV ×PW =
P

2 × P
2 ♣❛r ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s

∑

Xi∆i = 0 ❡t
∑

Ci∆i = 0✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s ❞❡✉①
❢♦✉r♥✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ W ≃ Hom(V,C)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ PJZ
❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❜✐❞❡❣ré❡ (2, 1) ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✲❞r♦✐t❡ ❞❡
PV ♦ù ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ PV s♦♥t ❧❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s s❡♣t ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜❛s❡✳

❖♥ ♥♦t❡ F ⊂ PV × PW ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✏♣♦✐♥ts✲❞r♦✐t❡s✑ ❞❡ P
2✱ p ❡t q ❧❡s

♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ p ❡t q ❧❡✉rs r❡str✐❝t✐♦♥s à ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été PJZ ✳

P
2∨ = PW

q←−−−− PJZ ⊂ F
q−−−−→ P

2∨ = PW

p





y

p

P
2 = PV

❖♥ ♣♦s❡ En := q∗p
∗OP2(n)✳ ❈❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐r❡❝t❡s s♦♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ❝❛r ❡❧❧❡s

♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ✜❜rés ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ PJZ q✉✐ ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡
❞✉ ♣❧❛♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ✜❜rés s♦♥t st❛❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❡✉rs ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✱ ♣♦✉r
n > 3 ✐♠♣❛✐r✱ s♦♥t s✉♣♣♦rté❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s 28 ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s ❀ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡✉r ♦r❞r❡
❞❡ s❛✉t ✭❬❱✾❪✱ t❤♠✳ ✹✳✹✮ s❡❧♦♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥❡ ❞❡s 7 ❞❡ ❞é♣❛rt ♦✉ ✉♥❡ ❞❡s 21
r❡st❛♥t❡s✳

◗✉❡st✐♦♥ ✷✳ ❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ♠❡ s❡♠❜❧❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✿

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡ E3 ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté
♣❛r ❧❡s 7 ❞r♦✐t❡s ❛②❛♥t s❡r✈✐ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✷✳ ❈❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
❞❡ S2E(2−c1(E))✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥s✐st❡✱ ❥❡ ♣❡♥s❡✱ à s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s

✹✹



7 ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ✉♥
tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs ✭❛✈❡❝ ❉❛♥✐❡❧❡ ❋❛❡♥③✐ ❡t ❋r❛♥❝❡s❝♦ P♦❧✐③③✐✮ s✉r ❧❡s r❡✈êt❡✲
♠❡♥ts tr✐♣❧❡s ❞✉ ♣❧❛♥✱ ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙t❡✐♥❡r

0 −−−−→ O4
P2(−1) −−−−→ O6

P2 −−−−→ E −−−−→ 0

♣♦ssè❞❛♥t s✐① ❞r♦✐t❡s ❜✐s❛✉t❡✉s❡s t❛♥❣❡♥t❡s à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ✭♠❛✐s ♣❛s 7 ❝❡
q✉✐ ❡♥ ❢❡r❛✐t ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✱ s✐ ❧❛ s❡♣t✐è♠❡ ❡st t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛
❝♦♥✐q✉❡✱ ✉♥ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ s✐♥♦♥✮ t❡❧ q✉❡ h0(S2E(−2)) = 1✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

●é♦♠étr✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❋✐❜rés

✈❡❝t♦r✐❡❧s

➚ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ❖♥ r❡❧✐❡
❛❧♦rs ❧❡s s②③②❣✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐ét❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦✲
❝✐é❡ ✭♣❛rt✐❡ ✹✳✶✮✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ♣❧❛♥s✱
❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡ ✜❜rés ✐♠♣❛✐rs ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ r❛♠✐✜é ❧❡ ❧♦♥❣
❞✬✉♥❡ q✉❛rt✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡s s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥✲
❜❡r❣❡r✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤ r❡str❡✐♥t ❛✉① ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r
❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ✭❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t✮ ✭♣❛rt✐❡ ✹✳✷✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s
❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r s♦♥t ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡
❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✭♣❛rt✐❡ ✹✳✸✮✳

✹✳✶ ❙②③②❣✐❡s ❡t s✉r❢❛❝❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t

❉❛♥s ❬❱✽❪ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s str❛t✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❜✐✲
♥❛✐r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs s②③②❣✐❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① N ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s On

P1 → OP1(m)✳ ❈♦♠♠❡ N =
∑

iOP1(−ai) ❛✈❡❝ m =
∑

i ai✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (a1, · · · , an−1)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ P

1 → P
n−1 ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ C ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré m✱ ❝❡

♥♦②❛✉ ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ❞❡ P
n−1 r❡str❡✐♥t à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡♥ ❡✛❡t

♦♥ ❛

0→ ΩPn−1(1)⊗OC ≃ N −→ OnPn−1 ⊗OC −→ OPn−1(1)⊗OC → 0.

◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t
❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ P

n ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❘❛♠❡❧❧❛ ✭❬✺✺❪✮ s✉r
P

3✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ très ❡♠♣r✉♥té ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛r✐étés
❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✭♣✐♥❝❡❛✉
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✱ rés❡❛✉ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✮✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❧❡s n s❡❝t✐♦♥s ❞❡
OP1(m) ✭s♦✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡✱ m ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ Cn−1✮

✹✻



❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à n s❡❝t✐♦♥s ❞✉ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r En−1,m(Cn−1)✳ ❈❡s n
s❡❝t✐♦♥s s✬❛♥♥✉❧❡♥t s✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ s②③②❣✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré
1 ❡①✐st❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐étés s♦♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❡t ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s
s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❛ss♦❝✐é ♣♦ssè❞❡ ❞❡s s②③②❣✐❡s ❡♥ ❞❡❣ré 1✳ P♦✉r êtr❡
♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ ✭❬❱✽❪✱ t❤♠✳ ✸✳✽✮✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t
Λ ∈ G(k, n) ♣♦ssè❞❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s 1 s②③②❣✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛
✈❛r✐été ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t

(

n−1
k

)

❞r♦✐t❡s ❡t ❡❧❧❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❛✉①
(

n−1
k+1

)

s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❘és✉❧t❛t ♠♦❞❡st❡ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡
❢♦r♠❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ✈❛r✐étés ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ✭❜r✐è✈❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s à
❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❚r❛✉t♠❛♥♥ ❬✻✶❪✮ ♠❡ s❡♠❜❧❡ ❞✐❣♥❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❝✉❜✐q✉❡s ✭❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ q✉✐♥t✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮ ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✸✳ ▲❡s s②③②❣✐❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s
s♣é❝✐❛❧❡s✳ ❊①✐st❡✲t✬✐❧ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ s②③②❣✐❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡✉① ❡t ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥✲
❣✉❧✐èr❡s ❄ ❊st✲❝❡ q✉❡ t♦✉t❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❡st ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❄ P♦✉r ❧❡s ❝✉❜✐q✉❡s
❧✐ss❡s q✉✐ ❧❡ s❡r❛✐❡♥t ✭s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s✮ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❛♥s
❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❧❡s ✷✼ ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❄ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛rt✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳
❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡❣ré✱ ❡t❝✮ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡s q✉❛rt✐q✉❡s ❞❡
P♦♥❝❡❧❡t✳

❙❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♦♥t✲été sér✐❡✉s❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s✳ ➚ ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
✐❧ ♥✬② ❛✱ ❤♦r♠✐s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❡t✐t ♣❛s✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❝❡s s✉r❢❛❝❡s✳

✹✳✷ ❙♦✉s✲✈❛r✐étés s❛✉t❡✉s❡s

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s s✉r P
n

❡st ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ✜❜ré E ❞♦♥♥é✱ ❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés wk(E) ❞❡s k✲♣❧❛♥s ❞❡ P
n

✭♣♦✉r k = 1, · · · , n−1✮ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥✐t✐é❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♣❛r ❇❛rt❤ ✭❬✺❪✮✱ ●r✉s♦♥✱ P❡s❦✐♥❡ ✭❬✷✻❪✮✱
s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❍❛rts❤♦r♥❡ ✭❬✸✶❪✮✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s♦♥t
✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t à ✉t✐❧✐s❡r
q✉❡ ❧❡s ❣r❛ss♠❛♥✐❡♥♥❡s✳ ▼❛❧❣ré q✉❡❧q✉❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♣♦✉r ❧❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❣❛✉❝❤❡s✱ ❥❡ ♥✬❛✐ ❥❛♠❛✐s sér✐❡✉s❡♠❡♥t
ét✉❞✐é ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❞r♦✐t❡s✳ ❚♦✉t❡s
❝❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés s♦♥t ❞✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❡t ❧❡✉rs ❞r♦✐t❡s✱ ♣❧❛♥s✱ ❝♦♥✐q✉❡s ♦✉ ❛✉tr❡s
s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡ s❛✉t ❡t ❛✉ss✐ s❛✉t❡✉s❡s✳ P♦✉r ❡♥ r❡✈❡♥✐r ❛✉① ❣r❛ss♠❛♥✐❡♥♥❡s✱
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r s♦♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ✭✈✐❛ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ✜❜ré r❡str❡✐♥t ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡
❢❛✐s❝❡❛✉① ❡♥ ❞r♦✐t❡s✱ ❡t ❞❡ ●r❛✉❡rt ❡t ▼ü❧✐❝❤ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ q✉❡ ❥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r❛✐ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
∑

iOl(ai) s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡
❣é♥ér✐q✉❡ ✈ér✐✜❡ |ai − ai+1| ≤ 1✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ✭❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✉❛❧✐té
♣r♦❥❡❝t✐✈❡✮✳ ▲✬✐❞é❛❧ ✭❞❡ ❢❛❝✐❧✐té✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ q✉❛♥❞ ❞r♦✐t❡s ❡t
❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳ ❆✉ss✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s s✉r P

2 ✭✶✮✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❣é♦♠étr✐❡✲✜❜rés s✬✐♥❝❛r♥❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ s❛✉t✱ ♦✉ s❛✉t❡✉s❡s✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐❢✲
✜❝✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ❘❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝❛❝❤é❡ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ s❛✉t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ✜❜ré ❞♦♥♥é ✭✈♦✐r
❛♥♥❡①❡ ■■✮ ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t✱ ❡♥ ❧✬ét✉❞✐❛♥t✱ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐
♦♥t ❢❛✐t ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ✜❜ré ♣ré❝✐s✳

P♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛✉① sé❝❛♥t❡s ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡s ③ér♦s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✜❜ré E ∈ MP2(−1, 3)✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✳ ❖♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉❡ h0(E(1)) = 1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ✭♠♦❞✉❧♦
❝♦♥st❛♥t❡✮ ✿

0 −−−−→ OP2 −−−−→ E(1) −−−−→ JZ(s)(1) −−−−→ 0.

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ l ∈ S(E) ❞✉ ✜❜ré E ❡st El = Ol(1)⊕Ol(−2)✳
▲❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥

El(1) −−−−→ Ol(−|l ∩ Z(s)|)⊕ F,

♦ù F ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣r❛tt❡✲❝✐❡❧ s✉♣♣♦rté ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ l ∩Z(s) ❡t |l ∩Z(s)| ❡st
❧❡ ✏♥♦♠❜r❡✑ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡ ✏♥♦♠❜r❡✑ ❡st é❣❛❧ à ❞❡✉①✳
▲❡ s❝❤é♠❛ Z(s) ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ tr♦✐s ♣♦✐♥ts✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t s♦♥t ❧❡s tr♦✐s
❝ôtés ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r s✉r P
2✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧s s♦♥t

SL(2) ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❧❡✉r ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ ♣❛r SL(2)✳
▲❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s s✉r P

2 ♦♥t ✉♥ ❧✐❡✉ ❞❡ s❛✉t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ✜❜ré ❛ss♦❝✐é à 7 ❞r♦✐t❡s ❛✉r❛ ♣♦✉r ❞r♦✐t❡s
❞❡ s❛✉t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s s❡♣t ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s 7 ❞r♦✐t❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ✭✈♦✐r ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ●❡✐s❡r✮ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t ❡st ❧❛ s❡①t✐q✉❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❡♥ ❤❛✉t✮✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ E(Z) ❛ss♦❝✐é
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts Z ⊂ P

2 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡ à 2n+ 1 ❛✉r❛ ♣♦✉r ❝♦✉r❜❡ ❞❡

✶▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ✜❜ré ❛✉① ❞r♦✐t❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ❀ ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ é♥♦♥❝é éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐ ❡st ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ t②♣❡ ✿

0 −−−−−→ E −−−−−→ O4
P2

φ
−−−−−→ O

P2 (3) −−−−−→ 0

✭❝❡s ✜❜rés s♦♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡s P3 ❞❡ ❢♦r♠❡s ❝✉❜✐q✉❡s✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✭♠♦❞✉❧♦ PGL(3)✮ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
✜❜ré E ✈ér✐✜❛♥t h0(El) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡ l ⊂ P2✳ ◗✉✐tt❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ ✜❜ré ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ φ =
(X3

0 , X3
1 , X3

2 , X0X1X2)✳

✹✽



s❛✉t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❬✷✷❪✱ t❤♠✳ ✺✳✷✮

S(E(Z)) = {x ∈ P2, h0(JZ ⊗m
n−1
x (n)) 6= 0}.

▼❛✐s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✐❧ ♥✬② ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈✐s✉❛✲
❧✐❡r✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✉① ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✳ ❆✉ ❢♦♥❞✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❝❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝✐s✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s s♦✉❧✐❣♥❡r ❝✐✲❛♣rès tr♦✐s ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡
❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✳

■✳ ▲❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐étés ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✳

▲❡ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à 8 ❞r♦✐t❡s (l1, · · · , l8) ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥é✲
r❛❧❡✳ ■❧ ❛❞♠❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

0 −−−−→ O5
P2(−1) −−−−→ O7

P2 −−−−→ E(3) −−−−→ 0.

❙♦♥ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡ à 36✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s
❞r♦✐t❡s li s♦♥t s❛✉t❡✉s❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡t à ❝❡ t✐tr❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣té❡s tr♦✐s
❢♦✐s✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧♦♥❣❡✉r 12✳ ▲❡s 8 ♣♦✐♥ts (l∨1 , · · · , l∨8 ) ❞❡ P

2∨

❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣✐♥❝❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t 12 ❝✉❜✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱
❡t ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ 12 ♣♦✐♥ts ✭❧❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❞❡s ❝✉❜✐q✉❡s✮ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡ E✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❥❡ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s
✜❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ✐♠♣❛✐rs✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷ ✭❬❱✼❪✱ t❤♠✳ ✸✳✶✮✳ ❙♦✐t Z ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2n
❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ P

2 ❡t E(Z) ❧❡ ✜❜ré ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❆❧♦rs✱
S(E(Z)) ❡st s✉♣♣♦rté ♣❛r ❧❡ ❧✐❡✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡

Z ∪ {x ∈ P2, h0(JZ ⊗m
n−2
x (n− 1)) 6= 0}.

❙✐ Z ❡st ❣é♥ér❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2n ❛❧♦rs

S(E(Z)) = Zn−1 ⊔ {x ∈ P
2, h0(JZ ⊗mn−2

x (n− 1)) 6= 0}

♦ù Zn−1 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ (n − 2)✲✐è♠❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❞❡ Z ❡t ⊔ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s✲
❥♦✐♥t❡✳

■■✳ ▲❡s s❛✉t❡✉s❡s s✉♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s 28 ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ q✉❛rt✐q✉❡ ♣❧❛♥❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ●❡✐s❡r✱
❧❡s s❡♣t ♣♦✐♥ts xi q✉❡ ❧✬♦♥ é❝❧❛t❡ ♦♥t ♣♦✉r ✐♠❛❣❡s ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s li t❛♥❞✐s
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts (xi, xj) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❞r♦✐t❡ di,j ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡
❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦té❡ li,j q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡s 21 ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s r❡st❛♥t❡s✳ ❈❡s 28
❞r♦✐t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés En ✭✜❜rés
❞é✜♥✐s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✹✾



❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✸ ✭❬❱✾❪✱ t❤♠✳ ✹✳✹✮✳ ❙♦✐t n ≥ 2✱ ❧❡s 28 ❜✐sé❝❛♥t❡s s❛✉t❡♥t ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
✶✮ ▲❛ ❞r♦✐t❡ li ✏✐♠❛❣❡✑ ❞✉ ♣♦✐♥t xi ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ s❛✉t ❞✬♦r❞r❡ ⌈ 3n−2

2 ⌉ ♣♦✉r
❧❡ ✜❜ré En✳
✷✮ ▲❛ ❞r♦✐t❡ li,j ✏✐♠❛❣❡✑ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❥♦✐❣♥❛♥t xi ❡t xj ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ s❛✉t
❞✬♦r❞r❡ ⌈n−2

2 ⌉ ♣♦✉r ❧❡ ✜❜ré En✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✹✳ ▲♦rsq✉❡ n ≥ 4✱ ❧❡s 28 ❜✐sé❝❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s ❞r♦✐t❡s s❛✉t❡✉s❡s
❞❡s ✜❜rés En✱ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ❧♦rsq✉❡ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳

■■■✳ ▲❡s t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛✐r ✭❝♦♠♠❡ ❥❡ ❧❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ■■✮ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✉❛❧✱
❞✐t❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✜❜ré st❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① E ❡t ❡st ♥♦té❡
S(E)✳ ❈❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭q✉❡ ❏♦s❡♣❤ ▲❡ P♦t✐❡r ❛♣♣❡❧❛
✏♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤✑✮ ✿

MP2(0, n) ∋ E 7→ S(E) ∈ P(H0(OP2∨(n)).

▲❡ P♦t✐❡r ❡t ❚✐❦❤♦♠✐r♦✈ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❥❡❝✲
t✐❢✳ ▼❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✜❜rés ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ s❡✉❧ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ P♦✉r
❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✱ ♥♦✉s ② ❛rr✐✈♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤ r❡str❡✐♥t ❛✉① ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ✭✐s♦♠♦r♣❤❡ à P

5✮
❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ✜❜ré ♣❛✐r ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✉t ❡st
s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
✐❧ ❢❛✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r s♦♥ ✐♠❛❣❡✳

❙♦✐t C ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ {f = 0} s✉r P
2∨ ❡t E2,2n+1 ❧❡ ✜❜ré ❞❡

❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❛ss♦❝✐é à C ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ s♦♥t c1(E2,2n+1) = 2n
❡t c2(E2,2n+1) =

(

2n+1
2

)

✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞✉ ✜❜ré ♥♦r♠❛❧✐sé
E2,2n+1(−n) ❡st n(n+1)✳ ❖♥ ♥♦t❡mC ❧❡ ❞✐✈✐s❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ {fm = 0}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✳ S(E2,2n+1) = n(n+1)
2 C.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ E2,2n+1 ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ SL(2) ✭♦ù SL(2) =
Aut(C)✮✱ s♦♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ❞r♦✐t❡s s❛✉t❡✉s❡s ❡st s✉♣♣♦rté ♣❛r C✳ ❙♦♥ ❞❡❣ré é❣❛❧❡
n(n+ 1)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❛✐r
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡✉r ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐t E ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❛✐r st❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r
P

2 t❡❧ q✉❡ S(E) = nC (n ≥ 1)✳ ❆❧♦rs E ❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❞❡ ❧❛
❝♦♥✐q✉❡ C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ c1(E) = 0✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m t❡❧ q✉❡ n = m(m− 1)/2 ❡t E(m− 1) = E2,2m−1(C)✳

✺✵



❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤ q✉✐ ❛ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ s❛
❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t

γ : M(0, 2n) −→ P(H0(O
P2∨ (2n))).

▲❡ P♦t✐❡r ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st q✉❛s✐✲✜♥✐ s✉r ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡s ✜❜rés ✈❡❝✲
t♦r✐❡❧s ✭❬✹✵❪✱ t❤♠ ✻✳✶✶✮✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t
❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ s❛♥s t♦rs✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❬✹✹❪✱ ♣r♦♣✳✶✳✽✮✳ ▲❛ ✜❜r❡ γ−1(nC)✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱
❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐❡✳

❙♦✐t σ ∈ SL(2) ≃ Aut(C) ❀ ❝♦♠♠❡ S(σ∗E) = σS(E) = nC ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
SL(2) ❛❣✐t s✉r ❧❛ ✜❜r❡ γ−1(nC)✳ ❈♦♠♠❡ SL(2) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st
tr✐✈✐❛❧❡✱ ✐✳❡ t♦✉s ❧❡s ✜❜rés ❞❡ γ−1(nC) s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ SL(2)✳ ▲❡
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼ ✭❬❱✷❪✱ ♣r♦♣✳ ✷✳✸✮✳ ▲❡s s❡✉❧s ✜❜rés st❛❜❧❡s ❞❡ r❛♥❣ 2 ✐♥✈❛r✐❛♥ts
s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ SL(2) s✉r P

2 s♦♥t ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ SL(2) s✉r P
1 × P

1✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ♥❡ s♦♥t
♣❛s t♦✉t❡s ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ s❛✉t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✽✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r m t❡❧ q✉❡ n =
(

m
2

)

✱ ❧❛
❝♦✉r❜❡ nC ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ s❛✉t ❞✬✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♣❛✐r✳

❙♦✐t γ : M(0, n(n+ 1)) −→ P(H0(P2∨, OP2∨(n(n+ 1))))✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ré❞✉✐t❡
❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✾✳ γ−1(n(n+1)
2 C) = {E2,2n+1} ✭❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t✮✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛s q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤ s♦✐t ❣é✲
♥ér✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r s♦♥t
❞❛♥s ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❬✺✶❪✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

dγ[E2,2n+1] : T[E2,2n+1]M(0, n(n+ 1)) −→ Tn(n+1)
2 C

P(H0(P2∨, OP2∨(n(n+ 1))))

♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ SL(2)✱ ♦♥ ❛ ✿

T[E2,2n+1]M(0, n(n+ 1)) = H1(❊♥❞E2,2n+1) =
n+1
∑

i=2

S2i,

Tn(n+1)
2 C

P(H0(P2∨, OP2∨(n(n+ 1)))) = H0(On(n+1)
2 C

(n(n+ 1))

❡t

H0(On(n+1)
2 C

(n(n+ 1)) =

[
n(n+1)

4 ]−1
∑

i=0

Sn(n+1)−4i.

✺✶



❙♦✐t n ≥ 2✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ S6 ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ n(n+1) =
0 (mod 4) ❡t S4 ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ n(n + 1) =
2(mod 4)✳

✹✳✸ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❡t P♦♥❝❡❧❡t

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
P♦♥❝❡❧❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ✭❬❱✻❪✱ t❤♠✳ ✷✳✶✮✳ ❙♦✐❡♥t C ⊂ P
2 ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡✱ Cn(C) ⊂

P
5 ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s à C ❡t E2,n(C) ❧❡ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r✲

③❡♥❜❡r❣❡r s✉r P
2 ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ❞❡❣ré n s✉r C✳ ❆❧♦rs✱

J(E2,n(C)) = Cn(C).

❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ❣✉èr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t ♠❛✐s ✐❧ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✖
❝❡❧✉✐ ❞❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ✖ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝é❧è❜r❡ ✏❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✑✳
■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❞✉ ✜❜ré E2,n(C) s✬❛♥♥✉❧❡♥t s✉r ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ n✲❞r♦✐t❡s t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ ❝♦♥✐q✉❡ C✳

❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ✏♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✑ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✱ s♦♥ ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡
❝♦♥❝❡r♥❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t dim(Cn(C)∩S) ≥ 3 ♦ù
S ⊂ P

5 ❡st ❧❡ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✻✳✵✳✶✸✱ ✻✳✵✳✶✹
❡t ✻✳✵✳✶✺ ♠♦♥tr❡♥t ♠ê♠❡ q✉❡ dim(Cn(C) ∩ S) = 3✳ ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
➚ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✿
✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s n ✐♠♣❛✐r ✭❧❡ ✜❜ré E2,n ❡st ♣❛✐r✮ ❧❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s
❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ Cn(C) ∩ S s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❢♦r♠é❡s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡ C ✭✐✳❡
s❛✉t❡✉s❡ ♣♦✉r E2,n✮ ❡t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❬❱✻❪✱ t❤♠✳ ✷✳✷✮✳
✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s n ♣❛✐r✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ l1 ∪ l2 s❛♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ♥❡ s♦✐t s❛✉t❡✉s❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❞r♦✐t❡
❝♦♥t✐❡♥t ❛❧♦rs n

2 s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n ❝ôtés ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à C✳ P♦✉r ❝❡❧❛
✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r ❞❡ ❝❡♥tr❡s l∨1 ❡t l∨2 ❡st
❞✬♦r❞r❡ n

2 ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶ ❞❡ ❝❡ t❡①t❡ s✉r ❧❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❋ré❣✐❡r✮✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
s✉r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts (l1 ∪ l2) ∩ C ♣❧✉s ✜♥ q✉❡ ❧❡ ❜✐r❛♣♣♦rt q✉❛♥❞
❝❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ✭❬❱✻❪✱ ❧❡♠✳ ✷✳✸ ✮✳

▲❛ ❝♦♥✐q✉❡ C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ s❛✉t ♣♦✉r ❧❡ ✜❜ré E2,n(C)✳ P❧✉s ❣é✲
♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✜❜ré ❞❡ ❙❝✇❤❛r③❡♥❜❡r❣❡r En,n+m(Cn) s✉r ❧❛
❝♦✉r❜❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ Cn ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t éq✉✐❧✐❜ré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t
♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ En,n+m⊗OCn
= Sn−1⊗OCn

(m+1
n

) = Sn−1⊗OP1(m+1).

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✸✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ TPn(−1)⊗OCn
≃ Sn−1 ⊗OP1(n+ 1)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ✜❜ré En,n+m ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Cn ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡
✜❜ré ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t❛♥❣❡♥ts ❞❡ Cn à ❧✬♦r❞r❡ m+ 1 ✭❝❢✳ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ P

1 ≃ Cn✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
0→ Sk ⊗OP1(−n)→ Sn+m ⊗OP1 → En,n+m ⊗OP1 → 0.

✺✷



▲❛ ✜❜r❡ ❞❡ ❝❡ ✜❜ré ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ P
1 ❡st

H0(mm+1
x (n+m)) = H0(OP1(n− 1)) = Sn−1

q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré (n−1)
♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s

(

n
2

)

s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ n ❞r♦✐t❡s t❛♥❣❡♥t❡s à ✉♥❡
❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡s

(

n
2

)

s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡
❞r♦✐t❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t
❞é♠♦♥tré ♣❛r ❉❛r❜♦✉① ✭❬✶✼❪✱ ♣❛❣❡ ✷✹✽✮ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❣♥✐✜q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❧✐✈r❡ ❞❡
❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ❏✬❡♥ ❛✐ ❞♦♥♥é✱ s✉✐✈❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❚r❛✉t♠❛♥♥ ✭❬✻✸❪✱ t❤♠✳ ✶✳✻✮✱ ✉♥ é♥♦♥❝é ✏❛❝t✉❛❧✐sé✑ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✹ ✭❬❱✷❪✱ t❤♠✳ ✶✳✶✷✮✳ ❙♦✐t S ⊂ P
2 ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞❡❣ré (n− 1) ❡t

C ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ P
2∨✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❡✛❡❝t✐❢ Dn✱ ❞❡ ❞❡❣ré n✱ s✉r C ❞♦♥t

❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❜✐sé❝❛♥t❡s ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s S✱ ❛❧♦rs S ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t
❛ss♦❝✐é❡ à C∨✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✜❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡✈✐❡♥t
t♦✉t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❞✐✈✐s❡✉r Dn s✉r C ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r E2,n(C) ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ s ∈ H0(E2,n(C)) ❞❡ ❝❡ ✜❜ré s✬❛♥♥✉❧❛♥t s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❜✐sé❝❛♥t❡s ❞❡
Dn✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ n ❞r♦✐t❡s ✭❞✉❛❧❡
❞❡ Dn✮ t❛♥❣❡♥t❡s à C∨ ❧♦rsq✉❡ Dn ❡st ❧✐ss❡✳

0→ OP2 → E2,n(C)→ IZ(s)(n− 1)→ 0.

▲❛ ❝♦✉r❜❡ S ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ IZ(s)(n−1)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ t
❞❡ E2,n(C) t❡❧❧❡ q✉❡ s∧t = 0 s♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ S✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ♠❛✐s ❞❡s ❝♦✲
♥✐q✉❡s P♦♥❝❡❧❡t✲❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ✜①é❡ C✳ ▲❛ ❝♦♥✐q✉❡ C ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ E2,n(C)⊗OC = OC(n−1

2 )2 ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❈❡tt❡
r❡♠❛rq✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r très s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡ à C ♥❡
❧✉✐ ❡st ❥❛♠❛✐s n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ✭q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n ≥ 3✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✳ ❙♦✐t D ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡ ✭r❡s♣✳ s✉r♦s❝✉❧❛tr✐❝❡✮ ❞❡ C✳
❆❧♦rs D /∈ Cn(C)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞❡ v2(C) ✭q✉✐ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ C ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❱❡r♦♥❡s❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ t❛♥❣❡♥t❡
à C✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ q✉❛rt✐q✉❡ v2(C) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ t❛♥❣❡♥t❡ l ❞❡ C ré✉♥✐❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡
❞r♦✐t❡ ❝♦✉♣❛♥t l ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ t❛♥❣❡♥❝❡ l∩C✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ♦s❝✉❧❛tr✐❝❡s
✭r❡s♣✳ s✉r♦s❝✉❧❛tr✐❝❡✮ ❡st ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡t C ❡t ❞❡ ❜❛s❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ v2(C) ✭r❡s♣✳ ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡t C ❡t ❞❡ ❜❛s❡ v2(C)✮✳ ▼❛✐s
SL(2) ❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❧✐ss❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝ô♥❡s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

✺✸



q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝ô♥❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Cn(C) t♦✉t ❧❡ ❝ô♥❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
Cn(C)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ s♦♠♠❡t✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Cn(C) r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❡ ❝ô♥❡ ♦s❝✉❧❛t❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ❝ô♥❡ s✉r♦s❝✉❧❛t❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ q✉❛rt✐q✉❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
v2(C)✳

❈♦♠♠❡ ❥❡ ❧❡ s✉❣❣ér❛✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛❜♦r✲
❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❧❡ ✏❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✑ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✭✷✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✼ ✭❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✮✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ D s♦✐t n✲❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à C✳ ❆❧♦rs t♦✉t ♣♦✐♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ D ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t
❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n ❝ôtés t❛♥❣❡♥t à C ❡t n ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s D✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥✐q✉❡s ❧✐ss❡s C ❡t D ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à n✲❝ôtés ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s D ❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à C✳ ◆♦t♦♥s l1, · · · , ln
❧❡s n✲❞r♦✐t❡s ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❡t E2,n ❧❡ ✜❜ré ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❛ss♦❝✐é à C ❡t
❛✉ ❞✐✈✐s❡✉r ✭s✉r C∨✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✉① n✲♣♦✐♥ts ❞❡ t❛♥❣❡♥❝❡ s✉r C✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s
n✲❞r♦✐t❡s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ s ∈ H0E2,n ❞♦♥t ❧❡s ③ér♦s Z(s)
s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r♦✐t❡s✳

❈♦♠♠❡ D ❡st s❛✉t❡✉s❡ ✭♦✉ n✲sé❝❛♥t❡✮ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

E2,n ⊗OD = OD(
n− 2

2
)⊕OD(

n

2
)

❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 −−−−→ F −−−−→ E2,n −−−−→ OD(n−2
2 ) −−−−→ 0

♦ù F ❡st ✉♥ ✜❜ré ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r P
2✳ ❊♥ ❞ér♦✉❧❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦✲

❧♦❣✐❡ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ h0(F ) ≥ 2✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡
s❡❝t✐♦♥ ❞❡ F ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣✐♥❝❡❛✉ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❞❡ E2,n q✉✬✐❧ ✐♥❞✉✐t✳

O2
P2 O2

P2





y





y

0 −−−−→ F −−−−→ E2,n −−−−→ OD(n−2
2 ) −−−−→ 0





y





y

∥

∥

∥

0 −−−−→ L1 −−−−→ L2 −−−−→ OD(n−2
2 ) −−−−→ 0.

✷❱♦✐❝✐✱ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é♥♦♥❝é ♣✉❜❧✐é ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✻ ✭❬✹✶❪✱ ♣❛❣❡ ✸✻✷✮✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✐♥s❝r✐t à ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥
❝♦♥✐q✉❡ ❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡s q✉✐ ❥♦✉✐ss❡♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❀ ♦✉ ♣❧✉tôt t♦✉s ❝❡✉① q✉✬♦♥ ❡ss❛✐❡r❛✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡
à ✈♦❧♦♥té✱ ❞✬❛♣rès ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡ ❢❡r♠❡r❛✐❡♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s s✉r ❝❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ❊t ré❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t✱ s✬✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉✬❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞✬✐♥s❝r✐r❡ à ✈♦❧♦♥té✱ à ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✐q✉❡✱ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❞♦♥t
❧❡s ❝ôtés ❡♥ t♦✉❝❤❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ ♥❡ s❡ ❢❡r♠❡ ♣❛s s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ✐❧ ♥❡ s❛✉r❛✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ② ❡♥ ❛✈♦✐r ❞✬❛✉tr❡s q✉✐ ❥♦✉✐ss❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

✺✹



▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ L2 ❡st s✉♣♣♦rté ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ Γ2 ❞❡ ❞❡❣ré n − 1 ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣✐♥❝❡❛✉ (s, t)✳ ❖r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s❡❝t✐♦♥s ❡st
❢♦r♠é❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ n✲❞r♦✐t❡s t❛♥❣❡♥t❡s ❞❡ C ✭♣✉✐sq✉❡
H0(E2,n) = H0OC(n2 )✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ Γ2 ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉
L1✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❡st s✉♣♣♦rté ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ Γ1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t Γ2 = D∪Γ1✳ ❉♦♥❝
D ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡D
❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❞❡ n✲❝ôtés t❛♥❣❡♥ts à C ❞♦♥t ❧❡s

(

n
2

)

s♦♠♠❡ts
s♦♥t s✉r Γ2✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ Γ2 ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r♦✐t❡s r❡♥❝♦♥tr❡✲t✲❡❧❧❡ ❧❛
❝♦♥✐q✉❡ D ❡♥ ❛✉ ♠♦✐♥s n✲♣♦✐♥ts✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❞♦✉❜❧❡✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺
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❏❡ r❡❣r♦✉♣❡ ✐❝✐ ❧❡s q✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés
❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ t❡①t❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ F s✉r P
n ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ ♣❡♥t❡ µ(F ) = deg(F )

rg(F ) ✳ ❯♥
✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ E ❡st µ✲st❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t
s♦✉s✲❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ L →֒ E ♦♥ ❛ µ(L) < µ(E) ✭r❡s♣✳ µ(L) ≤ µ(E)✮✳

❙♦✐t E ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ r❛♥❣ r s✉r P
n✳ ❙✐ l ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ P

n ✉♥ ❢❛♠❡✉①
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❛✣r♠❡ q✉❡ E | l ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ✜❜rés ❡♥
❞r♦✐t❡s ✿

E | l =

r
⊕

i=1

Ol(ai(l)), a1(l) ≥ a2(l) ≥ ... ≥ ar(l).

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s st❛❜❧❡s ✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❛✉❡rt✲▼ü❧✐❝❤✲❙♣✐♥❞❧❡r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✵✳✽ ✭❬✹✸❪✱ t❤♠ ✵✳✶✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ s♦✐t ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ l ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡ ❡t E ❡st µ✲s❡♠✐✲st❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs

0 ≤ ai(l)− ai+1(l) ≤ 1, 1 ≤ i ≤ r − 1.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❤♦♠✲P♦rt❡♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❡t ❧❡s
❝❧❛ss❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❈❤♦✇✮ ❞✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❞❡✉① ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙♦✐t φ : E → F
✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✜❜rés ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ r❛♥❣s r❡s♣❡❝t✐❢s e ❡t f ✳ ▲❡ ❧✐❡✉ ❞❡
k✲❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❡st Dk(φ) := {x ∈ X|rg(φx) ≤ k}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

codimDk(φ) ≤ (e− k)(f − k) ✭✺✳✶✮

❡t codimDk(φ) ≤ (e− k)(f − k) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér✐q✉❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ codimDk(φ) = (e−k)(f−k)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❤♦♠✲P♦rt❡♦✉s
❡st

[Dk(φ)] = det (cf−k+j−i(F ⊗ E∨)1≤i,j≤e−k) ✭✺✳✷✮

♦ù ci(F ⊗ E∨) ❡st ❧❛ i✲✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞✉ ✜❜ré F ⊗ E∨ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ ci = 0
s✐ i < 0✳

✺✻
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●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥

❏❡ ♠❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❝éss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❛♥s
❧❡s r❛♣♣❡❧s q✉✐ s✉✐✈❡♥t s✉r ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✳

❙♦✐t E ✉♥ ✜❜ré st❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r P
2 ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ s♦♥t c1 = 0

♦✉ c1 = −1 ❡t c2 = n✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ E ❡st ♣❛✐r ❧♦rsq✉❡ c1 = 0 ❡t ✐♠♣❛✐r s✐♥♦♥✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ E é❣❛❧❡ 2✱ ❧❡ ✜❜ré E ❡st st❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛✐r✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ H0(E) = 0 ✭r❡s♣✳ H0(E(−1)) = 0✮✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●r❛✉❡rt ❡t ▼ü❧✐❝❤ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✵✳✾✳ ❙♦✐t E ✉♥ ✜❜ré ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r P
2✱ q✉❡ ❧✬♦♥

❝❤♦✐s✐t ♥♦r♠❛❧✐sé s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❡t l ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❆❧♦rs El =
Ol ⊕Ol s✐ E ❡st ♣❛✐r✱ El = Ol ⊕Ol(−1) s✐ E ❡st ✐♠♣❛✐r✳

❆✉✲❞❡ss✉s ❝❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞r♦✐t❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ♦✉ ❞r♦✐t❡s s❛✉t❡✉s❡s✱
❧❡ ✜❜ré ♥❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S(E) ❞❡s ❞r♦✐t❡s s❛✉t❡✉s❡s ❞❡ E ❝♦♠♠❡ ✿

S(E) = {l,H0(El(−1)) 6= 0}.
❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ H0(El(−1)) 6= 0 éq✉✐✈❛✉t à ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥
• H1(El(−1)) 6= 0 q✉❛♥❞ E ❡st ♣❛✐r✱
• H1(El) 6= 0 q✉❛♥❞ E ❡st ✐♠♣❛✐r✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠✉♥✐r S(E) ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✏♣♦✐♥ts✲❞r♦✐t❡s✑ ❡t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
❝❛♥♦♥✐q✉❡s

P
2 p←− F

q−→ P
2∨

▲❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t ❞❡ E ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❢❡r♠é ❞❡ P
2∨ q✉✐ ❡st ❧❡

s✉♣♣♦rt ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❝♦❤ér❡♥t
• R1q∗(p∗E(−1)) q✉❛♥❞ E ❡st ♣❛✐r
• R1q∗p∗E q✉❛♥❞ E ❡st ✐♠♣❛✐r✳

✺✼



❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✵✳✶✵ ✭❬✺❪✱ ❚❤♠ ✷✱ ❬✸✺❪ ❝♦r✳ ✶✵✳✼✳✶✮✳ ◗✉❛♥❞ E ❡st ♣❛✐r S(E) ❡st
✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ❞❡❣ré c2(E)✳
◗✉❛♥❞ E ❡st ✐♠♣❛✐r S(E) ❡st ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❞❡ P

2∨ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 2✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st 2 s♦♥ ❞❡❣ré ❡st n(n−1)
2 ✳

▼♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤

❙♦✐tM(0, n) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❣r♦ss✐❡r ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❝♦❤ér❡♥ts s❡♠✐✲st❛❜❧❡s ❞❡
r❛♥❣ 2 s✉r P

2 ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❈❤❡r♥ c1 = 0 ❡t c2 = n ✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ♣r♦✲
❥❡❝t✐✈❡✱ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4n− 3✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❧✐❜r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡M(0, n) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s U(0, n)
❧✬♦✉✈❡rt ❞❡s ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s✳ ▲❡ s♦✉s✲s❝❤é♠❛
❢❡r♠é ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① s✐♥❣✉❧✐❡rs ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s M(0, n) ♥♦✲
té❡ δM(0, n)✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❣r♦ss✐❡r ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡

M(0, n)
γ−→ P(H0(P2∨, OP2∨(n))), [E] 7→ S(E).

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❇❛rt❤✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡
❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à U(0, n) ❡st q✉❛s✐✲✜♥✐❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ t❤ét❛✲❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✜♥✐✮✱ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à δM(0, n)
❛ ❞❡s ✜❜r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≥ 1 ✭❬✹✹❪✱ r❡♠✳ ✶✳✶✶✮✱ ❡t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❡st
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❢❡r♠é ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭❬✹✹❪✱ ❝♦r✳ ✶✳✶✵✳✶✮✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ M(0, n) ♣❛r γ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ✐rré❞✉❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
4n− 3✳

❘é❝❡♠♠❡♥t ▲❡ P♦t✐❡r ❡t ❚✐❦❤♦♠✐r♦✈ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
γ : M(0, n) −→ ■♠γ ❡st 1 ♣♦✉r n ≥ 4 ✭❬✺✷❪✱ t❤♠✳ ✶✳✶✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡st r❡❧✐é ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❉♦♥❛❧❞s♦♥ s✉r P

2✳ ◗✉❛♥❞ n < 4 ♥♦✉s
s❛✈♦♥s
• ❙✐ n = 2 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳
• ❙✐ n = 3 ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❞❡❣ré 3✳

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ P(H0(P2∨, OP2∨(n))) ❡st n(n+3)
2 ✱ ❡t ♣♦✉r n ≥ 4

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐♠M(0, n) < n(n+3)
2 ✳ ◗✉❛♥❞ n = 4 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡

♠♦❞✉❧❡ ❡st 13 ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❡s q✉❛rt✐q✉❡s ❡st 14✳ ▲❡s
❝♦✉r❜❡s ❞✉ ❞✐✈✐s❡✉r γ(M(0, 4)) s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s q✉❛rt✐q✉❡s ❞❡ ▲✉r♦t❤ ❀ ❝❡ s♦♥t ❞❡s
q✉❛rt✐q✉❡s ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s à ✉♥ ♣❡♥t❛❣♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ L := γ(M(0, 4)) ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✷❪✱ ❝♦r✳ ✶✳✷✮✳ ❊♥
✶✾✶✽ ❋r❛♥❦ ▼♦r❧❡② ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ❞❡❣ré ét❛✐t é❣❛❧ à 54 ✭❬✹✻❪✮✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❖tt❛✈✐❛♥✐ ❡t ❙❡r♥❡s✐ ♦♥t r❡❞é♠♦♥tré ❝❡ rés✉❧t❛t ✭❬✺✵❪✱ t❤♠✳
✵✳✶✮✳

●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✵✳✶✷ q✉✐ s✉✐t ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t ♣✉❜❧✐é ♣❛r ▼❛♥❛r❡s✐ ❬✹✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐ ❧❛
♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❥❡ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♣❛✐r ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ s✐❡♥♥❡✱

✺✽



❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s ♣❛✐r ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▼❛♥❛r❡s✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❍✉❧❡❦ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t
❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❥❡ r❛✐s♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ à s❛✈♦✐r ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✲❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ P

2✳

❙♦✐t E ✉♥ ✜❜ré st❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s✉r P
2✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ c1(E) = 0 ♦✉ c1(E) = −1✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❧✐ss❡ ❞❡ P
2✳

❈♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à P
1 ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ EC =

OC(a2 ) ⊕ OC( b2 ) ✭♦ù OC(d2 ) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✜❜ré ❡♥ ❞r♦✐t❡ s✉r C ❞❡ ❞❡❣ré d✮ ❡t
a + b = 2c1(E)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❛✉❡rt✲▼ü❧✐❝❤ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ P

2 ♥♦✉s ❛②♦♥s EC = OC ⊕ OC ❧♦rsq✉❡ E ❡st ♣❛✐r✱
EC = OC(−1

2 )⊕OC(−1
2 ) ❧♦rsq✉❡ E ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s

❞❡ s❛✉t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❧✐ss❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐s❝❡❛✉①
✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ♥❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛✉① ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
s❛✉t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✵✳✶✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ C ❡st s❛✉t❡✉s❡ ♣♦✉r E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

{

EC 6= 2OC lorsque c1 = 0
h0(EC) 6= 0 lorsque c1 = −1.

❖♥ ♥♦t❡ J(E) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s s❛✉t❡✉s❡s ❞❡ E✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✵✳✶✷ ✭❬✹✷❪ t❤♠✳ ✶✳✽✮✳ ❙♦✐t E ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ st❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉①
♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❆❧♦rs✱ J(E) ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ P(H0(OP2(2))) ❡t degJ(E) = c2 + c1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✲❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ P
2✳ ❈✬❡st

✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r F ⊂ P
2 × P

5 ❞é✜♥✐ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t ♣❛r

F = {(x,C) | x ∈ C}

❡t s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

X2
0Y0 +X0X1Y1 +X0X2Y2 +X2

1Y3 +X1X2Y4 +X2
2Y5 = 0.

❖♥ ♥♦t❡ p ❡t q ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r P
2 ❡t P

5 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s
❛✐♥s✐ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ F ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐t P

2 × P
5

0→ OP2×P5(−2,−1) −→ OP2×P5 −→ OF → 0.

❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ E ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❆♣rès t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♣❛r p∗E ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉r P

5 ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

0→ H1E(−2)⊗OP5(−1) −→ H1E ⊗OP5 −→ R1q∗p
∗E → 0

❊♥ ❡✛❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r❛✉❡rt✲▼ü❧✐❝❤ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ q∗p∗E = 0✳ ❈♦♠♠❡
h1E(−2) = h1E = c2 − 1 ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ R1q∗p∗E ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ❞❡❣ré
c2 − 1✳

✺✾



❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ E s♦✐t ♣❛✐r✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ q∗p∗E ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ré✢❡①✐❢
❞❡ r❛♥❣ 2 s✉r P

5✳ ❙❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❡st −c2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s✉✐✈❛♥t❡

0→ q∗p
∗E → H1E(−2)⊗OP5(−1)→ H1E ⊗OP5 −→ R1q∗p

∗E → 0.

❈♦♠♠❡ h1E(−2) = c2 ❡t h1E = c2 − 2 ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ R1q∗p∗E
❡st ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t 3✳ ❙♦✐t l ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ P

5 ✭✐❝✐ ❣é♥ér❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ l ♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♥✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ R1q∗p∗E ♥✐ ❧❡ ❧✐❡✉ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ q∗p∗E✱ q✉✐
❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✮✳ ❆❧♦rs ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st

0→ q∗p
∗E ⊗Ol → H1E(−2)⊗Ol(−1)→ H1E ⊗Ol → 0.

❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ c1(q∗p∗E) = −c2✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ev : q∗q∗p∗E → p∗E ❞❡✈✐❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s
❞✬✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ C

OC ⊕OC −→ EC

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ev s✬❛♥♥✉❧❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t✳ ▼❛✐s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s
③ér♦s ❞❡ ev ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡❣ré
c1(p

∗E) − c1(q
∗q∗p∗E) = (0, c2) ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡

❞❡❣ré c2 ❞❛♥s P
5✳

▲❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s

◆♦✉s ♥♦t♦♥s S ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été ✭❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 3 × 3
s②♠étr✐q✉❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ❙♦✐❡♥t l1 ∪ l2 ❧❛
❝♦♥✐q✉❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡t l2 ❝❡❧❧❡ s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛
❞r♦✐t❡ l✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❞❡ E ❡st ♣❛✐r❡✱ ▼❛♥❛r❡s✐ ✈ér✐✜❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✵✳✶✸✳ ❙✐ E ❡st ♣❛✐r✱ ❛❧♦rs
❛✮ l1 ∪ l2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ s❛✉t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉①
❞r♦✐t❡s ❡st s❛✉t❡✉s❡ ♣♦✉r E✳
❜✮ l2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ s❛✉t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ l ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ s❛✉t✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐♠♣❛✐r ❧❡s ❝❤♦s❡s s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡♥t✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✵✳✶✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ✐♠♣❛✐r✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡s ❞❡✉①
❞r♦✐t❡s li ❡st s❛✉t❡✉s❡ ♣♦✉r E ❛❧♦rs l1 ∪ l2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ s❛✉t ♣♦✉r E✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s dim(J(E) ∩ S) = 3 t❛♥❞✐s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ dim(P2∨ × S(E)) = 2 ❝❡
q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍✉❧❡❦ ✭❬✸✺❪✱ ♣r♦♣✳ ✾✳✶✮
q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ s❛✉t ❞❡ E ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ t②♣❡
✭❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❍✉❧❡❦✮✳ ❊♥ ❡✛❡t
J(E) ∩ v2(P2) ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❍✉❧❡❦ ✭♥♦té❡ C(E)✮ ♣❛r
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❱❡r♦♥❡s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✵✳✶✺✳ ❙✐ E ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t l ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ s❛✉t ❛❧♦rs l2 ❡st
✉♥❡ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ s❛✉t✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❱✶❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❈♦♠♣❧❡①❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❡ s❛✉t✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳
❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳ ✸✷✶ ✭✶✾✾✺✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✽✼✕✾✵✳

❬❱✷❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❋✐❜rés ❞❡ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❡t ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s s❛✉✲
t❡✉s❡s✱ ❇✉❧❧✳ ❙♦❝✳ ▼❛t❤✳ ❋r❛♥❝❡ ✶✷✽✱ ✭✷✵✵✵✮✱ ✹✸✸✲✹✹✾✳

❬❱✸❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ✐♥st❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ✜❜ré
❞❡ ❙t❡✐♥❡r✱ ▼❛t❤✳ ❩✳ ✷✸✸✱ ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳✸✱ ✺✵✼✕✺✶✹✳

❬❱✹❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❍②♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥ SL(2)✲❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❆♥♥✳
▼❛t❤✳ ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧ ✶✺✱ ✭✷✵✵✽✮✱ ✽✶✕✽✻✳

❬❱✺❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❱❛r✐étés ❞❡ t②♣❡ ❚♦❣❧✐❛tt✐✳ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s
✸✹✸ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✻✱ ✹✶✶✕✹✶✹✳

❬❱✻❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ P♦r✐s♠❡ ❞❡ P♦♥❝❡❧❡t ❡t ❝♦♥✐q✉❡s ❞❡ s❛✉t✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳
❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳ ✸✸✸ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✻✱ ✺✻✼✕✺✼✵✳

❬❱✼❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❋✐❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❆♥♥✳ ❋❛❝✳
❙❝✐✳ ❚♦✉❧♦✉s❡ ▼❛t❤✳ ✭✻✮ ✶✻ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ✸✽✺✕✸✾✺✳

❬❱✽❪ ■❧❛r❞✐✱ ●✳✱ ❙✉♣✐♥♦✱ P✳✱ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ s②③②❣✐❡s ✈✐❛ P♦♥❝❡❧❡t
✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❇❯▼■✱ s❡r✐❡ ❳■✱ ✈♦❧✳■■✱ ♥♦✳ ✸✱ ✭✷✵✵✾✮✱ ✺✼✾✕✺✽✾✳

❬❱✾❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❋✐❜rés ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ♣r♦✲
❥❡❝t✐❢✳ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r ✺✾✱ ♥♦✳ ✺ ✭✷✵✵✾✮✱ ✶✽✾✼✕✶✾✶✻✳

❬❱✶✵❪ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ❋✐❜rés ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❡t ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❣é♥ér❛❧✐sés✳
❊♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣❛r✉t✐♦♥ à ▼❛t❤✳ ❩✳

❬✶❪ ❆❧❛✐♥ ✿ Pr♦♣♦s s✉r ❧✬é❞✉❝❛t✐♦♥ ✭▲❱■■■✮✳

❬✷❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❏✳✱ ❍✐rs❝❤♦✇✐t③✱ ❆✳ ✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❏✳ ❆❧❣✳ ●❡♦♠✳ ✹ ✭✶✾✾✺✮✱ ✷✵✶✕✷✷✷✳

❬✸❪ ❆♥❝♦♥❛✱ ❱✳✱ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ ✿ ❯♥st❛❜❧❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❢♦r ❙t❡✐♥❡r
❜✉♥❞❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ●❡♦♠❡tr②✱
✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ✭✷✵✵✶✮✱ ✶✻✺✕✶✾✷✳

❬✹❪ ❆rr♦♥❞♦✱ ❊✳ ✿ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r ❜✉♥❞❧❡s ♦❢ ❛r❜✐t❛r② r❛♥❦ ♦♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ Pr❡♣r✐♥t✳ ❛r❳✐✈✳♦r❣✱ ♠❛t❤✳❆●✴✵✽✵✼✳✶✻✹✺✳

❬✺❪ ❇❛rt❤✱ ❲✳ ✿ ▼♦❞✉❧✐ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✱ ■♥✈✳
▼❛t❤✳ ✹✷ ✭✶✾✼✼✮✱ ✻✸✕✾✶✳

❬✻❪ ❇❡r❣❡r✱ ▼✳ ●é♦♠étr✐❡ ✈✐✈❛♥t❡ ♦✉ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✳ ❈❛ss✐♥✐ ✭✷✵✵✾✮✳
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❬✼❪ ❇❛rt❤✱ ❲✳✱ ❇❛✉❡r✱ ❚❤✳ ✿ P♦♥❝❡❧❡t t❤❡♦r❡♠s✳ ❊①♣♦✳ ▼❛t❤✳ ✶✹✲✷
✭✶✾✾✻✮✱ ✶✷✺✕✶✹✹✳

❬✽❪ ❇❛t❡♠❛♥✱ ❍✳ ✿ ❚❤❡ q✉❛rt✐❝ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
❆♠❡r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✸✻ ✭✶✾✶✹✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✸✺✼✕✸✽✻✳

❬✾❪ ❇r❛♠❜✐❧❧❛✱ ❈✳✱ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ ✿ ❖♥ t❤❡ ❆❧❡①❛♥❞❡r✲❍✐rs❝❤♦✇✐t③ t❤❡♦✲
r❡♠✳ ❏✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ❆❧❣❡❜r❛ ✷✶✷✭✺✮✱ ✭✷✵✵✽✮✱ ✶✷✷✾✕✶✷✺✶✳

❬✶✵❪ ❇♦r❡❧✱ ❆✳✱ ❙❡rr❡✱ ❏✳✲P✳ ✿ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❘♦❝❤✱ ❇✉❧❧✳ ❙♦❝✳
▼❛t❤✳ ❋r❛♥❝❡✱ ✽✻ ✭✶✾✺✽✮✱ ✾✼✕✶✷✻✳

❬✶✶❪ ❇♦s✱ ❍✳❏✳▼✳✱ ❑❡rs✱ ❈✳✱ ❖♦rt✱ ❋✳✱ ❘❛✈❡♥✱ ❉✳❲✳ ✿ P♦♥❝❡❧❡t✬s ❝❧♦s✉r❡
t❤❡♦r❡♠✱ ✐ts ❤✐st♦r②✱ ✐ts ♠♦❞❡r♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐ts
♠♦❞❡r♥ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❜② P♦♥❝❡❧❡t ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♠❛r❦s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡❛r❧② ♣r♦♦❢s✳ ❊①♣♦✳ ▼❛t❤✳ ✺
✭✶✾✽✼ ✮✱ ✷✽✾✕✸✻✹✳

❬✶✷❪ ❈❛♣♦r❛s♦✱ ▲✳✱ ❙❡r♥❡s✐✱ ❊✳ ✿ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❜✐✲
t❛♥❣❡♥ts✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠✳ ✶✷ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ✷✷✺✕✷✹✹✳

❬✶✸❪ ❈❤❛♥❣✱ ▼✲❈✳ ✿ ❆ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❥✉♠♣✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳
✷✻✷ ✭✶✾✽✸✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✺✶✶✕✺✶✻✳

❬✶✹❪ ❈❤❛t❡❛✉❜r✐❛♥❞✱ ❆✳ ✿ ▼é♠♦✐r❡s ❞✬♦✉tr❡ t♦♠❜❡✱ é❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡
♣♦❝❤❡✳

❬✶✺❪ ❈♦❛♥❞✞❛✱ ■✳ ✿ ❖♥ ❇❛rt❤✬s r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳
▼❛t❤✳ ✹✷✽ ✭✶✾✾✷✮✱ ✾✼✕✶✶✵✳

❬✶✻❪ ❈♦❛♥❞✞❛✱ ■✳ ✿ ❆❜♦✉t r❡str✐❝t✐♥❣ 2✲❜✉♥❞❧❡s ♦♥ P
3 t♦ ♣❧❛♥❡s✳ ▼❛t❤✳

❆♥♥✳ ✷✾✶ ✭✶✾✾✶✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✶✹✼✕✶✺✷✳

❬✶✼❪ ❉❛r❜♦✉①✱ ●✳ ✿ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ P❛r✐s✱ ●❛✉t❤✐❡r✲
❱✐❧❧❛rs✱ ✶✾✶✼✳

❬✶✽❪ ❉✐♦♥✐s✐✱ ❈✳ ✿ ❙t❛❜✐❧✐③❡rs ❢♦r ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❙t❡✐♥❡r ❜✉♥❞❧❡s✳ ❘❡✈✳ ▼❛t✳ ❈♦♠♣❧✉t✳ ✶✼ ✭✷✵✵✹✮ ✹✺✾✕
✹✻✾✳

❬✶✾❪ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈✱ ■✳ ✿ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr② P❛rt ■✳ ❙✉r
❧❛ ♣❛❣❡ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳❧s❛✳✉♠✐❝❤✳❡❞✉✴✐❞♦❧❣✳❧❡❝t✉r❡♥♦t❡s✳❤t♠❧✳

❬✷✵❪ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈✱ ■✳ ✿ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❤❡❛✈❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢
❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❑②♦t♦ ❯♥✐✈✳ ✹✼✱ ✭✷✵✵✼✮✱ ✸✺✕✻✹✳

❬✷✶❪ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈✱ ■✳✱ ❑❛♣r❛♥♦✈✱ ▼✳ ✿ ❙❝❤✉r q✉❛❞r✐❝s✱ ❝✉❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞
r❛♥❦ 2 ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✳ ❏♦✉r♥é❡s ❞❡
●é♦♠étr✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬❖rs❛② ✭❖rs❛②✱ ✶✾✾✷✮✳ ❆stér✐sq✉❡ ♥♦✳ ✷✶✽
✭✶✾✾✸✮✱ ✶✶✶✕✶✹✹✳

❬✷✷❪ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈✱ ■✳✱ ❑❛♣r❛♥♦✈✱ ▼✳ ✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❛♥❞
✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ P

n✳ ❉✉❦❡ ▼❛t❤✳ ❏✳ ✼✶ ✭✶✾✾✸✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✻✸✸✕✻✻✹✳

❬✷✸❪ ❋r❛♥❝♦✱ ❉✳✱ ■❧❛r❞✐✱ ●✳ ✿ ❖♥ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❚♦❣❧✐❛tt✐✳ Pr❡♣r✐♥t ♥✳✾
✭✷✵✵✶✮ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞❡❣❧✐ st✉❞✐ ❞✐ ◆❛♣♦❧✐ ✏❋❡❞❡r✐❝♦ ■■✑✳

❬✷✹❪ ●r✐✣t❤s✱ P✳✱ ❍❛rr✐s✱ ❏✳ ✿ ❖♥ ❈❛②❧❡②✬s ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ P♦♥❝❡❧❡t✬s
♣♦r✐s♠✳ ❊♥s❡✐❣♥✳ ▼❛t❤✳ ✭✷✮ ✷✹ ✭✶✾✼✽✮✱ ♥♦✳ ✶✲✷✱ ✸✶✕✹✵✳

✻✷



❬✷✺❪ ●r✉s♦♥✱ ▲✳✱ P❡s❦✐♥❡✱ ❈✳ ✿ ❙♣❛❝❡ ❝✉r✈❡s ✿ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ s♣❡✲
❝✐❛❧✐t②✳ ✶✵✽✕✶✷✸✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ✶✷✻✻✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱
✶✾✽✼✳

❬✷✻❪ ●r✉s♦♥✱ ▲✳✱ P❡s❦✐♥❡✱ ❈✳ ✿ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✱ ✈❛r✐étés
❞❡ sé❝❛♥t❡s✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ▼❛t❤✳ ✷✹ ✭✶✾✽✷✮✱
✶✕✸✸✳

❬✷✼❪ ●❡❧❢❛♥❞✱ ■✳ ▼✳✱ ❑❛♣r❛♥♦✈✱ ▼✳✱ ❩❡❧❡✈✐♥s❦②✱ ❆✳ ❱✳ ✿ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✱
r❡s✉❧t❛♥ts✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✿
❚❤❡♦r② ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❇♦st♦♥✱ ■♥❝✳✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❆✱
✭✶✾✾✹✮✳

❬✷✽❪ ●❛✉✱ ❍✳▲✳✱ ❲✉✱ P✳❨✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ P♦♥❝❡❧❡t ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❛✐✲
✇❛♥❡s❡ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✼ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ✶✼✸✕✶✾✸✳

❬✷✾❪ ❍❛rr✐s✱ ❏✳ ✿ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✿ ❆ ❋✐rst ❝♦✉rs❡✳ ✶✸✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r
❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✷✳

❬✸✵❪ ❘✳ ❍❛rts❤♦r♥❡✱ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❝s✱ ♥♦✳ ✺✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✲❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✼✼✳

❬✸✶❪ ❍❛rts❤♦r♥❡✱ ❘✳ ✿ ❙t❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦❢ r❛♥❦ 2 ♦♥ P
3✳ ▼❛t❤✳

❆♥♥✳ ✷✸✽ ✭✶✾✼✽✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✷✷✾✕✷✽✵✳

❬✸✷❪ ❍❛❧♣❤❡♥✱ ●✳ ✿ ❚r❛✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ P❛r✐s✱ ●❛✉t❤✐❡r✲❱✐❧❧❛rs ✶✽✽✻✲✶✽✾✶✳

❬✸✸❪ ❍❛♥✱ ❋✳ ✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❧✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✸✶✻
✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✽✶✾✕✽✷✹✳

❬✸✹❪ ❍✐t❝❤✐♥✱ ◆✳ ❏✳ ✿ P♦♥❝❡❧❡t ♣♦❧②❣♦♥s ❛♥❞ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s✳
●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✭❇♦♠❜❛②✱ ✶✾✾✷✮✱ ✶✺✶✕✶✽✺✱ ❚❛t❛ ■♥st✳ ❋✉♥❞✳
❘❡s✳✱ ❇♦♠❜❛②✱ ✶✾✾✺✳

❬✸✺❪ ❍✉❧❡❦✱ ❑✳✱ ❙t❛❜❧❡ r❛♥❦✲✷ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ P
2 ✇✐t❤ c1 ♦❞❞✱ ▼❛t❤✳

❆♥♥✳✷✻✹ ✭✶✾✼✾✮✱ ✷✹✶✕✷✻✻✳

❬✸✻❪ ■❧❛r❞✐✱ ●✳ ✿ ❘❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❘✐❝❡r❝❤❡ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛ ✈♦❧✳❳▲❱■■■✱ ❢❛s❝✳ ✶✱ ✭✶✾✾✾✮✱ ✶✷✸✕✶✸✼✳

❬✸✼❪ ■❧❛r❞✐✱ ●✳✱ ❙✉♣✐♥♦✱ P✳ ✿ ▲✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦♥ P
1 ✇✐t❤ s②③②❣✐❡s✳ ❈♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❆❧❣❡❜r❛✱ ✸✹ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✸✽❪ ▲❛♥t❡r✐✱ ❆✳ ✱ ▼❛❧❧❛✈✐❜❛rr❡♥❛✱ ❘✳ ✿ ❖s❝✉❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
❞✉❛❧ ✈❛r✐t✐❡s ♦❢ ❉❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ●❡♦♠❡tr② ❱♦❧ ✷✱
■ss✉❡ ✹ ✭✷✵✵✷✮✳

❬✸✾❪ ▲❡✈✐✱ ▼✳✱ ❚❛❜❛❝❤♥✐❦♦✈✱ ❙✳ ✿ ❚❤❡ P♦♥❝❡❧❡t ❣r✐❞ ❛♥❞ ❜✐❧❧✐❛r❞s ✐♥
❡❧❧✐♣s❡s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ▼♦♥t❤❧② ✶✶✹ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ✽✾✺✕✾✵✽✳

❬✹✵❪ ▲❡ P♦t✐❡r✱ ❏✳ ✿ ❋✐❜ré ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡t ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❛✉t s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳❙♦❝✳✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ❙❡r✐❡s ✶✼✾ ✭✶✾✾✷✮✱
✷✶✸✕✷✹✵✳

❬✹✶❪ P♦♥❝❡❧❡t✱ ❏✳ ❱✳ ✿ ❚r❛✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s✱ ❇❛✲
❝❤❡❧✐❡r ▲✐❜r❛✐r❡✳ ❊❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✶✽✷✷✳

✻✸



❬✹✷❪ ▼❛♥❛r❡s✐✱ ▼✳ ✿ ❖♥ t❤❡ ❥✉♠♣✐♥❣ ❝♦♥✐❝s ♦❢ ❛ s❡♠✐st❛❜❧❡ r❛♥❦ t✇♦
✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ P

2✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ♠❛t❤✳ ✻✾ ✭✶✾✾✵✮✱ ✶✸✸✕✶✺✶✳

❬✹✸❪ ▼❛r✉②❛♠❛✱ ▼✳ ✿ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ●r❛✉❡rt✲▼✉❧✐❝❤✲❙♣✐♥❞❧❡r✳ ▼❛t❤✳
❆♥♥✳ ✷✺✺ ✭✶✾✽✶✮✱ ✸✶✼✕✸✸✸✳

❬✹✹❪ ▼❛r✉②❛♠❛✱ ▼✳ ✿ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❥✉♠♣✐♥❣ ❧✐♥❡s ♦❢ ❛ ✈❡❝✲
t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ r❛♥❦✲✷ ♦♥ P

2✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr②✱ Pr♦❝✳ ♦❢ ❏❛♣❛♥✲
❋r❛♥❝❡ ❈♦♥❢ ✭✶✾✽✷✮✱ ▲❡❝t✉r❡s ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✵✶✻✱
✭✶✾✽✸✮✱ ✸✼✵✕✹✶✶✳

❬✹✺❪ ▼♥❡✐♠♥é✱ ❘✳ ✿ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❈❛ss✐♥✐✳

❬✹✻❪ ▼♦r❧❡②✱ ❋✳ ✿ ❖♥ t❤❡ ▲ür♦t❤ ◗✉❛rt✐❝ ❈✉r✈❡✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏✳ ♦❢ ▼❛t❤✳
✹✶ ✭✶✾✶✾✮✱ ✷✼✾✕✷✽✷✳

❬✹✼❪ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ ✿ ❆❧❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐❡tà ❞❡✐ ✷✲✜❜r❛t✐ s✉ P
2✱ ❇♦❧❧✳ ❯♥✳ ▼❛t✳

■t❛❧✳ ❉ ✭✻✮ ✸ ✭✶✾✽✹✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✺✕✶✽✳

❬✹✽❪ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱●✳ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❲❛r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝✉❜✐ ♣♦✲
❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ◆❛❣♦②❛ ▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✶✾✸ ✭✷✵✵✾✮✳ ✾✺✕✶✶✵✳

❬✹✾❪ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ ❀ ❘✉❜❡✐✱ ❊✳ ✿ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉♥❞❧❡s ♦♥
P

2✳ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r✱ ✺✺ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✾✼✸✕✶✵✶✺✳

❬✺✵❪ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ ❀ ❙❡r♥❡s✐✱ ❊✳ ✿ ❖♥ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♦❢ ▲ür♦t❤ q✉❛r✲
t✐❝s✱ ❆r❳✐✈ ✿✵✾✵✸✳✺✶✹✾✳

❬✺✶❪ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ ✱ ❱❛❧❧ès✱ ❏✳ ✿ ◆♦t❡s ❞✉ ❝♦✉rs ❞♦♥♥é à ❲②❦♥♦✳

❬✺✷❪ ▲❡ P♦t✐❡r✱ ❏✳✱ ❚✐❦❤♦♠✐r♦✈✱ ❆✳ ✿ ❙✉r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❇❛rt❤✳ ❆♥♥✳
❙❝✐✳ ➱❝♦❧❡ ◆♦r♠✳ ❙✉♣✳ ✭✹✮ ✸✹ ✭✷✵✵✶✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✺✼✸✕✻✷✾✳

❬✺✸❪ ❯✳ P❡rss♦♥✱ ❉♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡✱ ❆❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✭Pr♦❝✳ ❙②♠♣♦s✳✱ ❯♥✐✈✳ ❚r♦♠sø✱ ❚r♦♠sø✱ ✶✾✼✼✮✱ ♣✳
✶✻✽✕✶✾✺✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ✻✽✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✽✳

❬✺✹❪ P✐❡♥❡✱ ❘✳ ✿ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞✉❛❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s❝r♦❧❧s✳ Pr♦❝✳ ❙②♠♣✳ P✉r❡ ♠❛t❤✳ ✹✵ ✭✶✾✽✸✮✱ P❛rt ✷✱
✸✸✺✕✸✹✷✳

❬✺✺❪ ❘❛♠❡❧❧❛✱ ▲✳ ✿ ▲❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤❡♠❛ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ P

n ♣❛r ❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t r❡str❡✐♥t✱ ❈✳❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳
P❛r✐s ✸✶✶ ✭✶✾✾✵✮ ✶✽✶✕✶✽✹✳

❬✺✻❪ ❙❝❤❡♥❝❦✱ ❍✳ ❑✳✱ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✐♥ P

2✱ ❈♦♠♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❍❡❧✈✳ ✼✽ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✹✹✼✕✹✻✷✳

❬✺✼❪ ❙❝❤✇❛rt③✱ ❘✳ ❊✳ ✿ ❚❤❡ P♦♥❝❡❧❡t ❣r✐❞✳ ❆❞✈✳ ●❡♦♠✳ ✼ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✷✱
✶✺✼✕✶✼✺✳

❬✺✽❪ ❘✳ ▲✳ ❊✳ ❙❝❤✇❛r③❡♥❜❡r❣❡r✱ ❱❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✱
Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✶✱ ✭✶✾✻✶✮✱ ✻✷✸✕✻✹✵✳

❬✺✾❪ ❙❤✐❢r✐♥✱ ❚✳ ✿ ❚❤❡ ♦s❝✉❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ P
5✳ P❛❝✐✜❝ ❏✳

▼❛t❤✳ ✶✷✸ ✭✶✾✽✻✮✱ ✷✷✼✕✷✺✻✳

❬✻✵❪ ❙♣✐♥❞❧❡r✱ ❍✳✱ ❚r❛✉t♠❛♥♥✱ ●✳ ✿ ❘❛t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦✲
♠❡tr② ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥st❛♥t♦♥ ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ P

2n+1✳ ▼❛t❤✳ ●♦tt✐♥❣❡♥s✐s
✶✽✱ ✭✶✾✽✼✮✳

✻✹



❬✻✶❪ ❚♦❣❧✐❛tt✐✱ ❊✳ ✿ ❆❧❝✉♥✐ ❡s❡♠♣✐ ❞✐ s✉♣❡r✜❝✐❡ ❛❧❣❡❜r✐❝❤❡ ❞❡❣❧✐ ✐♣❡rs♣❛③✐
❝❤❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ❈♦♠♠✳▼❛t❤✳❍❡❧✈✳ ✈♦❧
■ ✭✶✾✷✾✮✱ ✷✺✺✕✷✼✷✳

❬✻✷❪ ❚♦❧st♦ï✱ ❆✳ ✿ ●✉❡rr❡ ❡t P❛✐①✱ é❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ♣♦❝❤❡✳

❬✻✸❪ ❚r❛✉t♠❛♥♥✱ ●✳ ✿ P♦♥❝❡❧❡t ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡t❛ ❝❤❛r❛❝t❡✲
r✐st✐❝s✳ ❊①♣♦✳ ▼❛t❤✳ ✻ ✭✶✾✾✽✮✱ ✷✾✕✻✹✳

❬✻✹❪ ❲❡✐❧✱ ❙✳ ✿ ▲❛ ♣❡s❛♥t❡✉r ❡t ❧❛ ❣râ❝❡✳ P❧♦♥ ❝♦❧❧✳ ✏❆❣♦r❛✑✱ ✶✾✾✶✳

✻✺


