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Introduction

Les progres considérables de l'informatique ces dernieres décennies ont
permis le développement et 1'utilisation systématique d’outils de simulation
numérique tres performants. Dans le domaine de la mécanique des structures
on retient particulierement 1'utilisation de la méthode des Eléments Finis qui
est apparue dans les années soixante. Elle était alors essentiellement utilisée
par les chercheurs et pour des domaines d’application tres pointus en rai-
son du coup et de la complexité de mise en ceuvre. Depuis, le développement
conjoint de calculateurs puissants et de modeles mécaniques pointus a ouvert
la voie d’une discipline scientifique a part entiere que la communauté Anglo-
Saxone appelle Computational Mechanics. Elle couvre en fait un champ de
connaissance largement pluridisciplinaire (mécanique, mathématiques, infor-
matique, matériaux...). Ces efforts de recherche ont rapidement débouché sur
des applications au niveau industriel. Aujourd’hui, la conduite de simulations
numériques complexes au sein des bureaux d’étude permet le dimensionnement
au plus juste, 'amélioration de la compréhension de certains phénomenes et
la réduction des essais habituellement menés sur des prototypes aux cotits
prohibitifs.

Dans le contexte que nous venons d’évoquer, il est nécessaire de comprendre
que la simulation numérique de phénomenes complexes ne répondra aux enjeux
de maniere positive que si 'on est en mesure d’en garantir la pertinence. En
effet, la démarche qui consiste a simuler numériquement un systeme mécanique
est constituée de plusieurs étapes de modélisation et conduit donc a une ap-
proximation de la solution recherchée. Il apparait donc indispensable de pou-
voir estimer et controler 1’écart entre le probleme réel traité et la solution
numérique.

Les travaux présentés dans cette these s’inscrivent pleinement dans cette
problématique. Nous nous intéressons d’abord aux problemes de mécanique
de la rupture traités par la méthode des Eléments Finis classique, puis par la
XFEM introduite dans [Belytschko 99, Moés 99]. Les criteres de dimensionne-
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Introduction

ment utilisés pour le calcul des pieces mécaniques présentant une ou plusieurs
fissures font intervenir en pratique le taux de restitution d’énergie ou les fac-
teurs d’intensité de contrainte en pointe de fissure. Le controle des calculs
en mécanique de la rupture est une thématique assez peu explorée relative-
ment aux autres themes. La sensibilité et I'instabilité des pieces mécaniques
fissurées en font pourtant un domaine ou la validation et le controle des calculs
prennent tout leur sens. On peut citer tout d’abord les travaux de [Stone 98]
qui s’intéressent au controle du chemin de propagation d’une fissure. Les tra-
vaux de [Heintz 04, Ruter 06, Xuan 06b] proposent des bornes pour le taux
de restitution d’énergie. Seules les bornes présentées dans [Xuan 06b] sont ga-
ranties. Enfin, [Xuan 06a, Gallimard 06] ont établi des bornes garanties pour
les facteurs d’intensité de contrainte en mode mixte.

Nous nous concentrons dans ce travail sur I’évaluation des facteurs d’inten-
sité de contrainte. L’objectif est d’obtenir des bornes strictes (mathématiquement
garanties) et de qualité, c’est-a-dire ne surestimant pas de maniere exagérée
Ierreur effectivement commise. Nous nous placons sous les hypotheses des pe-
tites perturbations sous chargement quasi-statique. Seuls les comportements
linéaires élastiques sont envisagés.

Nous prenons pour modele de référence le modele issu de la mécanique des
milieux continus. La solution du modele de référence qui est considérée comme
la solution exacte est dans la quasi totalité des cas inaccessible par le calcul
analytique. Nous avons donc recours a la méthode des éléments finis qui fournit
une solution numérique approchée. La qualité de la solution numérique, c’est-
a-dire 'écart entre la solution numérique et la solution exacte, dépend en pra-
tique du maillage utilisé (taille de maille, degré d’interpolation des éléments)
et du schéma d’intégration en temps (type de schéma utilisé, pas de temps...).
Ces erreurs sont qualifiées d’erreur de discrétisation. D’autres sources d’erreur
peuvent apparaitre, comme les erreurs dues a la précision machine (en pratique
tout a fait négligeables), a la modélisation de la géométrie ou des conditions
limites (ces erreurs relevent de la modélisation méme du probleme et non de
la qualité de la méthode numérique). Nous ne nous intéresserons ici qu’aux
erreurs de discrétisation. Les premiers travaux de recherche concernant 1’esti-
mation des erreurs sont apparus presque conjointement au développement des
éléments finis, des les années soixante-dix. On distingue trois grandes familles
d’estimateurs qui concernaient tout d’abord les problemes de statique linéaire
ou de thermique stationnaire :

— Les estimateurs basés sur les résidus des équations d’équilibre apparus
dans [Babuska 78a ;
— Les estimateurs basés sur le concept d’erreur en relation de comporte-
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Introduction

ment introduits dans [Ladeveze 75| et développés dans [Ladeveze 83];
— Les estimateurs basés sur un lissage des contraintes éléments finis développés

plus tardivement dans [Zienkiewicz 87].
Ces estimateurs permettent de quantifier 'erreur au sens de la norme énergétique
et fournissent une information globale sur le calcul. Ils ont fait 'objet de
développements tres intéressants permettant par exemple de traiter des problemes
d’évolution en temps, des problemes non linéaires ou de dégager des criteres de
remaillage [Babuska 82, Ladeveze 85, Johnson 91, Ladeveze 91, Ladeveze 99a,
Rannacher 98]. Les travaux présentés dans cette these utilisent le concept d’er-
reur en relation de comportement qui a été développé au LMT, il s’appuie sur
la reconstruction de champs admissibles [Ladeveze 91|, [Ladeveze 97| et per-
met d’obtenir une borne supérieure de l'erreur exacte. Ce dernier point est tres
important car il garantit I’aspect conservatif de I'estimateur.

Cependant, une estimation globale de I’erreur est dans la plupart des cas in-
suffisante. En effet, les criteres utilisés pour le dimensionnement des structures
font intervenir des quantités locales comme le déplacement ou la contrainte en
un point ou bien, ce que nous appelons de maniere plus générale des quantités
d’intérét comme les facteurs d’intensité de contrainte. Les travaux concer-
nant l'estimation de l'erreur sur les quantités d’intérét sont plus récents :
[Babuska 95, Ladeveze 97, Paraschivoiu 97, Rannacher 97, Peraire 98,
Ladeveze 99b, Oden 99, Prudhomme 99, Strouboulis 00b, Stein 01, Pares 06,
Chamoin 07b, Ladeveze 08a]. La grande majorité de ces travaux utilise une
technique d’extraction linéaire pour la quantité d’intérét et la résolution du
probleme adjoint. L’intérét de cette technique est de se ramener a un probléeme
global ou I'on exploite la connaissance des erreurs globales pour le probleme a
résoudre et le probleme adjoint.

Les facteurs d’intensité de contrainte peuvent étre calculés a partir de la
solution éléments finis par une technique d’extraction, fonction linéaire du
déplacement. La technique employée ici est inspirée de 'intégrale de contour
proposée par [Stern 76| et généralisée aux autres types de singularités dans
[Babuska 84, Leguillon 87]. On peut également citer les travaux de H.D. Bui
dans [Bui 85]. La linéarité de I'extracteur permet de reprendre la technique
d’estimation d’erreur sur les quantités d’intérét, associée a l'erreur en rela-
tion de comportement, on obtient alors des bornes garanties pour les fac-
teurs d’intensité de contrainte en mode mixte. L’encadrement proposé dans
[Ladeveze 06] permet notamment d’encadrer directement la valeur exacte de
K et Kpr, on peut alors obtenir un encadrement plus ou moins fin en améliorant
la reconstruction des champs admissibles ou la résolution du probleme adjoint.

On s’intéresse ensuite a la XFEM introduite dans [Belytschko 99, Moés 99].
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Cette extension de la méthode des éléments finis était dédiée dans un pre-
mier temps a la modélisation des fissures. On peut discerner deux motivations
conduisant au développement de la XFEM :

— améliorer I'approximation de la solution en pointe de fissure par 1'utili-

sation de la solution asymptotique;
— g’affranchir du remaillage qui doit suivre I’évolution de la fissure par
I'utilisation de fonctions discontinues de type Heaviside.

L’enrichissement par ces deux types de fonctions est réalisé par une partition
de I'unité, formalisée dans le cadre des éléments finis par [Melenk 96]. Bien que
plusieurs travaux concernant la convergence et les sources d’erreur aient été
publiés -on peut a ce sujet consulter [Laborde 05, Chahine 06, Chahine 08|
qui proposent en outre des techniques améliorant les propriétés de convergence-
aucun estimateur permettant d’évaluer 'erreur XFEM de maniere garantie n’a
été proposé a ce jour. Nous montrons donc que les techniques utilisées pour les
éléments fini standards et exploitant le concept d’erreur en relation de com-
portement peuvent étre aisément adaptées a la XFEM. Nous exposons une
méthode de reconstruction de champs qui permet de prendre en compte les
fonctions asymptotiques d'une part, et les fonctions de type Heaviside d’autre
part. On peut alors & nouveau proposer un encadrement garanti et pertinent
pour les facteurs d’intensité K; et K calculés dans le cadre d’'une simulation
par la XFEM.
Nous voyons donc que l'objectif ici n’est pas de fournir une indication sur 'er-
reur apte a servir pour un critere de remaillage, mais de fournir un encadrement
garanti et de qualité sur les quantités qui intéressent directement 'ingénieur.

La rédaction de ce document est organisée de la maniere suivante.

— Le premier chapitre rappelle les étapes de modélisation qui permettent
d’établir et de résoudre un probleme éléments finis a partir d’'un modele
de référence continu. On définit alors l'erreur de discrétisation et les
trois principaux estimateurs permettant d’évaluer l'erreur globale . On
y expose ensuite les techniques d’estimation d’erreur sur les quantités
d’intéreét.

— Le second chapitre rappelle le cadre de la mécanique linéaire élastique
de la rupture et les définitions des quantités d’intérét qui s’y rattachent :
le taux de restitution d’énergie et les facteurs d’intensité de contrainte.
Un état de l'art des techniques d’extraction et des travaux concernant
I’estimation de leur qualité est présenté. Ce chapitre permet de situer les
travaux présentés dans ce document par rapport aux travaux existants
afin d’en souligner les enjeux.

— Dans le troisieme chapitre, la fonction d’extraction retenue est présentée
et étudiée. Nous exposons ensuite la méthode d’estimation d’erreur pour
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les facteurs d’intensité de contrainte en mode mixte avec les premiers
résultats pour les éléments finis standards. L utilisation de benchmarcks
en mode 1 et 2 permet de valider la méthode.

— Le quatrieme chapitre présente les caractéristiques de la méthode XFEM
et sa mise en ceuvre. On y met en évidence les sources d’erreurs qui
viennent altérer les résultats et la nécessité d’établir un estimateur d’er-
reur.

— Le cinquieme chapitre est consacré a I’extension de I’erreur en relation de
comportement a la XFEM. On y présente la reconstruction de champs
spécifiquement développée pour ce type de probleme.

— Le sixieme chapitre présente des résultats numériques intéressants. On
établit les bornes pour les facteurs d’intensité de contrainte extraits
apres une analyse XFEM. On y montre également comment on peut
améliorer 'encadrement pour les éléments finis classiques en enrichissant
le probleme adjoint.
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CHAPITRE

Estimation de la
qualité d’une
solution éléments
finis

Ce premier chapitre présente un état de l’art pour [’es-
timation d’erreur en mécanique linéaire. Les trois prin-
cipauz types d’estimateurs qui permettent d’obtenir une
estimation globale de [’erreur sont d’abord présentés.
L’accent est mis sur le concept d’estimateur en rela-
tion de comportement puisque c’est celui qui sera em-
ployé pour ’ensemble de [’étude. On présente ensuite
les méthodes d’estimation de [’erreur locale ou plus
généralement de ['erreur sur les quantités d’intéréts.
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1 Qualité d’une solution éléments finis

1 Qualité d’une solution éléments finis

La démarche qui consiste a simuler le comportement d’une structure en
vue de son dimensionnement peut étre extrémement complexe selon les cas
envisagés. Nous resterons ici dans le cadre strict des problemes de statique
linéaire élastiques, sous I’hypothese des petites perturbations. Le probleme
physique réel est d’abord soumis a une premiere étape de modélisation qui
conduit a un modele relevant de la mécanique des milieux continus. Il en
résulte donc un modele mathématique qui se traduit le plus souvent par un
systeme d’équations aux dérivées partielles a résoudre. Les erreurs pouvant
intervenir dans cette premiere étape de modélisation ne sont pas envisagées
dans ce travail. Nous considérons donc a partir de maintenant que la structure
étudiée est correctement modélisée dans le cadre de la mécanique des milieux
continus : la géométrie, les actions de I’environnement extérieur sur la structure
et le comportement du matériau sont connus.

1.1 Modélisation du probleme de référence

Nous considérons une structure représentée figure 1.1 par le domaine €2, de
frontiere 02, soumise aux actions extérieures suivantes :

— une force volumique f . définie en tout point M de €2 ;

— une action mécanique extérieure F'; (condition limite de type Neumann)

appliquée sur la partie 052 de 0€);

— un déplacement imposé U, (condition limite de type Dirichlet) sur la

partie 012 de 0% ;
avec 0p€) = 0) — 0:€) pour que le probleme soit bien posé.

En notant K l'opérateur de Hooke du matériau, le probleme peut étre
formulé de la maniére suivante : trouver un couple contrainte-déplacement
(u, o) tel que :

— w est cinématiquement admissible (CA) : il vérifie les équations de liaison

uweld wao="U, (1.1)

— 0 est statiquement admissible (SA) : il vérifie les équations d’équilibre

ceS Yu'el,

/g;TT[O’E(Q*)]dQ = /Qid.g*deL/%QEd.g*dS (1.2)

— (u, 0) vérifie la relation de comportement :
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

Figure 1.1: Définition du modele de référence et des actions du milieu extérieur.

o=Ke(u) YMeQ (1.3)

U est l'espace de Sobolev des champs CA, S est 'espace de Sobolev des
champs SA. Uy est le sous-espace de U contenant les solutions a déplacement
imposé nul sur 0;€2. On définit le tenseur des petites déformations linéarisé :

e(u) = % [Vu + V'u] (1.4)

Le couple solution de ce probleme de référence peut étre considéré par la
suite comme la solution exacte notée (u,,, Oez)-

1.2 Discrétisation du modele continu

La solution (u,,,0.,) est dans la majorité des cas inaccessible par le calcul
analytique. En effet, les espaces U et S étant de dimension non finie, il n’est
possible d’accéder a la solution exacte que si 'on peut réduire la dimension de
I’espace ou est cherchée la solution, ce qui revient a formuler des hypotheses
sur la forme de u,, ou sur o.,. Ceci n'est possible que pour quelques cas
d’école. En pratique, nous avons donc recours a des méthodes d’approximation
numérique. La plus employée de toute est la méthode des éléments finis (on
pourra consulter [Zienkiewicz 00] pour des détails exhaustifs sur la méthode).
Cela revient donc a chercher une approximation (u,,0s) de (u,,, 0e,) dans le
sous-espace U, X S, de U x §. On peut alors reformuler le probleme ainsi :

trouver un couple déplacement-contrainte (u,, o) tel que :
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1 Qualité d’une solution éléments finis

— w,, vérifie les équations de liaison

w, €Up w0 =Uy (1.5)

— oy, vérifie les équations d’équilibre au sens éléments finis

o, €Sy, Vg* GZ/{M)

/Tr [one(w*)]dQ = / [ jurd +/ F,u"dS (1.6)
Q Q 329
— (uy,, op,) vérifie la relation de comportement :

o, = Ke(y,) YMeQ (1.7)

1.3 Défauts de la solution approchée

La solution (u,, 0;,) est donc une solution approchée, elle ne vérifie pas les
équations du modele continu. Le champ de déplacement w, vérifie toutefois les
équation de liaison dans le cas statique linéaire élastique, sauf si I'on utilise
une méthode de pénalisation pour imposer les déplacements. Le couple (uy,, o)
vérifie la relation de comportement. Les principaux défauts concernent donc
la contrainte éléments finis :

— le vecteur contrainte n’est pas continu a l'interface entre deux éléments :

OnE g, + Onpyp, 70 surlg g, (1.8)
— les conditions limites en effort ne sont pas vérifiées :
opn# F,  sur0)f) (1.9)

— I’équilibre local n’est pas respecté :

div(op) + f, #0 dans( (1.10)

D’autres défauts dus a la méthode d’approximation peuvent étre répertoriés :
— le maillage utilisé peut ne pas couvrir exactement la géométrie de la
structure ;
— les conditions limites peuvent ne pas étre représentées correctement par
la base d’interpolation éléments finis choisie si celle-ci est trop pauvre;
— des erreurs numériques interviennent également, elles sont dues a la
précision machine ou aux techniques d’intégration.
Dans la suite de ce travail, nous considérerons ces erreurs additionnelles comme
négligeables, comme c’est le cas dans la majorité des problemes si les précautions
suffisantes sont prises lors de la modélisation.
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2 Estimation globale de ’erreur

2.1 Définition de ’erreur de discrétisation

On peut définir une mesure de 'erreur de discrétisation indépendamment
de la maniere dont elle est évaluée :

e =u,, —u, YMEe, (1.11)

— —€T

ou sur la contrainte :

€C =0 —on, VMEeSQ (1.12)

On utilise couramment la norme globale énergétique car elle a un sens
mécanique tres fort et correspond aux normes standards de Sobolev :

le*lx.0 = 1w, = wpllk.o = lloee = onllc-1.0; (1.13)

avec les produits scalaires :

| e ||21C,Q = (o, 0)c 0= /QTT [5(.)/C5(0)]d§2 (1.14)
| ® ||12C—1,Q = (o,0)-19 = /QTT[Q K 'e }dQ (1.15)

Cette erreur est l'erreur exacte sur le déplacement définie en tout point.
On ne peut la calculer que si 'on connait la solution exacte. En pratique, on
ne saura déterminer qu'une estimation e, de e.

On distingue deux types d’estimateurs globaux de erreur :

— les estimateurs a priori introduits dans [Azziz 72] et [Ciarlet 78], ils

montrent que sous certaines conditions de régularité, il existe une constante
C telle qu’asymptotiquement :

lenll < CRY; (1.16)

ou h est la taille des éléments et ¢ le degré d’interpolation des éléments
finis égal a p si la solution est réguliere. Cette formule est vérifiée dans
le cas ou on utilise la norme en énergie définie précédemment. Dans les
cas d'une solution singuliere, on prend ¢ = min(p,a) ou « est I'ordre
de la singularité. La constante C' dépend du maillage et des données
du probleme, elle ne peut pas étre calculée de maniere explicite. Ces
estimateurs a priori ne sont donc pas efficaces pour estimer de maniere
précise l'erreur commise lors d’un calcul éléments finis, en revanche ils
sont utiles pour déterminer grossierement l'ordre de convergence de la

méthode. Ainsi pour une structure fissurée, la convergence est de 1'ordre
1
de hz.
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2 Estimation globale de l'erreur

— les estimateurs a posteriori qui ne dépendent pas de la solution exacte
du probleme mais qui tirent profit de la solution éléments finis et de ses
propriétés, ils sont exposés de manieres détaillée dans [Ladeveze 04] et
sont présentés dans la suite de ce chapitre.

2.2 La méthode des résidus d’équilibre

Cette méthode a été introduite dans [Babuska 78a] et repose sur le constat
que la méthode des éléments finis en déplacement ne vérifie pas les équations
d’équilibre. Ainsi, en injectant 'erreur ¢* = u,, —u,;, dans I’équation d’équilibre
1.2, on obtient ce que I'on appelle ’équation des résidus :

/QT'r*[le(gu)e(g*)]dQ:/Qid.g*dQ—ir/aQEd.g*dS .
2 1.17
_ / Tr[Ke(up)e(w)]dQ Vu' elly

que l'on peut mettre sous la forme

/Q Tr[/cg(QU)g(g*)]dQ:zE: /E gE.g*dE—zr: /F trutdS

=R(u") Vu" €Uy

(1.18)

ou E et I' sont I'ensemble des éléments du maillage et leurs arrétes. R(u*) est
la fonctionnelle des résidus. Les termes rj, et ¢, sont définis par :

rp = divoy g + id
. { OnE, Np, + OnE, g, si 1 se trouve entre deux éléments £y et Ey

openg — F,; sinon

Nous voyons que l'erreur e* est solution d’un probleme global d’élasticité ou les
résidus sont les efforts imposés. La encore, comme pour le probleme a résoudre,
il n’est pas possible de résoudre exactement ce probleme, nous ne calculerons
donc qu'une approximation e, de e". On peut remarquer tout d’abord que :

R(u") =0 VYu" €l (1.19)

ce qui est une traduction de la propriété d’orthogonalité de Galerkin tres cou-
ramment employée dans le calcul d’erreur. On peut donc calculer une norme
de l'erreur sous la forme :

et = (" ea =3 [ rpetab =3 [ tretar (1.20)
E JE r 7T
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

Les estimateurs en résidus exploitent tous cette équation, on peut cependant
discerner deux sous-familles : les estimateurs explicites et les estimateurs im-
plicites.

2.2.1 Les méthodes explicites

Les estimateurs explicites ont été les premiers élaborés dans [Babuska 78al,
ils exploitent directement les équations 1.18 et 1.20 et permettent de construire
une estimation globale sous la forme :

le"llco < O Y- hallegllh + > telltcl ] (1.21)
E r

hg est une mesure de ’élément et {r une mesure du bord de I'élément. C est
une constante qui peut étre évaluée de maniere analytique ou numérique par
la résolution de problemes annexes. En pratique, elle est difficile a évaluer et
est souvent choisie a priori. Ceci constitue un point critique de la méthode et
justifie les améliorations apportées par les estimateurs implicites. Une revue
détaillée des estimateurs explicites peut étre trouvée dans [Verfiirth 96]

2.2.2 Les méthodes implicites

Ces méthodes exploitent également 1'équation des résidus 1.20 mais ’évaluation
de e* est menée localement par la résolution de problemes sur chaque élément
ou sur des patchs d’éléments. Les méthodes implicites sont plus cotiteuses d’un
point de vue numérique que les méthodes explicites mais elles fournissent de
meilleurs résultats.

2.2.2.1 Approche par éléments Cette approche consiste a calculer une

contribution par élément de l'erreur en cherchant le champ vy nul sur ) F =
012 N OFE tel que :

/ETT [Ke(vg)e(u)|dE = /

[E.g*dEJr/ Ru*dl' Vu'nul sur 0, F
E

OE—-01FE

ol R est une densité d’effort appliquée sur le contour de 1’élément. v, est
donc une estimation de l'erreur e". La contribution a l’erreur pour chaque
élément s’écrit alors :

07, = / Tr[Ke(vg)e(vg)|dE
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d’ou 'estimation d’erreur globale :

92 — ;92 _ ;/ETT[IQ;(QE)S(QE)ME

Le point sensible de la méthode concerne le choix des densités d’effort R,
celles-ci doivent respecter ’équilibre sur chaque élément afin d’assurer 1’exis-
tence d’une solution. Il existe trois manieres de résoudre ce probleme.

Une premiere solution consiste a chercher v, dans un sous-espace régularisant
tel que l'espace de type éléments finis de degré p+ 1 (p étant le degré des fonc-
tions de base utlisée pour le probleme a résoudre) privé des mouvements de
solide rigide (voir [Ainsworth 97]). Une fois le probleme régularisé on peut faire
un choix quelconque pour les densités R. Le plus souvent, on choisit :

_{ _EF 81F€02E:8Eﬂ829

R =
L 1 :
—35lp sinon

Une autre maniere de procéder est de rechercher des densités R qui vérifient
I’équilibre. On détermine alors sur chaque arréte :

1
R =npAr — éﬁr (77E = il)

ou le champs Ay défini sur chaque arréte I' est a déterminer. Le champs vy
est alors déterminé par un calcul éléments finis sur un élément de degré élevé.
Cette méthode est détaillée dans [Ainsworth 93, Babuska 94].

La troisieme méthode consiste a résoudre les problemes locaux par éléments
en appliquant des conditions limites de type Dirichlet.

Les deux premieres méthodes fournissent un majorant de 'erreur globale
|le" |l La troisieme n’est garantie que si l’on emploie les corrections développées
par [Huerta 00].

2.2.2.2 Approche par patchs d’éléments L’idée est d’estimer 'erreur
par une somme de contributions de patchs d’éléments. Chaque patch d’éléments
est défini par I'ensemble des éléments ayant pour nceud commun un nceud i.
Cette méthode plus ancienne est développée dans [Babuska 78b, Babuska 87].
Les problemes locaux sont résolus en introduisant les résidus pour chargement
et en bloquant les déplacements sur le bord du patch. On cherche donc ici une
estimation locale v, nulle sur 9y€2; (partie de 0€); privée 0,2) de e“ telle que :

/Q TrKe)e] o= 3 /E ppadE— 3 /FM* "
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne majore pas l'erreur exacte
le*|lx.- Différents auteurs ont proposés des modifications permettant d’obte-
nir un majorant de 'erreur utilisant des conditions de Neumann ([Strouboulis 92al)
ou la partition de I'unité ([Carstensen 00, Morin 01, Prudhomme 04, Pares 06]).

2.3 Les techniques de lissage

Cette technique a été proposée dans [Zienkiewicz 87]. Elle part du constat
que le principal défaut de la solution éléments finis en déplacement est de
présenter des champs de contraintes peu réguliers. Le vecteur contrainte est
notamment discontinu a l'interface entre deux éléments. L’idée directrice de
la méthode consiste a évaluer 1'écart entre le champ éléments finis o;, et un
champ plus régulier o* :

lenll = [lon — U*HIC*l,Q
Si o est de meilleure qualité que oj, on a :
|Oex — onllc-1.0 < Clloy, —0™||k-1q avec C <1

En pratique, il est impossible de connaitre précisément la valeur de C, elle
dépend de la qualité du champs lissé o* auquel un soin particulier doit donc étre
apporté. La premiere version de l'estimateur proposée dans [Zienkiewicz 87,
appelée version ZZ1 consistait a rechercher une projection de o* sur les fonc-
tions de formes utilisées pour le calcul éléments finis. On cherche alors o*
comme une combinaison linéaire des ¢; :

o :ZU;@
i

ou les o} sont des opérateurs symétriques constants. Deux méthodes pour
calculer les o} ont émergés :

— la premiere consiste a rechercher une projection globale de ¢ en minimi-
sant I’écart au sens des moindres carrés entre le champs lissé et le champ
éléments finis :

min lo* — o331

Cette technique conduit a un systeme global tres cotiteux a résoudre.
— La seconde technique consiste a calculer une moyenne locale en chaque
neeud ¢ du maillage pondérée par la valeur de o}, pour les éléments voisins
du nceud 1.
La méthode ZZ1 présente en outre l'inconvénient de tres largement sous-
estimer U'erreur exacte dans certains cas comme le montrent [Strouboulis 92a].
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Dans la méthode ZZ2 [Zienkiewicz 92|, une amélioration notable est ap-
portée a l'estimateur et notamment au calcul des o}. Cette méthode est cou-
ramment appelée Super Convergent Patch Recovery (SPR). On cherche a
présent a projeter le champ ¢* sur une base polynomiale donnée, et sur une
décomposition du domaine 2 en patchs d’éléments (2;. Sur chaque patch €,
on calcule un champ ¢; par une méthode de type moindres carrés :

min Y~ [16;(P) = ou(P)|7-1 4
9
P

Les points P sont des points d’échantillonnage choisis de telle sorte a coincider
avec les points de superconvergence du maillage lorqu’ils sont connus. Pour un
maillage 1D, il s’agit des points de Gauss. ¢* est ensuite obtenu en moyennant
les contributions de chaque patch en extrapolant ¢; aux nceuds du maillage.

2.4 Le concept d’erreur en relation de comportement

Le principe de la méthode a été introduit dans [Ladeveze 75]. Elle a ensuite
été développée au LMT pour les problemes d’élasticité linéaire 2D et la ther-
mique [Ladeveze 91],[Ladeveze 95] puis pour les problemes 3D [Coorevits 97].
Cette estimateur présente 'avantage de fournir des bornes garanties (c’est-a-
dire un majorant de lerreur exacte) de l'erreur globale. L’idée de base est de
déterminer a partir du couple éléments finis (o4, u,) un nouveau couple (7, u)
tel que & est SA et @ est CA. On mesure ensuite l'erreur a travers la relation
de comportement qui n’est plus vérifiée par le nouveau couple.

2.4.1 Définition et propriétés

Afin de définir lerreur en relation de comportement en gardant un sens
mécanique fort, nous faisons intervenir la formulation par les potentiels ther-
modynamiques. On introduit ainsi les potentiels duaux ¢(s(u)) et ¢*(o), avec :

6(o) = STriKC o]

1
¢ (o) = éTT[/C*1 oo
On peut alors mesurer 1’écart sur la relation de comportement entre & et @ :
€hpc :/Q {¢(8(@)) +¢"(6) = Trle(@)o]| Q2 (1.22)

D’ou 'expression de 'erreur en relation de comportement :

L. N
€roe = 516 = Ke(@))lx-10 (1.23)
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

On utilise souvent I'erreur globale relative pour obtenir une bonne information
sur l'erreur globale commise :

(1.24)

On peut mettre en évidence deux propriétés importantes liées a 'erreur en
relation de comportement. La premiere est le lien entre I'erreur et la solution
exacte du probleme :

erpc =0 & (0,1) = (0cs, Upy) (1.25)

Cette relation est due au fait que les champs reconstruits sont admissibles,
ils appartiennent donc aux bons espaces mathématiques, ce qui n’est pas
forcément le cas pour les autres types d’estimateurs.

Une autre relation tres importante est liée au théoreme de Prager-Synge
[Prager 47], elle assure un lien direct entre 'erreur en relation de comportement
et 'erreur exacte :

lteq — @llic 0 + 10ee = Gllic-1.0 = 2-€hpe (1.26)

Cette relation garantie que l'erreur en relation de comportement donne une
borne supérieure de l'erreur. On peut également se servir de cette relation
pour établir une nouvelle approximation de o., en prenant la moyenne :

* 1 A
o = é(ah—l—a)

On obtient alors directement erreur :

1

||Uex — O'*H]Cfl’Q = éeRDC (127)

2.4.2 Construction des champs admissibles

Comme nous ’avons vu, les propriétés importantes de I’erreur en relation de
comportement découlent de I'admissibilité des champs reconstruits. La qualité
de ces champs conditionne également la qualité de l'estimateur obtenu, un
soin particulier doit étre apporté a la construction des champs admissibles.
La méthode des éléments finis en déplacement nous fournit en général un
champs de déplacement approché w;, CA, sauf pour quelques cas particuliers
tels que les problemes d’incompressibilité par exemple. On peut donc prendre
directement :

>

— u, (1.28)
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2 Estimation globale de l'erreur

Toute la technique repose donc sur le choix de ¢ qui sera reconstruit de fagon
simple a partir de la solution éléments finis d’apres la méthode établie dans
[Ladeveze 75] et [Ladeveze 83]. L’idée est de conserver un lien fort avec la solu-
tion oj en garantissant un lien énergétique via ce que 1'on appelle la condition
de prolongement, écrit pour chaque élément E et pour chaque noeud 7 :

[ (6= an).gradigar =g (1.29)

ol les ¢; sont les fonctions de base de ’élément. On peut alors a partir de cette
condition rechercher des densités d’effort F' équilibrées avec le chargement sur
chaque élément :

/nﬂmﬂ:/@mwwME—/@Ww (1.30)
OF E - QO

On suppose que les densités se décomposent uniquement sur les fonctions de
base ¢;. On résout alors un systeme qui garantit a l'interface I';5 entre deux
éléments F; et Fs : ) )

weF 4, = 0 (1.31)

garantissant ainsi la continuité du vecteur contrainte .n a 'interface entre les
éléments.

Dans un deuxieme temps, on calcule la contrainte admissible ¢ solution des
équations d’équilibre sur chaque élément :

dive + fd =0 dans E
- (1.32)
Opn=npgl surdb

Dans la premiere version établie dans [Rougeot 89] et [Ladeveze 96], le champ
0 était recherché de maniere analytique sous forme polynomiale, le degré
nécessaire a la base polynomiale étant en pratique imposé par f 4 Il existe
une infinité de solutions au systeme 1.32, cependant, il est nécessaire d’im-
poser une condition pour assurer les conditions de compatibilité qui ne sont
pas vérifiées par les densités. La technique retenue consiste a sous-découper
les éléments en sous-éléments et a rechercher ¢ polynomial sur chacun des
sous-¢léments en imposant la symétrie de l'opérateur ojp. Le détail de cette
construction est exposé dans [Rougeot 89]. Cette technique peut trouver ses
limites dans le cas de zones a fort gradients dus a des singularités géométriques
ou pour des éléments aplatis. Des modifications ont donc été apportées a la fois
a la construction des densités et de la contrainte admissible. De récents tra-
vaux présentés dans [Ladeveze 08b| proposent une nouvelle technique hybride
pour le calcul du champ de contraintes admissibles. Cette nouvelle construc-
tion exploite toujours la condition de prolongement combinée au calcul de
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

densités d’effort en équilibre sur des patchs d’éléments en utilisant la partition
de I'unité. Cette méthode diminue le cout de calcul et s’avere plus simple a
implémenter que la précédente.

2.4.3 Construction optimisée des champs admissibles

La premiere amélioration concernant les densités d’efforts a été introduite
dans [Ladeveze 97|. Le principe est de se donner plus de liberté dans le choix
des densités . A cet effet, on affaiblit la condition de prolongement 1.29
en ne la faisant plus porter que sur les fonctions de formes associées aux
noeuds non sommets. On scinde alors les densités en deux parties linéairement
indépendantes :

~

E"—R+H (1.33)

ou :

— Hestla partie de F o correspondant aux fonctions de forme des nceuds
non sommets. Elle est totalement déterminée par la condition de prolon-
gement affaiblie.

~ Restla partie de F o correspondant aux fonctions de forme des nceuds
sommets. Cette partie est déterminée de sorte a minimiser l'énergie
complémentaire tout en respectant 1’équilibre. Cela revient a minimiser
I’erreur en relation de comportement.

Cette méthode peut rapidement devenir cotiteuse car la détermination des den-
sités conduit a la résolution d'un nouveau systeme. Cependant, la minimisation
peut étre menée uniquement sur un patch d’éléments, la ou cela est nécessaire
(c’est-a-dire dans les zones peu régulieres). Le détail de la méthode pour les
maillages 2D et 3D et donnée dans [Florentin 02].

La deuxieme modification concerne le calcul de la contrainte admissible. La
maniere retenue pour optimiser le calcul de 7| consiste a calculer le champs qui
minimise I'énergie complémentaire et donc, par dualité, qui minimise I'énergie
potentielle :

J i Jy(6) < min Ji'(up) (1.34)
Ce probleme ne peut pas étre résolu de maniere exacte, nous avons donc recours
a une méthode éléments finis sur le simple élément E de degré p+k (c’est-a-dire
une méthode dont le degré des fonctions de forme est élevé de k par rapport au
degré p utilisé pour le calcul primal) comme proposé dans [Babuska 94]. Tl est
montré dans ce méme article que d’excellents résultats sont obtenus pour £ > 3.
Ainsi, bien que 0|g soit obtenu par une méthode numérique, I'erreur commise
est négligeable : le champ calculé ne vérifie plus rigoureusement 1’équilibre mais
les normes énergétiques du champ exact et du champ approché sont semblables.
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2 Estimation globale de l'erreur

Les études menées dans [Florentin 02] et [Ladeveze 04] montrent que ces
modifications apportent une tres nette amélioration de l'estimateur d’erreur
pour les problemes avec des zones peu régulieres. L’optimisation des densités
peut étre menée a faible cout si elle est employée uniquement dans la zone
utile. Quant a la reconstruction numérique locale par élément du champ de
contrainte SA, elle présente I’avantage d’étre facilement implantée dans un code
et fournit de bien meilleurs résultats que la version analytique en régularisant
le probleme.

2.5 Qualité des estimateurs d’erreur

Les trois méthodes exposées dans ce chapitre pour estimer I'erreur globale
d’un calcul éléments finis different non seulement par les techniques employées
mais également par les résultats qu’elles fournissent. Afin de pouvoir évaluer la
qualité d’un estimateur et de pouvoir comparer les différents estimateurs entre
eux, il est donc nécessaire d’établir des criteres objectifs. Un critere couram-
ment employé est I'indice d’efficacité (également appelé indice d’effectivité, de
langlais effectivity index). Il se définit ainsi :

mesure estimée de I'erreur

(1.35)

e erreur exacte
Ce critere permet de mettre en évidence deux propriétés importantes de 1'es-
timateur :

— plus l'indice d’efficacité est proche de 1 et plus la mesure d’erreur est
pertinente,

— l'indice d’efficacité doit étre supérieur a 1 sinon cela signifie que la mesure
d’erreur sous-estime l’erreur exacte.

Pour calculer I'indice d’efficacité, il est nécessaire de connaitre 'erreur exacte
et donc la solution exacte. En pratique, on le calcule pour des problemes dont
la solution est connue, ce qui permet de valider ’estimateur sur des cas tests.
Une autre technique consiste a calculer la solution sur un maillage tres fin.
La pertinence de cette technique dépend de la qualité du maillage fin et des
précautions prises pour transférer la solution d’un maillage a 'autre.

D’autres criteres importants existent :

— la stabilité de 'estimateur, et donc sa sensibilité aux parametres tels que
le maillage, le type de probleme a résoudre;

— la convergence asymptotique de l'estimateur : en théorie, 'estimateur
d’erreur devrait étre consistant avec la méthode éléments finis utilisée et
converger vers 0 lorsque 'on raffine le maillage ;

— le cout de l'estimateur doit rester raisonnablement inférieur au cott de
calcul de la méthode éléments finis.
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

Plusieurs travaux visant a mettre en évidence certaines propriétés des
différents estimateurs ont été publiés :[Strouboulis 92al, [Strouboulis 92b],[Babuska 94],
[Ladeveze 97]. Il en ressort plusieurs points intéressants;

— La qualité des différents estimateurs dépend des parametres de calcul

tels que le maillage, I'anisotropie ou le type de probleme,

— la convergence asymptotique des estimateurs n’est pas garantie, elle n’ar-
rive que pour certains maillages uniformes,

— les estimateurs de type « SPR » ont des indices d’efficacité globaux tres
proche de 1 mais ils peuvent localement largement sous-estimer 1’erreur,
ce qui en fait de bons indicateurs globaux mais les discrimine totalement
pour une estimation locale de I'erreur,

— les estimateurs utilisant I’erreur en relation de comportement et certaines
techniques associées aux estimateurs en résidus d’équilibre fournissent
une majoration garantie de I'erreur exacte ; par ailleurs ces deux familles
d’estimateur se rejoignent sur le fond en utilisant des reconstructions de
champs équilibrés et des problemes locaux numériques semblables.

3 Estimation locale de ’erreur

L’estimation globale de I'erreur fournit une information intéressante sur la
qualité d’une solution éléments finis mais demeure insuffisante. En effet, un
calcul éléments finis peut mener a une erreur globale correcte tout en fournis-
sant localement une solution tres éloignée de la solution exacte. Par ailleurs,
les criteres de dimensionnement utilisés en bureau d’étude font intervenir des
quantités d’intérets locales dont il apparait nécessaire d’évaluer la qualité si ’'on
veut justifier 'utilité des estimateurs d’erreur. Nous exposons ici les différentes
techniques qui permettent d’évaluer 'erreur locale.

3.1 Estimateurs d’erreur des pollution
3.1.1 Définition de l’erreur de pollution

La notion d’erreur locale et la compréhension des enjeux qui en découlent
sont véritablement apparus avec le concept d’erreur en pollution introduit
dans [Babuska 95]. Le principe est d’évaluer 'erreur locale sur une zone en
la séparant en deux sources d’erreur : la premiere est relative aux éléments
inclus et proches de cette zone, la seconde concerne le reste de la structure et
a une influence sur la zone étudiée, c’est I'erreur de pollution. Soit e* 'erreur
globale définie sur ’ensemble de la structure €2, on s’intéresse alors a une zone
locale w de €2 et a la restriction de l'erreur Qf‘w. Cette erreur dépend donc de
la discrétisation de la zone w elle-méme mais aussi de la discrétisation hors de
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u,loc

v et une

cette zone. Il est donc possible de scinder €}, en une partie locale e

partie dite de pollution Qﬁ;p °_On constate numériquement que les différentes

parties se décomposent de la maniere suivante :

(e)” = (™) + () (1.36)

=lw =|w

et nous pouvons définir ces deux parties par passage a la limite : si h caractérise
la taille de maille des éléments dans la zone w :

u,pol . u

Si h caractérise la taille de maille des éléments dans la zone €2 — w :

N :
¢ = lim ef, (1.38)
La figure 1.2 montre un exemple de définition d’une zone locale sur un maillage.
On peut alors obtenir de maniere asymptotique les contributions de 'erreur

locale et de I'erreur de pollution en raffinant les deux parties du maillage.

(a) zone wp (b) ei‘f’jﬁ ~0 (c) ef__ﬁjh |on = 0

Figure 1.2: Contributions locale et de pollution a I’erreur globale.

3.1.2 Mesure de ’erreur de pollution

En reprenant I'exemple de la figure 1.2 on peut également redéfinir ’erreur
locale a partir de I’équation des résidus d’équilibre : en considérant un patch
d’éléments wj, couvrant la région d’intérét w, on peut séparer l'erreur en deux
composantes :

o = Q{Jh n yg}h
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

ot @" correspond & wy, plus quelques couches d’éléments (en pratique, les

résultats restent inchangés apres deux couches d’éléments).
&

h ~h .
vy et v% sont solutions de :

/ Tr[Ke(")e(u)]d2 =Y RE(u") Vu' €Uy
@ Besh
/ Tr[Ke(ws")e(u)]d2 = Y RE(u") Vu' el
Q Feaoh

ou les termes RY% sont les résidus définis sur chaque élément E et obtenus
N 7 1 . . ~h ,
apres équilibrage La restriction y“fw représente I'erreur locale sur w”. Elle est

équivalente & l'erreur éléments finis dans @ lorsqu’on a des conditions limites
de Dirichlet égales a la solution exacte u,, sur 9o" .

.. ~h , . , N
La restriction yg‘wh représente I'erreur en pollution sur w”. Elle est égale &

la solution exacte sur @" du probleme de référence avec des conditions limites
de Dirichlet sur 90" égales a l'erreur exacte e®.

Ces deux équations ne pouvant pas étre résolues de maniere exacte, une premiere
technique consiste a les résoudre de maniere approchée par une méthode éléments
finis. Une autre approche proposée dans [Babuska 97] permet d’évaluer yg‘};h
en utilisant des fonctions de Green. En effet, les fonctions de Green décrivent
les interactions entre les différentes parties du domaine €2. Par conséquent, la
partie pollution qui affecte une zone w” peut étre évaluée en approchant une
fonction de Green.

L’erreur de pollution fournit une information tres riche sur la qualité du
calcul et il est important de la prendre en compte lors d’une analyse éléments
finis. Il apparait clairement qu’il ne suffit pas de mailler correctement la zone
d’intéret pour avoir une bonne qualité locale.

3.2 Estimateurs utilisant une technique d’extraction

Cette technique est de loin la plus employée pour obtenir des bornes pour les
quantités d’intéréts. Elle est particulierement bien adaptée pour les problemes
linéaires. Elle est apparue a peu pres en méme temps dans différentes équipes
de recherche : [Rannacher 97, Rannacher 98, Peraire 98, Prudhomme 99,
Ladeveze 99a, Stein 01]. Le principe est que la quantité d’intérét I que 1'on
cherche a évaluer est une fonctionnelle linéaire du déplacement, le calcul éléments
finis puis la technique d’extraction nous permettent d’obtenir la valeur ap-
prochée I,. En exploitant la propriété de linéarité, il est alors aisé d’estimer
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|Ie; — Ip|. En effet, on peut relier I'erreur sur I a lerreur globale e* :

I(ue,) — I(u,) = I(e") (1.39)

3.2.1 Fonction d’extraction

L’idée est d’utiliser un opérateur d’extraction qui permet d’évaluer de fagon
globale la quantité locale I. De facon générale, I'opérateur peut se mettre sous
la forme :

I:/QTT[ZJe(g)]dQ ou I:/QTT[ZEO']dQ (1.40)

On peut alors définir I'erreur sur la quantité I :

I(e") = /Q T[S, e(e")]do (1.41)

On donne a titre d’exemple des fonctions d’extraction simples permettant
d’obtenir une information sur la contrainte ou le déplacement. En général,
on cherche a exprimer une valeur moyenne de la quantité locale, plus simple
a mettre en ceuvre que la valeur ponctuelle, incompatible avec la théorie du
premier gradient. Cependant, les récents travaux de [Chamoin 07a] montrent
que l'on peut estimer la valeur ponctuelle d'une quantité en utilisant les fonc-
tions de Green appropriées. Ainsi pour la contrainte, on cherche a évaluer la
moyenne de la composante 75 sur I'élément F :

V= —— YdE 1.42
mes(FE) /EU ( )

On peut lui associer la valeur exacte I et la valeur estimée par éléments finis
I,7. Dans le cas 2D on peut utiliser les trois extracteurs :

1 |10 1 10 0 1 10 1
gﬂEBO}Z%EJOJ giﬁho} (1.43)

Pour estimer la composante ¢ du déplacement moyen sur ’élément £ :

1

I' = ) /E WdE (1.44)

On peut alors utiliser les deux fonctions d’extraction;
1 |1 110
o= lo] oY) )
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1 Estimation de la qualité d’une solution éléments finis

Notons qu’ici la fonction d’extraction se met sous la forme :

I = /Q [y udQ) (1.46)

Pour d’autres quantités linéaires, les fonctions d’extraction peuvent toute-
fois étre plus difficiles a obtenir, c¢’est le cas par exemple des facteurs d’inten-
sité des contraintes auxquels nous nous intéressons dans cette these. Le détail
des techniques d’extraction pour ces quantités est détaillé dans les chapitres
suivants. Un probleme encore ouvert est le cas des quantités d’intéréts non
linéaires telles que le taux de restitution d’energie par exemple. Le probleme
est alors que 'on ne peut plus exprimer simplement ’erreur commise sur I en
fonction de I'erreur sur le probleme global :

Iue,) = I(wy) 7 1(e") (1.47)

La technique la plus couramment répandue consiste alors a linéariser la quan-
tité I autour de w,;, en utilisant 'opérateur tangeant. :

I(u,) — 1(uy,) ~ Irp, (€°) (1.48)
L’inconvénient majeur est que 'on perd 'aspect garanti de l'erreur ainsi
obtenue.
3.2.2 Définition du probleme adjoint

Il n’est pas possible de connaitre exactement e“ et donc d’estimer direc-
tement (e"), nous avons donc recours a ce que nous appelons un probléeme
adjoint. Ce probleme adjoint est entierement défini par le probleme de référence
résolu pour extraire I et par 'opérateur d’extraction utilisé pour /. Dans le
cas de I'élasticité linéaire, il consiste a trouver un couple solution (@, &), si 'on
met l'opérateur d’extraction sous la forme générale :

/= / T[S e (w)]d2 + / f o ud®) (1.49)
Q Q
— @ est cinématiquement admissible a 0 (CA)
ucly Upo=0 (1.50)
— 0 est statiquement admissible (SA) :

ceS Yu'el

/Q’Tr[ﬁa(g*)}dQ:/QTT[ZUe(g*)]dQ—l—/QfZ.Q*dQ (1.51)
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— (@, ) vérifie la relation de comportement :

& =Ke(@) VMeQ (1.52)

Le probleme adjoint permet d’établir la relation :
I(e") = / Tr{Ke(@)e(e)d0 (1.53)
Q

Ce probleme est résolu par une méthode éléments finis, il est possible d’uti-
liser le méme maillage que pour le probleme primal a résoudre dont il ne differe
que par les conditions limites en déplacement, imposées a 0, et le chargement
défini par 'extracteur.

3.2.3 Erreur sur la quantité d’intérét

La résolution du probleme adjoint conduit a la solution approchée (@, 7).
La propriété d’orthogonalité de Galerkin permet d’écrire :

I(e") = / TriKe(l,, — ip)e(e")]d2 (1.54)

En notant :
e =1u,, —u, (1.55)

€T

qui correspond a l'erreur globale sur le probleme adjoint, on peut alors utiliser
le théoreme de Cauchy-Schwartz pour obtenir une majoration de 1" erreur sur
I:

[1(e")] < lle"(lx.c-lle*llc.q (1.56)

On peut également I’écrire en sommant sur ’ensemble des éléments du maillage :

1N <D letlles-lIE N (1.57)
E

ce qui fournit en pratique de meilleurs résultats.

On voit ici que 'erreur locale sur la quantité d’intérét peut étre simple-
ment majorée par le produit des erreurs globales sur le probleme a résoudre
et le probleme adjoint. L’intérét de la méthode est donc qu’il suffit de calculer
deux erreurs a ’aide d'une des techniques globales exposées dans ce chapitre.
Toutefois, si 'on veut obtenir une borne supérieure garantie de 'erreur sur la
quantité d’intéret, il convient de choisir une erreur globale qui majore l'erreur
exacte. En pratique, peu d’auteurs proposent des estimations garanties de I'er-
reur locale : on peut citer les travaux récents de [de Almeida 06] et [Pares 08]
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dans le cadre de I'élasticité ainsi que ceux utilisant I’erreur en relation de com-
portement. On peut en effet obtenir une borne supérieure garantie de |I(e")]
en utilisant 'erreur en relation de comportement :

[1(e")] < 2.erpc-€rpC (1.58)

ou :
[1(e")] < 22-€RDC,E-5RDC,E (1.59)
B

Cette derniere équation qui fait intervenir un a un les produits des contribu-
tions a l'erreur n’est pas vraie théoriquement. On constate toutefois empiri-
quement qu’elle est toujours vérifiée si les champs admissibles sont reconstruits
avec les méthodes présentées. Il est important de noter que nous avons utilisé la
propriété d’orthogonalité de Galerkin pour établir cette relation, ce qui signifie
que nous disposons de peu de liberté pour résoudre le probleme adjoint. En
effet, on peut constater qu’en améliorant la résolution du probleme adjoint, on
peut affiner les bornes obtenues puisque I'erreur ézpe diminue. Or, la propriété
d’orthogonalité nous contraint a chercher @, dans le méme espace U que u;, ou
dans un espace U tel que U est un sous-espace de U. En pratique, cela signifie
que 'on doit utiliser le méme maillage avec les mémes fonctions d’interpola-
tion ou bien raffiner le maillage de maniere hiérarchique. Il est clair qu’il est
également impossible d’utiliser des méthodes d’enrichissement différentes sur
le probleme adjoint avec cette majoration. Dans [Ladeveze 06], une majora-
tion n’utilisant pas la propriété d’orthogonalité de Galerkin est proposée. Elle
permet non seulement de s’affranchir de ces contraintes, mais elle fournit de
plus des résultats plus précis. Elle offre une grande liberté dans la résolution
du probleme adjoint. Dans [Chamoin 08], le probléme adjoint est résolu de
maniere non-intrusive en introduisant des fonctions d’enrichissement.

L’établissement de bornes garanties dans un cadre général est développé
dans [Ladeveze 08a]. Les propriétés exposées dans cet article ont notamment
permis de calculer des bornes garanties pour des problemes d’évolution en
temps tels que présentés dans [Chamoin 07a] et [Chamoin 07b].

3.3 Estimation directe de ’erreur locale

Cette technique est dédiée a I'estimation locale de 'erreur commise sur la
contrainte. Il est montré dans [Ladeveze 97| que I'on peut utiliser directement
la contribution egpc r pour estimer l'erreur sur la contrainte dans I'élément
E

”O'e:v - O-h”IC—l,E
Cette technique est utilisable pour les estimateurs en relation de comporte-
ment utilisant les reconstructions de champs optimisées. En effet, on constate
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4 Bilan

heuristiquement que pour ce type d’estimateur, la contribution élémentaire
majore l'erreur exacte sur 1’élément, ce qui n’est pas forcément le cas pour
les autres estimateurs, notamment pour les estimateurs de type « ZZ » qui
sous-estiment souvent largement ’erreur sur les contributions élémentaires.

En reconstruisant un champ & de bonne qualité (il doit étre de meilleure
qualité que op,) on a alors :

|6 — Oexllc-1.6 = All6 — onl|lc-15 avec :0 < A<L1 (1.60)

d’ou 'existence d’une constante C' telle que :

. 1
o — Oexllc-1.6 < C||6 — on|lk-1.5 avec :C = T (1.61)
Cette technique a été utilisée dans [Florentin 02] pour fournir une estima-
tion locale sur la contrainte de Von Mises.

4 Bilan

Nous avons fait dans ce chapitre une revue des différentes techniques per-
mettant d’estimer ’erreur commise pendant un calcul éléments finis suscep-
tibles de servir les objectifs exposés dans l'introduction de cette these. Nous
avons vu que les estimateurs en résidus implicites et les estimateurs en rela-
tion de comportement se rejoignent et permettent d’obtenir une majoration de
I'erreur exacte de bonne qualité. Les estimateur de type « ZZ » sont simples
a mettre en ceuvre et fournissent une bonne estimation de I'erreur mais ils ne
sont pas conservatifs.

Ces estimateurs globaux peuvent étre utilisés pour estimer l'erreur commise
sur une quantité d’intéret [ calculée par une technique d’extraction. Etant
donné que nous recherchons a établir des bornes strictes pour les facteurs d’in-
tensité de contraintes, le choix d’une technique d’estimation locale exploitant la
technique du probleme adjoint et I'estimateur d’erreur en relation de compor-
tement apparait bien approprié. On pourra de plus s’affranchir de la propriété
d’orthogonalité pour se donner plus de liberté dans la résolution du probléeme
adjoint afin d’obtenir des bornes de meilleure qualité.
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CHAPITRE
Estimation
d’erreur pour les
problemes avec
singularités

L objectif de ce chapitre est de situer le contexte et
les enjeur de cette thése. On rappelle les hypothéses
de travail qui permettent de mettre en place le modele
de référence et qui conduit auz solutions asymptotiques
en pointe de fissure. On rappelle ensuite succinctement
les définitions des quantités d’intéréts couramment em-
ployées en mécanique de la rupture. Un bref état de l’art
des techniques de calcul de ces quantités d’intérets par
éléments finis est présenté. Enfin, les travaux existants
visant a évaluer la qualité des quantités extraites sont

présentés.
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1 Mécanique linéaire élastique de la rupture

1 Meécanique linéaire élastique de la rupture

Nous nous intéressons a la mécanique linéaire élastique de la rupture également
appelée mécanique de la rupture fragile, par opposition a la mécanique de
la rupture ductile. La mécanique de la rupture fragile se caractérise par un
comportement global élastique linéaire de la structure fissurée. Le comporte-
ment non linéaire reste confiné en pointe de fissure. Ce type de probleme peut
étre modélisé sous les hypotheses simples de la mécanique linéaire élastique.
La mécanique de la rupture ductile concerne les problemes ou le comporte-
ment est globalement fortement non linéaire, nous ne traiterons pas ce type de
problemes ici.

La présence d’'une fissure dans un milieu continu a pour effet de la fragiliser
de facon plus ou moins sévere. Sous l'effet des sollicitations extérieures, la
fissure peut se propager de maniere cyclique (fatigue) ou brutale jusqu’a la
ruine complete de la rupture. La motivation de la mécanique de la rupture est
donc d’etre capable d’évaluer le caractere critique d’une fissure existante et
éventuellement de prédire sa propagation.

Nous exposons ici les bases de la mécanique de la rupture fragile pouvant
servir notre propos. Des détails et développements plus exhaustifs peuvent étre
trouvés dans les ouvrages de référence [Bui 78] et [Leblond 02].

1.1 Le probleme de référence

Il convient de définir correctement la notion de fissure : il s’agit d'un point
de vue purement topologique d'une entaille dans un matériau continu. Du
point de vue de la modélisation, cela se traduit par deux surfaces opposées
ST et ST pouvant étre confondues en une méme surface S lorsque le solide
est libre de chargement et distinctes lorsque celui-ci est soumis a des solli-
citations extérieures. On voit donc apparaitre une premiere discontinuité qui
est d’ordre géométrique. Pour le mécanicien, la fissure s’interprete comme une
discontinuité du champ de déplacement le long de la surface S. En effet, dans
un milieu continu, le champ de déplacement solution est continu, en présence
d’une fissure, il est discontinu au passage de S, on peut ainsi caractériser le
saut de déplacement :

u] =" —u” (2.1)

La nature du saut de déplacement permet de distinguer et de définir les
trois modes d’ouvertures et donc les trois modes de sollicitation d’une fissure
représentés sur la figure 2.1 :
— le mode I dit mode d’ouverture : le déplacement s’effectue selon une
normale a la fissure;
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2 Estimation d’erreur pour les probléemes avec singularités

— lemode I dit mode de cisaillement plan ou glissement droit : le déplacement
est tangent a la fissure et dans le plan de référence I1;

— le mode 11 dit mode de cisaillement antiplan ou glissement vis : le
déplacement est tangent a la fissure et normal au plan de référence II.

Y

=0

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Figure 2.1: Modes d’ouvertures

Nous étudions pour 'instant uniquement les problemes 2D en déformations
planes, la géométrie de la fissure peut donc étre ramenée a l'intersection entre
les surfaces ST et S~ et le plan d’étude II. On obtient alors les levres de fissure
[T et [~ qui se rejoignent au point P, pointe de la fissure.

Les hypotheses sont celles de la mécanique des milieux continus linéaire
élastique en petites perturbations. Nous considérons un milieu €2 défini figure
2.2 de frontiere 0f) soumis aux sollicitations extérieures suivantes :

— une force volumique f J négligée dans la suite de cette étude;

— une action mécanique extérieure F'; (condition limite de type Neumann)

appliquée sur la partie 052 de 0€;

— un déplacement imposé U, (condition limite de type Dirichlet) sur la

partie 0;€2 de 0€);
avec 0€) = 02 — 012 pour que le probleme soit bien posé. Les équations a
résoudre sont donc les équations 1.1, 1.2 et 1.3.
On supposera de plus que les levres de la fissure ne sont pas sollicitées :

o(M)n=0 VMeltul~ (2.2)
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1 Mécanique linéaire élastique de la rupture

Figure 2.2: Probleme de référence avec fissure

1.2 Calcul des quantités d’intéréts en pointe de fissure

On peut distinguer deux approches différentes pour modéliser la présence
d’une fissure. La premiere est énergétique, elle conduit a la définition du taux de
restitution d’énergie. La seconde consiste a étudier le comportement singulier
de la solution en pointe de fissure dans le cadre de I’élasticité linéaire, elle
conduit a la définition des facteurs d’intensité de contrainte.

1.2.1 Le taux de restitution d’énergie

On doit la premiere théorie sur le taux de restitution d’énergie a Griffith,
elle s’applique alors uniquement a la rupture fragile. Cette théorie, étendue
aux matériaux ductiles par Irwin et Orowan, revient a une vision globale du
phénomene de fissuration qui consiste a étudier le bilan énergétique associé a
la propagation de la fissure. Ainsi, en vertu des deux principes fondamentaux
de la thermodynamique, on peut écrire :

Pe:vt - Welas + Pdiss avec Pdiss > 0 (23>

ou P,,; est la puissance des actions extérieures au milieu étudié, Welas est la va-
riation de I’énergie de déformation élastique, et Py la puissance dissipée (en
chaleur) durant l'avancée de la fissure. La positivité de la dissipation est une
traduction du second principe et garantit le caractere irréversible de I'avancée
de la fissure. En notant [ la longueur de la fissure et u, et £, étant respecti-
vement les déplacements et les efforts imposés, le champ de déplacement u est
alors la solution des équations d’équilibre soumis au chargement défini par u,
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2 Estimation d’erreur pour les probléemes avec singularités

et F/;. On peut donc exprimer I'énergie élastique en situation d’équilibre :

1
Wetas(Luy, Fy) = 5 / Tr(Ke(u)e(u)]d —/ F,udl’ (2.4)
) 329

On montre : .
Puigs = = (L ug, Fy) I (2.5)

ol

On définit alors le taux de restitution d’énergie :
aWe as

G === (Lug, Fy) (2.6)

Le taux de restitution d’énergie est donc vu comme 1’énergie nécessaire a la
propagation de la fissure par unité de longueur de fissure créée (ou bien par
unité de surface en 3D). Le but est de comparer le taux de restitution d’énergie
G calculé a sa valeur critique G
{ siG < Ge:  pas de propagation [ =0 (2.7)
siG = G¢c: propagation possible >0 '

L’intérét de 'utilisation du taux de restitution d’énergie réside principalement
dans le fait qu’il s’agit d'une quantité globale indépendante des hypotheses
faites sur le comportement du matériau, il n’est donc pas restreint a la théorie
linéaire élastique.

1.2.2 Les facteurs d’intensité de contrainte

La définition des facteurs d’intensité de contrainte découle directement des
équations de ’élasticité linéaire. Sous ces hypotheses, on montre qu’il existe
une seule solution asymptotique a énergie finie et que le champ de contrainte
est singulier au voisinage de la pointe de fissure. Dans le repere local (figure
2.3) de coordonnées polaires (r,#), dans le cas des déformations planes, on
montre que le champ o s’écrit :

1 0 30 .0 .30 1
ar—m{(f)cosﬁ—cos?)fﬁ— (581115—381117)KII}+0(T )
(2.8)

1 0 360 .0 .30 _1
ag—m{(?)coséjtcos?)[(}— <3s1n§+3sm?)f(n}+o(r )
(2.9)
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1 Mécanique linéaire élastique de la rupture

A L2

Figure 2.3: Repere local associé a la pointe de fissure.

Org = m{ <sing + sing—;)[(l — <cosg + 3 cos %H)KH} + O(T’%)
(2.10)
Les facteurs d’intensité de contrainte K et K;; qui apparaissent dans cette
expression correspondent respectivement aux modes de sollicitation [ et I1.
On voit ici qu’il s’agit de scalaires intervenant dans le développement de la
contrainte et dont ’amplitude nous renseigne sur ’aspect critique de la fissure.
[ls dépendent de la géométrie de la structure, de la fissure et du chargement. On
remarque également que la contrainte présente une singularité au voisinage de
r=0enr 2 On peut également établir 'expression du saut de déplacement
le long de la fissure :

1
41 —v) [ r\2
ul=——=(— | [Kre, + Kjre 2.11
) = () e + i (2.11)

Les facteurs d’intensité de contrainte peuvent alors étre comparés a une
valeur critique appelée ténacité du matériau Ko :

{ SiK;< Kio: alorsl=0 (2.12)

siK; = Ko alorsiZO

Les facteurs d’intensité de contrainte sont également couramment employés
pour déterminer la direction prise par une fissure ou pour les problemes de
fatigue a travers la loi de Paris.

1.2.3 Lien entre les deux descriptions

Dans le cadre exclusif de 1’élasticité linéaire quasi-statique en petites per-
turbations, la formule d’Irwin permet de relier le taux de restitution d’énergie
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aux facteurs d’intensité de contrainte (en déformations planes) :

1—1?

G = Fo

(K? + K%) (2.13)

On peut alors établir une relation entre le taux de restitution d’énergie critique
et la ténacité en mode I :

Go = ——K?, (2.14)

avec

en déformations planes

(2.15)

Remarque : notons que les facteurs d’'intensité de contrainte sont des quan-

tités linéaires vis-a-vis du déplacement ce qui en fait des quantités privilégiées

du point de vue de I'estimation d’erreur, au contraire du taux de restitution
d’énergie qui est une forme quadratique du déplacement.

E* = F en contraintes planes et £* = 5
—v

2 Evaluation de la qualité des quantités d’intéréts

Nous avons vu que la caractérisation du comportement d’une structure fis-
surée passe par le calcul des quantités d’intéréts que sont le taux de restitution
d’énergie ou les facteurs d’intensité de contrainte. Le calcul de ces quantités
permet de comparer les valeurs atteintes dans la configuration étudiée aux
valeurs seuils qui interviennent dans les criteres de propagation. La précision
avec laquelle elles sont calculées devient donc un probleme de premier plan
pour le concepteur. Il existe des méthodes analytiques permettant d’évaluer GG
ou K; et K;; pour des géométries particulieres : fissures dans des milieux in-
finis ou semi-infinis par exemple. Ces solutions ont fait I'objet de nombreuses
publications, elles sont regroupées dans des recueils tels que [Murakami 86].
Toutefois, ces méthodes analytiques deviennent obsoletes ou trop peu précises
lorsque 1'on souhaite étudier de maniere fiable des structures industrielles aux
géométries et aux chargement plus complexes. Nous avons alors recours a une
simulation numérique de type éléments finis. Les quantités G, K; et K;; sont
alors calculées a partir de la solution éléments finis a ’aide d’une technique
d’extraction. Ceci conduit bien entendu a des approximations Gy, K, et K7
de Gy, K1 ez €t Kipep. La encore, le probleme de la fiabilité des calculs se pose,
on peut distinguer deux sources d’erreur :

— la technique d’extraction elle-méme peut étre plus ou mois précise et plus

ou moins bien adaptée a la structure des éléments finis,
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— la technique d’extraction utilise la solution éléments finis (uy,0p), il

convient donc de prendre en compte les erreurs de discrétisation.

Nous sommes donc ici au coeur méme de la problématique de cette these.
Afin d’éclairer nos choix et de situer nos travaux par rapport a ceux déja ef-
fectués dans ce domaine, nos exposons dans un premier temps les principales
techniques d’extraction que I'on peut trouver dans la littérature. Nous effec-
tuons ensuite une revue bibliographique des estimateurs d’erreur concernant
les quantités d’intéréts en mécanique de la rupture.

2.1 Les principales techniques d’extraction
2.1.1 Calcul numérique du taux de restitution d’énergie

Il s’agit ici de calculer la dérivée de l'énergie potentielle par rapport a
I’avancée de fissure, ce qui n’est pas trivial a premiere vue. Les techniques les
plus largement utilisées consistent a mettre l’expression du taux de restitution
d’énergie donné par I’équation 2.6 sous la forme d’une intégrale de contour
ou de domaine plus facile a évaluer dans le cadre d’'une méthode numérique.
Nous proposons ici un rapide inventaire de ces méthodes sans en donner les
démonstrations ou les détails techniques pour lesquels le lecteur pourra consul-
ter les références.

2.1.1.1 Intégrale de Rice Introduit dans [Rice 68], il s’agit de la plus
ancienne expression sous forme intégrale de GG. Soit I' un contour quelconque
encerclant la pointe de fissure, si les levres de la fissure sont libres de charge-
ment, on montre :

J:G:/F(%Tr[cre(g)]nl - 0@.%)d$ (2.16)

Cette méthode a fait I'objet de beaucoup de développements numériques. Elle
a I’avantage d’étre indépendante du contour choisi et d’étre relativement simple
a mettre en ceuvre. Il suffit de la calculer sur les contours des éléments, on peut
toutefois s’interroger sur la pertinence d’utiliser les quantités éléments finis sur
un contour. En effet, si les déplacements sont continus a la frontiere entre deux
éléments ce n’est pas le cas du vecteur contrainte. L’intégrale J n’est de plus
véritablement adaptée qu’aux problemes plans.

2.1.1.2 Intégrale Gy Cette intégrale est due a [Destuynder 83], elle s’ex-
prime sous la forme d’une intégrale de domaine. Considérons une couronne C
(cf figure 2.4) de contour intérieur I'; et de contour extérieur I'y, si 'on définit
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le champ 6 continuement dérivable VM € C' tel que 6.2, = 1 sur I'y, 6.2, = 0
sur I'y et 6.2, = 0, alors :

Gop=G = /c (- %Tr[cre(g)].div(ﬁ) + Trlo(e(u)grad(9))])d (2.17)

Cette intégrale est indépendante de la couronne d’intégration choisie, elle peut
etre évaluée sur les champs éléments finis des éléments coupés ou inclus par
la couronne. Cette technique a fait I'objet de nombreuses extensions dans le
code éléments finis du CEA Castem2000.

Figure 2.4: Couronne d’intégration pour l'intégrale Gy

2.1.1.3 Intégrales M, T et A On doit l'intégrale M a [Chen 77]. Si 'on
considere le champ de déplacement réel u et un champ admissible auxiliaire
quelconque v, I'idée est d’utiliser la forme bilinéaire d’énergie de déformation

fonction de e(u) et €(v). On obtient alors 'intégrale indépendante du contour
I':

1 60 ov

M=G= —)dS 2.18

/ 2 8$‘1 (‘33@1) ( )

Cette intégrale a été étendue par [Bui 85| aux problemes de thermoélasticité

sous la dénomination d’intégrale T'. L’intégrale A est une forme de l'intégrale

T sous forme d’intégrale de domaine. Ces techniques, bien que fournissant de
bons résultats, sont restées tres marginales.
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2.1.2 Calcul numérique des facteurs d’intensité de contrainte

2.1.2.1 Extrapolation des déplacements Cette méthode est tres simple
a mettre en ceuvre, ce qui explique son succes, elle est cependant tres peu
précise. Elle part de la connaissance de la solution asymptotique en pointe
de fissure et en particulier du saut de déplacement le long des levres de la
fissure. Il suffit alors de comparer le saut de déplacement de la solution éléments
finis pour les deux nceuds (appartenant & [T et [7) les plus proches de la
pointe de fissure au saut de déplacement théorique donné par 2.11. Les facteurs
d’intensité de contrainte peuvent alors étre calculés par :

E 21 FE 21
—[u,)n K = —[uy) .t (2.19)

Ky — —— =
R TE IR 8(1—v2)V r

Une variante de cette technique consiste a utiliser plusieurs points le long de
la fissure afin d’améliorer la qualité de I'extrapolation. Cette technique dépend
fortement des points utilisés pour le calcul, ceux-ci devant étre en théorie le
plus proche possible de la pointe de fissure. En pratique, un maillage tres
fin est requis en pointe de fissure pour obtenir des résultats corrects. De ce
fait, cette méthode est souvent combinée a 'utilisation d’éléments spéciaux au
voisinage de la pointe de fissure tels que les éléments avec nceuds aux quart
afin d’améliorer les résultats.

2.1.2.2 Utilisation des intégrales M, T' et A Si l'on choisit le champ
auxiliaire v tel que K} = 0 d’une part et K7, = 0 d’autre part, on voit qu’il
est facile d’isoler les facteurs d’intensité de contrainte du champ réel u grace
a la formule d’Irwin :

1

2.1.2.3 Intégrale d’interaction Cette technique introduite dans [Shih 88|
exploite 'intégrale de contour J et la solution asymptotique en pointe de fis-
sure : on considere deux états en fond de fissure, I'état réel noté (1) et 'état
auxiliaire noté (2) correspondant a la solution asymptotique pour les modes
distincts I ou I1. Sil'on écrit 'intégrale J pour la somme des deux états (1+2)
on montre :

JHD — JO 4 g(2) 4 102

avec :

ou® OuM o
102 :/C(cr(l) 8%101 + 0@ 8%101 —Tr[a(l)»s@)]gl).a—zdﬂ (2.21)
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ou la fonction ¢ est définie continuement dérivable sur C' (cf figure 2.4), elle
vaut 0 sur I's et 1 sur I';. Si l'on choisit successivement pour le champ auxiliaire
le mode pur / (K}Q) =1et Kﬁ) =0)et ] (K}Q) =0et Kﬁ) = 1), on peut
déterminer les facteurs d’intensité de contrainte recherchés par :
1 _ E” I,model 1) _ E” I,model I

K} = 7# ) et K = 7# ) (2.22)
Cette technique est tres couramment employée pour les calculs utilisant la
méthode XFEM depuis les travaux de [Belytschko 99]. Un technique similaire
est employée pour extraire les facteurs d’intensité de contrainte avec 'intégrale
Gy. Ces techniques fournissent de tres bons résultats.

2.1.2.4 Utilisation des fonctions duales Cette technique est d’abord
apparue dans [Stern 76] ou elle ne concernait que les probléemes de fissuration.
Elle a été étendue aux autres singularités géométriques (coins rentrants) dans
[Babuska 84] et [Leguillon 87]. Nous exposons ici les principes et les grandes
lignes de la méthode.

Nous nous plagons donc tout d’abord dans le cas d’une singularité géométrique
de type entaille et d’angle w < 7 figure 2.5, nous supposerons que les forces de
volume et les efforts sur les levres de fissure sont nuls. Au voisinage de cette
singularité, la solution se développe de maniere générale en puissance de la

variable r :
u =g + k™ (0) + keruy(0) 4 ... (2.23)

ou les k; sont les facteurs d’intensité de contrainte généralisés. La méthode
générale consiste a rechercher une solution du probleme d’élasticité générale de
la forme 7*u(6). En l'injectant dans la formulation variationnelle du probleme
d’élasticité, on obtient un probleme aux valeurs propres :

—XN2a(u(6), 0(6)) + Ab(u(6), u(0)) + c(u(®), () =0 Vo(6) CA (2.2
ol a(e,e) et c(e, ®) sont des formes bilinéaires symétriques, b(e, ®) est une

forme bilinéaire antisymétrique. Le probleme devient donc un probléeme aux
valeurs propres A pour les fonctions propres u(6) :

ANX =0 (2.25)
avec :
trouver A tel que : det(A(X)) =0 et trouver X tel que : A(A\)X =0 (2.26)

Nous nous restreignons ici au cas ou les valeurs propres sont réelles. On ob-
tient une solution a énergie finie uniquement pour les valeurs propres positives
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A >0 en 2D. On obtient alors par dérivation un champ de contraintes sous la

forme :
Oij = ]{ZT’)\ilsZ’j + ... (227)

On retrouve donc bien la singularité de la contrainte pour les valeurs propres

telles que :
0<A<1 (2.28)

Revenons a présent au cas particulier ou la singularité considérée est une
fissure : w = 0 (les résultats qui suivent restent cependant valables pour les
autres singularités), on trouve les valeurs propres positives suivantes :

1
)\1:>\2:§,>\3:>\4:1,>\5:)\6:g (229)

Propriété importante : Si A est solution du probléeme auzr valeurs propres
alors sa valeur duale —\ l’est également. Cette propriété permet d’établir la
procédure de calcul des facteurs d’intensité des contrainte qui suit.

On considere le rayon p infiniment proche de la pointe de fissure et le
contour quelconque T' (cf figure 2.5). Les levres [1 et [ sont libres. Le théoreme
de réciprocité permet d’écrire sur le contour fermé I', +T" + It + [~ pour les
champs solutions du probleme d’élasticité (v, o") et (u,o") :

/ (c".n.v—o’.nu)dS = / (c“nv—o"nu)dS =0 (2.30)
Fp+F+l++17

[p+T

On note ¥(p) :

U(p) = / (c".n.v—o”.n.u)rdd (2.31)
Ty
On peut alors réécrire cette intégrale en prenant :
u=kr’ut(0) et v=r"u(0) (2.32)
Pour o« = % on peut déterminer le facteur d’intensité des contrainte en mode

I ou II selon que l'on prend les vecteurs propre duaux u' et v~ associés aux
modes [ ou I1 :

v
k= fp (0'<T>\Q+).Q.7’—>\Q— Epz.(T_Ag_).Q.T)‘Q—F)TdG (233)

U(p) peut alors étre déterminé & partir du déplacement éléments finis
d’apres 2.30 sur le contour I :

: - - (2.34)
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Figure 2.5: Géométrie pour définition de I'extraction avec fonctions duales.

En pratique le numérateur est donc calculé par une intégrale de contour
indépendante du contour choisi. Le calcul nécessite tout de méme la connais-
sance des solutions en pointe de fissure, elles sont données sous une forme
analytique simple dans [Stern 76]. Le calcul de K; et K;; se résume donc a
une intégrale de contour :

K, = /(a“.@.v —ol.n.u)dS (2.35)
r

ou les champs v,,0" sont connus analytiquement. Pour d’autres types de
problemes, [Leguillon 87] propose une méthode d’évaluation numérique des
champs duaux. Un premier point intéressant concernant cette méthode est
qu’elle permet une évaluation directe des facteurs d’intensité de contrainte
(sans passer par le taux de restitution d’énergie) sans considérer les champs
locaux de mauvaise qualité car le calcul peut se faire sur un contour loin de la
singularité. L’autre aspect tres intéressant est qu’elle donne une représentation
exacte des facteurs d’intensité de contrainte (sans introduire d’autres erreurs
que les erreurs de discrétisation) dans le cas ou les champs auxiliaires sont
connus. Enfin, elle peut s’adapter a tout types de singularités.
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2.2 Etat de art sur erreur en mécanique de la rupture

Nous proposons dans cette section un bref état de l'art sur l'erreur en
mécanique de la rupture. Tout d’abord, il est intéressant de remarquer que
tres peu de publications concernent ce sujet. Les premiers travaux notables
sont ceux de [Stone 98]. Les auteurs s’intéressent a lerreur commise sur la
propagation et notamment sur I’angle de propagation d’une fissure en exploi-
tant l'erreur globale en résidus. Le calcul des contributions a 'erreur globale
permet de donner une estimation de I'erreur commise sur le calcul de I'angle de
branchement calculé avec les quantités éléments finis. Il n’y a donc pas encore
dans ces travaux d’erreur locale pour la rupture.

2.2.1 Erreur sur GG

On trouve dans la littérature trois équipes qui se sont intéressées a 1’esti-
mation locale de I'erreur commise sur le taux de restitution d’énergie G. Elles
utilisent toutes les techniques d’estimation d’erreur sur les quantités d’intéréts
associées a la résolution du probleme adjoint de [Rannacher 97, Rannacher 98,
Peraire 98, Prudhomme 99, Ladeveze 99a, Stein 01].

Les premiers travaux sont ceux de [Heintz 04]. Ils utilisent les estimateurs
développés dans [Johnson 92] et plutot dédiés a Padaptivité de maillage. Le
taux de restitution d’énergie est calculé sous la forme dune intégrale de contour
et de domaine. Les bornes sont établies par linéarisation de (. Les bornes
obtenues ne sont pas garanties et sous-estiment largement I’erreur vraie puisque
les indices d’efficacité sont compris entre 0.2 et 1.

On trouve dans [Ruter 06] des bornes sur G évaluées par intégrale de
contour avec linéarisation également. Les auteurs comparent les résultats avec
des estimateurs globaux utilisant soit une technique de lissage des contraintes
de type ZZ2 soit les résidus implicites avec conditions de Neumann (voir Cha-
pitre 1). Les bornes ne sont donc pas garanties car les estimateurs globaux
utilisés ne sont pas conservatifs. Les estimateurs de type ZZ2 sous-estiment
largement I'erreur commise. En revanche, les différents estimateurs en résidus
restent conservatifs et fournissent des résultats intéressants.

Seuls les travaux de [Xuan 06b] proposent des bornes garanties pour G en
encadrant d’une part la partie linéaire et d’autre part la partie quadratique en
fonction de I'erreur globale.

Il est intéressant de noter que ces différents auteurs, bien que travaillant
dans le cadre de l'élasticité linéaire, utilisent le taux de restitution d’énergie
alors méme que son aspect non linéaire complique 1’établissement de bornes
garanties. L’argument retenu est qu’il n’existe pas de technique d’extraction
des facteurs d’intensité de contrainte suffisamment fiable et précise pour les
facteurs d’intensité de contrainte.
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2 Estimation d’erreur pour les probléemes avec singularités

2.2.2 Erreur sur K; et Ky

On trouve les premieres estimations d’erreur sur les facteurs d’intensité
de contrainte dans [Strouboulis 00b]. Elles exploitent le concept d’erreur en
pollution et ne fournissent donc pas de bornes garanties.

Les premieres bornes garanties pour K; et K apparaissent dans [Gallimard 06,
Xuan 06a, Xuan 07]. Les travaux publiés dans [Gallimard 06] sont une partie
de ceux développés dans cette these, notamment dans le troisieme chapitre,
nous n’en parlerons donc pas dans ce chapitre. Dans [Xuan 06a, Xuan 07] des
bornes strictes sont proposées pour ’élasticité linéaire 2D. Les auteurs utilisent
Ierreur sur les quantités d’intéréts associée a la méthode des résidus pour calcu-
ler I’erreur globale. La technique d’extraction retenue pour les facteurs d’inten-
sité de contrainte est celle utilisant 'extrapolation des déplacements (équation
2.19). L’inconvénient de cette technique est qu’elle est trop peu précise et
induit un chargement ponctuel ou tres localisé pour le probleme adjoint in-
troduisant ainsi beaucoup d’erreur. En conséquent, les bornes obtenues sont
tres grossieres, elles ne deviennent intéressantes que pour des maillages tres fin
(plus de 70 000 éléments pour une simple plaque fissurée) ce qui les rend peu
utilisables en pratique. Notons tout de méme que ’approche est équivalente a
celle que nous avons retenue dans [Gallimard 06]. Les différences résident dans
la technique d’extraction choisie et dans l’estimateur de ’erreur globale qui
exploite I'erreur en relation de comportement.

2.3 Bilan

Nous avons vu dans ce chapitre les bases de la mécanique linéaire de la
rupture ainsi que les principales techniques d’extraction associées au taux de
restitution d’énergie et aux facteurs d’intensité de contrainte. Bien qu’il existe
finalement de nombreuses techniques ayant pour certaines fait leurs preuves, la
plus grande partie d’entre elles sont restées méconnues au profit de 'intégrale
de Rice et de sa version intégrale de domaine pour le calcul de G et de I'extra-
polation des déplacements pour le calcul de K; et K;;. Le calcul robuste de
ces quantités et leur fiabilité est un point trés important du fait méme de 'as-
pect critique des structures faisant 'objet d’une telle simulation. On remarque
cependant que peu de travaux abordent le probleme de la vérification de ces
calculs. C’est pourquoi nous nous intéressons a ce domaine et proposons une
méthode permettant d’encadrer de maniere garantie les facteurs d’intensité des
contrainte. Nous utiliserons la technique d’extraction basée sur les fonctions
duales car elle fournit non seulement d’excellents résultats mais elle peut se
mettre sous une forme d’intégrale de domaine bien appropriée a I’écriture du
probleme adjoint et peut de plus se généraliser a d’autres types de singularités.
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L’ensemble de ces contributions est présenté dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE

Encadrement des
facteurs d’intensité
de contrainte

Dans ce troisieme chapitre, nous présentons la tech-
nique développée dans cette étude pour encadrer les
facteurs d’intensité de contrainte en pointe de fissure
évalués durant une analyse éléments finis. On expose
d’abord extracteur retenu et on en justifie le choiz.
On aborde ensuite la résolution du probléme adjoint
et la construction des champs admissibles. Enfin, on
présente les premiers encadrements obtenus pour des
éléments finis de degré p1. Le but est de démontrer que
l’on obtient une technique robuste a méme de fournir
des bornes supérieures garanties et pertinentes.

Sommaire
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1.1 Présentation de la technique d’extraction . . . . . . .. 51
1.2 Propriétés de la technique d’extraction . . . . . . . . .. 54
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1 Présentation de la technique d’extraction

1 Présentation de la technique d’extraction

1.1 Présentation de la technique d’extraction
1.1.1 Expression de I’intégrale de contour

La technique d’extraction que nous avons retenue se base donc sur 'utilisa-
tion des fonctions duales exposées dans le deuxieme chapitre. Dans le cas d'une
fissure plane K; et K;; peuvent étre simplement calculés par une intégrale de
contour sur un contour quelconque C' encerclant la pointe de fissure :

Ka:/(gagﬁ—yaauﬂ)dS (3.1)
c

a = 1,11 en prenant les champs auxiliaires établis dans [Stern 76] :

1 0 0 0 0
v, = - {|:(2/€+1)C083——3COS —}cl+[(2m+1)sin3——sin _i|02}
2(27r)2 (1 + R) 2 2 2 2
(3.2)
1 {[ .30 .0 30 0
Vg = —(2k—1) sin —+3sin —]c —i—[ 2k—1) cos ——cos —}c }
T 22mr)3 (1 + R) (21 sin 75 gJart|(@r=1)cos - —cos 5 fes
(3.3)
o, =— 'lf {|:7C083—9—3COS€]01+ [7sin3—9—sing}02} (3.4)
2(27r3)2 (1 + K) 2 2 2 2
- I {[ 36 9] [ .30 «9} }
Oy = — cos — +3cos=|cy + |sin— +sin=|c 3.5
S 202mr)E(1+ k) 2 2™ g tongler B9
0 0 0 0
Org = — 'lf {3[5111 50 + sin —}cl - [3 cos 5 + cos —] 02} (3.6)
2(2mr3)2(1 + R) 2 2 2 2
Avec k = 322 en contraintes planes et k = 3 — 4 en déformations planes.

1+v
Pour (¢; = 1,c5 = 0) et (¢; = 0,co = 1) on obtient donc respectivement K

et K]].

These de doctorat J. Panetier 2009 51



3 Encadrement des facteurs d’intensité de contrainte

1.1.2 Intégrale de domaine équivalente

Nous avons déja abordé au chapitre 2 les problemes liés a une intégrale
de contour concernant l'intégrale de Rice. Le probleme est le méme ici, la
contrainte éléments finis n’est pas définie a l'interface entre deux éléments.
Une premiere solution peut consister a prendre la moyenne de la contrainte
normale a l'interface entre deux éléments :

1

O|TE, E; -Ei(UEl n+opg,n) (3.7)

ou bien d’appliquer une technique de lissage des contraintes localement. Ces
techniques peuvent fournir de bons résultats mais elles peuvent introduire des
approximations supplémentaires difficiles a controler. De plus, 'extracteur ser-
vant a définir le chargement du probleme adjoint, il n’est pas aisé d’appliquer
un effort sur un contour qui n’est pas sur la frontiere du maillage, cela conduit
localement a un saut du vecteur contrainte. C’est pourquoi nous proposons
de transformer cette intégrale de contour en une intégrale de domaine plus
cohérente vis-a-vis des champs éléments finis. C’est d’ailleurs sous cette forme
qu’elle est proposée dans [Babuska 84]. On se donne une fonction ¢ continue-
ment dérivable sur la couronne C' (cf figure 3.1) et telle que & = 1 sur le
contour intérieur I'y et ® = 0 sur le contour extérieur I';. En multipliant 3.1
par la fonction ® et en appliquant le théoreme de la divergence on obtient :

K, — /Q TriKe(®u, )e(u)] dO — /Q Tr{(00.®)e(w)] d2

- /(Ja.g—i).udQ (3.8)

a=1,1I

Remarquons que :

o Uamq)xv %('Uamq)w +Uayq)7:v ) o
’CE(q)Qa) _Ua-q) = IC |: %(’Uamq)’y —|—’Uay(p7x> ’Uayq)’y — ZO{ (39)
En notant de méme : 90
[y =005 (3.10)
On retrouve l'extracteur linéaire sous sa forme canonique :
K, = / Tr(Eae(w)]dQ + / [ o wdQ (3.11)
Q o

Il existe plusieurs manieres de choisir la fonction ®. Le plus simple est de
définir les contours I'y et I'y circulaires de rayons respectifs Ry et Ry. On peut
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1 Présentation de la technique d’extraction

Figure 3.1: Couronne d’intégration pour l'extracteur des facteurs d’intensité
de contrainte

alors choisir ® évoluant linéairement en fonction du rayon, ce qui revient a
écrire :
O(r)=1sir <Ry
_ Ro—r
(r) = g st Rl <r < Ry (3.12)
O(r) =0sir > Ry

[Babuska 84] propose une fonction ® telle qu'un seul contour T'y est & définir
(cela revient a prendre Ry = % puis a adopter une loi de décroissance qua-
dratique) :

O(r)=1si0>r <2

@(7’)21—4(7‘—%)251% <r < Ry (3.13)

O(r)=0sir > Ry

Notons que seul le gradient de la fonction ® intervient réellement dans le
calcul. La seule véritable contrainte concernant le choix de la fonction concerne
sa régularité C' sur la couronne d’intégration C. Par ailleurs, le choix dune
fonction polynomiale est mieux appropriée aux éléments finis. Il est inutile
de choisir un degré trop élevé qui ne serait plus correctement représenté par
la base éléments finis si celle ci est de degré inférieur. Les deux fonctions &
présentées par les équations 3.12 et 3.13 répondent donc de maniere positive
a ces criteres. Le choix de la fonction n’ayant pas d’influence sur les résultats
nous choisirons par simplicité la fonction linéaire donnée par I’équation 3.12.
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3 Encadrement des facteurs d’intensité de contrainte

1.2 Propriétés de la technique d’extraction
1.2.1 Mise en ceuvre numérique

Nous présentons ici la mise en ceuvre numérique de cette technique d’ex-
traction pour des problemes de fissuration en 2D. L’objectif est d’évaluer les
facteurs d’intensité de contrainte approchés par post-traitement de la solution
éléments finis wy, :

Ka,h:/S)Tr[Zas(gh)]dQJr/Qia.gth (3.14)

Le choix des contours I'y et I'y définissant la couronne d’intégration peut
étre fait en théorie de maniere arbitraire. Il est bien entendu judicieux de se
placer suffisamment loin de la pointe de fissure car pres de la singularité la
solution est de tres mauvaise qualité.

Les intégrales définies par I’équation 3.14 sont déterminées par la somme
des contributions par élément E de sorte que VE tel que ENC # {@} :

Ka,h:Z(/

Tr(Xae(uy)|dE +/ f o, dE) (3.15)
o VJE B

pour les autres éléments E les contributions sont évidemment nulles puisque
le gradient de ® est nul. Sur chaque élément on doit donc calculer :

/E Tr[Sa([Ba)awy dE (3.16)

/Eia-([NE]-@N)dE (3.17)

ol [Ng]| est la matrice élémentaire des fonctions d’interpolation, [Bg]| la matrice
élémentaire des dérivées des fonctions d’interpolation et w, le vecteur des
inconnues nodales convergées tels que :

Up g = [Neluy et 5<Hh\E) = [Bgluy

Une attention particuliere doit étre apportée a I'intégration, en effet si elle n’est
pas conduite de maniere pertinente elle entraine I'introduction de nouvelles er-
reurs en plus de l'erreur de discrétisation commise sur u,,. Les fonctions auxi-
liaires duales qui interviennent dans ’extraction ne sont pas polynomiales mais
sont tout de méme relativement régulieres lorsqu’elles sont calculées assez loin
de la singularité. L’expérience montre qu'une intégration a 16 points de Gauss
par élément suffit donc pour que les erreurs d’intégration soient négligeables.
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On calcule alors sur chaque élément le vecteur F'4(Pg) aux points de Gauss
P tel que :
Fy(Pe) = [Ne(Pe)]'. [, (Pe) + [Be(Pe)| Z.(Fc) (3.18)

—Q

Il reste a calculer :

Kan = (Z (E%(Pc)>t-@N) (3.19)

E Pg

On voit donc que la mise en ceuvre numérique de la technique d’extraction
malgré son apparente complexité ne comporte aucune difficulté. L’évaluation
des vecteurs F'4(Pg) est d'un cout numérique négligeable vis-a-vis du cal-
cul éléments finis. Ils peuvent ensuite étre stockés pour étre utilisés dans le
probleme adjoint.

1.2.2 Résultats numériques

On se propose d’étudier la technique d’extraction sur deux exemples cou-
ramment utilisés comme benchmarks dans la littérature. La structure considérée
figure 3.2 est un solide bidimensionnel de dimensions w = 7 et L = 16 compor-
tant une fissure débouchante de dimension a = 7. Le matériau homogene iso-
trope a pour module d’Young E = 210G Pa et coefficient de poisson v = 0.3. Le
solide est soumis a ses deux extrémités a une traction uniforme ||o.n|| = 1Pa.
Les calculs sont réalisés avec des quadrangles a 4 noeuds, la figure 3.4 montre
un exemple de maillage a 1536 éléments.

Pour cet exemple nous disposons d'une valeur analytique de K; provenant
des solutions exactes en milieu infini auxquelles sont apportées des termes
correctifs :

K;=Y.o\/a avec:

2 3 4
Y:1,99—0,413+18,7(3> —38,48(3) +53,85(3)
w w w

w (3.20)

a : longueur de fissure

w : largeur du solide

Cette expression donne pour valeur : K; = 9.3833. Cette solution analytique
n’est cependant pas une solution exacte. Nous considérons un maillage tres
fin d’environ 100 000 éléments, les quantités peuvent étre considérées comme
convergées : on obtient K; = 9.3335, ce qui représente une erreur de 0.37%
par rapport a la valeur analytique.

Le deuxieme exemple figure 3.3 est le méme que le premier avec un charge-
ment en mode mixte : la base du solide est encastrée alors que 'autre extrémité
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L/2

L/2

Figure 3.2: Probleme test en mode I.

est soumise a une contrainte de cisaillement homogene 7 = 1Pa. Le maillage
a 100 000 éléments permet de déterminer K; = 33.93 et K;; = 4.53, ce qui
représente une erreur de 0.21% et 0.89% par rapport aux valeurs de référence
fournies dans [Stern 76] (K; = 34 et K;; = 4.49).

Le tableau 3.1 montre I'influence de la taille de la couronne d’intégration
pour un maillage & 1536 éléments : on observe un écart maximum de 0.56%
sur K7 et de 0.91% sur K;;. Le tableau 3.2 permet de mesurer I'influence de
la position du contour d’intégration pour une taille de couronne a peu pres
équivalente : on note un écart maximum de 0.47% sur K et de 1.6% sur K;;

R, | Ry | K; mode I | K; mode mixte | K;r mode mixte
2. | 3. 8.9545 32.5245 4.3953
22128 8.9300 32.4391 4.3551
24126 8.9932 32.6205 4.3764

Tableau 3.1: Influence de la taille de la couronne d’intégration a 1536 éléments.

En conclusion, il apparait que I'extracteur mis en place fournit des résultats
d’une précision tres satisfaisante, on montre de plus que les calculs sont rela-
tivement indépendants de la taille et de la position du contour d’intégration.
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— — —— —— —— —

L2

L/2

Figure 3.3: Probleme test en mode I et I1.

R, | Ry | K; mode I | K; mode mixte | K;r mode mixte
.| 3. 8.9545 32.5245 4.3953

1. | 2. 8.9378 32.4647 4.3904

22128 8.9300 32.4391 4.3551

12118 ].8878 32.3067 4.4262

Tableau 3.2: Influence de la position de la couronne d’intégration a 1536
éléments.

2 Estimation de ’erreur sur les facteurs d’in-
tensité de contrainte

La technique d’extraction étant parfaitement définie, nous abordons a présent
I'estimation d’erreur pour les quantités extraites Ky et K7 ;. On utilise ler-
reur en relation de comportement exposée au premier chapitre pour calculer
I’erreur globale sur le probleme a résoudre et le probleme adjoint.

2.1 Résolution du probléeme adjoint

Le probleme adjoint a résoudre (voir I’équation 1.51) est défini par : trouver
un couple solution (&, ;)

— @, est cinématiquement admissible a 0 (CAy)

Qh S Z/{h,O @h\c’hQ =0 (3-21)
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Figure 3.4: maillage conforme a 1536 éléments.

— 0y, vérifie I'équilibre au sens éléments finis :

o, €S, Yu* GZ/{M)

/Tr [Gre(u*)]dQ = / Tr[Xae(u")]d + / [ utds (3.22)
Q Q Q
— (@, 0p,) vérifie la relation de comportement :

o = Ke(,) VMeQ (3.23)

Le chargement du probleme adjoint revient donc a appliquer une précontrainte
Yo et un effort de volume f dans les éléments inclus dans la couronne C'
ou, coupés par la couronne c L application de cet effort est réalisée avec les
vecteurs F'%(Pg) déja calculés pour I'évaluation des facteurs d’intensité de
contrainte et qui permettent de déterminer facilement l'effort généralisé. No-
tons qu’il faut résoudre un probleme adjoint par mode. Si 'on veut estimer
lerreur pour K, et pour Ky, il faudra donc résoudre un probleme adjoint
pour a = [ et un probleme adjoint pour o = I'I. On trace sur la figure 3.5 les
contraintes 0,4, 04y et oy, pour le probleme adjoint en mode I avec le maillage
représenté sur la figure 3.4 pour une couronne C' telle que Ry = 2. et Ry = 3..
On fait de meéme sur la figure 3.6 pour le mode I1.

Remarque : la prise en compte de 'effort de volume fa dans la reconstruc-
tion des champs admissibles est naturelle, elle I’est moins pour la précontrainte
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Y. Dans ce cas on intervient sur la condition de prolongement 1.29 en sous-
trayant X, a . X, est ensuite ajouté au champ équilibré a .
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Figure 3.5: 044, 04y, 0y, pour probleme adjoint /, 1536 éléments.
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Figure 3.6: 044, 04y, 0y, pour probleme adjoint /7, 1536 éléments.
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3 Encadrement des facteurs d’intensité de contrainte

2.2 Un premier encadrement

On se propose de valider la méthode avec les deux exemples figure 3.2
pour le mode I et figure 3.3 pour les modes I et I] (mode mixte). Les cal-
culs sont menés sur des éléments standards de type quadrangles a 4 noeuds.
La procédure de reconstruction des champs admissibles est la reconstruction
standard décrite dans le premier chapitre pour I'erreur en relation de compor-
tement, et développée dans [Rougeot 89]. On trace sur la figure 3.7 les cartes

6 8 10

6 8 10

Figure 3.7: Cartes d’erreur en mode [ et mode mixte , 1536 éléments.

d’erreur respectivement pour le probleme a résoudre en mode I et le probleme
a résoudre en mode mixte. On retrouve bien la concentration d’erreur dans les
éléments situés en pointe de fissure comme 'on peut s’y attendre.
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Figure 3.8: Cartes d’erreur pour les problemes adjoint I et I, 1536 éléments.

La figure 3.8 représente les cartes d’erreur respectivement pour les problemes
adjoint en mode I et en mode II. On observe la encore que l'erreur est
concentrée essentiellement en point de fissure. Le chargement n’introduit pas
beaucoup d’erreur en mode I. En mode /I, on constate que le chargement
adjoint conduit a une erreur localisée dans les éléments bordant la couronne
C, cette erreur peut méme devenir localement importante.

Le tableau 3.3 donne a titre d’information les erreurs globales relatives
définies par ’équation 1.24 pour le probleme a résoudre en mode I et pour
le probleme adjoint associé. Le tableau 3.4 donne les erreurs globales relatives
pour le mode I (Ierreur pour le probleme adjoint en mode I est la méme
puisqu’il s’agit des mémes maillages que pour le probleme en mode I). La
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3 Encadrement des facteurs d’intensité de contrainte

figure 3.9 permet de comparer les comportements a convergence des différentes
erreurs globales. Notons que les taux de convergence sont équivalents pour
les quatre problemes, celui-ci étant piloté par la singularité géométrique de la
fissure. Ce graphique montre que le chargement spécifique du probleme adjoint
(une précontrainte et une force de volume appliquées localement) n’induit pas
de singularité dans le calcul d’erreur malgré la forme particuliere des fonctions
duales.

nombre d’éléments | erreur globale relative | erreur globale relative
probleme a résoudre | probleme adjoint mode [/

96 30.88% 31.40%

384 23.47% 22.27%

864 19.66% 18.43%
1536 17.25% 16.13%
3456 14.28% 13.25%
6144 12.45% 11.61%

Tableau 3.3: Erreurs globales relatives pour le probleme standard en mode 1.

nombre d’éléments | erreur globale relative erreur globale relative
probleme a résoudre | probleme adjoint mode 7

96 26.01% 34.94%

384 19.40% 21.28%

864 16.14% 17.17%
1536 14.11% 14.93%
3456 11.63% 12.09%
6144 10.12% 10.75%

Tableau 3.4: Erreurs globales relatives pour le probleme standard en mode 1.

On établit les bornes pour Kpj a partir de I'expression 1.57. On donne
dans le tableau 3.5 les valeurs de K7 ainsi que les bornes supérieures K ;fh et
inférieures K, obtenues en mode I.

Les tableaux 3.6 et 3.7 donnent respectivement les valeurs de Ky, et Ky,
ainsi que les bornes supérieures et inférieures correspondantes obtenues en
mode mixte.

On voit que ces premiers résultats pour une implantation classique de l'er-
reur fournissent déja de bons encadrements pour Kjj et ce, méme pour des
maillages relativement grossiers : pour une valeur de référence K; = 9.33, on
obtient 7.1194 < K = 8.7439 < 10.3684 avec 864 élémentsen mode [ pur.
Les borne s’affinent notablement avec le maillage : 8.5081 < K = 9.1456 <
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Figure 3.9: Convergence des erreurs globales relatives pour les problemes a
résoudre et les problemes adjoints.

nombre d’éléments | K, | Y. p2.erpc.p-€roce | K, K;fh
96 7.7039 4.2251 3.4788 | 11.9290
384 8.5875 2.3928 6.1947 | 10.9803
864 8.7439 1.6245 7.1194 | 10.3684
1536 8.9545 1.2502 7.7043 | 10.2047
3456 9.0552 0.8422 8.2130 | 9.8974
6144 9.1456 0.6375 8.5081 | 9.7831

Tableau 3.5: Bornes pour K7 pour le probleme standard en mode I.

9.7831 pour 6144 éléments en mode I pur. On constate les méme propriétés
en mode mixte pour K ;. En revanche les résultats pour K7 ) ne sont pas
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nombre d’éléments Kl,h EE 2-6RDC,E-éRDC,E KI_,h K;’:h
96 27.6400 16.2514 11.3886 | 43.8914
384 31.0560 9.0193 22.0367 | 40.0753
864 31.7528 6.0797 25.6731 | 37.8325
1536 32.5245 4.6594 27.8651 | 37.1839
3456 32.9088 3.1257 29.7831 | 36.0345
6144 33.2362 2.3610 30.8752 | 35.5972

Tableau 3.6: Bornes pour K7y pour le probleme standard en mode mixte.

nombre d’éléments Kll,h ZE2-€RDC,E-éRDC,E K;I,h KIJth
96 3.9380 8.3560 -4.4180 | 12.2940
384 4.2210 3.2386 0.9824 | 7.4596
864 4.4826 2.0209 2.4617 | 6.5035
1536 4.3953 1.4457 2.9496 | 5.8410
3456 4.5484 0.9138 3.6346 | 5.4622
6144 4.4708 0.6578 3.8130 | 5.1286

Tableau 3.7: bornes pour Ky pour le probleme standard en mode mixte.

tres satisfaisants, les bornes restent trop larges et nécessitent un raffinement
important du maillage pour devenir pertinentes.

Remarque : nous avons présenté dans ce paragraphe les résultats pour 'er-
reur en relation de comportement standard pour des quadrangles a 4 nceuds.
Des résultats pour les triangles a 6 noeuds utilisant la méme technique ont été
publiés dans [Gallimard 06] avec les mémes conclusions. Dans cet article, les
calculs éléments finis étaient menés sous CAST3M et le calcul d’erreur était
post-traité sous FORTRAN. Les résultats présentés ici sont tous réalisés sur
un meéme code éléments finis-post traitement de 'erreur utilisant le logiciel
MATLAB (la partie éléments finis a été codée dans le cadre d’'une these par
P.A. Guidault [Guidault 05]).

2.3 Amélioration de ’encadrement

Nous allons chercher dans cette section a améliorer les encadrements ob-
tenus dans la section précédente. Nous proposons pour cela deux démarches.
La premiere consiste a utiliser 'optimisation des densités en équilibre exposée
au premier chapitre. La seconde consiste a utiliser une nouvelle expression des
bornes pour les quantités d’intérét n’utilisant plus la propriété d’orthogonalité
de Galerkin.
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2.3.1 Optimisation locale des densités

Nous utilisons ici la technique d’optimisation des densités introduite dans
[Ladeveze 97] et dont le principe a été donné dans le premier chapitre. Elle
présente un intéret particulier pour les problemes ou 'on trouve de forts gra-
dients mais devient rapidement tres couteuse, c’est pourquoi nous ne ’appli-
quons que sur un patch d’éléments proche de la pointe de fissure. Sélectionner
deux couches d’éléments dans le sens du rayon autour de la pointe de fissure
suffit en pratique. Dans les exemples qui suivent nous avons appliqué I'optimi-
sation pour tous les éléments compris dans une zone circulaire de rayon rop;
telle que : 7451 < 0.5. Cette dimension a été choisie de maniere expérimentale
pour optimiser le rapport entre le cotit de calcul et le gain sur la qualité de I'es-
timateur. Le fait de garder la taille de cette zone constante permet de garder
un taux de convergence otpimal. D’autre part le nombre d’éléments optimisés
étant faible, le temps de calcul de l'erreur est peu affecté. L’optimisation est
menée a la fois pour le probleme a résoudre et pour le ou les problemes adjoints.

On mene a nouveau les calculs sur les deux cas tests des figures 3.2 et 3.3.

Le tableau 3.8 donne les bornes pour K;j en mode I. Les tableaux 3.9 et 3.10
donnent les bornes pour K7y et K7, en mode mixte. L’optimisation améliore
de fagon non négligeable la qualité des résultats mais les bornes restent trop
larges pour le mode 1.
L’optimisation des densités améliore le calcul des champs statiquement admis-
sibles dans les zones singulieres. Les figures 3.10 et 3.11 comparent les indices
d’effectivité en mode mixte pour K et Kj; en fonction de 1/h, h désignant
la taille de maille. On retrouve bien une amélioration de l'effectivité dans le
cas des densités optimisées comme pour l'erreur globale. On remarque bien
cependant qu’elle n’est pas aussi prononcée pour K;; que pour K;. D’autre
part, ’évolution de l'effectivité est beaucoup moins monotone dans le cas de
Ky, elle présente la méme allure dans le cas optimisé et dans le cas standard.
Ceci provient de l'erreur introduite par le chargement du probléeme adjoint en
mode [1.

nombre d’éléments Kl,h EE 2-€RDC,E'-éRDC,E' Kl_h K;’:h
96 7.7039 3.3245 4.3799 | 11.0284
384 8.5875 1.6940 6.8935 | 10.2815
864 8.7439 1.0504 7.6935 | 9.7934
1536 8.9545 0.7234 8.2311 | 9.6779
3456 9.0552 0.4486 8.6066 | 9.5038
6144 9.1456 0.3216 8.8240 | 9.4672

Tableau 3.8: Bornes pour K pour le probleme standard avec densités opti-
misées en mode I.

These de doctorat J. Panetier 2009 67



3 Encadrement des facteurs d’intensité de contrainte

nombre d’éléments Kl,h ZE 2-6RDC,E-éRDC,E' KI_,h K}’:h
96 27.6400 13.1608 14.4792 | 40.8008
384 31.0560 6.5050 24.5510 | 37.5610
864 31.7528 3.9914 27.7614 | 35.7442
1536 32.5245 2.7363 29.7882 | 35.2608
3456 32.9088 1.6846 31.2242 | 34.5934
6144 33.2362 1.2035 32.0327 | 34.4397

Tableau 3.9: Bornes pour K pour le probleme standard avec densités opti-
misées en mode I1.

nombre d’éléments | Ky | Y. p2-€rpe.E-€RDC.E K K},
96 3.9380 7.3938 -3.4558 | 11.3318
384 4.2210 2.6099 1.6111 | 6.8309
864 4.4826 1.5112 2.9714 | 5.9938
1536 4.3953 0.9916 3.4037 | 5.3869
3456 4.5484 0.5726 3.9758 | 5.1210
6144 4.4708 0.3886 4.0822 | 4.8594

Tableau 3.10: Bornes pour Ky, pour le probleme standard avec densités op-
timisées en mode 1.
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Figure 3.10: Comparaison des indices d’efficacité entre densités standards et
optimisées, mode mixte pour Kj.
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Figure 3.11: Comparaison des indices d’efficacité entre densités standards et
optimisées, mode mixte pour K.
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2.3.2 Nouvelles bornes pour les quantités d’intérét

Nous allons & présent utiliser les nouvelles bornes introduites dans [Ladeveze 06]
tout en conservant l'optimisation des densités sur le patch d’éléments défini
précédemment. Une amélioration peut étre obtenue en utilisant la borne supérieure :

\I — I, — Inn| < erpc-€rpe (3.24)

I, = / Tr[(6 — Ke(@)K 1 (6%)]dQ + / Tr[SeK oy — Ke(@)]dS
o ¢ (3.25)
- /Qiz'(gh o

Preuve dans le cas général :

[—1, - /Q TS (00 — 0)]d + /Q Fo ttey — 10,)d9)
/ Yoww — 6)]dQ + / Tr[SeK 16 — 04)]dQ +
/ fo(ug, — )dQ + / Iy

/Q Tr(S, K (000 — Ke(@))]dS + / F (1, — )2~

( /Q TrS, K oy — Ke(@))]de + /Q fz.(gh—@)d9>

en introduisant le probleme adjoint (équation : 1.51 du premier chapitre)
on obtient :

I = [ Trl(on Ko@) G - Ke(@))d +
| Trite - ke@ye@in -
< /Q TrS, Koy — Ke(@))]de + /Q Fo ity — @)dQ)

enfin, le théoreme de Prager-Synge (équation 1.26) permet d’obtenir en
introduisant 1’équation 1.27 :

[ Iy~ Iy = /Q Tr{(00s — Ke(@)K (5 — Ke(i))]d9)
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En pratique on peut donc obtenir les bornes pour les quantités d’intéréts :

]]j = Ih + |Ihh| + ecre.écre (326)

(3.27)

Dans notre cas seul le premier terme de [, intervient car @& = u,,. Le terme
Iy, est de faible influence et tend vers 0 plus ou moins rapidement selon les
problemes traités. On peut donc obtenir un encadrement jusqu’a deux fois
meilleur. Une autre fagon de voir les choses est de considérer Iy, comme une
correction apportée a [, auquel cas on peut directement écrire :

[h_ = [h - |]hh| - ecre-écre

Ih + ]hh - ecre-écre < I < [h + [hh + ecre-écre (328>

Ceci fournit directement un encadrement de la valeur exacte qui peut étre
meilleur que l'encadrement réalisé sur la valeur approchée. On utilise cette
derniére expression (équation 3.28) pour établir des bornes pour K; en mode
I (tableau 3.11) et mode mixte (tableau 3.12) et pour K;; (tableau 3.12).

nombre d’éléments Kl,h + Kl,hh K;h K;Th
96 8.9250 7.2628 | 10.58722
384 9.3264 8.4794 | 10.1734
864 9.2191 8.6939 | 9.7443
1536 9.2338 8.9221 | 9.6455
3456 9.2645 9.0402 | 9.488
6144 9.3426 9.1368 | 9.4584

Tableau 3.11: Bornes pour K; (nouvel encadrement) pour le probleme stan-

dard avec densités optimisées en mode I.

nombre d’éléments | K + Ky K, K}Lh
96 32.4199 14.4792 | 39.0003
384 33.8451 30.5926 | 37.0976
864 33.5275 31.532 | 35.523
1536 33.7475 32.380 | 35.115
3456 33.6810 32.839 | 34.523
6144 33.7950 33.193 | 34.397

Tableau 3.12: Bornes pour K; (nouvel encadrement) pour le probleme stan-
dard avec densités optimisées en mode 1.

Nous obtenons donc ici d’excellents résultats tant pour le mode I que pour
le mode /I méme pour des maillages tres grossiers. On constate qu’il n’est
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nombre d’8léments | Ky + Kirnn | Kipp | K7y
96 4.1362 0.4393 | 7.8331

384 4.8460 4.0411 | 5.6509

864 4.5589 3.8033 | 5.3145

1536 4.4492 3.9534 | 4.9450

3456 4.5830 4.2967 | 4.8693

6144 4.4961 4.3018 | 4.6904

Tableau 3.13: Bornes pour K;; (nouvel encadrement) pour le probleme stan-
dard avec densités optimisées en mode I1.

pas nécessaire de mailler tres fin pour obtenir une tres bonne approximation
Ko n+ Ko py avec un encadrement tres fin. Nous comparons sur les graphiques
3.12, 3.13 et 3.14 les bornes pour les trois encadrements testés. On note K, sq
la borne pour I'encadrement standard, K, oy, la borne pour 'encadrement
avec densités optimisées, K, .. la borne utilisant le nouvel encadrement donné
par I’équation 3.28.
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Figure 3.12: Comparaison des bornes pour K; en mode I.
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Figure 3.13: Comparaison des bornes pour K; en mode [1.
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Figure 3.14: Comparaison des bornes pour K;; en mode I1.
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3 bilan

L’extraction des facteurs d’intensité de contrainte utilisant les fonctions

duales apparait finalement simple a mettre en ceuvre des lors que son expres-
sion analytique est connue. Il suffit de déterminer les efforts généralisés sur
les éléments concernés par l'intégrale de domaine. Cette technique ne requiert
aucun traitement particulier de la solution éléments finis. Les résultats obte-
nus avec cette technique sont tres bons sans avoir a raffiner exagérément le
maillage, notamment en pointe de fissure. La détermination des facteurs d’in-
tensité de contrainte est tres peu dépendante de la taille et de la position du
domaine d’intégration.
La définition du probléeme adjoint et sa mise en ceuvre se fait naturellement
avec les efforts généralisés calculés lors de I'extraction. L utilisation conjointe
de T'optimisation des densités et des bornes définies dans [Ladeveze 97| four-
nissent des bornes garanties et de qualité méme pour des maillages grossiers.
La technique proposée dans ce chapitre répond donc de maniere positive a la
problématique que nous nous étions posée. Son aspect totalement non-intrusif
la rend aisée a implanter sur tout type de code éléments finis.
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CHAPITRE

Traitement du
probleme de

fissuration avec la
XFEM

Ce chapitre présente les caractéristiques de la
modélisation d’une fissure par la XFEM. On y présente
les enrichissements utilisés et leur mise en ouvre
numérique. On aborde ensuite les différentes sources
d’erreurs inhérentes a une telle modélisation.
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4 Traitement du probleme de fissuration avec la XFEM

1 Modélisation de la fissure par la XFEM

La modélisation de la propagation d’une fissure par éléments finis pose deux
problemes majeurs. Le premier est lié au fait que les champs de déplacement
éléments finis classiques ne peuvent pas prendre en charge la discontinuité, ce
qui contraint la fissure a se propager sur le bord des éléments. Le maillage
doit donc étre conforme a la fissure. Ceci suppose un remaillage a chaque pas
de propagation. Le deuxieme probleme est lié a la singularité de la solution
élastique en pointe de fissure qui n’est la encore, pas bien représentée par les
champs éléments finis. Pour tenter de limiter 'erreur due a la singularité, on
est contraint de mailler tres finement la pointe de fissure ou bien d’utiliser des
éléments spéciaux avec un rapport efficacité/cout relativement faible. L’idée est
donc d’enrichir la base d’interpolation éléments finis afin de tenter de résoudre
ces deux problemes. La partition de I'unité (PUM) introduite dans [Melenk 96]
propose une méthode pour augmenter 1’espace d’approximation de la solution
éléments finis et a donné naissance a la méthode des éléments finis étendus
(XFEM) ([Belytschko 99] et [Moés 99]) et a la méthode des éléments finis
généralisés (GFEM) ([Strouboulis 00a]). La premiere, qui fait l'objet de ce
chapitre est directement consacrée aux problemes de fissuration, la seconde
permet de prendre en compte de maniere générale la connaissance a priori de
solutions locales. Cette solution peut étre analytique ou bien provenir d’un
probleme spécifique avec un maillage tres fin, de maniere générale on parle de
solution handbook. On peut également citer I’approche des fortes discontinuités
(SDA) de [Oliver 00] qui permet de prendre en compte le saut de déplacement.

1.1 Partition de ’unité

L’objectif de la mise en place de la partition de I'unité par [Melenk 96] est
I’enrichissement local de la solution éléments finis a 1’aide de la solution analy-
tique connue. Pour certains problemes engendrant des solutions non régulieres
par exemple, la base polynomiale utilisée pour les éléments finis s’avere étre
inadaptée. Dans ce cas, le raffinement du maillage, que ce soit dans sa version
h ou p permet difficilement d’approcher la solution. Si ’on connait localement
la forme de la solution sous une forme analytique, il est donc intéressant de
pouvoir I'introduire dans 1’espace d’approximation.

On considere le domaine d’étude 2 dont le recouvrement est réalisé par
un ensemble d’ouverts 7 = {Q;};c;. Chaque 2; peut recouvrir une partie de
ses voisins. On dit alors qu'un ensemble de fonction {¢;};c; définies sur les )
forment sur €2 une partition de I'unité associée a la partition 7 si il verifie :

Zqﬁi =1 surQ (4.1)

el
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Les fonctions de forme éléments finis ¢; forment donc une partition de
I'unité sur I'’ensemble du maillage. Dans ce cas, ’ensemble I représente 1’en-
semble des noeuds du maillage, €); est le patch d’éléments ayant pour nceud
commun ¢ (fgure 4.1).

Figure 4.1: Définition du patch €2; associé au nceud ¢ pour la partition de 'unité
Pi-

Sur chaque patch €2; on se donne de nouvelles fonctions v; avec lesquelles
on souhaite enrichir la solution, il peut s’agir d’une partie de la solution ana-
lytique connue ou de la base de fonctions générant la solution par exemple.
Ces fonctions doivent appartenir a I’espace de Sobolev des fonctions de carré
intégrable : Vi € I, v; € H'(Q;N Q). On définit alors 'espace d’approximation
PUM sur € par :

Veunm = {u(x) = ngz(x)vz(x) |v; € Vi, Vi HY(Q:N Q)} c H'Y(Q) (4.2)

el

On montre alors la propriété importante suivante : si sur chaque patch €2;, la
fonction u peut étre approximée par v; telle que :

= vl < a0
0
o

alors la fonction uy = ), ;v; vérifie :

u — Ui)HLQ S 62(i>

lu—unllpz < Cy |Ye(i)?

i

I = wn)lse < 02\/Z<e1<z‘>2 +elip)

These de doctorat J. Panetier 2009 81



4 Traitement du probleme de fissuration avec la XFEM

ou C7 et Cy sont des constantes dépendant uniquement de la partition 7.
En d’autres termes, la PUM permet de fournir une bonne approximation de u
sur €2 des lors que l'on réalise une bonne approximation de u sur chaque €;,
quelle que soit la partition de I'unité formée par les fonctions ;. L’espace Vpy s
hérite des propriétés de chaque V; et notamment des propriétés de régularité
de la partition de I'unité formée par les ;.

On peut donc approcher la fonction u sur le domaine €2 par :

un(z) =) pil@) (D a0 () (4.3)
iel jed
0
j .
définie sur chaque €2; et réalisant une bonne approximation u. Les {gojz)}

ouw;’  est une fonction de I'ensemble des fonctions d’enrichissement {vj(»i) }je 5
: jeJ
forment une partition de I'unité sur 2. Les {ay)}je , sont des coefficients sca-
laires constants, ce sont les degrés de liberté PUM.

Que ce soit dans la GFEM ou la XFEM, on inclue dans la liste de fonctions
la fonction constante vj(»l) = 1 afin de conserver dans I’espace de solution Vpy s
les mouvements de corps rigides. Cela revient a inclure 1’espace des fonctions
éléments finis classiques. De plus, on peut alors utiliser des fonctions éléments
finis de degré plus élevé (que I'on notera ¢;). Ainsi on arrive a la forme générale

de I'approximation de la solution dans le cadre de la GFEM ou de la XFEM :

up(z) = Z Oi(z)u; + Ze ©i(z) ( 2 ag.i)vj(.") @)) (4.4)

ol npgry désigne donc le nombre total de nceuds du maillage, n, le nombre
de neceuds enrichis et n; le nombre de fonctions d’enrichissement pour chaque
noeud enrichi. Notons que le nombre d’inconnues si le champs recherché est un
champs scalaire est alors :

i=1

Le nombre d’inconnues est donc augmenté de > ' n;. Il n’ y a pas de regles
particulieres pour le choix des fonctions vi(j), la seule véritable contrainte
concerne leur régularité. Elles peuvent ensuite étre choisies avec un grande
liberté, elles peuvent constituer une base linéairement indépendante ou bien
représenter simplement une collection de fonctions permettant d’améliorer la
description locale. Elles peuvent méme provenir d’une solution numérique fine

comme c’est le cas dans la GFEM.
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1 Modélisation de la fissure par la XFEM

1.2 Modélisation d’une fissure par la XFEM

1.2.1 Définition de ’enrichissement

L’objectif de la XFEM développée dans [Belytschko 99] et [Moés 99] était
tout d’abord d’exploiter la flexibilité offerte par la PUM pour ne plus avoir a
réaliser des maillages conformes aux fissures, l'intégration des fonctions engen-
drant I'espace contenant la solution asymptotique en pointe de fissure permet
de plus d’améliorer la qualité de la solution pres de la singularité. Ainsi, afin de
prendre en compte la discontinuité du déplacement a travers les levres de la fis-
sure on enrichit la solution avec la fonction de type Heaviside H. Pour améliorer
la solution en pointe de fissure, on enrichit avec les fonctions {FJ }j:1... , qui en-
gendrent 1’espace de la solution asymptotique (développée au premier ordre).
Cette base de fonctions a été initialement utilisée pour la méthode Element
Free Galerkin dans [Flemming 97]. On cherche alors une solution u,(x) telle
que :

4

w ()= > iz + Y i@ H@a, + Y eilz)( D Fi)b) (4.6)

ENFEM i€Ng iEN, j=1

ou :

— Nppy est ensemble des noeuds du maillage et les fonctions ¢; sont les
fonctions choisies pour l'interpolation éléments finis classiques;

— les fonction ; sont les fonctions choisies pour réaliser la partition de
I'unité, choisie en pratique identique a ¢, ;

— Ny est I'ensemble des noeuds enrichis par H : un noeud appartient a Ny
si son support (éléments connectés au noeud i) est coupé par la fissure
mais ne contient pas la pointe de fissure. Les a; sont les degrés de liberté
correspondants ;

— N, est I'ensemble des nceuds enrichis par les fonctions Fj; : un noeud
appartient a N, si son support contient la pointe de fissure. Les l_); sont
les degrés de liberté correspondants.

On voit sur la figure 4.2 la mise en place de 'enrichissement pour un maillage
uniforme. Les fonctions F; déterminées dans [Flemming 97| sont exprimées
dans le repere local associé a la fissure (figure 2.3) :

0 0 0 0
{F;} = {\/;smé, \/7_“0055, \/;sinasmﬁ, \/;cosasme} (4.7)

ou seule la fonction sing est discontinue. La figure 4.3 montre l'allure des
fonctions F}j au voisinage de la pointe de fissure.

La fonction H(x) est discontinue le long de la fissure, elle vaut 1 d'un coté
et —1 de l'autre. Elle a été définie dans [Moés 99] et se calcule a partir de la
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Figure 4.2: Visualisation de I'enrichissement pour un maillage régulier.

distance au point de la fissure le plus pres du point considéré (voire figure 4.4) :
H(z) = signe(x — z*).n" (4.8)

On voit sur la figure 4.5 I'allure des fonctions ¢; H pour un élément quadrangle
coupé par la fissure.

Remarque : dans le cas ot la fissure est confondue avec le bord des éléments,
la modélisation XFEM revient a une modélisation par double nceuds et il est
montré dans [Moés 99] que les inconnues a; sont les sauts de déplacement.

1.2.2 Description de la fissure

Dans le cadre des éléments finis classiques la géométrie de la fissure est
définie par le bord des éléments auxquels elle se conforme et ne nécessite donc
aucune description spécifique. Avec la modélisation de type XFEM, la fissure
n’a plus d’existence matérielle du point de vue du maillage puisqu’elle peut se
propager n’importe ou a travers les éléments, elle n’intervient plus que dans
I'évaluation des fonctions H et Fj. Il est donc nécessaire d’établir un outil de
description adapté. Dans [Belytschko 99], [Moés 99] et [Dolbow 00], en 2D la
fissure est décrite comme une succession de segments de droite, ce qui s’avéra
rapidement difficile et lourd a implémenter. Une alternative retenue par la suite
et introduite dans [Stolarska 01, Moés 02a, Moés 02b] utilise les levels sets
(fonctions de niveau en frangais). La fonction de niveau associée a un détail,
une fissure dans notre cas, donne en tout point du milieu étudié la distance au
détail affectée d'un signe positif ou négatif afin de savoir si I'on se situe d'un
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1 Modélisation de la fissure par la XFEM
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Figure 4.3: Allure des fonction F} au voisinage de la pointe de fissure : dans le
sens de la lecture : Fy, Iy, F3 et Fj.

coté ou de 'autre. Cette distance est la distance la plus courte a la fissure. La
courbe iso-zéro décrit donc la fissure.

La description d’'une frontiere T'(t) C R? par level sets est donc basée
sur une représentation de la matiere par les courbes de niveau d’une fonction
I(z,t) : R® x R — R décrivant 1'évolution spatiale dans le temps de T'(¢). La
frontiere est donc définie par :

= {s eR|l(z,t) = 0} (4.9)
L’équation d’évolution donnée par [Osher 88| est :

ol

F|Vi| =0 4.10
o+ FlIvill = (410)
ou F est la vitesse de déplacement de la frontiere en z € I'(#) dans la direction
de la normale extérieure.
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4 Traitement du probleme de fissuration avec la XFEM

Figure 4.4: Calcul de la fonction H en prenant le point de la fissure le plus
proche.

Dans les cas d’une fissure, deux fonctions de niveau au moins sont nécessaires
pour décrire d’une part la ligne (ou la surface en 3D) de fissure et d’autre part
la ou les fronts de fissure. Les fonctions ¢ et 1 telles qu’elles sont représentées
figure 4.6 donnent respectivement la position de la ligne et de la pointe d'une
fissure débouchante. Elles sont définies de sorte que leurs gradients soient or-
thogonaux au point P, ceci garantit que la pointe de fissure soit toujours
définie :

VeV =0en P Vt (4.11)

La simulation de la propagation de la fissure revient donc a mettre a jour
les fonctions level sets a chaque pas de temps. En pratique, la valeur des level
sets est calculée aux nceuds et interpolée sur les fonctions de forme éléments
finis. La figure 4.7 permet de visualiser les fonctions level sets ¢ (a gauche)
et ¢ (a droite) pour une fissure débouchante. On voit donc que méme si la
fissure n’est plus conforme au maillage, la finesse de sa description dépend
toujours de la finesse du maillage en h ou en p. Il est évident que dans le cas
d’une fissure modélisée par des segments de droites, ceux ci doivent étre au
minimum de la dimension d’un élément. [Moés 03] propose une procédure de
maillage adaptatif pour décrire de maniere suffisamment précise la géométrie.

1.3 Implantation

Le code éléments finis XFEM utilisé dans cette these est celui développé
au LMT par Pierre-Alain Guidault. Il s’agit d’un code orienté objet développé
sous MATLAB et dont tous les détails techniques d’implantation ainsi que la
validation sont exposés dans [Guidault 05].
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Figure 4.5: Allure des fonction ¢; H sur un élément quadrangle coupé par la
fissure.

2 Qualité de la solution XFEM

La XFEM a rapidement suscité l'intérét des industriels et des chercheurs
puisque depuis son apparition en 1999, elle a fait I’'objet de nombreux développements.
Plusieurs codes de calculs tels que SAMCEF de Samtech, code ASTER, CAST3M
et RADIOSS l'ont déja intégrée depuis plusieurs années. En moins de dix ans,
cette méthode est passée du milieu de la recherche au milieu industriel, ce qui
est tout a fait exceptionnel. Toutefois, bien que fournissant des résultats relati-
vement meilleurs et une utilisation plus confortable que les éléments finis clas-
siques, il importe de controler la qualité des résultats de maniere sérieuse. La
XFEM reste une méthode numérique approchée et la spécificité des champs uti-
lisés rend plus difficile I’évaluation de la qualité des résultats. Pour les éléments
finis classiques, 'expérience accumulée ces trente dernieres années associée aux
nombreux outils d’estimation d’erreur permettent de mener une analyse com-
plexe avec un maximum de confiance. Dans le cadre de la XFEM, le retour
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4 Traitement du probleme de fissuration avec la XFEM

Figure 4.6: Représentation d'une fissure débouchante avec les deux fonctions
level sets ¢ et 1.

d’expérience est plus mince, les propriétés de convergence sont beaucoup moins
évidentes et il n’existe a ce jour aucun outil sérieux permettant de controler
de maniere fiable les résultats.

On peut cependant citer les travaux de [Stazi 03, Laborde 05] qui ont
permis de mettre en évidence un certain nombre de propriétés de la solution
XFEM ainsi que les principales sources d’erreur. Il apparait tout d’abord que le
taux de convergence de la méthode XFEM n’est pas optimal puisqu’il demeure
identique a celui de la méthode éléments finis classiques avec maillage de la
fissure. cependant, le niveau d’erreur est bien inférieur pour la XFEM. On
observe également que la qualité des champs au voisinage de la fissure, et
notamment du champs de contrainte, reste mauvaise. Plusieurs sources d’erreur
ont été mises en évidence dans [Stazi 03, Laborde 05, Béchet 05].

Citons tout d’abord 1’ intégration des termes de la matrice de rigidité. Au
voisinage de la fissure, elle fait intervenir des termes singuliers. Le calcul des
intégrales n’est donc pas exact comme pour les fonctions de base éléments
finis classiques si l'on emploie la bonne quadrature de Gauss. En pratique,
il convient de choisir une intégration a 16 points de Gauss au moins pour
les éléments enrichis par les fonction Fj. [Laborde 05] propose une méthode
d’intégration dite polaire permettant par transformation géométrique de cal-
culer I'intégrale dans les coordonées polaires en effacant la singularité en roe.

Le conditionnement de la matrice de rigidité est dégradé par l'enrichis-
sement en pointe de fissure. Ceci est di au fait que les fonctions ¢, F; ne
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Figure 4.7: Représentation des fonctions level sets ¢ et ¢ interpolées sur les
fonctions de forme pour une fissure droite débouchante de pointe

[-0.5,0].

sont pas linéairement indépendantes au niveau élémentaire. Dans le cas d’une
modélisation XFEM avec des triangles a 3 nceuds on a par exemple les deux
relations de dépendance linéaire :

)\2<F1 - F4) + )\1F3 = 0 et )\2<F3 - FQ) + )\1F4 - O (412)

Le nombre de relations de ce type augmente avec le degré de la fonction retenue
pour la partition de I'unité, ce qui explique que 'on travaille habituellement
avec des éléments pl. D’autre part, le conditionnement se dégrade d’autant
plus que h diminue.

Nous voyons sur la figure 4.2 que seuls les nceuds dont le support contient la
pointe de fissure sont enrichis par les fonctions Fj, la taille de la zone enrichie
diminue donc en méme temps que I'on affine le maillage. [Béchet 05] propose
de fixer la taille de la zone enrichie afin de la rendre indépendante de la taille
de maille retenue par la suite. On peut par exemple choisir d’enrichir tous
les noeuds dont le support est compris dans un disque de rayon R, comme
illustré sur la figure 4.8. C’est ce que I'on appelle I'enrichissement géométrique,
la question du choix de la taille de la zone a enrichir reste bien entendue
ouverte. S’il convient de prendre une zone suffisamment grande, il ne faut pas
perdre de vue que plus le nombre d’éléments enrichis par les fonction Fj est
grand et plus le conditionnement du probleme est mauvais.

Enfin, les éléments réalisant le raccord entre la zone enrichie et la zone non
enrichie sont également une source d’erreur non négligeable. Il est montré dans
[Laborde 05] que Ierreur est plus importante dans les éléments de transition
(voir figure 4.9) ou linterpolation est mixte, on a en effet pour ces éléments
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des noeuds enrichis d'une part et des nceuds classiques d’autre part. L’erreur
ne dépend toutefois pas de la largeur de la zone de raccord.
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Figure 4.8: Enrichissement géométrique.
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Figure 4.9: Eléments de transition entre les différents types d’interpolation.
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4 Traitement du probleme de fissuration avec la XFEM

3 Bilan

Nous voyons donc que les sources d’erreur liées a la mise en ceuvre de la
XFEM sont multiples et bien plus complexes a appréhender et a maitriser
que dans le cas d'une simulation FEM classique. Si les résultats sont glo-
balement meilleurs avec la XFEM, il est tout de méme difficile d’assurer la
pertinence des calculs dans une démarche de dimensionnement. Les travaux
de [Stazi 03, Laborde 05, Béchet 05, Xiao 05] ont permis d’améliorer notre
compréhension des différentes sources d’erreur liées aux calculs XFEM. Ils pro-
posent également des solutions permettant d’améliorer la qualité locale de la
solution XFEM et le taux de convergence de la méthode. Dans la suite de ce
travail, nous ne cherchons pas a améliorer les résultats obtenus avec la XFEM.
Nous nous placons du point de vue de la vérification des calculs tel qu’il a
été exposé et développé dans les chapitre 1 et 2. Ainsi, notre objectif est de
proposer un estimateur d’erreur conservatif pour la XFEM a méme de garantir
au concepteur la qualité des résultats obtenus.
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CHAPITRE

Estimateur
d’erreur pour la

XFEM

Nous présentons dans ce chapitre les techniques de
construction de champs admissibles €élaborés pour
évaluer l'erreur commase lors d’une analyse XFEM. On
¢labore une technique de construction pour chaque type
d’enrichissement.
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5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

L’idée est d’étendre le concept d’erreur en relation de comportement et
la technique d’estimation des erreurs sur les quantités d’intéret a la XFEM.
L’erreur en relation de comportement peut s’adapter a tout type de méthode
numérique des lors que 'on est capable a partir d’'une solution approchée
(uy,,0n) de reconstruire une solution admissible (@, ). Dans le cadre de la
XFEM, le déplacement u,, reste cinématiquement admissible, il convient tou-
tefois de prendre des précautions lorsque 1’on souhaite appliquer des conditions
de Dirichlet sur la frontiere d’éléments enrichis, ce probleme a été résolu dans
[Moés 06]. Dans la suite de ce travail, nous nous placerons dans le cas trivial ou
aucune condition de Dirichlet n’est imposée sur les degrés enrichis, on pourra
donc prendre :

=

:gh

En revanche, la contrainte o, présente toujours les mémes défauts d’équilibre
donnés par les équations 1.8, 1.9 et 1.10. De plus, la nature et la diversité des
fonctions d’ enrichissement ne nous permettent pas d’appliquer directement les
techniques du paragraphe 2.4 du premier chapitre. Il est nécessaire de traiter
différemment ces nouveaux champs de contraintes enrichis afin d’obtenir des
champs SA. 1l est proposé dans [Bordas 07] un estimateur d’erreur global pour
la XFEM. Il repose sur une technique de lissage particuliere des contraintes.
Les champs singuliers sont traités par la méthode des moindre carrés mo-
biles (MLS). Cette méthode donne un bon indicateur d’erreur globale pouvant
conduire a un critere de remaillage. Elle est cependant inadaptée a nos en-
jeux puisque nous cherchons une borne supérieure de 'erreur qui ne peut étre
obtenue qu’avec des champs de contrainte strictement SA.

Nous allons donc établir une nouvelle stratégie permettant de construire
un champ de contraintes SA sur ’ensemble du probleme XFEM. Observons
premierement que seuls les éléments enrichis nécessitent un traitement par-
ticulier, pour les autres éléments sur lesquels on applique une interpolation
éléments finis classiques, les techniques du paragraphe 2.4 peuvent étre ap-
pliquées. La nature fondamentalement différente des enrichissements par les
fonctions H ou par les fonctions F; nous conduit également a les distinguer dans
la reconstruction des champs admissibles. Nous proposons dans la suite de ce
chapitre une technique permettant d’obtenir des champs S A pour les éléments
enrichis par les fonctions engendrant la solution asymptotique d’abord. Nous
montrons ensuite que l'exploitation des propriétés d’équilibre éléments finis
dans les éléments enrichis par la fonction H permettent de reconstruire sim-
plement un champ SA. Enfin, la combinaison de ces différentes techniques nous
permettra d’estimer 'erreur globale pour le probleme XFEM complet puis de
calculer les bornes pour K et K.
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1 Prise en compte de I’enrichissement en pointe
de fissure

Nous abordons ici la reconstruction des champs admissibles pour les éléments
en pointe de fissure enrichis par les fonctions engendrant la solution singuliere.
Afin de ne traiter que ce type d’enrichissement et dans l'objectif de s’affran-
chir de toute pollution engendrée par les autres fonctions d’enrichissement,
nous considérons un probleme avec une fissure conforme aux frontieres des
éléments. Le seul enrichissement sera donc celui dii aux fonctions Fj. Le do-
maine {2 défini sur la figure 5.1 présente une fissure débouchante dont les levres
sont libres d’efforts. On peut donc distinguer deux types d’interpolation :

— sur un sous-domaine €2y, les éléments sont enrichis par les fonctions Fj
données par 1’équation 4.7. La zone de transition (voire la figure 4.9) est
comprise dans €2y

— le sous-domaine €2y représente le reste du domaine 2 tel que 2, Uy = Q)
et 21 N Qy = {@}, ou linterpolation est réalisée uniquement avec les
fonctions de base éléments finis classiques.

Les deux sous-domaines sont délimités par la frontiere I' qui s’appuie sur les
frontieres des éléments. Nous retenons cette séparation du domaine d’étude
pour la reconstruction des champs admissibles.

Figure 5.1: Probleme de référence avec fissure conforme et séparation en une
partie enrichie 22 et une partie classique €2y délimitées par la
frontiere I"
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5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

1.1 Reconstruction du champ de contraintes sur (),

Le sous-domaine €25 contient donc les éléments enrichis totalement ou par-
tiellement par les fonctions singulieres. L’idée pour obtenir un champ SA sur
cette zone est simple : nous allons exploiter la solution asymptotique au voisi-
nage de la pointe de fissure. La zone d’enrichissement reste petite méme si ’'on
utilise un enrichissement géométrique, nous restons donc dans la zone de perti-
nence de la solution asymptotique. Par ailleurs, elle nous permet d’obtenir tres
simplement une solution vérifiant les équations d’équilibre (1.2) sur 5. Comme
nous l'avons vu dans le second chapitre, la solution du probleme d’élasticité
linéaire en pointe de fissure est la solution d’un probleme aux valeurs propres.
Si I'on ne garde que les solutions a énergie finie, le déplacement et la contrainte
s’écrivent sous la forme d’un développement donné par les équations 2.23 et
2.27. Couramment, on ne retient que le premier ordre du développement qui
conduit a la solution en contrainte donnée par les équations 2.8, 2.9 et 2.10 et
qui fait intervenir les facteurs d’intensité de contraintes.

Dans le cadre des déformations planes, on peut facilement retrouver le
développement asymptotique de la contrainte en utilisant les fonctions d’Airy :

O(r,0) =Y _rPu(0) (5.1)
i=1
avec :
U, (0) = A;sin((:0) + Bycos(5;0) + Cisin[(5; +2)0] + D;cos|(0; +2)0]. (5.2)
ot : @-e{ —%,0,%,1,%,2,...} ot :

pour3; =n, néeN

1
pour 3; = n + 3 nelN
1 5
Le développement au premier ordre (n = 1) revient a ne garder que [, =
—%. On peut exprimer la contrainte au voisinage de la pointe de fissure :

1 1
Ty = — O -d, 5.3
o 2 0100 + -2, (5.3)
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1 Prise en compte de I’enrichissement en pointe de fissure

oo = Dy (5.4)

1
Ar:__cp) 5.5
Gro (r ) (5.5)

)

Selon la taille de la zone {25 considérée et afin d’améliorer la qualité du
champ de contraintes ¢, on peut avoir intérét a choisir un développement tel
que n > 1. Il reste a déterminer les coefficients scalaires (A;, B;, C;, D;). Afin
d’assurer un lien cohérent entre le champ XFEM oy, et le champs SA &, ils
sont calculés par minimisation de l’erreur :

Eh(Aia Bi, CZ', Dz) = ||O’h — 6'||1C717Q2 = / TT‘[(O’h — &)’C_l(gh - &)]dQ (56)
Q2

L’intégrale de I’équation 5.6 sera calculée par une méthode de Gauss en prenant
les points de Gauss des éléments de )y ayant servi a intégrer la matrice de
rigidité et ou sont calculées les valeurs de oj,. On calcule alors :

m&in( > /E Trl(on(Pg) — 6(Pe))K (o (Pg) — 6(PG))]dE) (5.7)

ECQ2 Pg

1.2 Reconstruction du champ de contraintes sur (),

Les éléments contenus dans €2; sont des éléments classiques, nous appli-
quons donc directement les techniques de reconstruction de champs du para-
graphe 2.4 du premier chapitre. Il faut cependant s’assurer de la continuité du
vecteur contrainte sur le contour I' délimitant les sous-domaines €2; et €2, sans
quoi I'admissibilité du champ de contrainte n’est plus assurée sur €. Il faut
donc forcer :

0q,-ny + 6, ny =0 surl’ (5.8)

Une maniere d’assurer cette condition est de résoudre un nouveau systeme sur
1 avec les mémes conditions limites que celles appliquées sur € et 002 du
probleme global et un chargement de type Neumann sur I' donné par :

oq,-n = 0q,.n surl’ (5.9)

Ce second probleme ne comporte plus la singularité. Si la résolution de ce
nouveau systeme est moins cotiteuse que celle du probleme global, elle devient
tout de méme non négligeable dans le temps de calcul complet ce qui est pour
I'instant le point faible de cette méthode.
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5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

Figure 5.2: Second probleme pour obtention de la contrainte sur €2y avec conti-
nuité du vecteur contrainte sur I'.

1.3 Mise en ceuvre numérique

La mise en ceuvre nécessite de scinder le maillage défini pour le probleme
a résoudre en deux maillages, I'un comprenant les degrés de liberté classiques
(maillage de €2;), l'autre les degrés de liberté enrichis (maillage de ). La
structure objet du code permet d’identifier aisément les deux sous-maillage a
définir et cette partie ne pose donc pas de probleme. On montre figure 5.3 un
exemple de maillage et les deux sous-maillages associés. Pour le maillage de
s, les points de Gauss utilisés pour la construction des matrices de rigidité
puis pour la minimisation sont repérés par des croix.
La minimisation de I'erreur sur €2, est réalisée avec la fonction FMINSEARCH
de MATLAB (méthode directe de Nelder Mead). Cette minimisation étant
menée sur un petit nombre d’éléments, son cotit est en conséquent négligeable.
Pour imposer les efforts donnés par 1’équation 5.9 sur le contour intérieur
I' on utilise une intégration a 5 points de Gauss sur les arrétes des éléments
concernés. L’expérience montre que 5 points sont suffisants pour imposer 7q,.n
sans introduire d’erreur.
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1 Prise en compte de I’enrichissement en pointe de fissure

Les exemples numériques sont menés sur les problemes définis figure 3.2

pour le mode [ et figure 3.3 pour le mode mixte. On change uniquement les
dimensions pour obtenir une plaque carrée L = 2, W = 2 et a = 1. Ceci permet
d’avoir dans un premier temps un maillage régulier pour réaliser les premiers
tests.
L’objectif étant de pouvoir utiliser cet estimateur pour les facteurs d’intensité
de contraintes, nous testons également sa sensibilité aux chargements des deux
problemes adjoints. Dans un soucis de simplification, la couronne sur laquelle
est définie 'extracteur, et donc le chargement du probleme adjoint, est choisie
de facon a ne pas inclure les éléments enrichis.

structure 2

0 [] Elements enrichis
F .
[————— [] Elements classiques
I |
't o 1
r- ! I
L I
1 T T
04 25|
08 4
03
06 +H
04t o2 g
H
0.2 0.1 J
o I N 0
o+ o+
-0.2 1 =01
o+
04 1 1 02 1 H
-0.6 03 4
e ol k|
08 1 o N S S e
-05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 03 04 05

1 maillage pour

-1 -0.

maillage pour on

Figure 5.3: Maillages pour reconstruction des champs de contrainte
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5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

1.3.1 Influence du développement asymptotique

Nous allons dans un premier temps chercher a valider la technique de re-
construction des champs en déterminant également I'influence de 'ordre pour
le développement des champs asymptotiques. On travaille directement sur le
mode mixte. Les figures 5.4 et 5.5 montrent 1’évolution de l'erreur relative
définie par I’équation 5.6 pour des maillages a 100 et a 1600 éléments.
Remarquons tout d’abord que les niveaux d’erreur sur le sous-domaine {25 sont
assez faibles. Ils permettent donc de valider la technique proposée. D’autre
part, un développement au quatrieme ordre de la solution asymptotique suffit
puisque 'erreur n’évolue quasiment plus a ce niveau. En outre la technique de
reconstruction semble adaptée a la fois pour le probleme a résoudre et pour le
probleme adjoint.

24
* * * pb a resoudre
22 @] pb adjoint |
(D] pb adjoint Il
E -
-+~
20~
=2
&}
—~
o] 18 j\»
3 > .
~ @)
~
Lﬂ 161
* *
o o)
14 +
12+ +
+
10 1 1 1 1

2 3
ordre de developpement

Figure 5.4: erreurs relatives sur 22 pour 100 éléments

On reprend a présent ’exemple utilisé comme benchmark de la figure 3.2
en mode [ avec un maillage a 1536 éléments. On trace figure 5.6 1’évolution
de l'erreur sur la zone €2y en fonction du développement jusqu’a l'ordre 8. On
constate a nouveau que ’erreur n’évolue plus a partir du quatrieme ordre. On
trace figure 5.7 l'erreur relative globale en fonction du développement. On voit
qu’il est préférable de ne pas aller au dela du troisieme ou quatrieme ordre
puisque cela a pour effet d’augmenter légerement l'erreur globale. Cela tient
au fait que la contrainte admissible calculée s’éloigne de plus en plus de la
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+ * pb a resoudre
851 @) pb adjoint | 7
G>J Al J’» pb adjoint Il |
.43
E 751 * 4
qu *
— T 7
=
&}
o 651 4
[
& ok O @) B
o} o}
55 =
5 4
451 Jr B
+ +

2 3
ordre de developpement

Figure 5.5: erreurs relatives sur {25 pour 1600 éléments

contrainte éléments finis sur les éléments de transition et notamment sur le
contour I'

10707 i

]
Wb
1
©

Log(erreur)
5

-10.9| i

10

Figure 5.6: erreurs sur (2, fonction du développement pour le benchmark en
mode [ , maillage de 1536 éléments
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10

O erreur globale relative
)
(]
kel
=] o
[S)
5 10 o) 1) o o o o [¢) i
g
=
)
=
<)
o
3
10° -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 5.7: erreurs relatives globales sur 2 fonction du développement pour le
benchmark en mode I | maillage de 1536 éléments

1.3.2 Comportement global de ’estimateur

Nous allons évaluer dans ce paragraphe le comportement asymptotique de
I’estimateur global. Nous prenons le modele et le chargement de la figure 3.2
en mode I. L’objectif est de valider la convergence de I'estimateur proposé, de
localiser les éléments ou 'erreur est éventuellement concentrée et, de controler
I'influence de enrichissement géométrique (voir la section 2 du chapitre 4,
illustré par la figure 4.8). La définition de la taille de la zone enrichie est sim-
plement définie sur un premier maillage grossier. Sur ce premier maillage, seuls
les éléments contenant la pointe de fissure sont enrichis. On conserve ensuite
la dimension de cette zone lorsque 'on raffine le maillage. On illustre cette
démarche figure 5.8, le maillage grossier est un maillage a 384 éléments. On
montre ensuite la zone enrichie pour un maillage a 864 éléments puis 1536
éléments. Il n’est pas nécessaire d’étudier a nouveau l'influence de I'ordre du
développement puisque ’enrichissement géométrique n’a pas pour effet d’aug-
menter la taille de la zone enrichie mais de la conserver.

1.3.2.1 Résultats sans enrichissement géométrique On observe fi-
gure 5.9 les contributions élémentaires a l'erreur globale pour les maillages
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a 864, 1536 et 3456 éléments. On observe que le principal de I'erreur est tou-
jours concentré sur les éléments en pointe de fissure. Il apparait également
une erreur, d’un niveau moindre, pour les éléments du contour I' entre les
sous-domaines §2; et {25. Cette erreur peut étre due a deux raisons :

— Comme nous l'avons vu dans les paragraphes précédents, l'erreur se
concentre naturellement dans les éléments qui constituent la jonction
entre deux zones aux interpolations différentes.

— L’autre source d’erreur est inhérente a la technique de construction des
champs admissibles. On optimise l'erreur sur le sous-domaine €25, mais
pas sur le contour. D’autre part la résolution du nouveau probleme sur
le sous-domaine €2; introduit deux singularités faibles.

1.3.2.2 Résultats avec enrichissement géométrique On observe fi-
gure 5.10 les contributions élémentaires a l'erreur globale pour les maillages a
864, 1536 et 3456 éléments. On peut faire la méme remarque que pour l’enri-
chissement classique mais on observe que la contribution en pointe de fissure
est plus importante. En outre, cela a également pour effet d’étendre la zone
ol est concentrée l'erreur. On trace figure 5.11 1’évolution de 'erreur globale
relative pour les problemes avec enrichissements classiques et géométriques. Il
est clair que les résultats sont donc un peu dégradés lorsque 1’on utilise 1’en-
richissement géométrique contrairement ce que l'on aurait pu attendre. Les
raisons peuvent étre les suivantes :

— La technique de reconstruction de champ choisie est bien adaptée pour
une zone localisée de faible dimension. On perd 'aspect local et donc la
pertinence du développement utilisé avec ’enrichissement géométrique.

— D’autre part, la taille de la zone enrichie est peut étre trop grande, il n’y
a pas de regle pour la choisir.

— L’utilisation de I’enrichissement géométrique dégrade le conditionnement
du systeme si on utilise pas une technique d’intégration particuliere telles
que celles proposées dans [Laborde 05]. Elle augmente également 1’erreur
dans la zone de raccord comme on peut l'observer dans nos résultats.

En conclusion, les résultats sont tres satisfaisants pour I'estimateur proposé,

ils permettent de fournir une erreur pertinente et conservative pour ’enrichis-
sement en pointe de fissure. Cependant, il semble préférable de ne pas utiliser
I’enrichissement géométrique qui dégrade I'estimation d’erreur. C’est une piste
d’amélioration pour ce type d’enrichissement.
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Figure 5.8: Enrichissement géométrique, maillages a 384, 864 et 1536 éléments.
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Figure 5.9: Contributions a l'erreur globale pour les maillages a 864, 1536 et

3456 éléments.

These de doctorat J. Panetier 2009

105



5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

X 10
8
6
6L |
5
4t 4
2F 4 r4
o |
13
ol |
2
_al |
6l i N
-8
10 -8 -6 6 8 10
x107"°
8
45
6L |
4
2k |
135
2r 1r13
o 1 t-25
12
ol |
15
_al |
1
6l |
0.5
-8
10 -8 -6 6 8 10
x107"°
8 3
6L |
25
4t 4
12
oL |
or T FqL5
ol |
1
_al |
6l | Mos
-8
10 -8 -6 6 8 10

Figure 5.10: Contributions a ’erreur globale pour les maillages a 864, 1536 et
3456 éléments, dans le cas de I'enrichissement géométrique
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10 T
—©— enrichissement classique
=—f— enrichissement topologique

Log(erreur relative)

10’ = 4
10 10 10

Log(nombre d’elements)

Figure 5.11: Comparaison des erreurs relatives globales sur ) pour les enri-
chissements classiques et géométriques
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2 Prise en compte de ’enrichissement de type
Heaviside

L’enrichissement de type Heaviside peut étre pris en compte par les tech-
niques classiques de reconstruction exposées au paragraphe 2.4 du premier
chapitre. Cette conclusion provient de I'observation des propriétés de la solu-
tion éléments finis des éléments enrichis par la fonction H. Ces éléments ont
deux types d’interpolation représentés figure 4.5 : I'une continue assurée par les
fonctions éléments finis @;, 'autre discontinue et assurée par les fonctions p; H
avec H = 41. On voit que cette description ne complique pas tellement les
choses au niveau local et nous conservons la propriété importante d’équilibre
au sens des éléments finis (équation 1.6). Ceci nous permet d’écrire :

/ah.g'r’ad(@i)dE:/ Ed.%ds—i—/fd.goidE (5.10)
E OF E

mais également :

/ah.gmd(apiH) dE:/ Ed.apinst/id.goZ-HdE (5.11)
E E

oF

On peut donc utiliser la condition de prolongement (équation 1.29) a la
fois pour les fonctions ¢; et ¢; H pour déterminer les densité d’effort. D'un
point de vue théorique, la prise en compte de ce type d’enrichissement est
donc identique aux éléments non enrichis.

2.1 Détermination des densités

Le probleme qui se pose ici est la détermination des densités a 1’équilibre
sur chaque élément enrichi par les fonctions H ;. Pour les éléments classiques,
il n’y a pas de traitement particulier a imposer, on adopte la technique de
reconstruction exposée au premier chapitre. En fait, le probleme ne se pose
méme que pour les éléments effectivement coupés par la fissure, pour les autres
éléments présentant plusieurs nceuds enrichis mais non coupés, la fonction H
est constante, toutes les quantités sont donc continues. Prenons par exemple
la figure 5.12 qui fait intervenir quatre éléments avec le nceud sommet ¢ en
commun. Seuls les éléments E1 et E2 sont coupés par la fissure et doivent
faire 'objet d’un traitement particulier. Pour les éléments E3 et E4, on peut
utiliser les techniques de reconstruction de champs classiques, ou les densités
se décomposent uniquement sur les fonctions de base ;.

Le probléme qui se pose est donc celui défini par la figure 5.13. Sur l'arréte
['15 commune aux deux éléments E'1 et E2 et coupée par la fissure, nous allons
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I E4 Tsi E3 T
?- DT} o Lo T
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Nceeuds enrichis

Fissure

Figure 5.12: Eléments enrichis par les fonctions Hp;

chercher a déterminer une densité d’effort qui se décompose en une partie
continue et une partie discontinue. Cette densité d’effort sera construite dans
le méme esprit que le cas général. Elle peut s’exprimer comme une combinaison
linéaire des fonctions de base de I’élément restreintes a l’arréte considérée. Ceci
revient a chercher sur I'ys :

E=Fpi+Fjp;+E'Hpi+ F' Hop, (5.12)
On doit au préalable déterminer les projections qui découlent de la condi-
tion de prolongement :

QE(Z):/ nEEgoidF:/ah.grad(goi)dE — /idgoidE (5.13)
OF E Q
et :
Qg(z):/ nEEHgoidF:/ah.g'r’ad(Hapi)dE — /deapidE (5.14)
o OE E Q
On relie @ (i) (respectivement Qg (1)) aux projections des densités sur

chaque arréte. Ces projections sont dans un premier temps les inconnues que
nous cherchons a déterminer. Pour I’élément F1 de la figure 5.12 :

by :/ neLpdl (5.15)
41

by :/ neFe:dl (5.16)
12
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b — / neF HpdD (5.17)
41
bl = / N HopydT (5.18)
I'12
On a alors :
Qm(Z) = by + by (5.19)
QY (i) = by + bl (5.20)

L’existence d’une solution est garantie par I’équilibre éléments finis :

> Q)

>_Q50)

Cependant la solution n’étant pas unique, on la recherche en effectuant
une minimisation de I’écart entre les projections recherchées et les projections
calculées a partir de la solution éléments finis. Dans le cas d’un noeud frontiere
soumis a des conditions de type Neumann, la solution est unique. Tous les
b peuvent donc étre déterminés selon cette procédure. Pour les b, on peut
établir une procédure explicite. En effet observons que la fonction Hp; — ;
vaut 0 partout sauf sur la partie inférieure (H = —1) de I'arréte I'13. On peut
alors calculer :

Q) = /8E neE (Hpi—p;)dl = /

E

0 (5.21)

0 (5.22)

ah.gmd(HgoZ-—api)dE—/id(Hgoi—goi)dE
Q

(5.23)
Il apparait alors :
Qm(i) = / el (Hp; — @;)dl (5.24)
INP
QEQ(Z) = / nel(Hep; — ¢;)dl (5.25)
INP
L’exsitence d'une solution unique est alors garantie par la relation :
Q1)+ Q1) =0 (5.26)
Démonstration :

(Q, (1) + Qp, (1) + Qi (1) + Qg (1) = (Q, (1) + @y (1) + @y () + @, (1)) = 0
et H = +1 dans les éléments E3 et £4 d’ou :

(@, (D) + Qpy (1)) = (@, () + @y () = @, (1) + Qp, (1) =0
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E4 . E3
7
H=+1
ISP}
El E2

Figure 5.13: Définition du probleme sur une arréte coupée par le fissure

Reprenons 'exemple de la figure 5.13. On peut donc déterminer b ,(7) et
b15(j) par la technique habituelle. On calcule alors :

Q) = ~Q () = | meEtie—ppar = [

E

ah.g'r’ad(H@i—api)dE—/id(Hgoi—api)dE
Q
(5.27)
Uh.grad(Hapj+<pj)dE—/id(HngJrng)dE
Q

Q,.0)=-0,,6) - /a s E(Hpr+e,)r = /

: (5.28)
On a alors : )
bis(i) = Q (1) + bys(4) (5:29)
et :
b12(7) = Qp, (1) = bra () (5.30)

F peut alors étre facilement déterminé en inversant un petit systeme linéaire.

Il faut cependant discerner deux autre configurations. La premiére concerne
le cas ou la fissure coupe deux arrétes consécutives définies par la figure 5.14.
On a dans ce cas :

Q) +Q,,0) +Q,,(1) =0

Observons que :

Qp, () :/ Uhm'@widr+/ Oy oy -2 AT
a4 Ca1
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En notant :
i = Hpi + ¢ (5.31)
On leve alors simplement l'indétermination en imposant :
Qi) = = / Ohy gy il (5.32)
34
QE1<Z> - _/ O-h\E4'QwidF (533)
Fa

Fissure

H=-1
Figure 5.14: Cas d’une fissure passant par deux arrétes consécutives
Le second cas concerne une fissure passant par un noeud comme modélisé

sur la figure 5.15. Dans ce cas il n’ y a pas de discontinuité a prendre en compte
dans le calcul des densités. Il suffit d’écrire :

() = —5(Qp, (1) + Q2 (1) (530
biali) = 5 (@ i) + QU (1) (5.35)
bia(i) = 5 (@1 (0) — Q1) (5360

baa(i) = —5(QU, (1) — Q1) (537

On voit que le calcul est ici totalement explicite.
Enfin, dans le cas ou " arréte considérée est soumise a des conditions de

Neumann, on impose :

Q1) = /8 ; Fy;dl (5.38)
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Fissure

Figure 5.15: Cas d’une fissure passant par un noeud

Les propriétés d’équilibre éléments finis assurent 'existence et I'unicité d’une
solution pour les densités.

Afin d’améliorer la construction des densités on utilisera I’optimisation des
densités exposée au paragraphe 2.4 du premier chapitre et déja utilisée lo-
calement au chapitre précédent pour le probleme standard. L’optimisation ne
concerne alors que les éléments présentant une discontinuité des densités. Cette
optimisation présente un intérét pour les cas limites ou les dimensions des sous-
éléments constitués par le passage de la fissure deviennent tres différents. En
plus d’améliorer la qualité de I’estimateur, elle permet de le rendre moins sen-
sible aux parametres géométriques. Elle est menée sur la partie continue et
linéaire des densités.

2.2 Reconstuction d’un champ de contrainte admissible

Une fois les densités £ calculées, on veut reconstruire la contrainte SA &
vérifiant les équations 1.32. Pour obtenir une solution rigoureusement SA, il
faut en plus imposer sur les levres de la fissure I (on confond la levre supérieure
[T et la levre inférieure [~ tant que 'on travaille en petites perturbations) :

open=>0 (5.39)

Une solution simple est d’utiliser une résolution numérique de degré p + 3
(comme suggéré dans [Babuska 94]) et enrichie avec les fonction He; pour
tous les éléments coupés par une fissure. Cela revient donc a résoudre un
petit probleme élément finis sur un quadrangle & 16 nceuds enrichi (voir la
figure 5.16). La présence de I’enrichissement par les fonctions de type Heaviside
garantit le respect de I'équation 5.39.
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\

\

\ densité F linéaire
\I\ densité F' linéaire par morceau

Figure 5.16: Probleme sur un quadrangle a 16 nceuds enrichi

2.3 Résultats numériques

On teste la reconstruction de champ présentée sur un probleme simple ne
comportant pas la singularité géométrique due a la fissure. Cela permet de
s’affranchir de 'erreur de pollution due a la singularité et de ne faire interve-
nir que 'enrichissement discontinu de type Heaviside. Le probleme modélisé
figure 5.17 est un anneau rectangulaire ouvert. Il est chargé de chaque coté par
une traction uniforme ¢ = 100M Pa. On prend pour parametres matériau le
module d’Young F = 210G Pa et le coefficient de Poisson v = 0.3. La discon-
tinuité due a l'ouverture est modélisée grace a l'enrichissement. On visualise
figure 5.18 les éléments enrichis (avec les quadratures de Gauss) dans le cas
d’une ouverture droite et dans le cas d’une ouverture inclinée.

Les niveaux d’erreur calculés sont tres faibles dans la zone enrichie comme
I’on pouvait s’y attendre. On trace sur les figures 5.19 et 5.20 les contributions
a l’erreur globale par éléments pour un maillage a 92 éléments. Il existe tout de
méme une singularité peu sévere dans le probleme : les deux angles rentrants
a 90°. Les autres contributions ont du étres imposées a 0 afin que 'erreur dans
la zone enrichie soit visible. On voit donc que l'erreur est négligeable sur les
éléments enrichis par les fonctions H ;.

Les propriétés d’équilibre des éléments enrichis impliquent que 1'on devrait
avoir une erreur équivalente a celle obtenue dans le cas ou l'ouverture serait
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2 Prise en compte de I'enrichissement de type Heaviside
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Figure 5.17: Anneau ouvert pour test des champs SA
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Figure 5.18: Visualisation de ’enrichissement pour ouverture droite et inclinée

maillée avec les sous-éléments utilisés pour la définition de la quadrature de
Gauss. On trace figure 5.21 les erreurs pour le probleme XFEM et pour le
probleme FEM équivalent dans le cas de 'ouverture droite. On retrouve bien
les mémes niveaux d’erreur, l'estimateur est donc consistant. Au regard de
ces résultats, nous pouvons donc valider la pertinence de I'estimateur proposé
pour 'enrichissement de type Heaviside.
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5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

Figure 5.19: Visualisation des contribution a l’erreur avec ouverture droites.
Eléments non enrichis imposés a 0 pour la deuxieme figure.

0.8f
06
04r

0.2

Figure 5.20: Visualisation des contribution a l’erreur avec ouverture inclinée.
Eléments non enrichis imposés a 0 pour la deuxieme figure.
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2 Prise en compte de I'enrichissement de type Heaviside
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Figure 5.21: Comparaison des erreurs pour les problemes XFEM ET FEM
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5 Estimateur d’erreur pour la XFEM

3 Bilan

Nous avons élaboré dans ce chapitre deux stratégies distinctes pour esti-
mer l'erreur commise lors d’une analyse XFEM. Nous nous sommes d’abord
intéressés a l’enrichissement utilisant les fonctions qui génerent la solution
asymptotique en pointe de fissure. La construction des champs SA proposée
repose sur l'aspect tres local de cet enrichissement. Ainsi, en développant la
solution asymptotique jusqu’a l'ordre 4 et raccordant ces champs au reste
de la structure en imposant des conditions de Neumann, nous avons montré
qu’il était possible d’évaluer I'erreur globale commise avec ’erreur en relation
de comportement. Nous nous sommes ensuite intéressés a l’enrichissement de
type Heaviside qui prend en charge le saut de déplacement le long des levres
de la fissure. Une écriture simple de la condition de prolongement permet de
construire des densités équilibrées discontinues de maniere explicite. Une op-
timisation locale des densités linéaires (composante continue) permet ensuite
d’établir un estimateur d’erreur pertinent et robuste. Il reste maintenant a
combiner ces constructions de champs sur le probleme XFEM complet et a
appliquer la technique d’encadrement des facteurs d’intensité de contraintes
développée au chapitre 3.
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CHAPITRE
Résultats
numeériques

Ce chapitre regroupe les résultats numériques pour
le probleme d’encadrement des facteurs d’intensité de
contraintes traité avec la XFEM. Les deuz type d’en-
richissement sont donc pris en compte. On propose
également d’utiliser une méthode FEM classique pour
le probleme a résoudre et une méthode XFEM pour le
probleme adjoint afin d’améliorer [’encadrement.
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6 Résultats numériques

1 Comportement global de I’estimateur pour
la XFEM

Nous avons établi au chapitre précédent deux techniques de construction
de champs admissibles pour l'erreur en relation de comportement adaptées
aux deux enrichissements rencontrés dans la XFEM. Ces deux techniques se
sont montrées efficaces lorsqu’elles étaient mises en ceuvre séparément. Nous
allons ici aborder le probleme XFEM complet, c’est-a-dire avec ’enrichissement
asymptotique en pointe de fissure et la modélisation de la discontinuité par les
fonctions de type Heavyside. Nous nous intéressons pour l'instant aux erreurs
globales. La section suivante traitera de I'’encadrement des facteurs d’intensité
de contraintes extraits par une méthode XFEM.

1.0.1 Sollicitation en mode [

Nous reprenons l'exemple du benchmark en mode I de la figure 3.2 avec le
méme chargement. Les figures 6.1 et 6.2 montrent respectivement les contri-
butions a I'erreur globale pour le probleme a résoudre et le probleme adjoint
I. On observe un comportement tres sain de I'estimateur puisque l'erreur se
concentre d’'une part en pointe de fissure et d’autre part dans les éléments
qui réalisent la transition entre deux interpolations (voir chapitre 4). On re-
trouve une erreur importante dans 1’élément soumis a l’enrichissement a la
fois par les fonction F} et par les fonctions H. Les graphes 6.3 et 6.4 montrent
I’évolution de 'erreur globale relative lorsque 1’on raffine le maillage comparé a
un probleme résolu par une méthode FEM classique. L’erreur présente un bon
comportement asymptotique pour le probleme a résoudre et pour le probleme
adjoint.

1.0.2 Sollicitation en mode [/

Nous reprenons 'exemple du benchmark en mode /7 de la figure 3.3 avec
le méme chargement. Les figures 6.5 et 6.6 montrent respectivement les contri-
butions a l'erreur globale pour le probleme a résoudre et le probleme adjoint
II. On voit que l'erreur se localise dans les éléments enrichis par les fonc-
tion H pour les sollicitations en mode I/. Il apparait donc que l'estimateur
présente une sensibilité anormale a ce type de sollicitation. Les graphes 6.7
et 6.8 montrent ’évolution de l'erreur globale relative lorsque 1’on raffine le
maillage comparé a un probleme résolu par une méthode FEM classique. Le
comportement pour le probleme a résoudre est cohérent avec un taux de conver-
gence légerement supérieur a celui de 'erreur pour le probleme FEM classique.
En revanche, pour le probleme adjoint, si on peut faire la méme remarque pour
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1 Comportement global de I'estimateur pour la XFEM

Figure 6.1: Contributions a l’erreur globale pour le probleme en mode I résolu
par une analyse XFEM . Maillages a 1071 éléments.

Figure 6.2: Contributions a 'erreur globale pour le probleme adjoint I résolu
par une analyse XFEM. Maillages a 1071 éléments.

le taux de convergence, on constate que le niveau d’erreur est anormalement
élevé. Ce qui confirme une trop forte sensibilité de I'estimateur a ce charge-
ment. On n’observait pas ce type de comportement lorsque nous avons validé
la reconstruction des champs de maniere indépendante. On peut donc suppo-
ser que le probleme provient de l'effort appliqué sur la frontiere I' entre les
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Figure 6.3: Convergence de ’erreur en mode [ résolu par une analyse XFEM.
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Figure 6.4: Convergence de I’erreur pour le probleme adjoint I résolu par une
analyse XFEM.

domaines € et €y (voir chapitre 5, équation 5.9) lorsque l'on se situe sur les
éléments enrichis par la fonction H. On voit donc ici que quelques améliorations
peuvent encore étre apportées a ce niveau.
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1 Comportement global de I'estimateur pour la XFEM

Figure 6.5: Contributions a ’erreur globale pour le probleme en mode I résolu
par une analyse XFEM. Maillages a 1071 éléments.

Figure 6.6: Contributions a ’erreur globale pour le probleme adjoint /7 résolu
par une analyse XFEM. Maillages a 1071 éléments.
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2 Encadrements des facteurs d’intensité de contraintes avec la XFEM

2 Encadrements des facteurs d’intensité de contraintes
avec la XFEM

On établit enfin les bornes pour les facteurs d’intensité de contraintes ex-
traits a partir d’'une analyse XFEM. On utilise la technique d’estimation d’er-
reur développée dans cette these et combinant une extension de l'erreur en
relation de comportement a la XFEM (voir chapitre 5) a une technique d’ex-
traction linéaire (voir chapitre 3). On utilise également l’encadrement pro-
posé dans [Ladeveze 06] (voir équation 3.28 chapitre 3). Comme nous l'avons
vu, cette nouvelle expression permet d’encadrer la valeur exacte de la quan-
tité d’intéret et de travailler avec la quantité K, + K, pp qui est une nette
amélioration de K, .

Le tableau 6.1 montre les résultats en mode I pour le probleme défini par
la fiure 3.2.

Les tableaux 6.2 et 6.3 montrent les résultats en mode /1 pour le probleme
défini par la figure 3.3.

Les quantités d’intérét extraites pour K; sont de tres bonne qualité, le
terme correctif permet donc d’approcher de maniere tres fine la valeur de
référence. Par ailleurs les bornes obtenues sont d’excellente qualité.

Les quantités d’intérét extraites pour Kj; sont de moins bonne qualité
comme cela est souvent le cas. le terme correctif ne permet pas dans ce cas
d’améliorer les résultats. Les bornes obtenues sont de qualité correcte mais
peuvent encore étre améliorées aux vues des remarques que nous avons fait sur
I’estimateur d’erreur en mode I1.

nombre d’éléments Kl,h Kl,h + Kl,hh K;,h K;rh
1071 9.2137 9.2416 9.0223 | 9.4609
2975 9.3162 9.3167 9.2123 | 9.4141
5831 9.3231 9.3472 9.2847 | 9.3977

Tableau 6.1: Bornes pour K; pour le probleme XFEM en mode I. Valeur

référence : Ky ,ep = 9.33.

nombre d’éléments Kl,h Kl,h -+ Kth KI_,h K;:h
1071 33.3374 33.6305 32.5714 | 34.6896
2975 33.3390 33.9100 33.3398 | 34.4803
o831 33.8579 33.8742 33.5845 | 34.5845

Tableau 6.2: Bornes pour K; pour le probleme XFEM en mode I7.Valeur
référence : Ky ,ep = 33.93.
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6 Résultats numériques

nombre d’éléments Kll,h Kll,h + K[th K;I h KIJFI h
1071 4.3963 5.3204 3.8389 | 6.8019
2975 4.3681 5.2492 4.0783 | 6.4200
o831 4.3964 4.8800 4.2227 | 5.5373

Tableau 6.3: Bornes pour K;; pour le probleme XFEM en mode I/
référence : Ky ,ep = 4.53.

. Valeur
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3 Enrichissement du probleme adjoint

3 Enrichissement du probleme adjoint

Les bornes introduites dans [Ladeveze 06] n’utilisent plus la propriété d’or-
thogonalité de Galerkin, nous disposons donc d’une grande liberté pour la
résolution du probleme adjoint. En outre, il est possible d’utiliser des espaces
d’interpolation différents pour le probleme a résoudre et le probleme adjoint.
Ainsi nous proposons dans ce paragraphe de traiter le probleme a résoudre
par une technique FEM classique et d’enrichir les éléments en pointe de fis-
sure pour le probleme adjoint. On reprend exactement les modeles et maillages
utilisés au chapitre 3. On compare alors les encadrements pour un probleme
adjoint classique avec densités optimisées et un probleme adjoint enrichi. La
figure 6.9 présente les résultats pour K; en mode I. La figure 6.10 présente
les résultats pour K; en mode II. La figure 6.10 présente les résultats pour
K;r en mode I1. On constate une tres nette amélioration des bornes obtenues
pour les deux modes de sollicitation. On voit donc ici que 'amélioration du
probleme adjoint permet d’affiner les bornes sans avoir a modifier le probleme
a résoudre. Cela peut présenter un intérét dans le cas o 'on souhaite mener
une analyse sur une structure complexe. On peut utiliser une analyse FEM
classique pour laquelle on possede suffisamment de recul et dont la mise en
ceuvre reste raisonnable. On peut ensuite travailler de maniere plus précise sur
le probleme adjoint 1a ou cela est nécessaire (il peut y avoir plusieurs quantités
d’intérét a controler). La liberté laissée par 'encadrement proposé permet de
définir un probleme adjoint pour obtenir des bornes dont la précision peut étre
largement améliorée sans avoir a retoucher ’analyse du probleme a résoudre.
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Figure 6.9: Comparaison des bornes entre un probleme adjoint classique avec
densités optimisées et un probleme adjoint enrichi. Bornes pour K7
en mode [
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Figure 6.10: Comparaison des bornes entre un probleme adjoint classique avec
densités optimisées et un probleme adjoint enrichi. Bornes pour
K; en mode I1
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4 Bilan

4 Bilan

Le comportement de I'estimateur d’erreur pour la XFEM s’avere tres ef-

ficace hormis pour le probleme adjoint en mode II. La technique proposée
permet de fournir des bornes garanties pour K; en mode I comme en mode [/
tres précises. Rappelons de plus que ces bornes sont garanties, elles encadrent
la valeur exacte de la quantité d’intérét. Les bornes pour K;; peuvent encore
étre améliorées en améliorant la robustesse de ’estimateur.
Une piste intéressante est également celle qui consiste a réaliser un premier
calcul de qualité moyenne puis, d’améliorer le probleme adjoint jusqu’'a ob-
tention des bornes aussi fines que nécessaire. L’estimateur d’erreur permet
alors simplement d’obtenir une bonne évaluation de la quantité d’intéréet, ce
que ’on cherche habituellement directement sur le probleme a résoudre. Cette
démarche est dans Uesprit de celle proposée dans [Chamoin 07a] ou seul le
probleme adjoint fait I’'objet de gros efforts numériques et d’un enrichissement
local.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans cette these a l'estimation d’erreur a
posteriori pour les problemes de fissuration traités par une analyse éléments
finis. Nous avons choisi de travailler sur les facteurs d’intensité de contraintes en
pointe de fissure pour leur aspect linéaire, ce qui permet de proposer aisément
un encadrement a caractere garanti, c’est a dire qui majore 'erreur vraie. La
premiere étape de ce travail a consisté a trouver une technique d’extraction
selon les exigences suivantes :

— s’adapter a I’écriture du probleme adjoint pour le calcul d’erreur

— ne pas introduire d’approximations autres que les approximations numériques ;

— fournir des résultats robustes et de qualité;
— étre facile a implanter numériquement ;
— étre non intrusive quelle que soit le type d’interpolation.

L’extracteur reposant sur le calcul des fonctions duales (ou conjuguées) a
montré qu’il satisfaisait ces criteres.

Il a ensuite été simple d’adapter la techniques d’estimation d’erreur sur les
quantités d’intérét utilisant le probleme adjoint et un extracteur linéaire com-
binés a l'erreur en relation de comportement. L’optimisation des densités en
pointe de fissure et la méthode donnée dans [Ladeveze 06] permettent d’obte-
nir d’excellents résultats pour toute sollicitation en 2D.

L’utilisation de plus en plus courante des techniques d’enrichissement et no-
tamment de la XFEM pour les problemes présentant des discontinuités nous
ont conduit a nous pencher sur ce type d’interpolation. Nous avons alors
proposé d’utiliser 'erreur en relation de comportement pour estimer 'erreur
commise lors d'une analyse XFEM. L’erreur en relation de comportement
présente ’avantage de fournir un majorant de I'erreur, quelque soit la méthode
numérique, pour peu que l'on soit en mesure de construire des champs admis-
sibles. Pour les champs en pointe de fissure, la technique de construction repose
sur le développement asymptotique et donne de bons résultats tant que 1’en-
richissement reste localisé. Pour les champs discontinus obtenus avec la fonc-
tion saut H, nous avons montré que ’exploitation des propriétés d’équilibre
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Conclusion

éléments finis permet d’adapter les techniques existantes pour les éléments finis
classiques. La combinaison de ces constructions de champs admissibles donne
de bons résultats exceptés pour les problemes ou le mode I est fortement
activeé.

Les bornes obtenues pour le facteur d’intensité de contrainte K; se montrent
tres pertinentes sans avoir a utiliser un maillage particulierement fin. Pour Ky,
les résultats sont moins satisfaisants, notons que c’est souvent le cas. Cepen-
dant, ces résultats doivent pouvoir étre améliorés en réduisant la sensibilité de
I’estimateur au mode /1. Notons tout de méme que I'aspect garanti des bornes
obtenues ainsi que leur qualité les rendent utilisables en toute confiance par le
concepteur. C’est un point clé car il s’agit ici de grandeurs fortement dimen-
sionnantes.

Enfin nous avons proposé une démarche consistant a utiliser une méthode
éléments finis classique et peu cotteuse pour la résolution du probleme a par-
tir duquel est extraite la quantité d’intérét, qui peut étre en premier lieu de
mauvaise qualité. On peut ensuite améliorer le probleme adjoint la ot cela est
nécessaire en l'enrichissant comme cela a déja été réalisé dans [Chamoin 07a).
Nous voyons que l'estimation d’erreur ne se contente plus de valider la perti-
nence d’un premier calcul en vue de son amélioration, il n’est plus ici question
de calcul adaptatif. L’aspect garanti des estimateurs proposés permet d’en faire
des outils de calcul pour les quantités d’intérét avec un maximum de fiabilité.

Enfin, nous pouvons envisager les perspectives suivantes aux travaux réalisés
dans cette these :

— amélioration des résultats pour les problemes ou le mode I est fortement
activé dans le cas de la XFEM ;

— extension aux quantités non linéaires comme le taux de restitution d’énergie,
I’enjeu étant de garder ’aspect garanti;

— extension a tout type de singularité géométrique 2D basée sur 'expres-
sion des fonctions duales appropriées;

— extension aux problemes 3D, les fonctions duales pouvant alors étre
évaluées numériquement.
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