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Résumé : Nous abordons, dans cette thèse, la poursuite asymptotique de trajectoire basée sur la 
commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu (NCGPC). L’application de cette 
technique de commande requiert la vérification d’assomptions précises. La NCGPC est 
caractérisée par deux paramètres : le degré relatif et l’horizon de prédiction, respectivement, 
intrinsèque et extrinsèque au système. Sa loi de commande résulte de la minimisation d’un critère 
quadratique basée sur l’erreur de prédiction (jusqu’à un ordre égal au degré relatif) entre la(es) 
sortie(s) choisie(s) et le(es) signal(aux) de référence correspondant(s). Elle linéarise le système 
non linéaire en boucle fermée dans un nouvel espace de coordonnées et lui garantit la stabilité 
(degré relatif inférieur ou égal à quatre) de facto. Au-delà de quatre, il y a instabilité. Pour 
résoudre ce problème, Chen et al. ont introduit un troisième paramètre, qui est l’ordre des 
dérivées successives de la commande par rapport au temps, choisi de sorte que sa différence avec 
le degré relatif soit inférieure à quatre. Nous proposons dans ce travail, deux approches qui 
vérifient les mêmes assomptions mentionnées ci-dessus et dont les points communs sont la 
modification du critère avec le maintien à zéro de l’ordre des dérivées successives de la 
commande et la garantie de la stabilité pour le système linéaire bouclé résultant. La première 
approche consiste au rajout d’un terme linéaire en commande au critère, tandis que la deuxième 
consiste au rajout d’une matrice de correction "intelligente" à la matrice de prédiction du critère. 
Quelques propriétés de la NCGPC sont données pour des systèmes SISO de degré relatif un ou 
deux. 
  
Mots-clés : Commande prédictive, système continu (degré relatif), non minimum de phase, 
correction linéaire, correction matricielle intelligente, moteur Diesel turbocompressé, EGR-VGT, 
chaise roulante électrique. 
 
 
 
 
 
 
Abstract:  We address through this thesis asymptotic output tracking based on nonlinear 
continuous-time generalized predictive control (NCGPC). Some specific assumptions are 
necessary for the application of this control design method. NCGPC has two parameters that are 
the relative degree and the prediction horizon time which are, respectively, intrinsic and extrinsic 
to the nonlinear system. Its control law is derived from the minimization of a quadratic criterion 
based on the prediction error (up to an order equal to the relative degree) between the chosen 
output(s) and their corresponding reference signal(s). This control law leads to a linear closed-
loop system with a guaranteed stability for a relative degree less than or equal to four. Beyond 
four, instability occurs. To avoid this issue, Chen et al. introduce as a third parameter the order r 
of the successive derivatives of the control with respect to time, chosen so that its difference in 
relation to the relative degree must be less than four. We propose, in this work, two approaches 
verifying the above assumptions, having in common the modification of the criterion while 
keeping parameter r equal to zero with guaranteed closed-loop stability (for a relative degree 
greater than four). The first approach consists in adding a linear term with respect to the control 
to the criterion while the second consists in adding to the prediction matrix of the criterion an 
"intelligent" matrix of correction (it vanishes when correction is not necessary). Important 
properties are presented for SISO nonlinear systems of relative degree one or two.  
 
Keywords: Predictive control, continuous-time (relative degree), non-minimum phase, linear 
correction, intelligent matrix correction, turbocharged Diesel engine, EGR-VGT, Electric 
wheelchair. 



Voici le jour que fit le Seigneur,
Qu’il soit pour nous jour de fête et de joie !

Psaume 118 : 24.

i



ii



"Avant la création du monde, avant le commencement de toute chose, il n’y avait rien, sinon
"un être". Cet Être était un Vide sans nom et sans limite, mais c’était un Vide vivant, couvant
potentiellement en lui la somme de toutes les existences possibles. Le Temps infini, intemporel,
était la demeure de cet Être-un.
L’être "un" se dota de deux yeux. Il les ferma : la nuit fut engendrée. Il les rouvrit : il en naquit le
jour. La nuit s’incarna dans (...) la Lune. Le jour s’incarna dans (...) le Soleil. Le Soleil épousa
la Lune. Ils procréèrent le Temps temporel divin."
Cosmogonie mandé d’après Amadou Hampâté Bâ, voir [Fllm 05], (1er et 2 Janvier).

"Il faut se souvenir que la non-visibilité, la non-palpabilité et la non-sensibilité d’une chose ne
sont pas pour autant des preuves absolues de sa non-existence."
Amadou Hampâté Bâ, voir [Fllm 05], (18 Janvier).

"... A connaissance égale, la vérité triomphe ..." Pr. Cheikh Anta Diop
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Avant-propos

"Rien n’est vraiment une distraction simple. Le profane n’existe pas ; tout est religieux, tout
a un but, tout à un motif. Le hasard n’existe pas. Il y a seulement des "lois de coïncidence" dont
nous ignorons le mécanisme, un ordre supérieur que nous ne comprenons pas."
Tradition orale africaine, voir [Fllm 05], (21 Février).

"Prenez conscience d’être impliqué dans quelque chose de bien plus grand que vous-même."
Sobonfu Somé, Burkina Faso, voir [Fllm 05], (31 Octobre).
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Avant-propos

De nos jours, l’avancée technologique est partout présente, même dans les activités journa-
lières les plus simples : prendre une douche, chauffer un repas, communiquer d’un continent à
l’autre, etc. Ainsi, l’homme vit au coeur de systèmes devenant de plus en plus complexes. Ce-
pendant, comment commander de tels systèmes ?

Depuis des temps forts éloignés dans l’histoire de l’humanité, l’homme a toujours essayé de
s’adapter à son environnement pour se nourrir, se loger, améliorer ses conditions de vie, bref
en un mot, pour survivre. Ce long processus a débuté en Afrique noire (berceau de l’humanité
et de la civilisation) avec les "... créations de nos ancêtres : judaïsme, christianisme, islam,
dialectique, théorie de l’être, sciences exactes, arithmétique, géométrie, mécanique, astronomie,
médecine, littérature (roman, poésie, drame), architecture, arts, etc. [...]", voir [Diop 81], avant
de se propager dans le reste du monde. Aujourd’hui, l’homme moderne continue de poursuivre le
réflexe de créer, d’inventer des méthodes, de trouver des solutions aux problèmes qu’il rencontre
dans son environnement immédiat, tout en s’appuyant sur les fondements solides légués par ces
ancêtres d’Afrique noire.

Au fil du progrès, de nouvelles technologies se sont greffées aux acquis les rendant plus com-
plexes. De nos jours, par exemple, la pêche ne se fait plus uniquement avec une canne à pêche et
un appât, même si ces méthodes sont révolutionnaires, à partir du rivage ou d’une pirogue, mais
à partir de bâteaux-usines avec les conséquences écologiques évidentes actuelles.

D’après certaines cosmogonies sur la création, le Démiurge aurait créé l’univers au son de sa
voix. Il aurait donc "commandé" à la création entière d’exister, depuis les insectes, jusqu’aux
dieux, en passant par l’homme. Il aurait alors fait une "commande vocale" sur l’existence de la
création en lui imposant des lois de fonctionnement que le "mathématicien" cherche à découvrir.
C’est le cas de l’illustre phrase : "Que la lumière soit, et la lumière fut". Phrase ô combien illustre
reprise par le mathématicien quand il dit : "soit une variable x appartenant à un ensemble donné
dont la dimension est fixée". Le mathématicien, à la manière du Démiurge "commande", l’exis-
tence d’êtres mathématiques dans le but de "... connaître [dans la nature] tout ce qui existe,
chaque mystère, tous les secrets.", voir [Oben 95]. Nous pouvons donc dire ici, vu sous un certain
angle, que le mathématicien reprend un acte sacré, un geste sacré, un rituel qui est celui de la
création. Dès lors, la notion de "commander" devient sacrée, divine.

Mais pourquoi l’homme a-t-il besoin de commander ces systèmes qu’il fabrique ? L’innovation
technologique se fait souvent dans le but d’améliorer notre cadre de vie en résolvant un problème
précis par exemple, trouver un lieu dans une ville que l’on ne connaît pas (à condition qu’elle
soit répertoriée), où on ne connaît personne, qui plus est, où l’on se rend pour la première fois.
Ces systèmes nécessitent, bien sûr, une source d’énergie pour leur fonctionnement. Cependant,
ils ont besoin d’être controlés ou commandés afin que l’homme soit sûr de l’exécution des tâches
qu’il leur a assignées. En revanche, le contrôle ne se limite pas uniquement à l’exécution des
tâches mais prend également en compte tout ce qui est sûreté et sécurité de fonctionnement.
D’où les notions de robustesse aux perturbations extérieures pour le système, de stabilité lors du
fonctionnement, d’optimalité pour une meilleure économie d’énergie, etc. Ces aspects sont donc
à tenir en compte pour qui souhaite prendre la commmande des systèmes dans sa globalité.
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Introduction générale

"Chéris les études, fuis la danse ; alors tu feras un excellent fonctionnaire. Ne désire pas le
fourré (pour ses plaisirs de chasse et de pêche). Tourne le dos au fait de jeter le bâton (le boo-
merang) et de chasser. Ecris beaucoup de jour avec tes doigts ; récite de nuit. Que te soient amis
le rouleau (de papyrus) et la palette. C’est plus agréable que le vin. Ecrire en effet pour celui qui
connaît, c’est bien meilleur que toutes les (autres) professions. C’est plus agréable que le pain et
la bière, plus que l’habillement et l’onguent. C’est plus précieux qu’un héritage en Egypte, qu’une
tombe à l’Occident (i.e. au pays des Morts)".
Scribe royal, Neb-Maâ-Rê Nakht, 20e dynastie, [Oben 90].

"Heureux le coeur qui écrit, car il est toujours jeune, chaque jour. Le scribe, dit le texte, est
semblable à la femme qui accouche sans aversion, et même la fonction de scribe est encore au-
dessus de cet acte qui donne la vie à un individu". [Oben 90].
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Introduction générale

La notion de commande rime avec celle de donner un ordre pour l’exécution d’une tâche
quelconque. Cependant, au cours de l’exécution, lente ou rapide, de cette tâche, il est fort sou-
haitable que l’environnement immédiat dans lequel se déroule l’opération de commande ne soit
pas endommagé et que le système considéré, qui subit la commande, ne soit, en aucun cas, al-
téré. D’où les soucis de stabilité pour notre système, de robustesse, de prise en considération de
contraintes (délimitation de l’espace, limitation de la force de commande, ...), afin de limiter ses
éventuels mouvement dans l’espace considéré.

La notion de prédiction, quant à elle, est souvent liée à la notion de prophétie : dire ce qui
arrivera demain en fonction de ce qui se passe aujourd’hui et de ce qui s’est passé hier. Prédire
pour savoir comment agir, prédire pour mieux se préparer à un évènement donné, prédire pour
survivre.
C’est cette philosophie qui est utilisée dans la méthode de commande intitulée Commande pré-
dictive généralisée non linéaire à temps continu que nous présentons dans ce mémoire. Elle est
appelée commande puisqu’elle permet de contrôler un système complexe donné ; prédictive car
elle est basée sur la technique de prédiction des séries de Taylor ; généralisée non linéaire à temps
continu, puisqu’ayant rapport avec des systèmes non linéaires à temps continu. En effet, le mé-
canisme, pour celui qui sait observer, révèle lui-même son nom.

Comme il faut agir sur les systèmes efficacement sur la base de prédictions, autant le faire
en s’assurant que l’énergie à mettre en oeuvre est minimale. Ainsi, l’efficacité de notre action sur
le système considéré, se résume à son optimalité et aux contraintes qu’il peut prendre en compte
sur l’état du système, sur son entrée et sa sortie au cours de son fonctionnement.

La problématique essentielle que nous abordons dans ces travaux de thèse est la poursuite asymp-
totique de trajectoire basée sur la commande prédictive non linéaire avec garantie de stabilité
sous certaines conditions tout en minimisant une fonction coût bien définie. Autrement dit, nous
cherchons à définir des lois de commande optimales telles que, pour un système non linéaire
donné, affine en contrôle, si nous considérons un (ou plusieurs) signal(aux) de référence à pour-
suivre par la (le vecteur de) sortie du système, l’erreur entre cette dernière et le signal de référence
tende vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini.

Le mémoire est organisé comme suit.
Dans le chapitre 1, nous présentons l’état de l’art de la commande prédictive après une brève
présentation de la théorie de la commande. Quelques méthodes développées dans le contexte
académique sont présentées aussi bien pour les systèmes linéaires que non linéaires. Leurs appli-
cations dans le domaine industriel sont également présentées.

Le chapitre 2 renferme les contributions majeures de nos travaux sur la stabilisation d’une classe
de systèmes non linéaires dont le degré relatif est strictement supérieur à quatre. Pour cela, nous
présentons deux méthodes de correction :

- la première, qui est une correction linéaire (ajout d’un terme proportionnel au contrôle au
critère de départ), permet d’assurer la stabilité du système bouclé par placement de pôles.
Cependant, le caractère prédictif de la loi de commande résultante n’est pas conservé, d’où
la proposition de la seconde méthode ;

- intitulée correction matricielle "intelligente" (ajout d’une matrice, qui s’annule de facto, à la
matrice de prédiction du critère, lorsque la correction n’est pas nécessaire (degré relatif
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inférieur ou égal à quatre)), la seconde permet de garder l’esprit prédictif de la loi de
commande. Avec cette méthode, la stabilité du système bouclé est garantie pour un degré
relatif pouvant atteindre 40 avec un horizon de prédiction de 15s.

Nous présentons, également dans ce chapitre, quelques résultats importants qui se dégagent d’une
étude comparative entre les systèmes non linéaires de degré relatif un ou deux, sans dynamique
de zéros (ou, le cas échéant de dynamique de zéros stable), bouclés par commande prédictive gé-
néralisée non linéaire à temps continu (NCGPC) et les systèmes linéaires (au sens de la fonction
de transfert dans le domaine de Laplace) d’ordre 1 ou 2.

Nous abordons, dans le chapitre 3, la poursuite asymptotique de trajectoire aussi bien pour
les systèmes non linéaires à une entrée et une sortie (SISO) que pour ceux qui sont multi-entrées
multi-sorties (MIMO). Le principe d’élaboration de la loi de commande reste le même dans les
deux cas. En effet, il suffit de :

- définir l’erreur entre le signal de sortie et la référence (cas du tracking),

- changer de coordonnées et appliquer la loi de commande de sorte que le système bouclé soit
commandable et observable, et,

- faire, enfin, un placement de pôles pour stabiliser le système linéaire résultant.

Quelques exemples sont proposés et des résultats de simulation présentés.

Enfin, nous faisons, dans le dernier chapitre, une étude comparative entre la commande pré-
dictive et la poursuite asymptotique de trajectoire. Pour ces deux méthodes, la structure de la
loi de commande est la même. Cependant la loi de commande prédictive est optimale et stabili-
sante, par construction même. De plus, avec les méthodes de correction proposées au chapitre 2,
la limite de stabilité en boucle fermée, fixée par le degré relatif, est repoussée.
Nous présentons également dans ce chapitre les applications étudiées durant cette thèse que sont
le moteur Diesel turbocompressé (MDT) et la chaise roulante électrique (au cours d’un séjour
d’un mois à Tshwane, en Afrique du Sud).
La première application a été faite sur un modèle d’ordre réduit du MDT dont l’une des caracté-
ristiques principales, en fonction du vecteur de sortie choisi, est le non minimum de phase. Deux
méthodes ont été proposées pour résoudre ce problème : le changement du vecteur de sortie et
la linéarisation de la dynamique de zéros autour de son point d’équilibre.
La deuxième application, quant à elle, a fait l’objet d’une modélisation sur la base des équations
de Lagrange. Cependant aucun problème de non minimum de phase n’a été rencontré. Les lois
de commande ont, ensuite, été appliquées aux deux systèmes.
Quelques annexes viennent compléter cette étude.

xxvii



Introduction générale

xxviii



1
Concepts généraux de la commande prédictive

"Omnis cognitio sine applicatione ad finem inutilis est ; quodsi non per se, tamen per acci-
dens et intentionaliter. Nam cujusvis rei utilitas, fine indicatur. Finis philosophiae conservatio
et perfectio humani generis".

Traduction :"Toute connaissance non utilisée en fonction d’une fin est inutile, sinon en
elle-même, du moins dans son effet et par l’intention dont elle procède. L’utilité de chaque
chose est en effet jugée selon sa fin. La fin de la philosophie est la conservation et le
perfectionnement du genre humain",

Antonius Guilielmus AMO, voir [Some 05].

"Quand on ne sait pas où l’on va, on retourne d’où l’on vient". Sagesse africaine
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Chapitre 1. Concepts généraux de la commande prédictive

1.1 Introduction

La commande prédictive ou commande à horizon glissant est une technique de commande
basée sur la notion de prédiction du comportement de la dynamique des systèmes (linéaires
ou non). Elle a fait ses débuts en 1962 suite aux travaux de Zadeh et Whalen, [Zade 62] dans
[Garc 89]. Elle sera connue plus tard dans le monde industriel, paticulièrement dans le secteur de
la pétrochimie, suite aux travaux de Richalet et al. [Rich 78] à cause de la dynamique lente des
systèmes pétrochimiques. Grâce à sa capacité à prendre en compte les contraintes, à contrôler les
systèmes multivariables et la possibilité qu’elle offre d’utiliser différentes structures de modèle, la
commande prédictive (non linéaire (NMPC)) est à présent largement reconnue comme l’une des
techniques de contrôle les plus puissantes si ce n’est la seule approche possible dans beaucoup de
problèmes de contrôle à résoudre, [Alam 06]. Au fil du temps, beaucoup d’améliorations ont été
faites sur cette technique, notamment les travaux de Mayne et Michalska [Mayn 90] et Michalska
et Mayne [Mich 93]. Aujourd’hui, elle est également adaptée à la commande des systèmes rapides,
[Chem 06] et [Zava 06].
Ce chapitre est organisé comme suit : nous présentons brièvement la théorie de la commande,
ensuite l’état de l’art sur la commande prédictive dans les cas linéaire et non linéaire.

1.2 Théorie de la commande

L’objectif de la commande est de pouvoir imposer un comportement voulu par l’opérateur
(stabilisation, poursuite de trajectoire, rejet de perturbations) à un système donné, sous réserve
qu’il soit commandable. Ce système peut être linéaire ou non. Dans la littérature, les systèmes
linéaires sont souvent donnés soit par une représentation d’état, soit par une fonction de transfert.
Considérons un système linéaire se déplaçant dans un espace d’état de dimension n à valeurs
réelles. Sa dynamique est donnée par la représentation d’état

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(1.1)

où x ∈ X ∈ R
n est le vecteur d’état, y ∈ Y ∈ R

p le vecteur de sortie, u ∈ U ∈ R
m le

vecteur de commande, A ∈ R
n×n la matrice de dynamique, B ∈ R

n×p la matrice de commande,
C ∈ R

q×n la matrice d’observation directe, D ∈ R
n×p la matrice d’action directe et t le temps.

Les ensembles X, Y et U sont, respectivement, des ouverts de R
n, R

p et R
m. Dans le cas où

p = q = 1, le système linéaire est dit single-input single-output (SISO) et multi-input multi-
output (MIMO) dans tous les autres cas. Une représentation de la dynamique du système dans
l’espace d’état est donnée sur la figure 1.1.
La seconde technique de représentation des systèmes linéaires, appelée fonction de transfert, est
basée sur les transformées de Laplace. Soit G(s) la fonction de transfert de notre système :

G(s) = Y (s)U−1(s) (1.2)

où Y et U sont les transformées de Laplace, respectivement, de la sortie et de la commande de
notre système. La variable s ∈ C, est un nombre complexe. La représentation d’état est tempo-
relle tandis que la fonction de transfert est fréquentielle.

Considérons, à présent, un système non linéaire dont le vecteur d’état se déplace dans un ouvert
X de R

n. Il peut être représenté de la façon suivante :
{

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)
y(t) = h(x(t), u(t), t)

. (1.3)
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Figure 1.1 – Représentation de la dynamique du système linéaire (1.1) dans l’espace d’état.

Parmi ces systèmes non linéaires pouvant être SISO ou MIMO, nous avons, entre autres, des
systèmes affines en contrôle. Ce type de systèmes est très répandu dans le cas des méthodes de
commande basées sur la linéarisation entrée-sortie par retour d’état, [Isid 95]. Dans le cas SISO,
ils ont la forme suivante : {

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t)
y(t) = h(x(t))

(1.4)

où x ∈ X ∈ R
n, y ∈ Y ∈ R, u ∈ U ∈ R avec X un ouvert de R

n, U et Y des ouverts de R, f
et g des champs de vecteurs, h une fonction à valeurs réelles et t le temps. Dans la suite, nous
nous intéresserons particulièrement à ce type de système aussi bien dans les cas SISO que MIMO.

Pour commander de tels systèmes, linéaires ou non, différentes techniques de commande ont été
développées parmi lesquelles, la commande optimale, la commande linéaire quadratique gaus-
sienne (LQG), la commande linéaire quadratique (LQ), la commande robuste, la commande
H∞, la commande par retour d’état et la commande prédictive. Le cadre de notre étude porte
essentiellement sur la commande prédictive dont nous présenterons l’état de l’art dans la suite.

1.3 Philosophie et Principe de la commande prédictive

La philosophie de la commande prédictive ou commande à horizon glissant, est basée sur la
notion essentielle de prédiction, d’où son nom. Il faut prédire le comportement futur du système
afin de pouvoir le contrôler par anticipation.
C’est à partir de ce comportement futur, que le problème d’optimisation est posé à travers un
critère quadratique, pour l’élaboration d’une loi de commande dans le but de poursuivre une
consigne donnée par l’opérateur tout en minimisant le critère construit. Dans le cas d’un pro-
blème de poursuite de trajectoire, ce critère est construit sur l’erreur entre le signal de sortie
considéré et le signal de référence (à poursuivre).

Outre sa philosophie, le principe de la commande prédictive consiste à utiliser un modèle dyna-
mique du processus à l’intérieur du contrôleur, en temps réel, afin d’anticiper le futur comporte-
ment du procédé. Cette méthode de commande est souvent illustrée par le schéma représenté à
la figure 1.2. En effet, à chaque pas de calcul, un retour d’état est appliqué au système. Ce retour
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Optimiseur
dynamique

Critère +
Contraintes

Modèle de
prédiction

Estimateur
d’état

Système
u y

x

Figure 1.2 – Schéma de principe de la commande prédictive.

d’état est la première commande parmi une séquence de commandes calculées par la résolution
d’un problème de commande optimale en boucle ouverte à horizon fini. Le critère d’optimisation
traduit l’erreur à annuler (cas du tracking) entre un comportement désiré et un comportement
prédit par un modèle de prédiction. L’état actuel du système (mesuré ou estimé) est utilisé
comme valeur initiale pour la prédiction, voir [Ibra 06].

1.4 Etat de l’art

Notre objectif, dans cette partie, n’est pas de donner un état de l’art exhaustif et détaillé de
la commande prédictive mais de permettre au lecteur d’avoir une idée des différentes approches
dans le domaine, aussi bien pour la commande prédictive linéaire que pour celle non linéaire. La
présentation que nous adoptons ici, qui consiste à exposer séparément le cas académique du cas
industriel pour chacune des parties de la commande prédictive, linéaire ou non, n’est faite que
par souci de clarté. Loin de nous l’idée selon laquelle il existerait une frontière distincte entre les
cas académique et industriel pour la commande prédictive linéaire qui, elle, serait absolument
distincte de la non linéaire.

1.4.1 La commande prédictive linéaire

Le cas industriel

En 1962, les relations étroites entre le problème de contrôle optimal et la programmation
linéaire ont été reconnues, en premier, par Zadeh et Whalen, [Zade 62] voir dans [Garc 89]. En
1963, Propoi propose une approche à horizon glissant qui est au coeur de tous les algorithmes de
commande prédictive (MPC), [Prop 63]. Elle sera connu sous le nom de "Open-Loop Optimal
Feedback", [Garc 89]. En 1967, Lee et Markus [Lee 67] proposent un algorithme très proche de
la MPC, [Qin 03].

Redécouverte en 1976 suite aux travaux de Richalet et al. [Rich 76] sous le nom de Model
Predictive Heuristic Control (MPHC), [Garc 89], la commande prédictive a connu, au cours de
ces dernières décennies un essor grandissant auprès des industriels. En effet, depuis la méthode
IDCOM, pour IDentification-COMmand de Richalet et al., [Rich 78], nombre de méthodes ont
été proposées pour des applications industrielles de la commande prédictive. C’est le cas de Cult-
ler et Ramaker en 1979, voir [Cutl 80], qui ont développé, au sein de Shell Oil, un algorithme de
commande multivariable sans contraintes qu’ils ont nommé "Dynamic Matrix Control (DMC)".
Cet algorithme a été amélioré suite aux travaux de Prett et Gillette [Pret 79] pour permettre
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la prise en compte de nonlinéarités et contraintes. Son application a été faite sur une unité de
cracking catalytique (FCCU), voir [Qin 03].
D’autres méthodes ont également été proposées et ont trouvé divers champs d’application no-
tamment dans l’aérospatial, l’industrie du papier et la pétrochimie, [Garc 89] et [Qin 03]. Une
généalogie de quelques méthodes utilisées dans l’industrie est représentée en figure 1.3.

LQG

Connoisseur

QDMC

DMC

DMC+

SMOC

IDCOM

IDCOM-M

SMCA

HIECON PFC PCT
RMPC

RMPCT

1960

1970

1980

1990

2000

Génération 1 (MPC)

Génération 2 (MPC)

Génération 3 (MPC)

Génération 4 (MPC)

Figure 1.3 – Généalogie approximative des algorithmes de la MPC linéaire, tirée de [Qin 03].

Nous présentons brièvement les points-clés de quelques unes d’entre elles ci-dessous, voir
[Qin 03]. La première est la commande linéaire quadratique gaussienne.

La méthode LQG (Linear Quadratic Gaussian) : l’origine des techniques de contrôle
moderne peut être ramenée aux travaux de Kalman au début des années 60 [Kalm 60a] et
[Kalm 60b]. La méthode qu’il propose pour les systèmes linéaires discrets est présentée comme
suit :
soit un système linéaire discret de représentation d’état

xk+1 = Axk + Buk + Gwk

yk = Cxk + ξk
(1.5)

où u représente l’entrée du système, x son état et y sa sortie. La matrice G est la matrice des
perturbations et wk leur vecteur bruit d’état. Les bruits mesurés sont représentés par ξk. Les
vecteurs wk et ξk sont des bruits indépendants gaussiens de moyenne nulle. L’état initial x0 du
système est supposé gaussien de moyenne non nulle.
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La loi de commande est élaborée à partir du critère J suivant :

J =

∞∑

j=1

(
‖xk+j‖2

Q + ‖uk+j‖2
R

)
, (1.6)

où les matrices Q et R sont des matrices de pondération, respectivement, de l’état et de l’entrée.
La norme utilisée dans le critère est telle que :

‖x‖2
Q = xT Qx.

La solution à ce problème connu sous le nom de LQG (Linear Quadratic Gaussian) se calcule en
deux étapes.
Dans un premier temps, la mesure yk de la sortie correspondant à l’instant k est utilisée pour
déterminer l’état optimal estimé x̂k|k :

x̂k|k−1 = Ax̂k−1|k−1 + Buk−1

x̂k|k = x̂k|k−1 + Kf (yk − Cx̂k|k−1)
(1.7)

où x̂i|j désigne l’état estimé à l’instant i contenant les informations de l’instant j. Enfin, dans
un second temps, la commande optimale uk est donnée par :

uk = −Kcx̂k|k.

La matrice Kf est le gain du filtre de Kalman. Il est calculé à partir de la résolution de l’équation
de Ricatti. Le gain Kc de la loi de commande peut être déterminé en construisant une équation
de Ricatti duale telle que les mêmes techniques numériques utilisées pour déterminer Kf puissent
l’être également pour Kc, [Qin 03]. L’utilisation d’un horizon de prédiction infini dote le LQG
de véritables propriétés de stabilité sous les conditions de stabilisabilité du système et de détec-
tabilité de ses états.
Seulement, les contraintes sur l’entrée et la sortie ne sont pas prises en compte dans l’élaboration
de la loi de commande. Cela n’a pas empêché son utilisation dans de nombreux cas. Cependant,
elle ne connaît pas un véritable essor dans le monde industriel à cause de certaines raisons, dont
les plus significatives, sont :

– les contraintes ;
– les nonlinéarités du process ;
– les incertitudes de modèle ;
– le critère de performance ;
– et des raisons culturelles (les personnes, l’éducation, etc.), voir [Rich 76] et [Garc 89].

Ce sont, entre autres, ces critères qui ont motivé le développement de la commande prédictive
au sens de la méthode de Richalet.

L’approche IDCOM (IDentification-COMmand) : développée en 1978 par Richalet et
al. [Rich 78], sous le nom de Model Predictive Heuristic Control (MPHC), cette approche est
basée sur :

– un modèle à réponse impulsionnelle pour le système, linéaire en entrée (ou des variables
internes),

– un critère quadratique à horizon de prédiction fini,
– et une trajectoire de référence.
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1.4. Etat de l’art

L’élaboration de lois de commande avec la prise en compte de contraintes sur l’entrée et la sortie,
pour une telle approche, est basée sur une heuristique itérative, interprétée comme le dual d’une
identification.

L’objectif de la MPHC est d’amener la trajectoire de la sortie future le plus près possible de
la trajectoire de référence, définie comme une trajectoire de premier ordre à partir d’une valeur
de la sortie à l’instant présent jusqu’à la consigne désirée. La dynamique désirée en boucle fermée
est fixée par la constante de temps de la trajectoire de référence : c’est ce qui permet d’avoir
un moyen simple de contrôle de l’algorithme. Plus la constante de temps est grande, plus le
contrôleur est lent et plus il est robuste.

La DMC (Dynamic Matrix Control) développée au sein de Shell Oil suite aux travaux de
Cutler et Ramaker pour les systèmes multivariables sans contraintes a été adaptée par Prett et
Gillette, [Pret 79] aux systèmes linéaires à contraintes. Cette nouvelle technique a été appliquée
sur une unité de cracking catalytique (FCCU). L’élaboration de la loi de commande à partir d’un
problème de moindres carrés nécessite :

– un modèle à réponse indicielle pour le système,
– un critère quadratique à horizon de prédiction fini,
– et une trajectoire de référence.

L’objectif de la commande DMC est d’amener la sortie le plus proche possible de la consigne
au sens des moindres carrés, avec un terme de pénalité sur les variables de commande. Ce qui
permet d’avoir de faibles signaux de commande et une réponse moins agressive sur la sortie.
Ces deux approches, IDCOM et DMC, font partie de la première génération de la "technologie"
MPC. Ils ont eu un important impact sur le contrôle des processus industriels et ont contribué
à définir le paradigme de la MPC dans le monde industriel.

La QDMC (Quadratic-program Dynamic Matrix Control) représentant la deuxième
génération de la "technologie" MPC (1970 à 1980) est principalement marquée par une amélio-
ration significative de la méthode DMC basée sur la programmation quadratique. En 1983, une
dizaine d’années après la DMC, les ingénieurs de Shell, Cutler et Ramaker [Cutl 80], ont posé
à nouveau l’algorithme DMC en prenant en compte, cette fois-ci, les contraintes sur les entrées
et les sorties de manière explicite. Cette approche a été décrite de manière plus approfondie par
Garcia et Morshedi en 1986, [Garc 86]. Nous n’exposerons pas ici ces méthodes dans les détails.
Le lecteur pourra se référer à [Qin 03].

Les méthodes MPC de la troisième génération prennent en compte, en plus des contraintes
sur l’entrée et la sortie du système, les éventuelles perturbations qui peuvent être à l’origine
d’équations sans solution avec l’utilisation de la QDMC entre autres.
Parmi elles, nous avons la méthode IDCOM-M, développée par Shell (France), [Gros 88] et
[Froi 90], la méthode HIECON (Hierarchical constraint control) introduite par Adersa et la mé-
thode SMOC (Shell Multivariable Optimizing Controller) développée par Shell (France) [Marq 98]
et [Yous 91] décrit comme un lien entre l’espace d’état et les algorithmes MPC.

Les algorithmes de la quatrième génération que sont DMC-plus (Dynamic Matrix Control pa-
ckage) et RMPTC (Robust Model Predictive Control Technology) sont le fruit de la concurrence
sur le marché, voir [Qin 03]. La table 1.1 donne une liste non-exhaustive d’entreprises propo-
sant des produits de commande prédictive linéaire dont les étapes pour l’implémentation sont
détaillées dans [DMC 94], [Setp 93] et [Inc 95].
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Table 1.1 – Liste d’entreprises et de produits incluant la MPC, tirée de [Qin 03].

Entreprise Désignation du produit Description

Adersa HIECON Hierarchical constraint control
PFC Predictive functional control
GLIDE Identification package

Aspen Tech DMC-plus Dynamic matrix control package
DMC-plus model Identification package

Honeywell RMPCT Robust model predictive control technology
Hi-Spec
Shell Global Solutions SMOC-II Shell multivariable optimizing control
Invensys Connoisseur Control and identification package

Le cas académique

Du point de vue académique, d’autres méthodes de commande prédictive axées sur la com-
mande adaptative ont été proposées. Ainsi, nous citons les travaux de Peterka [Pete 84], Ydstie
[Ydst 84], DeKeyser [DeKe 88] et l’algorithme assez connu de la commande prédictive généralisée
(GPC) de Clarke et al. [Clar 87]. Cependant, toutes ces méthodes ont été développées dans le
cadre de la commande prédictive linéaire discrète. Nous donnons un peu plus de détails sur la
commande prédictive généralisée dans la suite.

L’approche GPC (Generalized Predictive Control) : proposée en 1987 par Clarke et
al, [Clar 87], cette méthode est basée sur un modèle CARIMA (Controlled auto-Regressive and
Integrated Moving-Average) dont l’équation est donnée par

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t − 1) + C(q−1)ξ(t)/∆, (1.8)

où A et B sont des polynômes en (q−1) tels que

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + · · · + anaq

−na

B(q−1) = b0 + b1q
−1 + · · · + anbq

−nb (1.9)

et l’opérateur de différenciation ∆ est égal à 1− q−1, voir [Clar 87] et [Tuff 85]. La prédiction du
vecteur de sortie se fait en s’appuyant sur une équation de Diophante donnée par :

1 = Ejq
−1A∆ + q−1Fj(q

−1) (1.10)

où Ej et Fj sont des polynômes définis à partir de A(q−1) et de l’intervalle de prédiction j.
D’où l’équation de la sortie prédite :

y(t + j|t) = Gj∆u(t + j − 1) + Fjy(t) (1.11)

avec Gj(q
−1) = EjB = B(q−1)

[
1 − q−jFj(q

−1)
]
/A(q−1)∆.
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La loi de commande GPC est élaborée à partir de la minimisation d’un critère quadratique
construit sur l’erreur entre la sortie et le signal de référence et la commande pondérée, voir
[Clar 87]. Cependant, aucune contrainte, ni sur l’entrée, ni sur la sortie, n’est prise en compte
dans cette méthode. Il a fallu attendre 1993, avec les travaux de Camacho, pour que les contraintes
soient prises en compte dans la GPC, [Cama 93].

Par ailleurs, d’autres méthodes s’appuyant sur les systèmes à temps continu ont été dévelop-
pées pour la commande prédictive. L’une d’entre elles, nommée Continuous-time Generalized
Predictive Control (CGPC), a été proposée en 1987 par Gawthrop [Gawt 87]. Cependant, son
algorithme de base n’apparaît que deux ans plus tard grâce aux travaux de Gawthrop, [Gawt 89]
et de Demircioglu et Gawthrop [Demi 91]. Une brève présentation pour le cas monovariable en
est donnée dans la suite.

La méthode CGPC (Continuous-time Generalized Predictive Control) s’appuie sur
les modèles de système SISO strictement propre :

Y (s) =
B(s)

A(s)
U(s) +

C(s)

A(s)
V (s), (1.12)

où A, B et C sont des polynômes fonction de la variable de Laplace s. Les variables Y (s), U(s)
et V (s) désignent, respectivement, la sortie, la commande et les perturbations.
La prédiction de la sortie est faite à partir du développement en séries de Maclaurin tronquées,
[Demi 91]. Elle est donnée par :

ŷ(t + T ) = y(t) +

Ny∑

k=1

yk(t)
T k

k!

où

yk(t) =
dkŷ(t + T )

d(t + T )k
(T = 0) =

dky(t)

dtk

et Ny est l’ordre de prédiction, [Demi 91].
La loi de commande CGPC est obtenue à partir de la minimisation d’un critère quadratique
construit sur l’erreur de prédiction entre la sortie et la référence et sur le développement en
séries de Taylor du signal de commande pondéré tel que, [Demi 91]

J =

∫ T2

T1

[y∗r(t, T ) − ω∗
r(t, T )]2dT + λ

∫ T2−T1

0
[u∗

r(t, T )]2dT

avec y∗r(t, T ) = y∗(t + T ) − y(t) et u∗
r(t, T ) =

∑Nu

k=0 uk(t)
T k

k! .

Plus de détails sont donnés dans les travaux de thèse de Demircioglu, [Demi 89].
La CGPC a été proposée aussi bien pour les systèmes monovariables [Demi 91] que multiva-
riables [Demi 92b]. Quelques études de cette technique avec prise en compte des contraintes ont
été proposées par Demircioglu [Demi 99] et par Demircioglu et Yavuzyilmaz, [Demi 02]. Aussi,
quelques propriétés sur la stabilité garantie en boucle fermée pour la CGPC sont données dans
[Demi 92a]. Elles sont essentiellement basées sur deux points :

– le premier consiste à forcer l’état du système à zéro, lorsque l’horizon de prédiction est
atteint, [Kwon 77] ;
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– le second, quant à lui, propose de rajouter un terme quadratique pondéré de l’état final
du système (quand l’horizon de prédiction est atteint), au critère quadratique de départ,
[Kwon 77].

Ainsi, lorsque la pondération tend vers l’infini, le second point coïncide avec le premier. En
revanche, si elle tend vers zéro, cela équivaut à traiter le problème CGPC avec son critère de
départ, [Demi 92b].
Quelques études comparatives ont été faites entre la commande prédictive linéaire à temps continu
et celle à temps discret, [Demi 00]. Une analyse de stabilité robuste de la CGPC est, par ailleurs,
donnée dans [Wang 06].

1.4.2 La commande prédictive non linéaire

La commande prédictive non linéaire (NMPC) est une technique de commande robuste,
car pouvant fonctionner avec des incertitudes et perturbations sans directement les prendre en
compte. Cette propriété vient du fait que la NMPC est très proche de la commande optimale.
Quelques résultats concernant la robustesse inhérente à la NMPC instantanée sont donnés dans
[Magn 97], [Chen 82] et [Mayn 00]. D’autres méthodes prenant en compte directement les in-
certitudes et perturbations sont basées sur la formulation min-max. Nous ne donnerons pas de
détails sur ces méthodes de commande dont les principales sont :

– la NMPC robuste qui résoud un problème min-max en boucle ouverte, [Lall 94], [Chen 97]
et [Blau 99] ;

– la NMPC basée sur la commande H∞, [Chen 97], [Magn 01a] et [Magn 01b] ;
– la NMPC robuste qui utilise une optimisation "multi-objective", [Darl 00] et [Rust 94] ;
– la NMPC robuste à travers l’optimisation d’un contrôleur par retour d’état utilisé entre

deux pas de calculs, [Koth 96] et [Magn 01b].

D’après Allgöwer et Findeisen, les points clés de la commande prédictive non linéaire (NMPC)
sont les suivants, [Allg 04] :

– utilisation directe de modèles non linéaires pour la prédiction ;
– considération explicite des contraintes sur l’état et l’entrée ;
– minimisation "en ligne" d’une fonction coût définie ;
– comportement prédit généralement différent du comportement en boucle fermée ;
– nécessité d’une solution temps réel d’un problème de contrôle optimal en boucle ouverte

pour l’application ;
– accessibilité des états du système à la mesure ou à l’estimation pour la prédiction.

Le cas industriel

La NMPC a connu, tout comme la MPC, de nombreuses applications dans le monde indus-
triel. Cependant ces dernières, une centaine, sont beaucoup moins nombreuses que celles de la
commande prédictive linéaire (4500 applications industrielles, [Qin 03]). La table 1.2 donne une
liste non-exhaustive des entreprises qui commercialisent quelques produits basés sur la technolo-
gie de la NMPC.
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Table 1.2 – Liste d’entreprises et de produits incluant la NMPC, tirée de [Qin 03].

Entreprise Désignation du produit Description

Adersa PFC Predictive functional control
Aspen Tech Aspen Target Nonlinear MPC package
Continental Controls Inc. MVC Multivariable control
DOT products NOVA-NLC NOVA nonlinear controller
Pavilion Technologies Process Perfecter Nonlinear control

Nous ne donnerons pas dans cette partie, contrairement à celle de la commande prédictive
linéaire, de détails sur quelques uns des différents algorithmes répertoriés dans la table 1.2. Le
lecteur pourra se référer à [Qin 03].

Le cas académique

Beaucoup d’efforts ont été faits au cours de ces dernières années pour adapter la commande
prédictive aux systèmes non linéaires, voir [Allg 98]. Cependant, elle n’atteindra jamais la sim-
plicité de la commande prédictive linéaire, [Mayn 97].
Après avoir posé le problème général de la NMPC, nous rappèlerons assez rapidement les points
essentiels de quelques méthodes de stabilisation utilisées dans la NMPC.

Problème général de la commande prédictive non linéaire Considérons le système non
linéaire suivant, [Corr 03] :

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (1.13)

avec x(0) = x0, soumis aux contraintes d’état et d’entrée :

x(t) ∈ X, avec X = {x ∈ R
n : xmin ≤ x ≤ xmax}

u(t) ∈ U, avec U = {u ∈ R
nu : umin ≤ u ≤ umax}

.

Résoudre un problème de commande prédictive non linéaire (avec contraintes), revient à résoudre
le problème de commande optimale en boucle ouverte à horizon fini suivant :

minûJ(x, û, Tp) =

∫ t+Tp

t

(
‖x̂(τ ;x(t), t)‖2

Q + ‖û(τ)‖2
R

)
dτ (1.14)

soumis à : {
˙̂x(t) = f(x̂, û)
x̂(t;x, t) = x(t)

et {
x̂(τ ;x(t), t) ∈ X
û(τ) ∈ U.

Les variables en chapeau sont celles qui sont estimées.
La résolution d’un tel problème soulève deux obstacles majeurs :

– la stabilité pour les systèmes contraints à horizon fini
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– et la lourdeur du calcul numérique. En effet, un problème d’optimisation non linéaire doit
être résolu "en ligne" et il n’est pas garanti de trouver un optimum global, ou, au pire des
cas, même local, voir [Chen 00].

Pour contourner ces obstacles, plusieurs méthodes ont été proposées.

D’une part, pour résoudre le problème de stabilité pour un système sous contraintes à hori-
zon fini, le premier résultat intéressant a été celui de Mayne et Michalska, [Mayn 90]. Ils ont
introduit une contrainte d’égalité terminale dans le critère :

x̂(t + Tp) = 0.

Autrement dit, ils forcent l’état du système à atteindre zéro à la fin de l’horizon de prédiction
Tp. Ce retour au critère donne raison au sage : "quand on ne sait pas où l’on va, on retourne
d’où l’on vient".
Des résultats similaires ont été proposés par Genceli et Nikolaou, [Genc 93] et Rawlings et Muske,
[Rawl 93]. Une illustration de cette idée est donnée figure 1.4.

b

b
x0

x̂(t + Tp) = 0

x1

xn−1

xn

b
b

b

Figure 1.4 – Dynamique du système avec une contrainte terminale égalité, voir [Mayn 90].

Cependant, en terme de calcul numérique, résoudre un problème d’optimisation dynamique
avec une contrainte égalité est très lourd, voire impossible à résoudre en un temps fini [Chen 00].
En plus de cela, la contrainte terminale imposée se résume en une région très restreinte : un
point.
Pour éviter ce problème, Michalska et Mayne [Mich 93] ont proposé d’agrandir la région ter-
minale, voir figure 1.5, en relaxant la contrainte d’égalité terminale au profit d’une contrainte
d’inégalité terminale, toujours sur l’état. Elle est telle que :

x̂(t + Tp) ≤ 0.
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b
x0

x(t + Tp) ≤ 0

x1

xn−1

xn

b
b

b

Ω

Figure 1.5 – Dynamique du système avec une contrainte terminale inégalité, voir [Mich 93].

Avec cette méthode, l’espace d’état du système considéré est divisé en deux parties, [Corr 03] :
– un premier sous-espace, dans laquelle la loi de commande prédictive est appliquée, corres-

pondant à l’extérieur de la région terminale Ω, soit R
n \ Ω

– et un second sous-espace, qui est la région terminale Ω, dans laquelle une loi de commande
de retour d’état linéaire est appliquée.

Cette technique reste faisable si le passage entre les deux lois de commande est possible. Autre-
ment dit, il faut que l’état de notre système, à la fin de l’horizon de prédiction Tp, se trouve à
la frontière de la région terminale Ω. Le problème de stabilité est alors résolu par une méthode
duale.
Suite à leurs travaux, Chen et Allgöwer [Chen 98] ont proposé d’introduire un terme de pénalité
terminale

‖x̂(t + Tp;x(t), t)‖2
P

dans le critère afin de garantir la stabilité du système dans la région terminale. Cette méthode
est appelée commande prédictive non linéaire à horizon quasi-infini. Elle garantit la stabilité du
système bouclé. Nous en exposerons les différentes étapes dans la suite.

La QIH-NMPC (Quasi-Infinite Horizon NMPC) C’est une technique basée sur la li-
néarisation par approximation du système non linéaire considéré. Ses différentes étapes sont les
suivantes, [Chen 98] et [Corr 03] :

– Etape 1 : calculer la linéarisation jacobienne (A,B) du système non linéaire de départ,
puis déterminer le retour d’état localement stabilisant : u = Kx

– Etape 2 : choisir une constante positive α < −λmax(AK) et résoudre l’équation de Lya-
punov

(AK + αI)T P + P (AK + αI) = −(Q + KTRK)

afin d’obtenir la matrice symétrique et définie positive P , avec AK = A + BK.
– Etape 3 : trouver le plus grand β1 définissant la région Ω1 telle que les contraintes d’état

et d’entrée soient satisfaites lorsque x ∈ Ω1

Ω1 =
{
x ∈ R

n : xT Px ≤ β1

}
, Ω1 ⊆ X et Kx ∈ U, ∀x ∈ Ω1

– Etape 4 : trouver le plus grand β ∈ ]0, β1[ spécifiant une région terminale Ω

Ω =
{
x ∈ R

n : xT Px ≤ β
}
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telle que l’état optimal solution du problème d’optimisation suivant soit non positive

maxx =
{
xT Pφ(x) − αxT Px : xT Px ≤ β

}

avec φ(x) = f(x,Kx) − AKx.
– Etape 5 : choisir l’horizon de prédiction Tp satisfaisant

Tp ≥ Tc + Ts

où Ts est le temps maximum nécessaire pour que le système non commandé atteigne Ω en
partant de x0.

Cependant, la loi de commande par retour d’état linéaire dans la région terminale n’est jamais
implémentée. Avec cette méthode et à chaque pas d’échantillonnage, le problème d’optimisation
non linéaire est résolu "en ligne" avec des contraintes sur l’entrée et les contraintes d’inégalité
terminale.
Mis à part les méthodes ci-dessus, sur la stabilité du NMPC, d’autres méthodes basées sur une
approche d’optimalité inverse (c’est-à-dire telle que la loi de commande reste également opti-
male même si le problème de contrôle optimal a été transformé en un problème à horizon infini,
[Allg 04]) ont été examinées par Magni et Sepulchre, voir [Magn 97].
Bien que d’autres résultats rigoureux pour la stabilité de la NMPC aient été établis, ils ne sont
pas implémentables en pratique, [Magn 97] et [Gyur 98].

D’autre part, la longueur du calcul numérique pour la NMPC génére deux sous-problèmes pour
son implémentation : un problème de retard et un problème de minimum global puisqu’en géné-
ral, le problème d’optimisation non linéaire à contraintes est un problème non convexe, [Chen 00].
Face à une telle situation et suite aux travaux de Chen et Allgöwer [Chen 98], Scokaert et al.
[Scok 99] ont proposé une alternative pour les systèmes discrets où ils soulignent que la faisabi-
lité implique la stabilité pour les MPC avec retour d’état linéaire. Le problème des retards dus
aux calculs a été investigué par beaucoup d’auteurs dont Pierre et Pierre, [Pier 95] ainsi que
Rattan, [Ratt 89]. D’autres propositions ont été faites pour les systèmes linéaires, voir [Wiss 97]
et [Casa 98] ainsi que les travaux de Gomma et Owen, [Gomm 98]. Ces derniers ont proposé une
commande prédictive généralisée à retard dont le contrôle dépend plus des mesures passées, que
des mesures passées et présentes.
Bien que la charge de calcul soit plus lourde pour la NMPC, seul l’algorithme proposé par Ronco
et al. [Ronc 99] appelé Open-Loop Intermittent Feedback Optimal controller (OLIFO), considère
les retards de calcul pour son implémentation, [Chen 00]. Aussi, la mesure du retard est consi-
dérée dans les travaux de Chen et Allgöwer, [Chen 98].
Il y a une dizaine d’années (1999), Chen et al. [Chen 99c] ont proposé un algorithme pour ré-
soudre les problèmes de stabilité et de charge de calcul que pose la NMPC. Avec cette méthode,
l’optimisation "en ligne" n’est pas nécessaire et la stabilité est garantie. De plus, il est montré
que la méthode de contrôle par inversion dynamique est un cas particulier de cet algorithme
MPC, [Chen 99b]. Cependant, cette méthode n’est applicable que sur des systèmes non linéaires
à dynamique des zéros stable et à degré relatif bien défini, [Chen 00].
Une autre approche a été proposée pour la résolution des problèmes d’optimisation "en ligne". En
effet, Lu [Lu 95], M. Soroush et H.M. Soroush [Soro 97] et Siller-Alcalá [Sill 98] ont fixé l’ordre
du signal de contrôle à zéro, ce qui revient à rendre constant l’effort de contrôle dans un intervalle
de prédiction donné. Cependant, cette méthode présente une limite puisque le développement en
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séries de Taylor ne peut se faire que jusqu’à un ordre égal au degré relatif.
Une autre méthode a été proposée en 1998 par Siller-Alcalá, sous le nom de Nonlinear Continuous-
time Generalized Predictive Control (NCGPC), [Sill 98] et [Gawt 98b]. C’est une méthode de
commande qui s’appuie sur les séries de Taylor et qui est robuste, [Sill 08]. De plus, elle permet
d’éviter les problèmes d’optimisation "en ligne" puisque la loi de commande prédictive est calcu-
lée "hors ligne". Seules les mesures de l’état sont faites pour la mise à jour de la loi de commande.
Aussi, cette technique se fait en boucle fermée et est très proche de la méthode de linéarisation
entrée/sortie par retour d’état, [Sill 98] et [Gawt 98a]. Un bref rappel en est donné dans la suite.

NCGPC (Nonlinear Continuous-time Generalized Predictive Control) L’objectif avec
cette méthode de commande est de faire de la poursuite asymptotique de trajectoire de la sortie
y(t) sur la référence ω(t) tout en minimisant un critère quadratique construit sur l’erreur de
prédiction entre la référence et la sortie. Comme nous le verrons plus en détail dans le chapitre
2, son algorithme est basé sur un modèle non linéaire affine en contrôle tel que :

ẋ = f(x) + g(x)u.

La prédiction de la sortie est faite à partir de son développement en séries de Taylor. Son équation
est donnée par :

ŷ(t + τ) ≃
ρ∑

k=0

τk

k!
y(k)(t).

Il en est de même pour la référence. La loi de commande NCGPC est élaborée à partir de la
minimisation d’un critère quadratique de façon analytique. En plus de son caractère robuste,
la NCGPC permet de résoudre des problèmes de commande de systèmes à non minimum de
phase mais également de systèmes dont le degré relatif est mal défini, [Sill 98]. Une approche
plus générale de cette technique de commande pour une classe de systèmes non linéaires utilisant
les approximations est donnée dans [Chen 04]. Mrabet et al. [Mrab 04] se sont appuyés sur la
NCGPC pour proposer une technique de commande adaptative pour des systèmes non linéaires.
Par ailleurs, des études ont été menées sur les contrôleurs PID (proportional-integral-derivative)
prédictifs non linéaires pour des systèmes SISO, [Chen 99c] et MIMO, [Feng 02]. Une étude com-
parative entre la commande LQR (linear quadratic regulator) et la NCGPC, [Chen 99a], montre,
entre autres, que la stabilité en boucle fermée est obtenue pour la NCGPC avec un horizon de
prédiction fini et un changement de coordonnées adéquat. De plus, comme montré par Chen,
[Chen 03], quelque soit l’horizon de prédiction fixé, le système bouclé est instable si son degré
relatif est strictement supérieur à quatre. Nous y reviendrons. En effet, optimalité n’implique pas
stabilité, [Kalm 60a]. Pour résoudre ce problème d’instabilité, Chen propose de choisir l’ordre des
dérivées successives du contrôle suffisamment grand, tel que sa différence avec le degré relatif soit
inférieure ou égale à quatre, [Chen 03].
Par contre, avec cette approche, des calculs supplémentaires sont nécessaires sur les dérivées
d’ordre supérieur au degré relatif de la sortie ou, dans le cas MIMO, de chaque composante
du vecteur de sortie de degré relatif strictement supérieur à quatre. De plus, un paramètre
supplémentaire, qui est l’ordre des dérivées successives de la commande, est rajouté aux deux
paramètres originels de la NCGPC que sont le degré relatif, paramètre intrinsèque au système
non linéaire considéré et l’horizon de prédiction, paramètre extrinsèque.

Dans la suite de leurs travaux, nous proposons deux alternatives basées sur la modification
du critère quadratique servant à l’élaboration de la loi de commande. Ces dernières permettent
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de résoudre le problème de stabilité d’une classe de systèmes non linéaires de degré relatif stricte-
ment supérieur à quatre bouclés par NCGPC, sans rajouter de paramètres supplémentaires mais
seulement quelques termes de correction. En effet, la première approche consiste à rajouter un
terme, proportionnel au contrôle, au critère initial. Ce terme a pour rôle d’agir comme un place-
ment de pôles sur le système linéaire bouclé, dans un nouveau système de coordonnées obtenu
par difféomorphisme. Nous pouvons noter que le paradigme que nous proposons ici permet de
conduire l’état du système dès le départ (dès les conditions initiales de l’équation différentielle),
jusqu’à sa position d’équilibre. La figure 1.6, où x0 est l’état initial du système, x1

f et x2
f ses

états finaux instables et xc
f son état final stable, en est une illustration. Les traits discontinus

représentent les trajectoires instables et les traits continus celles stables.

b

x0

xc
f

x1

xn−1

xn

b b

b

b

b

b

x1
f

x2
f

Figure 1.6 – Dynamique d’un système non linéaire de degré relatif strictement supérieur à
quatre bouclé par NCGPC.

Cependant, avec cette approche, le caractère prédictif de la loi de commande n’est pas
conservé, voir [Dabo 09a]. La seconde approche est menée en rajoutant une matrice de correction
"intelligente" à la matrice de prédiction du critère de départ. Nous qualifions cette matrice d’in-
telligente du fait qu’elle s’annule de facto lorsque la correction n’est pas nécessaire, en d’autres
termes, lorsque le degré relatif est inférieur ou égal à quatre. Avec cette méthode, la stabilité du
système bouclé par NCGPC est garantie pour des systèmes dont le degré relatif peut atteindre
40 avec des valeurs spécifiques de l’horizon de prédiction et, de surcroît, le caractère prédictif de
la loi de commande est conservé.

Dans le même sens, nous mettons en exergue quelques propriétés entre les systèmes SISO non
linéaires de degré relatif 1 ou 2 bouclés par NCGPC et les systèmes linéaires (au sens de fonction
de transfert) de mêmes ordres, respectivement. Les résultats sont donnés en détail au chapitre 2
suivant.
Cependant, dans cette étude, nous ne prenons pas en compte les contraintes, ni sur l’entrée, ni
sur la sortie et non plus sur l’état de notre système.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une présentation succinte de la théorie de la commande
pour des systèmes aussi bien linéaires que non. Nous avons, par ailleurs, présenté l’état de l’art
de la commande prédictive pour chacun de ces deux types de systèmes en mettant en lumière les
cas industriel et académique. Le contexte de nos travaux a été situé. Dans le chapitre 2 suivant,
nous donnerons les détails de l’approche de commande prédictive à temps continu et proposerons
quelques algorithmes pour la garantie de stabilité en boucle fermée d’une classe de systèmes non
linéaires dont le degré relatif est strictement supérieur à quatre.
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2
Commande prédictive généralisée non linéaire à temps

continu (NCGPC) : garantie de stabilité

"Parfois, il vaut mieux que certaines choses gardent leur défaut au lieu qu’elles soient
corrigées, car en leur apportant la correction désirée, nous les améliorons certes, mais nous les
dénaturons". Marcelin Dabo

"Il existe des phénomènes optimaux, stabilisants, qui restent optimaux, et dont on améliore
considérablement le caractère stabilisant, si l’on apporte, dans la mesure du possible, des
modifications intelligentes, sans toutefois les dénaturer, au sein d’eux-mêmes". Marcelin Dabo

"L’intelligence, c’est agir, uniquement, quand l’action s’impose, par rapport à nos objectifs".
Marcelin Dabo

"La nature est bien ordonnée : l’atemporel a des conséquences atemporelles, le temporel des
conséquences temporelles et le fréquentiel des conséquences fréquentielles". Marcelin Dabo
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Chapitre 2. Commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu (NCGPC) : garantie de stabilité

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de commande basée sur la minimisation d’un
critère quadratique construit sur la prédiction de l’erreur entre la sortie choisie et la référence,
jusqu’à un ordre fixé égal au degré relatif du système non linéaire considéré. Notre objectif est
de faire une poursuite asymptotique de trajectoire.
Cette méthode, entre autres, permet de traiter le problème de la poursuite de trajectoire sans
aucune opération préalable de discrétisation. En effet, le modèle mathématique du système non li-
néaire est considéré dans sa forme naturelle, autrement dit, dans le domaine continu. La méthode
fait appel à des techniques de la géométrie différentielle. Quelques caractéristiques importantes de
la linéarisation entrée-sortie par retour d’état ou "Input/Output Feedback Linearization" (I/O
FL) (que nous noterons simplement (FL) dans la suite), tel le degré relatif, sont utilisées.
Comme énoncé précédemment, le critère quadratique est construit sur l’erreur de prédiction, qui
elle, est bâtie sur la différence entre la sortie (ou vecteur de sortie) et la référence (ou vecteur de
référence) ce qui justifie le terme commande prédictive (optimale) ici invoqué. De plus, cette mé-
thode est appliquée à un système non linéaire à temps continu, d’où l’appellation de commande
prédictive (optimale) généralisée non linéaire à temps continu ou "Nonlinear Continuous-time
Generalized Predictive Control" (NCGPC).
L’utilisation de cette technique de commande conduit à un système linéaire bouclé dont la stabi-
lité est garantie. Ce résultat reste vrai pour les systèmes dont le degré relatif est, au plus, égal à 4.

Dans le cas où le degré relatif est strictement supérieur à 4, un problème d’instabilité du système
bouclé se pose.
Pour le contourner, Chen et al., [Chen 01], proposent d’introduire, en plus des deux paramètres
de la NCGPC que sont le degré relatif (paramètre intrinsèque au système) et l’horizon de pré-
diction (paramètre extrinsèque au système), un troisième paramètre qui est l’ordre des dérivées
successives de la commande. Ils ont montré que la stabilité en boucle fermée est assurée, si la
différence entre le degré relatif et l’ordre des dérivées successives de la commande est inférieure
à quatre.
Dans le même sens, nous proposons ici deux approches dont le point commun est la modification
du critère avec le maintien à zéro de l’ordre des dérivées successives de la commande et la garantie
de stabilité du système linéaire bouclé résultant. Cependant, aucun paramètre supplémentaire
n’est ajouté aux paramètres originels de la NCGPC.
La première approche consiste à ajouter un terme linéaire en contrôle u au critère quadratique.
Ainsi, la minimisation du critère donne lieu à une loi de commande avec possibilité de faire un
placement de pôles. Ce qui garantit la stabilité du système linéaire résultant. Cependant, la ma-
nière dont les pôles sont placés ne permet pas de garder le caractère prédictif de la commande.
Autrement dit, l’action de l’horizon de prédiction est, entre autres, vaine sur le(s) temps de ré-
ponse du système linéaire bouclé.
C’est donc pour garder ce caractère prédictif que nous proposons une deuxième approche de cor-
rection qui consiste à rajouter, à la matrice de prédiction du critère, une matrice de correction
"intelligente". En effet, elle s’annule de facto lorsque la correction n’est pas nécessaire, c’est-à-
dire lorsque le degré relatif est inférieur ou égal à quatre. Avec la méthode de placement de pôles
proposée ici, nous garantissons la stabilité du système linéaire bouclé, pour un degré relatif au
plus égal à quarante avec des valeurs spécifiques de l’horizon de prédiction. Le caractère prédictif
de la commande est donc sauvegardé. Avec cette approche et au-delà d’une certaine valeur du
degré relatif, l’action de l’horizon de prédiction est double. En effet, il agit sur le(s) temps de
réponse du système linéaire bouclé mais également sur sa stabilité.
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Ce chapitre s’articule autour de deux axes principaux : la NCGPC dans le cas single-input single-
output (SISO) et la NCGPC dans le cas multi-input multi-output (MIMO). Dans le premier cas,
nous présenterons la NCGPC proprement dite. Nous présenterons, ensuite, les méthodes de cor-
rection de la loi de commande que nous proposons, toujours dans le cas particulier du degré
relatif strictement supérieur à quatre, qui nous intéresse.
Dans le deuxième cas, nous donnerons les différentes étapes d’élaboration de la loi de commande
à partir d’un système non linéaire MIMO carré (dont le nombre d’entrées est égal au nombre de
sorties). Les méthodes de correction proposées dans le cas SISO, étant les mêmes que dans le cas
MIMO, ne sont pas rappelées en détail. Cependant, une illustration des méthodes de correction
proposées est présentée à travers un exemple académique.

2.2 Présentation de la commande sans contraintes : le cas SISO

Soit un système non linéaire SISO de la forme suivante :

ẋ = f(x) + g(x)u
y = h(x)

(2.1)

où le vecteur d’état x ∈ X ⊂ R
n, la sortie y ∈ Y ⊂ R et la commande u ∈ U ⊂ R, avec X

un ouvert de R
n et U et Y des ouverts de R. La NCGPC sans contraintes, consiste à élaborer

une loi de commande, à partir de la minimisation d’un critère quadratique basé sur l’erreur de
prédiction, dans le but de poursuivre un signal de référence ω(t) tel que l’erreur entre la sortie
et la référence tende asymptotiquement vers zéro. Ceci, sans tenir compte de contraintes sur le
vecteur d’état, la commande et la sortie. Pour une meilleure clarté de l’exposé, nous donnons
quelques rappels sur les dérivées de Lie, le degré relatif et la dynamique des zéros.
Notre objectif, tout au long de ce chapitre, est de traiter un problème de poursuite asymptotique
de trajectoire sur un signal de référence tout en minimisant une fonction coût définie. Autrement
dit, il s’agit de fixer un signal de référence ω(t) et de faire tendre la sortie y(t) vers ω(t) en
utilisant une loi de commande optimale et prédictive.

Dérivées de Lie : Pour simplifier la présentation dans la suite du mémoire, nous utilisons
la notation standard des dérivées de Lie. Ainsi, pour une fonction donnée h dans R

n à valeurs
réelles et un champ de vecteurs f = (f1, · · · , fn)t dans R

n, la dérivée de Lie de h le long de f
en x ∈ R

n est donnée par :

Lfh(x) =
n∑

i=1

∂h

∂xi
(x)fi(x).

De façon inductive, on définit

Lk
fh(x) = LfLk−1

f h(x) =
∂Lk−1

f h

∂x
(x)f(x),

avec L0
fh(x) = h(x), [Isid 95].

Degré relatif : Un système SISO non linéaire, de la forme (2.1) ci-dessus, a un degré relatif ρ
autour de x0 si :
(i) LgL

k
fh(x) = 0 pour tout x dans un voisinage de x0 et tout k < ρ − 1,

(ii) LgL
ρ−1
f h(x0) 6= 0, [Isid 95].

Le degré relatif ρ du système (2.1) est bien défini si la condition (ii) est vérifiée en tout point
d’un ensemble X fixé, [Chen 01].
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Dynamique des zéros : Elle correspond à la dynamique qui régit le comportement "interne"
du système étudié quand l’entrée et les conditions initiales ont été choisies de manière à ce que
la sortie soit identiquement nulle, [Isid 95].

b

Dynamique interne stable Dynamique interne instable

b

(a) (b)

w1

wn−ρ

b
b

b

h − ω · · · Lρ−1
f h − ω(ρ−1) h − ω · · · Lρ−1

f h − ω(ρ−1)

wn−ρ

w1 b

b

b

Figure 2.1 – Systèmes à minimum de phase (a) et à non minimum de phase (b).

2.2.1 Elaboration de la loi de commande pour un système SISO carré de
degré relatif inférieur ou égal à quatre

Elle se fait à partir de la minimisation d’un critère quadratique construit sur l’erreur de
prédiction. Cette prédiction est la différence entre les prédictions de la sortie et du signal de
référence, voir figure 2.1.

Sortie

Signal de

référence

Définition
de l’erreur

Erreur de
Prédiction

Construction
du critère

Minimisation
du critère

Loi de
commande
analytique

Figure 2.2 – Schéma fonctionnel de l’élaboration de la loi de commande NCGPC.
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Prédiction de la sortie

Le développement en série de Taylor de la sortie y à l’instant τ jusqu’à un ordre fixé quel-
conque Ny, ici égal au degré relatif ρ est :

ŷ(t + τ) =

ρ∑

k=0

y(k)(t)
τk

k!
+ R(τρ) (2.2)

où t correspond à l’instant présent et t + τ à l’instant de prédiction. Le terme R(τρ) représente
les éléments d’ordre supérieur du développement qui, lorsqu’ils sont négligés, donnent l’équation
suivante :

ŷ(t + τ) ≈
ρ∑

k=0

y(k)(t)
τk

k!
. (2.3)

En réécrivant cette équation sous forme matricielle, il vient

ŷ(t + τ) ∼=
[

1 τ τ2

2! · · · τρ

ρ!

]





y(t)
ẏ(t)

...

y(ρ−1)(t)

y(ρ)(t)




(2.4)

dont la sortie y(t) et ses dérivées jusqu’à l’ordre ρ sont données par






y(t) = h(x(t))
ẏ(t) = Lfh(x(t))
...

y(ρ−1)(t) = Lρ−1
f h(x(t))

y(ρ)(t) = Lρ
fh(x(t)) + LgL

ρ−1
f h(x(t))u(t)

. (2.5)

Par conséquent, la prédiction de la sortie est :

ŷ(t + τ) ∼=
[

1 τ τ2

2! · · · τρ

ρ!

]





h(x(t))
Lfh(x(t))
...

Lρ−1
f h(x(t))

Lρ
fh(x(t)) + LgL

ρ−1
f h(x(t))u(t)




. (2.6)

Développement du signal de référence

Nous supposons, dans cette étude, que la trajectoire de référence ω(t) est connue. Par analogie
au développement de la sortie, voir équation (2.4), nous avons l’expression suivante pour le signal
de référence :

ω̂(t + τ) ∼=
[

1 τ τ2

2! · · · τρ

ρ!

]





ω(t)
ω̇(t)

...

ω(ρ−1)(t)

ω(ρ)(t)




. (2.7)
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Notre but est de trouver une loi de commande telle que, la sortie y poursuive asymptotiquement,
pour un horizon de prédiction fixé, le signal de référence ω, lorsque le temps t tend vers l’infini.
Pour atteindre cet objectif, définissons l’erreur e telle que

e(t) = y(t) − ω(t). (2.8)

Elle tendra vers zéro lorsque la sortie tend vers le signal de référence, sous l’effet optimal d’une
loi de commande résultant de la NCGPC. Le développement de cette erreur est obtenu à partir
des équations (2.6) et (2.7) précédentes.

Erreur de prédiction

Soit ê(t + τ) l’erreur de prédiction à l’instant (t + τ), définit comme suit :

ê(t + τ) = ŷ(t + τ) − ω̂(t + τ). (2.9)

Soit Λ(τ), un vecteur ligne tel que

Λ(τ) =
[

1 τ τ2

2! · · · τρ

ρ!

]
. (2.10)

Posons

Y (t) =





y(t)
ẏ(t)

...

y(ρ−1)(t)

y(ρ)(t)




et Ω(t) =





ω(t)
ω̇(t)

...

ω(ρ−1)(t)

ω(ρ)(t)




. (2.11)

Alors, l’erreur prédite s’écrit

ê(t + τ) = Λ(τ)Y (t) − Λ(τ)Ω(t), (2.12)

ou, de manière équivalente

ê(t + τ) = Λ(τ)[Y (t) − Ω(t)]. (2.13)

En posant

E(t) = Y (t) − Ω(t),

il vient

ê(t + τ) = Λ(τ)E(t). (2.14)

La construction du critère peut donc être faite pour l’élaboration de la loi de commande.

Construction du critère et élaboration de la loi de commande

L’élaboration de la loi de commande NCGPC va se faire dans un but de poursuite asymp-
totique d’un signal de référence tout en minimisant un critère quadratique construit sur l’erreur
de prédiction. Cependant, cette opération nécessite la vérification des assomptions A1 à A4
suivantes, [Chen 03] et [Chen 01] :

A1 : la dynamique des zéros existe et est asymptotiquement stable ;

A2 : tous les états sont mesurables ;

A3 : le système étudié a un degré relatif ρ bien défini ;
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A4 : la sortie y(t) et le signal de référence ω(t) sont suffisamment plusieurs fois continument
différentiables par rapport au temps [Nijm 90].
Supposons ces assomptions vraies et considérons le critère quadratique J définit de la façon
suivante :

J(t) = 1
2

∫ T
0 [ê(t + τ)]2dτ, (2.15)

où T est l’horizon de prédiction, t l’instant présent et τ , l’instant auquel la présentation est faite,
appartenant à l’intervalle [t, t + T ].
L’équation (2.14) dans (2.15) entraîne :

J(t) = 1
2

∫ T
0 Et(t)Λt(τ)Λ(τ)E(t)dτ (2.16)

ou, de manière équivalente,

J(t) = 1
2Et(t)

[∫ T
0 Λt(τ)Λ(τ)dτ

]
E(t) (2.17)

car le vecteur E n’est pas fonction de la variable τ mais de la variable t. Pour des raisons
pratiques, posons Π(T, ρ) de dimensions (ρ + 1) × (ρ + 1), la "matrice de prédiction" définie
comme suit :

Π(T, ρ) =

∫ T

0
Λt(τ)Λ(τ)dτ. (2.18)

Les détails de calcul de cette matrice et de ses expressions simplifiées Πs et Πss sont donnés à
l’annexe A.
Le critère J peut donc être réécrit comme :

J(t) = 1
2Et(t)Π(T, ρ)E(t). (2.19)

Ainsi, la loi de commande est élaborée à partir de la minimisation du critère (2.19) par rapport
à la commande u. D’où :

∂J

∂u
= 0. (2.20)

Par conséquent (
∂E(t)

∂u(t)

)t

Π(T, ρ)E(t) = 0. (2.21)

Le vecteur E, défini plus haut est :

E =





y − ω
ẏ − ω̇

...

y(ρ−1) − ω(ρ−1)

y(ρ) − ω(ρ)




=





h − ω
Lfh − ω̇

...

Lρ−1
f h − ω(ρ−1)

Lρ
fh − ω(ρ) + uLgL

ρ−1
f h




. (2.22)

Séparant les termes qui contiennent la commande u de ceux qui ne la contiennent pas, implique :

E =





h − ω
Lfh − ω̇

...

Lρ−1
f h − ω(ρ−1)

Lρ
fh − ω(ρ)




+




0ρ×1

uLgL
ρ−1
f h




. (2.23)
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Ainsi :
∂E

∂u
(x(t)) =

[
0ρ×1

LgL
ρ−1
f h(x(t))

]
(2.24)

et sa transposée est (
∂E

∂u

)t

(x(t)) =
[

01×ρ LgL
ρ−1
f h(x(t))

]
. (2.25)

Pour des raisons de simplicité d’écriture, définissons D tel que

D(x(t)) = LgL
ρ−1
f h(x(t)). (2.26)

Nous écrirons également, pour les mêmes raisons, les équations suivantes jusqu’à (2.35) sans
leurs arguments. Donc, en remplaçant l’équation (2.26) dans (2.25) et (2.22) puis le résultat de
la première opération dans (2.21) et en introduisant l’équation (2.22) dans l’équation (2.21), il
vient :

[
01×ρ D

]
Π




h − ω

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du



 = 0 (2.27)

et après simplifications

DΠs




h − ω

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du



 = 0 (2.28)

où Πs, de dimensions 1 × (ρ + 1), correspond à la dernière ligne de la matrice de prédiction Π,
voir annexe A. Comme le degré relatif est supposé bien défini, D ne peut en aucun cas s’annuler,
quelque soit x ∈ X. Par conséquent, en séparant l’équation (2.28) en deux parties dont l’une
contient u et l’autre non, il vient :

Πs

[
0ρ×1

Du

]
= Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.29)

En simplifiant la partie qui contient u dans l’équation (2.29) ci-dessus, il vient

ΠssDu = Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.30)

où Πss, voir (A.7) dans l’annexe A, de dimensions 1 × 1, correspond au dernier élément du vecteur
Πs. La loi de commande est alors :

u = D−1(Π−1
ss Πs)




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 . (2.31)

Soit la matrice de gain K = K(T, ρ) telle que

K = Π−1
ss Πs. (2.32)
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Elle est égale à :

K(T, ρ) =
[

ρ!
T ρ

2ρ+1
ρ+1 · · · ρ!

T ρ−k

2ρ+1
(k)!(ρ+k+1) · · · 1

]
, (2.33)

voir (A.11) dans l’annexe A. Soit Kρl la (l + 1)ième (ou jième) colonne de la matrice K(T, ρ).
Alors Kρl est égal à :

Kρl =
ρ!

T ρ−l

(2ρ + 1)

l!(ρ + l + 1)
(2.34)

pour tout 0 ≤ l = j − 1 ≤ ρ. D’où la loi de commande suivante :

u =
1

LgL
ρ−1
f h

K




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.35)

qui, réécrite sous une forme développée, donne

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kρl(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

. (2.36)

Remarque 2.2.1.1 Lorsque le signal de référence ω(t) est annulé dans la loi de commande
(2.36), on obtient la loi de commande suivante :

u(x(t)) =
−

∑ρ
l=0 Kρl(T, ρ)Ll

fh(x(t))

LgL
ρ−1
f h(x(t))

qui est celle de la linéarisation entrée-sortie par retour d’état (FL) sans les termes de placement
de pôles, en l’occurence v. En effet, pour des systèmes non linéaires SISO, de degré relatif au
plus égal à quatre, la stabilité en boucle fermée est assurée de façon implicite, voir [Chen 03].
Pour ω(t) différent de zéro, la loi de commande (2.36) est, exactement, celle de la FL, [Isid 95].
La seule différence est que les coefficients Kρl qui caractérisent la stabilité du système bouclé sont
différents de ceux de la FL.
En effet, pour la NCGPC, ils résultent directement de la minimisation du critère, tandis que pour
la FL, ils sont choisis arbitrairement de manière à garantir la stabilité en boucle fermée.
La NCGPC est alors une FL optimale dans un nouveau système de coordonnées ou une poursuite
asymptotique optimale de trajectoire.

Analyse de stabilité du système linéaire bouclé

La linéarisation du système SISO non linéaire en boucle fermée va se faire par changement de
coordonnées et par bouclage. Pour la première opération est écrit un nouveau système non linéaire
(2.38), voir ci-dessous, dont les nonlinéarités ne se trouvent que sur l’équation correspondante
à la ρième dérivée de la sortie par rapport au temps, en supposant que la dynamique de zéros
n’existe pas. L’application de la loi de commande (2.36) à cette équation nous donne un système
linéaire bouclé commandable dont le degré du polynôme caractéristique n’est rien d’autre que le
degré relatif ρ du système SISO non linéaire initial (2.1). Nous essaierons, dans cette analyse, de
donner une structure générale de la position des pôles du polynôme caractéristique dans le plan
complexe.
Cependant, depuis le mathématicien, Evariste Galois (1811-1832), il est connu que, pour un
polynôme de degré strictement supérieur à quatre, il n’y a pas de formules précises pour le calcul
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de racines. En revanche, cette analyse de stabilité peut se faire de manière plus formelle à partir
de fonctions de Lyapunov. Cependant nous n’avons pas exploré cette piste. Pour mener à bien
cette étude, nous avons recours à l’analyse numérique sous Matlab, en choisissant un degré relatif
pouvant varier de 1 à 60. Les résultats de simulation sont présentés dans la suite.

Changement de coordonnées Le changement de coordonnées, considéré ici, est le même qui
est effectué dans le cas de la FL en général, [Isid 95]. De l’équation (2.22) il vient le nouveau
vecteur d’état (les nouvelles coordonnées), de dimension égale au degré relatif, données par :

Z =





z1

z2
...

zρ−1

zρ




=





y − ω
ẏ − ω̇

...

y(ρ−2) − ω(ρ−2)

y(ρ−1) − ω(ρ−1)




. (2.37)

Ce qui nous conduit au système non linéaire suivant :






ż1 = z2

ż2 = z3
...
żρ−1 = zρ

żρ = Lρ
fh − ω(ρ) + uLgL

ρ−1
f h

. (2.38)

En remplaçant la loi de commande (2.36) dans la dernière équation du système (2.38), nous
obtenons le système linéaire autonome suivant :

Ż = AρZ
O = CρZ

(2.39)

où les matrices Aρ et Cρ sont, respectivement, données par :

Aρ =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

−Kρ0 −Kρ1 −Kρ2 · · · −Kρ(ρ−1)




(2.40)

et
Cρ =

[
1 0 · · · 0 0

]
. (2.41)

Le polynôme caractéristique PρT (λ) de la matrice Aρ est :

PρT (λ) =

ρ∑

l=0

Kρlλ
l = 0 (2.42)

où Kρl est donné par l’équation (2.34), pour tout 0 ≤ l ≤ ρ, avec Kρρ = 1, quelque soit l’horizon
de prédiction T et le degré relatif ρ. L’analyse de stabilité en boucle fermée peut être faite à
partir du polynôme caractéristique PρT (λ), en calculant ses racines qui sont les valeurs propres
de la matrice Aρ.
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Conditions de stabilité : Un polynôme est dit de Hurwitz si et seulement si tous ses pôles sont
à partie réelle négative. Dans le cas de la NCGPC et comme souligné par Chen et al., [Chen 03], la
stabilité du système linéaire bouclé, dont le degré relatif est inférieur ou égal à quatre est garantie.
Par conséquent, un tel système a son polynôme caractéristique qui est Hurwitz. Cependant, dans
le cas où le système considéré a un degré relatif strictement supérieur à quatre, le système linéaire
bouclé devient instable.
Pour illustrer ces résultats, nous avons considéré deux cas d’intervalles du degré relatif :

– premièrement, le degré relatif varie entre 1 et 10,
– deuxièmement, le degré relatif varie entre 1 et 60.

Pour chacun de ces intervalles, nous avons considéré différentes valeurs de l’horizon de prédiction.
En effet, nous avons fait les simulations successivement pour T = 0.1s, 1s, 10s et 15s. Les résultats
sont exposés sur les figures 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, pour le premier intervalle et 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10
pour le deuxième intervalle.
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Figure 2.3 – Position des pôles dans le plan complexe et nombre de pôles instables pour un
horizon de prédiction T = 0.1s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 10.
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Figure 2.4 – Position des pôles dans le plan complexe et nombre de pôles instables pour un
horizon de prédiction T = 1s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 10.
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Figure 2.5 – Position des pôles dans le plan complexe et nombre de pôles instables pour un
horizon de prédiction T = 10s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 10.

30



2.2. Présentation de la commande sans contraintes : le cas SISO

−0.2 0 0.2
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Plan des pôles

Axe réel

A
xe

 im
ag

in
ai

re

0 5 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
Racines à partie réelle positive, pour T=15s

Degré relatif
N

om
br

e 
de

 p
ôl

es
 in

st
ab

le
s 

po
ur

 ρ
m

ax
=

10ρ=1
ρ=2
ρ=3
ρ=4
ρ=5
ρ=6
ρ=7
ρ=8
ρ=9
ρ=10
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horizon de prédiction T = 15s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 10.
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Figure 2.8 – Position des pôles dans le plan complexe et nombre de pôles instables pour un
horizon de prédiction T = 1s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 60.
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Figure 2.9 – Position des pôles dans le plan complexe et nombre de pôles instables pour un
horizon de prédiction T = 10s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 60.
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Figure 2.10 – Position des pôles dans le plan complexe et nombre de pôles instables pour un
horizon de prédiction T = 15s et un degré relatif 1 ≤ ρ ≤ 60.

Remarque 2.2.1.2 Dans le plan complexe, le lieu des pôles a la structure de branches de palmier
dont l’axe des réels, axe de symétrie, peut être considéré comme le tronc. Cette structure semble
invariante par rapport au degré relatif (ρ ≤ 60) et par rapport à l’horizon de prédiction.
Pour un (intervalle de) degré relatif donné, l’horizon de prédiction T semble n’être rien d’autre
que l’inverse du coefficient kh d’une homothétie H définie. En effet, sur les figures 2.8 et 2.7, par
exemple, nous pouvons voir que, pour passer du plan des pôles correspondant à T = 1s à celui qui
correspond à T = 0.1s, il suffit de multiplier les dimensions du plan de départ des pôles, 2.8, par
l’inverse de l’horizon de prédiction correspondant au plan d’arrivée des pôles, 2.7, c’est-à-dire 10.
En d’autres termes, si nous considérons un point M0 du plan de départ tel que sa distance au
centre du plan complexe est OM0, alors il est possible de donner et avec exactitude, dans le plan
d’arrivée, sa position M ′

0. Cette dernière est telle que :

OM0 = kH .OM ′
0

avec
kH =

1

T ′

où T ′ est l’horizon de prédiction correspondant au nouveau plan des pôles. Par conséquent, plus
l’horizon de prédiction est grand (resp. petit), plus les valeurs des pôles du plan d’arrivée sont
petites (resp. grandes) et plus la dynamique du système bouclé est lente (resp. rapide). Ainsi,
l’horizon de prédiction permet de faire un choix précis de la localisation des pôles dans le plan
complexe et, par conséquent, de la dynamique du système bouclé. Ce résultat sera démontré de
manière plus formelle dans la suite, voir théorème 2.2.1.
Par ailleurs, du degré relatif découle le nombre de pôles instables. En effet, le degré relatif est la
somme du nombre des pôles stables et du nombre des pôles instables. Notez que ces derniers sont
toujours complexes conjugués et jamais réels. Leur nombre croît de façon linéaire en escalier,
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par pas de 2, en fonction d’intervalles du degré relatif, voir figure 2.7, par exemple, pour plus de
clarté. Ce résultat est résumé dans la table 2.1 où ρ est le degré relatif, np le nombre de pôles
instables et "+" (resp. "-") désigne le caractère stable du système linéaire bouclé (resp. instable)
par rapport aux différentes valeurs du degré relatif.

Table 2.1 – Degré relatif ρ, nombre de pôles instables np et stabilité en boucle fermée.

ρ np stabilité ρ np stabilité

1 à 4 0 + 31 à 36 12 -

5 à 9 2 - 37 à 41 14 -

10 à 15 4 - 42 à 46 16 -

16 à 20 6 - 47 à 51 18 -

21 à 25 8 - 52 à 56 20 -

26 à 30 10 - 57 à 60 22 -

Généralisation du caractère homothétique de l’horizon de prédiction dans la NCGPC

Théorème 2.2.1 ♥ Soient T1 et T2 deux horizons de prédiction tels que T1 6= T2 6= 0. Soient
λT1 et λT2 deux solutions respectives des polynômes caractéristiques PρT1(λ) et PρT2(λ). Alors,
λT1 est lié à λT2 par la relation :

λT2 =
T1

T2
λT1 .

Autrement dit, les deux solutions sont liées par un coefficient d’homothétie égal au rapport des
deux horizons de prédiction ♥.

Démonstration Soit le polynôme

PρT (λ) =

ρ∑

l=0

ρ!

T ρ−l

2ρ + 1

l!(ρ + l + 1)
λl.

Soient fT (ρ) et g(ρ, l) les fonctions suivantes :

fT (ρ) = ρ!
2ρ + 1

T ρ
et g(ρ, l) =

1

l!(ρ + l + 1)
.

D’où le polynôme caractéristique PρT (λ) peut être écrit comme suit :

PρT (λ) = fT (ρ)

ρ∑

l=0

g(ρ, l)λlT l.

Soit λT une solution du polynôme PρT (λ). Alors, PρT (λT ) = 0. Ce qui est équivalent à :

ρ∑

l=0

g(ρ, l)λl
T T l = 0
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puisque fT (ρ) 6= 0, pour tout ρ et T .
Soient T1 et T2 deux horizons de prédiction distincts et tous deux non nuls tels que λT1 et λT2

sont tous deux solutions de PρT . Il vient :

ρ∑

l=0

g(ρ, l)(T1λT1)
l =

ρ∑

l=0

g(ρ, l)(T2λT2)
l = 0.

Comme la fonction g(ρ, l) est la même pour tous les termes des deux équations, il vient alors

T1λT1 = T2λT2 et λT2 =
T1

T2
λT1 ,

CQFD �.

Corollaire 2.2.1.1 Dans le cas particulier où l’horizon de prédiction T1 = 1 et T2 est quelconque,
égal à T , il vient :

TλT = λ1 ⇔ λT =
λ1

T
.

Remarque 2.2.1.3 Ce qui donne la possibilité, dans la recherche de racines, d’étudier le po-
lynôme caractéristique d’un système dont l’horizon de prédiction est égal à 1 et d’en déduire la
solution pour un horizon de prédiction quelconque.

Choix de la dynamique du système bouclé : Nous mènerons ici une étude pour des
systèmes SISO non linéaires de degré relatif égal à un ou deux et par conséquent avec une
stabilité garantie. L’approche que nous utilisons ici est celle d’une étude comparative entre un
système SISO non linéaire de degré relatif un ou deux bouclé par NCGPC et une fonction
autonome d’ordre égal au degré relatif considéré. Nous omettons volontairement l’existence de la
dynamique des zéros dans cette étude pour mieux nous fixer sur les résultats importants énoncés
dans la suite.

Cas du degré relatif égal à 1 : à un système non linéaire de la forme (2.1) de degré
relatif égal à 1, est appliqué le changement de coordonnées suivant :

z1 = h − ω

et le système résultant est donné par :

ż1 = Lfh − ω̇ + uLgh.

Avec la loi de commande :

u(x(t)) =
−

∑1
l=0 K1l(T, ρ)

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

Lgh(x(t))
,

il vient le système linéaire suivant :

ż1 = Lfh − ω̇ − K10(h − ω) − (Lfh − ω̇) = −K10z1

qui, réécrit plus simplement, donne
ż1 = −K10z1.
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D’où le polynôme caractéristique P1T (λ) du système bouclé :

P1T (λ) = K10 + λ. (2.43)

Soit D1(p) le dénominateur d’une fonction de transfert du premier ordre H1(p) telle que :

H1(p) =
G1

1 + θp

où G1 et θ représentent, respectivement, le gain statique et la constante de temps. Alors D1(p)
est donné par D1(p) = 1 + θp. Le seul et unique pôle de H1 est p = −1

θ . Aussi, la seule racine
du polynôme P1T (λ) est λ = −K10. En égalisant ces deux expressions littérales, il vient :

K10 =
1

θ
. (2.44)

Or l’expression littérale de K10 peut être calculée à partir de

Kρl =
ρ!

T ρ−l

(2ρ + 1)

l!(ρ + l + 1)
. (2.45)

D’où :

K10 =
2ρ + 1

ρ + 1

ρ!

T ρ
. (2.46)

Comme ρ = 1, son expression en fonction de l’horizon de prédiction est :

K10 =
3

2T
. (2.47)

Or K10 = 3
2T = 1

θ . Par conséquent, l’horizon de prédition est donné par :

T =
3θ

2
. (2.48)

Nous pouvons alors déduire le temps de réponse tr en fonction de l’horizon de prédiction qui est
égal à trois fois la constante de temps. Ainsi :

tr = 3θ = 3
2T

3
= 2T. (2.49)

Par conséquent, la fréquence de coupure du système bouclé, inverse de la constante de temps,
est égale à K10 et il vient :

ωc = K10 =
3

2T
. (2.50)

Remarque 2.2.1.4 Notez que lorsque T croît, la racine λ = − 3
2T tend vers zéro, tout en étant

dans la partie gauche du plan complexe sans jamais la quitter, voir figure 2.11, alors que la
fréquence de coupure décroît et que le temps de réponse croît linéairement, voir figure 2.12.
Aussi, le gain statique du système linéaire bouclé est fixé par la consigne (si cette dernière est
une constante).
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Figure 2.11 – Cas du degré relatif un : position des pôles dans le plan complexe en fonction de
l’horizon de prédiction T .
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Les résultats de calcul ci-dessus sont résumés dans la table 2.2.

37



Chapitre 2. Commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu (NCGPC) : garantie de stabilité

Table 2.2 – Paramètres temporels et fréquentiels du système linéaire bouclé d’ordre 1.

Fonction de T Fonction de ωc

Horizon de prédiction T T = 3
2ωc

Constante de temps θ = 2T
3 θ = 1

ωc

Temps de réponse tr = 2T tr = 3
ωc

Fréquence de coupure ωc = 3
2T ωc

Polynôme caractéristique λ + 3
2T = 0 λ + ωc = 0

Pôles λ = − 3
2T λ = −ωc

Théorème 2.2.2 ♥ Un système SISO non linéaire de dimension 1 égal à son degré relatif ρ
bouclé par NCGPC, est équivalent à "une fonction de transfert" (système autonome) du premier
ordre de gain statique égal au signal de référence (en le supposant constant) et de temps de
réponse égal au double de l’horizon de prédiction ♥.

Corollaire 2.2.1.2 ♥ Pour deux horizons de prédiction distincts et non nuls T1 et T2, il vient
alors les relations suivantes

λT2 =
T1

T2
λT1 =

tr1

tr2

λT1 =
θ1

θ2
λT1 =

ωc2

ωc1
λT1

où tr1 et tr2, θ1 et θ2 et ωc1 et ωc2 correspondent, respectivement, aux temps de réponse, constantes
de temps et fréquences de coupure du système linéaire bouclé par NCGPC avec les horizons de
prédiction T1 et T2 ♥.

Cas du degré relatif égal à 2 Pour un système de la forme (2.1) dont l’objectif de l’étude
est la poursuite du signal de référence ω, le changement de coordonnées est donné par

{
z1 = h − ω
z2 = Lfh − ω̇

(2.51)

d’où le système non linéaire suivant :

{
ż1 = z2

ż2 = L2
fh + uLgLfh − ω̈

. (2.52)
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En bouclant ce système avec la loi de commande :

u(x(t)) =
−∑2

l=0 K2l(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgLfh(x(t))
,

il vient le système linéaire suivant





ż1 = z2

ż2 = −
[

K20 K21

] [
z1

z2

]
(2.53)

qui, réécrit sous forme matricielle, donne :
[

ż1

ż2

]
=

[
0 1

−K20 −K21

] [
z1

z2

]
. (2.54)

D’où le polynôme caractéristique suivant

P2T (λ) = K20 + K21λ + λ2. (2.55)

Ce polynôme est équivalent au dénominateur D2(p) de la fonction de transfert H2(p) d’ordre 2
donnée par :

H2(p) =
G2

p2 + 2ξωnp + ω2
n

(2.56)

où G2 est le gain statique, ξ le coefficient d’amortissement et ωn la pulsation naturelle. Par
analogie, il vient : 





K20 = ω2
n

K21 = 2ξωn

. (2.57)

A partir de l’équation (2.34), il vient :





ρ!
T ρ

2ρ+1
ρ+1 = ω2

n

ρ!
T ρ−1

2ρ+1
ρ+2 = 2ξωn

(2.58)

ou, de manière équivalente, 




ρ!
T ρ

2ρ+1
ρ+1 = ω2

n

1
2ξ

ρ!
T ρ−1

2ρ+1
ρ+2 = ωn

. (2.59)

En élevant la seconde équation du système ci-dessus au carré, il vient :





ρ!
T ρ

2ρ+1
ρ+1 = ω2

n

(
1
2ξ

ρ!
T ρ−1

2ρ+1
ρ+2

)2
= ω2

n

. (2.60)

Par conséquent, nous avons :

ξ(T, ρ) =
1

2

ρ!

T ρ−2

√
(ρ + 1)(2ρ + 1)

(ρ + 2)2
. (2.61)
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Remarque 2.2.1.5 Comme le degré relatif est ρ = 2, l’horizon de prédiction T n’a aucun effet
sur le coefficient d’amortissement ξ puisque T ρ−2=1.
Donc

ξ(T, ρ) = ξD(ρ) =
ρ!

2

√
(ρ + 1)(2ρ + 1)

(ρ + 2)2

et a pour valeur numérique ξD = 0.685. Par conséquent, nous sommes dans le cas d’un régime
oscillatoire amorti puisque 0 < ξD <

√
2

2 .

De là, nous déduisons le dépassement en pourcent d et le facteur de surtension Q qui sont des
constantes car fonction uniquement du coefficient d’amortissement, comme nous pouvons le voir
dans les équations suivantes

d = 100e
− πξD√

1−ξ2
D et Q =

1

2ξD

√
1 − ξ2

D

.

Par application numérique, il vient d ≃ 5.21 et Q ≃ 1.
La pulsation naturelle ωn est :

ωn =

√
ρ!

T ρ

2ρ + 1

ρ + 1
(2.62)

ou, de manière équivalente, pour ρ = 2

ωn ≃ 1.83

T
. (2.63)

Nous sommes en présence d’un régime oscillatoire amorti. Par conséquent, les pôles résultants
pour P2T (λ), voir annexe B pour les détails de calcul, sont :

λ1,2(T, ρ) = −K21(T, ρ)

2
± j

2

√
4K20(T, ρ) − K2

21(T, ρ).

Ces pôles sont uniquement fonction de l’horizon de prédiction. En effet, en remplaçant K20 et
K21 par leurs valeurs, il vient :

λ1,2(T ) = − 1

T
(1.25 ± 1.33j),

voir [Chen 99b].

Remarque 2.2.1.6 La position des racines du polynôme caractéristique P2(λ) par rapport à
l’horizon de prédiction T est donnée en figure 2.13. Lorsque T croît, les racines de P2T (λ) tendent
vers zéro en suivant une droite.
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Figure 2.13 – Cas du degré relatif deux : position des pôles dans le plan complexe pour différentes
valeurs de l’horizon de prédiction.

Le diagramme de la figure 2.14, présente l’évolution des paramètres du système linéaire bouclé
de degré relatif deux en fonction de l’horizon de prédiction T .
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Figure 2.14 – Diagrammme des paramètres fréquentiels et temporels du système linéaire bouclé
d’ordre 2 en fonction de l’horizon de prédiction.

Ainsi, nous pouvons déduire la fréquence de résonance, la pseudo-pulsation et la pulsation
naturelle d’une part, la période d’oscillation, les temps de montée et de réponse, le temps de pic
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ainsi que les pôles d’autre part, voir [Gran 03]. Les résultats sont résumés dans la table 2.3. Les
constantes sont données dans la table 2.4.

Table 2.4 – Paramètres constants du système de degré relatif ρ = 2 bouclé.

Coefficient d’amortissement Facteur de surtension Dépassement en pourcent

ξD ≃ 0.685 Q ≃ 1 d ≃ 5.21%

Remarque 2.2.1.7 A partir des trois tables que sont 2.2, 2.3 et 2.4, nous observons qu’en
réalité, la nature est bien ordonnée. En effet, l’atemporel a des conséquences atemporelles, le
temporel des conséquences temporelles, le fréquentiel des conséquences fréquentielles.

Théorème 2.2.3 ♥ Un système SISO non linéaire de dimension 2 égale à son degré relatif ρ,
bouclé par NCGPC, est équivalent à "une fonction de transfert" (système autonome) du second
ordre dont le coefficient d’amortissement est ξD ≃ 0.685 et la pulsation naturelle ωn ≃ 1.83

T ♥.

Corollaire 2.2.1.3 Pour deux horizons de prédiction distincts et non nuls T1 et T2, il vient alors
les relations suivantes :

λT2 =
T1

T2
λT1 =

ωn2

ωn1

λT1

où ωn1 et ωn2 correspondent, respectivement, aux pulsations naturelles du système linéaire bouclé
par NCGPC avec les horizons de prédiction de T1 et T2. La même relation peut être posée pour
tous les autres paramètres, qu’ils soient temporels ou fréquentiels.

Remarque 2.2.1.8 Ces propriétés restent vraies pour chaque sous-système de dimension un ou
deux d’un système non linéaire multi-input multi-output (MIMO) découplé. Voir l’application sur
la chaise roulante électrique au chapitre 4.

Un résumé de la méthode présentée est donné dans l’algorithme 1.
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Table 2.3 – Paramètres temporels et fréquentiels du système linéaire bouclé d’ordre 2.

Formule Fonction de T Fonction de ωn

Horizon de prédiction T = ρ

√
ρ!

ω2
n

2ρ+1
ρ+1

; T ∈ R
+
∗

T T ≃ 1.83
ωn

Fréquence de résonance ωr = ωn

√
1 − 2ξ2

D
ωr ≃ 0.46

T ωr ≃ 0.25ωn

Pseudo-pulsation ωd = ωn

√
1 − ξ2

D
ωd ≃ 1.34

T ωd ≃ 0.73ωn

Pulsation naturelle ωn =
√

ρ!
T ρ

2ρ+1
ρ+1

ωn ≃ 1.83
T ωn

Temps de montée tr = (π−arccos ξD)

ωn

√
1−ξ2

D

tr ≃ 1.47T tr ≃ 3.19
ωn

Temps de pic tp = π

ωn

√
1−ξ2

D

tp ≃ 2.34T tp ≃ 4.3
ωn

Temps de réponse à 5% ts5%
= 1

ωnξD
ln

(
100
5

)
ts5%

≃ 2.39T ts5%
≃ 4.38

ωn

Temps de réponse à 2% ts2%
= 1

ωnξD
ln

(
100
2

)
ts2%

≃ 3.19T ts2%
≃ 5.84

ωn

Periode d’oscillation Tp = 2π

ωn

√
1−ξ2

D

Tp ≃ 4.71T Tp ≃ 8.62
ωn

Polynôme caractéristique λ2 + 2ξDωnλ + ω2
n = 0 λ2 + 5

2T
λ + 10

3T2 = 0 λ2 + 1.37ωnλ + ω2
n = 0

Pôles p1,2 = −ωn[ξD ± j

√
1 − ξ2

D
] p1,2 ≃ − 1

T
(1.25 ± 1.33j) p1,2 ≃ −ωn(0.685 ± 0.73j)
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• Chercher le degré relatif ρ et calculer la dynamique des zéros (nous la

supposons stable).

• Si ρ ≤ 4 et ρ = 1 :

• Choisir, entre autres, le temps de réponse désiré et en déduire l’horizon

de prédiction de T à partir de l’équation tr = 2T

• Appliquer la loi de commande stabilisante

u(x(t)) =
−∑1

l=0 K1l(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

Lgh(x(t))

résultant de la minimisation du critère

J(t) =
1

2
Et(t)Π(T, ρ)E(t)

au nouveau système non linéaire.

• Si ρ ≤ 4 et ρ = 2 :

• Choisir, entre autres, la pulsation naturelle ωn désirée et en déduire

l’horizon de prédiction à partir de l’équation ωn ≃ 1.83
T

. Le coefficient

d’amortissement est une constante.

• Appliquer la loi de commande stabilisante

u(x(t)) =
−∑2

l=0 K2l(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgLfh(x(t))

résultant de la minimisation du même critère ci-dessus au nouveau

système non linéaire.

• Si ρ ≤ 4 et ρ 6= 1, 2 :

• Appliquer la loi de commande stabilisante pour ρ = 3, 4. (En notre

connaissance, aucune méthode n’a été établie pour le choix de

caractéristiques du système linéaire bouclé de degré relatif 3 ou 4

comme le temps de réponse, par exemple).

• Si ρ > 4 :

• Le système devient instable avec la loi de commande ci-dessus.

• Il faut donc trouver une loi de commande stabilisante. C’est la suite de

nos travaux.

Algorithme 1: Algorithme d’application de la NCGPC en fonction du degré relatif.

Robustesse de la NCGPC

La loi de commande qui résulte de la NCGPC est, par construction même, robuste par rapport
à la stabilité du système linéaire bouclé résultant. Cette robustesse est liée au degré relatif du
système non linéaire considéré et à l’horizon de prédiction fixé par l’utilisateur. En effet, plus
le degré relatif est petit (proche de 1), plus le système est stable, puisque pour un degré relatif
égal à 1, nous avons un seul pôle situé bien à gauche dans le plan complexe. Cette position est
modulée par l’inverse de l’horizon de prédiction.
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Propriétés de la NCGPC sans correction

L’étude précédente révèle, en tenant compte des assomptions A1 à A4, les propriétés suivantes
de la NCGPC :

– la loi de commande est optimale, linéarisante et, de plus, stabilisante (pour ρ ≤ 4) ;
– le degré relatif, paramètre intrinsèque au système, donne la position des pôles dans le plan

complexe dont la structure est en branches de palmier ; elle donne également la stabilité
du système bouclé (pour ρ ≤ 4) ;

– l’inverse de l’horizon de prédiction, paramètre extrinsèque au système, est le coefficient
d’une homothétie H de centre, le centre du plan complexe ;

– la stabilité est garantie, quelque soit l’horizon de prédiction, pour des systèmes dont le
degré relatif est inférieur ou égal à quatre, [Chen 03].

Illustration

Cas d’un système non linéaire SISO de degré relatif ρ = 1 Soit le système SISO non
linéaire de dimension 1 suivant

{
ẋ(t) = 3x2(t) + u(t)
y(t) = h(x(t)) = x(t)

(2.64)

dont l’objectif reste la poursuite de trajectoire par la sortie y d’un signal de référence.

Application de la NCGPC L’erreur e(t) entre la sortie y(t) et le signal de référence ω(t)
est telle que :

e(t) = y(t) − ω(t). (2.65)

Le degré relatif résultant est égal à 1 qui est la dimension du système SISO. Par conséquent, la
dynamique des zéros n’existe pas. En appliquant la loi de commande NCGPC :

u(x(t)) =
−

∑1
l=0 K1l(T, ρ)

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

Lge(t)
,

où K1 =
[

K10 K11

]
avec K11 = 1, au nouveau système non linéaire ci-dessous :

ż(t) = Lfh(x(t)) − ω̇(t) + Lge(x(t))u(t)

résultant du changement de coordonnées suivant

z(t) = h(x(t)) − ω(t),

il vient le système linéaire bouclé stable

ż(t) = −K10z(t).

Quelques résultats de simulation : Les simulations présentées dans la suite ont été
faites sous matlab simulink version 7.0.1. La matrice de gain K1 est donnée dans la table 2.5
pour différentes valeurs de l’horizon de prédiction et les résultats de simulation sont montrés sur
les figures 2.15 (a), (b), (c) et (d).
Les figures 2.15 (a) et (b) montrent que le temps de réponse est toujours égal au double de l’ho-
rizon de prédiction, voir table 2.2. La poursuite de trajectoire est satisfaisante puisque confirmée
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par les différentes courbes de l’erreur sur la figure 2.15 (d) avec une loi de commande qui ne
prend pas de trop grandes valeurs, voir figure 2.15 (c).

Table 2.5 – Horizon de prédiction T , matrice de gain correspondante K1 pour un système de
degré relatif ρ = 1.

Horizon de prédiction T (s) Matrice de gain K1 =
[

K10 K11

]

T = 1 K1 =
[

1.5 1
]

T = 2 K1 =
[

0.75 1
]

T = 3 K1 =
[

0.5 1
]

T = 4 K1 =
[

0.375 1
]

T = 5 K1 =
[

0.3 1
]

0 5 10 15 20 25
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(a) Poursuite du signal de référence ω(t)

temps (s)

S
or

tie

Réponse pour T=1s

Réponse pour T=2s

Réponse pour T=3s

Réponse pour T=4s

Réponse pour T=5s

Signal de référence

0 5 10 15 20
0.91

0.92

0.93

0.94

0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1

1.01

temps (s)

S
or

tie

(b) Poursuite du signal de référence ω(t) (Zoom)

Temps de réponse 2s pour T=1s

Temps de réponse 10s  pour T=5s

Temps de réponse 8s for T=4s

Temps de réponse 4s pour T=2s

Signal de référence

Temps de réponse 6s pour T=3s

0 5 10 15 20 25
−4

−3

−2

−1

0

1

2
(c) La commande

temps (s)

si
gn

al
  d

e 
co

m
m

an
de commande pour T=5s

commande pour T=4s

commande pour T=3s

commande pour T=4s

commande pour T=1s

0 5 10 15 20 25
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
(d) Erreur entre la sortie et la référence

temps (s)

E
rr

eu
r

Erreur pour T=1s

Erreur pour T=5s

Erreur pour T=4s

Erreur pour T=3s

Erreur pour T=2s

Figure 2.15 – NCGPC : temps de réponse pour un système non linéaire de dimension 1 (égal
au degré relatif), pour différentes valeurs de l’horizon de prédiction : T = 1 à 5 secondes.

Cas d’un système non linéaire SISO de degré relatif ρ = 2 Soit le système non linéaire
SISO de dimension 2 suivant :






ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = 2x2

1(t) − 3u(t)
y(t) = h(x(t)) = x1(t)

(2.66)

dont la sortie est donnée.
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Application de la NCGPC Notre but étant de faire de la poursuite de trajectoire, nous
définissons l’erreur comme dans l’exemple précédent, entre le signal de référence ω(t) et la sortie
y(t). D’où le système de coordonnées suivant

{
z1(t) = h(x(t)) − ω(t)
z2(t) = Lfh(x(t)) − ω̇(t)

(2.67)

qui conduit au système non linéaire

{
ż1(t) = z2(t)
ż2(t) = L2

fh(x(t)) − ω̈(t) + LgLfh(x(t))u(t)
. (2.68)

En appliquant la loi de commande NCGPC u telle que

u(x(t)) =
−∑2

l=0 K2l(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgLfh(x(t))

au système (2.68) il vient le système linéaire bouclé stable (2.69) (car de degré relatif inférieur
ou égal à quatre) :

[
ż1

ż2

]
=

[
0 1

−K20 −K21

] [
z1

z2

]
(2.69)

où K20 et K21 sont les première et deuxième composantes de la matrice de gain K2 donnée par
K2 =

[
K20 K21 K22

]
avec la troisième composante K22 = 1.

Quelques résultats de simulation sont présentés en figure 2.16 pour différentes valeurs
de la matrice de gain K2 donnée dans la table 2.6.

Table 2.6 – Horizon de prédiction T et matrice de gain correspondante K2 pour un système de
degré relatif ρ = 2.

Horizon de prédiction T (s) Matrice de gain K2 =
[

K20 K21 K22

]

T = 1 K2 =
[

3.33 2.5 1
]

T = 2 K2 =
[

0.83 1.25 1
]

T = 3 K2 =
[

0.37 0.83 1
]

T = 4 K2 =
[

0.21 0.63 1
]

T = 5 K2 =
[

0.13 0.5 1
]
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Figure 2.16 – NCGPC : dépassement pour un système non linéaire de dimension 2 (égal au
degré relatif), pour différentes valeurs de l’horizon de prédiction : T = 1 à 5 secondes.

Comme nous pouvons le voir sur la figure 2.16, la poursuite de trajectoire se fait correctement
et le dépassement prévu est celui qui est obtenu, c’est-à-dire approximativement 5.21%. La loi
de commande prend des valeurs "raisonnables" et l’erreur converge vers zéro, pour chaque valeur
fixée de l’horizon de prédiction.

En somme, dans l’étude présentée ci-dessus, la stabilité du système bouclé est garantie si et
seulement si le degré relatif est au plus égal à quatre. Cependant, dans le cas où ce dernier est
strictement supérieur à quatre, Chen et al., [Chen 03] ont introduit un troisième paramètre qui
est l’ordre des dérivées successives de la commande. Ils ont montré que la stabilité en boucle
fermée est garantie si la différence entre le degré relatif et l’ordre de la commande est inférieure
à quatre, [Chen 03]. En d’autres termes, ils proposent d’avoir recours, au moins, aux quatre pre-
miers termes, à partir de l’ordre égal au degré relatif, du développement en série de Taylor de
l’erreur pour palier le problème d’instabilité en boucle fermée.
Par ailleurs, les méthodes de correction que nous proposons comme alternative à celle de Chen
sont présentées ci-dessous.
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2.2.2 Proposition de méthodes de correction (degré relatif strictement supé-
rieur à quatre)

Les approches que nous proposons dans cette partie ont en commun la modification du critère
d’optimisation avec l’ordre des dérivées successives de la commande fixé à zéro et la stabilisation
du système linéaire bouclé garantie. En effet, la première consiste à rajouter un terme linéaire
en commande au critère initial J , voir [Dabo 09a], tandis que la seconde consiste à rajouter une
matrice de correction "intelligente" à la matrice de prédiction du critère initial J . Le terme "in-
telligent" est utilisé du fait que la matrice de correction s’annule totalement lorsque la correction
n’est pas nécessaire, en d’autres termes, lorsque le degré relatif est inférieur ou égal à quatre.
Dans les deux cas la stabilité en boucle fermée est garantie.
Cependant, l’horizon de prédiction n’a plus d’effet sur le temps de réponse du système bouclé,
dans le premier cas. Ce dernier ne dépend plus que du placement de pôles fait sans tenir compte
de la commande prédictive. Le prix à payer avec cette méthode est la perte du caractère prédictif
de la loi de commande résultante.

En revanche, dans le second cas, la matrice de correction utilisée est, par construction, une
matrice "intelligente". Elle s’annule de facto lorsque la correction n’est pas nécessaire. Autre-
ment dit, elle ne produit aucune action sur la matrice de prédiction et donc sur la matrice de
gain K de la commande lorsque le degré relatif du système non linéaire de départ est inférieur ou
égal à quatre. L’efficacité de cette méthode pour la stabilisation du système linéaire bouclé est
testée avec succès en simulation pour un degré relatif pouvant atteindre 40 avec des valeurs cor-
respondantes spécifiques de l’horizon de prédiction. Avec cette méthode, l’horizon de prédiction,
paramètre extrinsèque au système, n’agit plus uniquement comme paramètre de positionnement
des pôles dans le plan complexe mais, avec le degré relatif, comme paramètre de stabilisation.
Ainsi, le concepteur de la loi de commande dispose, avec cette méthode, de la possibilité d’agir
sur le caractère stabilisant de sa loi de commande tout en conservant son caractère prédictif.

Correction linéaire de la loi de commande

L’objectif de cette méthode est de pouvoir faire un placement de pôles, à partir de la loi de
commande résultant de la minimisation du critère quadratique J modifié.

Construction du nouveau critère La modification à apporter est l’ajout d’un terme linéaire
en commande u au critère. Nous le définissons comme Jc = Gvu où G est donné par G = −ΠssD,
v est la loi de commande permettant d’effectuer le placement de pôles dans le futur système de
coordonnées et u est le signal de contrôle du système SISO considéré. Pour rappel, Πss est donné
par :

Πss =
T 2ρ+1

ρ!ρ!(2ρ + 1)
et D = LgL

ρ−1
f h.

Soit Jv le critère corrigé tel que

Jv = J + Jc

ou, de façon équivalente :

Jv = 1
2

∫ T
0 [ê(t + τ)]2dτ + Gvu . (2.70)
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Elaboration de la loi de commande En minimisant ce critère par rapport au contrôle u et en
appliquant la loi de commande résultante au système non linéaire (2.37) obtenu par changement
de coordonnées, il vient un système linéaire bouclé sous les formes compagnes commandable et
observable, voir les équations (2.83) et (2.84). Ainsi, nous sommes sûrs d’atteindre notre objectif
de placement de pôles. Notez que l’erreur de prédiction est déterminée de la même manière que
dans le cas de la NCGPC sans correction. Seul le résultat de la minimisation du critère corrigé
change du fait du terme de correction rajouté.
Ainsi :

∂Jv

∂u
=

∂J

∂u
+

∂Jc

∂u
= 0 (2.71)

ou, de manière équivalente :

(
∂E(t)

∂u

)t

Π(T, ρ)E(t) + Gv = 0 (2.72)

où E est donné dans les équations (2.22) et (2.23). Ce qui entraîne

[
01×ρ D

]
Π





h − ω
Lfh − ω̇

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du




+ Gv = 0. (2.73)

Après simplifications et en remplaçant G par son expression, il vient

DΠs





h − ω
Lfh − ω̇

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du




− DΠssv = 0. (2.74)

Comme D ne s’annule pas (parce que le degré relatif ρ est supposé bien défini, voir l’assomption
A3) il vient

Πs





h − ω
Lfh − ω̇

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du




− Πssv = 0. (2.75)

D’où

Πs




0ρ×1

Du



 − Πssv = Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.76)

et

ΠssDu − Πssv = Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.77)

ou

Πss(Du − v) = Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 . (2.78)
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Par conséquent

Du − v = Π−1
ss Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.79)

et

Du = Π−1
ss Πs




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 + v (2.80)

ce qui donne finalement

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kρl

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

+
v

LgL
ρ−1
f h(x(t))

, (2.81)

où les Kρl sont tels que

Kρl =
ρ!

l!T ρ−l

2ρ + 1

ρ + l + 1
,

pour tout 0 ≤ l ≤ ρ.

Analyse de stabilité du système linéaire bouclé La méthode que nous utilisons dans ce cas
pour l’analyse de stabilité est la même que précédemment. Nous changeons de coordonnées, dans
un premier temps, construisons le nouveau système de coordonnées d’où est déduit le système
non linéaire dans un second temps et enfin, dans un troisième temps, appliquons à ce système la
loi de commande.

Changement de coordonnées En reprenant le même changement de coordonnées qu’en
(2.37) qui conduit au système non linéaire (2.38), nous passons à l’application de la loi de
commande corrigée (2.81).

Application de la loi de commande corrigée En substituant u à la loi de commande
corrigée (2.81) dans la dernière équation du système (2.37), il vient

Ż = AρZ + Bρv
O = CρZ

(2.82)

où

Aρ =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

−Kρ0 −Kρ1 −Kρ2 · · · −Kρ(ρ−1)




, (2.83)

Bρ =





0
0
...
0
1




et Ct

ρ =





1
0
...
0
0




(2.84)
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qui constituent les formes compagnes commandable et observable. Le système (2.82) est alors
controllable et observable. Par conséquent, il existe une matrice L tel qu’un placement de pôles
soit réalisable. Pour ce faire, choisissons le contrôle v tel que

v = −LZ = −
ρ−1∑

l=0

Ll

[
Ll

fh(x) − ω(l)
]
.

La somme est faite jusqu’à l’ordre (ρ − 1) pour éviter d’introduire à nouveau les nonlinéarités
déjà compensées par les premiers termes de la loi de commande (2.81). D’où le résultat suivant,
voir [Dabo 09a].

Théorème 2.2.4 ♥ Soit un système non linéaire de la forme (2.1) vérifiant les assomptions A1
à A4, avec un degré relatif strictement supérieur à quatre. La stabilité en boucle fermée pour un
tel système peut être obtenue avec une loi de commande de la forme

u(x) =
−∑ρ

l=0 Kρl

[
Ll

fh(x) − ω(l)
]

LgL
ρ−1
f h(x)

−
∑ρ−1

l=0 Ll

[
Ll

fh(x) − ω(l)
]

LgL
ρ−1
f h(x)

,

résultant de la minimisation du critère

Jv =
1

2

∫ T

0
[ê(t + τ)]2dτ + Gvu

où ê(t + τ) est l’erreur de prédiction à l’instant τ et Gvu un terme de correction linéaire par

rapport au contrôle u, avec G = −DΠss et v = −∑ρ−1
l=0 Ll

[
Ll

fh(x) − ω(l)
]
♥.

La loi de commande (2.81) appliquée à tout système non linéaire SISO de degré relatif strictement
supérieur à quatre, assure la stabilité en boucle fermée du système linéaire résultant faisant appel
à un placement de pôles. La table 2.7 montre l’importance du choix du critère, en fonction du
degré relatif, pour garantir la stabilité du système linéaire bouclé. L’algorithme 2 résumant la
méthode est présenté.

Table 2.7 – Stabilité du système linéaire bouclé en fonction du critère et du degré relatif.

Degré relatif ρ ρ ≤ 4 ρ > 4

Critère sans correction

J = 1
2

∫ T
0 [ê(t + τ)]2dτ stable instable

Critère avec correction

Jv = 1
2

∫ T
0 [ê(t + τ)]2dτ + Gvu stable stable
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• Chercher le degré relatif ρ et calculer la dynamique des zéros (nous la

supposons stable).

• Si ρ ≤ 4

• appliquer la méthode détaillée dans l’algorithme 1

• Si ρ > 4 :

• Fixer l’horizon de prédiction et calculer les coefficients Kρl

• En déduire la matrice du système linéaire bouclé A et construire la

matrice B :

A =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

−Kρ0 −Kρ1 −Kρ2 · · · −Kρρ−1




et B =





0
0
...
0
1





• Construire la matrice P des pôles désirés

• En déduire le vecteur L tel que les valeurs propres de la matrice A − BL
soient égaux aux éléments de la matrice P. Le vecteur L est donné par

L =
[

L0 L1 · · · Lρ−1

]

• Appliquer la loi de commande corrigée suivante

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kρl(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

−
∑ρ−1

l=0 Ll

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

qui garantit la stabilité pour toutes valeurs du degré relatif du

système considéré.

Algorithme 2: Algorithme d’application de la loi de commande avec correction linéaire en
fonction du degré relatif.

Remarque 2.2.2.1 Cette méthode de placement de pôles, annihile l’action de l’horizon de pré-
diction sur le temps de réponse du système linéaire bouclé, ce qui ne permet pas de garder le
caractère prédictif de la loi de commande.

Pour rester dans l’esprit de la NCGPC, nous proposons une deuxième méthode qui consiste à
rajouter une matrice de correction à la matrice de prédiction du critère initial et à utiliser une
autre alternative pour le placement de pôles que nous expliciterons. La particularité de la matrice
en question est qu’elle n’agit que sur la dernière ligne de la matrice de prédiction Π du critère J
transformant ainsi la matrice de gain K de la loi de commande u afin de garantir la stabilité du
système bouclé.

Propriétés de la NCGPC avec correction linéaire En considérant les mêmes assomptions
que dans le cas non corrigé, nous avons les propriétés suivantes :

– la NCGPC linéairement corrigée conserve le caractère optimal, linéarisant et stabilisant (en
boucle fermée) de la NCGPC. De plus, sous réserve que le placement de pôles soit faisable,
cette stabilisation est obtenue, quelque soit le degré relatif considéré ;
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– cependant, le degré relatif (pour des valeurs strictement supérieures à 5) n’influe plus sur
la position des pôles dans le plan complexe, puisque ces derniers sont fixés par placement
de pôles ; il n’influe non plus sur la stabilité du système bouclé ;

– aussi, nous avons la perte du caractère homothétique de l’inverse de l’horizon de prédiction
et la perte du caractère prédictif de la loi de commande.

En réalité, il vaut toujours mieux que certains phénomènes gardent leur défaut, si les corrections
que nous devons leur apporter les dénaturent.

Illustration Soit le système SISO non linéaire suivant, de dimension 6,






ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + x2
1

ẋ3 = x4 − x2

ẋ4 = x5 − x1

ẋ5 = x2 − 3u
ẋ6 = x5 − x6

et y = h(x) = x1 (2.85)

dont l’objectif demeure la poursuite de trajectoire de sa sortie y. Pour ce faire, nous suivrons les
différentes étapes résumées dans l’algorithme 2.

Degré relatif et dynamique des zéros Soit ρ le degré relatif du système (2.85) calculé
comme suit : 





y = h(x) = x1

ẏ = Lfh(x) = ẋ1 = x2

ÿ = L2
fh(x) = ẋ2 = x3 + x2

1

y(3) = L3
fh(x) = 2x1x2 + x4 − x2

y(4) = L4
fh(x) = 2x2

2 + (2x1 − 1)(x3 + x2
1)

+x5 − x1

y(5) = L5
fh(x) + uLgL

4
fh(x) = (2x3 + 2x2

1

+2(2x1 − 1)x1 − 1)x2 + 4x2(x3 + x2
1)

+(2x1 − 1)(x4 − x2) + x2 + 3u

. (2.86)

Il est bien défini et est égal à 5. Par conséquent, nous avons une dynamique des zéros stable
donnée par ẋ6 = −x6.

Calcul de la matrice de gain K et placement de pôles Nous choisissons pour cette
application un horizon de prédiction de T = 0.1 seconde. Ce qui entraîne

K ∼=
[

2.2 0.19 82.10−4 2.10−4 0 1.10−7
]
∗ 107.

Comme le degré relatif ρ est plus grand que quatre, nous construisons arbitrairement le vecteur
des pôles désirés P tel que

P =
[
−2 −1 −3 −4 −6

]
.

Nous en déduisons ensuite le vecteur L tel que les valeurs propres de la matrice A − BL soient
toutes éléments de la matrice P . Ainsi, le vecteur L est donné par

L ∼=
[
−2.2 −0.19 −82.10−4 −2.10−4 0

]
∗ 107.
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Par conséquent, la loi de commande stabilisante ci-dessous

u(x) = −
L5

fh(x) − ω(5)

LgL4
fh(x)

−
∑4

l=0(K5l + Ll)
[
Ll

fh(x) − ω(l)
]

LgL4
fh(x)

,

est appliquée au système non linéaire considéré dans un nouveau système de coordonnées et les
résultats de simulation sont présentés en figure 2.17.

Quelques résultats de simulation La poursuite de trajectoire est correcte puisque l’er-
reur converge vers zéro et que la commande ne prend pas des valeurs "disproportionnées".
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Figure 2.17 – NCGPC avec correction linéaire : poursuite du signal de référence ω par la sortie
x1.

Cependant, si cette méthode nous permet de résoudre le problème d’instabilité d’une classe
de systèmes SISO non linéaires (dont le degré relatif est strictement supérieur à quatre), il ne
nous permet pas de garder l’esprit de la commande prédictive. D’où la méthode de correction
matricielle suivante comme alternative.

Correction matricielle de la loi de commande

Construction du nouveau critère Soit M un vecteur donné par

M =
[

M1 M2 · · · Mρ Mρ+1

]
, (2.87)
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avec Mρ+1 = 0. Chacun des termes Ml, pour 1 ≤ l ≤ ρ+ 1, est choisi de sorte que la stabilité du
système bouclé, résultant de la loi de commande "corrigée", soit garantie.

Soit P la matrice de correction telle que

P = Πss




0ρ×(ρ+1)

M1 · · · Mρ 0



 , (2.88)

où Πss est donnée dans (A.7).

Pour modifier convenablement le critère, il suffit d’ajouter à la matrice de prédiction Π du
critère, la matrice de correction P . Il vient alors la matrice de prédiction corrigée Πc telle que

Πc =




Π(m,n)(T, ρ) Π(m,ρ+1)(T, ρ)

Πsn(T, ρ) + Πss(T, ρ)Mp Πss(T, ρ) + Πss(T, ρ)Mρ+1



 (2.89)

pour tous entiers naturels m,n, p tels que 1 ≤ m,n, p ≤ ρ.

En remplaçant la matrice de prédiction Π par la matrice de prédiction corrigée Πc, il vient
le critère "corrigé" suivant :

Jc(t) =
1

2
Et(t)Πc(T, ρ)E(t). (2.90)

Ainsi, la loi de commande "corrigée" peut être déduite par minimisation par rapport à la com-
mande u de ce critère.

Elaboration de la loi de commande Les assomptions A1 à A4 mentionnées dans la partie
2.2.1 restent valables ici et dans la suite. La prédiction du signal de sortie, le développement en
série de Taylor du signal de référence et de l’erreur de prédiction sont les mêmes ici que dans
la section présentant la loi de commande sans correction. Le critère corrigé (2.90) est obtenu à
partir de l’équation (2.19). En le minimisant par rapport à la commande u, il vient

∂Jc

∂u
= 0 (2.91)

soit plus explicitement (
∂E(t)

∂u(t)

)t

Πc(T, ρ)E(t) = 0 (2.92)

où le vecteur E, est donné dans les équations (2.22) et (2.23). Ainsi,

[
01×ρ D

]
Πc




h − ω

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du



 = 0. (2.93)

Après simplifications, il vient :

DΠc
s




h − ω

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du



 = 0 (2.94)
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où Πc
s, dernière ligne de la matrice Πc, est donnée par :

Πc
s = [Πsn + ΠssMp Πss]

pour tout 1 ≤ n, p ≤ ρ, puisque Mρ+1 est égal à zéro.

Comme D ne s’annule pas (parce que le degré relatif ρ est supposé bien défini, voir assomp-
tion A3), il vient

Πc
s




h − ω

...

Lρ
fh − ω(ρ) + Du



 = 0. (2.95)

Par conséquent :

Πc
s

[
0ρ×1

Du

]
= Πc

s




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.96)

et avec des simplifications :

Πc
ssDu = Πc

s




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 (2.97)

donc

Du = [Πc
ss]

−1Πc
s




ω − h

...

ω(ρ) − Lρ
fh



 . (2.98)

Comme Πc
ss est le dernier élément du vecteur ligne Πc

s et que Mρ+1 = 0, alors Πc
ss = Πss. En

posant Kc = Π−1
ss Πc

s, il vient, pour chaque élément Kc
ρl de Kc :

Kc
ρi =

ρ!

i!

(2ρ + 1)

(ρ + i + 1)T ρ−i
+ Mi (2.99)

avec Mi = Ml−1 pour tout 0 ≤ i = l − 1 ≤ ρ. Le terme Kc
ρi peut être réécrit comme

Kc
ρi = Kρi + Mi (2.100)

où Mi est le terme qui agit comme correction sur Kρi. Finalement, nous obtenons la loi de
commande suivante :

u(x(t)) =
−∑ρ

i=0 Kc
ρi(T, ρ)

[
Li

fh(x(t)) − ω(i)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

(2.101)

qui est optimale car résulte de la minimisation d’un critère et "intelligente" puisque les termes Mi

s’annulent de facto lorsque le degré relatif est inférieur ou égal à quatre. En effet, l’intelligence,
c’est agir, uniquement, quand l’action s’impose, par rapport à nos objectifs.

Analyse de stabilité du système linéaire bouclé Pour ce faire, le principe reste le même.
Nous allons :

– changer de coordonnées
– en déduire un nouveau système non linéaire
– appliquer la loi de commande corrigée.
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Changement de coordonnées et système non linéaire Nous utilisons le même chan-
gement de coordonnées qu’en 2.2.2 ainsi que le système non linéaire qui en découle. Ce qui nous
conduit à l’application de la loi de commande comme suit.

Application de la loi de commande En appliquant la loi de commande (2.101) au
système non linéaire obtenu par changement de coordonnées, il vient

Ż = Ac
ρZ

O = Cc
ρZ

(2.102)

où

Ac
ρ =

[
0(ρ−1)×1 Id(ρ−1)×(ρ−1)

−Kc
ρ0 −Kc

ρ1 · · · −Kc
ρ(ρ−1)

]
(2.103)

et

Cc
ρ =

[
1 0 · · · 0 0

]
. (2.104)

Par conséquent, le polynôme caractéristique P c
ρT est donné par l’équation

P c
ρT =

ρ∑

l=0

Kc
ρl(T, ρ)λl

où

Kc
ρl =

ρ!

l!

(2ρ + 1)

(ρ + l + 1)T ρ−l
+ Ml

pour tout 0 ≤ l ≤ ρ − 1.

Choix des éléments de la matrice M Nous rappelons ici, que les éléments de la matrice
M sont choisis de sorte à garder le caractère prédictif de la loi de commande dans le futur pla-
cement de pôles. Aussi, l’horizon de prédiction devient un paramètre important pour la stabilité
du système bouclé.

Analyse de stabilité du système linéaire bouclé Soit B, une matrice de dimensions
ρ × 1, telle que :

B =
[

0 0 · · · 0 1
]t

.

Soit Ω un vecteur composé, en partie, des pôles stables du système non linéaire bouclé (2.102)
complété par les pôles instables du même système, rendus stables par la méthode suivante :

– prendre le minimum de la partie réelle de tous les pôles,
– le rajouter à chacun des pôles instables,
– si le résultat est négatif, le garder ainsi,
– sinon, le forcer à être négatif en lui affectant un signe moins.

La stabilité en boucle fermée, pour ρ variant entre 1 et 16 et T = 1 seconde, est garantie, si les
valeurs propres de la matrice A − BM sont égales aux éléments de la matrice Ω. La matrice A
est donnée dans l’équation (2.103). Il est important de noter que dans tout le reste du document,
l’unité de l’horizon de prédiction est, et restera, la seconde.
Dans le cas où le degré relatif varie entre 17 et 40, la stabilité en boucle fermée peut être atteinte
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avec des valeurs spécifiques de l’horizon de prédiction comprises entre 1 et 15 secondes.
Cependant, dans le cas de notre étude, nous n’avons pas trouvé de moyen pour garantir la
stabilité pour un degré relatif égal à 60. En effet, à partir de T = 15s, la valeur du degré relatif
pour laquelle la stabilité en boucle fermée est garantie commence à décroître à partir de ρ = 40.
Ce résultat est résumé dans la table 2.8, et une illustration en est donnée sur la figure 2.18.

ρ T (s) ρ T (s) ρ T (s)

1-16 1 38 13 23 28

17-19 2 39 14 22 29 ;30

20-22 3 40 15 21 31 ;32

23-25 4 38 16 20 33-35

24-26 5 36 17 19 36 ;37

27-29 6 35 18 18 38-40

30 7 32 19 17 41-45

31-32 8 30 20 ;21 16 46-49

33-34 9 28 22 15 50-57 et 59 ;60

35 10 26 23 14 58

36 11 25 24-26

37 12 24 27

Table 2.8 – Valeurs du degré relatif et de l’horizon de prédiction (en seconde) garantissant la
stabilité du système linéaire bouclé.

Dans la table 2.8, nous avons 6 colonnes classées deux à deux : une colonne du degré relatif
et une colonne de l’horizon de prédiction dont les valeurs garantissent la stabilité du système
bouclé. Si nous considérons les deux premières colonnes par exemple, 1 − 16 signifie que le degré
relatif varie de 1 à 16 et que le chiffre 1 en face de cette colonne, est une valeur de l’horizon de
prédiction qui permet de garantir la stabilité en boucle fermée.
Pour la deuxième ligne, toujours en considérant les deux premières colonnes, 17 − 19 signifie que
la valeur numérique du degré relatif, à partir de laquelle on peut utiliser un horizon de prédiction
de 2 secondes, dans le même objectif de stabilité, est 17. Pour la même valeur de l’horizon de
prédiction, la valeur maximale du degré relatif est 19. Cependant, la stabilité du système bouclé
est conservée, si, pour T = 2 secondes on considère l’intervalle 1 − 19 pour le degré relatif. Ceci
reste vrai pour tous les intervalles de la première colonne. Notez que la valeur 2 de l’horizon de
prédiction, n’est pas l’unique valeur qui garantit la stabilité. Nous n’avons pas, cependant, dans
cette étude, fait un recensement exhaustif des autres valeurs garantissant la stabilité.
Dans le cas où nous n’avons qu’une seule valeur du degré relatif, ce qui est le cas pour la dernière
ligne des deux premières colonnes, par exemple, 37 voudrait dire que de 1 à 37, la stabilité du
système bouclé est garanti avec T = 12.
En considérant les deux colonnes suivantes :

– 30 et 20; 21 signifie que les 2 valeurs de l’horizon de prédiction 20 et 21 assure la stabilité
du système bouclé pour un degré relatif variant de 1 à 30

– 25 et 24-26 signifie que pour un horizon de prédiction variant de 24 à 26, l’objectif de
stabilité du système bouclé est atteint pour un système de degré relatif égal à 25.
Enfin, dans les deux dernières colonnes, le cas 15, 50 − 57 et 59; 60 veut dire que pour
un horizon de prédiction variant de 50 à 57 ou prenant les valeurs 59 et 60, l’objectif de
stabilité en boucle fermée est atteint pour un système de degré relatif égal à 15.
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Figure 2.18 – Degré relatif ρ en fonction de l’horizon de prédiction T pour lequel la stabilité en
boucle fermée est garantie.

Notez que dans le cas où il y a un intervalle de l’horizon de prédiction, ce sont exclusivement ces
valeurs qu’il faudra considérer et ne pas partir de 1 comme pour le degré relatif.
Sur la figure 2.18, nous atteignons le maximum du degré relatif, 40, pour lequel la stabilité
du système bouclé est garantie. Ceci est possible avec un horizon de prédiction égal à 15 mais
également, variant par pas de 0, 1 à partir de 15 jusqu’à 15,9 s.
Nous pouvons alors dire que plus on va loin dans la prédiction, au sens de l’horizon, moins le
résultat attendu, au sens de la stabilité, est performant. Il y a donc ici une limite, un compromis
à faire entre l’horizon de prédiction et la performance du système, en tenant compte du degré
relatif.

Remarque 2.2.2.2 Avec des valeurs spécifiques de l’horizon de prédiction, variant entre 1 et
15 secondes, une telle méthode de placement de pôles permet de garantir la stabilité en boucle
fermée, pour un système de la forme (2.1) dont le degré relatif peut atteindre 40. Dans le cas où
l’horizon de prédiction est supérieur ou égal à 16, on obtient certes la stabilité, mais avec une
dynamique lente pour le système bouclé.

Remarque 2.2.2.3 Avec la NCGCP "sans correction", les paramètres T et ρ servent, respecti-
vement, à choisir la dynamique du système bouclé et à déterminer sa stabilité.
Cependant, pour la NCGPC "avec correction matricielle", l’horizon de prédiction T permet, en
plus de fixer la dynamique du système bouclé (pour ρ > 4), d’en garantir la stabilité. Dans ce cas,
le rôle stabilisateur de l’horizon de prédiction prédomine sur celui du degré relatif lorsque ce der-
nier dépasse la valeur quatre. Alors le paramètre extrinsèque prend le relais lorsque le paramètre
intrinsèque n’a plus de marge de manoeuvre.

Observations numériques 2.2.1 ♥ Soit un système SISO non linéaire de la forme (2.1), vé-
rifiant les assomptions A1 à A4, dont le degré relatif peut atteindre 40. La stabilité en boucle
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fermée d’un tel système, dans le cas de la FL, est garantie avec une loi de commande de la forme

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kc
ρl(T, ρ)

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

,

résultant de la minimisation, par rapport à la commande u, du critère corrigé

Jc(t) =
1

2
Et(t)(Π(T, ρ) + P )E(t)

dont la matrice de prédiction Π(T, ρ) est corrigée avec la matrice P définie comme :

P = Πss




0ρ×(ρ+1)

M1 · · · Mρ 0



 . (2.105)

Chaque terme Mi, pour tout entier i tel que 1 ≤ i ≤ ρ, est choisi de telle sorte que les valeurs
propres de la matrice A − BM restent égales aux éléments de la matrice Ω des pôles désirés ♥.

Corollaire 2.2.2.1 La matrice P "disparaît" totalement pour ρ ≤ 4 (la stabilité en boucle fermée
est garantie) ce qui n’est pas le cas lorsque ρ > 4 (nous perdons la stabilité en boucle fermée).
Donc pas de pôles instables, pas de correction.

Remarque 2.2.2.4 Si le signal de référence ω(t) est fixé à zéro, la loi de commande ci-dessus
devient simplement linéarisante et, de plus, elle garantit la stabilité en boucle fermée, pour des
systèmes dont le degré relatif peut atteindre 40, avec des valeurs spécifiques de l’horizon de pré-
diction.

Le théorème 2.2.1 peut être présenté sous l’angle de la loi de commande et également sous l’angle
du polynôme caractéristique. Il vient alors les deux résultats suivants.

Observations numériques 2.2.2 ♥ Soit une loi de commande :

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kρl(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

,

optimale, stabilisante pour ρ ≤ 4, résultant de la minimisation du critère quadratique :

J(t) =
1

2
Et(t)Π(T, ρ)E(t).

Soit A la matrice du système linéaire, résultant du bouclage par la commande ci-dessus, dans un
nouveau système de coordonnées.

Alors u reste optimale si, à chacun de ses coefficients Kρl on rajoute un terme Mi tel que les
pôles de la matrice A−BM soient égaux aux éléments de la matrice Ω. De plus, pour des valeurs
spécifiques de l’horizon de prédiction T , 1 ≤ T ≤ 15s, cette loi de commande est stabilisante
quelque soit ρ ≤ 40 ♥.
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Nous pouvons dire qu’il existe des phénomènes optimaux, stabilisants, qui restent optimaux, et
dont on améliore considérablement le caractère stabilisant, si l’on apporte, dans la mesure du
possible, des modifications intelligentes, au sein de ces mêmes phénomènes.

Observations numériques 2.2.3 ♥ Soit PρT (λ), un polynôme à coefficients réels, de la forme :

PρT (λ) =

ρ∑

l=0

Kρlλ
l

dont chacun des coefficients Kρl est de la forme

Kρl =
(2ρ + 1)

l!(ρ + 1 + l)

ρ!

T ρ−l
.

PρT (λ) est Hurwitz, pour toute valeur du degré relatif ρ compris entre un et quatre et ceci, quelque
soit l’horizon de prédiction T .
Alors PρT (λ) le reste si, à chacun de ses coefficients Kρl on rajoute un terme Ml tel que, les
racines du nouveau polynôme caractéristique :

P c
ρT (λ) =

ρ∑

l=0

(Kρl + Ml)λ
l

soient égales aux éléments de la matrice Ω. Le caractère Hurwitz de PρT (λ) est maintenue pour
ρ ≤ 40 si l’horizon de prédiction est choisi entre 1 et 15 secondes ♥.

Une illustration de ce résultat est donnée en figures 2.19, 2.20, 2.21 et 2.22 où il est possible de
voir, plus clairement, pour le cas ρ = 40, que la structure en branche de palmier est conservée et
que, seuls les pôles instables sont poussés vers le demi-plan gauche complexe. C’est le cas aussi
pour ρ ≤ 10. On peut donc qualifier cette nouvelle structure de branches de palmiers soufflées
vers le haut.
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Figure 2.19 – Cas instable : position des pôles dans le plan complexe (à gauche) et nombre de
pôles instables (à droite) pour un degré relatif ρ = 10 et un horizon de prédiction T = 1s.
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Figure 2.20 – Cas stable : position des pôles dans le plan complexe (à gauche) et nombre de
pôles stables (à droite) pour un degré relatif ρ = 10 et un horizon de prédiction T = 1s.

63



Chapitre 2. Commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu (NCGPC) : garantie de stabilité

Plan des pôles

Axe réel

A
xe

 im
ag

in
ai

re

0 10 20 30 40
0

2

4

6

8

10

12

14
Racines à partie réelle positive, pour T=15s

Degré relatif
N

om
br

e 
de

 p
ôl

es
 in

st
ab

le
s 

po
ur

 ρ
m

ax
=

40
−1 0 1 2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Figure 2.21 – Cas instable : position des pôles dans le plan complexe (à gauche) et nombre de
pôles instables (à droite) pour un degré relatif ρ = 40 et un horizon de prédiction T = 15s.
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Figure 2.22 – Cas stable : position des pôles dans le plan complexe (à gauche) et nombre de
pôles instables (à droite) pour un degré relatif ρ = 40 et un horizon de prédiction T = 15s.

Nous résumons ce résultat, en ce qui concerne la stabilité du système bouclé, dans la table
2.9 et un algorithme de la méthode utilisée est présenté.
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Table 2.9 – Stabilité du système linéaire bouclé en fonction du critère et du degré relatif.

Degré relatif ρ ρ ≤ 4 ρ > 4

Critère sans correction
J = 1

2EtΠE stable instable

Critère avec correction
Jv = 1

2EtΠcE stable stable

• Chercher le degré relatif ρ et calculer la dynamique des zéros (nous la

supposons stable).

• Si ρ ≤ 4 :

• appliquer la méthode détaillée dans l’algorithme 1

• Si ρ > 4 :

• Fixer l’horizon de prédiction et calculer les coefficients Kρl

• Construire la matrice A à partir de K et la matrice B :

A =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

−Kρ0 −Kρ1 −Kρ2 · · · −Kρ(ρ−1)




et B =





0
0
...
0
1





• Déterminer les valeurs propres de A

• Construire la matrice Ω à partir d’elles et en déduire le vecteur M tel

que

M =
[

M1 M2 · · · Mρ Mρ+1

]

et tel que les valeurs propres de la matrice A − BM soient égales aux

éléments de la matrice Ω.

• Appliquer la loi de commande corrigée

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kc
ρl(T, ρ)

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

qui garantit la stabilité jusqu’à ρ = 40 avec 1 ≤ T ≤15 secondes.

Algorithme 3: Algorithme d’application de la loi de commande avec correction matricielle
en fonction du degré relatif.
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Propriétés de la NCGPC avec correction matricielle intelligente La NCGPC corrigée,
sous vérification des assomptions A1 à A4, a les propriétés suivantes :

– elle conserve l’optimalité, les caractères linéarisant et stabilisant de la loi de commande
(pour ρ ≤ 4) ;

– elle confère à l’horizon de prédiction, en plus de son rôle de coefficient d’homothétie, le rôle
de garant de la stabilité en boucle fermée à partir de certaines valeurs du degré relatif ;

– elle conserve le rôle intrinsèque du degré relatif qui se limite à caractériser la stabilité ;
– elle garantit la stabilité du système bouclé pour un degré relatif variant de 1 à 40 avec des

valeurs de l’horizon de prédiction entre 1 et 15 secondes ;
– elle modifie légèrement la structure des pôles en branche de palmier dans le plan complexe ;
– elle garde le caractère prédictif de la NCGPC.

Illustration Reprenons le système (2.85) pour le même objectif de poursuite de trajectoire.
La sortie n’ayant pas été changée, le degré relatif du système et sa dynamique des zéros sont les
mêmes, à savoir ρ = 5 et ẋ6 = −x6.

Calcul de la matrice de gain K et placement de pôles Soit T = 1s l’horizon de
prédiction. Alors la matrice K est donnée par

K ≃
[

220 189 83 24 6 1
]
.

Nous pouvons alors déduire la matrice A qui est égal à

A =





0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

220 189 83 24 6





dont les valeurs propres sont composées de
– 2 nombres complexes conjugués à partie réelle négative : −1.8 ± 2i,
– 1 nombre réel strictement négatif : −2.5
– et 2 nombres complexes conjugués à partie réelle positive : 0.3 ± 3.5i.

Soit Ω la matrice des pôles désirés. Elle est égale à

Ω ≃
[
−1.8 + 2i; −1.8 − 2i; −2, 5; −2.2 + 3.5i; −2.2 − 3.5i

]
.

Par conséquent M ≃
[

81 164 110 35 5
]

et la matrice P est donnée par

P ≃ 6.10−6




05×6

81 164 110 35 5 0



 .

Ainsi, la loi de commande corrigée suivante

u(x) =
−∑5

l=0(K
c
5l)

[
Ll

fh(x) − ω(l)
]

LgL4
fh(x)

peut être appliquée au système non linéaire résultant d’un changement de coordonnées, avec

Kc ≃
[

301 353 193 59 11 1
]
.

Les résultats de simulation sont présentés ci-dessous.
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Quelques résultats de simulation La poursuite de trajectoire présentée est satisfaisante
puisque l’erreur tend vers zéro sous l’effet d’un signal de commande qui ne prend pas des valeurs
trop importantes, voir figure 2.23. Avec cette méthode, la stabilité du système non linéaire bouclé,
de degré relatif égal à 5 (strictement supérieur à quatre), est garantie, tout en gardant le caractère
prédictif de la loi de commande.
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Figure 2.23 – NCGPC avec correction matricielle : poursuite de la référence ω par la sortie x1.

Comparaison des deux méthodes de correction

Les deux méthodes de correction présentées ci-dessus ont la même finalité qui est la réso-
lution des problèmes de poursuite de trajectoire de sortie de systèmes non linéaires affines en
contrôle. Les lois de commande résultantes sont toutes deux optimales car résultent de la mini-
misation d’un critère défini. Seulement, avec la correction linéaire, nous disposons d’une marge
de manoeuvre plus importante pour le choix de la dynamique du système bouclé. Cependant, le
caractère prédictif de la loi de commande est totalement perdu.
Néanmoins, dans le cas de la correction matricielle, le caractère prédictif de la loi de commande
est conservé et la dynamique du système bouclé choisie à l’aide d’un seul paramètre : l’horizon de
prédiction. Cependant un dilemme se pose dans cette méthode entre la stabilité et la rapidité du
système bouclé pour les systèmes dont le degré relatif est strictement supérieur à quatre : c’est le
dilemme du Caméléon. En effet, plus le degré relatif est grand, plus l’horizon de prédiction doit
prendre des valeurs importantes pour assurer la stabilité et plus le système bouclé devient lent.

Dans la suite, nous examinerons la NCGPC sans contraintes pour le cas des systèmes non linéaires
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MIMO carrés (dont le nombre d’entrées est égal au nombre de sorties).

2.3 Présentation de la commande sans contraintes : le cas MIMO

Soit le système MIMO carré non linéaire suivant donné par :

ẋ = f(x) +
∑m

i=1 gi(x)ui

y = (h1(x), · · · , hm(x))t
(2.106)

où x ∈ X ⊂ R
n, y ∈ Y ⊂ R

m et u ∈ U ⊂ R
m avec X un ouvert de R

n et U et Y des ouverts
de R

m. Comme dans le cas SISO, nous ferons un bref rappel sur le vecteur degré relatif.

Rappel sur le vecteur degré relatif ρ Un système MIMO carré de la forme (2.106) a un
(vecteur) degré relatif ρ = (ρ1, · · · , ρm) en un point x0 si :
(i)

Lgj
Lk

fhi(x) = 0

pour tout 1 ≤ j ≤ m, pour tout k < ρi−1, pour tout 1 ≤ i ≤ m, et tout x dans un voisinage de x0,

(ii) la matrice D(x) de dimensions m × m, appelée matrice de découplage, donnée par :

D(x) =




Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · LgmLρ1−1

f h1(x)
...

...

Lg1L
ρm−1
f hm(x) · · · LgmLρm−1

f hm(x)



 (2.107)

est non singulière en x = x0, [Isid 95]. Par analogie au cas SISO, [Chen 01], le vecteur degré
relatif ρ du système (2.106) est bien défini si les conditions (i) et (ii) sont vérifiées en tout point
de l’ensemble de définition considéré.

Pour la suite, nous ferons l’hypothèse que la dynamique des zéros résultante, si elle existe, est
stable.

2.3.1 Elaboration de la loi de commande pour un système MIMO carré

Elle se fait, comme dans le cas SISO, à partir de la minimisation d’un critère quadratique.
Dans ce cas, le critère à minimiser est la somme des critères quadratiques des différentes erreurs
correspondantes aux signaux de référence à poursuivre. Ainsi, soit ω le vecteur de signaux de
référence tel que ω = (ω1(t), · · · , ωm(t))t. Soit yi(t) = hi(x(t)) la iième composante du vecteur
de sortie y. Nous définissons l’erreur ei(t) comme l’écart entre le signal de référence ωi(t) et la
sortie hi(x(t)). Alors cette erreur est donnée par l’expression suivante :

ei(t) = hi(x(t)) − ωi(t). (2.108)

La variable t est ici considérée comme l’instant présent. Nous désignons par τ l’instant auquel la
prédiction va se faire. Par conséquent, l’erreur de prédiction ei(t), notée êi(t + τ), est égale à :

êi(t + τ) ∼=
[

1 τ τ2

2! · · · τρi

ρi!

]





ei(t)
ėi(t)

...

e
(ρi−1)
i (t)

e
(ρi)
i (t)




. (2.109)
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En posant :

Ei(t) =





ei(t)
ėi(t)

...

e
(ρi−1)
i (t)

e
(ρi)
i (t)




et Λi(τ) =





1
τ
...

τρi−1

ρi−1!

τρi

ρi!





t

, (2.110)

l’erreur prédite devient :

êi(t + τ) = Λi(τ)Ei(t). (2.111)

Construction du critère quadratique

Le critère que nous allons considérer ici est la somme de tous les critères quadratiques,
construits sur chacune des sorties de notre système. Supposons que la poursuite de trajectoire se
fasse sur les m composantes du vecteur de sortie. Par conséquent, pour chacune des composantes
hi(x(t)), nous avons le critère Ji tel que :

Ji = 1
2

∫ Ti

0 [êi(t + τ)]2dτ, (2.112)

avec Ti l’horizon de prédiction sur l’erreur ei. D’où le critère global Jm tel que :

Jm =
∑m

i=1 Ji = 1
2

∑m
i=1

{∫ Ti

0 [êi(t + τ)]2dτ
}

(2.113)

dont la minimisation va conduire à la loi de commande u du système non linéaire MIMO carré.

Minimisation du critère et élaboration de la loi de commande

Les assomptions A1 à A4 énoncées plus haut dans le cas SISO sont pratiquement les mêmes
ici. Sauf les assomptions A3 et A4 pour lesquels il convient mieux de parler, respectivement, de
vecteur degré relatif que de degré relatif et de composantes des vecteurs de sortie et de référence
que de sortie et de référence.
Dans le cas SISO, l’expression matricielle du critère est donnée par :

J(t) = 1
2Et(t)Π(T, ρ)E(t). (2.114)

C’est cette expression que nous reprenons ici pour chaque vecteur Ei de l’erreur ei(t). Par consé-
quent, le critère Jm s’écrit :

Jm(t) = 1
2

∑m
i=1 Et

i [1×(ρi+1)](t)Πi(Ti, ρi)[(ρi+1)×(ρi+1)]Ei(t)[(ρi+1)×1]. (2.115)

Posons u = [u1, · · · , um]t le vecteur de contrôle du système (2.106). La minimisation du critère
Jm par rapport au contrôle u est :

∂Jm

∂u
= 0m×1 (2.116)

ou, de façon équivalente :

∂Jm

∂u
=

1

2

m∑

i=1

∂[Et
i (t)Πi(Ti, ρi)Ei(t)]

∂u
= 0m×1. (2.117)

69



Chapitre 2. Commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu (NCGPC) : garantie de stabilité

Comme 1
2 est différent de zéro, il vient

∂Jm

∂u
=

m∑

i=1

(
∂Ei(t)

∂u

)t

Πi(Ti, ρi)Ei(t) = 0m×1 (2.118)

et, par conséquent :

∂Jm

∂u
=

m∑

i=1

[
∂Ei(t)
∂u1

· · · ∂Ei(t)
∂um

]t
Πi(Ti, ρi)Ei(t) = 0m×1. (2.119)

Le vecteur Ei(t) est donné par la relation suivante :

Ei(t) =





hi(x(t)) − ωi(t)
Lf hi(x(t)) − ω̇i(t)

.

.

.

L
(ρi−1)

f
hi(x(t)) − ω

(ρi−1)
i

(t)

L
(ρi)

f
hi(x(t)) − ω

(ρi)
i

(t) + uLgL
ρi−1

f
hi





=





hi − ωi
Lf hi − ω̇i

.

.

.

L
ρi−1

f
hi − ω

(ρi−1)
i

L
ρi
f

hi − ω
(ρi)
i

+
[

Lg1L
ρi−1

f
hi · · · Lgm L

ρi−1

f
hi

]




u1

.

.

.
um









.

(2.120)

Ainsi, la dérivée du critère Jm par rapport au vecteur de contrôle u est le suivant :

∂Jm

∂u
=

m∑

i=1

[
0ρi×1 · · · 0ρi×1

Lg1L
ρi−1
f hi · · · LgmLρi−1

f hi

]t

[m×(ρi+1)]

Πi(Ti, ρi)Ei(t) = 0m×1 (2.121)

ou, de façon équivalente :

∂Jm

∂u
=

m∑

i=1

[
0ρi×m

Lg1L
ρi−1
f hi · · · LgmLρi−1

f hi

]t

[m×(ρi+1)]

Πi(Ti, ρi)Ei(t) = 0m×1. (2.122)

Par conséquent, il vient :

∂Jm

∂u
=

m∑

i=1




Lg1L

ρi−1
f hi

0m×ρi

...

LgmLρi−1
f hi





[m×(ρi+1)]

Πi(Ti, ρi)Ei(t) = 0m×1. (2.123)

Ainsi, l’équation (2.123) simplifiée donne :

∂Jm

∂u
=

m∑

i=1




Lg1L

ρi−1
f hi

...

LgmLρi−1
f hi





(m×1)

Πs
i (Ti, ρi)Ei(t) = 0m×1, (2.124)

où la matrice Πs
i (Ti, ρi) est de dimensions 1 × (ρi + 1). En réécrivant l’équation (2.124) sous la

forme développée d’une somme, il vient :




Lg1L

ρ1−1
f h1

...

Lgm
Lρ1−1

f h1



Πs
1(T1, ρ1)E1(t) + · · · +




Lg1L

ρm−1
f hm

...

Lgm
Lρm−1

f hm



 Πs
m(Tm, ρm)Em(t) = 0m×1. (2.125)

En considérant l’équation correspondante à la jième ligne du système (2.125), il vient :

Lgj
Lρ1−1

f h1Π
s
1E1 + Lgj

Lρ2−1
f h2Π

s
2E2 + · · · + Lgj

Lρm−1
f hmΠs

mEm = 0 (2.126)
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qui peut être réécrite sous forme matricielle comme :

[
Lgj

Lρ1−1
f h1 · · · Lgj

Lρm−1
f hm

]



Πs

1E1
...

Πs
mEm



 = 0. (2.127)

En procédant de la sorte pour chaque ligne du système d’équations (2.125), il vient :



Lg1L

ρ1−1
f h1 · · · Lg1L

ρm−1
f hm

...
...

LgmLρ1−1
f h1 · · · LgmLρm−1

f hm





m×m




Πs

1E1
...

Πs
mEm





m×1

= 0m×1. (2.128)

Or, la matrice suivante



Lg1L

ρ1−1
f h1 · · · Lg1L

ρm−1
f hm

...
...

LgmLρ1−1
f h1 · · · LgmLρm−1

f hm





m×m

(2.129)

n’est rien d’autre que la transposée de la matrice de découplage inversible D(x) donnée en (2.107).
Par conséquent, en multipliant l’équation (2.128) par l’inverse de la transposée de la matrice de
découplage D(x), il vient le système d’équations :




Πs

1E1
...

Πs
mEm



 = 0m×1 (2.130)

qui, réécrit sous forme développée donne :



Πs

1 0
. . .

0 Πs
m





m×
∑m

i=1(ρi+1)




E1
...

Em





[
∑m

i=1(ρi+1)×1]

= 0m×1. (2.131)

Par conséquent, il vient :




Πs

1 0
. . .

0 Πs
m









h1 − ω1 0ρ1×1

Lfh1 − ω̇1

... +
...

Lρ1−1
f h1 − ω

(ρ1−1)
1

Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1

[
Lg1L

ρ1−1
f h1 · · · Lgm

Lρ1−1
f h1

]



u1

...
um





...
...

...

hm − ωm 0ρm×1

Lfhm − ω̇m

... +
...

Lρm−1
f hm − ω

(ρm−1)
m

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m

[
Lg1L

ρm−1
f hm · · · Lgm

Lρm−1
f hm

]



u1

...
um









= 0m×1.

(2.132)
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Ainsi, en séparant ce système d’équations en deux parties, une contenant le vecteur de contrôle
u, l’autre ne le contenant pas, nous obtenons :





Πss
1 0

. .
.

0 Πss
m









Lg1L
ρ1−1
f

h1(x) · · · Lgm L
ρ1−1
f

h1(x)

.

.

.

.

.

.

Lg1L
ρm−1
f

hm(x) · · · Lgm L
ρm−1
f

hm(x)









u1

.

.

.
um



 = −





Πs
1 0

. .
.

0 Πs
m









h1 − ω1

.

.

.

L
ρ1
f

h1 − ω
(ρ1)
1

.

.

.
hm − ωm

.

.

.

L
ρm
f

hm − ω
(ρm)
m





(2.133)

où les termes Πss
i de dimensions 1× 1, pour tout 1 ≤ i ≤ m, viendraient de simplifications entre

les Πs
i et la deuxième partie du deuxième facteur de l’équation (2.132). Par conséquent,

D(x)




u1
...

um



 = −




(Πss

1 )−1Πs
1 0

. . .

0 (Πss
m)−1Πs

m









h1 − ω1
...

Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1

...

hm − ωm
...

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m





. (2.134)

En multipliant le système d’équations (2.134) par l’inverse de la matrice de découplage et en
posant Ki = (Πss

i )−1Πs
i , de dimensions 1 × (ρi + 1), pour tout 1 ≤ i ≤ m, il vient la loi de

commande suivante :




u1

...
um





m×1

= −D−1(x)m×m




K1 0

. . .

0 Km





m×[
∑

m
i=1(ρi+1)]





h1 − ω1

...

Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1

...
hm − ωm

...

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m





[
∑

m
i=1(ρi+1)]×1

(2.135)

pour tout système MIMO carré de la forme (2.106).

Analyse de stabilité du système linéaire bouclé

Cette analyse se fera dans un nouveau système de coordonnées construit sur chaque com-
posante choisie du vecteur de sortie. Notez que la particularité de cette loi de commande c’est
son caractère découplant. Autrement dit, le système bouclé sera constitué par un ensemble de
sous-systèmes totalement découplés les uns des autres.

Changement de coordonnées Pour une composante du vecteur de sortie hi considérée, nous
avons le vecteur de coordonnées suivant :

Zi =





hi − ωi
...

Lρi−1
f hi − ω

(ρi−1)
i



 =




zi
1
...

zi
ρi



 (2.136)
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dont résulte le système de coordonnées ci-dessous :





Z1

...

Zm




=





z1
1
...

z1
ρ1

...

zm
1
...

zm
ρm





=





h1 − ω1

...

Lρ1−1
f h1 − ω

(ρ1−1)
1

...

hm − ωm

...

Lρm−1
f hm − ω

(ρm−1)
m





. (2.137)

D’où le système non linéaire :





Ż1

...

Żm




=





ż1
1
...

ż1
ρ1

...

żm
1
...

żm
ρm





=





z1
2
...

Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1 +

[
Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · Lgm

Lρ1−1
f h1(x)

]



u1

...
um





...

zm
2
...

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m +

[
Lg1L

ρm−1
f hm(x) · · · Lgm

Lρm−1
f hm(x)

]



u1

...
um









.

(2.138)

En regroupant toutes les équations de ce système qui contiennent le vecteur de contrôle u, nous
obtenons le système d’équations suivant :




ż1
ρ1

...
żm
ρm



 =





Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1

...

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m



 +




Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · LgmLρ1−1

f h1(x)
...

...

Lg1L
ρm−1
f hm(x) · · · LgmLρm−1

f hm(x)








u1
...

um





(2.139)
auquel nous pouvons appliquer la loi de commande MIMO (2.135). Il en résulte alors le système
d’équations : 


ż1
ρ1

...
żm
ρm



 =




Kb

1 0
. . .

0 Kb
m








Z1

...
Zm



 (2.140)

où les Kb
i sont de dimensions 1×ρi pour tout 1 ≤ i ≤ m. En remettant chacune de ces équations

à sa place initiale dans le système obtenu par changement de coordonnées, voir l’équation (2.138),
il vient m systèmes d’équations bouclés, indépendants, dont le iième s’écrit comme suit :

Żi = AiZi

Oi = CiZi (2.141)
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où les matrices Ai et Ci sont données par :

Ai =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

−Kρi0 −Kρi1 −Kρi2 · · · −Kρi(ρi−1)




, (2.142)

et

Ci =
[

1 0 · · · 0 0
]
. (2.143)

Comme dans le cas SISO, deux cas peuvent se présenter :

– soit tous les degrés relatifs ρi pour tout 1 ≤ i ≤ m, sont inférieurs ou égaux à quatre. Dans
ce cas appliquer la loi de commande (2.135) ;

– soit, il existe au moins un degré relatif qui est strictement supérieur à quatre. Dans ce
cas faire appel à l’une des deux techniques de correction présentées dans le cas SISO pour
agir sur la composante concernée du vecteur de sortie. Le principe reste le même. Il suffit
d’adapter le cas SISO au cas MIMO. Une illustration détaillée de la méthode de correction,
dans le cas MIMO, est donnée dans la suite.

Illustration Soit le système MIMO carré suivant avec x ∈ X ∈ R
6, y ∈ Y ∈ R

2 et u ∈ U ∈ R
2,

dont l’objectif principal reste la poursuite de trajectoires de son vecteur de sortie. Il est donné
par






ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + x2
1

ẋ3 = x4 − x2

ẋ4 = x5 − x1

ẋ5 = x2 − 3u1 + 4u2

ẋ6 = x5 − 2u1

et

{
y1 = h1(x) = x1

y2 = h2(x) = x6
(2.144)

où les champs de vecteur f(x), g1(x) et g2(x) sont tels que :

f(x) =





x2

x3 + x2
1

x4 − x2

x5 − x1

x2

x5




, g1(x) =





0
0
0
0
−3
−2




et g2(x) =





0
0
0
0
4
0




. (2.145)

Nous pouvons calculer le vecteur degré relatif ainsi que la dynamique des zéros.

Vecteur degré relatif et dynamique des zéros Supposons que le vecteur degré relatif
du système (2.144) existe et est bien défini. Nous le désignons par ρ tel que ρ = (ρ1, ρ2). Il est
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calculé comme suit, respectivement, pour les deux composantes y1 et y2 du vecteur de sortie :






y1 = h1(x) = x1

ẏ1 = Lfh1(x) = ẋ1 = x2

ÿ1 = L2
fh1(x) = ẋ2 = x3 + x2

1

y
(3)
1 = L3

fh1(x) = 2x1x2 + x4 − x2

y
(4)
1 = L4

fh1(x) = 2x2
2 + (2x1 − 1)(x3 + x2

1)

+x5 − x1

y
(5)
1 = L5

fh1(x) +
[

Lg1L
4
fh1(x) Lg2L

4
fh1(x)

] [
u1

u2

]

= 6x2x3 + 10x2x
2
1 − 4x1x2 + x2 + 2x1x4 − x4 +

[
−3 4

] [
u1

u2

]

(2.146)

et





y2 = h2(x) = x6

ẏ2 = Lfh2(x) +
[

Lg1h2(x) Lg2h2(x)
] [

u1

u2

]
= x5 +

[
−2 0

] [
u1

u2

]
. (2.147)

D’où la matrice de découplage D(x) donnée par :

D(x) =

[
−3 4
−2 0

]
(2.148)

qui est inversible, puisque son déterminant |D| = 8, est différent de zéro en tout point de l’espace
d’étude considéré. La commande NCGPC peut alors être appliquée. Le vecteur degré relatif
ρ = (ρ1, ρ2) est égal à (5, 1). La somme de ses composantes est 6, la dimension du système
considéré. Par conséquent, la dynamique des zéros n’existe pas.

Elaboration de la loi de commande et application de la NCGPC corrigée Pour cette
illustration, nous utiliserons plutôt la deuxième approche basée sur la correction matricielle du
critère. Notre objectif étant de faire de la poursuite asymptotique de trajectoire, nous construi-
rons le critère quadratique du vecteur de sortie à partir de l’erreur de prédiction de chacune des
erreurs en tenant compte de la correction. Ensuite, l’élaboration de la loi de commande se fera
à partir de la minimisation du critère quadratique et son application sur le nouveau système
résultant d’un changement de coordonnées.

Soit ê1(t + τ) et ê2(t + τ) les erreurs de prédiction, respectivement, sur les première et deuxième
composantes du vecteur de sortie. Elles sont données par les équations suivantes :

ê1(t + τ) =
[

1 · · · τ5

5!

]



h1 − ω1

...

L5
fh1 − ω(5)





et

ê2(t + τ) =
[

1 τ
1!

] [
h2 − ω2

Lfh2 − ω(1)

]
.

Soit J le critère du vecteur de sortie. Il est donné par :

J = J1 + J2
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où chacun des critères Ji, pour tout 1 ≤ i ≤ 2, est donnée par

Ji =
1

2

∫ Ti

0
[êi(t + τ)]2dτ.

Il vient alors que :

J =
1

2

2∑

i=1

∫ Ti

0
[êi(t + τ)]2dτ

ou, de manière équivalente :

J =
1

2

2∑

i=1

Et
i (t)ΠiEi(t).

La première composante du vecteur degré relatif est égale à 5. Par conséquent, la correction
matricielle sera effectuée sur le premier terme du critère J . Ce qui donne :

J =
1

2
Et

1(t)Π
c
1E1(t) +

1

2
Et

2(t)Π2E2(t).

Par conséquent,
∂J

∂u
=

∂Jc
1

∂u
+

∂J2

∂u
où :

∂Jc
1

∂u
=

∂E1

∂u

t

Πc
1E1 et

∂J2

∂u
=

∂E2

∂u

t

Π2E2.

Ainsi :
∂Jc

1

∂u
=

[
05×1 05×1

Lg1L
4
fh1 Lg2L

4
fh1

]t

Πc
1E1(t)

et, par équivalence :

∂Jc
1

∂u
=

[
05×2

LgL
4
fh1

]t

Πc
1E1 (2.149)

avec LgL
4
fh1 =

[
Lg1L

4
fh1 Lg2L

4
fh1

]
.

En réécrivant l’équation (2.149), il vient :

∂Jc
1

∂u
=




Lg1L

4
fh1

02×5

Lg2L
4
fh1



 Πc
1E1.

Par simplification, et en posant D1i = LgiL
4
fh1, pour i prenant les valeurs successives 1 et 2, il

vient :
∂Jc

1

∂u
=

[
D11

D12

]
Πcs

1 E1

où Πcs
1 est de dimensions 1 × 6. Par analogie, il vient, pour la deuxième composante du vecteur

de sortie h2 :
∂J2

∂u
=

[
D21

D22

]
Πs

2E2,

où Πs
2 est de dimensions 1 × 2 et avec, pour les mêmes valeurs de i, D2i = Lgih2. Ainsi, la

minimisation du critère J donne :

∂J

∂u
=

[
D11

D12

]
Πcs

1 E1 +

[
D21

D22

]
Πs

2E2 = 02×1
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ou, de manière équivalente :
[

D11 D21

D12 D22

] [
Πcs

1 E1

Πs
2E2

]
= 02×1. (2.150)

Or, la matrice : [
D11 D21

D12 D22

]

n’est rien d’autre que la transposée de la matrice de découplage :

D =

[
D11 D12

D21 D22

]

qui est inversible. En multipliant la transposée par son inverse dans l’équation (2.150), il vient :

[
Πcs

1 E1

Πs
2E2

]
= 02×1

qui, par factorisation, donne l’équation :

[
Πcs

1 01×2

01×6 Πs
2

] [
E1

E2

]
= 02×1.

La détermination du vecteur de contrôle se fait à partir de la séparation des composantes E1 et
E2 en deux parties : une qui contient le vecteur de commande et l’autre qui ne le contient pas.
D’où l’équation :

[
Πcs

1 01×2

01×6 Πs
2

]





h1 − ω1 05×1
...

L5
fh1 − ω(5)

[
D11 D12

] [
u1

u2

]

+

h2 − ω2 01×1

Lfh2 − ω̇
[

D21 D22

] [
u1

u2

]





= 02×1

qui donne

[
Πcss

1 01×1

01×1 Πss
2

] [
D11 D12

D21 D22

] [
u1

u2

]
= −

[
Πcs

1 01×2

01×6 Πs
2

]





h1 − ω1
...

L5
fh1 − ω(5)

h2 − ω2

Lfh2 − ω̇





où Πcss
1 et Πss

2 sont tous deux scalaires. D’où l’équation :

[
D11 D12

D21 D22

] [
u1

u2

]
= −

[
Πcss

1 0

0 Πss
2

]−1 [
Πcs

1 01×2

01×6 Πs
2

]





h1 − ω1
...

L5
fh1 − ω(5)

h2 − ω2

Lfh2 − ω̇




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et finalement la loi de commande MIMO suivante

[
u1

u2

]
= −

[
Lg1L

4
fh1 Lg2L

4
fh1

Lg1h2 Lg2h2

]−1 [
Kc

1 01×2

01×6 K2

]





h1 − ω1
...

L5
fh1 − ω(5)

h2 − ω2

Lfh2 − ω̇




(2.151)

où
Kc

1 = (Πcss
1 )−1Πcs

1 =
[

Kc
10 Kc

11 Kc
12 Kc

13 Kc
14 Kc

15

]

et
K2 = (Πss

2 )−1Πs
2 =

[
K20 K21

]
,

avec Kc
15 = K21 = 1, correspondant, respectivement, au dernier terme des matrices de gain Kc

1

et K2.

L’application de la loi de commande ci-dessus se fera sur le système MIMO suivant





ż1
1
...
ż1
5

ż2
1




=





Lfh1 − ω̇1
...

L5
fh1 − ω(5) +

[
Lg1L

4
fh1 Lg2L

4
fh1

] [
u1

u2

]

Lfh2 − ω̇2 +
[

Lg1h2 Lg2h2

] [
u1

u2

]





(2.152)

obtenu à partir du changement de coordonnées :




z1
1
...

z1
5

z2
1




=





h1 − ω1
...

L4
fh1 − ω(4)

h2 − ω2




.

En regroupant les deux équations du système (2.152) contenant le vecteur de contrôle et en leur
appliquant la loi de commande (2.151), il vient






ż1
5 =

[
Kc

10 Kc
11 Kc

12 Kc
13 Kc

14

]





h1 − ω1

L1
fh1 − ω(1)

L2
fh1 − ω(2)

L3
fh1 − ω(3)

L4
fh1 − ω(4)





ż2
1 = K20

[
h2 − ω2

]

.

En remplaçant ces équations dans le système (2.152), il vient les deux systèmes linéaires découplés
suivants dont la stabilité est garantie.










ż1
1

ż1
2

ż1
3

ż1
4

ż1
5




=





0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

−Kc
10 −Kc

11 −Kc
12 −Kc

13 −Kc
14









z1
1

z1
2

z1
3

z1
4

z1
5





ż2
1 = −K20z

2
1

.
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2.3. Présentation de la commande sans contraintes : le cas MIMO

Les résultats de simulation sont présentés ci-dessous pour illustrer cette application.

Quelques résultats de simulation Nous pouvons voir sur la figure 2.24 que la poursuite
de trajectoire est correcte pour les deux sorties considérées, puisque les erreurs correspondantes,
pour différentes valeurs de l’horizon de prédiction, convergent vers zéro. Notez que les signaux
de commande prennent des valeurs importantes mais reviennent très vite dans un ensemble de
valeurs "acceptables".
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Figure 2.24 – NCGPC MIMO avec correction matricielle sur la loi de commande de la première
composante du vecteur de sortie.

La position des pôles dans le plan complexe, concernant la première composante du vecteur
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de sortie (degré relatif 5), est donnée dans la figure 2.25, pour illustrer l’effet des "branches de
palmier soufflées vers le haut" apporté par la correction matricielle "intelligente".
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Figure 2.25 – Degré relatif 5 : position des pôles dans le plan complexe pour les lois de commande
corrigée (cercle) et non corrigée (étoile). Remarquez les deux pôles instables (étoile)

L’ensemble des méthodes présentées ici est résumé dans l’algorithme 4.
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2.3. Présentation de la commande sans contraintes : le cas MIMO

• Chercher le degré relatif ρ et calculer la dynamique des zéros (nous la

supposons stable).

• Si ρ ≤ 4 et ρ = 1 : choisir, entre autres, le temps de réponse désiré et en

déduire l’horizon de prédiction de T à partir de l’équation tr = 2T

• Appliquer la loi de commande stabilisante

u(x(t)) =
−

∑1
l=0 K1l(T, ρ)

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

Lgh(x(t))
résultant de J(t) =

1

2
Et(t)Π(T, ρ)E(t).

• Si ρ ≤ 4 et ρ = 2 : choisir, entre autres, la pulsation naturelle ωn désirée

et en déduire l’horizon de prédiction à partir de l’équation ωn ≃ 1.83
T

. Le

coefficient d’amortissement est une constante (ξD = 0.685).

• Appliquer la loi de commande stabilisante

u(x(t)) =
−∑2

l=0 K2l(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgLfh(x(t))
résultant également de J.

• Si ρ ≤ 4 et ρ 6= 1, 2 : appliquer la loi de commande stabilisante pour ρ = 3, 4.

• Si ρ > 4 :

• Fixer l’horizon de prédiction et calculer les coefficients Kρl de la

matrice K

• Construire la matrice A à partir de K et déterminer ses valeurs propres.

Construire la matrice B

• Pour la correction matricielle

• Construire la matrice Ω à partir des valeurs propres de A et en

déduire le vecteur M tel que les valeurs propres de la matrice

A − BM soient égales aux éléments de Ω.

• Appliquer la loi de commande corrigée

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0(Kρl(T, ρ) + Ml)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

qui garantit la stabilité jusqu’à ρ = 40 avec 1 ≤ T ≤15 secondes.

• Pour la correction linéaire

• Construire la matrice P des pôles désirés

• En déduire le vecteur L tel que les valeurs propres de la matrice

A − BL soient égales aux éléments de la matrice P

• Appliquer la loi de commande corrigée

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kρl(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

−
∑ρ−1

l=0 Ll

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

qui garantit la stabilité du système linéaire résultant.

Algorithme 4: Algorithme résumant l’application de la NCGPC pour la résolution d’un
problème de tracking quelque soit le degré relatif du système considéré.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la commande prédictive non linéaire à temps continu a été présentée aussi
bien pour les systèmes single-input single-output (SISO) que pour les systèmes multi-input multi-
output (MIMO) carrés. Une propriété importante de cette technique de commande pour la réso-
lution des problèmes de poursuite de trajectoire est qu’en boucle fermée la stabilité est garantie
pour les systèmes non linéaires de degré relatif inférieur ou égal à quatre, voir [Chen 03]. Aussi
l’optimisation est faite "hors-ligne" puisque la loi de commande est calculée une fois pour toute,
de façon analytique, à partir de la minimisation du critère quadratique construit sur l’erreur
de prédiction entre le signal de référence et la sortie considérée. Ce qui se fait "en-ligne", c’est
uniquement la mesure de l’état du système considéré, à chaque pas de calcul.

Cependant, un problème majeur se pose : comment garantir la stabilité en boucle fermée lorsque
le système non linéaire considéré a un degré relatif strictement supérieur à quatre.
Pour cela, Chen et al. ont proposé d’introduire un troisième paramètre qui est l’ordre des dérivées
successives de la commande. Ce dernier est choisi de sorte que sa différence avec le degré relatif
soit inférieure à quatre.

Dans cette étude, nous avons proposé deux approches essentiellement basées sur la modifica-
tion du critère. En effet, elles consistent, respectivement, en :

– l’ajout d’un terme linéaire en commande au critère initial, dont l’objectif final est de per-
mettre un placement de pôles,

– l’ajout d’une matrice de correction "intelligente" à la matrice de prédiction du critère ini-
tial dont les éléments sont choisis également par un placement de pôles spécifique.

Quelques propriétés des systèmes non linéaires bouclés par NCGPC ont été présentées. Elles
s’énoncent comme suit :

– pour un sysème non linéaire de degré relatif fixé quelconque, l’inverse de l’horizon de pré-
diction est un coefficient d’homothétie pour toutes les racines du polynôme caractéristique
résultant ;

– tout système SISO non linéaire de dimension 1, égal au degré relatif, bouclé par NCGPC,
est équivalent à "une fonction de transfert" (un système autonome) du premier ordre dont
le temps de réponse est le double de l’horizon de prédiction, la fréquence de coupure 1.5 fois
l’inverse de l’horizon de prédiction et la constante de temps 2

3 de l’horizon de prédiction ;
– tout système SISO non linéaire de dimension 2, égal au degré relatif ρ, bouclé par NCGPC,

est équivalent à "une fonction de transfert" (un système autonome) du second ordre avec
un coefficient d’amortissement ξD ≃ 0.685 et une pulsation naturelle ωn ≃ 1.83

T .
Comme nous avons pu le voir dans ce chapitre, les lois de commandes NCGPC sont très proches
de celles de la FL que nous présenterons dans le chapitre suivant. Une étude comparative sera
faite par la suite, dans le dernier chapitre de ce mémoire, entre la NCGPC et la FL.
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3
Linéarisation entrée-sortie par retour d’état

"En effet, ce qui est trivial n’est pas forcément optimal". Marcelin Dabo.
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Chapitre 3. Linéarisation entrée-sortie par retour d’état

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une approche basée sur des techniques de géométrie diffé-
rentielle, pour la résolution des problèmes communément appelés poursuite de trajectoire. Cette
méthode, plus ancienne que la commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu
(NCGPC), est la linéarisation entrée/sortie par retour d’état (FL), [Isid 95]. Notre objectif, ici,
est d’en donner un bref rappel afin de permettre une étude comparative entre elle et la NCGPC
au chapitre 4.
Le présent chapitre est articulé autour de deux axes principaux que sont la FL pour les systèmes
non linéaires single-input single-output (SISO) et pour les systèmes non linéaires multi-input
multi-output (MIMO). Quelques exemples académiques sont présentés dans chacun des deux cas
afin d’illustrer la partie théorique détaillée.

3.2 Présentation de la linéarisation entrée-sortie par retour d’état

L’un des principes fondamentaux de cette méthode est qu’elle s’appuie sur des techniques de
linéarisation entrée-sortie. Nous présenterons dans la suite un bref rappel sur la notion de difféo-
morphisme. Concernant les notions de dérivées de Lie, de (vecteur) degré relatif, de dynamique
des zéros et de matrice de découplage, le lecteur pourra se reporter au chapitre précédent où
toutes ces notions ont été rappelées.

Difféomorphisme Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit O un ouvert
de E et f une application de O dans F.
L’application f est un difféomorphisme de O dans f(O) si :

– f est injective sur O (bijective de O dans f(O)) ;
– f est différentiable sur O, sa réciproque est différentiable sur f(O).

3.2.1 Cas d’un système SISO non linéaire

Soit le système non linéaire SISO donné au chapitre 2 :

ẋ = f(x) + g(x)u
y(t) = h(x)

(3.1)

où le vecteur d’état x ∈ X ⊂ R
n, la sortie y ∈ Y ⊂ R et la commande u ∈ U ⊂ R avec X un

ouvert de R
n et Y et U deux ouverts de R. Nous rappelons que notre objectif ici est de faire de

la poursuite de trajectoire.
Soit ω(t) ∈ R le signal de référence. Nous supposons la sortie et la référence suffisamment
continûment différentiables par rapport au temps. Cette hypothèse est importante pour que le
changement de coordonnées se fasse dans des conditions adéquates.
L’élaboration de la loi de commande va se faire en plusieurs étapes :

– la recherche du (vecteur) degré relatif et de la dynamique des zéros ;
– le changement de coordonnées par difféomorphisme ;
– l’application de la loi de commande au nouveau système non linéaire, résultant du chan-

gement de coordonnées ;
– et la stabilisation du système linéaire résultant par placement de pôles.
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3.2. Présentation de la linéarisation entrée-sortie par retour d’état

Degré relatif et dynamique des zéros

Comme il a été dit au préalable, notre problème concerne la poursuite de trajectoire. Pour
ce faire, nous allons changer de coordonnées, ce qui nous permettra de ramener notre problème
de poursuite de sortie à un problème de stabilisation de l’erreur entre la sortie à poursuivre et le
signal de référence au voisinage de zéro.
Soit e(t), l’erreur entre la sortie considérée y(t) et le signal de référence ω(t). Elle est donnée par

e(t) = y(t) − ω(t).

Soit ρ le degré relatif du système SISO (3.1). Supposons qu’il existe et est bien défni. Il est calculé
à partir des dérivées successives de l’erreur comme suit :






e(t) = h(x(t)) − ω(t)
ė(t) = Lfh(x(t)) − ω̇(t)
...

e(ρ−1)(t) = Lρ−1
f h(x(t)) − ω(ρ−1)(t)

e(ρ)(t) = Lρ
fh(x(t)) − ω(ρ)(t) + LgL

ρ−1
f h(x(t))u(x(t))

. (3.2)

Dans le cas où le degré relatif ρ est strictement inférieur à la dimension n du système SISO
considéré, la dynamique des zéros existe et est de dimension n− ρ. Par contre, dans le cas où le
degré relatif est égal à la dimension du système, la dynamique des zéros est vide, [Isid 95].

Changement de coordonnées et nouveau système non linéaire

Le changement de coordonnées est effectué de sorte que la dérivée par rapport au temps de
la dernière composante du vecteur Z ci-dessous, zρ, soit la première qui dépende explicitement
de u. Nous supposons dans ce cas que la dynamique de zéros est vide. Les nouvelles coordonnées
sont :

Z =





z1

z2
...

zρ−1

zρ




=





y − ω
ẏ − ω̇

...

y(ρ−2) − ω(ρ−2)

y(ρ−1) − ω(ρ−1)




. (3.3)

D’où le système non linéaire suivant :






ż1 = z2

ż2 = z3
...
żρ−1 = zρ

żρ = Lρ
fh − ω(ρ) + uLgL

ρ−1
f h

(3.4)

dont les nonlinéarités n’apparaissent que sur la dérivée d’ordre ρ de l’erreur z1.

Application de la loi de commande et stabilisation du système linéaire résultant

Pour linéariser un tel système non linéaire, (3.4), il suffit de choisir une loi de commande
telle que les non linéarités qui apparaissent dans l’équation żρ du nouveau système (3.4) soient
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totalement compensées. Cette loi de commande est donnée par, [Isid 95] :

u(x(t)) = −
Lρ

fh − ω(ρ)

LgL
ρ−1
f h(x(t))

+
v

LgL
ρ−1
f h(x(t))

(3.5)

où v est une commande qui permettra de garantir la stabilité du système linéaire résultant et de
choisir la dynamique de l’erreur e(t) ou, de manière équivalente, celle de la sortie considérée. Le
caractère trivial de cette loi de commande n’implique pas son optimalité par rapport au contrôle.

Analyse de stabilité en boucle fermée

En appliquant la loi de commande (3.5), il vient le système linéaire bouclé résultant :

Ż = AρZ + Bρv
O = CρZ

(3.6)

dont les matrices Aρ, Bρ et Cρ sont données, respectivement, par :

Aρ =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0




, Bρ =





0
0
...
0

1




et Cρ =





1
0
...
0
0





t

. (3.7)

Le système (3.6) est commandable et observable. Par conséquent, il existe une matrice F telle
qu’un placement de pôles soit faisable.
Pour ce faire, appelons P la matrice des pôles désirés. Soit v une commande telle que :

v = −FZ = −
ρ−1∑

l=0

Flzl = −
ρ−1∑

l=0

Fl

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]
.

Les coefficients Fl de la matrice F , pour tout 0 ≤ l ≤ ρ − 1, sont choisis tels que les valeurs
propres de la matrice A − BF soient celles de la matrice P . Avec ce placement de pôles, la
stabilité de l’erreur est garantie, sa dynamique fixée et l’objectif de poursuite atteint.

Remarque 3.2.1.1 Il est important de noter que la méthode est très simple d’utilisation. Cepen-
dant, la stabilité n’est atteinte qu’au bout de la deuxième étape (la première étant la linéarisation
entrée-sortie) de l’application de la loi de commande, à savoir le placement de pôles.

Un exemple académique est donné pour bien illustrer la méthode présentée.

Illustration

Nous reprenons ici le système SISO non linéaire, de dimension 6 présenté dans le chapitre
précédent. Il est donné par






ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + x2
1

ẋ3 = x4 − x2

ẋ4 = x5 − x1

ẋ5 = x2 − 3u
ẋ6 = x5 − x6

et y = h(x) = x1. (3.8)
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L’objectif demeure la poursuite de trajectoire, d’un signal de référence fixé ω(t), par la sortie
y(t). Soit l’erreur e(t) tel que :

e(t) = y(t) − ω(t).

Nous considérerons comme nouvelle sortie l’erreur e(t). Par conséquent, faire converger la sortie
vers la référence équivaut à faire converger l’erreur vers zéro.

Degré relatif et dynamique des zéros Soit ρ le degré relatif du système (3.8). Il s’obtient
comme suit : 





e = h(x) − ω = x1 − ω
ė = Lfh(x) − ω̇ = ẋ1 − ω̇ = x2 − ω̇
ë = L2

fh(x) − ω̈ = ẋ2 − ω̈ = x3 + x2
1 − ω̈

e(3) = L3
fh(x) − ω(3) = 2x1x2 + x4 − x2 − ω(3)

e(4) = L4
fh(x) − ω(4) = 2x2

2 + (2x1 − 1)(x3 + x2
1)

+x5 − x1 − ω(4)

e(5) = L5
fh(x) − ω(5) + uLgL

4
fh(x) = (2x3 + 2x2

1

+2(2x1 − 1)x1 − 1)x2 + 4x2(x3 + x2
1)

+(2x1 − 1)(x4 − x2) + x2 − ω(5) + 3u

. (3.9)

Il est bien défini et est égal à 5. Par conséquent, une dynamique des zéros de dimension 1 existe et
est stable. En effet, elle est donnée par l’équation ẋ6 = −x6, en supposant le signal de référence
ω constant.

Changement de coordonnées et nouveau système non linéaire Soit Z un nouveau
vecteur tel que :

Z =





z1

z2

z3

z4

z5




=





e
ė
ë

e(3)

e(4)




. (3.10)

Ce qui nous conduit au système non linéaire suivant :






ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = z4

ż4 = z5

ż5 = (2x3 + 2x2
1

+2(2x1 − 1)x1 − 1)x2 + 4x2(x3 + x2
1)

+(2x1 − 1)(x4 − x2) + x2 − ω(5) + 3u

(3.11)

dont toutes les nonlinéarités ne sont présentes que dans la dérivée d’ordre 5 de l’erreur z1.

Application de la loi de commande linéarisante et placement de pôles En appliquant
la loi de commande suivante :

u(x(t)) = −
L5

fh − ω(5)

LgL4
fh(x(t))

+
v

LgL4
fh(x(t))

(3.12)
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il vient le système linéaire :










ż1

ż2

ż3

ż4

ż5




=





0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0 0









z1

z2

z3

z4

z5




+





0
0
0
0
1




v

e1 =
[

1 0 0 0 0
]





z1

z2

z3

z4

z5





(3.13)

qui est commandable et observable. L’équation de l’erreur e1 est également donnée en fonction
des nouvelles coordonnées.
Soit P la matrice des pôles désirés telle que :

P =
[
−2 −1 −3 −4 −6

]
.

Alors, la matrice de gain F est donnée par :

F =
[

144 324 260 95 16
]
.

Par conséquent, la loi de commande stabilisante ci-dessous :

v = −
[

144 324 260 95 16
]





z1

z2

z3

z4

z5





est appliquée au système (3.13). D’où le système linéaire et stable :





ż1

ż2

ż3

ż4

ż5




=





0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

−144 −324 −260 −95 −16









z1

z2

z3

z4

z5




(3.14)

dont quelques résultats de simulation sont présentés dans la suite. Nous rappelons que toutes les
simulations ont été faites sous Matlab Simulink version 7.0.1.

Quelques résultats de simulation Nous pouvons voir sur la figure 3.1 que la poursuite de
trajectoire est correcte puisque l’erreur converge vers zéro. Cependant, la commande prend des
valeurs relativement importantes dans les premiers instants de la poursuite pour ensuite rejoindre
un intervalle de valeurs "acceptables", dès le premier instant où l’erreur s’annule.

La linéarisation entrée-sortie par retour d’état pour le cas MIMO est présentée ci-après avec
un exemple pour illustration.
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Figure 3.1 – Poursuite de trajectoire de la référence ω par la sortie x1.

3.2.2 Cas d’un système MIMO non linéaire

Nous reprenons, le même système MIMO carré non linéaire exposé dans le précédent chapitre.
Il est donné par :

ẋ = f(x) +
∑m

i=1 gi(x)ui

y = (h1(x), · · · , hm(x))t
(3.15)

où x ∈ X ⊂ R
n, y ∈ Y ⊂ R

m and u ∈ U ⊂ R
m. Notre objectif reste la poursuite (asymptotique)

de trajectoire (de composantes choisies) du vecteur de sortie. Soit ω le vecteur de signaux de
référence tel que ω(t) = (ω1(t), · · · , ωm(t))t. Soit hi(x(t)) la iième composante du vecteur de
sortie y(t). Soit ei(t), l’erreur entre les composantes ωi(t) et hi(x(t)) des vecteurs de référence et
de sortie, respectivement. Elle est donnée par l’expression :

ei(t) = hi(x(t)) − ωi(t). (3.16)

L’application de la loi de commande se fait en plusieurs étapes que sont :

– le changement de coordonnées ;
– la construction d’un nouveau système non linéaire dans le nouveau système de coordonnées ;
– l’application de la loi de commande de linéarisation entrée-sortie par retour d’état ;
– et la stabilisation du système linéaire résultant par placement de pôles.
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Changement de coordonnées et nouveau système non linéaire

Pour une composante du vecteur de sortie hi considérée, nous avons le vecteur de coordonnées
suivant, basé sur la composante de l’erreur ei :

Zi =





hi − ωi
...

Lρi−1
f hi − ω

(ρi−1)
i



 =




zi
1
...

zi
ρi



 (3.17)

qui correspond au nouveau système de coordonnées donné par :





Z1

...

Zm




=





z1
1
...

z1
ρ1

...

zm
1
...

zm
ρm





=





h1 − ω1

...

Lρ1−1
f h1 − ω

(ρ1−1)
1

...

hm − ωm

...

Lρm−1
f hm − ω

(ρm−1)
m





. (3.18)

D’où le système non linéaire :





Ż1

...

Żm




=





ż1
1
...

ż1
ρ1

...

żm
1
...

żm
ρm





=





z1
2
...

Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1 +

[
Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · Lgm

Lρ1−1
f h1(x)

]



u1

...
um





...

zm
2
...

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m +

[
Lg1L

ρm−1
f hm(x) · · · Lgm

Lρm−1
f hm(x)

]



u1

...
um









.

(3.19)

Application de la loi de commande et stabilisation du système linéaire résultant

En regroupant toutes les équations du système (3.19) qui contiennent le vecteur de contrôle
u, il vient le système d’équations suivant :




ż1
ρ1

...
żm
ρm



 =





Lρ1

f h1 − ω
(ρ1)
1

...

Lρm

f hm − ω
(ρm)
m



+




Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · LgmLρ1−1

f h1(x)
...

...

Lg1L
ρm−1
f hm(x) · · · LgmLρm−1

f hm(x)








u1
...

um



 (3.20)
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auquel nous pouvons appliquer la loi de commande MIMO :



u1

...
um





m×1

=




Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · Lgm

Lρ1−1
f h1(x)

...
...

Lg1L
ρm−1
f hm(x) · · · Lgm

Lρm−1
f hm(x)





−1

m×m





−Lρ1

f h1 + ω
(ρ1)
1 + v1

...

−Lρm

f hm + ω
(ρm)
1 + vm





m×1

(3.21)

où les vi, pour tout 1 ≤ i ≤ m, sont les lois de commande qui vont permettre la stabilisation de
chaque sous-système linéaire de dimension ρi.

Il en résulte ainsi le système d’équations :



ż1
ρ1
...

żm
ρm



 =




v1
...

vm



 . (3.22)

En remettant chaque équation de (3.22) dans le système (3.19), il vient le système linéaire suivant,
pour chaque sortie hi (resp. chaque erreur ei) considérée,

Żi = AiZi + Bivi

Oi = CiZi (3.23)

où les matrices Ai, Bi et Ci sont données par

Ai =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0




, Bi =





0
0
...
0
1




et Ci =





1
0
...
0
0





t

. (3.24)

Il est aisé de voir que chaque sous-système est commandable et observable et que par conséquent,
il existe, pour chacune d’elles, une matrice F i telle qu’un placement de pôles soit possible, avec
les dynamiques désirées pour les erreurs ei correspondantes.

Analyse de stabilité en boucle fermée

La stabilisation de chaque sous-système se faisant par placement de pôles, soit vi telle que :

vi = −F iZi = −
ρi−1∑

l=0

F i
l z

i
l = −

ρi−1∑

l=0

F i
l

[
Ll

fhi(x(t)) − ω
(l)
i (t)

]
. (3.25)

En appliquant la loi de commande stabilisante (3.25) au système (3.23), il vient :

Żi = Ai
cZ

i

Oi = CiZi (3.26)

où la matrice Ai
c est donnée par :

Ai
c =





0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

−F i
0 −F i

1 · · · −F i
ρi−1 −F i

ρi




. (3.27)
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Nous présentons dans la suite un exemple pour illustration de la méthode présentée.

Illustration

Soit le système MIMO carré suivant, présenté au chapitre précédent, dont l’objectif principal
reste la poursuite de trajectoire d’un signal de référence. Il est donné par :






ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + x2
1

ẋ3 = x4 − x2

ẋ4 = x5 − x1

ẋ5 = x2 − 3u1 + 4u2

ẋ6 = x5 − 2u1

et

{
y1 = h1(x) = x1

y2 = h2(x) = x6
(3.28)

où les champs de vecteur f(x), g1(x) et g2(x) sont tels que :

f(x) =





x2

x3 + x2
1

x4 − x2

x5 − x1

x2

x5




, g1(x) =





0
0
0
0
−3
−2




et g2(x) =





0
0
0
0
4
0




. (3.29)

Nous pouvons calculer le vecteur degré relatif et en déduire la dynamique des zéros.

Vecteur degré relatif et dynamique des zéros Soit ρ = (ρ1, ρ2) le vecteur degré relatif du
système (3.28). Il est calculé comme suit, respectivement, pour les deux composantes y1 et y2 du
vecteur de sortie :






y1 = h1(x) = x1

ẏ1 = Lfh1(x) = ẋ1 = x2

ÿ1 = L2
fh1(x) = ẋ2 = x3 + x2

1

y
(3)
1 = L3

fh1(x) = 2x1x2 + x4 − x2

y
(4)
1 = L4

fh1(x) = 2x2
2 + (2x1 − 1)(x3 + x2

1) + x5 − x1

y
(5)
1 = L5

fh1(x) +
[

Lg1L
4
fh1(x) Lg2L

4
fh1(x)

] [
u1

u2

]

= 6x2x3 + 10x2x
2
1 − 4x1x2 + x2 + 2x1x4 − x4 +

[
−3 4

] [
u1

u2

]

(3.30)

et





y2 = h2(x) = x6

ẏ2 = Lfh2(x) +
[

Lg1h2(x) Lg2h2(x)
] [

u1

u2

]
= x5 +

[
−2 0

] [
u1

u2

]
(3.31)

D’où la matrice de découplage D(x) :

D(x) =

[
−3 4
−2 0

]
(3.32)

qui est inversible, puisque son déterminant |D| = 8 est différent de zéro. La poursuite de trajec-
toire peut donc être faite par la méthode présentée. Le vecteur degré relatif ρ = (ρ1, ρ2) est égal
à (5, 1). La somme de ses composantes est 6, la dimension du système considéré. Par conséquent,
la dynamique des zéros n’existe pas, [Isid 95].
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Changement de coordonnées et nouveau système non linéaire Le changement de co-
ordonnées, correspondant aux sorties à poursuivre, est le suivant :





z1
1

z1
2

z1
3

z1
4

z1
5

z2
1




=





e1

ė1

ë1

e
(3)
1

e
(4)
1

e2





=





h1 − ω1

Lfh1 − ω̇1

L2
fh1 − ω̈1

L3
fh1 − ω

(3)
1

L4
fh1 − ω

(4)
1

h2 − ω2





.

D’où le système non linéaire tel que





ż1
1
...
ż1
5

ż2
1




=





Lfh1 − ω̇1
...

L5
fh1 − ω

(5)
1 +

[
Lg1L

4
fh1 Lg2L

4
fh1

] [
u1

u2

]

Lfh2 − ω̇2 +
[

Lg1h2 Lg2h2

] [
u1

u2

]





. (3.33)

En regroupant les équations contenant le vecteur de contrôle u, il vient

[
ż1
5

ż2
1

]
=

[
L5

fh1 − ω
(5)
1

Lfh2 − ω̇2

]

+

[
Lg1L

4
fh1 Lg2L

4
fh1

Lg1h2 Lg2h2

] [
u1

u2

]
. (3.34)

Application de la loi de commande linéarisante et placement de pôles En appliquant
la loi de commande suivante

[
u1

u2

]
=

[
Lg1L

4
fh1 Lg2L

4
fh1

Lg1h2 Lg2h2

]−1
[

−L5
fh1 + ω

(5)
1 + v1

−Lfh2 + ω̇2 + v2

]

(3.35)

au système (3.34), il vient : [
ż1
5

ż2
1

]
=

[
v1

v2

]
(3.36)

qui, réintroduit dans le système (3.33), en prenant en compte les changements de coordonnées,
nous conduit aux deux sous-systèmes linéaires découplés suivants avec leurs sorties










ż1
1

ż1
2

ż1
3

ż1
4

ż1
5




=





0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0 0









z1
1

z1
2

z1
3

z1
4

z1
5




+





0 0
0 0
0 0
0 0

1 0





[
v1

v2

]

e1 = z1
1

(3.37)

et 




ż2
1 = v2

e2 = z2
1

(3.38)
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qui sont, tous deux, commandables et observables. Notre objectif étant de stabiliser ces deux
sous-systèmes (3.37) et (3.38), nous choisissons en conséquence, pour le premier sous-système, la
matrice des pôles désirés P1. Elle est donnée par :

P1 =
[
−2 −1 −3 −4 −6

]
.

Ce qui donne la matrice de gain

F1 =
[

144 324 260 95 16
]
.

D’où la loi de commande stabilisante v1 :

v1 = −
[

144 324 260 95 16
]





z1
1

z1
2

z1
3

z1
4

z1
5





qui garantit la convergence de l’erreur e1 vers zéro.

Le cas du second sous-système est plus simple. Il suffit, pour le stabiliser, de choisir v2 telle
que

v2 = −3z2
1 .

Ce qui donne le système stable

ż2
1 = −3z2

1 .

Avec ces deux lois de commande, la poursuite de trajectoire du vecteur de sorties est "parfaite".

Quelques résultats de simulation Nous pouvons voir sur la figure 3.2 que la poursuite de
trajectoire est correcte pour les deux sorties considérées, puisque les erreurs correspondantes
convergent vers zéro. Notez que les signaux de commande, en régime permanent, ne prennent
pas de "très grandes" valeurs.
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Figure 3.2 – Poursuite de trajectoire du vecteur de référence [ω1, ω2]
t par le vecteur de sortie

[x1, x6]
t.

3.3 Conclusion

Ce chapitre a fait l’objet d’un bref rappel sur les techniques de la linéarisation entrée-sortie
par retour d’état autant pour le cas de systèmes non linéaires single-input single-output (SISO)
que pour les systèmes non linéaires multi-input multi-output (MIMO). Dans chacun des deux cas,
un exemple académique a été étudié et quelques résultats de simulation présentés pour illustrer
l’efficacité de la méthode. L’intérêt de cette partie est de nous préparer à bien aborder l’étude
comparative, que nous présentons au chapitre suivant, entre la commande prédictive généralisée
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non linéaire à temps continu (NCGPC) et la linéarisation entrée-sortie par retour d’état (FL).
Nous donnerons également dans le prochain chapitre les applications sur lesquelles notre étude a
portées au cours de nos travaux de thèse à savoir la chaise roulante électrique et le moteur Diesel
turbocompressé.
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4
Etude comparative et applications

"A puissance égale, la chose qui rétablit le plus vite l’ordre et, qui plus est, de façon
optimale, est effectivement préférable". Marcelin Dabo.

"En voulant trop s’occuper de sa stabilité pendant ses déplacements, le Caméléon perd en
rapidité. Le dilemme rapidité-stabilité est le dilemme du Caméléon". Marcelin Dabo.

"Pour devenir excellent, il suffit de suivre l’enseignement de l’essence même de l’excellence".
Marcelin Dabo.
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Chapitre 4. Etude comparative et applications

4.1 Introduction

Nous abordons, entre autres, dans ce chapitre, une étude comparative entre la linéarisation
entrée-sortie par retour d’état (FL) et la commande prédictive généralisée non linéaire à temps
continu (NCGPC) aussi bien pour le cas des systèmes non linéaires single-input single-output
(SISO) que pour le cas des systèmes non linéaires multi-input multi-output (MIMO).
Comme le montre les deux précédents chapitres, les lois de commande résultant des deux mé-
thodes sus-citées sont structurellement très proches, puisque basées sur des techniques géomé-
triques de linéarisation entrée-sortie par feedback. L’un des principaux avantages que présente la
commande prédictive est la stabilité garantie en boucle fermée quelque soit le système considéré.
La comparaison que nous faisons dans cette étude entre la NCGPC et la FL a pour but de
montrer les "forces" et "faiblesses" de chacune des deux méthodes devant un objectif de tracking
donné, mais également, de permettre à quiconque devant un problème de tracking, de faire un
choix effectif, rigoureux et sans appel.

La deuxième partie de ce chapitre est consacrée aux applications de la commande prédictive
à une chaise roulante électrique et à un moteur Diesel turbocompressé (MDT). La première ap-
plication, faites au cours d’un séjour d’un mois au French South African Technological Institute
in Electronics (F’SATIE) au sein du Tshwane University of Technology (TUT) en Afrique du
Sud, a permis de travailler sur le contrôle de la vitesse linéaire et de la position angulaire de
la chaise roulante électrique après modélisation de celle-ci. La deuxième application a eu pour
objectif le contrôle de certaines grandeurs physiques du MDT. Quelques résultats de simulation
concernant ces deux applications sont présentés.

4.2 Etude comparative

Notre principal objectif dans cette étude comparative est de donner les forces et faiblesses de
chacune des méthodes que sont la NCGPC et la FL, en vue de permettre un meilleur choix de
la méthode de commande face à un problème de tracking donné.
Pour ce faire, nous donnerons à un bref rappel des deux lois de commande et procéderons, ensuite,
à l’étude comparative elle-même.
Pour des raisons de simplification, nous n’évoquerons que le cas des systèmes non linéaires SISO,
les conclusions étant transposables aux systèmes non linéaires MIMO.

4.2.1 Cas de la commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu
(NCGPC)

La loi de commande obtenue à partir de la minimisation d’un critère quadratique construit
sur l’erreur de prédiction entre la sortie y(t) = h(x(t)) et le signal de référence ω(t) est :

u(x(t)) =
−∑ρ

l=0 Kρl(T, ρ)
[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

.

Cette loi de commande est optimale, linéarisante et stabilisante (dans le cas où le degré relatif
est inférieur ou égal à quatre, [Chen 03]) pour le système non linéaire considéré comme nous
l’avons vu dans le deuxième chapitre.
Avec cette loi de commande, la dynamique du système linéaire bouclé n’est fixée que par un seul
paramètre qui est l’horizon de prédiction. En effet, plus ce dernier est grand, plus la dynamique
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du système bouclé est lente. Le degré relatif, quant à lui, ne sert uniquement qu’à positionner
les pôles dans le plan complexe et donc agit sur leurs stabilités.

Dans le cas où le degré relatif est égal à un, le temps de réponse du système bouclé, que l’on
souhaite avoir, est toujours le double de l’horizon de prédiction et sa fréquence de cou-
pure égale à 1.5 fois l’inverse de l’horizon de prédiction.
Dans le cas où le degré relatif est égal à deux, la NCGPC donne toujours lieu à un régime
oscillatoire amorti du système bouclé avec un taux d’amortissement constant de
ξD = 0.685 et une pulsation naturelle de 1.83 fois l’inverse de l’horizon de prédiction.
Avec la NCGPC et pour un système de degré relatif 2, le dépassement est constant et est
égal 5.21%.
Dans le cas où le degré relatif est strictement supérieur à deux et au plus égal à quatre, en l’état
actuel de nos connaissances, aucune loi n’a été établie entre l’horizon de prédiction et le temps
de réponse du système linéaire bouclé. Dans notre étude, nous n’avons pas cherché à établir cette
relation.

Considérons, à présent, le cas où le degré relatif est strictement supérieur à quatre. Dans ce
cas, l’optimalité de la loi de commande et son caractère prédictif sont conservés grâce à la correc-
tion matricielle "intelligente". Cependant, avec cette correction, plus le degré relatif augmente,
plus nous sommes en face du dilemme stabilité-rapidité. En effet, plus le degré relatif croît, plus
il faut faire croître l’horizon de prédiction pour garantir la stabilité et plus le système linéaire
bouclé devient lent, voir corollaire 2.2.1.2 chapitre 2. Cette loi reste valable pour un système de
degré relatif pouvant aller de 1 à 40, voir figure 2.18 au chapitre 2.
Nous pouvons, d’après ces observations, dire que si quelqu’un s’occupe trop de sa stabilité pendant
ses déplacements, il perd en rapidité. C’est le cas du Caméléon : il passe tout son temps, dans
ses déplacements, à "tester" si son appui est toujours stable et ce, à chaque pas qu’il fait. Par
conséquent il est très lent dans ses déplacements, sauf cas d’urgence. Le dilemme rapidité-stabilité
est le dilemme du Caméléon.

Pour éviter cela, la stabilisation peut être obtenue à l’aide de la correction linéaire. Avec cette
méthode, il y a plus de marge de manoeuvre. Le prix à payer, cependant, est la perte du caractère
prédictif de la loi de commande, se référer au chapitre 2 pour plus de détails sur la méthode et
sur la correction matricielle "intelligente".

4.2.2 Cas de la linéarisation entrée-sortie par retour d’état (FL)

Sa loi de commande est structurellement identique à celle de la NCGPC. En effet, elle est
donnée par l’équation suivante

u(x(t)) = −
Lρ

fh − ω(ρ)

LgL
ρ−1
f h(x(t))

+
−∑ρ−1

l=0 Fl

[
Ll

fh(x(t)) − ω(l)(t)
]

LgL
ρ−1
f h(x(t))

.

Avec cette loi de commande qui n’est pas optimale, la marge de manoeuvre est plus importante
pour le choix de la dynamique de la sortie à "tracer". Cependant, le choix de cette dynamique
ne se fait guère à partir d’un seul paramètre mais de pôles arbitrairement fixés.

Il est important de remarquer que, dans le premier terme de la loi de commande de la FL,
le coefficient qui multiplie la composante d’ordre ρ est volontairement fixé à 1 dans le but d’an-
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nuler toutes les nonlinéarités qui apparaissent dans la dernière équation du nouveau système non
linéaire, résultant du changement de coordonnées obtenu par difféomorphisme. Par conséquent,
la stabilité du système bouclé est assurée grâce aux termes Fl résultant du placement de pôles.

4.2.3 Comparaison des deux méthodes de commande : NCGPC et FL

Nous aborderons la comparaison des deux méthodes de commande par rapport au degré
relatif du système étudié. Pour cela, plusieurs cas peuvent se présenter.
Premier cas, le degré relatif est inférieur ou égal à quatre :

– si ce dernier est égal à un ou deux, la loi de commande NCGPC est préférable puisqu’étant
optimale et stabilisante. Toutefois, si un quelconque dépassement n’est pas souhaité (cas
où le degré relatif est égal à deux), la loi de commande découlant de la FL est préférable
puisque, par construction même, celle de la NCGPC impose un dépassement fixé de 5.21% ;

– si ce dernier est différent de un et deux et au plus égal à quatre, la NCGPC demeure
préférable pour les mêmes raisons.

Il est important de noter que les solutions ci-dessus sont proposées sous réserve que les dyna-
miques souhaitées du système linéaire bouclé soient atteignables.

Deuxième cas, le degré relatif est strictement supérieur à quatre. Dans ce cas, nous préconi-
sons également l’utilisation de la NCGPC sachant que la loi de commande corrigée résultante
est optimale. Cependant le "dilemme du Caméléon" apparaît à partir d’une certaine valeur de
l’horizon de prédiction.
L’étude comparative ci-dessus donne juste quelques pistes que nous pensons efficaces dans l’uti-
lisation de la NCGPC pour résoudre un problème donné de tracking. Nous présentons les appli-
cations dans la suite.

4.3 Applications

4.3.1 Application au biomédical : cas d’une chaise roulante électrique

Cette application a été faite au cours d’un séjour d’un mois (Février 2009) en Afrique du
Sud au sein du French South African Technological Institute in Electronics (F’SATIE) dans les
locaux de Tshwane University of Technology (TUT) à Tshwane. Ce voyage a pu se faire dans le
cadre du programme région sans frontières.
L’objectif de cette étude est porté sur la modélisation et la commande de la position angulaire
et de la vitesse linéaire d’une chaise roulante électrique que ce soit sur une pente, positive ou
négative, ou sur une surface plane. L’étude en elle-même fut très enrichissante puisque qu’elle a
été menée depuis la phase de modélisation de la chaise roulante jusqu’à la phase de conception
de la loi de commande.
Nous exposons cette partie comme suit : nous donnons, dans un premier temps, le modèle de
la chaise roulante électrique sur une pente, ensuite nous faisons les analyses préliminaires, degré
relatif, linéarisabilité, pour ensuite concevoir et appliquer une loi de commande découlant de la
commande prédictive ou une loi de commande construite à partir de la linéarisation entrée-sortie
par retour d’état. Au cours des simulations, nous avons utilisé un joystick pour nous rapprocher le
plus possible de la réalité de pilotage de la chaise roulante. Quelques résultats de simulation sont
présentés dans la suite, pour les simulations avec et sans joystick. Cependant, l’implémentation
de la loi de commande sur la chaise roulante électrique n’a pas été possible car le banc d’essais
est en cours d’installation.
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Les résultats de cette application ont été publiés dans une conférence IEEE AFRICON qui s’est
déroulée à Nairobi, au Kenya en Septembre dernier, voir [Onya 09].

Modélisation et validation du modèle

Soit une chaise roulante éléctrique équipée de deux roues motrices à l’arrière et de deux roues
folles à l’avant, se déplaçant sur une pente donnée (positive ou négative) comme indiquée sur la
figure 4.1, voir [Emam 07]. Les deux roues arrières, de plus grand diamètre, sont indépendantes
et chacune d’elle est pilotée par un moteur à courant continu. La vitesse angulaire de la chaise
roulante est définie comme étant la différence entre les vitesses angulaires des roues droites et
gauches. Les deux moteurs de la chaise sont identiques afin de lui assurer une trajectoire rectiligne,
lorsqu’ils sont soumis à un couple identique, [Onya 09].
Nous ferons la modélisation de la chaise à partir des équations mécaniques du lagrangien dont
un rappel est donné ci-après. Aussi, un bref rappel sur les systèmes non holonomes est présenté.

Figure 4.1 – Position de la chaise roulante électrique sur une pente.

Rappel sur le lagrangien Le lagrangien d’un système dynamique, dont le nom vient de
Joseph Louis Lagrange (1736-1813), est une fonction de variables dynamiques qui décrit de
manière concise les équations du mouvement de ce système. En mécanique classique, le lagrangien
vaut généralement la différence entre l’énergie cinétique et l’énergie potentielle.
Considérons un système dynamique dont l’énergie cinétique est désignée par T et l’énergie
potentielle par U . Soit L son lagrangien. Alors, il est donné par l’équation suivante :

L = T − U . (4.1)

L’équation de mouvement du système considéré est :

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Fqr (4.2)

où t représente le temps, q le vecteur d’état du système considéré et Fqr l’ensemble des forces qui
s’appliquent sur le système, composé des forces de propulsion de la chaise roulante, des forces de
frottement (négligées dans notre cas) et des forces générées par les contraintes non holonomes.

Rappel sur les systèmes non holonomes Un système est dit non holonome s’il lui est
soumis à des contraintes qui dépendent des vitesses et ne peuvent pas se réduire à des fonctions
des positions seulement, voir figure 4.3.
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Figure 4.2 – Chaise roulante électrique dans le repère inertiel.

0

y

x

Direction de déplacement non autorisée

Seule direction de déplacement autorisée

Chaise roulante électrique

Figure 4.3 – Système non holonome.

Modélisation de la chaise roulante électrique Considérons la chaise roulante, en mouve-
ment sur une pente d’angle φ par rapport à l’horizontal, comme un corps rigide, voir figure 4.1.
Soit T son énergie cinétique. Elle est donnée par

T =
1

2
M

(
ẋ2

g + ẏ2
g + ż2

g

)
+

1

2
Izθ̇

2 + Mθ̇ (ẏgx − ẋgy) (4.3)

102



4.3. Applications

où les différentes variables de l’équation (4.3) sont regroupées dans la table 4.4. Les composantes

Table 4.1 – Nomenclature des variables relatives au modèle de la chaise roulante électrique.

Variable Description

xg, yg et zg position du centre de gravité (CDG) de la chaise dans le repère inertiel (O,x, y, z)

ẋg, ẏg et żg vitesse du CDG de la chaise dans (O,x, y, z)

θ et θ̇ position et vitesse angulaires de la chaise dans (O,x, y, z)

x, y et z position de la chaise dans le repère qui lui est lié (O,X, Y,Z)

Mω masse globale de la chaise (tous les composants)

Mp masse de la personne assise sur la chaise

M masse totale de la personne et de la chaise : M = Mp + Mω

Iz moment d’inertie de la chaise par rapport à l’axe z

l distance entre l’axe des roues arrières et le CDG de la chaise

x, y et z, voir figure 4.4, sont données par les équations (4.4)






x = −l cos φ cos θ
y = −l cos φ sin θ
z = −l sin φ

(4.4)

où φ est l’angle d’inclinaison de la pente, voir figures 4.1 et 4.4. Par conséquent, en remplaçant
ces équations dans l’équation (4.3), il vient l’expression suivante pour l’énergie cinétique :

T =
1

2
M

(
ẋ2

g + ẏ2
g + ż2

g

)
+

1

2
Iz θ̇

2 + lMθ̇ (ẋg cos φ sin θ − ẏg cos φ cos θ) . (4.5)
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z

y

x

0

θ

φ

y = −l cos φ sin θ

x = −l cos φ cos θ

z = −l sin φ

Figure 4.4 – Coordonnées de la chaise roulante électrique dans le repère inertiel, voir [Onya 09].

L’énergie potentielle est donnée par la relation suivante

U = Mg sin θ (xg cos θ + yg sin θ) . (4.6)

D’où le lagrangien, voir [Emam 07] et [Well 67],

L =
1

2
M

(
ẋ2

g + ẏ2
g + ż2

g

)
+

1

2
Iz θ̇

2 + lMθ̇ (ẋg cosφ sin θ − ẏg cosφ cos θ) − Mg sin θ (xg cos θ + yg sin θ) .

(4.7)

En résolvant l’équation du mouvement donnée en (4.2), voir Annexe C pour les détails de calcul,
il vient le système suivant pour la chaise roulante électrique :






Mẍg + lM cos φ(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) + Mg sin φ cos θ = Fqr1

Mÿg − lM cos φ(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) + Mg sinφ sin θ = Fqr2

Mz̈g = Fqr3

Iz θ̈ + lM cos φ(ẍg sin θ + ẋgθ̇ cos θ + ẏgθ̇ sin θ − ÿg cos θ) − lMθ̇ cos φ(ẋg cos θ + ẏg sin θ)
+Mg sin φ(yg cos θ − xg sin θ) = Fqr4

(4.8)
ou, de manière équivalente

M(q)q̈ + V (q, q̇)q̇ + G(q) = Fqr (4.9)

avec q le vecteur de position de la chaise dont les composantes sont xg, yg, zg et θ. La matrice
M(q) est la matrice d’inertie. Elle est symétrique, définie positive et est donnée par :

M (q)4×4 =





M 0 0 Ml cos φ sin θ
0 M 0 −Ml cos φ cos θ
0 0 M 0

Ml cos φ sin θ −Ml cos φ cos θ 0 Iz



 . (4.10)
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La matrice V (q, q̇) est celle des forces centripètes et de Coriolis. Elle est telle que :

V (q, q̇)4×4 =





0 0 0 Mlθ̇ cos φ cos θ

0 0 0 Mlθ̇ cos φ sin θ
0 0 0 0
0 0 0 0



 . (4.11)

Le vecteur de forces gravitationnelles G(q) est tel que :

G(q)4×1 =





Mg sinφ cos θ
Mg sinφ sin θ

0
Mg sin φ (yg cos θ − xg sin θ)



 . (4.12)

Comme dit précédemment, les forces de frottement étant négligées dans cette étude, l’ensemble
des forces qui s’appliquent à la chaise est composé, uniquement, des forces motrices Fm de la
chaise et des forces générées par les contraintes non holonomes Fcn. Elles sont données par les
relations suivantes :

Fm = E(q)τ et Fcn = At(q)λ. (4.13)

où

E (q)4×2 =





cos θ
r

cos θ
r

sin θ
r

sin θ
r

0 0

b
r

−b
r





, τ =

[
τR

τL

]
(4.14)

et

A(q)2×4 =

[
− cos φ sin θ cos φ cos θ sin φ −l
sin φ sin θ − sin φ cos θ cos φ 0

]
. (4.15)

Le vecteur λ est celui des multiplicateurs de Lagrange.
Par ailleurs, l’équation de la cinétique de la chaise roulante est donnée par

q̇ = S(q)η (4.16)

où la matrice S(q) est telle que :

S(q) =





cos θ −l cos φ sin θ
sin θ l cos φ cos θ

0 l sin φ
0 1



 (4.17)

et le vecteur η des vitesses linéaire v et angulaire ω est donné par

η =

[
v
ω

]
. (4.18)

En dérivant l’équation (4.16) une fois par rapport au temps, il vient :

q̈ = Ṡ(q)η + S(q)η̇ (4.19)
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avec la matrice Ṡ(q) donnée par

Ṡ(q) =





−θ̇ sin θ −θ̇l cos φ cos θ

θ̇ cos θ θ̇l cos φ sin θ
0 0
0 0



 . (4.20)

Remplaçons chacune des équations (4.16) et (4.19) par son expression dans l’équation (4.9).
Après simplifications, voir les détails de calcul dans l’annexe C, il vient le système non linéaire
suivant : 





v̇ = −g sin φ + 1
Mr

[
1 1

] [
τR

τL

]

ω̇ =
gM sinφ(yg cos θ−xg sin θ)

Ml2 cos 2φ−Iz
+ b

r(Iz−Ml2 cos 2φ)

[
1 −1

] [
τR

τL

] (4.21)

qui peut être réécrit sous la forme classique des fonctions non linéaires affines en contrôle c’est-
à-dire

[
v̇
ω̇

]
=




−g sinφ

gM sinφ(yg cos θ−xg sin θ)
Ml2 cos 2φ−Iz



 +




1

Mr
1

Mr

b
r(Iz−Ml2 cos 2φ) − b

r(Iz−Ml2 cos 2φ)




[

τR

τL

]
(4.22)

avec r le rayon d’une roue arrière et b la moitié de la "largeur" de la chaise roulante, voir figure
4.2. Dans la suite, nous considérerons comme vecteur d’entrées de notre système, le vecteur des
couples sur les roues arrières gauche et droite τ =

[
τR τL

]t
.

Application de la loi de commande

Notre objectif est de poursuivre les trajectoires de référence de la vitesse linéaire vr et de
la position angulaire θr de la chaise roulante électrique. D’où le vecteur de sortie e dont les
composantes sont : 





e1
1 = v − vr

e2
1 = θ − θr

(4.23)

où vr est considérée comme une constante dans la suite de l’étude et θr comme une fonction du
temps.

Vecteur degré relatif et linéarisabilité Soit ρ = (ρ1, ρ2) le vecteur degré relatif. Il s’obtient
en calculant les dérivées successives par rapport au temps de chaque terme de l’équation (4.23)
jusqu’à ce que le vecteur de contrôle τ apparaisse. Ainsi






ė1
1 = v̇ = −g sin φ + 1

Mr

[
1 1

] [
τR

τL

]

ė2
1 = θ̇ − θ̇r = ω − θ̇r = e2

2

ë2
1 = ω̇ − θ̈r = −θ̈r +

gM sinφ(yg cos θ−xg sin θ)
Ml2 cos 2φ−Iz

+ b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

[
1 −1

] [
τR

τL

]
= ė2

2

.

(4.24)
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En réécrivant le système (4.24) à l’aide des dérivées de Lie, il vient





ė1
1 = Lfe1

1 +
[

Lg1e
1
1 Lg2e

1
1

] [
u1

u2

]

ė2
1 = e2

2

ė2
2 = L2

fe2
1 +

[
LfLg1e

2
1 LfLg2e

2
1

] [
u1

u2

]
(4.25)

où 




Lfe1
1 = −g sin φ

L2
fe2

1 =
gM sinφ(yg cos θ−xg sin θ)

Ml2 cos 2φ−Iz
− θ̈r

(4.26)

et la matrice de découplage que nous nommons D(x) est telle que :

D(x) =




Lg1e

1
1 Lg2e

1
1

LfLg1e
2
1 LfLg2e

2
1



 =




1

Mr
1

Mr

b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

− b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)



 . (4.27)

Elle est inversible puisque son déterminant, qui est donné par :

|D(x)| = − 2b

r2M (Iz − Ml2 cos 2φ)
,

est bien défini. En effet son dénominateur ne peut pas s’annuler dans notre cas, voir annexe C
à partir de l’équation (C.30) et est toujours différent de zéro puisque b qui est la moitié de la
largeur de la chaise roulante ne peut, non plus, s’annuler.
Il devient alors possible d’appliquer la commande prédictive ou la linéarisation entrée-sortie par
retour d’état à la chaise roulante électrique. D’après l’équation (4.24), le vecteur degré relatif est
donné par ρ = (1, 2). La somme de ses composantes est égale à trois qui est supérieur à deux,
la dimension du système (4.21). Pour éviter cette situation, nous procédons à une extension du
système (4.21). D’où le système étendu suivant :






v̇ = −g sinφ + 1
Mr

[
1 1

] [
τR

τL

]

ω̇ =
gM sin φ(yg cos θ−xg sin θ)

Ml2 cos 2φ−Iz
+ b

r(Iz−Ml2 cos 2φ)

[
1 −1

] [
τR

τL

]

θ̇ = ω

(4.28)

de dimension égal à la somme des composantes du vecteur degré relatif. Par conséquent, la
dynamique des zéros n’existe pas. En réécrivant ce système sous la forme suivante

ẋ = f(x) +
[

g1(x) g2(x)
] [

u1

u2

]
, (4.29)

il vient




v̇
ω̇

θ̇



 =





−g sinφ

gM sinφ(yg cos θ−xg sin θ)
Ml2 cos 2φ−Iz

ω




+





1
Mr

1
Mr

b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

− b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

0 0





[
τR

τL

]
(4.30)
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où les champs de vecteurs f(x), g1(x) et g2(x), avec x =
[

v ω θ
]t

, sont donnés par :

f(x) =





−g sin φ

gM sin φ(yg cos θ−xg sin θ)
Ml2 cos 2φ−Iz

ω




, g1(x) =





1
Mr

b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

0




et g2(x) =





1
Mr

− b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

0




.

(4.31)

Validation du modèle Nous procédons à la validation du modèle (4.30) avant de passer à
l’application de la loi de commande. Les constantes du modèle dynamique de la chaise roulante
sont données dans la table 4.2.

Table 4.2 – Les constantes du modèle dynamique de la chaise roulante considérée.

Dimensions de la chaise b = 0.35m, l = 0.25m, r = 0.2m

Masse totale (personne + chaise) M = 80kg

Moment d’inertie par rapport à l’axe z Iz = 39.733kgm2

Toutes les simulations sont faites sous Matlab-Simulink version 7.01 et les résultats donnés
dans les figures 4.5, 4.6 et 4.7.
Trois cas ont été considérés :

– le premier présente les mouvements de la chaise roulante (deux cercles et une droite) sur
une surface plane. Le premier cercle, voir figure 4.5 (a), est réalisé en fixant le couple de la
roue gauche à 0Nm et celui de la roue droite à 50Nm. Le deuxième cercle, voir figure 4.5
(b), est réalisé en choisissant les couples des roues gauche et droite opposés algébriquement
et égaux en valeur absolue à 50Nm. La trajectoire générée par le centre de gravité (CDG)
de la chaise est celle d’un petit cercle. Enfin, avec un couple identique de 50Nm sur les
deux roues, le CDG de la chaise roulante effectue une trajectoire rectiligne et uniforme
(frottement négligé), voir figure 4.5 (c).
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Figure 4.5 – Validation de modèle (20 secondes de simulation) : trajectoires du CDG de la
chaise sur une surface plane.

– le deuxième cas présente celui des mouvements de la chaise roulante sur une pente positive
(6° et 45°). Dans le cas d’une pente positive faible (6°), le CDG de la chaise roulante effectue
une succession de cercles ascendants, si les couples de 50Nm et 0Nm sont appliqués, res-
pectivement, sur ses roues droite et gauche, voir figure 4.6 (a). La chaise roulante descend
la pente si aucun couple n’est appliqué sur ses roues, voir figure 4.6 (b). Avec un couple
suffisant (50Nm sur les deux roues), la chaise grimpe la pente sans beaucoup de difficultés,
voir figure 4.6 (c).
Dans le cas où la pente est plus forte (45°), un couple de 50Nm est insuffisant pour faire le
plus petit déplacement avec la chaise roulante vers le sommet de la pente. Par conséquent,
elle descend la pente en marche arrière comme montré sur la figure 4.6 (d). Il est clair que
si aucun couple ne lui était appliqué, elle serait allée plus bas que dans le cas de la pente
de 6°. Cependant, un couple de 500Nm sur la roue droite de la chaise et de 0Nm sur sa
roue gauche lui permettent de faire un mouvement circulaire ascendant, voir figure 4.6 (e).
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Figure 4.6 – Validation de modèle (20 secondes de simulation) : trajectoires du CDG de la
chaise sur une surface de pente positive.

– le troisième cas expose les mouvements de la chaise sur une surface de pente négative (-6°).
En n’appliquant aucun couple à ses roues motrices, la chaise descend la pente sous l’effet
de la gravité, voir figure 4.7 (a). De plus, elle descend la pente encore plus vite si un couple
identique non nul est appliqué à ses roues motrices, voir figure 4.7 (b). Enfin, un couple
de 500Nm sur la roue droite de la chaise et de 0Nm sur sa roue gauche lui permettent de
faire un mouvement circulaire descendant, voir figure 4.7 (c).
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Figure 4.7 – Validation de modèle (20 secondes de simulation) : trajectoires du CDG de la
chaise sur une surface de pente positive.

Nous passons à présent à l’application des lois de commande et à la présentation des résultats
de simulation qui en découlent.

Application de la loi de commande Comme nous l’avons montré dans la première partie
de ce chapitre, nous avons ici le choix entre l’application de la loi de commande découlant de la
FL, donnée par :

[
u1

u2

]
=




Lg1e

1
1 Lg2e

1
1

Lg1e
2
1 Lg2e

2
1




−1 


−K1(v − vr) −Lfe1

1
[
−K21 −K21

] [
θ − θr

θ̇ − θ̇r

]
−L2

fe2
1



 (4.32)

et celle découlant de la NCGPC, donnée par :

[
u1

u2

]
=




Lg1e

1
1 Lg2e

1
1

Lg1e
2
1 Lg2e

2
1




−1 [

−k11 −1 0 0 0

0 0 −k21 −k22 −1

]





e1
1

Lfe1
1

e2
1

Lfe2
1

L2
fe2

1




. (4.33)

Quelques résultats de simulation

Nous présentons, dans cette partie, les résultats de simulation faite sur la chaise roulante
électrique contrôlée par les deux techniques de commande que sont la NCGPC et la FL. Certains
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de ces résultats ont été obtenus en utilisant un joystick, ce dernier permettant de se rapprocher le
plus possible du cas réel pour le pilotage de la chaise. Toutes les simulations ont été réalisées sous
le logiciel Matlab-Simulink version 7.0.1. Nous prenons les valeurs suivantes pour les matrices de
gain :

– pour la FL, la matrice de gain choisie est telle que :

K1 = 7 et K =
[

K21 K22

]
=

[
100 20

]
.

– et pour la NCGPC la matrice de gain est résumée dans la table 4.3 en fonction de l’horizon
de prédiction choisie.

Table 4.3 – Matrice de gain pour la poursuite de la vitesse linéaire et de la position angulaire
de la chaise roulante.

Horizon de prédiction T (s) Matrice de gain K =
[

K1 K2

]t

T = 1 K =

[
1.5 1 0 0 0
0 0 3.33 2.5 1

]

T = 2 K =

[
0.75 1 0 0 0
0 0 0.83 1.25 1

]

T = 3 K =

[
0.5 1 0 0 0
0 0 0.37 0.83 1

]

Les résultats de simulation, dans le cas où le joystick n’est pas utilisé, sont donnés sur les figures
4.8, 4.9, 4.10, 4.11 et 4.12. Sur la figure 4.8 (a), nous pouvons noter une bonne poursuite de
trajectoire sur une surface plane, aussi bien pour la vitesse linéaire de la chaise que pour sa po-
sition angulaire. C’est le cas pour une surface de pente positive et une surface de pente négative,
aussi bien pour la linéarisation entrée-sortie que pour la commande prédictive, voir les figures
4.9 à 4.12. Il est important, dans le cas de la commande prédictive, voir figure 4.12, de noter
un faible dépassement sur le signal correspondant à la position angulaire de la chaise roulante
dans le plan. En effet, puisque son degré relatif est égal à deux, son sous-système correspondant,
en boucle fermée, est équivalent à un système linéaire du second ordre de taux d’amortissement
ξD ≃ 0, 685 et de dépassement d = 5, 21%, voir chapitre 2.
Le cas avec le joystick est présenté dans la figure 4.13. Les résultats de poursuite sont satisfai-
sants. Les pics que nous pouvons observer dans les figures 4.13 (c), (d), (e) et (f) sont dus aux
changements de position brusque du joystick.
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Figure 4.8 – Poursuite asymptotique d’une trajectoire circulaire par la chaise roulante électrique
sur une surface plane.
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Figure 4.9 – Poursuite asymptotique d’une trajectoire circulaire par la chaise roulante électrique
sur une surface de pente positive : φ = 6°.
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Figure 4.10 – Poursuite asymptotique d’une trajectoire circulaire par la chaise roulante élec-
trique sur une surface de pente négative : φ = −6°.
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Figure 4.11 – Poursuite asymptotique d’une trajectoire sinusoïdale (évitement d’obstacles) par
la chaise roulante électrique sur une surface de pente positive : φ = 6°.
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Figure 4.12 – NCGPC appliquée à la poursuite asymptotique d’une trajectoire sinusoïdale par
la chaise roulante électrique sur une surface de pente positive : φ = 6°.
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Figure 4.13 – Poursuite asymptotique d’une trajectoire circulaire par la chaise roulante élec-
trique sur une surface de pente négative, φ = −45° : cas de la simulation avec joystick.

Dans cette partie, une étude théorique a été menée sur la chaise roulante électrique depuis
sa modélisation jusqu’à l’élaboration des lois de commande et leur application. Les résultats de
simulation présentés, aussi bien pour la validation du comportement physique de la chaise que
pour sa commande, sont concluants. Nous exposons à présent l’application sur l’automobile.
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4.3.2 Application à l’automobile : cas d’un moteur Diesel turbocompressé
(MDT)

L’application de la NCGPC que nous faisons dans cette partie, se fera sur un modèle du
moteur Diesel turbocompressé (MDT) issu de la littérature, [Jank 00] et [Kolm 97].
C’est dans ce cadre que nous donnerons un bref historique de la modélisation des moteurs ther-
miques et, en particulier, du MDT.
Cette partie se décline comme suit : après un bref historique du MDT et de son modèle, nous
exposons, ensuite, succinctement, sa présentation et le modèle considéré. Puis, vient l’applica-
tion de lois de commande (commande prédictive, linéarisation entrée-sortie par retour d’état et
placement de pôles). Enfin, les résultats de simulation sont présentés.

Présentation du moteur Diesel

Le moteur Diesel, voir figure 4.14, réalisé en 1897, tient sa dénomination de son inventeur,
l’ingénieur allemand Rudolf Diesel (1858-1913).

Figure 4.14 – Premier moteur Diesel (1897).

Au fil du temps, des améliorations considérables ont été apportées à ce moteur, voir figure
4.15, et de nombreuses applications faites, entre autres, dans le domaine de l’automobile. En effet,
en 1936, Mercedes produit en petite série la première voiture à moteur Diesel, la 260D. Deux ans
plus tard, Peugeot réalise une série d’un millier d’exemplaires du modèle 402 qui continuera d’être
produit même après la seconde guerre. Avec la crise pétrolière de 1973, l’utilisation des voitures
équipées d’un moteur Diesel se généralise. Par ailleurs, des travaux sont menés visant à améliorer
ce moteur et en 1988, Fiat produit la première voiture de série équipée d’un moteur à injection
directe. En 1989, Audi présente la première voiture équipée d’un moteur à injection directe
à régulation électronique. Neuf ans plus tard (1998), les premières applications de l’injection
directe à rampe commune réalisée par Bosch sur des véhicules de série sont faites. En 2000
certains constructeurs européens produisent des véhicules de prestige, équipé d’un moteur Diesel
à huit cylindres en V à injection directe à rampe commune, [auto].
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Figure 4.15 – Moteur Diesel injection directe à quatre cylindres en ligne, voir [Gron 04].

Bien que plus connu de nos jours comme un moteur à quatre temps, le moteur Diesel peut
également fonctionner à deux temps. Cependant, nous ne présenterons dans cette étude que les
différentes étapes de fonctionnement d’un moteur à quatre temps, qui sont les suivantes, voir
figure 4.16 ;

Figure 4.16 – Cycle à quatre temps du moteur Diesel, voir [Gron 04].

– l’admission : la soupape d’admission est ouverte et la soupape d’échappement fermée. Le
piston descend du point mort haut (PMH) vers le point mort bas (PMB) aspirant ainsi de
l’air frais dans la chambre de combustion via le collecteur d’admission. En fin d’admission,
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le piston est au PMB ;
– la compression : les deux soupapes sont fermées et par conséquent la chambre de combus-

tion hermétiquement close. Le piston remonte vers le PMH, comprimant ainsi l’air aspiré
pendant le temps d’admission. La température et la pression augmentent dans la chambre
de combustion. En fin de compression, le piston arrive au PMH et le gasoil est injecté dans
la chambre ;

– la détente : les deux soupapes sont toujours fermées. La combustion du carburant par
auto-inflammation génère une augmentation de la pression interne, poussant ainsi sur le
piston qui poursuit son mouvement jusqu’au PMB ;

– l’échappement : la soupape d’admission est fermée et la soupape d’échappement ouverte.
Le piston remonte en chassant les gaz brûlés vers l’air libre via le collecteur d’échappement.
A la fin de l’échappement, le piston est au PMH.

L’ensemble de ces étapes constituent un cycle dans le fonctionnement pour le moteur Diesel,
[Arno 07].

L’application que nous présentons dans la suite se fait sur un moteur diesel équipé d’un tur-
bocompresseur à géométrie variable ou VGT pour variable geometry turbocharger, voir figure
4.17 et d’une vanne de recirculation de gaz d’échappement ou vanne EGR pour exhaust gaz
recirculation valve. Les gaz d’échappement, en passant par le VGT, voir figure 4.17, lui trans-

Figure 4.17 – Représentation schématique du turbocompresseur.

mettent, à travers ses pâles, leur énergie. Comme la turbine est liée au compresseur par un arbre
mécanique, ce dernier entre également en rotation, amenant ainsi de l’air frais dans la chambre
de combustion.

Notre objectif dans cette application, est d’imposer des trajectoires de références à certaines va-
riables du MDT qui ont une influence significative sur les émissions de polluants comme la fumée,
les oxydes d’azote (NOx) et le dioxyde de carbone (CO2) dans le but de respecter les contraintes
environnementales, [Tran 04] et [Umwe 03], telles les normes EURO en ce qui concerne l’Europe,
voir figure 4.18.

Modèle du moteur Diesel considéré

Au cours des années 60, Borman [Borm 64] fut l’un des premiers à réaliser un simulateur
basé sur l’analyse thermodynamique du moteur. Le premier modèle non linéaire a été développé
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Figure 4.18 – Normes Euro 1 à Euro 6 (1992 à 2015).

suite aux travaux de Hazell et Flower [Haze 71], en 1971. Les modèles basés sur le concept de
"vidange remplissage" de Watson et Marzouk, [Wats 77], viendront six ans plus tard (1977).
Tous ces modèles ne présentent aucun lien direct avec le contrôle moteur.
Il faudra attendre 1984, et les travaux de Watson [Wats 84], pour que les modèles "vidange
remplissage" destinés à l’étude des lois de commande voient le jour. En 1989, Hendricks [Hend 89]
propose les modèles à valeurs moyennes pour lesquels, le pas de calcul élémentaire est le cycle et
tous les phénomènes qui se déroulent entre deux points morts hauts (PMH) sont considérés en
valeur moyenne. En 1995, les modèles "cylindre-à-cylindre" sont proposés par Kao et Moskwa
[Kao 95]. Deux ans plus tard, Kolmanovsky et al. [Kolm 97] proposent un modèle d’ordre 7
essentiellement basé sur la variation par rapport au temps des pressions de gaz, des fractions de
masse de gaz et des fractions de gaz brûlés dans les collecteurs d’admission et d’échappement.
Les équations correspondantes sont données, respectivement par les systèmes (4.34), (4.35) et
(4.36) suivantes, voir [Kolm 97] :






ṗ1 = γR
V1

(WcTc + WegrTegr − WeT1)

ṗ2 = γR
V2

[(We + Wf )Te − WegrT2 − WtT2]

, (4.34)






ṁ1 = Wc + Wegr − We

ṁ2 = We − Wegr − Wt + Wf

(4.35)

et 




Ḟ1 =
Wegr(F2−F1)−WcF1

m1

Ḟ2 = We[15.6(1−F1)+(AF+1)F1/(1+AF )−WeF2]
m2

. (4.36)
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Elles sont complétées par la dynamique de l’arbre du VGT dont l’équation est

ω̇tc =
1

Jtcωtc(ηmPt − Pc)
. (4.37)

Une nomenclature détaillée de ces variables est donnée dans la table 4.4.

En 2000, Jankovic et al. réduisent l’ordre de ce modèle sur la base d’hypothèses simplificatrices
suivantes, [Jank 00] :

– les fractions de gaz brûlés dans les collecteurs d’admission et d’échappement, F1 et F2 sont
difficiles à mesurer et, par conséquent, ne sont pas considérées dans le modèle ;

– pour les mêmes raisons, les fractions de masses de gaz dans les collecteurs d’admission et
d’échappement, m1 et m2, ne sont pas considérées dans le modèle ;

– les dynamiques du turbocompresseur sont représentées comme une fonction de transfert
du premier ordre avec une constante de temps τ ;

– les capteurs mesurant la température dans les collecteurs d’admission et d’échappement
sont lents et par conséquent les variations temporelles des mesures relevées sont négligées ;

– le débit de fuel est considéré comme un bruit extérieur et n’est donc pas pris en compte
dans le modèle.

C’est sur ce modèle d’ordre réduit que se fera notre étude. Il est donné par le système d’équations
suivantes, [Jank 00] : 





ṗ1 = k1(Wc + Wegr − kep1)

ṗ2 = k2(kep1 − Wegr − Wt)

Ṗc = 1
τ (ηmPt − Pc)

, (4.38)

où le débit du compresseur (respectivement de la turbine) est lié à sa puissance (resp. la puissance
de la turbine) par la relation

Wc = Pc
kc

pµ
1 − 1

(4.39)

(
resp. Pt = kt(1 − p−µ

2 )Wt

)
. (4.40)

En dépit du fait que les entrées réelles de notre système sont les ouvertures de la vanne EGR et
du VGT, nous considérerons, dans cette étude, le débit de gaz à travers la vanne EGR , Wegr,
comme première entrée du MDT et le débit de gaz à travers le turbocompresseur, Wt, comme
seconde entrée du MDT, voir [Plia 07]. D’où le système






ṗ1 = k1(Wc + u1 − kep1)

ṗ2 = k2(kep1 − u1 − u2)

Ṗc = 1
τ (ηmPt − Pc)

(4.41)

avec u1 = Wegr et u2 = Wt et où p1, p2 et Pc appartiennent à l’ensemble Ω défini comme suit

Ω = {(p1, p2, Pc) : 1 < p1 < pmax
1 , 1 < p2 < pmax

2 , 0 < Pc < Pmax
c } .

Les variables pmax
1 , pmax

2 et Pmax
c constituent, respectivement, les valeurs maximales de pressions

dans les collecteurs d’admission et d’échappement ainsi que la puissance maximale du compres-
seur. Les constantes k1, k2, kc, ke, kt, τ et ηm sont identifiées à partir du modèle à valeurs
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Table 4.4 – Nomenclature des variables du modèle du moteur Diesel turbocompressé (MDT)

Variable Description

EGR Gaz d’échappement recirculé

AFR Rapport air carburant

N Fréquence de rotation de l’arbre moteur

F1 Fraction de gaz brûlés dans le collecteur d’admission

F2 Fraction de gaz brûlés dans le collecteur d’échappement

m1 Masse de gaz dans le collecteur d’admission

m2 Masse de gaz dans le collecteur d’échappement

p1 Pression de gaz dans le collecteur d’admission

p2 Pression de gaz dans le collecteur d’échappement

Pc Puissance du compresseur

Pt Puissance de la turbine

We Débit total de gaz à travers le moteur

Wc Débit d’air à travers le compresseur

Wt Débit de gaz à travers la turbine

Wf Débit de carburant

Wegr Débit de gaz à travers la vanne EGR

V1 Volume du collecteur d’admission

V2 Volume du collecteur d’échappement

T1 Température dans le collecteur d’admission

T2 Température dans le collecteur d’échappement

Tc Température dans le compresseur

Te Température des gaz d’échappement

Tegr Température des gaz recirculés

ωtc Vitesse de rotation du turcompresseur

Jtc Moment d’inertie du turbocompresseur

Vd Volume total de déplacement

ηc Rendement isentropique du compresseur

ηt Rendement isentropique de la turbine

ηm Rendement mécanique du turbocompresseur

cp, cv Capacités thermiques massiques à pression constante cp et à volume constant cv

γ Rapport des capacités thermiques

R Constante spécifique des gaz parfaits

µ γ−1
γ
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moyennes d’ordre 7 à une fréquence de rotation de 1600 tr/min et un débit de carburant de 7.2
kg/h, [Dabo 08d].
En remplaçant Pt et Wc par leurs expressions dans l’équation (4.41) et en posant K0 = ηm

τ kt, il
vient : 





ṗ1 = k1

(
Pc

kc

pµ
1−1

+ u1 − kep1

)

ṗ2 = k2(kep1 − u1 − u2)

Ṗc = −Pc

τ + K0(1 − p−µ
2 )u2

. (4.42)

Application de la loi de commande

Le moteur diesel étant un système assez complexe, l’élaboration de la loi de commande ne
se fera pas sans analyse préalable. Et puisque nous faisons appel à une technique de commande
prédictive non linéaire à temps continu, partageant les mêmes propriétés que la linéarisation
entrée-sortie par retour d’état, [Sill 98], nous mènerons l’analyse géométrique de notre système.
Nous examinerons également, sur la base de l’involutivité de distribution, si notre système est
dynamiquement ou statiquement linéarisable ainsi que les conséquences que ce résultat implique
sur le choix du vecteur de sorties. Une fois ce dernier choisi, nous chercherons le vecteur degré
relatif de notre système. S’en suivra l’analyse de la dynamique des zéros.

Quelques notions géométriques Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous ferons un bref
rappel de la notion de distribution, du crochet de Lie et de distributions involutive et non
involutive.

Distribution Une distribution D est une application X ∋ x 7→ D(x) ⊂ TxX qui associe à
tout x ∈ X un sous-espace linéaire D(x) de TxX.
Si f1, · · · , fd une collection de champs de vecteurs, on définit D par

D(x) = V ectf1(x), · · · , fd(x).

b

b

D

f1

fd
b

b

b

Figure 4.19 – Distribution dans R
n.

Crochet de Lie Soient deux champs de vecteurs f et g dans R
n. On appelle crochet de

Lie, le champ de vecteur noté [f, g] donné, pour tout x ∈ R
n, par :

[f, g] =
∂g

∂x
f(x) − ∂f

∂x
g(x).
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Dans cette expression :

∂f

∂x
=





∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xn

...
...

∂fn

∂x1
· · · ∂fn

∂xn



 et
∂g

∂x
=





∂g1

∂x1
· · · ∂g1

∂xn

...
...

∂gn

∂x1
· · · ∂gn

∂xn



 , (4.43)

voir [Isid 95].

Distribution involutive et distribution non involutive Une distribution D est dite
involutive si pour f ∈ D et g ∈ D, le crochet de Lie [f, g] est aussi dans D.
D est dite non involutive, si on peut trouver f, g ∈ D tels que le crochet de Lie [f, g] n’appartient
pas à D, voir figure 4.20.

f

g

D

[f,g]

f

g

D

[f,g]

D est involutive

(a) (b)

D est non involutive

Figure 4.20 – Distributions involutive (a) et non involutive (b).

Le système (4.41) peut être réécrit sous la forme classique des systèmes non linéaires à temps
continu, affines en contrôle, c’est-à-dire sous la forme :

ẋ = f(x) +

2∑

i=1

gi(x)ui, (4.44)

où les champs de vecteur f(x), g1(x) et g2(x) sont donnés par :

f(x) =





k1(kc
Pc

pµ
1−1

− kep1)

k2kep1

−Pc

τ




, g1(x) =




k1

−k2

0



 et g2(x) =




0

−k2

K0

(
1 − p−µ

2

)



 . (4.45)

Soit D la distribution engendrée par les deux champs de vecteur g1 et g2. Il résulte, après calcul,
voir Annexe D, que le système (4.41) n’est pas statiquement linéarisable par bouclage, [Dabo 08d].
Par conséquent, il n’est pas possible de trouver un vecteur de sortie telle que le système (4.41)
devienne statiquement linéarisable entrée-sortie par retour d’état, [Dabo 09b].

123



Chapitre 4. Etude comparative et applications

Choix du vecteur de sortie Notre objectif dans cette étude est de faire de la poursuite de
trajectoire sur des valeurs désirées de la pression dans le collecteur d’admission p1 et du débit de
gaz à travers le compresseur Wc en lieu et place du rapport air-carburant ou AFR pour air-fuel
ratio et de la fraction de gaz recyclés qui ne sont pas accessibles à la mesure, [Jank 00]. D’où le
vecteur de sortie :

y =

[
p1

Wc

]
. (4.46)

Soient p1d et Wcd les valeurs désirées (constantes) de la pression dans le collecteur d’admission
et du débit d’air à travers le compresseur. Nous définissons à partir de ces deux termes et de
l’équation (4.46) le vecteur erreur e tel que

e =

[
p1 − p1d

Wc − Wcd

]
. (4.47)

Elaborer une loi de commande pour faire converger p1 vers p1d et Wc vers Wcd revient à faire
converger le vecteur erreur (4.47) vers zéro.

Recherche du vecteur degré relatif Soit ρ = (ρ1, ρ2) le vecteur degré relatif du système
(4.41) avec la sortie (4.47). Il s’obtient en calculant les dérivées successives par rapport au temps
de chacune des composantes du vecteur erreur (4.47), voir Annexe D. Il est donné par ρ = (1, 1).
La somme de ses composantes valant 2 est par conséquent inférieure à la dimension de notre
système (4.41) qui vaut 3. Par conséquent, il existe une dynamique des zéros de dimension 1
(3-2=1) dont nous discuterons la stabilité.

Analyse de stabilité de la dynamique des zéros L’analyse de stabilité qui suit, va nous
permettre de savoir si le système étudié est à minimum de phase (dynamique des zéros stable) ou
à non minimum de phase (dynamique des zéros instable), voir figure 2.1 du chapitre 2. L’équation
de cette dynamique des zéros est donnée par :

ṗ2 = k2Wcd

[
1 − (pµ

1d
−1)

ηmktkc(1−p−µ
2 )

]
, (4.48)

voir Annexe D. L’analyse de ce système révèle une instabilité, puisqu’il en résulte un point d’équi-
libre impliquant un pôle à partie réelle strictement positive dont on peut voir une illustration sur
la figure 4.21 et par conséquent un système à non minimum de phase. Autrement dit, le système
(4.41) avec le vecteur de sortie (4.47) est un système à dynamique interne instable.

Commande du modèle réduit du MDT Nous l’avons vu, le modèle réduit du MDT avec
le vecteur erreur (4.47) découlant du vecteur de sortie (4.46) est un système à non minimimum
de phase. Pour contourner ce problème, nous proposons deux approches :

– la première est plus décisive car correspondant à la modification du vecteur de sortie telle
que la dynamique des zéros devienne triviale, voir [Dabo 08d] et [Dabo 08c] ;

– enfin la seconde, quant à elle, se résume à la linéarisation de la dynamique des zéros autour
de son point d’équilibre, [Dabo 09c].

Changement du vecteur de sortie Comme vu au cours de l’analyse géométrique, le
modèle d’ordre 3 du MDT est linéarisable entrée-sortie par retour d’état dynamique. Donc, en

124



4.3. Applications

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

(a)

temps (s)

D
yn

am
iq

ue
 d

e 
zé

ro
 (

ba
r)

Dynamique de zéro (bar)
Valeur minimale

0 0.5 1 1.5 2 2.5

−5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

(b)

temps(s)

D
yn

am
iq

ue
 d

e 
zé

ro
 (

ba
r)

 

 

Dynamique de zéro (bar)
Valeur minimale

Figure 4.21 – Dynamique des zéros du modèle réduit du moteur Diesel turbocompressé (MDT) :
p20 = 1.6 bar (a) et p20 = 1.8 bar (b).

plus du changement du vecteur de sortie, nous lui appliquerons une extension dynamique.
La matrice de découplage obtenue avec le vecteur de sortie (4.46) est donnée par :

D(x) =




k1 0

−µk1kcPcp
µ−1
1

(pµ
1−1)2

kcK0(1−p−µ
2 )

pµ
1−1



 . (4.49)

Notre objectif ici est de changer le vecteur de sortie de sorte que la condition Lg2h2 = 0 soit
vérifiée, pour tout vecteur (p1, p2, Pc) ∈ Ω. Par conséquent, le nouveau vecteur de sortie est :

ỹ =

[
p1

Pc + K0
k2

[
p2 − 1

1−µp
(1−µ)
2

]
]

, (4.50)

le lecteur pourra se reporter à l’Annexe D pour les détails de calcul. D’où la matrice de découplage
suivante :

D̃(x) =




k1 0

−K0(p
−µ
2 − 1) 0



 (4.51)

qui est non inversible puisque son déterminant est nul. Par conséquent le vecteur degré relatif
du système n’est pas défini. Pour contourner ce double obstacle (dynamique des zéros instable et
matrice de découplage non inversible), il suffit de retarder l’apparition de la première composante
u1 du vecteur de commande dans le calcul du vecteur degré relatif. Autrement dit, notre seul
salut, dans ce cas, est d’appliquer l’extension dynamique à notre système.
Pour ce faire, soit z = u1 un nouvel état et ż = v1. Il vient alors le système étendu suivant :






ṗ1 = k1(Wc + z − kep1)
ṗ2 = k2(kep1 − z − u2)

Ṗc = 1
τ (ηmPt − Pc)

ż = v1

(4.52)

dont l’état xe = (p1, p2, Pc, z) ∈ Ωe = Ω ×
[
W min

egr ;W max
egr

]
avec W min

egr et W max
egr respectivement,

les valeurs minimale et maximale du débit de gaz à travers la vanne EGR.
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Le degré relatif du système étendu (4.52), avec le même vecteur de sortie (4.50) est ρ̃ = (2, 2).
En effet, sa matrice de découplage est donnée par

De(x) =




k1 k1kcK0

1−p−µ
2

pµ
1−1

K0(p
−µ
2 − 1) µk2K0(z − kep1)p

−µ−1
2 + K0

τ (p−µ
2 − 1)



 (4.53)

qui est inversible sur l’ensemble Ωe. Par conséquent, la loi de commande NCGPC ou la FL
peuvent être appliquées.
Les simulations sont faites sous Matlab Simulink version 7.0.1. Nous avons fixé l’ordre des déri-
vées successives du vecteur de sortie à 3 pour ses deux composantes, [Dabo 08d]. Les horizons de
prédiction pour les première et deuxième composantes du vecteur de sortie sont T1 = T2 = 2 s.

La matrice de gain de la loi de commande est L ∼=
[

3.75 3 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3.75 3 1 0

]
.

Les résultats de simulations sont présentés dans la figure 4.23. Nous pouvons noter une bonne
poursuite de trajectoire sur le vecteur de sortie. La loi de commande prend, cependant, des va-
leurs importantes, voir la deuxième colonne de la figure 4.23.
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Figure 4.22 – Poursuite de trajectoire sur la pression dans le collecteur d’admission et sur le
débit d’air à travers le compresseur, voir [Dabo 08c].

Cependant, l’utilisation de cette méthode n’est pas sans conséquence, puisqu’elle pose la ques-
tion implicite de la faisabilité des mesures en ce qui concerne la deuxième composante du vecteur
de sortie. En effet, c’est la somme d’une puissance (celle du compresseur) et d’une fonction de
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la pression (dans le collecteur d’échappement). Nous avions émis l’idée selon laquelle un tableau
de correspondance pourrait être fait entre les valeurs désirées du débit du compresseur (seconde
composante du vecteur de sortie (4.46)), de la pression dans le collecteur d’échappement et les
valeurs correspondantes de la seconde composante du nouveau vecteur de sortie (4.50). Cepen-
dant cette piste n’a pas été exploitée par manque de moyens. De plus, les composantes de la loi
de commande que sont Wt et Wegr prennent des valeurs qui nous semblent trop importantes avec
cette méthode. La prise en compte de contraintes sur l’entrée au moment de l’élaboration de la
loi de commande nous permettrait d’éviter, entre autres, une telle situation.
La seconde solution, exposée dans la suite, est celle qui consiste à conserver le vecteur de sortie
(4.46) puis à faire l’extension de notre système avec le résultat de la linéarisation par approxi-
mation de la dynamique des zéros, autour de son point d’équillibre.

Conservation du vecteur de sortie et linéarisation de la dynamique des zéros
Reprenons le modèle étendu (4.52) du MDT ainsi que le vecteur de sortie (4.46). Ce système a
un vecteur degré relatif donné par ρ = (2, 1) pour tout xe = (p1, p2, Pc, z) ∈ Ωe. Sa matrice de
découplage :

D̄(x) =





k1 −k1kcK0
p−µ
2 −1

pµ
1−1

0 −kcK0
p−µ
2 −1

pµ
1−1



 (4.54)

est inversible.
Notre objectif étant la poursuite de trajectoires, reprenons le vecteur de sortie (4.47). Il est égal
à

e1
1 = p1 − p1d

e2
1 = Wc − Wcd

. (4.55)

Comme dans la suite, nous faisons une linéarisation par approximation de la dynamique des
zéros autour de son point d’équilibre, nous préférons, pour des raisons d’harmonisation, faire un
nouveau changement de coordonnées autour du point d’équilibre du système étendu du MDT.
Toutefois, cette opération n’est pas nécessaire puisque la linéarisation entrée-sortie par retour
d’état du modèle étendu du MDT aurait pu se faire sans le souci particulier de mentionner le
point d’équilibre.
Soit xe

e le point d’équilibre du système étendu tel que :

xe
e =






p1e = ze+v2e

ke

p2e =
(
1 − Pce

τv2eK0

)−1
µ

Pce =
Wce(p

µ
1e−1)

kc

ze = kep1e − Wce

.

Le second changement de vecteur de sortie est donné par :






ẽ1
1 = e1

1 − e1
1e = p1 − p1d − p1e + p1d = p1 − p1e

ẽ2
1 = e2

1 − e2
1e = Wc − Wcd − Wce + Wcd = Wc − Wce

. (4.56)
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Par conséquent, lorsque (4.56) poursuit les signaux p1d − p1e et Wcd − Wce, le vecteur de sortie
(4.46) poursuit les valeurs désirées de la pression p1d et du débit d’air à travers le compresseur
Wcd et le vecteur erreur (4.55) les valeurs e1

1 = 0 et e2
1 = 0.

Le changement de coordonnées (4.56) entraîne le système non linéaire suivant :




˙̃e1
1
˙̃e1
2
˙̃e2
1



 =




ẽ1
2

L2
f ẽ1

1

Lf ẽ2
1



 +




0 0

Lg1Lf ẽ1
1 Lg2Lf ẽ1

1

Lg1 ẽ
2
1 Lg2 ẽ

2
1




[

v1

v2

]
(4.57)

où

L2
f ẽ1

1 = −k2
1 (z − kep1 + Wc)

(
ke +

µpµ−1
1

pµ
1−1

Wc

)
− k1

τ Wc

Lf ẽ2
1 = −Wc

τ − µk1kcpµ−1
1

(pµ
1−1)2

(z − kep1 + Wc)

,

et la matrice de découplage :

D(x) =




Lg1Lf ẽ1

1 Lg2Lf ẽ1
1

Lg1 ẽ
2
1 Lg2 ẽ

2
1



 =





k1 kcK0
1−p−µ

2

pµ
1−1

0 kcK0
1−p−µ

2

pµ
1−1



 .

En appliquant la loi de commande linéarisante suivante, voir [Isid 95] :

[
v1

v2

]
= D(x)−1

[
w1 − L2

f ẽ1
1

w2 − Lf ẽ2
1

]
(4.58)

où w1 et w2 sont les signaux de commande à définir pour un futur placement de pôles, il vient
le système linéaire suivant :









˙̃e1
1
˙̃e1
2
˙̃e2
1



 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0








ẽ1
1

ẽ1
2

ẽ2
1



 +




0 0
1 0
0 1




[

w1

w2

]

y =

[
1 0 0
0 0 1

]


ẽ1
1

ẽ1
2

ẽ2
1





(4.59)

qui, étendu avec le linéarisé de la dynamique des zéros (D.38) donne :






˙̃
ζ =





0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
a1 a2 a3 a4



 ζ̃ +





0 0
1 0
0 1
0 0





[
w1

w2

]

y =

[
1 0 0 0
0 0 1 0

]
ζ̃

(4.60)

avec ζ̃ =
[

ẽ1
1 ẽ1

2 ẽ2
1 η̃

]t
. Le problème de poursuite de trajectoire sur des valeurs désirées du

vecteur de sortie (4.46) peut ainsi être résolu par un placement de pôles, dont la loi de commande
suivante (4.61) [

w1

w2

]
= −Kζ̃ + G

[
vd1

vd2

]
, (4.61)
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4.4. Conclusion

est appliquée au système (4.60).

Les simulations sont faites sous Matlab Simulink version 7.0.1. Les valeurs désirées de la pression
dans le collecteur d’admission sont, successivement, p1d = 1.25 bar et p1d = 2 bar. Le débit
d’air dans le compresseur a pour valeurs désirées Wcd = 0.07 kg/s et Wcd = 0.15 kg/s. Leurs
points d’équilibre sont donnés par p1e = 2.06 bar et Wce = 0.18 kg/s. Les matrices K et G

sont telles que K ∼=
[

6232 82 0 5104
0 0 4 0

]
et G =

[
−0.1581 0

0 3

]
. La figure 4.23 montre

la poursuite de trajectoire sur le vecteur erreur. Les résultats sont satisfaisants. Les signaux de
commande ne prennent pas des valeurs "disproportionnées".

0 50 100 150

−15

−10

−5

0

5

10

(a)

temps (s)

p 1d
−

p 1e
 (

ba
r)

 

 
Référence w

1

Erreur (p
1d

−p
1e

)

0 50 100 150
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8
(b)

temps(s)

w
1

0 50 100 150
−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0
(c)

temps (s)

W
cd

−
W

ce
 (

kg
/s

)

 

 
Référence w

2

Erreur (W
cd

−W
ce

)

0 50 100 150
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2
(d)

temps(s)

w
2

Figure 4.23 – Poursuite de trajectoire sur la pression dans le collecteur d’admission et sur le
débit d’air à travers le compresseur, voir [Dabo 09c].

Par ailleurs, la FL a été appliquée au modèle réduit du MDT, voir [Dabo 08a]. Aussi, quelques
études comparatives ont été faites entre la NCGPC et la commande par placement de pôles,
[Dabo 08b], la NCGPC et la FL, [Dabo 08c].

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude comparative entre la commande prédictive
généralisée non linéaire à temps continu et la linéarisation entrée-sortie par retour d’état. Nous
avons montré qu’entre les deux méthodes de commande, la commande prédictive est préférable,
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Chapitre 4. Etude comparative et applications

puisqu’elle est optimale et stabilisante, par construction même, pour un système (ou un système
correspondant à une sortie, dans le cas MIMO) de degré relatif inférieur ou égal à quatre. Dans
le cas où le degré relatif est strictement supérieur à quatre, nous avons recours à la correction
matricielle "intelligente" ou à la correction linéaire dont les lois de commande sont tout aussi
stabilisantes qu’optimales.
Nous avons également présenté les applications de cette technique de commande sur la chaise
roulante électrique et le moteur Diesel turbocompressé (MDT) et les résultats obtenus sont
satisfaisants.
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Conclusion générale

"Don o Don tulo be ta kalanso". Proverbe Bambara.
"Chaque jour, l’oreille va à l’école". Proverbe Bambara.

"Le véritable expert n’existe pas car les limites de l’art sont inatteignables". Afrique noire
pharaonique.

"Il n’existe pas de maître absolu, on est toujours élève et maître à la fois. Car le maître ap-
prend aux autres mais lui-même apprend des autres".
Chef de village dogon (Mali, Afrique de l’Ouest).
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Conlclusion

Les travaux abordés au cours de cette thèse ont essentiellement porté sur la stabilisation par
la commande prédictive, d’une classe de systèmes non linéaires dont le degré relatif est stric-
tement supérieur à quatre. Les méthodes que nous avons proposées s’appuient essentiellement
sur la modification du critère quadratique à minimiser. Il s’agit de la correction linéaire et de la
correction matricielle "intelligente".
La première consiste à rajouter un terme linéaire en contrôle au critère. Cependant, le caractère
prédictif de la loi de commande résultante n’est pas conservé avec cette méthode.
D’où le recours à la seconde méthode de correction, qui consiste à rajouter une matrice de cor-
rection à la matrice de prédiction du critère. Cette matrice, par construction même, s’annule
lorsque la correction n’est pas nécessaire. Autrement dit, lorsque le degré relatif est inférieur ou
égal à quatre (condition de stabilité du système linéaire bouclé par commande prédictive géné-
ralisée non linéaire à temps continu (NCGPC)) la correction ne se fait pas. D’où l’expression de
correction matricielle "intelligente". Contrairement à la première méthode, cette dernière garde
le caractère prédictif de la loi de commande.
Dans les deux cas les méthodes utilisées conduisent à des lois de commande optimale. Donc la
garantie de stabilité du système linéaire bouclé n’est pas obtenue de façon sous-optimale mais
bien de façon optimale.
En terme de stabilité, la première méthode offre une plus grande marge de manoeuvre, puisque
permettant de placer les pôles n’importe où (sous réserve de faisabilité) dans le plan complexe.
La deuxième méthode garantit la stabilité de systèmes non linéaires de degré relatif au plus égal
à quarante (40) et bouclés par NCGPC avec un horizon de prédiction fixé.

Nous avons également donné quelques propriétés de la NCGPC pour des systèmes non linéaires
de degré relatif au plus égal à deux. En effet :

– pour les systèmes single-input single-output (SISO) de degré relatif 1, nous avons montré
que, bouclés par NCGPC, ils sont équivalents à des systèmes linéaires de temps de réponse
égal au double de l’horizon de prédiction ;

– pour les systèmes SISO de degré relatif 2 bouclés par NCGPC, ils sont équivalents à des
systèmes linéaires de taux d’amortissement ξD = 0.685 et de pulsation naturelle ωn ≃ 1.83

T .

Aussi, une étude comparative a été présentée montrant le lien étroit qui existe entre la NCGPC
et la linéarisation entrée-sortie par retour d’état. Effectivement, les deux lois de commande sont
structurellement identiques. La différence se situe au niveau de la matrice de gain. De plus, la
première est optimale. Ce qui n’est pas le cas de la deuxième.

Concernant les applications, nos travaux ont porté sur deux systèmes : la chaise roulante élec-
trique et le moteur Diesel turbocompressé (MDT).
Pour la chaise roulante électrique, l’application a été plus orientée sur la vérification des proprié-
tés de la NCGPC. Les résultats ont été concluants.
Pour le MDT, nous avons été confronté à un problème de non minimum de phase. Deux méthodes
ont été proposées pour le contourner :

– le changement du vecteur de sortie ;
– la conservation de ce vecteur et la linéarisation par approximation de la dynamique de

zéros autour de son point d’équilibre.

Avec la première solution, s’est soulevée la question implicite de faisabilité des mesures pour la
deuxième composante du vecteur de sortie, ce qui a encouragé la proposition de la deuxième
solution.
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Perspectives

Les approches de modification du critère proposées au cours de ces travaux en vue de garantir
la stabilité d’une classe de systèmes non linéaires bouclés par NCGPC méritent d’être appro-
fondies. Mayne et Michalska ainsi que Chen et Allgöwer ont modifié le critère du problème de
commande prédictive non linéaire de départ, qui avec une contrainte d’(in)égalité terminale, qui
avec un terme de pénalité terminale pour garantir la stabilité du système contrôlé.
En utilisant le paradigme proposé dans nos travaux, pourrait-on éviter les solutions sous-optimales
concernant les problèmes de stabilité qu’ils ont résolus ?
Par ailleurs, la prise en compte de contraintes sur l’entrée, l’état et la sortie, ainsi que les per-
turbations permettrait de formaliser de manière plus complète ce problème d’optimisation. En
outre, il serait possible d’en dégager une solution analytique, évitant ainsi l’optimisation "en
ligne" (qui n’est pas toujours possible) pour l’élaboration de la loi de commande prédictive en
ce qui concerne, tout au moins, les systèmes non linéaires à temps continu affines en contrôle.

Du côté applicatif, il serait très intéressant d’embarquer, sur calculateur électronique, les lois
de commande développées au cours de nos travaux sur le moteur Diesel turbocompressé et la
chaise roulante électrique afin d’en juger de manière plus pragmatique les performances en terme
de stabilité, de robustesse, etc.
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Annexe A. Calcul de la matrice de prédiction Π et de ses termes simplifiés Πs et Πss

A.1 Calcul de la matrice de prédiction

Le lecteur pourra se référer aux détails de calcul présentés ici afin de déterminer la matrice
de prédiction et ses dérivées pour une sortie choisie h. Ce résultat est transposable dans le cas
multi-input multi-output (MIMO) pour chacune des composantes hi de la sortie considérée. Dans
l’équation (2.18) nous avons posé que la matrice Π(T, ρ) est égale à :

Π(T, ρ) =

∫ T

0
Λt(τ)Λ(τ)dτ. (A.1)

Soit M(τ, ρ) = Λt(τ)Λ(τ). Ainsi, il vient

M(τ, ρ) =





1
τ
...

τ i−1

(i−1)!

...
τρ−1

(ρ−1)!
τρ

ρ!





[
1 τ · · · τ j−1

(j−1)! · · · τρ−1

(ρ−1)!
τρ

ρ!

]
(A.2)

et

M(τ, ρ) =





1 τ · · · τρ−1

(ρ−1)!
τρ

ρ!

τ τ2 · · · τρ

(ρ−1)!
τρ+1

1!ρ!

...
τρ−1

(ρ−1!
τρ

(ρ−1)! · · · τ2ρ−2

(ρ−1)!(ρ−1)!
τ2ρ−1

ρ!(ρ−1)!

τρ

ρ!
τρ+1

1!ρ! · · · τ2ρ−1

ρ!(ρ−1)!
τ2ρ

ρ!ρ!





. (A.3)

Considérons l’élément de la iième ligne et de la jième colonne de M(τ, ρ), voir (A.3). Son expression
est donnée par

m(i,j)(τ, ρ) =
τ i+j−2

(i − 1)!(j − 1)!
avec 1 ≤ j ≤ ρ + 1. (A.4)

En l’intégrant par rapport à τ entre l’instant 0 et l’instant T égal à l’horizon de prédiction, il
vient

Π(i,j)(T ) =
T i+j−1

(i − 1)!(j − 1)!(i + j − 1)
. (A.5)

De là, posons Πs(T, ρ) comme dernière ligne de la matrice Π et Πsj(T, ρ) l’élément de la jième

colonne du vecteur Πs(T, ρ). Par conséquent

Πsj(T, ρ) =
T ρ+j

ρ!(j − 1)!(ρ + j)
. (A.6)

Soit Πss(T, ρ) le dernier élément du vecteur Πs(T, ρ) donné par

Πss(T, ρ) =
T 2ρ+1

ρ!ρ!(2ρ + 1)
. (A.7)
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A.1. Calcul de la matrice de prédiction

En posant
K(T, ρ) = Π−1

ss (T, ρ)Πs(T, ρ) et l = j − 1 (A.8)

il vient

Kρl(T, ρ) =
ρ!

l!T ρ−l

(2ρ + 1)

(ρ + l + 1)
(A.9)

quelque soit 0 ≤ l = j − 1 ≤ ρ. Dans le cas où j = ρ + 1 (ou l = ρ),

Kρρ(T, ρ) =
ρ!(2ρ + 1)

ρ!(2ρ + 1)T 0
= 1. (A.10)

En réécrivant K(T, ρ) sous forme matricelle, il vient :

K(T, ρ) =
[

ρ!
T ρ

2ρ+1
ρ+1 · · · ρ!

T ρ−l

2ρ+1
(l)!(ρ+l+1) · · · 1

]
(A.11)

où les expressions Kρl, exceptées Kρρ, sont coefficients de PρT (λ), polynôme caractéristique (2.42)
du système linéaire bouclé résultant (2.39).
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Annexe B. Détermination des racines des polynômes caractéristiques P1T (λ) et P2T (λ)

B.1 Racine de P1T (λ)

Le polynôme caractéristique P1T (λ) est donné par

P1T (λ) = λ + K10.

De l’équation (A.9) découle la seule racine de P1T (λ) qui est :

λ(T, ρ) = −K10(T, ρ) = − ρ!

T ρ

2ρ + 1

ρ + 1
.

Comme le degré relatif ρ = 1, la racine λ est donc égale à λ(T ) = −1.5
T .

B.2 Racines de P2T (λ)

Soit le polynôme caractéristique P2T (λ) donné par

P2T (λ) = λ2 + K21λ + K20.

L’équation suivante
P2T (λ) = 0 (B.1)

est vraie si et seulement si
λ2 + K21λ + K20 = 0. (B.2)

Soit ∆ le discriminant de l’équation (B.2). Il est égal à

∆ = K2
21 − 4K20. (B.3)

Son signe est déterminé par le signe de K2
21 − 4K20. De l’équation (A.9) il vient

K20(T, ρ) =
ρ!

T ρ

2ρ + 1

ρ + 1

et

K21(T, ρ) =
ρ!

T ρ−1

2ρ + 1

ρ + 2
.

Par conséquent ∆ est égal à

∆(ρ, T ) =
(ρ!)2

T 2ρ−2

(2ρ + 1)2

(ρ + 2)2
− 4ρ!

T ρ

2ρ + 1

ρ + 1
(B.4)

ou

∆(ρ, T ) = (2ρ + 1)
ρ!

T ρ

[
ρ!

T ρ−2

2ρ + 1

(ρ + 2)2
− 4

ρ + 1

]
. (B.5)

Finalement le discriminant est donné par

∆(ρ, T ) = (2ρ + 1)
ρ!

T ρ

[
ρ!(ρ + 1)(2ρ + 1) − 4T ρ−2(ρ + 2)2

(ρ + 1)(ρ + 2)2T ρ−2

]
. (B.6)

Posons
N∆(T, ρ) = ρ!(ρ + 1)(2ρ + 1) − 4T ρ−2(ρ + 2)2,

ou par équivalence
N∆(T, ρ) = (ρ + 1)!(2ρ + 1) − 4T ρ−2(ρ + 2)2.
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B.2. Racines de P2T (λ)

Par conséquent, le signe de ∆ est celui de N∆ puisque

ρ!(2ρ + 1)

(ρ + 1)(ρ + 2)2T 2ρ−2

est strictement positif. Comme ρ = 2, il vient

N∆ = (3!)5 − 4 ∗ T 0 ∗ 16 = 30 − 64 = −34 < 0

et donc ∆ < 0 pour tout T ∈ R
+
∗ . Ainsi, −∆ = j2∆ > 0 et −∆ = 4K20 − K2

21 ou alors

j2∆(T, ρ) = (2ρ + 1)
ρ!

T ρ

[
4

ρ + 1
− ρ!

T ρ−2

2ρ + 1

(ρ + 2)2

]
. (B.7)

Nous déduisons alors les racines du polynôme P2T (λ) qui sont

λ1,2(T, ρ) = −K21(T, ρ)

2
± j

2

√
∆(T, ρ)

et donc

λ1,2(T, ρ) = −1

2

ρ!

T ρ−1

2ρ + 1

ρ + 2
± j

2

√

(2ρ + 1)
ρ!

T ρ

[
4

ρ + 1
− ρ!

T ρ−2

2ρ + 1

(ρ + 2)2

]
. (B.8)

Comme ρ = 2, il vient

λ1,2(T ) = − 1

T

5

4
± j

2

√
10

T 2

(
4

3
− 10

16

)

et donc finalement

λ1,2(T ) = − 1

T
(1.25 ± 1.33j) .

Notez que 1
T est le coefficient d’homothétie dans le plan complexe, pour les pôles respectifs des

polynômes caractéristiques P1T (λ) et P2T (λ).
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Equations de mouvement de la chaise roulante
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Annexe C. Equations de mouvement de la chaise roulante électrique

Considérons la chaise roulante dans son ensemble comme un corps rigide, voir les figures C.1
et C.2. Soit L le lagrangien de ce corps. Il est donné par

Figure C.1 – Position de la chaise roulante électrique sur une pente.

Figure C.2 – Chaise roulante électrique dans le repère inertiel.

L =
1

2
M

(
ẋ2

g + ẏ2
g + ż2

g

)
+

1

2
Iz θ̇

2 + lMθ̇ cosφ (ẋg sin θ − ẏg cos θ) − Mg sin φ (xg cos θ + yg sin θ) . (C.1)

146



L’équation du mouvement peut donc être déduite à partir du lagrangien par la relation

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Fqr, (C.2)

où t représente le temps, q le vecteur de position de la chaise roulante, q̇ son vecteur vitesse et Fqr

l’ensemble des forces qui s’appliquent au système. Les vecteurs q et q̇ sont donnés, respectivement,
par

q =





xg

yg

zg

θ



 et q̇ =





ẋg

ẏg

żg

θ̇



 . (C.3)

Nous verrons, plus loin, la composition du vecteur des forces Fqr.
Calculons, à présent, les différents termes de l’équation de mouvement (C.2). Il vient :

(
∂L

∂q

)
=

[
∂L

∂xg

∂L

∂yg

∂L

∂zg

∂L

∂θ

]
(C.4)

avec 




∂L

∂xg
= −Mg sinφ cos θ

∂L

∂yg
= −Mg sinφ sin θ

∂L

∂zg
= 0

∂L

∂θ = lMθ̇ cos φ (ẋg cos θ + ẏg sin θ)− Mg sin φ (−xg sin θ + yg cos θ)

(C.5)

Par analogie ∂L

∂q̇ est telle que






∂L

∂ẋg
= Mẋg + lMθ̇ cos φ sin θ

∂L

∂ẏg
= Mẏg − lMθ̇ cos φ cos θ

∂L

∂żg
= Mżg

∂L

∂θ̇
= Iz θ̇ + lM cos φ (ẋg sin θ − ẏg cos θ)

. (C.6)

D’où leurs dérivées premières par rapport au temps






d
dt

(
∂L

∂ẋg

)
= Mẍg + lM cos φ

(
θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ

)

d
dt

(
∂L

∂ẏg

)
= Mÿg − lM cos φ

(
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ

)

d
dt

(
∂L

∂żg

)
= Mz̈g

d
dt

(
∂L

∂θ̇

)
= Izθ̈ + lM cos φ

[
ẍg sin θ + ẋgθ̇ cos θ −

(
ÿg cos θ − ẏgθ̇ sin θ

)]

. (C.7)
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Puisque l’équation du mouvement est donnée par




d
dt

(
∂L

∂ẋg

)

d
dt

(
∂L

∂ẏg

)

d
dt

(
∂L

∂żg

)

d
dt

(
∂L

∂θ̇

)





−





∂L

∂xg

∂L

∂yg

∂L

∂zg

∂L

∂θ





=





Fqr1

Fqr2

Fqr3

Fqr4





(C.8)

il vient





Mẍg + lM cos φ(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) + Mg sin φ cos θ = Fqr1

Mÿg − lM cos φ(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) + Mg sin φ sin θ = Fqr2

Mz̈g = Fqr3

Iz θ̈ + lM cos φ(ẍg sin θ + ẋgθ̇ cos θ + ẏgθ̇ sin θ − ÿg cos θ)− lMθ̇ cos φ(ẋg cos θ + ẏg sin θ)
+Mg sin φ(yg cos θ − xg sin θ) = Fqr4

.

(C.9)
L’ensemble des forces Fqr qui s’appliquent au système, est composé des forces résultant de
contraintes non holonomes de la chaise roulante Fcn et des forces motrices Fm de la chaise.
Elles sont données par

Fm = E(q)τ et Fcn = At(q)λ. (C.10)

où

E (q)4×2 =





cos θ
r

cos θ
r

sin θ
r

sin θ
r

0 0

b
r

−b
r





, τ =

[
τR

τL

]
(C.11)

et

A(q)2×4 =

[
− cos φ sin θ cos φ cos θ sin φ −l
sin φ sin θ − sin φ cos θ cos φ 0

]
. (C.12)

Le vecteur λ est celui des multiplicateurs de Lagrange. Les forces de frottement entre les roues
de la chaise et le sol sont négligées.
En simplifiant la dernière ligne du système (C.9), il vient






Mẍg + lM cos φ(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) + Mg sin φ cos θ = Fqr1

Mÿg − lM cos φ(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) + Mg sin φ sin θ = Fqr2

Mz̈g = Fqr3

Iz θ̈ + lMθ̇ cos φ(ẍg sin θ − ÿg cos θ) + Mg sinφ(yg cos θ − xg sin θ) = Fqr4

. (C.13)
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Posons les matrices M(q), C(q, q̇) et G(q), telles que

M(q) =





M 0 0 lM cos φ sin θ
0 M 0 −lM cos φ cos θ
0 0 M 0

lM cos φ sin θ −lM cos φ cos θ 0 Iz



 , (C.14)

C(q, q̇) =





0 0 0 θ̇lM cos φ cos θ

0 0 0 θ̇lM cos φ sin θ
0 0 0 0
0 0 0 0



 et G(q) =





Mg sin φ cos θ
Mg sin φ sin θ

0
Mg sinφ (yg cos θ − xg sin θ)



 (C.15)

avec les vecteurs de position, de vitesse et d’accélération de la chaise roulante, respectivement,
donnés par

q =





xg

yg

zg

θ



 , q̇ =





ẋg

ẏg

żg

θ̇



 et q̈ =





ẍg

ÿg

z̈g

θ̈



 . (C.16)

Il vient l’équation suivante :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) = E(q)τ + At(q)λ (C.17)

ou, de manière équivalente

M(q)q̈ + V (q, q̇) + G(q) = E(q)τ + At(q)λ (C.18)

avec C(q, q̇)q̇ = V (q, q̇). Les matrices E(q), τ et A(q) sont données dans les équations (C.11) et
(C.12), ci-dessus et la matrice V est telle que

V (q, q̇) =





θ̇2lM cos φ cos θ

θ̇2lM cos φ sin θ
0
0



 (C.19)

Considérons, à présent, l’équation de la cinétique de la chaise roulante. Elle est donnée par

q̇ = S(q)η (C.20)

où la matrice S(q) est telle que

S(q) =





cos θ −l cos φ sin θ
sin θ l cos φ cos θ

0 l sin φ
0 1



 (C.21)

et le vecteur η des vitesses linéaire et angulaire de la chaise :

η =

[
v
ω

]
. (C.22)

En dérivant l’équation (C.20) une fois par rapport au temps, il vient

q̈ = Ṡ(q)η + S(q)η̇ (C.23)
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avec la matrice Ṡ(q) donnée par

Ṡ(q) =





−θ̇ sin θ −θ̇l cos φ cos θ

θ̇ cos θ −θ̇l cos φ sin θ
0 0
0 0



 . (C.24)

Remplaçons les équations (C.20) et (C.23) dans l’équation (C.18). Ainsi, nous obtenons l’équation
suivante

M(q)(Ṡη + Sη̇) + V (q, q̇) + G(q) = E(q)τ + At(q̇)λ. (C.25)

Quelques hypothèses sont faites sur la chaise roulante électrique : nous supposons que les roues
de la chaise roulent sans glisser. Autrement dit, elles sont soumises à des contraintes non holo-
nomes c’est à dire pas de mouvements parallèles aux axes des roues arrières, voir figure C.2. Ces
contraintes, non intégrables et indépendantes, sont telles que

A(q)q̇ = 0. (C.26)

Les matrices A(q) et S(q) sont telles que

St(q)At(q) = 0. (C.27)

En effet,

[
cos θ sin θ 0 0

−l cos φ sin θ l cos φ cos θ l sinφ 1

]




− cos φ sin θ sin φ sin θ
cos φ cos θ − sin φ cos θ

sin φ cos φ
−l 0



 =

[
0 0
0 0

]
.

En multipliant l’expression développée de l’équation (C.25) par la transposée St(q) de la matrice
S(q), il vient

St(q)M(q)Ṡ(q)η + St(q)M(q)S(q)η̇ + St(q)[V (q, q̇) + G(q)] = St(q)E(q)τ + St(q)At(q̇)λ (C.28)

et de manière équivalente et simplifiée (sans introduire le terme q et avec StAt = 0)

StMSη̇ + StMṠη + St(V + G) = StEτ. (C.29)

Or, la matrice StMS, donnée par

StMS =

[
M 0
0 Iz − l2M cos 2φ

]
(C.30)

est inversible, puisque son déterminant est différent de zéro. En effet, son déterminant est

|StMS| = M(Iz − l2M cos 2φ).

Il est nul si et seulement si
Iz − l2M cos 2φ = 0.

Or, le moment d’inertie de la chaise roulante par rapport à l’axe z est Iz = 39, 733kgm2 , la
distance entre l’axe des roues arrières et le centre de gravité, voir figure C.2, est l = 0, 25m et la
masse totale de la chaise (personne plus chaise) est M = 80kg. D’où l’équation

39, 733 − 0, 0625 × 80 cos 2φ = 0
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qui est équivalent à
39, 733 − 5 cos 2φ = 0.

Or, le cosinus de tout angle est toujours compris entre −1 et 1. Par conséquent, le déterminant
ne peut jamais s’annuler sauf dans le cas d’une chaise roulante de moment d’inertie égal à 5kgm2

se déplaçant sur une surface plane (φ = 0), ce qui n’est pas notre cas. La matrice StMS est donc
bien inversible.

En multipliant l’équation (C.29) par l’inverse de la matrice StMS, il vient

η̇ + (StMS)−1[StMṠη + St(V + G)] = (StMS)−1StEτ. (C.31)

D’où
η̇ = −(StMS)−1(StMṠ)η − (StMS)−1St(V + G) + (StMS)−1StEτ. (C.32)

Pour des raisons de simplification d’écriture, posons les matrices M , G et B telles que






M2×2 = −(StMS)−1
2×2(S

tMṠ)2×2

G2×1 = −(StMS)−1
2×2S

t
2×4(V + G)4×1

B2×2 = (StMS)−1
2×2S

t
2×4E4×2

. (C.33)

Par conséquent
η̇ = M η + G + Bτ (C.34)

avec

M =

[
0 θ̇l cos φ
0 0

]
, G = −




θ̇2l cos φ + g sinφ

− gM(yg cos θ−xg sin θ) sinφ
−Iz+l2M cos 2φ



 (C.35)

et

B =




1

Mr
1

Mr

b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

− b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)



 . (C.36)

Ce qui nous conduit, après simplifications, au système non linéaire suivant,

[
v̇
ω̇

]
=




−g sin φ

gM sinφ(yg cos θ−xg sin θ)
Ml2 cos 2φ−Iz



 +




1

Mr
1

Mr

b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)

− b
r(Iz−Ml2 cos 2φ)




[

τR

τL

]
(C.37)

régissant la dynamique de la vitesse linéaire et celle de la vitesse angulaire de la chaise roulante
électrique considérée sur une surface de pente φ, CQFD �.
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Annexe D. Quelques propriétés sur le modèle réduit du moteur Diesel turbocompressé (MDT)

D.1 Involutivité de la distribution D = span {g1, g2}
Pour des raisons pratiques, nous rappelons ici le modèle d’ordre réduit du moteur Diesel

turbocompressé (MDT). Il est donné par






ṗ1 = k1

(
Pc

kc

pµ
1−1

+ u1 − kep1

)

ṗ2 = k2(kep1 − u1 − u2)

Ṗc = −Pc

τ + K0(1 − p−µ
2 )u2

(D.1)

Le crochet de Lie, [g1, g2], des deux champs de vecteurs g1 et g2 est donné par

[g1(x), g2(x)] =
∂g2(x)

∂x
g1(x) − ∂g1(x)

∂x
g2(x). (D.2)

Il est égal à

[g1(x), g2(x)] := adg1g2(x) =




0 0 0
0 0 0

0 −µK0(1 − p−µ−1
2 ) 0








k1

−k2

0



−




0 0 0
0 0 0
0 0 0








0

−k2

K0(1 − p−µ
2 )



 .

(D.3)

Par conséquent, son expression finale est

[g1(x), g2(x)] =




0
0

−µk2K0(1 − p−µ−1
2 )



 . (D.4)

Soit la matrice B(x) telle que B(x) =
[

g1(x), g2(x), adg1g2(x)
]
. Elle est donnée par

B(x) =




k1 0 0
−k1 −k2 0

0 K0(1 − p−µ
2 ) −µk2K0(1 − p−µ−1

2 )



 . (D.5)

La distribution D est non involutive puisque le rang de la matrice B est égal à trois. En effet, le
déterminant de la matrice B(x) donné par

|B(x)| = µk1k
2
2K0(1 − p−µ−1

2 )

est différent de zéro pour tout p2 dans Ω, où Ω est tel que

Ω = {(p1, p2, Pc) : 1 < p1 < pmax
1 , 1 < p2 < pmax

2 , 0 < Pc < Pmax
c } .

D.2 Calcul du vecteur degré relatif

Deux cas sont à examiner ici :

– le premier est celui du vecteur de sortie choisie ;
– le second, est celui de la sortie changée.

Dans le second cas, nous examinerons la situation avec la prise en compte de l’extension dyna-
mique et celle sans.
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D.2. Calcul du vecteur degré relatif

D.2.1 Cas du premier vecteur de sortie

Le vecteur de sortie choisi est

y =

[
p1

Wc

]
. (D.6)

Cependant, comme notre objectif est de faire de la poursuite asymptotique de trajectoire, nous
définissons le vecteur erreur e suivant donné par

e =

[
p1 − p1d

Wc − Wcd

]
(D.7)

où les termes p1d et Wcd sont, respectivement, les valeurs désirées constantes de la pression dans
le collecteur d’admission et du débit d’air à travers le compresseur.
Soit ρ = (ρ1, ρ2) le vecteur degré relatif du modèle réduit (D.1) du MDT. Il est calculé comme
suit :




ṗ1 − ˙p1d

Ẇc − Ẇcd



 =




ṗ1

Ẇc



 =





k1kc
Pc

pµ
1−1

+ k1u1 − k1kep1

kc
Ṗc(p

µ
1−1)−µPcṗ1pµ−1

1

(pµ
1−1)2



 . (D.8)

D’où




ṗ1 − ˙p1d

Ẇc − Ẇcd



 =





k1kc
Pc

pµ
1−1

+ k1u1 − k1kep1

kc

[−Pc
τ

+K0(1−p−µ
2 )u2](pµ

1−1)−µPc

[
k1kc

Pc

p
µ
1
−1

+k1u1−k1kep1

]
pµ−1
1

(pµ
1−1)2




. (D.9)

Par conséquent, la matrice de découplage est

D(x) =




Lg1h1(x) Lg2h1(x)

Lg1h2(x) Lg2h2(x)



 =




k1 0

−µk1kcPcp
µ−1
1

(pµ
1−1)2

kcK0(1−p−µ
2 )

pµ
1−1



 . (D.10)

Elle est inversible puisque son déterminant

|D(x)| = k1kcK0
1 − p−µ

2

pµ
1 − 1

6= 0 (D.11)

est différent de zéro pour toutes valeurs de p1 et p2 dans Ω.
Par conséquent, le vecteur degré relatif ρ est bien défini et est égal à (1, 1). Dans ce cas, la
dynamique des zéros existe et est de dimension 1.

D.2.2 Cas du vecteur de sortie changé

La matrice de découplage obtenue avec le premier vecteur de sortie est

D(x) =




Lg1h1(x) Lg2h1(x)

Lg1h2(x) Lg2h2(x)



 =




k1 0

−µk1kcPcp
µ−1
1

(pµ
1−1)2

kcK0(1−p−µ
2 )

pµ
1−1



 . (D.12)
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L’idée, pour le changement de vecteur de sortie, consiste à choisir une deuxième composante de
ce dernier, h2, sous la contrainte Lg2h2(x) = 0, voir [Dabo 08d]. Ce qui conduit à l’équation
suivante

[
∂h2
∂p1

∂h2
∂p2

∂h2
∂Pc

]



0

−k2

K0(1 − p−µ
2 )



 = 0

ou, de façon équivalente

−k2
∂h2

∂p2
+ K0(1 − p−µ

2 )
∂h2

∂Pc
= 0.

Il suffit de prendre ∂h2
∂Pc

= 1 ce qui donne ∂h2
∂p2

= −K0
k2

(p−µ
2 − 1).

D’où l’expression de h2,

h2 = Pc +
K0

k2

[
p2 −

1

1 − µ
p
(1−µ)
2

]
.

Par conséquent, le nouveau vecteur de sortie est

ỹ =

[
ỹ1

ỹ2

]
=

[
p1

Pc + K0
k2

[
p2 − 1

1−µp
(1−µ)
2

]
]

. (D.13)

Sans prise en compte de l’extension dynamique Nous calculons les dérivées successives
par rapport au temps, de chacune des composantes du vecteur de sortie (D.13) jusqu’à l’appari-
tion du vecteur de commande. Ce qui donne

˙̃y1 = ṗ1 = k1kc
Pc

pµ
1 − 1

+ k1u1 − k1kep1. (D.14)

La dérivée de la seconde composante du vecteur de sortie est donnée par

˙̃y2 = ḣ2 = Ṗc +
K0

k2
ṗ2

[
1 − p−µ

2

]

ou de façon équivalente

˙̃y2 = −Pc

τ
+ K0(1 − p−µ

2 )u2 +
K0

k2
k2(kep1 − u1 − u2)

(
1 − p−µ

2

)

ou encore

˙̃y2 = −Pc

τ
+ K0(1 − p−µ

2 )u2 + K0(kep1 − u1)
(
1 − p−µ

2

)
− K0u2

(
1 − p−µ

2

)

qui, simplifiée, donne

˙̃y2 = −Pc

τ
+ K0(1 − p−µ

2 )(kep1 − u1)

et finalement
˙̃y2 = −Pc

τ
+ keK0p1(1 − p−µ

2 ) − u1K0(1 − p−µ
2 ). (D.15)

Par conséquent, la matrice de découplage associée est

D̃(x) =




k1 0

K0(p
−µ
2 − 1) 0



 . (D.16)

Elle est non inversible et donc son vecteur degré relatif n’est pas défini. Par conséquent la
dynamique des zéros n’existe pas.
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Avec prise en compte de l’extension dynamique Le système étendu est donné par





ṗ1 = k1(Wc + z − kep1)

ṗ2 = k2(kep1 − z − u2)

Ṗc = 1
τ (ηmPt − Pc)

ż = v1

(D.17)

Les résultats obtenus précédemment changent si l’extension dynamique est prise en compte. En
effet, les équations (D.14) et (D.15) deviennent

˙̃y1 = ṗ1 = k1kc
Pc

pµ
1 − 1

+ k1z − k1kep1 (D.18)

et
˙̃y2 = −Pc

τ
+ K0(1 − p−µ

2 )(kep1 − z), (D.19)

puisque le nouvel état est z = u1 et ż = v1 et u2 = v2. En dérivant l’équation (D.18) une fois
par rapport au temps, il vient

¨̃y1 = p̈1 = k1ż − k1keṗ1 + k1kc
Ṗc(p

µ
1 − 1) − Pcṗ1

µ

(pµ
1 − 1)2

ou
¨̃y1 = k1v1 − k1ke

(
k1kc

Pc

pµ
1−1

+ k1z − k1kep1

)

+k1kc
−Pc

τ
+[K0(1−p−µ

2 )]v2(pµ
1−1)−µPcṗ1pµ−1

1

(pµ
1−1)2

et son expression finale est donc

¨̃y1 = k1v1 + k1kc
−Pc

τ
+[K0(1−p−µ

2 )]v2

pµ
1−1

−k1ke

(
k1kc

Pc

pµ
1−1

+ k1z − k1kep1

)

−µk1kc

(
k1kc

Pc

p
µ
1 −1

+k1z−k1kep1

)
pµ−1
1 Pc

(pµ
1−1)2

.

(D.20)

En faisant de même pour l’équation (D.19), il vient

¨̃y2 = − Ṗc

τ
+ K0

[
(keṗ1 − ż)

(
1 − p−µ

2

)
+ (kep1 − z)

[
−(−µ)ṗ2p

−µ−1
2

]]

ou de façon équivalente

¨̃y2 = − Ṗc

τ
+ K0

[
(keṗ1 − v1)

(
1 − p−µ

2

)
+ µp−µ−1

2 (kep1 − z) [k2(kep1 − z − v2)]
]

ce qui donne sous forme développée, avec Ṗc = −Pc

τ + K0(1 − p−µ
2 )v2,

¨̃y2 = Pc

τ2 − K0
τ (1 − p−µ

2 )v2 − K0(1 − p−µ
2 )v1 + K0keṗ1(1 − p−µ

2 )

−µk2K0p
−µ−1
2 (kep1 − z)v2 + µk2K0p

−µ−1
2 (kep1 − z)2.
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Son expression finale est

¨̃y2 = Pc

τ2 + K0ke(1 − p−µ
2 )

[
k1kc

Pc

pµ
1−1

+ k1u1 − k1kep1

]

+µk2K0p
−µ−1
2 (kep1 − z)2 − v2

[
K0
τ (1 − p−µ

2 ) + µk2K0p
−µ−1
2 (kep1 − z)

]

−K0(1 − p−µ
2 )v1.

Par conséquent la matrice de découplage du nouveau vecteur de sortie avec le système étendu
est

De(x) =




k1 k1kcK0

1−p−µ
2

pµ
1−1

K0(p
−µ
2 − 1) µk2K0(z − kep1)p

−µ−1
2 + K0

τ (p−µ
2 − 1)



 . (D.21)

Le vecteur degré relatif du système étendu est bien défini et donné par ρ̃ = (2, 2). Dans ce cas,
la dynamique des zéros n’existe pas.

D.3 Détermination de la dynamique des zéros

Elle est faite à partir de la sortie (D.7). Il suffit de l’annuler identiquement.

Autrement dit, de poser e(t) ≡
[

0
0

]
. Ainsi,

[
p1(t)
Wc(t)

]
≡

[
p1d

Wcd

]
(D.22)

avec p1d et Wcd des constantes relatives à la pression dans le collecteur d’admission et le débit
de gaz à travers le compresseur.
Par conséquent [

ṗ1(t)

Ẇc(t)

]
≡

[
0
0

]
, (D.23)

puisque p1d et Wcd sont choisies constantes. D’où




k1Wcd + k1u1 − k1kep1d

kc
Ṗc(p

µ
1d
−1)−µPcdṗ1pµ−1

1d

(pµ

1d
−1)2



 ≡




0

0



 . (D.24)

La première ligne de (D.24) donne alors

u1 = kep1d − Wcd (D.25)

puisque k1 6= 0. Dans la deuxième ligne, l’équation ṗ1 ≡ 0, voir (D.23), entraîne

Ẇc = kc
Ṗc(p

µ
1d − 1)

(pµ
1d − 1)2

≡ 0 (D.26)

ou, de façon équivalente

Ẇc = kcṖc(p
µ
1d − 1) ≡ 0 (D.27)
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car pµ
1d − 1 6= 0 quelque soit p1 dans Ω. Alors, il vient

Ṗc ≡ 0, (D.28)

puisque kc est une constante non nulle. La dérivée de Pc par rapport au temps, Ṗc, est telle que :

Ṗc = −Pc

τ
+ K0(1 − p−µ

2 )u2 =
1

τ

[
−Pc + ηmkt(1 − p−µ

2 )u2

]
. (D.29)

D’après la deuxième équation du système (D.22), Wc(t) ≡ Wcd et

Wc = Pc
kc

pµ
1 − 1

. (D.30)

Aussi, d’après (D.22), une valeur constante de Wc en implique une constante de p1 et donc de Pc.
Ce qui entraîne que Wcd = Pcd

kc

pµ
1d
−1

. Autrement dit, le système (D.22) implique que Pc(t) ≡ Pcd.

Par conséquent l’équation (D.29) devient

Ṗc =
1

τ

[
−Pcd + ηmkt(1 − p−µ

2 )u2

]
≡ 0.

Le contrôle u2 est alors déduit de cette équation, comme

u2 =
Pcd

ηmkt(1 − p−µ
2 )

(D.31)

ou, de façon équivalente

u2 =
Wcd(p

µ
1d − 1)

ηmktkc(1 − p−µ
2 )

. (D.32)

En remplaçant u1 et u2 par leurs expressions (D.25) et (D.32) dans la deuxième équation du
modèle réduit du MDT, il vient

ṗ2 = k2

[
kep1d − kep1d + Wcd −

Wcd(p
µ
1d − 1)

ηmktkc(1 − p−µ
2 )

]
(D.33)

et finalement, l’expression de la dynamique des zéros

ṗ2 = k2Wcd

[
1 − (pµ

1d − 1)

ηmktkc(1 − p−µ
2 )

]
. (D.34)

Son expression, en tenant compte compte du changement de coordonnées suivant

e1
1 = p1 − p1d

e2
1 = Wc − Wcd

η = p2

(D.35)

est donnée par

η̇ = k2

[
kcPc

(e1
1 + p1d)µ − 1

− e2
1

] [
1 − (p1 − e1

1)
µ − 1

ηmkckt(1 − η−µ)

]
. (D.36)

Nous allons à présent procéder à la linéarisation par approximation de ce système.
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D.4 Linéarisation par approximation de la dynamique des zéros

Notre objectif étant de faire l’extension du système linéaire suivant









˙̃e1
1
˙̃e1
2
˙̃e2
1



 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0








ẽ1
1

ẽ1
2

ẽ2
1



 +




0 0
1 0
0 1




[

w1

w2

]

y =

[
1 0 0
0 0 1

]


ẽ1
1

ẽ1
2

ẽ2
1





(D.37)

avec le résultat de la linéarisation par approximation de la dynamique des zéros autour de son
point d’équilibre, définissons un nouveau vecteur de coordonnées ζ tel que

ζ =






e1
1

e1
2

e2
1

η

.

Alors, à l’équilibre, ζe est donné par

ζe =






e1
1e = p1e − p1d

e1
2e = 0

e2
1e = Wce − Wcd

ηe = p2e

.

Par conséquent, la linéarisation de la dynamique des zéros se fera autour de ζe. D’où sa dérivée

∂η̇

∂ζ |ζe

=
[

∂η̇
∂e1

1

∂η̇
∂e1

2

∂η̇
∂e2

1

∂η̇
∂η

]

|ζe

.

Soit Azd la matrice jacobienne de la dynamique des zéros η̇ en ζe. Soient (a1, a2, a3, a4) ∈ R
4 tels

que 




a1 = ∂η̇
∂e1

1 |ζe

a2 = ∂η̇
∂e1

2 |ζe

a3 = ∂η̇
∂e2

1 |ζe

a4 = ∂η̇
∂η |ζe

.

Alors

Azd =
[

a1 a2 a3 a4

]
.
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Par conséquent, le linéarisé de la dynamique des zéros autour de ζe est

η̃ = Azdζ̃ =
[

a1 a2 a3 a4

]





ẽ1
1

ẽ1
2

ẽ2
1

η̃



 (D.38)

où

ζ̃ =






ẽ1
1 = e1

1 − e1
1e

ẽ1
2 = e1

2 − e1
2e

ẽ2
1 = e2

1 − e2
1e

η̃ = η − ηe

.
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Résumé : Nous abordons, dans cette thèse, la poursuite asymptotique de trajectoire basée
sur la commande prédictive généralisée non linéaire à temps continu (NCGPC). L’application
de cette technique de commande requiert la vérification d’assomptions précises. La NCGPC est
caractérisée par deux paramètres : le degré relatif et l’horizon de prédiction, respectivement,
intrinsèque et extrinsèque au système. Sa loi de commande résulte de la minimisation d’un
critère quadratique basée sur l’erreur de prédiction (jusqu’à un ordre égal au degré relatif) entre
la(es) sortie(s) choisie(s) et le(es) signal(aux) de référence correspondant(s). Elle linéarise le
système non linéaire en boucle fermée dans un nouvel espace de coordonnées et lui garantit la
stabilité (degré relatif inférieur ou égal à quatre) de facto. Au-delà de quatre, il y a instabilité.
Pour résoudre ce problème, Chen et al. ont introduit un troisième paramètre, qui est l’ordre des
dérivées successives de la commande par rapport au temps, choisi de sorte que sa différence avec le
degré relatif soit inférieure à quatre. Nous proposons dans ce travail, deux approches qui vérifient
les mêmes assomptions mentionnées ci-dessus et dont les points communs sont la modification du
critère avec le maintien à zéro de l’ordre des dérivées successives de la commande et la garantie
de la stabilité pour le système linéaire bouclé résultant. La première approche consiste au rajout
d’un terme linéaire en commande au critère, tandis que la deuxième consiste au rajout d’une
matrice de correction "intelligente" à la matrice de prédiction du critère. Quelques propriétés de
la NCGPC sont données pour des systèmes SISO de degré relatif un ou deux.

Mots-clés : Commande prédictive, système continu (degré relatif), non minimum de phase,
correction linéaire, correction matricielle intelligente, moteur Diesel turbocompressé, EGR-VGT,
chaise roulante électrique.

Abstract: We address through this thesis asymptotic output tracking based on nonlinear
continuous-time generalized predictive control (NCGPC). Some specific assumptions are neces-
sary for the application of this control design method. NCGPC has two parameters that are the
relative degree and the prediction horizon time which are, respectively, intrinsic and extrinsic to
the nonlinear system. Its control law is derived from the minimization of a quadratic criterion
based on the prediction error (up to an order equal to the relative degree) between the chosen
output(s) and their corresponding reference signal(s). This control law leads to a linear closed-
loop system with a guaranteed stability for a relative degree less than or equal to four. Beyond
four, instability occurs. To avoid this issue, Chen et al. introduce as a third parameter the order
r of the successive derivatives of the control with respect to time, chosen so that its difference in
relation to the relative degree must be less than four. We propose, in this work, two approaches
verifying the above assumptions, having in common the modification of the criterion while keep-
ing parameter r equal to zero with guaranteed closed-loop stability (for a relative degree greater
than four). The first approach consists in adding a linear term with respect to the control to the
criterion while the second consists in adding to the prediction matrix of the criterion an "intel-
ligent" matrix of correction (it vanishes when correction is not necessary). Important properties
are presented for SISO nonlinear systems of relative degree one or two.

Keywords: Predictive control, continuous-time (relative degree), non-minimum phase, linear
correction, intelligent matrix correction, turbocharged Diesel engine, EGR-VGT, Electric wheelchair.
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