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RESUME —— Ce travail s’inscrit dans la recherche de traitements acoustiques passifs de conception
nouvelle, permettant une réduction accrue des nuisances sonores des réacteurs d’avions (traite-
ments acoustiques de paroi) ou des moteurs thermiques automobiles (silencieux) par exemple. La
premiére partie du mémoire présente I’étude du comportement des matériaux poreux dans les
champs acoustiques intenses, lorsque le squelette poreux peut étre considéré comme rigide. Deux
dispositifs expérimentaux ont été mis au point. Le premier permet la mesure de la résistance au
passage de I'air en fonction du nombre de Reynolds d’un l'écoulement & travers un échantillon
(Loi de Darcy non linéaire). Deux comportements non linéaires distincts ainsi qu’un nombre de
Reynolds critique sont mis en évidence expérimentalement pour chaque échantillon. Le second
dispositif permet la mesure des coefficients de réflexion et de transmission acoustiques des mémes
échantillons, insérés dans un conduit, en fonction de la fréquence (80-800 Hz) et du niveau acous-
tique incident sur le matériau (110-150 dB re 20 Pa). Un modeéle non lindaire semli-empirique
est proposé, permettant de reproduire fidélement les coefficients de transmission et de réflexion
acoustiques obtenus expérimentalement. La seconde partie étudie un traitement acoustique de
paroi réactif, & réaction non locale. En aéronautique, le principe utilisé pour réduire le bruit émis
par un réacteur consiste 4 disposer sur les parois des tuyeres, un grand nombre de résonateurs de
Helmholtz. En pratiquant des trous dans les parois latérales, les champs acoustiques dans chaque
résonateurs peuvent &tre couplés. Les résonateurs constituent alors un traitement acoustique a
réaction non locale, non modélisable par une impédance de paroi. Une modélisation analytique
est présentée pour un guide d’onde de grande section ainsi traité en paroi par des résonateurs
de Helmholtz couplés. Dans un second temps, en utilisant le formalisme des milieux périodiques
(modeéle discrétisé), une expression analytique des solutions de I’équation de dispersion (milieu
de longueur infinie), et de la perte par insertion (longueur finie) est présentée dans le cas de
deux modes plans couplés, dans un réseau périodique de deux guides d’ondes inhomogénes. Ces
résultats sont illustrés dans le cas particulier d’un silencieux automobile & tube perforé classique,
dans lequel on ajoute des diaphragmes. Ce travail met en évidence, du point de vue de Iatténua-
tion acoustique d’un réseau de longueur finie, Pintérét des bandes de fréquences ot deux modes
de réseau sont propagatifs.

ABSTRACT — This work is a contribution to an improved noise reduction provided by passive
acoustic treatments, such as aircraft turbofan engines liners, or automotive mufflers. The first
part deals with the behaviour of acoustic porous materials under high incident sound pressure
levels, when the skeleton is motionless. Two experimental set-up are presented. The first one
determines the flow resistivity of a porous samples as a function of the Reynolds number of the
flow in the sample (Nonlinear Darcy law). The measurements exhibit two different non linear
behaviour; one of these is the classical Forchheimer law (high Reynolds numbers), the other one
being a quadratic function of the Reynolds number without linear term, as far as the Reynolds
number is under a critical value which is determined from the measurements. The second set-
up gives the acoustic reflection and transmission coefficients of a porous sample inserted in a
tube, as a function of frequency (80-800 Hz) and incident sound pressure level (110-150 dB re
20p Pa). A semi-empirical model is presented. Accordance between predictions and measured
reflection and transmission coefficients is satisfactory. The second part deals with reactive and
non-locally reacting liners. Helmholtz resonators are known to be efficient in order to muffle
inlet and outlet ducts of an aircraft turbofan engine. Let open a hole in the side-walls of the
resonators; Thus the acoustic fields in the resonators are coupled. This type of acoustic treatment
is no more locally reacting (wall impedance), and must be considered as a wave guide coupled to
the inlet or outlet duct. First, an analytical model is presented for a large duct lined with such
coupled Helmholtz resonators. Then, an analytical model is given for the acoustic propagation in
a lattice made of two parallel waveguides periodically coupled by means of lateral perforations.
The solutions of the dispersion equations (infinite length lattice) and the insertion loss (finite
length), are given analytically, using formalism of periodic media (discrete model). These results
are illustrated by calculating the sound attenuation of a classical automotive perforated tube
muffler with added discontinuities, exhibiting the resonant maxima provided by the interferences
of the two propagating modes of the lattice.

MOTS CLEFS — Acoustique, Ondes guidées, Atténuation, Matériaux absorbants, Régime non
linéaire, Réseau périodique, Couplage de modes.

KEYWORDS — Acoustic, Waveguides, Attenuation, Absorbing materials, Non linearity, Perio-
dic lattice, Mode coupling.
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Introduction générale

Ce mémoire de these s’inscrit dans ['une des activités majeures des acousticiens : proposer
des solutions pour réduire les nuisances sonores de notre environnement quotidien.

Le sujet de ce travail a pour origine la participation du Laboratoire d’Acoustique de 1’Uni-
versité du Maine au programme européen de recherche concernant le bruit des réacteurs d’avions
commerciaux FANPAC (Fan Noise Prediction And Control). L’extension des zones urbaines,
I'intensification du trafic aérien au cours des derniéres décénies, et dans une moindre mesure le
confort des passagers, imposent aux constructeurs de proposer des appareils, et notamment des
réacteurs, toujours plus silencieux. Ces réacteurs doivent tout d’abord étre performants (ren-
dement aérodynamique, consommation de carburant...), les considérations acoustiques devant
s’accomoder de ces impératifs. Ainsi, les réacteurs ont augmenté de diameétre, sont devenus
de plus en plus compacts, et comportent des soufflantes dont I'extrémité des aubes peut at-
teindre des vitesses transsoniques. Ces trois raisons sont autant de difficultés supplémentaires
pour 'acousticien, qui doit faire face 4 des sources internes aux moteurs, trés intenses ; leur
rayonnement est de moins en moins entravé par les conduits amont et aval du réacteur, dont le
raccourcissernent réduit d’autant la surface disponible pour appliquer un traitement acoustique
de paroi. Les normes de bruit pour I’accés aux aéroports deviennent toujours plus strictes, et
elles seront dictées a I’avenir par qui saura fabriquer les avions commerciaux les plus silencieux.
Les enjeux économiques sont considérables.

Le rayonnement acoustique des réacteurs implique conjointement la propagation d’ondes
de choc dans les conduits de grand diametre avec écoulement, et les traitements acoustiques de
parol censés limiter la propagation du son vers Pextérieur.

Le contenu de notre travail s’attachera en particulier aux traitements acoustiques de paroi
dans les conduits, dont DPutilisation ne se limite pas & I’aéronautique et concerne aussi les
silencieux automobiles ou industriels, et les tunnels ferroviaires par exemple.

Les traiternents acoustiques actuels, utilisés dans des environnement tels que les réacteurs
d’avions ou les silencieux automobiles, sont principalement constitués de structures métalliques
telles que les plaques perforées, agencées de fagon plus ou moins complexe, et ceci pour des
raisons multiples telles que la simplicité de fabrication, le cout, la robustesse, la légéreté et la
simplicité de la maintenance, ainsi que les bonnes performances que I’on peut en obtenir.

Comment améliorer les systémes déja existants?

Les deux mécanismes mis en jeu dans les silencieux passifs sont la dissipation (ici les
pertes visqueuses dans les perforations), et Iatténuation réactive (c’est & dire la réflexion de
’énergie acoustique vers la source). Lors de notre participation au programme FANPAC, il s’est
révélé nécessaire d’aborder ces deux sujets, de par les progres substantiels recherchés par les
participants dans les performances des traitements acoustiques; ce travail sera donc divisé en
deux parties.

Le premier mécanisme a étudier est la dissipation. Les capacités d’absorption et de dissi-
pation des matériaux poreux ne sont plus & démontrer, et pourraient étre utilement associées
a celles des plaques perforées déja utilisées de fagon courante. L'usage des matériaux poreux



s’est généralisé dans beaucoup de domaines (par exemple I'acoustique des batiments, les écrans
urbains) mais il 1’y a pas & Uheure actuelle en acoustique de modale théorique adapté aux
conditions rencontrées dans les réacteurs ou les silencieux automobiles; la compréhension des
phénomenes physiques mis en jeu dans le comportement des matériaux poreux soumis a de forts
niveaux de bruit reste encore dépendante d’une étude expérimentale approfondie. La premiere
partie de ce mémoire sera donc une étude du comportement des matériaux absorbants usuel-
lement utilisés pour I'atténuation du bruit, dans les champs acoustiques intenses (matériaux
poreux et plaques perforées).

Une seconde caractéristique des silencieux aéronautiques ou automobiles est qu’ils sont ré-
actifs. En aéronautique en particulier, le principe consiste & disposer en paroi un grand nombre
de résonateurs de Helmholtz (c’est A dire des perforations derriére lesquelles se trouvent des
cavités fermées); ce n'est pas la dissipation mais la résonance des cavités qui produit princi-
palement Iatténuation recherchée a la sortie du systéme. Ce genre de solution ayant été déja
largement étudié et utilisé, il convient d’explorer de nouvelles voies pour espérer progresser
dans l'atténuation réactive du bruit. Imaginons de percer un trou entre chaque résonateur,
ensemble des résonateurs disposés en paroi devient alors un guide d’onde. La seconde partie
a pour objectif d’étudier ce type particulier de silencieux réactifs dans les conduits, qui entre
dans la catégorie des trairements acoustiques a réaction non locale.

Ce mémoire est constituée de deux parties!, présentées et pouvant étre lues de facon

indépendante.

1. la table des matiéres se situe au début de chaque partie, les annexes et la bibliographie & la fin de chaque

partie.
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Introduction de la premiere
partie

Les matériaux utilisés en acoustique se caractérisent en premier lieu par une grande diver-
sité, tant du point de vue de la matiére qui les constitue que de la géométrie de leur structure.
Ils ont pourtant en commun la particularité de contenir une grande part d’air capable de circu-
ler librement, offrant ainsi une surface de contact importante entre une structure solide et un
milieu fluide libre. C’est Uinteraction entre ces deux phases qui est souvent utilisée en acous-
tique pour modifier la propagation du son dans air, et obtenir par exemple une absorption
d’energie grace a la présence de la structure poreuse. La modélisation et la compréhension des
phénomenes physiques se produisant lors de I'interaction vibroacoustique d’une couche poreuse
avec un fluide viscothermique différent, selon que la structure poreuse est susceptible d’étre
ébranlée par 'onde aérienne ou bien est considérée comme parfaitement rigide et immobile. Les
modeles théoriques existants se limitent au cas ou 'onde acoustique incidente sur le matériau
est de niveau modéré? (< 110dB re 20u Pa environ) [1, 2]. La réponse du matérian est alors
indépendante de ce niveau, et le modele permettant de la décrire est qualifié de linéaire.

Cependant, dans un grand nombre d’applications, les matériaux peuvent étre soumis a des
niveaux acoustiques trés intenses (dans les réacteurs d’avions ou les silencieux automobiles par
exemple). Le fait qu’il n’y ait pas, & ’heure actuelle, de modele théorique non linéaire adapté a
ces applications, est une des raisons qui limite I'utilisation des matériaux poreux dans ces condi-
tions extrémes. Pourtant, la maitrise de la réponse non linéaire permettrait de disposer d’un
degré de liberté supplémentaire en vue d’optimiser les performances des traitements acoustiques
contenant un matériau poreux.

Lobjectif de ce travail est dans un premier temps de caractériser expérimentalernent, et
de la facon la plus fine possible, le comportement des matériaux poreux soumis & un champ
acoustique intense; dans un second temps d’éprouver un modéle semi-empirique pour repro-
duire le plus fidelement possible les phénomenes observés. Nous nous limiterons au cas otl, de
par Ienvironnement dans lequel il est inséré, le matériau poreux peut étre considéré comme
ayant une structure rigide. Deux chapitres seront présentés.

1- Une étude de la résistance au passage de Uair en écoulement permanent. Une étude bibliogra-
phique a montré que, parmi les paramétres caractérisant un matériau poreux, la résistance au
passage de ['air est la grandeur qui varie le plus lorsque 'intensité du champ acoustique croit.
Elle est donc la premiére dont il faut connaitre les variations pour espérer prédire correcternent
le comportement non linéaire du matériau. Une mesure précautionneuse de cette grandeur en
fonction du débit filtrant & travers le matériau était d’autant plus nécessaire, que deux ex-
pressions concurrentes décrivant sa variation sont avancées dans la littérature. Un dispositif
expérimental a été mis au point. La métrologie mise en jeu est fine car il faut determiner la

2. Les phénoménes non linéaires observés dans les matériaux poreux dépendent, comme nous le verrons en
détail, principalement de Pamplitude de la vitesse acoustique dans la structure poreuse; les niveaux acoustiques
sont cependant donnés ici, & titre indicatif, en dB pour la pression incidente sur le matériau.



nature de la faible variation de la résistance au passage de 1’air. Des échantillons de matériaux
souvent utilisés en acoustique ont été mesurés.

2- Une étude de [évolution des coefficients de réflexion et de transmission acoustiques, en
Jonction de la fréquence et du niveau sonore. Un banc de mesure des coefficients de réflexion
et de transmission acoustiques d’un matériau poreux placé dans un tube muni dune source
acoustique et d’une terminaison anéchoique a été mis au point; il repose sur une méthode
d’acquisition multivoies. Cette méthode, utilisée pour la premiére fois dans ce contexte, per-
met de présenter sur une gamme de fréquences (50 Hz—800 Hz) et de niveaux acoustiques
(110dB — 150 dB re 20y Pa), la réponse acoustique non linéaire des échantillons déja étudiés
dans le premier chapitre. Comme proposé dans les références [3, 4, 5, 6], un modzle linéaire
couramment utilisé pour les matériaux poreux a structure rigide est modifié comme suit : la
résistivité est remplacée par une résistivité non linéaire, grace aux résultats expérimentaux du
premiler chapitre. Les résultats issus du modéle seront comparés aux coefficients de réflexion
et de transmission mesurés, en fonction de la fréquence et du niveau acoustique, par le se-
cond dispositif expérimental. Une discussion sera proposée sur les performances de ce modéle

semi-empirique, ainsi que les phénomeénes observés.
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Chapitre 1

Mesure de la résistance au
passage de l'air des matériaux
poreux acoustiques

1.1 Introduction

Les propriétés acoustiques d’un matérian poreux & structure rigide dépendent de para-
metres physiques caractérisant la géométrie de cette structure (porosité, perméabilité, tor-
tuosité, longueurs caractéristiques visqueuses et thermiques, définis dans 'annexe A). Ces
parametres peuvent étre déterminés expérimentalement par des mesures non acoustiques ou
ultrasonores. L’analyse de mesures d’impédance, réalisées a fort niveau acoustique (environ
110dB re 20 uPa et au-dela) [3, 7], met en évidence la possibilité de prendre en compte de
maniere simple le comportement non linéaire du matériau par la modification de la résistance
au passage de l'arr en fonction du nweau sonore. Deux expressions concurrentes décrivant une
correction non linéaire & la loi de Darcy en fonction du débit filtrant sont avancées dans la
littérature. Une premiére série de resultats expérimentaux [8, 9, 10, 3] concernant a fois les
matériaux poreux et les toles perforées, tend & montrer que la résistance non linéaire est un
fonction linéaire du nombre de Reynolds. Une seconde série de résultats théoriques [11, 12, 13]
montre en revanche que la résistance est une fonction quadratique du nombre de Reynolds, sans
terme linéaire, lorsque par exemple, le matériau poreux est isotrope, et que de plus le nombre de
Reynolds est petit (c’est a dire que le terme convectif de ’"équation de Navier-Stokes est petit,
mais non négligeable devant le terme visqueux). Nous nous sommes donc attachés & déterminer
cette résistance expérimentalement.

Pour préciser le domaine d’application de cette étude, on considére une onde acoustique
plane de 140 dB (re 20 ¢ Pa) dans un matérian poreux saturé d’air dont les longueurs caracté-
ristiques sont de l'ordre de 107*m. Les fluctuations de pression (p’) sont alors égales & 200 Pa
et induisent des fluctuations de vitesse (u') dont 'ordre de grandeur est v’ ~ p//pc = 0.5 ms™?
(c est la vitesse du son dans Dair et p la masse volumique de Dair). Le nombre de Reynolds
construit avec la longueur caractéristique visqueuse vaut alors environ 3.

1.2 Dispositif et méthode de mesure

Pour effectuer la mesure, on compare la résistance au passage de lair de I’échantillon (chute
de pression/vitesse) & une résistance étalon dont la dépendance avec le débit est connue. La
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résistance Res (Nm™?s) est lide a la résistivité o par la relation: Res = ol, ot l est I’épaisseur
du matériau considéré.

Les échantillons et la résistance étalon sont disposés dans un méme conduit cylindrique de
section circulaire (diametre 44, 5 mm), muni de prises de pression (trous de 0,5 mm dans la pa-
roi). Le conduit est alimenté en air sous pression par Iintermédiaire d’un réservoir stabilisateur
d’environ 0,5m? Un soin particulier est apporté a Iétanchéité du dispositif. La pression est
mesurée aux bornes des résistances a 'aide de capteurs de pression différenticlle EFFA GA 75
(voir annexe B).

Nous avons choisi comme étalon un matériau & pores droits de section carrée paralléles a
la direction de Pecoulement. Son principal intérét est d’avoir une résistance dépendant peu du
nombre de Reynolds de I'écoulement dans les pores. Cette indépendance de la résistance au

débit a été vérifiée aussi bien de facon théorique qu’expérimentale (voir annexe B).

1.3 Résultats

Nous avons mesuré la résistance non linéaire au passage de Dair de deux catégories de
matériaux utilisés en acoustique; les autres caractéristiques mesurées en régime linéaire (voir
la référence [14] ainsi que 'annexe A) sont données ci-dessous. Seule la constante de piégeage
I, impliquée dans les échanges thermiques entre le fluide et la structure poreuse, et fixant la
valeur du facteur de forme thermique M’ (éq. A.13), n’a pu étre évaluée expérimentalement (a
ce sujet, voir [15]).

Nous avons mesuré deux matériaux poreux, ayant les caractéristiques suivantes :

1- un échantillon de caoutchouc aggloméré composé de morceaux de pneus de récupération
(dont la taille moyenne est de Pordre du millimetre), d’épaisseur | = 53,0 mm, de porosité
¢ = 0,47 (éq. A.6), et de tortuosité ae, = 1,8 (éq. A.7). La longueur caractéristique thermique
est A' = 7,5107%m (éq. A.9). La longueur caractéristique visqueuse est A = 1,1107*m (éq.
A.8). L’équation (A.11) donne alors pour le facteur de forme visqueux M = 6,5 . Le facteur
de forme thermique M’ est choisi égal & 1 (éq. A.13);
2- un échantillon de mousse polyuréthane i bulles ouvertes, d’épaisseur [ = 43,7mm, de
porosité ¢ = 0,98, de tortuosité o = 1,3 . La longueur caractéristique thermique est A’ =
2,4107*m. La longueur caractéristique visqueuse est A = 0,9107*m. Le facteur de forme
visqueux vaut alors M = 3,9 (éq.A.11). Le facteur de forme thermique M’ est choisi égal a 1.
Ces valeurs de longueur caractéristiques visqueuses permettent par exemple de définir un

nombre de Reynolds & 'intérieur du matérian poreux par

2AQ
e = ——, (1.1)
ovS
ou @ est le débit filtrant & travers le matériau, S la section du guide cylindrique dans lequel il
est inséré, et v =1,5107%m? ™! la viscosité cinématique de Pair. La variation de la résistance
de ces deux matériaux en fonction du nombre de Reynolds dans les pores est donnée figures
l.l.aet 1.2.a.

Nous avons mesuré deux plaques métalliques perforées dont les caractéristiques sont :
-une tole perforée a 3% : épaisseur [ = 107* m, diametre des perforations d = 103 m, taux de
perforation ¢, = 0,03;

-une tole perforée a 15 % : épaisseur [ = 107% m, diametre des perforations d = 10~3 m, taux de
perforation 1, = 0,15;
Le nombre de Reynolds dans les perforations est défini par
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Fic. 1.1 - Pertes visqueuses: la figure a. représente la résistance a écoulement Res; la figure b.

représente la partie dépendant du nombre de Reynolds de la résistance Res, normalisée par la résistance

estimée, a débit nul, par Uapprozimation quadratique sans terme linéaire (éq. 1.8)

Les courbes donnant la résistance de ces deux plaques perforées en fonction du nombre de
Reynolds sont données figures 1.3.a et 1.4.a. Nos résultats expérimentaux mettent en évidence
Vexistence dun nombre de Reynolds critique. Les figures 1.1.a, 1.2.a, 1.3.a, et 1.4.a laissent
apparaitre deux types de comportement de la résistance, de part et d’autre d’un nombre de
Reynolds critique Re.. Ce comportement est déterminé par une approximation numérique (re-
présentée en pointillés sur les figures) du type Rip = a, Re? + b, sur les n premiers points
expérimentaux, olt n est le nombre maximum de points pour lequel b,_; ~ b,,. Au-dela de ce
n¢ point (et du Reynolds critique Re. qui lui correspond), I'approximation quadratique n’est
plus valable. La variation de la résistance Res fonction du nombre de Reynolds est linéaire 3
partir de Re. (figures 1.1.a, 1.2.a, 1.3.a, et 1.4.a). La droite ainsi définie coupe ’axe Re = 0,
pour une valeur de la résistance inférieure a la résistance Ry mesurée pour un débit quasi nul:

Res = (1 —8)Ro + C1 Re (non linéarité forte). (1.2)

Pour les nombres de Reynolds inférieurs au Reynolds critique, 'augmentation de résistance est
liée & Re? sans terme du premier ordre :

Res = Ry + CyRe? (non linéarité faible) (1.3)

(figures 1.1.b, 1.2.b, 1.3.b, et 1.4.b , ot Cy est le coeflicient directeur de la droite en pointillés).
Posons € = +/4RyC4d ; pour se raccorder, ces deux courbes et leur dérivée doivent vérifier
Iéquation €y = 1. Le choix du Reynolds critique Re. (et du nombre de points n) est donc
dans un deuxieme temps affiné pour réaliser au mieux cette condition de raccordement. Les
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valeurs obtenues pour ces paramétres sont consignées dans le tableau 1.

) Rﬁc RQ C‘l C£ Cz n
Tole 3% 0.1455 | 12.24 | 20.69 | 0.4956 | 0.4913 | 0.0201 | 5
Tole 15% 0.0817 | 14.47 | 5.612 | 0.0805 | 0.0796 | 0.0035 | 12
Mousse 0.1285 | 1.167 | 262.4 | 24.33 | 24.96 | 4.621 | 10
Caoutchouc | 0.0133 | 0.2163 | 371.7 | 39.42 35.63 64.29 6

Tablean 1: Caractéristiques des pertes visqueuses dans les quatre matériaus mesurés

MOUSSE POLYURETHANE
] T T H
< 800
700
- 600 a.
~ 500 approximation
8 numérique
Z 400 . quadratique
)"E 200 : ] 1 1 1 (__)
0 5 ) 10 15 20 25  approximation
Nombre de Reynolds dans les pores (Re) numérique
. linéaire
0.1 MOUSSE POLYURETHANE
. 5 T T T T
: /
@ . (e] o
. / o (0 0)
50-08 r / o 00 © oo © ] résultats
= / Q oo © expérimentaux
! 0.06 .
S b.
70.04 .
=
i 1 1
] 10 15 2 25
Nombre de Reynolds dans les pores (Re)
F1G. 1.2 - Pertes visqueuses: la figure a. représente la résistance & ’écoulement Res : la figure b.

représente la partie dépendant du nombre de Reynolds de la résistance Res, normalisée par la résistance

estimée, a débit nul, par Uapprozimation quadratique sans terme linéaire (éq. 1.3)

1.4 Discussion

Deux modeles sont actuellement proposés dans la littérature pour décrire I’évolution de la
résistance avec le nombre de Reynolds.
- La résistance croit linéairermnent avec le nombre de Reynolds: loi de Forchheimer donnée par
équation (1.2) {voir par exemple les résultats expérimentaux et les modeles semi-empiriques
présentés dans les références [8, 9, 10, 3] concernant A la fois les toles perforées et les matériaux
poreux j.
- La résistance croit quadratiquement (éq. 1.3) avec le nombre de Reynolds tant que celui-ci
est faible, sans terme linéaire (voir [11, 12, 13] pour les modeles analytiques concernant les

matériaux poreux).
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Fia. 1.3 - Pertes visqueuses: la figure a. représente la résistance ¢ I'écoulement Res ; la figure b.

représente la partie dépendant du nombre de Reynolds de la résistance Res, normalisée par la résistance

estimée, a débit nul, par Uapprozimation quadratique sans terme linéaire (éq. 1.8)

Nos mesures mettent en évidence que I’évolution de la résistance des matériaux poreux
comme des plaques perforées ne peut étre décrite par une loi de type Forchheimer pour de faibles
Reynolds. De plus, la loi linéaire qui apparait pour des nombres de Reynolds plus importants ne
tend pas vers Ry lorsque Re tend vers 0. En revanche, nos mesures peuvent étre correctement
décrites, pour de faibles Reynolds, par une approximation quadratique sans terme linéaire. Il
existe bien deux comportements non linéaires distincts de la résistance au passage de |’air, de
part et d’autre d'un nombre de Reynolds critique. Ces résultats constituent pour les matériaux
poreux, une premiere confirmation expérimentale de la loi de Darcy non linéaire obtenue par
la théorie de I'homogénéisation des matériaux poreux [11, 12, 13]. 1l ressort en outre de nos
résultats expérimentaux que la résistivité non linéaire des plaques perforées présente les mémes
caractéristiques. Il convient toutefois de distinguer les deux types de matériaux étudiés. Les deux
plaques perforées ne se différencient que par leur taux de perforation t,. Les deux nombres de
Reynolds critiques sont pratiquement identiques, ce qui laisse & penser que la transition entre
la non linéarité faible (quadratique en Reynolds) et la non linéarité forte (linéaire en Reynolds)
déterminant la valeur de Re., ne dépendrait pas du taux de perforation. Les autres parametres
d, Cy et C'y sont en revanche d’autant plus grands que ¢ est faible ; Plus précisément, il semblerait
que la transition entre les deux comportements se produise pour une vitesse critique dans les
perforations qui, pour les échantillons mesurés ici, n’est pas significativement affectée par la
modification de Uinteraction entre les trous.

Les deux matériaux poreux ne se différencient que par leur porosité ¢ et leur tortuosité
@eo. Les longueurs caractéristiques A et résistivités o sont en effet trés similaires (la longueur
caractéristique thermique A’ n’est pas prise en compte dans les phénoménes visqueux considérés
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représente la partic dépendant du nombre de Reynolds de la résistance Res, normalisée par la résistance

estimée, a débit nul, par Uapprozimation quadratique sans terme linéaire (éq. 1.3)

ici) ; rappelons que plus le facteur de forme M est grand, plus la géométrie des pores est
différente de celle d’un matériau a pores cylindriques droits [16, 17] (pour lequel les pertes
visqueuses non linéaires sont négligeables aux nombres de Reynolds considérés ici). Il est alors
aisé de comprendre que, & A fixé, le nombre de Reynolds critique Re. est d’autant plus faible
que le parametre M, et donc les constrictions de Iécoulement dans les pores, est grand.

Ces résultats montrent qu’il est possible de définir un parametre géométrique de longueur,
en rapport avec les effets non linéaires. Soit v, la vitesse critique dans les pores lorsque le nombre
de Reynolds est égal & sa valeur critique Re. (transition entre la non linéarité faible et la non
linéarité forte). Par définition, nous savons que v, = (vRe.)/(2A). Le paramétre intrinséque de
longueur L est alors défini en posant par exemple (v, L)/v = 1, soit aussi:

I = v 2A

Ve Re,

(1.4)

La transition a ainsi lieu lorsque le nombre de Reynolds construit avec la longueur L est égal a 1.
I vient pour la mousse L >~ 1,7A, et pour le caoutchouc aggloméré L ~ 9, 2A. Nous remarquons
que la valeur de L est, pour les deux matériaux poreux, supérieure a A, et qu’elle plus grande
pour le caoutchouc aggloméré que pour la mousse polyuréthane, tout comme la tortuosité, et
le facteur de forme.

Une autre définition du nombre de Reynolds aurait pu étre choisie, ce qui aurait modifié
les valeurs de Re.; en revanche, la longueur L construite ici est indépendante de la définition
choisie dans I'équation (1.1), ainsi que des valeurs (mesurées par méthode ultrasonore) de la
longueur caractéristique visqueuse A, et de la tortuosité ao.. Seule une erreur sur la valeur de
la résistance étalon, ou dans Iévaluation de la porosité ¢ de I’échantillon, serait susceptible
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daffecter sa valeur. Il nous parait important de s’assurer, dans un avenir proche, du caractére
purement géométrique du parametre L que nous avons introduit, par exemple en effectuant les
mermes mesures dans un fluide ayant des caractéristiques différentes de celles de Dair.

1.5 Conclusion

A faible nombre de Reynolds (non linéarité faible), I'évolution de la résistance semble étre
quadratique en Reynolds. La transition entre la loi quadratique et la loi linéaire (non linéarité
forte) se produit dans les matériaux étudiés ici pour des valeurs du nombre de Reynolds critique
Re. plus faibles que celles obtenues expérimentalement et numeériquement, par Rasoloarijaona
et Auriault [12], dans un matériau modele de structure périodique. De ce point de vue, les deux
matériaux poreux et les deux plaques perforées se comportent de facon identique.

Nous avons déterminé expérimentalement la résistance de deux catégories de matériaux
fréquemment utilisés en acoustique (de structure non périodique, désordonnée mais statisti-
quement homogene), et mis en évidence I’existence d’un nombre de Reynolds critique Re,,
marquant la transition entre une non linéarité faible et une non linéarité forte. Les deux lois po-
lynomiales obtenues de part et d’autre de Re,, confirment des résultats expérimentaux connus
[9, 8, 10, 3] pour la loi linéaire (Re > Re.) et corroborent expérimentalement pour la premiére
fois,une série de résultats théoriques [11, 12, 13] pour la loi quadratique (Re < Re.). Enfin,
existence dun nombre de Reynolds critique nous a suggéré de proposer une longueur intrin-
seque (éq. 1.4), associée & la transition entre les deux types de non linéarité, dont la valeur ne
devrait dépendre que de la géométrie microscopique de la structure poreuse.

La connaissance détaillée du comportement non linéaire des pertes visqueuses en fonc-
tion du nombre de Reynolds sera d’une grande utilité pour la modélisation du comportement

acoustique non linéaire des deux matériaux poreux, abordée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Matériau poreux: étude des

coefficients de réflexion et de
transmission acoustiques en

fonction du niveau sonore

2.1 Introduction

La compréhension des phénomeénes physiques impliqués dans le comportement des maté-
riaux acoustiques soumis a de forts niveaux sonores reste 4 1’heure actuelle tributaire d’une étude
expérimentale approfondie. Apres avoir présenté un dispositf expérimental spécialement congu
pour mesurer les coefficients complexes de réflexion et de transmission acoustiques d’un maté-
riau, en fonction de la fréquence et du nivean (c’est & dire du module de la vitesse acoustique
dans I’échantillon), nous présentons les résultats obtenus. Le travail exposé dans ce chapitre
consiste a étudier avec ce dispositif original, les moyens théoriques actuels, et cing des six para-
metres de la structure poreuse mesurés de fagon indépendante, dans quelle mesure I’approche
semi-empirique adoptée dans les références [3, 5, 6, 4] permet de décrire les phénomenes observés

expérimentalement.

2.2 Principe de mesure

Le dispositif expérimental, I’étalonnage, Pacquisition des données, ainsi qu’une validation
par la mesure d'une plaque perforée, sont décrits de facon détaillée en annexe C. Le matériau
a tester est inséré dans un tube dans lequel nous pouvons créer des ondes acoustiques planes
(entre 50 Hz et 800 Hz) grace a une source éléctrodynamique, jusqu’ad des niveaux de Pordre
de 150dB (re20u Pa) a Pinterface amont de I’échantillon. La terminaison est anechoique. Six
microphones (trois en amont et trois en aval de I’échantillon) mesurent la pression acoustique
en amplitude et en phase a U'intérieur des tubes.

Un calcul simple (voir [18], chapitre 11) permet d’évaluer la longueur z. nécessaire i la

formation d’une onde de choc dans un tube. Cette longueur est définie par:

2¢y Py
(‘)/ -+ ])?(r)( ” (l’ t)! maw ’

ou Py est la pression atmosphérique, ¥ = 1,4 le rapport des chaleurs spécifiques de ’air, ¢

~

(2.1)

Le
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la célérité du son, py(x,t) est la pression acoustique. Pour une onde sinusoidale progressive,
| Orpi(a,t) Law= wpl, onn pT est Pamplitude de la pression acoustique, et w la pulsation.
A 150 dB et 737 Hz, il vient z, ~ 14 m.

La longueur du dispositif expérimental ol 'onde progressive plane présente un fort niveau
(environ 3 m entre la source et I'échantillon) est nettement plus petite que z. ce qui évite la
formation du front d’onde de choc, méme dans les conditions défavorables de mesure choisies
ci-dessus (fort niveau et fréquence élevée). L’utilisation d’une terminaison anéchoique permet
d’obtenir un taux d’onde stationnaire trés faible, et limite ainsi les effets cumulatifs non Inéaires.
Pour ces deux raisons, la propagation des ondes planes hors des échantillons sera considérée
commme relevant de I"acoustique linéaire,

Le formalisme utilisé (voir par exemple [18, 19]) est celui des ondes incidentes et réflechies

dans chacun des tubes. La pression p; est décomposée en une somme de deux termes tels que
, — ke kg :
p(z1) = pf (e77M 7 1 Ry IRy (2.2)

ou Ry = ;—‘+ est le coefficient de réflexion en 2, = 0, p; et pf sont les amplitudes des ondes
4
incidentes et réfléchies, et ky est la constante de propagation (pour un fluide viscothermique)

dans le tube, donnée par:

LY 1 (1=-y) v—1
b= <1+Sh = (1-1—}@)), (2.3)

ou Preest le nombre de Prandtl, S, = a\/w/v >> 1, v la viscosité cinématique de lair et a le
rayon du tube.
La vitesse acoustique dans le tube est donnée par:

+
Pl ik ik .
v(wy) = = (e77Famr Ryel*mn) (2.4)

e
olt Z. = pc est I'impédance caractéristique de P’air dans expression de laquelle on néglige les
effets viscothermiques. Nous pouvons relier les ondes acoustiques en amont du matériau (indice
1) aux ondes acoustiques en aval du matériau (indice 2) par la matrice de diffusion :

(0 )=Ce 7)) 25

Les éléments de cette matrice sont par définition des coefficients de réflexion (R* et R7)
et de transmission (7" et 7'7) dans chacun des sens de propagation, quand le matériau est
chargé par une terminaison anéchoique. En supposant I’échantillon de matériau symétrique,
(R = Rt = R7), et réciproque, (' = T% = T7), il ne reste que deux grandeurs complexes
a déterminer. Une mesure avec deux microphones en amont et deux microphones en aval de
I’échantillon est alors suffisante.

Normalisons tout d’abord la relation (2.5) par pf :

Tio T+ R- 1
N = , 2.6
< Ry > <R+ = ) % (26)
ol : o o
Ro= P Halplemikmy _ g=ikiy 27
T pf o ik H:c%x%ejk“”i '
+ Ha2gpledkrry _ ikl
Ry= L o T s (28)

- —jkyz? 201 —gkyal}
Ps eI — HaZwle 1519
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_:‘?('1 7 ‘L'l
B pg‘ oy 11 (e Jkiw; +R16Jk1 1 9.9
= oF T N —jkizl jkyzl ( : )
Y2 6471:’—-}—326]12

Les trois quantités Ry |, Ry et Ti5 sont déduites de la mesure des trois fonctions de transfert
Ha?zl, He et Hajx} entre deux capteurs situés en amont (en z et 2?) et deux capteurs
situé en aval (en 23 et 22). Les coefficients anéchoiques de transmission 7' et de réflexion R, qui

décrivent le comporternent du matériau sont solution de léquation (2.6), soit :

T T12(1 — Ri/Rs) ot RB= Ry —T122/R2.

R = - 2.10
ey T,/ (2.10)

A chaque mesure, la vitesse acoustique dans I’air, & Uinterface amont de I’échantillon (située en

x = 0) est donnée par:

(1—-Ry) P1($1);

V=uv=0)= (emikimi Ry  edkron)  pe

et le nombre Reynolds acoustique dans I’échantillon, derridre Pinterface amont du matérian
poreux est défini (de fagon analogue & Iéquation 1.1) comme suit :

(2.11)

Pour minimiser les erreurs, on doit choisir des fréquences telles qu’a une erreur de mesure
de la fonction de transfert dH;;, correspond une erreur minimale sur le coefficient de réflexion
dR. En dérivant R; 5 (indice 1 ou 2 pour amont ou aval) par rapport & H;;, on obtient :

ARy,  (emih1%5 4 Ry yeikies)?
CIH,'J' - 2jsin.k1(:1:j - a:i)

(2.12)

Quelle que soit la valeur du coefficient de réflexion, ’expression précédente montre que
Uerreur commise sur R est grande lorsque :

sin(ki(z; — z;)) =0,

solt aussi

f=nc/(2Az;;) (n entier). (2.13)

R est le moins sensible aux erreurs de mesure de la fonction de transfert lorsque les fréquences

de mesure sont telles que:

Aﬂ;ij e (2” -+ 1)A/4 (214)

solt,

f=02n+1)c/(dAz;). (2.15)

Pour résoudre les problémes d’incertitude de mesure lids & I’écartement des microphones,
nous avons utilisé trois microphones de part et d’autre du matériau. Les mesures sont alors
surdéterminées et les coefficients R et T sont obtenus par la méthode des moindres carrés.
La surdétermination est connue pour améliorer la qualité des mesures (voir par exemple [20]
pour une revue exhaustive des différentes méthodes de mesure d’impédance) et a déja été uti-
lisée pour mesurer la réponse non linéaire des matériaux poreux avec un espacement entre
microphones régulier [5]. Cependant, pour en tirer réellement profit, il faut veiller & ce que, a
aucune des fréquences considérées, les distances inter-microphoniques ne soient simultanément
proches dun multiple de A/2 (eq. 2.13); cette condition a été réalisée en choisissant des dis-
tances entre microphones dont les rapports sont par construction le plus proche possible du
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nombre d’or 222 | La relation (2.12) écrite pour 'amont (R;) et pour I’aval du matériau (Rs)

4

montre que Perreur de mesure sera le plus indépendante possible du matériau mesuré si le taux
d'onde stationnaire dans les tubes est faible (R; 5 & 0). L’utilisation d’une terminaison la plus
anécholque possible, fabriquée par nos soins, comporte I'inconvénient de rendre la création de
forts niveaux acoustiques plus difficile pour la source que dans le cas d’une terminaison fermée ;
elle permet en revanche de minimiser les erreurs de mesure, et de limiter ’apparition d’harmo-
niques supérieurs [21] (dont 'amplitude reste inférieure d’au moins 20 dB & 'amplitude de la

fréquence fondamentale d’excitation).

2.3 Résultats

Les caractéristiques des denx matériaux poreux mesurés ici sont identiques & celles don-
nées dauns le chapitre 1 (section 1.3), a I'exception de 'épaisseur du caoutchouc aggloméré qui
vaut [ = 27, Tmm (P'épaisseur de la mousse polyuréthane reste inchangée: [ = 43,7 mm). La
caractérisation d’un matérian représente ’acquisition d’environ 250 points de mesure. La moi-
tié (environ) des fréquences de mesure sont représentées pour le caoutchouc aggloméré (figures
2.1 et 2.2) et pour la mousse polyuréthane (figures 2.3 et 2.4), en termes de coefficient de
transmission T et de réflexion R.

Le module | 7' | indique 'atténuation subie par I'onde acoustique incidente lors de son
passage a travers le matériau. | 7' |= 1 caractérise un matériau transparent du point de vue
acoustique. On constate donc que d’une facon générale, I'augmentation de la fréquence et du
nombre de Reynolds diminue la transparence. Dans le méme temps, | R | augmente, une partie
de Penergie manquante dans 'onde transmise étant dissipée dans le matériau, autre se retrou-
vant dans l'onde réfléchie. Dans le cas d’une interface entre deux milieux, le signe de phase(R)
donne la nature de la réflexion : le matériau se comporte de fagon massique lorsqu’elle est, posi-
five et élastique lorsqu’elle est négative. Ici, La longueur finie des échantillons modifie le signe de
phase(R). 1l est a noter que les quantités | R | et phase(T') ont une variation moins prononcée
en fonction du nombre de Reynolds que | T"| et phase(R).

2.4 Modélisation

Une revue de la littérature nous éclaire sur les points suivants: pour une onde acoustique
plane de fort niveau (~ 120dBre20uPa et au-deld) incidente sur un poreux, la réponse est
essentiellement sinusoidale [7]; les échanges thermiques entre le fluide et la structure ne se-
ralent pas significativerment modifiés par le niveau sonore [5]. Il est bien établi que le surcroit
d’atténuation observé provient du terme convectif d’inertie de I’équation de Navier-Stokes (cf.
par exemple [12]). L’apparition de phénomeénes non linéaires dans les matériaux acoustiques se
manifeste donc par un changement de la forme du champ de vitesse dans les pores, correspon-
dant a une dissipation accrue, ainsi qu’a une modification des effets inertiels ; pourtant, jusqu’a
présent seuls les effets visqueux ont pu étre mis en évidence expérimentalement.

Les travaux les plus récents [3, 5, 6, 4], s’inscrivent dans ce contexte, selon une démarche
que nous décrivons succinctement : le modeéle linéaire utilisé (voir [3] ou bien [22]) est modifié
et integre une densité effective dépendant du niveau acoustique, déterminée par approximation
numeérique de mesures en basse fréquence (30 Hz) et en écoulement statique [5, 6].

Ces travaux suscitent les deux remarques suivantes.

- Modifier la valeur de la résistance au passage de I’air d’un matériau poreux est indispensable
pour espérer décrire son comportement acoustique non linéaire (ce sujet a fait 'objet du chapitre
précédent) ; par contre, les effets inertiels résultants de la modification du champ microscopique
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dans les pores ne peuvent étre mis en évidence, de part les erreurs de mesures, et le fait que les
parametres de la structure poreuse ne sont pas mesurés par des procédés indépendants [5].

- La compréhension des phénoménes de propagation et de dissipation viscothermiques ainsi que
la formulation de la densité effective et de la compressibilité effective du fluide équivalent au
matériau poreux en régime linéaire ont substantiellement évolué depuis les publications citées
ci-dessus. Un état de art est proposé en annexe A (voir essentiellement [2] pour les effets
visqueux, [15] pour une formulation des effets thermiques analogue au probléme visqueux de
la référence [2], et [16, 17] pour une discussion sur la valeur du facteur de forme visqueux en
fonction de la géométrie poreuse microscopique) ; Six paramétres pertinents ont été identifiés
pour décrire la structure poreuse comme un fluide équivalent (la résistivité o, la constante de
piégeage I', la porosité ¢, la tortuosité a., et les longueurs caractéristiques visqueuse A et
thermique A’); il est & noter qu’il existe désormais des moyens expérimentaux de déterminer
les trois parameétres haute fréquence A, A, et ooy, notamment par méthode ultrasonore [14],
ainsi que la constante de piégeage [23], par mesure acoustique aux basses fréquences.

Pour calculer les deux quantités complexes T et R afin de les comparer aux résultats
expérimentaux, nous utiliserons le modeéle linéaire présenté en annexe A, et notamment les
équations (A.3) et (A.4). Parmi les six paramétres cités plus haut, seul T n’a pas été mesuré
par nos soins. Nous ne connaissons pas sa valeur et posons M’ = 1 (eq. A.13), par analogie
avec les échanges thermiques dans un matériau 4 pores cylindriques droits. Les cing parametres
restants sont mesurés indépendamment du dispositif présenté dans ce chapitre ; par conséquent,
et contrairement aux travaux cités plus haut, aucun d’entre eux n’est considéré comme ajustable.

Notre objectif est, d’étudier dans quelle mesure ’approche adoptée dans les références
[3, 5, 6, 4] permet de décrire les comportements observés expérimentalement. La méthode sera
donc la suivante: la pression et la vitesse acoustiques dans le matériau s’écrivent d’apres les
équations (2.2) et (2.4), dans lesquelles les quantités caractéristiques de 'air k; et Z. sont
remplacées par celles du fluide équivalent ke et Zeopp, décrivant Iensemble structure rigide-
fluide dans les pores. On montre alors (en écrivant la continuité de pressions et des vitesses aux
interfaces) que pour un échantillon de longueur [, les coefficients de transmission et de réflexion

anéchoiques prennent la forme suivante:

fon = cos(kesysl) +Jlé§iism(keff1) ’ (216
et
Ren = v Mfz(ff 1) , (2.17)
cos(kegpl) + j 43t sin(kesyl)
avec A = 2o eq équations (2.16) et (2.17) donnent la dépendance fréquentielle de la réponse

des matériaux (modele linéaire).

Le modele linéaire ci-dessus (voir aussi 'annexe A) est modifié de la facon suivante : parmi
les cing parameétres mesurés de la géométrie poreuse (0, ¢, aee, A, '), la résistivité o est choisie
comme dependant du nweau ; La fonction o = o(Re), determinant la résistivité de la totalité de
Péchantillon, est donnée par les approximations numériques issues des résultats expérimentaux
du chapitre 1 (voir les figures 1.1 et 1.2, et les équations (1.2) et (1.3)) ; le nombre de Reynolds
Re est calculé & partir du module de la vitesse dans I’échantillon, A Pinterface amont (eq. 2.11).
La comparaison entre le modele (eq. 2.16 et 2.17) et les mesures est présentée sur les figures 2.1,
2.2,2.3 et 2.4. Les fréquences sont choisies parmi ’ensemble de la gamme explorée (50 - 800 Hz).
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Fia. 2.1 - Comparaison de mesures de T' et R, avec le modéle (eq. 2.16 et 2.17), a fréquence

Jiwée, en fonction du nombre de Reynolds acoustique.
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2.5 Discussion

Faisons quelques remarques préliminaires & propos des figures 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4; de part
les caractéristiques de la source utilisée, et la charge acoustique constituée par le dispositif
expérimental, le nivean acoustique qu’il est possible d’obtenir & I'interface amont de I’échantillon
differe selon la fréquence choisie. Les niveaux acoustiques maximums atteints pour chacun
des matériaux sont de I'ordre de 150 dBre 20uPa (pour les fréquences entre 300 et 400 Hz).
Tant la transmission que la réflexion mesurées dépendent du nombre de Reynolds ; on constate
expérimentalement que cette dépendance a tendance & s’estomper a mesure que la fréquence
augmernte.

En ce qui concerne les prédictions, le modele reproduit de facon satisfaisante les tendances
expérimentales, que ce soit en fonction de la fréquence ou du nombre de Reynolds. 1l convient
toutefois de noter que, meme & 800 Hz, la longueur d’onde dans Pair A = % = 0,428 m est
environ 10 fois supérieure a I'épaisseur de 1’échantilon le plus épais ; nous choisissons de ne
pas utiliser processus itératif déterminant le profil réel de la vitesse dans le matériau, et donc
le profil de résistivité correspondant (voir [6] pour une telle méthode dans le cas d’une onde
stationnaire dans le matériau).

On estime I'épaisseur de couche limite Dans un pore cylindrique droit par la longueur
suivante : e, = \/2v/w. En posant e, = A, on peut déduire pour chaque matériau une fréquence
limite f; = v/(7A?%) indiquant la zone de transition entre un régime d’écoulement de Poiseuille
(qualifié de basse fréquence) et un régime inertiel dans les pores (haute fréquence). Il vient alors
Ji = 394 Hz pour le caoutchouc aggloméré et f; = 589 Hz pour la mousse polyuréthane.

Le comportement fréquentiel asymptotique du modele décrit en annexe A est déterminé
par: la porosité ¢ et la résistivité o aux basses fréquences, la tortuosité a., et les longueurs
caractéristiques A et A" aux hautes fréquences ; Le fait qu’aux basses fréquences le comportement
des deux matériaux soit fidélement reproduit par le modéle indique donc en premier lieu que
la porosité et la résistivité ont été correctement déterminées (validant par 1 les résultats du
premier chapitre) ; mais par ailleurs, le comportement haute fréquence est correctement décrit en
fonction du nombre de Reynolds; ceci est particuliérement net pour le caoutchouc aggloméré
(figures 2.1 et 2.2), et laisse & penser que les écarts observés aux hautes fréquences pour la
mousse polyuréthane (figures 2.3 et 2.4) sont tout & fait imputables & une incertitude sur la
valeur mesurée des paramétres haute fréquence (A, A/, Qoo ). [l est & noter que cette erreur influe
sur la valeur du nombre de Reynolds , qui a été défini a Daide de la longueur caractéristique
visquense A (eq. 2.11).

Meme si la méthode de modélisation choisie semble adaptée aux conditions expérimentales,
une autre solution se présentait a priori. En effet, la résistivité est parfois définie comme suit -

O'ZV,O//CQ,

ol kg est la perméabilité de la structure poreuse, qui ne dépend que de la géométrie de pores. Si
'on émet I'hypothése que le surcroit d’atténuation visqueuse non tourbillonnaire, qui constitue
le phénomeéne non linéaire dominant dans les poreux, peut étre traduit en terme de viscosité
équivalente (c’est-a-dire une augmentation de viscosité), tous les paramétres de la géométrie
poreuse (ko, A, A’ ao, et ¢) restant égaux par ailleurs, alors le facteur de forme M (eq. A.11)
devrait étre gardé constant dans le modele, et o modifié comme précédemment, sauf dans la
définition de M. Nous avons constaté au cours de ce travail, que cette approche produit des
résultats dont la variation en fonction du nombre de Reynolds differe trés nettement, de celle

des résultats expérimentanx et ne peut étre retenue.
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2.6 Conclusion

La modélisation des coefficients de réflexion et de transmission proposée dans ce chapitre
pour deux matériaux poreux (figures 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4) reproduit de facon tout i fait sa-
tisfaisante le comportement des données expérimentales. Cette modélisation & été obtenue en
rendant un des cing parametres mesurés de la structure poreuse (la résistivité) dépendant du
nombre de Reynolds dans les pores, 4 I'aide d’un autre dispositif expérimental présenté dans
le premier chapitre. Cette méthode a été proposée [7, 5] dans la littérature. L’objectif de notre
travail était d’éprouver sa robustesse, ceci pour plusieurs raisons.

- La compréhension des interactions fluide-structure a considérablement progressé ces dernitres
années [2, 15], ce qui a notamment permis de définir six parameétres (la résitivité o, la constante
de piégeage I', la porosité ¢, la tortuosité aq et les longueurs caractéristiques visqueuse A et
thermique A'), représentatifs des échanges thermovisqueux entre une stucture poreuse immobile
et un Huide saturant.

- Contrairement aux travaux présentés dans les références [5] et [3], ’état de I’art nous a permis
de déterminer cing de ces parametres par des procédés indépendants du dispositif expérimental
présenté (seule la constante de piégeage [ impliquée dans les échanges thermiques a été choisie
par analogie a un matériau a pores cylindriques droits).

- Un dispositif expérimental différent de ceux précédemment utilisés pour ce type de mesures a
été congu ; Il présente la particularité, de part sa terminaison anéchoique et le domaine fréquen-
tiel de mesure choisi, de pouvoir s’affranchir de la détermination de 'amplitude de la vitesse i
Pintérieur de I'échantillon.

Non seulement nos résultats renforcent I'hypothése selon laquelle Paugmentation de la
résistivité est le phénomene prédominant permettant de tenir compte de la réaction non linéaire
du matériau en fonction du niveau sonore, mais aucun autre phénoméne majeur n’a pu étre
identifié, méme pour des fréquences (800 Hz) oli un régime inertiel d’écoulement est dominant
dans les pores des matériaux mesurés. Malgré le fait que les deux échantillons mesurés présentent
des porosités et des tortuosités tres différentes, les mesures, ainsi que les prédictions, n’ont pas
mis en évidence la nécessité d’opérer une correction prenant en compte d’éventuels effets inertiels

non linéaires (par la modification de la tortuosité par exemple).






Conclusion de la premiére partie

Nous avons pu montrer, grace 4 un dispositif classique dans son principe, que pour de faibles
débits, le comportement de la résistance & 1’éconlement (correction non linéaire & la loi de Darcy)
des matériaux poreux est quadratique en fonction du débit filtrant, sans terme linéaire. Ceci
est conforme aux résultats théoriques issus de I’homogénéisation du terme convectif d’inertie
dans I'équation de Navier-Stokes d’un fluide saturant une structure poreuse. Ce résultat avait
été obtenus auparavant pour un matériau prototype de structure périodique. Nous confirmons
ce résultat pour deux matériaux poreux couramment utlisés en acoustique, et dont la géométrie
microscopique est désordonnée et non périodique, mais statistiquement homogeéne (et dont cinq
des six paramétres, nécessaires & la caractérisation acoustique, ont été mesurés). Nos mesures
mettent en évidence la meéme correction quadratique & la loi de Darcy pour deux plaques
perforées, lorsque le débit filtrant est faible ; nous ne disposons i I’heure actuelle ni d’explication
théorique ni de confirmation expérimentale disponible dans la littérature i ce sujet. Au-dela
d’une valeur critique du débit filtrant, toutes les résistances mesurées vérifient la loi empirique
de Forchheimer, linéaire en fonction du débit filtrant, et largement illustrée dans la littérature.
Le point de transition entre les deux comportements non linéaires a permis de définir une
valeur critique du débit, ainsi qu’une longueur I intrinséque 4 la géométrie microscopique des
matériaux poreux, directement associée aux phénomeénes non linéaires.

[l nous semble intéressant pour poursuivre cette étude, de s’assurer expérimentalement du
caractéere purement géométrique de la longueur L en reproduisant les mémes expériences avec un
fluide différent de I’air. De plus, il serait opportun de justifier théoriquement la corrélation que
nous avons constatée pour chaque matériau, entre 'importance des phénoménes non linéaires
observés d’une part, et les valeurs de L, du facteur de forme visqueux M, de la porosité ¢, et
de la tortuosité a., d’autre part.

Dans le second chapitre, la méthode de mesure des coefficients de reflexion et de trans-
mission acoustiques des deux matériaux poreux mesurés dans le premier chapitre est différente
des travaux expérimentaux déja publiés dans ce domaine. En revanche, la modélisation reprend
dans son principe une méthode semi-empirique proposée dans la littérature. Elle intégre cepen-
dant tous les aspects les plus récents de la caractérisation des échanges viscothermiques dans
les matériaux poreux A structure rigide, et notamment le fait qu’aucun des six parameétres du
fluide équivalent au matériau n’est considéré comme ajustable. Pour chaque point de mesure
(fréquence et niveau acoustique fixés), les paramatres linéaires du fluide équivalent a ’échan-
tillon sont conservés, & I'exception de la résistivité, dont les caractéristiques non linéaires ont
été mesurées au premier chapitre. Nos résultats montrent que, dans le domaine de fréquence
choisi, et pour des échantillons de faible épaisseur devant la longueur d’onde, aucun phénomene
significatif ne se manifeste, autre que 'augmentation des pertes visqueuses dans les matériaux
avec le niveau sonore. Nous avons constaté expérimentalement. que les conditions choisies et les
erreurs de mesures ne permettent pas de discerner les effets inertiels liés & la modification du
champ microscopique dans les pores, en fonction du niveau acoustique. Néanmoins, les résul-
tats expérimentaux sont correctement reproduits par notre modéle, ce qui permet de penser



que la méthode utilisée est exploitable en pratique, pour des conditions d’utilisation des maté-
riaux proches de nos conditions expérimentales (faible épaisseur devant la longueur d’onde, et
structure rigide]).

Le travail présenté dans le second chapitre peut évidemment étre approfondi, par exemple
en mesurant des matériaux dont I'épaisseur est comparable & la longueur d’onde, afin de consta-
ter si dans cefte situation, 'approche théorique simple adoptée ci-dessus reproduit avec la méme
qualité les résultats expérimentaux, et de déterminer dans quelles conditions d’éventuels effets

inertiels dépendants du niveau acoustique seraient susceptibles d’apparaitre.
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Annexe A

Modélisation des matériaux
poreux a structure rigide en
régime acoustique linéaire

Hormis lorsqu’elles sont solidaires d’un écran imperméable ou fortement résistif susceptible
de les entrainer, les couches poreuses restent immobiles. Cest le cas pour beaucoup de matériaux
poreux (laines de verre et mousses plastiques,  faible résistance au passage de I’air) couramment
utilisés en acoustique. Le couplage vibroacoustique entre la phase fluide et la phase solide et/ou
le rapport de leurs masses spécifiques sont, pour ces matériaux, insuffisants pour que l'onde
aérienne ¢branle la structure. Le milieu poreux est alors considéré de stucture infiniment rigide,
les ondes acoustiques ne se propageant que dans air libre inclus dans les pores.

A.1 Fluide équivalent

L’objectif est de modéliser Ieffet macroscopique sur une onde acoustique aérienne, de la
structure poreuse microscopique. Cette derniére présente généralement un aspect tres complexe.
Aussi, nous considérons un volume V contenant plusieurs pores mais petit devant la longueur
d’onde A dans le fluide. Cette condition de grande longueur d’onde permet de négliger les effets
de viscosité du second ordre dans I’équation de Navier-Stokes, ainsi que la diffusion se produisant
en haute fréquence. Les effets thermiques et visqueux sont ainsi découplés, et seront pris en
compte séparément dans I'incompressibilité effective Kepp(w) et la densité effective pert (W)
respectivement (oft w = 27 f, f étant la fréquence). L’équation de Newton et I’équation de
conservation de la masse décrivant le comportement du fluide prennent alors la forme suivante -

pesf(w) 0y v =—gradp, (A1)
et ]

— Oy p = —di 2

) O p divv, (A.2)

oL p et v désignent la pression acoustique et la vitesse acoustique, en moyenne sur le volume V.
Pour un fluide libre, en dehors du volume occupé par la structure poreuse, la propagation d’une
onde acoustique est entierement déterminée par son nombre d’onde ky = wie = w\/p/K, et
son impédance caractéristique Z. = \/p K, ol ¢, p, et K désignent respectivement la célérité du
son dans lair, la densité, et Pincompressibilité adiabatique de 1’air. Pour une onde progressive
plane, se propageant dans un fluide incompressible et non visqueux, ces deux quantités sont
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réelles. La modélisation de I'interaction fluide-structure en terme de fluide équivalent consiste
a remplacer ky et Z. par un nombre d’onde effectif complexe

R

Pe 5
/x?eff = w\/ 1 , (A&)

[\'ye‘f(f '

et une impédance caractéristique effective complexe

Zeepf =\ pess Kepp (A.4)

Les sections A.3 et A4 exposent rapidement de quelle facon la densité effective pefs et 'incom-
pressibilité effective I, ;; sont obtenues.

A.2 Parametres caractéristiques de la géométrie poreuse

L. Ta résistivité notée ¢ (en Nm~%s), est mesurée en soumettant un échantillon de matériau
(d’épaisseur [), inséré dans en tube, & une différence de pression statique A P. Un écou-
lement macroscopique apparait alors a travers I’échantillon, dans le sens de la chute de
pression. Le module de la vitesse macroscopique | v | du fluide & Iintérieur des pores,
dépendant du matériau, est relié & o par I’égalité suivante, connue sous le nom de loi de
Darcy :

o= ﬁ— (A.5)
v |1
La résistance au passage de l'air o évalue les pertes visqueuses de ’écoulement fluide
a travers la structure poreuse; cefte quantité est donc caractéristique de la géométrie
poreuse, rmais sa valeur dépend aussi de la viscosité du fluide utilisé.

Les quatre parametres suivants sont en revanche définis uniquement par la géométrie

microscopique du matériau.

2. La porosité ¢ représente le rapport entre le volume de fluide libre contenn dans le matériau
Vi et le volume total V; occupé par Péchantillon ; donc par définition

Ce parametre adimensionnel est, pour les poreux utilisés en acoustique, généralement de
Pordre de 0,9 . Dans ce cas, il par peut exemple étre obtenu avec une bonne approximation,
par mesure directe du volume V;, et par pesée de I’échantillon, la masse spécifique de la
phase solide étant en général connue. Il est fréquent pour une mousse polyuréthane 3
bulles ouvertes, que la phase solide ne représente que 2 & 3 % du volume total occupé par
I"échantillon (alors ¢ &~ 0, 98).

3. La tortuosité a.. est définie de la fagon suivante:

_v lvPav

R 0

Xoo

ou v représente le champ de vitesse microscopique dans les pores, d’un fluide idéal {(incom-
pressible et non visqueux) et V un volume contenant plusieurs pores, et statistiquement
significatif. Ce paramétre o permet de quantifier la différence en direction et en norme
qui existe entre le champ de vitesse microscopique dans le volume V (numérateur de I’eq.
A7) et le champ macroscopique dans le volume V (dénominateur de Peq. A.7), pour un
fluide idéal. Les matériaux rencontrés en acoustique vérifient généralement 1 < ap, < 2,5.
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La longueur caractéristique visqueuse A est définie par :

2 v ]?ds
2_JIvIPds (A8)
A [ v zav

ot V' désigne le volume de fluide contenu dans V, et S la surface de contact fluide-structure
contenue dans V. Lorsque les pores sont des cylindres de rayon R, alors A = R (en regle
générale 107 m < A < 1073 m).

La longueur caractéristique thermique A’ est définie par :

2 ds

= = f—— : (A.9)
A [ AV

meme si A et A’ sont égaux dans le cas de pores cylindriques, on a pour des pores de

géométrie quelconque A < A’.

Les trois parametres aq,, A et A’ peuvent étre mesurés par différentes méthodes, notam-
ment ultrasonores. Pour une discussion détaillée, voir [14].

La constante de piégeage I' est impliquée dans les échanges thermiques, et décrit la rapi-
dité avec Jaquelle une particule en mouvernent Brownien dans le fluide, heurte la structure
solide. Sa valeur peut étre obtenue expérimentalement par la mesure du comportement
asymptotique de la compressibilté effective aux basses fréquences (voir la section A.4 et
[23,25]). Etant donné le caractére récent des méthodes permettant de mesurer ce pa-
rametre, sa valeur sera ici choisie simplement par analogie avec les matériaux A pores

cylindriques droits, pour lesquels T' = &%g

A.3 Densité effective

La prise en compte des interactions inertielles et visqueuses entre la phase solide et la

phase fluide se traduit par introduction d’une densité effective pers(w) (eq. A.1) complexe et
dépendant de la fréquence. Une expression analytique exacte a été obtenue (cf. [24] par exemple),
dans le cas d’un matériau a pores cylindriques droits en résolvant I’équation de Navier-Stokes

dans la géométrie considérée. La généralisation aux milieux poreux de géométrie quelconque [2]
a été obtenue par raccordement des comportements asymptotiques basse et haute fréquence, et

s’écrit (j désignant I'unité imaginaire) :

1 M
eff = poo | 14+ —1/14+ —jz | | A.10
Peff = pa +]$\/ + e (A.10)

ot = est une fréquence adimensionnelle:

Qoo )
T =w—

o

M est un parameétre adimensionnel appelé facteur de forme des pores :

M = 3o (A.11)

opA? 7

et prenant des valeurs comprises entre 0,1 et 10 ; lorsque les pores sont cylindriques: M = 1.

Enfin v (m?s™1), est la viscosité dynamique du fluide saturant.
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A.4 Compressibilité effective

Suivant un raisonnement en tous points analogue au paragraphe précédent, les échanges
thermiques entre la phase fluide et la phase solide sont pris en compte grace a I'introduction dun
module d'incompressibilité effective K. (w) (eq. A.2) complexe et dépendant de la fréquence.
La phase solide ayant une capacité calorifique trés supérieure a celle de Pair, la température
acoustique peut etre considérée comme nulle sur la surface de contact entre les deux phases.
L’équation de conduction de la chaleur conduit alors & une solution analytique lorsque les
pores sont droits [24], qui a été généralisée par raccordement asymptotique aux matériaux de

géométrie quelconque [1, 25]:

R K
]&f’ff = L, ~ 1 s (Al?)
k 2/ 14 Mo
ot ' est une fréquence adimensionnelle:
, 1
=W,
vProll
M" est le facteur de forme thermique des pores :
8
M = —— A13
(ﬁFA’Z ( )

Pr=10,71 est le nombre de Prandtl, 5 = 1,4 est le rapport des chaleurs massiques de Pair, et
I est la constante de piégeage [25]. Dans le cadre de ce travail, facteur de forme M’ est choisi
égal & un, comme c’est le cas pour un matériau 4 pores cylindriques droits, ce qui permet de

donner une valeur a I' en I'absence de mesure de ce paramétre.



Annexe B

Reésistance: étalonnage et
méthode de mesure

Le but de 'expérience est de caractériser la résistance au passage de 'air d’un matériau
poreux. Celui-ci est placé dans un écoulement d’air; deux quantités sont alors nécéssaires pour
caractériser totalement sa résistance : la différence de pression dans Iécoulement entre ’amont
et Paval du matériau d’une part, et le débit filtrant & travers I’échantillon d’autre part. La
premiere est mesurée directement & I’aide d’un capteur différentiel de pression ; une mesure
directe de la seconde est difficile dans le domaine de faibles débits utilisé (< 0,01m371), clest
pourquol un étalon de résistance supposée connue (c’est-a-dire dont la caractérisation théorique
et expérimentale est simple) et indépendante des conditions de mesure (notamment du débit
filtrant) est utilisé. Une mesure de différence de pression aux bornes de cette résistance connue

permettra de calculer le débit.

B.1 Caractérisation de la résistance étalon

— Description géométrique de la résistance étalon :

[I's’agit d’un matériau de section circulaire (diamatre 44, 5 mm), de longueur totale [ = 16
ci, comportant n pores droits (n = 1315), tous de section carrée, de coté a = 0,88 mm,

paralleles & Pécoulement ; la porosité est ¢ = 0, 68.

- Caractérisation expérimentale :

-pour les débits trés faibles, (< 1,1107*m3% 1), cette résistance est comparée & une résis-
tance étalonnée (Laminar Flow Element, Meriam, 50MJ10-20) utilisée pour les mesures
a faible débit au laboratoire (symbole ++ sur la figure B.1).

-Pour les débits moyens (de 1,1107* 4 6 10~*m?%s~1), la calibration est effectuée & I’aide
d’un compteur a gaz et d’un chronometre (symbole oo sur la figure B.1);

-Pour les débits supérieurs & 0,2107*m3s~!, un cone suivi d’une portion cylindrique dé-
bouchant dans atmosphére est placé a Pextrémité du conduit. L’application du théoréme
de Bernoulli corrigé d’une approximation de couche limite permet de retrouver le débit
(symbole xx sur la figure B.1);

-Toutes les mesures tiennent compte de la température et la pression atmosphérique.

- Caractérisation théorique:
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La géométrie de la résistance étalon impose un écoulement monodimensionnel de Dair &
travers les pores droits. Sa résistance peut donc étre considérée en premiére approximation
comme indépendante de la vitesse de 1’écoulement du fait de Pabsence de terme convectif
dans I’équation de Navier-Stokes. La résistance & I’écoulement s’écrit classiquement [26],
pour un profil de Poiseuille de la vitesse sur la section du tube:

pSly

Ry = ———,
0 nr(a/2)*’

ol p et v sont la densité et la viscosité de Vair, S est la section du conduit principal.
Toutefois, lorsque le débit filtrant augmente, la constriction des lignes de courant a Uentrée
des pores devient non négligeable. Il apparait ainsi une contribution non linéaire & la
résistance de ’étalon. Celle-ci, dans le cas d’un tube de section circulaire, peut étre obtenue
en estimant la distance nécessaire  I’établissement d’un profil de Poiseuille, & partir de
Pentrée du cylindre [26]. Finalement, on ajoute & Ry le terme suivant :

_ 8epS®

v,

Rnl P
n2at
oll v est la vitesse macroscopique de filtration, et ¢ est un coefficient déterminé empiri-

quement.

En admettant que € prend des valeurs analogues dans le cas de pores a section carrée
et circulaire, nous choisissons pour ¢ sa valeur maximale (¢ = 0.56) pour ne pas sou-
sestimer la correction non linéaire. La figure B.1 présente les mesures et les résistances
théoriques Ry (= - —-) et Ry + Ry (—=). Sur Pensemble de la gamme des débits utilisés,
la correction non linéaire théorique R, de la résistance étalon est inférieure & 1% et peut
etre négligée devant les erreurs de mesure. La résistance étalon mesurée vaut en moyenne
(Ro = 193,5 N m™5%), et nous considérerons qu’elle reste inchangée pour les conditions de
mesure rencontrées.

Une erreur systématique sur cette valeur n’est jamais a exclure ; celle-ci serait sans effet sur
la mesure de la résistance non linéaire des échantillons opérée au chapitre 1. En revanche,
la détermination d’une longueur intrinséque d’un matériau poreux y est naturellement

sensible.

B.2 Méthode de mesure

La mesure consiste a choisir un matériau a mesurer, déterminer quels sont les deux capteurs
différentiels de pression a utiliser, fixer la pression amont d’alimentation du systéme, puis pour
chaque débit filtrant, & noter les différences de pression aux bornes de la résistance étalon et de
Péchantillon.

- Choix du matériau & mesurer: plusieurs critéres sont & examiner: le matériau doit pouvoir
etre considéré comme rigide tout au long de Iexpérience (ce qui peut restreindre fortement la
gamme de débit envisageable pour la mesure d’une laine de verre légére par exemple) et d’une
structure telle qu’il soit possible d’y découper un échantilon de section circulaire correspondant
au diametre des tubes utilisés pour canaliser ’écoulement.

- Choix des capteurs de pression : Celui-ci est déterminé par la résistance de Iéchantillon par
rapport a celle de I’étalon ainsi que par la gamme de débits pour laquelle on désire effectuer la
mesure. L'objectif étant de minimiser les erreurs absolues et relatives, il est préférable d’utiliser
les capteurs dans la partie haute de leur dynamique, et pour cela d’ajuster I’épaisseur (et donc
la résistance) de I’échantillon autant que possible.
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Fia. B.1 - Mesure et prédiction de la résistance étalon en fonction du débit filtrant.

- Conditions de mesure et acquisition : La pression amont du systéme n’a pas une grande impor-
tance sur la mesure dans absolu, mais ses fluctuations et instabilités sont une des principales
causes d’erreur de mesure. Ce probleme reste jusqu’a présent entier puisque nous n’avons pu
trouver dans le commerce de détendeur dont la pression nominale était inférieure ou égale 4 la
pression d’alimentation (6 atm). Une solution enisageable consisterait & alimenter le systéme
non pas en air synthétique mais & ’aide d’une bouteille sous pression (200 atm).

Le choix du débit filtrant doit permettre de caractériser correctement le matériau, sans
sortir de la gamme de travail des capteurs, et sans que le matériau ne se déforme ou ne se
déplace sous l'effet de sa propre résistance. Dans le but de minimiser les erreurs dues aux
fluctuations du systeme d’alimentation, la lecture des deux pressions différentielles se fait de
fagon simultanée sur deux voltmetres numériques, aprés 200 & 300 acquisitions automatiques
d’une durée allant de 0,5 ms 4 2 s chacune, dont on fait la moyenne. Le zéro des deux capteurs
de pression est noté de la méme fagon en coupant le débit filtrant entre chaque mesure.
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Réservoir

Echantillon  Résistance étalon

Débit

Robinet

Détendeur

Voltmetres Alimentation en Air

F'1c. B.2 - Représentation du dispositif de mesure
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Annexe C

Coefficients de réflexion et de
transmission : mesure

C.1 Dispositif expérimental

Considérons un échantillon inséré dans un tube cylindrique. Afin de déterminer les varia-
tions du coeflicient de transmission 7" et et de réflexion R en fonction du niveau sonore, il est
nécessaire d’utiliser un banc de mesure qui puisse fournir un champ acoustique de fort niveau
et de mesurer finement le champ acoustique.

Une source électroacoustique, spécialement congue pour ce banc de mesure, est située en
amont de la zone de mesure acoustique. Cette source est capable de générer un signal sinusoidal
d’un niveau supérieur a 120 dB (re 20pPa) sur la bande de fréquence 40 Hz-1000 Hz et supérieur
4 145 dB (re20pPa) sur la bande de fréquence 40 Hz-500 Hz. Elle est reliée au guide d’onde
principal par une jonction souple pour ne pas transmettre de vibrations mécaniques 4 la région
de mesure. Cette source et son amplificateur de puissance sont pilotées & aide un frontal
d’acquisition de type H.P. 3566/67 A. En aval de la source, un tube d’acier long de deux métres
est placé dans le but d’obtenir des ondes acoustiques planes dans la zone de mesure. A ’extrémité
en aval du montage, une terminaison anéchoique a été congue et réalisée pour les besoins de
ces mesures. Elle est constituée d'un tube perforé dont le taux de perforation augmente avec la
distance recouvert d’une résistance acoustique constituée d’un tissu. Le module du coefficient de
réflexion en pression de cette terminaison est inférieur & 0,2 dés que la fréquence est supérieure
a 100Hz.

La zone de mesure proprement dite est constituée par I’assemblage de tubes d’acier rodé
de longueur variable (de 70 mm & 2000 mm), de diamétre intérieur 30 mm et de diamétre
extérieur 38 mm. La surface interne des tuyaux & une rugosité de 'ordre du micrometre. Les
tuyaux peuvent etre assemblés soit par des pieces d’adaptation en acier, soit par I'intermédiaire
des supports de microphones. En effet, le diamétre des transducteurs {PCB 116B, diamétre
10,3 mm) étant large comparé au diametre des tuyaux, les microphones ne peuvent pas étre
montés directement en ras de parol. Des supports en acier ont donc été congus pour incorporer
les microphones au banc de mesure et ceux-ci servent aussi de pieces d’adaptation entre les
différents tubes. Etant donné les contraintes relatives i I’espacement entre les capteurs en
regard de la bande de fréquence explorée, cela permet de faire varier ces distances selon les
besoins expérimentaux. Pour les résultats présentés, les écartements entre microphones sont
375 mm et 597 mm.

Les pressions acoustiques sont mesurées avec six transducteurs piézo-électriques & électro-
nique intégrée (type PCB 116B) de résolution 91 dB et dont la dynamique est de 90 dB. Ils
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sont alimentés directement par le systéme d’acquisition par I'intermédiaire de cables coaxiaux
de longueur 3 meétres. Ces capteurs sont compensés en accélération normale pour éviter la me-
sure d’éventuelles vibrations des parois du guide d’onde et sont adaptés sur les supports décrits
précédemment. Un canal (3.5 mm de diametre, 1.5 mm de longueur) relie le tube principal &
une cavité cylindrique (10.3 mm de diametre, 0.5 mm de hauteur) fermée en sa partie supérieure
par la membrane du transducteur. La fréquence de résonance de cette cavité de Helmholtz ainsi
constituée se situe autour de 8 kHz, de telle sorte que sont effet reste négligeable aux fréquences
utilisées.

Afin de déterminer précisément la vitesse du son, deux sonde de température (type Pt 100,
3 fils) de résolution 0.01 degré Celsius sont disposées sur la surface externe du guide de part et
d’autre du matériau. Ces capteurs sont protégés par un matériau qui les isole thermiquement
des fluctuations extérieures de température.

C.2 Etalonnage de la chaine de mesure

Une détermination précise de la fonction de transfert entre deux capteurs nécessite au
préalable un étalonnage rigoureux en gain et en phase des deux chaines de mesure afin de mi-
nimiser les erreurs systématiques lors de ’acquisition de données. Chaque chaine est constituée
d’une petite cavité reliée au tube principal, d’un transducteur piézo-électrique, de sa connexion
au systeme d’acquisition, du systéme d’acquisition lui meme et de I’analyseur. Dans le cadre
de Pacoustique linéaire, les propriétés acoustiques d’un systéme linéaire sont indépendantes du
type d’excitation et du niveau de la source. Un étalonnage absolu de la chaine de mesure n’est
donc pas nécessaire pour déterminer des fonction de transfert, en revanche, un étalonnage re-
lative est indispensable. Pour déterminer les valeurs absolues, les étalonnages données par le
constructeur sont utilisés.

Etant donné la fagon dont sont montés les microphones, il apparait nécessaire de calibrer les
microphones in situ. Un capteur de référence est situé en ras de paroi d’une piéce d’adaptation
fermant le tube. Cette paroi est supposée parfaitement réfléchissante le coefficient de réflexion
y vaut 1. Le microphone a étalonner est monté sur le support décrit précédemment et se situe
a 7,5 mm de Iextrémité fermée.

La fonction de transfert entre le microphone situé en bout de tube et le microphone monté
sur le support est mesuré pour chacun des capteurs utilisés dans I’étude. Le rapport de ces

fonction de transfert donne 1’étalonnage relatif entre deux capteurs.

C.3 Acquisition

L’acquisition et le traitement des signaux se fait sur un frontal d’acquisition de type-
H.P. 3566/67 A controlé par un P.C.. Nous avons choisi d’opérer en sinus glissant afin d’avoir le
niveau le plus important possible & chaque fréquence de mesure. Les mesures ont été effectuées
entre 50 et 800 Hz avec un pas moyen de 27 Hz. Le réglage du niveau de source se fait directement
par le systeme d’acquisition.

Pour chaque niveau, le logiciel de traitement H.P. fournit un fichier contenant par exemple
les fonctions de transfert et les niveaux sur chacune des voies.

Ces fichiers sont post-traités a l’aide du logiciel Matlab afin d’obtenir directement les
coefficients complexes R et T' qui déterminent les caractéristiques intrinséques du matériau. Le
post-traitement prend en compte I'étalonnage des microphones, ainsi que la température, la
pression atmosphérique, et 'humidité de I'air, lors de la mesure.
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C.4 Validation de la méthode de mesure avec une plaque
perforée

Cette section présente une mesure de I'impédance d’une plaque perforée (taux de perfo-
ration 1, =3%), dont les caractéristiques sont données au chapitre 1. Nous comparerons nos
résultats avec ceux obtenus grace aux mesures en écoulement continu (chapitre 1), ainsi qu’avec
les modeles existants dans la littérature. Une grande quantité de publications traite ce sujet, et
nous nous appulerons ici sur une bibliographie non exhaustive [27, 10, 28, 29, 30, 21, 31, 32],
représentant cependant une approche communément admise pour prédire I'impédance d’une
plaque perforée en régime acoustique non linéaire.

La production de jet par une onde acoustique intense dans un orifice est connue comme
un mécanisme non linéaire efficace de dissipation de ’énergie acoustique. Il est bien établi que
lorsqu’un écoulement continu, ou bien une onde acoustique, posséde une vitesse suffisante pour
quil se produise un décollement de la couche limite visqueuse aux abords de la perforation,
une partie de I'énergie cinétique acquise par le fluide en pénétrant dans U'orifice se dissipe, sans
interagir avec le champ existant (voir [10] et [27] pour une revue des résultats les plus anciens)

Supposons la perforation infiniment mince et le fluide localement incompressible. En acous-
tique linéaire et sans écoulement continu, il n’y a pas de décollement de la couche limite vis-
queuse aux abords du trou, et les lignes de champ amont et aval sont symétriques par rapport au
plan de la perforation. La chute de pression instantanée en régime sinusoidal est proprotionnelle
a la vitesse dans la perforation, avec un coefficient complexe Z; = R + JwpLy, défini comme
impédance de perforation en acoustique linéaire. 7y (Nm™3s) comporte une résistance R,
traduisant les pertes visqueuses ; cette résistance a été mesurée dans le premier chapitre, lorque
la fréquence tend vers zéro, & Paide du dispositif expérimental présenté en annexe B; elle vaut
Ry = 20,7Nm™ (voir chapitrel, tableau 1). La longueur ajoutée L, consécutive a I’accrois-
sernent d’énergie cinétique subi par le fluide, au passage de la perforation, peut étre calculée
analytiquernent, en tenant compte de Pinteraction entre les perforations ([1], chapitre 10) ; pour
un réseau carré de perforations circulaires, tel que ¢ < 0,6, il vient :

L= (G- ). (1)

t, 3T

ot [ est I"épaissenr de la plaque perforée et d le diamétre des perforations.

Lorsque le module de la vitesse acoustique dans la perforation | V, | est suffisamment grand
et/ou le rayon de courbure du bord intérieur de la perforation suffisamment petit, pour provo-
quer un décollement de la couche limite visqueuse, cinq régimes non linéaires ont été identifiés

Perforation
O .x
P+ ‘\l__// ,
SOURCE . , , P+ TERMINAISON
- v one
I tourbillonnaire ANECHOIQUE

Sp . .

S Aire de vena contracta S

Fic. C.1 - Création de jet dans un perforation par un champ acoustique intense (pendant la

demi-période o la vitesse acoustique est positive suivant [’aze Oz)
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TOLE PERFOREE 3% + + -+ mesures acoustiques;  ........ modélisation;
000 mesures en écoulement continu (chapitre 1);
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Fic. C.2 - Résistance normalisée, en fonction du nombre de Reynolds dans les erforations
K 3

et de la fréquence (Ry est la résistance ¢ débit nul, déduite des mesures du premier chapilre

(tableau 1))

expérimentalement [33, 31], & mesure que le nombre de Reynolds acoustique Re =|V, | d/v (ot
d est le diametre de la perforation) augmente dans les perforations. Deux d’entre eux influencent
significativement impédance acoustique. Les phénoménes mis en jeu sont complexes, et seul le
régime caractérisé par les plus forts nombres de Reynolds (pour lesquels I'impédance devient
une fonction linéaire du nombre de Reynolds acoustique) a été modélisé dans la littérature pour
les plaques perforées (par exemple [29, 30, 21]). La modélisation repose sur la conservation de
’énergie totale du fluide & travers orifice, par exemple le long d’une ligne de courant.

Considérons (figure C.1) une onde sinusoidale de pression P+ incidente sur la perforation,
une onde réfléchie P~, et une onde transmise P+ (la terminaison en aval est supposée ané-
choique). Fixons la figure lors d’une demi-période ot Iécoulement dans lorifice se produise
dans le sens de I'axe Ox. Le flux amont comporte une composante radiale lorsqu’il pénétre dans
Uorifice, d’autant plus grande que le nombre de Reynolds Re et/ou que le taux de perforation
t, = Sp/S est faible, ont S est la surface du guide et Sp la surface ouverte de la perforation
(I'influence de la géométrie exacte du profil de la perforation ne sera pas étudiée ici). Cette
composante radiale de la vitesse acoustique ne s’annule alors qu’en aval de Porifice, définissant
ainsi une aire minimale de jet S’ oll la vitesse particulaire selon I’axe (Oz) est maximale, et un
coefficient de vena contracta C, = S’/ Sp. Le jet dissipe une part de son énergie cinétique qui
peut etre calculée [29]; on peut aussi évaluer cette énergie dissipée en mesurant un coefficient de
vena contracta C'; [27, 30] si Uon suppose que la relation de Bernoulli est applicable. Plusieurs
auteurs [10, 28, 21] ont montré que malgré le caractére non linéaire des phénomenes, le pro-
bleme peut-etre traité par un modele fréquentiel, en régime sinusoldal, assorti d’une éventuelle
correction prenant en compte I’énergie transmises aux harmoniques supérieures de la fréquence

d’excitation.
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C.4.1 Résistance

La relation de Bernoulli (conservation de énergie totale le long d’une ligne de courant,
pour un fluide non visqueux et imcompressible), est appliquée entre une surface S ot la vitesse
acoustique radiale est nulle, et 1’aire de vena contracta §”.

On en déduit I'expression d’une impédance purement résistive Ry, et indépendante de la

fréquence, en régime acoustique non linéaire :

2
]‘ : N &
Ry =20V | [ =) ¢ (C.2)
21 N
ou 1, est le taux de perforation. Le coefficient de vena contracta Cy = 0,78 est déterminé

expérimentalement, & partir des mesures du premier chapitre;
St Pon admet simplement que les effets linéaires et non linéaires se superposent, il vient
pour la résistance normalisée de la plaque perforée (représentée en pointillés sur la figure C.2):

Riot/Ro =1+ Ry /Ry . (C.3)

Il est a noter que la résistance Ry,: ne dépend pas de la fréquence. La figure C.2 représente
deux autres résistances, normalisées par Rp.
- La résistance Res (symbole 000), mesurée au premier chapitre, en écoulement continu (don-
nées de la figure 1.3).
- La résistance R’ (symbole + + +), mesurée acoustiquement, et déduite des coefficients de
réflexion et de transmission mesurés (eq. 2.10) par I’équation R' = pcR (%ﬁ)

C.4.2 Longueur ajoutée

Aucune contribution réactive en régime non linéaire ne peut étre déduite de ’application
de la relation de Bernoulli. Il est pourtant expérimentalement établi [27, 32] que les phénomenes
non linéaires provoquent une réduction la longueur ajoutée d’un facteur 1/2. Méme si aucune
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modélisation satisfaisante n’est disponible & notre connaissance, une interprétation quantitative
souvent présentée consiste 4 associer I'inertie du fluide aux régions irrotationnelles de 1’écoule-
ment. Le facteur 1/2 s’explique alors par le fait que pour de forts niveaux, ’écoulement n’est
laminaire que d’un coté de la perforation. La figure C.3 représente la longueur ajoutée I, (sym-
bole + + +), en fonction du nombre Reynolds et de la fréquence, normalisée par la longueur
Ly (eq. C.1). L est déduite des coefficients de réflexion et de transmission mesurés (eq. 2.10)
par l'équation: L = £ %) .

On constate que les trois résistances sont trés proches, et que R’ est pratiquement indépen-
dante de la fréquence, sauf pour les nombres de Reynolds faibles, o les pertes augmentent avec
la fréquence. La longueur ajoutée est conforme au raisonnement qualitatif présenté plus haut.
Les résultats sont trés similaires & ce que I'on peut trouver dans la littérature (par exemple

[32]).
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Introduction de la seconde partie

La dissipation et la réflexion sont deux principes utilisés afin de limiter la transmission de
Pénergie acoustique dans les guides d’ondes passifs, en aval d’une source. La réduction du bruit
dans les conduits comnporte beancoup d’applications comme les conduits de ventilation, les mo-
teurs thermiques automobiles, les réacteurs d’avion, et plus récemment les tunnels ferroviaires.
La revue faite par Lapin [1] donne une idée du nombre de publications dans ce domaine, et
de Pintéret de ce sujet en acoustique. Lorsque les silencieuz ne doivent pas provoquer de trop
grandes pertes de charge, les matériaux poreux sont écartés au profit des systémes réactifs,
susceptibles non pas de dissiper ’énergie mais de la réfléchir vers la source. Les modéles déve-
loppés peuvent prendre en compte I’écoulement moyen dans le conduit a traiter (par exemple
[2], [3] et [4] pour les silencieux automobiles), la propagation non linéaire liée & de forts niveaux
acoustiques (voir [5] pour les tunnels ferroviaires), ou encore les pertes visqueuses non linéaires
dans le traitement acoustique lui méme (par exemnple [6] pour un silencieux  tubes perforés).
Ju silencieux peut étre constitué d’un traitement acoustique ayant une structure périodique
(7, 8]. Brillouin et Parodi [9] ont publié un ouvrage de référence passant en revue I’historique de
la propagation des ondes dans les milieux périodiques et proposent un formalisme s’appliquant
a la cristallographie et aux guides d’ondes électromagnétiques ou acoustiques. Un revue publiée
par Elachi [10] illustre les nombreux domaines on ce type de modeéle est applicable.

Cousidérons un milien homogeéne unidimensionnel présentant des discontinuités disposées
régulierement ; le milieu est un tuyau sonore de dimensions transversales petites devant la lon-
gueur d’'onde. Lorsque ce milieu est de longueur infinie, la clé du probléme consiste i résoudre
I’équation de dispersion d’une cellule élémentaire et 4 déterminer les modes propres du réseau.
De par son caractere périodique, le milieu est dispersif et comporte des bandes passantes et
des bandes d’arrét. Lorsque la fréquence d’excitation appartient & une bande d’arrét, les modes
propres du réseau sont évanescents, et 1’on démontre qu’aucune énergie n’est transmise & tra-
vers le systeme, meme en négligeant toute forme de dissipation [9]. En étudiant les vibrations
solidiennes dans les plaques ou les poutres, Mead [11] a montré de facon trés générale quelles
étaient les conditions de transmission de 1’énergie dans les guides d’ondes monodimensionnels
complexes de structure périodique. Sommersel et Kristiansen [7] puis Abom [8] ont concu et
mesuré les propriétés de silencieux acoustiques réactifs, constitués de réflecteurs disposés pério-
diquement dans un conduit {obstacles, discontinuités ou constrictions).

Un second aspect vient s’ajouter aux bandes d’arrét du réseau périodique dans le cas par-
ticulier des guides d’ondes acoustiques; lorsqu’ils sont disposés en dérivation (cheminées ou
résonateurs branchés par exemple), les réflecteurs provoquent en premitre approximation un
saut de vitesse acoustique, et peuvent comporter des résonances, produisant des bandes d’arrét
supplémentaires (voir Depollier et coll. [14] pour une discussion). Ceci explique que classique-
ment, les acousticiens utilisent des résonateurs de Helmholtz branchés et disposés régulicrement
comme traitement acoustique (par exemple [12], ou [15]). Les résonateurs de Helmholtz utilisés
en aéronautique sont souvent couplés par paires [16, 17], pour ajuster I'atténuation optimale
du traitement de paroi non plus sur une mais deux fréquences. Les traitements acoustiques des
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FIGURE : Exemple de réseau unidimensionnel inhomogéne et périodique comportant des réso-
nateurs couplés. Les solutions de ['équation de dispersion, et les modes propres du réseau sont
connus dans deux cas: 1- les diaphragmes sont fermés (Résonateurs de Helmholtz branchés,
voir par exemple Sugimoto et coll. [13]), 2- les diaphragmes sont totalement ouverts (voir Ker-
gomard et coll. [17])

réacteurs actuels reposent sur cette conception mais, d’une fagon générale, ce genre de solutions
a atteint ses limites, et il s’avére nécessaire d’explorer d’autres configurations pour espérer une
plus grande atténuation du son.

La question a l'origine de ce travail nous a été posée par les concepteurs de nacelles de
réacteurs. Elle est la suivante : quels seraient les effets d’un couplage entre les résonateurs sur les
performances d’un traitement acoustique aéronautique classique, constitué de résonateurs de
Helmholtz branchés? Prenons, pour fixer les idées, I'exemple simple d'un guide d’onde de faible
diametre devant la longueur d’onde, dont les résonateurs branchés en paroi ont été modifiés (voir
figure ci-dessus) : chaque résonateur communique avec ses voisins immédiats, par I'intermédiaire
d’un trou pratiqué dans ses parois latérales. L’ensemble des résonateurs constitue alors en lui
meéme un guide d’onde; le champ acoustique dans le col des résonateurs n’est plus fermé sur
une impédance connue et dépend du champ dans les résonateurs voisins (réaction non locale).

L’objet du premier chapitre de cette seconde partie est de proposer un modéle pour ce
probléme, pour un guide dont la géométrie est donnée par la figure 1.1 du premier chapitre.
Nous considérons un guide de grand diameétre (m modes propagatifs), couplé en paroi  n guides
secondaires, constitués de résonateurs de Helmholtz couplés longitudinalement. Le modéle ana-
lytique repose sur des hypotheses de linéarité, et d’écoulement moyen nul dans le systéme (que
nous appellerons aussi réseau) ; le réseau acoustique de guides d’ondes est discrétisé en matrices
de transfert, notées PROP, décrivant la propagation, et en matrices de couplage PERF entre les
modes de chaque guide que nous appellerons matrices perforations. La matrice PROP prend ici
une forme classique par blocs ((m+n) biportes en paralléle) ; en revanche la matrice PERF sera
déterminée grace a une généralisation de la méthode intégro-modale que Kergomard et coll. [17]
ont utilisée dans le cas du réseau de la figure. Un raisonnement sur le rapport entre les deux
nombres mn et n permettra de déduire les principales propriétés de cette matrice perforation. La
formulation en matrices de transfert adoptée ci-dessus n’est pas adaptée au calcul des facteurs
de perte par insertion ou par transmission, facteurs par lesquels on évalue généralement les
performances des silencieux. Une méthode alternative, dite de calcul par admittance locale a
précédemment été utilisée avec succes dans le cas de conduits & section contintiment variable
[18, 19] (modele continu) ou pour les silencieux & tubes perforés [20] (modele discret). Nous
adapterons cette méthode au cas considéré ici en y intégrant une matrice perforation de forme



générale, pour finalement proposer une expression de la perte d’insertion par mode.

Dans le second chapitre, nous étudions le réseau périodique de la figure ci-dessus. Aux
basses fréquences, seul le mode plan se propage dans les guides (principal et secondaire). Deux
cas extremes sont connus: 1- les diaphragmes sont totalement fermés ; le systéme est constitué
d’an guide traité en paroi par des résonateurs branchés (voir par exemple [13] pour la loi de
dispersion et [21] pour la perte par insertion) ; 2- les diaphragmes sont totalement ouverts ; la
matrice perforation a été calcnlée dans la référence [17], et la perte par insertion est celle d’un
silencieux a tubes perforés (voir par exemple [4]). En faisant varier louverture des diaphragmes,
nous étudions en détail, et de facon analytique, la transition entre ces deux cas extremes, et
Peffet du couplage des résonateurs, tant sur les solutions de I’équation de dispersion que sur la
perte par insertion d’un systéme de longueur finie. D’un point de vue fondamental, ceci illustrera
comment le couplage entre résonateurs affecte la bande d’arrét due aux résonances de Helmholtz.
D’un point de vue pratique, nous montrerons au paragraphe 2.5 comment le modele présenté
permet par exemple d’interpréter la transition entre long résonateur et chambre d’expansion,
exposée par Sullivan et coll. [4], ou comment se modifie la perte par insertion d’un silencieux i

tubes perforés lorsque des diaphragmes y sont ajoutés.






Chapitre 1

Propagation dans un systéme de
guides d’ondes inhomogenes
couplés

1.1 Enoncé du probleme

La propagation du son est étudiée dans un guide d’onde complexe supposé de longueur
infinie. Le systéme est constitué d’un guide principal rectiligne auquel on ajoute en parot un
traitement acoustique & réaction non locale®. Le caractére dispersif d’un tel milien de propa-
gation est directement dicté par sa géométrie spatiale [9]. Le fluide est parfait, au repos et les
parols sont parfaitement rigides.

Le systeme (ou réseau) étudié peut par exemple étre représenté en géométrie cylindrique. La
figure 1.1 donne 'exemple d’un réseau périodique suivant 1’axe de propagation. Il est constitué
d'un guide principal rectiligne et cylindrique (de section S = nr?), couplé périodiquement en
paroi a n guides secondaires sectoriels (de section s = Z(r — r?). Chaque guide secondaire
(indice o) est couplé au guide principal par un trou latéral appelé perforation (de section S,
a = 1..n). Ces n perforations sont centrées sur des sections de couplage S, ; ces derniéres sont
orthogonales & I’axe du cylindre principal. Sur la figure 1.1, le systéme représenté est périodique,
et la longueur 27 (distance entre deux sections de couplage) correspond  la périodicité spatiale
du réseau.

Les dimensions du réseau sont choisies de sorte que, aux fréquences considérées :
1-les perforations sont suffisamment espacées pour que les modes évanescents dus & leur présence
n’interagissent pas avec ceux de la perforation la plus proche ; nous admettons cependant que si
tel n’est pas le cas, le modele n’est pas modifié qualitativernent (voir pour une discussion [22]).
2- la section des guides secondaires est suffisamment petite pour que seul le mode plan y soit
propagatif’;

3- m est le nombre de modes propagatifs dans le guide principal, lorsque les perforations sont
obturées ;

Une approche directe de la propagation acoustique dans un réseau tel que celui de la
figure 1.1 consiste par exemple 3 utiliser des matrices de transfert. Commencons par un cas
simple; soit un tube cylindrique rectiligne, dans lequel se propage une onde plane sinusoidale.

1. Clest-a-dire non modélisable par un impédance de paroi
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Séparations entre 21 : Longueur d'une cellule élémentaire

les guides du réseau périodique
s ouides \

secondaires

- Guide secondaire
sectoriel

Axe des guides
principal et secondaires

Section de couplage S. Perforation (rayon r.)

(n perforations sur une circonférence)

Fic. 1.1 - Description en géométrie cylindrique du type de réseau de quides d’ondes couplés

€ludié (ici, le réseau est périodique suivant laze Oz).
La matrice de transfert, notée T, de ce biporte est telle que:
pen p.S’O
(7 )=m ("

ot p, u et p*® u*? désignent la pression et le débit acoustiques respectivement a entrée et
a la sortie du biporte. Dans le cas choisi ici, et en négligeant les pertes lors de la propagation,

les éléments de cette matrice s’écrivent
T“ = TZJ = COS(/{.‘I) Tlg = 7ZC.SZn(kl) s T21 = (]/ZC)SZH(A[) s

oll j est 'unité imaginaire, ¢ est la célérité du son, p la densité de lair et 7, = pc/S Iim-
pédance caractéristique du mode plan (rapport pression débit), k = w/c, w est la pulsation,
et [ la longueur du biporte. Cette matrice T représente un biporte symétrique (Tin = Ta) et
réciproque (Det(T) = 1). L’avantage de ce type de matrice est que pour obtenir la matrice de
transfert R d’une succession de N biportes mis bout & bout, il suffit de multiplier les matrices
de transfert de chaque biporte (dans le cas du réseau périodique de la figure 1.1, R = TV).
Lorsque la fréquence est suffisamment élevée, plusieurs modes transversaux (disons m) se pro-
pagent simultanément dans une portion de guide rectiligne, et la matrice de transfert décrivant
la propagation des modes, notée PROP, prend la forme simple d’une matrice diagonale par
blocs, chaque bloc étant de la forme de la matrice T ci-dessus (en fait un 2m portes constitué
de m biportes  indépendants).

D’apres la figure 1.1, la matrice de transfert d'une cellule élémentaire du réseau sera le
résultat du produit de deux matrices : d’une part la matrice propagation PROP, diagonale par
blocs, (2(m + n) portes), et d’autre part une matrice de perforation, notée PERF, permettant
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d’exprimer le champ acoustique & gauche d’une section de couplage S, en fonction du champ
acoustique a droite de celle-ci. La difficulté réside dans le calcul de cette matrice perforation.

Une matrice perforation a déja été obtenne dans la référence [13] lorsque deux modes plans,
se propageant dans deux guides rectilignes, sont couplés par une perforation, en tenant compte
des modes acoustiques symétriques et antisymétriques sur la surface de cette perforation. Notre
travail consiste (paragraphe 1.2) & reprendre la méthode intégro-modale utilisée par ces auteurs
et de l'appliquer au cas présenté sur la figure 1.1. Nous obtiendrons ainsi une matrice perforation,
couplant les m modes du guide principal, avec les n modes plans des guides secondaires. Ce
résultat prendra en compte la moyenne de la vitesse acoustique sur les perforations (piston
plan), ce qui revient & négliger la discontinuité entre les pressions de part et d’autre d’une
perforation.

Supposons maintenant que les guides secondaires de la figure 1.1 solent fermés & 'entrée
et a la sortie d’un réseau de N cellules par un mur rigide. Nous obtenons un guide d’onde
cylindrique de grand diaméetre, traité en paroi par un traitement acoustique & réaction non locale
et constitué d’un nombre fini de cellules. L’objectif du paragraphe 1.3 est de calculer la perte
par insertion de ce traitement acoustique (rapport en dB des puissances émises sans traiternent
et avec traitement). Une expression analytique de la perte par insertion n’est pas disponible
pour la configuration étudiée ici. L utilisation de matrices de transfert afin d’obtenir Je résultat
numeériquement pose plusieurs problémes, notamment de divergence (voir [18] pour un modale
discrétisé et [19] pour un milieu continu). L’objectif du paragraphe 1.3 est de reformuler une
méthode de caleul par admittance locale [18, 19, 20] dans le cas ol les modes supérieurs du guide
principal sont couplés aux modes plans des guides secondaires. L’effet, des modes supérieurs sur

les perforations est pris en compte dans le résultat.

1.2 Equation générale de couplage entre (m + n) modes
propagatifs dans un guide et n trous latéraux sur une
section de couplage

Les étapes permettant d’obtenir la matrice perforation du syteme représenté par la figure
1.1 sont les suivantes: I’équation intégrale de Helmholtz-Huyghens est utilisée pour écrire la
relation entre 'amplitude du champ acoustique sur les n perforations d’une section de couplage,
et les coefficients modaux du champ acoustique dans le guide principal, & droite et & gauche de
la section de couplage. Nous reprenons ensuite la méme démarche dans chaque guide secondaire.
L élimination du champ acoustique sur les perforations permettra enfin de définir une matrice
perforation dont les éléments seront explicités.

Considérons un guide rectiligne infini de section S, orienté selon I’axe des z, ainsi que n
perforations sur les parois du guide, centrées en z = (une seule section de couplage) ; la pression
acoustique p,(r) dans ce guide est solution de 1’équation d’onde en régime sinusoidal dans le
guide (on omettra dorénavant le facteur e/“t on ¢ est le temps). Elle peut étre décomposée en
deux termes se propageant en sens opposé suivant I’axe (0z) du guide:

p(r) =p*(r) +p () (1.1)

ol ¥ = (w,z) est le vecteur position dans le guide. La présence des perforations modifie la
pression dans le guide, et la pression p(r) est solution de I’équation intégrale de Helmholtz-
Huyghens. Notons S¢ la surface du systéme constituée d’une portion de guide, fermée 3 chaque
extrémité, incluant les n perforations de la section de couplage. Lorsque les sources sont en
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dehors du domaine d’intégration, la pression s’écrit [23]

plr) = /{G(l r)0,p(r) — p(r) 8, Glr, vy} dS, (1.2

Sa

o Jpr est la dérivée normale sortante A la surface Sg d’intégration, et G(r,r’) est une fonction
de Green du guide infini sans perforation.

Les considérations suivantes permettent de transformer équation intégrale (1.2) en solu-
tion intégrale :
I- les intégrations sur les parties de la surface Sg qui constituent chacune des terminaisons du
guide, représentent la pression générée par ces surfaces et peuvent étre interprétées comme les
contributions p?*(r) (venant de la gauche) et pd- (r) (venant de la droite) des sources situédes
hors du domaine d’intégration ;
2- la dérivée de la pression s’annule sur les parois rigides du guide;
3- la dérivée de la fonction de Green s’annule sur les parois rigides du guide, ainsi que sur la
surface des perforations.

La solution de I'équation (1.2) peut alors s’écrire comme la somme de la pression en ’ab-
sence de perforations (due A la présence de sources hors du domaine d’intégration) et d’une

mtégrale sur les surfaces S, (o = 1..n) des perforations. En utilisant I’équation d’Euler, il
vient :
n
p(r) = p™ () + p (v) = jwp Z/ Gr,x')v, (') ds, (1.3)
a=175

ot v, (') est la vitesse particulaire, selon la normale sortante & la surface Sa-

L’équation (1.3) est utilisée ci-dessous pour décrire le couplage entre le champ acoustique
dans le guide principal et les n pressions et vitesses acoustiques sur les perforations. La vitesse
acoustique v, (1) est supposée uniforme sur les perforations.

Equation de couplage guide principal-perforations

Considérons d’abord le guide principal, muni d’un repere (O, w, z), et dans lequel les per-
forations sont obturées. La pression et la vitesse acoustiques se décomposent classiquerment sur
la base orthonormée des modes transversaux ¥i(w) du guide rectiligne infini sans perforations.
Chaque mode a suivant axe Oz de propagation, un nombre d’onde k; = /k% — n?, et une
fréquence de coupure w; = en; (on note ¢ la célérité du son et k = 2). Les indices croissants i
correspondent a l'ordre croissant des fréquences de coupure wi, qui dépendent de la géométrie
de la section transversale S du guide. Considérons les deux matrices diagonales suivantes :

+ tposs pc k
Ee] (Z) =€ ki ij et ZC%J = g—l;;

57] )

ol 9 est le symbole de Kronecker. La pression p; (r) et le débit ui(r) = Svi(r) suivant 'axe
Oz dans le guide principal, peuvent s’écrire comme une somme infinie sur la base orthonormsée
des modes 1;(w). Sous forme matricielle, il vient pour p; (r) et ui(r):

pi(r) = Tg(w) E+(2)Pf +E7(2)PT], (1.
(v) = "w(w)Z7'[ET(2)PT —E"(2)P]], (L.

B

)
)

[oha}

+
olt (w) est le vecteur colonne constitué des fonctions propres ¥;(w) du guide principal et P,
est le vecteur colonne dont la i*° coordonnée est le coefficient modal de 'onde de pression

associée au nombre d’onde £,
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Considérons maintenant le champ acoustique sur les perforations. Dans ce qui suit, nous
écrivons que la vitesse normale est uniforme (piston plan) sur la surface des perforations. L'effet
des modes supérieurs de perforation a été étudié dans la référence [13], dans le cas ot il n’y a
quun seul guide secondaire (n = 1) et oi la fréquence est assez basse pour que seul le mode
plan se propage dans les deux guides.

Le débit, et la pression sur les perforations seront notés : UL et PI® (o« = 1.n). En
projetant I"équation (1.3) sur les modes transversaux du guide a droite et A gauche de la section
de couplage, et en en prenant la moyenne sur les n surfaces Se des perforations, nous cbtenons
apres quelques manipulations un systeme de trois équations vectorielles reliant les coefficients
modaux a droite et A gauche de la section de couplage aux amplitudes sur les n perforations ;
ce systéme s’écrit :

P! -Pi=0
U] — Ud = tAU?P® (1.6)
Pre = —HU?® + APY

ot les quantités sont définies de la facon suivante :

- Py = P‘;H" + P97, (respectivement P? = Pf’L + P;i_)} est le vecteur colonne constitué
des coefficients modaux de la pression acoustique a gauche (respectivement 3 droite) de
la section de couplage :

- (UY) = Z7'[P¢T —PY7], (respectivement (Uf) = Z7HPF — P47]), est le vecteur colonne
constitué des coefficients modaux de la vitesse acoustique & gauche, (respectivernent 3
droite) de la section de couplage (au facteur S pres) ;

— P et UP® désignent les vecteurs colonnes (n x 1) ayant pour coordonnées I’amplitude
de la pression PL¢ et du débit UZ® sur les n perforations (pistons plans).

— les élements de la matrice A sont donnés par:
1
Ay = ~,—/ Pi(w)cos(k;z)dS ; (1.7)
Sa Js,
~ enfin, la matrice impédance mutuelle H (n x n) est définie par :

Jwp. / / Re[G(r,1')] dSdS" (1.8)

o= SC\"SB
Sa Sg
ot la fonction de Green du guide G(r,r') s’écrit pour 2/ > = de la fagon suivante (voir par
exemple [23] p 516) :

G(r,r) h(w) Zc EF(2)E7 () (w) . (1.9)

 2wp
Nous constatons que la matrice H est symétrique, par définition; de plus, il est possible de
montrer que les éléments de H sont des inductances, aux basses fréquences. Le systeme d’équa-
tions (1.6) généralise le résultat obtenu par Kergomard et coll. [13]. En toute généralité, il est
composé de matrices et de vecteurs ayant une infinité d’éléments. Si les sections de couplage
sont suffisamment éloignées entre elles (hypothése 1 du paragraphe 1.1), alors les modes éva-
nescents du guide principal sont fermés, & droite et & gauche de la section de couplage, sur leur
impédance caractéristique [24]. Le systéme (1.6) reste valable en le tronquant pour ne garder
que les modes propagatifs. Dans ces conditions, il se réduit & un systeme de (2m+n) équations
scalaires et A est une matrice (n x m). Dans le cas contraire, le systéme (1.6) ne change pas
de forme, Deffet du couplage des modes évanescents pouvant étre incorporé aux éléments des
matrices A et H [22].
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Equation de couplage guides secondaires-perforations

Pour déerire le couplage du mode plan se propageant dans un guide secondaire avec la
perforation, il suffit de reprendre la démarche adoptée pour le systéeme (1.6), a ceci prés que
seul le mode plan se propage dans le guide qui est couplé & la perforation. Avec un vecteur
normal entrant, sur la perforation, il vient pour le guide secondaire numéro a couplé i la
perforation notée S, :
P~ pi =0
ud, —ul = —a'Ure (1.10)
PLe = W' UE® + o' p?

ou les quantités sont définies de la facon suivante :

= pf (respectivernent pZ), représente Pamplitude de la pression acoustique dans le guide
secondaire a gauche (respectivernent i droite) de la section de couplage ;

= uf, (vespectivement ul), représente Pamplitude du débit acoustique dans le guide secon-
daire a gauche (respectivement & droite) de la section de couplage ;
— PL® et UL? désignent la pression moyenne et le débit sur la perforation S, ;

o

- la quantité adimensionnelle o’ est définie par:

1
a' = —-/ cos(kz) dSy ; (1.11)
Sa Js,
— enfin, impédance b’ s’éerit :
Jwp ' . .
w=L // Relga(x,x')] dSa dS, (1.12)

ol go(r,1’) est la fonction de Green du guide secondaire infini.

1.2.1 Matrice perforation

L’obtention de la matrice que nous appelons perforation, décrivant la modification des coef-
ficients modaux du champ acoustique dans chaque guide par le couplage des modes propagatifs
via les perforations, cousiste & éliminer des systemes (1.6) et (1.10) les quantités acoustiques
sur les perforations.

Nous pouvons pour cela créer d’aprés les équations (1.11) et (1.12), deux matrices diago-
nales:

AN =ddys,  H = b (1.13)

afin de mettre le systeme d’équations (1.10) sous la forme vectorielle suivante :

P —-P§{=0
U§ - Uf = —tA'UP® (1.14)

Pre — H/Ure +A/Pg

oi Py et Us sont deux vecteurs (n x 1) constitués des amplitudes de la pression p, et du débit

\

Uy (o = 1..m) des modes plans dans les guides secondaires.

Meéme si ce systéme est formellement identique au systéeme (1.6), chaque guide secondaire
est séparé de son voisin par une paroi rigide (il n’y a pas de couplage circonférentiel entre
résonateurs), le couplage entre les modes des guides secondaires ne peut donc s’opérer que via

les perforations, et le champ acoustique présent dans le guide principal ; ceci est traduit par le
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fait que les matrices H' et A’ sont diagonales. Les systemes (1.6) et (1.14) peuvent étre résolus
en posant

Y=27"

ol la matrice impédance Z = H + H’ est supposée inversible. La premiére étape consiste 3
éliminer la pression acoustique sur les perforations, en utilisant la troisiéme équation de chacun
des systemes (1.6) et (1.14). Nous obtenons ainsi une expression pour le débit acoustique sur
chaque perforation. En introduisant cette expression dans la deuxiéme équation de chacun des
systeres, les quantités acoustiques sur les perforations sont éliminées. La matrice perforation
notée PERF est écrite sous forme d’un assemblage de sous-matrices :

Idy s 0 0 0
PERF = \2 [fYX Idmom 8 (1.15)
-Ys Ya 0 Id, vy
avec les définitions suivantes :
Y=(H+H)"" Y =tAYA (1.16)
Yo ='AYA", Y3 =A'YA Y, =AYA’. (1.17)

La matrice A est donnée par I’équation (1.7). Les matrices Id, ., et Id,, «m sont des matrices
identité d’ordre n et m. Cette matrice permet de calculer les coefficients des modes propagatifs
a gauche d’une section de couplage S, en fonction des mémes coefficients & droite :

124 124
P! P

=P 2
Ut ERF | 2
us u?

I est & noter que méme dans le cas on les perforations n’ont pas toutes la méme géométrie ni
les memes dimensions, et indépendamment de la géométrie de sections transversales des guides
secondaires et principal, la matrice H est symétrique par construction ; les matrices H' et A’
sont diagonales ; par conséquent, Y, Yy et Yy sont aussi des matrices symétriques. D’autre part,
d’apres les définitions ci-dessus, et sachant que A’ est symétrique, nous pouvons écrire :

Y2 = tY3.

En revanche, la structure et les symétries de la matrice A (nxm) (éq. 1.7) dépendent directement
du rapport existant entre le nombre de modes propagatifs m dans le guide principal, et le
nombre de perforations n sur la circonférence d’une section de couplage. Ceci est discuté dans
le paragraphe suivant. Notons aussi que la matrice perforation obtenue (éq. 1.15) est triangulaire
par blocs: I'approximation du piston plan sur chacune des perforations implique directement
que, la pression est conservée dans chaque guide au passage de la section de couplage.

1.2.2 Exemple de couplage longitudinal des premiers modes supé-
rieurs en géométrie cylindrique
L’objectif de ce paragraphe est d’expliciter les éléments de la matrice perforation (éq. 1.15)
dans le cas particulier suivant: la géométrie est cylindrique, trois modes se propagent dans
le guide principal (m = 3), et deux guides secondaires constituent le traitement acoustique
(n = 2). Les propriétés de symétrie concernant les matrices A, et A’ et H sont présentées

ci-dessous.
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Géométrie cylindrique

Dans le cas on le guide principal est cylindrique, muni d’un repeére (O, r, 6, z}), et de rayon

71, nous cherchons la forme que prend alors la matrice perforation. Les modes propres du guide
cylindrique s’écrivent

, , r

bi(w) = tbpg(w) = Nygeos(pf + ¢,) J, (Vg ;1‘) )
ot N,y est une constante de normalisation, &, est une constante qui dépend du choix du repere,
Vg est le (q+1)77¢ zéro de la dérivée de la fonction de Bessel Jpp, et Vindice 7 numérote P'ordre
croissant des 7,,. Les trois premiers modes propagatifs (i = 0,1 ou 2) sont tels que ¢ = 0, et
P = 0,1, ou2. Nous choisissons par simplicité de réduire ’étude & ces trois modes du guide

principal ; d’apres Iéquation(1.7), nous pouvons alors écrire :

1
Awi = Aqp = —/‘/’VPOJP(’YPU) / cos(p + ¢, )cos(kyoz)dS, p=0,1,2; (1.18)

S

Qo

De meme, a partir de la définition de la matrice H (éq. 1.8), il vient en géométrie cylindrique :

Haos = (1.19)

wp [ [ N2,
&5 / / Z “Tsh—)(’“( — 2))eos(p0 + ¢,)cos(p'0 + o, )dS dS

So Sa
Dans les sous-paragraphe qui suivent, nous explicitons les matrices H et A dans le cas
particulier de la figure 1.2. Nous montrons ci-dessous que le cas de deux guides secondaires
identiques (n = 2), disposés en vis-a-vis et couplés aux trois premiers modes propagatifs (m = 3)
du guide principal par deux perforations identiques, est un cas particulier pour la matrice
perforation. La matrice Y; = *AYA est alors diagonale: les modes du guide principal ne sont
pas directement couplés entre eux par le passage de la perforation, mais uniquernent par le biais

des modes plans dans les deux guides secondaires.

i
3
0 Z
3 __9
4
2

Fia. 1.2 - Configuration d'une cellule élémentaire du réseau pour n = 2. (1. et 2.: guides
secondaires, 3. et 4. : perforations, 5. : guide principal cylindrique, 6. : séparation entre les guides se-

condaires)

Symétries de la matrice H (1.8)

En prenant comme point de départ I’expression de la matrice H dans le cas particulier de la
géométrie cylindrique (éq. 1.19), nous supposons que toutes les perforations d’une méme section
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de couplage ont la méme géométrie, et sont réparties sur la circonférence de facon réguliére.
Nous effectuons dans la deuxidme intégrale le changement de variable ¢" = ¢'+27(8 ~ a)/n,
permettant de passer de la perforation Sz, a la perforation S,. Dans ces conditions, il vient:

= 2mp = 2mp
g = ;(‘—-—,'—_,.1 21| — —_ . 2
Ho s E cos| - (B—a)]Hi(p) + E sin| - (B — o) Hy(p) (1.20)
P P
avec
. oG aA72
s Jwp Noode (pg) . .
Hy(p) = 52 // Eq —%—T—sm(kw(:/ —z))cos(pf + ¢,)cos(p'd + ¢'p)dS dS"”,
et

Jw C N T (~
Hy(p) = %ﬁ / / > —?q—gﬁlsmum( — 2))cos(pf + ¢,)sin(p'0 + ¢',)dS dS" .
o ;u 2 q b

Lorsque n = 2 (deux gnides secondaires), d’une part le second terme de I’équation (1.20) est nul,
et. d’autre part (‘()3[27’%(/3' —a)] = (=1)PP~) avec a = I,2et §=1,2. Dans ce cas particulier,

la matrice H prend la forme suivante :

Ho. Yoco Hilp) 02 (=1 Hy(p) |
TS (CV)P ) S, Ha(p)

Meme dans le cas simple envisagé ici (n = 2), nous sommes confrontés au calcul des deux
éléments indépendants de la matrice Has (un diagonal est un non diagonal); chaque terme
est une serie doublement infinie, comportant les zeros des fonctions de Bessel Jp, & intégrer
la surface de deux perforations (dont la surface n’est pas plane en géométrie cylindrique). Le
meme travail est ensuite i effectuer pour obtenir les éléments diagonaux de la matrice H’, grace
a la fonction de Green des guides secondaires (sectoriels). Une évaluation détaillée des éléments
de la matrice perforation est disponible dans le cas particulier d’une seule perforation, couplée
au mode plan; en étudiant les instruments de musique a trous latéraux, Keefe [25] en a donné
une valeur approchée en géométrie cylindrique, lorsque le rayon de la perforation est petit
devant celui du guide. Lorsque comme ici, plusieurs modes du guide principal sont couplés a
plusieurs perforations, I’évaluation des éléments de la matrice perforation n’a pu étre effectuée
par manque de temps. La forme de la matrice A, présentée dans le sous-paragraphe suivant
permet cependant de mettre en évidence une propriété intéressante de la matrice perforation.

Calcul de la matrice A (1.7)
Nous cherchons a écrire le terme général de la matrice A; pour cela, nous choisissons de
définir les deux quantités suivantes :

1
a, = ENPO Jp(’Ypo)/q cos(pl + ¢, )cos(kyoz) dS

et

1 . ;
b, = S ]\/poJ,(ypg)/g sin(pf + ¢, )cos(kpoz) dS

alors, la premitre ligne de la matrice A s’écrit :

Alp = ap,
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et, par un simple changement de variable dans lintégrale le terme général de A s’écrit

Anp = ap COS(Q?TP(E)) - psin(iZﬂ‘p(g)) a=1l.n. (1.21)
Ce résultat est utile pour calculer les éléments de Y1, pour lesquels on obtient :
i 7
(Ys )pp’ = Z Z tAapYQﬁAﬁp’ (1.22)
o=l =1

7% 72 N . ) ' , 8 ' , 3
= ZZ Yaosla, i"()S(Qﬁp(g)) —b, sm(Zﬁp(g))][aT,/ cos(2mp (=)) — by sin(2mp (&))].
7 n n ‘n
a=15=]
On remarque que si n = 2, alors tous les termes en b, et by sont nuls dans la double somrne,
et Péquation (1.22) s*écrit :

2 2
(Y)ppr = apap D Y (=1 (—1)" 7Y o

a=1f=1

Le terme de droite est nul si I'on pose p# p!, car la matrice Y,5 est symétrique, et lorsque
le résean est tel que celui représenté par la figure 1.2, tous les termes diagonaux de Y sont
identiques.

Pour ne pas avoir nne matrice Y diagonale lorsque n = 2, il suffit par exemple que les
perforations ou les guides secondaires ne soient pas identiques, ou bien que les perforations ne
soient pas disposées en vis-a-vis. Une autre solution consiste 3 poser n = 3 (trois perforations
sur une section de couplage) ; dans ce cas, méme en ne prenant en compte que le premier mode
supérieur de guide principal (p = 1 et ¢ = 0), la matrice Y; n’est pas diagonale et les modes
supérieurs du guide principal sont directernent couplés entre eux.

En conlusion, nous avons montré que dans le cas particulier oli il n’existe que deux perfo-
rations sont identiques, et disposées en vis & vis sur une section de couplage, les trois premiers
modes propagatifs du guide cylindrique principal ne sont couplés entre eux que via le champ

acoustique sur les perforations.

Matrice perforation d’ordre quatre

Dans certaines conditions, les éléments de la matrice PERF (notée PERF lorsqu’elle est
d’ordre quatre) de ’équation (1.15) sont connus. Considérons un guide principal dont le diamétre
est suffisamment petit devant la longueur d’onde pour qu’un seul mode soit propagatif (m=1),
des sections de couplage ne comportant qu'une seule perforation, et un seul guide secondaire
(n = 1). Dans ce cas particulier, la matrice PERF (éq. 1.15) permet de retrouver la matrice
perforation d’ordre quatre, déja présentée dans la référence [13]. En disposant dans les vecteurs,
les quantités relatives an guide principal en haut, et celles relatives au guide secondaire en bas,
il vient pour la matrice perforation d’ordre quatre :

1 0 0 0

PERF = [Yg]“ (1)“[\(12]“8 , (1.23)
=[Ysli1 0 Y4 1

ce qui permet de relier les amplitudes du mode plan de part et d’autre de la section de couplage
de la fagon suivante :

Pt I
g d
U U
; = (PERF) Clt ,
Y2 Po
'Ug /Hg



1.3. RESEAU DE LONGUEUR FINIE 67

ol :

- p;, (respectivement pl) représente P'amplitude de pression du mode plan dans le guide princi-
pal, & gauche (vespectivemnent a droite) de la section de couplage

- p;“; (respectivement p3) représente Pamplitude de pression du mode plan dans le guide secon-
daire, & gauche (respectivement & droite) de la section de couplage ;

- 'u,gl, (respectivenent ul) représente Pamplitude du débit dans le guide principal, & gauche (res-
pectivement a droite) de la section de couplage ;

- u; (respectivernent u?) représente Vamplitude du débit dans le guide secondaire, & gauche

(vespectivemnent & droite) de la section de couplage.

Nous cherchons & évaluer les quatre éléments non diagonaux de la matrice perforation
d’ordre quatre PERF. A partir des équations (1.7) et (1.11), il est immédiat de constater que

AM :(l/A

Cette égalité découle directement du fait que les caractéristiques du mode plan sont communes
a tous les guides, quelle que soit leur géométrie. En utilisant cette équation, ainsi que les
définitions données par les équations (1.16) et (1.17), pour les matrices Y1, Ya, Y3, et Y4, nous

obtenons simplement que :
Yi]ie = [Yolin = [Ya]i1 = [Ya]1y = Vi,

ou Y est "admittance de perforation classique, dont une évaluation détaillé est donnée dans la
référence [13] lorsque la vitesse acoustique n’est pas constante sur la section de la perforation.
Kergomard et coll. ont alors montré que Y, est une admittance de couplage en paralléle des deux
guides correspondants, due i Iexistence de modes acoustiques symétriques sur la perforation.
Lorsque comme ici, air est supposé vibrer en piston plan sur la perforation (premier mode
symétrique), nous choisissons simplement pour 1/Y; Pimpédance d’un diaphragme de rayon r,
dans un écran infini [26] (rapport pression-débit) ; ceci permet d’écrire :

L _dwr (1.24)

Y. o 2r
En toute rigueur, la valeur de Padmittance Y, dépend de la géométrie des guides d’ondes et
de la perforation (voir [27] pour une évaluation en géométrie rectangulaire, et [13] pour une
discussion sur les résultats disponibles dans la littérature). Cette valeur est modifiée lorsqu’il
y a un écoulement moyen dans le systéme, ou lorsque le niveau est tel que I'impédance de
perforation dépend du module de la vitesse sur la perforation (régime non linéaire). La valeur
de I'admittance Y, donnée par ’équation (1.24) sera utilisée dans le chapitre 2, pour étudier la
propagation de deux modes plans couplés dans un réseau de deux guides d’ondes inhomogeénes.

1.3 Réseau de longueur finie et méthode numérique de
calcul de la perte par insertion

D’une facon générale, la formulation par matrice de transfert que nous avons utilisée ci-
dessus est satisfaisante pour étudier la propagation dans un systéme de guides d’ondes couplés.
Lorsque le résean est de longueur finie (N cellules) et s’insére dans un conduit pour constituer
un silencieux, il est nécessaire de connaitre la matrice de transfert R des N cellules (lorsque le
réseau est périodique, on a simplement R = PY o P est la matrice de transfert d’une cellule
élémentaire du réseau). Les conditions aux limites sur les quantités acoustiques en début et
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en fin de réseau permettent de caractériser totalement le systeme, en obtenant une matrice de
transfert R’ d’ordre inférieur 4 R.

Cette approche, séduisante par sa simplicité, est en pratique plus difficilement applicable
qu’il 0’y parait. Prenons I'exemple d’un réseau périodique. D’une part, le calcul de R = PN est
en général difficile & réaliser analytiquement ; d’autre part, lorsqu’une paire des valeurs propres
et de la matrice P d’une cellule élémentaire correspond 4 un mode évanescent du réseau, la
constante de propagation ' est réelle. Le calcul numérique de P n’est alors possible que pour
un faible nombre de cellules (ou plus exactement NT petit).

Pour résoudre cette difficulté, une méthode dite de calcul par matrice admittance locale, a
précédemment été présentée dans les références [18, 19, 20], appliquée & divers problémes. Dans
la référence [20], les auteurs ont comparé leurs résultats numériques & un calcul par matrice
de transfert publié par Sullivan [2], et montré clairement Pefficacité de Papproche adoptée,
supprimant les instabilités numériques dues & de tres grandes valeurs propres de matrices &
multiplier, correspondant aux modes évanescents. Le probleme traité dans la référence [20]
comporte trois guides et trois modes plans couplés par des perforations ou I’air vibre en piston
plan. La méthode utilisée est formellement généralisée ci-dessous, lorsque des modes supérieurs
sont présents sur les perforations et dans les guides. Une expression de la perte par insertion
par mode est proposée dans le cas particulier ot les guides secondaires sont fermés par un mur

rigide en début et en fin de réseau.

1.3.1 Calcul par matrice admittance locale

Pour décrire la méthode de calcul par matrice admittance locale, nous partons d’un cas
simple: un tube rectiligne de longueur finie, dans lequel se propage le mode plan; le biporte
acoustique associé est symétrique, réciproque ; nous le choisirons orienté antisymétriquement
(pour fixer les idées, de la gauche —I’entrée— vers la droite —la sortie ).

Connaissant 'admittance de sortie du biporte, nous cherchons son admittance d’entrée. La
matrice admittance caractérisant un tel biporte prend la forme suivante :

uSO ‘"Ya }/b pso
= 1.2
()=(35 0.

, et u™ sont les pressions et débits acoustiques, respectivement & 'entrée et

LE1 en

ou p, u", p
a la sortie du biporte. En supposant connue Iadmittance de sortie du biporte Y = y*° /p*°,

SO

Péquation (1.25) est alors équivalente & :
Vr =Y, = V2 (Y +Y,)"!, (1.26)

ce qui permet d’obtenir V" = u®"/p" est-a-dire I'admittance d’entrée du biporte. Dans
le cas ol la pression & l'entrée du systeme p" est connue (comme par exemple lorsque 1’on
cherche & calculer le coefficient de perte par insertion), la pression A sa sortie est donnée d’apres
Péquation (1.25) par:
{ en
= e V) e (1.27)
Yy

Il est & noter que cela revient & remplacer une matrice d’ordre deux (éq. 1.25) par deux relations
scalaires (éq. 1.26 et 1.27). Supposons que le biporte soit remplacé par un multiporte composé
de ¢ biportes, indépendants, de meéme longueur, et ne communiquant pas entre eux (g est en
fait le nombre total de modes, plans ou non, propagatifs dans les biportes) ; dans ce cas, les
trois équations ci-dessus se généralisent immédiatement sous forme matricielle, comme suit :

U N oY, Y, pse )
( yen ) - < _Yb Ya ) ( Pen ) ’ (128)

30
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Yo = Ya —Yb(YﬁO‘:LYa)—le? (129)

ainsi que

P = YU—I (Ya . ch) P , (130)

ol les quantités sont définies comme suit :

- P et P sont les vecteurs colonne (g x 1), constitués des amplitudes des pressions des
mnodes propagatifs dans chaque guide, respectivement i 1’entrée et i la sortie du systéme ;

- U™ et U sont les vecteurs colonne (g x 1), constitués des amplitudes des vitesses acoustiques
des modes propagatifs dans chaque guide (au facteur S, prés, on Sy est la surface du guide
constituant le ¢®"¢ biporte), respectivernent & l'entrée et a la sortie du systeme ;

= Y4 et Yy sont des matrices diagonales (¢ x q), construites avec les éléments de la matrice
admittance (éq. 1.25) pour chacun des guides

- Y et Y sont les matrices admittance locale (q % q), respectivement & l’entrée et i la sortie
du systéeme.

Le formalisme ci-dessus présente Pavantage d’etre tout aussi applicable lorsque le réseau
n’est pas homogene (par exemple par la présence de diaphragmes ou de matériaux poreux dans
certains des guides). De plus, I'ordre (ici q) des matrices manipulées (voir les équation 1.29 et
1.30) est deux fois inférieur & celui d’une matrice de transfert décrivant le meéme probleme.

Etudions maintenant le cas ob les guides sont couplés. Considérons ¢ modes propagatifs
(plans ou non), se propageant dans un réseau de guides ; admettons que les ¢ modes soient
couplés par des perforations. Supposons connue la matrice perforation reliant les amplitudes
des modes acoustiques a droite et & gauche de la section de couplage. En généralisant 1’équation

(1.15), une forme de cette matrice peut s’écrire :

pY Sdi  Z, p¢
(u )= (% &)(5), 1)

ot Sdy, et Sdy, sont deux matrices (¢ x q) sans dimension ; le calcul donnant la matrice perfora-
tion (éq. 1.15) n’est pas assez général pour connaitre les expressions des éléments des matrices
Sdi, Sdy et Z,, mais nous avons vu dans le cas particulier ot ’air vibre en piston plan sur les
perforations, que, d’une part Z, =0et Sdy = Sdy = Idg 4 et que, d’autre part Y, repésente ef-
fet sur les modes propagatifs dans le réseau, des pistons plans sur des perforations. En prenant
pour base I’équation (1.31), et en supposant connue la matrice admittance locale Y (g xq),a
droite de la section de couplage, il est aisé de montrer que la matrice admittance locale Y9 3
gauche celle-ci s’éerit :
Y9 = (Sdi + Z, YH) TSy Y 1Y) . (1.32)
Cette équation décrit donc Deffet d’une section de couplage sur la matrice admittance locale.
Il est & noter que lorsque ’air vibre en piston plan sur les perforations, (Z, = 0, et Sd; =
Sdy = Id, ) Veffet des perforation dans 'équation (1.32) se limite & une simple addition (les
admittances Y, et YZ sont en parallele).
De meme, 'effet des perforations sur la pression s’obtient & partir de I’équation (1.31); il
vient :
P? = (Sd; + 7, Y,)"' PY. (1.33)
Dans le cas particulier ot I’air vibre en piston plan sur les perforations, les équations (1.32) et
(1.33) se simplifient pour donner :

Yé=(Y'+Y,) et Pl=P9, (1.34)

Les deux équations (1.29) et (1.32), utilisées alternativement pour les portions du réseau
olt les guides ne sont pas couplés puis pour le passage des sections de couplage, permettent de
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calculer la matrice admittance locale de fagon itérative, en tout point du résean, a partir de la
matrice admittance locale de sortie. Une fois ce caleul fait et toutes ces matrices mémorisées,
les équations (1.30) et (1.33) permettent & leur tour de connaitre le vecteur pression dans le
réseau et a sa sortie, connaissant la pression d’entrée. Il est & noter que ’ordre de ces opérations
de la sortie vers entrée pour I'admittance locale et de Ientrée vers la sortie pour la pression,
est fixé par les données du probléme (la pression & l'entrée et 'admittance & la sortie) ; cet
ordre n'est pas explicite dans la référence [20], bien que le succes de cette méthode itérative en
dépende. Non décrivons ci-aprés en détail le processus de calcul, ainsi que la prise en compte
des conditions aux lirnites & chaque extrémité du systéme, dans un cas particulier.

1.3.2  Calcul de la perte par insertion

Calculons la perte par insertion pour le réseau de la figure 1.1, dans le cas ol les guides
secondaires sont fermés, en début et en fin de réseau, par un mur rigide (figure 1.3). Le systéme
est donc constitué d’un guide cylindrique de grand diameétre, dans lequel se propagent p modes ;
ce guide est traité en paroi sur une longueur finie par des guides secondaires fermés i chaque
extrémité. Le réseau de longueur finie est constitué de (N+1) portions de ¢ biportes en parallele ;
Les ¢ biportes en paralléle sont couplés entre eux au niveau des N sections de couplage (voir
figure 1.3).

La premiere étape du calcul consiste & obtenir les matrices admittance locale (g x ¢) dans
le réseau ; la matrice admittance de sortie Y*¢ (¢ x q) est connue, et contient les conditions aux
limites de fin de réseau, que nous expliciterons par la suite. Nous pouvons donc écrire

Y9(0) = Y.

En remontant vers la source, la matrice admittance locale & droite de la premiere section de
couplage est donnée par I’équation (1.29), décrivant Peffet de la propagation de tous les modes
dans tous les biportes indépendants ; il vient :

Y1) = Ya— Yo(Y?(0) + Y)Y, .
Le passage de la premiére section de couplage (éq. 1.32) donne :
Y7(1) = (Sdi +Z, Y(1)) 71 (Sd» Y4(1) + Y,,) .

En appliquant de ce cette facon (N + 1) fois la premiére équation et N fois la seconde, la
mafrice admittance locale Y = Y4(N 4 1) d’entrée du réseau est connue. Nous verrons plus
loin comment lui appliquer les conditions aux limites & Pentrée.

La deuxiéme étape consiste & calculer les vecteurs pression du réseau, dont les coordonnées
sont constituées des ¢ coefficients modaux des modes qui sont propagatifs entre deux sections de
couplage. Supposons le vecteur pression d’entrée P — Pd(N+1) connu (vecteur colonne g x 1).
En appliquant alternativement ’équation (1.30) décrivant Deffet, des ¢ biportes, et I’équation
(1.33) de couplage par les perforations, il vient pour le vecteur pression de sortie :

P = F(1) G(1) F(2) G(2) --- G(N — 1) F(N) G(N) F(N + 1) P*" (1.35)

o G(i) = (Sd; + Z, YU(i))~! et F(i) = Y, ' (Ya — Y4(3)). Les pressions en sortie du réseau

s’expriment. aussi en fonction des pressions & Pentrée par:
P =MP, (1.36)

ot le caleul de la matrice M fait intervenir les (N 4 1) matrices admittance locale Y4(i) du

réseatl.
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Réseau de guides couplés
I ! | !
1 1 .
'PYN) ! ! P4(0)
1 1 i
Po(N) I ! P(1)
PYN +1) | P
g pen ! ! ! Admittance de sortie
Source 1 - b oy mmemeens Lo... ! so so
. Tern J\"‘ + 1 1Y i 1 | 0 Yl U1
(Po, Zo) Ui ( ) ' I i Pi°
I — i i i [
I i i
LYYW I !
YI(N) | I Lo Yeo)
1 | 1Y9(1)
YN 41) 1 boYe(1)
! i ! ! I
: ! ‘ | !
" Sections de clouplage '
Fia. 1.3 - Schéma de calcul de la perte par insertion par matrice admittance locale, pour un

réseau de guides en paralléle, couplés par des perforations situées sur N sections de couplage

La troisieme étape introduit les conditions aux limites du réseau. Tous les guides secondaires
de la premiére et de la derniére cellule sont fermés par un mur rigide. La vitesse acoustique aux
endroits correspondants est donc nulle. Pour prendre en compte ces conditions, nous distinguons
les modes du guide principal (disposés en haut) des modes dans les guides secondaires (en bas)

comme suit ;

: P en usr .
Pt = < psn ) el U™ = ( Usr ) , (1.37)
pour les vecteurs pression et vitesse, & ’entrée. De la méme fagon
PS(I USO
P = ! t U = ! , 1.38
(i) - e 139

a lasortie du systéme. La condition de vitesse nulle aux extémités du réseau s’écrit donc U§* = 0

et Uy? = 0. Examinons maintenant la matrice admittance locale Y*° de sortie. A cet endroit,

tous les modes des guides secondaires sont découplés et sont fermés sur une admittance nulle
(mur rigide). La matrice admittance des modes du guide principal Yi°(p x p) est supposée
connue (par exemple, la matrice est diagonale et les modes sont fermés sur leur admittance
caractéristique). A la sortie du systéme, il vient :

USO YS‘O O PSO
! = ! ! ) (1.39)
Use 0 0 |
A Dentrée du systéme, la matrice admittance locale Y& = Yd(N + 1) n’est pas diagonale,
consécutivement au couplage par les perforations. En posant Z¢" = (Ye)=1 il vient :

PE'I’l — ZBT&UC?’L .

En séparant les modes (éq. 1.37), la matrice Z° de I’équation précédente se décompose comme

p¢” z5n 7y U
" > 1.4
(P) ( 24)(11 ! (40

suit
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De la méme facon, en reformulant la matrice M (éq. 1.36) par blocs, il vient :

7 PEO B M} M2 Pc}zn 4
Q Py ) B ( My My > (p;n ) : (1.41)

Il reste & introduire les caractéristiques de la source, sous la forme d’un générateur de
Thévenin d’impédance interne Z,, fournissant un vecteur pression Py constitué de p modes
dont 'amplitude est connue.

Lorsqu’il n’y a pas de traitement acoustique, la matrice impédance du générateur de Thé-
venin Zg et la matrice impédance de sortie (Y39)=1 sont simplement disposées en série, et le
vecteur pression de la source Py s’exprime en fonction de la vitesse de sortie (U$%) s comme
suit

Py = (Z)s (U{%)s, (1.42)

ouZs = (Zy+(Y{’)71). La vitesse de sortie (U$°)s et la matrice impédance (Z)s sont indicées
S pour indiquer quil 1’y a pas de systéme inséré. Lorsque le traitement acoustique est inséré,
les équations (1.39), (1.40), et (1.41) donnent la relation entre le vecteur pression de la source
Py (qui reste inchangé) et la vitesse de sortie (V's)a, (Vindice A indique que le systéme est
inséré). 11 vient :

Py =(Z4) (U4, (1.43)
ol
Za={Zy (M Z{" 4 MoZ5") ™" 4 (M + M2Z5" (Z5%) ) } (vie) "
La perte par insertion est définie par I’équation :

Puissance émise sans systé me inséré

1L = 1010!]1() (144)

Puissance émise avec systé me inséré

A Taide des équations (1.42) et (1.43) et aprés quelques manipulations, nous pouvons écrire
que pour le mode numéro k en sortie de systéme :

LY — ) - {(ZS)—l]k;P[PO}P 2 avec - m
11,(A,)umz(gm{];——-——-.—_[(ZA)_IM[PO][} ?, cc k=1..m. (1.45)

L’équation (1.45) donne la perte par insertion pour chaque mode & la sortie du systéme, en
fonction de la pression fournie par la source.

1.4 Conclusion

Lorsqu'un guide acoustique de grand diametre est traité en parol par un traitement acous-
tique & réaction non locale, nous avons montré que la propagation peut étre décrite par un
modele discret, a I'aide de deux matrices de transfert de nature différente - une matrice propa-
gation (PROP) diagonale par blocs de forme classique, et une matrice perforation (PERF). Une
matrice perforation a été déterminée en généralisant une méthode intégro-modale déja utilisée
par Kergomard et coll. [13]. Nous avons donné une expression analytique de ces éléments et
discuté ses propriétés de symétrie dans le cas particulier d’un réseau de géométrie cylindrique.
Il existe au moins une configuration particuliere (2 guides secondaires identiques en Vis-a-vis)
pour laquelle les trois premiers modes du guide principal ne sont couplés que par I'intermédiaire
du champ acoustique sur les perforations. Lorsque le réseau est de longueur finie, nous avons
d’autre part généralisé une méthode de calcul par matrice admittance locale précédemment
utilisée pour calculer la perte par insertion de silencieux & tubes perforés [20]. Nous proposons
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une expression de la perte par insertion par mode, permettant d’éviter les problémes de diver-
gences numeériques que 'on rencontre lorsque I'on obtient ce type de résultats en utilisant des
matrices de transfert. Il est nécessaire de compléter le travail présenté dans ce chapitre par une
évaluation en géomeétrie cylindrique des intégrales données par les équations (1.7), (1.8), (1.11),
et (1.12). Une fois ces éléments de la matrice perforation obtenus, des configurations trés variées
pourraient etre étudiées. Par exemple il serait aisé d’i incorporer un matériau modélisé comme
un fluide équivalent, ou encore des diaphragmes dans les blocs de la matrice PROP décrivant
les guides secondaires. La méthode présentée au paragraphe 1.3 permettrait alors de calculer
les performances (perte par nsertion) d’un traitement acoustique du type de ceux utilisés pour
les réacteurs d’avion, mais 4 réaction non locale. Il pourrait étre constitué par exemple de ré-
sonateurs de Helmholtz couplés, ou d’un matériau poreux disposé derriere un écran perforg,
configurations qui intéressent particulierement les concepteurs des nacelles de réacteurs.
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Chapitre 2

Modes plans couplés dans un
réseau périodique de guides
d’ondes

Introduction

Nous considérons dans ce chapitre le cas particulier de deux guides d’ondes (il n’y a qu’un
guide d’onde secondaire, voir figure 2.1), périodiquement couplés par des perforations (trous
latéraux). Aux basses fréquences, quand seul le mode plan se propage dans chacun des guides,
le transfert par une cellule élémentaire du réseau périodique est représenté par une matrice
d’ordre quatre notée P. Sa forme générale a été donnée dans la référence [13]. Cette matrice
de transfert P est le produit d’une matrice correspondant & Deffet de la perforation PERF, et
d’une matrice correspondant & la propagation dans les deux guides, PROP. L’équation (1.23)
du premier chapitre donne la matrice perforation d’ordre quatre, PERF, lorsque 'on suppose
que Dair vibre en piston plan sur les perforations. Dans le cas plus général ol I'on ne fait pas
cette hypothése, la matrice PERF a été trouvée égale i ([13) -

oI =y I N 0O
PERF =T 2.1
PER +<_711 711><0N>’ (2.1)

oll vy = ?1-% Yy = b—l—:fs—, S et Sy sont les sections des guides; I et 7 sont les matrices
i 22 2
identité d’ordre deux et quatre respectivernent ; Enfin, la matrice N est donnée par

vz 11y _
—Tﬁ(l/Z 1 ) (2:2)

Notons ici que la matrice N vérifie la propriété suivante: N—! = 1/2(K = 1), ot

K= ( 1?2 1{)}/ > 5 (23)

Cette propriété nous sera utile par la suite. L'élément Y est une admittance représentant le
couplage en parallele des deux guides (voir chapitre 1) et I’élément Z est une impédance re-
présentant le couplage en série. Un schéma équivalent de la matrice PERF est donné dans la
référence [13]. Cette matrice relie les vecteurs (p1,v1,p2, v2) de part et d’autre de la perforation,
oll p1 et vy sont les pressions et vitesses acoustiques dans le guide principal (indice 1), et p
et vy dans le guide secondaire (indice 2). L’analyse générale est en effet plus simple pour les
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grandeurs pressions et vitesses, meéme si pression-débit est un couple mieux approprié 4 I’étude
des discontinuités (de ce fait, pour 'exploitation des résultats, c’est le couple pression-débit que
nous utiliserons, mais nous le préciserons alors). Y est donc un rapport vitesse/pression, et Z
un rapport pression/vitesse. La relation entre Y et Y, (eq. 1.24) est la suivante :

L_1(1, 1y1
Vo 2\8 S8, )V

Il est & noter que la perforation est modélisée comme ponctuelle, mais que la théorie qui v
aboutit est rigoureuse et n’a pas besoin de cette hypothése ; la seule restriction est que les
distances entre deux perforations doivent étre plus grandes que les dimensions transversales
des guides, pour qu’il n’y ait pas de couplage par les modes de guide évanescents. Mais, méme
lorsque ce couplage existe, le modéle reste valable et seules les valeurs de Y et Z sont modifides ;
pour ce genre de considérations voir par exemple la reférence [22].

La matrice propagation PROP est celle de deux biportes et s’écrit sous la forme suivante :

(T 0
PROP = ( 0 T, > , (2.4)

ou

T, = ( Ai By > , avec 1 =1,2.
C; Dy

Ty est la propagation dans le guide principal, et Ts celle du guide secondaire. Dans le cas le

plus général, les coefficients A;, B;, Cy et D; sont quelconques. En I'absence d’écoulement, les

matrices T; sont de déterminant 1 (chaque portion de guide est réciproque).

Le fait de supposer que ces matrices sont symétriques (A; = D;) ne diminue pas beaucoup
la généralité du propos pour 'analyse d’un milieu périodique, car une cascade de cellules asymé-
triques peut se ramener A une cascade de cellules symétriques par un changement de variables
approprié. Dans ce qui suit nous prendrons la réciprocité et la symétrie comme hypotheses, la
matrice PROP ne contenant plus que quatre coefficients indépendants. Ceci permet néanmoins
de traiter de nombreux problemes d’interét pratique, sans écoulement ; par exemple :

1. un guide muni de résonateurs couplés ;
2. un silencieux a tubes perforés avec ou sans partitions (diaphragmes);

3. Un guide entouré d’une plaque perforée, derridre laquelle est disposé un matériau absor-

bant modélisé comme un fluide équivalent.

Un cas particulier trés facile & analyser est celui du silencieux & tube perforé simple, car alors
les deux guides ont les mémes caractéristiques (nombre d’onde k et impédance caractéristique
pec), et Ty = Ty. Ce cas est appelé guides homogénes dans la référence [13]: ils sont le siege de
deux modes découplés, que le milieu soit périodique ou mnon, I'un étant le mode plan, 'autre
le mode flite (par analogie avec les instruments & vent & trous latéraux) ; pour ce dernier, les
pressions dans les deux guides sont égales en module et en opposition de phase.

Le but de ce chapitre est de discuter la propagation acoustique linéaire, dans deux guides
périodiques sans écoulement, soit de longueur infinie (en étudiant P’équation de dispersion),
solt de longueur finie (par diagonalisation de la matrice d’une cellule élémentaire). Les calculs
traitant le cas général sont analytiques: ceci nous permet de tirer pleinement parti d’une analyse
paramétrique, meéine si celle-ci est limitée dans ce document & quelques cas particuliers.

En outre, le calcul numérique concernant ce type de milieux est délicat lorsque 1’un des
modes de réseau est évanescent, car une des valeurs propres de la matrice d’une cellule élémen-
taire du réseau périodique est alors trés grande. Une résolution par une formulation en matrice
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admittance locale inspirée de la référence [20] est exposée dans le premier chapitre (paragraphe
1.3); nous Pavions aussi utilisée dans un premier temps mais nous avons trouvé un résultat
analytique, qui est évidemment préférable. Les calculs ménent & un résultat de forme trés com-
pacte (dont la concision et été & notre avis difficile & obtenir par le biais d’un logiciel de calcul
formel). Le paragraphe (2.1) établit Iéquation de dispersion, et nous verrons, grace aux solu-
tions de cette équation, I'interét d’un modele discret pour décrire le comportement acoustique
de deux modes plans couplés. Le paragraphe (2.2) analyse les résultats dans le cas d’un résean
de résonateurs couplés. Le paragraphe (2.3) présente la diagonalisation de la matrice P d’une
cellule élémentaire du milieu, et le paragraphe (2.4) en déduit la matrice impédance {(d’ordre
quatre puis d’ordre 2 aprés fermeture du guide extérieur 2 pour obtenir un réseau de longueur
finie), ainsi que la perte par insertion. Enfin, le paragraphe (2.5) analyse la perte par insertion
d’une portion finie d’un guide d’onde & résonateurs couplés. Nous verrons notamment comment
le modele permet par exemple d’interpréter la transition entre une chambre d’expansion et un
long résonateur déji présentée dans la référence [4], et nous étudierons comment se modifie la
perte par insertion lorsque l'on ajoute des diaphragmes dans une chambre d’expansion.

2.1 Calcul de la relation de dispersion

A partir de la matrice d’ordre quatre PERF (eq. 2.1), et de la matrice d’ordre quatre
PROP (eq. 2.4), une cellule élémentaire du réseau est entierement caractérisée. La question se
pose toutefois de choisir la cellule élémentaire de facon judicieuse pour simplifier le calcul du
déterminant de la matrice P qui y est associée. L’idée de choisir une cellule symétrique centrée
sur la perforation est intéressante mais impose le calcul du produit de trois matrices. Pour le
calcul de I"équation de dispersion mené ici, il est préférable de choisir une cellule asymétrique,
P =PERF x PROP. Nous cherchons les quatre valeurs propres de la matrice P en résolvant
équation aux valeurs propres (P — AZ) = 0. En revanche, lors de la diagonalisation, la premiere
solution s’averera préférable (et la matrice de transfert d’une cellule symétrique sera alors notée
Ps).

Tous les calculs utilisent la partition des matrices d’ordre quatre en sous-matrices d’ordre
deux. Ceci permet de retrouver beaucoup plus simplement les résultats de la référence [13] (et
en particulier équation (46)) 1.

En partant des equations (2.1), (2.4) et (2.2), il vient :

P = PERF x PROP = ( (1+92M)T; —NT, ) . (2.5)
—~1NT; (I+yN)T,

Les quatre valeurs propres sont notées A, A = 1/A, X, et X = 1/X; elles sont deux & deux
mverses puisque le systéme est supposé réciproque, et vérifient par définition :

(P—AI)(EZ ) ~ 0, (2.6)
ol
P1
SN e
Vo

1. Les matrices d’ordre quatre sont notées en majuscules calligraphiées (par exemple PERF), les matrices
d’ordre deux en script (par exemple T, ), et les vecteurs en caractéres majuscules gras (par exemple V; ). Toutes

les autres quantités sont des scalaires.
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est un vecteur propre de la matrice P, qui représente effet sur la propagation d’une cellule
élémentaire du réseau. L’équation (2.6) se décompose en deux équations matricielles d’ordre

deux:
[(1 —E—‘;”QN)Tl ‘-)\I}Vl AR = 0 (2 8)
“NNT Vi + [(1+%N)Ty - A1V, = 0 )
En les combinant, il vient :
{(N+1)T1~)\I}V1 = [(N+1)T2—)\I}Vz (2 9)
(T = AI)V, = =72(T; = AI)V, -
Aprés quelques manipulations, la premiére équation du systéme (2.9) précédent devient :
[Ti +ATHK(T) = ALV, = [Ty + AT + K(Ty — AI)]V,, (2.10)
ol la matrice d’ordre deux K est donnée par ’équation (2.3).
La seconde équation du systéme (2.9), et le systéme (2.8) permettent alors d’écrire :
To(T1 —AIL)V; = 0
o(Ts ) Vi : (2.11)
To(Ty — AI) Vy = 0
avec
To =7 (Tr + ATy = AL) 7! 4 91 (T2 + AT)(Ty — AL 4K, (2.12)

Etant donné que les modes dans le guide principal (indice 1) et dans le guide secondaire (indice
2) sont couplés par U'intermédaire des perforations (PERF +# I), les valeurs propres des modes
propres du résean seront différentes des valeurs propres des modes plans dans chaque guide.
Nous pouvons en déduire que si \ est solution de I’équation (2.6), alors les matrices (T1—ATI)et
(T1 — AI) ont des déterminants non nuls; par conséquent, la matrice Ty, définie par I'équation
(2.12) doit vérifier

Det(Ty) = 0. (2.13)
Cest équation de dispersion d'une cellule élémentaire du réseau périodique. Ce résultat com-
porte 'avantage d’avoir réduit le déterminant de Pordre quatre calculé par Kergomard et coll.
[13] & un déterminant d’ordre deux.

En posant

As By
Ty = 2.14
0 ( Cj() AO ) 3 ( )

et en notant

chD =1/20+1/X), et, shD =1/2(A—1/)), (2.15)
dans P’équation de dispersion (2.13), il vient :
Ay = —shD <ch1‘7i o+ S A2> , (2.16)
Bo = 3};“ (m?ih chjlffzz> ’ (217)
Co = %“ <ch}2fl.41 + ch?fA> ! (2.18)

et '"équation de dispersion (2.13) s’écrit alors:

[1(2)3 = By C() . (219)

Clest 1'équation (46) de la référence [13], qui a deux solutions notées [, et I, correspondant &
deux modes de propagation dans le réseau. En remplagant A par A = 1/ dans I’équation (2.11),
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Ap change de signe mais 'équation (2.19) reste inchangée. Pour la suite, nous introduisons deux
notations : 5 4 , ,
A B A
w= 2= 2ot w = —_ = (2.20)
Ag Gy Ay Cf )
relatives & chaque mode I' et T/, L’annexe A montre que 'équation de dispersion (2.19) peut
s’éerire ) )
ch®T — chD [A; + Ay + 22udm Doy (2.21)
ArAs + =pz[12 D1 As + v DL AL + Y 2Ty 1] = 0, '
ou

Dy =2AYZ 4+ B,Y + 1 7,
[)2, =2AYZ 4+ ByY +CoZ, et TM=24 B1Cy+ BsCr — 24, A, .

L’équation (2.21) fait apparaitre des termes d’interaction (en Y Z) entre les inductances en série
Z et en parallele Y de la perforation. Aux basses fréquences, Z et Y étant toutes deux inductives
c’est Y qui Pemporte et on peut ignorer Z dans Dy, Dy et I, bien qu’en toute rigueur, une
analyse de la dépendance fréquentielle des coefficients Ay, By, Cy, Az, B, Cy soit pour cela
nécessaire. Celle-ci montrerait cependant que les termes en Y'Z sont petits (voir Khettabi [27]
pour un tel raisonnement en géométrie bidimensionnelle). Dans le paragraphe suivant (2.2),
nous ferons donc I'approximation Z = 0 qui consiste & admettre que ’air vibre en piston plan
sur les perforations. L’équation (2.21) se simplifie alors en :

ch*T = chT' [Ay + Ay + By + By) 4+ Ay Ay + By Ay + Es Ay = 0 (2.22)
ol
soit aussi:
(ChF——A] - El)(ChF—J‘{g—Ez) = ElEg‘ (224)

C’est sous cette forme que nous discutons le probléme des résonateurs couplés (paragraphe 2.2).
L’équation (2.24) a deux solutions I' et I, qui représentent les constantes de propagation des
deux modes propres du réseau. Les fréquences de coupure de 'un des modes (par exmple I')
sont obtenues lorsque chl' = £1; elles n’existent que pour des milieux non dissipatifs — Aj,
Ay, By et By réels — cependants nous nous intéressons surtout aux effets réactifs et ignorons
la dissipation dans I'étude des solutions de ’équation (2.24). La diagonalisation effectuée au
paragraphe 2.3 et écriture de la matrice impédance (paragraphe 2.4) reprendront le cas général,
pour lequel la matrice perforation PERF est donnée par I’équation 2.1, et pour laquelle Z # 0 ;
enfin, 'analyse des résultats (paragraphe 2.5) de la perte par insertion sera faite & nouveau
pour Z = 0.

Nous pouvons d’ores et déja utiliser I’équation (2.24) pour analyser rapidement les com-
portements de plusieurs cas particuliers trés importants, montrant Veffet de couplage des per-
forations.

1- Guides homogenes: la propagation se fait avec la méme vitesse (et atténuation) dans les
deux guides (T; = Ty et A; = Ay = A). Dans ce cas, chl' = A est une solution de I’équation
de dispersion (2.24). Pour ce mode, les pressions dans les deux guides sont égales; il s’agit
donc du mode plan. L’autre solution vaut: chl” = A + Ey + E,. Nous verrons au paragraphe
2.2 un exemple de ce mode, évanescent aux basses fréquences, puis propagatif au dessus d’une
fréquence de coupure.

2- Faible couplage : si les perforations sont petites, Y Dest aussi, et donc Ey et Fy sont petits.
Les deux solutions de I’équation (2.24) sont alors

El-—Eg}

1
hl = A — Ey 4+ —/———=
ch 1+2[1+ K+A1_A2
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et
1 Ey— Ey
Wl = Ay + =B, + B, — 2L 7727
ch ~+2[ 1+ Lo a1, A,

[l s’agit des modes plans de chaque conduit, chacun étant légerement modifié par la présence
de Dautre.

3- Fort couplage : si les perforations sont tres grandes, jusqu’a ce que la paroi entre les guides
disparaisse, la valeur de I'admittance de perforation donnée par I’équation (1.24) n’est plus
valable, car Y doit tendre vers Uinfini (ceci peut s’analyser clairement en géométrie bidimen-
sionnelle [27]). En considérant alors les quantités A, /F; et Ay/Es comme petites, on obtient la
solution suivante: chl’ = E1 + Eo, qui prend des valeurs tres grandes ; le mode correspondant
est donc trés évanescent, au point de pouvoir I'ignorer. L’autre solution s’écrit

_ mAi By + 7 As By
Y1 By + v By

chl (2.25)
et ne dépend pas de I'admittance de perforation Y. 1l s’agit donc de la solution pour deux
guides sans séparation, mais ou la propagation est différente de celle dans chaque guide. A
la limite d’un milien continu, on peut ainsi imaginer deux fuides qui ne se mélangent pas,
pour lesquels la pression est uniforme sur une section droite comprenant les deux guides, et
dans lesquels le débit est conservé (le débit sortant & chaque abscisse de 1'un des guides entre
intégralement dans I'autre guide). 1l est possible, dans ce cas de mode unique, de remplacer,
pour 'un des milieux, I'influence de autre milieu par I'admittance (en dérivation) d’un systéme
branché équivalent. Ainsi pour le milieu 1, nous pouvons mettre en dérivation une admittance
Y2/2 a chaque extrémité du biporte (pour des raisons de symétrie), et par identification avec
Péquation (2.25) il vient :
o 2(A - Ay)

* 7 Bi+ By(51/5)
Ce type de considérations, ramenant un milieu & réaction non locale & un milieu & réaction
locale a déja été étudiée, en particulier par Nayfeh et coll. [28]. Nous noterons simplement que
la forme de I’équation (2.26) montre que ce concept de réaction locale est abstrait, puisque
cette admittance censée caractériser le biporte représentant le milieu 2 dépend en fait des

(2.26)

caractéristiques du biporte 1, tout au moins dans le cas général.

Ces remarques permettent de bien définir notre probléme et de justifier précisemment
le choix du titre de ce chapitre. Il est commun de penser qu’aux basses fréquences, dans les
conduits, il n’existe qu'un seul mode, plan (tant que les dimensions transversales sont petites
devant la longueur d’onde). Pourtant, en disposant une séparation longitudinale, nous créons
bien deux modes indépendants, et les deux modes subsistent encore méme si les guides sont
couplés par des perforations. Si les perforations deviennent grandes jusqu’a faire disparaitre la
séparation, I'un de ces modes devient tellement évanescent qu’en pratique il disparait lui aussi.
Le probleéme traité dans ce chapitre peut donc étre défini comme suit - il s’agit de la propagation
dans les conduits dont les dimensions transversales sont petites devant la longueur d’onde, mais
ou des séparations partielles conduisent a ’existence de deux modes. Nous pouvons en particulier
imaginer que le cas ol tous deux sont propagatifs ameéne i des comportements particuliers trés
différents dn cas simple, sans séparations. Ajoutons que nous nous sommes intéressés A une
description discréte, qui permet d’avoir une beaucoup plus grande variété de comportements
pour chaque guide, controlable par exemple par le choix du type de chaque guide (partitions,
fluide équivalent & un matériau poreux, ou discontinuités par exemple). Enfin, notons que le
probleme continu est inclus dans le probléme discret, par passage a la limite.

Nous pensons donc que ce travail doit permettre d’aborder une grande variété de problémes,
et nous nous somines consacres dans la suite de ce chapitre & un probléme ayant deux parameétres
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principaux : I'ouverture de perforations couplant deux guides, et 'ouverture des diaphragmes

couplant deux cellules adjacentes dans le guide secondaire.

2.2 Etude de la dispersion dans un guide A résonateurs
couplés

Nous supposons dans ce paragraphe 2.2 que Uair dans les perforations vibre en piston plan
(Z=0, et la matrice perforation N (éq. 2.2) devient triangulaire). Nous utilisons donc I’équation
de dispersion (2.24) du paragraphe précédent. Les impédances et admittances seront par ailleurs

exprimeées en rapport pression sur débit.

CONDUIT AVEC RESONATEURS COUPLES

Cellule élémentaire
de longueur 21

-
Guide secondaire (rayon T'J) | I
1N I
Guide principal (rayon ry)
Diaphragmes (rayon ry) Perforations (rayon ry)

Fra. 2.1 - Ewemple d’un réseau de quide d’onde & résonateurs couplés

Le réseau est décrit sur la figure 2.1. Nous pouvons expliciter les trois matrices d’ordre deux
T1, Ty (éq. 2.4), et N (éq. 2.2). La matrice T; décrivant la propagation dans le guide principal
entre deux perforations consécutives s’écrit :

T, = ( j(;os(Zkl) 72151 stn(2kl) ) , (2.97)

75 sin{2kl) cos(2kl)

olt 2/ est la longueur d’une cellule, Z,; = (pc)/Si, et Sy est la section du guide principal. La
matrice propagation dans le guide secondaire s’écrit :

. ( cos(2k1) j2025*25in(2k1)> Zd< jsin(2kl) stzamsmz)))
2 = ] )

7lsssin(2kl) cos(2kl) 2Zes \ g (cos(zhl)-1) jsin(2kl)
(2.28)
ol Zey = (pe)/ Sz, Sy est la section du guide secondaire, et
LWp Ta
Zg=j—|1- <= 2.29
=it (1-2) (2.29)

est 'mductance des diaphragmes disposés dans le guide secondaire. Par simplicité, nous avons
choisi pour Z; la partie imaginaire de I'impédance d’un diaphragme dans un écran infini [26] ; la
correction apportée par le facteur (1— :—%) est une simplification du résultat donné par Fock [29)
pour prendre en compte le fait que le diaphragme est inséré dans un guide de rayon r4. Elle

sera suflisante pour notre étude.
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Enfin, en posant Z = 0 dans I’équation (2.2), la matrice N s’écrit :

N:(;/ ?) (2.30)

ol Padmittance de perforation est donnée par I’équation (1.24):

1 Lwp

l—/::_]Qrsv

1 1/1  1\1
— | e b — ]
V. 2(51 52)3/

2.2.1 Deux cas extrémes (figure 2.2)

et Y est relide a Y par

Silencieux & tubes perforés (guides d’ondes homogénes): pas de diaphragmes dans
le guide extérieur

Lorsqu’il n’y a pas de partitions dans le guide extérieur (Z; = 0), le systéme est simplement
constitué de deux tubes paralleles, couplés périodiquement par des trous latéraux, sur la surface
desquels I'air vibre en piston plan. Les solutions de I’équation de dispersion (2.24) sont alors

données par:

chl’ = cos(2kl) (soit aussi I'=2jkl), (2.31)

et

chl” = cos(2kl) + %}Q.y’sin(le)(Zc1 + Zeo). (2.32)

La premiere solution est celle du mode plan dans le réseau ; les pressions dans les deux guides
p1 et py sont égales, et le mode est propagatif quelle que soit la fréquence (lorsqu’il n’y a pas
de pertes, ceci est équivalent & —1 < ¢hl' = cos(2kl) < 1).

La seconde solution chT’, appelée mode flite dans la référence [13], est évanescente aux
basses fréquences, les pressions dans chaque guide, p; et py | étant égales, mais en opposition
de phase. Une premiere fréquence de coupure apparait pour chl” = 1, au-dela de laquelle le
mode flite devient propagatif. Il redevient ensuite évanescent, une seconde fréquence coupure,
située plus haut en fréquence étant donnée par: chl’ = —1.

Résonateurs de Helmholtz branchés: diaphragmes totalement fermés

Lorsque les diaphragmes dans le guide extérieur sont totalement fermés (1/Z4 = 0), les
résonateurs sont totalement découplés; le systéme est constitué d’un guide principal (guide 1)
selon I'axe duquel sont périodiquement connectés des résonateurs branchés. Le réseau ne com-
porte alors plus qu'un guide d’onde; une des solutions de Iéquation de dispersion prend des
valeurs infinies, et devient donc infiniment évanescente (en pratique, elle disparait). Le mode

restant est donné par la solution bien connue:

chl' = cos(2kl) + %jZdY;sin(le) , (2.33)
ou 5 5
— = — — jZ.qcot(kl). 2.
A JZegeot(kl) (2.34)

La quantité Y, représente I'admittance d’entrée d’un résonateur branché. L’unique mode du
réseau (en trait plein sur la figure 2.2), associé & I’équation (2.33), a un comportement trés

proche de celui du mode plan, sauf au voisinage de la fréquence de résonance de Helmholtz
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Solutions de I"équation de dispersion (2.24) dans deux cas extrémes :

Résoniateurs de Helmholtz branchés: trait plein
Guides d’ondes homogenes (Z; = 0) : deux solutions (traits pointillés)

Mode évanescent

Mode Flite

- e,
TS

chl” ot , -
Résonateurs Mode Plan ot
branchés Mode propagatif
ol
Mode évanescent
~47g 0’5 1 s 2

2kl
re=1,710"m; ry =107 'm; ry = 3,7.10"%m; 2l = 4.10"%m;

Fic. 2.2 - Solutions de l'équation de dispersion (2.24) en fonction de la fréquence adimen-
stonnelle 2kl, pour deuv cas extémes du réseau de la figure 2.1: 1- un réseau sans diaphragmes
dans le guide secondaire (voir les équations (2.31) pour le mode plan et (2.32) pour le mode
flite, et 2- un réseau dont les diaphragmes du guide secondaire sont fermés (solution donnée

par Uéquation 2.33))

fres, pour laquelle "admittance d’entrée du résonateur Y, devient infinie. Le mode de réseau
est alors évanescent : c’est la bande d’arrét de Helmholtz.

Les solutions données par les équations (2.31), (2.32), et (2.33), dans les deux cas extrémes
Za=0et 1/Z4 = 0 sont représentées sur la figure (2.2), lorsqu’il n’y a pas de pertes viscother-
miques dans le réseau. Cette derniére hypothese permet de localiser facilement les fréquences
de résonance, et ne limite en rien la généralité du propos puisque les phénomenes étudiés ici

sont purernent réactifs.

2.2.2 Fréquences de coupure et de résonance
Résonateurs de Helmholtz branchés, non couplés

La fréquence de résonance d’un résonateur de Helmholtz branché est donnée par (éq. 2.34):

= jZescot(kl). (

g

[
o
o

N’

La figure (2.3.c) représente le résonateur correspondant. Lorsque kl << 1, ’équation ci-dessus
correspond a la fréquence de Helmholtz bien connue, pour un résonateur i constantes localisées.

Les deux fréquences de coupure, situées de part et d’autre de la résonance de Helmholtz
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sont données par chl’ = +£1 dans I’équation (2.33). La plus grande des deux est donnée par :

Yi( = j(Zet + Zeo)cot(kl) ; (2.36)
elle correspond a la résonance du résonateur représenté sur la figure (2.3.b) : les deux impédances
caractéristiques sont en série, et aux basses fréquences (kl << 1), les deux volumes 21 S; et 21 S,
se comportent comme des ressorts en série ; cette fréquence est donc supérieure a celle obtenue
pour un volurne plus petit 2/ Sy lors de la résonance de Helmholtz (figure 2.3.c). La plus petite
fréquence de coupure vient en posant chl' = —1, soit aussi:

;— = j{=Zaatan(kl) + Zycot (ki) } ; (2.37)
Le résonateur correspondant i cette fréquence est représenté sur la figure (2.3.a). I comporte
deux parois parfaitement rigides dans le guide secondaire, et deux parois infiniment souples
dans le guide principal (condition d’impédance nulle). En effet, aux fréquences de coupure, les
pression et vitesses acoustiques sont dans chaque guide, soit égales (figure 2.3.b), soit en opposées
(figure 2.3.a). Enfin, il est & noter que lorsque le guide principal a une section S; beaucoup plus
grande que que la section du guide secondaire Sy, les deux fréquences de coupure définies par
les équations (2.36) et (2.37), tendent & se rapprocher, la bande d’arrét de Helmholtz devenant
de plus en plus étroite.

Résonateurs branchés couplés

Supposons maintenant que les résonateurs branchés sont couplés a leurs voisins par I'in-
termédiaire de diaphragmes de rayon ry (Pimpédance des diaphragmes Z; est donc non nulle
et de valeur finie). En posant chl' = 1 dans équation (2.24), il vient pour les fréquences de

coupure :
2 , 229 — Zajcot(kl
pour chl’ = —1, v = —jtan(kl) (Z.; + Z.o V) | avee W = QZcfj+ ijj'l;on((kl)) ; (2.38)
2 » .
et pour chl = 41, o = J (Ze1 + Zew) cot (kl) . (2.39)

Y,
La seconde fréquence de coupure (éq. 2.39) du réseau de résonateurs couplés (que l’on note
f2) ne dépend pas de Uouverture des diaphragmes ; elle reste donc inchangée quel que soit le
couplage entre les résonateurs et la valeur de r4. Il est aisé de montrer qu’elle est identique 3

Guide 2 1 L

Guide | 17 =0 !

Cellule élémentaire

FiG. 2.3 - Interprétation des fréquences de coupure d'un réseau de résonateurs branchés non
couplés, en terme de résonances: a.- fréquence de coupure basse (éq. 2.37), b.- fréquence de
coupure haute (2.36), c.- fréquence de résonance de Helmholiz (éq. 2.35).



2.2. DISPERSION DANS UN GUIDE A RESONATEURS COUPLES 85

Solutions de Iéquation de dispersion (2.24)
a.: Couplage trés faible: rgy = 107%m b.: Couplage faible: ry = 10™*m
s T & 1
f
Mode évanescent Mode évanescent
X
-\\\
~J
chI™® T chl' ¢ ‘
Mode propagatif M.AO(‘ie propagatif
Mode évanescen Mode évanesceﬁt
4% 55 ! ag 2 -4 55 H 15 2
) x
re=1,710""m; 1y = 10""m; r; = 3,7.10"%m; 21 = 4.10"2m;
Fic. 2.4 - Solutions de "équation de dispersion dans le réseau périodique de gquides d’ondes

a résonateurs couplés de la figure 2.1 en fonction de la fréquence adimensionnelle 2kl : en
powntillés les deur solutions de l'équation (2.24); la solution donnée par léquation (2.33) est

représentée en trait plein, a titre indicatif.

la premiére fréquence de coupure du mode flite (cas sans diaphragme, éq. 2.32), ainsi qu’a la
fréquence de coupure supérieure de la bande d’arrét de Helmholtz (cas des diaphragmes fermés,
éq. 2.36).

La premiere fréquence de coupure f; (éq. 2.38) dépend en revanche de Iouverture des
diaphragmes. A mesure que Pon ouvre les diaphragmes, 7, passe d’une valeur infinie & une
valeur nulle (éq. 2.29), f; passe de la fréquence de coupure inférieure de la bande d’arrét de
Helmholtz (éq. 2.37) 4 une valeur donnée par cos(2kl) = —1, qui est en fait la fréquence de
Bragg du mode plan défini par la premiere des équations du systeme (2.31). 1l existe donc, dans
le cas général, une valeur critique du couplage (c’est-a-dire une valeur de Z, et de r4) pour
laguelle f; = f». Lorsque le rayon d’ouverture des diaphragmes r, est supérieur i cette valeur
critique, la fréquence de coupure f; donnée par chl' = —1 (éq. 2.37) est supérieure i fo (éq.
2.36).

2.2.3 Bandes passantes et bandes d’arrét dans le cas général

Il est important de noter que Veffet du diaphragme entre les résonateurs est traduit par les
termes en Z;/Z.4 qui tendent & étre négligeables aux basses fréquences, et ceci quelle que soit la
valeur de r4. Il est normal que le systéme se comporte alors comme un réseau sans partition dans
les guides secondaires, avec un mode plan propagatif et un mode flite évanescent (paragraphe
2.2.1). Au contraire, pour des valeurs de r; suffisamment petites et des fréquences suffisam-
ment grandes, les memes termes deviennent prédominants et le comportement du systéme tend
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Solutions de I'équation de dispersion (2.24)

a.: Couplage fort: rg = 2,5.107%m b.: Couplage tres fort: rg = 3,5.10 *m

Mode évanescent Mode évanescent

chl® chll ¢
Mode propagatif T Mode propagatif
Mode évanescent Mode évanescent
A 1 R T f i
2kl 2k}
re=1,710""m; ri =107 ' m; rp = 3,7.10"%m; 2l = 4.10"*m;
Frc. 2.5 - Solutions de Uéquation de dispersion dans le réseau périodique de guides d’ondes

a résonateurs couplés de la figure 2.1 en fonction de la fréquence adimensionnelle 2kl : en
powntillés les deux solutions de ['équation (2.24) ; la solution donnée par l’équation (2.33) est
représentée en trait plein, a titre indicatif.

vers celui des résonateurs de Helmholtz branchés, non couplés. Ceci permet de comprendre les
solutions de I'équation de dispersion dans le cas général, telles qu’elles sont représentées, dans
quatre cas différents, sur les figure 2.4.a, 2.4.b, 2.5.a, et 2.5.b. Deux situations se distinguent.
- Couplage trés faible: la fréquence de coupure f; donnée par I'équation (2.38) est inférieure
a f2 donnée par Iéquation (2.39) (figure 2.4.a); il existe entre ces deux fréquences une bande
d’arrét (car les deux modes du réseau sont évanescents), mais elle est d’autant plus étroite que
le couplage est plus fort. En dehors de cette bande d’arrét, un seul mode, proche du mode
plan, se propage, 'autre étant évanescent. En conclusion, effet du couplage trés faible réside
principalement dans le fait qu’il réduit la largeur de la bande d’arrét de Helmholtz. - Couplage
faible, fort et trés fort : dans ces trois cas, au contraire, fi > fo ;iln’y a plus de bande d’arrét,
mais une zone oil les deux modes de réseau sont propagatifs (située dans Dintervalle [fs, fl).
Cette zone est d’autant plus large que le couplage entre résonateurs est fort. Dans le cas dun
couplage faible (rq = 107%m), le taux de perforation des diaphragmes ((ra/ra)* = 7,3.1074) est
suffisant pour que la bande d’arrét. ait disparu. En dehors de cette zone, un seul mode, proche
du mode plan, se propage, 'autre étant évanescent (figures 2.4.b 2.5.a et 2.5.b).

En conclusion, un couplage trés faible entre résonateurs ne semble pas favorable, car son
effet se résume principalement a réduire la largeur en fréquence de la bande d’arrét de Helmholtz.
Dans la bande d’arrét, le mode le plus évanescent est négligeable; en dehors de la bande d’arrét,
le mode évanescent peut étre négligé devant le mode propagatif, ce qui permet d’affirmer que
les résonateurs tres faiblement couplés se comportent comme des résonateurs non couplés pour
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lesquels nous pourrions définir une impédance d’entrée équivalente, incluant I'effet du couplage
tres faible,

Lorsque le couplage est faible, fort ou trés fort, la bande d’arrét a disparu. Le réseau
comporte une bande de fréquence dans laquelle deux modes propres du réseau sont propagatifs.
[l est alors impossible de considérer ce systéme comme & réaction locale. En pratique, un faible
couplage suffit pour obtenir dans une bande de fréquence un réseau i deux modes propagatifs,
bien que les dimensions transversales du systéme soient petites devant la longuenr d’onde.
De plus, Ia largeur de cette bande de fréquence peut étre calculée et modifiée, en changeant
simplement le diameétre des diaphragmes entre résonateurs. Pour déterminer dans quelle mesure
cette bande a deux modes est susceptible de produire une atténuation, il est nécessaire détudier
un réseau de longueur finie. Ceci fait 'objet des paragraphes qui suivent.

2.3 Calcul de la matrice de transfert d’ordre quatre d’un
réseau de N cellules

Nous avous vu au paragraphe précédent (2.2) qu’un faible couplage entre les résonateurs
du réseau de la figure 2.1 est suffisant pour obtenir une bande de fréquence ol deux modes
propres du réseau sont propagatifs. Nous nous intéressons maintenant 2 un réseau composé d'un
nombre fini de cellules (disons N). A chaque extrémité du réseau, les diaphragmes des guides
secondaires sont remplacés par un mur rigide (figure 2.6). L’objectif de ce paragraphe 2.3 est

CONDUIT AVEC RESONATEURS COUPLES

N: nombre total de cellules Cellule élémentaire

de longueur 2/
e

Guide secondaire | T
(rayon 7y) /] |

Guide principal (rayon rl\ X

Diaphragmes (rayon r4) Perforations (rayon r,)

Fra. 2.6 - Schéma d’un conduit périodique avec résonateurs couplés ; pour un réseau de lon-
gueur finie (N cellules), le gquide secondaire est fermé, a Uentrée et & la sortie, par un mur
rigide. .

d’obtenir la matrice de transfert R (4,4) des N cellules du réseau. Par un processus classique de
diagonalisation, nous calculons tout d’abord R = PN (ot P est donné par ’équation 2. 5), pour

finalement aboutir & la matrice de transfert PN pour N cellules symétriques (cellule centrée

sur la perforation). Nous montrons ci-dessous que cette matrice s’écrit -

-1

N H1 H/l DN 0 Hl H/l G
pN 2.40
P < H, Hy ) ( 0 Dy Hy, Hy ' ( )

Dy — chNT shNT o — chNT' shNT’
NT\USANT  ehNT ) N7\ ShNT' chNT' |-

ol
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Les éléments des matrices Hy, Ho, H| et H, ne dépendent pas du nombre de cellules N et
sont exprimées en fonction des coordonnées des vecteurs propres du réseau et des solutions
de I"équation de dispersion d’une cellule (éq. 2.60 et 2.61) (Les indices 1 et 2 correspondent
toujours aux deux guides, I' et I étant les constantes de propagation des deux modes propres
du réseau).

2.3.1 Vecteurs propres

Ce paragraphe a pour base les équations présentées au paragraphe (2.1). Le vecteur propre
(V1Vy) correspondant & la valeur propre A s’obtient & partir de 'équation (2.10), ce qui donne :

pl(Ar =N +wC] + v [B +w (A= A)]=0, (2.41)

ot Vi = "(py, v1) et w sont donnés par (2.20) (idem avec V et w’ ). Par ailleurs, la premiere
équation du systérne (2.9) donne entre les coordonnées Vi et V, la relation suivante :

Y1 [(/11 - /\)[)1 + Bl’Ul] + 72[(142 - /\)p‘z + BQ'UQ] =0. (242)

Bien entendu, chaque vecteur propre n’est défini qu’a une constante pres: une des coordonnées
de chaque vectenr peut étre choisie arbitrairement. Une équation similaire & (2.42) est obtenue
pour le vecteur propre {(\7] \72) = (p1, 1, P2, U2), en changeant A en A = 1/, ainsi que w en
(=w). Pour *(V/;V'y) et "(\71\72), les notations se modifient, de fagon évidente.

La matrice de passage Q, constituée des vecteurs propres, s’écrit donc:

Qi o .

Q= R (2.43)
Qs Q'

ot 'on définit les quatre matrices carrées d’ordre deux comme suit :

Q] = (V1>‘:[1)) Qll = (V/1>\:’/1)7 (2 44)
Q= (V2, Vo), Q= (V' V), A

les vecteurs propres étant obtenus & partir des équation (2.41) et (2.42) et les équations simi-

laires.

2.3.2  Matrice de transfert d’une succession de N cellules asymétriques

Pour une succession de N cellules asymétriques, la diagonalisation aboutit au résultat

classique suivant :

PN =QxNo 1, (2.45)
ou
A0 0 0
Ll 0oXx 0 o0
Sl B VA
00 0 X

est la matrice diagonale d’une cellule du réseau. Plutot que les valeurs propres, il est préférable
d’utiliser les constantes de propagation ' et I (éq. 2.15) car nous cherchons une matrice
de transfert P~ pour les pressions et les vitesses, et voulons faire apparaitre les fonctions
hyperboliques des arguments NT et NT”.

Nous écrivons 'équation :

PN = geEtaNe emtot, C(2.46)
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E 0 1 1 5 47
8—(0 E)a\'ecE_h<1 ‘1>. (2.47)

Un calcul du terme central donne:

ol

N |

chNT shNT 0 0
; shNT c¢hNT 0 0
’,Hlll"v, = ° 2.
(& £) 0 0 chNI' shNT' (2.48)
0 0 shNT' c¢hNT'

Avant de calculer Q& on écrit afin de satisfaire & ’équation (2.41):

p1 = qi[Br +w(d; = N)],
{ vr = qi[A = Ay — w(Cy], (2.49)

oll ¢; est une constante arbitraire. Pour 5 et vy, la méme constante q; est choisie de facon que:

P =q [B] -+ ’lU(A] - 1//\)]) .
- . 2.50
{ V1 :ql{l/A—A]—’wcl]. ( )

Il suffit de modifier les notations pour obtenir ’analogue des équations (2.49) et (2.50) pour les
quantités dans le guide extérieur (indice 2), et pour les valeurs propres A et M.
On trouve a partir des équations (2.43) et (2.47):

_ [ WE Q4E .
o8 = < QE Q. > 250
ol
_ By —wshl' w(A; — chll)
WE=n < chD— A, shD—wCy ) (2:52)

et des équations similaires pour Q4 E (en remplacant ¢;, w, I' par gy, w', T7), QoE, et Q'9E. Il est &
noter que ¢ et g3 peuvent étre choisis arbitrairement mais que g5 et ¢4 leur sont respectivement,
lids: en effet, en utilisant les équations (2.42) et (2.49) il vient sans difficulté :

Y141 (Chr — A]) -+ ‘7’2(]2((:hF — Az) =0 , (253)

et de meéme pour ¢f, ¢4, et I,

2.3.3 Passage a une cellule symétrique

Il est intuitif que le produit de N matrices est plus simple si la matrice représente une
cellule symétrique plutot qu’asymétrique. En outre, une cellule symétrique permet de prendre
les conditions limites de réseau de fagon simple. Pour passer i une cellule symétrique, nous
décomposons les matrices de transfert T, et T, comme suit (en omettant les indices 1 et 2):

T=TxT%, (2.54)
on T¢ (gauche) est I'inverse de la matrice T4 (droite) retournée.

Par exemple, pour le guide extérieur avec diaphragmes, T4 correspond & la propagation sur
la distance [ et a la moitié de Peffet du diaphragme (figure 2.7). Nous noterons

'rd:(‘; 3) etng(fc ;1’)_1:(2[ Z) (2.55)
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; ] T
e . 13 g
L Z 2 | i
k2 d
Tri T}C’ Tf Tl
Fic. 2.7 - Schéma des matrices propagation dans une cellule élémentaire. La matrice propa-

gation entre deux perforations, dans chaque guide, est le produit T9 x TY.

Les équations (2.54) et (2.55) impliquent :
A1 = aydy + biey, By = 2bidy, Ci = 2ay¢; . (2.56)
La meme équation s’écrit dans le guide secondaire (indice 2). Alors, au lieu de nous intéresser a
PN = [PERF PROPIV,

nous Cﬂ]CHlOl’l S

Pl =[PROP! PERF PROPIN = [PROP? PN (PROPY)] (2.57)
ou .,
nmdg [ TP 0
PROPHI = < 6 T“) . (2.58)

Il suffit done, & partir de I’équation (2.52), de calculer TIQ,E et les matrices similaires; qui sont
T{Q'|E, T4Q4E, et T4Q',E. Ceci permet d’écrire :

P chT'/2  shI'/2 .
TihE =M < shT'/2 chl'/2 ) (2.59)
ol
hyr 0
= , 2.60
i <o hﬂ)’ (2.60)
avec
hp1 = q1(bichl' /2 — aywshD[2) (2.61)
hor = qi{dyshl/2 — cywehl'/2) . ’

Finalement, les équations (2.46), (2.48), et (2.55)a (2.61) donnent le résultat cherché :

-1

N / ! 7 H
PN Hy H/l Dy ? H 1 } (2.62)
’ Hs H5 0 DIV H, H»

Dy — chNT  shNT
N T \USshNT ehNT )

ou

Nous avons omis d’expliciter H'} | Hy, H'5, et D'y, que I'on déduit de Hy et Dy, avec des notations
évidentes.

PN est la matrice de transfert pour NV cellules symétriques. Pour des raisons de divergences
numériques (dans le cas ot T' est réel et le mode de réseau correspondant évanescent), et pour
pouvoir prendre simplernent en compte les conditions aux limites de fin de réseau, 1l est alors
utile d’écrire, pour la méme succession de cellules, la matrice impédance d’ordre quatre Zy.

Ceci fait 'objet du paragraphe saivant.
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2.4 DMatrices impédance d’ordre quatre et d’ordre deux
pour une portion de N cellules symétriques

Un calcul {annexe B) a partir de I'équation (2.62), donne la matrice impédance reliant les

\

vecteurs pression et débit acoustique :

TR en

pl UI

LEN en

Ps Uu G

LSO = ZN %o 3 (263)
V4| uy

Py’ uy’

ou les exposants en et so désignent Pentrée et la sortie de la portion de N cellules, et la lettre
u représente un débit acoustique (par exemple u; = Sivp).

En adoptant maintenant une orientation des débits l’'un vers autre (par exemple en chan-
geant le signe des débits dans chaque guide & la sortie du systéme ui® et u5?), il vient pour la
matrice impédance :

Zy = ( HPCN_SIR’I_HEIE H’”S&I_Hf_l_zl ) : (2.64)
H,Sy'H; 'S H,Cy Sy'HIIz

hp1 Rl hy1 R
H, = r Pl Hu — v vl
! ( By f;laz > ( hoa Ry ’

eo [ chNT 0 o _ [ shNT 0 (s 0
N 0 chNT" )7 N= 0 shNT' )~ N 0 1/8, )

La nouvelle orientation choisie fait apparaitre la symétrie de cette matrice Zy, résultant de la

ou

réciprocité du systeme, sous reserve de vérifier que chacune des sous-matrices d’ordre deux est

symétrique, ce qui implique:

{ 7’1%1%1 = _')/Ehp‘zh;g (2 65)
Nhp1hor = =v2hpohys

car la symétrie doit étre vraie pour tout N. La vérification directe de ces deux égalités est tres
lourde dans le cas général.

En utilisant I'équation (2.63), il est simple de fermer le guide 2 sur des impédances connues.
Par exemple des parois rigides telles que us, = 0 et uzs = 0. La matrice d’ordre quatre du
systeme de NV cellules symétriques se réduit alors pour le guide 1 & une matrice d’ordre deux :

it _ (4 Zie ui” (2.66)
i° Zor oy ui® )’ '
ou les éléments de la matrice sont définis par :

le = 222 = ZCCOth]\]F -+ ZéCOth]VF/ y

et
213 e ZQ] = Zc/éhlVF + Zé/ShNF/,
avec
7—1fi’ t 7 = 1h’h
ou

A'U = h’Ulh'/U‘Z - thIh@’Z
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“?n uf
7, cothNT [7] ZlcothNT! i ZecothNT [T ZLcothNT [
Ve/shNT
})3 T } pr
V! shNT!

!

Fia. 2.8 - Représentation du schéma équivalent en T, pour le réseau de N cellules de la figure

2.6 les impédances sont données par l’équation (2.66)

est en fait le déterminant de la matrice H,.

Les quantités Z. et 7! peuvent étre qualifiées d’impédances caractéristiques des modes T et
I car elles correspondent A 'impédance d’un mode en milieu infini en I’absence de Pautre, c’est-
a-dire lorsque ce dernier est évanescent ou a une impédance caractéristique nulle. Ces expressions
montrent qu'il n’y a pas de terme pouvant tendre vers I'infini lorsque I' et I sont réels (et que
les modes de réseau sont évanescents), ce qui est un avantage de la matrice impédance. Chacun
des éléments du schéma en T (figure 2.8) se décompose lui-méme en deux éléments en série,
correspondant a chaque mode. Ce type de situation se rencontre lorsqu’il y a plusieurs modes
dans un seul guide ; ainsi Kergomard et coll [22] ont montré que pour une chambre d’expansion,
chacun des éléments du circuit équivalent se décompose en une série infinie correspondant a un
mode de guide.

[l reste alors a exprimer le facteur de perte par insertion du systéme inséré dans un conduit,
défini comme le rapport des puissances transmises avec et sans traitement, pour une onde
progressive incidente fixée et une terminaison anéchoique (voir par exemple Pierce [24]):

1 . )
1L =10logioy | A+ D+ B/Z+CZa |, (2.67)

ot Z¢y est l'impédance caractéristique du guide 1, et A, | B, C et D sont les coefficients de la
matrice de transfert d’ordre deux associée a la matrice impédance d’ordre deux du systéme de
longueur finie donnée par les équations (2.66). 11 vient pour la perte par insertion :

IL = 10logig | My |,

Zer 2121 1 2121 2122
Mg = — - 7 — —— + 1 . 2.68
o AP {2122 " 2 Zfl Zfl * ( )

Dans le cas ol il n’y a pas de dissipation lors de la propagation et dans les perforations, 71 et

Z19 sont imaginaires purs, et 1’équation (2.67) donne:

1 (Za\* (2} 7 ?
[L =101 11—~ = 2L -1 . 2.69
oI 4 (le> (Zfl z (2.69)

On peut comprendre par ces derniers résultats que le comportement de la perte par insertion
devient véritablement complexe lorsque deux modes sont propagatifs.

- Deux modes propagatifs: le phénomeéne essentiel est que I'impédance en parallele Zy5 du
schéma en T peut s’annuler (éq. 2.66) : en effet, lorsque I' et I sont réels, I’équation

Z. Z!
shNT ~—  shNTY

(2.70)
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a des solutions.

- 51 I'un des deux modes de réseau est évanescent, la quantité ?EZ\C_F associée est trés petite
(sauf si NT est trés petit, anquel cas on a une sorte d’effet tunnel, et le mode est alors peu
différent d’un mode propagatif). Si I'autre mode est propagatif, alors I’équation (2.70) n’a pas
de solutions. Si I'autre mode est lui aussi évanescent, ’équation (2.70) a au plus une solution
lorsque N varie; mais il est clair que dans le cas de deux modes évanescents, 'essentiel est
que le factenr de perte par insertion est toujours trés grand (bien qu’en pratique limité par les
pertes).

Le résultat le plus nouvean dans un systéme 4 deux modes se rencontre donc lorsque les
deux modes de réseau sont propagatifs : P'équation (2.70) peut avoir des solutions, et le facteur
de perte par insertion présenter des résonances résultant de linteraction des deux modes propa-
gatifs. Dans I'analyse qui suit, nous introduisons de la dissipation tant dans la propagation que
dans les perforations pour en étudier les effets en ayant des amplitudes de résonance réalistes.

2.5 Etude de la perte par insertion pour un conduit A
résonateurs couplés et un silencieux i tubes perforés

2.5.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats analytiques du paragraphe précédent, en
posant Z = 0 dans la matrice perforation, pour modéliser les deux types de milieux de propa-

gation suivants:
1. les conduits & résonateurs couplés ;
2. les silencieux a tubes perforés avec partitions périodiques.

En effet, le formalisme peut étre identique dans les deux cas, et il nous a paru intéressant de
généraliser une étude entamée par Sullivan et Crocker [4] et d’en approfondir les interpréta-
fions. Nous verrons notamment tout I'interét d’avoir pu résoudre 1’équation de dispersion pour
interpréter les courbes de perte par insertion des systémes étudiés.

En admettant que I'impédance en série des perforations est nulle, alors les coefficients w et
w’ sont nuls eux aussi, et le systéme d’équations (2.61) se simplifient notablement, pour donner :

hpr = q1byehl' /2, et h,y = q1dyshT/2. (2.71)

En insérant ce résultat dans I’équation (2.66), il vient :

1 h 1h/ o
Jo= — — P w2 2.72
51 hvlhz,g - h'/ulh’UQ ) ( )

15 !
=— LN upryo.
Stodi (9195 — ¢1q2)
Enfin, en utilisant ’équation (2.53) reliant ¢; et ¢, il vient :
1 01 (ehD — Ag)(chI’ — A

7, = 4 b1 (chT = As)(ch ) cothl' /2 . (2.73)

51 d1 (ChF - ChF/)(Az - Al)
L équation de dispersion (2.22), permet de mettre ce résultat sous la forme suivante :

1 [)1 (chF - Az -+ EQ)

e= — — = % othD)2, 2.74
© S1dy (ehT — chlY) cothl’/ ( )
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_ 1 bl ((,hr - 441 -+ El)

TS dy (chT* — chl')
C’est cette derniéve forme que nous nous avons utilisée pour le calcul du facteur de perte
par sertion (éq. 2.66 et 2.68). Nous prenons en cormpte la dissipation dans les perforations en
ajoutant un terme réel (résistance) aux deux impédances purement imaginaires des diaphragmes
Za (éq. 2.29) et des perforations 1/, (1.24). Pour la perforation nous ajoutons i 1/Y; le terme

cothl'/2.

suivant [30]:

St + Sy € i}
esy = ————p(— + 2}/2
Res, 255, p<T,s + 2}V 2vw

ot v = 1,5.107"m? ™" est la viscosité cinématique de ’air, e, est I’épaisseur de la perforation
et rg son rayon. De la meme fagon, nous ajoutons 4 Zy la résistance
Res; = 2 (Ei +2)V 2w,
Sa’ ' ra

oll eq est I'épaisseur du diaphragme, et 14 son rayon. Ces valeurs de résistance d’un orifice ont
été données par Ingard [30]. Il est admis qu’elles n’évaluent qu’approximativement la résistance
réelle d’un orifice ; nous ne les utiliserons ici que pour rendre la représentation des coefficients
de perte par insertion plus réaliste, et notamment limiter la valeur de P’atténuation lors des
résonances. L'épaisseur des diaphragmes et des perforations a été choisie égale & 0,8.107%m.

Enfin, la dissipation associée aux phénomeénes de propagation est prise en compte en rem-
plagant k = w/c dans chaque guide par (voir [23] par exemple) :

W

hﬁ:;O+V](Lﬁ)G+7_U>7

¢ Shi2 V2 VPr

ot Pr est le nombre de Prandtl, v est le rapport des chaleurs spéeifiques de Pair, Sy =
r1,2y/w/v, et 1y et 1y sont les rayons des guides 1 et 2. L’impédance caractéristique est posée
égale & Z.1 = pe/S) dans le guide 1, et Z.5 = pe/S, dans le guide 2. Nous négligeons donc les
effets viscothermiques dans son expression.

2.5.2 Conduit avec résonateurs couplés

Nous présentons les résultats fournis par le modele pour le réseau de la figure 2.6, déja
présenté au paragraphe 2.2, lorsque nous avons interprété les solutions de I’équation de disper-
sion. Dans ce paragraphe, le réseau est de longueur finie : le guide secondaire est fermé par une
paroi rigide & chaque extrémité du réseau, et le nombre de cellules élémentaires est fixé & 30.
Les solutions de I’équation de dispersion (& gauche), ainsi que Ia perte par insertion (& droite),
sont représentés sur les figures 2.9 et 2.10, pour quatre ouvertures des diaphragmes entre réso-
nateurs (rq = 107%m, 10™%m, 2,5.10~%m, et 3,5.107%m) les autres dimensions du réseau étant
fixées (ry = 1,7.107%m, 20 = 4.10"%m, ry = 10~ 'm et ro = 3,7.10’2m). Nous représentons
également a titre indicatif la solution de I'équation de dispersion pour un réseau de résonateurs
de Helmholtz non couplés (c’est-a-dire ry = 0).

Pour de tres faibles couplages entre résonateurs (figure 2.9, courbes a. et b.), nous avons
vérifié que notre calcul de perte par insertion (éq. 2.68 et 2.74) redonne effectivement le résultat
connu d’un réseau de 30 résonateurs branchés non couplés, pour lequel un seul mode de réseau
existe. La figure 2.9.b fait apparaitre un pic d’absorption autour de la résonance de Helmholtz
des résonateurs, résonance qui se retrouve & kl ~ 0.6 sur la courbe a. (figure 2.9) : quelle que soit
la fréquence, 'un des modes est trés fortement évanescent, I’autre a un comportement identique
a celui du mode unique qui existe lorsqu’il n’y a pas de couplage.

Pour un faible couplage (r; = 10™%m, figure 2.9, courbes c. et d.), la forme de la courbe
de perte par insertion est proche de celle du cas trés faiblement couplé (figure 2.9, courbe b.),
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Couplage tres faible

a. Solutions de 'équation de dispersion b. Perte par insertion
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re=1,710"m; r1 =107"m; r; = 3,7.10%m; 2/ = 4.10"%m;
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A 30; rq =10""m;
Couplage faible
c. Solutions de I'équation de dispersion d. Perte par insertion
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.
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K?I.Qde propagatif
- " ¢
Mode évanescentk'“u,} N
4% 5.5 i G 0 N T I3 2
2l %K1
re=1,710"m; r1 =107'm; r» = 3,7.10°m; 2l = 4.10"%m ;

ra=10""m;

F16. 2.9 - Effet du couplage (valeur de r,) sur la loi de dispersion d'une cellule élémentaire (a
gauche), ainsi que la perte par insertion (a droite), pour le réseau de longueur finie représenté
sur la figure 2.6, en fonction de la fréquence adimensionnelle 2kl. Sur la courbe de gauche :
en pointillés, les deuz solutions de Uéquation de dispersion; en trait plein la solution pour des

résonateurs non couplés (rq = 0).



96 CHAPITRE 2. MODES PLANS COUPLES DANS UN RESEAU PERIODIQUE

Couplage fort

a. Solutions de équation de dispersion b. Perte par insertion

12z
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re=1,710""m; ry =107'm; r2 = 3,7.10?m; 20 = 4.10™%m ;
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N 30 ra=2510"%m;
Couplage trés fort
~c. Solutions de I’équation de dispersion d. Perte par insertion
Mode évanescent "
chl de
Mode propagatif
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. 2ki %1
re=1,710""m; r; = 107" m; r; = 3,7.10%m; 2/ = 4.10 °m;
N =30;

rq =3, 5.10%m

F1G. 2.10 - Effet du couplage (valeur de r4) sur la loi de dispersion d’une cellule élémentaire (a
gauche), ainsi que la perte par insertion (a droite), pour le réseau de longueur finie représenté
sur la figure 2.6, en fonction de la fréquence adimensionnelle 2kl. Sur la courbe de gauche :
en pointillés, les deus solutions de Uéquation de dispersion; en trait plein la solution pour des
résonateurs non couplés (r; = 0).



2.5. RESONATEURS COUPES ET SILENCIEUX A TUBES PERFORES 97

et la fréquence de résonance légérement plus élevée ; mais le maximum d’atténuation est de
20dB au lien de 250 dB. Cette différence s’interpréte en modifiant le nombre de cellules : en
tracant la courbe b. de la figure 2.9 pour un réseau de 15 cellules au lieu de 30, nous avons pu
constater que le maximum d’atténuation est clairement divisé par deux dans le cas du couplage
le plus faible. Méme si nous ne présentons pas ici de démonstrations analytique rigoureuse,
un effet curnulatif du nombre de cellules apparait dans le cas du couplage tres faible, car les
deux modes sont évanescents & la résonance (bande d’arrét) et le maximum d’atténuation est
proportionnel & V. Dans le cas du couplage faible, la résonance est due & I'interaction des deux
modes propagatifs du réseau et I'effet cumulatif est absent, ainsi que la bande d’arrét. La valeur
du maximum d’atténuation est alors inversement proportionnelle & la puissance perdue, cette
derniére étant elle-méme proportionnelle au nombre de cellules N ; la valeur maximale de la
perte par insertion varie dans ce cas non plus comme N mais comme logio(NV).

Quand le couplage devient fort & treés fort (figure 2.10, courbes b. et d.), deux phénomeénes
apparaissent, d’autant plus marqués que le couplage est fort.
1- Aux [
unique (le mode plan, I’autre mode étant évanescent) et la perte par insertion prend alors la

asses fréquences, de légeres oscillations sont dues & Iexistence d’un mode de propagation

forme bien connue (sans dissipation):

th ch 2 . - 5
7 ) sm(2]\/kl)> , (2.75)

ol Zey = pe/(S1 + S2), 2N1 est la longueur totale de la chambre d’expansion et k = w/e.
Le conduit traité par des résonateurs couplés se comporte alors comme une simple chambre

d’expansion. Le rapport des sections de la partie traitée sur la partie non traltée §J~;—"}—g—2 = %%

est ici tres voisin de 1 et les oscillations correspondant aux modes longitudinaux de Ia chambre
d’expansion présentent donc une amplitude trés faible.

2- Pour les fréquences supérieures a la résonance de Helmholtz d’une cellule, apparailssent des
résonances dues aux interférences de deux modes propagatifs (figure 2.10 courbes b. et d.).
L’amplitude de ces résonances est liée 4 la dissipation, et leur espacement trés régulier (surtout
lorsque le couplage est trés fort, figure 2.10, courbe d.). Les deux modes ayant des constantes de
propagation I' = j¢ et [ = j¢', trés voisines, il est possible de montrer que les résonances sont
données par sin(N¢) = 0. Comme les deux modes de réseau sont trés peu différents du mode
plan loin de la résonance de Helmholtz, on peut écrire que sin(N¢) ~ sin(Ng¢') ~ sin(2Nkl) =
0, ce qui explique que 'espacement de ces pics d’atténuation soit identique & la périodicité des
oscillations observées aux basses fréquences, alors que seul le mode plan se propage dans le

réseau.

2.5.3 Transition entre chambre d’expansion et long résonateur

Lorsqu’il n’y a pas de diaphragmes (réseau de guides homogeénes), le probléme de la tran-
sition entre un comportement de chambre d’expansion et de long résonateur a été traité par
Sullivan et Crocker [4], dans le cas d’une densité de perforation et donc d’un milien continu.
L’idée d’aborder ce probléme grace aux modes de conduits finis a été exploitée par Pierce [24] et
Jayaraman et Yam [3]; la relation avec un milieu discret se trouve en référence [22]. Nous repre-
nons le cas présenté par Sullivan et Crocker [2] & la lumiére de nos résultats analytiques pour le
coefficient de perte par insertion. Une chambre d’expansion est couplée & un tube perforé dont
seul le taux de perforation o varie. Lorsque o est faible, la masse acoustique du goulot équivalent
du résonateur, constitué des perforations et du volume annulaire du guide secondaire, est tres
grande ; sa fréquence de résonance f., est trés basse.Quand o augmente et que le volume du
résonateur reste inchangé, cette fréquence f,... augmente aussi. Pour o = 100 %, fres tend vers
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Description d’un silencieux & tube peforé 2ry
B
L (N cellules) Zy

: S S

Perforations
(Taux de perforation ¢ )

n: nombre de perforations sur une section S

F1G. 2.11 - Description d’un silencieur a tube perforé sans partitions; les résultats relatifs a

cette géométrie sont présentés sur la figure 2.12.

infini et le systéme est devenu une chambre d’expansion simple (le tube perforé est devenu
acoustiquement transparent), dont la perte par insertion est simplement donnée par I’équation
(2.75). Sur la premiére courbe de la figure 2.12, le taux de perforation de la chambre d’expan-
sion est fixé & ¢ = 46 % et, & I'exception de la résonance de Helmholtz que 'on devine étre
légérement supérieure & 3500 Hz, la perte par transmission (ici égale & la perte par insertion)
est caractéristique d’une chambre d’expansion. A mesure que o décroit (0 =23%,12%, 6%,
et 2%), la fréquence de Helmholtz f,., décroit pour atteindre 500 H z. Dans ces quatre derniers
cas, la fréquence de résonance interagit avec des arches des modes longitudinaux de la chambre
d’expansion.

Nous n’étudierons pas plus avant ce phénomene. Par contre, nous vérifions qu’au dessus de
la fréquence de résonance de Helmholtz du résonateur long (environ 1700 Hz sur la figure 2.12,
par exemple) apparaissent, comme il est noté par les auteurs, des résonances équidistantes cor-
respondant a deux fois la longueur de la chambre d’expansion ; grace aux résultats précédents
(paragraphe 2.5.2), nous pouvons dire que ce phénomene correspond & un régime 4 deux modes
propagatifs dans le réseau. En outre, nous sommes en mesure d’expliquer la situation suivante :
lorsque le taux de perforation o décroit, le couplage entre les guides diminue et les caractéris-
tiques du mode flite se rapprochent de celles du mode plan (les deux solutions de I’équation de
dispersion se rapprochent I'une de Pautre (éq. 2.24) avec A; = A, = cos(2k 1) puisqu’il n’y a
pas de diaphragme). Il 0’y a plus d’interférences lorsque les constantes de propagation des deux
modes sont égales, ce qui explique pourquoi les résonances deviennent de plus en plus étroites
& mesure que le taux de perforation ¢ décroit.

Il est & noter que ce raisonnement & propos du couplage des deux modes propagatifs de
réseau est simple lorsque le nombre de perforations dans le sens longitudinal ne change pas et que
la variation de o correspond & une variation du taux de perforation circonférentiel (c’est-a-dire
du nombre de trous sur la circonférence, dans une cellule élémentaire). De cette facon, le nombre
N de cellules et le volume du guide secondaire pour une cellule sont fixés. Dans le cas ol le taux
circonférentiel est fixé, notre modele implique d’allonger Ia longueur d’une cellule élémentaire,
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Fia. 2.12 - Effet du tauz de perforation o sur la perte par transmission TL, pour un réso-
nateur long sans partitions, soit o/ = 100%. D’aprés Sullivan et Crocker [4]. Ici, la perte par
transmission est égale @ la perte par insertion (terminaision anéchoique).
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ou bien de diminuer le diametre des perforations lorsque o diminue. La fréquence du résonateur
correspondant a une cellule diminue. Un raisonnement & nombre de cellules constant est alors
impossible, ce qui rend difficile U'interprétation de la largeur des résonances en utilisant, comme
nous I'avons fait plus haut, les solutions de I’équation de dispersion d’une cellule élémentaire,
tout en gardant les caractéristiques globales du systéme conformes i celles de la référence [2].

Description d’un silencieux & tube perforé avec partitions

L (N cellules) 2ry 21,
T T 1
S I N A I
——T TIT T T )
[l 1]
S S
Diaphragmes , Perforations
(Taux de perforation o’ ) (Taux de perforation o )

n: nombre de perforations sur une section S

n’: nombre de diaphragmes sur une section S’

Fic. 2.13 - Description d'un silencieur a tube perforé avec partitions; les résultats relatifs
cette géométrie sont présentés sur la figure 2.12 lorsque o' = 100%, et sur les figures 2.14 et

2.15 lorsque o = 2%.

2.5.4 Silencieux & tubes perforés avec partitions

Enfin, nous ajoutons des diaphragmes dans un silencieux i tubes perforés. Ces diaphragmes
sont situés dans le guide secondaire (figure 2.13) et leur plus ou moins grande ouverture permet
de passer d’un long résonateur, tel que nous Pavons étudié précédemment (0! =~ 100%), & un
réseau de résonateurs de Helmholtz branchés (0! &~ 0%). Cest la transition entre ces deux
configurations qul nous intéresse ici.

Nous partons d’un long résonateur sans partitions, tel qu’il est décrit dans la référence
[4] et représenté sur la figure 2.13, lorsque que I'on ouvre totalement les diaphragmes (ce qui
donne la figure 2.11). La perte par insertion calculée par les auteurs a été présentée sur la
troisieme courbe de la figure 2.12 (o = 12%) . La configuration géométrique exacte du réseau
utilisé dans le modéle de la référence [2] n’a pu étre précisément déterminée (notamment le
taux de perforation circonférentiel). La perte par insertion été recalculée par nos soins pour un
réseau approchant. Nous obtenons un résultat (figure 2.15, courbe d.) trés proche de la troisieme
courbe de la figure 2.12 en posant ¢ = 2%, n = 3 (trois perforations sur la circonférence de
chaque cellule élémentaire), et N = 69 (nombre total de cellules). Tous les autres paramétres
sont fixés et leur valeur est celle de la référence [4]. Nous ajoutons les solutions de I’équation de
dispersion correspondantes (figure 2.15, courbe c.), que nous avons obtenues, et qui vont nous
eétre utiles pour interpréter nos résultats.

La solution de I"équation de dispersion pour un réseau de résonateurs branchés non couplés,
est représentée a titre indicatif, sur les quatre courbes de dispersion (trait continu fin). Trois
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Couplage faible
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Fra. 2.14 - Effet de partitions dans une chambre d’ezpansion, en fonction de la fréquence

pour deux couplages (0! = 0,5% et o/ = 35%); a droite: en trait gras, les deur solutions

de 'équation de dispersion du réseau (la solution pour des diaphragmes fermés (¢! = 0) est

représentée en trait fin, a titre indicatif ) ; @ gauche la perte par wmsertion.
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Couplage fort

a. Solutions de I"équation de dispersion b. Perte par insertion
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FiG. 2.15 - Effet de partitions dans une chambre d’expansion, en fonction de la fréquence pour
deuz couplages (o' = 95 % et o/ = 99 %) ; @ droite : en trait gras, les deur solutions de I’équation
de dispersion du réseau (la solution pour des diaphragmes fermés (0! = 0) est représentée en

trait fin, a titre indicatif); @ gauche la perte par insertion.



autres cas sont representés (relation de dispersion a gauche, et perte par insertion & droite),
pour différentes valeurs de I'ouverture des diaphragmes entre cellules, déterminée par o',

Les courbes a. et b. de la figure 2.14 présentent le cas d’un réseau de résonatenrs branchés,
peu couplés; le couplage est tout de meme suffisant pour que la bande d’arrét de Helmholtz
ait disparu. La fréquence f; de coupure du mode propagatif aux basses fréquences se situe
vers 3400 Hz (figure 2.14, courbe a.) et la fréquence f, de coupure du mode fliite vaut environ
2000 Hz (rappelons que f5 reste inchangée dans les quatre cas analysés ici). Les courbes c. et d.
de la figure 2.14 concernent le cas d’un réseau de résonateurs peu couplés. Les courbes a. et b.
de la figure 2.15 présentent le cas d’une chambre d’expansion avec des partitions trés ouvertes.
Enfin, les courbes c. et d. de la figure 2.15 présentent le cas d’un long résonateur sans partitions,
analogue & la troisieme courbe de la figure 2.12.

A mesure que le couplage entre résonateurs augmente, d’une part la fréquence f; de coupure
du mode propagatif aux basses fréquences augmente et, d’autre part, le mode flite est de moins
en moins évanescent en dessous de sa fréquence de coupure fy. D’une fagon générale, les deux
solutions de I’équation de dispersion tendent & se rapprocher sur ’ensemble de la gamme de
fréquence étudiée. Nous constatons sur la courbe b. de la figure 2.15 que dés que laire ouverte
des diaphragmes représente plus de la moitié de celle de la chambre d’expansion (ce qui donne
ici environ ¢ = 95%), les résonances d’interférences discutées dans le paragraphe 2.5.3 (et
situées au-dessus de f; = 2000 Hz) apparaissent. Le pic principal d’atténuation, visible aux
alentours de 1700 Hz sur les figures 2.14.c, 2.15.b, et 2.15.d, a déja été interprété dans la
référence [4] comme la résonance de Helmholtz du long résonateur. Il se manifeste ici car le
taux de perforation o choisi au départ est suffisarnment faible pour que cette résonance se situe
dans le domaine de fréquence considéré. La résonance de Helmholtz d’une cellule du résean est
située a 1100 Hz (voir par exemple la courbe b. de la figure 2.15). Nous pouvons remarquer
sur les courbes de perte par insertion que, lorsque le couplage entre résonateurs diminue (en
partant donc de la figure 2.15.d vers la figure 2.14.b), la fréquence de résonance de Helmholtz
de la chambre d’expansion diminue logiquement, s’approchant (2.14.b) de la résonance d’une

cellule élémentaire du réseau.

2.6 Conclusion

Le modele analytique que nous avons trouvé est trés général : méme si nous ne ’avons
exploité que dans un petit nombre de cas particuliers, il reste certainement beaucoup de possi-
bilités pour concevoir des traitements réactifs. L'équation de dispersion, la matrice impédance
d’ordre quatre comme le schéma équivalent en T, I’équation des résonances dues & P’interaction
des deux modes quand ils sont propagatifs, s’appliquent A tout milieu discretisé sans écoulement,
le passage au continu étant également possible. Quand on monte en fréquence, il est intuitif que
les solutions possibles deviennent trés variées, et il resterait analyser aussi généralement que
possible comment concevoir un traitement qui produise sur telle bande de fréquence soit deux
modes propagatifs, soit bien entendu deux modes évanescents. Rappelons & ce propos qu’il existe
dans certains cas deux modes évanescents ”conjugués”, pour lesquels la variation de phase et
d’intensité acoustique sont non nuls dans chacun des guides, mais de sens contraire [13, 11]. Par
ailleurs le phénomene de réfraction de Bragg [15] commence & des fréquences plus hautes que
celles que nous avons étudiées, puisque la longueur d’onde doit étre de ordre des dimensions
longitudinales d’une seule cellule. Pour le probléme envisagé initialement, c’est-a-dire le traite-
ment en nids d’abeilles & résonateurs couplés, nous avons montré, comme il est intuitif, que la
bande de fréquences traitée était plus large mais avec un moindre atténuation que lorsqu’il n’y
a pas de couplage ; en revanche un couplage fort, est plus favorable qu’un couplage faible. En ce
qui concerne les tres basses fréquences, on sait que tant que les dimensions sont tres inférieures



a la longueur d’onde, seul leffet de la compressibilité du volume d’air du traitement intervient,
et done que la limite d’atténuation i une fréquence donnée ne dépend pas de la forme intérieure
du traitement. Cependant, des systémes enroulés, ou couplés, permettant d’obtenir un effet de
propagation sur une longueur plus grande que la longueur traitée, devraient étre étudiés.
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Conclusion de la deuxiéme partie

L’¢tude du traitement acoustique a réaction non locale des réacteurs d’avions est un vaste
sujet auquel nous pensons avoir apporté une contribution utile. Dans le chapitre un, nous avons
proposé un modele, certes simplifié (par approximation du piston plan), mais qui permet
d’analyser de fagon générale la relation entre le nombre de perforations dans une section droite,
et le nombre de modes dans le conduit principal. Méme si nous n’avons pas exploité le calcul
numérique par la méthode de la matrice admittance locale. Cette méthode pourra étre un outil
pour I'exploitation du modele, valable d’ailleurs que le milieu soit périodique ou non. A la
question de savoir si la réaction non locale est bénéfique, nous n’avons pas apporté de réponse
complete, cependant dans le chapitre deux, nous pensons avoir donné des éléments de réponse,
alnsi que des propositions assez claires pour en comprendre les effets, aux fréquences pour
lesquelles le conduit est de dimensions transversales inférieures 3 la longueur d’onde. 1] reste
évidemment beaucoup A faire :

- essayer de concevoir des matériaux i réaction non locale en s’appuyant sur Pavantage que
peuvent présenter les interférences entre deux modes propagatifs ;

- poursuivre ’étude du chapitre un dans le cas des systémes de longueur infinie, ¢’est-a-dire en
cherchant les équations de dispersion a plusieurs modes, et dans le cas d’un systéme de longueur
finie, en utilisant la méthode de la matrice admittance locale, qui permet en particulier de
prendre en compte simple des conditions aux limites de début et de fin de réseau.

L’application a des matériaux ou poreux est possible dans ces modeéles, mais il faut rester
réaliste quant a ses limites car il est parfois impossible de considérer ces matériaux simplement
comme un fluide équivalent homogene et isotrope. De meme, doivent étre pris en compte,
d’une part les effets non linéaires, auxquels la premiere partie a été consacrée, et qui peuvent
intéresser autant les milieux poreux que les perforations, et d’autre part les effets d’écoulement.
Cependant nous pensons avoir montré qu’une premidre approche, linéaire sans écoulement et
pour de faibles dissipations, peut apporter beaucoup dans la conception de systémes réactifs.
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Annexe A

Calcul de I’équation de dispersion

Nous rappellons les notations définies par les équations (2.16), (2.17) et (2.18):

Y2 Y1
Ag = —shT’
0= eh <mr—AQ+mr—AJ

7200 G
chll — /41 chl’ — 142

2B B
chll — 441 chl — /12

Le calcul de I"équation de dispersion consiste & écrire :

j() = Zhl d

Bp=Y ! -

r}é - B()C'() =
2
= shi? [ — 2 e
SJ‘<MF~Af+wF—AQ

Ayt Y281y By g1 _ 20 Gy
chl' — A4 chl' — A, chl' — A4 chl — A,

En développant, en utilisant les égalités A2 - BC, =1, A2 - BC) =1 (réciprocité) et en
utilisant les notations suivantes: By = Y By, Fy = 1Y Bo, Iy = % ZCy, Fy = y1 ZCy, il vient :

A — BoCy =
S chl + Ay 5 chl + A, 27192 (ch?*T — 1)
TRt A, TR T = A, T (ehT = A (ehT = 43)
_{____1_< E\Fy+ By Py n Ey+ Fy Lo+ Fs _1>
YZ \{ehT = A))(chT = 43) T (chT = Ay) T (ehT = 4y)

Comme v = ’gll—ls: et v = —51—14-5-1—, on peut écrire 71 4+ 2 = 1, le numérateur de I’expression

ci-dessus s’écrit :
YZ {ChQF + ChF(’)’l - 72)(.41 — ‘42) - A1A2(712 -+ ’)/g) e 2’)/1‘)’2}
—ch’T -+ FhF(El + P+ A+ By + Fy + Az)
—A1Ay — ExFy — E\Fy — Ay (Ey + Fy) — Ao (Ey + Fy),
L’équation de dispersion devient :
C}'I,EI‘(}IZ - 1) -+ chl {(’}1 - ‘/2)(141 - A_g) + 11;1 + F1 + A1 + EQ -+ F2 -+ AQ}
~ A1 Az (3] +93) = 2172 — A1As — BEsFy — By Fy — Ai(Ey + Fo) — Ay(Ey 4+ Fi) = 0.
En posant:

Yo [)/] = El —+ Fl 4+ 2}7Z’)/2.41 s et ’lelz = EQ + F2 + QYZ‘)/lAQ s
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ainsi que
=2+ B;Cy + BsCy — A Ay .

nous obtenons la forime présentée pour I'équation de dispersion (2.21):

" 1 Dl) -+ Df
Ch?T = chT {A; + A + %—1}

1
—f—fh b + m {’)1 Df?/*h -+ ‘)’2])/l fl_) + YZ")] ’}’QH} =90.
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Annexe B

Passage d’une matrice de
transfert a une matrice
impédance, pour N cellules

I s’agit, connaissant la matrice de transfert reliant les pressions et vitesses dans chaque
guides pour N cellules (eq. 2.62)

ETL 30
Py P
en S0
v v
1 N 1
en - (fp? ) s0 (Bl)
p3 Pz
,Ugn ,Ugo
de trouver la matrice Zy telle que:
7t er
P1 Uy
(423 €
P3 — Uy ‘
e - (ZN) L, 80 3 (BZ)
i Uy

ol u; = Sjv;, (i = 1,2) désigne les débits acoustiques, choisis ici orientés {'un vers 'autre.
En utilisant la forme (2.62) de la matrice PN on peut par exemple ne considérer que la
matrice centrale, pour écrire que:

Vit
SRRl n
V5" 0 Dy Vst |

’l)2€n ?}230

olt les coordonnées des deux vecteurs ont la dimension d’une vitesse; ceci apparaitra clairement
plus loin. Cette expression s’écrit aussi:

i i
en 50
Vp/l Vp]l
Vs | ( O Su ) [ V33" (B.4)
1 — 1 .
,Ulen . SN CN ,Ulso )
/U;en v'zso
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ou bien encore:

slen len
\"p: l/l
;’(71, -1 -1 ,,'en
} Cy S S
2 . i o1 il Ug B5
1% ‘so - S —1 C -1 so ’ ( ‘O)
o1 . Su N Sy Uy
/ 7
V)5 vy
p2 2

olt Cy et Sy sont deux matrices diagonales d’ordre deux, définies comme suit:

chNT 0 shNT 0 )
Cy = et = . .
u ( 0 chNT’ ) € S ( 0  shNT ) (B.6)

En isolant la matrice de droite dans I’équation (2.62), on peut écrire que:

I
~ET 7 80
1 "pl
7
vy" ( H H, ) vy (B.7)
— 7 ,, 3 .
2% Hy Hy V,I,rjo
U;W 'UESO

d’olt I'on tire immédiatement que, grace au caractére diagonal des matrices H; et H; (i = 1, 2)

pi" Vﬂ”
])P)n H, 0 1! I'r,'n
1/1 HQ, Uy
vy 'r,)f_)e”‘
avec
h)] h/ h 1 h/
H, = < P et H, = R (B.9)
hp2 hpz hvg th

Il est & noter que toutes les matrices d’ordre deux sont ici adimensionnelles, A I'exception de
H,, qui a la dimension d’une impédance. De la méme fagon, a gauche, il vient :

Vi P’
v, H; H v3°
1 so ( ! /1 ) = io ? (BIO)
Vpl Hy Hy 2
ce qui donne
(B.

P | _ (w0 N[ v
- < . H) ; . (B.11)

A Paide des équations (B.5) 8), et (B.11), il vient immédiatement que:

bl

Py o

g Hy CySy™'Hy'  —H, sy~ HJ!

2 :( p Cn Sy v p O v ) vg" (B.12)
P H, S HU_1 —H, Cy Su~! HlTl v’

Py’ v’

En choisissant d’exprimer la matrice impédance en pression-débit orientés symétriquement et
entrants, on obtient le résultat (2.64):

p§n u?ﬂ

5" ug” .
= B.13

pro (Zn) e (B.13)

S0
2 us’
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avec

) HyCySy 'H't H, Sy 'H-': S
(zx):( 1H .l pen v oz V0 _ (B.14)
\ HySyTUHJ'T O H CGySyTlHI!: 0 1/5, '
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