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1.1

CONTEXTE

MOTIVATIONS

Le sujet de cette thése est issu de problématiques liées au domaine gé-
nomique’. Le traitement de puces ADN [Soularue et Gidrol, 2002] per-
met d’étudier en parallele le comportement de milliers de génes dans une
condition expérimentale donnée : patient malade ou sain, traitement A ou
B, etc. Dans chaque situation, on mesure le niveau d’expression de chaque
gene. On peut transcrire 1'ensemble de ces informations sous la forme
d’un tableau de données, ou1 les caractéristiques sont les genes (cf. tableau
1.1).

mesures | gene 1l e gene m e géne M | conditions
; 1 m M
patient 1 Xq . X7 . X
malade
; ; 1 m M
patient 1 X; X; X;
: i
patient i X . X xM
sain
; 1 m M
patient n Xy e Xy ... Xy

TABLE 1.1 — Exemple de tableau de données associé a une problématique génomique.
Dans ce domaine, le nombre d'individus (ici les patients) est généralement tres inférieur
au nombre de caractéristiques (les genes) : n << M.

Ces mesures peuvent ensuite étre utilisées pour étudier des réseaux géné-
tiques, c’est a dire les interactions qui existent entre les différents genes
au sein d’une cellule. Dans ce dernier cas, '’hypothese admise est que des
genes qui partagent une méme fonction biologique sont corégulés.

Les biologistes recherchent alors, sur les nombreuses mesures effectuées,
des groupes de genes qui évoluent de fagon similaire, ou au contraire de
fagon significativement différente. Pour découvrir ces (ir)régularités entre
les différents geénes, on peut utiliser des méthodes issues de 'apprentis-
sage statistique.

Afin de pouvoir traiter ce type de problématique, dans lesquelles le
nombre d’exemples est tres faible devant le nombre de caractéristiques,

1. Plus précisemment, il est issu de notre participation au projet ANR GD2GS : « Geno-
mic Data to Graph Structure, coordonné par Florence d’Alché-Buc. Le site web du projet
peut-étre consulté a ’adresse : http://gd2gs.ibisc.univ-evry.fr


http://gd2gs.ibisc.univ-evry.fr

Chapitre 1. Contexte

1.2

nous recherchons des méthodes statistiques qui tiennent compte de deux
éléments :

1. La cohérence des résultats.
Pour obtenir des résultats cohérents avec 1'état actuel des connais-
sances, les méthodes statistiques doivent intégrer le savoir
des biologistes. Les hiérarchies disponibles dans Gene Ontology
[Ashburner et coll., 2000] nous permettent de définir préalablement
des groupes de genes partageant un processus biologique ou une
activité moléculaire similaire. Ainsi, les solutions fournies par la
méthode statistique doivent étre contraintes par ces connaissances a
priori.
2. Linterprétabilité des résultats.

Si la performance d'un algorithme d’apprentissage statistique est
souvent mesurée par sa capacité de généralisation?, les biologistes
sont plus intéressés par une liste de genes qui permettent d’expli-
quer en quoi deux conditions expérimentales different. La taille de
cette liste doit rester « raisonnable ». En effet, ’analyse d"un réseau
de quelques dizaines de genes dont les fonctions sont mal connues
peut prendre plusieurs mois, voire plusieurs années. .. De plus, les
biologistes font I’hypothese que peu de processus interviennent dans
la différentiation des conditions expérimentales. Ainsi, la méthode
statistique doit pouvoir identifier les groupes de caractéristiques as-
sociés aux processus pertinents.

Les problématiques liées au domaine génomique sont a l'origine de nos
travaux. Néanmoins, ce mémoire ne rapporte pas de résultats relatifs a de
telles applications, pour des raisons qui seront abordées dans la derniére
section de ce chapitre. On retrouve cependant les éléments de cette pro-
blématique dans d’autres domaines applicatifs, comme celui des interfaces
cerveau-machine que nous avons traité dans cette these.

CONTRIBUTIONS

Nous avons proposé une méthode permettant d’'intégrer, dans ’apprentis-
sage d'un modele statistique, une connaissance issue du domaine d’appli-
cation considéré. Cette connaissance est relative a la fagcon dont les caracté-
ristiques d'un probléeme sont organisées. De maniere générale, nous nous
intéressons aux problemes dont les caractéristiques peuvent étre struc-
turées de maniere hiérarchique. Dans le cadre de ces travaux, ces hié-
rarchies sont représentées par des arborescences a deux niveaux, comme
celle illustrée sur la figure 1.1. Le second niveau contient les différentes ca-
ractéristiques associées au probleme, alors que le premier niveau permet
d’identifier les groupes sur ces caractéristiques.

Pour un probleme d’apprentissage statistique donné, notre but est donc de
faire émerger les groupes de caractéristiques pertinents, mais également

N z

2. Cest-a-dire sa capacité a prédire correctement un événement pour des exemples
inédits.



1.3

1.3. Organisation du document

Groupes

Caractéristiques 1 |- |m m | m” m"l - | M

FIGURE 1.1 — Exemple d’arborescence a deux niveaux sur les caractéristiques. M carac-
téristiques sont organisées selon L groupes.

les caractéristiques significatives associées a ces groupes. Pour cela, nous
utilisons une formulation variationnelle de type pénalisation adaptative
[Grandvalet, 1998]. Nous associons a chaque branche de 1’arborescence un
facteur de pertinence, et nous imposons une contrainte sur la norme des
facteurs d’'un méme niveau. En fonction du probleme considéré, on peut
régler sur chaque niveau la sévérité de cette contrainte, et aboutir a des
modeles parcimonieux 3 et stables.

Dans un premier temps, nous avons focalisé sur des problémes de régres-
sion paramétrique [Szafranski et coll., 2007, 2008a]. Nous avons ensuite
étendu cette premiere version a des problémes de classification, dans le
cadre de fonctions noyaux [Szafranski et coll., 2008b,c]. Dans cette these,
nous tragons de nouveaux liens entre ces deux approches.

ORGANISATION DU DOCUMENT

Ce document est organisé en quatre autres chapitres. Le chapitre 2 expose
brievement les concepts de I'apprentissage statistique, ce afin de fixer le
vocabulaire et les notations. La régression linéaire et les séparateurs a vaste
marge, modeéles régulierement utilisés au fil du document, sont également
décrits.

Le chapitre 3 présente un état de l'art relatif aux méthodes parcimo-
nieuses. Nous y répertorions plusieurs criteres, que nous regroupons en
deux catégories : les régularisations ¢, d'une part, et les régularisations
structurées d’autre part. Cette derniere catégorie inclut les normes mixtes
et celles utilisées pour 'apprentissage de noyaux dans les travaux de
Lanckriet et coll. [2004] et de ceux qui ont suivi. Enfin, nous terminons
ce chapitre en dressant une typologie des algorithmes d’optimisation as-
sociés a ces problemes, dont nous décrivons les principes généraux.

Dans le chapitre 4, nous développons le processus permettant d’abou-
tir a la pénalisation hiérarchique. Nous établissons les propriétés associées

3. C’est-a-dire des modeles ot peu de caractéristiques interviennent.



Chapitre 1. Contexte

a ce probleme : la relation entre la formulation variationnelle initiale et
les normes mixtes, ainsi que les conditions de convexité et de parcimo-
nie. Nous détaillons ensuite les deux algorithmes de résolution que nous
avons implémentés. Enfin, nous décrivons plusieurs perspectives visant a
étendre le cadre de notre travail a des situations plus complexes.

Le chapitre 5 est consacré a la partie expérimentale. Par le biais de simula-
tions, nous examinons le comportement de la pénalisation hiérarchique dans
différentes situations. Notre méthode est également appliquée a deux pro-
blemes relatifs aux interfaces cerveau-machine :

1. Dans le premier, nous avons réutilisé les données d"une compétition
sur les interfaces cerveau-machine, sur lesquelles Alain Rakotoma-
monjy 4, professeur a I'université de Rouen, avait déja eu l'occasion
de travailler.

2. Dans le second, Gangadhar Garipelli>, doctorant a I'ldiap sous la
direction de José del R. Milldn, nous a transmis ses données. Elles
sont issues de ses recherches dans le domaine des interfaces cerveau-
machine sur la reconnaissance d’un état reflétant ’anticipation d’un
évenement.

Nous détaillons les protocoles de ces deux problémes, et reportons les
résultats associés en terme de performance mais aussi d’interprétation.
Bien que 'exemple illustratif relatif a la génomique soit a I'origine de nos
motivations, il reste un travail important a effectuer pour adapter notre

méthode aux ontologies de geénes®.

Enfin, nous concluons en récapitulant les différents points importants évo-
qués dans ce document. Nous mettons également en exergue nos contri-
butions actuelles, et celles en perspective.

4. http://asi.insa-rouen.fr/enseignants/~arakotom/
5. http://lwww.idiap.ch/~ggaripe/
6. Ce travail est esquissé dans les perspectives du chapitre 4.


http://asi.insa-rouen.fr/enseignants/~arakotom/
http://www.idiap.ch/~ggaripe/
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2.1

2.2

2.2.1

2.2.2

2.1. Introduction

INTRODUCTION

Ce chapitre a pour but de présenter tres brievement les concepts de l'ap-
prentissage statistique, et d’introduire le vocabulaire et les notations utili-
sés dans cette these. Tout d’abord, nous définissons les notions principales.
Nous décrivons ensuite deux modeles, la régression linéaire et les sépara-
teurs & vaste marge, qui seront utilisés par la suite dans nos travaux.

FORMALISME

L’apprentissage statistique regroupe un ensemble de méthodes qui vise
a analyser, interpréter, voire prédire un phénomene. Le processus d’ap-
prentissage s’effectue au travers d’objets observés sur un ensemble de M
attributs, appelés variables explicatives.

Plus formellement, on représentera ces objets appelés observations,
exemples ou encore individus, sous la forme d'un vecteur de dimen-
sion M :

x = (xl,...,xm,...,xM) ex,

ol x™ représente 1'observation associée a la variable m, et ot X' définit
I'espace des variables, par exemple RM. I’apprentissage statistique est di-
visé en deux catégories : 'apprentissage non supervisé et 'apprentissage
Supervisé.

Apprentissage non supervisé

Le but de l'apprentissage non supervisé est de déterminer automatique-
ment des catégories sur I'ensemble des observations. Dans ce processus de
classification automatique, on cherche a regrouper les exemples en fonc-
tion de leur ressemblance, dans un espace donné qui peut étre une trans-
formation de l'espace initial des variables. L'enjeu consiste a trouver une
mesure de ressemblance et un critére de classification satisfaisants.

Dans la mesure ot1 nos travaux se situent dans le cadre de 1’apprentissage
supervisé, nous nous tiendrons a ce résumé incomplet de la classification
automatique. Le lecteur peut se reporter a [Celeux et coll., 1989] pour un
état détaillé de cette problématique.

Apprentissage supervisé

En apprentissage supervisé, on dispose d'une information supplémen-
taire : a chaque observation x est associée une étiquette y, appelée aussi
réponse ou variable expliquée. Les couples (x,y) sont générés selon une loi
de probabilité inconnue P(X,Y), ot X est le vecteur aléatoire associé aux
observations, et Y la variable aléatoire associée aux réponses. Dans cette
these, nous considérerons que ces couples sont indépendants et identique-
ment distribués (i.i.d.) selon la loi de probabilité IP(X,Y).
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Définition 2.1

2.2.3

Ensemble d’apprentissage — L'ensemble d’apprentissage S est défini comme
I'ensemble des couples d’observations et de réponses dont on dispose pour analyser
un phénomene : S = {(x;,y;) Yy, oit (x;,y;) € X x Y, Vi.

En fonction de l'espace ), on parlera de :

— régression, siy € R;
— classification ou discrimination, siy € {1,...,C}, avec C € IN;
— classification ou discrimination binaire, si C = 2.

Remarque 2.1 — On notera X la matrice associée aux observations de 1'en-
semble d’apprentissage S, avec X € M™*M, ou M représente la dimension
de X. On notera y le vecteur associé aux réponses de I'ensemble d’ap-
prentissage S, avec y € J". o

Remarque 2.2 — Pour alléger les notations, les variations des indices i et
j, représentant les observations de 'ensemble d’apprentissage S, seront
occultées des sommes, de méme que celle des indices m représentant les
variables ou les caractéristiques . Le cas échéant, les indices i et j varieront
de 1 a n, tandis que l'indice m variera de 1 a M. o

Minimisation du risque empirique

A partir de 'ensemble d’apprentissage S, on souhaite inférer une rela-
tion entre les observations et la réponse, pour tout élément issu de la
loi P(X,Y). On recherche alors une fonction f capable de caractériser au
mieux le lien entre les observations x; et les réponses y;. Pour quantifier
I'erreur commise par f pour évaluer y, on définit une fonction de perte

L:YxY — RT.

On souhaite minimiser 1’espérance de la fonction de perte sur ’ensemble
du phénomene. Ainsi, la notion de risque est définie par

R(f) = E[L(Y,F(X)] = [ Ly, f(x))P(x,y) dxdy
Cependant, R(f) ne peut pas étre calculé puisque la loi de probabi-

lité IP(X,Y) est inconnue. On définit alors le risque empirique comme la
moyenne de la perte L sur S :

Remp

I

Z ]/z/

Remarque 2.3 — On appelle codit ou critére, les expressions de type
J(f) = g(L(y, f(x))). Par abus de langage, on désignera également J(f)
par le terme fonction de perte. ©

Un processus d’apprentissage consistant sous certaines conditions vise
a rechercher l'estimateur f qui minimise ce risque empirique. La théo-
rie statistique de l’apprentissage [Vapnik, 1995] étudie les conditions de

1. En particulier, on peut considérer que y € {+1}.
2. Le terme « caractéristiques » sera défini en section 2.3.2.
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2.2. Formalisme

consistance et de convergence de la minimisation du risque empirique. En
termes réducteurs, il s’agit de savoir si minimiser R, est une stratégie
acceptable, permettant de minimiser R pour un échantillon de taille infi-
nie. Il faut de plus qu’elle soit applicable, ce qui nécessite qu'une forme
de convergence de R, vers R puisse étre établie pour des échantillons
de taille finie.

La dimension de Vapnik-Chervonenkis permet de majorer 1'écart entre R
et Remp en fonction de la perte L, de la taille n de I'ensemble d’appren-
tissage, mais aussi de 1'ensemble de fonctions H auquel l'estimateur f
appartient. L'existence de telles bornes conduit a envisager des stratégies
d’apprentissage qui ne sont pas uniquement basées sur la minimisation
du risque empirique, mais qui tiennent également compte de la « com-
plexité » du modele. Cet aspect est développé dans la section suivante.

Controle de la complexité

La complexité est définie par I'ensemble des termes qui interviennent dans
R et Repp :1aloi de (X,Y), la perte L, la taille n de ’échantillon d’appren-
tissage. Elle dépend également d'une variable qui n’a pas été précisément
mentionnée jusqu’a présent : la taille de ’ensemble de fonctions H dans
lequel I'estimateur f est recherché.

Comme la distribution de (X,Y), la perte L et la taille n de I'ensemble
d’apprentissage sont des données du probleme, le seul point de controle
est la taille de H. Si H est un ensemble fini de fonctions, sa taille est
le nombre de fonctions essentiellement différentes; si H est un espace
vectoriel, sa taille peut étre mesurée par la dimension.

La complexité fait intervenir la distribution de (X,Y), et n'est pas cal-
culable. Il est donc pratique de choisir une structure d’espaces emboités
Hy C--- CH)C -+ CHp pour laquelle on sait que :

1. La complexité est une fonction croissante de la taille, quelle que soit
la distribution de (X, Y).

2. Le risque empirique Rey,(f) est une fonction décroissante de la
taille.

Pour chaque ensemble ), la minimisation de R, fournit un estimateur
fa.Pour A < A, onaH, C Hy, ce qui d’apres 'hypothese 2 implique que
Remp(fr) = Remp(fr). D'autre part, lorsque H, C H,/, la borne sur 1'écart
entre R et R, augmente. Cette borne s’applique sur toutes les fonctions
de H), donc en particulier sur f,.

La borne sur le risque est donc la somme de deux fonctions de A,
I'une décroissante (R.np(fy)) et I'autre croissante (I'écart maximum sur
R(fr) — Remp(fa)). Trouver un compromis entre ces deux fonctions est
donc nécessaire pour minimiser la borne sur le risque. On aboutit ainsi
a un schéma d’apprentissage composé de trois étapes :

1. Définition d"une famille de modéle structurée : Hy C --- C H,,.

2. Estimationde f, : VA ={1,...,p}, fa = arg;ngl Remp(f)-
€M)
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2.3

2.3.1

3. Estimation de R(f)) (ou d’une borne sur R(f,)) et sélection de 'es-
timateur f} qui le (la) minimise.

Ces trois étapes forment ce que Vapnik appelle la minimisation du risque
structurel.

Dans cette these, nous définirons une famille de modeles emboités par
le biais d"un terme de pénalisation chargé de contraindre les solutions a
respecter un a priori. Nous développerons alors des algorithmes d’appren-
tissage spécifiques a la minimisation du risque empirique sur cette famille
de modéles. Nos contributions concernent donc les deux premieres étapes
de la minimisation du risque structurel. Pour la derniére, nous avons eu
recours a la validation croisée, une procédure dont le principe est décrit
dans tous les manuels traitants de 1’apprentissage statistique. Nous ne le
rappellerons donc pas dans ce document.

MODELES DE REFERENCE

Régression linéaire
Description du probléme

A partir de S, on souhaite établir un lien entre les réponses y € R” et les
observations X, a 'aide d’une combinaison linéaire de variables. On pose
le modele :

y = flx) +e
= ,Bo—l—me,Bm—Fe,

ol € est une composante aléatoire représentant l'influence des variables
non observées sur les réponses.

Remarque 2.4 — Dans le cadre de cette these, nous faisons '’hypothese que
les observations x; sont centrées et réduites :

Y=t

1
m __
vm, =Y xf'=0,
e
En effet, les méthodes de régression régularisées, présentées dans le pro-
chain chapitre, ne sont pas invariantes aux échelles associées aux variables.
Il parait donc raisonnable de les normaliser. De plus, nous considérons

également que les réponses y; sont centrées :
1
E Z ]/i =0 ’
1
ce qui permet de considérer que Bg = 0. Finalement, le modéle s’écrit

y = xp+e,

ou B € X est le vecteur des composantes appliquées aux variables expli-
catives des observations x. En effet, une observation x est représentée par
un vecteur ligne, tandis que B est représenté par un vecteur colonne. Ainsi
xf désigne le produit scalaire entre x et . o
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Formalisation

Le but est de trouver une estimation 8 qui minimise le critere des moindres
carrés 3, c’est-a-dire la somme des différences au carré entre les réponses
réelles et les réponses estimées :

mﬁin J(B) = ZL<yi/xiﬁ)
= Y (yi—xiB)?

= lly—xplI* . (2.1)

La solution minimisant la perte quadratique (2.1) sous forme matricielle,
au sens des moindres carrés, consiste a trouver les coefficients du vecteur g,
tel que

d

% =0 & B = X™X)" X'y, lorsquen>M. (2.2
On peut utiliser la solution obtenue dans un but prédictif ou descriptif.
Dans un but prédictif, B permet d’obtenir 7, la réponse associée a n’'im-
porte quelle observation x : § = xB. Dans un but descriptif, |B,,| peut-étre
interprétée comme le degré de pertinence de la variable x™ .

Séparateurs a Vaste Marge
Description du probléme

Les Séparateurs a Vaste Marge 4+ (SVM) [Vapnik, 1995] font partie des clas-
sifieurs dits « a noyaux ». IIs sont communément présentés dans le cadre
de la classification binaire : Vi, y; € {£1}, mais peuvent étre étendus a des
problemes de plus de deux classes, ou a des problemes de régression.

Bien souvent, les exemples d'un ensemble d’apprentissage ne peuvent pas
étre séparés linéairement dans X'. Dans les méthodes a noyaux, on consi-
dere la transformation de 'espace des variables X en un espace de carac-
téristiques >, ou d’hypothéses 'H., par une application non linéaire :

p: X —H,
x = ¢(x),

ol la dimension de H, est généralement supérieure a celle de &X'. De plus,
on consideére des espaces H, dotés d"un produit scalaire (., .);, .

Le principe des SVM est de construire une regle de décision permettant
de séparer au mieux les exemples positifs des exemples négatifs. Pour un
exemple x, cette regle de décision est de la forme

d(x) = sign (Dci <¢<x>,¢<xi>>m+b) : (23)

3. Ordinary Least Squares (OLS), en anglais.
4. Support Vector Machines, en ang]ais.
5. Feature space, en anglais.
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Définition 2.2

Définition 2.3

Définition 2.4

Définition 2.5

avec Vi, x; € S, et ou {a;} et b sont les parametres a optimiser. Avant
de présenter le probleme d’optimisation lié aux SVM, nous allons voir
comment construire 1’espace des caractéristiques H. a partir de fonctions
noyaux.

Cadre fonctionnel

On montre ici que certains noyaux permettent de définir implicitement un
espace de caractéristiques. Pour une présentation plus détaillée de ce cadre
fonctionnel et des SVM, le lecteur peut se référer a [Scholkopf et Smola,
2001]. On commence par introduire les quatre définitions suivantes :

Noyau — Un noyau est une mesure de similarité entre deux observations :

K: XxX—-1R

(x,x') — K(x,x).
Noyau positif — Un noyau K sur X est positif s'il est symétrique :
K(x,x') = K(¥,x),

et si pour tout entier positif fini N, il vérifie

N N

Z Z win K(x;, %) > 0,

i=1 j=1
ounVi={1,...,N},a; € Ret x; € X.

Espace de Hilbert — Un espace vectoriel H, muni d'un produit scalaire (., .),,,
est appelé espace pré-hilbertien. Si de plus, H muni de la norme ||.||; associée a
(.,.) est complet, H est un espace de Hilbert.

Espace de Hilbert a Noyau Reproduisant (EHNR) — Un espace de Hilbert
H est dit « a noyau reproduisant » s’il existe un noyau K pour lequel, Vf € H,
et Vx € X, f(x) peut-étre exprimée comme un produit scalaire dans H :

f(x) = (£ K(x.))y -

Soit N un entier positif fini. Soient x; € X, Vi = {1,...,N} et x; c X,
Vi ={1,...,N}. Soit K, un noyau positif. Soit H, 'ensemble des fonctions
définies par les combinaisons linéaires associées au noyau

N
H = {f:XHR‘f(X):Z;“iK(x/xi)} ’

ou Vi, a; € R. Soient

avec Vi, o; E R, etg € H :



Propriété 2.1

2.3. Modeles de référence

13

avec Vj, IX; € R. Pour toutes fonctions f et ¢ € H, on définit le produit
scalaire entre f et ¢ par la forme bilinéaire

N N
Z Z wjet; K (xi, x5) - (2.4)

L’espace H ainsi engendré est un espace pré-hilbertien. Si de plus, on
complete H au sens de ||f||x, la norme induite par le produit scalaire,
avec ||f||3, = (f, f)s, alors H est un espace de Hilbert. On remarque
également la propriété suivante :

Propriété de reproduction — D’apres la définition (2.4) du produit scalaire, on
remarque que Vf € 'H,

{f, K(x,.)) <sz x,)> = f(x).
H

H est alors appelé Espace de Hilbert & Noyau Reproduisant ©.

En particulier, cette propriété met en évidence la relation
(K(x,.),K(x',.)),, = K(x,x).

Lorsque la transformation ¢ est définie par le biais du noyau K associé a
I'EHNR 'H

p: X —-H
x — K(x,.),

on obtient

(@(x),9(x))y, = K(x,%) .

Ainsi, lorsqu’on applique un noyau reproduisant a deux observations is-
sues de 'espace des variables X, on calcule en fait leur produit scalaire
dans un espace de caractéristiques défini par 1’espace fonctionnel H.

Formalisation

Dans le cadre des SVM, on recherche dans un EHNR H la fonction f de
norme minimale permettant de séparer au mieux les exemples positifs des
exemples négatifs de S. L'hyperplan séparateur optimal a pour équation
f(x)+b=0,ou f et b sont appris a partir de S.

Dans le cas séparable, lorsqu'un exemple est bien classé, on impose que
I'inégalité y; (f(x;) + b) > 1 soit vérifiée. Le probleme a résoudre est

min 5 I£115
s. C. yvi(f(xi)+b) > 1 Vi.

6. Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS), en anglais.
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Marge maximale

FIGURE 2.1 — Séparateur a vaste marge dans le cas linéaire non séparable. Les vecteurs
supports sont représentés par les exemples encerclés.

Dans le cas non séparable, on introduit un vecteur de « variables d’écart »
¢=(&,...,Ey) > 0. Le probleme d’optimisation devient

. 1
min 5 Ifl3 + € Zi:‘:i (2.50)
S. C. Yi (f(xl) -+ b) > 1-¢; ¢i >0 Vi, (25b)

ou C > 0 est le parametre qui régle le compromis entre la largeur de la
marge, représentée sur la figure 2.1, et la quantité d’erreur qu’on s’autorise
a commettre. On peut résumer la formulation (2.5) par

min 2 fl + C Tl -y (Fx) + )],

ou [u]y = max(0,u). Cette formulation fait apparaitre le coit charniere
[1—yi (f(x;) +b)], , qui est la fonction de perte associée aux SVM.

En dérivant le Lagrangien associé au probleme (2.5), on obtient la forme
duale

1
max eri—iz ;e vy K(xi, x;)
i i
S. C. eriyi =0
i
0 S L% S C Vi.

On peut interpréter cette derniere formulation en fonction des multiplica-
teurs de Lagrange «; associés a la contrainte (2.5b) du probleme primal :
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1. Lorsque «; = 0, la contrainte (2.5b) n’est pas active et la variable
d’écart ¢; est nulle : on a y; (f(x;) +b) > 1. Les exemples associés a
ces multiplicateurs se situent au dela des hyperplans qui définissent
la marge. Ces hyperplans sont représentés en pointillés, sur la figure
2.1, par les droites d’équations f(x;) +b = +£1.

2. Lorsque 0 < «; < C, la contrainte (2.5b) est active et la variable
d’écart ¢; est nulle : on a y; (f(x;) +b) = 1. Les exemples associés a
ces multiplicateurs sont situés sur la frontiére des hyperplans défi-
nissant la marge. Ce sont les vecteurs supports, représentés entourés
sur la figure 2.1.

3. Lorsque a; = C, la contrainte (2.5b) est active et la variable d’écart
¢; est positive : on a y; (f(x;) +b) < 1. Les exemples associés a ces
multiplicateurs se situent du mauvais coté des hyperplans qui défi-
nissent la marge. Ils sont soit bien classés a l'intérieur de la marge
(exemple x; sur la figure 2.1), soit mal classés (exemples x; et xy).

Finalement, seuls les exemples pour lesquels les multiplicateurs &; ne sont
pas nuls, ont une influence dans la solution finale. Les SVM sont parcimo-
nieux dans l'espace des observations.

SYNTHESE

Dans ce chapitre, nous avons briévement introduit les concepts de l'ap-
prentissage supervisé, et précisé le vocabulaire et les notations que nous
utiliserons dans la suite de ce manuscrit. Nous avons également décrit la
régression linéaire et les SVM. C’est par le biais de ces deux outils que
nous allons maintenant présenter un état de 1’art sur les méthodes régula-
risées.
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INTRODUCTION

Le probléeme de sélection de variables consiste a identifier I'ensemble des
variables caractérisant au mieux le phénomene observé, ce dans une pers-
pective double.

1. La premiere concerne 'amélioration des performances en prédiction.
En effet, si certaines variables observées n’ont pas d’influence sur
la réponse, le fait de les inclure dans le modele peut perturber le
processus d’estimation.

2. La seconde a trait a l'interprétation du modele. Depuis plusieurs
décennies, les capacités d’acquisition permettent d’observer jusqu’a
plusieurs milliers de variables. L'interprétation « humaine » devient
alors délicate. Pour faciliter la compréhension du modele, des pro-
cédures « automatiques » deviennent nécessaires.

Il existe différentes fagons de sélectionner un ensemble de variables en ap-
prentissage statistique [Guyon et Elisseeff, 2003]. Nous nous intéressons
ici aux méthodes régularisées, qui consistent a introduire, dans un pro-
bléeme d’apprentissage statistique, une pénalisation sur la norme des com-
posantes d'un estimateur *.

Dans un premier temps, nous détaillons les méthodes régularisées par le
biais de normes £,. Nous caractérisons leurs propriétés, notamment en
termes de convexité, de parcimonie et de stabilité. Pour cela, nous insis-
tons sur les régularisations « usuelles », a savoir les régularisations ¢y, />
et /1. Nous nous attardons également sur deux variantes pondérées de ces
régularisations : 'adaptive ridge et 'adaptive lasso.

Nous présentons ensuite les méthodes de régularisation structurées. Nous
rassemblons dans cette catégorie des méthodes élaborées pour des pro-
blemes dans lesquels une structure sur les variables existe. Ici, cette struc-
ture est relative a 1'organisation des variables en groupes. L'elastic net
favorise la découverte et la sélection de groupes de variables corrélées.
Lorsque la structure est connue a priori, les pénalités composites et les
normes mixtes ont pour objectif d’identifier les éléments les plus signifi-
catifs de chaque groupe. Enfin, nous décrivons le Multiple Kernel Lear-
ning, qui est également apparenté aux méthodes de régularisation struc-
turées. Néanmoins, contrairement a I'ensemble des méthodes précédentes
qui sont définies pour des fonctions paramétriques, le MKL considere le
cadre fonctionnel des noyaux.

Pour terminer, nous décrivons les principes généraux d’algorithmes d’op-
timisation permettant de résoudre les problemes suscités. Nous les re-
groupons en trois catégories : les algorithmes de seuillage itératif, de
contraintes actives, et d’approximation par plans sécants >. Enfin, nous dé-
crivons la stratégie dite de « chemin de régularisation », qui permet de
parcourir I'ensemble des solutions atteignables quand le parameétre de ré-
gularisation varie.

1. Hesterberg et coll. [2008] ont aussi établi une revue sur certaines méthodes régulari-
sées décrites dans ce chapitre, dans le cadre de la régression linéaire.
2. Cutting planes, en anglais.
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3.2

3.2.1

REGULARISATIONS ép

Contexte

La notion de probléme «bien posé » a été définie par le mathématicien
Jacques Hadamard. Selon lui, les modéles mathématiques de phénomeénes
physiques doivent garantir :

— l'existence de la solution,

— l'unicité et

— la stabilité.

Un probleme qui ne vérifie pas une de ces propriétés est dit « mal posé ».
Les problemes inverses sont souvent mal posés. C’est le cas lorsqu’on es-
saie d’inférer des lois générales a partir de seulement quelques exemples,
en particulier lorsque la taille de 1’échantillon est inférieure a la dimension
du probleme (n < M).

La régularisation consiste a transformer un probléeme mal posé en un pro-
bleme bien posé. Pour ce faire, on peut intégrer une connaissance a priori
sur la solution par le biais d"un terme de régularisation ou de pénalisation.
Le critere minimisé est alors de la forme :

min  J(f) + AP(f), (3-1)

fer

ou le parametre de régularisation A € R* contrdle le compromis entre
I'adéquation du modele aux données J(f) et I'opérateur de pénalisation
P(f), et ou 'H définit ’espace de fonction auquel f appartient.

La formulation (3.1) peut se récrire sous la forme équivalente

?réi;{l J(f) (3.2a)
s.c. DP(f) <t, (3.2b)

ou t € RT est un seuil qui joue un role similaire au parametre de régula-
risation A. Lorsque le critere J(f) et 'opérateur de pénalisation P(f) sont
convexes, il existe, pour chaque valeur de A, une valeur de t correspon-
dante, telle que les deux problémes ont la méme solution.

Remarque 3.1 — Le probleme (3.1) correspond a la formulation Lagran-
gienne du probleme (3.2). La formulation (3.1) peut également étre dé-
signée sous le terme de formulation de Tikhonov, par contraste avec la
formulation (3.2) dite d’Ivanow.

<&

Les opérateurs de régularisation auxquels on s’intéresse dans ce document
évaluent les normes /;, des estimations. Dans le cadre paramétrique, ot
f(x) = xB etou B € X, on définit 'opérateur de régularisation P(B) par
une (quasi-)norme £, , avec 0 < p < co:

1/p
1Bll, = (Z!M”) ,
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pour p # 0. Lorsque p = 0, P(B) est défini par

IBllo = card{Bu|Bm 7 O} -
Enfin, lorsque p — oo, P(B) est défini par

1Bl = max [Bul.

Remarque 3.2 — Par abus de langage, les quasi-normes Ep, oul0<p<l,
seront également appelées normes £,. o

Dans le cadre paramétrique, lorsque J(B) est une fonction de perte qua-
dratique, le probléme (3.1) est connu sous le nom de bridge regression
[Frank et Friedman, 1993].

Propriétés

Avant de présenter les régularisations les plus courantes, nous allons étu-
dier les propriétés de convexité, de parcimonie et de stabilité des pro-
blémes régularisés par des normes ¢,, dans le cadre paramétrique.

Remarque 3.3 — Afin de rendre la lecture de cette section plus fluide, nous
raisonnerons uniquement sur la formulation (3.2). Néanmoins, les pro-
positions et les remarques associées s’appliquent de la méme fagon a la
formulation (3.1). o

Convexité

Dans un premier temps, introduisons les notions d’ensemble et de fonc-
tion convexes [Boyd et Vandenberghe, 2004, chapitre 2 et 3].

Ensemble convexe — Soit C C RM. Un ensemble C est dit convexe si
V(xl,X2) eCxC,etb e [0,1]

fx1+ (1 —0)xy € C.

Fonction convexe — Une fonction f : C — R, définie sur un ensemble convexe
C, est dite convexe si pour ¥ (x1,x2) € Cx C, et 6 € [0,1]

f(6x1 + (1 - Q)xz) < Gf(xl) + (1 — G)f(xz) .

Remarque 3.4 — La stricte convexité est obtenue en remplacant les inégali-
tés par des inégalités strictes, dans les définitions 3.1 et 3.2. o
Le probleme (3.2) est convexe si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. J(B) est une fonction de perte convexe.

2. P(B) = ||B||, est convexe, c’est a dire p > 1.

Afin d’illustrer cette propriété, nous représentons sur la figure 3.1 les
ensembles admissibles associés a différentes normes, pour un exemple
en deux dimensions. On constate que les régions grisées, définies par la
contrainte (3.2b), sont strictement convexes pour p > 1 et concaves sinon.
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Définition 3.3

Propriété 3.2

loo Uy %) lys3 {
8, 8, B, B, B,
0 B, 0 B, 0 [A 0 By 0 [
a3 by b3 l1/4 Lo
8, 8, B, B, B,
0 <> 0 {} 0 W% 0 %} °
0 B, 0 B, 0 [A 0 By 0 [

FIGURE 3.1 — Boules unité pour différentes normes : || B||, < 1.

Parcimonie

Dans les modeéles paramétriques, la valeur absolue des composantes de
peut représenter le degré de pertinence d’une variable dans l'interpréta-
tion d’'un modele. Plus |B,,| est élevée, plus la variable x™ participe a 1’ex-
plication de la réponse y. Inversement, plus |B,| est proche de 0, moins
la variable x™ est pertinente. L'objectif consiste alors & assigner une valeur
nulle aux coefficients de la solution associés aux variables non significa-
tives, qui sont ainsi éliminées du modele.

Solution parcimonieuse — Une solution B est dite parcimonieuse si plusieurs
de ses composantes sont nulles.

La solution du probleme (3.2) est parcimonieuse si les coefficients de I'estimateur
sont contraints par le biais d'une norme £y, ott p < 1. La non-différentiabilté
des contours des normes £, en B, = 0 entraine la parcimonie, lorsque p < 1
[Nikolova, 2000].

Les propriétés 3.1 et 3.2 nous indiquent que le probleme (3.2) est convexe
et la solution associée parcimonieuse, si et seulement si on contraint la
norme ¢; de l'estimateur : P(B) = ||B])1

Sur la figure 3.1, les régions définies par le biais d’une contrainte £, com-
portent des « coins » situés sur les axes, lorsque p < 2. Dans ce cas, les
coefficients de la solution contrainte peuvent étre annulés. Si la solution
des moindres carrés est hors du domaine admissible, celle du probleme
pénalisé (3.2) se situe sur la surface du domaine. Plus exactement, elle se
situe sur un point de la surface pour lequel le gradient de J(B) appartient
a la normale de la surface du domaine. Pour p < 2, les axes correspondent
a des discontinuités de la tangente a la surface, pour lesquels la normale
est un cone, alors qu’elle est réduite a un vecteur unique sur les points de
continuité. Des lors, il est clair que pour de nombreuses distributions sur
(X,Y), avoir une solution qui annule un ou plusieurs coefficients est un
évenement de probabilité non-nulle.
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Cette intuition est illustrée sur la figure 3.2, ou B représente la solution
non contrainte des moindres carrés. Les ellipses représentent les contours
de la fonction de perte quadratique autour de l'estimateur ,Bls. On montre
les solutions obtenues pour le probléme (3.2) soumis a une contrainte ¢4
(a gauche) et ¢ (a droite), lorsque ﬁls n’appartient pas au domaine admis-
sible. Chaque probleme étant strictement convexe, sa solution est unique
et se situe sur la frontiere de la région définie par la contrainte associée.

Remarque 3.5 — Le probléme (3.2) soumis a une contrainte /; est en fait
strictement convexe si X est de rang plein, ce qui nécessite d’avoir n > M.
Quand n < M, le probleme est convexe mais l'unicité de la solution n’est
plus assurée [Osborne et coll., 2000a, théoreme 2.1]. o

B2 B2

’BM i w 3t

FIGURE 3.2 — Comparaisons des solutions de problemes régularisés par une norme ¢y et
£,

A gauche de la figure 3.2, ,Bgl est la solution du probleme (3.2) régularisé
par une norme /;. La deuxieme composante de B est annulée, car l'ellipse
atteint la région admissible sur 1’angle situé sur ’axe > = 0. A droite de la
figure 3.2, ,362 est la solution du probleme (3.2) régularisé par une norme
5. La forme circulaire de la région admissible n’incite pas les coefficients
a atteindre des valeurs nulles.

Afin de poursuivre cette discussion avec des arguments a la fois simples et
formels, on peut donner l'expression d’un coefficient de g et B2, lorsque
la matrice X est orthogonale (ce qui correspond a des contours circulaires
pour la fonction de perte quadratique). Pour B2, nous avons

153 — L Is

" 1+A '
Les coefficients subissent un rétrécissement3 proportionnel par le biais du
facteur 1/ (1 + A). En particulier, [Bfnz ne peut étre nul que si le coefficient

B est lui méme exactement nul. Pour ‘1, nous avons
l : I l
no= sign(Bn) (1B31-A),

3. Shrinkage, en anglais.
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Définition 3.4

3.2.3

3.2.4

ot [u]4+ = max(0, ). On obtient ainsi un seuillage « doux » : les coefficients
de la solution des moindres carrés sont rétrécis d'une constante A lorsque
|B%| > A, et sont annulés sinon.

Stabilité

Stabilité — Selon Breiman [1996], un probléme est instable si pour des ensembles
d’apprentissage similaires mais pas identiques (petites perturbations), on obtient
des prédictions ou des solutions tres différentes (grande perturbation).

Remarque 3.6 — Bousquet et Elisseeff [2002] ont défini de fagon formelle
différentes notions de stabilité, basées sur le comportement des estima-
teurs quand 1’échantillon d’apprentissage est perturbé par le retrait ou le
remplacement d"un exemple. o

Nous avons vu que les régions définies par la contrainte (3.2b) étaient
non-convexes pour p < 1. L'optimisation de ce type de probléme est plus
difficile. De plus, les solutions associées ne varient pas de fagon continue
en t, ce qui occasionne des problemes d’instabilité [Knight, 2004]. Breiman
[1996] a également établi ce constat pour le probleme de sélection de va-
riables, c’est a dire le probléme (3.2) pénalisé par une norme /.

Régularisation ¢

La sélection de variables ou sélection de sous-ensembles 4 consiste, comme son
nom l'indique, a sélectionner un sous-ensemble de variables et a éliminer
les autres. Présenté par le biais de la formulation (3.2), le probleme s’écrit

{min J(B)

s. C. IBllo < ¢,

ou ||Bllo = card{Bm|Bm # 0}. Ici, t est un entier positif représentant le
nombre de variables que 1'on souhaite conserver. Ce parameétre ¢t peut soit
étre fixé avant de lancer la procédure, soit dépendre d'un critere d’arrét
plus « sophistiqué », comme par exemple la stabilisation de la fonction
de perte au cours de deux itérations successives [Schuurmans et Southey,
2002]. Si les problemes régularisés par une norme ¢y conduisent a des mo-
déles parcimonieux, les estimateurs sont quant a eux instables [Breiman,

1996].

Régularisation /¢,

Lorsque les variables explicatives sont fortement corrélées, la matrice
XTX, impliquée dans le calcul de ,Bls, la solution des moindres carrés, est
mal conditionnée : une ou plusieurs valeurs propres sont proches de 0.
En conséquence, les coefficients de B sont susceptibles de prendre des
valeurs démesurément élevées, tout comme la variance de l'estimateur.

4. Subset selection, en anglais.
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Afin de pallier ces inconvénients, Tikhonov et Arsénin [1977] proposent
de pénaliser la norme ¢, de l'estimateur f dans la formulation (3.1)

min Z yi— 2+ AIFIG -

Dans le cadre paramétrique, on parle de ridge regression [Hoerl et Kennard,
1970]
min Y (- xB)* + AL 6
i

La résolution analytique de ce probleme conduit a I'expression
-1
g2 = (xTx+ AI) X"y,

ot I € MM*M est la matrice identité. L'ensemble des valeurs propres de
XTX, notamment les plus petites qui refletent les corrélations, se trouvent
décalées d'une constante A. Imposer une telle contrainte sur les valeurs
propres de XX permet de controler la magnitude des coefficients, et de
réduire la variance de l'estimateur, ce qui peut améliorer les performances
en prédiction.

Breiman [1995] propose le garrot non négatif>, qui permet d’introduire 1'in-
formation apportée par la solution des moindres carrés B :

mﬁin Zl:( yi — x;B)* +AZ ‘Bls

Les coefficients des moindres carrés les plus faibles sont ainsi plus sévere-
ment pénalisés. Géométriquement, tandis que la région définie par une
pénalisation ¢, est circulaire, celle ci présente une forme elliptique.

Néanmoins, bien que les solutions obtenues par des problemes régulari-
sés via une norme ¢, soient uniques et stables, elles ne sont pas parcimo-
nieuses (cf. figure 3.2). Cela présente un inconvénient lorsque l'interpréta-
tion est une des finalités du probleme d’apprentissage, notamment dans
les problemes de grande dimension.

Régularisation /4

Afin de combiner sélection de variables et stabilité, Tibshirani [1996] a in-
troduit le critere du lasso (least absolute shrinkage and selection operator), qui
pénalise la norme ¢; d’un estimateur pour une fonction de perte quadra-
tique :

min ) (vi — %)’ (3.42)
s.c ) |Bul <t (3.4b)

Les solutions B du probléme (3.3) et g du probléme (3.4) voient tous
deux leurs coefficients rétrécis. Cependant, nous avons vu dans la section
3.2.2 que la contrainte (3.4b) imposée sur la norme ¢; des estimateurs a
pour propriété d’annuler exactement certains coefficients de ,Bgl.

5. Non-negative garrote, en anglais.
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Théoreme 3.1

Définition 3.5

Remarque 3.7 — Les problemes régularisés par le biais d"une norme ¢; se
retrouvent également en traitement du signal. En particulier, Chen et coll.
[1998] ont proposé une formulation proche du probleme (3.4). Le basis
pursuit défini par
min Bl
B

s. C. XB=y,

permet de reconstruire le signal y en utilisant un dictionnaire® X sur-
complet (n < M). La formulation du basis pursuit denoising [Chen et coll.,
1998], qui permet de débruiter un signal est quant a elle identique au
critere du lasso. o

Nombre de coefficients non-nuls

Nous avons vu dans les sections précédentes que la solution du lasso est
de nature parcimonieuse. Il existe également un résultat concernant le
nombre de coefficients non-nuls de la solution associée a ce probléme :

Lorsque n < M, la solution du lasso comporte au plus n coefficients non-nuls
[Osborne et coll., 2000a, théoreme 3.5].

Du point de vue de l'interprétabilité, cette limite peut étre trop drastique.
Par exemple, dans le domaine génomique, I'ensemble d’apprentissage est
composé de seulement quelques dizaines d’expériences sur lesquelles est
observé le comportement de plusieurs milliers de genes. Si 1’objectif est de
découvrir 'ensemble des genes significatifs, le lasso est alors mal adapté.

Lorsque plusieurs variables explicatives sont fortement corrélées, le lasso
risque de n’en conserver qu'une. L'interprétation directe des coefficients
de B peut alors sembler contradictoire avec les connaissances avérées. Si
la parcimonie facilite I'interprétation des modéles, il ne faut pas qu’elle
masque une partie des phénomenes étudiés.

Consistance en sélection de modele

Comme le lasso combine stabilité et parcimonie, de nombreux auteurs se
sont interrogés sur la consistance de ce critere en sélection de modeéle.

Consistance en sélection de modele — Une procédure de sélection de modele est
dite consistante si la probabilité d’identifier 'ensemble des variables significatives
du modele tend vers 1, lorsque la taille de I'échantillon tend vers l'infini.

En d’autres termes, lorsque le vrai modele est parcimonieux, les variables
sélectionnées par le lasso correspondent-elles effectivement a celles du
modele sous-jacent? Leng et coll. [2004] ont montré que lorsque I'hyper-
parameétre A est sélectionné dans 'optique de minimiser 1’erreur de pré-
diction, alors 'estimateur du lasso n’aboutit pas a des modéles consistants :
de nombreuses variables non significatives sont incluses dans le modéle.
Néanmoins, sous certaines conditions, l’estimateur du lasso est consistant

6. Par exemple, un dictionnaire d’ondelettes.
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[Knight et Fu, 2000; Donoho et coll., 2004; Meinshausen et Bithlmann,
2006]. On citera également dans ce domaine les travaux de Yuan et Lin
[2006] ; Zhao et Yu [2006]; Zou [2006]; Bach [2008].

Le probleme du lasso — néanmoins intéressant pour ses propriétés de stabi-
lité, de convexité et de parcimonie — a inspiré de nombreux travaux ayant
pour objectif de produire de estimateurs plus « pertinents » en termes d’in-
terprétabilité et de consistance. Nous en décrirons quelques-uns dans les
sections suivantes.

Adaptive ridge

La pénalisation multiple adaptative’? représente, comme le lasso, une alter-
native permettant d’associer les propriétés de stabilité et de parcimonie
[Grandvalet, 1998 ; Grandvalet et Canu, 2003]. Elle est définie par

min Z( —xiB)* + Z T B (3.5a)
’ i

1
s. C. ; e Om >0 Vm, (3.5b)

oll A est une constante prédéfinie. La contrainte (3.5b) est présente pour
éviter les solutions triviales qui consisteraient a affecter un poids nul a
chaque parametre 0;,. Son origine est liée a 1'interprétation bayésienne du
critere (3.5a)®. Chaque coefficient B,, suit une distribution a priori gaus-
sienne centrée, de variance proportionnelle a 1/c;,. La contrainte (3.5b)
représente aussi le lien entre les M distributions : elle impose que la va-
riance moyenne des coefficients 8,, soit inversement proportionnelle a A .

Ainsi, les parametres du vecteur o = (03,...,0p) sont choisis de fagon
a pénaliser chaque coefficient §,, en fonction de son influence dans le
modeéle. Les coefficients les moins influents peuvent étre annulés. Le pro-
bleme (3.5) est équivalent au probleme (3.4) du lasso [Grandvalet, 1998].

Adaptive lasso

Zou [2006] a introduit I'adaptive lasso dans le but de construire un estima-
teur a la fois parcimonieux et consistant. Le probléme s’écrit :

mln Z 24\ Z ’ﬁm’ , (3-6)

|| Y

ou la valeur de A, varie en fonction de 7, la taille de 'ensemble d’appren-
tissage. La constante v > 0 est prédéfinie, et le vecteur o = (01,...,0Mm)
traduit I'influence des variables sur le modéle. On peut par exemple utili-
ser la solution des moindres carrés : o = B*.

En fait, pour que le probléme (3.6) fournisse un estimateur B consistant,
le vecteur initial o doit étre « zéro-consistant » [Huang et coll., 2007].

7. Adaptive ridge regression, en anglais.
8. L'ensemble des problemes régularisés, notamment (3.3) et (3.4), peuvent aussi étre
interprétés d’un point de vue bayésien [Hastie et coll., 2001].
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3.3.1

Zéro-consistance — Soit B, le véritable vecteur de parametres. On définit les

ensembles A = {m : B, #0} et A= {m: B, =0}.
Un estimateur o est dit zéro-consistant si :
1. Lorsque n croit, max |0y, | devient en probabilité asymptotiquement négli-
meA

geable :
lim max |0y, 0.
n—oo meA
2. Pour n suffisamment grand, il existe une constante € > 0 telle que pour
n’importe quelle valeur 6 > 0, alors

PP ( min |o;| > € mi >1-6.
<fn“éﬂ‘ m| = ggg\ﬁmo

Si le vecteur initial o vérifie cette propriété, alors lorsque n augmente, les
facteurs d’échelle 1/|0,,|7 — oo, pour m € A. Les coefficients B, associés
sont alors rétrécis vers 0. En revanche, lorsque m € A4, les facteurs d’échelle
1/|0m|" — ¢, ot1 ¢ est une constante finie [Zou, 2006, remarque 2].

REGULARISATIONS STRUCTUREES

Elastic-net

L'elastic-net a été introduit par Zou et Hastie [2005] dans le but de pal-
lier certaines limites du lasso en termes de sélection de modele, pour des
problémes de grande dimension composés de peu d’exemples (n < M).
En effet, le lasso peut sélectionner au plus n caractéristiques (cf. théoreme
3.1). De plus, en présence d'un ensemble de variables significatives mais
corrélées, il tend a ne sélectionner qu’une seule d’entre elles.

Pour remédier a cela, les auteurs proposent d’associer les propriétés des
régularisations /; et /; en minimisant le critere

min Y (i—xp)? + A Y |Bul + A2 Y B (37)
ou de fagon équivalente
min Y (vi — xiB)? (3.89)

p i
s.c. ) |Bul + (1—&)2[3%1 <t, (3.8b)

avec & = Ay/ (A1 + Az). La contrainte (3.8b) est une combinaison convexe
de régularisations ¢; et /. Lorsque a > 0, le probleme (3.8) est strictement
convexe. C’est par la stricte convexité que les auteurs expliquent I'« effet
groupant ».

de Mol et coll. [2008] ont étudié la consistance de ce probleme en sélection
de modeéle, mais également en estimation. Ils concluent a la « consistance
forte universelle9 » de 'estimateur de I'elastic-net.

9. Universal strong consistency, en anglais.
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Normes mixtes

Maintenant, nous considérons qu'une structure sur les variables est
connue. Les variables sont organisées en groupes disjoints. Par exemple,
dans un probleme ou les variables représentent des catégories, une va-
riable composée de c catégories peut étre codée en fonction de c nou-
velles variables binaires, comme illustré sur le tableau 3.1. Pour un pro-
bleme spécifique, une connaissance experte peut permettre de définir des
groupes sur les variables. Une fois les groupes de variables définis, 1'ob-
jectif consiste a identifier les éléments pertinents, en utilisant une pénalité
différente sur chaque niveau de la structure.

X’ X’ : sexe X x! : homme x2 : femme
x] homme X1 1 0
x) femme X 0 1

TABLE 3.1 — Transformation d’"une variable catégorielle (c = 2) en variables binaires.

Soit Gy, l'ensemble regroupant les variables associées au groupe /,
V¢ e {1,...,L}. Soit d;, le nombre de variables incluses dans le groupe
Gy :dy =card(Gy), et ) dy =M.

3

On définit la norme mixte pondérée £, ;) par

1/r

r/s
(r,s) = ;dﬁ < Z |,Bm|s> . (3-9)

meGy

1Bl

Dans chaque groupe, les coefficients sont pénalisés par la norme interne
5. Soit ay, le représentant du groupe ¢ :

1/s
Ky = dg ( Z ’ﬁm’5> .

meGy

La norme /, externe de l'expression (3.9) pénalise chaque élément de «,
le vecteur des représentants des groupes. Les groupes sont donc pénali-
sés par une norme /,, tandis que les variables au sein d’un groupe sont
pénalisées par une norme /;. En fonction du probléme considéré, on peut
régler r et s, afin d’obtenir des solutions plus ou moins parcimonieuses
sur les différents niveaux de la structure.

Yuan et Lin [2006] ont introduit le group-lasso afin de sélectionner 1'en-
semble des variables associées aux groupes pertinents. Ils utilisent pour
cela une norme mixte £(; ) en minimisant le critére

1/2
min Y (i~ xp)’ + A ;@( y \ﬁm\2> - (3.10)

meGy

Les propriétés de la norme /; permettent d’identifier les groupes perti-
nents et d’éliminer les autres, tandis que la norme /¢, fait participer toutes
les variables d’un groupe pertinent de maniére proportionnelle.
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Lorsque l'objectif est d’identifier les groupes significatifs, mais également
les variables significatives au sein des groupes, une norme /; plus res-
trictive doit étre utilisée. Par exemple, une norme mixte £(; 4/3) permet
d’atteindre une parcimonie effective sur les groupes, et une parcimonie
«numérique » a l'intérieur des groupes [Szafranski et coll., 2008a].

Remarque 3.8 — Dans le chapitre 4, nous verrons que les normes mixtes
peuvent étre abordées sous un aspect variationnel, ot la pénalisation est
définie indirectement via la minimisation de facteurs d’échelle associés
a chaque niveau de la structure. Nous détaillerons & ce moment leurs
propriétés. o

Composite Absolute Penalties

Zhao et coll. [a paraitre] proposent de moduler les pénalités appliquées au
sein des groupes dans les normes mixtes en minimisant le critere suivant :

r/se
mm Z 2+ A Z( ) ]ﬁmlsf> . (3.11)

meGy

La norme /s, interne permet de nuancer la pénalité en fonction de l'a priori
sur le groupe /. Par exemple, on utilisera une norme ¢, sur un groupe
dont on sait que 'ensemble des variables doit jouer un rdle significatif.
Au contraire, pour un groupe sur lequel on n’a pas d’a priori, on essaiera
plutdt d’identifier les variables significatives en utilisant une norme plus
restrictive.

Remarque 3.9 — Aucun algorithme de résolution efficace n’est proposé
pour résoudre le probleme ainsi généralisé. Les auteurs proposent en pra-
tique d’utiliser la norme mixte £ o). o

Zhao et coll. proposent également de sélectionner les groupes de facon
« hiérarchique », lorsqu’ils ne forment plus une partition mais qu’ils sont
imbriqués :

GiCGC---CGLCI,

oul={1,..., M} représente I'ensemble des variables du probleme. Cette
structure sur les variables permet de sélectionner les groupes dans un
ordre prédéfini :

{I\G.}, {GL\Gi_1}, ..., {G2\ G}, Gy

Multiple Kernel Learning

Le cadre du Multiple Kernel Learning (MKL) a été initié par
[Lanckriet et coll., 2004] pour combiner différents noyaux issus de M
sources d’information. Le probléme consiste a optimiser les parametres
d’'un SVM avec comme noyau effectif, la combinaison linéaire des M
noyaux : K(x, x ZK x, x')
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Pour identifier les éléments significatifs de cette combinaison, Bach et coll.
[2004] posent le probleme sous la forme suivante :

(

Frrifuts
b¢

s. C. Vi <me(xi)+b> > 1-¢; & >0 Vi . (3.12b)

2
min %(lefm|\nm> +Cre (122)

\

Dans ce probléme tres similaire au probleme SVM original (2.5), la norme
mixte associée a chaque EHNR H, remplace la norme au carré sur
I'EHNR H. La norme ¢; appliquée sur les éléments f, encourage des
solutions parcimonieuses sur les noyaux Kj,.

Remarque 310 — Le probléeme (3.12) est une généralisation non-
paramétrique du group-lasso. En effet, si la norme mixte £(;,) utilisée
dans group-lasso est reformulée en termes de produits scalaires, on ob-
tient :

1Bl = ;@wmﬁ“
= ;\/@HWHZ ,

ou B, est le vecteur de coefficients des variables du groupe /. L'élévation
au carré de la norme mixte du critere (3.12a) influence la force de la péna-
lité, mais pas sa forme. o

Dans la suite de ce document, nous nous intéresserons plus par-
ticulierement a la définition du probleme du MKL donnée par
Rakotomamonjy et coll. [2007] :

(. 11, .
min - — + C ; .13a
Furenfot > ;Um ||fm||Hm ;Cz (3.13a)
b,¢, o
s. ¢ Y om <1 on > 0 Vm  (3.13b)
m
Yi (me(xi)+b> >1-¢ ¢ >0 Vi, (3.13¢)

ol le noyau associé a ce probleme est défini par la combinaison linéaire
convexe

K(x,x') = Y owKpu(x,x').

C’est la contrainte ¢; (3.13b) imposée aux coefficients ¢, qui induit la par-
cimonie sur les éléments f,, et sur les noyaux K. En ce sens, les formula-
tions (3.12) et (3.13) sont équivalentes. On montre d’ailleurs, de la méme
fagon que dans [Grandvalet, 1998], que (3.13) est une formulation varia-
tionnelle de (3.12), et que les deux problémes sont équivalents.
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Remarque 3.11 — L’approche du MKL peut aussi étre utilisée comme al-
ternative a la validation croisée, pour choisir les hyper-parametres d"une
famille de noyaux. Par exemple, dans une famille de noyaux gaussiens ou
la largeur de bande varie en fonction de m, le MKL sélectionne la combi-
naison la plus appropriée pour le probléme considéré. o

ALGORITHMES DE RESOLUTION

Dans cette section, nous décrivons les principes généraux d’algorithmes
permettant de résoudre divers problemes régularisés. Ces algorithmes ont
été regroupés en quatre catégories : les algorithmes

— de seuillage itératif ;

— de contraintes actives;

— d’approximation par plans sécants;

— de calcul de chemin de régularisation.

Remarque 3.12 — Il existe également une librairie matlab qui implémente
différente statégies pour résoudre le probléeme du lasso [Schmidt]. o

Seuillage itératif

Dans cette section, nous nous intéressons aux méthodes itératives basées
sur les seuillages obtenus par les conditions d’optimalité du premier ordre
du probleme général (3.2) :

mﬁin L = J(B) + AP(B),

en particulier pour le probleme du lasso. Dans ce cadre, ces méthodes
de seuillage itératif possedent de bonnes propriétés de convergence [Fu,
1998 ; Daubechies et coll., 2004]. Néanmoins, nous verrons dans les sec-
tions suivantes qu’il existe des méthodes plus efficaces en terme de temps
de calcul.

Shooting

Fu [1998] a proposé un algorithme itératif pour le critére du lasso. Le
seuillage, basé sur les conditions d’optimalité du premier ordre de ce cri-
tere, définit chaque coefficient B,, en fonction de 'ensemble des coeffi-
cients B, o m’ # m. En effet,

oL —Asign(Bm) — u

a"Tm = 0 = ﬁm = 22(3(?1)2 7

ou u représente la dérivée de la perte quadratique J(B) associée aux coef-

ficients B, :
U = 22 Z x X B — sz;”yi,
i

i m'#£m
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L’ensemble des coefficients est initialisé par les estimations des moindres

carrés : Vm, B9, = Bl . Ensuite, B, = S,[u], avec
(
A—u
— A
2re T
i
A A
22(35?1)2 u <
1
0 luf <A,

\

ol u est ici fonction de !, Ym' # m.

Yuan et Lin [2006] ont étendu cette approche au critere du group-lasso. Cet
algorithme converge en quelques itérations vers des solutions stables. Ce-
pendant, leurs simulations montrent que le temps de convergence est si-
gnificativement plus long que ceux des algorithmes basés sur un sous-
ensemble de variables (cf. section 3.4.2).

Itérations de Landweber

Daubechies et coll. [2004] ont également proposé une variante de cet algo-
rithme, basé sur les itérations de Landweber, pour le critere du lasso. Le
principe de cet algorithme de seuillage consiste a utiliser une fonctionnelle
de remplacement :

2
L=L+CY (Bn — ) — ) (szn(ﬁm _le)> ,
m i m
avec L = L pour & = . Si C majore la plus grande valeur propre de
XTX : C > ||XTX]||, alors £(B, &) est strictement convexe en 8 pour a fixé.
Les auteurs montrent que la fonctionnelle £(B, &) peut se récrire de fagon
a ce que
aﬁ m m m' .
T 2CBm —2C o — 2Y yix]* +2) ) X" x ay + Asign(Bm) -
m i i om

Ainsi, pour & = !, I'algorithme de seuillage consiste en une descente de
gradient a pas fixé, avec :

1 1 ,
1 = Sy /ac ;va1+azyix?1_6 Yo X x|
i m'

1

ot 5, [u] est le seuillage défini par les conditions d’optimalité du premier
ordre du probleme considéré :

u—A u >A
Sialu] = u+A u < -=A
0 lu| <A

Ici, le seuillage ne fait intervenir que des produits scalaires entre les vec-
teurs x™ et des vecteurs u, ot u # x", Vm. Or, ces produits scalaires
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peuvent étre calculés par des algorithmes de transformations rapides,
telles que les transformées en ondelettes ou les transformées de Fourier
a court terme. On s’affranchit ainsi du stockage de la matrice X °.

Cet algorithme, convergent quelle que soit l'initialisation, peut se révéler
assez lent dans certaines situations [Daubechies et coll., a paraitre]. Afin
de pallier cet inconvénient, les auteurs ont proposé une modification de
ce seuillage, par le biais de projections sur la boule engendrée par les
contraintes de la pénalité /.

Contraintes actives

Les algorithmes décrits dans cette section travaillent avec un sous-
ensemble optimal de variables, appelé « ensemble actif ». L'ensemble actif
d’un probleme, noté A, est défini par I'ensemble des indices des « va-
riables actives », c’est-a-dire celles pour lesquelles les coefficients associés
sont non-nuls :

A = {m|Bn #0},

Y= {,Bm}me.A .
On note A le complémentaire de 'ensemble actif :
A = {m|Bn=0}.

Ce type d’algorithme itératif, initialement proposé par Osborne et coll.
[2000a] pour résoudre le probléme du lasso, peut se résumer en deux
étapes. A chaque itération :
1. Mise a jour de l'ensemble A, avec par exemple, la variable de I'en-
semble A qui viole le plus les conditions d’optimalité du probleme
global (3.1).

2. Résolution du probleme d’optimisation sur l'ensemble actif
courant A
min J(v) + AP(v) .

Remarque 3.13 — Pour résoudre le probléme défini a 1'étape 2, on peut
choisir une méthode d’optimisation adaptée au probleme global consi-
déré. Par exemple, Osborne et coll. déterminent une direction de descente
h, en résolvant a chaque itération une approximation linéaire

min J(v+h)
s. C. sign(y)T(y +h) < t,

du probléme initial

min  J(B+h)
s. C. sign(B+h)T(B+h) < ¢,
exprimé sous la forme d’Ivanov. o

10. Dans certaines problématiques liées au traitement du signal, les matrices X sont
telles qu’elles ne peuvent étre stockées sur des machines récentes disposant d’environ 4
Go de mémoire vive.
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L’ensemble actif, vide a l'initialisation pour réduire la quantité de calcul,
est mis a jour de fagon incrémentale. Chaque itération nécessite la résolu-
tion d’un systéme de taille card{.A}. Si I'on consideére des régularisations
parcimonieuses, card{.A} reste inférieur a M jusqu’a 'optimalité. Ainsi,
cette méthode est moins consommatrice que des approches de type ba-
ckward, ot 'ensemble actif de départ est constitué de la totalité des va-
riables du probleme, et ot les variables sont éliminées une a une [voir par
exemple Fu, 1998].

De plus, bien qu’introduit par Osborne et coll. pour un critere quadratique
et une régularisation /1, cette méthode présente l'avantage de pouvoir
étre adaptée a une fonction de perte et une pénalité génériques. Dans le
chapitre 4, nous détaillerons cette approche pour un probleme défini par
un critere J(.) différentiable et régularisé par une norme mixte £, ).

[Roth, 2004] a quant a lui utilisé cette approche pour résoudre le probléme
du lasso, avec un critere J(B) étendu & des modeles linéaires généralisés.
Plus récemment, [Roth et Fischer, 2008] ont proposé ce schéma pour le
critere du group-lasso, toujours dans le cadre de modeles linéaires géné-
ralisés. Néanmoins, dans 1'étape 1 de l’algorithme associé au critere du
group-lasso, c’est la totalité des variables appartenant & un groupe qui est
ajoutée a I'ensemble actif.

Perkins et coll. [2003] utilisent une méthode similaire, baptisée « graf-
ting », pour résoudre un probleme régularisé par une combinaison de
pénalités £y, {1, et {5 :

min J() + Ao Y By + MY (Bul + A2 ) B,

ou 0° =0, et o1 J(B) est une log-vraisemblance binomiale négative.

Approximation par plans sécants

Le principe de ces méthodes consiste a déterminer la solution d'un pro-
bleme régularisé, en utilisant une approximation convexe de la fonction
de perte ' [Hiriart-Urruty et Lemarechal, 1996]. Cette approximation est
obtenue par le biais d’une fonction linéaire par morceaux, définie par le
maximum d’un ensemble d’hyperplans, appelés plans sécants. Ces der-
niers sont déterminés par les sous-gradients de la fonction de perte, en un
nombre de points spécifiques. La figure 3.3 illustre ce propos.

Remarque 3.14 — Les méthodes d’approximation par plans sécants sont
aussi connues sous le nom de méthodes faisceaux *2. o

Utilisation dans le cadre des SVM

Ces méthodes connues depuis plusieurs décennies ont récemment
fait 1'objet de plusieurs travaux en apprentissage statistique, notam-
ment avec les SVM linéaires [Joachims, 2006; Smola et coll., 2008;

11. Nous considérons dans cette présentation des fonctions de perte également
convexes.
12. Bundle methods, en ang]ais.
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FIGURE 3.3 — Approximation convexe d’une fonction convexe. En noir, la fonction a
approcher; en pointillés bleus, les hyperplans définis par les sous-gradients; en rouge,
I'approximation convexe de la fonction.

Franc et Sonnenburg, 2008]. Elles utilisent la formulation Lagrangienne :
. 1 2
min 3 [wl + CR(w),
ot R(w) est la fonction de cott charniere ) .[1—y; ((w,x;))],, avec
[u]+ = max(0, u). C’est donc par le biais de la formulation primale (2.5)
que l'on cherche a résoudre le probleme SVM.

La résolution s’effectue en deux étapes. Apres avoir initialisé a 0 les va-
riables w’, a° et 6°, ott le couple (a,d) représente les composantes d'un
plan sécant, on alterne :

1. Résolution du probléme

1
w = argmin 5 |w|®> + CR(w),

ot R (w) = max [(at,,w> + (5@ est I'approximation de R(w) formée
V<t
par l'enveloppe convexe des plans sécants actifs a l'itération t.

2. Ajout d’un plan sécant (a'!,6'1) :

altl = IR(w'),

(3t+1 —_ R(wt) _ <at+l,wt> ,

ot dR(.) représente un sous-gradient de R(.).

Le nombre de plans sécants augmente de fagon incrémentale au cours
des itérations. En ce sens, ce type d’algorithme peut-étre vu comme un
algorithme de contraintes actives, ol1 les contraintes sont définies par les
plans sécants, et non plus par les variables.

Des résultats théoriques montrent que le nombre d’itérations néces-
saires pour la convergence de ces méthodes est indépendante du nombre
d’exemples considérés. Ainsi, il est possible de traiter tres rapide-
ment des problemes dans lesquels le nombre d’exemple est important



3.4. Algorithmes de résolution

37

[Franc et Sonnenburg, 2008, section 4]. Cependant, ce type d’algorithmes
peut conduire a des solutions instables, notamment lorsque le nombre de
plans sécants est faible, et que 1'approximation de la fonction objectif est
imprécise [Bonnans et coll., 2006].

Utilisation dans le cadre du MKL

Sonnenburg et coll. [2006] proposent un algorithme de programmation li-
néaire semi-infinie (SILP) pour résoudre le probleme MKL (3.12) sous sa
forme duale. Apres quelques manipulations, le probleme devient :

( max 0
0,a,0
s. C. E szuc]yly] (xi,x;) —Zi:uci >0 R
eriyizo OSDCZ'SC Vi
i
m

\

ol le noyau global du probleme SVM est défini par une combinaison li-
néaire :
" = ZUme(x x')
m

Néanmoins, ’approche SILP peut également s’interpréter selon le principe
des méthodes de plans sécants. L'optimisation de ce probleme s’effectue
en deux temps. A l'itération ¢ :

1. Estimation des parametres &' du sous-probléeme SVM :

min sz o yly] xl,x] szl

o

S. C. Z“i]/i = 0< o SC Vi,
i

déterminés en considérant les parametres 6 et o de l'itération précé-
dente.

2. Estimation de 6! et des parametres ¢ liés a la sélection des noyaux
les plus influents :

max 0
0,0

S. er oc yly] K(x;, xj) — thf/ >0 R V<t
ij i
m

déterminés en considérant l'ensemble des parametres « des itéra-
tions précédentes.
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A chaque itération, le vecteur a! est évalué en fonction des parametres
o!~! donnés au noyau K. L'étape 1 définit en fait les composantes {S!,}
d’un plan sécant :

1
Sto= Eszfuc;yiyij(xi,xj) - Z“f-
i !

Ainsi, a I’étape 2 suivante, une nouvelle contrainte Zm O an > 0 est ajou-
tée a 'ensemble des contraintes déja présentes. Au cours des itérations,
I'approximation de la fonction objectif devient de plus en plus fine.

Chemin de régularisation

Le chemin de régularisation est défini par ’ensemble des solutions opti-
males d'un probleme régularisé sous forme Lagrangienne (3.1), en fonc-
tion de la variation du parametre de régularisation :

{B(A):0< A <oo}.

Pour le critere du lasso, lorsque A varie de fagon continue, le chemin de
régularisation varie lui aussi contintiment. Il est de plus linéaire par mor-
ceaux. De maniére générale, les problémes dont la fonction de perte est
quadratique par morceaux et le terme de régularisation linéaire par mor-
ceaux (en particulier, les régularisations {1 et /), présentent cette pro-
priété [Rosset et Zhu, 2007]. C’est lorsque ces conditions sur la fonction
de perte et le terme de régularisation sont réunies que le chemin de régu-
larisation peut étre calculé exactement.

Osborne et coll. [2000b] ont introduit le calcul du chemin de régularisa-
tion pour le probleme du lasso. Pour relier les différentes solutions, les
auteurs utilisent la notion d’homotopie. C’est cependant avec I’algorithme
du LARS (Least Angle Regression) Efron et coll. [2004], basé sur le prin-
cipe des contraintes actives, que les approches permettant de définir un
chemin de régularisation ont été popularisées dans la communauté de
I'apprentissage statistique.

Le principe général d'un algorithme définissant un chemin de régularisa-
tion consiste en deux étapes principales. A partir de I’ensemble actif A et
de la solution B de l'itération courante :

1. Recherche d’un pas y et d"une direction h, sur le chemin de régula-
risation, pour lequel I'ensemble actif est modifié.

2. Mise a jour de la solution en fonction du pas vy et de la direction h
déterminés :
ﬁi-l-l - ﬁi + ’)’h )

L’ensemble actif est modifié en conséquence.
Dans l'algorithme du LARS, on utilise les corrélations des variables au

résidu pour déterminer les pas et les variables qui entrent dans (ou sortent
de) I'ensemble actif. Une description rudimentaire de 1’algorithme est la
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suivante. La premiére variable qui entre dans I'ensemble actif est celle
dont la corrélation avec le résidu est la plus importante :

k = argmax | (x™)T(y—X4B)| ,
meA
A — &k,

ou X 4 représente la matrice des observations composée des variables de
I'ensemble actif. Le coefficient B associé voit sa valeur augmentée, dans
la direction du signe de sa corrélation avec le résidu, jusqu’a ce qu’'une se-
conde variable k’ ait, en valeur absolue, la méme corrélation avec le résidu
courant. La variable k' est ajoutée a 1’'ensemble actif courant : A — A+ k.
L’algorithme continue de cette facon, jusqu’a ce que toutes les variables
soient entrées dans l'ensemble actif. Cette procédure permet d’obtenir
I'ensemble du chemin de régularisation [Efron et coll., 2004, lemme 7],
pour un cofit de calcul équivalent a celui de la solution des moindres carrés.
Pour une présentation détaillée du LARS, le lecteur peut aussi se référer a
Guigue [2005].

D’autres auteurs se sont intéressés aux propriétés et aux algorithmes de
chemins de régularisation pour des pénalités /1. Nous citerons notamment
les travaux de Lee et coll. [2006], Park et Hastie [2007] et Rosset et Zhu
[2007], qui ont examiné différents criteres.

Yuan et Lin [2006] réutilisent le concept du LARS pour définir le chemin
de régularisation du group-lasso . Ils font intervenir les corrélations entre
I'ensemble des variables associées a un groupe / et le résidu :

1
a, IXE, (v = XaB)?

ou Xg, représente la matrice des observations composée de I'ensemble
des variables du groupe /. Un groupe entre dans I’ensemble actif si la va-
leur moyenne au carré des corrélations des variables du groupe au résidu
est identique a celle des groupes actifs. Park et Hastie [2006] ont dérivé
et étendu cette approche en classification. Zhao et coll. [a paraitre] pro-
posent également un algorithme pour calculer le chemin d’une régulari-
sation ¢ (1,00) » AVEC UN Critere de moindres carrés.

SYNTHESE

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes formes de régularisa-
tions. D'une part, les propriétés des régularisations £, ont été étudiées, no-
tamment celles de la régularisation ¢;. D’autre part, nous avons introduit
les régularisations structurées. Enfin, les principes généraux de plusieurs
catégories d’algorithmes associés a la résolution de différents problemes
régularisés ont été décrits. Le prochain chapitre nous donne 'occasion
d’aborder les normes mixtes sous un nouvel angle.
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INTRODUCTION

La pénalisation hiérarchique permet d’intégrer une connaissance a priori dans
I'estimation de modeles statistiques. Cet a priori est représenté par une
structure sur les variables ou les caractéristiques d'un jeu de données.
L’objectif est d’extraire de cette structure les composantes significatives.

Nous décrivons d’abord les différentes étapes de la démarche qui permet
d’aboutir au modéle. Nous montrons que la formulation obtenue est le
variationnel d’un probleme régularisé par une norme mixte. Par le biais
de ces deux formulations, nous étudions les propriétés de la pénalisation
hiérarchique en termes de parcimonie et de convexité, et caractérisons la
relation qui lie ces deux notions.

Nous présentons ensuite deux algorithmes pour résoudre ce probléme.
La premiere approche est développée pour des fonctions paramétriques
de l'espace des variables explicatives. Elle exploite 1’expression régula-
risée par une norme mixte et utilise le principe d’« ensemble actif » de
variables. La seconde approche quant a elle s’appuie sur la formulation
variationnelle, qui nous permet d’étendre notre méthode au cadre des
fonctions noyaux associées a 1’espace des caractéristiques, en utilisant un
algorithme de type « wrapper ' », basé sur une méthode de gradient. Nous
montrons également comment relier ces deux approches, afin de pouvoir
les comparer par la suite.

Enfin, nous terminons en discutant des extensions envisagées pour
étendre ce formalisme a des situations plus complexes.

FORMALISATION DU MODELE

Cadre général

Nous nous intéressons aux problemes ot les variables explicatives (resp.
les caractéristiques) d'un jeu de données peuvent étre structurées dans
une arborescence. Dans cette structure, les variables (resp. les caractéris-
tiques) sont situées sur les feuilles de I’arbre, c’est-a-dire au niveau le plus
profond. Les niveaux intermédiaires identifient les sous-groupes auxquels
appartiennent les variables (resp. les caractéristiques). Ces groupes sont
reliés par une racine commune, associée au niveau 0 de l'arbre.

Remarque 4.1 — Dans la section 4.2, nous considérons les arborescences
associées aux variables explicatives, afin d’alléger la présentation du for-
malisme. Néanmoins, ce dernier s’étend de fagon immédiate a 'espace
des caractéristiques. ©

Dans cette représentation arborescente, supprimer des variables consiste
a élaguer des branches de l'arbre. Si une feuille est élaguée, la variable
correspondante est supprimée du modéle. Si un sous-arbre est élagué,
c’est le sous-groupe entier qui est éliminé.

1. Un algorithme ot deux problemes d’optimisation sont emboités.
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4.2.3

Arborescences a deux niveaux

Nous formalisons maintenant le probleme pour des arborescences a deux
niveaux?. Nous considérons, sans perte de généralité, des arbres dont
toutes les feuilles sont au méme niveau. Si nécessaire, un pré-traitement
introduit des nceuds intermédiaires, comme illustré en figure 4.1.

Les groupes de variables, symbolisés par les nceuds de hauteur 1, sont
indicés par les valeurs {1,...,¢,...,L}. L'ensemble G, désigne les fils du
neceud ¢, c’est-a-dire les variables appartenant au groupe /. Cet ensemble
est de cardinalité d,.

Les branches allant de la racine au nceud ¢ sont étiquetées par ¢y ¢, qui
représente le facteur d’échelle associé au groupe /. Les branches allant du
neeud ¢ a la feuille m sont étiquetées par 02,,, qui représente le facteur
d’échelle associé a variable m. Ces différentes notations sont illustrées sur
la figure 4.1.

1 @— 021 —>{ 41 Gq

/ __

0'1,1 —~
xz xz
/\/ 02,2
x3 01,2 —)(% 023 —| 53 G,
\/\ 02,4
x4 x4
013 -

5 \ 5
X X
02,5 >

@< G3

02,6
6 /' \ 6

FIGURE 4.1 — Exemple d’arborescence i deux niveaux associée aux variables explicatives
d’un jeu de données.

Remarque 4.2 — Dorénavant, pour alléger les notations, les variations des
indices dans les sommes seront occultées. Le cas échéant, les indices i et j,
représentant les observations, varieront de 1 a n; I'indice m, représentant
les variables, variera de 1 a M; l'indice ¢, représentant les groupes de
variables, variera de 1 a L. o

Sélection « exacte » de variables

Eliminer les variables du modéle consiste a élaguer les branches de 1’arbre.
Dans ce but, on commence par considérer les facteurs o et o2 comme des
poids binaires. Supprimer la variable m consiste a affecter la valeur 0 au

2. La hauteur de l’arborescence est donc H = 2.



4.2.4

4.2. Formalisation du modele

45

poids 03 ,,. De la méme fagon, supprimer le groupe ¢ consiste a annuler
le poids o7 4. Cette derniére action a pour effet d’annuler 1’ensemble des
poids associés aux variables contenues dans G;.

Si le probléme consiste uniquement a sélectionner des variables, oy ; et 02,
sont redondants. Néanmoins, nous souhaitons ici favoriser des solutions
parcimonieuses sur les deux niveaux de la hiérarchie. Dans cette optique,
en se référant a la figure 4.1, il est préférable d’annuler le poids 713 (et de
fait, les poids 0,5 et 026) plutdt que d’annuler oz 4 et 0»5. Si au final les
deux options permettent d’éliminer le méme nombre de variables, seule
la premiere permet de s’affranchir d'un groupe.

Ainsi, pour intégrer le processus de sélection a chaque niveau, nous consi-
dérons le probleme de minimisation de l’erreur quadratique suivant

( rglgl Zl: (yi — xi(o* ,3))2 (4.1a)
S. C. Tm = 01,0 O2,m Ve, me Gy (4.1b)
Y dyorp <5 o1 € {0,1} Ve (4.10)
Zglaz,m < om € {0,1} Ym , (4.1d)

m

oll u x v représente le produit terme a terme des vecteurs u et v, et ol

s1 et s, désignent le nombre de feuilles que 1’on souhaite conserver apres

élagage a chaque niveau de l'arborescence. Les coefficients du vecteur

sont soumis a des contraintes de parcimonie :

— au niveau des groupes, par le biais de la contrainte ¢y (4.1c) associée aux
facteurs o1,

— au niveau des variables, par le biais de la contrainte ¢y (4.1d), associée
aux facteurs 0.

Bien que le systeme (4.1) exprime de facon exacte les différents aspects
liés & notre problématique, il présente plusieurs inconvénients. D’une part,
ce probleme est de nature combinatoire. D’un point de vue calculatoire,
trouver un minimum global est donc délicat. D’autre part, Breiman [1996]
montre que résoudre un probleme combinatoire n’est pas nécessairement
approprié. En effet, la résolution naive d’un tel probleme requiert d’abord
l’évaluation d’un nombre combinatoire de solutions, puis la sélection de la
configuration la mieux adaptée. Lorsque cette procédure est supporté par
peu d’exemples, elle peut étre tres instable, contrairement a des approches
régularisées de type £, ou /.

Sélection « douce » de variables

Nous venons de voir qu’au dela de la motivation combinatoire, la décision
de relacher les contraintes du probleme (4.1) se base également sur un
fondement statistique.

Ainsi, les poids binaires des vecteurs ¢ et o, sont remplacés par des va-
riables continues positives. Nous remplagons également par 1 les variables
s1 et sp des contraintes (4.1c) et (4.1d), afin de ne pas multiplier le nombre
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d’hyper-parametres a régler. Enfin, les contraintes de taille sur les vecteurs
o1 et o n"auront d’effet que si les coefficients du vecteur  sont également
contraints. Le probleme devient

(min - Lli—s(exp)’+A LA, (4-22)
S. C. Tm = 01,0 O2,m Vi, m e Gy (4.2b)
Y dpoy <1 o0 >0 Ve (4.2¢)
Zglap_m <1 oom >0 Vm , (4.2d)

p

ol le parametre de régularisation A est le seul hyper-parametre a régler.

Nous introduisons une modification supplémentaire. Dans 1'équation
(4.2a), le terme de pénalisation sur le vecteur B — induit par les facteurs
o1 et oy — est dissocié de la fonction de perte et intégré dans le terme de
régularisation. Cela permet d"une part d’introduire une fonction de perte
générique et de traiter indifféremment des problemes de régression ou
classification. D’autre part, cela permet également d’assurer en partie la
convexité du probleme d’optimisation. Pour que cette derniére devienne
effective, nous introduisons une racine sur les éléments oy, et 07,,. Le
probleme précédent est transformé de la fagon suivante

: B

min +A) — .3a
nir J(B) ; o (4-32)
S. C. Om = /010 O2,m Vi, me Gy (4.3b)
Y dyo <1 010 >0 Ve (4-30)

l
Y oom <1 Tom > 0 Vm . (4-3d)

m
Remarque 4.3 — Pour effectivement assurer la convexité, il convient de

considérer le probleme d’optimisation (4.3) en fonction des variables
(B, 01, 02), c'est-a-dire :

’32
min ](,B)+AZ£: Z "

ﬁl 01,02 meGg ‘/0-116 (Tzlm

ng 0’1,5 S 1 0’1’g Z 0 Vﬁ

J4

Z‘TZ,m <1 oam > 0 Vm .

m
Néanmoins, pour des questions de lisibilité, nous préférons continuer a
utiliser la formulation en fonction de (B, o). o
Remarque 4.4 — Par continuité en 0, u/v est défini comme u/0 = oo si
u#0et0/0=0. o

Nous obtenons donc un probléme ot 'on encourage la parcimonie a
chaque niveau par le biais des contraintes (4.3c) et (4.3d) sur les normes
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{1 des vecteurs o et 0. Cette parcimonie est ensuite répercutée dans le
modele via l'ajustement des coefficients du vecteur B par o dans le terme
de régularisation de (4.3a).

Si la formulation du probleme (4.3) semble désormais satisfaisante, elle
peut étre davantage généralisée. En effet, afin d’ajuster le degré de pénalité
sur les variables et les groupes de variables, nous allons introduire un
exposant p sur les éléments de 0y et un exposant g sur ceux de 0.

: B

min +A)y 2 4a

ir J(B) ;Um (4.42)

5. c. O = 00,09, V0, me Gy (44b)
Y dyo <1 o0 2> 0 Ve (4-4¢)
]
Y oom <1 Tom > 0 vm . (4-4d)
m

\

Intuitivement, plus p (resp. q) est grand, plus le poids ;¢ (resp. 02,,) se
comporte comme un poids binaire (cf. figure 4.2).

o
1

——p=05
p=2
p=10
—— p=100

05F

0 L g
0 0.5 1

FIGURE 4.2 — Evolution de f (o) = oF en fonction de p.

On peut ainsi régler ces exposants et donner plus ou moins d’influence
a la structure de groupe et /ou aux variables, en fonction du probleme
considéré.

Propriétés

Le probleme maintenant formalisé, nous pouvons nous intéresser a
quelques propriétés. Nous montrons dans un premier temps la relation
qui existe entre (4.4) et les normes mixtes, ce qui nous permettra d’établir
les conditions de convexité de ce probleme. Nous visualiserons également
le comportement de différentes normes sur un exemple a trois variables
explicatives.
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Proposition 4.1

Proposition 4.2

Relation avec les normes mixtes

Le probleme (4.4) équivaut a minimiser

V/S 2/7’
min  J(B) + A |} d; ( ). !M) , (4.5)
ﬁ 12 meGy
r
avec s = ,r = ett=1—-.
g+1 p+qg+1 S

Démonstration. La démonstration de la proposition 4.1 est reportée en an-
nexe A.1. O

La pénalité associée au probleme (4.5) est analogue aux pénalités mixtes,
présentées en section 3.3.2. Notons que 1'exposant 2 externe sur la norme
de I'équation (4.5) n’a d’effet que sur la force de la pénalité, mais qu’elle
n’influence pas son type.

On peut donc reformuler notre probleme initial en s’affranchissant des
facteurs o1 et 0,. Ainsi, les contraintes associées a ces facteurs dans le
probleme (4.4) consistent en fait a pénaliser la norme mixte £, ;) (au carré)
des coefficients de l'estimateur B.

Nous pouvons d’ores et déja dégager deux cas particuliers :

— p = 0etq =1 correspond a minimiser un probleme de type lasso ;
- p = 1letq = 0 correspond a minimiser un probleme de type group-lasso.

Convexité

En suivant la remarque 4.3, on considere que le probleme d’optimisation
(4-4) s’exprime en fonction des variables (B, o1, 02).

Conditions nécessaires de convexité — Le probléme (4.4) n’est pas convexe si
lgl > Tousi|p+gq|>1.

Démonstration. La proposition 4.1 établit 1'équivalence entre les problemes
(4-4) et (4.5). Ce dernier est convexe lorsque r > 1 et s > 1 [Zhao et coll.,
a paraitre]. Les conditions nécessaires de convexité sur p et g sont déduites
des relations établies dans la proposition 4.1 entre p, q, 7, et s :

2

§ = ——
g+1

>1 = g>—1 et g<1

N

r=——"+-2>1 = +q=>-1 et +g<1.
p+qg+1 7~ pTa= Pra=

Si une des ces conditions n’est pas vérifiée, le probleme (4.5) ne peut étre

convexe. H

Nous avons vu dans la section 3.2 que la convexité d’une norme /, était
induite pour p > 1. Il n’est donc pas surprenant de retrouver une pro-
priété identique sur chaque niveau d’une norme mixte, par le biais des
conditions sur r et s.
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Conditions suffisantes de convexité — Le probleme (4.4) est convexe si
0<g<letsip+g=1

Démonstration. Un probleme qui minimise un critere convexe sur un en-
semble convexe est convexe.

1. A condition que J() soit une fonction de perte convexe, et puisque
A est positif, le critere (4.4a) est convexe si lorsque ¢ = 1 —p,
2

floyz) = 207

montrons que V2 #,la matrice Hessienne relative a f(x,y, z) peut-étre
décomposée en somme de deux matrices définie-positives :

est convexe pour y et z positifs. Pour cela, nous

_2xp _2x(1-p)
2 2 Y 2 z
1— 2 2xp x*(p+1) xp(1-p)
yPz(1-P) v f=1 = e e
_2x(1-p)  #p(l—p) *2(1—p)’+x*(1—p)
z vz Z2
1 1 1 0 01"
_Xp _Xp p p
=2 Y v |+ x2(1 —p) v v
x(p—1) x(p—1) VP N
z z Tz Tz

2. Les contraintes (4.4¢) et (4.4d) de positivité et d'inégalité sur les élé-
ments de o et o, définissent des demi-espaces qui forment des
ensembles convexes. Puisque l'intersection d’ensembles convexes
forme un ensemble convexe, les contraintes définissent un ensemble
admissible convexe. O

Convexité et parcimonie — Le probléeme (4.5) ne peut a la fois étre convexe et
strictement parcimonieux sur chaque niveau, lorsque la structure de groupe est
prise en compte.

Nous avons également vu dans la section 3.2 que la parcimonie n’était
effective que pour des normes ¢, ou p < 1.

Les conditions de convexité du probléme (4.5) (r > 1 et s > 1, cf.
proposition 4.2) mettent donc en exergue le fait que la parcimonie sur
deux niveaux ne peut étre atteinte, avec une norme mixte, que pour r et
s < 1. Dans cette situation, le seul cas convexe correspond au lasso 3, avec
r = s = 1. De fait, les autres configurations entrainent la minimisation
d’un probleme non-convexe.

Parcimonie

La figure 4.3 présente différentes configurations de normes mixtes. Les
deux axes horizontaux représentent le plan (B1, f2) associé a un premier
groupe, tandis que 1’axe vertical (B3) est associé a un second groupe. Les

3. Nous verrons dans le paragraphe suivant pourquoi le lasso ne tient pas compte de la
structure de groupe.
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ensembles admissibles sont définis avec la norme {, ;) contrainte et pon-
dérée par la taille des groupes :

r/s
g(r,s) = Zdé ( Z |,Bm|s) <1.
14 meGy

Le tableau 4.1 contient les équivalences entre les normes mixtes £(, ;) pré-
sentées en figure 4.3, et les valeurs de p et g correspondantes.

Ca,n C1,4/3) C,2) Loz

FIGURE 4.3 — Boules unité pour différentes normes mixtes.

ooy | Loy Laam) Laz Coss
p 0 1/2 1 1
q 1 1/2 0 1

TaBLE 4.1 — Correspondance entre différentes normes mixtes L, ) et les valeurs de p et
q.

La norme mixte £(; 1) (lasso) est parcimonieuse aux deux niveaux, mais ne
tient pas compte de la structure de groupe : 'ensemble des coefficients est
pénalisé de fagon identique.

La norme mixte £(; 5y (group-lasso) est parcimonieuse sur les groupes de
variables. Cependant, au sein d"un groupe, la norme ¢, applique un rétré-
cissement proportionnel sur les variables, et ne favorise pas la parcimonie
a ce niveau.

La norme mixte £ 4/3) représente une alternative au lasso et au group-
lasso. D"une part, elle tient compte de la structure de groupe, et est parci-
monieuse a ce niveau. De plus, la pénalité /, /5 appliquée sur les variables
d’un groupe est de nature plus restrictive que la norme ¢, du group-lasso.
Bien que la frontiére de ’ensemble admissible soit différentiable dans 1’hy-
perplan (B1, B2) associé aux groupes, en f; = 0 et B, = 0, sa courbure est
tres importante. Cela permet d’obtenir, au sein des groupes, des solutions
avec peu de coefficients significatifs.

Lorsque la motivation principale consiste a interpréter un modele, on peut
favoriser des solutions strictement parcimonieuses, et utiliser une pénalité
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non-convexe. La norme mixte {(,/3 1), particulierement restrictive au ni-
veau des groupes, illustre ce cas.

Deux approches

Nous avons montré que notre probleme s’exprime de deux manieres, soit
par le biais d’un probléme variationnel (4.4), soit par le biais d"un pro-
bléme régularisé par une norme mixte (4.5).

Nous allons maintenant présenter, pour chaque approche, une fagon de
résoudre ces problémes. Dans un premier temps, nous verrons comment
optimiser le probleme (4.5), dans un cadre d’apprentissage général (ré-
gression ou classification). Nous nous concentrerons ensuite sur le pro-
bleme variationnel (4.4), dans le cadre de la classification et des méthodes
a noyaux.

APPROCHE REGULARISEE VIA UNE NORME MIXTE

Formulation dans un espace de fonctions paramétriques

Nous nous situons dans le cadre fonctionnel décrit en section 4.2, utilisé
pour formaliser le probleme de la pénalisation hiérarchique, a savoir les
espaces de fonctions paramétriques. Nous présentons ici un méthode per-
mettant de résoudre une expression simplifiée équivalente au probléme

(4.5)

meGy

r/s
min J(B) + v;dé ( Y. !ﬁm|5> : (4.6)

En fonction de la perte J(B) utilisée, on pourra considérer des problemes
de régression ou de classification.

Principe de résolution

Le principe de résolution du probleme (4.6) se base sur une approche
proposée par Osborne et coll. [2000a] pour résoudre le probleme du lasso.
Avant d’en décrire le principe, nous rappelons le concept d’ensemble actif.

L’ensemble actif courant A est défini par I'ensemble des variables non-nulles,
appelées variables « actives », auxquelles on associe le vecteur v :

A= {m|Bn # 0},
v = {,Bm}me.A .

On définit V¢ le sous-ensemble des coefficients de <y associé au groupe £ :

Je={G/NA} .
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Notre algorithme comporte deux étapes :

1. A chaque itération, on résout un probleme d’optimisation avec A,
I'ensemble actif courant

r/s
min £(7) = J(7) + v Yt (z mrs) L 4
l

v me]jy

en utilisant la procédure décrite aux étapes A et B de I'algorithme 1.

2. Ensuite, 'ensemble actif des variables est mis a jour de fagon incré-
mentale. On utilise pour cela les étapes C et D de l'algorithme 1.

4.3.3 Conditions d’optimalité
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Avant de proposer I'algorithme associé au probleme (4.6), nous allons énu-
mérer les conditions d’optimalité du premier ordre sur .

1. Lorsque B, =0, m € Gy, et Y [Bm| =0

meGy

9J(B)
B

+vrdjoj=0,

avec v; € [~1,1].
2. Lorsque B,y =0,m € Gg, et Y |Bu| #0

meGy

9I(B) _
Bm 0.

pourr > lets > 1.

Remarque 4.5 — Lorsque r < 1 ou s < 1, la forme de la condition
d’optimalité est indéterminée. Dans l'approche présentée dans cette
section, on se limitera donc aux cas convexes outr > 1 ets > 1. o

3. Lorsque B, # 0, m € Gy

9J(B)
B

(r—s)/s
. _ 1
‘H”’d; sign(Bm) |Bm|" 1<1+ 1B |° Z ’ﬁm"s> =0.
m’eG[

m! #£m

Ces conditions, notamment les deux premieres, seront utilisées dans 1’al-
gorithme 1 pour tester I'optimalité d"une solution.

Algorithme

L’algorithme est initialisé avec A = . La premiere variable active est
sélectionnée selon le processus décrit a 1'étape D de l'algorithme 1, page

53

Remarque 4.6 — Une stratégie différente de celle décrite a 1'étape D peut-
étre utilisée pour sélectionner la variable a intégrer a I'ensemble actif.
Par exemple, on peut calculer les parametres de Lagrange associés aux
contraintes, et prendre la variable pour laquelle ce parametre est le plus
petit. o
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Algorithme 1 : Approche par contraintes actives

A Recherche d'une mise a jour candidate a partir de la solution
admissible courante

résoudre nEn£(7+h), Il cf. remarque 4.7

avec h € R /I direction de descente

B Recherche d’une nouvelle solution admissible "

7' =v9+h
si Vm, sign(v},) = sign(y,)
alors
| aller al’étape C
sinon
Bt S={j: sjgn(fﬁ) + Sign('yj)} Il cf. remarque 4.8

. _ _j
Vi €S,y i
k= in i4;
arg r]fggl Hj
¥ =9+ uch /Il annule
sign(yk) = — sign(7x)
Bz calculer h /I cf. étape
f=9+h

si sign(}) # sign(7e)
alors
LA%A—%}

aller a I'étape A.

C Test sur l'optimalité de y

siVp ¢ A

C1 pourke Gyet ¥ |Bu| =0, ‘M Svrdé
Cz2 pourke Gy, et Y |Bu| #0, 9/ (B) =0
alors

| 9 est une solution

sinon
| aller al’étape D

D Sélection de la variable a ajouter a l'ensemble actif

D1 k= argrn?éai( ridé aa]’éi) /Il ¢, groupe de la variable
Dz A— AU{k}
v = [v,0]T /I mise a jour de la solution courante
Il avec  —sign (%Lﬁf)) le signe de la nouvelle composante

D3 aller a I'étape A

Yk

A
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4.4.1

4.4.2

Remarque 4.7 — Dans 1'étape A, la dérivée du probleme (4.7) est discon-
tinue a cause des valeurs absolues. Nous contournons ce probléeme en
remplagant |y, + hy | par sign(vm)(vm + hm). Nous pouvons ainsi utiliser
des outils d’optimisation continue, basés sur des méthodes de Newton,
de quasi-Newton, ou encore de gradient conjugué, selon la taille du pro-

bléme. o

Remarque 4.8 — L'étape B1 consiste a déterminer y, le plus grand pas dans
la direction h, permettant d’obtenir Vj € S

sign(7y; + ph;j) = sign(v;) .

Seule la variable k = arg min _

7 est annulée : vy + uhy = 0. o
I j

APPROCHE VARIATIONNELLE

Dans cette section, on montre comment enrichir le probleme du MKL,
présenté en section 3.3.4, pour sélectionner les différentes composantes
d’une structure de noyaux. Notre approche est fondée sur la formula-
tion (3.13) [Rakotomamonyjy et coll., 2007]. Ce dernier probléme peut faci-
lement s’étendre sur deux niveaux, grace a une adaptation de la formula-
tion variationnelle (4.4).

Contexte

Dans la section 3.3.4, nous avons décrit deux usages du MKL : le premier
en sélection de variables, lorsque les données proviennent de différentes
sources et qu'un noyau est associé a chaque source; le second comme
alternative a la validation croisée pour choisir I’hyper-parametre d’une
famille de noyaux.

Néanmoins, le MKL ne traite pas les problémes oti, par exemple, plusieurs
noyaux se rapportent & une méme variable d’entrée. En effet, la norme ¢;
appliquée sur les éléments associés aux EHNR ne favorise pas des solu-
tions éliminant tous les noyaux associés a une variable non significative.

Formulation dans un ensemble d’EHNR

Pour prendre en compte de telles situations, nous devons donc définir
une structure de groupe sur les noyaux, afin de guider le processus de
sélection. Pour cela, nous généralisons la formulation (4.4) en considérant
des pénalités dans des EHNR, et non plus dans des espaces fonctionnels
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paramétriques. On obtient

(

. 11,
min = — +C j .8a
jmin o ; ol Zé: (4.82)
b,¢ o

s.C. Ou=0y,09, Ve, m € Gy (4.8b)
Y dioy <1 o >0 WL (4.80)

[
ZUZ,m <1 o >0 Vm (4.8d)

m
Yi (ZfM<x1) + b) >1-¢ ¢G=0 Vi . (4-8e)

m

\

Néanmoins, ce probleme formulé sur deux niveaux est difficile a optimi-
ser. Nous allons le simplifier en le reformulant uniquement en fonction de
o, tout en conservant I'information sur la structure de groupe.

Considérons d’abord le changement de variable permettant de transfor-
mer o3 en . Lorsque q # 0, cette transformation est bijective, a condition
que 01, # 0. De plus, si pour le probleme (4.8), o7, et 03, sont des solu-
tions optimales associées a 07 ¢ et 02, , alors (71*, ;=0= 05, =0. Ainsi, le
probleme (4.8) est équivalent a

1 1 )
min — _ +C ‘ oa
f],m,fM, 2 ;Um”meH"’ ZZ:CI (49 )
b,¢ 0,0
S. C. Zdz 01,0 < 1 010 > 0 7 (49b)
12

Z(T;f/q )3 o1 <1 Om 2> 0 Vm  (4.9¢)
l

meGy

Yi (me(xz) + b) >1-¢; ¢i=>0 Vi . (4.9d)

Ce nouveau probleme est davantage simplifié, en éliminant o; du proces-
sus d’optimisation. On aboutit finalement a

(

. 1 1 »
min = — || fm + C ; .10a
min 5 Dlfulh, + €L (4.100)

b¢ o
q\ 1/(p+9)

s. ¢ ) (dz ( ) 0‘,11/[1> ) <1 0,>0 Vm (4.10b)

l meGy
Yi (me(xi)‘f'b) >1-¢; >0 Vi . (4.10C)

m

C’est cette derniere formulation que nous utiliserons pour adapter l'al-
gorithme du MKL de Rakotomamonjy et coll. [2007]. On constate que le
probléme (4.10) ne differe de la formulation initiale du MKL (3.13) qu’au
niveau de la contrainte (4.10b) sur les parametres o, qui s’exprime désor-
mais sous la forme d’une norme mixte.
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Proposition 4.4

Proposition 4.5

4-4.3

Conditions de convexité — Le probléme (4.10) est convexe si et seulement si
0<g<1et0<p+g<1

Démonstration. Un probleme qui minimise un critere convexe sur un en-
semble convexe est convexe.

1. La fonction objectif du probleme (4.10) est convexe [cf.
Boyd et Vandenberghe, 2004, p. 89].

2. Les contraintes de positivité sur les éléments de o (4.10b) et ¢ (4.10¢)
définissent des ensembles convexe, tout comme la partie gauche de
la contrainte (4.10c). La partie gauche de la contrainte (4.10b) définit
également un ensemble convexe si

q
i) ( Z (7,11/ q) est une norme, c’est-a-diresi0 < g <1;
meGy

ii) Z té/(pﬂl) est convexe en ty, cest-a-diresi0 < p+4 < 1. O
/

Comme dans le cadre des fonctions paramétriques, on peut reformuler le
probleme (4.10) pour aboutir a la minimisation d"une norme mixte sur les
éléments des EHNR.

Le probléme (4.10) est équivalent a

( 2/r

r/s
min % Zd;<z Hme%m> b CcYg (4.112)
V4 i

SfireenfMs

bz meGy
s. C. Yi <me<xi) +b> >1-4¢; ¢G>0 Vi, (411b)
\ m
”
avec s = ,r = ett=1—-.
g+1 p+qg+1 S

Démonstration. La démonstration de la proposition 4.5 est reportée en an-
nexe A.2. O
Principe de résolution

Pour résoudre le probleme (4.10), nous utilisons un algorithme de type
wrapper. Le schéma consiste a considérer deux problemes imbriqués :

main J(o) (4.12a)

a\ 1/ (p+q)
S. C. Z (d? <Za,}1/q> ) <1 on >0 Vm , (4.12b)
¢

m
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ot /(o) est défini comme la valeur de la fonction objectif, pour le probleme

(

min Z HmeHm + C Zél (4-13a)
o
s. C. Yi (me(xi) + b) >1-¢ & =>0 Vi . (4.13b)

Dans une boucle interne, on optimise les parametres {f,,}, b et ¢ du pro-
bleme (4.13), en considérant que les coefficients du vecteur ¢ sont fixés.
Dans une boucle externe, on optimise les coefficients de ¢ de fagon a di-
minuer la valeur du critere J(o), avec les parametres {f,, }, b et £ calculés
précédemment.

Conditions d’optimalité

Le Lagrangien associé au probleme (4.10) s’écrit en fonction des multipli-
cateurs A > 0 et u = (p1,...,upm) > 0 associés aux contraintes (4.10b),
ainsi que & = (ay,...,0y) > 0Vn, ety = (41,...,1x) > 0 Vn, associés aux
contraintes (4. 1oc) :

L = Z HmeHm +CZ§1

D)) ) - D

4 meGy

- thi [yi<2fm(xi)+b>+§i—1] - ZﬂiCzW

+ A

Conditions d’optimalité sur f,, b et ¢;

La forme duale du probleme (4.13) permet de calculer facilement le gra-
dient V](o). Les dérivées directionnelles de £ en fonction de f,,, b et &;
s’annulent lorsque

L fm

LB Y=o e )= Dekal)
L

L

— =C—-—wa:—1n:=0 <~ 0<uw; <C.

G e -

En reportant les résultats dans le probléme primal (4.13), on obtient une
forme duale identique a celle d’un probléme SVM

1 _

max —5 Zaiajyiyj Ko (xi,xj) + Zuci (4.14a)
ij ;

s. C. Zuciyi =0 (4.14b)
i

C>w; >0 Vi, (4.140)
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x') =Y 0uKu(x,x).

D’apres les propriétés de dualité [Boyd et Vandenberghe, 2004, chap. 5],
la valeur optimale de la fonction objective associée au probleme primal
(4.13) est également la valeur de la fonction objectif duale :

J(o sz o iy Ko (xi, %)) + Zvcl , (4.15)

ot les coefficients &} sont les solutions du probléme (4.14).

Remarque 4.9 — L'existence et le calcul des dérivées de J(-) dé-
coulent de résultats généraux sur I'analyse des valeurs optimales. Dans
Bonnans et Shapiro [1998], le théoréme 4.1 montre que l'unicité de la
solution a* et la différentiabilité de (4.15) assurent la différentiabilité de

J(o)*. o

De plus, les dérivées de J(o) peuvent étre calculées comme si les coeffi-
cients du vecteur a* n’étaient pas dépendants de . Les composantes du
gradient VJ(c) sont donc

(o)

00,

= —= erl oc] Yiy; Kin xl,x]) ) (4.16)

Conditions d’optimalité sur o

La dérivée directionnelle de £ en fonction de ¢;, est

—p/(p+9)
0L 1 | fulBy A - _ 1/g B
d 0y, 2 o p+q v}

En suivant le processus décrit en annexe, A.2, on obtient

—(p+9q)

1
Om = (Z (d? sZﬂ) n+q+1> <d€—1 sf) T <Hme7q;1]> , (4.17)
L

otsy = ), Hmeq“-

meGy

D’apres le principe de résolution décrit en section 4.4.3, on pourrait utili-
ser dans la boucle externe de l'algorithme 1'équation (4.17) pour mettre a
jour le vecteur o, au lieu d’optimiser le probléme (4.12). Néanmoins, cette
approche n’assure pas la convergence de l'algorithme et peut engendrer
des problemes numériques, notamment lorsque des éléments de ¢ sont
proches de 0.

Ainsi, comme dans Rakotomamonjy et coll. [2007], nous utilisons le fait
que le résultat de la fonction objectif J(¢) est optimal pour le probleme
SVM (4.13). Le vecteur o est ensuite mis a jour grace a une descente de
gradient projeté.

4. L'unicité de a* est garantie, a condition que la matrice de Gram associée au noyau
K¢ soit définie-positive. Dans le cas contraire, on peut forcer cette propriété en ajoutant
une perturbation € sur les diagonales des noyaux Kj;.
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4.4.5 Algorithme

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour adapter l'algo-
rithme du MKL de Rakotomamonjy et coll. [2007], selon le procédé décrit
en section 4.4.3.

Algorithme 2 : Approche basée sur une méthode de gradient

initialisation de o

calcul de la solution du probleme SVM — J(¢)

répéter

calcul de la directiond = —V]J (o)

répéter

calcul de 4/, la projection de d sur I'hyperplan tangent a la
surface de 'ensemble admissible, définie par (4.10b)
calcul du plus petit pas qui annule un coefficient de o

S ={j:d; <0and o; # 0}

} = min — /

jeS _;
k= ar miln—ﬂ
gjeS d}
dr =0
ct=c+ud

projection de o' sur la surface de 'ensemble admissible

calcul de la solution du probleme SVM — J(¢)

si J(e") < J(0o)

alors
Lo=c

tant que J(c") > J(0)

p* =argminy, [(o +pu d)
c=0+u"d

+

jusqu’a la convergence

4.5 PARALLELE ENTRE LES DEUX APPROCHES

Dans les deux sections précédentes, nous avons introduit deux algo-
rithmes permettant de résoudre les problemes (4.6) et (4.10). Nous allons
maintenant présenter un moyen d’unifier ces deux approches. Dans un
premier temps, nous verrons comment dériver la formulation (4.6) de 1'al-
gorithme 1, afin de pourvoir utiliser des fonctions noyaux. Ensuite, nous
montrerons qu’il est possible d’utiliser 1’algorithme 2 avec une fonction de
cotit quadratique.
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4.5.1

4.5.2

Extension de I'approche régularisée via une norme mixte pour la
sélection de noyaux

Pour intégrer une pénalité sur une combinaison linéaire de fonctions
noyaux, nous posons le probleme de régression suivant

yi =Y B Ku(xi,xj) + € ,
j

ou K, est le noyau de parametre m, et €; 'erreur résiduelle. Afin de com-
biner m noyaux, le critére général (4.6) s’écrit

2 r/s
miﬂ Z <yi - ZZ,Bm,j Ko (x;, xj)) + Vznt (Z |,Bm]’5> . (4.18)
moj m )

{ﬂm m=1 1

On retrouve ainsi un probleme similaire au MKL (cf. section 3.3.4). La
parcimonie induite sur les noyaux correspond ici a la pénalité ¢, appliquée
sur la norme des coefficients qui représentent les groupes. La parcimonie
induite sur les individus par l'utilisation des SVM, dans le probléme du
MKIL, se retrouve dans quant a elle avec pénalité ¢; appliquée sur la norme
les individus.

Remarque 410 — Cette extension ne permet que de sélectionner des
noyaux, sans pouvoir effectuer de regroupement sur ces derniers. En effet,
dans l'expression (4.18), m indice les noyaux, tandis que j indice les obser-
vations. Afin de considérer des groupes de noyaux, il faudrait ajouter un
niveau supplémentaire a l'arborescence. L'expression de la pénalisation
devrait étre de la forme :

r/s b/r\ Mt
S
[ (Tipwr)
J4 meGy ]
L’équivalence avec la formulation variationnelle reste a déterminer. o

Extension de l'approche variationnelle a une fonction de cofit
quadratique

Nous avons vu en section 4.4 que le probléeme variationnel pouvait étre
décomposé en deux sous problemes, correspondants a deux phases «in-
dépendantes » de l'algorithme. Ainsi, le probleme (4.13, 4.12) peut étre
étendu a d’autres fonctions objectifs J(¢), dans la mesure ou l'on peut
évaluer leur valeur et leur gradient. En particulier, on peut considérer un
probleme de régression en remplagant la fonction objectif J(o) du pro-
bleme (4.13) par la minimisation du cotit quadratique :

2
2
min Y | yi— Y fu(x) | +AY L fnll® . (4.19)

Fiafu 5 — ~ O
Ici f,u(x;) peut étre une fonction paramétrique définie par f,(x;) = x" B
On peut également envisager d’utiliser des fonctions noyaux, comme en
section 4.5.1, o fou (%) = Y _ B j Kin(xi, x;).

j
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Cependant, pour comparer les deux approches, nous nous limiterons aux
fonctions paramétriques. Ainsi, pour un vecteur de parametres o fixé, la
solution paramétrique du probleme (4.19) est

-1
g= <XTX+D) xTy ,
olt D est une matrice diagonale de terme général d,, = A/0y, . Les termes

o, sont quant a eux optimisés de la méme fagon que dans la boucle ex-
terne de l'algorithme 2.

PERSPECTIVES

Nous montrons ici comment formuler la pénalisation hiérarchique sur des
arborescences de hauteur arbitraire, et discutons la possibilité de considé-
rer des graphes acycliques dirigés plutot que des arborescences.

Arborescences de hauteur arbitraire

A partir des notations précédentes, nous définissons les variables sui-
vantes :

H est la hauteur de l’arborescence ;
h indice la hauteur dans une arborescence :

= 0 correspond a la racine;

h = H correspond aux feuilles;
my, indice les nceuds de hauteur #;
— Gp,m, correspond a I’'ensemble des fils du nceud m, ;
— dp y, estle cardinal de I'ensemble Gy, ,,, , c’est-a-dire :
dh,mh = Z dh+1,mh+1 ;
1y41€ G,

di—1,my_, = card (GH—1,my ,)

La généralisation du probleme variationnel (4.4) est alors

min J(B)+AY o Y T o Y Ty Py
mq

o
p M€ G,y MuEGH-1,mpy_4

S. C. Zdlrml T,m = 1

my

Z Z dZ,WIZ 0-2,11’12 = 1

my m2€G1,m1

2 Z Z OHmy = 1

my my€Grmy  MHEGH-1my_4

Oh,my, = 0 my € Gp_1,m,_,, Vh

Nous ne faisons ici qu’esquisser une perspective de travail. Les propriétés
de cette formulation, en terme de convexité, de parcimonie et de résolu-
tion, doivent étre étudiées plus en avant. Néanmoins, nous mettons cette
perspective en exergue, car c’est par ce biais que nous pourrons accéder
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4.7

a de nouvelles applications. En effet, dans la problématique concernant la
génomique évoquée au chapitre 1, 'ontologie qui permet de définir une
structure de groupes sur les génes comporte plusieurs niveaux.

Graphes acycliques dirigés

Toujours dans le cadre d’applications génomiques, 1’ontologie permettant
de construire la structure de groupe sur les genes utilise des graphes acy-
cliques dirigés. Un géne peut étre relié a plusieurs processus biologiques.
De la méme fagon, un processus biologique intermédiaire peut lui aussi
étre issu de processus biologiques différents. Ainsi, pour considérer ce
type d’application, il convient de ne pas se limiter a des structures ar-
borescentes qui définissent des partitions exactes sur les groupes, mais
d’étendre ce cadre de travail a des groupes non disjoints.

On peut considérer différentes possibilités d’extensions, selon le type
d’appartenance d"une variable a plusieurs groupes. Celle-ci peut-étre :

— dure : la variable appartient a I'intersection de deux ensembles;
— floue : la variable appartient a des degrés divers a 1'un ou l'autre des
ensembles associés.

Dans le second cas, on pourra encore distinguer deux probléemes : ceux
ol les degrés d’appartenance sont connus et définis a priori, et ceux ou ils
doivent étre estimés dans l'apprentissage.

SYNTHESE

Dans ce chapitre, nous avons détaillé le cadre théorique de la pénalisation
hiérarchique pour des structures arborescentes de deux niveaux. En parti-
culier, nous avons montré la relation entre la formulation variationnelle
initiale, et les normes mixtes.

Nous avons aussi examiné les propriétés de ce modeéle en terme de
convexité et de parcimonie. Cela nous a permis de dégager une carac-
téristique importante, qui spécifie que la parcimonie ne peut étre atteinte
sur chaque niveau que si I'on considére un probléme non-convexe (pro-
priété 4.1). Ainsi, en fonction de 'application considérée, il faut envisager
de sacrifier la convexité au profit de l'interprétabilité. Nous illustrerons ce
cas dans le chapitre 5, sur les expériences relatives aux interfaces cerveau-
machine.

Nous avons également proposé deux méthodes de résolution, ot la pre-
miére utilise I'expression de la norme mixte dans un algorithme de type
« contraintes actives », et ot1 la seconde utilise la formulation variationnelle
dans un algorithme de type « wrapper ». Nous avons établi le parallele
entre ces deux approches afin de pouvoir les comparer.

Enfin, nous avons discuté de 'extension du formalisme de la pénalisation
hiérarchique pour des arborescences de hauteurs arbitraires et des graphes
acycliques dirigés, ce qui nous permettrait de pouvoir traiter de nouvelles
applications, en particulier des applications génomiques. Il est maintenant
temps de voir la pénalisation hiérarchique en action.
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats obtenus par la pénalisation
hiérarchique sur différents jeux de données.

Tout d’abord, nous comparons les algorithmes 1 et 2, respectivement basés
sur la méthode de contraintes actives et la méthode de gradient, sur deux
jeux de données simulés, pour une fonction de perte quadratique régula-
risée par la norme convexe {(; 4/3). Dans la premiére simulation, les va-
riables sont catégorielles tandis que dans la seconde, elles sont continues.
Nous comparons les performances en apprentissage et en test, 'influence
des variables et des groupes sélectionnés, ainsi que les temps de calculs
obtenus avec chaque algorithme.

Nous décrivons ensuite les protocoles de deux problemes relatifs aux in-
terfaces cervau-machine. Sur chaque probleme, les performances en pré-
diction mais également en sélection seront détaillées. Ces expériences
mettent en évidence le fait que la régularisation d’un probléme par une
norme mixte non-convexe permet d’obtenir des solutions plus interpré-
tables qu’avec des méthodes convexes, pour des performances similaires.

Pour terminer, nous discuterons du bien fondé d’utiliser ou non un
seuillage avec l’algorithme de gradient, afin d’éliminer des variables dont
les poids sont trés faibles. Nous illustrerons cela sur 1'un des problemes
d’interfaces cervau-machine.

COMPARAISON DES DEUX ALGORITHMES

Cadre de comparaison

Cette section a pour but de définir un cadre pour comparer les deux ap-
proches, en fonction d'un parametre régularisation. En effet, les criteres
minimisés par les deux algorithmes sont similaires, mais la norme mixte
utilisée par 1'algorithme 2, basé sur la méthode de gradient, est élevée au
carré.

Nous rappelons dans un premier temps les deux problémes considérés.
Dans l'algorithme 1, le critere minimisé est :

Ci(v,B) = mﬂin](ﬁ) + vP(B),

ot () est la fonction de perte quadratique et
3/4
) = L T p)
l meGy

Sous sa forme duale, le critére minimisé par 1’algorithme 2 est régularisé
par une norme mixte et, d’apres la proposition 4.1, s’écrit :

C2(A, B) = mﬁinf(ﬂ) + AP(B)*.

Dans la mesure ou la pénalité du critere de l'algorithme 2 est élevée au
carré, il convient de trouver une relation entre v et A. Ainsi, nous pourrons
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5.2.2

comparer les solutions obtenues par les deux algorithmes lorsque le pa-
rametre de régularisation varie. Pour le critere C»(A, B), nous proposons

d’utiliser :
1 v

*
= 5 Brge (5.1)
2 P(B")
o B* = argmingCi(v, B). La justification de ce choix est reportée en
annexe A.3.
Remarque 5.1 — L'expression de A* repose sur la condition que l'algo-

rithme 1 utilisé pour déterminer B* retourne une valeur optimale. Nous
constaterons dans la section suivante que les valeurs de v permettant de
minimiser 'erreur de test pour les deux algorithmes peuvent étre légere-
ment différentes. o

Modeéle 1
Protocole expérimental

Pour construire cette simulation, nous reprenons le protocole de généra-
tion de données utilisé par Yuan et Lin [2006] pour le group-lasso. Dans
un premier temps, 15 variables aléatoires ont été simulées selon une loi
normale multivariée : (Xy,...,X35) ~ N (0,Z), ott la covariance entre la
variable m et la variable m’ est définie par la valeur (1/2) =], Chaque
variable a ensuite été divisée en trois catégories, en fonction des fractiles
de la loi normale. Ainsi, la catégorie d"une observation vaut :

1 six"<¢'(1/3)
2 sixl>¢1(2/3)
3 six™e[pl(1/3), 97 1(2/3)].

Les données sont ensuite transformées en données binaires, selon le pro-
cédé décrit page 29, par le biais du tableau 3.1. Notre matrice d’observa-
tions contient donc 45 variables, réparties sur 15 groupes. Le vecteur de
réponse a ensuite été défini par :

y = —12I(x'=1) + 1.81(x! =2)
+05I(x*=1) + I(x*=2)
+ IxX=1)+ IxX=2)+e,

ou I représente la fonction indicatrice, et ott € ~ N (0,var(e)) est un aléa
dont la variance est choisie de fagon a ce que le rapport signal sur bruit

soit égal a 1.8 dB :
var(y)
1010g10 <m> = 18 .

Nous avons généré 600 observations selon ce schéma. L'ensemble d’ap-
prentissage est composé de 400 observations choisies aléatoirement. Ainsi,
I'ensemble de test contient les 200 observations restantes. Le processus a
été répété 100 fois.
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Résultats

Nous nous sommes intéressés aux résultats obtenus pour les valeurs de v
permettant de minimiser l’erreur moyenne de test sur les 100 répétitions,
a savoir v = 15 pour l'algorithme 1 et v = 30 pour l'algorithme 2. Nous
avons également regardé le comportement des algorithmes pour des va-
leurs de correspondant a un sous-apprentissage (v = 0.1 et v = 5), et a un
sur-apprentissage (v = 100 et v = 150).

Les résultats moyens concernant les erreurs d’apprentissage et de test,
ainsi que les valeurs des pénalités et des critéres sont reportés sur tableau
5.1 avec

- 1

J(B) = 100 < 200 J(Xt, B)
Ta(ﬁ) = ]D():lm ](xa/ﬁ)
P(B) = 135 PB)

C(B) = Too T(B) + vP(B),

ol X; représente la matrice d’observations de 1'ensemble de test et X,
la matrice d’observations de I'ensemble d’apprentissage. On constate sur
tableau 5.1 que l'algorithme 1 de contraintes actives parvient & mieux mi-
nimiser le critere.

v J:(B) Ja(B) P(B) 10-2x C(B)
Alg. 1 01 4.53 + 2.45 3.90 + 2.05 13.46 £ 2.37 7.81 £ 4.11
Alg.2 | 4.53 + 2.45 3.90 + 2.05 13.44 £ 2.37 7.81 £ 4.11
Alg. 1 5 4.37 £ 240 3.96 £ 2.06 822 £+ 1.81 8.33 £ 4.18
Alg. 2 441 + 242 3.93 £2.05 9.62 £ 2.16 8.34 £ 4.19
Alg. 1 15 4.30 £ 2.36 412 £2.10 4.52 £ 0.82 8.92 £+ 4.27
Alg. 2 4.32 + 2.38 4.06 £ 2.08 5.56 £ 1.13 8.95 £+ 4.27
Alg. 1 30 432 +234 425+ 213 3.19 £ 0.37 947 + 4.31
Alg. 2 4.30 + 235 417 £ 211 3.88 = 0.53 9.51 + 4.32
Alg. 1 100 4.70 £ 2.32 4.70 £ 2.15 1.71 £ 0.25 11.11 = 4.34
Alg. 2 4.49 + 2.32 447 £ 215 228 £0.27 11.22 +4.34
Alg. 1 150 522 £ 231 524 +£2.13 0.84 = 0.26 11.74 = 4.38
Alg. 2 493 £ 231 493 £2.13 1.31 £ 0.36 11.83 + 4.39

TABLE 5.1 — Résultats moyen et écart-types obtenus sur les 100 répétitions pour le
modele I. En gras, les valeurs relatives au parameétre de régularisation qui minimise l'er-
reur de test.

Les résultats en sélection de groupes et de variables sont présentés sur le
tableau 5.2, ainsi que sur les figures 5.1 et 5.2 de la page 69, sur lesquelles
la boite de gauche correspond aux résultats de l'algorithme 1, et celle de
droite aux résultats de 1’algorithme 2. On y voit que 1'algorithme 1 tend a
étre plus sévere en ce qui concerne la sélection de variables et de groupes.

Plus le parameétre de régularisation augmente, et plus la différence entre
les nombres de groupes et de variables sélectionnés par les deux algo-
rithmes est marquée. On observe également ces écarts sur les valeurs
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v # Groupes # Variables P(B)
Alg. 1 01 14.99 £+ 0.10 40.50 £ 3.01 13.46 £+ 2.37
Alg. 2 14.98 £+ 0.14 4290 £+ 1.74 13.44 4+ 2.37
Alg. 1 5 12.28 £ 1.70 27.72 £ 6.03 8.22 £ 1.81
Alg. 2 11.87 £ 1.97 31.46 £5.72 9.62 + 2.16
Alg. 1 15 5.54 £+ 2.01 13.53 + 4.44 4.52 £+ 0.82
Alg. 2 6.75 + 2.07 17.00 £+ 5.50 5.56 + 1.13
Alg. 1 30 2.13 £ 0.94 6.23 + 2.60 3.19 £ 0.37
Alg. 2 5.73 + 3.68 15.59 +11.03 | 3.88 £+ 0.53
Alg. 1 100 1.00 £ 0.00 3.00 + 0.00 1.71 £ 0.25
Alg. 2 3.37 £ 4.72 9.72 + 13.79 2.28 £ 0.27
Alg. 1 150 1.00 £ 0.00 3.00 = 0.00 0.84 = 0.26
Alg. 2 3.69 + 5.06 10.59 £+ 14.77 1.31 £ 0.36

TABLE 5.2 — Résultats moyens et écart-types en sélection sur les 100 répétitions pour
le modele 1. En gras, les valeurs relatives au parametre de régularisation qui minimise
Uerreur de test.

des pénalités P(B), rappelées sur le tableau 5.2. Pour l'algorithme 1, les
nombres de groupes et de variables sélectionnés décroissent avec P().
Pour l'algorithme 2, de nombreux coefficients tres proches de 0 sont
conservés, en particulier pour de petites valeurs de P(B). Si l'on compare
maintenant P(B) pour v = 15 pour l'algorithme 1, et v = 30 pour l'algo-
rithme 2, on voit que, pour une pénalité moyenne donnée, I’algorithme 1
est plus parcimonieux. Toutes ces observations suggérent d’explorer une
stratégie de seuillage pour l'algorithme 2, ce que nous feront en section

5.4.

Modele II
Protocole expérimental

Pour cette seconde simulation, nous reprenons le protocole de génération
de données de [Yuan et Lin, 2006], cette fois ci sur des variables continues.
Dans un premier temps, 16 variables aléatoires ont été indépendamment
simulées selon une loi normale standardisée : (Xi,...,X17) ~N(0,1).
Chaque variable de la matrice d’observation a ensuite été définie par
xm = (x4 x17) /V2 ,pour m = {1,...,16}. Le vecteur de réponse as-
socié a cette matrice d’observation est :

y ==
2

ot € ~ N (0,4). Les mondmes d’ordre 1, 2 et 3 associés a la variable m
forment un groupe. Ainsi, nous disposons de 48 variables, réparties sur
16 groupes.

De la méme fagon que dans la simulation précédente, nous avons généré
600 observations selon ce schéma, puis 400 observations ont été utilisées
pour l'apprentissage, et 200 pour mesurer l'erreur de test. Le processus a
été répété 100 fois.
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FIGURE 5.1 — Répartition du nombre de groupes

modele I.
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FIGURE 5.2 — Répartition du nombre de variables sélectionnées en fonction de v pour le
modele I.
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Résultats

Dans le tableau 5.3, nous reportons les erreurs moyennes en apprentissage
et en test, ainsi que que les valeurs moyennes des pénalités et des criteres.
Les valeurs de v permettant d’obtenir les erreurs moyennes de test les plus
faibles sont v = 103/2 pour l'algorithme 1 et v = 107/4 pour l'algorithme 2.
Les résultats associés aux valeurs de parametres correspondant a un sous-
apprentissage (v = 1072 et v = 1), et & un sur-apprentissage (v = 10%/2
et v = 10%) sont également indiqués. Les indicateurs Ji(B), J.(B), P(B) et
C(B) sont définis comme a la section précédente. Le tableau 5.4 présente
les résultats obtenus en sélection.

On peut constater que les deux algorithmes se comportent comme lors
de la simulation précédente. En effet, a mesure que v croit, 1’algorithme 1
parvient a mieux minimiser le critere.

Ici aussi, 1’algorithme 1 pénalise plus séverement les coefficients que 1'al-
gorithme 2 lorsque la pénalisation augmente. En conséquence, pour des
valeurs de v importantes, les nombres de groupes et de variables sélec-
tionnés sont en moyenne légérement supérieurs pour l'algorithme 2, ce
qui révele ici la présence de nombreux coefficients proches de 0.

v J:(B) Ja(B) P(B) 1072x C(B)
Alg. 1 10-2 4.60 + 0.51 349 £ 0.27 16.05 £ 1.35 6.98 + 0.54
Alg. 2 4.60 + 0.51 349 £ 0.27 16.05 £ 1.35 6.98 + 0.54
Alg. 1 1 4.55 £ 0.50 349 £ 0.27 1554 +£1.33 714 £ 0.54
Alg. 2 454 £ 0.51 3.50 £ 0.27 15.30 £ 1.41 714 £ 0.54
Alg. 1 106/4 414 £+ 0.47 3.78 £ 0.27 10.17 £ 1.06 | 10.78 £ 0.65
Alg. 2 4.17 £ 0.47 3.72 £ 0.27 10.79 £ 1.05 10.84 £ 0.65
Alg. 1 107/4 4.18 £+ 0.50 3.93 £ 0.28 9.44 + 1.00 13.17 £ 0.81
Alg. 2 413 + 047 3.85 + 0.28 9.88 + 1.00 13.25 £ 0.81
Alg. 1 10572 6.68 £ 1.44 6.28 + 0.41 6.73 £ 0.94 33.84 £ 3.06
Alg. 2 5.83 £ 1.38 5.46 =+ 0.87 746 £ 1.02 34.52 £ 3.23
Alg. 1 103 18.28 £ 5.48 18.06 = 1.24 2.93 £+ 0.83 65.41 + 8.91
Alg. 2 13.59 + 4.36 13.04 + 1.86 4.12 £ 0.98 67.25 £ 9.57

TABLE 5.3 — Résultats moyen et écart-types obtenus sur les 100 répétitions pour le
modele II. En gras, les valeurs relatives au paramétre de régularisation qui minimise
Uerreur de test.

Temps de calcul

Les temps de calcul moyens sont reportés sur le tableau 5.5. Dans l'algo-
rithme 1 de contraintes actives, une variable est ajoutée a chaque itération.
En regle générale, plus le parametre de régularisation augmente, moins
l'algorithme 1 sélectionne de variables, et plus il se termine rapidement.
A linverse, dans I'algorithme 2 de gradient, les variables sont éliminées
une a une. Plus le parametre de régularisation augmente, plus il y a de
variables éliminées. Cependant, 1’algorithme 2 nécessite plus d’itérations
pour converger pour des valeurs de pénalisation légerement inférieures a
celles permettant de minimiser I'erreur de test.



5.2. Comparaison des deux algorithmes

71

v # Groupes # Variables P(B)
Alg. 1 10-2 16.00 £ 0.00 47.99 £ 0.10 16.05 £+ 1.35
Alg. 2 16.00 £ 0.00 | 48.00 £ 0.00 16.05 £ 1.35
Alg. 1 1 16.00 £ 0.00 47.90 £ 0.33 15.54 £1.33
Alg. 2 15.58 £+ 0.54 43.40 £ 2.57 15.30 = 1.41
Alg. 1| 6 7904187 | 1886+ 464 | 10.17 + 1.06
Alg. 2 7.00 £ 2.16 16.49 £+ 5.19 10.79 £ 1.05
Alg. 1 107/4 4.06 = 1.29 11.53 £+ 3.59 9.44 +1.00
Alg. 2 4.34 + 2.50 10.81 £+ 7.05 9.88 + 1.00
Alg 1 [ syl 2005000 | 599 +010 | 6734094
Alg. 2 2.08 £ 0.71 6.23 £2.11 746 +1.02
Alg. 1 103 1.02 £ 0.14 3.06 + 0.42 293 £ 0.83
Alg. 2 1.64 £ 0.59 4.87 £ 1.78 412 £ 0.98

TABLE 5.4 — Résultats moyens et écart-types en sélection sur les 100 répétitions pour
le modele II. En gras, les valeurs relatives au parametre de régularisation qui minimise
Uerreur de test.

Pour les parametres de régularisation correspondant aux erreurs de tests
les plus faibles, et sur ces expériences comportant peu de variables, l'al-
gorithme 2 semble converger plus rapidement que l'algorithme 1. Sur le
modele I, I'algorithme 2 a 'avantage, bien que le nombre de variables
sélectionnées par les deux algorithmes soit équivalent. Cela est confirmé
avec le modele II, ot I'algorithme 1 (qui ajoute en moyenne 18 variables)
produit des solutions moins parcimonieuses que 1’algorithme 2 (qui n’en
conserve que 10 en moyenne, et en élimine donc environ 38).

Modele I Modele II

v Alg. 1 Alg. 2 v Alg. 1 Alg. 2
0.1 0.23 +0.30 | 0.11 + 0.08 10~2 | 0.16 £ 0.00 | 0.01 & 0.00
5 0.50 + 0.23 | 0.22 + 0.04 1 026 +£0.24 | 022 +£0.11
15 0.38 + 0.15 | 0.17 + 0.03 10%/2 | 0.37 £ 0.15 | 0.22 + 0.03
30 0.17+0.10 | 0.11 £+ 0.03 107/ | 0.18 + 0.13 | 0.16 =+ 0.04
100 0.10 + 0.21 | 0.09 + 0.02 10%/2 | 0.03 4+ 0.01 | 0.13 + 0.09
150 0.09 + 0.08 | 0.09 + 0.03 103 0.07 £+ 0.05 | 0.10 & 0.00

TABLE 5.5 — Temps de calcul moyens pour les modeéles I et I1. En gras, les temps de calculs
obtenus pour le parametre de régularisation qui minimise I'erreur de test.

Bien que l'algorithme 1, basé sur les contraintes actives, soit plus stable
numériquement et plus parcimonieux que l'algorithme 2, basé sur la mé-
thode de gradient, nous n’avons donc pas d’argument définitif permettant
de privilégier une de ces deux approches.

Remarque 5.2 — Dans l'algorithme basé sur la méthode de gradient, esti-
mer f nécessite I'inversion de la matrice (XX + D), ot1 le terme général
de la matrice diagonale D est d,, = v/, (cf. section 4.5). La stratégie
utilisée pour inverser cette matrice influe sur la qualité de 'estimation, et
donc de la prédiction. C’est pourquoi cet algorithme est moins stable que
celui basé sur les contraintes actives. o
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5.3.1

INTERFACES CERVEAU-MACHINE

Pour les deux problemes considérés ici, nous utilisons I'approche varia-
tionnelle associée a 'algorithme 2. Si au regard des simulations effectuées,
l'algorithme 1, basé sur les contraintes actives, possede des qualités cer-
taines, il ne peut étre utilisé que pour une pénalité convexe (cf. remarque
4.5). De plus, dans le cadre de méthodes non paramétriques, on ne peut
que sélectionner des noyaux, sans effectuer de regroupement sur ces der-
niers (cf. remarque 4.10).

Nous désignerons désormais l'algorithme 2 par I'acronyme CKL, pour
Composite Kernel Learning [Szafranski et coll., 2008b]. Ainsi, CKL, /, fait
référence a 'algorithme dans le cas olt p = g = 1/2, c’est-a-dire pour une
régularisation £(; 4/3). Cette version est convexe, contrairement au CKL,
qui fait référence a l’algorithme lorsque p = q = 1, c’est-a-dire pour une
régularisation £, /3 1). Nous comparons ces deux versions au MKL, implé-
menté lui aussi par 'algorithme CKL, avec p = 0 et 4 = 1. Les noyaux
utilisés ici consistent en une transformation linéaire : K(x, x’) = <x, x’>.

Contexte

Dans les problemes liés aux Interfaces Cerveau-Machine * (ICM), on me-
sure, avec des capteurs, l'activité cérébrale d'un sujet en présence d’un sti-
mulus particulier. Nous nous intéressons ici aux interfaces qui utilisent des
capteurs non intrusifs. Dans les deux cas étudiés, des signaux électroen-
céphalogrammes (EEG) sont mesurés au moyen de 64 électrodes appelées
également canaux, réparties sur le cerveau. Cette répartition est illustrée
sur la figure 5.3.

FIGURE 5.3 — Répartition des électrodes sur le cerveau pour les problemes d’interfaces
cerveau-machine considérés. La fleche représente la direction frontale.

1. Brain-Computer Interfaces (BCI), en anglais.
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Probleme I
Protocole expérimental

L’interface « BCI P300 speller », a été développée par Farwell et Donchin
[1998] pour épeler des mots. Elle est basée sur 'apparition de potentiels
évoqués dans les EEG, en réponse a un stimulus visuel.

Dans le protocole associé au BCI P300 speller, un patient doit regarder un
tableau composé de 6 lignes et de 6 colonnes de caracteres. Ce tableau est
représenté sur la figure 5.4. Aprés que le patient ait choisi un caracteére,
les lignes ou les colonnes du tableau sont illuminées aléatoirement 12 fois.
Lorsqu’une ligne ou une colonne illuminée contient le caractere choisi,
le patient doit compter. Le fait de compter génere un potentiel évoqué.
Ce potentiel appelé P300 apparait 300 ms apres le stimulus visuel. Le
processus est répété 15 fois par caractére, car le rapport signal sur bruit de
ce type de signaux est faible.

FIGURE 5.4 — Tableau d’épellation des mots.

Nous disposons de 7560 signaux, issus d'une base de données d’une
compétition sur les interfaces cerveau-machine [Blankertz et coll., 2004],
pré-traités de la méme fagon que dans Rakotomamonjy et Guigue [2008].
Puisque le potentiel apparait autour de 300 ms apres le stimulus visuel,
la fenétre temporelle considérée s’étend jusque 666 ms apres le stimulus.
Pour réduire le rapport signal sur bruit, chaque canal a été filtré par un
passe-bande d’ordre 8 pour des fréquences de coupure de 0.1 Hz et 10
Hz. Le signal est ensuite décimé en accord avec la fréquence de coupure
haute. Chaque signal est ainsi composé de 14 fenétres temporelles. Les 6°
et 7¢ fenétres sont respectivement centrées sur 300 et 350 ms environ.

Finalement, nous disposons de 7560 signaux, de dimension 896 = 14 fe-
nétres temporelles x 64 électrodes. L'arborescence associée a ce schéma
est représentée sur la figure 5.5. A chaque signal est associé une réponse,
qui vaut +1 si le signal contient un P300, et —1 sinon.

Notre objectif consiste a reconnaitre la présence ou l’absence d"un P300,
parmi les signaux mesurés De plus, nous souhaitons identifier les élec-
trodes significatives d’une part, et les fenétres temporelles significatives
d’autre part, qui permettent d’effectuer cette distinction.

Parmi les 7560 signaux, 567 exemples d’apprentissage ont été choisis aléa-
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FIGURE 5.5 — Arborescence associée au probleme 1.

toirement. La base de test est composée des 6993 signaux restants. Le pa-
rametre de régularisation C a été choisi par validation croisée sur 5 blocs.
Les performances du classifieur obtenu ont été mesurées par 'aire sous la
courbe ROC (AUC). Cette procédure a été répétée 10 fois.

Résultats

Le tableau 5.6 résume les performances moyennes des trois méthodes : le
MKL, le CKL;/; et le CKL;. Le nombre de canaux et de noyaux sélection-
nés sont également reportés.

Méthode AUC # Canaux # Noyaux

CKL; 85.61 + 1.21 64.00 + 0.00 886.20 & 04.13
CKL4 86.16 = 0.76 33.40 £+ 6.26 130.30 = 37.57
MKL 85.81 + 0.52 60.10 + 2.08 228.10 & 32.53

TABLE 5.6 — Résultats moyens pour le probléme I.

Les performances moyennes des trois méthodes sont trés similaires. On
remarque néanmoins une différence significative en terme de sélection de
canaux et de noyaux. En ce qui concerne les noyaux, le CKL;,, est bien
moins parcimonieux que le MKL, qui lui méme conserve presque deux
fois plus de noyaux que le CKL;. Cette différence est encore plus no-
table en terme de sélection de canaux : le CKL; /,, qui conserve 1’ensemble
des électrodes, a un comportement assez proche du MKL, qui en élimine
quatre en moyenne. Le CKL; quant a lui élimine jusqu’a la moitié des
électrodes.

Remarque 5.3 — Le manque de parcimonie pour le CKL;,, s’explique par
la nature de la pénalisation £(; 4,3, appliquée. En effet, nous savons que
ces signaux EEG comportent une activité significative autour des fenétres
temporelles 7 et 8. Ainsi, lorsqu’un ou plusieurs éléments significatifs d'un
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canal entrent dans le modele, c’est 'ensemble des coefficients associés au
canal qui est intégré. Les éléments les moins significatifs ont cependant
des valeurs proches de 0, comme le confirme la figure 5.7. o

La figure 5.6 représente le degré de pertinence des électrodes sur les 10
essais. Elle montre en particulier les électrodes sélectionnées, et celles éli-
minées pour les trois méthodes. Pour un essai, le degré de pertinence
de 1'électrode ¢ est calculée par le représentant d’un groupe associé a la
norme mixte £(, ;) de 'expression (4.11) :

1/s
t
d(

- Yo i, , (5.2)
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FIGURE 5.6 — Pertinence médiane des électrodes pour le probleme I. Plus les couleurs sont
foncées, plus la pertinence est élevée. Les électrodes blanches entourées d’un cercle noir
sont celles pour lesquelles les degrés de pertinence valent 0.

Les résultats du CKL; sont particulierement nets. Les degrés de perti-
nence des électrodes situées dans le cortex visuel, notamment ceux des
électrodes PO; and POg, sont importants. On remarque également que
'électrode CP, ainsi que d’autres électrodes associées a 'aire motrice
primaire et au cortex somatosensoriel, jouent un role>. Les résultats du
MKL et du CKL;,, montrent I'influence des mémes électrodes. Cepen-
dant, contrairement au CKL, elles mettent en valeur de nombreuses élec-
trodes frontales, qui ne semblent pas étre significatives pour le paradigme
du BCI P300 Speller.

Enfin, nous pouvons observer sur la figure 5.7 que ce sont essentielle-
ment les coefficients associés aux fenétres temporelles 7 et 8 qui per-
mettent d’identifier les électrodes pertinentes. Cependant, si le CKL;,;
et le CKL; focalisent quasiment exclusivement sur ces deux fenétres, le
MKL met en relief quelques électrodes sur I'ensemble des fenétres, no-
tamment les quatre premieres. Les valeurs représentées sur les électrodes
correspondent a || f, ||°-

2. Le site http://lecerveau.mcgill.ca/ présente, entre autre, les fonctions asso-
ciées aux différentes aires du cerveau.
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fenétres 1 et 2

fenétres 3 et 4

fenétres 5 et 6

fenétres 7 et 8

fenétres 9 et 10

fenétres 11 et 12

fenétres 13 et 14

MKL CKL ), CKL,

FIGURE 5.7 — Evolution temporelle de la pertinence des électrodes sur un essai pour le
probleme 1. Plus les couleurs sont foncées, plus la pertinence est élevée. Les électrodes
blanches entourées d’un cercle noir sont celles pour lesquelles les degrés de pertinence
valent 0.
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Probléme I1I

Les données utilisées dans ce probleme sont issues des recherches de Gan-
gadhar Garipelli, doctorant a 1'Idiap sous la direction de José del R. Millan.

Protocole expérimental

L’objectif est ici de détecter les zones actives du cerveau pendant la phase
d’anticipation d'un évenement. Dans cette expérience, on s’intéresse donc
a la fenétre temporelle située juste avant un stimulus particulier.

Dans le protocole associé a cette expérience, un sujet face a un écran est
soumis a deux types d’évenements :

1. Dans les éveénements « GO », un point vert est affiché au milieu de
I'écran. Au bout de 4 secondes, le point change de couleur et devient
rouge. On demande alors au sujet de réagir.

2. Dans les évenements « NOGO », un point jaune est affiché au milieu
de lI'écran. Au bout de 4 secondes, le point change de couleur et
devient rouge, on demande au sujet de ne pas réagir.

Dans la phase d’apprentissage, on demande au sujet de réagir en pres-
sant un bouton. On dispose de deux jeux de données correspondant a
deux individus. Une phase d’apprentissage est constituée de 20 sessions,
et chaque session de 10 essais. Pour chaque sujet, 'ensemble d’apprentis-
sage contient 200 signaux.

Pour chacune des 64 électrodes, le signal est échantillonné selon 21 coef-
ficients, entre 0 et 3.25 secondes3. La dimension globale du probléme est
donc de 64 x 21 = 1344. L'arborescence associée a ce schéma est représen-
tée sur la figure 5.8.

1 .. 1 l 4 64 .. 64
K 1 K21 K Km’ K1324 K1344

FIGURE 5.8 — Arborescence associée au probleme I1.

3. Le signal est donc tronqué avant I’apparition de I'événement, qui a lieu au bout de
4 secondes.
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Les connaissances sur ce type de probleme identifient I'électrode centrale
Cz comme l'une des plus pertinentes. De fagon générale, les électrodes
situées dans la zone centrale du cerveau doivent intervenir dans ce pro-
bleme, contrairement aux électrodes situées en périphérie.

A partir de cette connaissance, les auteurs de ces données ont construit
un classifieur basé sur I'analyse linéaire discriminante, en tenant compte
uniquement de 1’électrode Cz. Le pourcentage d’erreur de classification
en test se situe autour 30% pour le sujet 1 et 33% pour le sujet 2.

Résultats

Nous allons maintenant comparer ces connaissances et ces premiers ré-
sultats a ceux retournés par nos trois algorithmes. L'erreur de test est éva-
luée par une procédure de double validation croisée (cf. annexe A.5). Pour
I'interprétation, on estime les coefficients ¢, sur la totalité de 'ensemble
d’apprentissage, en sélectionnant le parametre de régularisation C par va-
lidation croisée sur 10 blocs. Les résultats obtenus par le CKL; /5, le CKL;
et le MKL sont reportés sur les tableaux 5.7 et 5.8.

Pour le sujet 1, les trois méthodes permettent en moyenne d’améliorer
les résultats initiaux. Néanmoins, les écart-types reportés suggerent une
variabilité importante des résultats en prédiction, en fonction des sessions
utilisées en validation et en test (cf. annexe A.5). Dans cette expérience,
le CKL; fait intervenir nettement moins d’électrodes que le CKL;,; et le
MKL.

Sujet 1 Erreur (%) # Canaux # Noyaux
CKLy,, || 22.00 +4.81 | 64.00 £ 0.00 (64) | 1323.00 £ 224 (1324)
CKL; 23.00 &+ 6.47 | 16.40 1090 (43) | 177.60 £ 67.66 (326)
MKL 21.50 +£9.62 | 52.00 +22.94 (64) | 267.60 £ 114.27 (343)

TABLE 5.7 — Résultats moyens sur le sujet 1 pour le probleme II. Les valeurs entre pa-
rentheéses représentent le nombre de canaux et de noyaux sélectionnés sur la totalité de
I'ensemble d’apprentissage.
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FIGURE 5.9 — Pertinence des électrodes chez le sujet 1 pour le probleme 1I. Plus les cou-
leurs sont foncées, plus la pertinence est élevée. Les électrodes blanches entourées d’'un
cercle noir sont celles pour lesquelles les degrés de pertinence valent 0.

La figure 5.9 rend compte de l'influence des électrodes, en utilisant 'ex-
pression (5.2) du probleme précédent. Les trois méthodes mettent en évi-
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dence la zone centrale du cerveau. Cependant, le CKL; annule de nom-
breux coefficients relatifs aux électrodes périphériques, sans toutefois par-
venir a tous les éliminer. Bien que le MKL soit plus parcimonieux en
termes de noyaux que le CKL; /5, ces deux méthodes localisent de nom-
breuses électrodes autour de la zone centrale.

En ce qui concerne le sujet 2, les performances des trois méthodes sont en
moyenne similaires a celle du classifieur initial. Encore une fois, le CKL;
et le MKL font intervenir la quasi-totalité des électrodes, alors que le CKL,
en élimine plus de la moitié.

Sujet 2 Erreur (%) # Canaux # Noyaux
CKLy,, || 33.00 £8.37 | 64.00 £ 0.00 (64) | 1321.60 £ 0.89 (1324)
CKL4 33.00 £ 6.23 | 34.60 +21.62 (30) | 261.20 £157.52 (185)
MKL 2750 +£3.54 | 60.40 £ 1.67 (62) | 331.40 + 4842 (358)

TABLE 5.8 — Résultats moyens sur le sujet 2 pour le probleme II. Les valeurs entre pa-
renthéses représentent le nombre de canaux et de noyaux sélectionnés sur la totalité de
I'ensemble d’apprentissage.

La figure 5.10 montre l'influence des électrodes, toujours en utilisant I'ex-
pression (5.2). Les résultats sont moins nets pour ce sujet. En effet, les
pertinences se répartissent sur ’ensemble des zones du cerveau pour les
trois méthodes. Le CKL; élimine toutefois beaucoup plus d’électrodes en
périphérie que le CKL; /, et le MKL. De fagon surprenante, I'électrode Cz
n’a ici qu'une contribution moyenne.
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FIGURE 5.10 — Pertinence des électrodes chez le sujet 2 pour le probleme 1I. Plus les
couleurs sont foncées, plus la pertinence est élevée. Les électrodes blanches entourées d'un
cercle noir sont celles pour lesquelles les degrés de pertinence valent 0.

SEUILLAGE POUR L'’ALGORITHME 2

Définition d"un seuillage

Dans les précédentes sections, nous avons observé, notamment pour la
pénalité £(; 4/3), que les solutions retournées par l'algorithme 2 sont peu
parcimonieuses. En effet, il se peut que tous les coefficients 0, appartenant
a un groupe soient tres faibles. Ainsi, un groupe peut étre sélectionné
méme si sa pertinence est quasi-nulle.
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5.4.2

Nous nous sommes donc interrogés sur une fagon adéquate de seuiller ces
petits coefficients. Pour cela, nous avons utilisé les conditions d’optimalité
en ¢ du probleme (4.10). On obtient la condition :

—p/(p+q)
9 (o) > Z Z‘Tm 9 (o) (d[l Zﬁ/q) a)(nl—q)/q =~ 0,=0,
YA m

aUm meGy aU meGy
0
ou g((;f) est défini par (4.16). Les détails de la dérivation de cette condi-
m

tion sont reportés en annexe A 4.

Application du seuillage au probléme II

Nous avons utilisé la condition énoncée ci-dessus pour seuiller les solu-
tions retournées par l'algorithme CKL, dans les trois configurations. Ici
également, les erreurs de test sont évaluées par le biais d"une double va-
lidation croisée. Pour l'interprétation, les coefficients o, sont estimés sur
la totalité de I'ensemble d’apprentissage, en sélectionnant le parametre de
régularisation C par validation croisée sur 10 blocs. Les résultats obtenus
par le CKL /5, le CKL; et le MKL sont reportés sur les tableaux 5.9 et 5.10.

Sujet 1

Pour le sujet 1, on constate, notamment avec le CKL;,,, que le seuillage
permet d’éliminer un nombre important de noyaux, qui correspondent en
fait aux coefficients les moins influents dans chaque groupe. Cependant,
I'ensemble des électrodes est conservé. Le seuillage affecte également le
MKL qui sélectionne en moyenne moitié moins de noyaux qu’initialement.
Le CKL; est également plus parcimonieux, avec environ 10 électrodes
conservées. Cependant, si pour les trois méthodes les erreurs moyennes
restent inférieures a celles du classifieur basé sur 1’électrode Cy, on re-
marque que les performances sont dégradées par rapport a celles obtenues
lorsque les solutions ne sont pas seuillées.

Sujet 1 Erreur (%) # Canaux # Noyaux
CKL;,, || 2450+7.70 | 60.60 = 1.67 (63) | 434.60 £ 52.26 (471)
CKL;4 2550+ 5.70 | 1020 = 259 (11) | 45.00+ 490 (51)
MKL 2450 +5.70 | 25.00 + 19.16 (48) | 65.40 + 47.42 (103)

TABLE 5.9 — Résultats obtenus en seuillant la solution sur le sujet 1 pour le probléme II.
Les valeurs entre parenthéses représentent le nombre de canaux et de noyaux sélectionnés
sur la totalité de 'ensemble d’apprentissage.

La figure 5.11 montre la pertinence des électrodes. Ici, le CKL; met clai-
rement en évidence la zone centrale du cerveau. Le CKL;,, présente un
comportement similaire au CKL; : bien qu’il conserve 'essentiel des élec-
trodes, en accord avec la nature de la pénalisation K(L 4/3), celles situées
en périphérie de la zone centrale sont tres peu influentes. Le MKL plus
parcimonieux en termes de canaux et de noyaux que le CKL;/, localise
cependant de nombreuses électrodes hors de la zone centrale.
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FIGURE 5.11 — Pertinence des électrodes chez le sujet 1 pour le probleme 1I. Plus les

couleurs sont foncées, plus la pertinence est élevée. Les électrodes blanches entourées d'un
cercle noir sont celles pour lesquelles les degrés de pertinence valent 0.

Nous avons également reporté sur la figure 5.12 les valeurs des cofits
charniére en apprentissage pour les solutions seuillées (en bleu) et non
seuillées (en rouge). Pour le MKL et le CKL;, ce cotit varie de fagon co-
hérente, a savoir décroissante, en fonction du parametre de régularisation.
Pour le CKL, /, ce colit remonte sensiblement, lorsque C > 10.
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FIGURE 5.12 — Evolution du cofit charniére sur le sujet 1 pour le probleme I1. En abscisse,
les valeurs du parametre de régularisation C; en ordonnée, les valeurs du coilt charniére.
Les carrés présents sur les courbes correspondent au parameétre de régularisation choisi
par validation croisée.

Sujet 2

En ce qui concerne le sujet 2, seule 1’'erreur du CKL; reste similaire aux
résultats initiaux. Les erreurs du CKL;,, et du MKL sont en moyenne
nettement supérieures a celles obtenues en n’utilisant pas de seuillage. On
observe, comme chez le sujet 1, une influence du seuillage sur la sélection
de noyaux et de canaux.

Méthode Erreur (%) # Canaux # Noyaux

CKL; /7 40.00 4+ 4.68 | 62.00 £3.39 (63) | 659.00 £ 219.56 (770)
CKL4 33.00 +4.81 | 34.80 £ 11.39 (22) | 119.20 +£52.37  (45)
MKL 32.00 & 7.37 | 35.20 + 16.72 (45) | 148.60 +£ 119.78  (97)

TABLE 5.10 — Résultats obtenus en seuillant la solution sur le sujet 2 pour le probleme I1.
Les valeurs entre parenthéses représentent le nombre de canaux et de noyaux sélectionnés
sur la totalité de I'ensemble d’apprentissage.
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La figure 5.13 représente l'influence des électrodes. Pour ce sujet, les ré-
sultats restent flous et moins conformes aux attentes, méme si le CKL,
élimine plus d’électrodes en périphérie de la zone centrale qu’avec une
solution non seuillée.
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FIGURE 5.13 — Pertinence des électrodes chez le sujet 2 pour le probleme II. Plus les
couleurs sont foncées, plus la pertinence est élevée. Les électrodes blanches entourées d'un
cercle noir sont celles pour lesquelles les degrés de pertinence valent 0.

Finalement, on constate des comportements incohérents en apprentissage.
La figure 5.14 montre que les cotits charnieres relatifs aux trois méthodes
remontent pour des pénalisations importantes, lorsque les solutions sont
seuillées. Notons que si 1’on réitere l'apprentissage en utilisant la solution
seuillée a 'initialisation, le probléme persiste.

¢ avec seuillage ¢ avec seuillage ¢ avec seuillage
-©-sans seuillage -©-sans seuillage 180 -©-sans seuillage

160}
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FIGURE 5.14 — Evolution du cofit charniére sur le sujet 2 pour le probleme II. En abscisse,
les valeurs du parametre de régularisation ; en ordonnée, les valeurs du coiit charniére.
Les carrés présents sur les courbes correspondent au parameétre de régularisation choisi
par validation croisée.

SYNTHESE

Dans ce chapitre, nous avons comparé, au travers de simulations, les com-
portements des deux algorithmes, a savoir 'algorithme basé sur le prin-
cipe des contraintes actives, et celui basé sur la méthode de gradient. Nous
avons pour cela utilisé la norme mixte £(1 4/3).

L’algorithme basé sur la méthode de gradient présente I’avantage de pou-
voir utiliser une pénalisation non-convexe et de considérer des regroupe-
ments sur différents noyaux. Nous 1’avons appliqué sur des problemes re-
latifs aux interfaces cerveau-machine, pour lesquels 1'utilisation d"une pé-
nalité non-convexe facilite 'interprétation des résultats, tout en atteignant
des performances en prédiction similaires a celles de méthodes convexes.
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Nous avons également discuté et testé le seuillage des solutions retour-
nées par l'algorithme de gradient, afin d’obtenir des résultats plus inter-
prétables, notamment pour la pénalité convexe £(q 4,3). Nous avons dérivé
une condition de seuillage, qui ne semble pas apporter une solution sa-
tisfaisante dans tous les cas de figure. En particulier, le fait d'utiliser ce
seuillage peut introduire de l'instabilité et dégrader les performances du
classifieur.

Cette derniere problématique laisse place a un certain nombre de ques-
tions. En effet, on peut envisager d’autres fagons de définir un seuillage
optimal. On peut aussi s’interroger sur la facon d’intégrer ce processus au
sein de l'algorithme, que ce soit par le biais de l'initialisation, en partant
de solutions parcimonieuses, ou que ce soit par la modification du critere
d’arrét.






6.1

CONCLUSION

SYNTHESE ET CONTRIBUTIONS

La pénalisation hiérarchique permet d’intégrer un a priori spécifique dans
'estimation de modeles statistiques. Cette connaissance porte sur :

1. L'organisation des caractéristiques d'un probleme en une structure
hiérarchique.

2. Un principe de parcimonie sur les composantes de cette structure.

Dans cette theése, nous représentons cette structure par une arborescence
a deux niveaux, ce qui permet de constituer des groupes distincts de ca-
ractéristiques. Nous avons utilisé des approches régularisées pour extraire
les composantes significatives de chaque niveau.

Dans un premier temps, nous avons présenté un état de l'art des tech-
niques de régularisation en apprentissage supervisé. Ce préalable nous
a permis de dresser les propriétés de parcimonie et de convexité de ce
type de méthodes, et d’esquisser les questions relatives a la stabilité et a
la consistance en sélection de modeéles des solutions qu’elles engendrent.
Nous avons également décrit les principes généraux des algorithmes de
résolution associés.

Nous avons ensuite déroulé les étapes successives permettant d’aboutir a
la pénalisation hiérarchique. Dans cette formulation, des facteurs de perti-
nence sont associés a chaque branche de l'arborescence, et soumis a des
contraintes de parcimonie. En fonction du probleme considéré, le degré de
parcimonie peut étre réglé par deux parametres distincts : I'un est associé
aux facteurs relatifs aux groupes et ’autre aux facteurs relatifs aux carac-
téristiques. Nous avons montré que minimiser ce probleme est une forme
variationnelle d’un probleme régularisé par une norme mixte. La mise en
relation de ces deux approches offre deux points de vues pour étudier les
propriétés de convexité et de parcimonie de ce modele.

Dans la chronologie de ces trois années de thése, nous avons d’abord étu-
dié un modele de régression paramétrique, qui a conduit & minimiser un
probleme régularisé par la norme mixte convexe £ 4/3). Un algorithme de
type « contraintes actives » a été développé pour résoudre ce probleme par-
ticulier [Szafranski et coll., 2007, 2008a]. Nous avons ensuite étendu cette
approche pour des normes mixtes £, ;) génériques et potentiellement non-
convexes, dans le cadre de fonctions noyaux. Nous nous sommes alors
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6.2

concentrés sur les problemes de classification binaire. C’est avec un algo-
rithme de type « wrapper », basé sur une méthode de gradient, que nous
avons proposé de résoudre ce probleme [Szafranski et coll., 2008b,c].

Dans ce document, nous avons noué de nouveaux liens entre ces deux
approches. D'une part, nous avons dérivé les résultats de 1’approche para-
métrique régularisée par la norme mixte £ 4/3) pour aboutir a une norme
mixte générique ((, ), et adapté l'algorithme de contraintes actives en
conséquence. Pour que la solution retournée par cet algorithme soit dé-
finie, la norme £, ;) doit toutefois étre convexe. D’autre part, nous avons
montré comment implémenter le wrapper avec une fonction de perte qua-
dratique, ce qui permet de considérer des problémes de régression.

Nous avons comparé les deux approches sur des simulations, pour un
critere quadratique régularisé par une norme mixte convexe £ (1 4/3). Pour
l'algorithme de contraintes actives, les valeurs des critéres minimisés sont
inférieures et les solutions sont stables numériquement. De plus, elles sont
plus parcimonieuses alors que les solutions retournées par 1'algorithme
basé sur la méthode de gradient comportent de nombreux coefficients
presque nuls. Ce constat nous a mené a explorer une stratégie de seuillage
visant a améliorer 'interprétabilité des solutions dans le cas convexe. Ce-
pendant, ce seuillage induit des problemes de stabilité, qui doivent étre
examinés plus en profondeur. En revanche, sur les expériences considé-
rées, out le nombre de variables est restreint, le wrapper converge plus
rapidement.

Pour illustrer le comportement de la pénalisation hiérarchique utilisant dif-
férentes normes mixtes, nous avons appliqué le wrapper a des problemes
d’interfaces cerveau-machine. Nous avons mis en évidence, sur les deux
problemes étudiés, qu'une pénalisation non-convexe permettait d’obtenir
des solutions plus parcimonieuses et donc plus facilement interprétables,
tout en atteignant des performances en prédiction similaires a celles de
méthodes convexes.

PERSPECTIVES

Dans la continuité directe de nos travaux de theése, nous envisageons dif-
férentes perspectives. Elles concerne notamment des aspects applicatifs,
algorithmiques, ainsi que d’autres aspects liés aux principes d’optimisa-
tion.

Applications en signal / image

Nous travaillons actuellement sur un probleme de détection en image, qui
se traduit par un probléme de classification binaire sur chaque pixel. Dans
cette application, on utilise des filtres définis par les parametres d’une
gaussienne :

1. L’échelle est analogue a une largeur de bande ou un écart-type;

2. L'ordre de dérivation de la gaussienne définit une notion de régula-
rité;
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3. L'orientation désigne la direction dans laquelle s’effectue la dériva-
tion.

Le cotit lié au calcul de la réponse d’un filtre sur tous les pixels de I'image
est important. Les filtres orientables * permettent de calculer des réponses
sur toutes les orientations a partir d'une combinaison linéaire de peu de
filtres. Une fois qu’on a choisi une échelle et un ordre, les réponses des
filtres pour toutes les orientations viennent a un cotit calculatoire négli-
geable. Le cofit calculatoire est donc lié a la présence de un ou plusieurs
filtres d’un ordre et d"une échelle donnés. Notre objectif consiste a mini-
miser le nombre d’erreurs a cotit calculatoire borné. Ce cofit calculatoire
peut étre approché par une norme mixte.

Applications en génomique

Dans le chapitre 4, nous avons décrit le formalisme de la pénalisation hié-
rarchique pour des hiérarchies de profondeurs arbitraires, et discuté de la
généralisation aux graphes acycliques dirigés. Si la formulation concer-
nant les arborescences de hauteurs arbitraires est déja définie, I'étude des
propriétés et la mise en ceuvre de cette extension doivent étre réalisées.

De plus, pour étre fidele a la sémantique des hiérarchies de Gene Ontology,
il faudra choisir comment représenter ces graphes acycliques dirigés. En
particulier, il faudra déterminer si les parentés multiples correspondent
a des appartenances dures ou floues, et dans le dernier cas, connues ou
inconnues. Ainsi, 'ensemble de ces travaux est envisagé a plus long terme.

Interprétabilité

Pour l'algorithme de type wrapper, nous souhaitons investiguer deux
pistes pour obtenir des solutions plus intéprétables, notamment pour la
pénalité £(; 4/3). D'une part, il est possible de jouer sur I'initialisation de
la solution. D’autre part, des stratégies de seuillage restent a développer,
que ce soit au sein méme du processus de descente de gradient, ou sur la
définition du critere d’arrét. Dans tous les cas, l'intégration de ce seuillage
devra garantir la stabilité des solutions.

Optimisation de problémes non-convexes

Nos résultats expérimentaux illustrent l'intérét des normes mixtes non-
convexes. La non-convexité pose toutefois des problemes théoriques et
algorithmiques. Pour répondre a ces problemes, nous pouvons considérer
différentes approches.

La premiere consiste a partir d'une pénalisation convexe, qui évolue dou-
cement pour finalement atteindre la pénalité non-convexe souhaitée. Cette
évolution serait contrdlée par un ou plusieurs parametres, par exemple les
puissances d’une norme mixte. Le suivi des points d’équilibre permettrait
d’assurer la convergence vers le minimum global. Cependant, le nombre

1. Steerable filters, en anglais.
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de bifurcations croit potentiellement de maniere exponentielle, ce qui peut
rendre I'approche inutilisable quand le nombre de variables dépasse la di-
zaine.

Nous pouvons aussi envisager une approche gloutonne, en résolvant suc-
cessivement une série de probléemes convexes. Par exemple, une premiere
itération consiste a résoudre le probleme régularisé par une norme mixte.
Si les variables de la matrice d’observations sont ensuite mises a 1’échelle
des coefficients de la solution retournée, et que la méme procédure est
répétée avec cette nouvelle matrice d’observations, la deuxieme solution
correspond alors a un minimum local d’un probleme régularisé par une
norme mixte plus restrictive, peut-étre déja non-convexe, que nous pou-
vons déterminer. Apres une ou plusieurs itérations de ce type, la solution
retournée correspondrait & un minimum local d"un probleme régularisé
par une norme mixte non-convexe. Le fait de minimiser une succession
de problemes convexes pourrait conserver les propriétés de stabilité des
solutions.

Chemin de régularisation

Nous avons vu au chapitre 3 que des travaux concernant 1’'étude des che-
mins de régularisation pour des normes mixtes ont été initiés. Ces re-
cherches sont néanmoins focalisées sur certaines normes mixtes bien par-
ticulieres, et se concentrent sur des pénalités permettant d’obtenir un che-
min de régularisation linéaire par morceau [Zhao et coll., a paraitre] .

Lorsque le chemin de régularisation ne peut étre calculé de fagon exacte,
il peut étre échantillonné. En effet, dans les algorithmes de contraintes ac-
tives, les solutions sont de plus en plus parcimonieuses, a mesure que
le parametre de régularisation croit. Pour un parameétre de régularisa-
tion A < A/, la solution peut donc étre initialisée avec celle obtenue par
'optimisation du critere pour le parametre A’. On parle d’initialisation a
chaud ?. Le probleme consiste alors a établir la séquence de parameétres
induisant un changement dans 1’ensemble actif.

Pour des normes mixtes génériques impliquant d’autres pénalités que des
normes {1 ou {«, le chemin n’est pas linéaire par morceaux. Caractériser
la trajectoire entre deux mises a jour de I'ensemble actif devrait permettre
d’améliorer l'efficacité des algorithmes d’optimisation, si le chemin est
constitué de solutions optimales.

Pour une norme mixte non-convexe, il parait difficile d’envisager ce genre
de perspectives. En effet, assurer 1'optimalité de la solution demande la
résolution d"un probleme combinatoire. De plus, le chemin n’est plus né-
cessairement continu. Au dela des difficultés techniques occasionnées, on
peut s’interroger sur l'intérét pratique du suivi d’'un chemin discontinu.
En revanche, pour des normes mixtes convexes, 1’analyse des propriétés
des chemins de régularisation pourrait aboutir a des gains calculatoires
substantiels.

2. Warm start, en anglais.
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A.1. Fléments de preuve de la proposition 4.1

A.1 ELEMENTS DE PREUVE DE LA PROPOSITION 4.1

La preuve de la proposition 4.1 s’effectue en quatre temps. Dans un pre-
mier temps, on déduit du Lagrangien associé au probléme (4.4) les condi-
tions d’optimalité associées a o ¢ et 03 .. Puis, on établit une relation entre
les facteurs o7 et les coefficients du vecteur f. La méme procédure est
ensuite appliquée aux facteurs 0 ,,. Enfin, on reporte ces résultats, qui ne
dépendent plus que des coefficients du vecteur B, dans le probleme initial.

A.1.1 Définition des conditions d’optimalité

Commencgons par rappeler le probleme initial :

min J(B) + AZU{/Z Z ‘72_,7?1 B2, (A.1a)

‘B'g- l meGy

S. C. Zd@ 01,0 <1 01,0 >0 W24 (Alb)
J4
Y oom <1 o >0 Vm . (A.10)
m

Le Lagrangien associé a ce probleme est

L=]B) + AY. o] Y 0B
14

meGy

+ n <;dm,£—1> + n (Z ) aZ,m—1>

{ meGy

- Z M1,¢01,¢ - Z N2, mO02,m -
l m

Les conditions d’optimalité pour 0>, et oy ;, sont

oL Ap ,B,%
= ——= Y " twd —my = 0,
80'1,5 0'1;7,2-1 meGy Ug,m
oL A 2
) - _qjlﬁTm+V2—’72,m = 0,
02,m (72,711 (716

dont ont déduit les expressions de oy et 03,

1

Ap\7™ (1 g2\
o0 =0 ou 010 = <?> 4, Y. G- , (A.2)

meGy UZ,m
A % ’32 ﬁ
q+
Tom =0 ou Tom = (—q> 5 . (A3)
V2 ey
Remarque A.1 — Les multiplicateurs de Lagrange 77; , (respectivement

12,m) sont nuls lorsque les contraintes associées ne sont pas saturées, c’est
a dire si o7 > 0 (respectivement 3 ,, > 0). C’est pourquoi elles n’appa-
raissent pas dans les expressions (A.2) et (A.3). o
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A1z

Expression de 07, en fonction de §;,

En reportant (A.3) dans (A.2), on trouve

1
1 1 ST
P A\ 7 [ Ag\ DG D 2\ P

oL = (0'1,6) (1) (p+1) < P) < EI> (dg_l Z ’ﬁm’q+1> .

1 V2 meGy

On en déduit I'expression

q+1
_ —1 p+q+1
o = 0 <dg Sz) , (A-4)
1 1 p+q+1
. 2 . A\ Pt A\ (HD+D) (p1)at1)
olt sy = Y [Bum|™, et ott o = || —— — est
v %
meGy p 1 q 2

une constante qui ne dépend pas de 1'élément ¢ , considéré.

On détermine maintenant c; en reportant l'expression (A.4) dans la
contrainte (A.2). A I'optimalité

q+1

c1 ;dz (dg_l Sz) =,

dont on déduit

1

—1
ng (SK)I“r‘Hl
13

Ainsi
g+1

( > p+g+1

e (A.5)
Z dﬁ (Sg) prg+1
l

O =

’

dzl Sy
P
p+g+1

Expression de 03, en fonction de 8,

En reportant maintenant (A.5) dans (A.3), nous obtenons

2
7
(72,m = (8 |le | [ ’ (A6)
_ T
<d€ 1 5£> ]

—r A g+1
ot ¢ = (c1) 7+ <q—v> est une constante qui ne dépend pas de 1'élé-
2

ment 03, considéré. On détermine c; en reportant I’expression (A.6) dans
la contrainte (A.3). A l'optimalité

& Y ()7 (s)7 Y (BT = 1,
J4 meGy

dont on déduit

+1

—1
p
=T [Zdz*q“ <se>”i”“] -

l
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Ainsi

Expression du probléme initial en fonction de 3,

Nous devons maintenant déterminer la valeur du produit af ’ (73 m

% -1 p+g+1
poq Bl (dg SZ)

ag; , 0 =

1£72,m ) g1 \ PH 7

<Z d;MH (Sf) p+q+1>
l

et I'intégrer dans la somme correspondant a la partie régularisée de 'équa-
tion (A.1a) probleme initial, afin d’obtenir

‘52 » g1 p+q+1
m _ +q+1 _ p+q+1
LL s = (B

¢ meGy 91,0 92,m

En remplagant s, par sa valeur, le probléme final s’exprime uniquement
en fonction des coefficients S,

g+l pHg+l

min J() + A 2«1;*“(2%%)
V4

meGy

C’est bien cette derniere expression qui correspond a la formulation (4.5)
de la proposition 4.1. 4



94

A. Annexes

A2

ELEMENTS DE PREUVE DE LA PROPOSITION 4.5

La preuve de la proposition 4.5 s’effectue en trois temps, dans le méme
esprit que celle présentée en annexe A.1. Dans un premier temps, on dé-
duit du Lagrangien associé au probleme (4.10) les conditions d’optimalité
associées a 0y,. Puis, on établit une relation entre les parametres o, et les
éléments des EHNR f,,. Enfin, on reporte ces résultats, qui ne dépendent
plus que des éléments f,,, dans le probleme initial.

Définition des conditions d’optimalité

Commengons par rappeler le probleme initial :

. 1 1 2
min =) — + C ; A.8a
jmin 5 Dol + CLG (A8a)
b,g, o
Lo\ Y )
5. c. Z(d?( > alh) ) <1 0,20 VYm (A8b)
l meGy
Yi (me<xl> + b) >1-¢; ¢i>0 Vi . (A.8c)
m
Le Lagrangien associé a ce probleme est
1 1 5
o= 3L falf, + CT &
m Zm i
1/(p+a)
+ A lz@”( Y (7;[/11)‘7> _1] — Y U owm
l meGy m

- Y []/i <me<xi) +b> +Gi— 1] - Y miGi -
i m i
Les conditions d’optimalité pour les coefficients ¢;, sont

oo, 2 0% p+q "

2 —p/(p+9)
oL _ 1wl . A a-g (dzl y 0,1/‘1>

meGy

dont on déduit I'expression de oy,

on =0 ou

pg
A\ 7/ (a+1) - [FEICES) 2\1
on = (22) Y ol (1515) - (aso)

p + q meGy
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Expression de 0, en fonction de f,,

Pour trouver 'expression de ¢y, en fonction de f,,, transforme (A.10) de la
facon suivante :

p
g _ ( 2 >1/('i+1) i Z 7 (CEICEs)) <Hf H‘?+1>
m - m m .
p+q : WZEG[ H”’

On en déduit
4
2 ~1/(q+1) (R CE=))
zdﬁ:(——> Y ol Zmeﬁ,
meGy p +q meGy meGy
puis

q(p+q+1)

meGy

1
Y ol/a (Cf(p+q) d,’ Sépw)(qﬂ)) I (A.11)

2A
olrsy =) |\fm||”l etoll ¢ =

meGy p + q
pas de I'élément 0, considéré. La constante ¢ est déterminée en reportant

I'expression (A.11) dans la partie gauche de la contrainte (A.8b), qui a
I'optimalité vaut 1. On trouve

est une constante qui ne dépend

. (p+q+1)
] (A.12)

_ p+q+1 g+l
c — Z d p+q+1

En reportant (A.11) et (A.12) dans (A.10), on obtient

1 *(PJ”?)
o (Z (dz qu+l)) n+q+1> <dzl s )n+q+1 <Hmeq+1> (A.13)

14

Expression du probleme initial en fonction de f,

En intégrant (A.13) dans (A.8a), et en remplagant s, par sa valeur, le pro-
bleme final s’exprime uniquement en fonction des éléments f,

q+1 pt+q+1
) 1 2 pHq+1
e 2 ZWW<ZWMW> + C)d
fireofm, 7 meGy i
b,¢
S. C. Yi (me(xl) + b) > 1-— Ci Ci >0 Vi ,
m

Cette derniere expression correspond a la formulation (4.11) de la propo-
sition 4.5. ]

[CEICES)] -1/(q+1) p
2A 2
< E (7711/[1> = < ) (d13_1> ey Z (Hfm”q 1> .
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A.3 ELEMENTS DE COMPARAISON DES ALGORITHMES

Soit

Ci(v,B) = H}ginl(ﬁ) + vP(B),

et

Ca(A B) = mﬁinl(ﬁ) + AP(B)Y".

Les conditions d’optimalités pour ces deux problemes sont :

aC1(v, B) J(B) oP(B) _ 0
17 = + v a;
dC <A,ﬂ) ]( ) A —r)/r < ) _
Zaﬁ 9/ (B 2 p(g)2"/ oPB)  _ 0, (A1g)

et nous permettent de définir A en fonction de v. Soient :

B = argmin Ci(v,)
A _ g P(ﬁ*)(er)/r

L'expression (A.14) devient :

%ﬁg’ﬁ) = %l‘f) + VP(‘B*)(V—Z)/VP(‘B)(z—r)/r 31;‘(3.3) —

Donc pour B* = argmin C;(v,B), ona B* = argmin Co(A*, B).
p g 5 g 5
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A.4. Définition d’un seuillage pour l'algorithme 2

DEFINITION D’'UN SEUILLAGE POUR L’ALGORITHME 2

Cadre paramétrique

Rappelons le critére minimisé par l'algorithme 2 sous sa forme variation-

nelle :

>

2 2
mi;n Z (yi - Zx:”ﬁm> +A) (‘BT—’”
. o Z(dZ( Y U}L/q)f%>l/(iﬂ+q)

12 meGy

Le Lagrangien associé est

2 2
L - Z(yi—Zx;”ﬁm> + Az%

i

(g ey

12 meGy

dont on déduit la condition d’optimalité

o v dp/(p+q) (1=0)/q A B2
0  p+g p/(pte) 2 0%
3 (Tl/q

meGy

m

<1 on >0 Vm .

Zﬂmgm,

= 0. (A.1p)

Remarque A.2 — Les multiplicateurs de Lagrange y,, sont nuls lorsque les
contraintes associées ne sont pas saturées, c’est a dire lorsque oy, > 0.
A l'optimum, soit ¢;;, > 0 et yu,, = 0, soit 0, = 0 et y,, > 0. Ainsi,
Um O = 0, Vm. Multiplier (A.15) par ¢, annule donc la derniere partie de

I'expression.

En multipliant (A.15) par ¢,,, on obtient

0 = d”/ p+4)
P+q

m
meGy

—p/(p+q)
1/q> 1/q .

—p/(p+4)
_ /(p+q) 1/q 1/!1 . & _%1
- Z
P + q meGi mEGz 2 meGy Tm

<

A B
2 oy
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A.g.2

Ainsi, en reportant (A.16) dans (A.15), on obtient :

—p/(p+4q)
m B A 2’”
_} }: :B dP/P+q <§ 0.}/‘1) 0_7(”1 q)/q—ai_%_.um = 0,

J4 mGGg meGy

et pour y,, > 0,

B2 5 . —p/(p+q) .y
Boprh (e pa) s

meGy

= o, = 0.

Cadre non paramétrique

De la méme fagon qu’a la section précédente, nous pouvons énoncer une
condition de seuillage dans le cadre non paramétrique. Pour le probleme
initial (A.8), on peut récrire la condition d’optimalité (A.g) en utilisant le
gradient de J(o) défini par I'expression (4.16) :

_ —p/
oL 9 (o) n /\(T;Sql N/ ( 41 Z 1/q> Py

o, oo, p+q ~ =0, (A1)

meGy

A I'optimum, on a yy, 0y = 0, Vm (cf. remarque A.2). Ainsi, V 7, # 0, on
déduit de (A.17) 'expression de A :

A g ) —p/(p+q)
0 — ‘ Y ol YL 9/(v)
Pta \ueg, 9 0m
A g ) —p/(p+4)
N If+q )3 ol Y, o W+ )3 ‘Tm )
mEGk WZEG( meG[
/(p+q)
A d?/(wq) < 1/q> 1
—_= _ U'm —|—
p+q meZGk mEZG( m
A gy 3(c)
- dP o q >
(e<m;@ ¢ > F DT o
= A = —(p+9) Zzam (A.18)
{ meGy

Ainsi, en reportant (A.18) dans (A.17), on a pour i, > 0

a]( ) y —p/(p+q) Ay
¢ C 1 q —q)/9
p) > E E Um <d E Om ) Om

¢ meGy meGy

= o = 0.

Remarque A.3 — Dans le cadre non paramétrique, le sens de I'inégalité du
seuillage est différent de celui obtenu dans le cadre paramétrique. Cela
peut sembler contre intuitif. Rappellons donc que 'expression du gradient
9/ (e)

00

, définie par (4.16), est une valeur négative. o



A.5. Double validation croisée

99

DOUBLE VALIDATION CROISEE

La double validation croisée consiste a évaluer 1’erreur de test sur un en-
semble I'apprentisage, par une procédure de validation croisée. Les hyper-
parametres de régularisation optimaux pour estimer cette erreur de test
sont choisis, au sein de cette procédure, par validation croisée également.

Ainsi, on évalue par validation croisée :
— le parameétre de régularisation optimal, dans une boucle interne;
— l'erreur de test, dans une boucle externe.

Algorithme 3 : Double validation croisée

Entrées :

(X,y) : la matrice des observations et le vecteur des réponses associé
C : le vecteur d’hyperparametres

Kext : le nombre de blocs utilisé pour évaluer 1'erreur de test

Kint : le nombre de blocs utilisé pour choisir '’hyperparametre

pour i allant de 1 a K,,; faire
traingy[i] <«  (Keyt — 1) blocs de X
validey¢[i]] <« 1 bloc de X

pour j allant de 1 a K;;; faire
train;¢[j]] <«  (Kj+ —1) blocs de train,,[i]
valid;[j] <« 1 Dbloc de traing,[i]

pour k allant de 1 a taille(C) faire
model;[j, k] <« apprentissage(train;,[j], C[k])
erreur;[j, k] <«  erreur(model;,[j, k], valid;,[j])

erreur;;[i] <  moyenne j(erreur;yj, k])

Coptli] «—  min( erreur;,;[i])

model.y[i]] <«  apprentissage(trainey[i], Copt[i])
erreur,[i] <«  erreur(model.y[i], valid,,[i])

erreUurss; «— moyenne j(erreurey[i])
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Titre Pénalités hiérarchiques pour l'intégration de connaissances dans
les modeles statistiques

Résumé L’apprentissage statistique vise a prédire, mais aussi analyser
ou interpréter un phénomene. Dans cette thése, nous proposons de guider
le processus d’apprentissage en intégrant une connaissance relative a la fa-
con dont les caractéristiques d"un probléme sont organisées. Cette connais-
sance est représentée par une structure arborescente a deux niveaux, ce
qui permet de constituer des groupes distincts de caractéristiques. Nous
faisons également I'hypothese que peu de (groupes de) caractéristiques in-
terviennent pour discriminer les observations. L’objectif est donc de faire
émerger les groupes de caractéristiques pertinents, mais également les ca-
ractéristiques significatives associées a ces groupes. Pour cela, nous utili-
sons une formulation variationnelle de type pénalisation adaptative. Nous
montrons que cette formulation conduit a minimiser un probléme régula-
risé par une norme mixte. La mise en relation de ces deux approches offre
deux points de vues pour étudier les propriétés de convexité et de par-
cimonie de cette méthode. Ces travaux ont été menés dans le cadre d’es-
paces de fonctions paramétriques et non paramétriques. L'intérét de cette
méthode est illustré sur des problemes d’interfaces cerveaux-machines.

Mots-clés Apprentissage statistique supervisé; parcimonie; régularisa-
tion; lasso; normes mixtes; sélection de variables et de caractéristiques;
Séparateurs a Vaste Marge (SVM) ; apprentissage de noyaux.

Title Hierarchical penalties for integrating prior knowledge in statistical
models

Abstract Supervised learning aims at predicting, but also analyzing or
interpreting an observed phenomenon. Hierarchical penalization is a ge-
neric framework for integrating prior information in the fitting of statisti-
cal models. This prior information represents the relations shared by the
characteristics of a given studied problem. In this thesis, the characteristics
are organized in a two-levels tree structure, which defines distinct groups.
The assumption is that few (groups of) characteristics are involved to dis-
criminate between observations. Thus, for a learning problem, the goal is
to identify relevant groups of characteristics, and at the same time, the
significant characteristics within these groups. An adaptive penalization
formulation is used to extract the significant components of each level. We
show that the solution to this problem is equivalent to minimize a pro-
blem regularized by a mixed norm. These two approaches have been used
to study the convexity and sparseness properties of the method. The latter
is derived in parametric and non parametric function spaces. Experiences
on brain-computer interfaces problems support our approach.

Keywords Supervized learning; sparseness; regularization; lasso;
mixed norms; variable and feature selection; SVM ; kernel learning.
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