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Introduction générale

Les demandes de modélisation de phénomeénes complexes en électromagnétisme, dans
I'industrie, sont de plus en plus importantes, notamment la prise en compte de conduc-
teurs massifs reliés & des circuits électriques. En effet, la prise en compte des courants
induits est indispensable dans la modélisation d’un grand nombre de dispositifs pour étu-
dier leur fonctionnement (capteurs de proximité inductif, chauffage par induction, contréle
non destructif, moteurs asynchrones) ou pour améliorer leur fonctionnement (tokamaks,
disjoncteurs).

F16. IG.1 : Exemples de moteur asynchrone et de chauffage par induction.

Les techniques classiques utilisées pour modéliser des conducteurs massifs (avec prise
en compte des courants de Foucault) permettent uniquement de les alimenter par un circuit
électrique simple, soit une source de courant, soit une source de tension. En particulier,
elles ne prennent pas en compte les conducteurs massifs & plus de deux bornes. L’objectif
de cette thése s’inscrit dans ce cadre. II s’agit du développement de nouvelles formula-
tions éléments finis magnétodynamiques tridimensionnelles pour des conducteurs massifs
couplés a n’importe quel circuit électrique d’alimentation. Les conducteurs massifs traités
pourront avoir plus de deux bornes. Avant de traiter les formulations pour les conducteurs
massifs couplés circuits, il était nécessaire d’améliorer les formulations pour les conducteurs
bobinés fins couplés circuits.

Ce mémoire est donc organisé en deux parties.

1. La premiére partie est consacrée au couplage entre les conducteurs bobinés fins et les
circuits électriques.

2. La deuxiéme partie est consacrée au couplage entre des conducteurs massifs (avec
prise en compte des courants de Foucault) et les circuits électriques.



INTRODUCTION GENERALE

PREMIERE PARTIE :

Dans le premier chapitre, nous verrons les deux principales formulations en potentiels
permettant ce couplage. Il s’agit des formulations en potentiel vecteur magnétique (A) et
en potentiel scalaire magnétique (¢). Nous avons regardé, dans ce chapitre, la pertinence
de l'utilisation des formulations en potentiel scalaire magnétique (¢) réduit par rapport au
potentiel vecteur électrique To. Dans le deuxieme chapitre, nous avons comparé différentes
méthodes de calcul pour Ty. Les essais effectués sur des dispositifs industriels ( capteur de
courant de Schneider Electric) nous ont poussés & développer un nouveau calcul de Ty per-
mettant une meilleure précision des résultats et la prise en compte de problémes complexes
(entrefers minces, mouvement). Le fait d’utiliser un potentiel scalaire magnétique pose le
probléme des circuits magnétiques fermés entourés par des bobines filaires couplées & un
circuit d’alimentation (Fig. 1G.2), appelé probléeme de connexité (le théoréme d’Ampére
n’est pas vérifié).

Cirouit, magnetique

. F . ; Y

Circuit T2
électrique % i
| e

Fig. IG.2 : Probléme de connexité lié & un circuit magnétique fermé entouré par un conducteur.

Le but du troisiéme chapitre est de résoudre ce probléme de connexité. Pour cela nous
avons développé une nouvelle formulation et une nouvelle relation entre le courant et la
tension pour la prise en compte des circuits électriques et des coupures magnétiques.

Maintenant que nous avons une formulation robuste pour modéliser le couplage entre
des régions magnétiques et de circuits électriques, il nous reste a prendre en compte les
conducteurs massifs actifs (alimentés par un circuit extérieur) ou passifs (courant purement
induit) avec trou.

DEUXIEME PARTIE :

Notre volonté, dans cette partie, est d’utiliser la formulation T¢ car elle permet un
couplage simple avec les formulations développées dans la premiére partie.

Dans le chapitre quatre, nous présentons cette formulation et nous regardons si elle
est pertinente par rapport a nos objectifs, qui sont la facilité d’utilisation de la formu-
lation, des temps de calcul raisonnables et l'utilisation minimale de la mémoire vive de
I'ordinateur, afin de ’améliorer le cas échéant. En effet, outre les problemes de connexité,
cette formulation ne nous satisfait pas complétement en particulier au niveau de la prise
en compte des conditions aux limites et des interfaces. Nous avons donc souhaité, dans ce
chapitre, essayer de I’améliorer en se basant sur des travaux effectués par la communauté
scientifique et de tester l'interpolation d’arétes pour le potentiel vecteur électrique T'. Les
différents tests et validations nous ont permis d’établir quel est le modéle le plus satisfaisant.
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INTRODUCTION GENERALE

Enfin, nous avons développé, dans le cinquiéme chapitre, une formulation originale
basée sur la formulation T¢, pour coupler les conducteurs massifs avec des circuits élec-
triques. Ce travail permet, en plus, de résoudre les problémes de connexité de type boucle
de courant liés & des conducteurs massifs actifs (alimentés par un circuit extérieur) ou
passifs (courant purement induit) avec trou (Fig. 1G.3).

Co

nt _induit

|
1
T
|
|

Bus barre (cuivre)

-7 Air
X air Q |
\‘Circuit électrique

Bobine

Fic. IG.3 : Problemes de connexité de type boucle de courant liés & des conducteurs massifs actifs (bus
bar) ou passifs avec trou (courant induit).

Ces deux parties ont conduit & des développements informatiques réalisés dans le logi-
ciel FLUX3D avec le soutien de I’équipe de développement de CEDRAT et du L.E.G. Ils
ont été validés sur des cas simples et des dispositifs réels.
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Formulations pour le couplage circuit
en présence de régions
ferromagnétiques
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Introduction de la partie I

Cette premiére partie est consacrée au choix d’un type de formulation pour permettre
le couplage entre les équations de champs électromagnétiques en trois dimensions (traitées
par la méthode des éléments finis) et des circuits électriques en présence de régions fer-
romagnétiques sans courant de Foucault et de conducteurs bobinés fin. En effet, ce type
de couplage devient indispensable dans le traitement de dispositifs industriels tels que les
transformateurs de courant ou les moteurs électriques (Figures 1.1).

Fi1G. 1.1 : Un transformateur de courant et un moteur de rétroviseur.

Nos exigences pour réaliser ce couplage sont :

— Dutilisation des régimes harmonique et transitoire (pas & pas dans le temps).

— la minimisation des temps de calcul et de la place mémoire pour pouvoir modéliser
des dispositifs réels de géométries complexes.

— une bonne qualité de la solution.

Cette premiére partie est divisée en trois chapitres.

Nous présentons, dans le premier chapitre, les deux grandes familles de formulation en
potentiel avec le couplage circuit pour les conducteurs bobinés fin :

— Les formulations en potentiel vecteur magnétique
— Les formulations en potentiel scalaire magnétique réduit par rapport & un champ
source.

En nous basant sur les différents résultats obtenus, en particulier I’expérience accumu-
lée aux cours des années au sein du L.E.G. [Dreher, 1994] [Golovanov, 1997] [Luong, 1997],
nous avons pesé le pour et le contre de chacune des formulations par rapport aux objectifs
que nous nous sommes fixés. La nécessité de prendre en compte le plus possible de phéno-
ménes physiques (les circuits électriques, le mouvement et des entrefers trés minces) nous

15



INTRODUCTION DE LA PARTIE 1

a poiissé & choisir I'utilisation de formulations en potentiel scalaire magnétique réduit par
rapport & un "To".

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons testé différents calculs du "To" pour prendre en
compte les champs sources. De 1a , nous avons développé un nouveau To plus performant
que ceux testés. La technique que nous avons developpé est bonne dans la plupart des cas
mais pose des difficultés dés que des circuits magnétiques fermés font leur apparition.

C’est pourquoi nous avons développé une nouvelle formulation avec le calcul d’un Ty
permettant le couplage avec les équations de circuit, le mouvement, la prise en compte
d’entrefers minces et des circuits magnétiques fermés.

Pour illustrer notre propos, nous étudierons, pour chacun des problémes rencontrés, un
exemple industriel (Figures I.1).

Bibliographie de ’introduction de la partie I

[Dreher, 1994] T. Dreher (1994). Couplage de le méthode des éléments finis tridimension-
nels avec une méthode d’analyse du circuit électrique : application & la modélisation des
machines électriques tournantes. Thése de doctorat, INPG.

[Golovanov, 1997] C. Golovanov (1997). Développement de formulations éléments finis 3D
en potentiel vecteur magnétique : application & la simulation de dispositifs électroma-
gnétiques en mouvement. Thése de doctorat, INPG.

[Luong, 1997] Huu Tuan Luong (1997). Amélioration de la formulation en potentiel sca-
laire magnétique et généralisation au couplage entre équations de champ et de circuit
électrique. These de doctorat, Institut National Polytechnique de Grenoble.
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1.1 Introduction

Ce premier chapitre est consacré au rappel des principales formulations pour des ré-
gions non conductrices avec un couplage circuit. Nous regarderons, dans un premier temps,
les différentes méthodes de traitement des circuits électriques et leur couplage avec des pro-
blémes magnétiques. Aprés avoir choisi une technologie pour ce couplage, nous présenterons
les deux formulations principales (en potentiel vecteur magnétique A et en potentiel sca-
laire magnétique ¢) pour le traitement de la partie magnétique. De 1a, nous tirerons les
avantages et les inconvénients de chacune des méthodes pour la suite de notre travail.

1.2 Modeélisation de circuits électriques et de leurs couplages
avec les régions magnétiques

La premiére question qui se pose est le choix de la méthode pour le traitement de
circuits électriques et de leur couplage avec les régions magnétiques. Le but de cette thése
n’étant pas le choix de ces méthodes, nous nous baserons sur les résultats obtenus par
Thomas Dreher [Dreher, 1994].

En ce qui concerne le traitement des circuits électriques, trois méthodes ont été examineés :

1. La méthode des potentiels nodaux.

2. La méthode des courants de mailles.

3. La méthode des potentiels nodaux intégrés dans le temps.

La meéthode retenue est la troisiéme (potentiels nodaux intégrés dans le temps) car elle
est bien adaptée aux circuits électriques des dispositifs électrotechniques par sa prise en
compte simple des interrupteurs et des condensateurs.

En ce qui concerne le choix de la méthode de couplage entre les équations de champ et les
équations des circuits électriques, il y a aussi trois méthodes possibles :

1. Le couplage indirect.

Avec cette solution, on utilise une méthode pour résoudre les équations en champ
et une autre méthode pour résoudre les équations électriques. Les deux systémes
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d’équations sont résolus successivement en prenant les termes sources issus de la
résolution précédente. Les itérations sont répétées jusqu’a convergence a la précision
demandée. Cette solution permet P'utilisation de logiciels adaptés pour la résolution
de chaque probléme mais devient extrémement cotiteuse en itérations dés qu’il y a
beaucoup d’intéractions entre le domaine magnétique et le circuit électrique. Elle n’est
pas compatible avec notre volonté de modéliser, par exemple, des transformateurs de
courant en régime transitoire.

2. Une méthode intégro-différentielle.
Cette méthode permet d’éliminer les variables de courant dans le systéme matri-
cielle des équations en champ. Cette élimination permet un couplage direct mais elle
dégrade énormément la taille de la matrice qui devient pleine. Elle est donc trés
gourmande en place mémoire et inutilisable dés que le probléme magnétique & traiter
comporte beaucoup de noeuds.

3. Une résolution simultanée.
Le principe de cette troisiéme méthode est de résoudre simultanément les équations de
champ magnétique et les équations de circuit avec un méme systéme. Cette solution
permet d’avoir une matrice creuse et donc de traiter des problémes en trois dimensions
de taille importante. Malheureusement, la matrice résultante est nettement moins
bien conditionnée.

Malgré ces problémes de conditionnement, la meilleure méthode pour nous est la troisiéme.
En conclusion, nous utiliserons pour traiter les circuits électriques la méthode des poten-
tiels nodaux intégrés dans le temps et pour le couplage avec les régions magnétiques une
résolution simultanée.

1.3 Les équations de Maxwell

Le type de probléme que 'on cherche & résoudre comporte des parties d’air (Q0) o
se trouvent des sources (conducteurs bobinés avec une densité de courant imposée j s), des
piéces magnétiques (£21), des pieces magnétiques et conductrices (£2.), et des aimants (Q,).
De plus, le probléme peut comporter des symétries.

Fi1G. 1.1: Définition du probléme type a résoudre
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Les propriétés des champs magnétiques et électriques sont décrites par les équations
de Maxwell simplifiées pour les basses fréquences (nous négligeons les courants de dépla-
cement). Elles s’expriment par :

La conservation du flux : divB =0
La loi d’Ampére : rotH=j,+J
. 0B
La loi de Faraday : rot B = 5 (1.3.3)

ot B est I'induction magnétique, H le champ magnétique, js la densité de courant source
(dont la trajectoire est imposée), J la densité de courant induit et E l'induction électrique.
A ces équations, il faut ajouter les lois de comportement des matériaux :

B = [u(H)|H (1.3.4)
J=[0(E)E (1.3.5)

[1(FL)] est un tenseur d’ordre 3 (car nous travaillons en trois dimensions) pour exprimer
’anisotropie de la perméabilité magnétique des matériaux et la dépendance en H de ce
tenseur permet de considérer des matériaux non-linéaires. Les mémes remarques sont va-
lables pour le tenseur de conductivité électrique [o(E)]. Pour ne pas alourdir les notations,
nous écrirons les deux tenseurs comme suit,

BH)] = p

en gardant bien & l’esprit que ce ne sont pas forcément des scalaires.
D’autre part, on caractérise les aimants par leur induction rémanente B,. Pour ce type de
matériaux, on remplace 1’équation (1.3.4) par :

B = uH + B, (1.3.6)

Maintenant que nous avons les équations qui régissent les comportements magnétique et
électrique de nos dispositifs, il nous faut définir les conditions aux limites et aux interfaces
entre deux matériaux. Sur les plans de symétrie ou aux bords du domaine, I'une des deux
conditions aux limites suivantes s’applique :

B-n=0sur'p (1.3.7)
Hxn=0sur 'y (1.3.8)

A Pinterface entre deux milieux aux propriétés physiques différentes et ou il n’y a pas de
courants de surface, on a :

(By —B3)-n=0 (1.3.9)
(H; —Hs) xn =0 (1.3.10)
(BEy —E3) xn=0 (1.3.11)
(J1—J3) n=0 (1.3.12)

ol n est un vecteur normal & l'interface.

Les fortes discontinuités de certaines composantes des grandeurs physiques aux interfaces
entre matériaux de propriétés physiques différentes, nous compliquent la résolution directe
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de ces équations. Dans ce contexte, nous allons transformer ces équations en champ en
équations en potentiel, potentiel qui sera, lui, continu. Il existe deux grandes familles de
potentiels, les potentiels vecteurs et les potentiels scalaires. Dans cette premiére partie,
comme cela a été dit en introduction, nous étudierons des problémes sans partie conduc-
trice, sujet qui sera abordé en détail dans la partie II. Je vais donc présenter maintenant les
formulations en potentiel vecteur magnétique (A) et les formulations en potentiel scalaire
magnétique (¢) ainsi que leur couplage avec les équations de circuits.

1.4 Le couplage circuit avec les formulations en potentiel vec-
teur magnétique

1.4.1 Définition du probléme continu
Introduction

De nombreux auteurs ont déja traité ce sujet, c’est pourquoi nous irons assez vite
sur la description de cette formulation [Coulomb, 1981] [Piriou and Razek, 1992]. Malgré
tout, pour mieux en comprendre les avantages et les inconvénients, nous Iexpliciterons.
Pour cela, nous utiliserons un probléme simplifié¢ (Figure 1.2). Ce probléme est composé
d’une partie magnétique (1), d’air () et d’une bobine alimentée par une densité de
courant js.

L'p

i

\

FiGg. 1.2: Probléme simplifié

Le potentiel vecteur magnétique

Comme nous nous plagons dans le cas ot il n’y a pas de région conductrice, les équations
(1.3.1) et (1.3.2) s’écrivent :

divB =0 (1.4.1)
rot H = j;, (1.4.2)
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De P’équation (1.4.1), on déduit I'existence d'un potentiel vecteur magnétique A tel que :

B =rot A (1.4.3)
car VF € C? (R* - R’)  div(rot(F)) =0

Malheureusement, le potentiel vecteur magnétique A défini ainsi n’est pas unique. En effet,
pour une induction B donnée, il existe une infinité de potentiels vecteurs A qui satisfont
(1.4.3). Tous ces potentiels vecteurs sont égaux a un gradient prés d’aprés la propriété
suivante qui lie les opérateurs rotationnel et gradient :

Vo € C? (R — R) rot(grad(yp)) =0 (1.4.5)

Afin d’assurer l'unicité de la solution en potentiel, on se doit d’imposer une contrainte
supplémentaire. Les deux contraintes (appelées aussi jauge) les plus utilisées sont la jauge
de Coulomb (div(A) = 0) et la jauge de Lorentz (div(A) = —ouV, ou V est le potentiel
scalaire électrique explicité dans la partie II). Dans notre cas, les deux jauges sont les
mémes car nous n’avons aucune partie conductrice.

Le probléme & résoudre est maintenant :

rot (vprot A) —js =0 avec vy = pg ' dans Qg (1.4.6)
rot (vyrot A) =0 avec vy = py ' dans (14.7)
divA =0 dans €2 = 21 U Qp (1.4.8)

Il reste & prendre en compte les différentes conditions aux limites et les conditions de
passage entre deux milieux.

Les conditions aux limites

— Sur I'p : Pour prendre en compte les conditions aux limites (1.3.7), on impose :
Axn=0 sur I'p (1.4.9)

En effet
Axn=0surI'g=B-n=div(A xn)=0sur I'p

— Sur 'y : La condition (1.3.8) ne pourra étre imposée que faiblement.

Les conditions de passage

Sur toute surface intérieure au domaine ot les propriétés physiques sont différentes de:
chaque coté, les conditions (1.3.9) et (1.3.10) (il n’y a que ces deux conditions car nous
n’avons pas de partie conductrice) doivent étre assurées. Examinons les conditions que
le potentiel A doit vérifier sur ces surfaces. Prenons I’exemple d’une interface entre deux
milieux de propriétés physiques différentes (Fig. 1.3) :

— La condition (1.3.9) qui représente la continuité de la composante normale de I'in-
duction magnétique s’écrit en terme de potentiels :

(B - B®) - n = div <<A(1) —A®) x n) =0 (1.4.10)

Il suffit donc que A x n soit continu sur l'interface.
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Milieu (1)

F1a. 1.3: Conditions de passage entre les milieux (1) et (2)

- La condition (1.3.10) qui représente la continuité de la composante tangentielle du
champ magnétique s’écrit en terme de potentiels :

(H(l) - H(Q)) xn= <1/1 rot A — vy rot A(z)) xn=20 (1.4.11)

Nous verrons comment cette condition est prise en compte grace a la formulation
faible de ce probléme et par le type d’interpolation que nous utiliserons.

Nous voulons, maintenant que nous avons les équations en potentiel, introduire des sources
qui ne sont plus connues, mais qui dépendent d’un circuit électrique. Cela veut dire que
nous avons besoin de trouver une relation entre le courant, la tension et le flux magnétique
qui traverse la bobine.

La relation courant-tension avec le potentiel vecteur magnétique

Le but de cette partie est de trouver, dans un probléme qui comporte m bobines, la
relation entre la tension, le courant de la £%*™€ d’entre elles et le potentiel vecteur magné-
tique. Pour trouver cette relation, nous utiliserons d’une part la relation qui lie le courant
(Ix), la tension (Uy) et le flux (®4) dans la bobine k et la relation entre le flux ® et le
potentiel vecteur magnétique A. Pour cela, nous nous placons dans le contexte de la figure
1.4 ot nous définissons jor comme la densité de courant dans la bobine k pour un courant
total unitaire (1 A).

La relation entre le courant, la tension et le flux s’écrit :

0P
Uy = Ryl + —% (1.4.12)

ot
Il nous reste maintenant & trouver une relation entre le flux ®; et le potentiel vecteur
magnétique A. Une démarche possible est d'utiliser le fait que le flux dérive de la coénergie

W'. Ona:

ow’
= 14.
= o (1.4.13)
H
avec W' = / /BdH aq (1.4.14)
Q:Q]UQQ 0
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I'p
/ @Bobine k \\\)
b Js = Tkjok 3 P Uk
U : Bobine k o
: ircuit
: B Electrique
T : :
Lo : :
wo ) s

\FH

F1G. 1.4: Probléme simplifié avec couplage circuit

On peut décomposer la dérivée de W' par rapport & Iy, (qui dépend de A) en une somme
de dérivées a I constant et A constant. Cela nous donne :

ow’ ow' 0A
B — i 1.4.1
Y + 0A oIy ( 5)
* A=const ® I, =const

Le symbole § I signifie dérivation par rapport & Iy avec A constant et réciproquement

9 A représentera la dérivation par rapport & A avec I constant.

D’aprés les lois de I’électromagnétisme, un systéme magnétique, a courant constant, mini-
mise son énergie magnétique. Comme la somme de I'énergie et de la coénergie est constante,
le systéme maximise sa coénergie. De cette loi, on peut déduire :

ow'
0A

=0 (1.4.16)

I, =const

La combinaison des équations (1.4.14), (1.4.15) et (1.4.16), nous donne :

(1.4.17)

L’écriture du flux ®; en fonction de A et de I n’est pas encore possible car nous aurions
besoin de 'expression du champ H en fonction de I (pour calculer la dérivée) ce que nous
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ne connaissons pas. Par contre, nous avons la dépendance entre rot H et Iy, (1.4.2). Nous
allons donc transformer I'intégrale (1.4.17) a l’aide de la formule de Green de type rot — rot
(Voir annnexe A).

oH oH drot(H) .

— -Bd2 = —_ -Adl —— 2. AdQ
01y / oIy o +/ oI

Q e [=CzUlp \e Q

5 Hxn=0sur 'y
H
2/ — X n 'Adl—‘—l-/jOk-AdQ car Brot(H)

o1 = Jok
I'p hd Q ? Ik
(1.4.18)
De plus, avec une permutation circulaire du produit mixte on obtient :
OH 0H
—xn|-Adl'= A xn) —dI
/ 01k / ( ) oI
Ts \* I's . (1.4.19)
=0 d’apreés ’équation (1.4.9)
Nous arrivons enfin & une écriture simplifiée du flux :
O = /j()k -AdQ (1.4.20)

Q

Ce qui nous permet, enfin, d’avoir, en combinant les équations (1.4.12) et (1.4.9), une
relation entre le courant Ii, la tension Uy et le potentiel vecteur magnétique A.

O0A
Q

De plus, pour calculer la tension Uy aux bornes de la bobine %, on utilise la méthode des
potentiels nodaux intégrés dans le temps (Cf section 1.1.2) notés 11 et 1)ox. La tension Uy
s’écrit (avec les notation de la figure 1.5) en fonction de ces potentiels :

0
Ur =5 (Y1k — t2x) (1.4.22)
Uik Woy,
Iy
PP R—
U

F1a. 1.5: Notation pour les potentiels nodaux intégrés dans le temps.

Systéme d’équations différentielles a résoudre

Le travail précédent nous permet d’obtenir un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles représentant le probléme physique a résoudre. Ce systéme est le suivant :
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f

m
rot (vprot A) — Z Ijop = 0 dans Qg

p=1
rot (v, rot A) = 0 dans
divA =0
{ Axn=0sur I's (1.4.23)

vrotAxn=0sur 'y
(V] rot A — Vg rot A(O)) x n =0 sur ['p;
0A 0

RkaJr/jOk"a—tdQJrgi(%k—wm)=0; k=1---m
\ 2

On intégre la condition div A = 0 comme un terme de pénalité de la premiére équation.
Ce terme de pénalité est — grad(v div A) avec des conditions aux limites [Coulomb, 1981]
[Biro and Preis, 1989]. Nous devons, en plus, ajouter deux équations qui représentent la
contribution de la bobine k & la loi des nceuds aux deux bornes de cette bobine [Dreher, 1994]
[Golovanov, 1997]. On a donc & résoudre :

rot (g rot A) — grad(vp div A) — Z Ljop = 0 dans Qo
p=1

rot (1 rot A) — grad(v1 div A) = 0 dans

Axn=0surIp

vdivA =0sur I'p

(vrot A) xn=0sur 'y

1.4.2
<z/1 rot A1) — vy rot A(0)> x n =0 sur 'y (1.4.24)

v div AD — 1 div A® = 0 sur [y
. 0OA 0
Rka‘}‘/JOk’E;dQ'*"a((/J%'T/)Ik):0; k=1---m
Q
I;=0;k=1---m
—Iy=0;k=1---m

Conclusion

Malheureusement, ce type de systéme n’est pas soluble & "la main" surtout pour des
géomeétries complexes en 3 dimensions. La solution est d’utiliser des méthodes d’approxi-
mation des équations aux dérivées partielles, en particulier, en ce qui nous concerne, la
méthode des éléments finis.

1.4.2 Formulation faible et discrétisation

Introduction

Le but de cette partie est de mettre les équations aux dérivées partielles trouvées

(1.4.24) sous forme intégrale afin de prendre en compte de maniére faible les conditions
P
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aux limites et les conditions de passage. Nous ne reviendrons pas sur la méthode des
éléments finis (Cf. [Coulomb and Sabonnadiére, 1985]) mais nous expliciterons la forme
faible du systéme (1.4.24) obtenue par la méthode des résidus pondérés (Galerkin) et sa
mise sous forme matricielle dans le cadre d’une résolution magnétoharmonique.

Formulation faible

Dans la méthode des résidus pondérés, les fonctions tests doivent appartenir au méme
espace fonctionnel que les solutions admissibles. Pour rechercher cet espace de fonctions
admissibles, nous utilisons l’energie magnétique qui doit étre finie :

W://HdBdQ < o0 (1.4.25)

Comme B = rot A et que A x n =0 sur I'g, on doit chercher A dans I’espace de Hilbert
suivant (cf. Annexe A) :

AQ) = {WeL*Q); ot W e L*(Q) ; Wxn=0sur ['s}

Maintenant que nous avons défini ’espace dans lequel il faut chercher la solution, nous
allons expliciter la formulation faible du systéme (1.4.24). Pour cela, nous utilisons la
méthode de Galerkin.

Soit W € A, en intégrant la premiere équation de (1.4.24) et en utilisant les formules de
Green (cf. Annexe A) et du produit mixte, on obtient :

/W (rot(rrot A) — grad(vdivA) — lejgp dQ =

p_
/rotW- (v110t A) dQ—I—/rotW-(VorotA) dQ2
Q Qo
+/divW(1/1 divA) dQ—i—/divW(w div A) dQ
1971 Qo

. m
—/W- > Ljop | d@
Q p=1

+/(n x (rprot A)) - W dF+/(W xn) - (rot A) dl'
Tw I's

—/VodivA(W-n) ar
r

+ / (n X <V1 rot A®M — pg rot A(0)>) - W dIl
Lo

- / ("0 div A — vy div Am) (W -n) dT

To1

(1.4.26)
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Comme W appartient & A et que 'on cherche A appartenant & A vérifiant le systéme
(1.4.24), on a:

(

/rotW-(urot A) dQ

Q
m
+/d1VW(Vd1VA) dQ—/W ZijOP d0 =0
(1.4.24) = < Q P p=1 YW € A
A
RkLe"‘/jOk"aa—t'dQ—Uk:O; k=1---m

Q
I.,=0; k=1---m
\—Ixy=0;k=1---m

(1.4.27)

Remarque : Si on se place dans Q; alors v = v et si on se place dans Qg alors v = vy.

On peut montrer qu’il y a en fait équivalence entre les systémes (1.4.24) et (1.4.27).
Maintenant que nous avons la formulation faible, il nous reste a discrétiser le domaine et a
définir des fonctions de forme sur chaque élément de la discrétisation. Nous ne reviendrons
pas sur les méthodes de discrétisation des domaines, ni sur Iexplicitation des fonctions de
forme. Il existe deux formes d’interpolation pour les potentiels vecteurs : l'interpolation
nodale et interpolation d’aréte. Pour I'interpolation nodale, nous devons absolument ex-
pliciter la jauge de Coulomb dans le systéme pour assurer I'unicité du potentiel vecteur.
Pour linterpolation d’aréte, cette jauge n’est pas nécessaire, mais il faut, pour assurer la
convergence d'un solveur itératif, rendre le systéme d’équations compatible. Un systéme
d’équations est dit compatible dés que la divergence des densités de courant source est nulle
[Ren, 1996]. Une fagon simple de rendre le systéme (1.4.27) compatible est de calculer un
potentiel vecteur électrique pour chaque bobine toy, tel que [Golovanov, 1997] :

rot tor = jox dans QU Qo

avec Toxn=0sur 'y

La condition sur 'y permet de modifier le terme des densités de courant source :

/ W - (Iejor) d9 = / rot W - (Ixtor) d92
Q Q

Dans ce chapitre, nous expliciterons le systéme linéaire obtenu avec une interpolation
nodale dans le cadre magnétoharmonique. Nous le faisons pour deux raisons. La premiére
est pour montrer la symétrie du probléme et la deuxiéme est pour montrer sa simplicité de
programmation. Présenter la forme discréte en régime transitoire ou avec 'interpolation
d’aréte ne fournit pas plus d’informations sur ces deux sujets.

Discrétisation avec une interpolation nodale
Soit Ay, le sous-espace de A engendré par les fonctions de forme W; (i = 1---n) pour
I'interpolation nodale, n étant le nombre de nceuds du maillage. On pose alors :
n
A= WA, (1.4.28)

1=1
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Comme le systéme (1.4.27) doit étre vérifié pour tous les W appartenant & A en particulier,
il doit étre vérifié pour tous les W; (i = 1---n). On obtient donc les équations suivantes :

;

n
/rot W, - | vrot Z W;A; ds)
Q 7=1

n m
+/divw,» vdiv [ Y WA dQ—/Wi- > Ljop | d2=0
p=1

Vi=1---n Q J=1 Q
VE=1--. n
i a( WjAj)
. j=1 0
Rka+/J0k' 5 dﬂ+a(¢2k — 1) =0
Q
I; =0
I, =0

(1.4.29)

En utilisant le fait que nous nous plagons dans le cadre magnétoharmonique (% = jw*)

et la linéarité des opérateurs " [" et "> ", nous obtenons le systéme linéaire suivant :

B C 0 0 A 0
—jwC D —jwE jwE | |0
o E o o |lw|T]o (1.4.30)
0 —-F 0 0 W, 0
Avec :
Ay I Wi Yoy
A=| : I=1": ¥y = : V= :
An Im ‘Illm \IIQm

Ou n est le nombre de nceuds et m le nombre de bobines.

Et :
Bz'j = /rotW,- . I/I‘OtW]‘ ds) —I—/diVWi . UdiVWj ds)
Q Q
Cip = [ Wi+Joy do
Q
ka = 5Ichlc
Erp = 0kp
Remarque :

On peut symétriser ce systéme linéaire (1.4.30) en multipliant la deuxiéme ligne par j/w.

Conclusion

Cette formulation, malgré sa simplicité de mise en ceuvre et la symétrie de la matrice
a inverser, devient trés gourmande en ressource quand il y a beaucoup de nceuds (en
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magnétoharmonique il y a six variables par nceud). Nous verrons, dans le paragraphe
(1.6), quels sont les avantages et les inconvénients de la formulation en potentiel vecteur
magnétique A avec une interpolation nodale et une d’aréte. Une autre solution est d’utiliser
une formulation duale du potentiel vecteur magnétique A, c’est-a-dire des formulations en
potentiel scalaire magnétique.

1.5 Le couplage circuit avec les formulations en potentiel sca-
laire magnétique

1.5.1 Définition du probléme continu

Introduction

Comme nous l'avons déja dit, une autre possibilité de rendre continues les inconnues
est d’utiliser le potentiel scalaire magnétique . Dans cette partie nous verrons pourquoi
on peut définir un potentiel scalaire magnétique, comment prendre en compte les sources
du probléme et enfin les avantages de ce potentiel sur le potentiel vecteur magnétique
[Bouissou et al., 1994]. Pour décrire cette formulation nous nous plagons dans le cas sim-
plifié de la figure 1.2.

Le potentiel scalaire magnétique

Comme nous nous placons dans le cas o il n’y a pas de région conductrice, les équations
(1.3.1) et (1.3.2) s’écrivent dans ; ( région ot il n’y a pas de sources) :

divB =0 (1.5.1)
rotH=0 (1.5.2)

De I’équation (1.5.2), qui traduit le fait que H est irrotationnel, on en déduit ’existence
d’un potentiel scalaire magnétique ¢ tel que :

H = —grad(¢) (1.5.3)
carVfeC*(R—R) rot(grad(f)) =0 (1.5.4)

Un avantage de ce potentiel est que son unicité est trés facile a obtenir (& la différence du
potentiel vecteur magnétique A). En effet, admettons qu’il existe deux potentiels scalaires
magnétiques ¢; et ¢2 tels que, pour un champ H fixé, on ait :

H = —grad(¢1) = — grad(¢2)

Alors, par définition de 'opérateur "grad", ¢ et ¢ ne sont égaux a une constante scalaire
prés. Pour assurer 'unicité de ¢ il faut juste fixer le potentiel en un point.

Regardons maintenant comment on peut prendre en compte, avec ce potentiel, les sources.
La solution adoptée est le calcul d’un T dans € (air) tel que [Biro et al., 1993] [Golovanov, 1997]
[Luong, 1997] :

rot Ty = js dans Qo

(1.5.5)
avec Toxn=0sur 0Qy =T UT'g Ul

Nous verrons lintéret de la condution aux limites sur Ty dans le paragraphe suivant
consernant les conditions aux limites. On va donc chercher ¢ tel que :

H =T, — grad(¢o) dans Qo (1.5.6)
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Le probléme a résoudre est maintenant :

—div (p; grad ¢) = 0 dans (1.5.7)
div (To — po grad ¢pp) = 0 dans Qg (1.5.8)

Remarque : Nous aurions pu calculer un Ty dans tout le domaine 2, mais I’expérience
montre qu’il y a des imprésitions dans le calcul du champ dés que la perméabilité est
élevée [Luong, 1997] [Sivasubramaniam et al., 2000], en particulier si les matériaux sont
non linéaires.

Il reste & prendre en compte les différentes conditions aux limites et les conditions de
passage entre deux milieux et notamment & définir le couplage entre les deux potentiels
que nous avons définis ¢ et ¢g.

Les conditions aux limites

— Sur I'g, pour prendre en compte les conditions aux limites (1.3.8), on impose :
$o =0 sur 'y (1.5.9)
En effet
HXxn="Tyxn-—grad(¢o) x n =0 sur 'y < —grad(¢o) x n = 0 sur I'y.

Car par définition de Tyg, Tg x n = 0.
Il nous reste donc & vérifier que le gradient normal de ¢y est nul, ce qui implique
que ¢ soit constant sur I'y. Comme cette constante est arbitraire, nous pouvons la
choisir égale a 0.

— Sur I'p, la condition (1.3.7) sera imposée faiblement.

Les conditions de passage

Sur toute surface intérieure au domaine ou les propriétés physiques sont différentes de
chaque coté, les équations (1.3.9) et (1.3.10) (il n’y a que ces deux équations car nous
n’avons pas de partie conductrice) doivent étre vérifiées. Examinons ce que cela implique
sur les potentiels ¢ et ¢ sur ces interfaces. Nous prenons I’exemple de la figure 1.6 pour
une interface entre les potentiels ¢ et ¢g.

FiG. 1.6: Conditions de passage entre le milieu (1) en potentiel ¢ et I’air en potentiel ¢o
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- La condition (1.3.10) qui représente la continuité de la composante tangentielle du
champ magnétique s’écrit en terme de potentiel pour une interface ¢ — ¢p :

(H(W) - H(1>) xn= (TO — grad go + grad ¢>(1>) xn=0 (1.5.10)

Comme Ty x n = 0 sur l'interface, il suffit donc que ¢g — #) = cst sur Vinterface.
En particulier, on peut prendre cette constante égale & 0. On remarque alors que

nous avons le méme potentiel de chaque coté, que nous noterons dorénavant ¢.

- La condition (1.3.9) qui représente la continuité de la composante normale de l'in-
duction magnétique s’écrit en terme de potentiels pour une interface ¢ — ¢p :

(B(“") — B(l)) ‘n = (uo (TO — grad (" ) + p1 (grad q’)(l))) n=0 (1.5.11)

Nous verrons comment cette condition peut étre prise en compte grace a la formula-
tion faible de ce probléme et par le type des éléments que nous utiliserons.

Comme pour la formulation en A, nous voulons introduire des sources qui ne sont plus
connues, mais qui dépendent d’un circuit électrique. Comme précédemment, nous allons
rechercher une relation entre le courant, la tension de la bobine et le flux magnétique qui
traverse cette derniére.

La relation courant-tension avec le potentiel scalaire magnétique

Le but de cette partie est de trouver, dans un probléme qui comporte m bobines,
la relation entre la tension, le courant de la k*™¢ d’entre elles et le potentiel scalaire
magnétique. Nous utiliserons d’une part la relation qui lie le courant (), la tension (U)
et le flux (®;) dans la bobine k et, d’autre part, la relation entre le flux @ et le potentiel
scalaire magnétique ¢. Nous nous plagons dans le contexte de la figure 1.4.

Comme pour la formulation en A, la relation entre le courant, la tension et le flux s’écrit :

0P

= Ry I
Uk I+ 2 5

(1.5.12)

Il nous reste maintenant & trouver une relation entre le flux ®; et le potentiel scalaire
magnétique ¢. Pour cela, nous utilisons la méme technique que pour la relation entre @
et A. Sans détailler de nouveau la méthode, cela nous donne :

OH
D, = -BdQ 1.5.13
‘ ! T (1.5.13)

Ou g I}, signifie dérivation par rapport & Iy avec ¢ constant.

A la différence de la formulation en A, nous connaissons l’expression du champ H en
fonction de I;. En fait, dans le cas d’un couplage avec les équations de circuit, nous allons
calculer des T, pour chaque bobine alimentée par un courant total de un ampére (On
notera ce Ty unitaire tog) tel que :

rot tor, = jox dans Qg
avec top xn=0sur 0 =TpnuUlgUlR
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Le champ H s’écrit alors :

H =" (Ittor) — grad(¢) dans Qg (1.5.14)
k

On a donc :

oH OH OH
— - BdQ) = ———~BdQ+/-—--BdQ
/8I oIy .

0 I k
Q e Q Qo ®
oH
—— =0 dans Q
EyA 1 (1.5.15)
= /tOk-BdQ car oH g
Qo o1 = Lok 0
Nous arrivons enfin 4 une ecriture simplifiée du flux :
b = /tok -BdQ (1.5.16)

Qo

Ce qui nous permet d’avoir, en combinant les équations (1.5.12) et (1.5.14) une relation
entre le courant I, la tension Uy et le potentiel scalaire magnétique ¢.

P m
Up = R Il + /tOk . a o Z (Iptop) — grad(d)) a2 (1.5.17)
Qo =1

De plus, pour calculer la tension Uy aux bornes de la bobine k, on utilise les potentiels
intégrés dans le temps notés 9 et 1or. La tension Uy, s’écrit en fonction de ces potentiels :

U = %(d’lk — thox) (1.5.18)

Systéme d’équations différentielles a résoudre

Le travail précédent, ainsi que la conservation du courant aux bornes de la bobine
k, nous permet d’obtenir un systéme d’équations aux dérivées partielles représentant le
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probleme physique & résoudre. Ce systéme est le suivant :

( m

div | po | D (Iptop) —grad ¢ | | =0 dans Qg
p=1

—div (1 grad ¢) = 0 dans

¢=0sur 'y

o letgp —pogradg | -m=0surI'p

p=1

m
) Z Ipto, — grad qS(O) + 1 (grad ¢(1)) -n = 0 sur I'g;

p=1
d i 9
Ryl + /tOk i Z (Iptop) — grad(¢) dQ + 5 (op —1x) =0; k=1---m
Q p=1

Iy =0;k=1---m
L——Ikzo; k=1---m

(1.5.19)

Conclusion

Comme pour la formulation en A, le systéme n’est pas soluble a "la main" surtout
pour des géométries complexes en 3 dimensions. On utilise, alors, la méthode des éléments
finis pour approcher la solution de ce systéme d’équations aux dérivées partielles.

1.5.2 Formulation faible et discrétisation

Introduction

Le but de cette partie est de mettre les équations aux dérivées partielles trouvées
(1.4.24) sous forme intégrale afin de prendre en compte de maniére faible les conditions
aux limites et les conditions de passage. Nous expliciterons la forme faible du systéme
(1.5.19) obtenu par la méthode des résidus pondérés (Galerkin) et sa mise sous forme
matricielle dans le cadre d’une résolution magnétoharmonique.

Formulation faible

Dans la méthode des résidus pondérés, les fonctions tests doivent appartenir au méme
espace fonctionnel que les solutions admissibles. Pour rechercher cet espace de fonctions
admissibles, nous utilisons, comme pour la formulation en A, I'énergie magnétique qui doit
étre finie :

B
W://HdBdQ<oo (15.20)
Q 0

Comme H = —grad ¢ et que ¢ = 0 sur I'g, on doit chercher ¢ dans l’espace de Hilbert
suivant (cf. Annexe A) :

P(Q) = {w € L*(Q) ; gradw € LYQ); w=0sur 'y}
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Maintenant que nous avons défini I’espace dans lequel il faut chercher la solution, nous
allons expliciter la formulation faible du systéme (1.5.19). Pour cela, nous utilisons la
méthode de Galerkin.

Soit w appartenant & P. En appliquant la méthode de Galerkin, la premiére équation de
(1.5.19) et en utilisant le fait que ¢ appartient a P et qu’il vérifie le systéme (1.5.19), on
obtient :

/wdisz—/gradw-BdQ-}—/w(n(0)~B> dr (1.5.21)

Qo Qo Tox

De la méme fagon, on obtient avec la deuxiéme équation de (1.5.19) :

/wdivB = —/gradw-B dQ + /w (n<1> ~B> dr (1.5.22)
Q 1931 I-‘01

On remarque que les deux intégrales sur I'g; s’annulent car n(®) est égale 3 —n(V) et que
c’est une relation du systéme (1.5.19) . Cela nous permet d’écrire I'implication suivante :

{
- / gradw - pg (Z Iptor — grad ¢> dQ =0
k

Qo

/gradw -prgrad ¢ d2 =0
1931
(15.19)= < p 7 ¢ /t% . Omo (3o (Istor) — grad(¢)) ., VweP (1.5.23)

ot
Qo

0
—5(1/121:*%011&—0, k=1---m
I;=0;k=1---m
| ~L=0;k=1-m

Comme pour la formulation en A, on peut montrer qu’il y a en fait équivalence entre les
systémes (1.5.22) et (1.5.23). Avant de pouvoir résoudre notre probléme global, il nous
reste & calculer les to, pour chaque bobine. La définition de tox nous laisse un grand choix
de possibilités pour son calcul que nous verrons dans le chapitre 2. Nous allons maintenant
expliciter le systéme linéaire du probléme global obtenu avec une interpolation nodale dans
le cadre d’'un régime magnétoharmonique.

Discrétisation

Soit Py, le sous-espace de IP engendré par les fonctions de formes w; (i = 1---n) pour
I'interpolation nodale, n étant le nombre de nceuds du maillage. On pose alors :

b=> wip; (1.5.24)
1=1
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Comme le systéme (1.5.23) doit étre vérifié pour tous les w appartenant & [P en particulier,
il doit &tre vérifié pour tous les w; (i = 1---n). On obtient donc les équations suivantes :

m n
— /grad w; + Lho Z Iptop — gradz wi¢; | d2=0
Q0 p=1 7j=1
n
/gradwi - 1 gradijqﬁj d2=0
o j=1
Vi=1---n m n
VTR Buo (g (Tytop) — grad (g: wj¢j)> (1.5.25)
p=1 7=1
Rl + /tOk' 5 dQ)
Qo
0
+ 35 (o —1k) =0
I, =0
(—1Ir =0

En utilisant le fait que nous nous plagons dans le cadre magnétoharmonique (g—’g = Jw*)

et la linéarité des opérateurs " [" et ") ", nous obtenons le systéme linéaire suivant :

A 0 0 0 0 S 0
0 B C 0 0 »© 0
0 —jwC D —jwE jwE I |=]|0 (1.5.26)
0 0 E 0 0 Uy 0
0 0 —-F 0 0 QU 0
Avec :
) Gp) 11 I
(;5(1) = ¢)(0) = : I=1:
¢n(1) an Im
Uy Woy
\Pl — A \:[12 = :
\I"lm \Ij2m

Ou nV) est le nombre de nceuds dans €, n est le nombre de nceuds total et m le nombre

de bobines.
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Et :
Aij = /grad Wy - KU1 grad Wy dQ)
0
B;; = /grad w; - pro grad w; dS2
Q0
Cip = — /grad wj - potop dS2
Qo
Dy = Op Ry, + jw/t()k - piotop dQ2
Q0
Ekp = 5kp
Remarque :

On peut symétriser ce systéme linéaire (1.5.26) en multipliant la troisiéme ligne par j/w.

Conclusion

Cette formulation, malgré sa complexité, en particulier pour la définition du Ty, pré-
sente un interét immédiat non négligable pour la place mémoire utilisée (en magnétohar-
monique il y a deux variables par nceud). Nous allons maintenant voir, sur un exemple
extrémement simple, les avantages et les inconvénients de chacune des formulations.

1.6 Avantages et inconvénients de chacune des formulations

1.6.1 Formulation en A

Comme nous ’avons dit précédemment, il y a plusieurs types d’interpolations possibles :
I'interpolation nodale et d’aréte. Si nous utilisons l'interpolation nodale, nous avons 1’obli-
gation, pour assurer l'unicité du potentiel vecteur A, d’inclure une jauge (Coulomb). Cette
derniére est a l’origine de problémes numeériques sur les arétes colinéaires au champ source
d’un domaine de forte perméabilité [Preis et al., 1991]. En fait, 'induction est repoussée
par ces arétes. On peut le voir sur un exemple trés simple (Fig. 1.7), ot nous avons calculé
I'induction magnétique sur un cube de perméabilité relative 1000, entouré par une bobine
alimenté par 10 Ampere éfficace. On voit clairement sur la figure (1.8), ot sont représentées
les isovaleurs de la norme de 'induction B et les fleches de la composante z de 'induction
(B2), que sur les arétes colinéaires au champ source, I'induction est repoussée vers 1'inté-
rieur du cube.

Pour remédier & ce probléme numeérique (approximation nodale et jauge de Coulomb),
nous pouvons envisager trois solutions :

— Nous pouvons résoudre le probléme sans jauge. Les conséquences numeériques sont
malheureusement importantes. Le systéme linéaire & résoudre devient singulier. Le
nombre d’itérations nécessaires pour résoudre ce type de probléme par la méthode
des gradients conjugués devient prohibitif voire infini. Le cott devient trés important
avec un risque non-négligeable d’avoir une non-convergence du processus de résolu-
tion. Sans utilisation de la jauge, il faudrait utiliser des solveurs directs.
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Fic. 1.7: Géomeétrie du cas test. F1G. 1.8: Isovaleurs et fleches de 'induction magnétique
dans le cube avec la formulation en A nodale.

— L’utilisation de ’approximation d’aréte, et non plus de I’approximation nodale, per-
met de résoudre le probléme. En effet, ce type d’approximation n’impose pas de
condition sur la continuité de la composante normale de A et elle permet de ne pas ex-
pliciter la jauge de Coulomb. Les résultats obtenus sont bons en magnétoharmonique
(Fig. 1.9) aprés avoir rendu le systéme compatible [Ren, 1996] [Golovanov, 1997].
Par contre, de gros problémes de convergence dans la résolution du syteme linéaire
se posent dés que l'on fait du pas & pas dans le temps [Lu et al., 1995] ou si on
utilise des matériaux non linéaires. La solution, pour résoudre ce probléme, est 1'uti-
lisation d’un arbre sur les arétes du maillage et I’élimination des degrés de liberté
sur les arétes appartenant a I’arbre [Albanese and Rubinacci, 1990] [Vincent, 2001}
Cette méhode est relativement délicate car la vitesse de convergence et les résultats
dépendent en partie de I’arbre [Lu et al., 1995] [Golias and Tsiboukis, 1994]. Nous
reviendrons sur ces méthodes dans la partie II. De plus, la prise en compte de la
partie mobile, pour la modélisation de moteurs, est trés compliquée avec les éléments
d’aréte [Golovanov, 1997] [Rapetti, 2000].

0.800E-03
0.700E-03
0.600E-03
0.500E-03
0.400E-03

0.300E-03

Fic. 1.9: Isovaleurs et fleches de 'induction magnétique dans le cube avec la formulation en A d’aréte.

— La derniére solution consiste & libérer la composante normale de A sur les interfaces
entre les régions de forte perméabilité et de 'air, afin de permettre une discontinuité
sur la composante tangentielle de I'induction. Cette méthode, qui permet d’améliorer )
la répartition de I'induction dans les dispositifs, sous-estime les résultats en particu-
Jier dans le cas des circuits magnétiques fermés [Golovanov, 1997] [Perrin-Bit, 1992].
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Regardons les résultats obtenus avec la formulation Ty¢ sur le méme dispositif.

1.6.2 Formulation en Ty¢

En faisant le méme calcul, on voit que les résultats sont tout & fait corrects. L’induction
entre et sort par les coins, en suivant l’aréte.

0.0015

0.001

0.500E-03

F1G. 1.10: Isovaleurs et fleches de 'induction magnétique dans le cube avec la formulation To¢.

De plus, en utilisant un potentiel scalaire total (sans Tp) dans les matériaux de forte
perméabilité et un potentiel scalaire réduit (par rapport & Ty) dans l'air, on élimine les
problémes de précision dans les régions perméables. Malgré tout, ce potentiel pose un
probléme fondamental. En effet, en potentiel scalaire total, on ne peut pas prendre en
compte des circuits magnétiques fermés car on ne respecte plus le théoréme d’Ampére. Si
on prend l'exemple de la figure 1.11, en appliquant le théoréme d’Ampére sur le chemin
fermé C on doit avoir :

/H-dlzI (1.6.1)
C
Si on applique le théoréme d’ampére avec la formulation en potentiel sacalaire total on a :

/H-dl: —/grad(¢) Ldl=0 (1.6.2)
C C

Fi1G. 1.11: Le probléme de connexité
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Il est donc clair que nous ne pouvons pas utiliser la formulation en potentiel scalaire
total tel quel. Dans la suite de notre travail nous appelerons ce probléme typique du
potentiel scalaire magnétique, "le probléme de connexité", car le théoréme d’Ampére n’est
pas respecté quand une bobine passe dans le trou d’une géométrie non simplement connexe
(qui a des trous).

1.6.3 Bilan des simulations et travail a fournir

Pour faciliter la lecture des avantages et inconvénients de chacune des formulations,
nous les avons regroupés dans un tableau (Tab. 1.1).

Formulation | Approximation | DL (Cube) Problémes de mise en ceuvre.
Nodale 125 883 Jauge de Coulomb
A + liberation de la composante normale
de A
Aréte 73 738 Arbre en transitoire et non linéaire
+ prise en compte du mouvement
Too Nodal 41 961 Probléme de connéxité

TaAB. 1.1: Bilan des simulations.

Il ne fait pas de doute que la formulation en A est trés pénalisante au niveau de la
mémoire utilisée, car nous utilisons un vecteur par nceud (interpolation nodale) ou un
scalaire par aréte (interpolation d’aréte) alors qu’avec la formulation Tg¢ nous n’utilisons
qu'un scalaire par nceud. On voit aussi qu’aucune des deux formulations ne fonctionne dans
tous les cas. Avec la formulation A, il y a une facilité d’utilisation (pas de probléme de
connexité), mais des résultats médiocres sur induction dans les régions de forte perméabilité
si on utilise une interpolation nodale, méme avec la libération de la composante normale
de A ou des difficultés de résolution si on utilise U'interpolation d’aréte. De fagon duale, la
formulation To¢ est plus compliquée a utiliser (probléme de connexité) mais I'induction
est bien calculée. Les deux avantages de la formulation Tg¢ par rapport a la formulation
en A sont qu'il n’y a aucune jauge & mettre en ceuvre pour assurer l'unicité du potentiel et
le faible nombre d’équations & résoudre, ce qui diminue d’autant la place mémoire utilisée.
De plus, les problémes d’imprécision dans les régions de forte perméabilité sont résolus par
un calcul de Ty uniquement dans l’air. Malheureusement ce calcul engendre le probléme
de connexité pour les circuits magnétiques fermés (Fig. 1.11).

A la vue de tous ces résultats, nous avons choisi, pour résoudre un maximum de dispositifs
d’électromagnétisme, d’utiliser la formulation Tge.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, il y a trois grandes étapes de réflexion (Fig. 1.12).

Pour les deux premiéres étapes, notre choix s’est fait grace & l'expérence accumulée
aux cours des années au sein du L.E.G. et de CEDRAT. De ce fait, nous utiliserons pour
traiter les circuits électriques la méthode des potentiels nodaux intégrés dans le temps et
pour le couplage avec des problémes magnétiques une méthode de résolution simultanée
[Dreher, 1994] [Golovanov, 1997]. Il restait & décider de la technologie a utiliser pour la
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Traitement des
circuits électriques

Traitement du
couplage entre

circuit électrique et

probléme magnétique

Traitement du ‘;jFi?Tmﬁla%t_iQﬁ . i
Probléme magnétique eien A =

F1a. 1.12: Arbre de réflexion pour le couplage entre les problémes magnétiques et les circuits électriques.

modélisation des parties magnétiques de notre probléme. Chacune des deux grandes fa-
milles (A et To¢) ont, comme nous 'avons vu, leurs avantages et leurs inconvénients.Nous
avons choisi, pour la suite de nos travaux, d’utiliser la formulation Ty¢ en s’appliquant
a résoudre le probléme de connexité. Ce choix c’est fait sur les critéres de place mémoire
utilisée et sur la précision des résultats.

Nous verrons dans le deuxiéme chapitre de cette partie comment il est possible d’amélio-
rer le calcul de Tg en prenant en compte d'une part des entrefers minces modélisés par
une surface et d’autre part le mouvement. Une fois ce nouveau Ty calculé, nous verrons
comment l'utiliser pour résoudre le probléme de connexité dans un troisiéme chapitre.
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2.1 Introduction

La solution que nous préconisons pour la modélisation des dispositifs électromagné-
tiques couplés aux circuits électriques est la formulation T(¢. Maintenant, nous allons voir
ce que l'on peut mettre derriére le terme générique de "T". Dans ce but, nous regarderons
pourquol et comment calculer un T, et les améliorations possibles par rapport & ’existant
que nous verrons dans le premier paragraphe. Pour illustrer notre propos, nous utiliserons
comme exemple un capteur de courant fourni par Schneider Electrique et un moteur de

rétroviseur fourni par CEDRAT.
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CHAPITRE 2. UNE NOUVELLE FORMULATION Tg¢

F1G. 2.1: Un capteur de courant et un moteur de rétroviseur

2.2 Différentes méthodes de calcul du T,

2.2.1 Généralités

L'’utilisation d’une formulation Tq¢ nécessite le calcul préalable de Ty. Je rappelle que
notre but, en vue d’un couplage circuit, est de trouver un Ty pour chaque conducteur
bobiné de notre probléme, pour un courant total de un ampére. Le fait de connaitre le
courant total du conducteur bobiné permet I'utilisation de méthodes analytiques ou numé-
riques pour le calcul de Ty. Nous allons maintenant voir les différentes méthodes existantes

[Luong, 1997].

> I

=
=
S

\o J

H

FiG. 2.2: Probléme simplifié pour le calcul de Ty

Calculs numériques
— Meéthode de I'arbre [Webb and Forghani, 1989]
Il s’agit de construire un arbre recouvrant en utilisant les éléments d’aréte ou la loi
d’Ampére (rot To = j) est satisfaite localement sur chaque facette du maillage. La

démarche est simple mais le choix de I’arbre influe sur le résultat et le calcul doit se
faire sur tout le domaine, ce qui nuit au critére économique de la formulation To¢.
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2.2. DIFFERENTES METHODES DE CALCUL DU Tq

— Méthode variationnelle.
Dans ce cas, il s’agit de résoudre le probléme éléments finis :

rot Ty = j dans Q, (2.2.1)
avec Tg X n = 0 sur 9QT, o

Il reste & définir ce qu’est Q,, que I'on appellera "domaine de Ty", pour ce calcul. Il
y a deux impératifs pour la définition de ce domaine. Le premier est qu’il doit englo-
ber toute la bobine et le deuxiéme est qu’il doit étre simplement connexe pour éviter
d’éventuels probléemes de connexité par la suite (Cf section I1.1.5.1). Comme pour le
potentiel vecteur A, T n’est pas unique. Se pose donc le probléme de I’interpolation
de Ty pour la mise en équation du probléme éléments finis.

Regardons d’abord les calculs avec une interpolation nodale de Ty. Pour assurer
'unicité du potentiel vecteur Ty, nous devons appliquer une contrainte supplémen-
taire, comme pour A, qui est la jauge de Coulomb (div(Ty) = 0). Le probléme de
l'utilisation de I’approximation nodale est que le calcul de Tg est faux sur les arétes
colinaires au courant di & la combinaison entre la jauge de Coulomb et la condition
aux limites Ty x n = 0. Pour montrer ce probléme, nous avons calculé le Ty avec une
interpolation nodale sur une géomeétrie significative (Fig. 2.3). Nous imposons dans
la bobine une densité de courant j = 100 A/m? et nous allons exploiter rot(Ty). En
théorie, rot(Tp) = j, ce qui n’est pas le cas avec l'interpolation nodale et un coin
rentrant (Fig. 2.4). Nous verrons en détail ces problémes de combinaison entre la
jauge de Coulomb appliquée sur une variable vectorielle, une condition aux limites
qui dit que la variable en question est normal & la face considérée et I’interpolation
nodale dans le Chapitre 4.

Bobine

|+ D j— QTO
Fi1Gc. 2.3: Exemple de configuration pouvant en-

trainer des problémes de précision dans le calcul FiG. 2.4: Isovaleurs et fleches rot(To) dans Qr,
de To pour l'interpolation nodale.

Pour cette raison, I'utilisation de l'interpolation d’aréte parait plus appropriée. En
effet, avec ce type d’interpolation, nous n’avons pas a imposer la jauge de Coulomb et
elle prend en compte de fagon naturelle la condition aux limites To xn = 0 sur 9Qr,
en fixant la variable d’aréte Ty a 0 sur les arétes de OQr,. Les résultats sur notre
exemple sont conformes aux attentes (Fig. 2.5).

Un autre type de méthode est possible pour le calcul de Ty. Ce sont les méthodes analy-
tiques.
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F1G. 2.5: Isovaleurs et fleches rot(To) dans Q2r, pour Uinterpolation d’aréte.

Calcul analytique

— Calcul analytique du champ source dans tout le domaine.

La premiére des méthodes est le calcul du champ d & la bobine dans toute la région
éléments finis par la formule de Biot et Savart (2.2.2).

1 [j(P)xPM
H(M) = 4W!————”PM”3 dQ (2.2.2)

Ou j(P) est la densité volumique de courant en A/m?.

Pour un nombre limité de bobines de forme simple, il est possible de trouver une
expression analytique du champ. Par contre, cette méthode est difficilement utili-
sable pour des bobines quelconques (en particulier les bobines maillées) car le cott
en temps CPU serait trop important. De plus, le calcul du Ty (dans ce cas, c’est le
champ di & la bobine) dans tout le domaine, pose le probléme de précision dans les
régions de forte perméabilité [Luong, 1997] [Sivasubramaniam et al., 2000].

— Calcul analytique dans un domaine limité.

Il s’agit d’une méthode pour laquelle Ty est calculé analytiquement dans un domaine
réduit. Dans cette approche, T doit satisfaire les conditions suivantes :

1. Le calcul de T est limité & un domaine simplement connexe contenant la bobine.
2. rot (Tg) = j dans le conducteur et rot (Tp) = 0 dans le reste du domaine.
3. Ty x n = 0 sur la surface du domaine de calcul de T.

Si on prend lexemple d’une bobine plate (de hauteur constante) (fig.2.6) on voit que
T, est unidimensionnel, To = Tpz et que j = jyX + jy¥, qui conduit aux relations

suivantes :
Ty
— =17 2.2.
0Ty
— 4 2.2.

Cela nous donne comme répartition possible de Ty le graphe de la figure (2.7).
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Conducteur €2, Domaine de calcul de T
\ Trou Qr, = Q. UQ,

F1G. 2.6: Bobine circulaire de hauteur constante pour le calcul analytique de Tg

Géomeétrie
du conducteur.

Distribution
de TO

R

F1G. 2.7: Répartition de Ty pour une bobine circulaire de hauteur constante

Cette technique est trés économique sur le plan calcul ; par contre le nombre de types
de bobines utilisables est faible. De plus, nous retrouvons le probléme de précision
(Cf. paragraphe 1.5.1) dés que la bobine entoure un circuit magnétique de forte per-

méabilité.

Actuellement, dans FLUX3D, nous utilisons & la fois les méthodes numériques et ana-
lytiques suivant le type de la bobine considérée. Nous allons regarder, dans le paragraphe

suivant, quel est ce calcul et ses limites d’application.

2.2.2 Un calcul efficace de T, avec les éléments d’arétes

Dans un logiciel & but commercial, il est normal d’automatiser les taches en réduisant
le plus possible les temps de calcul. C’est pourquoi, dans FLUX3D, le calcul de T se fait
en une ou deux étapes suivant la nature de la bobine (Cf. Fig 2.8). Explicitons maintenant

les calculs réalisés pour la prise en compte des conducteurs bobinés fin.

— Bobine filaire non maillée.

Si la bobine est non maillée, on fait un calcul analytique du champ Hy da a cette
derniére par la formule de Biot et Savart (2.2.2). Ce calcul est fait uniquement dans
dr,, qui est, dans ce cas, les régions de perméabilité py (I’air). Ce calcul peut étre
effectué uniquement si la forme de la bobine est simple (ou une composition de forme

simple). On aura donc, dans un deuxiéme temps, & résoudre ’équation :

rot Ty = rot Hy dans Qr,

avec To x n = 0 sur 0,
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Non Maillée

Méthode Analytique

rot T() J 0
Calcul de Hy
rot '_[Not Hy
Calenl de Ty

Fi1Gg. 2.8: Arbre de calcul de To

— Bobine filaire maillée.

Si la bobine est maillée (sans courant induit), on impose comme source une densité
de courant (Jo) uniforme dans la section de cette derniére. Comme la densité courant
est connue, il est possible de faire un calcul de Ty direct. Dans ce cas, les bobines
peuvent étre de forme quelconque. On aura donc a résoudre le systéme :

rot T() = Jo dans QT()

2.2.6
avec Ty x n = 0 sur 0QT, ( )

Pour effectuer le calcul final de Ty, il est naturel d’utiliser les éléments d’aréte pour
interpoler Ty car la condition To x n = 0 sur O, sera prise en compte de facon tres
simple en posant Ty = 0 sur les arétes du maillage de 9€2t,. De plus, nous avons vu
qu’une approximation nodale peut donner des résultats faux avec certaines configurations.
Ce calcul de T est trés performant pour la prise en compte des circuits électriques avec
des problémes magnétiques en utilisant la formulation To¢ décrite dans le paragraphe 1.5.

Dans le cas du couplage avec des équations de circuits, on calcule en début de résolution
un to par bobine, en imposant pour chacune d’entre elle, le courant a 1 Ampeére.

Malgreé ses performances, l'utilisation des éléments d’aréte pour le calcul de Ty engendre
des problémes d’imprécision pour quelques cas, particuliéerement défavorables. Pour illustrer
notre propos, nous allons regarder une simulation avec la version commerciale de FLUX3D
d’un capteur de courant fourni par Schneider Electric.

2.2.3 Mise en évidence d’un probléme d’imprécision avec un T, d’aréte

Le dispositif simulé (Fig. 2.1) est un capteur de courant couplé avec un capteur d’ali-
mentation fourni par Schneider Electric. Par souci de confidentialité, nous ne ferons qu'une
description partielle du dispositif (sans les dimensions). Nous verrons ensuite la descrip-
tion d’un tel dispositif dans FLUX3D et enfin nous comparerons les mesures de Schneider
Electric avec les résultats obtenus.
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Description du dispositif

Le dispositif étudié est utilisé pour des disjoncteurs basse tension de Schneider Electric.
Jusqu’a maintenant, dans les disjoncteurs, on utilisait des capteurs de courant composés
d’un circuit magnétique fermé et d'une ou deux bobines qui servaient & la fois d’alimenta-
tion et de capteur de mesure. Le probléme de tels dispositifs est la précision des mesures
de courant pour de forts courants car il y a une saturation du circuit magnétique. L’idée
maitresse de ce nouveau dispositif est de découpler I’alimentation (Fig. 2.10) et le capteur
de courant (Fig. 2.9).

?Olsh

“~~~—Bobine Shunt \ Bobine secondaire
Fi1G. 2.9: Capteur de courant hybride. Fic. 2.10: Capteur d’alimentation.

Par contre, ce découplage augmente le volume de 'appareillage complet (Fig. 2.11). Il
faut donc minimiser la distance entre les deux capteurs (Dist sur la figure 2.11). De plus,
le courant mesuré grace au capteur de courant est la dérivée par rapport au temps du
courant de la bobine primaire, il faut donc le redresser avec un circuit RC (Fig. 2.12).

Bobine fer
Bobine primaj

Bobine primaire Bobine Fer Bobine Shunt

Bobine shunt vl

G2l
a
Bobine secon —
Ry
FiG. 2.11: Dispositif complet du capteur de cou-
rant pour disjoncteur. Fic. 2.12: Circuit électrique du capteur.
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CHAPITRE 2. UNE NOUVELLE FORMULATION Ty¢

Il nous reste maintenant & décrire ce dispositif dans FLUX3D, pour le simuler.

Mise en ceuvre dans FLUX3D

La symétrie du probléme par rapport au plan (Oy, O,) nous permet de ne décrire que
la moitié du probléme, en imposant que le champ H soit normal sur ce plan. Une des prin-
cipales difficultés de cette modélisation est la prise en compte de I’entrefer de la branche
supérieure du circuit magnétique du capteur d’alimentation (Fig. 2.10). En effet cet en-
trefer provient de la construction du capteur (entrefer de soudure) et le rapport entre son
épaisseur et la longueur du dispositif est de 500. Sa faible épaisseur le rend difficile a décrire
au niveau géométrique et & mailler.

Remarque : En effectuant un petit calcul préliminaire & la main, on s’apergoit que I'in-
fluence de cet entrefer est négligeable. Nous le gardons malgré tout, car, comme nous
’avons signalé dans les parties précédentes, il existerait un probléme de connexité pour le
circuit magnétique du capteur d’alimentation si on l'enlevait.

Capteur d’alimentation

Entrefer de soudure

Entrefer réel

Capteur de courant hybride

F1G. 2.13: Description du capteur dans FLUX3D.

Les piéces ferromagnétiques étant composées de matériaux non linéaires (Fig. 2.14),
nous utilisons pour résoudre le probléme un modéle pas & pas dans le temps. Comme nous
I'avons déja dit, la méthode d’interpolation d’aréte au premier ordre complet est utilisé
pour le calcul de Ty, ce qui nous oblige (dans le cadre du logiciel FLUX3D) a utiliser
les éléments du second ordre pour le potentiel scalaire magnétique. Cette limitation est
purement informatique et elle explique pourquoi, dans les simulations que nous allons pré-
senter, la formulation To¢ d’aréte sera utilisée uniquement au deuxieme ordre. La méthode
numérique utilisée pour résoudre les systémes linéaires est ICCG (Gradient conjugué avec
factorisation incompléte de Cholesky) et pour les systémes non linéaires on utilise la meé-
thode de Newton Raphson. Pour montrer l'influence du calcul de Ty sur les résultats, nous
nous sommes placés dans deux cas différents. Dans le premier, cas favorable, les bobines

=
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B (Tesla)

2.5

1.5

0.5

| | ] 1 |

0
0

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

H (A/m?)

Fia. 2.14: Courbe B(H)

du capteur de courant hybride ne touchent pas le circuit magnétique du capteur d’alimen-
tation (Cas 1) alors que dans le deuxiéme, cas défavorable, elles le touchent (Cas 2). Les
deux simulations ont été effectuées pour un courant sinusoidal de 50 hertz, égal & six fois
le courant nominal dans le primaire (Simulation d’un défaut d’alimentation).

Mesures et résultats numeériques

Nous présentons dans un premier temps les résultats obtenus dans le cas 1 (les bobines
ne touchent pas le circuit magnétique). Nous voyons que les tensions mesurées aux bornes
des bobines du capteur de courant hybride sont identiques aux tensions calculées (Fig.

2.15).

Tension (V)

Mesures -
Formulation To¢p -----

0

0.005

0.01

0.015

0.02
Temps (s)

0.025 0.03 0.035 0.04

F1G. 2.15: Tensions aux bornes des bobines du capteur de courant hybride pour le cas 1.

Le décrochement aux sommets de la sinusoide est dii au changement rapide de 1’état
magnétique du circuit magnétique du capteur d’alimentation (Fig. 2.16).

De plus, nous obtenons une image correcte du courant d’alimentation aux bornes du
condensateur C1 (Fig. 2.17).
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1 | | | | | ]
Tension aux bornes des bobines du capteur de courant hybride
B dans la branche haute du capteur d’alimentation -----

B dans la branche milieu du capteur d’alimentation ------

1 1 e 1 1 | T

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)

F1G. 2.16: Comparaison entre les variations de la tension aux bornes des bobines du capteur de courant
hybride et de I'induction dans le circuit magnétique du capteur d’alimentation

0.1 T T T T T T v T
0.08 Mesures
0.06 ulation To¢p -----

0.04
0.02

-0.02
-0.04
-0.06

-0.08 N R
-0.1 | ] 1 ] | | |

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)

Tension (V)
[e)

FiGc. 2.17: Tensions aux bornes du condensateur C1 pour le cas 1.
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Regardons maintenant les résultats obtenus avec les bobines du capteur de courant hy-
bride qui touchent le circuit magnétique du capteur d’alimentation (Cas 2). Nous voyons
trés clairement qu’il y a un décalage important entre les mesures et les résultats de la
simulation, en particulier au moment des changements d’état magnétique du capteur d’ali-
mentation (Fig. 2.18).

1= Mesures .
Formulation To¢p --~--

Tension (V)

0 0.005 *0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)

F1G. 2.18: Tensions aux bornes des bobines du capteur de courant hybride pour le cas 2.

On retrouve les défauts dans les valeurs de la tension aux bornes du condensateur C'1
(Fig. 2.19).

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

0
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

-0.1

Tension (V)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)

F1G. 2.19: Tensions aux bornes du condensateur C1 pour le cas 2.

Les raisons de ce probléme de précision sont mal connues. Nous pensons qu'’il vient du
calcul de Ty avec U'interpolation d’aréte. En effet, les calculs successifs de Hy et T avec
une interpolation d’aréte et leur utilisation avec une interpolation nodale (pour ¢) peuvent
engendrer des imprécisions de calcul. Pour remédier a ce probléme, nous avons développé
une nouvelle formulation en potentiel scalaire magnétique réduit avec un calcul de Ty aux
neeuds.
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CHAPITRE 2. UNE NOUVELLE FORMULATION To¢

2.3  Une nouvelle formulation avec le calcul d’un T nodal

2.3.1 Le Ty nodal

L’idée du calcul d’'un nouveau T( nodal vient des trés bons résultats obtenus en ma-
gnétostatique avec les formulations en potentiel scalaire magnétique réduit par rapport
aux champs dus aux bobines (Hp) et en potentiel scalaire magnétique total. En magné-
tostatique, pour réaliser le couplage entre les régions en potentiel scalaire réduit et en
potentiel scalaire total, on utilise un incrément, appelé incrément "réduit-total" et noté
d¢, sur les surfaces communes aux deux potentiels. Cet incrément réduit-total est calculé
de sorte & respecter les conditions de passage entre les différents milieux (Cf Chapitre
1.5.1), c’est-a-dire :

(Hp, —Hq,) xn=0 (2.3.1)

Potentiel réduit (€g)/ ™

o

Fia. 2.20: Conditions de passage entre {2, en potentiel total et Qo en potentiel réduit

En utilisant les formulations en potentiel réduit et en potentiel total, les champs
s’écrivent :

Hq, = —grad(¢) dans Q; (2.3.2)
Hq, = Hy — grad(¢,) dans Qo (2.3.3)

Pour respecter la condition de passage (2.3.1), on calcule 'incrément réduit-total d¢
par la méthode des éléments finis, tel que :

(Hp — grad(d¢)) x n =0sur 'y = 21 NQ (2.3.4)

Pour assurer I'unicité de d¢, on impose sa valeur sur un noeud de l'interface I'g;. Ce
calcul est fait en prérésolution (c’est-a-dire avant la résolution principale) et on stocke la
valeur de d¢ aux nceuds du maillage pour pouvoir 'utiliser pendant la résolution principale.

Il y a deux méthodes possibles pour prendre en compte cet incrément dans la résolution
principale. ‘
1. La premiére est une modification de I’expression du champ dans l'air (Fig. 2.21). On
pose :
Hg, = (Hy — grad(0¢)) — grad(¢r) (2.3.5)

grad(d¢) est nul dans tout le domaine g sauf dans la premiére couche d’éléments
touchant I'g;. Avec cette modification on a ¢ = ¢, sur I'py.
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2.3. UNE NOUVELLE FORMULATION AVEC LE CALCUL D’UN To NODAL

2. La deuxiéme est une combinaison linéaire (Fig. 2.22) entre les deux potentiels. On
pose :

¢)r = (Zs + (S(ﬁ sur I'py (236)

Cette combinaison linéaire sera prise en compte au moment de la résolution princi-
pale par élimination des lignes et des colonnes correspondant aux degrés de liberté
contraints [Luong, 1997].

Loy
0 A Q &
Or
¢
N ¢ AN
09
O N\ ) 0 N ;
A A
Rm—
gradg ~ |erader | grad ¢ . grad &,
0 1 > >
! grad ¢, + grad ¢
I, ]
1
_______ )
grad 0¢
Elément 1 Elément 2 Elément 3 fi)lément 1 'Ij]lément 2' ﬁ)lément'
Fi1g. 2.21: Prise en compte de d¢ avec modifica- F1G. 2.22: Prise en compte de d¢ avec une com-
tion de 'expression du champ. binaison linéaire.

Ainsi, quelque soit la méthode utilisée, sur I'interface réduit-total (I'g1) :

(Hq, —Hgq,) x n = (Hy — grad(¢ + 6¢) + grad(¢)) x n (2.3.7)
=0 grace a I’équation (2.3.4) (2.3.‘8)

Pour calculer §¢ il faut connaitre Hy. Quand on connait le courant dans les bobines,
le calcul de Hy est trés simple, soit par la formule de Biot et Savart, soit par la résolution
éléments finis du systéme d’équations (2.3.9) dans tout le domaine d’étude.

rot Hy = j dans tout le domaine (2.3.9)
+ Prise en compte des conditions aux limites naturelles e

Dans cette résolution, un petit probléme se pose pour I'unicité de Hy (voir chapitre
1.4.1) car nous utilisons une interpolation nodale. Pour le résoudre, comme nous l’avons
déja vu, nous imposons une condition supplémentaire (Jauge de Coulomb), qui dans ce
cas ne nous pénalise pas (Cf. paragraphe 2.2.1) car le calcul est fait sur tout le domaine
éléments finis.
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CHAPITRE 2. UNE NOUVELLE FORMULATION Tg¢

Ainsi, nous pouvons, soit définir un nouveau To nodal en posant To = Ho — grad(d¢)
pour prendre en compte l'incrément réduit-total en résolution principale, soit faire une
combinaison linéaire pour prendre en compte d¢. Nous allons voir, dans le paragraphe
suivant, comment intégrer Hy et d¢ dans le cadre d’un couplage circuit.

2.3.2 Le couplage circuit

I's
/ QBobine k \\\)
b Js = Ijok : E . Uk
. : Bobine k o
: rcuit
: R Electrique
r :
~ 101 :
QO [k:
2 /

F1a. 2.23: Probléme simplifié avec couplage circuit

Dans le cas du couplage circuit, le courant I dans les bobines est une inconnue du
systéme. Nous devons donc calculer un To par bobine de facon a prendre en compte la
relation entre le courant et la tension décrite dans le paragraphe 1.5.1. Comme Ty =
H, — grad(d¢), il suffit de calculer hoy et d¢y tels que hog est le champ créé par la bobine k
alimentée par un ampére ou par une densité de courant pour un courant total de un Ampére
(jok) et 0k Vincrément réduit-total pour ce champ hgx. Regardons maintenant comment
prendre en compte ce nouveau tox dans une formulation en potentiel scalaire magnétique
couplée avec les équations de circuit. Une fois de plus, deux possibilités s’offrent & nous.
La premiére est d’utiliser la technique de la combinaison linéaire vue précédemment. Dans
ce cas, les champs et la relation courant-tension s’écrivent de la maniére suivante :

(H = —grad(¢) dans
H= Z (Imhom) — grad(¢r) dans Qg
m

br=0¢+ ZIm5¢m sur I'oy
- (2.3.10)

Ry Iy, + / (hox — grad(dgy)) - % [MO <Z I (hom) — grad(@))} ds

Qo m

+ % (or — Y1) =0

\

Ou Ry, est la résistance de la bobine k.
La deuxiéme solution est de prendre en compte directement d¢ dans l’expression du
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2.3. UNE NOUVELLE FORMULATION AVEC LE CALCUL D’UN To NODAL

champ dans g. Les champs et la relation courant tension s’écrivent alors :
(H = — grad(¢) dans €3
H= Z Im (hOm - grad(5¢m)) - grad(¢r) dans Q0

m

A

Ry + / (ho — grad(d¢x)) - % {Mo (Z I (hom — grad(0¢m)) — grad(¢r))] ds?

Qo

+ % (Yok —Y1x) =0
(2.3.11)

Le choix de la méthode n’influence pas la symétrie de la formulation car la matrice
engendrée avec la combinaison linéaire et celle engendrée avec intégration directe sont les
mémes. Dans le cadre de la programmation de cette formulation dans FLUX3D, nous avons
choisi la deuxiéme méthode car cette expression nous sera utile pour la suite de notre tra-
vail, en particulier pour la prise en compte des régions non simplement connexes traitées
en potentiel total.

Regardons maintenant les résultats que nous obtenons avec cette formulation sur le
capteur de courant de Schneider Electric dans le cas défavorable ou les bobines du capteur
de courant hybride touchent le circuit magnétique du capteur d’alimentation.

2.3.3 Reésultats des simulations avec la nouvelle formulation Ty¢

L’utilisation d’un Ty nodal nous permet de nous affranchir de la restriction sur l’ordre
des éléments utilisés. Nous avons donc pu faire des résolutions & la fois avec des éléments
du premier ordre et du second ordre. Nous présentons dans ce paragraphe uniquement
les résultats obtenus dans le cas défavorable ou les bobines du capteur hybride touchent
le circuit magnétique du capteur d’alimentation, car dans ’autre cas, les résultats sont
identiques avec les deux formulations.

Avec la nouvelle formulation, les formes de courant dans les bobines du capteur de
courant sont satisfaisantes (Fig. 2.24), ainsi que la tension dans le condensateur C; (Fig.
2.25). La différence majeure entre les résultats au premier et au second ordre réside dans le
temps de calcul. En effet, 'utilisation d’éléments du premier ordre pour cette simulation,
ne dégrade pas les résultats électriques et divise le temps de calcul par quatre (Tab. 2.1).
La différence entre les temps de résolution pour le T d’aréte et le Ty nodal au second
ordre vient des résolutions successives de systémes linéaires qui prennent un peu plus de
temps avec les éléments d’aréte.

[ Méthode [ Degrés de liberté | Temps de calcul (CPU) |
Ty d’aréte 23674 2h 11 min 07s
Ty nodal (1¢” ordre) 2776 32 min 08s
Ty nodal (2¢™€ ordre) 23674 1h 53 min 14s

TaB. 2.1: Temps de calcul pour une période avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de RAM.

Cette nouvelle formulation permet donc d’améliorer les résultats sur les variables de
courant. Cette amélioration est due & plusieurs facteurs. D’une part, un meilleur calcul de
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| | | | 1 T I
Mesures

Nouvelle formulation T¢ (1¢" ordre) -----
Nouvelle formulation Tg¢ (2°€ ordre) ------

4220

P
4
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] S| | | ] ~ |

0

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
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Fig. 2.24: Tensions aux bornes des bobines du capteur de courant hybride pour le cas 2.

0.15 I | | | T | T
Mesures
Nouvelle formulation To¢ (1°" ordre) -----
0.1 Nouvelle formulation To¢ (2°™¢ ordre) ------ _
= 005
o
2
& 0
-0.05
\ 7 Ny
-0.1 ] | D i L ] ] Bt ol
0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 003 0.035
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Fic. 2.25: Tensions aux bornes du condensateur C1 pour le cas 2.

60



2.3. UNE NOUVELLE FORMULATION AVEC LE CALCUL D'UN Ty NODAL

Ty, et une homogénéité dans le type d’interpolation (interpolation nodale pour le Ty et
¢). Comme nous l’avons signalé dans la partie 2.2.3, une des principales difficultés de cette
modélisation est la description géométrique et le maillage des entrefers. Pour remédier a ce
probléme, nous allons montrer comment prendre en compte des entrefers surfaciques avec
la nouvelle formulation.

2.3.4 . Prise en compte des entrefers surfaciques

Dans les dispositifs électromagnétiques, on trouve souvent des régions d’air ou ferro-
magnétiques minces. Le probléme pour modéliser de telles régions en trois dimensions est
la difficulté de les décrire et de les mailler en temps que volume. C’est pour cela que de
nombreuses recherches ont été effectuées pour modéliser ces régions par des surfaces avec
le potentiel vecteur magnétique [Nakata et al., 1990] ou avec le potentiel scalaire magné-
tique [Brunotte, 1991] [Guérin, 1994]. Pour notre travail, nous nous sommes interessés aux
régions minces d’air (entrefer) [Le Floch et al., 2002].

Les éléments surfaciques a saut de potentiel

Le champ magnétique dans un entrefer de faible épaisseur est presque normal au plan
principal de ce dernier (Fig. 2.26) ce qui implique un saut du potentiel scalaire magnétique
dont il dérive.

} S H=T, b1 ; b2 (2.3.12)

H =T, — grad(¢)
H normal dans I'épaisseur de ’élément considéré

T
¢13 ¢23

F1c. 2.26: Champ magnétique dans un entrefer de faible épaisseur.

Ceci justifie pleinement V'utilisation d’éléments surfaciques spéciaux (appelés éléments
a saut de potentiel [Guérin, 1994] ) pour modéliser de tels entrefers. Ces éléments sont sur-
faciques avec des nceuds doubles et une épaisseur. Chaque couple de noeuds a les mémes
coordonnées et I’élément sera considéré, en résolution, comme un élément volumique pris-
matique d’épaisseur e (Fig. 2.27).

L'originalité de cette méhode par rapport & [Guérin, 1994] est que le potentiel utilisé
dans entrefer est le potentiel réduit par rapport & T, ce qui permet de rendre le domaine
de Ty simplement connexe. Actuellement, cette technique est applicable uniquement avec
une interpolation nodale de Ty. La limitation pour 'utilisation de ces entrefers surfaciques
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Systéme de Coordonnées Elément surfacique
de I’élément p

§ !
J ¢3h

b1 3
Ps

4

b2
o ¢s

FiG. 2.27: Element surfacique & saut de potentiel.

est le rapport entre la longueur du dispositif et 1'épaisseur de l’entrefer. Ce rapport doit
étre compris entre 1072 et 107 pour éviter un mauvais conditionnement de la matrice.

Simulation et résultats

Regardons maintenant les résultats obtenus sur le capteur de courant avec un entrefer
surfacique pour modéliser Uentrefer de soudure. Nous gardons un volume pour I’entrefer
de la branche du milieu car il est & la limite du rapport autorisé (1.8 x 1072). D’autre
part, pour des raisons purement informatiques, nous devons, pour utiliser un entrefer sur-
facique, modéliser la géométrie compléte. En effet, en simulant la moitié¢ de la géométrie,
I’élément surfacique & saut de potentiel se trouverait sur une face de symétrie, ce qui n’est
pas développé. Nous présentons uniquement les résultats au premier ordre car les résultats

au second ordre sont similaires.

T T T I T T |
Mesures

1= Nouvelle formulation avec entrefer surfacique (1°" ordre) ----- T
Nouvelle formulation avec entrefer volumique

“3 AT
G~V 1T
w

1¢" ordre) ------

Tension (V)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)
FiG. 2.28: Tensions aux bornes des bobines du capteur de courant hybride pour le cas 2.

Sur les courbes 2.28 et 2.29, on voit que les résultats avec un entrefer surfacique et un
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0.15 T T T T T T T
) ) Mesures
Nouvelle formulation avec entrefer surfacique (1¢" ordre) -----
01k Nouvelle formulation avec entrefer volumique (1" ordre) ------ |

TR

g 0.05
o
S
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S S \\\ v
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F1a. 2.29: Tensions aux bornes du condensateur C1 pour le cas 2.

entrefer volumique sont les mémes. La table 2.2 nous permet de voir qu’en plus de résultats
similaires, il y a un gain de temps et de place mémoire.

[ Méthode || Degrés de liberté | Temps de calcul (CPU) |
Entrefer surfacique (1" ordre) 5848 53 min 07s
Entrefer volumique (1¢" ordre) 7029 1h 13 min 53s

TaAB. 2.2: Temps de calcul pour une période avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de RAM.

Par contre, ce qu’on ne voit pas dans ce tableau, est le temps de construction de
la géomeétrie et du maillage, qui est nettement amélioré avec la méthode de 'entrefer
surfacique.

2.3.5 Prise en compte du mouvement

Dans FLUX3D, le mouvement est pris en compte par connexion surfacique de type
interpolation nodale entre les maillages volumiques des parties en mouvement les unes par
rapport aux autres [Perrin-Bit and Coulomb, 1995] [Perrin-Bit, 1992]. La zone de connexion
de ces maillages est surfacique. Le maillage volumique initial qui a été obtenu en une fois
est dédoublé au début de la résolution, au niveau des zones de connexion. Pour chaque
neeud de Pinterface de couplage du coté mobile, on détecte I’élément surfacique du maillage
fixe qui est en face du nceud et la position de ce nceud dans cet élément (Fig. 2.30). En
utilisant les fonctions de forme de 1’élément surfacique trouvé, ’expression de la variable
nodale ¢; sur le nceud j du co6té mobile s’écrit :

N
b= wigy (2.3.13)
=1

ot N est le nombre de nceuds de 1’élément surfacique trouvé.
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Maillage fixe

Maillage mobile
Interface

F1e. 2.30: Schéma de connexion par interpolation nodale entre un maillage fixe et un maillage mobile.

w; sont les fonctions d’interpolation nodale de ’élément surfacique trouvé.
#; sont les valeurs nodales de la variable d’état de ’élément surfacique fixe.

Chaque variable nodale ¢; sur chaque noeud du coté mobile va étre substituée dans le sys-
téme matriciel par la combinaison linéaire ci-dessus. Dans le cas qui nous intéresse, nous
calculerons le Ty (qu’il soit nodal ou d’aréte) uniquement dans la partie fixe ou mobile
(suivant ot se trouvent les bobines) en imposant, en plus, sur I'interface entre le maillage
fixe et mobile, Tgxn = 0. Cela implique dans le cadre du T nodal, le calcul de I'incrément
8¢ sur la surface de connexion. Dans le cas ou il y a des bobines dans la partie fixe et dans
la partie mobile, on calcule un incrément sur l'interface de connexion pour chaque bobine

du coté ou elles se situent (Fig. 2.31).

Maillage fixe
Maillage mobile  ;
Interface

FIG. 2.31: Schéma de connexion pour la prise en compte de I'incrément réduit-total §¢.

La prise en compte de l'incrément sur l'interface de connexion peut se faire, soit
par combinaison linéaire, soit par la modification de I'expression du champ (Cf. para-
graphe 2.3.2).

1. Combinaison linéaire.

Dans ce cas, on fait d’abord un couplage réduit-total de chaque coté de l'interface :
¢' = ¢¢ — 4% du coté de la bobine 1
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¢’ = ¢l — ¢, du coté de la bobine 2

et ensuite on applique la formule de I'interpolation nodale (2.3.13) sur les variables
nodales du potentiel total.

Remarque : On pourrait appliquer directement la formule :
. 3 N . .
¢l — 0 = > wi (¢ — 6¢%) (2.3.14)
i=1

2. Modification de ’expression du champ.
Dans ce cas, ’expression du champ n’est pas la méme suivant qu’on est dans la région
mobile ou dans la région fixe.

Hyize = hoy — grad 6¢1 — grad ¢, du coté de la bobine 1

H,05i1e = hoo — grad d¢pa — grad ¢, du codté de la bobine 2

Ainsi, on a le méme potentiel de chaque c6té et on a uniquement a appliquer la
formule de l'interpolation nodale (2.3.13) avec le potentiel ¢,.

Pour valider notre formulation, nous avons d’abord choisi un cas simple. Il s’agit d’une
dynamo. On impose une vitesse constante au rotor (1500 ¢r/min), et on mesure la fém
induite au niveau des enroulements statoriques. Quatre aimants sont collés au rotor de la
machine, et la fém est induite dans quatre bobines (Fig. 2.32).

Bobines Aimants

Bobines Aimants

Fic. 2.32: Géomeétrie et maillage de la dynamo.

Nous avons fait des simulations avec le Ty nodal et d’aréte au second ordre et, en ex-
ploitation, nous regardons, d’une part le couple (Fig. 2.33) et d’autre part la tension dans
une des bobines. (Fig. 2.34). Les résultats que nous obtenons sont similaires avec les deux
formulations. Nous allons maintenant résoudre un probléme plus compliqué.

Il s’agit d’un petit moteur & courant continu, utilisé pour la commande électrique des
rétroviseurs, & une paire de pdles au stator réalisés a l'aide d’aimants ferrite (Fig. 2.1).
Le rotor comporte trois poles autour desquels sont montées trois bobines en triangle. Le
collecteur comprend deux balais et trois lames. La figure (2.35) donne les dimensions du
moteur, la figure (2.36) présente la géométrie décrite dans FLUX3D et son circuit d’ali-
mentation.
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Couple (N.m)

I
A & Tgf aréte
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F1G. 2.33: Couple du rotor (Newton métre).
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F1G. 2.34: Tension dans une bobine du stator (Volt).
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20.0
12,0
2.0

R7,5 —1

R6¢.5—1

b7

R7,o—//\@
Rs,s—/
R10,0

Vue de dessus Section A-A

F1G. 2.35: Dimensions du moteur de rétroviseur (millimétre).

Le circuit d’alimentation utilisé est une source de tension qui alimente le moteur. Le col-
lecteur est décrit par six composants balai-lame qui décrivent chacun les connexions entre
un balai et une lame qui sont des résistances variables en fonction de la position angulaire.
Pour plus de détails sur ce moteur, on peut consulter les références [Meneroud, 2000] et
[Parviainen and Lombard, 2002].

of B
l j SUSSSS | L —
IU& Y’\TB:L—'—:\I
pmats]

R1 = R = R3 = 1120

Fi1g. 2.36: Ecorché et circuit électrique du moteur de rétroviseur.

Nous avons effectué un calcul complet non linéaire 3D & vitesse constante (8000 tr/min)
avec le circuit d’alimentation.

Malgré tous nos efforts de modélisation, nous voyons sur la figure 2.37 qu’il y a une
différence entre les mesures et les simulations. Les formes de courant sont similaires, mais
il existe un décalage au niveau des valeurs qui est dii & des approximations au niveau des
matériaux, notamment pour la définition des aimants que nous considérons cylindriques
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F1G. 2.37: Courant (A) dans la resistance Ry.
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Fic. 2.38: Couple du rotor (N.m).
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2.4. CONCLUSION

avec une aimantation de 0.14 Tesla dans le plan (X,0,Y). Les mesures de l'induction de
Paimant ont montré que ce modéle n’était pas exact par rapport & la réalité. De plus, nous
voyons qu'il y a une légére différence entre les simulations avec le T nodal et le T, d’aréte.
Actuellement, nous ne sommes pas capables de dire quels résultats sont les meilleurs. 11
nous reste encore un gros travail de validation & faire pour cette nouvelle formulation
avec des objets en mouvement. Cependant, une comparaison de l'induction magnétique au
temps 1.5 x 10™3 seconde montre une bonne répartition de l'induction quelle que soit la
méthode (Fig. 2.39 et 2.40 ).

F1G. 2.39: Module et vecteurs de I'induction magnétique (Tesla) avec la formulation Ty d’aréte au temps
1.5 x 1072 seconde.

F1G. 2.40: Module et vecteurs de I'induction magnétique (Tesla) avec la formulation Ty nodale au temps
1.5 x 1072 seconde.

2.4 Conclusion

Le but de ce chapitre était la définition d’un Ty permettant le couplage entre les régions
magnétiques traitées en potentiel scalaire et les circuits électriques. Aprés avoir passé en
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revue différentes méthodes et indiqué celle qui nous paraissait la plus efficace (Tg calculé
par résolution d’un systéme linéaire avec une interpolation d’aréte), nous avons choisi de
développer un nouveau calcul de Ty avec une interpolation nodale. Comme nous ’avons
vu, ce nouveau calcul permet, d’une part, une meilleure précision des résultats et, d’autre

part, la prise en compte d’entrefers surfaciques et du mouvement (Tab. 2.3).

Ty aréte
(calcul direct)

Ty nodal

H, — grad(d¢)

Tp (calcul direct)

Avantages

- pas de probléme de
calcul avec les angles
rentrants

- Calcul dans un do-
maine réduit

- prise en compte du
mouvement

- pas de probléme de
calcul avec les angles
rentrants

- prise en compte des
entrefers surfaciques.
- rédution des temps
de calcul

- prise en compte du
mouvement

-bonne précision des
résultats

- Calcul dans un do-
maine réduit

Inconvénients

- pas prise en compte
des entrefers surfa-
ciques.

- imprécisions de cer-
tains résultats

- Calcul de Hy dans
tout le domaine EF

- probléme de calcul
avec les angles ren-
trants

En potentiel scalaire, il reste encore le probléme de connexité. Nous allons voir, dans
le chapitre suivant, comment il est possible, grace & ce nouveau Ty, de lever ce probléeme.

TaAB. 2.3: Bilan pour le calcul de Ty.
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3.1 Introduction

Comme nous ’avons vu dans la partie 1.7, la formulation Tg¢ n’est pas utilisable
telle quelle en présence de régions ferromagnétiques non simplement connexes traitées en
potentiel scalaire magnétique total. Pour rappel, si on utilise la nouvelle formulation dans
le cadre de la figure 3.1, on a :

Dans le circuit magnétique (1) :
H=—grad¢ (3.1.1)

Dans l'air (o) :
H =1 (hy —grad d¢) — grad ¢ (3.1.2)

Le théoréme d’Ampére nous dit que pour tout chemin fermé C, I'intégrale du champ
H sur ce chemin est égale au courant total qui traverse une surface de contour C. Si on
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Fi1G. 3.1: Circuit magnétique non simplement connexe entouré d’une bobine.

applique le théoréme d’Ampeére sur le chemin fermé C; on doit avoir :

/H-dl —1 (3.1.3)
Cy

Mais, avec la définition des champs ci-dessus, on a :

/H-dl:—/gradqs-dl:o (3.1.4)

C1 Cl

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre le probléme de connexité. La premiére, trés
intuitive et simple a mettre en ceuvre, est de couper le circuit magnétique par une couche
d’éléments en potentiel réduit (en gardant les mémes matériaux). Cette technique pose
le probléme de 'imprécision de la formulation en potentiel scalaire dans les régions de
forte perméabilité. La deuxiéme solution est de mettre un entrefer surfacique d’épaisseur
assez faible pour que sa réluctance soit négligeable devant celle du circuit magnétique.
L’inconvénient de cette solution est la limitation qui existe pour 1’épaisseur des entre-
fers surfaciques (Cf. Chapitre 2.3.4). Enfin, la derniére possibilité est l'utilisation d’une
coupure pour créer une discontinuité du potentiel scalaire magnétique dans le circuit ma-
gnétique, égale aux courants qui ’entourent [Luong et al., 1997] [Luong, 1997]. C’est cette
derniére solution que nous avons adoptée et que nous allons expliquer dans ce chapitre
[Le Floch et al., 2002].

3.2 Calcul de T\ avec une coupure

Pour modéliser la coupure, nous allons utiliser des éléments & saut de potentiel (appelés
éléments coque [Guérin, 1994]) sans épaisseur [Luong, 1997]. Ces éléments sont surfaciques
avec des couples de nceuds qui ont les mémes coordonnées (Fig. 3.2). Le but de cette coupure
est de faire sauter le potentiel total de fagon a ce que le théoréme d’Ampére soit vérifié.
Pour cela, le saut doit étre égal au courant dans la bobine.

/H-dl = —/gradgb-d1:¢ih-—¢ib
Cl Cl
= T (3.2.1)
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Systéme de Coordonnées Elément surfacique

Qo _ de I’élément z

F1G. 3.2: Coupure et élément surfacique & saut de potentiel.

Pour créer ce saut de potentiel, nous utilisons l'incrément réduit-total. Si on se place
dans le cadre d’un courant total imposé I dans la. bobine, on calcule l'incrément réduit-
total, en prérésolution, de la facon suivante :

(Hp —gradd¢) xn =0sur I'c = Q: N Q (3.2.2)
din, — dip = Cste sur la coupure (3.2.3)

Ou Hy est le champ créé par la bobine pour le courant I et Cste une constante.

La constante Cste est calculée automatiquement pendant la résolution du systéme
(3.2.2), en vertu du théoréme d’Ampére. En effet, si on prend un chemin fermé dans 2y,
par exemple C; sur la figure 3.2, on a :

/((Ho —gradd¢) xn)-dl=0
C1

Et
/(Hoxn)-dl-—:I
(&5
/(grad d¢ x n) -dl = Cste

(651

On a donc, forcément, Cste = I.
Ensuite, en résolution principale, on résout

— Dans le circuit magnétique ; : H = —grad ¢

— Dans lair Qy : H = Ty — grad ¢ avec Ty = Hy — grad d¢

— Sur la coupure I'¢, on crée la combinaison linéaire : ¢;, — ¢ = ddhin — Iy
Remarque : On pourrait se demander pourquoi calculer une constante pour le saut de
d¢ , alors que l'on sait qu’elle est égale aux courants qui entourent le circuit magnétique.

C’est en fait pour simplifier 'algorithme de calculs de l'incrément réduit-total. En effet, si
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une bobine n’entoure pas le circuit magnétique, il n’est pas nécessaire de faire un saut de
potentiel. Si on impose directement le saut de d¢ égal aux courants entourant le circuit
magnétique, il faudrait détecter les bobines qui 'entourent effectivement alors qu’avec la
résolution proposée pour ¢, cette détection est faite automatiquement.

Dans le cas d’un couplage circuit, le calcul des to, pour chaque bobine se fait de la
méme facon. La seule différence est qu’il est fait pour un courant d’un ampére car I devient
une inconnue du systéme. Le probléme a régler maintenant est la prise en compte de cette
coupure, donc des tog, dans la relation entre le courant et la tension.

3.3 Une nouvelle relation courant-tension

Jusqu’a maintenant, nous avons toujours intégré 'incrément réduit-total avec I’expres-
sion du champ de 'air (). Comme d¢ est calculé sur l'interface, on pourrait trés bien
'intégrer dans I'expression du champ du potentiel total (£2;). Cette discussion sera l'objet
de ce paragraphe, notamment pour le calcul du flux.

3.3.1 Intégration de J¢ dans 2

Si nous intégrons d¢ avec ’expression du champ dans €y, il s’écrit :
— Dans le circuit magnétique €2 :

H = -—grad¢
B = uH

— Dans 'air Q :
H = ZIktOk —grad ¢ avec tox = hox — grad 6oy
m
B = /,I,()H

— Sur la coupure :
bit — biv = > _ I (Mﬁ: - 59"5&)
m

Avec une coupure, la relation courant-tension change. En fait, le changement vient du
flux dans la bobine qui n’est plus le méme. Regardons ce qu’il advient du calcul du flux
si on se place dans le cadre de la figure (3.3) et que I’épaisseur ¢ de 'entrefer tend vers
zéro. Sur cette figure, on notera Qg le volume d’air, Q. le volume de ’entrefer (il est inclu
dans le volume d’air), € le volume du circuit magnétique et Q5 = €9 N ¢ le volume d’air
sans I’entrefer. On remarque que la limite de Q5 quand e tend vers zéro est §29. De plus
on définit ny la normale de la face 'y, na la normale de la face I's. L’expression du flux
®,. de la bobine k est (avec ¢ différent de zéro) :

(I)k = /(hOk: - grad (5(f)k) - BdQ

Qo
= /(hOk — grad 0¢y) - BAQ + / (hox — grad d¢y) - BdQ
Q; Q.
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Qo

n;

Uk

F1G. 3.3: Circuit magnétique avec un entrefer.

Regardons la limite du second terme quand ¢ tend vers zéro. La limite de la premiére
partie de ce terme est claire :

/hOk - BdQ2 — 0, car hg est continue.
e—0
Qe

Pour calculer la limite de la deuxiéme partie de la seconde intégrale, nous avons besoin de
la transformer en utilisant le théoréme de la divergence (Cf. A.3.3) :

/gradéqﬁk -BdQ = / 0¢r B-ndl' car divB =0
Qe 89
On en déduit immédiatement que :

lim/égbk B -ndl’ = lim / dpr B -ndl
e—0 e—0
0N Tul2

= lim /5(/)kB-n1dI’—/(5¢kB-n1dF
e—0
1 I

Grace au calcul de §¢ en prérésolution on a :
: k k
Lim(d¢p, —d¢yr,) =1

Donc :

/(hgk —grad d¢) - BdQ2 — /B -ndl

e—0

Qe Te

Ces derniers calculs nous permettent d’une part d’exprimer le flux dans la bobine &k en

fonction des variables d’état et d’autre part d’expliciter la relation entre le courant et la
tension pour cette bobine quand 2 —>O Qp.
e

(I)k:/tOk-B dQ + /BndF (3.3.1)
Qo I:‘c
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0B 0B
= R 1, tor - — dQ —_ 3.
Up = Rl —I—/ 0k o dQ + o ndll (3 3.2)
Qo Te

Pour voir les conséquences d'une telle expression sur le systéme linéaire & résoudre,
nous allons expliciter la forme discrétisée de cette formulation avec la coupure en régime

magnétoharmonique.
( ] n
/grad w; - 41 gradijgbj dQ2 =0
o 7=1
bit — Gip = Z I (MZ - 5¢fb) sur ',
n
— /gradwi s ZIktOk — gradijqu dQ2=20
QO k ]:1
Vi=1--'n 8 n 23
Vk — 1...m< Ry Iy +/t0k "5 [P0 Z(IktOk) — grad ij¢j o (3-3-3)
o k -~ \y=1
8 n
| & w1 grad Zw]d)j -ndl
Te j=1
2 (= i) = 0
g W2k k) =
I,=0
\—Ix =0

En utilisant le fait que nous nous placons dans le cadre magnétoharmonique (% = jw*)

et la linéarité des opérateurs " [" et ">_", nous obtenons le systéme linéaire suivant :

A0 O 0 0 0 ) 0
0 B 0 c 0 0 (Te) 0
(0)
00 D E 0 0 ORI (3.5.4)
0 F —jwE G —jwH jwH I 0
o0 0 H 0 0 o, 0
00 0 -H 0 0 Wy 0
Avec :
¢n(1)+]_yt
$1 ¢n<1>+1,b ¢n(1)+2n<rc>+1
o) = PTe) = : d0 = :
Pnv) Pn 1) 4n(re) 4 : én
Pr) 4nTe) p
I Wiy Wa1
Im \I’lm \IJQm
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O n(Y) est le nombre de nceuds dans €; sans la coupure I, 2n(Te) est le nombre de nceuds
de la coupure I';, n est le nombre de nceuds total et m le nombre de bobines.

Et :
Aij = /gradwi - py grad w; dQ2
o '
Baoin =% By i) = —0ij-1)
Bip)ie) = O(i-1); Bipyp) = —0ij

Cix = 695, — 0%
D;; = /grad wj - po grad w; df2

Qo
Ey = — /gra.d w; - potox dQ2
Qo
Fy, = —jw/n - p1 grad wy dI’
I
Gix = o Ry, +jw/t01 - potox d2
Qo
Hy, = 0y

L’inconvénient de cette méthode est que le systéme linéaire (3.3.4) & résoudre est non
symétrique. Nous allons voir maintenant la seconde méthode pour prendre en compte la
coupure. Nous proposons, au lieu d’intégrer §¢ dans Qy et d’avoir un nouveau terme dans
la relation courant-tension, d’intégrer d¢ dans ;.

3.3.2 Intégration de d¢ dans {2

Si on intégre d¢ dans 1, les champs s’écrivent :

- Dans le circuit magnétique (£2) :
H = - ZI’“ grad d¢ — grad ¢
m
B = uH
— Dans 'air (Qy) :
H = Z Iiho, — grad ¢
m
B = pH

Dans ce cas, nous n’avons pas besoin d’imposer le saut du potentiel sur la coupure par
une combinaison linéaire car il est pris en compte directement avec ’expression du champ
dans ;. Comme nous 'avons fait dans la partie précédente, nous allons calculer le flux
@, quand € tend vers zéro dans la figure 3.3. D’abord, nous allons changer un petit peu
I’expression du flux. Quand ¢ est différent de zéro, le flux s’écrit :

(I)k = /h()k -BdQ — /gra,d 6¢k - BdQ
Qo QO
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En utilisant le théoréme de la divergence et le fait que divB = 0, nous trouvons que :

——/grad&/}k-BdQ = —/5¢k div BdQ + / S (B.n(0)> dr
Qo Qo 800
oit n(¥ est 1a normal & 99

- / 5o (B-n(0)> dr

Qo
car divB = 0 dans g

=_/5¢k (B-n<1>) dr

o0
car 0¢r # 0 uniquement sur ¢ N Q; = 0y
et n) = —n(® est la normal & 9
- / ¢y, divBdQ — / i (B : n(1)> dr
QI an

car divB = 0 dans 4
= /gradéqbk - BdQ2

951
(3.3.5)

Par cette transformation, nous obtenons une nouvelle expression du flux dans la bobine & :

o), = / h0k~BdQ+/grad5¢>k-BdQ (3.3.6)
QfUQE Q :

Avec ce flux, la limite quand e tend vers zéro est tres simple :

lim [ ho-BdQ = / hyy, - BAQ
e—0
QfUQg limﬂf:QO

e—=0

lir%/grad(?d)k -BdQ = /gradé(bk - BdQ2
e—
Ql Ql

Finalement, avec le flux précédent (équation (3.3.6)), nous n’avons pas & rajouter de
terme supplémentaire en présence de coupure pour avoir le bon flux. Le terme surfacique
de la relation (3.3.2) est inclus dans le second terme de I’équation (3.3.6). Enfin, la relation
courant-tension s’écrit :

) 0B
Ur = Rl + /hok . —%—]? dQ + / grad d¢y - —da—t— dQ (3.3.7)

Qo Q1

Pour voir les conséquences d’'une telle expression sur le systéme linéaire a résoudre,
nous allons expliciter la forme discrétisée de cette formulation avec la coupure en régime
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magnétoharmonique.

/gra,d w; - 1 Zlk grad 6y + gradZw]qSJ dQ =0
(o j=1
/gra,dwZ 140 ZIkhOk — gradZw]d)]) d2=0
Q0 J=1
0
Vi=1---n kak+/h0k g |: <Z (Ixhok) — grad (Zw]qu))}
VE=1---m Qo k 7=1
a n
/grad 0y - l:,ul (Z (I grad 6y ) — grad (Z quﬁj) a2
o k 7j=1
2 (o — i) = 0
57 \V2k k) =
I, =0
| I, =0

(3.3.8)

En utilisant le fait que nous nous plagons dans le cadre magnétoharmonique (‘g’; = ]w*)

et la linéarité des opérateurs " [" et "} ", nous obtenons le systéme linéaire suivant :

A 0 B 0 0 o) 0
0 C D 0 0 0 0
—jwB —jwD FE —jwF jwF I |=1]0 (3.3.9)
0 0 F 0 0 Wy 0
0 0 —F 0 0 o 0
Avec :
i G 41 L
¢(1) = ¢(O) = : I =
bn) bn I,
\I/n l]?21
U = Wy = :
‘Illm ‘I]2m

Ou nY est le nombre de noeuds dans €21, n est le nombre de nceuds total et m le nombre
de bobines.
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CONNEXES :

Et :

Aij = — / grad w; - pq grad w; df2
Q

B = — /grad wj - 1 grad 6y dS2
1951

T = /grad w; - po grad w; d2

Qo
Dy = ——/gradwi - wohor dQ
Qo
Ejx = 0 By + jw / ho; - pohog d2 + jw/grad d¢y - p1 grad oy dS2
Qo Q1
Fi, = i

De plus, le fait d’intégrer I'incrément réduit-total dans §2; nous permet d’avoir un sys-
téme symétrique & résoudre en multipliant la troisiéme ligne par j/w de (3.3.9).

C’est cette méthode que nous avons retenue pour traiter le probléme de connexité lié
aux bobines filaires couplées avec des circuits électriques entourant un circuit magnétique
fermé. Regardons les résultats de cette nouvelle formulation sur deux exemples.

3.4 Exemples et validations

Le premier exemple que nous allons traiter est un transformateur de courant utilisé sur
les disjoncteurs basse tension de la marque Schneider Electric (Fig. 3.4). Le deuxiéme est
le capteur de courant hybride de Schneider Electric déja étudié dans le chapitre 2.

3.4.1 Un transformateur de courant

Le transformateur étudié est constitué d’un noyau magnétique entouré de deux bobines
secondaires branchées en série. Le noyau magnétique est un circuit fermé et comporte un
entrefer de soudure d’épaisseur trés petite par rapport aux dimensions du transformateur
(50 pm contre 20 mm).-

Pour modéliser ce dispositif, nous allons utiliser trois méthodes différentes.

1. La premiére est I'utilisation d’un entrefer volumique.
2. La deuxiéme est l'utilisation d’un entrefer surfacique.

3. La troisiéme est 1'utilisation de la coupure.
Avec ces trois méthodes nous avons effectué cing simulations.

A : Utilisation de la méthode (1) avec la formulation Ty¢ avec Ty d’aréte au second
ordre et un entrefer volumique de 50 um.

B : Utilisation de la méthode (1) avec la formulation Ty¢ avec Ty nodal au second
ordre et un entrefer volumique de 50 um.
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F1G. 3.4: Transformateur de courant de Schneider Electric.

C : Utilisation de la méthode (2) avec la formulation Ty¢ avec Ty nodal au second
ordre et un entrefer surfacique de 50 pm.

D : Utilisation de la méthode (2) avec la formulation To¢ avec Ty nodal au second
ordre et un entrefer surfacique de réluctance négligeable devant la réluctance du
circuit magnétique.

E : Utilisation de la méthode (3) avec la formulation Ty¢ avec T nodal au second
ordre.

Cette derniére simulation nous servira & valider la formulation couplée circuit présentée
dans ce chapitre. Ces calculs seront comparés avec des mesures fournies par Schneider
Electric.

Description du transformateur de courant dans FLUX3D

La modélisation sous FLUX3D (en transitoire avec équations de circuit) a porté sur
1 éme N A . s . . N
3 du probléme grace aux trois symétries. Les courbes simulées correspondent & une
excitation primaire sinusoidale (Ip = 11 137A et f = 50Hz) et & une charge purement
résistive (Fig. 3.5). Le temps de simulation total (27ms) correspond au régime transitoire

du capteur.

Pour effectuer les cing simulations, nous avons fait deux maillages différents. En effet,
le fait d’utiliser un entrefer volumique (méthode 1) nous oblige & mailler un volume de
faible épaisseur. Pour cela, FLUX3D posséde des outils puissants qui sont, les maillages
avec des hexaédres couplés aux maillages en tétraédre par des pyramides et la possibilité de
deéfinir une transformation pour propager le maillage d’une face. Le maillage de 'entrefer
de notre dispositif est décrit sur la figure (3.6). Avec une coupure ou un entrefer surfacique
nous n’avons plus ces difficultés de maillage (Fig. 3.6)

Pour effectuer la simulation (B), il faut calculer la réluctance de l'entrefer (Ren:) et
du circuit magnétique (Rep,), pour pouvoir définir I'épaisseur de l'entrefer, de sorte que
sa réluctance soit négligeable devant celle du circuit magnétique. Comme nous travaillons
avec des matériaux non linéaires, la réluctance du circuit magnétique varie au cours du
temps. Nous prendrons donc, pour le calcul, la réluctance minimum du circuit magnétique.
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CONNEXES

Iy

: Barre de cuivre
Weule le courant

i

7
uc

27042

R =

1(19

B

2

B

I()Sin wt)

I

F1G. 3.5: Description du transformateur de courant dans FLUX3D.

5 e i e e

FIG. 3.6: Maillage du circuit magnétique et de I'entrefer volumique dans FLUX3D.

84



3.4. EXEMPLES ET VALIDATIONS

FiG. 3.7: Description et maillage du transformateur de courant avec un entrefer surfacique ou une coupure
dans FLUX3D.

Notre but est d’avoir Rens << RT%", c’est-a-dire Rent < 100 x R4

lent
Rent = S
HoOent
min __ lcm
cm T

Bob* % Sem

Ol lent est I’épaisseur moyenne de l'entrefer, Sen: la surface moyenne de l'entrefer, ug la
perméabilité de U'entrefer, [, la longueur moyenne du circuit magnétique, Scm la surface
moyenne du circuit magnétique et p**® la perméabilité relative maximum du circuit ma-
gnétique. u™® est donc la perméabilité relative pour H nul.

De 14, on tire la régle suivante :

: lem S,
Rent < 100 X R & [y < 100 x —onenl.
T cm
Dans notre cas u™%* = 1000, Sem = Sent €t lem = 0.03425 m. Il faut donc que nous ayons

un entrefer d’épaisseur inférieure ou égale & 3.425x 107% m. Nous prendrons lep; = 1075 m.

Résultats

Pour toutes les simulations, les courants obtenus ne sont pas sinusoidaux & cause de
la saturation du matériau magnétique (Fig. 3.8 et 3.9) et les formes d’ondes obtenues
sont les mémes. De plus, les résultats avec un entrefer volumique et un entrefer surfacique
d’épaisseur 50 um sont précis (moins de 5% d’erreur sur toute la durée de la simulation)
en comparaison des mesures. Dans ce type de modélisation, un parameétre trés important
est la précision de la courbe B(H). Plus elle est définie avec rigueur, plus les variations
entre les simulations et les mesures sont faibles.
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CONNEXES

4 I T T T T
Mesures
3 Simulation A ~~---_|
Simulation B ------

5 Simulation C
<
N 1 -
<]
o
35 0
Q
O

1

9k

3 1 1 | 1 1

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Temps (s)

F1c. 3.8: Courant induit dans les bobines de mesure (B1)

De méme, on voit, sur la figure (3.9), que la différence entre les résultats avec un en-
trefer surfacique d’épaisseur 1 um et la simulation avec une coupure est trés faible (moins
de 1% d’erreur sur toute la durée de la simulation).

4 T T T T T
Mesures
3 Simulation D -—+-- _]
Simulation E ------

2
=
- 1
g
5 0 -
(@)
O
-1
-2
-3 ] l I 1 | |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Temps (s)

F1G. 3.9: Courant induit dans les bobines de mesure (B1)

Regardons maintenant les temps de calcul pour chaque méthode (Tab. 3.1).

Les deux simulations avec un entrefer volumique sont & peu prés équivalentes. Le fait
d’utiliser un Ty nodal n’améliore que trés peu les temps de calcul. Par contre, la réduction
du nombre de degrés de liberté apportée par I’ entrefer surfacique et la coupure divise les
temps de calcul par 3. Une différence existe si on utilise un entrefer surfacique de 50 um ou
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[ Méthode | Degrés de liberté | Temps de calcul (CPU) |
Entrefer volumique de 50 um et T d’aréte (A) 9884 1h 23 min 14s
Entrefer volumique de 50 pm et Ty nodal (B) 9884 1h 17 min 32s

Entrefer surfacique de 50 um (C) 6383 26 min 21s
Entrefer surfacique de 1 pm(D) 6383 38 min 14s
Coupure (E) 6383 23 min 47s

TaB. 3.1: Temps de calcul au deuxiéme ordre avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de RAM.

de 1 pm. Elle s’explique par un conditionnement de la matrice moins bon avec un entrefer
de 1 um (Cf. paragraphe 2.3.4). Enfin, nous voyons que pour un probléme équivalent, les
temps de résolution sont meilleurs avec la coupure qu’avec un entrefer de 1 um.

3.4.2 Capteur de courant hybride

L’exemple du capteur de courant traité ici est le méme que celui du chapitre 2. Comme
nous ’avons souligné dans la remarque du paragraphe 2.2.3, nous avions gardé l’entrefer
de soudure uniquement pour nous affranchir du probléme de connexité. Avec la nouvelle
formulation proposée dans ce chapitre, nous n’avons plus besoin de le décrire ni par un
volume, ni par une surface (entrefer surfacique).

Nous présentons dans ce paragraphe uniquement les résultats obtenus dans le cas dé-
favorable (Cf. paragraphe 2.2.3) ou les bobines du capteur hybride touchent le circuit
magnétique du capteur d’alimentation. Nous avons comparé les résultats que nous avons
obtenus au premier ordre avec un entrefer de soudure modélisé par volume, par surface,
sans entrefer avec une coupure et les mesures.

| 1 | 1 1 T |
Mesures

1= Entrefer volumique ----- -
Entrefer surfacique ------
Coupure -

0.5

Tension (V)

-0.5
1 N L L l \:é: i !
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)

F1a. 3.10: Tensions aux bornes des bobines du capteur de courant hybride.
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CONNEXES

Mesures
Entrefer volumique ~----
Entrefer surfacique ------
0.1 Coupure - i

0.05

Tension (V)

-0.05

0.1 ! L g ! ! Ly
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (s)

Fi1G. 3.11: Tensions aux bornes du condensateur C1.

Sur les courbes (3.10) et (3.11), on voit que les résultats avec un entrefer surfacique,
un entrefer volumique et une coupure sont les mémes. La table (3.2) nous permet de voir
qu’en plus de résultats similaires, il y a encore un gain de temps avec la coupure.

[ Méthode || Degrés de liberté | Temps de calcul (CPU) |
Entrefer volumique (1¢" ordre) 7029 1h 13 min 53s
Entrefer surfacique (1°” ordre) 5848 53 min 07s

Coupure (1°" ordre) 5848 42 min 57s

TaAB. 3.2: Temps de calcul pour une période avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de RAM.

3.5 Conclusion

Le but de ce chapitre était la prise en compte du couplage entre les régions magnétiques
non simplement connexes traitées en potentiel scalaire total et les circuits électriques. Pour
cela, nous avons mis en ceuvre divers outils. Le premier est la coupure du circuit magnétique.
Le deuxiéme est la description d’une nouvelle formulation et d’une nouvelle relation entre
le courant et la tension permettant la prise en compte, de facon simple, des coupures.
Enfin, nous avons testé cette derniére méthode sur deux probémes industriels, ce qui nous
a permis de la valider.

88




BIBLIOGRAPHIE DU CHAPITRE 3

Bibliographie du chapitre 3

[Guérin, 1994] Christophe Guérin (1994). Determination des pertes par courants de fou-
cault dans les cuves de transformateurs : modelisation de regions minces et prise en
compte de la saturation des materiaux magnetiques en regime harmonique. Thése de
doctorat, Institut National Polytchnique de Grenoble.

[Le Floch et al., 2002] Y. Le Floch, G. Meunier, C. Guérin, P. Labie, X. Brunotte, and
D. Boudaud (2002). Coupled problem computation of 3D multiply connected magnetic
circuits and electric circuits. In Proceedings of CEFC2002, page 277.

[Luong et al., 1997] H.T. Luong, Y. Marechal, and G. Meunier (1997). Computation of
3D current driven eddy current problems using cutting surfaces. IEEFE Transactions on
Magnetics, 33(2) :1314-1317.

[Luong, 1997] Huu Tuan Luong (1997). Amélioration de la formulation en potentiel sca-
laire magnétique et généralisation au couplage entre équations de champ et de circuit
électrique. Thése de doctorat, Institut National Polytechnique de Grenoble.

Listes des figures et tables du chapitre 3

Figures
3.1 Circuit magnétique non simplement connexe entouré d'une bobine. .. 74
3.2 Coupure et élément surfacique & saut de potentiel. . . . ... ... ... 75
3.3 Circuit magnétique avec un entrefer. . . . . . . . ... ... ... 77
3.4 Transformateur de courant de Schneider Electric. . . . ... ... ... 83
3.5 Description du transformateur de courant dans FLUX3D. . . ... ... 84

3.6 Maillage du circuit magnétique et de ’entrefer volumique dans FLUX3D. 84
3.7 Description et maillage du transformateur de courant avec un entrefer

surfacique ou une coupure dans FLUX3D. . . . . .. ... ... ... .. 85
3.8 Courant induit dans les bobines de mesure (B1) . . ... ... ... .. 86
3.9 Courant induit dans les bobines de mesure (B1) . ... ......... 86
3.10 Tensions aux bornes des bobines du capteur de courant hybride. . . .. 87
3.11 Tensions aux bornes du condensateur C1. . . . . . . .. .. .. ... .. 88

Tables

3.1 Temps de calcul au deuxiéme ordre avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de

RAM. . . e e 87
3.2 Temps de calcul pour une période avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de

RAM. . . . . e e e e 88

89



CONCLUSION DE LA PARTIE I

90



Conclusion de la partie 1

Le but de cette partie était, d’'une part le choix d’une technologie pour prendre en
compte le couplage entre les problémes magnétiques et les équations de circuit et d’autre
part ’amélioration de la technologie choisie.

Dans le premier chapitre, nous nous sommes posés la question du choix du potentiel
pour la prise en compte des équations de circuit : potentiel vecteur magnétique ou du
potentiel scalaire magnétique ? Cette réflexion nous a amené a choisir le potentiel scalaire
magnétique pour plusieurs raisons. La premiére est la minimisation du nombre de degrés
de liberté (donc de la place mémoire nécessaire). En effet, il ne faut pas perdre de vue
que notre but est de résoudre des problémes industriels qui demandent une bonne pré-
cision des géométries et des résultats, ce qui implique une grand nombre de mailles et
une place mémoire nécessaire importante. La seconde raison est le probléme de précision
du potentiel vecteur magnétique dans les circuits magnétiques de forte perméabilité avec
Pinterpolation nodale. Ce probléme peut étre résolu par l'utilisation des éléments d’aréte,
mais une telle interpolation pose des problémes de convergence avec les solveurs itératifs
et la prise en compte du mouvement devient trés délicate. Nous utilisons donc la formu-
lation Ty¢ pour réaliser le couplage entre les régions magnétiques et les circuits électriques.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux méthodes de calcul du Ty. Aprés avoir présénté
quelques méthodes de calcul, nous avons retenu trois possibilités :

1. Calcul du Ty avec une interpolation d’aréte par une résolution éléments finis.
2. Calcul du Ty avec une interpolation nodale par une résolution éléments finis.

3. Calcul du Ty avec une interpolation nodale en deux étapes (T = Hy — grad d¢)

La premiére est assez robuste, mais, sur des problemes particulierement compliqués
(capteur de courant de Schneider Electric), elle pose des problémes de précision. La deuxiéme
méthode n’est pas bonne du tout car il existe des problémes numériques liés aux coins ren-
trants. C’est la troisiéme méthode qui nous a donné les meilleurs résultats sur des problémes
complexes. De plus, ce calcul original de Ty nous a permis de développer la prise en compte
d’entrefer mince par des surfaces et la prise en compte du mouvement. Par contre, cette
méthode ne résout pas le probléme de connexité dii au potentiel scalaire magnétique total.

La résolution de ce probléme a fait 'objet de la troisiéme partie. Pour éviter le pro-
bléme de connexité avec des circuits magnétiques fermés traités en potentiel total, nous
avons développé une nouvelle relation entre le courant et la tension ainsi qu’une nouvelle
formulation la prenant en compte. De plus, grace aux travaux effectués dans le deuxiéme
chapitre, une autre solution a été développée. Elle consiste & introduire un entrefer, de
réluctance trés faible par rapport & celle du circuit magnétique, modélisé avec une surface.
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Ces deux méthodes ont données de bons résultats sur les exemples étudiés.

Les développements réalisés aux cours de ces études ont été implantés dans la version
commerciale de FLUX3D et doivent encore subir les tests finaux d’assurance qualité du
logiciel.

Maintenant que nous avons une formulation robuste pour traiter le couplage entre
les régions ferromagnétiques et les circuits électriques, nous allons voir, dans la deuxieme
partie, comment 1'utiliser pour prendre en compte des régions conductrices couplées ou
non avec des circuits électriques.
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Deuxiéme partie

Formulations pour la modélisation
des conducteurs massifs et leurs
couplage avec des circuits électriques
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Introduction de la partie 11

Cette deuxiéme partie est consacrée au développement d’une formulation permettant
la modélisation des conducteurs massifs (régions ou des courants de Foucault peuvent se
développer) couplés ou non avec des circuits électriques. Les courants de Foucault sont rare-
ment crées ou calculés pour eux-mémes. On souhaite en général créer (capteur de proximité
inductif (Figure II.1), chauffage par induction, controle non destructif) ou éviter (matériel
électrotechnique) des échauffements par effet Joule. De méme on souhaite créer (moteur)
ou éviter (tokamaks, disjoncteur) des effets mécaniques dus aux forces de Laplace. Comme
dans la premiére partie, nos exigences pour réaliser ce couplage sont 'utilisation des régimes
harmonique et transitoire (pas a pas dans le temps), la minimisation des temps de calcul
et de la place mémoire pour pouvoir modéliser des dispositifs réels de géométries complexes.

FiG. I1.1 : Capteur de proximité inductif

Il existe, dans la littérature, un grand nombre de formulations pour traiter ce probléme :

~ Formulations en champ (H). [Dular, 1996] [Midtgard, 1997] [Bossavit, 1997]
[Kettunen et al., 1998] [Dular et al., 1999].

— Formulations en potentiel (AV, T¢, TA). [Preston and Reece, 1982]
[Biro and Preis, 1989] [Biro et al., 1993] [Lu et al., 1995] [Luong, 1997] [Biro, 1999]
[Ren and Razek, 2000] [Ren, 2002]

— Formulations hybrides, qui prennent en compte les conducteurs avec des formula-
tions en potentiels et le reste avec des intégrales de frontiére. [Mayergoyz, 1982]
[Bouillault and Razek, 1988] [Ren et al., 1990]

Notre choix, pour modéliser les courants de Foucault, s’est porté sur la formulation en
potentiel scalaire magnétique (¢) et potentiel vecteur électrique (T'). En effet, cette for-
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mulation, permet un couplage naturel avec les formulations développées dans la premiére
partie et est économique en place mémoire.

Dans le chapitre quatre, nous présentons la formulation T¢ avec une interpolation no-
dale. Ensuite, nous ’avons testée sur deux exemples significatifs pour mettre en valeur ses
qualités et ses défauts, défauts que nous nous efforcerons de réduire en travaillant d’abord
sur la formulation avec 'interpolation nodale et ensuite en changeant d’interpolation.

Le cinquiéme chapitre présente la maniére de coupler les circuits électriques et les
conducteurs massifs en utilisant le potentiel vecteur électrique (T) et le potentiel scalaire
magnétique (¢). Dans ce chapitre, deux formulations sont présentées, l'une avec le calcul
d’un T dans les conducteurs et dans l’air et ’autre avec un Ty uniquement dans l’air. Ces
deux nouvelles formulations nous permettront de faire le couplage annoncé et de résoudre
le probléme de connexité di aux courants induits (c’est-a-dire de tenir compte des conduc-
teurs avec trou). A ’heure actuelle, nous avons uniquement programmeé la formulation avec
le calcul d’'un Ty dans les conducteurs massifs et dans l'air. Nous verrons, sur des exemples
simples, la validité de cette formulation.
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Chapitre 4

La formulation T¢
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4.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a l’étude de la formulation T¢. Nous détaillerons, dans un
premier temps, cette derniére avec une interpolation nodale. Nous verrons, ensuite les
avantages et les inconvénients de cette méthode en traitant deux exemples significatifs. La
suite du chapitre sera consacrée & résoudre les problémes numériques constatés avec ces
exemples. En effet, il ne faut pas oublier que ce travail est destiné & étre implanté dans
un logiciel qui doit étre capable de modéliser des dispositifs industriels. En conséquence,
les solutions que nous devons trouver doivent &tre générales (c’est-a-dire n’avoir aucune
restriction de géométrie ni de matériaux) et non contraignantes pour l'utilisateur.

4.2 Description de la formulation T¢ nodale.

De nombreux travaux ont déja traité ce sujet ([Preston and Reece, 1982], [Biro et al., 1993]
et [Luong et al., 1997]), c’est pourquoi nous la présenterons rapidement couplée avec la for-
mulation Ty¢. Pour cela, nous utiliserons le probléme simplifié (Figure 4.1).

/ -
ANSE T
Qo Js .
Q. /Fc
e

N /

\F

H

FiG. 4.1: Probléme simplifié pour la formulation T¢

Ce probléme est composé d'une partie conductrice (£2), d’air (2p) et d’une bobine
alimentée par une densité de courant js. Dans ce paragraphe, nous allons expliciter la
formulation dans les parties conductrices du probléeme et utiliser ce que nous avons déja
fait dans le paragraphe 1.5 pour les régions non conductrices. Les équations de Maxwell
s’écrivent :

divB =0 (4.2.1)

rot H = j; dans {2 (4.2.2)

rot H = J dans . (4.2.3)
0B

tE=—— 424

o e ( )
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4.2. DESCRIPTION DE LA FORMULATION T¢ NODALE.

De I’équation (4.2.3), on déduit la relation div(J) = 0. Cette derniére équation, nous
permet d'introduire le potentiel vecteur électrique T tel que :

J =rot T dans 2,
En injectant J = rot T dans 1’équation (4.2.3), on obtient :
rot H=rot T
Cela implique I'existence d’un potentiel scalaire électrique tel que :

H=T-grad¢
carV f € C? (R — R) rot(grad(f)) =0

En remplacant les expressions de B et E dans I’équation (4.2.4), on obtient la relation :

rot (p. rot T) + E)% [pe (T —grad¢)] =0 (4.2.5)

Ou p, est l'inverse du tenseur de conductivité o, et p. le tenseur de perméabilité.
Nous avons encore besoin d’une équation pour que le probléme soit bien posé. Pour cela
nous allons utiliser la relation (4.2.1). Cela nous donne en terme de potentiel :

div [pc (T —grad ¢)] =0 (4.2.6)

Malheureusement, le couple de potentiels (T,¢) n’est pas unique. En effet, pour un couple
donné (T,¢), le couple (T’,¢’) défini tel que

T =T + grad(f)
P =0+f
sera aussi solution des équations (4.2.5) et (4.2.6). Afin d’assurer 'unicité de la solution, on
se doit, comme avec la formulation en A ou AV, d’imposer une jauge. Avec cette formula-
tion, nous imposerons la jauge de Coulomb sur le potentiel vecteur T dans Q2. (div(T) = 0).

En conclusion, pour développer la formulation T¢, nous utiliserons l'interpolation nodale
et la jauge de Coulomb.

En intégrant la jauge de Coulomb par un terme de pénalité (—grad(p.divT)), en
utilisant la formulation Tg¢ développée dans le chapitre 1.5 et en prenant en compte
les conditions aux limites ((1.3.7) et (1.3.8)) et d’interface ((1.3.9), (1.3.10), (1.3.11) et
(1.3.12)), on a & résoudre :

(—div (o (To — grad ¢)) = 0 dans Qo
—div (pc (T — grad ¢)) = 0 dans Q.

rot (p. rot T) — grad (p. divT) + % [pe (T — grad ¢)] = 0 dans Q.

¢=0sur 'y (4.2.7)
po (To —grad¢) -n=0sur I'g

Txn=0sur[,

1o (To — grad ¢(0) — T + grad (/)(C)) -n=0surI,
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CHAPITRE 4. LA FORMULATION T¢

Voyons maintenant la forme faible du systéme (4.2.7) obtenue par la méthode des
résidus pondérés (Galerkin) et sa mise sous forme matricielle dans le cadre d’une résolution
magnétoharmonique. Dans la méthode des résidus pondérés, les fonctions tests doivent
appartenir au méme espace fonctionnel que les solutions admissibles. Pour rechercher cet
espace de fonctions admissibles, nous utilisons ’énergie magnétique et les pertes Joule qui
doivent étre finies :

Pz/ch2dQ<oo

Qe

B
W://HdBdQ<oo

Q 0

Comme J = rot(T) dans 2, et que T x n =0 sur I'¢, on doit chercher T dans l'espace de
Hilbert suivant (cf. Annexe A) :

T(Q) = {W € L%(Q) ; rot W € L*(2) ; W xn=0sur I':}

De plus, comme H = T — grad ¢ dans €2, H = T — grad ¢ dans Qg et ¢ = 0 sur I'g, on
doit chercher ¢ dans l’espace de Hilbert :

P(Q) = {w € L*(Q) ; gradw € L*(Q); w =0 sur Iy}
Maintenant que nous avons défini les espaces dans lesquels il faut chercher la solution, nous

allons expliciter la formulation faible du systéme (4.2.7).

Soit W € T et w € P. En utilisant la méthode de Galerkin avec le systéme (4.2.7), les
formules de Green (cf. Annexe A) et du produit mixte, on obtient :

( /gradw ~po (To — grad @) d2 =0
Qo
/gradw ~pe (T —grad ¢) d2 =0

427) =™ 5 (4.2.8)
/rotW - (perot T) + /W g [t (T — grad ¢)] dQ2
Qe Qe
+/divW (pcdivT) d2 =0
\ Qc

VWeTetVwelP

On peut montrer qu’il y a en fait équivalence entre les deux systémes. Maintenant que
nous avons la formulation faible, il nous reste a la discrétiser. Nous expliciterons le systéme
linéaire obtenu avec une interpolation nodale afin d’étre le plus général possible dans le
cadre magnétoharmonique.

Soit P, le sous-espace de P engendré par les fonctions de formes wy, (7 = 1---n+m) pour
linterpolation nodale, n+m étant le nombre de nceuds du domaine et Ty, le sous-espace
de T engendré par les fonctions de formes W; (k = n 4 1---n + m) pour l'interpolation
nodale, m étant le nombre de nceuds de la région 2. On pose alors :

n+m

b= wid;
=1
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4.2. DESCRIPTION DE LA FORMULATION T¢ NODALE.

n+m

T= Y W,T
k=n+1
Comme le systéme (4.2.8) doit étre vérifié pour tous les w appartenant & P et les W
appartenant & T, en particulier, il doit étre vérifié pour tous les wg (k =1---n+m) et tous
les W; (i=n+1---n+m). De plus, en nous plagant dans le cadre magnétoharmonique, -
on obtient donc les équations suivantes : '

(

n
/grad w; - wo | To — gradij¢>j dQ=0

Q 3=1

n+m
/gra,d Wi, * e <T — grad Z wlgbl) dQ1=0
Qe l=n-+1

Vi=1l---n ntm
Vk=n+1---n+m /roth-pc<rot ZW;T;)
Vp=n+1l---n+m |2 I=nt+1

l=n+1 l=n+1

n+m n+m
+jw/Wp-uc ( > W T, —grad Y wm) dQ
Qc

n+m
+/divw,, pe (div > WlTl> dQ =0
Qc l=n+1

\

Ce qui nous donne finalement :

(jfB g) @) N (g) (4.2.9)

1 Trt1

Avec :

¢n+m Tn+m
Et :

Aij =~ /grad w; - po grad w; dS2

0

Q
Apy = — /grad wy - e grad wy d
Qc

By =0

By = /grad wg + e Wi dQ

Qe

Cp = /roth - pcrot W, dQ+/diva - pe div W, dQ —jw/Wp - e W dQ
Qe Qc Qe

D,L‘7 = /grad wy - HOTO dQ) ; Dkl =0 ; Epl =0
Qo
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Remarque :
On peut symétriser ce systéme linéaire (4.2.9) en multipliant la deuxiéme ligne par —j/w.

La question que I’on peut se poser maintenant est la généralité de cette formulation.
Peut-on l'utiliser sur tous les dispositifs sans contrainte 7 Malheureusement la réponse est
non. Nous allons voir, dans le paragraphe suivant la précision des résultats obtenus et la
facilité d’utilisation de cette formulation. Pour cela, nous allons I’appliquer & deux exemples
significatifs.

4.3 Exemples significatifs.

4.3.1 Introduction.

Les deux exemples choisis sont des dispositifs utilisant les courants de Foucault pour
leur fonctionnement. Le premier que nous traiterons est un détecteur de proximité inductif
et le deuxiéme est un cas de géomeétrie simple de validation de controle non destructif. Les
deux problémes seront traités avec les formulations AV — A avec une interpolation d’aréte
et T¢ — To¢ avec une interpolation nodale. Pour la seconde formulation, nous utiliserons
le Ty présenté dans le chapitre 2.

4.3.2 Détecteur de proximité inductif.

L’emploi des détecteurs de proximité inductifs s’impose dans tous les procédés auto-
matisés. Les détecteurs signalent des positions finales, des niveaux, ils peuvent servir pour
des opérations de comptage ou pour la détection de vitesses de rotation. Par rapport aux
fins de course mécaniques, ils offrent des conditions de fonctionnement intéressantes car ils
détectent sans aucun contact, donc sans usure, tous les métaux. Nous allons maintenant
présenter le détecteur de proximité inductif que nous allons modéliser.

Le Dispositif.

Le détecteur est constitué d’un circuit magnétique (t6les en mu-métal) sur lequel deux
enroulements sont bobinés (Fig. 4.2), d’une cible en inox magnétique (Fig. 4.3), et l'en-
semble est placé dans un boitier en inox amagnétique (Fig. 4.3). Les deux bobines sont
réliées a un circuit électrique (Fig. 4.4) qui comprend une source de tension : V' = Vysin(w t)
avec Vp = 7,07V et f = 1000H 2, les deux bobines en série et une résistance (celle des deux
bobines en série) de 200Q2. Les caractéristiques (magnétiques et électriques) des matériaux
des différentes piéces constituant le dispositif sont rassemblées dans le tableau 4.1 apres
avoir fait les approximations suivantes :

— En ce qui concerne le noyau magnétique :

— La caractéristique B(H) du matériau est approximée par une droite de pente ..
Le dispositif fonctionne dans la zone linéaire de la caractéristique B(H) ; le coude
n’est pas atteint.

— La caractéristique J(E) n’est pas prise en compte. En raison de la structure feuille-
tée du noyau, il est possible de négliger les courants de Foucault (on considére le
matériau non-conducteur).

— En ce qui concerne la cible :

~ La caractéristique B(H) du matériau est approximée par une droite de pente p.

Le dispositif fonctionne dans la zone linéaire de la caractéristique B(H) ; le coude
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Circuit Magnétique
Vue de coté Vue de haut

FiG. 4.2: Bobines et circuit magnétique du détecteur de proximité.

Blindage/

Vue de c6té

Vue générale

FiG. 4.3: Géométrie du détecteur de proximité.

Oz

F1G. 4.4: Circuit du détecteur de proximité.
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n’est pas atteint.
— La caractéristique J(E) est prise en compte (on tient compte des courants de
Foucault dans la cible). L’épaisseur de peau pour une fréquence de 1000Hz est

d = +/2/owp = 0.5mm

La saturation des matériaux peut évidemment &tre prise en compte si elle s’avere nécessaire
pour la qualité des résultats.

Matériau Perméabilité | Conductivité
fhr o S/m
Circuit magnétique | Tole en mu-métal | 100 000 0
Cible Inox magnétique | 500 2 x 108
Blindage Inox amagnétique | 1 2 x 108

TaB. 4.1: Caractéristiques magnétiques et électriques des matériaux

Voyons maintenant quelles simulations nous allons faire et comment les mettre en ceuvre
avec ces deux formulations.

Les résolutions.

Avec le jeu des symétries, nous pouvons simuler seulement un quart du dispositif (Fig.
4.5). Le fonctionnement d'un détecteur de proximité inductif se fait avec une cible mou-
vante, c’est pourquoi nous avons paramétré la distance (DIST) entre le capteur et la cible
(Fig. 4.5).

Vue générale Vue de coté

Fic. 4.5: Modélisation dans FLUX3D.

~ La formulation AV — A d’aréte
Pour 'utilisation de cette formulation, il n’y a pas de probléme particulier. On utilise
AV pour les parties conductrices (cible et blindage) et A pour le reste.

- La formulation T¢ — To¢
Par contre, pour cette formulation, se pose un nouveau probléme de connexité. En
effet, le blindage est une boite sans couvercle et sans fond (Fig. 4.5). On ne sait
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pas, & priori, si des courants induits feront le tour de cette boite. Si c’est le cas,
cela remet en cause le théoréme d’Ampére car le champ dans ’air n’est réduit que
par rapport aux champs créés par les bobines, comme nous allons 'expliquer ci-apreés.

Le théoréme d’Ampére nous dit que pour tout chemin
fermé C, l'intégrale du champ H sur ce chemin est égale
au courant total qui traverse une surface de contour C'. Si
on applique le théoréme d’Ampére sur le chemin fermé C;
de la figure (4.6) on devrait avoir :

/H-dl=I
C1

ot I est le courant total traversant une surface de contour
(. Si des courants font le tour du blindage, I est diffé-
rent de zéro. Mais, avec la définition des champs, avec la
formulation Ty, on a :

C[H-dlz/(To—grad(q‘)))-dl:O

C1

car le T ne réduit le champ que par rapport aux bobines.
Une solution pour remédier & ce probléme est de fermer
Fic. 4.6: Probléme de connexité le bas de la boite par une région de faible conductivité
pour le détecteur de proximité. (chmchon < 100 X oplin dage)-

.
Remplissage
du trou.

Obouchon — 2 % 1045/1’7’1,
Fi1G. 4.7: Résolution du probléme de connexité pour le détecteur de proximité.

Enfin, nous utiliserons le Ty que nous avons introduit dans le chapitre 2.

Nous avons effectué tois simulations avec le paramétre DIST variant de 0.5 millimetre
4 9.5 millimetres par pas de 1 millimétre. Les trois simulations sont, T¢ — To¢ au premier
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et second ordre et AV — A au premier d’aréte, le tout avec le méme maillage pour chaque
valeur du paramétre DIST.

L’exploitation.

1. La place mémoire et les temps de calcul.

Pour chaque simulation, il y a neuf pas de calcul. Nous regardons le temps moyen de
résolution pour un pas de calcul et le nombre de degrés de liberté maximum des neuf
pas de calcul. En effet, le nombre de degrés de liberté n’est pas constant au cours des
calculs car le maillage est plus fin quand la cible est la plus éloignée (Fig. 4.8 et Fig.
4.9)

Nombre Degrés de liberté maximum | Temps de calcul (un pas)
AV — A 1¢" ordre 164326 57 min 43 s
T¢ — Ty 1¢7 ordre 19975 3 min 5 s
T¢ — To¢p 2™ ordre 112531 7 min 42 s

TaB. 4.2: Temps de calcul pour un pas avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de RAM.

2. Valeurs locales.

Dans ce paragraphe, nous allons regarder deux
choses : d’'une part, le champ magnétique sur
le circuit magnétique et sur une face (voir fi-
gure ci-contre) et d’autre part les courants in-
duits dans la cible et dans le blindage. Ces diffé-
rentes grandeurs seront exploitées pour une dis-
tance blindage-cible de 2.5 millimeétres. Par souci
de lisibilité, nous avons mis les figures de cette
exploitation en annexe (Cf. Annexe B). Dans
un premier temps, nous avons exploité I'induc-
tion magnétique sur le circuit magnétique (Fig.
B.1 et B.2) et sur une coupe de ce dernier (Fig.

lindage

Face pour le

Circuit magnétique B.3 et B.4). Sur ces figures, On voit qu’il y a

{ s \\';\*\\“\ une bqnne concordance entre l’induction calcu-

-~ M_/;_;:, lée avec la formulation AV — A et la formulation
= T — Tog.

En ce qui concerne la densité de courant dans la cible, nous avons d’abord exploité le
module et la direction du courant (Fig. B.5 et B.6). Nous voyons que, globalement,
les deux formulations se comportent de la méme fagon. En regardant un peu plus en
détail, nous nous apercevons que, les deux composantes principales de la densité de
courant, J, et J;, sont bien calculées dans toutes les simulations (Fig. B.7 et B.8).
Enfin, en regardant la densité de courant sur le blindage, on retrouve une fois de
plus les mémes résultats pour les deux formulations (Fig. B.9 et B.10). Nous allons
maintenant voir les résultats obtenus sur une valeur globale du systeme.

. Valeurs Globales.

Dans ce paragraphe, nous allons exploiter I'inductance de la bobine en fonction de
la position de la plaque. Pour cela, nous calculons I'inductance & partir du flux et du
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FiG. 4.8: Maillage pour DIST = 0.5mm

F1G. 4.9: Maillage pour DIST = 9.5mm
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courant de la bobine :

Nous voyons, sur la figure 4.10, que les inductances sont bien calculées avec les deux
formulations.

0.034 T | | |

| ] 1 ] I
Formulation AV — A aréte
0.032 |- \ Formulation T¢ — Ty¢ au premier ordre -----

0.03 W Formulation T¢ — To¢ au deuxiéme ordre ------

Valeur du paramétre DIST

F1G. 4.10: Valeur de 'inductance (H) des bobines en fonction du parameétre DIST.

Nous allons maintenant regarder un autre dispositif. En effet, comme la formulation T¢
nodale est la formulation duale de la formulation AV nodale, on peut s’attendre & avoir
des problémes avec la jauge de Coulomb sur le potentiel vecteur électrique T (div(T) = 0)
sur les arétes "rentrantes" colinéaires & la densité de courant J = rot(T) (Fig. 2.3). Ce
probléme a été mis en évidence dans [Preis et al., 2000]. Le détecteur de proximité inductif
n’ayant pas un tel probléme, nous avons utilisé un autre dispositif pour le mettre en valeur.

4.3.3 Cas de validation de contréle non destructif.

A la difféerence du probléme précédent, le dispositif que nous allons simuler est trés
simple. Il s’agit d’'une plaque, de longueur 20 millimeétres, de largeur 10 millimétres et
d’épaisseur 1 millimétre, avec une fissure non débouchante (de dimensions 2x0.2x0.5 mm)
(Fig. 4.11). Cette plaque est constituée d’aluminium de conductivité 107S/m. Elle est
plongée dans un champ magnétique uniforme de 50 A /m sinusoidal de fréquence 50 Hertz.
Notre but est de calculer la densité de courant dans la plaque, notamment au niveau de la
fissure. Pour cela, nous allons utiliser le modéle magnétoharmonique avec les formulations
AV — A d’aréte et T¢p — Ty¢ nodale au deuxiéme ordre.

Les résultats sont présentés sur les figures (4.12) et (4.13). En comparant la densité de
courant dans la plaque calculée avec les deux formulations, on s’apergoit qu’avec T¢— Ty,
elle est fausse. Le courant ne plonge pas au dessous de la fissure comme il devrait le faire
(Fig. 4.12), mais en fait le tour (Fig. 4.13). Ce résultat faux est dfi, comme nous l’avons dit,
a la jauge de Coulomb et aux conditions imposées sur T & l'interface entre la plaque et ’air
(T xn = 0). Ce probléme & été mis en évidence par K. Preis dans [Preis et al., 2000]. Nous

110



4.3. EXEMPLES SIGNIFICATIFS.

Plan de symétrie vertical

B tangentiel.
Hy = 504/m ;

f=50Hz%

Fissure

t,

Ax

F1G. 4.11: Moitié de géométrie de la plaque (présence d’une symétrie).

voyons donc que cette formulation n’est pas utilisable telle quelle dans un cadre général.

Il nous reste & faire le bilan de ces simulations afin de définir les avantages et les
inconvénients de la formulation T¢ et de résoudre ces problémes.
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3000

2500

2000

1500

1000

500

;

des

Zoom sur la fissure vue de sus

Fi1c. 4.12: Densité de courant (A4/m?) avec la formulation AV d’aréte.
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15000

10000

5000

Zoom sur la fissure

Zoom sur la fissure vue de dessus

FI1G. 4.13: Densité de courant (4/m?) avec la formulation T¢ nodale.
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4.3.4 Bilan des simulations et travail A fournir.

Pour faciliter la lecture des résultats obtenus, nous les avons regroupés dans deux ta-
bleaux (Tab. 4.3 et 4.4). Dans le premier tableau sont regroupés les résultats concernant
la taille mémoire utilisée et les temps de calcul. Il ne fait pas de doute que les points
forts de la formulation T¢ — Ty¢ sont le temps de calcul et la place mémoire utilisée.
Par rapport a la formulation AV — A d’aréte au premier ordre, les temps de calculs sont
divisés par 7 avec du deuxiéme ordre et par 18 au premier ordre. La place mémoire est, elle,
divisée par 1,5 au deuxiéme ordre et par 8 au premier ordre. Dans le deuxiéme tahleau,
sont regroupés les résultats obtenus. La formulation AV — A a une facilité d’utilisation
(pas de probléme de connexité) et de bons résultats avec des coins rentrants, mais des
temps de calcul élevés et nécessite beaucoup de place mémoire. De facon duale, la formu-
lation T¢ — Ty¢ est plus compliquée a utiliser (Cf. paragraphe 4.3.2) et donne des valeurs
fausses de la densité de courant dés qu’il y a des coins rentrants, mais les temps de cal-
cul sont corrects et 'utilisation du premier ordre est possible sans dégradation de résultats.

Formulation Ordre | Place mémoire | Temps de calcul
AV — A (A aréte) 1 823 1871
T¢p — To¢ (T nodal) 1 100 100
2 563 250

TaB. 4.3: Place mémoire et temps de calcul (base 100 pour la formulation T¢ — To¢ au premier ordre).

AV — A (A aréte) T¢ — Ty (T nodal)
Avantages - Pas de probléme de calcul avec | - Place mémoire utilisée faible.
les coins rentrants
- Pas de probléme de connexité - Temps de calcul réduit.
Inconvénients | - Place mémoire utilisée élevée. - Probléme de calcul avec les
: : coins rentrants
- Temps de calcul élevé. - Probléme de connexité

TAB. 4.4: Bilan des simulations.

Avec ces différents résultats, nous voyons que la formulation T¢ — Ty¢ n’est pas uti-
lisable en l’état. Vue la vitesse de résolution avec l'interpolation, nous avons voulu, en
nous basant sur les travaux de K. Preis [Preis et al., 2000], essayer d’améliorer les résultats
dans les coins rentrants tout en gardant 'interpolation nodale. Ces travaux font ’objet du
paragraphe suivant.

4.4 Interpolation nodale et la jauge de Coulomb

4.4.1 Introduction

La but de ce paragraphe est la recherche d’'une solution permettant d’utiliser la formula-
tion T¢ avec l'interpolation nodale, la jauge de Coulomb et des géométries comportant des
angles rentrants. Pour cela, nous avons utilisé le cas test de géométrie simple présenté dans
un article de K. Preis en 2000 [Preis et al., 2000] qui met en évidence le probléme. Dans un
premier temps, nous allons décrire le probléme utilisé dans [Preis et al., 2000] et regarder
pourquoi le fait de combiner la jauge de coulomb div(T) = 0 et la condition aux limites
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T xn = 0 au voisinage des angles rentrants engendre des résultats faux. Dans un deuxiéme
temps, nous reprendrons la méthode utilisée dans l'article de K. Preis [Preis et al., 2000]
(jauge de Coulomb partielle) et nous présenterons une méthode alternative originale pour
améliorer les résultats obtenus (jauge de Coulomb modulée).

4.4.2 Description géométrique et physique du probléme

On considére un cylindre de cuivre évidé (6,25x 1075/m) avec, a U'intérieur, une bobine
circulaire & section rectangle alimentée par un courant de 1 Ampére & 50 Hz (Fig. 4.14).
Le maillage utilisé est tétraédrique. Pour toutes les simulations, nous utiliserons une inter-
polation nodale au second ordre et le régime magnétoharmonique. L’intérét principal de
ce cas test de géométrie simple est la possibilité de résoudre le probléme en 2D (géométrie
axisymeétrique) et, par conséquent, de nous donner des résultats de référence.

A7
A =
| o
Qy
50 cmy {2 0
30 cm z
Y = Tiz
O >e—> > \'{
20cm 10 cm 4 cm
h 50 cm B 20 cm g

Fig. 4.14: Géométrie et maillage du cylindre évidé.

Regardons maintenant pourquoi le fait de combiner la jauge de coulomb div(T) =0 et
la condition aux limites T x n = 0 au voisinage des angles rentrants engendre des résultats
faux.

4.4.3 Tentative d’explication du probléme de la jauge de Coulomb avec
la variable vectorielle T

Pour comprendre ce qui se passe quand on utilise la jauge de Coulomb avec les éléments
nodaux, nous allons nous placer au voisinage du coin rentrant de la figure (4.14). De plus,
nous regarderons le probléme sur le plan (ZOY') car la géométrie est axisymétique. Nous
avons représenté sur la figure (4.15) ce qui se passe pour le potentiel vecteur électrique sur
les trois éléments du coin (El;, Elg, El3), en prenant I'hypothése que T est sortant aux
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neeuds No et Ng.

F1G. 4.15: Interprétation du rotationnel local de T avec un angle rentrant, les fleches représentant T.

Nous verrons dans un deuxiéme temps pourquoi cette hypothése est valide. En se pla-
cant dans I’élément El;, respectivement El3, on peut, grace au fait que nous travaillons
localement et que div(T) = 0 sur chaque élément, définir les directions et les modules rela-
tifs de T aux nceuds N3 et Ny, respectivement N7 et Ng (Cf. Annexe C). En effet, T étant
continu, localement, il ne change pas radicalement de direction et div(T) = 0 implique
que le flux de T & travers le bord de chaque élément est nul (la divergence est un micro
flux). De 1a, on peut estimer le rotationnel de T dans les éléments El; et El3 , car dans
ce cas, c’est la différence des modules de T entre le nceud N; et le nceud Ny, respective-
ment N; et Ng, qui engendre le rotationnel (Cf. Annexe C). Nous voyons clairement qu’il
y a une incohérence entre le probléme physique et l'interprétation locale des opérateurs
car J = rot(T) n’est pas dans le méme sens dans 1’élément FEl; et El3. Revenons main-
tenant sur ’hypothése que nous avons faite au départ (T sortant aux nceuds Na et Ng).
Deux autres hypothéses sont possibles : T rentrant aux nceuds N et Ng, ou T rentrant
aux nceuds Ny et sortant Ng (ou vice versa). Dans le premier cas, il se passe la méme
chose que ce que nous avons déja décrit. Par contre, si on applique notre raisonnement
dans le deuxiéme cas, on tombe sur une incohérence entre les directions de T et le carac-
tere local de notre travail (Fig. 4.16). Il n’est donc pas possible d’étre dans le deuxiéme cas.

Regardons maintenant ce que 1’'on peut dire & propos des angles sortants (Fig. 4.17).
Dans cette situation, on ne peut prévoir la direction du rotationnel dans les éléments,
car il dépend aussi bien des directions de T que du module. En effet, sur la figure (4.17)
les valeurs de T aux nceuds des éléments El; et El3 n’est pas contrainte (pas de mise & 0
comme pour la figure (4.15)), ce qui donne de la liberté & T. Il n’y a donc pas d’incohérence
notoire pour ce type d’angle.

4.4.4 Probléme traité en 2D

Comme nous l'avons déja dit, le probléme que nous étudions est un probléme 2D car il
est axisymétrique. Nous avons donc utilisé le logiciel FLUX2D pour résoudre ce probléme.
Les résultats obtenus seront la référence pour les autres simulations. Nous allons regarder
d'une part les dégradés de la densité de courant sur une coupe du dispositif (Fig. 4.18) et
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Incohérence sur
Pélément Els.

FiG. 4.16: Incohérence de la direction locale de T, les fléches représentant T'.

F1G. 4.17: Direction locale de T avec un angle sortant, les fléches représentant T.
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d’autre part le courant total passant dans la région @ = Q; U Qy U Q3 (Fig. 4.14) située
dans le coin rentrant (Tab. 4.5).

Courant [A]
| Calcul 2D | 7.469 + j 0.734
TaB. 4.5: Courant total passant dans la région Q en 2D

. Résultats dégrndés
Grandeus ; [Densite courant] AXmn casre)
Phuse (Deg). 0

| | mavate 7
0/ 00123563

00123563 / 0.027125
00247125 / 00370688
0.0370628 / 0.0454251
0.0404251 / 0.0617814

0.0988502 / 0111206
011206 / 0.123563
0123563 / 0135918

172988 7 018534
N185M4 7 01977

F1G. 4.18: Densité de courant en 2D (A/m?)

4.4.5 T¢ avec une jauge partielle

Dans un premier temps, pour montrer que cette géométrie engendre bien un probleme
dans le coin rentrant, nous allons résoudre le probléme avec la jauge dans tout le conduc-
teur. On appellera cette méhode "Jauge compléte". La figure 4.19 et le tableau 4.6 montrent
bien que les résultats sont faux. Les différences en pourcentage entre deux valeurs A et B

seront données par la formule suivante :

pifi(4, B) — | B = 4)x 100 A‘i -1
Al
Différence avec 2D (%)
DL | Nb itérations | Courant [A] | Re(I) Im(I)
ICCG
F]auge compléte | 129563 106 6.795 +j 2.233 | 9.4 100.1

TaB. 4.6: Courant total passant dans la région 2 avec la jauge complete.

L’idée de K. Preis dans [Preis et al., 2000] est d’utiliser une jauge partielle, c’est-a-dire
de déjauger T dans les éléments proches du coin rentrant. Pour tester cette méthode, nous
avons refait les quatre simulations présentées dans [Preis et al., 2000]. Nous appellerons

cette méthode "Jauge partielle”". Ces quatre simulations sont :

— Niveau 1 : Q; est non jaugée.
~ Niveau 2 : 27 U Q9 est non jaugée.
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800000 600000

600000

400000

400000

200000

200000

F1G. 4.19: Densité de courant avec la jauge compléte (A/m?)

— Niveau 3 : 21 U Q9 U Q3 est non jaugée.
— Niveau 4 : Q7 U Qo U Q3 U 4 est non jaugée.

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.7 et sur la figure 4.20.

Différence avec le 2D (%)

Nb itérations ICCG Courant[A] Re(I) Im(I)
Niveau 1 118 7.462 + j 0.824 | 0.09 11.1
Niveau 2 1882 7.47 4+ j0.748 | 0.01 1.9

Niveau 3 Non convergence
Niveau 4 | Non convergence

TaB. 4.7: Courant total passant dans la région Q avec une jauge partielle.

150000 150000

100000 100000

50000 50000

FIG. 4.20: Densité de courant avec la jauge partielle au niveau 2 (A/m?)

Pour les niveaux 3 et 4, le solveur ICCG n’a pas convergé. La zone jaugée est trop
petite pour assurer l'unicité de T. A l'inverse, pour le niveau 1, la convergence est trés
bonne mais les résultats sont faux. Il nous reste le niveau 2 qui permet de converger (c’est
cependant assez long) et d’avoir des résultats corrects. Nous avons donc décidé de mettre
en ceuvre une méthode hybride pour améliorer la convergence tout en gardant des résultats
corrects. Cette derniére est une méthode originale que nous avons testée dans le logiciel
FLUX3D, que nous appellerons "jauge modulée".
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4.4.6 'T¢ avec une jauge modulée

Au lieu de retirer purement et simplement la jauge des régions 1, Q9, Q3 et Q4, nous
avons multiplié le terme de pénalité dans les équations (4.2.7) par un coefficient constant.
Chaque région posséde sa propre constante, Cq, pour §21, Cn, pour g, Cq, pour Q3. Dans
4 nous mettrons toujours la jauge de Coulomb entiérement (Cq, = 1). Nous avons fait
plusieurs tests pour regarder I'importance de chacun des coefficients (Tab. 4.8).

Différence avec le 2D (%)
Co, Cq, | Cq, | Nb itérations ICCG Courant[A] Re(I) Im(I) ‘
N8 | 1\4 | 1\2 173 7543 + j 0.863 | 15 16.15
1\10 1\4 1 177 7.462 4+ j 0.838 | 0.1 13.2
1\100 | 1\10 | 1\3 1200 7.463 4+ j 0.756 | 0.08 2.9
1\100 | 1I\3 1 150 7.466 + j 0.784 | 0.04 6.5
0 1\3 1 159 7.466 + j 0.783 | 0.04 6.4
0 1\3 1\2 169 7.462 + j 0.781 | 0.09 6.2
0 1\4 1 203 7.468 4+ 3 0.776 | 0.01 5.5
0 1\4 1\2 215 7.463 4+ j 0.773 | 0.08 5.17
0 1\5 1 261 7.466 4+ j 0.771 | 0.04 5
0 1\10 1 700 7.468 4+ j 0.761 | 0.01 3.6
0 1\100 1 1844 7471 43 0.749 | 0.02 2.02

TAB. 4.8: Courant total passant dans la région 2 avec une jauge modulée.

200000 200000

150000 150000

100000

50000 50000

Fic. 4.21: Densité de courant (A/m?) avec la jauge modulée (Co, =0, Ca, = 1\4 et Cq, = 1).

Les résultats avec la jauge modulée sont assez bons. La meilleure configuration pour
diminuer le nombre d’itérations ICCG et ne pas trop dégrader les résultats est Cn, = 0,
Cq, = 1\4 et Cq, = 1 (Tab. 4.8 et Fig. 4.21). Malgré tout, la partie imaginaire du courant
n’est pas trés bonne (5.5 %) et les dégradés du courant restent chahutés dans le coin
rentrant. De plus, cette méthode n’est pas trés bonne au niveau de la généralité car nous
n’avons pas de régle pour trouver les coefficients adéquats et, méme si c’était le cas, la mise
en ceuvre automatique est vraiment compliquée.

4.4.7 Conclusion

Nous avons, dans ce paragraphe, essayé une méthode existante et en avons développé
une autre, originale, pour résoudre les problémes de courants de Foucault avec la formu-
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lation T¢, avec des coins rentrants, avec le potentiel vecteur électrique nodal T et avec
la jauge de Coulomb. Ces méthodes sont la jauge de Coulomb partielle (suppression de la
jauge de Coulomb dans les premiéres couches d’éléments au voisinage des angles rentrants)
et la jauge de Coulomb modulée (affaiblissement de la jauge de Coulomb par un coefficient
au voisinage des angles rentrants). La jauge partielle né permet pas d’avoir & la fois des
résultats corrects et une bonne convergence du systéme linéaire avec le solveur ICCG. En
revanche, la jauge modulée permet de satisfaire ces deux propriétés (Tab. 4.9). Le probléme
principal de cette nouvelle jauge est la recherche des coefficients a appliquer. En effet, nous
n’avons, actuellement, pas de régle qui puisse les fixer, ce qui rend la méthode non générale.

Jauge de coulomb | Jauge de coulomb | Jauge de coulomb
compléte Partielle modulée
Convergence Bonne Mauvaise Bonne
Résultats avec Mauvais Bomns Correctes
Coins rentrants
Résultats sans Bons Bons Bons
Coins rentrants

TaB. 4.9: Bilan de la formulation T¢ avec une approximation nodale

Pour toutes ces raisons, nous avons décidé d’utiliser une interpolation d’aréte pour T.
Le paragraphe suivant est consacré & 1’étude de cette formulation d’aréte.

4.5 L’interpolation d’aréte sur T

4.5.1 Introduction

L’intérét des éléments d’aréte n’est plus & démontrer pour la modélisation en électroma-
gnétisme ([Webb, 1993], [Dular, 1996], [Bossavit, 1997], [Biro, 1999] et [Ren and Ida, 2000]).
En effet, ce type d’interpolation permet une représentation naturelle des champs magné-
tique H et électrique E car elle assure uniquement la continuité de la composante tan-
gentielle des variables vectorielles interpolées. Comme la variable T est assimilable & un
champ magnétique, Uinterpolation d’aréte est adaptée pour la traiter. De plus, ces élé-
ments permettent d’écrire de fagon plus naturelle la condition d’interface T X n = 0 en
écrivant simplement T = 0. Les premiers résultats obtenus sur le dispositif présenté dans
le paragraphe (4.4) sont plutdt encourageants (Tab. 4.10 et Fig. 4.22).

Différence avec 2D (%)
DL | Nb itérations ICCG | Courant [A] | Re(I) Im(T)
T d’aréte | 100417 140 7.463 +j 0.774 { 0.08 5.3
(Ordre 0.5)
T d’aréte | 209944 187 7.465 + j 0.737 | 0.05 0.75
(Ordre 1)

TaB. 4.10: Courant total passant dans la région 2 avec I'interpolation d’aréte.

De ’expérience acquise par la communauté scientifique de modélisation en électroma-
gnétisme, on s’attendait a avoir des problémes de convergence en utilisant les éléments
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150000
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Ordre 1.5

FIG. 4.22: Densité de courant avec I'interpolation d’aréte (A/m?)

d’aréte et le solveur ICCG ([Kameari and Koganezawa, 1997]). Nous sommes tombés sur
deux problémes principaux. Le premier est la non convergence du solveur ICCG en ma-
gnétoharmonique dés que la taille des arétes du maillage est mille fois inférieure 'unité de
référence. Dans notre cas 'unité de référence est le métre, ce qui nous donne une dimension
critique pour les arétes du maillage de 0.1 millimétre. Le deuxiéme est la non convergence
du solveur ICCG en pas & pas dans le temps (régime transitoire) dés le deuxiéme pas de
temps si on travaille avec des matériaux linéaires ou dés la deuxiéme itération de Newton-
Raphson du premier pas de temps si on travaille avec des matériaux non linéaires. Nous
allons, dans les deux paragraphes suivants, expliquer les problémes et donner des solutions
pour les résoudre.

4.5.2 Normalisation de la variable d’aréte

Pour expliquer la non convergence du solveur ICCG avec les éléments d’aréte quand la
taille des arétes du maillage est mille fois inférieure & 'unité de référence, il faut regarder
comment sont définies les fonctions de forme pour l'interpolation nodale et d’aréte dans
FLUX3D [Arnould, 2002]. En effet, avec la formulation T¢ les deux interpolations sont
utilisées (nodale pour ¢ et d’aréte pour T). Regardons les fonctions de forme pour un
tétraédre d’ordre 0.5 d’aréte. (Fig. 4.23).

Soit un tétraeédre de sommets (M,N,O,P) de telle sorte que (MN,MO,MP) soit un
triedre direct. Au point Q appartenant & ce tétraédre, la fonction de forme associée au
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F1G. 4.23: Elément tétraédique du maillage.

nceud M s’écrit :
A (Q) = Volume (Q, N, O, P) _ (NP x NO) -NQ
M " Volume (M,N,0,P) (NP x NO)-NM

Le gradient de la fonction de forme s’écrit :
NP x NO u

)\ = s
Vo (@) (NP x NO)-NM u-NM
A
vee NP xNO
"= NP x NOJ|

et, la fonction de forme associée au nceud N s’écrit :

_ (PO xPM) -PQ
v (@) = (PO x PM) - PN

Le gradient de la fonction de forme s’écrit :

PO x PM v
Vv (@) = (PO x PM)-PN v-PN

Avec
PO xPM

~ |PO x PM]|

V), respectivement V Ay, ne dépendant que des arétes du tétraedre, est donc constant
dans le tétraédre : c’est le vecteur orthogonal & la face opposée au sommet M, respecti-
vement N, dirigé vers M, respectivement N, et de longueur égale & l'inverse de la hauteur
passant par M, respectivement N. La fonction de forme associée a l'aréte orientée de N
vers M est définie comme suit :

Wynym = ANVAy —AuVAn
_ (v-PQ)( u >_<u-NQ)< v )
v-PN u-NM u-NM v-PN

1

v

Le rotationnel de la fonction de forme Wiy s s’écrit :

rot (Wyy) = 2VAN X Vay

~ 2
= & PN N Y
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W peut se représenter comme le champ de vecteurs de la figure (4.24). On remarquera
qu’au voisinage du noeud N, Ay ~ 1 et Ay = 0, et donc que Wxym = VAy qui est un
vecteur orthogonal & la face (N, O, P).

F1G. 4.24: Représentation de la fonction de forme d’aréte Wy

Avec la formulation T¢ d’aréte, on n'utilise que les gradients des fonctions de forme
nodales, les fonctions de forme d’aréte et le rotationnel des fonctions de forme d’aréte (Cf.
systéme (4.2)) car les divergences sont dues & la jauge de Coulomb que nous n’utilisons
plus avec linterpolation d’aréte. On remarque, aprées avoir explicite les fonctions de forme,
que les fonctions de forme nodales ne dépendent pas de la longueur des arétes, que le
gradient des fonctions de forme nodales et les fonctions de forme d’aréte dépendent des
longueurs des arétes, et que le rotationnel des fonctions de forme d’aréte dépend du carré
des longueurs d’aréte. De 13, le fait d’avoir des arétes de petite taille par rapport & I'unité
de référence engendre de grosses disparités entre les coefficients de la matrice & inverser.
Pour résoudre ce probléme, il y a deux solutions :

1. Normaliser les fonctions de forme d’aréte par un coefficient constant (Normalisation
Globale).
Ce coefficient est la taille (en métre) de la plus petite aréte de la région conductrice.
Cette méthode est simple & mettre en ceuvre et donne de bons résultats. Le probléme
de cette solution est qu'une grande disparité dans la taille des arétes de la partie
conductrice (Lpius grande > 10% x Lpiys petite) Peut faire diverger le solveur malgré
tout.

2. Normaliser chaque fonction de forme d’arétes par la longueur de I'aréte sur laquelle
elle repose (Normalisation par aréte).
Cette méthode est plus robuste que la précédente car elle permet d’avoir des éléments
de tailles tres différentes dans les régions conductrices. Elle pose, malgré tout aussi
un probléme quand les éléments, eux mémes, ont des arétes de tailles trés différentes.

Nous allons maintenant voir les résultats obtenus avec ces différentes méthodes sur la
plaque avec une fissure en magnétoharmonique. Toutes les résolutions seront faites avec
des éléments du premier ordre complet d’aréte et du deuxiéme ordre nodal. Les résultats
sont présentés dans le tableau (4.11) et la figure (4.25).

Sur la figure (4.25), nous ne représentons que les résultats obtenus avec la normalisation
de chaque fonction de forme d’aréte par la longueur de l'aréte car ceux obtenus avec la
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Nombre d’itérations ICCG | Temps de calcul

Aucune normalisation Non convergence Non convergence
Normalisation Globale 124 1 min 36 s
Normalisation par aréte 103 1 min 26 s

TAB. 4.11: Temps de calcul avec un Pentium IV 2 GHz, 1 Go de RAM.

3000

2500

2000
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1000
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Zoom sur la fissure Zoom sur la fissure vue de dessus

F1G. 4.25: Densité de courant (4/m®) sur la plaque avec la formulation T¢ d’aréte.
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méthode de normalisation globale sont similaires. Les résultats obtenus sur la figure (4.25)
sont les mémes que ceux de la figure (4.12) ou le probléeme a été résolu avec le formulation
AV — A. En conclusion, la normalisation de chaque aréte parait plus robuste et il y a un
gain de temps au niveau de la résolution du systéme linéaire. Malgré tout, sur quelques cas,
la normalisation par aréte ne suffit pas pour faire converger le solveur ICCG. C’est le cas
quand le maillage est constitué de prisme ou d’hexaédre ou une partie des arétes est tres
grande par rapport aux autres. La solution est d’utiliser un autre solveur que ICCG. Dans
le cadre du collaboration entre CEDRAT (Grégory Vincent) et I'université de Southamp-
ton (Marta Costa-Bouzo), un travail d’intégration du solveur GMRES dans FLUX3D est
en cours. Les premiers résultats obtenus sont encourageants, car ce solveur nous permet
de nous affranchir de la normalisation des arétes. En revanche, cet avantage a un prix non
négligeable & payer au niveau de la place mémoire utilisée par le solveur GMRES.

Maintenant que nous avons résolu ce probléme de compatibilité entre 'interpolation no-
dale et d’aréte, nous allons résoudre le probléme de convergence du systéme linéaire en
transitoire.

4.5.3 La jauge par arbre
Introduction

Le travail qui va étre présenté maintenant a été réalisé par Grégory Vincent au cours
d’un stage de Maitrise de génie mathématiques et informatique (Université Joseph Fou-
rier de Grenoble) [Vincent, 2001]. Nous avons réussi, avec la formulation T¢ d’aréte, &
résoudre le probléme des coins rentrants dans le cas des régimes harmoniques grace a la
normalisation des fonctions de forme. Cependant, cela n’est pas suffisant dans le cadre
du régime transitoire. Le solveur ICCG ne converge pas dés le deuxiéme pas de temps si
on travaille avec des matériaux linéaires ou dés la deuxiéme itération de Newton-Raphson
du premier pas de temps si on travaille avec des matériaux non linéaires. Les problémes
de convergence que nous avons, sont dus a la non compatibilité du systeme d’équations
que nous avons a résoudre. En effet, un systéme est compatible des que la divergence du
second membre est nulle [Ren, 1996] [Golovanov, 1997]. Lors du premier pas de temps ou
de la premiére itération de Newton-Raphson, c’est le cas car le second membre est nul.
En revanche au deuxiéme pas de temps ou & la deuxiéme itération Newton-Raphson, le
second membre n’est pas nul, et de plus, contient des termes de gradient (pour le potentiel
scalaire magnétique) de divergence non nulle. Pour rendre notre systéme compatible, nous
avons décidé de jauger les éléments d’aréte & I'aide d’un arbre. La méthode a été propo-
sée dans [Albanese and Rubinacci, 1990] par les auteurs et relayée dans plusieurs articles
dont [Dular et al., 1995] et [Midtgard, 1997]. Nous allons dans un premier temps mettre
en ceuvre cette jauge par arbre et dans un deuxiéme temps l'optimiser par la recherche
d'un arbre optimal [Golias and Tsiboukis, 1994].

Rappel sur les origines de la méthode

Nous avons vu dans l'introduction que le systéme matriciel engendré en transitoire
par la formulation en éléments d’aréte n’était pas compatible et que, par conséquent, le
~ solveur ICCG n’arrivait pas & le résoudre. Dans [Albanese and Rubinacci, 1990], les auteurs
proposent de contraindre certains degrés de liberté en imposant une jauge, ce qui devrait
assurer la convergence du solveur itératif. Cette jauge sera définie de la fagon suivante :

T -w=0
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w étant un champ de vecteur ne possédant pas de boucle.

De plus, w ne doit pas étre un champ de vecteur arbitraire. Pour le choisir R. Albanese
et G. Rubinacci proposent de faire appel a la théorie des graphes, en confondant w avec
les branches d’un arbre de recouvrement construit & partir du maillage. En effet, comme
nous le verrons dans le paragraphe suivant, un arbre, par définition, ne contient pas de
cycle. On pourra alors contraindre les degrés de liberté associés & T qui se trouvent le long
des branches de ’arbre.

Nous allons donc imposer cette jauge, que nous appellerons " jauge par arbre ". Pour
cela nous rappellerons quelques définitions et propriétés utiles de la théorie des graphes,
puis nous verrons quel arbre il faut construire et comment le réaliser.

Quelques définitions sur la théorie des graphes

Un graphe est un ensemble de sommets connectés entre eux par ce que l’on appellera
ici des branches. Un arbre est un graphe particulier qui ne posséde pas de cycle, c’est-a-
dire qu’il n’existe qu’un seul chemin joignant deux sommets quelconques de l'arbre. On
dit qu’un arbre est recouvrant s’il passe par tous les sommets du graphe. Les branches du
graphe n’appartenant pas a I’arbre forment le co-arbre.

F1G. 4.26: Exemple de graphe ainsi que 'un de ses arbres de recouvrement (en gras) et du co-arbre associé
(en pointillés).

Propriétés importantes des graphes

La théorie des graphes posséde d’importantes propriétés qui sont déterminantes dans
le choix de cette méthode :

— Chaque branche du co-arbre forme une boucle avec une seule partie de l'arbre de

recouvrement.
— 11l n’existe qu’un seul chemin entre deux sommets quelconques d'un arbre de recou-

vrement.
— Un arbre de recouvrement d'un graphe a& N sommets contient N-1 branches.

Application a notre probléme

Le graphe que nous utilisons correspond au maillage réalisé pour la méthode des élé-
ments finis. Les sommets du graphe sont alors les nceuds situés sur les sommets des éléments
et les branches sont les arétes liant les sommets (Fig. 4.26).
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Les éléments utilisés dans nos problémes sont des éléments d’aréte, c’est & dire que les
degrés de liberté ne sont pas situés sur les nceuds, mais sur les arétes des éléments. On peut
alors rechercher un arbre de recouvrement & partir du graphe ci-dessus. A chaque branche
de cet arbre correspondra un degré de liberté associé & T. Les valeurs imposées seront donc
toutes celles correspondant & ces degrés de liberté et situées sur les branches de I’arbre.
Ainsi sur la figure (4.26), les valeurs de T qui sont imposées sont celles correspondant aux
degrés de liberté situés sur les nceuds des arétes des branches en trait plein.

Cependant, & partir d’un graphe, il est possible d’extraire plusieurs arbres de recou-
vrement ; or le choix de cet arbre influe extrémement sur la précision de la solution. C’est -
la raison pour laquelle on peut améliorer la précision des résultats en cherchant un arbre
optimal.

Algorithme de recherche d’arbre optimal

Pour pouvoir construire un arbre optimal, il faut privilégier, pendant la construction
de ’arbre, certaines arétes, c’est-a-dire associées & chaque aréte une valeur scalaire que 1'on
appellera poids de I’aréte. Pour ce type de construction d’arbre, il existe deux algorithmes
principaux : I'algorithme de Prim et celui de Kruskal.

Principe de Palgorithme de Prim

— On part d’un arbre initial A réduit & un seul sommet
— Ensuite, & chaque itération, on augmente arbre A en lui ajoutant la branche de plus
petit poids connectant A et le reste du domaine.

Principe de ’algorithme de Kruskal

— On part d'une forét de N arbres réduits chacun & un sommet isolé du graphe

— A chaque itération, on fusionne les deux arbres associés & chaque sommet de la
branche de plus petit poids ne créant pas de cycle avec celles déja choisies

— On arréte quand I’arbre est couvrant (si le graphe est connexe) ou quand on ne trouve
plus de branches (graphe non connexe)

Algorithme choisi

Aprés avoir comparé les deux algorithmes, nous avons choisi celui de Kruskal, car celui
ci posséde plusieurs avantages :

— Le graphe ne doit pas forcément étre connexe :
'algorithme de Prim ne fonctionne pas pour ce genre de domaine, son utilisation
nécessiterait donc un test préalable de connexité, ce qui augmenterait le cotit du
programme. En revanche, l’algorithme de Kruskal fonctionne tres bien dans ce cas
et permet également de savoir si le domaine est connexe ou pas.

— L’arbre sera mieux réparti dans tout le graphe :
un méme graphe peut avoir plusieurs arbres de recouvrement & poids minimal (deux
arbres différents mais avec le méme poids total). Or l'algorithme de Prim part d’un
sommet et ajoute la plus petite branche liant ce sommet, I’avancement reste donc
local. Le deuxiéme algorithme, quant a lui, part de N arbres et ajoute la branche
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de plus petit poids. A chaque étape, il peut ainsi ajouter des sommets pouvant étre
aux quatre coins du domaine, ’avancement de I’arbre est donc moins localisé dans
le graphe. Il semble donc que I’algorithme de Kruskal donne un arbre qui soit mieux
réparti sur ’ensemble du graphe (notamment pour les arbres & poids quelconque que
I'on verra plus tard), les variables & contraindre risquent donc d’étre moins regrou-
pées avec cet algorithme.

— Il est plus rapide sur de grands graphes.
Nous allons voir maintenant comment utiliser cet algorithme pour la construction de

I’arbre dans le cadre de la formulation T¢.

Technique d’utilisation de I’algorithme

Du fait que la contrainte T xn = 0 (ce qui implique T = 0) soit déja imposée sur, d'une
part les interfaces entre des conducteurs traités avec la formulation T¢ et lair et d’autre
part sur les plans de symétrie ou le champ est normal (H x n = 0 implique T x n = 0),
on cherche d’abord ’arbre de recouvrement sur le bord puis on l'étend ensuite au reste du
domaine [Dular et al., 1995] [Dular, 1996]. Commencer par rechercher I'arbre sur le bord
permet de mettre le maximum de degrés de liberté déja contraints par la contrainte pré-
cédente dans Parbre et ainsi de ne pas imposer trop de variables du systéme matriciel. De
plus, cette méthode permet également de ne pas faire de boucle a lintérieur du domaine
comme le préconisent R. Albanese et G. Rubinacci. En effet, si on applique ’algorithme en
une seule fois sur tout le domaine, les variables imposées par cette jauge et par la condition
T = 0 forment des boucles & I'intérieur du domaine (Fig. 4.27).

Application de Création de cycles
la jauge par arbre dans 'arbre aprés
sur tout le domaine application de la
conducteur. contrainte T =0

Fic. 4.27: Exemple de création de cycles avec une application de I'algorithme en une seule fois sur tout
le domaine.

Il nous reste & voir la valeur que ’on peut donner aux poids de chaque aréte pour
construire un arbre optimal.

Construction d’un arbre optimal

Le but de ce paragraphe est la construction d’un arbre optimal avec l'algorithme de
Kruskal. Avant de nous lancer dans la recherche d’un critére pour définir la valeur des poids
sur chaque aréte afin de construire un arbre optimal, nous avons voulu mettre en évidence
que l'utilisation d’un arbre quelconque pouvait entrainer des problémes de précision sur
les résultats.
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Arbre quelconque

L’arbre quelconque est construit avec l'algorithme de Kruskal en imposant le méme
poids pour chaque branche. Une raison pour laquelle un tel arbre peut entrainer des pro-
blémes de précision est que l'on contraint des variables choisies au hasard et on ne cherche
pas & éliminer celles qui, a priori, sont nulles & cause de la physique du probléme. Un
exemple d’arbre obtenu avec cette technique sur le cas test de la plaque fissurée est montré
sur la figure 4.28. ~

F1G. 4.28: Arbre quelconque sur la plaque fissurée.

Pour illustrer 'importance du choix de ’arbre, on a essayé la méthode de la jauge par
arbre en magnétoharmonique sur la plaque fissurée. L’intérét de ce test n’est pas la vali-
dation de la méthode en magnétoharmonique puisque la formulation en éléments d’aréte
fonctionne déja dans ce cas sans jauge par arbre, mais plutot les effets de ’arbre sur la pré-
cision des résultats. Les résultats obtenus avec 'arbre quelconque présenté ci-dessus sont
montrés sur la figure (4.29). On remarque qu'’ils ne sont pas trés bons comparés & ceux de
la figure (4.30) a cause du pic de valeur situé sur la face opposée a celle de la fissure.

Pour éviter de tels problémes, nous avons mis en place le calcul d’'un poids sur chaque
aréte pour construire un arbre optimal.

Arbre optimal

Une meilleur solution serait d’essayer d’éliminer les variables qui, a priori, sont nulles
& cause de la physique du probléme. Pour cela, nous allons utiliser les résultats calculés au
pas de temps précédent et contraindre les degrés de liberté de T les moins utiles. Comme
T est un vecteur orthogonal & J (J = rot(T)), les degrés de liberté a éliminer sont en
priorité ceux qui sont sur les arétes colinaires & la densité de courant. Comme on privilégie
les branches & poids minimal, le poids de la branche i sera donc :

*)Lw.
(Rl
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20000

FiG. 4.29: Densité de courant (A/m?) sur la face opposée a celle contenant la fissure avec un arbre
quelconque.
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FIG. 4.30: Densité de courant (A/m?) sur la face opposée a celle contenant la fissure sans arbre.
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ol w; est le vecteur unitaire de méme direction que ’aréte i.

La figure (4.31) montre un arbre calculé avec le poids défini ci-dessus. On voit bien que
les branches de 'arbre ont tendance & suivre le méme sens que J (Fig. 4.25) et qu’elles
sont bien plus réguliéres que sur ’arbre & poids quelconque.

>

\
/)

F1c. 4.31: Arbre optimal sur la plaque fissurée.

Nous allons maintenant voir les améliorations que nous avons obtenues sur ’exemple
de la plaque fissurée. Lorsque ’on réalise une résolution en régime magnétoharmonique, il
n’y a qu’'une seule résolution. Comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, I’arbre
calculé quand il y a qu’une seule résolution ou quand on se trouve au premier pas de temps
d’une résolution en régime transitoire n’est pas un arbre optimal. Pour tester ’arbre op-
timal en régime magnétoharmonique, nous allons résoudre une premiére fois le probléme
avec la formulation en éléments d’aréte sans la jauge par arbre, puis relancer la résolution
en se servant des résultats de la premiére résolution uniquement pour calculer un arbre
optimal et ’appliquer & cette résolution. Les résultats obtenus avec cet arbre optimal sont

montrés sur la figure (4.32).

On remarque qu'ils sont identiques aux résultats de la figure (4.30). On peut donc en
conclure que l'utilisation d’un arbre optimal est trés importante car cela donne de biens
meilleurs résultats qu’avec un arbre quelconque. Maintenant que nous avons montré la
pertinence d’utiliser un arbre optimal, nous allons voir comment 'utiliser avec un probléme

en régime transitoire.

Utilisation de ’arbre optimal en régime transitoire : choix de I’arbre au premier
pas de temps

Les problémes en régime transitoire se résolvent avec la méthode d’Euler en plusieurs
pas de temps et & chacun de ces pas de temps, un nouveau systéme matriciel est résolu.
Pour obtenir de meilleurs résultats, nous allons rechercher un arbre optimal au début de
chaque pas de temps en utilisant les résultats du pas de temps précédent. Or, lors du pre-
mier pas de temps, aucune solution n’a été calculée, on ne peut donc pas utiliser ce poids
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F1G. 4.32: Densité de courant (A/m?) sur la face opposée & celle contenant la fissure avec un arbre optimal.

(comme dans I’exemple en régime magnétoharmonique du paragraphe précédent). De plus,
on ne peut pas faire commencer la recherche de 'arbre au deuxiéme pas de temps, car la
méthode n’aurait aucun effet sur les systémes qui ne convergent pas dés la deuxiéme ité-
ration de Newton-Raphson du premier pas de temps. Il faut donc trouver un poids initial
mieux adapté & notre probléme. Pour cela, deux possibilités ont été envisagées :

— La premiére consiste & rechercher un arbre quelconque au premier pas de temps, puis
un arbre optimal a tous les autres pas de temps.

— La deuxiéme perspective consiste a résoudre le premier pas de temps sans arbre si
on n’a que des matériaux linéaires ou dans le cas contraire, faire une prérésolution
en remplagant les matériaux non linaires par des matériaux linéaires. Ainsi, lors du
premier pas de temps de la résolution principale, on utilisera la solution calculée
préalablement.

Pour l'instant, la solution implantée est celle de I’arbre quelconque au premier pas de
temps. Les résultats obtenus jusqu'a présent restent corrects. En effet, méme si certains
tests ont révélé des résultats locaux faux pour le premier pas de temps, ces résultats sont
ensuite corrigés petit a petit par les résolutions des pas de temps suivants grace a l’arbre
optimal. Malgré tout, méme si cela peut augmenter un peu les temps de calcul, la deuxiéme
solution parait plus robuste.

Cette méthode a été implantée dans le logiciel FLUX3D par Gregory Vincent [Vincent, 2001].
Néanmoins, jusqu’a maintenant, nous n’avons pas fait de jauge par arbre pour des éléments
d’aréte d’ordre supérieur a 0.5. Il nous reste donc encore du travail & fournir pour obtenir
une méthode générale.

4.5.4 Conclusion

La combinaison entre la méthode de normalisation par arétes et la jauge par arbre est
une méthode robuste pour le calcul des courants de Foucault en transitoire (Tab. 4.12).
Malgré cela, il y a encore des restrictions, notamment au niveau de ’ordre des élements pour
'utilisation de la jauge par arbre (actuellement il faut un ordre égal & 0.5) et du maillage
(les arétes d’'un méme élément doivent étre de taille similaire). Nous devons, d'une part,
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Taille des arétes Normalisation Jauge Normalisation
avec comme unité Régime Rien seule par arbre + Jauge
de référence le métre seule par arbre
<10* m Harmonique | NCV?! Ccv? Inutile Inutile
Transitoire | NCV NCV NCV cv
> 10* m Harmonique | CV cv Inutile Inutile
Transitoire | NCV NCV CV Cv

1 NCV = non convergence
2 CV = convergence

TaB. 4.12: Bilan de la formulation T¢ avec une approximation d’aréte

travailler sur la montée en ordre de la jauge par arbre et, d’autre part, ou améliorer la
méthode de normalisation par aréte ou changer de solveur (par exemple GMRES). Nous
allons maintenant voir un exemple d’application des méthodes proposées dans cette partie
pour un dispositif de blindage d'une bobine.
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4.6 Application : dispositif de blindage de bobine

L’exemple que nous allons traiter est un blindage de bobine (Fig. 4.33). Ce dispositif est
axisymétrique, ce qui nous permet de n’en traiter qu’une portion (10 degrés par exemple)
en 3D et de le traiter en 2D pour des validations. Ce dispositif est constitué de deux
bobines et d’une partie conductrice. La premiére bobine (Bobine 1) est au milieu de la
piéce conductrice, elle a 39480 tours et est alimentée par une source de courant de la
forme I = sin(2nwft) (f = 50Hz). C’est elle que l'on doit blinder, c’est-a-dire diminuer
au maximum le champ & lextérieur du dispositif. La deuxiéme bobine (Bobine 2) est &
lextérieur de la piéce conductrice, elle a 3948 tours et est alimentée par une source de
courant de la forme I = —sin(2nft) (f = 50Hz). Cette bobine sert & blinder la bobine 1.
La partie conductrice est constituée d’'un matériau amagnétique de conductivité 3.333 x 107

S/m.

Z

b ox

ﬁxl\/[atériau conducteur,

Bobine 2

K

e

£

Bobine 1 .

F1G. 4.33: Description du dispositif de blindage.

Pour valider les outils que nous avons programmeés (normalisation par arétes et la jauge
par arbre) nous avons fait trois simulations. Le premier calcul, en 2D, a été effectué avec
le logiciel FLUX2D. Les résultats obtenus seront, pour nous, les résultats de référence.
Le deuxiéme calcul a été effectué avec la formulation T¢ nodal et la troisiéme avec la
formulation T¢ d’aréte en utilisant a la fois la jauge par arbre (Fig. 4.34) et la normalisation
par arétes. Ces trois simulations sont faites & pas & pas dans le temps afin de voir le régime
transitoire du probléme & 1’établissement du courant.

Pour valider nos travaux, nous allons exploiter des grandeurs globales du systéme et des
grandeurs locales. La grandeur globale exploitée est la force magnétique axiale exercée sur
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F1G. 4.34: La jauge par arbre sur le dispositif de blindage.

i

les bobines. On voit trés clairement que les résultats obtenus avec la formulation T¢ nodale
sont complétement faux, alors qu’ils sont justes avec la formulation T¢ d’aréte (Fig. 4.35
et 4.36).

40 T T T | T T T T

- FLUX2D ——
2 20 - Formulation T¢ nodal ----- -
= o~ _ Formulation T(\i) aréte ------
3 0 A > // \ e S
A=
S 20 _
Ne}
T 0 i
&
= 60 _
o
< 80 |
S -100 ) |

-120 ' I 1 L 1 L 1 1 l

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Temps (s)

F1G. 4.35: Force axiale exercée sur la bobine 1 (Newton).

L’exploitation des grandeurs locales nous éclaire sur ces problémes. En effet si on re-
garde la densité de courant dans le bas du dipositif, on voit qu’elle est fausse avec 'in-
terpolation nodale et juste avec l'interpolation d’aréte (Fig. 4.37, 4.38 et 4.39). Enfin,
la derniére chose que nous avons exploitée est la valeur de 'induction dans tout le do-
maine (Fig. 4.40). Pour mettre en évidence le blindage, nous avons effectué un changement
d’échelle pour l'exploitation (Fig. 4.41, 4.42 et 4.43). Une fois de plus, on voit que la for-
mulation nodale donne une induction fausse. Dans les deux autres simulations, le blindage
de la bobine 1 est bien effectué par le dispositif.
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3 T T T T T T

FL UX D
2+ Formulation T¢ nodal ~-~-- _|
Formulation T¢ aréte ------

Force axial sur la bobine 2 (N)

4 1 1 | | | 1 | | 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Temps (s)

F1G. 4.36: Force axiale exercée sur la bobine 2 (Newton).

Résultats dégradés
Oroedecs : Dests ¢ourt Affzen cumv)

Tes 6.): 0.025
Mamlle ¢ Conlene
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B X
N0 300011
ITOGOITIE] / -368.13016E3 U
3631001653 ¢ I3HLEY

BEUDI 1 35460 5

F1G. 4.37: Densité de courant (A/mm?) en 2D au F1G. 4.38: Densité de courant (A/mm?) avec I'in-
temps 0.025 seconde. terpolation d’aréte au temps 0.025 seconde.

F1G. 4.39: Densité de courant (4/mm?) avec I'interpolation nodal au temps 0.025 seconde.
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Résultats dégradés
e : [induction] Tesh
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Samm s aaa.

). . FiG. 4.41: Isovaleurs de I'induction (Tesla) avec
F1G. 4.40: Isovaleurs de I'induction (Tesla) en 2D changement d’échelle en 2D au temps 0.025 se-
au temps 0.025 seconde. conde
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0.01 0.01
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4]

F1G. 4.42: Isovaleurs de I'induction (Tesla) avec
changement d’échelle et l'interpolation d’aréte au
temps 0.025 seconde.

FiG. 4.43: Isovaleurs de l'induction (Tesla) avec
changement d’échelle et I'interpolation nodale au
temps 0.025 seconde.
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4.7 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, développé deux techniques pour modéliser les courants
de Foucault avec la formulation T¢ : '

1. La premiére est 'amélioration de cette derniére formulation avec l’approximation
nodale avec les jauges de Coulomb partielle et modulée.

2. La deuxiéme est le changement de la méthode d’approximation pour le potentiel
vecteur électrique (interpolation d’aréte).

La jauge partielle ne permet pas d’avoir a la fois des résultats corrects et une bonne
convergence du systéme linéaire avec le solveur ICCG. En revanche, la jauge modulée per-
met de satisfaire ces deux propriétés (Tab. 4.9). Le probléme principal de cette nouvelle
jauge est la recherche des coefficients & appliquer. En effet, nous n’avons, actuellement, pas
de régle qui puisse les fixer, ce qui rend la méthode non générale.

11 était donc nécessaire de changer de méthode d’approximation pour le potentiel vec-
teur électrique. -

La deuxiéme méthode est la formulation T¢ avec une approximation d’aréte. Cette ap-
proximation donne de trés bons résultats pour le calcul de la densité de courant au niveau
des angles rentrants. Deux problémes sont apparus pour ce type d’approximation. Le sys-
téme linéaire ne convergeait pas avec le solveur ICCG, si les géométries étaient trop petites
(matrice mal conditionnée) et si on travaillait en résolution régime transitoire (systéme
d’équations incompatible). Pour résoudre ces deux problémes, nous avons implanté une
normalisation de chaque variable d’aréte par la longueur de 1’aréte sur laquelle elle repose
et la jauge par arbre optimal pour rendre le systéme compatible [Vincent, 2001]. Avec ces
outils, nous obtenons de trés bons résultats dans le calcul des courants de Foucault, tout
en restant général (Tab. 4.12).

Malgré tout, il reste encore un gros travail pour améliorer ces deux techniques. En effet,
a ’heure actuelle, elles sont programmeées pour des éléments d’aréte a ordre 0.5 qui reste
insuffisant pour de bonnes précisions sur les résultats. Maintenant que nous avons une
formulation efficace pour le calcul des courants Foucault, nous allons voir comment utiliser
cette formulation pour coupler des régions conductrices ( que nous appellerons conducteurs
massifs) avec des circuits électriques et & résoudre le probléme de connexité pour le courant
induit. Ces problémes feront ’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Conducteurs massifs couplés circuits
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5.1 Introduction

La maitrise de la formulation T¢ pour modéliser les phénomeénes électromagnétiques
est trés importante vu son colt économique en place mémoire et en temps de calcul (Cf.
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CHAPITRE 5. CONDUCTEURS MASSIFS COUPLES CIRCUITS

chapitre 4). Malgré les améliorations que nous avons apportées & cette formulation, il reste
des limitations & son utilisation. En effet, cette formulation implique un courant nul dans
la section des conducteurs massifs modélisés. Cette restriction n’est pas acceptable pour
plusieurs situations trées utilisées :

— Alimentation du conducteur par un circuit électrique.
— Courant induit tournant autour d’un trou du conducteur (probléme de connexité).
Un exemple de ce type de probléme est donné dans le paragraphe (4.3.2).

Pour prendre en compte un courant total non nul dans un conducteur massif nous
introduisons un Ty prenant en compte ce courant [Meunier et al., 2002]. Nous verrons,
dans le premier paragraphe, une nouvelle relation entre le courant et la tension pour les
conducteurs massifs. Cette relation étant établie, nous regarderons l'intégration de cette
derniére dans la formulation T¢ soit en utilisant le Ty volumiquement (formulation en
potentiel réduit), soit en utilisant le Ty uniquement sur la surface du conducteur (formula-
tion en potentiel total). Enfin, nous validerons la formulation en potentiel réduit (la seule
développée actuellement) sur des cas tests de géométrie simple.

5.2 La relation entre le courant et la tension

5.2.1 Conducteur massif & deux bornes

Nous allons considérer, pour trouver la relation entre’le courant et la tension pour un
conducteur massif, un conducteur électrique seul parcouru par un courant I (Fig. 5.1).

F1G. 5.1: Conducteur massif parcouru par un courant.

Les deux bornes I'; et I'y du conducteur sont supposées étre des équipotentielles du
potentiel scalaire électrique, que 1'on appellera V, telles que :

U=Vp, — V1,

Le courant I entre et sort par ces bornes. De plus, on considére Jg une densité de
courant créée par un courant unitaire (1A) respectant les équations de Maxwell :

div(Jp) =0
Jo-n =0 sur I la surface du conducteur sans les bornes.

Avec ces hypothéses, on peut maintenant rechercher la relation entre le courant I et la
tension U. Nous allons, dans un premier temps démontrer 'identité suivante :

/JO cgrad VdQY = -U (5.2.1)
Q¢

144



5.2. LA RELATION ENTRE LE COURANT ET LA TENSION

En considérant la formule de Green de type grad — div appliquée & V' et Jg (Cf. Annexe
A), on obtient :

/Jo-gradVdQ+/Vdiv(J0)dQ: / V (Jo - n)dl
Q0 Qo UG UT

Comme div(Jg) =0 et Jo-n =0 sur I, on en déduit :

/Jo-gradVdQ: / V (Jo-n)dl
Q¢ TaUT

Les hypotheses permettent d’expliciter le deuxiéme terme de cette identité. En effet, les
bornes I', et I'y du conducteur sont des équipotentielles de V' et Jy une densité de courant
créée par un courant unitaire (1A), on a donc :

/ V (Jo-n)dl

T Ul

:Va/(JO-na)dI‘+1/},/(Jo-nb)dF
Ta Ty

=Vp—V, car /(JO'nb)dFZ—/(Jo~na)dI‘:1
Fb Tq
- U

On trouve alors 'identité (5.2.1). Notre but est de trouver une relation entre le courant
I, la tension U et les champs magnétique B et électrique E qui soit indépendante de la
formulation utilisée pour décrire ces champs. Pour cela, comme la variable électrique que
nous avons utilisée jusqu’a maintenant est V', nous allons nous placer, temporairement,
dans le cadre de la formulation AV. Avec cette formulation on peut écrire la relation entre
le champ électrique et les potentiels scalaire électrique V' et vecteur magnétique A :

A
E:—%—t~—gra,dV

En injectant ’expression du champ électrique dans l'identité (5.2.1) on obtient une
relation entre U, E et A : '

A
U= /JO-EdQ+ /JO - %—tdﬂ (5.2.2)
Q¢ dc

Pour ne plus dépendre du potentiel vecteur magnétique A, nous allons utiliser une
propriété de Jo pour éliminer A dans 'équation (5.2.2). En effet, comme div(Jy) = 0, il
existe un potentiel vecteur électrique Ty tel que :

J() = I‘Ot(TO) dans QC
L’équation (5.2.2) devient alors :

U= /Jo-EdQ-I—/I‘Ot(TQ)-a—'A—dQ

ot
Qc Qc
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0A
En considérant la formule de Green de type rot —rot appliqué & ¥ et Ty (Cf. Annexe A),

on obtient :

/I‘Ot(T())-%dQ:/TO'MdQ-F / (l?é—xn)-ngF

ot ot ot
Q¢ Qc Tur'guly
0B oA
_ .98 aa .T 2.3)
/ Ty o dQ) + / ( ot X n) o dl (5.2 3)
Q¢ TUlL U,

Nous voyons, dans 1’équation (5.2.3), qu’il reste encore un terme surfacique avec le
potentiel vecteur magnétique A. Comme il nous reste encore a définir le domaine ou nous
allons calculer Ty (T, ), nous allons le définir de sorte & éliminer ce terme avec A. Comme
nous ’avons déja dit dans le chapitre 2, il y a quelques régles a respecter pour définir o,
(Fig. 5.2 et 5.3 ) :

- Qp, doit englober tout le conducteur.
— 7, doit étre simplement connexe.

Avec ces deux conditions, on peut choisir Tq tel que To x n = 0 sur 0Q7,\I' qui est
le bord de Qr, privé des surfaces ou le champ est normal I'g (Cf. Chapitre 1). Ces faces
sont utilisées, d’une part pour amener le courant dans le conducteur (et le laisser sortir) et
d’autre part pour créer un retour de courant (I'retour) pour que que le probléme soit bien
posé (Fig. 5.4). Sur I'g on impose Ty - n = 0. Un exemple de calcul d’un tel Ty est donné
dans [Kladas and Tegopoulos, 1992].

Remarque :

Si on réduit le domaine de calcul du Ty au conducteur ., il y a une incompatibilité
entre 1'équation Ty xn = 0 sur 99 et le théoréme d’Ampére. En effet, on doit avoir :

/To-dlzl
C

Or, si To x n = 0 sur 99, implique que Ty est normal & la surface du conducteur
et par conséquent To-dl =0.

Regardons maintenant comment on peut éliminer le terme avec A dans la relation (5.2.3)
en utilisant cette définition de Ty. Pour cela on pose, n. la normale & I', n, la normale
4 Ty, np la normale & Ty , ng la normale & 0Qg et nt, la normale & d€2t,. De plus, en
remarquant que :

- T = 89y N 80,

- n,=—ngsur '
- ng = ng, sur 00T,
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QTO - QO @] Qc

F1G. 5.2: Définition de Qr,, domaine de calcul de Ty avec des surfaces ol le champ est tangent.

QTO - QO U Qc

Fi1Gg. 5.3: Définition de Qr,, domaine de calcul de To.

‘_—_—]FBZB'II:O

IPT‘G “ll‘l‘“

<>

Probléme complet Probléme avec symétrie

F1G. 5.4: Définition des surfaces o le champ est tangent pour la prise en compte du courant de retour.
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On trouve :

0A
/(Exnc>~T0dF
I
O0A O0A
:——/('a-an)‘TOdr"" / (EXHTQ)TOdF

Qo 6QT0

Le deuxiéme terme de 1’équation (5.2.3) devient alors :

/ (%ch>~Tocﬂ—‘

Tur'a Ul '
0A 0A
Q0 QTO
O0A O0A
+/<5;~><“a)'T"d”/(ﬁ“b)‘“dr
Ta Ty,

On va d’abord regarder les deux dernier termes de cette relation. Pour leurs calcul,
deux situations se présentent. La premiére situation est celle o les bornes du conducteur
sont sur des surfaces ot le champ est tangent (Fig. 5.2). On a alorssur I'; et I'y AXxn =0
(Cf. paragraphe 1.4.1) ce qui implique que cette intégrale surfacique est nulle. La deuxiéme
situation, les bornes sont incluses dans le domaine de calcul de Ty et les surfaces de ces
bornes sont confondues (Fig. 5.3). Dans ce cas les normales n, et n, sont opposés. La somme
de ce deux dernier terme est donc nulle.Donc quelle que soit la situation, le troisiéme terme
de la relation (5.2.4) est nul. Si on regarde, maintenant, le deuxiéme terme de cette relation,
on s’apergoit qu’il est, lui aussi, nul car :

dA OA

<'5?X“T°)'T°:‘“T°XT0>‘*5;—°

et
TO X nyr, = 0 sur aQTO\FB

A xnp,=0surI'p

0A
De plus en appliquant la formule de Green de type rot —rot & —— et To dans Qo on

ot
obtient :
OA
/(Wxno) TodF:
000
' oA drot(A
/rot(To)-EdQ—/TD-—m—at(——ldQ
Qo Qo

Or, dans Qq, rot(Ty) = 0 car Jo = 0. Finalement, on trouve une expression du terme de
surface de la relation (5.2.3) ne dépendant plus du potentiel vecteur magnétique :

0A 0B

Ne Qo
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Nous obtenons enfin une relation générale entre le courant et la tension :

B
U:/JO-Ed(H—/TO-aa—tdQ (5.2.5)
Q¢ Qr, '

Cette relation est assez générale pour prendre en compte le couplage entre les circuits
électriques et les problémes magnétiques via des conducteurs massifs & deux bornes quelle
que soit la formulation utilisée pour résoudre la partie magnétique. On remarque que dans
le cas particulier ou la conductivité du conducteur massif est isotrope et linéaire et que Jg
est une solution électrocinétique pour un courant total de un Ampeére, on obtient :

/JO ‘EdQ =1 /p(J0)2dQ =1R¢
Q¢ Q¢

Ou R¢ est la résistance en continu du conducteur. On obtient alors la relation que nous
avons présentée dans le paragraphe 1.5.1 :

B

Q1

Nous allons voir maintenant comment nous pouvons prendre en compte des conducteurs
massifs & plusieurs bornes.

5.2.2 Conducteur massif & n bornes

Considérons un conducteur massif & n bornes (Fig. 5.5). On s’apercoit, en faisant le
schéma électrique d’un tel conducteur (Fig. 5.6), que nous n’avons pas besoin de définir
toutes les relations entre le courant et la tension qui relie les C3 couples de bornes. En
effet, il suffit de connaitre n — 1 courants et tensions pour définir les autres. Donc pour
coupler le circuit électrique au probléme magnétique nous allons utiliser n — 1 relations
courant tension entre deux bornes (définie dans le paragraphe précédent) :

0B
U, = /j()k -EdQ) + / tok - —a—t—- ds) (5.2.6)
Qe O,

ou Uy est la tension entre deux bornes, jor la densité de courant calculée entre ces deux
bornes pour un courant total de un Ampére et tor le Ty correspondant au jok-

Fic. 5.5: Conducteur massif & plusieurs bornes
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U1 UG

I1 IG

IF2 -« 5 I5 IF4

F1G. 5.6: Circuit équivalent du conducteur massif de la figure (5.5)

Avec ces n — 1 relations, les inconnues de courant sont les courants circulant entre les
n — 1 couples de bornes choisies. Pour retrouver les courants effectifs aux bornes de notre
conducteur massif, il faut utiliser la loi des nceuds. C’est-a-dire qu’il existe une matrice
N de dimension n x (n —1), qui est la matrice résultante de la lois des nceuds, telle que :

N, I=1Ip
I ' Ir,
I, Ip,
I = : II-\ = N
In—2 IFn_1
In-—l IPn

I est le vecteur des inconnues de courant du probléme et It est le vecteur des courants aux
bornes du conducteur. Si on prend l’exemple de la figure (5.7) on a :

11 0\ Ir,
0 -1 1 Y| I,
-1 0 0 ? = I, (5.2.7)
0o 0 -1/ \? Ir,

F1c. 5.7: Chemins de courant possibles pour un conducteur massif & quatre bornes.
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Maintenant que nous avons défini la relation entre le courant et la tension pour des
conducteurs massif & n bornes, nous allons voir comment on peut l'utiliser avec la formu-
lation T¢.

5.3 Les formulations proposées

5.3.1 Formulation en potentiel réduit dans les conducteurs

Comme nous Uavons dit, nous allons, dans un premier temps, expliciter la formulation
en potentiel réduit dans les conducteurs qui nous permet de coupler les circuits électiques
avec des conducteurs massifs et les problémes magnétiques. Avant toute chose il faut cal-
culer la densité de courant joi pour un Ampére entre deux bornes et le tox correspondant.

Pré-calculs pour les conducteurs massifs couplés aux circuits

Pour trouver une densité de courant jor pour un Ampére nous allons chercher une so-
lution électrocinétique dans le conducteur (£2.) & I’aide du potentiel scalaire électrique V.

oy A

Ho

. )

Fic. 5.8: Probléme simplifié pour les prérésolutions dans le cadre d'un couplage entre des conducteurs
massifs et des circuits électriques.

Pour cela nous utilisons une résolution éléments finis dans le conducteur en imposant
une différence de potentiel (V) de un Volt sur les faces I'y et I'y (Fig. 5.8) et en utilisant
comme conductivité pour le conducteur 1 S/m. Le systéme a résoudre est alors :

div(gradV) =0
Vr, =1 (5.3.1)
Vr, =0

Il

Cette résolution nous donne une densité de courant j1y = grad(V') qui respecte la premiere
condition émise dans le paragraphe (5.2.1) qui est div(jiy) = 0. En revanche, il n’y a
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aucune raison pour que le courant total circulant dans le conducteur soit de un Ampére.
Pour trouver une densité de courant correspondant & un courant I de un Ampere, il suffit
de faire une régle de trois entre nos différents parametres :

jw = LIivA
j()k — 1A

Pour pouvoir appliquer cette régle de trois, nous devons calculer le courant total dans le
couducteur pour la densité de courant j;y. Pour cela on peut utiliser la formule :

Ly = / Jiv dS
S
ou S est une surface qui coupe le conducteur (par exemple I', sur la figure (5.8)). Le
probléme de 1'utilisation d'une telle formule est que la surface S n’est pas trés bien définie

et que ce n’est pas trés précis. Une alternative est de calculer les pertes Joule du conducteur
en utilisant la formule suivante :

Py Z/p(j1v)2 aQ
Q¢
= [Gwrda crp=1

Qc

Ensuite, on résout le systéme qui relie les variables U, I et P quand les matériaux sont
linéaires :

P
U=rKe I2 A v,
P=R.1 R — 1%
‘P
Et on I'applique pour une tension de un Volt :
Ly = le
R = —
‘" Py

Nous devons, maintenant que nous avons jok, calculer le tox correspondant. Pour cela
nous utilisons la technique présentée dans le chapitre 2, c’est-a-dire le calcul d’un tox nodal.
Le domaine de calcul de tg; est constitué d’une part des parties d’air {2y et d’autre part
du conducteur massif Q.. Nous calculons dans un premier temps le champ hgg di a jo
par la résolution éléments finis dans tout le domaine (2o U Q. U Q1, Q1 étant une région
ferromagnétique) en imposant une perméabilté po dans toutes les régions (hog est le champ
créé par jor dans lair) :

rot(hox) =Jjor
div(hgg) =0 Jauge de Coulomb
(hor) (Jaug ) 532
hgy n=0 sur I'g
hyy xn=0 sur I'g
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Ensuite, nous calculons l'incrément réduit-total d¢y sur la surface I'g; telle que :
grad d¢r X n = hg, X n (5.3.3)
Ainsi, nous définissons tg tel que :

tox = hor — grad d¢g sur 2 U €, (534)

Remarque :
Si 21 est non simplement connexe et que €2, entoure 2; (Fig. 5.9), on peut utiliser
la formulation que nous avons proposée dans le chapitre 3 sans restriction. En effet,
pour la formulation du chapitre 3, le conducteur massif est traité comme une bobine
en fil fin, en utilisant le Tq calculé ci-dessus.

FIG. 5.9: Probléme de connexité doi & un conducteur massif entourant un circuit magnétique fermé.

Nous faisons les précalculs pour tous les chemins de courant des conducteurs massifs &
plusieurs bornes. Nous allons maintenant voir les expressions des champs et les conditions
aux limites a appliquer.

Expressions des champs et conditions d’interface

Comme nous l'avons proposé dans le paragraphe 5.2.1, nous allons réduire le champ
dans 'air et dans les conducteurs massifs par rapport aux 7., Ty calculé en prérésolution,
ren étant le nombre de chemins de courant dans les conducteurs massifs. Cette réduction
nous permet d’une part de prendre en compte le couplage entre les circuits électriques et
les conducteurs massifs (réduction dans Q¢) et d’autre part de résoudre le probléme de
connexité d aux courants circulant dans le conducteur massif (réduction dans ). De
plus, nous réduisons aussi les champs par rapport aux r bobines filaires pour les mémes
raisons. Dans le cadre de la figure (5.10), ou il y a r¢, chemins de courant et r bobines
filaires, on va utiliser trois formulations différentes :

Dans le conducteur massif, (Q2¢) la formulation TTy¢ :

T+Toh
H= Y Ito + T — grad(¢,) et B=uH
k=1 )
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Conducteur ' [T ...

. (o Qlreuit -

massif 1 Loy e
Qe : Electriqu

Circuit | :
| Electrique

F1a. 5.10: Probléme simplifié pour la résolution principale dans le cadre d’un couplage entre des conduc-
teurs massifs et des circuits électriques.

T+Tch
J =rot Z Iptor + T et E=pJ
k=1

Txn=20 sur Q¢

Dans air, (£p) la formulation To¢ (présentée dans le chapitre 2) :

T+Tch

H= Z Ixtor — grad(¢r) et B = uoH
k=1

Dans la région magnétique, () la formulation ¢ :

H = — grad(¢) et B=uH

De plus nous allons utiliser les relations entre le courant et la tension pour les bobines
filaires et les conducteurs massifs. Ces relations sont :

0B
Ui = Ry I, + / tok - B dQ pour les bobines filaires (k =1---7)

QoUc

0B
U. = /j0c - EdQ+ / toc - 5 dQ2 pour les conducteurs massifs (¢ = r+1---r+re)

Q¢ QU o
Nous allons maintenant voir pourquoi ces formulations nous permettent de résoudre les
deux problémes de connexité qui apparaissent en présence de bobines filaires et de conduc-
teurs massifs.
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Les problémes de connexité.

Dans ce paragraphe nous regarderons uniquement les problémes de connexité liés aux
régions conductrices car pour les régions magnétiques, il a été traité dans le chapitre 3.

1. Probléme de connexité lié au courant dans un conducteur massif.

a b

F1G. 5.11: Probléme de connexité lié au courant dans un conducteur massif.

Appliquons le théoréme d’Ampére sur le chemin Cj de la figure (5.11). Ce chemin
est entierement dans l'air. On a alors :

T+Teh
/ Hdl = / > Ixtor dl — / grad(s,) di
1 c, k=1 1

T+Tch
=Y L / tog dl
k=1 ol
=1, courant dans le conducteur €2,
En effet, les intégrales des tor dues aux bobines sont nulles sur C; car aucune bobine

ne traverse un nombre impaire de fois une surface de contour C; et l'intégrale de to,
di au conducteur massif 2. est égale & un avec les prérésolutions effectuées.

2. Probléme de connexité lié au courant dans les bobines filaires.

F1G. 5.12: Probléme de connexité di & une bobine filaire entourant un conducteur massif.

Appliquons le théoréme d’Ampere sur le chemin C; de la figure (5.12). Ce chemin
est entierement dans le conducteur massif. On a alors :

T+Tch
/H dl~/ Z Titor dl+/T dl-/grad(qﬁT)

C1 - C1

:Ib/tob dl-l—/(]ctoc-l—T) dl

Cy Ci1
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En utilisant le théoréme de Stokes (Cf. Annexe A), on trouve pour la deuxiéme
intégrale :

/ (Litoo + T) dl = / rot (Itge + T) -1 dS
Cl SCI

:/J-ndS

Sc,
= ISCI

ot S¢, est une surface de support Cy et Isg, le courant dans le conducteur massif
qui traverse cette surface. Le théoréme d’Ampeére est donc bien vérifié car :

/HdlZIb—i—ISCl
Ch

La composition des formulations TTo¢ et To¢ résout donc les problémes de connexité dus
aux conducteurs massifs couplés avec des circuits électriques et aux bobines filaires. Voyons
maintenant comment on peut prendre en compte des conducteurs massifs non simplement
connexes (qui ont un trou) avec des courants purement induits.

Prise en compte des trous

Jusqu’a maintenant nous avons parlé uniquement des conducteurs massifs couplés aux
circuits électriques. La question qui se pose naturellement est la suivante : peut-on utiliser
la méme méthode pour des conducteurs troués non reliés & un circuit électrique ? Pour cela,
il suffit de définir le conducteur massif avec deux bornes fictives, I, et I'y (Cf. Fig 5.13).

Conducteur

massif

Q.
Description physique Circuit équivalent
du conducteur massif. du conducteur massif.

FiG. 5.13: Prise en compte d’un conducteur massif non couplé avec un circuit électrique possédant un
trou.

Ces deux bornes nous permettront de créer un chemin de courant (donc un calcul en
prérésolution d’une densité de courant jo. et un toc) que 'on mettra en court circuit lors
de la résolution principale (U, = 0) (Fig. 5.13). La relation entre le courant et la tension
pour ce conducteur s’écrit toujours de la méme fagon :

B
UC:/jOC-EdQJr / toc-%t—dﬂz()

f.lc' QU
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Regardons maintenant le cas d’un conducteur massif couplé & un circuit électrique avec
un trou (Fig. 5.14). La réduction du champ par rapport aux courants reliant les bornes
n’est pas suffisante car il peut circuler un courant autour du trou. Comme précédemment,
la solution consiste & introduire une relation supplémentaire pour prendre en compte le
courant qui fait le tour du trou.

F1G. 5.14: Prise en compte d’un conducteur massif couplé & un circuit électrique possédant un trou.

Si on prend ’exemple de la figure (5.14), on aura comme relation entre les courants des
bornes et du trou :

100y Ir,
-1 10 Y| I,
10 0 1—_’2 = (5.3.5)
0 0 1 tr Ly

Nous allons montrer maintenant que la formulation proposée est symétrique. Pour cela,
nous allons présenter briévement le systéme d’équations & résoudre ainsi que sa forme
discrétisée en régime transitoire. Les détails des calculs sont présentés en annexe D. Nous
irons rapidement sur ce paragraphe car la recherche de la formulation faible des équations
et la discrétisation sont similaires aux chapitres précédents.

Formulation faible et discrétisation

Dans ce paragraphe, nous travaillerons avec une approximation d’aréte pour le poten-
tiel vecteur électrique T. Nous n’aurons donc pas de jauge de Coulomb & expliciter. Les
équations & résoudre sont :

divB =0 dans Q¢ U Q1 U Q¢
B
rot E — (?97 =0 dans Q¢
0B . .
Uy = Ry I + tok - B ds2 pour les bobines filaires (k=1---7)
QoUQ¢e
. 0B .
Uec= [ joc - EdQ + toc - rr aQ pour les conducteurs massifs (c =7+ 1---7 + ry)
Q¢ QoUQ¢ '
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Ou r est le nombre de bobines filaires et 7., le nombre de chemins de courant des conduc-
teurs massifs.

En se placant dans les espaces de solutions admissibles T et P du paragraphe 4.2, et en
utilisant la méthode de Galerkin, on obtient :

(_ / gradw-B dQ2 =0

QoUNUN

/otW E+/W ——dQ—O

QC C

oB
Ry I + / tok - B dQ+—(¢2k*¢1k) k=1---r

QoUQ e

. 0B
/JOCEdQ+ / tOc a dQ“]“Nicht(’(/}zc ’(/}16):0 c:r+1...r+rch
Q¢ QoUQe

NemIem =0

Ik:() k:l--.lr

| Iy =0 k=11

(5.3.6)
VW eTet VweP

Ou Ny, est la matrice résultante de la lois des nceuds, N¢p, ¢ la céme colonne de Ny, et
I.m le vecteur des courants des chemins de courant des conducteurs massifs. En ce référant
4 l'annexe D, on voit que le systéme linéaire & résoudre a chaque pas de temps (si les
matériaux sont linéaires) ou a chaque itération de Newton-Raphson (si les matériaux sont
non linéaires) est symétrique. Comme nous utilisons le potentiel scalaire réduit dans les
conducteurs massifs, un probléme de précision des résultats est possible si ce dernier est
constitué d’un matériau ferromagnétique conducteur. Une alternative possible est d’utili-
ser du potentiel total dans les conducteurs. Cette formulation sera 1’objet du paragraphe
suivant.

5.3.2 Formulation en potentiel total dans les conducteurs

Comme nous ’avons dit, nous allons expliciter la formulation en potentiel total dans les
conducteurs massifs, couplés avec les circuits électiques. Nous avons déja vu dans le chapitre
3 comment on pouvait éliminer le probléme de connexité pour des circuits magnétiques
fermés traités en potentiel total entourés par une bobine. Pour ce faire, nous avons créé
une coupure magnétique permettant un saut du petentiel total grace a 'incrément réduit-
total et modifier la relation courant-tension. Pour les conducteurs massifs, la démarche est
la méme. Nous allons voir les expressions des champs avec cette méthode et ensuite adapter
les conditions d’interface et les rélations entre le courant et la tension pour les conducteurs
massifs.

Expressions des champs et conditions d’interfaces

Dans le cadre de la figure (5.10), ou il y a r.; chemins de courant pour les conducteurs
massifs et r bobines filaires, on souhaite utiliser trois formulations différentes :

Dans le conducteur massif (Q¢) la formulation Tpd¢ :

158



5.3. LES FORMULATIONS PROPOSEES

H=- ZIk grad(d¢y) + T — grad(¢) et B=uH
k=1

J=rotT et E=pJ

ol 0¢y est I'incrément réduit-total calculé pour la bobine filaire k¥ alimentée par un
courant de 1 Ampére sur I'interface I'c, qui est la surface entre 1'air (€p) et le conduc-
teur massif (£2), et sur la coupure magnétique. (Cf. paragraphe 2.3 et paragraphe
3.3.2).

Dans l'air (£2p) la formulation Ty¢ (présentée dans le chapitre 2) :

T+Tch

H= Z I tor — grad(ér) et B = poH
k=1

avec tor = hog — grad((5q§£01) k=1---1+re
(5¢£°1 étant 'incrément réduit-total sur 'interface I'g1, qui est la surface entre 1’air
(Qo) et la région magnétique ().

Dans la région magnétique (simplement connexe) (1) la formulation ¢ :

H = —grad(¢) et B=uwH

De plus nous allons utiliser la relation entre le courant et la tension pour les bobines filaires
présentée dans le chapitre 3 (k=1---7) :

0B 9B
Ur = B Ik+/t0k o A /grad(5¢k) oy

Qo Q¢

Pour les conducteurs massifs, nous allons modifier la relation entre le courant et la tension
pour ne plus avoir a évaluer les tg. dans le conducteur. Reprenons la relation courant

tension initiale : OB
Uc.:—‘/jOc'EdQ"*— / toc - —- df2

ot
Q¢ QU

Le premier terme peut s’écrire en appliquant la formule de Green de type rot-rot :

/jOc -BEdQ = /I‘Ot(t()c) - EdQ)

Q¢ Q¢
- / 0 - TOb(E)dQ + / (boe x E) - ndl’
Q¢ e
B
:—/tOc'aa—tdQ+/(t0cXE)'ndr
Qc r.

On trouve, alors, la nouvelle relation entre le courant et la tension pour les conducteurs

massifs :
0B

UCZ/(tOCXE)'ndF—F/tOC"E{dQ
Te Qo

159



CHAPITRE 5. CONDUCTEURS MASSIFS COUPLES CIRCUITS

Fig. 5.15: Exemple de conducteur massif traité en potentiel total.
Nous allons maintenant voir les conditions d’intérface entre 'air et le conducteur massif.

Pour Vinstant, il nous manque une relation au systéme d’équation qui est la condition
de continuité de la composante tangentielle du champ H. Si on ce place dans le cadre de
la figure (5.15), on doit avoir :

T+Tch

T
(He — Hgp) xn= | =Y Irgrad(d¢) + T — grad(d) — »  Ixhok +grad(¢r) | x n
k=1 k=1
T+Tch
=|T- Z IkhOk X n
k=r+1

Car

Vk=1---7 grad(d¢g) x n =hog x n

et
¢r = ¢
Nous imposons donc, comme condition d’interface entre ’air et le conducteur massif :
T+Tch
Txn= g I . toe | X n sur I';
c=r+1

ol les tg. sont calculés de la méme fagon que dans le paragraphe 5.3.1.
Nous allons maintenant voir que les problémes de connexité dus aux potentiels scalaires

sont bien résolus avec cette formulation.

Les problémes de connexité

Comme dans le paragraphe précédent (5.3.1) nous regarderons uniquement les pro-
blémes de connexité liés aux régions conductrices.
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a b

F1G. 5.16: Probléme de connexité lié au courant dans un conducteur massif.

1. Probléme de connexité lié au courant dans un conducteur massif.

Regardons le théoréme d’Ampére sur le chemin C; de la figure (5.16). Ce chemin est
entierement dans lair. On a alors :

T+7Tch
/ Hdl = / > Iito di — / grad(¢,) dl
o7 ¢ k=1 C1
T+Tch
=) I / tog dl
k:]. Cl
= Ic

En effet, les intégrales des tor dues aux bobines sont nulles sur C; car aucune bobine
ne traverse un nombre impaire de fois une surface de support C; et U'intégrale de to.
dt au conducteur massif €2, est égale & un avec les prérésolutions effectuées.

Si le chemin Cj se trouve sur la frontiére (I'c), on a :

/H dl = / T — ZT:I,C grad(d¢y) — grad ()| di
C

1 Cl k:].
- / Td
Cy

:Ic/t(,cdl car T xn = I, tg. x n sur I,
Cy
:Ic

Dans les deux cas le théoréme d’ampére est bien vérifié.
2. Probléme de connexité lié au courant dans les bobines filaires.

Regardons le théoreme d’Ampére sur le chemin C; de la figure (5.17). Ce chemin est
entiérement dans le conducteur massif. On a alors :

/H dl = / T- XT:I;C grad(d¢y) — grad(¢) | dl
Ci

Cl . k=1

=Ib+/le

Cy
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chlpure

Fic. 5.17: Probléme de connexité dii & une bobine filaire entourant un conducteur massif.

car, nous avons utilisé une coupure (I'coupure) pour calculer les d¢y (Cf. chapitre 3) et
que C; traverse forcément cette coupure. De plus, en utilisant le théoréme de Stokes

(Cf. Annexe A), on trouve pour 'intégrale :

/le: /rot(T)-ndS

C Scy

:/J-ndS

= Is,,

ol Sc, est une surface de support Cy et Ig, le courant dans le conducteur massif
qui traverse cette surface. Le théoréme d’Ampeére est donc bien vérifié car :

/Hdl:Ib+ISCl
C1

La composition des formulations T¢d¢ et To¢ résout donc les problemes de connexité dus
aux conducteurs massifs couplés avec des circuits électriques et aux bobines filaires.

Formulation faible et discrétisation

Dans ce paragraphe, nous travaillerons avec une approximation d’aréte pour le poten-
tiel vecteur électrique T. Nous n’aurons donc pas de jauge de Coulomb a expliciter. Les
équations & résoudre sont :

divB =0 dans Q¢ U Q1 U Q¢
B
rot E — aa—t =0 dans Q¢
0B 0B . .
Up = R Iy + [ tok - v dQ + | grad(ddx) - 5 dQ pour les bobines filaires (k =1---r)
' Qo Q¢
0B .
U.= | (toe x E) - ndl’ + /t()c s dQ pour les conducteurs massifs (c =7+ 1
e Qo

Comme nous n’avons plus la condition d’interface T x n = 0, nous devons changer un peu
les espaces de fonction admissibles. Ces espaces seront alors :

T'(Q,) = {W € L¥(Q) ; rot W € L*(Q,) }
P(Q) = {w € L*(Q) ; gradw € L*(Q); w =0 sur Ty}
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En se placant dans les espaces de solutions admissibles T’ et P ; et en utilisant la méthode
de Galerkin, on obtient :

p
- / gradw-B d2 =0

QoUNUN )

/rotW E+/W ———dQ—l—/(Wxn) Edl'=0

Qe e

0B
ngIk+/t0k —dQ-I—/grad&qSk -——dQ-I—at(?/)zk—’(/qk)—O k=1---r
< e
" oB .

(toch)-ndI‘+ toc - a dQ—I—Ncmcat(szc ’()b]_c):O c=r+1---r+ry
Te Qo

NchcmZO

I; =0 k=1---7r

\—-Ik:O k=1---r

(5.3.7)
YW e T
et VweP

Ot Ny, est la matrice résultante de la lois des noeuds, Nep, ¢ la cme colonne de N, et
Icm le vecteur des courants des chemins de courant des conducteurs massifs. En ce référant
a 'annexe D, on voit que le systéme linéaire & résoudre & chaque pas de temps (si les
matériaux sont linéaires) ou a chaque itération Newton-Raphson (si les matériaux sont
non linéaires) n’est pas symétrique. A I'heure actuelle, nous n’avons pas de solution pour
rendre symétrique la matrice & inverser.

5.3.3 Conclusion

Pour l'instant, nous avons implenté dans le logiciel FLUX3D uniquement la formulation
en potentiel réduit dans les conducteurs massifs. La formulation en potentiel total reste
un de nos objectifs pour éviter les problémes d’imprécision dans les conducteurs massifs
magnétiques. La formulation en potentiel réduit & été programmeée avec les deux types
d’interpolation pour T, l'interpolation nodale et d’aréte. Nous allons maintenant voir la
validité la formulation TT .

5.4 Validations et exemples

5.4.1 Introduction

La difficulté pour valider cette formulation (TT¢) est le manque de mesures pour des
dispositifs inductriels avec des conducteurs massifs couplés avec des circuits électriques. En
effet, ayant jusqu’a maintenant des problémes pour traiter de tels dispositifs, nous n’avons
pas d’exemples industriels avec des mesures. En conséquence, pour la valider, nous utilise-
rons d'une part des dispositifs simples qui ont une géomeétrie 2D que 'on traitera en 3D et
des dispositif 3D que l'on sait traiter avec la formulation AV — A. Ces cas de validation
sont :
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— Un tore conducteur alimenté par un circuit électrique ou passif (comparaison avec
une simulation en 2D)

— Un conducteur massif & trois bornes avec un trou. (comparaison avec la formulation
AV —A)

— Une plaque infinie supraconductrice. (comparaison avec un calcul analytique et avec
une simulation en 2D)

— Des conducteurs massifs en mouvement. (comparaison avec une simulation en 2D).

Sur ces cas de validation nous avons utilisé l'interpolation nodale car ils ne présentent
pas de coin rentrant. Le fait d’utiliser ’interpolation nodale ou l’interpolation d’aréte ne
change rien au niveau de résultats pour ces cas de validation. La seule chose qui peux
changer est la qualité des isovaleurs. Pour illustrer ce propos, nous ferons une comparaison
entre l'interpolation nodale et I'interpolation d’aréte pour le cas test du tore conducteur
alimenté par une source de tension.

5.4.2 Cas test du tore

Dans ce paragraphe, nous allons traiter une géométrie trés simple. Il s’agit d’un tore
en aluminium (Fig. 5.18) (¢ = 6.25 x 107 S/m) que nous alimenterons avec une source de
tension de 1 Volt efficace, puis une source de courant de 1 Ampére efficace et enfin que
nous n’alimenterons pas. Dans le troisiéme cas, la source sera une bobine au centre du
tore alimentée par un 1 Ampére efficace. Les problémes seront traités en régime magnéto-
harmonique en 3D (Fig. 5.18)(3 du dispositif) et en 2D (géométrie axisymétrique) & une
fréquence de 3000 Hertz.

—_

Représentation
dan§ Flux3D
(35 de l.a
géométrie)

Segment pour
I’exploitation de B.

Faces pour s

I’exploitation de J.”
Circuit électrique P

Circuit électrique
F1G. 5.18: Géométrie et segment d’exploitation pour le cas test du tore.

De plus, nous présenterons, uniquement pour le tore alimenté en tension, une comparai-
son entre la formulation TTy¢ avec une interpolation nodale et une interpolation d’aréte.
Pour chacun des exemples nous exploiterons les valeurs d’une grandeur local (valeur de
I'induction sur un segment (Fig. 5.18)), les isovaleurs d’une grandeur locale (valeur de la
densité de courant sur une face de coupe du tore (Fig. 5.18)) et une grandeur globale (ten-
sion aux bornes du conducteur massif ou courant total dans le conducteur).

Les résultats obtenus en 2D et 3D, pour les trois dispositifs, concordent (Fig. 5.19 a
Fig. 5.26 et Tab. 5.1 a 5.4). De plus, la différence entre les résultats obtenus avec une

interpolation d’aréte et une interpolation nodale est tres faible (Fig. 5.21 et Tab. 5.2).
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Comme nous I'avons déja dis, la différence notoire tient dans la qualité des isovaleurs (Fig.
5.22), due & lordre des éléments (Cf. Partie 4). Nous avons donc validé la formulation
TTy¢ en régime magnétoharmonique pour un conducteur massif non simplement connexe
couplé avec un circuit électrique ou non. Nous allons voir maintenant un dispositif qui nous
a permis de valider la formulation pour un conducteur & plusieurs bornes.
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Tore alimenté en tension : comparaisoh 3D nodal et 2D

0.9 l | ; | I
e . 2
o Partie réelle (3D) ——
0.8 - o x Partie réelle (2D »
e \ Partie imaginaire (3D) -----
0.7 7 ™™ \ Partie imaginaire (2D) =
X 28 MK X % MK x
0.6 + ’(
< 05k ) i
N 04fF d i
0.3 F \ i
. ¢ : \‘ ’Fx,‘&l
(P e _
)“ “xx“x‘x
0.1 '9" xxh""“xnx.\(xxxxxk 7]
0 ! N e
0 2 4 6 8 10 12

Distance sur le segment (mm)

F1G. 5.19: Valeur de 'induction B (T') sur un segment.

Résultats dégradés

1200
Grandeur : [Densite courant| A/(mm carre)

Intervalle / Couleur

393.84656 / 452.76395
452.76895 ¢ 511.69138
511.69138 / 570.61371
570.61371 / 629.53613
629.53613 / 688.45856
688.45856 / 747.38092
747.38092 / 806.30334
806.30334 / 865.22577
865.22577 1 924.14813
924.14813 / 983.0705

983.0705 / 1.04199E3

1.04199E3 / 1.10092E3
1.10092E3 / 1.15984E3
1.15984E3 / 1.21876E3
1.21876E3 ¢ 1.27768E3
1.27768E3 / 1.3366E3

1000

800

600

400

2D

3D

F1G. 5.20: Isovaleurs du module de la densité de courant J (A/mm?) sur une section du tore.

Courant dans le conducteur massif (A)
Partie réelle Partie imaginaire
2D -2191 6884
3D -2195 6892
Différence (%) < 0.1 < 0.1

TAB. 5.1: Courant dans le conducteur massif (A).
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Tore alimenté en tension : comparaison 3D nodal et 3D aréte

0.9 I T I I

| I 1
% Partie réelle (3D nodal
0.8 |- o y  Partie réelle (3D aréte) - -
™ Partie imaginaire (3D nodal) -----
0.7 - e Pirtie imaginaire (3D aréte) »

"
xRN
| o 3000 130 XXX

0.6 - \ —

0.2
0.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distance sur le segment (mm)

Fi1G. 5.21: Valeur de l'induction B (7') sur un segment.

1200

1200

1000

800

600

600

400

Interpolation nodale. Interpolation d’aréte.
F1g. 5.22: Isovaleurs du module de la densité de courant J (A/mm?) sur une section du tore.

Courant dans le conducteur massif (A)
Partie réelle Partie imaginaire
3D nodal -2195 6892
3D aréte -2194 6889
Différence (%) < 0.1 < 0.1

TaB. 5.2: Courant dans le conducteur massif (A).
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Tore alimenté en courant : comparaison 3D nodal et 2D

0.00018
0.00016
0.00014
0.00072

g 0.0001
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Distance sur le segment (mm)

Fic. 5.23: Valeur de 'induction B (T') sur un segment.

Résultats dégradés
Grandeur : |Densite courant| AXmm carre)

Frequence (hertz) : 0.003E6 Phase (Deg): 0
Intervalle / Couleur

77.00155E-3 / 8852157E-3
88.52157E-3 / 100.04158E-3
100.04158E-3 / 1115616E-3
111.5616E-3 { 123.08162E-3

123.08162E-3
134.60164E-3
146.12165E-3
157.64166E-3
169.16169E-3
180.683171E-3
192.20172E-3
203.72175E-3
215.24176E-3
226.76177E-3
233 28179E-3

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

134.60164E-3
146.12165E-3
157 64166E-3
169.16169E-3
180.68171E-3
19220172E-3
203.72175E-3
21524176E-3
226.76177E-3
23828179E-3
249 3018E-3

249 8018E-3 / 26132181E-3

2D

10

Fic. 5.24: Isovaleurs du module de la densité de courant J (A/mm?) sur une section du tore.

Tension aux bornes du conducteur massif (V)

Partie réelle

Partie imaginaire

2D -0.8397x107% -0.2637x1073
3D -0.8392x10~% -0.2634x 1073
Différence (%) < 0.1 < 0.1

TAB. 5.3: Tension aux bornes du conducteur massif (V).
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Tore non alimenté : comparaison 3D nodal et 2D

0.00025
0.0002

__0.00015

&

o

0.0001

oe-05

1

\\( il i

| |
Partie réelle (3D) ——
Partie réelle (2D .
Partie imaginaire (3D
Partie imaginaire (2D x

ol 1

4

8 10 12

Distance sur le segment (mm)

FiG. 5.25: Valeur de l'induction B (T') sur un segment.

Résultats dégrades
Grandeur : [Densite courant| Af(xam carre)
Frequence (hertz) : 4,001999E3 Phase (Deg): 0
Intervalls / Coulsur
1123162E-3 / 14.13333E-3
14.13333E-3 / 17.03504E-3
1703504E-3 | 19.93676E-3
1993676E-3 | 22.83847E-3
2283847E3 / 25.74018E-3
25.74018E-3 / 28.64189E-3
2864189E-3 | 31.5436E-3
31.5436E-3 1 34.44531E3
3444531E-3 f 3734702E-3
3134702E3 { 40.24873E-3
4024373E-3 | 43.15044E-3
43.15044E-3 / 4605215E-3
4605215E-3 1 43 95386E-3
43 95386E-3 / 51.85557E-3
S51.85557E-3 | 5475728E-3
5475728E-3 { 57.65899E-3

2D

3D

F1G. 5.26: Isovaleurs du module de la densité de courant J (A/mm?) sur une section du tore.

Courant dans le conducteur massif (A)

Partie réelle

Partie imaginaire

2D 0.239 ~0.0687
3D 0.234 -0.0706
Différence (%) 2.1 2.7

TaB. 5.4: Courant dans le conducteur massif (A).
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5.4.3 Conducteur massif a plusieurs bornes avec un trou

L’exemple que nous allons voir maintenant est un conducteur massif en cuivre (o =
10% S/m) & trois bornes et un trou (Fig. 5.27). L’avantage du dispositif choisi (surtout
son mode d’alimentation) est que nous pouvons le résoudre avec la formulation AV en
magnétoharmonique (Fréquence de 50 Hertz) en imposant les valeurs du potentiel V' sur
les bornes du conducteur (Vr, =0, Vp, = 1, Vr, = 2). En plus de la comparaison entre
les résultats obtenus avec la formulation AV et TTy¢, nous montrerons les densités de
courant obtenus en préresolution.

16 mm

FiG. 5.27: Géométrie et circuit d’un conducteur massif a trois bornes et un trou.

Les prérésolutions

Comme il y a trois bornes et un trou, nous avons sur ce dispositif trois chemins de
courants différents (Fig. 5.28).

I Iy
IF1 IF2 IF3
Chemins de courant Circuit équivalent
dans le conducteur massif. du conducteur massif.

FiG. 5.28: Chemins de courant et circuit équivalent d’'un conducteur massif & trois bornes et un trou.
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En fin de résolution pour trouver les courants aux bornes de notre conducteur, on
appliquera la formule suivante :

1 0 I Ir,
-1 1 ( 1) = | Ip, (5.4.1)
I

Ir,
Nous avons donc calculé trois densités de courant jox en prérésolutions. La figure (5.29)

montre un exemple de densité de courant calculé en prérésolution.

150000
100000

50000

F1a. 5.29: Isovaleurs du module et fléches de la densité de courant jo (A4/m?) pour le chemin de courant
de I 1-

Résultats

Pour cet exemple, nous allons exploiter comme grandeur locale la composante z de la
partie réelle de 'induction (B) sur un segment (Fig. 5.30) et les composantes y et z de la
densité de courant (J) sur un segment (Fig. 5.30).

Comme grandeur globale, nous regarderons les pertes Joule dans le conducteur et les
valeurs du courant aux bornes de ce dernier. Regardons d’abord les valeurs globales. Comme
nous ’avons dit, pour calculer les courants aux bornes du conducteurs, on applique la
formule (5.4.1) avec les courants dans les chemins définis précédement :

11 919784 + jao7az) = | I | 7 I =0

1.0 <_219783 +]-40744> Ir, Ir, = —219783 + j40744
0 -1 Ir, Ir, = 219784 — 540743

Comparons maintenant avec les résultats obtenus avec la formulation AV (Tab. 5.5).
Nous voyons que les résultats sur les courants aux bornes de notre conducteur obtenus avec
les deux formulations sont similaires (inférieur & 0.2% sur la partie réelle et inférieur a 2%
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pour
tion de J

F1G. 5.30: Segement pour 'exploitation des valeurs de B et de J.

Courants dans le conducteur massif (A)
Formulation | Borne | Partie réelle Partie imaginaire

AV I - 220 212 40 022
Ty 0 0

I's 220 213 - 40 021

TTyop Iy - 219 783 40 744
Iy 0 0

I's 219 784 - 40 743

TaB. 5.5: Courant dans le conducteur massif (A).

sur la partie imaginaire).

En ce qui conserne les pertes Joule, la constatation est la méme. Nous trouvons ‘pour
la formulation AV des pertes de 619 917 W et pour la formulation TTg¢ des pertes de
618 569 W. Cela fait une différence inférieure a 0.3%.

Pour les résultats locaux, la concordance entre les deux formulations est trés bonne
aussi bien pour des valeurs de B (Fig. 5.31) que de J (Fig. 5.32).

Le troisiéme exemple que nous allons voir est un dispositif supraconducteur trés simple
pour tester la formulation en régime transitoire avec des matériaux non linéaires.
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Partie réelle de B, (T)

J (A/m?)

30 I T | | T — T
A #Formulation AV~ -
25 AN JFarmulation TTy¢p -—--
{ * » \
2 . i LS o l -
O 1[ \‘ﬂk\‘ww“’”w'/ ‘\
15 ! ' —
! \
10 |- / 3 -
4 %
5 . ;I \L =]
t 3
0 k., f i -
MNN_F% rl \* ‘.("ﬁ_w“w
l— ,g(. —
_5 ’X‘\ ‘[ \\ /
\\ I »
—].0 - \,f ‘\_r/ —
15 ! 1 L | ! 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Distance sur le segment
F1G. 5.31: Valeur de l'induction B (T") sur un segment.
8e+09 T T T —
Partie imaginaire de Jy avec la formulation AV~ .
6e+09 Partie imaginaire de Jy avec la formulation TTo¢ ----
Partie imaginaire de J, avec la formulati(}n AV~
4e4-09 - Partie imaginaire de J, avec la formulatioh TTp - -
/
2€+09 Tar‘l"l"f‘x»-x.,”_)‘- //" -
0+ "“.*-x-“"‘:‘/‘5'"-”:r:::&-qg:;»-x--:.”,ﬁ::fi’*\x‘ —
-2e+09 |- e ke e
s
-4e+09 ya -
-6e+09 |- a .
r)"’/{
-8e-+09 = ' L !
0 5 10 15 20

Distance sur le segment

Fi1G. 5.32: Valeur de la densité de courant J (A/m?) sur un segment.
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5.4.4 Plaque infini supraconductrice

On considére une plaque infinie (Fig. 5.33) dans les directions (O,y) et (O, z), en
matériau supraconducteur homogéne et isotrope. Ce matériau est défini a l'aide d’une
relation entre le champ électrique E et la densité de courant J. Cette loi est la suivante :

E|
9= — 1
E 1-1
B 50w 4+ L

Avec E. le champ électrique critique, J. la densité de courant critique, N un entier
strictement supérieur & 1 qui donne la raideur du coude (Fig. 5.33) et op la conductivité
a l'origne. On peut voir linterprétation des différentes valeurs sur la figure (5.33). Pour
plus de détail sur la modélisation de dispositifs supraconducteurs, on pourra consulter
[Vinot, 2000] et [Grilli et al., 2002].

Symeétrie de champ tangentiel

Région supraconductrice

EA !
L4
. o E b---------
Segment pour 'exploitation
de B. E et J. : Supra.»conducteur
& parfait.
!
]
!
Je | ______ N SUPTS LA
z oo .-k
. 1
5 |
x N >
Région air Je J

Fic. 5.33: Géométrie du dispositif et courbe J(E) pour les matériaux supra.

Cette plaque est alimentée par un courant sinusoidal de la forme I = 142.5 sin(27 f t)
avec une fréquence f de 50 Hertz. Ce dispositif étant trés simple, il est possible de calculer
analytiquement les grandeurs physiques du probléme (B, E et J). Les simulations et les
calculs analytiques ont été effectués par Iszabela Klutsch dans le cadre d’une campagne
de validation du module supraconducteur en 2D dans FLUX3D [Klutsch, 2000]. Les deux
simulations sont en régime transitoire sur un intervalle de temps allant de 0 & 0.02 seconde
(une période) avec un pas de temps de 0.2 x 1072 seconde. Les paramétres du matériau
supraconducteur utilisé sont E, = 107* V/m, J. = 10 A/m?, N =50 et op = 104 S/m.

Pour les grandeurs locales, nous regarderons les valeurs de I'induction magnétique (B),
du champ électrique (E) et de la densité de courant (J) sur un segment dans la partie
supraconductrice (Fig. 5.33) pour les temps 0.003, 0.008, 0.012 et 0.018 seconde et nous
comparerons les résultats obtenus par simulation (en 2D et en 3D) avec les résultats ana-
lytiques (Fig. 5.35, 5.36 et 5.37). Pour les grandeurs globales, nous exploiterons les pertes
Joule dans le plan supraconducteur (Fig. 5.34). Les résultats obtenus en 3D pour les dif-
férentes valeurs sont assez proches des résultats obtenus en 2D. Pour toutes les valeurs,
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la différence entre le 2D et le 3D est inférieure & 5 %. Il est normal de ne pas retomber
exactement sur les mémes valeurs que celles du calcul analytique car le matériau supra-
conducteur considéré pour ce calcul est parfait, c’est-a-dire que la caractérisitique est telle
que celle présentée sur la figure 5.33.

Nous venons de valider la prise en compte d'une conductivité non linéaire et du régime
transitoire pour les conducteurs massifs couplés avec des équations de circuit. Il nous reste
& voir la prise en compte du mouvement.

0.35 T
Analytique
2D -~ _|
3D -

0.3

<
)
>

©
o

0.15

Pertes Joule (W)

<
—

0.05

0.01 0.015 0.02
Temps (s)

FI1G. 5.34: Pertes Joule dans le conducteur (W).
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Induction en Tesla.

Champ électrique en V/m. Densité de courant en A/m?.

t=0.003 s t=0.003 s t=0.003 s
T e
Analytique ' le+08 |- s
28 by
3 - - -
/ 0.0025
0.025 + I : 5e--07 b -
nalytique —
2D ---F
0 : 0 0 1 3D
0 0.25 0.5 0 0.25 0.5
t=0.008 s t=0.008 s
T ,\ O = ;\\ pu 1e+08 = ==
7N X
/f// ‘\‘t\ 5e+07
0.025 4 - | ol
a -0.001 - .
7 ‘ -5e+07 -
I,y
gy
0 1 I -le+08 &= 1
0 0 0.25 0.5 0 0.25
t=0.012 s t=0.012 s
0 cu le+08
“\\\ /
0 \\ 5e+4-07
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-0.003 |- & 0k
10.025 3 et 0T 1=
-0.006 & ] -le+08 =
0 0.25 0.5 0
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0rc =
S T T 1le4-08
\ 5e-+07 |-
X 0.001 | 4 :
-0.025 |~ \\ - 4 0
5 ,;1 \\
N / ';7 -5e+07 1
N i \‘
\\. ’/
: 0 b= = 408 L&
0 0.25 0.5 0 0.25 0.5 0 0.25 0.5

F1G. 5.35: Valeur de l'induction B Fig. 5.36: Valeur du champ élec- F1G. 5.37: Valeur de la densité de
en Tesla sur le segment. trique en V/m sur le segment. courant en A/m” sur le segment.
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5.4.5 Prise en compte du mouvement

La prise en compte du mouvement est faite de la méme facon que dans le chapitre 2. En
effet, nous interdisons, actuellement, les régions conductrices sur les interfaces entre le rotor
et le stator. Pour valider cette prise en compte, nous avons fait un dispositif trés simple
(Fig. 5.38). Il s’agit de deux conducteurs massifs, reliés entre eux par des résistances, pla-
cés au rotor qui tourne a une vistesse imposée de 50 tours par seconde et de deux bobines
alimentées en courant placées au stator. Ce dispositif n’a pas la prétension de représenter
un dispositif réel, mais il nous permet de le traiter aussi bien en 3D qu’en 2D. Ces deux
simulations seront effectuées en régime transitoire sur un intervalle de temps allant de 0 a
0.02 seconde, ce qui représente un tour du rotor, avec un pas de temps de 0.5x 103 seconde.

Bobine 2 Segment pour Ry =10Q
‘ I’exploitation
de 'induction B.

C M-
CM, 2
Iz
Ry =100

Toon W

Bobine 1

G2

I=1A

IBob2 YW

BOblIle 1 Bobine 2

teur massif 1

F1G. 5.38: Géomeétrie pour la prise en compte du mouvement.

En exploitation, nous regardons d’une part I’évolution du courant dans les conducteurs
massifs en fonction du temps (I7) et d’autre part la valeur de l'induction B au temps 0.005
seconde (rotation de 90 degrée du rotor) sur un segment (Fig. 5.38).

Les deux grandeurs exploitées sont identiques en 2D et en 3D (Fig. 5.39 et 5.40). Cela
nous permet de valider la prise en compte du mouvement avec notre nouvelle formultion. Un
intérét de la prise en compte du mouvement avec des conducteurs massifs est la possibilité
de modéliser des moteurs asynchrones, ce qui n’était pas possible auparavent.
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6e-06
5e-06
4e-06
= 3e06
QA 2e-06

1le-06

—
FLUX3D

< FLUX2D

.

Fic

50

100
Distance sur le segment (mm)

150

200

. 5.39: Valeur de 'induction B en Tesla sur un segment.
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|
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l 1
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Distance sur le segment (mm)

. 5.40: Valeur du courant dans le conducteur massif 1, I; en Ampére.
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5.5 Conclusion

Le but de ce chapitre était la prise en compte des conducteurs massifs alimentés par un
circuit éléctrique et des condcuteurs massifs non simplement connexes, avec les potentiels
scalaire magnétique (¢) et vecteur électrique (T). Pour cela nous avons, dans un premier
temps, développé une relation entre le courant et la tension pour les conducteurs massifs.
Dans un deuxiéme temps, nous avons explicité deux formulations (en potentiel réduit et
en potentiel total) pour les conducteurs qui prennent en compte cette derniére :

- Formulaion en potentiel scalaire magnétique réduit.

Cette réduction du potentiel scalaire nous a permis de résoudre les problémes de
connexité que nous posaient les conducteurs massifs non simplement connexes et
d’avoir une matrice symétrique & inverser. Malheureusement, il y a le revers de la
médaille. En effet, si on utilise des matériaux conducteurs ayant une forte perméa-
bilité, le potentiel scalaire réduit peut engendrer des imprécisions des résultats dans
ces conducteurs. C’est pourquoi, nous avons recherché une formulation en potentiel
scalaire total dans le conducteur permettant le couplage avec les circuits électriques.

— Formulaion en potentiel scalaire magnétique total.

Les inconvénients de cette formulation sont la non-symétrie de la matrice & inverser
et les possibles problémes de convergence de la méthode de Newton-Raphson, déja
observé dans le chapitre 3.

A T’heure actuelle, nous avons uniquement implanté la formulation en potentiel réduit
dans FLUX3D. Des cas tests de géométrie simple presentés dans ce chapitre ont été résolus
avec cette formulation. Les comparaisons avec d’autres méthodes (analytique, simulations
en 2D avec FLUX2D et simulations en 3D avec la formulation AV'), on permis de valider la
formulation développée. Il reste encore a la soumettre au verdict des utilisateurs industriels
traitant des problémes réels.

Malgré les bons résultats obtenus, il reste encore beaucoup de travail sur ce probléme de
couplage entre les conducteurs massifs et les circuits électriques. Une recherche théorique
est & continuer pour symétriser la formulation en potentiel total et de 'implanter dans
FLUX3D.
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Conclusion de la partie 11

Aprés avoir choisi un type de formulation pour modéliser les courants de Foucault (T¢),
nous nous sommes posé deux grandes questions :

1. La formulation choisie donne-t-elle de bon résultats sur tous les dispositifs 7

2. Peut-on coupler les conducteurs massifs, traités avec cette formulation, & des circuits
électriques ?

Ces deux questions ont chacune fait I’objet d’un chapitre pour y répondre.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons explicité la formulation T¢ et 'avons testée
sur deux dispositifs afin d’en peser le pour et le contre. Cette thése étant faite dans un
cadre industriel, nous nous devons de développer des méthodes générales, c’est-a-dire sans
contrainte pour l'utilisateur. Cette formulation ne rentre pas dans ce cadre. En effet, pour
des géométries particuliéres (coins rentrants) et une interpolation nodale pour T, les résul-
tats obtenus sont faux. La suite du chapitre a donc été consacrée & 1’étude et a la résolution
de ce probléme. Dans un premier temps, nous avons essayé de comprendre pourquoi le fait
d’utiliser 'interpolation nodale, la jauge de Coulomb (div T = 0) et la condition d’interface
entre les milieux conducteurs et non conducteurs (T x n = 0) posait des problémes dans
les coins rentrants. Avec une interprétation locale des opérateurs divergence et rotationnel,
nous avons montré que la variable T était sur-contrainte dans les angles rentrants. Pour
éliminer cette sur-contrainte, nous avons utilisé une méthode de jauge partielle présentée
dans [Preis et al., 2000] et une méthode originale de jauge modulée. Malgré tous nos ef-
forts dans ce sens, les résultats obtenus ne sont toujours pas trés bons. Une autre solution a
été de changer l'interpolation nodale pour T par une interpolation d’aréte. Cette solution
nous parait la plus adaptée aux calculs des courants de Foucault aprés avoir résolu les pro-
blémes de convergence du solveur itératif ICCG pour les systémes linéaires (normalisation
par aréte et la jauge par arbre).

Le dernier chapitre a présenté la maniére de coupler les circuits électriques et les conduc-
teurs massifs en utilisant le potentiel vecteur électrique (T) et le potentiel scalaire magné-
tique (¢) d’une part avec le calcul d’'un Ty dans les conducteurs et dans lair et d’autre part
avec un Ty uniquement dans 'air. Ces deux nouvelles formulations nous permettent de
faire le couplage annoncé et de résoudre le probléme de connexité dii aux courants induits.
A T'heure actuelle, nous avons uniquement développé la formulation avec le calcul d’'un T
dans les conducteurs massifs et dans l’air et nous ’avons validée sur des exemples simples.
Sur ce sujet, il reste encore beaucoup de travail, en particulier nous devrons construire une
batterie de cas tests pour valider notre méthode et notre programmation.
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Conclusion générale

Au cours de ce travail, nous avons essayé d’apporter une réponse aussi compléte que
possible au probléeme de modélisation du couplage entre des dispositifs électromagnétiques
et des circuits électriques. Ainsi, grice aux travaux réalisés dans le cadre de cette thése,
nous avons mis au point des formulations en potentiel scalaire permettant de modéliser un
large spectre de dispositifs.

Dans un premier temps, nous nous sommes appliqués & améliorer les formulations en
potentiel scalaire magnétique réduit par rapport & un Ty, couplées avec des formulations
en potentiel scalaire total et des circuits électriques. En effet, ce type de formulation, sui-
vant comment est calculé Ty, peut se révéler imprécise quand il y a un couplage avec
des équations de circuits. Nous avons donc développé un calcul de Ty orignal permettant
une meilleure précision des résultats. Outre ces bons résultats, ce calcul nous permet de
contourner la difficulté posée par la modélisation des entrefers minces par 'utilisation d’élé-
ments surfaciques spéciaux. Enfin, nous pouvons utiliser cette formulation avec la méthode
de l'interpolation nodale pour la prise en compte des parties en mouvements.

Un probléme majeur du potentiel scalaire magnétique réduit est la prise en compte de
circuits magnétiques fermés en potentiel total entouré par une bobine alimentée. En effet,
avec ce type de géométrie, le théoréme d’Ampére n’est pas vérifié. Pour s’affranchir de ce
probléme, nous avons cherché une nouvelle relation entre le courant et la tension et une
nouvelle formulation permettant de prendre en compte les coupures magnétiques a saut de
potentiel, tout en gardant la symétrie du systéme & résoudre.

A la vue des résultats obtenus, plusieurs perspectives de travail s’ouvrent a nous. Il y
a d’abord la validation des formulations proposées sur d’autres cas tests et d’autres cas
industriels. Le deuxiéme champ d’action est ’optimisation des temps de calcul, notamment
en réduisant le domaine de Ty autour des bobines automatiquement par des algorithmes
de dégonflement. De plus cette méthode permettrait de créer automatiquement la coupure
en présence de circuit magnétique fermé.

Dans un deuxiéme temps, nous avons utilisé le travail effectué précédemment pour
prendre en compte les conducteurs massifs couplés avec des circuits électriques en se ba-
sant sur la formulation T¢. Avant toute chose, il nous fallait vérifier le bon comportement
de cette derniére sur des cas tests simples. Ces tests nous ont permis d’améliorer cette
formulation en utilisant l'interpolation d’aréte pour T avec une normalisation des arétes
et une jauge par arbre en transitoire. Grace & cela, nous avons pu utiliser cette formula-
tion pour faire le couplage entre les conducteurs et les équations de circuit. L'intérét de
ce couplage est sa généralité en terme de circuit d’alimentation et du nombre de bornes
des conducteurs massifs. En effet, les conducteurs massifs peuvent étre alimentés par une
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source de tension, une source de courant ou un circuit électrique quelconque et avoir plus
de deux bornes.

Cependant, la phase de validation doit étre poursuivie et élargie & des dispositifs in-
dustriels (machines asynchrones, ampoule & vide, séparateur,...). Enfin, des efforts restent
a faire pour prendre en compte les conducteurs massifs minces (de type tole) avec les
éléments d’aréte en transitoire (coque de bateau) et ensuite de les coupler & un circuit
lalimentation (calcul de C.E.M. pour les circuits imprimés, transformateurs planar), ainsi
que les conducteurs massifs volumiques qui présentent un effet de peau prononcé décrit
par une formulation de type impédance surfacique.
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Annexe A

Structures mathématiques et
théorémes fondamentaux

Sommaire

A.1 Espaces des champs de carré intégrable L?(Q2) et L%(Q)
A.2 Espaces de Sobolev HY(Q) et HY(Q) . . . . . . . .. ... ... ..
A.3 Théorémes fondamentaux . .....................
A4 Formulesde Green. . .. ... ... .. ... ...

Soit 2 un ouvert de R™ et 912 sa frontiére.
Soit n le champ de vecteurs unitaires normaux a 9.
Soit I' une surface de Q et O sa frontiére.

A.1 Espaces des champs de carré intégrable L?(Q) et L2(Q)

Soit u est une fonction de  dans R et u une fonction de £ dans R3.

L’espace L?(£2) des champs scalaires de carré intégrable sur Q et L’espace L2(2) des champs

vectoriels de carré intégrable sur {2 sont définis par :
L*(Q) = {u; /u2(x) dx < oo}
Q

L%(Q) = u; /|u(x)|2 dx < 0o
Q

(A.1.1)

(A.1.2)

ot x désigne un point de 'espace, dx un élément de volume et |u(x)| la norme euclidienne

de u(x). On définit sur ces espaces vectoriels un produit scalaire et une norme :

Vu,v € (L*(Q))? (u,v) = /u(x)v(x) dx

Q
Vu,v e (L%(Q))? (u,v) = /u(x) -v(x) dx
Q
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ANNEXE A. STRUCTURES MATHEMATIQUES ET THEOREMES FONDAMENTAUX

et

[

Ve IXQ)  fullpag = (wu)? = [ [ w00 dx (A.L5)
Q

rof

Vuel (@) [ullgag = (uw?i = [ [ G dx} (A.16)
Q

A.2 Espaces de Sobolev H!(Q) et H}(Q)

Les espaces de Sobolev H'(Q) et H(2) sont définis, pour n=2 ou n=3, par :

HY(Q) = {ueLQ(Q); % € L*(Q) ; izl,...,n} (A.2.1)
H(Q) = {w e L3(Q) ; g‘W; ceL?2(Q);i=1,... n} (A.2.2)

A.3 Théorémes fondamentaux

Si u est une fonction de Q dans R et w une fonction de  dans R?, on a les formules
integrales suivantes :

/grad(u)dv = %unds (A.3.1)
Q N

/rot(w)dv = fn X wds (A.3.2)
Q o

/ div(w)dv = 7{ w-nds (Théoréme de la divergence) (A.3.3)
Q on

/n x grad(u)ds = j{udl (A.3.4)
T or

/rot(w) -nds = %W -dl (Théoréme de Stokes) (A.3.5)
T or

A.4 Formules de Green

Soit u est une fonction de 2 dans R et v,w deux fonctions de  dans R3.

Formule de Green de type grad —div :
Vue HY Q) et Vv e HY(Q) (v,gradu) + (divv,u) = (u,n - v)p (A.4.1)
Formule de Green de type rot —rot :

Vv,w e H(Q) (v,rot w) — (rot v,w) = (v X n, W) (A4.2)
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Résultats des simulations du
détecteur de proximité inductif
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Tous les résultats présentés dans cette annexe sont pour une valeur du parametre DIST
de 2.5 millimeétres.
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ANNEXE B. RESULTATS DES SIMULATIONS DU DETECTEUR DE PROXIMITE INDUCTIF

B.1 Isovaleurs et fléches de B.2 Reliefs de 'induction

Pinduction magnétique magnétique B (Tesla)
B (Tesla) a ’instant sur une face a 'instant
t = 0 seconde t = 0 seconde

MODV (REEL (BMAG2) )

Fi1G. B.1: Isovaleurs et fleches de l'induction ma- . . . .
gnétique B (T) avec la formulation AV — A F1c. B.3: Reliefs de I'induction magnétique B (T)
d’aréte. sur une face avec la formulation AV — A d’aréte.

MODV (REEL (EMAGZ) }

Premier ordre.

Deuxiéme ordre.
Deuxiéme ordre.

Fi1G. B.2: Isovaleurs et fléches de l'induction ma-

F1c. B.4: Reliefs de 'induction magnétique B (T)
gnétique B (T) avec la formulation T¢ — Ty

sur une face avec la formulation T¢ — To¢
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B.3. DENSITE DE COURANT J (A/M?) SUR LA CIBLE A L’INSTANT T = 0.5 x 10~3 SECONDE

B.3 Densité de courant J (A/m?) sur la cible & I’instant ¢ =
0.5 x 1073 seconde

100000

50000

Fic. B.5: Densité de courant J (A/m?) sur la cible avec la formulation AV — A d’aréte.
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150000

100000

50000

Premier ordre.

150000

100000

50000

Deuxiéme ordre.
F1G. B.6: Densité de courant J (A/m?) sur la cible avec la formulation T¢ — Too
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B.4. VALEUR DE J (A/M?) SUR LA LIGNE D’EXPLOITATION A I’INSTANT T = 0.5 x 10~3 SECONDE

B.4 Valeur de J (A/m?) sur la ligne d’exploitation & I’instant
=0.5x 107% seconde

200000 === ,

. T | |
_ Formulation AV — A aréte
.. Formulation T¢ — Ty¢ au premier ordre -~~~
150000 F--- '« Formulation T'¢ — To¢ au deuxiéme ordre ----- -
% 100000 |- -
~
=
> 50000 - -
0 -
-50000 : ' : L
0 5 10 15 20
Distance sur le segment
F1G. B.7: Valeur de J, (A/m?) sur la ligne d’exploitation.
100000 T T T T
Formulation AV — A aréte
Formulation T¢ — Ty¢ au premier ordre —---
80000 + Formulation T¢ — Ty¢ au deuxiéme ordre ----- -
&~ 60000
g
~—
= 40000
~
20000
0
1 | | |
0 5 10 15 20

Distance sur le segment

Fic. B.8: Valeur de J, (A/m?) sur la ligne d’exploitation.
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B.5 Densité de courant J (4/m?) sur le blindage a I’instant
t =0.5x 1073 seconde

30000
25000
20000
15000
10000

5000

Fic. B.9: Densité de courant J (4/m?) sur le blindage avec la formulation AV — A d’aréte.

25000

15000
20000

15000
10000

10000
5000
5000
0 0
Premier ordre. Deuxiéme ordre.

F1c. B.10: Densité de courant J (A/m?) sur le blindage avec la formulation T¢ — To¢
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Annexe C

Interprétation de la divergence et du
rotationnel
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C.1 Interprétation de la divergence

Comment interpréter concrétement la divergence d’un champ vectoriel 7 Si le champ
vectoriel est représenté par la vitesse d’un gaz (compressible), sa divergence peut étre in-
terprétée comme une mesure de I’accroissement de la matiére en un point donné. Comment
un gaz peut-il s’accumuler en un endroit particulier 7 La premiére réponse nous venant a
I’esprit est la suivante : lorsque cela se produit, en une région donnée, toutes les vitesses
sont dirigées vers le méme point. Il y a une diminution de la densité de vecteurs et non
une diminution de 'intensité (Fig. C.1).

Fic. C.1: Champ de vecteurs ayant une divergence directionnelle due a I’angle entre deux vecteurs adja-
cents.

Un champ peut converger (divergence négative) car les directions convergent. Peut-on
imaginer le méme phénomeéne de compression, mais sans variation de direction, ¢’est-a-dire,
dans un champ ou tous les vecteurs sont paralleles? Oui, si celui qui est devant est plus
petit que le précédent (Fig. C.2).

On peut imaginer des vecteurs entrant en collision 1'un dans l'autre (pensez a une suite
d’automobiles sur une autoroute, chacune allant plus vite que celle devant elle). Inverse-
ment, si celui de devant est plus grand, il y aura divergence.

On distingue deux contributions : I'une, due aux variations de direction, la divergence di-
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ANNEXE C. INTERPRETATION DE LA DIVERGENCE ET DU ROTATIONNEL

Fig. C.2: Champ de vecteurs ayant une convergence modulaire (divergence négatives).

rectionnelle; et I’autre, due aux variations de module, la divergence modulaire. Par exemple
si le vecteur A qui est devant le vecteur B est plus grand il y a divergence modulaire et si
le vecteur C qui est au coté du vecteur B pointe dans une direction qui s’éloigne de celui-ci
alors il y a divergence directionnelle. Pour des champs simples, on peut imaginer des cas
ou la divergence ne serait que modulaire et d’autres, ou elle ne serait que directionnelle.
Nous pourrions aussi construire un champ ot les deux types de divergence coexistent, mais
d’effets contraires (convergence modulaire et divergence directionnelle par exemple).

La divergence est un micro-flux.

C.2 Interprétation du rotationnel

Sensiblement la méme démarche peut étre appliquée a ’étude du rotationnel. Le rota-
tionnel est une mesure de la tendance & pivoter qu’aurait un petit objet situé a ’endroit
étudié, et sur lequel la grandeur vectorielle aurait un quelconque effet d’entrainement. Si
vos pieds sont déposés chacun sur un patin & roulettes, et que ces derniers possédent cha-
cun une vitesse paralléle mais de module différent, vous allez pivoter. Sur la figure (C.3),
les vecteurs paralleéles possédent un rotationnel da a une différence de module : c’est un
rotationnel modulaire.

Fig. C.3: Rotation due a la différence de module entre deux vecteurs adjacents.

Comment des vecteurs de modules constants pourraient-ils faire pivoter ? Simplement
si de deux vecteurs, celui qui est devant, pointe dans une autre direction (Fig. C.4).

Fic. C.4: Rotation due & la différence de direction entre deux vecteurs consécutifs sur une méme ligne de
force.

C)T
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Le rotationnel directionnel est relié a la courbure des lignes de force (courbes dont la
tangente, en tout point, est paralléle a la direction des vecteurs). Si vous suivez une ligne
de force circulaire, vous allez bien parcourir un cercle mais vous allez aussi pivoter, pour
conserver & tout moment la méme orientation que la tangente. En effet, toute trajectoire
circulaire peut étre considérée comme la superposition d’'un mouvement de translation et
d’un mouvement de rotation, et seul ce dernier est considéré ici. Si deux vecteurs situés
l’'un devant 'autre (c’est-a-dire deux vecteurs définis en deux points voisins situés sur une
méme ligne de force), sont de direction différente, il y aura rotation directionnelle.

Remarquez que curieusement, c’est 'inverse pour la divergence : afin de noter -un effet
modulaire, il faut regarder le vecteur devant et pour un effet directionnel, le vecteur de

coté.

Le rotationnel est donc une mesure locale du tourbillonnement.
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Annexe D

Discrétisation des formulations pour
le couplage circuit avec des
conducteurs massifs en régime
transitoire
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Dérivées du résidu Ry au temps ¢t +60A¢ . . . . ... ... .. .. 230
Dérivées du résidu R} au temps ¢t +0A¢ . . . .. ... ... .. 232
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On détaille ici la discrétisation des formulations présenté dans le chapitre 5 de la par-
tie II. Nous présentons d’abort les méthodes utilisé pour le régime transitoire avec des
matériaux non linéaire (méthode d’Euler et méthode de Newton-Raphson) et, ensuite, les
discrétisations des formulations en potentiel réduit et en potentiel total utilisées pour le
couplage entre les conducteurs massifs et les circuits électriques.

D.1 Prise en compte du temps : méthode d’Euler

Cette méthode est basée sur un schéma itératif qui permet de déterminer la solution au
temps t,1, & partir de la solution connue au temps t,. Si on considére que I'inconnue U
varie linéairement dans l'intervale [t,,t, 1], alors on a :

Utn+0Atn = (1 - 9) Utn + 9Utn+1
ou Aty, est appelé pas de temps a l'étape n et est égal & :
Atn =tpt+1 —tn

et § est un paramétre compris entre 0 et 1. Les valeurs de § qui définissent les schémas les
plus utilisés sont données dans le tableau suivant :

Valeur de 8 | Nom du schéma
1 implicite
0.878 Liniger
2/3 Galerkine
1/2 Crank-Nicolson
0 explicite

La dérivée temporelle dans 'intervalle [¢,, tn1] de la variable U est discrétisée de la fagon

suivante :
ou . Ui, — Uy

ot At,,

D.2 Prise en compte des matériaux non linéaires : méthode
de Newton-Raphson

On doit résoudre un systéme non linéaire du type :

ou A dépend du vecteur solution X.
Introduisons le résidu :
[R(X)] = [A(X)] [X] - [B]

214
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On veut calculer un incrément de solution, on fait donc un développement limité au premier

ordre : ( %@_} ) o Axne R(X™1)

On aura donc :
Xn — AXn +Xn—1

Dans la suite, nous préciserons le pas de Newton-Raphson (indice sur la variable) unique-
ment quand il sera différent de n-1.

D.3 Application a la formulation faible de la formulation
TTyop

On se place au temps t + §At. Nous allons appliquer d’une part le méthode d’Euler et
d’autre part la méthode de Newton-Raphson. Pour cela nous allons expliciter les résidus
tirés de la formulation faible (5.3.6) du paragraphe 5.3.1.

D.3.1 Discrétisation des variables

Soit P, le sous-espace de P engendré par les fonctions de forme w; (i = 1---n) pour
I'interpolation nodale, n étant le nombre de nceuds du domaine et Ty, le sous-espace de
T engendré par les fonctions de formes W, (¢ = 1---m) pour l'interpolation d’aréte, m
étant le nombre d’arétes de la région Q¢. On pose alors :

b= wid,
i=1

On note les varible de courant I de la fagcon suivante :
I'= (Ila Tt 7I’I‘7I’I‘+17 T 7Ir—|—rch)

ou r est le nombre de bobines filaires et 7., le nombre de chemins de courants des conduc-
terus massifs. Les variables I d’indice de 1 a r sont celles des bobines filaires et de r + 1 &
r + r¢p sont celles des chemins de courants des conducterus massifs.

D.3.2 Ecriture des résidus

Comme le systéme (5.3.6) doit étre vérifié pour tous les w appartenant & P et les W
appartenant & T, en particulier, il doit étre vérifié pour tous les w; (¢ =1---n) et tous les
Wq (q: 1...m).
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Onaalors,Vi=1--n,¥g=1---m,Vk=1---retVe=r+1---r4re:

R} = — / grad w; - Byygag dS

0
R? = — / grad w; - Byipae df2

Qo
R} = - / grad w; - Byygas dQ

Q¢

0B
R;l = /roth -BEyiiont + /Wq . (E) a2
s 3. t+6AL
0B 0
R} = Ry If gns + / tok - (§> dQ + 5 <¢t2f.0m - 'thl—fﬂAt)
t+OAL
QoUNc
. 0B 0
RS = /J0c “Bipontd + / toc - (5;> dst + Nim,cgi (Yisont — Yitont)
t+OAL
Qo QoUQe

RZ = ;C-f—HAt
RE = ~Ifipny
Rg = Ncm,c Itc-}-eAt
Rio = “Ncm,c Itc+0At

Ou N, est la matrice résultante de la lois des nceuds, N¢m ¢ 12 c®me colonne de Ngyp,. On
va d’abord chercher la valeur des dérivées des quantités H et J par rapport aux variables
T, ¢, I et .

D.3.3 Dérivées de Het J

Vj=1---n,Vp=1---m,Vli=1---7+r¢

Dérivées de H

(oH _

Dans 24 oH -0

H= ——gradZwiqbi = OoH
i=1 orn

oM, OH _

L OYy Moy
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D.3. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION TTg¢

( 0H
—a—q—b; = —grad w;
Dans OH —0
T+Tch n = 4 an
H= Z Itor — gradZwigbi B_H =ty
oH oH 0
( Oy Oty
( OH
% = —grad wy
Dans Q¢ OH - W,
T+Tch m n . an
H= > Iitox+ y W,T,— gra,dz w;; M _
k=1 g=1 i=1 oI,
oH _, OoH _,
L OYu Oy
Dérivées de J
(0J
=0
0,
oJ
Dans Q¢ | ————an = rot W,
T4+Tch m = . )
J=rot [ Y Itor+» W,T, 93 _ o sile{r+1,--- ,r+ren}
k=1 g=1 oI 0 sinon
0J oJ
— =0 — =0
L Oy 0oy

Ces dérivées vont nous permettre de trouver les dérivées des résidus en fonction des va-
riables.

D.3.4 Dérivées des résidus au temps t + At

Dérivées du résidu R} au temps t + 0At

Nous rappelons que :

R,Ll = - /grad wy - Bt+0At df
Q1
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Cela implique :

OR! / ( 0B ) OH; gt
L =— [ gradw; - | = —dQ
0X J OH! ], 4 O0X

OB oH,
——(1—9)/gradwi- <—) ot an
4 OH ), gns 0X
1

- (0B OH At
— O/grad wj - (—) ds
d OH' ), gny 0X
1

On a donc :

OR} oB
—t = H/gradwi . (——) grad w; dS2
ogitar J 2) = K/ YN ’

1

OR)
aTé-i-At

OR! _
oIr+at

OR]} OR}

¢t+At = a¢t+At =0

=0

Dérivées du résidu R% au temps t + 0A¢

Nous rappelons que :

R? = — / grad w; - Bion; dQ
Qo

OR? 0B OH; on:
L= dw; - | == —720 40
0X Q/ e (aHt)t—}—HAt 0X

0

oB 0H,
—(1- 9)/gradwi . (———-) — dQ2
J OB /¢ gne 0X
0

OB ) s
—O/gradw- (—) T 40
4 U\BH! ), on, 0X
0

Cela implique :

On a donc :

OR? 0B
— == H/gra,dwi- (—) grad w; df2
Opitat 2 OH' ), ot ’
0

OR?
aTz-i-At =0
OR2 0B
—t_ =4 /gradw- . <———) to; dQ2
oritat a " \OH! ), gn,
8R2 8R2
BwH—At = 3¢t+At =0
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Dérivées du résidu R} au temps ¢ + §A¢

Nous rappelons que :

R,? = — /grad w; - Bt+9At dQ)
Qe

Cela implique :

3 B
t+0AL

0X OH? 0X
Q¢
oB OH;
= — _ 7 e—yy T Q
(1—-90) /gradw (8Ht>t+0At X d
Q¢
OB OH; At
— i | =— as
f / gradw (aHt)t—{—HAt X
Q¢
On a donc :
OR? OB
—— =0 | gradw; - <——> grad w; dS2
oAt ' NG Ly Ay ’

OR3
= G/gradwz (———) W, d§2
TH—At trOAL p

OR3 / ( 0B )
——t— = —0 | gradw; - | === to dQ
OIIHM oH* t+OAL

Q¢

OR? OR?

¢t+At - 8¢t+At -

Dérivées du résidu R; au temps ¢ + 0At
Nous rappelons que :

oB
R;l = /I"Ot Wq . Et+9At + /Wq d <—0—t-) dQQ
t+0AL

Q¢ Qc
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Cela implique :

OR, < OE ) OJi1gnt
— = [ ot W, | =— — dQ
0X $\0It ), ony OX
Q¢
0B 0 (O0H
[ () )
T \OH! ) gne 0X \ Ot ) i ipns
Q¢
OE AP
=(1 — . Zt 0
S 9)/roth <8Jt>t+eAt 8Xd

Q¢

+ 0 / rot Wy <8E> BJHAt df
oJt /), N 09X
1 / ( oB ) <3H)
+— | W, | =— — a2
Atﬂ 7\ oH! trone \NOX Jpiny
C

i o (38),, 00, (55)
—— W, =— =) do
At ! 8Ht t+0AL aX t

Q¢

On a donc :

OR? 1 0B )
9 = — W, | — rad w; dQ
5¢§+At At / ! <8Ht t+9Atg ’

Q¢

ORg OE 1 OB
s frowe () wane k[, () woae
BTHN‘ 1 NOI) ons P Atﬂ NG Ly Py
C .

Q¢

H/roth- <%)t+wj0, dQ+Zl;/Wq. (g%
OR! flo e
8It+At: sile{r+1,---,r+7re}
= / W, - <8—B) to; df2 sinon
kAt i OB/ on
OR:
a,wt—!—At -

Dérivées du résidu R} au temps ¢ + At

Nous rappelons que :

0B
R} = R If gp, + / tok - (5{) <¢t+0At
. t+9At
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D.3. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION TTo¢

Cela implique :

OR} OIF o OB a (6H
s [ (). e ()
0X 0X 0 OH! t+OAL 0X ot t+0AL

QoUQe

8 X 5 (¢t+9At ¢tlfom)

_ arf OIf A
=(1-0)Rx — X + ORy X

1 / oB o0H
() () .
At OH Jone \OX ) 11 as

QoUQe

1 0B oH
- — N — | dQ
At / ok (aHt ) t+0At (aX)t

QoUQe

+ ZA%% I:("/)H—At ¢t+At> - ( - ¢%k>]

On a donc :

OR;} 1 / < oB )
—_— = — tok - | == grad w; df2
opitat At OH /), ot !
QoUQe

OR} 1 / < oB )
k=~ [t [ — W, dQ
ATLHA Atﬂ OB ) one  ©

C

OR} 1 0B
AT 95uch + — / t()k . (—-) t()l dQ

QoUQc
BRZ . Ok
a,¢t+At - —E
ﬂ = Oue
By = A

Dérivées du résidu RS au temps ¢ + At
Nous rappelons que :

. 0B
RS = /JOc - Bipgatd§) + / toc - <_8t ) dQ+ NL, . = En ("/)t+9At Yilont)
t+0AE
Q¢ QU
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Cela implique :

ORS E J
o0 - <_) 9 t+0At 00
t+OAL

X oJt
O0H
boe ( ) X (W) s
QOUQC t+0AtL t+OAL
-+ Nim ¢ 5t (¢t+6At ¢t+0At)
=(1- 9 ( ) % aQ
t+0At 0X

AN 40
rrone 0X

. 15) 1
+9/J0c‘ (ﬁ)
Q¢
1 / 0B OH
e (B) ()
Atﬂouﬂc OH' t+0AL 0X t+AL
_1_ oB
At

OH
tOc - _‘“> (—) a)
/ ' oH* t+oat \OX /4

QoUQ e

10 c c c
szc At aX [(wt-i—At 1//'t1+At) - ( t2 - tl )]

On a donc :

ORS 1 / ( oB ) .
e 2 to.- [ =—1 -gradw,; dQ
5¢§+At At " oH! t+0AL . !

QoUNc

ORS / (8E) 1 OB
2 =0 [ oo [ — rot W dQ+——/t0- — W, dQ
JTHHA g EANCALY Y i Atﬂ C\OHY ) ons
C

C

( . OE . 1 0B
9/.]0c'(——; Joo A2+ — / toc* | w7 to, d2
0J% ) 1ot At 2) : YN
8R6 Q¢ QoUQ e
B_It—ﬁ: sile{r+1,---, 7 +7re}
l 1 / t <————8B ) to; dS2 si
i 0c - ol sinon
Atnounc OH! /| gnt
BRG _ 5lc N
8¢t+At N
BRS 510 cm c
a¢t+At - At
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Dérivées des résidus R, RS, R? et R au temps t + At

Nous rappelons que :

7 _ 71k
Ry = L gpy

8 __ k
Ry = —Ion:
9
R, = Ncm,c Itc+0At
10 __ c
R;" = —Nem,e It+€At

et
oIf _OIf gp
0X o0xX
oIf  OIf 5,
=(1- 9)8—X + 6 e
On a donc :
r OR% 7
t+ﬂAt =0 aﬁkAt = 00k
(9(]5]- 8Il
ks _ ORy g5
Poura=7---10 8Tf,+At BIlt+At
Pour B8 =k,c ) OR% et OR?
’ A =0 ~rirar = 09t Nem,e
o] ol
OR% ORL0
B c
=0 ——— = —00;,. N
A t+At C cm,c
i o

D.3.5 Matrice a résoudre

Nous rappelons que dans le cadre d’une résolution avec la méthode de Newton-Raphson le
systéme linéaire & résoudre est :

(3 [R(X)]

— AX™ = —R(X™!
) R(XY)

Cela nous donne, apreés le travail préliminaire du calcul de la dérivé des résidus :
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t
cm,c

0
0
0
0
0
610
A
0
0
0
0

cm,c

t

0
0
0
0
0
A
0
0
0
0

5!4:

+>
coocoJooooo

SESESES TS

961c Ncm,c
_951c Ncm,c

SECRCIERE IS

-0
0
0

colk~Nm oooo

o o Eﬂ#MGWu%WO o oo

- -

OBOOCAMDMOOOO

oo oo oo oo
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D.3. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION TTo¢

Avec :

0B
A= G/grad w; - (51—{7) grad w; dS)
g, t+OAL

0B
B;; = O/grad wj - (5}?) grad w; df2
% t+OAL

B
C,’l = —O/grad w; - (:—I—I—E> tOl a2
Qo t+OAL
B
D;. = —H/grad w; - <§—Ht—> toc dQ
9o t+0AL

oB
Eij = H/grad wy (51—{—;) grad w; dQ2
Sc t+0AL

B
Fy = —H/gra,dwi . (%) W, dQ
t+OAL

Q¢
‘ 0B
Gy = ——9‘ / grad w; - (5}‘1?)“.9& to; dQ2
Q¢ ‘ )
oB
H;. = —O/gradww (——) toe dQ2
g © O\ oH! t+0AL ‘
C

OE 1 OB
I. =6 tW, | =— W, do+— | W,- [ —
» /ro ! <8Jt)t+0At orWe A 5 / ! <3Ht)t+am Wy dt
. QC
1 0B
=— [ W, - | — to; dQ2
Jat At / ! <8Ht)t+0At o
Q¢
OE 1 oB
K,.=0 tW, | — joe A+ — | W, - | — toe dQQ
o Q/ro ! (a‘]t)H»HAtJOC +At9/ ! (8Ht)t+9At v
C C

1 0B
Ly = 00 By, + — / tox - ( ) to; dQ2
t+0AL

At OH?
QoUQe
1 0B
Mkc = E / tok - ('a_ﬁ_t) toc dQ
t+0AL

QoUQe

. OE . 1 oB
Ny =20 /JOc' (5};) Jor dQ2 + N / toc - (ﬁ) to dQ2

tHOAE t t+0AE
Q¢ QoUQ ¢

On vois que le systéme trouvé peut étre symétrisé en multipliant les lignes 4, 5 et 6 par
—0AL.
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D.4 Application & la formulation faible de la formulation

Thoo

On se place au temps ¢ + OAt. Nous allons appliquer d’une part le méthode d’Euler et
d’autre part la méthode de Newton-Raphson. Pour cela nous allons expliciter les résidus
tirés de la formulation faible (5.3.6) du paragraphe 5.3.1.

D.4.1 Discrétisation des variables

Soit P, le sous-espace de P engendré par les fonctions de forme w; (¢ = 1---mn) pour
'interpolation nodale, n étant le nombre de nceuds du domaine et T}, le sous-espace de
T’ engendré par les fonctions de formes W, (¢ = 1---m) pour l'interpolation d’aréte, m
étant le nombre d’arétes de la région Q¢. On pose alors :

b= wid;
i=1

m
T=> W,T,
g=1
On note les varible de courant I de la fagcon suivante :

It = (Ila" ) 7I’I’1I’r+1) 7IT+Tch)

ol 7 est le nombre de bobines filaires et 7., le nombre de chemins de courants des conduc-
terus massifs. Les variables I d’indice de 1 & r sont celles des bobines filaires et de r +1 &
r + 7, sont celles des chemins de courants des conducterus massifs.

D.4.2 Ecriture des résidus

Comme le systéme (5.3.7) doit étre vérifié pour tous les w appartenant & P et les W
appartenant a T’, en particulier, il doit étre vérifié pour tous les w; (1=1---n) et tous les
W, (g=1---m).
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D.4. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION T¢d¢

Onaalors,Vi=1---n,Vg=1---m,Vk=1---retVe=r+1---7+re:

R! = - / grad w; - Byygas dS

(971
R? = —/grad w; - Bryrgar d2
Qo
R? = — /grad ws - Bt+6At dQ)
Q¢
4 0B
Rq I'OtW Et+0At dQ) + (W X n) Et—l—@At dl’ + W das)
N
Q¢ Te
0B 0B
R} = Ry Itk+9At + /t()k . (—) dQ + /grad(éd)k) ( ) a2
Ot ) yiont E Ot /i ron
0 c

1k
2 (s — ¥hon)

0B
RS = /(toc X ].’l) . Et+0AtdF + /tOC = a2 + sz c (¢t+9At '(/Jtl-!c—QAt)
J J Ot /) tyone at
c 0

T _ 1k
Rk - It+0At

8 _ 1k
Ry = —Igne
9 c
R; =Neme Lot
10
Rc = —Ncm,c Itc+oAt

On va d’abord chercher la valeur des dérivées des quantités H et J par rapport aux variables
T, ¢, I et 1.

D.4.3 Dérivées de H et J

Vi=1-nVp=1-mVi=1-71+rg

Dérivées de H
§
?—I—-I— = — grad w;
Dans oH ~0
n
=
H = —grad Z Wi s 0H

o om
oy Ohay
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Dans Qg

T+Tch

H= kz Iitor — gradzn:wigbi = om
=1 =1

Dans Q¢

k=1 g=1

H= —ZIk grad(d¢g) + ZW‘IT‘I - gradZwigbi = oH _ {—grad(égbl) siled{l,---

Dérivées de J

Dans Q¢

m
J=rot [ Y W,T,
g=1

( OH i
— = —gradw;
ag; B
OH
T, ~ U
=t
o, ol
oOH oH
( OYu Oy
(0H = —grad w;
0¢;
OH
oT, Wo
=1 a1 0 sinon
OH o0H
e B
Oy Oy
( 0J
0
0¢;
oJ
8—’1_‘; =10t Wp
oJ
8—1; =0
03 _, 01 _
“\ oYy O

Ces dérivées vont nous permettre de trouver les dérivées des résidus en fonction des va-

riables.

D.4.4 Dérivées des résidus au temps ¢ + At

Dérivées du résidu R} au temps ¢+ At

Nous rappelons que :

Rzl = /grad wy - Bt+0At ds)
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D.4. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION T¢d¢

Cela implique :

OR} / < 0B ) (o) = PRWYN
=— [ gradw; | == — d{}
0X d *\oHt ), vony  0X

0B OH,
=—(1—0)/gra,dwi~< ) — dQ)
OH! t+0AL 0X

1

(5B OH ;s
H/gradwz <5I-_I——t>t+0At—‘EX‘—‘ dQ)

1

On a donc :

OR! / ( 0B )
—= =0 [ gradw; - | == grad w; dQQ
3¢;+At J OH! ), ons ’

1

OR!
aTLAt —

OR!
0 Ilt+At

OR} OR;

awt—l—At =0 8'([)t+At -

=0

Dérivées du résidu R? au temps t + At

Nous rappelons que :

R?= - / grad w; - Bypga; d

Cela implique :

OR? / ( OB ) M, ons
L =— [ gradw; - | == ———=dQ
OH' ) ony OX

0B OH,
:-(1—9)/gradw~< > — dQ
J "\OH! J gay X
. 0

OB OH, A
—G/gradw-- (—) a2 7 [9)
K v\ oHt rone  0X
0

On a donc :

OR2 / ( 0B )
——==0 [ gradw; - | == grad w; d2
8¢;+At ‘ © \oH! t+0AL ’

Qo

OR?
8T;)+At =0

OR? OB
—t = —Q/gradwi . (——) t()l df)
aIIH—At 3 OH! t+OAL

0

OR? _OR}

a,lpt—{—At - a,(/)t-i-At -
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Dérivées du résidu R} au temps t + At

Nous rappelons que :

R? = — / grad w; - Byygag dS2
Q¢

Cela implique :

OR3 0B OHyygnt
- dw; - [ 2= 04 40)
X / gracw <8Hf)t+am X

Q¢

oB oH,;
=—(1—0)/gradwi- (——) s
OH' ), gns 0X

Q¢

0B OHy At
Q/gradwz- (—a—ﬁ?)twm Ee df2

Q¢

On a donc :

3 B
oR; _ 0 / grad w; - ( 0 ) grad w; dQ
t+0AL

C

OR; / ( OB >

3T§,+At Q "\ oH! t+0AL P
C
B

OR3 9/gradwi- (“‘—gHt) grad(d¢;) dQ sile {1,---,r}

AT T S t-HOAL
o1

l 0 sinon

OR} _ oR}
optFat dytrst

Dérivées du résidu Rj]1 au temps t + At

Nous rappelons que :

0B
R;l = /I'Ot Wq . Et—i-OAt —+ /(Wq X n) . Et+9At ar =+ /Wq . <—8?) dQ
. t+0AL

Q¢ e Qe
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D.4. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION T¢$d¢

Cela implique :

a—Ré rot W, <8E) Oiv0at 40
83t ) ons 0X

OE OJiront
+ [ (Woxn) (aJt)Hw ox o
T
0B 0 (O0H
() )
T NOH ) gp: 0X \ Ot /4 gny
Q¢
oE o0J;
(1 9)/r0th (8Jt)t+om e d

Q¢

+0 / rot W, (aE) Odirat 4o
8‘] t-+0AL 8X

Q¢

OE oJ;
+1—9/W><n)-(———) — dI'
( ) | (W 0Jt ) ot 0X

OE Oirate
+9/ (Wy xmn)- ( ) dr’
03 ) ione OX
1 / <8B) (8H>
+— [ W, (2 =) e
AtQ T NOH! /) pns \OX ) i ns
C

1 0B oH
“ai [ W (a).0, (75),
Q

(e}

On a donc :

OR: 1 / ( OB )
—a = — | W, | == grad w; df2
3¢;+At At S T \omt t+0AL !

c

ORY OE OE
—1_ =0 [ tot W, | = rot W, dQ +60 [ (W, xn)- | == rot W, dI'
trAL q ¢ P q 7 p
oTy g 93t/ ¢ ron E 03t ) i ron
C c

1 0B
— | w. . [ == W
A / ! <3Ht) ront @

Q¢
1 0B
- R el Q sil

8R3 ~ X /Wq <8Ht>t+9mgrad(5¢l) aQ silef{l,---,r}
9 It-}-At - Q¢

: 0 sinon

R4 OR?

at+lAt =0 t—I-ZAt =0

Oy Dby
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Dérivées du résidu R} au temps t + 0A¢

Nous rappelons que :

oB OB
R} = Ry IF g4, +/t0k- (—) o + /grad(ésbk) ( > ds?
. 6t t+OAL S at t+OAL

Qo C

1k
T (AT

Cela implique :

ORS OIf ons oB 8 (0H
Tk _R, _t+0At = == Q
0X B 0X * / ok (8Ht>t+9At oX ( ot ) t+0At ‘

Qo
) oB o0 [O0H
+ /grad(5¢k)~ (—) — (———) Q2
ﬂc S \NOHE Jon OX \ O ) e

BX 3t (wt-MAt wtl—]:GAt)
oIf L OR, aIt—i—At

=(1-0)Ry -~ Fd

v [ () <8H)
= - o
At ) troat \OX t+At
Qo
ai [ o (5 (BH)

0k ° T

At tront \OX
Qo

C

)
[rad Ocp) - (_—t)twm (——) ds2
) - (v i)

1 B
At/grad ) - (?
B

DVl Do

+ “A%éa} [( Vit ar — Vit as
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D.4. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION T¢d¢

On a donc :
ORS 1 / (313) 1 OB
——— = — [ top - | == gradw; dQ2 + — /grad(égbk) <———) grad w; dS2
opitat At N, ! At OH' /ot !
Qo Qo
OR; 1 OB
Tk d el
aTEHAL At/ grad(3gs) (8Ht>t om0
C
1 oB
HélkRk + — /tOk . (———) to; d2
At OB ) o
Qo
OR} 1/ (s (-‘93) d(6¢) dQ sile {1,---
W = < At gra ( ¢k) OH? AL gra ( ¢l) S1 { ) ,’l"}
C’
1 / 0B .
tok - (———) to; d€) sinon
At OH ), ont
\ Qo
OR} _du
ous
ORY &y
=
U~ o

Dérivées du résidu RS au temps ¢ + At
Nous rappelons que :

0B .
Rg = /(tﬂc xn) - Eygndl + /tOc' (E) dQ + Nf,-m ¢ B¢ (¢t+0At - ¢tl+«9At)
E g tHOAL

Cela implique :

aRG BE 8Jt+0Ai
(foe X 1) - (—) 0Juioat o
ox ~ ] ™ 93 ) pne OX
oB 0 oH
+ [t <—) ax ("—) @
3 OH! J, gnt OX \ Ot/ gne

o o .
+ N, X 51 (WESons — Yisont)

Bl o! 83,
:(1—0)/(tcxn)-< ) Tt ar
" It ) i rone 0X

[

OF 8
+0 / (toe X 1) - (8—J;>t+w 5}“ dr

(o}

[ (6), 00 (55)
+= [ toe- (== =) de
At OH! ), one \OX /11 ns
1 / ( 0B ) < BH)
— = [t (22 ) a0
Atn aHt t+0AtL aX t
1]

, 19

+Ncm,c E'g)—(" [(lbt+At "»btl—f-At) - ( 152C - tlc>]
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CONDUCTEURS MASSIFS EN REGIME TRANSITOIRE

On a donc :

oRS 1 / ( OB )
Sl T P (ol grad w; dQ)
o5t Atﬂo © \OH' ) ns !

ORS / ( OE )
——=— =0 (toc xn)- | == rot W, dI’
OTLTA (toc x n) A LYFIN ?

c

ORS 1 / ( 0B )
— = — [ toc | o to; dQ
3Izt+At Atﬂ o \ort t+0At o

0

6R6 . dic NZm c
B¢t+At At

8R6 . 5lc N
8¢t+At - At

Dérivées des résidus R}, R}, RY et R au temps ¢ + AL

Nous rappelons que :

7k
Ry = Iy gay

8 __ k
Rk - —It+0At
9 __ c
R = Nemye Iigas
10 __ c
R," = —Nem,e Iiigas

et
orF Ol gp,
X  0X
orf  OIf A,
=(1- 9)—— +0 53X

On a donc :

( BRg‘ B

ad)t}At -
J
ﬁRg _

Pour ¢« =7---10 < 8Tt+At
Pour B =k,c 3Rﬂ B

a,(/)t—l—At -
8R"

\ 8¢t+At =

et :

D.4.5 Matrice a résoudre

5%?_—'27 = 90y,
-a—iﬁ% = —00
5[6}%—% = 60;c Neme
% = 08 Nom,e

Nous rappelons que dans le cadre d’une résolution avec la méthode de Newton-Raphson le

systéme linéaire a résoudre est :

(M>M AXT = —R(X™™)

0X
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D.4. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION T¢d¢

Cela nous donne, apreés le travail préliminaire du calcul de la dérivée des résidus :
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t
cm,c

0
0
0
0
0
A
0
0
0
0

5lc

cm,c

t

0
0
0
0
0
A
0
0
0
0

6lc

cocoooooo

ﬂt
00006_A0000

0

ocQoo N Zoo

95!c Ncm,c
_95lc Ncm,c

~2
SHGRGREL RN me

—00
0
0

CoR~NSN Koooo
OOEF_MG_MOOOOO
I

Eelis o o o

oMo o

o000 oo oo

236



D.4. APPLICATION A LA FORMULATION FAIBLE DE LA FORMULATION Tpog

Avec :

0B
Ay = H/grad w; - <8—H—t—) grad w; df2
3, t+0At

B
B;j = H/grad wj - (—a——t) grad w; dQ2
9 oH t+0AL
B
Cil = —O/gradw, . (gﬁ) tOl dQ)
S t+0AL

0B
D;. = —O/gradwzw (———) toc dQ2
* oH* t+0AL ‘

Qo
0B
E;; =0 / grad w; - (ﬁ) grad w; df2
b t+OAL

oB
F, = —H/gra,dwi- (—) W, dQ2
P OH' tHOAL P

Q¢
0B
Gu=10 / grad w; - (a—H;) grad(6¢;) dQ
t+OAL
Qo
OE 1 oB
I :0/rotW-<—) rot W dQ+—/W-<—) W, dQ2
" T \OI ) one P At C\OH ) gny T
QC’ QC
E
+9/ (Wg xn)- (g—‘]{) rot Wy, dI’
T'o t+0AL
1 oB
Jql - _E /Wq . (5@) reon: grad(&qﬁl) dQ
Q¢

OE
ch = 0/ (tOC X n) . (ﬁ) rot V‘/p dar
o t+OAL

1 0B 1 0B
Ly = 00k Ry + — /tmc . <———> to dQ + — /gfad(5¢k) : (—‘“) grad(d¢y) dS
' At OH' J ons At OH' J  one

0 Qc
1 oB
My, :—/tOk' (—) toc dQ2
¢ At OH! ) one
Qo
1 0B
Nl:-—-—/to-<—————> to; dQ
‘ AtQ © \0H! /o
0

On vois que le systéme trouvé n’est pas symétrique. Actuellement, nous n’avons pas de
solution pour le symétriser.
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