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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier certaines propriétés de restric-
tion des modules de poids des algèbres de Lie réductives. D’une part, nous
définissons une catégorie de modules de poids relative à une sous–algèbre
de Levi standard dont nous décrivons les objets irréductibles. D’autre part,
nous examinerons des propriétés de restriction à des paires duales des objets
classés. Avant d’expliquer d’avantage le contenu de cette thèse, faisons une
digression historique.

Inspiré par les travaux de Camille Jordan (1838-1922) et de Felix Klein
(1849-1925), le mathématicien norvégien Sophus Lie (1842-1899) introduit
dans Über Gruppen von transformationen en 1874 la notion de groupes conti-
nus auxquels il associe ce que nous appelons aujourd’hui une algèbre de Lie.
Commence alors l’étude de ces algèbres. Entre 1888 et 1890, Wilhelm Killing
(1847-1923) établit la classification des algèbres de Lie semi–simples sur C

puis, en 1894, Elie Cartan (1869-1951) corrige et complète cette classification.

Parallèlement, en 1896, Georg Frobenius (1849-1917) introduit la no-
tion de caractère pour les groupes finis et, en 1901, Issai Schur (1875-1941)
développe la théorie des représentations pour les groupes finis et infinis. En-
fin entre 1923 et 1938, Hermann Weyl (1885-1955) développe la théorie des
groupes compacts et leur théorie des représentations. Il introduit aussi avec
Eugene Wigner (1902-1995) cette nouvelle théorie en mécanique quantique.

Dès lors la théorie des algèbres de Lie et de leurs représentations va
connâıtre un énorme succès et va tisser de nombreux liens avec entre autres
la physique théorique, la combinatoire, l’analyse harmonique, la géométrie
algébrique, l’algèbre homologique. La théorie des algèbres de Lie et de leurs
représentations s’est beaucoup développée à travers des résultats de classifi-
cation : la classification de Killing et Cartan des algèbres de Lie complexes
semi–simples, la classification de Cartan des représentations de dimension
finie de ces algèbres, la classification de Weyl des représentations unitaires
des groupes compacts, la classification des modules de Harish–Chandra, pour
n’en citer que quelques–uns.

Malgré tout, la classification de toutes les représentations irréductibles
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(qui sont en un certain sens les briques élémentaires de la théorie des représen-
tations) d’une algèbre de Lie semi–simple semble irréaliste, même si le cas
de sl2 est aujourd’hui connu (voir par exemple [32]). Les développements
de ces dernières années nous laissent toutefois entrevoir la résolution d’un
problème certes plus restrictif mais néanmoins très général : la classification
des modules de Harish–Chandra généralisés (voir la section 3.4 pour une
définition). L’objet de cette thèse est cependant plus modeste : nous nous
intéresserons à des propriétés de restriction d’un cas particulier de modules
de Harish–Chandra généralisés : les modules de poids.

Expliquons le concept de module de poids plus en détails. Soit g une
algèbre de Lie réductive. Soit h une sous–algèbre de Cartan de g. On note R
le système de racines associé au couple (g, h). Dans sa thèse de 1966, Daya-
Nand Verma étudie les modules qui portent aujourd’hui son nom. Ces mo-
dules jouent un rôle essentiel dans l’étude de la catégorie O(g) introduite par
Joseph Bernstein, Israel Gelfand et Sergei Gelfand en 1971 (voir [2]). Cette
catégorie est une généralisation naturelle de la catégorie des représentations
de dimension finie de g, basée sur les deux observations suivantes :

– Un g–module de dimension finie M est somme directe de ses espaces
de poids, qui sont eux–mêmes de dimension finie :

M =
⊕

λ∈h∗

Mλ, où Mλ = {m ∈M : h ·m = λ(h)m, ∀ h ∈ h},

dim(Mλ) <∞.

– Si on se fixe une décomposition triangulaire de g de la forme g =
n− ⊕ h ⊕ n+, alors un module de dimension finie M est toujours n+–
fini, i.e. l’espace vectoriel engendré par l’action (itérée) de n+ sur un
vecteur fixé de M est de dimension finie :

dim(U(n+))m <∞, ∀m ∈M.

Ces deux propriétés sont les deux conditions exprimant l’appartenance à la
catégorie O(g) de Bernstein–Gelfand–Gelfand. Les modules irréductibles de
cette catégorie sont construits comme des quotients des modules de Verma :
ce sont les modules irréductibles de plus haut poids. Si l’on ne conserve
que la première condition ci–dessus, on obtient les modules de poids étudiés
indépendemment par Suren Fernando [11] et Vyacheslav Futorny [12] dans
les années 80. Leur résultat principal ramène la classification des modules de
poids irréductibles à celle des modules cuspidaux des algèbres de Lie simples
(voir le théorème 2.3.5).

Précisons un peu cette notion. Pour α ∈ R, on note gα l’espace radiciel de
g associé à la racine α. Un module de poids M est R–cuspidal (ou cuspidal
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lorsqu’aucune confusion sur le système R est possible) si pour tout α ∈ R et
tout vecteur X non nul de gα, l’action de X sur M est injective. Fernando
a montré que les seules algèbres de Lie simples pouvant avoir des modules
cuspidaux sont de type A ou C (voir le théorème 2.3.6). La classification
des modules cuspidaux pour les algèbres de type A et C a débuté en 1987
par l’étude des modules cupsidaux de degré 1, i.e. dont tous les espaces de
poids non triviaux sont de dimension 1. Dans ce cas, les modules cuspidaux
irréductibles sont réalisés comme des polynômes formels sur lesquels l’algèbre
de Lie agit par des opérateurs différentiels (voir la section 2.4). Ce résultat est
dû à Daniel Britten et Franck Lemire [7]. En 2000, Olivier Mathieu a donné
la classification des modules cuspidaux irréductibles dans le cas général [29].
D’autres approches sont ensuite venues compléter le théorème de Mathieu,
notamment via des formules de Gelfand-Zetlin (voir par exemple [31] et la
section 2.4).

Parallèlement à l’étude de ces diverses généralisations de la catégorie des
modules de dimension finie, s’est posée la question de l’étude de restric-
tions de modules à des sous–algèbres. Un exemple de ces problèmes dits de
branchement (ou branching rules) est résolu dans [27] par Littlewood qui
examine des restrictions du groupe GLn au groupe On ou encore du groupe
GL2n au groupe SP2n. Un autre cas particulièrement étudié est celui où la
sous–algèbre est formée d’une paire duale, i.e. de deux sous–algèbres de g qui
sont le commutant l’une de l’autre (dans g). Le premier exemple fondamen-
tal de restriction à une paire duale est donné par Roger Howe en 1989 dans
[16] et [17]. Cet exemple traite de la représentation minimale (dite aussi
représentation de Weil ou de Shale-Segal-Weil). A la suite des travaux de
Howe de nombreux mathématiciens ont étudié ce type de problème. Men-
tionnons par exemple les travaux de S. Rallis et G. Schiffmann [38], de T.
Przebinda [37], de J.S. Huang, P. Pandzic et G. Savin [18], ou encore de J.S.
Li [26].

Dans cette thèse, nous nous intéressons à deux propriétés de restriction.
Expliquons–en les principales idées. On fixe une base ∆ du système de racines
R. Pour θ ⊂ R, on note pθ la sous–algèbre parabolique standard associée à
θ, n+θ sa partie unipotente et lθ la sous–algèbre de Levi standard correspon-
dante (voir la section 1.3 pour une définition). Nous étudions les g–modules
de poids M qui, vus comme lθ–module, se décomposent en une somme di-
recte de modules irréductibles de plus haut poids (qui sont rappelons–le les
modules irréductibles de O(lθ). Notons provisoirement P(θ) cette propriété.
Pour étudier ces objets, nous introduisons une nouvelle famille de catégorie.
Soit θ ⊂ S ⊂ ∆.

Définition 1 La catégorie OS,θ(g) est la sous–catégorie pleine de la catégorie
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des modules de poids M qui satisfont aux conditions suivantes :

1. Comme lθ–module, M est la somme directe de modules irréductibles de
plus haut poids.

2. Le module M est 〈S − θ〉–cuspidal.

3. Le module M est n+S –fini.

Les modules appartenant à une catégorie OS,θ sont des exemples de modules
ayant la propriété P(θ). Nous étudions alors les modules irréductibles de ces
catégories OS,θ et en donnons une classification dans certains cas (théorème
5.1.28). Dans ces cas, nous montrons aussi que la catégorie considérée est
semi–simple (il s’agit donc d’un analogue du théorème de Weyl, concer-
nant les modules de dimension finie). Les modules qui interviennent dans
ces catégories sont essentiellement les modules de degré 1 étudiés dans [1]
par Georgia Benkart, Daniel Britten et Franck Lemire en 1997.

Dans une deuxième étape, nous étudions la restriction de certains de
modules de poids par rapport à une paire duale C–admissible de l’algèbre
de Lie sl2n. La paire duale en question est construite à partir d’une sous–
algèbre de Levi lθ (voir la section 6.4.1). Motivés par l’exemple de la paire
duale (F4, A1) dans E7 étudiée par J.S. Li dans [26], nous restreignons notre
problème de restriction aux g–modules de poids qui ont la propriété P(θ).
En fait, nous restreignons notre problème aux modules irréductibles de la
catégorie O∆,θ(sl2n. Cette thèse se compose comme suit.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à des rappels généraux :
notion de modules et de catégories, notion d’algèbres de Lie réductives et
de leur théorie des représentations (en particulier, notion d’espace de poids),
puis enfin extensions de modules et action du centre de l’algèbre enveloppante
d’une algèbre de Lie.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons les objets principaux de
cette thèse : les modules de poids. Nous rappelons notamment les notions
de modules de Verma (généralisés) et de modules cuspidaux, ainsi que les
deux théorèmes de Fernando (théorèmes 2.3.5 et 2.3.6) et la classification de
Mathieu des modules cuspidaux. Enfin nous rappelons quelques résultats sur
les extensions des modules cuspidaux.

Le troisième chapitre donne quelques exemples de catégories de modules.
Nous rappelons quelques catégories plus ou moins bien connues : la catégorie
O de Bernstein–Gelfand–Gelfand, et certaines de ses généralisations obtenues
par Rocha–Caridi, ou encore Coleman et Futorny. Enfin, nous donnons une
définition des modules de Harish–Chandra généralisés (dont les modules de
poids sont un cas particulier).
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Le quatrième chapitre est consacré à la définition de la catégorie OS,θ.
Nous donnons quelques propriétés simples de ces catégories : elle est notam-
ment abélienne, noethérienne et artinienne. Nous montrons ensuite que les
modules de degré 1 des algèbres de type A et C sont des exemples de modules
irréductibles appartenant à certaines catégories OS,θ.

La chapitre 5 est le cœur de ce mémoire. Nous y étudions en détails les
catégories O∆,θ qui sont un cas particulier des catégories introduites au cha-
pitre précédent. Le résultat central de cette partie est le théorème 5.1.28
qui donne la classification des modules irréductibles des catégories O∆,θ.
Donnons-en un énoncé :

Théorème 1 Supposons que θ soit une partie propre de ∆ et que (g, θ) ne
soit pas dans la table 5.2 de la section 5.1.9. Alors, on a :

1. Il existe des modules non triviaux dans O∆,θ si et seulement si g est
isomorphe à An et l′∆−θ à Am (m < n) ou g isomorphe à Cn et l′∆−θ est
isomorphe à la sous–algèbre sl2 engendrée par la racine simple longue
ou à Ck.

2. Pour ces parties ∆ et θ, les modules irréductibles sont de degré 1 sauf
si g est de type An et l′∆−θ de type A1

1 pour n > 2.

3. Lorsque g = An, les modules irréductibles de degré 1 dans O∆,θ sont
isomorphes à

N(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

l

)

pour des entiers k, l,m ≥ 0 satisfaisant k + l +m = n+ 1 et k + l > 0
et pour ai ∈ C− Z.

4. Lorsque g = Cn, les modules irréductibles de degré 1 dans O∆,θ sont
isomorphes à M(−1, . . . ,−1, a1, . . . , ak) (ai ∈ C− Z).

5. Si M est un module irréductible de degré 1 dans O∆,θ, alors les lθ–
modules irréductibles de plus haut poids qui interviennent dans la décom-
position de M sous lθ sont de la forme L(aω1) pour a ∈ C \ Z ou
L(aωk)⊗ L(bω1) pour a et b dans C \ Z.

La fin du chapitre est consacrée à la preuve de la semi–simplicité des catégories
O∆,θ étudiées ci–dessus (corollaires 5.2.3 et 5.2.8).

Dans le chapitre 6, nous commençons par rappeler la théorie des paires
duales (telle qu’exposée dans [41]). Ensuite nous étudions la restriction de
sl2n–modules de poids de degré 1 à la paire duale (sln, sl2) de sl2n (voir la
section 6.4.1 pour la construction de cette paire duale). La résultat principal
de ce chapitre est le théorème 6.4.11 :
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Théorème 2 Supposons que a1−a2 6∈ Z. Alors nous avons la décomposition
suivante du sl2n–module Na1,a2 comme sln ⊕ sl2–module :

1. Si n = 2,

Na1,a2 = ⊕b∈Z L(−1− a1 + a2 − 2b)⊗ L(a1 − a2 + 2b− 1).

2. Si n > 2,

Na1,a2 = ⊕b∈ZL(a2− b, 0, . . . , 0,−1−a1− b)⊗L(a1−a2+2b− (n−1)).

Nous terminons ce chapitre par l’étude du cas ′′non–générique′′ a1 − a2 ∈
Z, pour lequel nous donnons également une règle de branchement faisant
intervenir cette fois des modules indécomposables mais non irréductibles (voir
les théorèmes 6.4.15 et 6.4.16).
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Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre introductif a pour but de rappeler un certain nombre de
faits que nous utiliserons par la suite. Il se compose comme suit. Nous com-
mençons par quelques rappels sur la notion de modules sur un anneau. En-
suite nous donnons quelques définitions concernant la notion de catégorie.
Puis, nous fixons certaines notations sur les algèbres de Lie que nous utilise-
rons systématiquement par la suite et nous rappelons les principales défini-
tions concernant la notion de poids pour les modules sur une algèbre de Lie,
ce qui nous servira de point de départ au chapitre 2. Nous faisons le lien
entre suites exactes courtes de modules sur une algèbre de Lie et un cer-
tain cocycle. Enfin, nous rappelons des résultats de Harish–Chandra sur le
centre de l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie semi–simple. Pour tous
les résultats et toutes les définitions concernant les modules et les catégories
nous renvoyons à [4], [24], [8] et [28]. Le livre [20] est une bonne introduc-
tion à l’étude des modules sur une algèbre de Lie simple et aux résultats
de Harish–Chandra. La plupart des preuves des résultats sur les modules se
trouvent dans [4] ou dans [21] et [22].

1.1 Modules sur un anneau

Dans toute cette section, A désigne un anneau muni d’une unité notée
1. Un A–module (à gauche) est un groupe abélien M muni d’un morphisme
d’anneau ϕ de A dans End(M). On notera a ·m au lieu de ϕ(a)(m) l’action
de A. Un sous–module d’un A–module M est un sous–groupe abélien N de
M stable par l’action de A. Un morphisme de A–modules de M dans N est
un morphisme entre les groupes abéliens M et N tel que f(a ·m) = a · f(m).
L’inclusion d’un sous–module N deM dansM est un exemple de morphisme.
On note HomA(M,N) l’ensemble des morphismes entre les A–modulesM et

1



2 CHAPITRE 1. RAPPELS

N . Le noyau d’un morphisme f :M → N de A–modules est un sous–module
du module M . L’image de f est un sous–module du module N .

Soit I un ensemble. Une famille (mi)i∈I d’éléments d’un A–moduleM est
dite génératrice si toutm ∈M peut s’écrire comme combinaison linéaire finie
de la forme

∑
ai ·mi (où ai ∈ A). On dit qu’un module est de type fini s’il

peut être engendré par une famille finie. On a une notion de somme directe de
A–modules, de produit tensoriel de A–modules et de quotient d’un A–module
par un sous–A–module et dans ce cas la projection est un morphisme de A–
modules (voir [3, chapitre II]). Notons que tout quotient d’un module de type
fini est encore de type fini (voir [3, II.16 corollaire 1]).

Une suite exacte courte de A–modules est la donnée de 3 modules M ′,
M et N et de deux morphismes de modules : un morphisme i injectif de N
dans M ′ et un morphisme p surjectif de M ′ sur M tels que im(i) = ker(p).
Une telle suite est notée :

(S) : 0 → N → M ′ → M → 0.

La suite exacte (S) est scindée s’il existe un morphisme s, appelé section, de
M dans M ′ tel que p ◦ s = 1. On peut définir plus généralement une notion
de suite exacte (longue) par la donnée d’une famille de A–modules (Mi)i∈Z
et de morphismes fi :Mi →Mi+1 tels que im(fi) = ker(fi+1).

Un A–module est dit noethérien si toute suite croissante de sous–modules
de M est stationnaire. En particulier un module noethérien est de type
fini. Notons enfin que M est noethérien si et seulement si N et M/N sont
noethériens pour un sous–module N de M donné (voir [21, thm 3.2]). De
plus tout sous–module d’un module noethérien est aussi de type fini. Une
catégorie (voir la section 1.2 pour la définition de catégorie) de A–modules
est noethérienne si tout module de la catégorie est noethérien.

Un A–module est artinien si toute suite décroissante de sous–modules est
stationnaire. Là encore, M est artinien si et seulement si N et M/N le sont
pour un sous–module N de M donné (voir [21, thm 3.2]). Une catégorie de
A–modules est artinienne si tout module de la catégorie est artinien.

Un A–module est indécomposable s’il ne peut s’écrire comme somme di-
recte de deux sous–modules propres. Un module non nul M est simple ou
irréductible s’il n’a aucun sous–module propre. En particulier, un module
simple est artinien et noethérien. Remarquons qu’un sous–module N d’un
module M est maximal pour l’inclusion si et seulement si M/N est simple.
On a aussi

Théorème 1.1.1 ([21, thm 3.8]) Si M est un A–module noethérien et ar-
tinien alorsM est une somme directe finie de sous–modules indécomposables.
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Soit M un A–module. Une série de composition de M est une suite (Mn)
de sous–modules de M tels que Mn ⊂Mn+1, M = ∪Mn et Mn+1/Mn est un
A–module simple ou trivial. Les quotients Mn+1/Mn sont appelés facteurs
de composition. Une suite de Jordan–Hölder est une série de composition de
longueur finie (seul un nombre fini de modules et de facteurs de composition
sont non nuls). Alors on a le

Théorème 1.1.2 ([21, thm 3.5]) Si M est un A–module noethérien et ar-
tinien, alors M admet une suite de Jordan–Hölder. De plus, deux séries de
Jordan–Hölder de M ont même facteurs de composition à permutation et à
isomorphisme près.

Un A–module M est semi–simple s’il est somme directe de (ses) sous–
modules simples. Cette propriété est préservée par les sous–modules et les
modules quotients :

Proposition 1.1.3 ([4, corollaire 1 no4 §3]) Soit M un A–module semi–
simple. Alors tout sous–module de M et tout quotient de M est aussi semi–
simple.

Soit B un sous–anneau de A. Si M est un B–module à gauche, on peut
construire un A–module qui étend le B–module M . En effet, l’anneau A est
muni d’une structure naturelle de A–module à droite (par multiplication) et
donc aussi de B–module à droite. On construit alors le module A⊗BM . Cet
espace a une structure naturelle de A–modules : si a ∈ A, a·(a′⊗m) = (aa′)⊗
m. Nous utiliserons souvent par la suite cette construction pour fabriquer des
”modules induits” (voir 2.2).

1.2 Catégories

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 Une catégorie C est la donnée de

(C1) Une collection d’objets A,B,C, . . .

(C2) Pour toute paire d’objets A et B, une collection de morphismes notée
Hom(A,B).

(C3) Pour chaque triplet A,B,C, une composition associative notée ◦ :

Hom(B,C)×Hom(A,B) → Hom(A,C).
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(C4) Pour chaque objet A un élément 1 ∈ Hom(A,A) appelé identité, qui est
une unité pour ◦.

De plus, les ensembles Hom(A,B) et Hom(A′, B′) doivent être disjoints si
(A,B) 6= (A′, B′).

Quelques catégories usuelles sont la catégorie des ensembles, la catégorie
des groupes, des C–espaces vectoriels, . . . Si A est un anneau, l’ensemble des
A–modules forme une catégorie (les morphismes sont alors les morphismes de
A–modules). Une sous–catégorie pleine d’une catégorie C est une catégorie
dont les objets sont un sous–ensemble de l’ensemble des objets de C et dont
les morphismes sont ceux de la catégorie C (relatifs aux objets de la sous–
catégorie).

Définition 1.2.2 Un foncteur covariant F entre deux catégories C et B est
une application de C dans B satisfaisant les propriétés suivantes :

(F1) A chaque objet A de C, on associe un objet F (A) de B.

(F2) A chaque morphisme f ∈ Hom(A,B) on associe un morphisme F (f) ∈
Hom(F (A), F (B)).

(F3) On a F (1A) = 1F (A) et F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

On a une définition analogue pour un foncteur contravariant mais cette
fois si f ∈ Hom(A,B) alors F (f) ∈ Hom(F (B), F (A)) et F (g ◦ f) = F (f) ◦
F (g).

La plupart des catégories que nous rencontrerons seront abéliennes. Nous
allons en donner la définition.

Définition 1.2.3 Une catégorie est additive si pour chaque couple d’ob-
jets (A,B) les ensembles Hom(A,B) sont munis d’une structure de groupes
abéliens, vérifiant les conditions

(A1) La loi de composition des morphismes est bilinéaire.

(A2) Il existe un objet zéro 0 tel que Hom(0, B) et Hom(A, 0) sont réduits
à un élément pour tout A et tout B.

(A3) Les produits finis et les coproduits finis existent dans cette catégorie.

Rappelons que le produit de deux objets A et B est la donnée d’un objet
P et de deux morphismes f ∈ Hom(P,A) et g ∈ Hom(P,B) satisfaisant
la propriété universelle suivante : pour tout objet C et toute paire de mor-
phismes (φ, ψ) ∈ Hom(C,A) × Hom(C,B) il existe un unique morphisme
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h ∈ Hom(C, P ) tel que le diagramme suivant commute :

C

φ

����
��
��
��
��
��
��
h

��
ψ

��
00

00
00

00
00

00
00

0

P

f
��~~

~~
~~

~

g
��@

@@
@@

@@

A B

Le coproduit des deux objets A et B est définie de manière duale : il s’agit
de la donnée d’un objet S et de deux morphismes f ∈ Hom(A, S) et g ∈
Hom(B, S) telles que pour tout objet C et toute paire de morphismes (φ, ψ) ∈
Hom(A,C)×Hom(B,C) il existe un unique morphisme h ∈ Hom(S,C) tel
que le diagramme suivant commute :

A

φ

��
//

//
//

//
//

//
// f

��@
@@

@@
@@

B

ψ

����
��
��
��
��
��
��g

��~~
~~

~~
~

S

h
��

C

Le noyau d’un morphisme f ∈ Hom(E,F ) est la donnée d’un objet E ′ et
d’un morphisme g ∈ Hom(E ′, E) tels que pour tout objet X la suite suivante
est exacte :

0 → Hom(X,E ′) → Hom(X,E) → Hom(X,F ).

Ici, l’application Hom(X,E ′) → Hom(X,E) est donnée par φ 7→ g ◦ φ et
l’application Hom(X,E) → Hom(X,F ) par ψ 7→ f ◦ψ. Le conoyau de f est
un objet E ′′ et un morphisme h ∈ Hom(F, F ′′) tel que la suite suivante soit
exacte :

0 → Hom(F ′′, X) → Hom(F,X) → Hom(E,X).

Ici, l’application Hom(F ′′, X) → Hom(F,X) est donnée par φ 7→ φ ◦ h et
l’application Hom(F,X) → Hom(E,X) par ψ 7→ ψ ◦ f . Ces objets sont
uniques (à isomorphisme près) lorsqu’ils existent.

Définition 1.2.4 Une catégorie abélienne est une catégorie additive dans
laquelle noyaux et conoyaux existent pour tout morphisme f ∈ Hom(E,F )
et telle que

(A4) Si f ∈ Hom(E,F ) est un morphisme dont le noyau est l’objet 0, alors
f est le noyau de son conoyau.
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(A5) Si f ∈ Hom(E,F ) est un morphisme dont le conoyau est l’objet 0,
alors f est le conoyau de son noyau.

(A6) Un morphisme dont le noyau et le conoyau est l’objet 0 est un isomor-
phime.

1.2.2 La catégorie ModA

L’exemple le plus important pour nous de catégorie abélienne est la
catégorie ModA de tous les A–modules (pour un anneau A donné). Dans
ce cas, le noyau d’un morphisme coincide avec la définition usuelle de noyau
et le conoyau d’un morphisme correspond au quotient de son but par son
image. Le produit et le coproduit de deux modules est leur somme directe.
Une sous–catégorie pleine deModA est abélienne si elle est stable par somme
directe et si elle contient les noyaux et les images de tous les morphismes de
A–modules. Pour plus de détails sur les catégories additives et abéliennes, on
pourra consulter [28]. Un intérêt des catégories abéliennes est que la notion
de suites exactes (longues ou courtes) a du sens. On peut alors parler de
foncteurs exacts.

Un foncteur est dit exact s’il préserve les suites exactes courtes. Par
exemple, un foncteur covariant F est dit exact si pour toute suite exacte
courte

0 → M ′ → M → N → 0,

la suite courte déduite

0 → F (M ′) → F (M) → F (N) → 0

est exacte.
Soient X et Y deux A–modules. Alors HomA(X, ?) et HomA(?, Y ) sont

deux foncteurs covariants exacts à gauche à valeurs dans la catégorie des
Z–modules (voir [21, théorème 3.1]). Il existe un autre foncteur qui nous sera
utile par la suite, le foncteur Ext. SoitM et N deux A–modules. Considérons
l’ensemble des suites exactes courtes de la forme

0 → N → ? →M → 0.

En fait, on peut mettre une relation d’équivalence sur cet ensemble : les suites
exactes courtes

0 → N → E →M → 0

et

0 → N → E ′ →M → 0
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sont équivalentes s’il existe un morphisme de E dans E ′ tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

0 // N // E //

��

M // 0

0 // N // E ′ // M // 0

On note Ext1(M,N) le quotient.

Remarque 1.2.5 On peut vérifier que le quotient a une structure de groupe
commutatif dont l’élément neutre est la classe formée par toutes les suites
exactes courtes scindées. Nous renvoyons à [8, chap. XIV ] ou à [21, chap.
6 §7] pour la construction de la loi.

En particulier Ext1(M,N) est trivial si toute suite exacte courte de la
forme

0 → N → ? →M → 0

est scindée. Mentionnons enfin que toute suite exacte courte

0 → N → L→M → 0

donne naissance à une suite exacte (longue)

0 → Hom(X,N) → Hom(X,L) → Hom(X,M)

→ Ext1(X,N) → Ext1(X,L) → Ext1(X,M) → Ext2(X,N) → · · · ,

où nous n’explicitons pas les foncteurs Extn qui permettent de continuer
cette suite exacte (longue). Ces foncteurs peuvent être définis directement
comme homologie d’une certaine résolution projective ou comme foncteurs
dérivés (voir [8, chap. V I] ou [21, chap. 6]).

1.3 Algèbres de Lie réductives, sous–algèbres

de Levi

Le corps de base de cette section est C. Rappelons qu’une algèbre de Lie
g est simple si elle ne contient aucun idéaux propres ; elle est semi–simple si
elle est la somme directe d’idéaux simples. Une algèbre de Lie g est réductive
si elle est la somme directe d’idéaux simples et d’un idéal commutatif. On
fixe une sous–algèbre de Cartan h (il s’agit de la somme directe du centre de
g et d’une sous–algèbre de Cartan de sa partie semi–simple). On note R le
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système de racines de g relativement à h. On note Q le réseau des racines
(Q =

∑

R Zα). Pour α ∈ R, on note gα le sous–espace radiciel de g associé
à la racine α, à savoir :

gα := {x ∈ g : [h, x] = α(h)x, ∀ h ∈ h}.

Lorsqu’une base ∆ de R est fixée, on désigne par R+ l’ensemble des ra-
cines positives par rapport à ∆. On écrit α > 0 lorsque α ∈ R+ et α < 0
lorsque −α ∈ R+. On note Q+ =

∑

α>0 Nα. On a la décomposition triangu-
laire suivante :

g = n− ⊕ h⊕ n+, où n+ := ⊕α>0 g
α et n− := ⊕α<0 g

α.

La sous–algèbre définie par h⊕ n+ est la sous–algèbre de Borel standard.
Plus généralement, une base ∆ de R étant fixée, on peut considérer une

partie θ de ∆ et les racines construites à partir de cette sous–partie :

〈θ〉 := R∩ Zθ,

où Zθ est l’ensemble des combinaisons Z–linéaire d’éléments de θ.
On pose alors

g〈θ〉 := ⊕α∈〈θ〉 g
α, lθ := h⊕ g〈θ〉

n+θ := ⊕α>0,α 6∈〈θ〉 g
α, n−θ := ⊕α<0,α 6∈〈θ〉 g

α, pθ := lθ ⊕ n+θ .

On appellera lθ la sous–algèbre de Levi standard définie par θ et pθ la
sous–algèbre parabolique standard définie par θ. La sous–algèbre de Levi est
une algèbre de Lie réductive. Son centre est contenu dans h. Plus pécisement,
le centre de lθ est

hθ := {h ∈ h : α(h) = 0, ∀ α ∈ θ}.

On note Qθ le réseau des racines de (lθ, h) et Q
+
θ la partie de Qθ engendrée

par les combinaisons positives des racines appartenant à θ. On notera Qθ :=
Q−Qθ et Q

θ+ := (Q+ −Q+
θ ) ∪ {0}. On notera α ≥θ β si α− β ∈ Qθ+.

Remarquons que si θ = ∅, alors la sous–algèbre de Levi standard définie
par θ coincide avec la sous–algèbre de Cartan h et la sous–algèbre parabolique
avec la sous–algèbre de Borel standard. De même, si θ = ∆, la sous–algèbre
de Levi standard définie par θ est égale à g tout entier.

1.4 Modules et poids

Pour une algèbre de Lie réductive g, on note U(g) son algèbre enve-
loppante et Z(g) le centre de l’algèbre enveloppante. L’algèbre U(g) est
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noethérienne (voir par exemple [34, chapitre 1]). Une représentation de g

est un morphisme d’algèbre de Lie de g dans gl(V ) pour un espace vecto-
riel V . On parle aussi de g–module. En fait tout g–module peut s’étendre de
manière unique en un U(g)–module. Un module non nul est dit simple ou
irréductible s’il n’existe aucun sous–espace strict de V invariant par l’action
de g. Il est dit semi–simple ou complétement réductible s’il est la somme di-
recte de modules simples. Il est dit indécomposable s’il ne peut s’écrire comme
la somme directe de deux sous–modules propres. Un module irréductible est
indécomposable. La réciproque est fausse.

On noteraMod(g) la catégorie abélienne de tous les g–modules. Par abus
de notation, on notera M ∈ Mod(g) pour dire que M est un g–module. La
catégorie Mod(g) est très grosse. Nous allons définir par la suite certaines
sous–catégories pleines de Mod(g) plus maniables.

Soit M ∈ Mod(g). On appelle poids de M toute forme linéaire λ ∈ h∗

pour laquelle il existe un vecteur non nul v de M vérifiant h · v = λ(h)v pour
tout h ∈ h. On note

Mλ := {v ∈M : h · v = λ(h)v, ∀ h ∈ h},

l’espace de poids associé à la forme λ ∈ h∗. Les éléments non nuls deMλ sont
les vecteurs de poids λ.

Le support du module M est défini par

Supp(M) = {λ ∈ h∗ : Mλ 6= 0}.

On appelle degré du moduleM le nombre (éventuellement infini) suivant :

deg(M) := sup
λ∈Supp(M)

{dim(Mλ)}.

Remarquons enfin que la somme des espaces de poids d’un module donné
M est toujours directe mais n’est pas toujours égale au module M en entier.
On dira alors qu’un module est h–diagonalisable si

M = ⊕λ∈Supp(M) Mλ.

1.5 Extensions de g–modules

Nous allons donner une nouvelle interprétation de Ext1(M,N) lorsqueM
et N sont deux g–modules. Nous avons vu que cela revient à regarder cer-
taines suites exactes à isomorphisme près, à savoir des suites exactes courtes
de la forme :

(S) : 0 → N →M ′ →M → 0.
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Convenons de noter p la projection deM ′ surM et i l’injection deN dansM ′.
La suite (S) est aussi une suite exacte d’espaces vectoriels. Grâce au lemme
de Zorn et au thèorème du rang, on vérifie que cette suite exacte d’espaces
vectoriels est scindée. En particulier, M ′ = N ⊕M comme espace vectoriel.
Nous noterons donc dans la suite (n,m) les éléments de M ′ où n ∈ N et
m ∈M .

Lemme 1.5.1 Supposons que M et N soient deux g–modules semi–simples.
Soit (S) la suite exacte ci–dessus. Si M ′ est semi–simple, alors M ′ = N ⊕M
comme g–modules. En d’autres termes la suite est scindée.

Démonstration. Comme on a (voir [21])

Ext1(A⊕ B) = Ext1(A,C)⊕ Ext1(B,C)

et
Ext1(A,B ⊕ C) = Ext1(A,B)⊕ Ext1(A,C)

, on peut supposer que N et M sont irréductibles. On peut alors voir N
comme un sous–g–module de M ′ et, par hypothèse sur M ′, il existe donc
des g–modules irréductibles (Li)i∈I tels que M ′ = N ⊕ (⊕iLi). On regarde
alors p(⊕ Li). C’est un sous–g-module de M . Comme M est irréductible et
ker(p) = N , on en déduit que p(⊕Li) =M et que p : ⊕Li →M est injectif.
On obtient donc que ⊕Li ∼= M comme g–modules. On en déduit alors que I
est réduit à un élément et donc que M ′ = N ⊕M comme g–modules.

⊓⊔
Revenons au cas général.

Proposition 1.5.2 Soit (S) une suite exacte. Alors il existe une application
linéaire c : g → HomC(M,N) telle que

–
c([X, Y ])(m) = [c(X), Y ](m) + [X, c(Y )](m),

où le crochet du membre de droite est le commutateur de HomC(M,N),
i.e. [c(X), Y ](m) = c(X)(Y ·m)− Y · (c(X)(m)),

– L’action de g surM ′ est donnée par X·(n,m) = (X·n+c(X)(m), X·m).

Démonstration. On a vu que les éléments de M ′ sont de la forme (n,m). On
doit avoir p(X · (n,m)) = X · p((n,m)) = X ·m car p est un morphisme de
g–modules. Donc X · (n,m) = (⋆,X ·m). D’autre part, X · (n, 0) = (X ·n, 0)
car i est un morphisme de g–modules. Comme (n,m) = (n, 0) + (0,m), on
en déduit que X · (n,m) = (X · n + c(X)(m), X · m) pour une application
c : g → HomC(M,N). On regarde à présent l’égalité [X, Y ] · (0,m) = XY ·
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(0,m)− Y X · (0,m). Cette égalité donne aussitôt la relation c([X, Y ])(m) =
[c(X), Y ](m) + [X, c(Y )](m). D’autre part en écrivant X · (0, am + m′) =
aX · (0,m) + X · (0,m′) on montre que c(X) est une application linéaire.
Enfin la linéarité de c provient de (X + Y ) · (0,m) = X · (0,m) + Y · (0,m).

⊓⊔
L’application c de la proposition est appelée un cocycle et la relation

satisfaite par c la relation de cocyle.

Proposition 1.5.3 Soient (S ′) et (S) deux suites exactes courtes de la forme

(S) : 0 → N →M ′ →M → 0,

(S ′) : 0 → N →M ′′ →M → 0.

Les suites (S) et (S ′) sont isomorphes si et seulement les cocycles associés c
et c′ vérifient c(X) = c′(X)+[X,φ] pour une application linéaire φ :M → N .

Démonstration. Nous savons que les deux suites exactes sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme de g–modules ψ : M ′ → M ′′ faisant commuter le
diagramme suivant :

0 // N // M ′ //

ψ
��

M // 0

0 // N // M ′′ // M // 0

Cela nous donne les relations ψ((n, 0)) = (n, 0) et p(ψ((n,m))) = m. Ainsi
comme (n,m) = (n, 0)+(0,m), il existe une application φ :M → N telle que
ψ(n,m) = (n+φ(m),m). Il est facile de voir que φ doit être linéaire. On écrit
alors que ψ(X · (0,m)) = X · ψ((0,m)) car ψ est un g–morphisme. Compte
tenu du fait que X · (0,m) = (c(X)(m), X ·m), cela donne immédiatement
la relation c(X) = c′(X) + [X,φ]. La réciproque est claire.

⊓⊔
Un cocycle c tel qu’il existe une application φ : M → N satisfaisant

c(X) = [X,φ] est un cobord. Les deux propositions ci–dessus montrent qu’une
suite exacte courte à isomorphisme près est caractérisée par un cocycle à un
cobord près.

1.6 Le centre de l’algèbre enveloppante

Nous rappelons dans cette section quelques propriétés du centre Z(g)
de l’algèbre enveloppante U(g). Par le théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt
(PBW), on peut écrire

U(g) = U(h)⊕
(
n−U(g) + U(g)n+

)
.
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Notons pr la projection de U(g) sur U(h) déduite de cette décomposition. On
pose alors χλ := λ ◦ pr pour λ ∈ h∗ étendu canoniquement en un morphisme
de l’algèbre (commutative) U(h). Ceci fournit un caractère du centre Z(g)
par restriction. On note enfin ξ la restriction de pr à Z(g).

Proposition 1.6.1 Le morphisme ξ est injectif.

Démonstration. Voir [20, thm 1.10] (preuve).

Théorème 1.6.2 (Harish–Chandra) Tout caractère χ de Z(g) est de la
forme χλ pour λ ∈ h∗. D’autre part, χλ = χµ si et seulement µ = w · λ =
w(λ+ ρ)− ρ pour w dans le groupe de Weyl W de g (ici ρ désigne la demi–
somme des racines positives).

Démonstration. Voir [20, thm 1.10].

Posons U(g)0 le sous–espace de U(g) formé par les éléments de poids 0
sous l’action adjointe de h. Il est clair que U(h) ⊂ U(g)0 et que Z(g) ⊂ U(g)0.
D’autre part, il est facile de décrire les éléments de U(g)0. D’après PBW, tout
monôme de U(g) peut s’écrire sous la forme X−βi1

· · ·X−βirHXβj1
· · ·Xβjl

avec H ∈ U(h). Un tel élément est de poids 0 sous l’action adjointe de h si et
seulement si

∑

k βjk =
∑

m βim . Nous utiliserons souvent par la suite l’action
de U(g)0 et de Z(g). Rappelons à ce stade le lemme de Schur :

Lemme 1.6.3 (Schur, [19]) Soit M un g–module simple. Alors il existe
χ ∈ ‡(g)∗ tel que

∀ z ∈ Z(g), ∀m ∈M, z ·m = χ(z)m.

Le caractère χ associé à M par le lemme est appelé le caractère infi-
nitésimal de M .



Chapitre 2

Les modules de poids

Soit g une algèbre de Lie réducive sur C. Soit h une sous–algèbre de
Cartan de g fixée. On notera R le système de racines correspondant. Dans ce
chapitre, nous présentons tout d’abord la notion de modules de poids. Nous
donnons ensuite la construction des modules de Verma et des modules de
Verma généralisés. Puis nous rappelons la définition des modules cuspidaux
et leur construction. Nous donnons alors quelques résultats sur les extensions
de modules cuspidaux. Nous finissons ce chapitre par un résultat sur les
filtrations standards que nous utiliserons par la suite. Nous renvoyons à [30]
et [11] pour les résultats sur les modules de Verma généralisés et à [11], [1],
[31] et [29] pour les modules cuspidaux. Les généralités sur les modules de
poids et la notion de dualité restreinte sont issues de [20].

2.1 Définition des modules de poids.

Premières propriétés

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1 Un module M ∈ Mod(g) est appelé module de poids s’il
vérifie les conditions suivantes :

(P1) M est de type fini,

(P2) M est h–diagonalisable,

(P3) Les sous–espaces de poids de M sont tous de dimension finie.

On note M(g, h) la sous–catégorie pleine de Mod(g) des modules de
poids.

Remarquons que dans la littérature, le terme module de poids désigne
souvent un module h–diagonalisable sans aucune autre hypothèse.

13
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Donnons tout de suite quelques propriétés simples de la catégorieM(g, h) :

Proposition 2.1.2 1. La catégorie M(g, h) est stable par sous–modules,
par modules quotients, par somme directe finie.

2. Les modules de dimension finies sont tous dans la catégorie M(g, h).

3. Si F un module de dimension finie, alors M 7→M ⊗F est un foncteur
exact de la catégorie M(g, h) dans elle–même.

4. La catégorie M(g, h) est abélienne et noethérienne.

5. Tout module de M(g, h) est Z(g)–fini : pour tout v ∈ M l’ensemble
{z · v, z ∈ Z(g)} est de dimension finie.

Démonstration.

1. Il est clair que les sous–modules, les modules quotients et les sommes di-
rectes finies de modules h–diagonalisables sont encore h–diagonalisables
([4, cor. 1 §3 n˚3]). La dimension des espaces de poids dans ces trois
cas est encore finie. Un quotient d’un module de type fini est encore de
type fini. La somme directe d’un nombre fini de modules de type fini
est encore de type fini. Il reste donc à vérifier qu’un sous–module d’un
module de M(g, h) est de type fini. C’est une conséquence du fait que
U(g) est noethérien ([10, chap. 2 §3]).

2. La corps C étant algébriquement clos et la sous–algèbre de Cartan com-
mutative et composée d’éléments semi–simples, tout module de dimen-
sion finie est somme (nécessairement directe) de ses espaces de poids
(de dimension finie). Tout module de dimension finie est (évidemment)
de type fini.

3. Le moduleM⊗F est h–diagonalisable avec espaces de poids de dimen-
sion finie. Plus précisement,

(M ⊗ F )λ =
∑

µ+ν=λ

Mν ⊗ Fµ.

Il reste à montrer que M ⊗ F est de type fini. Soit alors v1, . . . , vn une
base de l’espace vectoriel F et soit w1, . . . , wm une famille génératrice
du module M . Notons N le module engendré par la famille (wi ⊗ vj).
C’est un sous–module de M ⊗F . Montrons qu’il est égal à M ⊗F tout
entier. Tout d’abord, N contient tous les éléments de la forme wj ⊗ v
pour v ∈ F par combinaison linéaire. Soit alors x ∈ g. Alors

x · (wj ⊗ v) = (x · wj)⊗ v + wj ⊗ (x · v).
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Ainsi, (x · wj) ⊗ v ∈ N comme différence de deux éléments de N . En
itérant ce procédé, on obtient (u · wj) ⊗ v ∈ N pour tout u ∈ U(g).
D’où M ⊗ F ⊂ N . Ainsi M ⊗ F ∈ M(g, h).

Montrons maintenant que le foncteur est exact. Si 0 → N → M ′ →
M → 0 est une suite exacte courte, alors 0 → N ⊗ F → M ′ ⊗ F →
M ⊗F → 0 est encore une suite exacte courte. L’application de N ⊗F
dans M ′ ⊗ F est le produit tensoriel de l’application N → M ′ avec
l’identité de F . Il en va de même pour l’application de M ′ ⊗ F dans
M ⊗ F .

4. Comme la catégorie Mod(g) est abélienne, le premier point de cette
proposition permet de conclure que M(g, h) aussi. Comme U(g) est
noethérienne, tout module de type fini est noethérien ([4, prop.7 §2
n˚3]).

5. CommeM est h–diagonalisable, il suffit de montrer que si v ∈Mλ alors
dimZ(g)v < +∞. Comme l’action de Z(g) commute à celle de h, z · v
reste dans le même espace de poids que v, espace de poids qui est de
dimension finie.

⊓⊔

Pour χ un caractère de Z(g) et M ∈ M(g, h), on note

Mχ := {v ∈M : ∀ z ∈ Z(g), ∃ n > 0, (z − χ(z))n · v = 0}.

L’espace Mχ est clairement un sous–module de M .

Corollaire 2.1.3 Tout moduleM dans M(g, h) se décompose sous Z(g) en :

M = ⊕χ∈Z(g)∗ M
χ.

De plus, il n’y a qu’un nombre fini de Mχ non nuls.

Démonstration. Comme l’action de Z(g) est finie surM ∈ M(g, h) d’après la
proposition précédente, le module M se décompose sous son action comme
annoncé. Remarquons que l’on a Mλ = ⊕χ (Mλ ∩M

χ) car l’action de Z(g)
commute avec celle de h. Comme les différents sous–modules Mχ sont en
somme directe et comme M est de type fini, il ne peut y avoir qu’un nombre
fini de Mχ non nuls.

⊓⊔

Pour χ ∈ Z(g)∗, on note M(g, h)χ la sous–catégorie pleine de M(g, h)
des modules M tels que M =Mχ. On a donc la décomposition

M(g, h) = ⊕χ M(g, h)χ.
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Remarquons que tout module indécomposable M de M(g, h) est nécessaire-
ment dans une catégorie M(g, h)χ.

2.1.2 Le dual restreint d’un module de poids

Nous allons maintenant introduire une notion de module dual qui diffère
quelque peu de la notion usuelle de module contragrédient. Fixons une base
∆ du système de racines R. Soit M ∈ M(g, h). On a donc la décomposition
M = ⊕Mλ. Comme chaque Mλ est de dimension finie, son dual algébrique
M∗

λ est encore de dimension finie. Posons M∨ := ⊕M∗
λ . On veut mettre sur

M∨ une structure de g–module. Définissons tout d’abord une anti–involution
τ de U(g). Pour cela, on fixe une base de h correspondant à la base ∆. On
fixe ensuite un vecteur Xα dans gα pour toute racine positive α. On définit
ensuite X−α dans g−α de sorte que [Xα, X−α] = Hα. L’application linéaire τ
est alors définie par

τ(H) = H, ∀H ∈ h, τ(Xα) = X−α et τ(X−α) = Xα, ∀ α ∈ R.

Cette application s’étend canoniquement en un anti–automorphisme de U(g),
encore noté τ . Par exemple, si g = sln alors τ est la transposition matricielle.

Lemme 2.1.4 L’application τ fixe le centre Z(g) point par point.

Démonstration. Soit ξ la restriction à Z(g) de la projection de U(g) sur U(h)
(voir la définition en 1.6). Montrons que τ commute avec ξ. Soit Z ∈ Z(g).
Notons Z = Z1+Z2 (Z1 ∈ U(h) et Z2 ∈ (n−U(g)+U(g)n+)) avec Z1 = ξ(Z).
Ecrivons Z1 ∈ U(h) sous la forme Z1 =

∑

i λiHi1 · · ·Hir . Alors τ(Z1) =
∑

i λiHir · · ·Hi1 . D’autre part, ξ(τ(Z2)) = 0 car τ(n−U(g)) ⊂ U(g)n+ et
τ(U(g)n+) ⊂ n−U(g). Donc ξ et τ commutent. Or, d’après la proposition 1.6.1
on sait que ξ est injectif. On vient de voir que ξ(τ(Z)) = τ(ξ(Z)) mais comme
ξ(Z) ∈ U(h) et que U(h) est une algèbre commutative, τ(ξ(Z)) = ξ(Z). Par
injectivité, on a bien τ(Z) = Z.

⊓⊔
On définit l’action suivante sur M∗ : pour f ∈M∗, on pose

(x · f)(v) = f(τ(x) · v).

Or, on peut identifier M∗
λ avec les formes f de M∗ qui s’annulent sur les

Mµ pour µ 6= λ. Cela assure que l’action de g sur M∗ donne par restriction
une action sur M∨.

Il est clair queM∨ est h–diagonalisable et que ses espaces de poids sont de
dimension finie. Mais il n’est pas clair qu’il soit de type fini. Nous reviendrons
sur ce point plus tard. Donnons néanmoins quelques propriétés évidentes de
cette dualité :
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Proposition 2.1.5 1. L’application M 7→ M∨ est un foncteur exact et
contravariant, et M∨∨ ∼= M .

2. Pour deux modules de poids M et N , on a (M ⊕N)∨ =M∨ ⊕N∨. En
particulier, si M est irréductible, M∨ aussi.

3. Si le module de poids M a un caractère central χ alors M∨ aussi.

Démonstration.

1. Soit 0 → L→M → N → 0 une suite exacte. Alors la suite 0 → N∨ →
M∨ → L∨ → 0 est aussi exacte. En effet, si on note i l’injection de L
dans M . On définit l’application i∨ de M∨ dans L∨ par f 7→ f ◦ i. On
vérifie que i∨ est surjective. On définit de même l’application p∨ de N∨

dans M∨ par g 7→ g ◦ p et on vérifie que p∨ est injective. Il reste alors
à montrer que im(p∨) = ker(i∨). Une forme dans im(p∨) s’annule sur
i(L) car la première suite est exacte. Ainsi im(p∨) ⊂ ker(i∨). Comme
les espaces considérés ici sont tous des h–modules, on conclut grâce à
im(i) = ker(p) que im(p∨) = ker(i∨). Enfin, il est clair que (M∨)∨ ∼=
M car τ 2 = 1.

2. Ce point est clair.

3. Cela résulte aussitôt du fait que τ fixe point par point le centre de U(g)
d’après le lemme 2.1.4.

⊓⊔

Pour pouvoir étudier plus en détails la catégorieM(g, h) (et en particulier
ses modules simples), il nous faut à présent introduire la notion de module
induit.

2.2 Induction parabolique

LorsqueM ∈Mod(g), on peut considérer sa restriction à n’importe quelle
sous–algèbre de g. Cela fournit une représentation de la sous–algèbre. La
question naturelle qui se pose alors est peut–on faire la construction inverse,
c’est–à–dire partir d’une représentation d’une sous–algèbre de g est l’étendre
de façon raisonnable à g. Nous présentons ici un cas particulier de ce type
de construction : l’induction parabolique.

Dans un premier temps, regardons la sous–algèbre de Borel b de g. On a la
décomposition b = h⊕n+ avec [h, n+] ⊂ n+. Étant donné une représentation
de h, on peut donc toujours l’étendre en une représentation de b en imposant
que n+ agisse trivialement sur le h–module. D’autre part, un h –module
irréductible est de dimension 1 car h est commutative.
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Soit alors λ ∈ h∗. On note Cλ l’espace vectoriel C muni de l’action de h

donnée par λ :
h · z = λ(h)z, ∀ h ∈ h, z ∈ C.

On note encore Cλ le b–module obtenu par extension triviale. On pose
alors

V (λ) = U(g)⊗U(b) Cλ.

Cet espace est un g–module pour l’action par multiplication à gauche.
Plus précisement, pour x ∈ g et u⊗ z ∈ V (λ), on a

x · u⊗ z =(xu)⊗ z = ad(x)(u)⊗ z + (ux)⊗ z. (2.1)

Ainsi, si x ∈ n+, on a donc

x · u⊗ z = ad(x)(u)⊗ z,

et si x ∈ h, on a

x · u⊗ z = ad(x)(u)⊗ z + λ(x)u⊗ z.

De plus 1 ⊗ Cλ est isomorphe à Cλ comme h–module. La restriction de
V (λ) à h contient donc Cλ. On appelle V (λ) le module de Verma de plus
haut poids λ. Rappelons les principales propriétés de ce module :

Proposition 2.2.1 1. Le module V (λ) est un module de poids, isomorphe
à U(n−) comme espace vectoriel. De plus Supp(V (λ)) ⊂ λ−Q+.

2. Le module V (λ) est indécomposable et possède un unique sous–module
maximal K(λ).

3. Soit pr la projection de V (λ) sur 1⊗Cλ donnée par la décomposition de
V (λ) en espaces de poids. Le module K(λ) peut être caractérisé comme
suit :

K(λ) = {v ∈ V (λ) : ∀ u ∈ U(n+), pr(u · v) = 0}.

4. Le quotient V (λ)/K(λ) est l’unique quotient irréductible de V (λ). On
le note L(λ).

Démonstration.

1. Vu comme g–module à gauche, U(g) est h–diagonalisable. Ainsi V (λ)
est h–diagonalisable. Par construction, V (λ) est engendré par l’élément
1⊗ 1 ; il est donc de type fini. Comme n+ agit trivialement sur 1⊗Cλ,
comme espace vectoriel V (λ) est isomorphe à U(n−) (l’isomorphisme
est l’application u ∈ U(n−) 7→ u⊗1 ∈ V (λ)). L’assertion sur le support
est évidente. Les espaces de poids sont de dimension finie car ils sont
en bijection avec les espaces de poids de U(n−) qui sont de dimension
finie.
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2. Remarquons que l’espace de poids λ de V (λ) est de dimension 1, en-
gendré par un élément non nul de 1 ⊗ Cλ. Supposons que V (λ) soit
décomposable : V (λ) = M1 ⊕M2. Les modules Mi sont alors des mo-
dules de poids comme sous–modules d’un module de poids. En parti-
culier, l’espace de poids λ dans V (λ) est la somme des espaces de poids
λ de M1 et de M2. Comme cet espace est de dimension 1, il est inclus
dans un des deux modules, disons M1. Mais comme il engendre V (λ),
c’est que M1 = V (λ). Ainsi le module V (λ) est indécomposable. Par le
lemme de Zorn, V (λ) admet un sous–module maximal. Supposons qu’il
en existe deux, soient K1 et K2. Alors K1+K2 = V (λ) par maximalité.
Comme précédemment, un des deux modules doit contenir l’espace de
poids λ, ce qui contredit le fait que Ki 6= V (λ).

3. On vérifie sans mal que K(λ) est bien un sous–module de V (λ). Il reste
à montrer qu’il est maximal. Soit K un module contenant strictement
K(λ). Alors il existe dans K un vecteur v tel que pour un certain
u ∈ U(n+), le vecteur u · v a une projection non nulle sur 1 ⊗ Cλ. Le
vecteur u · v est encore dans K. De plus, on peut supposer que v est
un vecteur de poids. On a donc

u · v = 1⊗ z +
n∑

i=1

vi,

où les vi sont des vecteurs de poids µi strictement plus petit que λ.
Ainsi, pour h ∈ h,

h · (u · v) = λ(h)1⊗ z +
n∑

i=1

µi(h)vi.

Comme λ 6= µ1, il existe h1 ∈ h tel que λ(h1) 6= µ1(h1). On considère
alors u · v − µ1(h1)u · v. C’est encore un vecteur de K. En continuant
ainsi de proche en proche, on montre que K contient un multiple de
1⊗ z et donc contient 1⊗ z et par suite K = V (λ). D’où la maximalité
de K(λ).

4. Comme K(λ) est maximal, il est clair que V (λ)/K(λ) est irréductible.
D’autre part, si K est un sous–module quelconque de V (λ), les sous–
modules de V (λ)/K sont en bijection avec les sous–modules de V (λ)
qui contiennent K. Ainsi, si V (λ)/K est irréductible, K est maximal
et donc K = K(λ).

⊓⊔

Nous donnerons d’autres propriétés de ces modules par la suite.
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Nous allons à présent généraliser la construction d’induction à des sous–
algèbres plus grosses que la sous–algèbre de Borel. Donnons nous une base
∆ du système de racines R de la paire (g, h). Fixons une partie θ de ∆.
Nous avons rappelé comment construire une sous–algèbre de Levi lθ et un
parabolique pθ. On a la décomposition suivante :

pθ = lθ ⊕ n+θ , avec [lθ, n
+
θ ] ⊂ n+θ .

Ainsi étant donné un lθ–module N , on peut l’étendre en un pθ–module
toujours noté N en posant n+θ ·N = 0. On pose alors

V (θ,N) := U(g)⊗U(pθ) N.

Nous noterons parfois V∆(θ,N) pour insister sur la base ∆ choisie. Nous
appellerons V (θ,N) un module de Verma généralisé (MVG). Le cas des mo-
dules de Verma correspond au cas θ = ∅. On a alors la proposition suivante
(généralisant la proposition analogue pour V (λ)) :

Proposition 2.2.2 Soit N ∈ M(lθ, h) irréductible.

1. Le module V := V (θ,N) est un module de poids. Son support satisfait
Supp(V ) ⊂ Supp(N)−Qθ+

2. Le module V est indécomposable et possède un unique sous–module
maximal K(θ,N).

3. Soit pr la projection de V (θ,N) sur 1⊗N donnée par la décomposition
de V (θ,N) en espaces de poids. Le module K(θ,N) peut être caractérisé
comme suit :

K(θ,N) = {v ∈ V : ∀ u ∈ U(n+θ ), pr(u · v) = 0}.

4. Le quotient V (θ,N)/K(θ,N) est l’unique quotient irréductible de V .
On le note L(θ,N). De plus, l’image de 1 ⊗ N dans L(θ,N) est iso-
morphe à N comme lθ–modules.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de remarquer que V est iso-
morphe à U(n−θ ) ⊗ N comme h–module. Pour le deuxième point, nous ren-
voyons à [11, prop. 3.3]. Ici l’irréductibilité de N est nécessaire. La preuve du
troisième point et du quatirème point est identique à celle de la proposition
2.2.1.

⊓⊔

Dans la suite, nous appellerons induit parabolique tout module irréductible
de la forme L(θ,N) pour une sous–partie θ de ∆.
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Pour un g–module M , on note Mn+
θ le sous–espace suivant :

Mn+
θ := {v ∈M : n+θ · v = 0}.

C’est un sous–lθ–module de M . De plus, on a

Proposition 2.2.3 (Réciprocité de Frobenius, [11, prop. 3.1])
Soit N ∈ M(lθ, h). Soit M ∈ M(g, h). Alors il existe un isomorphisme

naturel
ΦM,N : Hom(V (θ,N),M) ∼= Homlθ(N,M

n+
θ ).

Démonstration. Pour f ∈ Hom(V (θ,N),M), on pose ΦM,N(f) = f n+
θ ◦ (1 ⊗

idN) où f
n+
θ est la restriction de f à 1⊗N . On vérifie que cette application

convient.
⊓⊔

Proposition 2.2.4 (Propriété universelle des MVG, [11, prop.3.6])
Soit M ∈ M(g, h). Supposons que M soit engendré par un sous–lθ–module

N de Mn+
θ . Alors il existe un unique morphisme de g–module φ de V (θ,N)

dans M qui envoie 1⊗ n sur n. De plus cette application est surjective.

Démonstration. L’existence est un cas particulier de la proposition précédente.
L’application est unique et est de plus surjective car N engendre M .

⊓⊔

Théorème 2.2.5 Les applications L : N 7→ L(θ,N) et F : M 7→ Mn+
θ

déterminent une correspondance bijective entre les lθ–modules de poids irrédu-
ctibles et les g–modules de poids irréductibles M tels que Mn+

θ 6= {0}.

Démonstration. Montrons d’abord que siM est un module de poids irréducti-
ble, alors Mn+

θ est un lθ–module de poids irréductible s’il est non nul. C’est
clairement un module h–diagonalisable, avec espaces de poids de dimension
finie. Il suffit donc de montrer qu’il est irréductible. Soit N un sous–lθ–
module non nul de Mn+

θ , que l’on peut supposer irréductible. Comme M
est irréductible, M = U(g)N . On déduit de la proposition 2.2.4 une surjec-
tion de V (θ,N) sur M . Le noyau de cette application est donc inclus dans
K(θ,N) (car le morphisme est non nul et que N est irréductible). Comme
M est irréductible, on en déduit que M est isomorphe à L(θ,N), d’après la
partie 4 de la proposition 2.2.2.

Montrons à présent que N est isomorphe à L(θ,N)n
+
θ en tant que lθ–

module. Soit p la projection de V (θ,N) sur L(θ,N). On a donc un morphisme
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Φ(p) de lθ–modules de N dans L(θ,N)n
+
θ via la proposition 2.2.3. Comme N

est irréductible, le noyau de Φ(p) est réduit à {0}. Vérifions que Φ(p) est

surjective. Soit m ∈ L(θ,N)n
+
θ un vecteur non nul de poids λ. Supposons que

m 6∈ Φ(p)(N). Alors m ∈ L(θ,N) est l’image par la projection p d’un vecteur
v ∈ V (θ,N) de même poids λ n’appartenant pas à 1 ⊗ N . Soit u ∈ U(n−θ )
un vecteur de poids tel que le poids de u · v ∈ Supp(N). Alors u · v = 0 car
sinon u · v ∈ 1 ⊗ N (d’après la proposition 2.2.2(1)) et comme Φ(p)(N) est
un isomorphisme sur son image, on aurait Φ(p)(u · v) 6= 0. Ceci prouve que
pour tout u ∈ U(n−θ ) vecteur de poids, pr(u · v) = 0 (où pr est la projection
définie dans la proposition 2.2.2(3)) et donc que v ∈ K(θ,N) contredisant le
fait que p(v) = m 6= 0. Ainsi Φ(p) est un isomorphisme. On en déduit donc

que Mn+
θ ∼= N .

⊓⊔

2.3 Modules cuspidaux. Modules de poids

irréductibles

Définition 2.3.1 Soit α ∈ R. Un module de poids M est dit α–cuspidal
si tout X ∈ gα \ {0} agit sur M injectivement. Il est dit cuspidal s’il est
α–cuspidal pour toute racine α.

Remarque 2.3.2 SiM est un module de poids cuspidal et irréductible, alors
tous les espaces de poids non triviaux ont même dimension (qui est alors égal
au degré de M). En effet, si α ∈ R, le vecteur Xα applique Mλ dans Mλ+α

et l’application est une application linéaire injective par cuspidalité. Donc
dim(Mλ) ≤ dim(Mλ+α). On obtient l’inégalité contraire en regardant X−α

qui applique Mλ+α dans Mλ. L’irréductibilité de M permet de conclure que
tout vecteur de poids de M est obtenu comme l’image d’un espace de poids
fixé de M par l’action de U(g).

Les modules de poids irréductibles ont un comportement particulièrement
simple vis–à–vis des Xα :

Lemme 2.3.3 Soit M un module de poids irréductible. Alors Xα est injectif
sur tout M ou localement nilpotent sur tout M .

Démonstration. Soit α ∈ R. Posons

M [α] := {v ∈M : ∃ n > 0, Xn
α · v = 0}.
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Observons que M [α] est un sous–module de M . En effet, soit v ∈M [α] et
soit u ∈ U(g). Montrons que u · v ∈M [α]. Or, on a

Xm
α · (u · v) =

(
m∑

i=0

ad(Xα)
m−i(u)X i

α

)

· v.

D’où notre assertion. Comme M est irréductible, ou bien M [α] =M (auquel
cas Xα est localement nilpotent sur tout M) ou bien M [α] = {0}. Dans ce
dernier cas, Xα est injectf sur toutM (car un vecteur dans le noyau doit être
a fortiori dans M [α]).

⊓⊔

On note alors

RI(M) = {α ∈ R : Xα est injectif sur M},

RN(M) = {α ∈ R : Xα est localement nilpotent sur M}.

Le lemme précédent affirme que pour un module de poids irréductible on
a R = RI(M)⊔RN(M). On note RN

s (M) = {α ∈ RN(M) : −α ∈ RN(M)}
la partie symétrique de RN(M) et RN

a (M) = {α ∈ RN(M) : α 6∈ RN
s (M)}

sa partie antisymétrique.
On a aussi le lemme suivant :

Lemme 2.3.4 (Benkart, Britten, Lemire, [1, lem 4.7]) SoitM un mo-
dule de poids irréductible.

1. Soient α, β ∈ RI(M). Alors si α + β est une racine, on a α + β ∈
RI(M).

2. Soient α, β ∈ RN(M). Alors si α + β est une racine, on a α + β ∈
RN(M).

3. Soit α ∈ RI
s(M). Soit β ∈ RN

s (M). Alors α + β 6∈ R.

4. Il existe une base ∆ de R telle que les racines de RN
a (M) sont toutes

positives relativement à ∆. Une telle base étant fixée, ∆ ∩ RI
s(M) est

une base de RI
s(M).

Démonstration.

1. Si α + β 6∈ RI(M), alors c’est une racine de RN(M). Comme Xα et
Xβ sont injectives, pour tout λ ∈ Supp(M) on a λ + Nα ⊂ Supp(M)
et λ + Nβ ⊂ Supp(M). On en déduit aussitôt que λ + N(α + β) ⊂
Supp(M). Ceci est impossible si Xα+β est localement nilpotent (auquel
cas {λ+ N(α + β)} ∩ Supp(M) doit être un ensemble fini).
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2. C’est le corollaire 2.7 de [11].

3. Supposons que α + β soit une racine. Alors cette racine est soit dans
RI(M) soit dans RN(M). Dans le premier cas, β = (α + β) + (−α)
serait aussi dans RI(M). Dans le deuxième cas, α = (α + β) + (−β)
serait dans RN(M). On a donc une contradition dans les deux cas.

4. Remarquons que RN
a (M) est une partie close antisymétrique. En effet,

soient α et β deux racines de RN
a (M). Supposons que α + β soit une

racine. Alors α+β ∈ RN(M) d’après le deuxième point. Mais −α−β 6∈
RN(M) car sinon −α = (−α − β) + β ∈ RN(M) contrairement à
l’hypothèse sur α. L’existence d’une base ayant la propriété voulue
résulte alors de la proposition 22 p.163 de [5]. Pour la deuxième partie
de l’assertion voir [1, lem 4.7(iv)].

⊓⊔

Nous pouvons alors énoncer le

Théorème 2.3.5 (Fernando, [11, thm. 4.18], [29, thm. 1.2])
Soit M un module de poids irréductible. Posons l := h ⊕ gR

I
s(M). Alors l

est une sous–algèbre de Levi de g. Notons u := gR
N (M). La sous–algèbre l⊕u

est une sous–algèbre parabolique dont l est la sous–algèbre de Levi. Le module
M u des vecteurs invariants sous u est un l–module irréductible cuspidal et
M ∼= L(RI

s(M) ∪RN(M),M u).

Démonstration. Du lemme précédent on déduit que RI
s(M) ∪ RN(M) est

une partie parabolique standard pour un choix d’une base ∆ de R. La sous–
algèbre parabolique associée est l⊕u ; la sous-algèbre de Levi correspondante
est l en vertu du même lemme. Si RN(M) est vide, le théorème est trivial.
Sinon, par définition de RN(M), le moduleM u est non nul. Il est irréductible
d’après le théorème 2.2.5 et clairement cuspidal. L’induction est alors une
conséquence du théorème 2.2.5.

⊓⊔

Ainsi tout module de poids irréductible est induit à partir d’un module
cuspidal irréductible. Cependant il n’existe pas de modules cupsidaux pour
toutes les algèbres de Lie :

Théorème 2.3.6 (Fernando, [11, thm. 5.2]) Soit g une algèbre de Lie
simple sur C. S’il existe un g–module cuspidal, alors g est de type A ou C.

La démonstration fait appel à la dimension de Gelfand–Kirilov. Nous ren-
voyons à [11] pour une preuve.

Une conséquence non triviale des résultats de Fernando est le théorème
suivant :
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Théorème 2.3.7 (Fernando, [11, thm. 4.21]) Tout module de la catégo-
rie M(g, h) est artinien et admet donc une suite de Jordan–Hölder.

Rappelons enfin un résultat de Lemire (voir [25]). Rappelons que U(g)0
désigne l’espace de poids 0 pour l’action adjointe de h sur U(g) (c’est aussi
le commutant de h dans U(g)).

Théorème 2.3.8 (Lemire, [25, thm. 1], [10, Ex.7.8.7(f)])
Soit M un module de poids irréductible. Soit λ ∈ Supp(M). Alors Mλ

est un U(g)0–module irréductible. Réciproquement, soit N un U(g)0–module
irréductible de dimension finie. Alors il existe un unique module de poids M
irréductible tel que N soit un espace de poids de M .

2.4 Construction des modules cuspidaux

Le théorème de Fernando 2.3.5 ramène la classification des modules de
poids irréductibles à celle des modules cuspidaux pour une sous–algèbre de
Levi. Bien sûr, d’après le théorème 2.3.6, il suffit de connâıtre les modules
cuspidaux pour les algèbres simples de type A et C. La construction de ces
modules est délicate. Nous nous contenterons ici d’en donner une ébauche.

Dans un premier temps, D. Britten et F. Lemire ont donné une construc-
tion (totalement explicite) des modules de poids cuspidaux irréductibles de
degré 1 (c’est–à–dire rappelons–le des modules dont les espaces de poids non
triviaux sont de dimension 1). Cette construction utilise l’algèbre de Weyl.
Par la suite, O. Mathieu a donné une construction (non explicite) des modules
de poids cuspidaux irréductibles de degré (fini) quelconque. Une construction
explicite de certains modules cuspidaux pour l’algèbre de Lie sln a ensuite
été obtenue par V. Mazorchuk via des formules de Gelfand–Zetlin.

L’algèbre de Weyl WN est l’algèbre associative engendrée par les 2N
générateurs q1, . . . , qN et p1, . . . , pN satisfaisant les relations suivantes :

[qi, qj] = 0 = [pi, pj], [pi, qj] = δij.

On peut penser à WN comme à une algèbre d’opérateurs différntiels agis-
sant sur C[x1, . . . , xN ] en identifiant l’action de qi avec la multiplication par
xi et celle de pi avec la dérivée par rapport à la variable xi. Cette façon de
voir WN permet de construire un certain nombre de représentations comme
suit. Soit a ∈ (C − Z)N . Un N–uplet b de complexes est dit a–admissible si
bi − ai ∈ Z pour tout i. On note P(a) l’ensemble des N–uplets complexes
a–admissibles. A chaque N–uplet b de complexes a–admissible on attache un
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vecteur noté x(b). Soit W (a) l’espace vectoriel de base x(b) (b ∈ P(a)). On
fait de W (a) un WN–module pour l’action suivante :

qi · x(b) = x(b+ ǫi) pi · x(b) = bix(b− ǫi),

où ǫi désigne le N–uplet dont toutes les composantes sont nulles sauf la i–ème
qui vaut 1. On a alors la

Proposition 2.4.1 (Benkart–Britten–Lemire, [1, thm 2.9]) Soit a ∈
(C− Z)N . Le WN–module W (a) est irréductible.

Pourquoi s’intéresse–t–on ici à WN ? Considérons la matrice élémentaire
Eij de taille n et l’application Eij 7→ qipj. Cette application donne un mor-
phisme d’algèbres de Lie injectif de glN dans WN . En particulier l’algèbre
de Lie de type AN−1 peut se plonger dans WN . On peut aussi réaliser CN
dans WN comme la sous–algèbre de Lie engendrée par {qipj, pipj, qiqj | 1 ≤
i, j ≤ N}. On peut donc obtenir des modules irréductibles pour ces algèbres
par restriction de WN–modules. On pose alors M(a) le sous–espace de W (a)
engendré par les x(b) tels que

∑
(bi − ai) ∈ 2Z et N(a) le sous–espace de

W (a) engendré par les x(b) tels que
∑

(bi − ai) = 0. On a alors le

Théorème 2.4.2 (Benkart–Britten–Lemire, [1, prop. 2.12 et 5.5])

Soit a ∈ (C − Z)N . Alors M(a) est un CN–module de poids irréductible
cuspidal de degré 1 et N(a) est un AN−1–module de poids irréductible cuspidal
de degré 1. Réciproquement tout CN–module de poids irréductible cuspidal de
degré 1 est isomorphe à un M(a) et tout AN−1–module de poids irréductible
cuspidal de degré 1 est isomorphe à un N(a).

On a ainsi obtenu la classification complète des modules de poids irréducti-
bles cuspidaux de degré 1. La classification est de plus explicite et l’action de
g est décrite complétement. Donnons ici l’action de certains éléments (toutes
les autres actions peuvent se calculer en utilisant les équations donnant l’ac-
tion de WN sur x(b)). Si g = AN+1, on note les racines simples α1, . . . , αN en
suivant la numérotation de Bourbaki [5]. L’action est la suivante :

Hαi
x(b) =(bi − bi+1)x(b) (2.2a)

Xαi
x(b) =bi+1x(b− ǫi+1 + ǫi) (2.2b)

X−αi
x(b) =bix(b− ǫi + ǫi+1) (2.2c)
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Si g = CN , on note les racines simples α1, . . . , αN en suivant la numérotation
de Bourbaki. L’action est la suivante :

Hαi
x(b) =

{
(bi − bi+1)x(b) si i < n
(bn +

1
2
)x(b) si i = n

(2.3a)

Xαi
x(b) =

{
bi+1x(b− ǫi+1 + ǫi) si i < n

1
2
x(b+ 2ǫn) si i = n

(2.3b)

X−αi
x(b) =

{
bix(b− ǫi + ǫi+1) si i < n

−1
2
bn(bn − 1)x(b− 2ǫn) si i = n

(2.3c)

Nous allons maintenant présenter brièvement la classification de Mathieu.
La notion essentielle est celle de famille cohérente. Une famille cohérente de
degré d est un g–module h–diagonalisable M tel que

dim(Mλ) = d, ∀ λ ∈ h∗,

∀ u ∈ U(g)0, λ ∈ h∗ 7→ tr(u|Mλ
) est polynômiale en λ.

Le support d’une famille cohérente est donc égal à h∗ tout entier. Une
famille cohérente est dite semi–simple si c’est un g–module semi–simple.
Une fibre de la famille cohérente M est un sous–g–module de M de la forme

M[t] := ⊕λ∈t Mλ

pour t ∈ h∗/Q. Le module M est somme directe de toutes ses fibres. Une
famille cohérente est dite irréductible si une de ses fibres est un g–module
irréductible. Dans ce cas, Mathieu a prouvé que presque toutes les fibres sont
irréductibles ([29, lem 4.7]).

Mathieu a montré que les sous–modules M[t] sont de longueur finie. On
peut donc les remplacer par leur semi–simplifié M[t]ss (c’est–à–dire par la
somme directe des facteurs de composition d’une suite de Jordan–Hölder).
On construit ainsi le semi–simplifié deM en posantMss = ⊕t∈h∗/QM[t]ss. Si
L est un module de poids de degré fini d et de dimension infinie, on appelle
extension cohérente de L toute famille cohérente de degré d contenant L
comme sous–quotient. On a alors la

Proposition 2.4.3 (Mathieu) Soit L un module de poids de degré d et de
dimension infinie.

1. Alors il existe une unique extension cohérente semi–simple de L, notée
EXT (L).

2. L’extension EXT (L) est irréductible. Tout sous–module de dimension
infinie de EXT (L) est un module de poids de degré d et a même ex-
tension que L.
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3. Tous les sous–module simples de EXT (L) ont même caractère central.

4. Si M est une extension cohérente de L, alors Mss est isomorphe à
EXT (L).

Démonstration. Voir [29, prop 4.8].

Mathieu a alors montré le

Théorème 2.4.4 (Mathieu) Soit M une famille cohérente de degré d.

1. Il existe un ensemble Zariski–fermé Sing(M) de h∗/Q tel que pour
tout t 6∈ Sing(M), la fibre M[t] est un module de poids irréductible et
cuspidal de degré d.

2. Tout module de poids irréductible et cuspidal de degré d apparâıt comme
fibre d’une famille cohérente de degré d.

3. Toute famille cohérente semi–simple de degré d irréductible est iso-
morphe à l’extension d’un module irréductible de plus haut poids de
dimension infinie et de degré d.

Démonstration. Voir [29, prop 5.4, prop 6.2].

Le dernier point du théorème 2.4.4 ramène l’étude des familles cohérentes
semi–simples irréductibles à l’étude des modules de plus haut poids de di-
mension infinie dont le degré est fini. Cette étude fait l’objet des théorèmes
8.6 et 9.3 de [29].

Pour finir, nous allons donner la construction de V. Mazorchuk via les
formules de Gelfand–Zetlin. Nous renvoyons à pour les généralités concernant
ces formules. Nous supposons ici que g = sln. Soit m = (m1, . . . ,mn) ∈ C

n

tel que mi −mi+1 ∈ N
∗ pour i ≥ 2. Soit x = (x1, . . . , xn−1) ∈ C

n−1 tel que
xi − xi+1 6∈ Z pour tout i, xn−1 −m1 6∈ Z, et xi −m2 6∈ Z pour tout i. On
considère les tableaux [l] = (lij)1≤i≤n,1≤j≤i tels que

1. ln,j = mj,

2. li,1 − xi ∈ Z, pour 1 ≤ i ≤ n− 1,

3. li,j − li−1,j ∈ N, pour i ≥ 3 et j ≥ 2,

4. li−1,j − li,j+1 ∈ N
∗, pour i ≥ 3 et j ≥ 2.

On note T (m, x) l’ensemble des tableaux [l] ayant les propriétés ci–dessus.
Soit M(m, x) le C–espace vectoriel de base T (m, x). Notons que la condition
2 ci–dessus implique que M(m, x) est de dimension infinie. On met alors une
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action de sln sur M(m, x) via les formules de Gelfand–Zetlin suivante :

ei,i+1 · [l] =−
i∑

j=1

a+i,j([l])[l + δi,j] (2.4)

ei,i−1 · [l] =
i∑

j=1

a−i,j([l])[l − δi,j], (2.5)

où δi,j désigne le tableau tel que (δi,j)k,l = δi,kδj,l et où

a±i,j([l]) =

∏i±1
k=1 (li,j − li±1,k)

∏i
k=1,k 6=j (li,j − li,k)

.

On peut vérifier que les formules de Gelfand–Zetlin définissent bien une struc-
ture de sln–module sur M(m, x) (voir [31, lem 1]). On a alors le résultat
suivant :

Théorème 2.4.5 [31, 33] Si m1 − m2 6∈ Z ou s’il existe r > 1 tel que
m1 = mr ou si m1 −m2 ∈ N

∗ ou si mn −m1 ∈ N
∗, alors le module M(m, x)

est un module simple cuspidal de degré fini.

2.5 Extensions de modules cuspidaux

2.5.1 Cas de sl2

Dans cette section uniquement, g désigne l’algèbre de Lie sl2. On note
(X,H, Y ) le sl2–triplet satisfaisant

[H, Y ] = 2Y, [H,X] = −2X, [Y,X] = H.

On considère la catégorie C des g–modules de poids cuspidaux. Dans ce cas,
on a une description simple des irréductibles.

Proposition 2.5.1 Soit M un module irréductible dans C. Alors M est de
degré 1. En particulier il existe a1, a2 ∈ C \ Z tel que M ∼= N(a1, a2).

Démonstration. Comme M est irréductible l’opérateur de Casimir Ω de Z(g)
agit scalairement sur tout M . Or, Ω = 1

2
H2 + H + 2XY . Donc, XY agit

scalairement sur tout M . Par conséquent, U(g)0 agit diagonalement sur tout
M car l’algèbre U(g)0 est engendrée (en tant qu’algèbre) par H et XY .
Comme chaque espace de poids deM est un U(g)0–module irréductible (c’est
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la partie facile de la correspondance de Lemire, voir théorème 2.3.8), on en
déduit que M est de degré 1.

⊓⊔
Nous allons à présent décrire Ext1C(M,N) (que nous noterons simplement

Ext1(M,N)) lorsque M et N sont deux g–modules de poids irréductibles
et cuspidaux. Rappelons que nous avons vu au chapitre 1 (section 1.5) que
Ext1(M,N) est l’ensemble des classes d’équivalence de suites exactes courtes
de la forme

0 → N →M ′ →M → 0.

D’après la proposition 1.5.2, ces suites exactes sont paramétrées par des co-
cycles c ∈ HomC(M,N). Si M ∈ C, la condition de cuspidalité assure que X
vu comme opérateur de M est bijectif et donc inversible. Nous noterons X−1

l’opérateur réciproque sur M .

Théorème 2.5.2 (Grantcharov, Serganova) Soient M et N des g–mo-
dules simples cuspidaux. Alors si M 6∼= N , Ext1(M,N) est trivial. D’autre
part Ext1(M,M) = C. Plus précisement, dans ce dernier cas, à un cobord
près, toute extension correspond à un cocyle c vérifiant c(H) = 0 = c(X) et
c(Y ) = bX−1 où b ∈ C.

Démonstration. Nous donnons ici une preuve différente de celle de [14]. Suppo-
sons que Ext1(M,N) est non trivial. Soit (S) une extension non scindée. Soit
χN et χM les caractères infinitésimaux de N etM respectivement. D’après le
corollaire 2.1.3, le module M ′ peut se décomposer en M ′ = ⊕M ′χ. Comme
l’injection de N dans M ′ est une application de g–modules, son image est
inclus dans M ′χN . D’autre part, la projection de M ′ sur M est aussi une ap-
plication de g–modules. Donc l’image deM ′χ est nul sauf si χ = χM . Comme
le noyau de la projection est égale à l’image de l’injection, on en déduit donc
que M ′ = M ′χN ⊕ M ′χM . Si χN 6= χM , alors on doit avoir M ′χN = N et
M ′χM = M . Cela implique que la suite (S) est scindée. Cette contradiction
assure que χN = χM . D’autre part, comme N , M et M ′ sont semi–simples
comme h–modules, le lemme 1.5.1 implique que M ′ = N ⊕ M comme h–
modules. Comme M et N sont cuspidaux, leurs supports sont de la forme
λ + 2Z (pour λ ∈ h∗) et sont donc égaux ou disjoints. Si les supports sont
disjoints, alors la suite (S) est scindée. En effet, l’action de X, Y,H sur un
vecteur de poids λ fixé le transforme en un vecteur de poids appartenant à
λ+ 2Z. Cela prouve que le h–module isomorphe à M inclus dans M ′ est un
g–module, et est donc isomorphe à M comme g–module. Ainsi les supports
de M et de N sont les mêmes. On en déduit alors que l’action de H, de Ω
et donc aussi de XY sur Mλ et Nλ sont les mêmes. Ainsi les U(g)0–modules
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Mλ et Nλ sont isomorphes. La correspondance de Lemire (théorème 2.3.8)
implique alors que M ∼= N .

On peut donc supposer M = N . Considérons donc la suite exacte courte

(S) : 0 →M →M ′ →M → 0.

Soit c le cocyle correspondant. On a vu ci–dessus que (S) est scindée comme
suite de h–modules. On peut donc supposer que c(H) = 0. En utilisant la
relation de cocyle pour l’identité [H,X] = −2X et c(H) = 0, on trouve alors
−2c(X)(m) = H · c(X)(m)− c(X)(H ·m), ou encore

H · (c(X)(m)) =c(X)(H ·m)− 2c(X)(m). (2.6)

Soit λ ∈ h∗ un poids apparaissant dans le support de M . Par cuspidalité,
les poids de M sous h sont (tous) les éléments de λ + 2Z. On fixe mµ un
vecteur de poids µ dans chaque espace de poids (de dimension 1 d’après
la proposition précédente) de M . D’après l’équation (2.6), c(X)(mµ) est un
vecteur de poids µ − 2. Comme les espaces de poids sont de dimension 1
par la proposition qui précède, on en déduit qu’il existe κ(µ) ∈ C tel que
c(X)(mµ) = κ(µ)mµ−2. D’autre part, X · mµ est aussi un vecteur de poids
µ− 2 et donc il existe α(µ− 2) ∈ C tel que X ·mµ = α(µ− 2)mµ−2. Comme
X est injectif sur M par cuspidalité, on a α(µ− 2) 6= 0.

Fixons φ(λ) ∈ C. Alors, on peut définir une fonction φ sur λ + 2Z à
valeurs dans C grâce aux relations φ(µ) − φ(µ − 2) = κ(µ)/α(µ − 2). On
définit alors une application linéaire ϕ surM par ϕ(mµ) = φ(µ)mµ. Calculons
A := X ·ϕ(mµ)−ϕ(X ·mµ). On a A = (φ(µ)α(µ−2)−α(µ−2)φ(µ−2))mµ−2 =
κ(µ)mµ−2 = c(X)(mµ). Ainsi on a montré que c(X) = [X,ϕ]. D’autre part,
on a par construction de ϕ, c(H) = [H,ϕ]. Comme g ∈ g 7→ [g, ϕ] est un
cobord, on peut donc supposer que c(H) = 0 = c(X).

Comme ci–dessus, on a

H · (c(Y )(m)) =c(Y )(H ·m) + 2c(Y )(m). (2.7)

De plus, on a 0 = c([Y,X])(m) = c(Y )(X · m) − X · c(Y )(m). On déduit
de l’équation (2.7) qu’il existe κ′(µ) ∈ C tel que c(Y )(mµ) = κ′(µ)mµ+2. On
déduit de c(Y )(X ·mµ+2) = X ·c(Y )(mµ+2) que α(µ)κ

′(µ) = κ′(µ+2)α(µ+2).
Donc le produit ακ′ est constant. Ainsi il existe b ∈ C tel que κ′ = b 1

α
.

Autrement dit c(Y ) = bX−1 car X−1mµ = 1
α(µ)

mµ+2 par définition de α(µ).
⊓⊔

Remarque 2.5.3 Plus généralement, Grantcharov et Serganova ont été les
extensions entre modules cuspidaux de sln dans [14]. Voir aussi [33] pour une
autre approche.
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2.5.2 Cas de sp2n

Nous rappelons ici un résultat de Britten, Khomenko, Lemire et Mazor-
chuk :

Théorème 2.5.4 (BKLM) Tout sp2n–module de poids cuspidal est somme
direct de modules de poids cuspidaux irréductibles.

Démonstration. Voir [6, thm. 1]. On trouvera une autre approche de ce
résultat utilisant la théorie des carquois dans [13].

2.6 Dualité pour les modules de poids

La construction de Mathieu des modules cuspidaux permet de prouver la
proposition suivante :

Proposition 2.6.1 Soit M ∈ M(g, h) irréductible. Alors M est isomorphe
à M∨.

Démonstration. Commençons par le montrer pour les modules irréductibles
de plus haut poids. Soit L(λ) un tel module. Montrons que L(λ)∨ est aussi
un module de plus haut poids λ. Soit v un vecteur de plus haut poids. Soit
v∗ la forme linéaire qui vaut 1 sur v et 0 sur les espaces de poids µ 6= λ de
L(λ). Alors v∗ ∈ L(λ)∨ est de poids λ. Soit Xα ∈ n+. Soit w un vecteur de
poids µ de L(λ). Alors (Xα · v

∗)(w) = v∗(X−α ·w). Cette expression est donc
nulle sauf si le poids µ − α de X−α · w vaut λ. Or, les poids de L(λ) sont
tous plus petits que λ. Donc Xα · v

∗ = 0. D’autre part, d’après la proposition
2.1.5, L(λ)∨ est irréductible. On en déduit donc la proposition dans ce cas.

Supposons à présent que M soit cuspidal. D’après le deuxième point
du théorème 2.4.4, M = M[t] pour une extension cohérente semi–simple
irréductible M d’un module irréductible de plus haut poids L(λ) (de di-
mension infinie et de degré fini). Or, il est clair que le dual d’une famille
cohérente semi–simple irréductible est encore une famille cohérente semi–
simple irréductible (pour l’irréductibilité il s’agit de la proposition 2.1.5).
D’autre part comme L(λ) est un sous–quotient de M et comme le foncteur
∨ est exact, M∨ contient L(λ)∨ ∼= L(λ) comme sous–quotient. Par l’unicité
de la proposition 2.4.3, on déduit que M∨ = M. Or, M∨ apparâıt comme
quotient de M∨ et a les mêmes espaces de poids que M . Comme M = M[t],
cela force M =M∨.

Passons au cas général. Par le théorème 2.3.5 de Fernando on sait que
M est induit à partir d’un module cuspidal. Si le module cuspidal est tri-
vial, alors M est un module de plus haut poids et la proposition est déjà
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montrée. Si l’induction est triviale (i.e. si M est cuspidal), la proposition
est aussi montrée. On suppose donc que M = L(θ, C) avec θ une partie
propre de ∆. Les espaces de poids de C sont des espaces de poids deM . Plus
précisement si λ est un poids de C, on a Cλ = Mλ (M est un quotient de
V (θ, C) isomorphe comme h–module à U(n−θ )⊗C). Comme C = C∨ d’après
ce que nous venons de voir, les espaces Cλ et C∗

λ sont isomorphes comme
U(g)0-module (par la correspondance de Lemire, théorème 2.3.8) et doncMλ

est isomorphe à M∗
λ . D’autre part, M∨ est irréductible (d’après la proposi-

tion 2.1.5). La correspondance de Lemire (théorème 2.3.8) permet alors de
conclure à l’isomorphisme entre M et M∨.

⊓⊔

Corollaire 2.6.2 Soit M ∈ M(g, h). Alors M et M∨ sont tous deux de
longueur finie et ont les mêmes facteurs de composition. En particulier, M∨

est de type fini et est donc un module de poids.

Démonstration. Le module M est de longueur finie d’après le théorème 2.3.7.
Le résultat sur M∨ est alors une conséquence immédiate de la proposition
ci–dessus et de l’exactitude du foncteur ∨ (proposition 2.1.5).

⊓⊔





Chapitre 3

Exemples de catégories de
modules

Dans toute cette partie, g désigne une algèbre de Lie simple définie sur
le corps C des nombres complexes et h désigne une sous–algèbre de Cartan
fixée. Nous notons R le système de racines associé à la paire (g, h). Pour une
racine α ∈ R, nous poserons gα l’espace radiciel associé. Plus généralement,
pour S ⊂ R, nous noterons gS := ⊕α∈Sg

α. Nous fixons également une base
∆ de R. Nous en déduisons une décomposition triangulaire de g de la forme
g = n− ⊕ h ⊕ n+. Nous posons Q =

∑

α∈∆ Zα et Q+ =
∑

α∈R+ Z
+α. Pour

S ⊂ ∆, 〈S〉 désigne les racines de R qui s’écrivent à l’aide des racines simples
contenues dans S. Enfin, nous notons U(g) l’algèbre enveloppante de g et
Z(g) son centre.

Le but de ce chapitre est de présenter certaines sous–catégories pleines
de M(g, h). Nous commençons par la catégorie O de Bernstein–Gelfand–
Gelfand, pour laquelle nous présenterons aussi certains résultats sur les mo-
dules projectifs. Ensuite nous donnerons deux généralisations de cette catégo-
rie, l’une d’elles faisant intervenir la notion de cuspidalité. Enfin, nous don-
nerons quelques idées concernant la récente notion de modules de Harish–
Chandra généralisés.

3.1 La catégorie O de Bernstein–Gelfand–

Gelfand

Nous avons introduit dans le chapitre précédent la catégorie M(g, h)
des modules de poids. Nous avons décrit les irréductibles de cette catégorie
(théorème 2.3.5). En particulier, nous avons vu que les modules cuspidaux
sont en général difficiles à construire explicitemement. Nous allons construire
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une sous–catégorie pleine de M(g, h) dont l’étude est plus facile.

Définition 3.1.1 (Bernstein–Gelfand–Gelfand, [2]) La catégorie O est
la sous–catégorie pleine de la catégorie M(g, h) des modules de poids M qui
sont de plus U(n+)–fini, i.e. tels que dim U(n+)m <∞ pour tout m ∈M .

Rappelons que l’on note Mλ l’espace de poids λ ∈ h∗ du module M de
la catégorie O et Supp(M) l’ensemble des éléments λ ∈ h∗ pour lesquels
Mλ 6= {0}. Par abus de notation, nous écrirons M ∈ O pour dire que M est
un objet de la catégorie O.

Pour λ ∈ h∗, nous avons vu comment construire le module de Verma V (λ)
de poids λ et son quotient irréductible L(λ).

Donnons à présent les propriétés de base de la catégorie O.

Proposition 3.1.2 Soient M,N ∈ O.

(1) Tout sous–module et tout module quotient de M est dans la catégorie O.
De plus M ⊕N est aussi dans la catégorie O.

(2) Il existe λ1, . . . , λq ∈ h∗ tels que Supp(M) ⊂ ∪qi=1(λi −Q+).

(3) Les modules de dimension finie sont dans la catégorie O et si F est un
tel module, le foncteur M ∈ O 7→M ⊗ F ∈ O est exact.

(4) La catégorie O est abélienne, noethérienne et artinienne.

(5) Les modules V (λ) et L(λ) sont dans la catégorie O.

(6) Les modules irréductibles de la catégorie O sont exactement les L(λ)
pour λ ∈ h∗.

Démonstration.

(1) On a déjà montré un analogue de ce point pour M(g, h). Il suffit donc
de vérifier dans chacun des cas que la propriété de n+–finitude est bien
conservée, ce qui est clair.

(2) Par hypothèse sur M , il existe m1, . . . ,mq ∈ M , que nous pouvons sup-
poser être des vecteurs de poids, engendrant M :

M =
∑

i

U(g)mi.

Pour chaque i, Mi := U(n+)mi est de dimension finie et stable sous h.
Par le théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt (PBW), on a

M =
∑

i

U(n−)Mi.



3.1 La catégorie O de Bernstein–Gelfand–

Gelfand 37

Pour tout i, le module U(n−)Mi est stable sous h et est donc h–diagonali-
sable et ses espaces de poids sont de dimension finie car Mi est de di-
mension finie et car les espaces de poids de U(n−) sont de dimension
finie. L’assertion sur Supp(M) découle de M =

∑
U(n−)Mi et du fait

que Mi étant de dimension fini a ses poids majorés par un élément λi de
h∗ (remarquons que λi n’est pas nécessairement un poids de Mi).

(3) Le fait que les modules de dimension finie sont dans O est clair. L’exacti-
tude du foncteur a déjà été montrée pourM(g, h). Il suffit juste de vérifier
que M ⊗ F est encore n+–fini. Il suffit de le faire pour m⊗ f ∈M ⊗ F .
Alors comme M est n+–fini, U(n+)m est de dimension finie. De même
U(n+)f ⊂ F est de dimension finie. Or si X ∈ n+, alors X · (m ⊗ f) =
(X ·m)⊗ f +m⊗ (X · f). Donc U(n+)(m⊗ f) est de dimension finie car
inclus dans U(n+)(m)⊗ F .

(4) Ce point découle clairement du résultat analogue dans M(g, h) (propo-
sition 2.1.2).

(5) Il suffit de montrer que V (λ) ∈ O car O est stable par quotient. Or,
V (λ) ∼= U(n−)⊗ C comme espace vectoriel. L’assertion s’en déduit aus-
sitôt.

(6) Le moduleM est n+–fini. Donc il existe v ∈M non nul tel que n+·v = 0 et
on peut choisir pour v un vecteur de poids λ. CommeM est irréductible,
il est engendré par ce vecteur v. La propriété universelle du module de
Verma V (λ) (proposition 2.2.4) et l’unicité d’un sous–module maximal
de V (λ) (proposition 2.2.1(3)) permet alors de dire queM est isomorphe
à L(λ).

⊓⊔

Soit M ∈ O. Notons

Ω(M) := {χ ∈ Z(g)∗ | ∃m ∈M − {0}, Zm = χ(Z)m ∀ Z ∈ Z(g)}.

Proposition 3.1.3 Soit M ∈ O.

(1) Le module M est Z(g)–fini et l’ensemble Ω(M) est fini et non–vide.

(2) Notons Mχ := {m ∈ M | ∃ k ∈ N, (Z − χ(Z))km = 0 ∀ Z ∈ Z(g)}.
C’est un sous–module de M et M = ⊕χ∈Ω(M) M

χ.

Démonstration.

(1) D’après la proposition 2.1.2, le module de poids M est Z(g)–fini. Mon-
trons que Ω(M) est non vide. Soit v un vecteur de plus haut poids et
notons λ son poids. Un tel v existe carM est n+–fini. Alors U(g)v est un
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module de plus haut poids engendré par v, il admet donc un caractère
infinitésimal. Le caractère χ ainsi obtenu est donc dans Ω(M).

Montrons à présent que Ω(M) est fini. Si ce n’était pas le cas, il serait pos-
sible de trouver dansM une infinité de vecteur de poids sous h ayant des
poids différents sous le centre Z(g). Notons (vi)i∈I ces vecteurs de poids.
Comme les vi ont des poids distincts sous Z(g), les modules U(g)vi sont
en somme directe. Le module M ′ :=

∑

i∈I U(g)vi est un sous–module de
M et donc est de type fini. Soient w1, . . . , wn un ensemble de générateurs
de M ′. Alors il existe N tels que

wj ∈
N∑

i=0

U(g)vi, ∀ j ∈ [[1, n]].

Ce qui contredit le fait que les wj engendrent M
′.

(2) Ce point découle de son analogue dans M(g, h) (corollaire 2.1.3).
⊓⊔

On pose
Oχ := {M ∈ O : M =Mχ}.

On traduit alors la proposition en écrivant que

O = ⊕χ∈Z(g) O
χ.

3.2 La catégorie OS de Rocha–Caridi

Une première généralisation de la catégorie O a été obtenue par Rocha–
Caridi au début des années 80 dans [39]. Soit ∆ une base du système de
racines R de l’algèbre de Lie g. Fixons une partie S de ∆. La catégorie OS

est la sous–catégorie pleine de la catégorie des modules de poids, U(n+)–
finis dont la restriction à la sous–algèbre de Levi lS est somme directe de
lS–modules irréductibles de dimension finie. Il est clair que la catégorie OS

est une sous–catégorie pleine de la catégorie O. D’autre part, si S = ∅, OS

coincide avec O. La catégorie OS a les propriétés suivantes :

Théorème 3.2.1 (Rocha–Caridi)

1. La catégorie OS est abélienne, noethérienne et artinienne.

2. Tout module de dimension finie est dans la catégorie OS.

3. Soit N un lS–module irréductible de dimension finie. Alors V (S,N) et
L(S,N) sont dans la catégorie OS. De plus tout module irréductible de
OS est de la forme L(S,N) pour un lS–module irréductible de dimen-
sion finie.
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4. La catégorie OS est Z(g)–finie.

3.3 La catégorie Oα de Coleman et Futorny

Dans [9], Coleman et Futorny ont proposé une autre généralisation de
O, qui n’est pas une sous–catégorie de O. Soit α une racine simple. La
catégorieOα est la sous–catégorie pleine de la catégorie des modules de poids,
dont les objets sont 〈α〉–cuspidaux, n+α–finis et semi–simple sous l’action de
l’opérateur de Casimir universel C de U(g). Voici quelques unes des propriétés
de Oα :

Théorème 3.3.1 (Coleman, Futorny)

1. La catégorie Oα est abélienne, noethérienne et artinienne.

2. Soit N un lα–module simple cuspidal. Alors V (α,N) et L(α,N) sont
dans la catégorie Oα. De plus tout module simple de Oα est de la forme
L(α,N) pour un lα–module N simple et cuspidal.

3. La catégorie Oα est Z(g)–finie.

La condition de cuspidalité implique que tout module de Oα est de di-
mension infinie. Un cadre plus général englobant les deux exemples ci–dessus
est donné par Mazorchuk dans [30, chap. 12].

3.4 Les modules de Harish–Chandra

généralisés

Soit l une sous–algèbre quelconque de g. Un (g, l)–module M est un g–
module U(l)–fini. Rappelons que cela signifie que pour tout v ∈ M , l’espace
vectoriel U(l)v est de dimension finie. Par exemple si b désigne l’algèbre de
Borel, le résultat de Bernstein–Gelfand–Gelfand donne une classification des
(g, b)–modules irréductibles. Un (g, l)–module M est de type fini si tout l–
module irréductible de dimension finie apparâıt avec multiplicité finie dans
(une série de composition de) M . Un g–module qui est un (g, l)–module
de type fini pour un certain l est appelé un module de Harish–Chandra
généralisé. Notons que les modules de poids sont des (g, h)–modules de type
fini et donc des cas particuliers de modules de Harish–Chandra généralisés.

Remarque 3.4.1 Le cas ′′classique′′ de Harish–Chandra est le cas où l’algè-
bre l est la sous–algèbre de g des points fixes sous l’action d’un automor-
phisme d’ordre 2.
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Dans la théorie des g–modules, une sous–algèbre particulière joue un rôle
important. Soit M un g–module. Posons

g[M ] := {g ∈ g | l’action de g sur M est localement finie}.

Cet espace est en fait une sous–algèbre de g. Ce fait est un théorème dû à
Kac [23] et à Fernando [11]. Les travaux de Penkov, Serganova et Zucker-
man [35] et [36] conduisent alors à une nouvelle définition des modules de
Harish–Chandra généralisés : un g–module est un module de Harish–Chandra
généralisé s’il est somme directe avec multiplicité finie de g[M ]red–modules
irréductibles de dimension finie, où g[M ]red désigne la partie réductive de
g[M ]. Une autre conséquence de leurs travaux est la construction via cer-
tains foncteurs d’induction cohomologique de modules de Harish–Chandra
généralisé irréductibles.



Chapitre 4

La catégorie OS,θ

Dans cette partie, nous fixons une partie θ de la base ∆. Cela correspond
à une graduation de g de la forme n−θ ⊕ lθ ⊕ n+θ . La sous–algèbre de Levi lθ a
pour centre hθ ⊂ h. Nous désignerons par S une partie de ∆ contenant θ. Si
M est un pS–module, nous noterons V (S,M) le MVG obtenu en induisant
M de pS à g. Nous noterons parfois Vg(S,M) pour insister sur le fait qu’il
s’agit d’un g–module. Lorsque M est irréductible, le module V (S,M) admet
un unique sous–module propre maximal K(S,M). Le quotient L(S,M) =
V (S,M)/K(S,M) que nous noterons aussi parfois Lg(S,M) est alors un
module irréductible. Nous renvoyons à la partie 2.2 pour les détails.

Dans ce chapitre, nous introduisons une sous–catégorie pleine de la catégo-
rie des modules de poids en imposant certaines conditions de restriction et
de cuspidalité. Nous donnons ensuite quelques exemples de modules simples
de ces catégories obtenus comme modules de degré 1. Les résultats de ce cha-
pitre et du suivant ont fait l’objet d’une publication aux Comptes Rendus
Mathématiques [47].

4.1 Définition et premières propriétés de la

catégorie OS,θ

Commençons par un lemme sur les modules cuspidaux

Lemme 4.1.1 Soit N un g–module de poids cuspidal irréductible. Soit V un
g–module irréductible de dimension finie. Alors le module V ⊗N est cuspidal.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Si ce n’est pas le cas, alors il existe
α ∈ R tel que X := Xα n’est pas injectif. Supposons tout d’abord que α est
positive. Soit w un vecteur non nul dans le noyau de l’opérateur X. Soit
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(wi) une base formée de vecteurs de poids de V et (nj) une base formée de
vecteurs de poids de N . Décomposons w dans la base (wi ⊗ nj) formée de

vecteurs de poids de V ⊗ N : w =
∑

i∈I,j∈J

ci,jwi ⊗ nj, avec ci,j 6= 0. L’action

de X sur w donne alors :

0 = X · w =
∑

i,j

ci,j((X · wi)⊗ nj + wi ⊗ (X · nj)).

Comme la somme est finie, il existe un indice j0 pour lequel le poids µ0

de nj0 est maximal parmi les poids des ni apparaissant dans l’écriture de w.
Soit J ′ le sous–ensemble de J des indices pour lesquels le vecteur nj′ d’indice
j′ ∈ J ′ a le même poids que nj0 . Alors le poids de X ·nj′ (à savoir α+µ0) est
strictement plus grand que tous les poids des vecteurs nj, j 6∈ J ′ apparaissant

dans l’écriture de w. On en déduit donc que
∑

i∈I,j∈J ′

ci,j(wi ⊗X · nj) = 0. Or,

par cuspidalité, si on a X · nj = X · nk alors on a nj = nk et donc pour
chaque j ∈ J ′ on a (

∑

i ci,jwi) ⊗ X · nj = 0. Il s’ensuit que (
∑

i ci,jwi) = 0
ou X · nj = 0. Le premier cas implique que ci,j = 0 car les wi forment une
famille libre. Dans le deuxième cas, la cuspidalité du module N implique que
nj = 0 ce qui est absurde car nj est un vecteur de poids (donc non nul par
hypothèse). Nous avons donc obtenu ci,j = 0 pour tout i et tout j ∈ J ′. Cela
est contraire au choix de J ′. D’où une contradiction. Le raisonnement est
analogue si la racine α est négative (on considère alors le plus bas poids).

⊓⊔

Nous allons à présent définir une sous–catégorie pleine de M(g, h).

Définition 4.1.2 Soit θ ⊂ S ⊂ ∆. La catégorie OS,θ est la sous–catégorie
pleine de la catégorie M(g, h) des modules M tels que

(O1) Le moduleM se décompose sous lθ en une somme de modules irréducti-
bles de plus haut poids,

(O2) Le module M est 〈S − θ〉–cuspidal,

(O3) Le module M est U(n+S )–fini, i.e. ∀m ∈M, dim(U(n+S )m) <∞.

Nous noterons parfoisOS,θ(g) pour préciser l’algèbre de Lie considérée lorsque
le contexte ne permettra pas clairement de l’identifier.

Faisons quelques remarques sur cette définition. Lorsque S = θ = ∅, nous
retrouvons la définition de la catégorie O. Et la catégorie OS,S contient la
catégorie OS de Rocha–Caridi (voir 3.2) : dans sa définition, Rocha–Caridi
impose que les lθ–modules soient de dimension finie. Nous ne pouvons imposer
une telle condition en toute généralité. En fait, la situation générale nécessite
la dimension infinie comme le montre la seconde assertion du lemme :
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Lemme 4.1.3 1. Les multiplicités des lθ–modules apparaissant dans la
décomposition d’un module M ∈ OS,θ sont finies.

2. Supposons qu’il existe α ∈ S − θ et β ∈ θ telles que α + β ∈ R. Soit
M ∈ OS,θ. Alors les lθ–modules irréductibles de la décomposition de M
sont tous de dimension infinie.

Démonstration.

1. Cela résulte aussitôt de la finitude des espaces de poids et de la propriété
(O1).

2. D’après la propriété (O2), on a α ∈ RI
s(M). Le lemme 2.3.4 implique

alors que β 6∈ RN
s (M). Or, Xβ est localement nilpotent sur M d’après

la propriété (O1). Donc X−β est injective sur M et donc les lθ–modules
de la décomposition de M ne peuvent être de dimension finie.

⊓⊔

Proposition 4.1.4 Soient M,M ′ ∈ OS,θ.

(1) Tout sous–module et tout module quotient de M est dans la catégorie
O(S,θ). Le module M ⊕M ′ est aussi dans OS,θ.

(2) La catégorie OS,θ est abélienne, noethérienne et artinienne.

(3) La catégorie OS,θ est Z(g)–finie.

(4) Les modules irréductibles de OS,θ(g) sont de la forme L(S,N) pour N ∈
OS,θ(lS) irréductible.

Démonstration.

(1) Soient M et M ′ deux modules de OS,θ. D’après la proposition 2.1.2,
tout sous–module N et tout module quotient N ′ de M sont encore des
modules de poids et M ⊕M ′ est aussi un module de poids. Il est clair
que N , N ′ et M ⊕M ′ sont encore n+S –finis. D’après la proposition 1.1.3,
N , N ′ et M ⊕ M ′ satisfont la condition (O1) de la catégorie OS,θ. Il
reste donc à prouver la 〈S − θ〉–cuspidalité. Ce point est clair pour N et
pour M ⊕M ′. Montrons–le pour N ′. Supposons que N ′ = M/N . Alors
⊕λ∈h∗ (Mλ +N)/N est une décomposition de M/N en espaces de poids.
Si N ′ n’est pas 〈S − θ〉–cuspidal, il existe une racine α ∈ 〈S − θ〉 tel
que l’action du vecteur Xα sur (Mλ + N)/N n’est pas injective. Donc
dim(Xα · ((Mλ + N)/N)) < dim((Mλ + N)/N). Or, par cuspidalité de
M et de N , on a dim(Xα ·Mλ) = dim(Mλ) et dim(Xα ·Nλ) = dim(Nλ).
Comme Xα ·((Mλ+N)/N) est un supplémentaire de Xα ·Nλ dans Xα ·Mλ

et que (Mλ + N)/N est un supplémentaire de Nλ dans Mλ, on obtient
une contradiction. Ainsi M/N satisfait aussi O2.
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(2) Cela résulte de la proposition 2.1.2, du théorème 2.3.7 et de (1).

(3) Cela résulte de la proposition 2.1.2.

(4) Soit M un module irréductible de la catégorie OS,θ. Si S = ∆, il n’y a
pas d’induction (L(S,N) = N). Il n’y a donc rien à démontrer dans ce

cas. Supposons donc S 6= ∆. Remarquons que l’espace Mn+
S des vecteurs

de M qui sont annulés par n+S est non nul car M est n+S –fini. Cet espace
est clairement un sous–lS–module deM et donc aussi un sous–lθ–module
de M . En particulier, la proposition 1.1.3 et la condition O1 implique
qu’il se décompose sous lθ en modules irréductibles de plus haut poids.
De plus le module Mn+

S est 〈S− θ〉–cuspidal car c’est un sous–lS–module
de M qui est 〈S − θ〉–cuspidal. D’après le théorème 2.2.5, il s’ensuit que

Mn+
S est un lS–module irréductible de poids, 〈S − θ〉–cuspidal et que

M ∼= L(S,Mn+
S ).

⊓⊔

4.2 Exemples : les modules de degré 1

Nous allons dans cette section décrire la classification des modules de
poids irréductible de degré 1 et de dimension infinie. Ces modules joueront
un rôle essentiel dans la classification des modules irréductibles des catégories
O∆,θ.

4.2.1 Construction des modules

Nous allons généraliser ici la construction présentée dans la partie 2.4.
Nous reprenons les notations de cette partie. L’algèbre de Weyl Wn est en-
gendrée par {qi, pi, 1 ≤ i ≤ n}. A un n–uplet de nombres complexes non
entiers b = (b1, . . . , bn), nous avons associé un vecteur x(b) et nous avons
décrit l’action de qi et pj sur x(b). Rappelons que l’on note ǫi le n–uplet
dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la ie qui vaut 1. En fait, on peut
étendre l’action des qi et pi au cas d’un n–uplet quelconque de la manière
suivante :

qi · x(b) =

{
(bi + 1)x(b+ ǫi) si bi ∈ Z−

x(b+ ǫi) sinon
(4.1a)

pj · x(b) =

{
x(b− ǫj) si bj ∈ Z−

bjx(b− ǫj) sinon
(4.1b)

Si on fixe un n–uplet a = (a1, . . . , an) de nombres complexes, on note

P(a) := {b ∈ C
n : bi − ai ∈ Z, et si ai ∈ Z, alors bi < 0 ⇔ ai < 0}.
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Un élément b ∈ P(a) est appelé a–admissible (ou simplement admissible
lorsque a est clair). On poseW (a) =

⊕

b∈P(a) Cx(b). Muni de l’action décrite

ci–dessus, W (a) est un Wn–module. Plus précisement,

Proposition 4.2.1 (Benkart–Britten–Lemire, [1, thm 2.9])
Le Wn–module W (a) est irréductible.

On pose alors P0(a) = {b ∈ P(a) :
∑

i bi =
∑

i ai}. On pose également

N(a) =
⊕

b∈P0(a)

Cx(b).

Rappelons que gln (et donc sln) se plonge dans Wn par Ei,j 7→ qipj. On a
alors le

Théorème 4.2.2 (Benkart–Britten–Lemire, [1, thm 2.12 et 5.8] )

1. L’espace N(a) est un sln–module de poids irréductible de degré 1.

2. Soit M un sln–module de poids irréductible de degré 1 et de dimension
infinie. Alors il existe des entiers k, l,m ∈ N avec k + l +m = n tels
que

M ∼= N(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

l

), où ai ∈ C \ Z.

De même, notons P0̄(a) = {b ∈ P(a) :
∑

i bi −
∑

i ai ∈ 2Z} et posons
M(a) =

⊕

b∈P0̄(a)
Cx(b). On peut identifier sp2n à une sous–algèbre de Wn

comme suit :
sp2n = V ect〈qipj, pipj, qiqj|1 ≤ i, j ≤ n〉.

On a alors le

Théorème 4.2.3 (Benkart–Britten–Lemire, [1, thm 2.12 et 5.21])

1. L’espace M(a) est un sp2n–module de poids irréductible de degré 1.

2. SoitM un sp2n–module de poids irréductible de degré 1 et de dimension
infinie. Alors il existe des entiers k,m ∈ N avec k +m = n tels que

M ∼= M(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am),

où soit ai ∈ C \ Z pour tout 1 ≤ i ≤ m, soit m = 1 et a1 = −2.
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4.2.2 Propriétés des modules N(a) et M(a)

On note N(a) = N(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

l

) où k + l +m = n et

m > 1. Soit θ ⊂ ∆ la partie correspondante au diagramme suivant :

✉ ✉ ✉ ✉✐ ✐
ek ek+1 ek+m−1 ek+m

︸ ︷︷ ︸

Ak

︸ ︷︷ ︸

Am−1

︸ ︷︷ ︸

Al

En utilisant l’action décrite dans la partie précédente (équations (4.1)),
on constate que N(a) est cuspidal sous l’action de l∆−θ. Plus précisement,
on a

Xei · x(b) = (1 + bi)x(b− ǫi+1 + ǫi), si i < k, (4.2a)

Xei · x(b) = (1 + bi)bi+1x(b− ǫi+1 + ǫi), si i = k, (4.2b)

Xei · x(b) = bi+1x(b− ǫi+1 + ǫi), si k < i, (4.2c)

X−ei · x(b) = (1 + bi+1)x(b+ ǫi+1 − ǫi), si i < k, (4.2d)

X−ei · x(b) = x(b+ ǫi+1 − ǫi), si i = k, (4.2e)

X−ei · x(b) = bix(b+ ǫi+1 − ǫi), si k < i, (4.2f)

Hei · x(b) = (bi − bi+1)x(b), ∀ i. (4.2g)

Nous allons maintenant décrire plus en détail l’action de lθ. Notons que
la partie semi–simple l′θ de lθ est du type Ak×Al. En particulier les modules
irréductibles de plus haut poids de l′θ sont de la forme L(λ)⊗ L(λ′) où λ est
un poids pour l’algèbre de type Ak et λ

′ pour l’algèbre de type Al. Convenons
de noter ωi le poids d’une algèbre de type A dual à la coracine associée à la
ie racine simple d’une base du système de racines préalablement choisie.

Théorème 4.2.4 Le module N(a) se décompose sous lθ en une somme di-
recte de modules irréductibles de plus haut poids. De plus les vecteurs de plus
haut poids sont les multiples de x(−1, . . . ,−1, a1+k1, . . . , am+km, 0, . . . , 0) où
ki ∈ Z vérifient

∑

i ki = 0. En particulier, les l′θ–modules de plus haut poids de
la décomposition de N(a) sont de la forme L(−1−a1−k1ωk)⊗L(am+kmω1),
où k1 et km sont deux entiers.

Démonstration. L’action explicite de lθ sur N(a) donnée par les équations ci–
dessus montre que les vecteurs x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0)
sont bien des vecteurs de plus haut poids et que l’action de l+θ est localement
finie : on a par exemple Xbi+1

ei
·x(b) = 0 pour 1 ≤ i ≤ k oum+k+1 ≤ i ≤ 2n.
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Soit x ∈ N(a) un vecteur de plus haut poids. Alors il existe des scalaires
λi et des (n+1)–uplets admissibles bi en nombre fini, tels que x =

∑
λix(b

i).
Supposons par exemple que k > 0. Par hypothèse d’admissibilité, bi1 < 0

pour tout i. Soit i1 un indice pour lequel bi11 est le plus grand parmi les
bi1 intervenant dans l’écriture de x. En regardant l’action de Xe1 sur x, on
conclut que bj1 = −1. En effet, on a

Xe1 · x =
∑

i

λi × (1 + bi1)β
i
2x(b

i − ǫ2 + ǫ1),

où βi2 = 1 si k > 1 et βi2 = bi2 si k = 1. On constate que le vecteur x(bi1−ǫ2+ǫ1)
apparâıt une seule fois dans le membre de gauche. Or Xe1 ·x = 0 car x est un
vecteur de plus haut poids. Donc nécessairement le coefficient de x(bi1−ǫ2+ǫ1)
dans le membre de gauche doit être nul. Ceci implique que nécessairement
bj1 = −1. On continue ainsi de proche en proche : si k > 1, on regarde
un indice i2 tel que bi21 = −1 et bi22 est minimal parmi les bi satisfaisant
bi1 = −1. Le même raisonnement en utilisant le fait queXe2 ·x = 0, montre que
bi22 = −1. En utilisant succéssivement l’action de Xe3 , . . . Xek , on montre que
x contient un vecteur de la forme x(−1, . . . ,−1, a1+k1, . . . , am+km, ⋆, . . . , ⋆).
On continue le même raisonnement avec les bir pour r > k + m, qui sont
tous des entiers strictement positifs à cause de l’hypothèse d’admissibilité.
Plus précisement, on regarde un indice im+k+1 tel que b

ik+m+1

k+m+1 soit mini-

mal et on montre que nécessairement on a b
ik+m+1

k+m+1 = 0 puis on continue
avec k + m + 2 et ainsi de suite. On montre ainsi que x contient un vec-
teur de la forme x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0). Comme ce
vecteur est un vecteur de plus haut poids, on peut considérer la différence
x−λx(−1, . . . ,−1, a1+ k1, . . . , am+ km, 0, . . . , 0) (avec λ ∈ C choisi de sorte
que le vecteur x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0) n’apparâıt plus
dans la différence) et recommencer le raisonnement. Cela montre donc que
les seuls vecteurs de plus haut poids de N(a) sont les combinaisons linéaires
de x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0).

Enfin le lθ–module U(lθ)x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0) est
un module de plus haut poids, donc indécomposable. Il est irréductible si et
seulement s’il ne contient aucun autre vecteur de plus haut poids. Cette condi-
tion est facilement vérifiée maintenant que nous connaissons la liste complète
des vecteurs de plus haut poids de N(a). En effet, d’après les équations
(4.2), le poids sous l′θ de x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0) est
(0, . . . , 0,−1−a1−k1)⊗(am+km, 0, . . . , 0). D’autre part, le centre de lθ est en-
gendré par les vecteurs Hei pour k+2 ≤ i ≤ k+m−1 et par He1+2He2+· · ·+
kHek+(k+1)Hek+1

etHe2n+2He2n−1+· · ·+lHe2n−l+1
+(l+1)He2n−l

. Si le vecteur
x(−1, . . . ,−1, a1+k

′
1, . . . , am+k

′
m, 0, . . . , 0) appartient au lθ–module engendré
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par x(−1, . . . ,−1, a1 + k1, . . . , am + km, 0, . . . , 0) alors l’action du centre de
lθ doit être la même sur ces deux vecteurs. Ceci impose ki = k′i pour tout i.
Donc le lθ–module engendré par x(−1, . . . ,−1, a1+ k1, . . . , am+ km, 0, . . . , 0)
est un module irréductible de plus haut poids.

Comme on a vu que le module N(a) est l+θ –fini, cela implique que tout
vecteur x(b) peut être envoyé sur un vecteur de plus haut poids en utili-
sant l’action de U(l+θ ). Ainsi N(a) est bien la somme directe des modules
irréductibles ci–dessus.

⊓⊔

Corollaire 4.2.5 Le module N(a) est un module irréductible de la catégorie
O∆,θ(sln)

Démonstration. Nous avons montré toutes les propriétés sauf la 〈∆ − θ〉–
cuspidalité. Celle-ci découle des équations (4.2) qui montrent que Xei et X−ei

sont injectifs sur tous les x(b) (et donc sur tout N(a)) pour k+1 ≤ i ≤ k+m.
⊓⊔

On noteM(a) =M(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am), où k+m = n et m > 0. Soit

θ ⊂ ∆ la partie correspondante à l’un des diagrammes suivants (selon que
m = 1 ou m > 1) :

✉ ✉ ✉ ✉ ✉✐
e1 e2 en

<
︸ ︷︷ ︸

An−1

︸︷︷︸

A1

✉ ✉ ✉ ✉ ✉✐ ✐ ✐ ✐
ek−1 ek en

<
︸ ︷︷ ︸

Ak−1

︸ ︷︷ ︸

Cm+1

En utilisant l’action décrite dans la partie précédente, on constate que
M(a) est cupsidal sous l’action de l∆−θ. Plus précisement, on a

Xei · x(b) = (1 + bi)x(b− ǫi+1 + ǫi), si i < k (4.3a)

Xei · x(b) = (1 + bi)bi+1x(b− ǫi+1 + ǫi), si i = k (4.3b)

Xei · x(b) = bi+1x(b− ǫi+1 + ǫi), si k < i < n (4.3c)

Xen · x(b) =
1

2
x(b+ 2ǫn) (4.3d)

X−ei · x(b) = (1 + bi+1)x(b+ ǫi+1 − ǫi), si i < k (4.3e)

X−ei · x(b) = x(b+ ǫi+1 − ǫi), si i = k (4.3f)

X−ei · x(b) = bix(b+ ǫi+1 − ǫi), si k < i < n (4.3g)

X−en · x(b) = −
1

2
bn(bn − 1)x(b− 2ǫn) (4.3h)
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Nous allons alors décrire l’action de lθ. Notons que cette fois l′θ est de
type A1 si m = 1 et de type Cm−1 sinon. On reprend la notation ωi du cas
précédent.

Théorème 4.2.6 Le module M(a) se décompose sous lθ en une somme di-
recte de modules irréductibles de plus haut poids. De plus les vecteurs de plus
haut poids sont les multiples de x(−1, . . . ,−1, a1+k1, . . . , am+km) où ki ∈ Z

vérifient
∑

i ki ∈ 2Z. En particulier, les plus haut poids de M(a) sont de la
forme L(αωk−1).

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 4.2.4.
⊓⊔

Corollaire 4.2.7 Le module M(a) est un module irréductible de la catégorie
O∆,θ(sp2n)

Donnons à présent quelques propriétés supplémentaires des modules N(a)
et M(a) considérés ci–dessus. Tout d’abord, on peut remarquer que l’action
de l∆−θ laisse stable le sous–espace vectoriel formé des vecteurs de plus haut
poids sous l’action de lθ. Ce sous–espace a donc une structure de l∆−θ–module
cuspidal qui est en fait irréductible, comme on le constate à partir de l’action
explicite de la sous–algèbre l∆−θ. En fait, on a mieux :

Proposition 4.2.8 Les modules N(a) et M(a) se décomposent sous l∆−θ en
une somme directe de modules irréductibles cuspidaux.

Démonstration. Par construction, l’action de l∆−θ est cuspidale. Faisons la
preuve pour N(a). Soit x(b) ∈ N(a). Regardons le l∆−θ–module engendré par
x(b). Soit X ∈ l∆−θ un vecteur de poids α. Alors X · x(b) est un vecteur de
poids, non nul par cuspidalité de X. D’autre part, si Y ∈ l∆−θ est un vecteur
de poids −α, alors Y (X ·x(b)) est un vecteur non nul (par cuspidalité de Y ),
de même poids que x(b). Comme N(a) est de degré 1, Y (X · x(b)) est donc
un multiple non nul de x(b). Ceci prouve que le module M est irréductible.
En effet si u ·x(b) est un élément non nul du module engendré par x(b), avec
u ∈ U(l∆−θ) un vecteur de poids. Alors pour tout monôme v ∈ U(l∆−θ) de
poids opposé à celui de u, v(u ·x(b)) est un multiple non nul de x(b). Comme
N(a) est engendré comme espace vectoriel par les x(b), la proposition est
démontrée. En particulier, le module U(l∆−θ)x(b) ne dépend que des bi pour
i 6∈ {k+1, . . . , k+m} et est isomorphe àN(bk+1, . . . , bm) comme l′∆−θ–module.

⊓⊔





Chapitre 5

La catégorie O∆,θ

Dans cette partie, nous étudions la catégorie O∆,θ(g) introduite dans le
chapitre précédent. Nous supposons ici que g est une algèbre de Lie
simple. La première partie de ce chapitre est consacrée à l’étude des modules
irréductibles dans O∆,θ. En fait, nous écarterons certains couples (∆, θ) pour
lesquelles notre méthode ne fonctionne pas (voir la partie 5.1.9). Dans la
dernière section de ce chapitre, nous montrons que certaines catégories O∆,θ

sont semi–simples.

5.1 Irréductibles de O∆,θ

5.1.1 Module cuspidal sous–jacent

Commençons par une conséquence du théorème 2.3.5 de Fernando :

Lemme 5.1.1 Soit M ∈ O∆,θ irréductible. Alors M ≃ L(∆− θ, C) pour un
l∆−θ–module de poids irréductible cuspidal C.

Démonstration. Comme M est 〈∆ − θ〉–cuspidal et se décompose sous lθ en
modules de plus haut poids, on a RI

s(M) = 〈∆ − θ〉 et 〈θ〉+ ⊂ RN(M). Le
théorème 2.3.5 de Fernando donne alors le résultat. ⊓⊔

Remarquons qu’une conséquence de ce lemme et du théorème 2.3.6 est
que l′∆−θ doit être un produit de sous–algèbres de type A ou C.

Remarquons aussi que si θ = ∅, alors M est un module de poids cuspidal
irréductible. Nous avons rappelé leur classification dans la partie 2.4. D’autre
part, si ∆ = θ la propriété de décomposabilité sous lθ impose que M est de
la forme L(∆,C) où C est un h–module de dimension 1 (M est donc un

51
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lθ = g–module irréductible de plus haut poids). Bien sûr tout tel module est
dans la catégorie O∆,∆.

Nous supposerons donc désormais que ∆ 6= θ et θ 6= ∅. Par
convention, nous entourons sur le diagramme de Dynkin de (R,∆)
les racines de ∆− θ. Nous notons (ei) les racines simples de ∆ en suivant
la numérotation de Bourbaki (voir [5] ou [19]).

Dans tout ce qui suit, nous notons p la projection de V (∆ − θ, C) sur
L(∆−θ, C). Nous renvoyons à la section 2.2 pour la définition de V (∆−θ, C)
et de L(∆ − θ, C). Rappelons également qu’un module de poids M est de
degré 1 si tout espace de poids non trivial de M est de dimension 1.

Voici un second lemme que nous utiliserons beaucoup par la suite :

Lemme 5.1.2 Soit M = L(∆ − θ, C) un module irréductible de O∆,θ. Soit
v ∈ C un vecteur de poids. Alors l’image par p de 1⊗ v dans M (qui est non
nulle) engendre un lθ–module irréductible de plus haut poids.

Démonstration. D’après la proposition 2.2.2, p est un isomorphisme de 1⊗C
sur son image. Ceci explique pourquoi p(1⊗v) 6= 0. Comme l+θ ⊂ n+∆−θ, le lθ–
module engendré par p(1⊗v) dansM est un module de plus haut poids (revoir
au besoin l’équation (2.1)). De ce fait, c’est un module indécomposable. Par
O1, on sait que M vu comme lθ–module est semi–simple. Donc d’après la
proposition 1.1.3 tout sous–lθ–module de M est également semi–simple. Le
lθ–module indécomposable engendré par p(1⊗ v) doit donc être irréductible.

⊓⊔

D’après le lemme 5.1.1, le module irréductible M de O∆,θ est connu dès
que l’on connâıt le l′∆−θ–module C et l’action du centre de l∆−θ sur C. Nous
devons donc trouver pour quels l∆−θ–modules C le module L(∆ − θ, C) sa-
tisfait la propriété O1. La stratégie que nous allons mettre en œuvre est la
suivante. Nous allons montrer que pour certaines racines α et β bien choisies
un élément de V (∆ − θ, C) de la forme X−α−β ⊗ v a la même image dans
L(∆−θ, C) qu’un multiple approprié deX−β⊗(X−αv). A cause de la proposi-
tion 2.2.2, cela signifie qu’il existe κ ∈ C

∗ tel que X−α−β⊗v−κX−β⊗(X−αv)
est dans le noyau de p, i.e. dans le sous–module propre maximal K(∆−θ, C)
de V (∆ − θ, C). Cette dernière condition (appartenir au noyau de p) peut
être testée à l’aide de la proposition 2.2.2 en regardant l’action de n+∆−θ sur
X−α−β ⊗ v − κX−β ⊗ (X−αv). Nous obtenons ainsi certaines conditions, no-
tamment sur l’action de Hβ (voir par exemple le lemme 5.1.6).

Dans une première étape, nous allons montrer le

Théorème 5.1.3 Soit M = L(∆ − θ, C) un module irréductible de O∆,θ.
Alors C est de degré 1.
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Avant de montrer ce théorème, nous avons besoin de plusieurs lemmes.
Tout d’abord une conséquence immédiate du lemme de Benkart–Britten–
Lemire (lemme 2.3.4) :

Lemme 5.1.4 Soit M = L(∆−θ, C) un module irréductible de O∆,θ. Soient
α ∈ 〈∆ − θ〉+ et β ∈ 〈θ〉+ telles que α + β ∈ R. Alors pour tout vecteur de
poids v ∈ C, p(X−α−β ⊗ v) 6= 0 et p(X−β ⊗ v) 6= 0.

Démonstration. En effet, p(X−α−β⊗v) = X−α−β p(1⊗v). On sait que p(1⊗v)
est non nul. Si p(X−α−β ⊗ v) = 0 alors X−α−β p(1 ⊗ v) = 0 et donc le
lemme 2.3.3 entrâıne que la racine −α − β ∈ RN(M). Comme M est l+θ –
fini d’après la condition O1, on a β ∈ RN(M). Le lemme 2.3.4 implique
alors que (−α − β) + β = −α ∈ RN(M). Ceci est une contradiction car
α ∈ 〈∆−θ〉 et donc α ∈ RI

s(M) d’après la condition de cuspidalité O2 deM .
Donc p(X−α−β ⊗ v) 6= 0. D’autre part, p(X−β ⊗ v) 6= 0 car Xα+β ·X−β ⊗ v =
1⊗ [Xα+β, X−β]v et [Xα+β, X−β]v 6= 0 par la condition de cuspidalité de C.

⊓⊔

Lemme 5.1.5 Soit M = L(∆ − θ, C) un module irréductible de O∆,θ. Soit
α ∈ 〈∆ − θ〉+ tel qu’il existe β ∈ θ satisfaisant α + β ∈ R. Soit v ∈ C un
vecteur de poids. Alors XαX−αv ∈ Cv.

Démonstration. Considérons l’élément u := X−α−β⊗v ∈ V (∆−θ, C). Il existe
une constante de structure c ∈ Z

∗ telle que [Xβ, X−α−β] = cX−α ∈ l∆−θ.
Comme Xβ ∈ l+θ ⊂ n+∆−θ, son action sur u est donnée par :

Xβ · u = [Xβ, X−α−β]⊗ v =cX−α ⊗ v = c1⊗X−αv. (5.1)

La dernière égalité est vraie car X−α ∈ l∆−θ. CommeM est 〈∆−θ〉–cuspidal,
on a X−αv 6= 0. Cela implique p(u) 6= 0 d’après la proposition 2.2.2. Or par
le lemme 5.1.2, U(lθ)(p(1 ⊗ X−αv)) est irréductible. Or M est une somme
directe de lθ–modules irréductibles de plus haut poids par O1. De l’équation
(5.1), on déduit la relation Xβ · p(u) = cp(1⊗X−αv). Ceci entrâıne que le lθ–
module engendré par p(u) intersecte non trivialement le module irréductible
U(lθ)(p(1 ⊗ X−αv)). Or par O1 et la proposition 1.1.3, le module U(lθ)p(u)
est semi–simple. Cela prouve que ce module contient le module irréductible
U(lθ)(p(1 ⊗ X−αv)) et lui est donc égal (car U(lθ)p(u) est engendré par
un élément p(u) tel que Xβ · p(u) = cp(1 ⊗ X−αv)). En particulier, on a
p(u) ∈ U(lθ)(p(1 ⊗X−αv)). En comparant les poids de p(u) et des éléments
de U(l−θ )p(1⊗X−αv), on obtient une relation de la forme

p(u) =ηp(X−β ⊗X−αv), η ∈ C, (5.2)
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car β est une racine simple et donc U(l−θ )−β = CX−β. Comme p(u) 6= 0, le
scalaire η est non nul.

Appliquons alors Xα+β ∈ n+∆−θ à l’équation (5.2). On obtient :

p(Hα+β ⊗ v) =ηp([Xα+β, X−β]⊗X−αv).

Si λ ∈ h∗ désigne le poids de v et si on note c′ la constante de structure (non
nulle) telle que [Xα+β, X−β] = c′Xα ∈ l∆−θ, l’équation ci–dessus devient

λ(Hα+β)p(1⊗ v) =ηc′p(1⊗XαX−αv).

Comme η et c′ sont non nuls, on a donc

p(1⊗ (κv)− 1⊗ (XαX−αv)) = 0,

où κ =
λ(Hα+β)

ηc′
. Comme p est un isomorphisme de 1⊗C sur C, on en déduit

que
1⊗ (κv)− 1⊗ (XαX−αv) = 0

et donc que
κv −XαX−αv = 0.

Cela prouve bien que XαX−αv = κv ∈ Cv.
⊓⊔

Au cours de la démonstration du lemme, nous avons montré un cas par-
ticulier du lemme suivant :

Lemme 5.1.6 Soit M = L(∆ − θ, C) un module irréductible de O∆,θ. Soit
α ∈ 〈∆−θ〉+. Soit β = (β1, . . . , βi) ∈ (〈θ〉+)i tels que α+β1+· · ·+βk ∈ R pour
tout k ≤ i. Soit v ∈ C un vecteur de poids. Alors p(X−(α+β1+···+βi) ⊗ v) 6= 0
et

p(X−(α+β1+···+βi) ⊗ v) ∈ p(U(l−θ )−(β1+···+βi) ⊗X−αv).

En particulier, si i = 1 et β1 est une racine simple, il existe une constante
η(v) non nulle telle que

p(X−α−β1 ⊗ v) = η(v)p(X−β1 ⊗X−αv).

Démonstration. Remarquons que l’action adjointe de w = Xβ1 · · ·Xβi ∈ U(lθ)
sur X−(α+β1+···+βi) donne un multiple non nul de X−α (ce multiple peut se
calculer explicitement en terme de constantes de structure). Ainsi l’action de
w sur X−(α+β1+···+βi) ⊗ v ∈ V (∆− θ, C) est donnée par un multiple non nul
de 1⊗X−αv.
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Comme α ∈ 〈∆ − θ〉+, la condition O2 assure que X−αv 6= 0. D’après la
proposition 2.2.2, cela implique que p(X−(α+β1+···+βi) ⊗ v) 6= 0. D’autre part,
nous avons montré que Xβ1 · · ·Xβi · p(X−(α+β1+···+βi) ⊗ v) est un multiple
non nul de p(1 ⊗ X−αv). D’après le lemme 5.1.2, p(1 ⊗ X−αv) engendre un
lθ–module irréductible de plus haut poids. La condition O1 satisfaite par le
module M conduit alors à

p(X−(α+β1+···+βi) ⊗ v) ∈ p(U(l−θ )−(β1+···+βi) ⊗X−αv).

Si i = 1 et β1 est une racine simple, alors U(l−θ )−β1 = CX−β1 . Cela prouve le
lemme.

⊓⊔

Lemme 5.1.7 Soit N un g–module de poids. Soient α, γ ∈ R telles que

1. α + γ ∈ R et α− γ 6∈ R.

2. XαX−αv ∈ Cv et XγX−γv ∈ Cv, pour tout vecteur de poids v ∈ N .

Alors Xα+γX−α−γv ∈ Cv, pour tout vecteur de poids v ∈ N .

Démonstration. Il existe deux constantes de structure non nulles c et d telles
que cXα+γ = [Xα, Xγ] et dX−α−γ = [X−α, X−γ]. Ainsi, on a dans l’algèbre
enveloppante :

cdXα+γX−α−γ = (XαXγ −XγXα)(X−αX−γ −X−γX−α).

On développe cette quantité. Comme α− γ 6∈ R par hypothèse, les vecteurs
Xα et X−γ commutent tout comme X−α et Xγ. Ainsi, on a

cdXα+γX−α−γ =XαX−αXγX−γ −XαXγX−γX−α

−XγXαX−αX−γ +XγX−γXαX−α.

Appliquons v à cette égalité. On a

cdXα+γX−α−γ · v =(XαX−α)(XγX−γ · v)−Xα(XγX−γ)(X−α · v)

−Xγ(XαX−α)(X−γ · v) + (XγX−γ)(XαX−α · v).

Or la deuxième hypothèse implique que

XαX−α(X−γv) ∈ CX−γv et XγX−γ(X−αv) ∈ CX−αv.

On en déduit le lemme.
⊓⊔
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Lemme 5.1.8 Soit N un g–module de poids. Soient α, γ ∈ R telles que

1. α + γ ∈ R, 2α + γ ∈ R et α− γ 6∈ R.

2. XαX−αv ∈ Cv et XγX−γv ∈ Cv, pour tout v ∈ N un vecteur de poids.

Alors X2α+γX−2α−γv ∈ Cv, pour tout v ∈ N un vecteur de poids.

Démonstration. Il existe une constante de structure non nulle c telle que
cX2α+γ = [Xα, [Xα, Xγ]]. La preuve est alors analogue à celle du lemme
précédent.

⊓⊔

Lemme 5.1.9 Soit N un g–module de poids irréductible. Supposons que
pour tout α ∈ R et tout vecteur de poids v ∈ N , XαX−αv ∈ Cv. Alors
N est de degré 1.

Démonstration. Soit v ∈ N un vecteur de poids. Montrons que U(g)0v ⊂ Cv.
Comme v est un vecteur de poids, on a déjà U(h)v ⊂ Cv. Or, l’algèbre U(g)0
est engendrée par U(h) et certains monômes de la forme u = X1 · · ·Xk où
k ∈ N et chaque Xi ∈ g±β où β ∈ R est une racine simple : pour que
u ∈ U(g)0 il faut que la multiplicité de chaque racine simple β apparaissant
dans u soit égale à la multiplicité de −β. En particulier, l’entier k doit être
pair.

Montrons alors que u · v ∈ Cv par récurrence sur k. Si k = 0, alors u = 1
et u·v = v. Si k = 2, alors u = XβX−β ou u = X−βXβ pour une racine simple
β. Dans le premier cas, on a u · v ∈ Cv par hypothèse et dans le deuxième
cas on remarque que u = XβX−β −Hβ et on a donc à nouveau u · v ∈ Cv.

Supposons alors le résultat vrai pour tout monôme de degré au plus k−1
et tout vecteur de poids. Soit u = X1 · · ·Xk un monôme de degré k. Remar-
quons que pour tout i, Xi · · ·Xk · v est un vecteur de poids. L’hypothèse de
récurrence implique alors que si u contient un sous–monôme Xj · · ·Xi−1 ∈
U(g)0 alors X1 · · ·Xj−1(Xj · · ·Xi−1)(Xi · · ·Xk · v) ∈ CX1 · · ·Xj−1(Xi · · ·Xk ·
v). Comme u ∈ U(g)0 alorsX1 · · ·Xj−1Xi · · ·Xk ∈ U(g)0 et on peut appliquer
à nouveau l’hypothèse de récurrence pour conclure que u · v ∈ Cv.

Il suffit donc de montrer que u contient toujours un sous–monôme ap-
partenant à U(g)0. Raisonnons par l’absurde. Supposons par exemple que
X1 ∈ gβ pour une racine simple (positive) β. Soit i1 le premier entier stricte-
ment plus grand que 1 tel que Xi1 appartient à un espace radiciel associé à
une racine simple (positive). Remarquons que si X correspond à une racine
négative différente de −β, alors X1 et X commutent (car ce sont des vecteurs
appartenant à des espaces radiciels associés à des racines simples) et si X
appartient à l’espace radiciel associé à −β alors X1X est un sous–monôme de
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u appartenant à U(g)0 ce qui est contraire à notre hypothèse. On peut donc
supposer que tous les vecteurs Xi pour 1 < i < i1 appartiennent à des es-
paces radicielles associés à des racines négatives différentes de −β. Le même
raisonnement appliqué à Xi1 montre que l’on peut supposer que tous les Xi

avec 1 < i < i1 commutent avec Xi1 et donc on peut supposer que i1 = 2. On
regarde ensuite le premier Xj avec j > 2 appartenant à un espace radiciel as-
socié à une racine simple (positive). Le même raisonnement montre que l’on
peut supposer que j = 3. En continuant ce raisonnement, on peut supposer
que les k/2 premiers vecteurs appartiennent à des espaces radiciels associés
à des racines simples (positives). Et donc les k/2 derniers vecteurs appar-
tiennent à des espaces radiciels associés à des racines négatives. Or parmi ces
vecteurs il en existe (au moins) un qui appartient à l’espace radiciel associé
à la racine opposée de la racine qui correspond au poids de l’espace radiciel
auquel appartient Xk/2. Soit i le plus petit entier tel que Xi a cette pro-
priété. Alors pour k/2 < j < i, Xj commute à Xk/2. Et donc après avoir fait
commuter Xk/2 avec ces Xj on trouve le sous–monôme Xk/2Xi qui appar-
tient à U(g)0, ce qui est une contradiction. Ainsi u contient un sous–monôme
appartenant à U(g)0 et donc u · v ∈ Cv.

Ainsi on a bien montré que U(g)0v ⊂ Cv. La correspondance de Lemire
(théorème 2.3.8) permet alors de conclure.

⊓⊔

Démonstration. (théorème 5.1.3) Grâce au lemme 5.1.9, il suffit de montrer
que pour tout α ∈ 〈∆ − θ〉 et tout vecteur de poids v ∈ C, XαX−αv ∈ Cv.
Comme XαX−α − X−αXα ∈ h pour toute racine α, il suffit de le montrer
pour toute racine α positive.

Fixons un vecteur de poids v ∈ C. Soit α ∈ 〈∆ − θ〉+. S’il existe β ∈ θ
telle que α+ β ∈ R, le lemme 5.1.5 appliqué à β et α donne XαX−αv ∈ Cv.
Sinon, soit α′ ∈ 〈∆− θ〉+ telle que

– α + α′ ∈ R et α− α′ 6∈ R,
– ∃ β ∈ θ, β + α′ ∈ R et β + α′ + α ∈ R.

Une telle racine α′ existe toujours car les parties ∆ − θ et θ forment une
partition du diagramme de Dynkin de (g, h) qui est connexe. Le lemme 5.1.5
appliqué à β et α′ d’une part et à β et α′+α d’autre part donne Xα′X−α′v ∈
Cv et Xα+α′X−α−α′v ∈ Cv.

Si 2α′ + α 6∈ R, on peut appliquer le lemme 5.1.7 à −α′ et α′ + α. On
obtient donc XαX−αv ∈ Cv. Si 2α′+α ∈ R et 3α′+α 6∈ R, on remarque que
β+2α′ +α ∈ R. On peut donc appliquer le lemme 5.1.5 à β et 2α′ +α pour
obtenir X2α′+αX−(2α′+α)v ∈ Cv. On applique alors le lemme 5.1.8 aux racines
2α′ + α et −α′ pour obtenir XαX−αv ∈ C. Si 2α′ + α ∈ R et 3α′ + α ∈ R,
alors β+2α′+α ∈ R et β+3α′+α ∈ R. On applique alors le lemme 5.1.5 à
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β et 2α′ + α ∈ R et à β et 3α′ + α ∈ R pour obtenir X2α′+αX−(2α′+α)v ∈ Cv
et X3α′+αX−(3α′+α)v ∈ Cv. A cause de [19, table 1 p.45], 4α′ + α 6∈ R.
On peut donc utiliser un analogue du lemme 5.1.8 appliqué à 3α′ + α et
−α′ pour obtenir XαX−αv ∈ Cv. On a donc montré dans tous les cas que
XαX−αv ∈ Cv. Le théorème est ainsi démontré.

⊓⊔

5.1.2 Les idéaux de l′
∆−θ

Nous continuons ici avec les notations de la partie précédente. Nous allons
à présent montrer le

Théorème 5.1.10 Soit g une algèbre de Lie simple qui n’est pas de type
C. S’il existe M irréductible dans O∆,θ(g), alors l’algèbre l′∆−θ est produit
d’idéaux de type A.

Démonstration. En vertu du théorème 2.3.6 de Fernando, il suffit de montrer
que l′∆−θ n’a pas d’idéal de type C. Si l′∆−θ contient un idéal de type C alors
g de type Bn (n ≥ 3) ou F4 et le diagramme de Dynkin de g contient un
morceau de la forme suivante :

✉ ✉ ✉✐ ✐
β α2 α1

>

Soit v ∈ C un vecteur de poids. On regarde u := p(X−α2−β ⊗ v). Comme
β est une racine simple, le lemme 5.1.6 implique qu’il existe un scalaire η(v)
non nul tel que u = η(v)p(X−β ⊗ X−α2v). Appliquons Xβ+α2+2α1 à cette
égalité. On obtient

p([Xβ+α2+2α1 , X−α2−β]⊗ v) =η(v)× p([Xβ+α2+2α1 , X−β]⊗X−α2v).

Or, [Xβ+α2+2α1 , X−α2−β] = 0 et il existe une constante de structure c non
nulle telle que [Xβ+α2+2α1 , X−β] = cXα2+2α1 ∈ l∆−θ. On a donc

0 =η(v)cp(1⊗Xα2+2α1X−α2v).

La condition de cuspidalité O2 deM implique que Xα2+2α1X−α2v 6= 0 et donc
que p(1⊗Xα2+2α1X−α2v) 6= 0. Ceci contredit le fait que η(v) est non nul.

⊓⊔
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5.1.3 L’algèbre de Lie l′
∆−θ est simple

A présent nous allons montrer le

Théorème 5.1.11 Soit M = L(∆ − θ, C) un module irréductible de O∆,θ.
Alors l’algèbre de Lie l′∆−θ est simple de type A ou de type C.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Pour simplifier les notations nous
supposerons que l′∆−θ est le produit de deux algèbres de Lie simple de type
A ou C que nous noterons l1 et l2. Nous noterons Si la base de li induite par
∆− θ. Le module cuspidal C prend alors la forme C = C1 ⊗C2 où Ci est un
li–module cuspidal irréductible de degré 1.

Soit v ∈ C un vecteur de poids. Soient α ∈ S1, α
′ ∈ S2 et β1, . . . , βk ∈ θ

telles que α + β1 + · · · + βk + α′ ∈ R. Nous supposerons que les βi sont
des racines simples distinctes. Considérons u = X−(α+β1+···βk) ⊗ v. D’après le
lemme 5.1.6, on sait que p(u) 6= 0 et que

p(u) ∈ U(l−θ )−(β1+···+βk)p(1⊗X−αv).

Or, l’action adjointe de Xα+β1+···+βk+α′ sur U(l−θ )−(β1+···+βk) est triviale (car
elle est triviale sur tout vecteur de la forme X−(βi+···+βj) pour 1 ≤ i ≤ j ≤ k).
Donc l’action de Xα+β1+···+βk+α′ sur p(u) doit être triviale. Or cette action
est donnée par

Xα+β1+···+βk+α′ · p(u) =p([Xα+β1+···+βk+α′ , X−(α+β1+···βk)]⊗ v).

Il existe une constante de structure c non nulle telle que

[Xα+β1+···+βk+α′ , X−(α+β1+···βk)] = cXα′ ∈ l∆−θ.

Donc on obtient

Xα+β1+···+βk+α′ · p(u) =cp(1⊗Xα′v).

La condition de cuspidalité O2 satisfaite par M assure que Xα′v 6= 0 et donc
que p(1⊗Xα′v) 6= 0. Ceci contredit le fait que Xα+β1+···+βk+α′ · p(u) = 0.

⊓⊔

5.1.4 Première réduction

Dans ce paragraphe, nous allons éliminer quelques cas par une méthode
simple utilisant le lemme 5.1.6 et la possibilité de considérer de grandes
racines.
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Type ∆− θ
Bn (n > 3) ei, i 6= 1

Bn {ei, . . . , ei+k}, i+ k < n, i ≥ 1, k > 1
Cn ei, i < n
Cn {ei, . . . , ei+k}, i+ k < n, k > 1
F4 ei
F4 {e1, e2} ou {e3, e4}
Dn Ak, k > 1
Dn ei, i 6∈ {1, n− 1, n}
E Ak, sauf {e1} ou {e6} dans E6, et {e7} dans E7

G2 e1 ou e2

Table 5.1 – Première réduction

Théorème 5.1.12 Pour les parties ∆− θ du tableau 5.1, il ne peut exister
de modules M irréductibles dans O∆,θ et donc la catégorie O∆,θ est triviale.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Si M est un module irréductible
dans O∆,θ alorsM ∼= L(∆−θ, C) pour un l∆−θ–module cuspidal irréductible.

• Supposons que le diagramme de Dynkin de g contienne un morceau de
la forme suivante :

✉ ✉✐
β1 α
>

Soit v un vecteur de poids dans C. On applique le lemme 5.1.6 à α et
β = (β1). Comme β1 est une racine simple, il existe un scalaire η(v)
non nul tel que u = η(v)p(X−β1 ⊗X−αv). Appliquons Xβ1+2α ∈ n+∆−θ à
cette égalité. On obtient

p([Xβ1+2α, X−α−β1 ]⊗ v) =η(v)p([X2α+β1 , X−β1 ]⊗X−αv).

Or, [X2α+β1 , X−β1 ] = 0 et il existe une constante de structure c non
nulle telle que [Xβ1+2α, X−α−β1 ] = cXα. Ainsi on a cp(1 ⊗ Xαv) = 0.
Comme C est cuspidal, l’action de Xα sur v ne peut être nulle, et donc
p(1⊗Xαv) 6= 0. D’où une contradiction. Ceci permet déjà d’éliminer les
cas suivants : (Bn, {en}), (Cn, {en−1, . . . , ei}) avec i ≤ n− 1, (F4, {e3}),
(F4, {e3, e4}).

• Supposons à présent que le diagramme de Dynkin de g contienne un
morceau de la forme suivante (avec k > 0) :
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✉ ✉ ✉ ✉ ✉✐
γ βk−1 βkα β1

>

On reprend la même méthode utilisant le lemme 5.1.6 pour α et β =
(γ, β1+ . . .+βk, β1+ . . .+βk). Notons u := p(X−γ−α−2β1−...−2βk ⊗v). Le
lemme 5.1.6 donne alors u 6= 0 et u ∈ p(U(l−θ )−γ−2(β1+···+βk) ⊗ X−αv).
On applique alors à u le vecteur Xγ+2α+2β1+···+2βk ∈ n+∆−θ. Or l’action
adjointe de Xγ+2α+2β1+···+2βk sur U(l−θ )−γ−2(β1+···+βk) est triviale. On
doit donc avoir

p([Xγ+2α+2β1+···+2βk , Xγ+α+2β1+···+2βk ]⊗ v) = 0.

Or, il existe une constante de structure c non nulle telle que

[Xγ+2α+2β1+···+2βk , Xγ+α+2β1+···+2βk ] = cXα.

Et donc on a cp(1⊗Xαv) = 0. Par cuspidalité de C, on a Xαv 6= 0 et
donc aussi p(1 ⊗ Xαv) 6= 0. On obtient donc une contradiction. Cela
permet déliminer les cas : (Bn, {ei}) pour i < n, (F4, {e2}), (F4, {e1}).

• Supposons à présent que le diagramme de Dynkin de g contienne un
morceau de la forme suivante (avec k > 0) :

✉ ✉ ✉ ✉ ✉✐✐
α2 βk−1 βkα1 β1

>

On reprend alors la même méthode en considérant cette fois α1 et β =
(β1+ . . .+βk, β1+ . . .+βk) et donc le vecteur u = p(X−α1−2β1−...−2βk ⊗
x(b)). On applique le lemme 5.1.6 et on applique au résultat le vecteur
Xα2+2α1+2β1+···+2βl ∈ n+∆−θ. La contradiction est la même que celle du
cas précédent. Nous avons donc éliminer les cas : (Bn, {ei, . . . , ei+k})
(i+ k < n) et (F4, {e1, e2}).

• Les cas restants dans les algèbres de type C (à savoir (Cn, {ei}) pour
i < n − 1 et (Cn, {ei, . . . , ei+k}) pour i + k < n − 1) et (F4, {e4}) sont
analogues.

• Supposons à présent que le diagramme de Dynkin de g contienne un
morceau de la forme suivante :

✉ ✉ ✉

✉

✐✐ ✐
α3 α2 α1

β

On considère le vecteur u := p(X−α1−α2−α3−β ⊗ v). Le lemme 5.1.6
appliqué aux racines α1 + α2 + α3 et β = (β) implique qu’il existe un
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scalaire η(v) non nul tel que u = η(v)p(X−β⊗X−α1−α2−α3v). Appliquons
Xβ+2α2+α1+α3 à cette égalité. On trouve

p([Xβ+2α2+α1+α3 , X−α1−α2−α3−β]⊗ v) =

η(v)p([Xβ+2α2+α1+α3 , X−β]⊗X−α1−α2−α3v). (5.3)

Or,[Xβ+2α2+α1+α3 , X−β] = 0 et il existe une constante de structure c non
nulle telle que [Xβ+2α2+α1+α3 , X−α1−α2−α3−β] = cXα2 . Ainsi on obtient

cp(1⊗Xα2v) = 0.

Comme C est cuspidal, Xα2v 6= 0 et donc p(1⊗Xα2v) 6= 0. On a donc
obtenu une contradiction. Cela permet déliminer certains cas dans Dn,
E6, E7 et E8.

• Les cas restants dans les algèbres de type D et E sont semblables.
• Si g = G2, il n’y a que deux cas à considérer. Le diagramme de G2 est
le suivant :

✉ ✉
e1 e2

〈

Pour le premier cas, on regarde u = p(X−e1−e2 ⊗v). On utilise le lemme
5.1.6 pour e1 et β = (e2) et on applique le vecteur X2e1+e2 sur le
résultat. Pour le deuxième cas, on regarde u = p(X−3e1−e2 ⊗ v). On
utilise le lemme 5.1.6 pour e2 et β = (e1, e1, e1) et on applique le vecteur
X3e1+2e2 sur le résultat.

⊓⊔
Dans toute la suite, nous traiterons les cas restants lorsque g est de type

A ou C. Nous spécifierons ces cas par la notation (l′∆−θ, g).

5.1.5 Le cas (A1
1, An)

Nous traitons ici le cas g = An et ∆− θ = {e1} (ou {en}) correspondant
au diagramme suivant :

✉ ✉ ✉✐
α β1 βn−1

Soit M un module irréductible dans la catégorie O∆,θ. D’après le lemme
5.1.1, il existe un l∆−θ–module cuspidal C, irréductible de degré 1 tel que
M = L(∆ − θ, C). Comme l′∆−θ = A1, le module C est de la forme C =
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N(a1, a2) (voir au besoin la section 4.2) et le centre de l∆−θ agit scalairement
sur C. On note A = a1 + a2. Rappelons que C est engendré par des vecteurs
notés x(b) où b = (b1, b2) ∈ P0(a) = {(z1, z2) ∈ C

2 : zi−ai ∈ Z, z1+z2 = A}.
Rappelons enfin l’action de X±α et de Hα sur x(b) :







Hαx(b) = (b1 − b2)x(b)
Xαx(b) = b2x(b− ǫ2 + ǫ1)
X−αx(b) = b1x(b+ ǫ2 − ǫ1)

Nous noterons b′ la paire (b′1, b
′
2) = (b1 − 1, b2 + 1).

Lemme 5.1.13 On a p(X−β1−α ⊗ x(b)) = c+b1
b2+1

p(X−β1 ⊗ x(b′)), où c = 0 ou
−1− A.

Démonstration. On pose u = p(X−β1−α ⊗ x(b)). Comme X−αx(b) = b1x(b
′)

et b1 6= 0, le lemme 5.1.6 appliqué à α et β = (β1)) assure qu’il existe η(b)
non nul tel que

u = η(b)p(X−β1 ⊗ x(b′)). (5.4)

D’autre part, comme 2Hβ1 +Hα est dans le centre de l∆−θ, son action sur le
module C est constante. Notons c(b) l’action de Hβ1 sur x(b). Il vient alors
que 2c(b) + (b1 − b2) = cte et donc que c(b) = c + b2 pour une constante c.
Appliquons Xβ1 et Xβ1+α à l’équation (5.4). On a alors

{
p([Xβ1 , X−β1−α]⊗ x(b)) = η(b)p([Xβ1 , X−β1 ]⊗ x(b′))
p([Xβ1+α, X−β1−α]⊗ x(b)) = η(b)p([Xβ1+α, X−β1 ]⊗ x(b′))

Or, on a les constantes de structure suivantes :

[Xβ1 , X−β1−α] = X−α, [Xβ1+α, X−β1 ] = Xα.

En utilisant l’action de Hα, Hβ, Xα et X−α sur x(b) et x(b′), on obtient le
système suivant :

{
b1p(1⊗ x(b′)) = η(b)c(b′)p(1⊗ x(b′))

(c(b) + b1 − b2)p(1⊗ x(b)) = η(b)b′2p(1⊗ x(b))

Comme p(1⊗ x(b′)) 6= 0 et p(1⊗ x(b)) 6= 0, on en déduit le système :
{

b1 = η(b)c(b′)
(c(b) + b1 − b2) = η(b)b′2

La solution de ce système est

c = 0 ou c = −1− A et η(b) =
c+ b1
b2 + 1

.
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⊓⊔
Le lemme précédent et le corollaire 4.2.5 permet de traiter complétement

le cas où g = A2 :

Corollaire 5.1.14 Supposons que g soit de type A2. Soit θ ⊂ ∆ tel que
∆− θ = {e1}. Alors M ∈ O∆,θ(sl3) est irréductible si et seulement si M est
isomorphe à N(a′1, a

′
2, 0) pour a

′
1, a

′
2 ∈ C \ Z.

Démonstration. Soit M ∈ O∆,θ irréductible. On remarque que le module
M est isomorphe à L(∆ − θ, C) pour un module cusipdal irréductible de
degré 1 C = N(a1, a2). Donc M est engendré par l’image p(U(n−∆−θ) ⊗ C).
Or, U(n−∆−θ) est engendré par les vecteurs Xk

−β1
X l

−β1−α
(k, l ≥ 0). Donc

M est engendré par les vecteurs p(Xk
−β1

X l
−β1−α

⊗ x(b)) et donc via le lemme

précédant par les seuls p(Xk
−β1

⊗x(b)). On vérifie sans mal que chaque espace

de la forme ⊕kCp(X
k
−β1

⊗x(b)) est un lθ–module irréductible. En fait, il suffit

de vérifier que p(Xk
β1
Xk

−β1
⊗x(b)) est un multiple non nul de p(1⊗x(b)). Ceci

est vrai car l’action de Hβ1 sur x(b) est un nombre complexe non entier. Enfin
il est facile de voir que ce module est de degré 1 et est isomorphe à N(a1, a2, 0)
lorsque c = 0 et à N(−1−a2,−1−a1, 0) lorsque c = −1−A. Réciproquement
le corollaire 4.2.5 assure que ces modules sont dans la catégorie O∆,θ.

⊓⊔

Notre méthode ne permet pas de traiter efficacement le cas (A1
1, An)

général (n > 2). Nous pouvons toutefois constater que les Hβi pour i > 1
sont tous dans le centre de l∆−θ et agissent donc via un scalaire di sur C.
Nous conjecturons que chaque di peut être soit nul soit déterminé de manière
unique à partir des dj pour j < i. De plus, si tous les di sont nuls alors le
module M est isomorphe à un module de la forme N(a1, a2, 0, . . . , 0). Ces
modules sont bien dans la catégorie O∆,θ d’après la partie 4.2. Nous traitons
Ã titre d’exemple le cas (A1

1, A3) dans l’annexe B.

5.1.6 Le cas (Ak
1, An), 1 < k < n

Soit 1 < k < n. Supposons ∆ − θ = {ek}. Le diagramme de Dynkin de
g = An contient donc un morceau de la forme :

✉ ✉ ✉✐
γ1 α β1

SoitM un module irréductible dans O∆,θ, écrit sous la forme L(∆−θ, C)
où C est un l∆−θ–module cuspidal irréductible de degré 1. Ainsi comme
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l′∆−θ = sl2, C = N(a1, a2). On reprend la méthode de la section précédente.
On pose A = a1 + a2. Cette fois Hα+2Hβ1 et Hα+2Hγ1 sont dans le centre
de l∆−θ. On note c(b) et c′(b) les actions respectives de Hβ1 et Hγ1 sur x(b).
Vu le lemme 5.1.13, on a c(b) = c+ b2 et c′(b) = c′ + b2 avec c et c′ pouvant
valoir 0 ou −1−A. Pour b = (b1, b2) admissible, on pose b′ = (b1 − 1, b2 +1).
Ainsi X−αx(b) = b1x(b

′).

Lemme 5.1.15 Avec les notations ci–dessus, on a c+c′+A+1 = 0 et cc′ = 0.
En particulier, on peut toujours supposer que c = 0 et donc c′ = −1− A.

Démonstration. Regardons v := p(X−γ1−α−β1⊗x(b)). Le lemme 5.1.6 appliqué
à α et β = (β1, γ1) implique qu’il existe un scalaire η(b) ∈ C non nul tel que

v =η(b)p(X−β1X−γ1 ⊗ x(b′)). (5.5)

Appliquons Xγ1+α+β1 à (5.5). On obtient :

p([Xγ1+α+β1 , X−γ1−α−β1 ]⊗ x(b)) =η(b)p (([Xγ1+α+β1 , X−β1 ]X−γ1

+X−β1 [Xγ1+α+β1 , X−γ1 ])⊗ x(b′)) .

Or, on a

[Xγ1+α+β1 , X−γ1−α−β1 ] =Hβ1+α+γ1 = Hβ1 +Hα +Hβ1

[Xγ1+α+β1 , X−β1 ] =Xγ1+α

[Xγ1+α+β1 , X−γ1 ] =−Xβ1+α.

Donc on a

p((Hβ1 +Hα +Hβ1)⊗ x(b)) =η(b)p((Xα+γ1X−γ1 −X−β1Xα+β1)⊗ x(b′).

Mais [Xα+γ1 , X−γ1 ] = −Xα et Xα+β1 ∈ n+∆−θ. Donc on obtient finalement :

(c+ b2 + c′ + b2 + b1 − b2)p(1⊗ x(b)) =− η(b)(b2 + 1)p(1⊗ x(b)). (5.6)

Appliquons à présentXα+β1 à l’équation (5.5). En tenant compte des constan-
tes de structure de g (voir l’annexe A), on obtient :

p(X−γ1 ⊗ x(b)) = η(b)(b2 + 1)p(X−γ1 ⊗ x(b)).

Comme p(X−γ1 ⊗ x(b)) 6= 0 par le lemme 5.1.4, on en déduit donc que
η(b)(b2 + 1) = 1 puis en utilisant l’équation (5.6) que c + c′ + A + 1 = 0.
Comme c et c′ sont égaux soit à 0 soit à −1−A, on conclut que cc′ = 0 sauf
peut être si c = c′ = −1−A. Dans ce cas, l’équation c+ c′+A+1 = 0 donne
−1− A = 0 et donc c = c′ = 0.

⊓⊔
Grâce à l’action explicite de h sur C donnée par le lemme précédent,

on déduit par la même méthode que celle employée pour le cas (A1
1, A2) le

corollaire suivant :
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Corollaire 5.1.16 Tout module irréductible M de la catégorie O∆,θ(sl4)
avec ∆ − θ = {e2} est isomorphe à N(−1, a1, a2, 0) où a1, a2 ∈ C − Z. En
particulier M est de degré 1. De plus les l′θ–modules irréductibles qui inter-
viennent dans la restriction de M à l′θ

∼= sl2 × sl2 sont les modules de plus
haut poids de la forme L(−1− a1 − k)⊗ L(a2 − k) pour k ∈ Z.

Supposons à présent n > 3. On a donc le diagramme de Dynkin suivant :

✉ ✉ ✉✉ ✉✐
γ2 α β1γ1 β2

Les Hβi et Hγj pour i, j > 1 sont tous dans le centre de l∆−θ. On note di et
d′j leur action sur C. On a alors :

Lemme 5.1.17 Avec les notations ci–dessus, les di et les d
′
j sont tous nuls.

Démonstration. Faisons–le pour les di. Supposons le résultat faux. Soit i le
premier indice tel que di 6= 0. Regardons alors v := p(X−(γ1+α+β1+···+βi) ⊗
x(b)). Le lemme 5.1.6 appliqué à α et β = (γ1, β1 + · · · + βi) implique que
v 6= 0 et que

v ∈ p(U(l−θ )−γ1−β1−...−βi ⊗ x(b′)).

Comme X−γ1 commute à tous les X−βi , on a

U(l−θ )−γ1−β1−...−βi = X−γ1U(l
−
θ )−β1−...−βi .

Ainsi, on peut écrire :

v =
∑

σ∈Si

ησp(X−γ1X−σ(β1) · · ·X−σ(βi) ⊗ x(b′)), (5.7)

où b′ = (b1 − 1, b2 + 1) comme auparavant. On applique alors les vecteurs
Xα+β1+···+βi et Xγ1+α+β1+···+βi à (5.7). Or,

Xα+β1+···+βi · p(X−γ1X−σ(β1) · · ·X−σ(βi) ⊗ x(b′)) = 0

sauf si σ = σ0 := (i, i − 1, . . . , 1). En effet, [Xα+β1+···+βi , X−βj ] = 0 sauf si
j = i et dans ce cas on a [Xα+β1+···+βi , X−βi ] = Xα+β1+···+βi−1

. Ainsi on a

Xα+β1+···+βi · p(X−γ1X−σ0(β1) · · ·X−σ0(βi) ⊗ x(b′)) =p(X−γ1Xα ⊗ x(b′)

=b′2p(X−γ1 ⊗ x(b)),
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car Xαx(b
′) = b′2x(b). De même, on a

Xγ1+α+β1+···+βi · p(X−γ1X−σ(β1) · · ·X−σ(βi) ⊗ x(b′)) = 0 sauf si σ = σ0,

et dans ce cas, on a

Xγ1+α+β1+···+βi · p(X−γ1X−σ0(β1) · · ·X−σ0(βi) ⊗ x(b′)) = −Xα.

On obtient donc :

Xγ1+α+β1+···+βi · p(X−γ1X−σ(β1) · · ·X−σ(βi) ⊗ x(b′)) =− b′2p(1⊗ x(b)).

D’autre part, on a

[Xα+β1+···+βi , X−(γ1+α+β1+···+βi)] = X−γ1

et

[Xγ1+α+β1+···+βi , X−(γ1+α+β1+···+βi)] = Hγ1 +Hα +Hβ1 + · · ·+Hβi .

On a donc obtenu les deux équations suivantes :

{
p(X−γ1 ⊗ x(b)) = ησ0(b2 + 1)p(X−γ1 ⊗ x(b)),

(c′ + b2 + b1 − b2 + c+ b2 + di)p(1⊗ x(b)) = −ησ0(b2 + 1)p(1⊗ x(b)).

Or, p(X−γ1⊗x(b)) 6= 0 d’après le lemme 5.1.4. On en déduit que ησ0(b2+1) =
1 puis que di = 0, d’où une contradiction.

⊓⊔

Corollaire 5.1.18 Soit g de type An. Soit θ ⊂ ∆ tel que ∆−θ = {ek}, pour
1 < k < n. Les modules irréductibles M dans O∆,θ(sln+1) sont isomorphes à
N(−1, . . . ,−1, a1, a2, 0, . . . , 0). En particulier, ils sont tous de degré 1.

Démonstration. Soit a = (−1, . . . ,−1, a1, a2, 0, . . . , 0) et a′ = (a1, a2). Les
deux lemmes précédents donnent l’action de U(g)0 sur p(1 ⊗ x(a′)). On re-
marque que cette action est la même que celle de U(g)0 sur x(a) ∈ N(a). La
correspondance de Lemire (théorème 2.3.8) permet alors de conclure.

⊓⊔

5.1.7 Le cas (Ak, An), k > 1

Nous allons montrer le
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Théorème 5.1.19 Soit g de type An. Soit 1 < k < n. Soit θ ⊂ ∆ tel que
∆ − θ est une partie connexe de ∆ de cardinal k. Un module irréductible
M est dans la catégorie O∆,θ(sln+1) si et seulement s’il est isomorphe à
N(−1, . . . ,−1, a1, . . . , ak+1, 0, . . . , 0) où a1, . . . , ak+1 ∈ C− Z.

Démonstration. Soit M un tel module. Alors M = L(∆ − θ, C) pour un
l∆−θ–module irréductible cuspidal C de degré 1. Comme l′∆−θ = Ak–module,
C = N(a1, . . . , ak+1). Supposons que le diagramme de Dynkin de g contienne
un morceau de la forme suivante :

✉ ✉ ✉✐ ✐
β1α1 αk

︸ ︷︷ ︸

Ak=l∆−θ

Le vecteur Hα1 + 2Hα2 + · · · + kHαk
+ (k + 1)Hβ1 est dans le centre de

l∆−θ et donc son action sur C est constante. En notant c(b) l’action de Hβ1

sur le vecteur admissible x(b), on trouve (b1 − b2) + 2(b2 − b3) + · · ·+ k(bk −
bk+1) + (k + 1)c(b) = cte. Comme b1 + · · · + bk+1 = a1 + · · · + ak+1 par
admissibilité de x(b), on a alors c(b) = c + bk+1 pour une constante c. On
considère alors u := p(X−αk−β1⊗x(b)). Notons b

′ = (b1, . . . , bk−1, bk−1, bk+1+
1) et b′′ = (b1, . . . , bk−2, bk−1 + 1, bk − 1, bk+1). On a X−αk

x(b) = bkx(b
′) et

Xαk+αk−1
x(b) = bk+1x(b

′′). Par le lemme 5.1.6, il existe donc η(b) ∈ C non
nul tel que

u = η(b)p(X−β1 ⊗ x(b′)). (5.8)

Appliquons Xβ1 et Xαk−1+αk+β1 à l’équation (5.8). On obtient

{
bkp(1⊗ x(b′)) = η(b)c(b′)p(1⊗ x(b′)),
bkp(1⊗ x(b′′)) = η(b)(bk+1 + 1)p(1⊗ x(b′′)).

Comme η(b) 6= 0, p(1⊗x(b′)) 6= 0 et p(1⊗x(b′′)) 6= 0, on en déduit que c = 0.
On travaille de façon analogue si le diagramme de Dynkin de g contient

un morceau de la forme suivante :

✉ ✉ ✉✐ ✐
γ1 α1 αk

︸ ︷︷ ︸

Ak=l∆−θ

Si c′(b) désigne l’action de Hγ1 sur x(b), on trouve que c′(b) = c′ − b1 et
c′ = −1.

En général, on a un diagramme de Dynkin de la forme :
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✉ ✉ ✉ ✉ ✉✉✐ ✐
γl γ1 α1 αk β1 βm

︸ ︷︷ ︸

Ak=l∆−θ

Ensuite notons que tous les Hβi et Hγj (i, j > 1) sont dans le centre de
l∆−θ. Leur action est donc constante. On note di (resp. d

′
j) cette constante.

Montrons que ces constantes sont toutes nulles. Nous nous contenterons de
le montrer pour les di. Si ce n’est pas le cas, soit m le premier indice stric-
tement plus grand que 1 tel que dm 6= 0. On applique le lemme 5.1.6 à
v := p(X−αk−β1−...−βm ⊗x(b)) et donc à αk et β = (β1+ · · ·+βm). On obtient
v 6= 0 et v ∈ U(l−θ )−(β1+···+βm)p(1⊗ x(b′)). Plus précisement, on peut écrire

v =
∑

σ∈Sm

p(X−βσ(1)
· · ·X−βσ(m)

⊗ x(b′)).

On applique alors Xαk+β1+···+βm et Xαk−1+αk+β1+···+βm à cette équation. Re-
marquons que l’action de ces deux vecteurs sur p(X−βσ(1)

· · ·X−βσ(m)
⊗ x(b′))

est nulle sauf si σ = σ0 = (m,m− 1, . . . , 1). Des calculs analogues à ceux du
lemme 5.1.17 conduisent aux équations

{
((bk − bk+1) + c(b) + dm)p(1⊗ x(b)) = ησ0(bk+1 + 1)p(1⊗ x(b))

bkp(1⊗ x(b′′)) = ησ0(bk+1 + 1)p(1⊗ x(b′′)).

On en déduit que ησ0(bk+1 + 1) = bk et par suite que dm = 0. D’où une
contradiction.

On conclut alors comme dans le corollaire 5.1.18 : on connâıt par ce qui
précède l’action de U(g)0 sur x(a1, . . . , ak+1). On compare alors avec l’action
sur x(a) ∈ N(a) où a = (−1, . . . ,−1, a1, . . . , ak+1, 0, . . . , 0) et on applique la
correspondance de Lemire (théorème 2.3.8).

⊓⊔

5.1.8 Cas des algèbres de type C

On considère dans cette partie le cas g = sp2n. Nous avons déjà éliminé
quelques cas dans la partie 5.1.4. Regardons les cas restants.

• Cas où l∆−θ = A1.

✉ ✉ ✉✐
β2 β1 α

<
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SoitM un module irréductible dans O∆,θ. On écritM = L(∆−θ, C) pour
un l∆−θ–module irréductible cuspidal de degré 1 C. Comme l′∆−θ–module,
C = N(a1, a2). On note A = a1 + a2. On pose b′ = (b1 − 1, b2 + 1). Ainsi
X−α ·x(b) = b1x(b

′). Le centre de l∆−θ contient le vecteur Hβ1 +Hα, qui doit
donc agir sur x(b) par une constante. En notant c(b) l’action de Hβ1 sur x(b),
on obtient alors c(b) = c+ 2b2.

Lemme 5.1.20 Avec les notations ci–dessus, on a c = 0 ou c = −2− 2A et
2c+ 2A+ 1 = 0.

Démonstration. On procède comme dans le cas (A1
1, A2) (lemme 5.1.13 et

corollaire 5.1.14). Ici, on doit considérer successivement u := p(X−α−β1⊗x(b))
et v := p(X−α−2β1 ⊗ x(b)). Par le lemme 5.1.6, il existe un scalaire η(b) non
nul tel que u = η(b)p(X−β1 ⊗ x(b′)). Appliquons Xβ1 et Xα+β1 à l’équation
u = η(b)p(X−β1 ⊗ x(b′)). Notons que Hα+β1 = Hβ1 +2Hα. En tenant compte
des constantes de structure de C2 (voir au besoin [19, Exercise 6 p.150] ou
l’annexe A), on obtient le système suivant :

{
−2b1p(1⊗ x(b′)) = η(b)c(b′)p(1⊗ x(b′))

(2(b1 − b2) + c(b))p(1⊗ x(b)) = −2η(b)(b2 + 1)p(1⊗ x(b))

Comme p(1 ⊗ x(b′)) 6= 0 et p(1 ⊗ x(b)) 6= 0, la résolution de ce système
conduit à c = 0 ou c = −2− 2A et à η(b) = − c+2b1

2b2+2
.

On recommence le même calcul avec v. Par le lemme 5.1.6 appliqué à α et
β = (β1, β1), il existe un scalaire η′(b) non nul tel que v = η′(b)p(X2

−β1
⊗x(b′)).

En appliquant Xβ1 , Xα+β1 et Xα+2β1 à cette équation, on trouve le système
suivant :







−p(X−α−β1 ⊗ x(b)) = 2η′(b)(c(b′)− 1)p(X−β1 ⊗ x(b′))
p(X−β1 ⊗ x(b)) = −4η′(b)(b2 + 1)p(X−β1 ⊗ x(b))

(c(b) + b1 − b2)p(1⊗ x(b)) = 2η′(b)(b2 + 1)p(1⊗ x(b))

On résout ce système en remarquant d’une part que p(X−β1 ⊗ x(b)) 6= 0
(d’après le lemme 5.1.4) et que p(1 ⊗ x(b)) 6= 0 et en utilisant d’autre part,
le fait que u = p(X−α−β1 ⊗ x(b)) = η(b)p(X−β1 ⊗ x(b′)) avec η(b) = − c+2b1

2b2+2
,

c = 0 ou c = −2− 2A. Cela impose alors 2c+ 2A+ 1 = 0.
⊓⊔

Corollaire 5.1.21 Si n = 2, tout module irréductible M dans O∆,θ(sp4)
est isomorphe à M(−1, a1 − a2 −

1
2
). En particulier, M est de degré 1. De

plus, les l′θ = sl2–modules qui interviennent dans la décomposition de M en
l′θ–modules irréductibles sont de la forme L(αω1).
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Démonstration. Comme dans le cas de type A, il suffit de vérifier que l’action
de U(g)0 sur p(1 ⊗ x(a1, a2)) ∈ M est la même que sur x(−1, a1 − a2 −
1
2
) ∈M(−1, a1 − a2 −

1
2
). On conclut alors par la correspondance de Lemire

(théorème 2.3.8).
⊓⊔

Remarque 5.1.22 Notons que si c = 0 alors le lemme 5.1.20 implique a1−
a2 −

1
2
= 2a1 et si c = −2− 2A, il implique a1 − a2 −

1
2
= 2a1 + 1. Dans les

deux cas, le fait que a1 et a2 doivent être des nombres complexes non entiers
impliquent que a1 − a2 −

1
2
est un complexe non entier. Réciproquement pour

tout z ∈ C \ Z, il existe un couple (a1, a2) de complexes non entiers tels que
z = a1 − a2 −

1
2
et z = 2a1 ou z = 2a1 + 1.

Remarquons aussi que N(a1, a2) ∼= N(−1− a2,−1− a1). Or, si a1 + a2 =
−1

2
alors (−1− a1) + (−1− a2) = −3

2
et si a1 + a2 = −3

2
alors (−1− a1) +

(−1 − a2) = −1
2
. Ainsi quitte à changer N(a1, a2) en N(−1 − a2,−1 − a1),

on peut toujours supposer dans la situation du lemme 5.1.20 que c = 0 et
A = −1

2
.

On suppose à présent que n > 2. Nous allons montrer le théorème suivant :

Théorème 5.1.23 Tout Cn–module irréductible M dans la catégorie O∆,θ

est isomorphe à M(−1, . . . ,−1, a) pour a ∈ C−Z. En particulier, le module
M est de degré 1. De plus, la décomposition de M en lθ = sln–modules fait
intervenir uniquement des modules de plus haut poids de la forme L(aω1).

Démonstration. On peut supposer que c = 0 et A = −1
2
. Le vecteur Hβ2 est

dans le centre de l∆−θ. Notons d l’action de Hβ2 sur x(b). Montrons que d = 0.
Supposons par l’absurde que d 6= 0. Dans ce cas, on a Xβ2 · (X−β2 ⊗ x(b)) =
Hβ2⊗x(b) = d×1⊗x(b) 6= 0. Donc par la proposition 2.2.2, p(X−β2⊗x(b)) 6=
0. On considère alors u := p(X−α−β1−β2 ⊗ x(b)). Soit b′ = (b1 − 1, b2 + 1), de
sorte que X−αx(b) = b1x(b

′). Par le lemme 5.1.6 appliqué à α et β = (β1, β2),
on a u ∈ p(U(l−θ )−β1−β2 ⊗ x(b′)). Or, U(l−θ )−β1−β2 est engendré par les deux
vecteurs X−β1X−β2 et X−β2X−β1 . Donc il existe deux scalaires η1(b) et η2(b)
non tous les deux nuls tels que

u =η1(b)p(X−β2X−β1 ⊗ x(b′)) + η2(b)p(X−β1X−β2 ⊗ x(b′)). (5.9)

On applique à (5.9) les vecteurs Xβ1 , Xα+β1 et Xα+β1+β2 . En tenant compte
des constantes de structure de C3 (voir l’annexe A), on obtient le système :







0 = (η1(b)c(b
′) + η2(b)(c(b

′) + 1))p(X−β2 ⊗ x(b′))
p(X−β2 ⊗ x(b)) = −2(η1(b) + η2(b))(b2 + 1)p(X−β2 ⊗ x(b))

(2(b1 − b2) + c(b) + d)p(1⊗ x(b)) = −η1(b)(b2 + 1)p(1⊗ x(b))



72 CHAPITRE 5. LA CATÉGORIE O∆,θ

Par ce qui précède, p(X−β2⊗x(b
′)) 6= 0, p(X−β2⊗x(b)) 6= 0 et p(1⊗x(b)) 6= 0.

D’autre part, le lemme 5.1.20 donne explicitement c(b) et c(b′). La solution
de ce système aboutit alors à l’équation d = 1− 3b1. Or, d est une constante,
donc indépendante de b1. Cette contradiction assure donc que d = 0.

Pour i ≥ 2, le vecteur Hβi est dans le centre de l∆−θ. Son action sur
C est donc constante. Nous allons montrer par récurrence sur i que cette
action est nulle. Nous avons déjà montré le résultat pour i = 2. Supposons
le résultat vérifié jusqu’au rang k − 1 et montrons le pour Hβk . Raisonnons
par l’absurde. On note à nouveau d l’action de Hβk sur x(b).

Commençons par un lemme :

Lemme 5.1.24 Soient 1 < i ≤ j < k. Alors p(X−(βi+···+βj) ⊗ x(b)) = 0.

Démonstration. Nous faisons la démonstration par récurrence sur j − i. Si
i = j, on a Xβi · X−βi ⊗ x(b) = Hβi ⊗ x(b) = 0 par hypothèse sur l’action
de Hβi . Si X ∈ n+∆−θ est un vecteur de poids β différent de βi, alors ou bien
β−βi 6∈ R ou bien β−βi est une racine positive appartenant à 〈∆−θ〉+ (car
i > 1). Dans les ceux cas, l’action de X sur X−βi ⊗ x(b) est triviale. Ainsi
l’action de n+∆−θ sur X−βi ⊗ x(b) est triviale. D’après la proposition 2.2.2, on
en déduit que p(X−βi ⊗ x(b)) = 0. Pour montrer le résultat par récurrence,
il suffit de constater que si X ∈ n+∆−θ est un vecteur de poids β alors ou
bien β − (βi + · · · βj) est une racine négative ou bien β − (βi + · · · βj) = 0
ou bien β − (βi + · · · βj) est une racine positive appartenant à 〈∆− θ〉+ (car
i > 1). Dans le premier cas, l’hypothèse de récurrence montre que l’action
de X sur X−(βi+···+βj) ⊗ x(b) est triviale ; dans le deuxième cas, le fait que
Hβl agisse trivialement sur x(b) lorsque i ≤ l ≤ j montre que l’action de
X sur X−(βi+···+βj) ⊗ x(b) est triviale ; dans le dernier cas, l’action de X sur
X−(βi+···+βj) ⊗ x(b) est également triviale. Ainsi dans tous les cas l’action de
X sur X−(βi+···+βj)⊗x(b) est triviale. D’après la proposition 2.2.2, on a donc
p(X−(βi+···+βj) ⊗ x(b)) = 0.

⊓⊔

Soit v = p(X−(α+2β1+β2+···+βk) ⊗ x(b)). Le lemme 5.1.6 appliqué à α et
β = (β1+ · · ·+βk, β1) implique que v 6= 0 et que v ∈ p(U(l−θ )−(2β1+β2+···+βk)⊗
x(b′)). On ordonne les éléments de U(l−θ )−(2β1+β2+···+βk) (grâce à PBW) en
plaçant le plus à gauche les vecteurs de l−θ dont le poids est de la forme
βk + · · ·+ βi puis en ordonnant les vecteurs qui restent selon la longueur de
leur poids (i.e. le nombre de racines simples qu’il faut pour écrire le poids).
En tenant compte du lemme ci–dessus, les seules contributions non nulles
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dans p(U(l−θ )−(2β1+β2+···+βk) ⊗ x(b′)) donnent des scalaires µi tels que

v = µ1p(X−(β1+···+βk)X−β1 ⊗ x(b′)) + µ2p(X−(β2+···+βk)X
2
−β1 ⊗ x(b′))+

µ3p(X−(β3+···+βk)X−β1−β2X−β1 ⊗ x(b′))

+ · · ·+ µkp(X−βkX−(β1+···+βn−1)X−β1 ⊗ x(b′)). (5.10)

Appliquons Xα+β1+···+βk à (5.10). On trouve

p(X−β1 ⊗ x(b)) = 2(−µ1 + 2µ2 + µ3 + · · ·+ µk)(b2 + 1)p(X−β1 ⊗ x(b)).

Notons ensuite que le lemme ci–dessus implique

p(X−(β2+···+βi)X−β1 ⊗ x(b′)) = p(X−(β1+···+βi) ⊗ x(b′)), i < k.

En effet, on a

p(X−(β2+···+βi)X−β1 ⊗ x(b′)) = p(X−β1X−(β2+···+βi) ⊗ x(b′))

+ p([X−(β2+···+βi), X−β1 ]⊗ x(b′))

= X−β1p(X−(β2+···+βi) ⊗ x(b′))

+ p(X−(β1+···+βi) ⊗ x(b′))

= 0 + p(X−(β1+···+βi) ⊗ x(b′))

Appliquons alors X2
β1
, Xβ1Xβ2 , . . . , Xβ1Xβk−1

à (5.10). En tenant compte de
la remarque ci–dessus et des constantes de structures (voir l’annexe A), on
obtient les équations suivantes :







0 = (−2c(b′)µ1 + 2c(b′)(c(b′)− 1)µ2) p(X−(β2+···+βk) ⊗ x(b′))
0 = (−2(c(b′)− 1)µ2 + 2(c(b′)− 1)µ3) p(X−(β3+···+βk)X−β1 ⊗ x(b′))
0 = (−(c(b′)− 1)µ3 + (c(b′)− 1)µ4) p(X−(β4+···+βk)X−β2−β1 ⊗ x(b′))

. . .
0 = (−(c(b′)− 1)µk−1 + (c(b′)− 1)µk) p(X−βkX−(β1+···βk−2

⊗ x(b′))

D’autre part, comme d 6= 0, on a pour i > 1 :

Xβ1+···+βi−2
Xβi+···+βk ·X−(βi+···+βk)X−(β1+···+βi−2) ⊗ x(b′) =

d× c(b′)× 1⊗ x(b′) 6= 0.

Ainsi d’après la proposition 2.2.2, on a

p(X−(βi+···+βk)X−(β1+···+βi−2) ⊗ x(b′)) 6= 0.
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On applique enfin Xβ1Xβ1+···+βk à (5.10) pour obtenir l’équation :

2b1p(1⊗ x(b′)) = (((d+ c(b′)− 1)µ1 + 2(c(b′)− 1)µ2 + (c(b′)− 1)µ3

+ · · ·+ (c(b′)− 1)µk)c(b
′)) p(1⊗ x(b′)). (5.11)

On résout alors le système d’inconnues (µ1, . . . , µk, d) formé par les k + 1
équations obtenues, en se rappelant que c(b) = c + 2b2, c = 0 et b1 + b2 =
A = −1

2
. On obtient en particulier d = 1− 2b2 − k × 2b2+3

2b2+1
. Ceci est absurde

car d est une constante, indépendant de b2. Cette contradiction montre donc
que d = 0. On en déduit alors comme dans le corollaire 5.1.18 que le module
est isomorphe à un module de la forme M(−1, . . . ,−1, a), a ∈ C \ Z.

⊓⊔

• Supposons à présent que l∆−θ est de type C Nous allons montrer
le théorème suivant :

Théorème 5.1.25 Les modules irréductibles de la catégorie O∆,θ sont les
modules de degré 1 de la forme M(a) considérés dans la section 4.2.

Démonstration. • Commençons par la cas suivant :

✉ ✉ ✉✐ ✐
β α1 α2

<

Un module irréductibleM deO∆,θ est de la forme L(∆−θ, C). On sait que
C est un module irréductible cuspidal de degré 1 et est donc de la forme C =
M(a) = ⊕Cx(b). D’autre part, l’action de l∆−θ sur x(b) a été décrite dans la
section 2.4. Notons c(b) l’action de Hβ sur x(b). Comme Hβ +Hα1 +Hα2 est
dans le centre de l∆−θ, on en déduit qu’il existe c ∈ C tel que c(b) = c− b1.
La valeur de c est alors donnée par le lemme suivant :

Lemme 5.1.26 Le scalaire c vaut −1.

Démonstration. Soit b′ = b + ǫ2 − ǫ1. Alors X−α1x(b) = b1x(b
′). Soit u :=

p(X−α1−β⊗x(b)). Par le lemme 5.1.6, on sait qu’il existe un scalaire η(b) non
nul tel que u = η(b)p(X−β ⊗ x(b′)). Appliquons Xβ+α2+α1 à cette égalité. On
a

p([Xβ+α1+α2 , X−β−α1 ]⊗ x(b)) = η(b)p([Xβ+α2+α1 , X−β]⊗ x(b′).

En tenant compte des constantes de structures dans C3 (voir l’annexe A),
on obtient 1 = η(b). Appliquons ensuite Xβ puis Xβ+α1 à l’égalité u =
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η(b)p(X−β ⊗ x(b′)). On trouve alors un système dont la résolution conduit à
c(b) = −b1 − 1.

⊓⊔
On vérifie alors (comme dans le corollaire 5.1.18) que le C3–module L(∆−

θ, C) ainsi obtenu est isomorphe à M(−1, a, b) pour des nombres complexes
a et b non entiers.

• Dans le cas général où l∆−θ = C2 et g = Cn, on montre que pour i ≥ 2
l’action de Hβi est triviale. Ceci se prouve par récurrence comme dans le
théorème précédent, en considérant cette fois v = p(X−(α1+β1+···+βi) ⊗ x(b))
et l’action des vecteurs Xα2+α1+β1+···+βi , Xα1+β1+···+βi , . . .

• Lorsque l∆−θ = Ck dans g = Cn avec k > 2, le diagramme de Dynkin
contient en particulier le diagramme du cas (Ak−1, An−1) de la section 5.1.7.
On connâıt donc la description de l’action du centre de l∆−θ. Il reste à vérifier
qu’avec cette action L(∆ − θ, C) est isomorphe à M(−1, . . . ,−1, a1, . . . ak)
par la même méthode que dans le corollaire 5.1.18.

⊓⊔
Si nous rassemblons les résultats de toute cette partie, nous avons montré

le :

Corollaire 5.1.27 Supposons que g = Cn. Alors les seuls modules irréducti-
bles appartenant à une catégorie O∆,θ(g) sont les modulesM(a) obtenus dans
la section 4.2.

5.1.9 Énoncé de la classification

Notre méthode ne permet pas d’étudier les cas de la table 5.2 ci–dessous.

Type ∆− θ
Bn e1
Dn e1 ou en−1 ou en
E6 e1 ou e6
E7 e7

Table 5.2 – Cas exclus

Nous allons à présent rassembler les résultats de ce chapitre et de la
section 4.2 pour énoncer le théorème de classification. Nous

Théorème 5.1.28 Soit g une algèbre de Lie simple. Soit θ ⊂ ∆ tel que
θ 6= ∆ et θ 6= ∅. Supposons que (g,∆ − θ) ne figure pas dans la table 5.2.
Alors :
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1. Il existe des modules non triviaux dans O∆,θ si et seulement si g est
isomorphe à An et l′∆−θ à Am (m < n) ou g isomorphe à Cn et l′∆−θ est
isomorphe à la sous–algèbre sl2 engendrée par la racine simple longue
ou à Ck.

2. Pour ces parties ∆ et θ, les modules irréductibles sont de degré 1 sauf
si g est de type An et l′∆−θ de type A1

1 pour n > 2.

3. Lorsque g = An, les modules irréductibles de degré 1 dans O∆,θ sont
isomorphes à

N(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

l

)

pour des entiers k, l,m ≥ 0 satisfaisant k + l +m = n+ 1 et k + l > 0
et pour ai ∈ C \ Z.

4. Lorsque g = Cn, les modules irréductibles de degré 1 dans O∆,θ sont
isomorphes à M(−1, . . . ,−1, a1, . . . , ak) (ai ∈ C \ Z).

5. Si M est un module irréductible de degré 1 dans O∆,θ, alors les lθ–
modules irréductibles de plus haut poids qui interviennent dans la décom-
position de M sous lθ sont de la forme L(aω1) pour a ∈ C \ Z ou
L(aωk)⊗ L(bω1) pour a et b dans C \ Z.

Remarque 5.1.29 Lorsque g = An et l′∆−θ de type A1
1 pour n > 2, il existe

des modules irréductibles dans O∆,θ qui ne sont pas de degré 1. Nous ren-
voyons pour cela Ã l’annexe B.

5.2 Extensions dans les catégories O∆,θ

Dans cette section nous supposons que l’algèbre g est de type A ou C.
De plus lorsque g est de type An, nous supposons que ∆ − θ 6= {e1} et
∆− θ 6= {en}. Nous noterons Ext

1(M,N) au lieu de Ext1O∆,θ
(M,N).

5.2.1 Le type C

Nous supposons ici que g est de type C.
• Commençons par le cas ∆− θ = {α}, correspondant au diagramme de

Dynkin de (g, h) suivant :

✉ ✉ ✉✐
β2 β1 α

<
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Nous avons vu que les modules irréductibles de O∆,θ sont les modules

Ma =M(−1, . . . ,−1, a),

où a ∈ C− Z. Rappelons la décomposition de Ma en espaces de poids :

Ma = ⊕k Cx(−1− kn, . . . ,−1− k1, a− k0),

la somme portant sur les (n+1)-uplets k de nombres entiers tels que
∑n

i=0 ki ∈
2Z et k1 ≥ 0, . . . , kn ≥ 0. Un tel k sera appelé admissible. On note par la
suite x(k) l’élément x(−1− kn, . . . ,−1− k1, a− k0).

Théorème 5.2.1 On a Ext1(Mb,Ma) = {0}

On peut reformuler le théorème en disant que toute suite exacte courte

(Sa,b) : 0 →Ma →M →Mb → 0

avec M ∈ O∆,θ est scindée.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’après le lemme 1.5.1 une
telle suite est scindée comme suite de lθ–modules car les lθ–modules Ma, Mb

et M sont semi–simples.
⋆ Supposons dans un premier temps queMa 6∼= Mb. Rappelons l’action de

h sur Ma : 





Hβnx(k) = (kn−1 − kn)x(k)
...

Hβ2x(k) = (k1 − k2)x(k)
Hβ1x(k) = (k0 − a− k1 − 1)x(k)
Hαx(k) = (a− k0 +

1
2
)x(k)

On en déduit que Supp(Ma) ∩ Supp(Mb) = ∅. En effet, si le poids de
x(−1−kn, . . . ,−1−k1, a−k0) est le même que celui de x(−1−k′n, . . . ,−1−
k′1, b− k′0), alors on a







kn−1 − kn = k′n−1 − k′n
... =

...
k1 − k2 = k′1 − k′2

k0 − a− k1 − 1 = k′0 − b− k′1 − 1
a− k0 +

1
2

= b− k′0 +
1
2

La solution de ce système donne ki = k′i pour i > 0 et b = a−k0+k
′
0. D’autre

part, par admissibilité, on a k0+(k1+· · ·+kn) ∈ 2Z et k′0+(k′1+· · ·+k′n) ∈ 2Z.
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Compte tenu de ki = k′i pour i > 0, on en déduit k0 − k′0 ∈ 2Z et donc
b ∈ a + 2Z. Cela signifie que le vecteur x(−1 − k′n, . . . ,−1 − k′1, b − k′0) ∈
Mb apparâıt dans Ma et par suite que Ma

∼= Mb, contrairement à notre
hypothèse.

Or, toute suite exacte (Sa,b) correspond à un cocycle c. Si β et β′ sont
deux racines, alors la relation de cocyle donne

c([Hβ, Xβ′ ])x = [c(Hβ, Xβ′ ]x+ [Hβ, c(Xβ′ ]x.

D’après ce qui précède, c(Hβ) = 0 car Hβ ∈ lθ et car la suite (Sa,b) est scindée
comme suite de lθ–modules. Ainsi, si on choisit pour x un vecteur de poids
λ de Mb, il existe une constante c(β, β′) telle que

c(β, β′)c(Xβ′)x = Hβ · c(Xβ′)x− λ(Hβ)c(Xβ′)x.

Cela signifie que c(Xβ′)x est un vecteur de poids de Ma dont le poids ap-
partient à λ + Q (où Q désigne le réseau des racines). Si on considère
{β, β′} = {α,−α}, la cuspidalité de Ma implique alors que λ ∈ Supp(Ma) en
contradition avec le fait que λ ∈ Supp(Mb). Ceci entrâıne que c = 0 et donc
que toute suite exacte courte (Sa,b) est scindée.

⋆ Il reste donc à considérer le cas Ma
∼= Mb et donc la suite exacte courte

(Sa,a). On sait qu’une telle extension est associée à un cocyle c (voir la section
1.5).

Comme la suite (Sa,a) est scindée comme suite de lθ–modules, on en déduit
que c(X) = 0 pour tout X ∈ lθ. Grâce à la relation de cocycle, pour montrer
que c = 0 il suffit de montrer que c(Xα) = 0 = c(X−α). Rappelons l’action
de X = X−α et de Y = Xα sur Ma :

{
Y x(k) = 1

2
x(k − 2ǫ0)

Xx(k) = −1
2
(a− k0)(a− k0 − 1)x(k + 2ǫ0)

D’après la proposition 4.2.8,Ma est une somme directe de l–modules irréducti-
bles cuspidaux deux à deux non isomorphes, où l = h ⊕ CX ⊕ CY . Les l–
modules sont donc de la forme U(l)x(k). A cause de l’action de X et Y , les
vecteurs x(k′) qui apparaissent dans U(l)x(k) satisfont k′i = ki pour i > 0.
Ainsi le module U(l)x(k) est paramétré par k̃ = (k1, . . . , kn). D’après le
théorème 2.5.2, on connâıt donc le cocycle c sur chaque U(l)x(k) : c(X) = 0
et c(Y ) = b(k̃)X−1 pour b(k̃) ∈ C. Dans la suite nous noterons b(k) au lieu
de b(k̃) en se rappelant que b ne dépend pas de k0.

Soit β ∈ 〈θ〉+ telle que α+β ∈ R. On peut écrire β = β1+ · · ·+βi avec les
notations de la section 5.1.8. Alors on a [Y,Xβ] = −Xα+β et [−Xα+β, X−β] =
2Y (voir l’annexe A). En utilisant la relation de cocycle, on obtient donc

2c(Y ) = c([[Y,Xβ], X−β]) = [[c(Y ), Xβ], X−β],
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car c(X±β) = 0 puisque X±β ∈ lθ. Cette identité est une identité dans
EndC(Ma). Calculons l’effet des deux membres sur x(k) ∈ Ma. Rappelons
que l’on a

{
Xβx(k) = −ki(a− k0)x(k − ǫi + ǫ0)
X−βx(k) = x(k + ǫi − ǫ0)

De plus, l’action de X rappelée ci–dessus permet de montrer que

X−1x(k) = −
2

(a− k0 + 2)(a− k0 + 1)
x(k − 2ǫ0).

Ainsi on a d’une part

2c(Y )x(k) = −
4b(k)

(a− k0 + 2)(a− k0 + 1)
x(k − 2ǫ0). (5.12)

On en déduit d’autre part que

[c(Y ), Xβ]x(k) =
2ki

a− k0 + 1
(b(k − ǫi)− b(k))x(k − ǫi − ǫ0)

puis que

[[c(Y ), Xβ], X−β]x(k) =
2(ki + 1)

a− k0 + 2
(b(k)− b(k + ǫi))

−
2ki

a− k0 + 1
(b(k − ǫi)− b(k)). (5.13)

En égalant les deux équations (5.12) et (5.13), on obtient

2b(k) = ki(a− k0 + 2)(b(k − ǫi)

− b(k))− (ki + 1)(a− k0 + 1)(b(k)− b(k + ǫi)). (5.14)

Soit k tel que ki = 0. Alors l’équation (5.14) donne 2b(k) = −(a − k0 +
1)(b(k)− b(k + ǫi) et donc (a− k0 + 3)b(k) = (a− k0 + 1)b(k + ǫi). Comme
b(k) ne dépend par de k0, on doit nécessairement avoir b(k) = 0 = b(k + ǫi).
On montre alors par récurrence à l’aide de l’équation (5.14) que b(k+nǫi) = 0
pour tout entier positif n. Ainsi le cocycle c est nul et l’extension est triviale.

⊓⊔

Corollaire 5.2.2 Soit θ ⊂ ∆ telle que ∆ \ θ = {α}. Alors la catégorie
O∆,θ(sp2n) est semi–simple.
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Démonstration. D’après le théorème 2.3.7, tout module de poids admet une
suite de Jordan–Hölder de longueur finie. Montrons alors que tout moduleM
dans O∆,θ est semi–simple par récurrence sur la longueur deM . Si l(M) = 1,
alorsM est irréductible. Si l(M) = 2, alorsM est une extension d’un module
irréductibleMa par un module irréductibleMb. D’après le théorème 5.2.1, une
telle extension est scindée etM est donc semi–simple. Pour la récurrence, soit
M ′ un sous–module deM de longueur l(M)−1. Par hypothèse de récurrence,
M ′ est semi–simple. Maintenant, M est une extension de M ′ par un module
irréductible Ma. Comme Ext1(A⊕B,C) = Ext1(A,C)⊕Ext1(B,C), on en
déduit que Ext1(Ma,M

′) = 0 et donc que M est semi–simple.
⊓⊔

• D’après le théorème de classification, il reste à faire le cas où ∆− θ est
de type Ck. Les modules irréductibles de O∆,θ sont des modules de degré 1
et donc sont somme directe de l∆−θ–modules irréductibles cuspidaux par la
proposition 4.2.8. D’autre part, si M ′ est dans O∆,θ alors le l∆−θ–module M ′

est cusipdal. D’après le théorème 2.5.4, le l∆−θ–module M ′ est semi–simple.
D’apres̀ le lemme 1.5.1, on en déduit que l’extension du module irréductible
M par le module irréductibleN est scindée comme extension de l∆−θ–module.
D’après le même lemme et la condition O1, c’est aussi le cas comme extension
de lθ–modules. Donc l’extension est scindée dans O∆,θ. En reprenant mot
pour mot la preuve du corollaire précédent on a donc montré

Corollaire 5.2.3 Soit θ ⊂ ∆ telle que ∆ \ θ = Ck. Alors la catégorie
O∆,θ(sp2n) est semi–simple.

Remarque 5.2.4 Lorsque θ = ∆, la catégorie O∆,∆(sp2n) est semi–simple
par définition. D’autre part, si θ = ∅, la catégorie O∆,∅(sp2n) est semi–simple
d’après le théorème 2.5.4. Ainsi pour le type C, la catégorie O∆,θ est semi–
simple pour toute partie θ de ∆.

5.2.2 Le type A

Nous supposons ici que g est de type An et que ∆− θ 6= {e1} et ∆− θ 6=
{en}.

• Dans un premier temps, nous supposons que ∆ − θ = {α} = {αl+1}.
D’après le théorème de classification 5.1.28, les modules irréductibles de O∆,θ

sont les modules

Na = N(−1, . . . ,−1, a1, a2, 0 . . . , 0),
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où ai ∈ C− Z. Rappelons la décomposition de Na en espaces de poids :

Na = ⊕k Cx(−1− kl, . . . ,−1− k1, a1 − k0, a2 + k′0, k
′
1, . . . , k

′
m),

la somme portant sur les (n + 1)-uplets (k, k′) de nombres entiers tels que
∑l

i=0 ki =
∑m

i=0 k′i et k1 ≥ 0, . . . , kl ≥ 0, k′1 ≥ 0, . . . , k′m ≥ 0. Un tel
(k, k′) sera appelé admissible. On note par la suite x(k, k′) l’élément x(−1−
kl, . . . ,−1− k1, a1 − k0, a2 + k′0, k

′
1, . . . , k

′
m).

Théorème 5.2.5 On a Ext1(Nb, Na) = {0}.

On peut reformuler le théorème en disant que toute suite exacte courte

(Sa,b) : 0 → Na →M → Nb → 0

avec M ∈ O∆,θ est scindée.
Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’après le lemme 1.5.1, une
telle suite est scindée comme suite de lθ–modules car les lθ–modules Na, Nb

et M sont semi–simples. Notons c le cocycle associée à la suite (Sa,b). Nous
allons montrer que c = 0.

⋆ Supposons que Na 6∼= Nb. D’après le théorème 4.2.4, les vecteurs de
plus haut poids sous lθ de Na et Nb sont les x(k, k

′) avec ki = 0 = k′i pour
i > 0. Rappelons l’action explicite de h sur les x(k, k′) :







Hα1 · x(k, k
′) = (kl−1 − kl)x(k, k

′)
...

Hαl−1
· x(k, k′) = (k1 − k2)x(k, k

′)
Hαl

· x(k, k′) = (−1− k1 − a1 + k0)x(k, k,
′ )

Hαl+1
· x(k, k′) = (a1 − a2 − k0 − k′0)x(k, k,

′ )
Hαl+2

· x(k, k′) = (a2 + k′0 − k′1)x(k, k,
′ )

Hαl+3
· x(k, k′) = (k′1 − k′2)x(k, k,

′ )
...

Hαn
· x(k, k′) = (k′m−1 − k′m)x(k, k,

′ )

Pour éviter toute confusion, nous noterons x(k, k′) les vecteurs de base de Nb

et y(j, j′) ceux de Na. De l’action de h, nous tirons le lemme suivant :

Lemme 5.2.6 Si les vecteurs x(k, k′) et y(j, j′) ont même poids sous h, alors
il existe K ∈ Z tel que

y(j, j′) = y(− 1− kl +K, . . . ,−1− k1 +K, a1 − k0 +K,

a2 + k′0 +K, k′1 +K, . . . , k′m +K)
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et satisfaisant les conditions d’admissibilité

K − kl ≤ 0, . . . , K − k1 ≤ 0, k′1 +K ≥ 0, . . . , k′m +K ≥ 0.

En particulier, si x(k, k′) est un vecteur de plus haut poids sous lθ et si y(j, j
′)

a même poids que x(k, k′), alors nécessairement K = 0 et Na
∼= Nb.

Cherchons le cocycle c associée à la suite exacte (Sa,b). Comme Na, Nb et
M sont semi–simples comme lθ–module, on sait déjà que le cocycle c est nul
sur lθ d’après le lemme 1.5.1. Il reste donc à calculer c(X±α). Or, Na et Nb

se décompose sous l = h ⊕ CXα ⊕ CX−α en une somme directe de modules
irréductibles par la proposition 4.2.8. D’après le théorème 2.5.2, on en déduit
qu’on a c(X−α) = 0 sur chaque sous–l′–modules irréductibles de Nb et donc
sur tout Nb. Soit x = x(k, k′) ∈ Nb un vecteur de plus haut poids sous lθ,
de poids λ. Alors c(Xα)(x) est un vecteur de Na de poids λ + α. En effet,
comme c(h) = 0 par ce qui précède, on a

c([Hα, Xα])(x)
︸ ︷︷ ︸

2c(Xα)(x)

= [c(Hα), Xα](x)
︸ ︷︷ ︸

0

+[Hα, c(Xα)](x)

= Hα · c(Xα)(x)− λ(Hα)c(Xα)(x).

Comme le module Na est (−α)–cuspidal, on en déduit que Na a un vecteur
de poids λ, i.e. de même poids que x(k, k′). D’après le lemme ci–dessus, un
tel vecteur n’existe pas. Ainsi c(Xα)(x) = 0.

Soit alors β ∈ 〈θ〉+. Soit y = X−βx. Comme [Xα, X−β] = 0, la relation de
cocycle et le fait que c(X−β) = 0 (car X−β ∈ lθ), montre que

0 = c([Xα, X−β])(x) = c(Xα)(y)−X−β · c(Xα)(x).

Or, on vient de voir que c(Xα)(x) = 0. Donc, c(Xα)(y) = 0. Le même cal-
cul montre que si x = x(k, k′) ∈ Nb est un vecteur tel que c(Xα)(x) = 0
alors c(Xα)(X−βx) = 0. Comme Nb est une somme directe de lθ–modules
irréductibles, un raisonnement par induction montre que c(Xα) = 0 sur tout
Nb. Ainsi le cocycle est nul est la suite est scindée.

⋆ Supposons que Na
∼= Nb. On regarde donc la suite exacte courte

(Sa,a). Soit c le cocycle associé. D’après la condition O1, le lemme 1.5.1
implique que c(Z) = 0 pour Z ∈ lθ.

Grâce à la relation de cocycle, pour montrer que c = 0 il suffit donc de
montrer que c(Xα) = 0 = c(X−α). Rappelons l’action de X = X−α et de
Y = Xα sur Na :

{
Y x(k, k′) = (a2 + k′0)x(k − ǫ0, k

′ − ǫ0)
Xx(k, k′) = (a1 − k0)x(k + ǫ0, k

′ + ǫ0)
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On en déduit alors que

X−1 · x(k, k′) =
1

a1 − k0 + 1
x(k − ǫ0, k

′ − ǫ0).

Soit l = h⊕CX⊕CY . D’après la proposition 4.2.8, Na est une somme directe
de l–modules irréductibles cuspidaux deux à deux non isomorphes. D’après
les équations ci–dessus, le l–module irréductible U(l)x(k, k′) ne dépend que
des ki et k

′
i pour i > 0. On note alors k̃ = (k1, . . . , kn) et k̃′ = (k′1, . . . , k

′
n)

(on oublie donc les premiers entiers k0 et k′0). D’après le théorème 2.5.2, on
connâıt donc le cocycle c sur chaque U(l)–module irréductible U(l)x(k, k′) :
c(X) = 0 et c(Y ) = b(k̃, k̃′)X−1, où b(k̃, k̃′) ∈ C. Dans la suite nous noterons
b(k, k′) au lieu de b(k̃, k̃′) en se rappelant que b ne dépend ni de k0 ni de k′0.

On reprend les notations de la section 5.1.6. Soit β = β1+ · · ·+βi ∈ 〈θ〉+.
Alors on a α + β ∈ R, [Y,Xβ] = Xα+β et [Xα+β, X−β] = Y (voir annexe A).
En utilisant la relation de cocycle, on obtient donc c(Y ) = [[c(Y ), Xβ], X−β]
(car c(Z) = 0 lorsque Z ∈ lθ). Cette identité est une identité dans EndC(Na).
Calculons l’effet des deux membres sur x(k, k′) ∈ Na. Rappelons que

{
Xβx(k, k

′) = k′ix(k, k
′ + ǫ0 − ǫi)

X−βx(k, k
′) = (a2 + k′0)x(k, k

′ + ǫi − ǫ0)

Ainsi on a d’une part

c(Y )x(k, k′) =
b(k, k′)

a1 − k0 + 1
x(k − ǫ0, k

′ − ǫ0). (5.15)

On en déduit que

[c(Y ), Xβ]x(k, k
′) =

k′i
a1 − k0 + 1

(b(k, k′ − ǫi)− b(k, k′))x(k − ǫ0, k
′ − ǫi)

puis que

[[c(Y ), Xβ], X−β]x(k, k
′) =

a2 + k′0
a1 − k0 + 1

((k′i + 1)(b(k, k′)− b(k, k′ + ǫi))

−k′i(b(k − ǫi)− b(k, k′))) x(k − ǫ0, k
′ − ǫ0). (5.16)

En égalant les deux équations (5.15) et (5.16), on obtient

b(k, k′) = (k′i + 1)(a2 + k′0)(b(k, k
′)− b(k, k′ + ǫi))

− k′i(a2 + k′0)(b(k, k
′ − ǫi)− b(k, k′)). (5.17)
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Soit k′ tel que k′i = 0. On a alors b(k, k′) = (a2 + k′0)(b(k, k
′)− b(k, k′ + ǫi)).

Donc (a2 + k′0 − 1)b(k, k′) = (a2 + k′0)b(k, k
′ + ǫi). Comme b(k, k′) ne dépend

pas de k0, ceci implique que b(k, k′) = 0 = b(k, k′ + ǫi). On montre ensuite
par récurrence à l’aide de l’équation (5.17) que b(k, k′ + nǫi) = 0 pour tout
entier positif n. On travaille de même avec les racines γ = γ1+ · · ·+γi. Ainsi
on obtient b(k, k′) = 0 et donc le cocycle c est nul et l’extension est triviale.

⊓⊔

• Nous allons à présent faire le cas général card(∆ \ θ) > 1. Rappelons
que ∆ \ θ est une partie connexe en vertu du théorème 5.1.28. Considérons
donc le diagramme de Dynkin suivant :

✉ ✉ ✉ ✉✐ ✐
γ1 α1 αm−1 β1

︸ ︷︷ ︸

Am−1

Dans ce cas, les modules simples sont les

Na = N(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

k

, a1, . . . , am, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

l

).

Quitte à changer la numérotation des racines simples, on peut toujours sup-
poser que l > 0.

Théorème 5.2.7 On a Ext1(Nb, Na) = {0}.

Démonstration. La stratégie est de se ramener au cas précédent. Notons c le
cocyle associé à une suite exacte

0 → Na →M → Nb → 0.

Soit θ̄ = {β1, . . . , βl}. Considérons la partie θ1 = θ̄ ∪ {αm−1}. On note l1 la
sous–algèbre de Levi correspondante. On a donc l1 = Al+1. Par un raisonne-
ment analogue à celui de la proposition 4.2.8, on montre que Na se décompose
sous l1 en une somme directe de modules irréductibles. Ces modules sont de
la forme N(c1, c2, 0, . . . , 0) pour c1, c2 ∈ C \ Z. Ainsi on peut voir Na et Nb

comme des sommes directes de modules irréductibles de la catégorie Oθ1,θ̄.
D’autre part,M est aussi un module de cette catégorie par restriction. En uti-
lisant le théorème 5.2.5, on en déduit que c(Xαm−1) = 0 et c(X−αm−1) = 0. On
reprend ensuite le même raisonnement avec la partie θ2 = θ̄∪{αm−2+αm−1}.
On en déduit alors que c(Xαm−2+αm−1) = 0 et c(X−(αm−2+αm−1)) = 0. En ap-
pliquant la relation de cocycle à l’égalité [Xαm−1+αm−2 , X−αm−1 ] = Xαm−2 , on
en déduit que c(Xαm−2) = 0 et c(X−αm−2) = 0. On continue ainsi avec les
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parties θk = θ̄ ∪ {αm−k + · · · + αm−1}. On en déduit que le cocyle c est nul
et donc que Ext1(Nb, Na) = {0}.

⊓⊔

En regroupant les résultats des théorèmes 5.2.5 et 5.2.7 et en recopiant
la preuve du corollaire 5.2.2, on montre

Corollaire 5.2.8 Soit g une algèbre de Lie de type An. Soit θ une partie
propre de ∆ telle que ∆ − θ soit différente de {e1} et de {en}. Alors la
catégorie O∆,θ(sln+1) est semi–simple.

Remarque 5.2.9 Lorsque θ = ∆, la catégorie O∆,∆(sln) est semi–simple
par définition. Lorsque θ = ∅, la catégorie O∆,∅(sln) n’est pas semi–simple.
Les modules indécomposables dans ce cas ont été étudiés par Grantcharov et
Serganova [14] et par Mazorchuk et Stroppel [33].





Chapitre 6

Paires duales et
correspondances

Dans tout ce chapitre, g désigne une algèbre de Lie simple sur C. Soit h
une sous–algèbre de Cartan de g fixée. Soit R le système de racine associé au
couple (g, h). Fixons une base ∆ de R. Dans un premier temps, nous allons
rappeler comment construire certaines paires duales associées à des espaces
préhomogènes. Ensuite nous établirons des correspondances de type Howe
pour certains modules N(a) restreints à la paire duale (sl2, sln) de sl2n.

6.1 Les espaces préhomogènes de type para-

bolique

Rappelons quelques notations introduites dans le premier chapitre. Soit
θ une partie de ∆. Nous noterons 〈θ〉 l’ensemble des racines qui s’écrivent
comme combinaison linéaire des éléments de θ. Posons

h(θ) =
∑

α∈〈θ〉

CHα.

Notons hθ l’orthogonal de θ, à savoir

hθ = {X ∈ h : α(X) = 0 ∀ α ∈ θ}.

Soit lθ le centralisateur dans g de hθ. C’est une algèbre de Lie réductive de
centre hθ. De plus,

lθ = h⊕ g〈θ〉.

Posons alors
n±θ := gR

±−〈θ〉± .

87
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Définissons enfin

pθ = lθ ⊕ n+θ .

Nous noterons Hθ l’unique élément de hθ qui vérifie

α(Hθ) = 2 ∀ α ∈ ∆− θ.

Posons

dk(θ) = {X ∈ g, [Hθ, X] = 2kX}.

Lemme 6.1.1 Avec les notations ci–dessus :

g =
⊕

k∈Z

dk(θ), [di(θ), dj(θ)] ⊂ di+j(θ), lθ = d0(θ), n+θ = ⊕k≥1dk(θ).

Démonstration. Cela résulte aussitôt de calculs élémentaires en utilisant
l’identité de Jacobi. ⊓⊔

Une conséquence du lemme est que les sous–espaces dk(θ) définissent une
Z–graduation de g. Nous appelerons ce type de graduation une graduation
de type parabolique.

Pour expliciter une telle graduation il suffit de se donner une partie θ ⊂ ∆.
Dans la suite, nous dessinerons une telle partie en entourant dans le graphe
de Dynkin de (R,∆) les racines de ∆−θ (nous parlerons alors de diagramme
de Dynkin à poids et de racines encerclées). Notons que cette convention
est compatible avec la convention utilisée pour la classification des modules
irréductibles de la catégorie O∆,θ.

Mentionnons à présent le lien avec la théorie des espaces préhomogènes.
Cette théorie a été initiée par Mikio Sato à la fin des années 70 (voir par
exemple [44] et [45]). Un des intérêts de cette notion est que sous certaines
hypothèses plus restrictives (et notamment la régularité dont il sera question
plus loin) on sait associer des fonctions zeta locales et globales satisfaisant
des équations fonctionnelles remarquables qui généralisent la fonction zeta
de Riemann (voir par exemple [46] et [41]).

Rappelons tout d’abord la définition d’espace préhomogène. Soit G un
groupe algébrique linéaire connexe, défini sur C. Soit ρ une représentation
rationnelle de dimension finie de G dans un C–espace–vectoriel V . Le tri-
plet (G, ρ, V ) est un espace préhomogène s’il existe une G–orbite Ω dans
V Zariski–ouverte. Un espace préhomogène est dit irréductible lorsque la
représentation ρ est irréductible.

La notion d’espace préhomogène est en fait une notion infinitésimale au
sens suivant :
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Proposition 6.1.2 Soit ρ une représentation rationnelle de G dans un C–
espace de dimension finie V . Sont alors équivalentes :

1. Le triplet (G, ρ, V ) est un espace préhomogène

2. ∃ x ∈ V : dim(V ) = dim(G)− dim(Gx)

3. ∃ x ∈ V : dim(V ) = dim(g)− dim(gx)

4. ∃ x ∈ V : X ∈ g 7→ dρ(X)(x) ∈ V est surjective.

Démonstration. Voir la proposition 1.1.2 de [41].

Soit (g, h,∆, θ) une graduation de type parabolique de g. Notons G le
groupe adjoint de g (qui est un groupe algébrique connexe). Notons également
Lθ le sous–groupe connexe de G d’algèbre de Lie lθ (c’est aussi le centrali-
sateur de hθ dans G). Soit Wθ le groupe de Weyl du système de racines 〈θ〉.
Soit R′ l’ensemble des racines α telles α(Hθ) = 2.

Théorème 6.1.3 (Vinberg) Les orbites de Lθ dans d1(θ) sont en nombre
fini, paramétrées par les orbites de Wθ dans l’ensemble des couples (ϑ,R′′)
tels que

1. ϑ ⊂ θ et R′′ ⊂ R′.

2. ϑ ∪R′′ peut être complété en une base de R.

3. Le diagramme de Dynkin à poids formé de ϑ ∪ R′′ où les racines en-
cerclées sont celles de R′′ est un diagramme distingué (cela signifie que
la dimension du sous–espace d0 et du sous–espace d1 sont les mêmes).

Démonstration. Voir le théorème 4.1.10 de [41].

Ce théorème fondamental de Vinberg a pour conséquence :

Corollaire 6.1.4 Le triplet (Lθ, Ad, d1(θ)) est un espace préhomogène.

Les espaces préhomogènes ainsi construits sont dits de type parabolique.
Par abus de notation, nous noterons un tel préhomogène (lθ, d1(θ)) ou aussi
(l′θ, d1(θ)). Lorsque n+θ est commutatif (ce qui implique que les di(θ) sont
tous nuls pour |i| > 1) nous dirons que l’espace préhomogène est de type
parabolique commutatif.

Remarquons qu’il est facile de savoir si un tel espace préhomogène est
irréductible. En effet :

Proposition 6.1.5 L’espace préhomogène (Lθ, Ad, d1(θ)) est irréductible si
et seulement si ∆− θ est réduit à une racine simple.
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Démonstration. Voir la proposition 4.2.1 de [41].

Une autre notion concernant les espaces préhomogènes est essentielle dans
tout ce qui va suivre : la notion de régularité. Une fraction rationnelle f sur
V non nulle est un invariant relatif pour l’espace préhomogène (G, ρ, V ) s’il
existe un caractère χ de G tel que

∀ g ∈ G, ∀ x ∈ V, f(g · x) = χ(g)f(x).

Notons que les seules fractions rationnelles invariantes (i.e. χ = id) sont
les constantes (car un tel invariant est constant sur la grosse orbite qui est
dense dans V ). On en déduit que deux invariants relatifs correspondant au
même caractère sont proportionnels et que tout invariant relatif est une fonc-
tion homogène.

On a une description complète des invariants relatifs. Soit S le complémen-
taire de la grosse orbite dans V . On peut décomposer S comme réunion (finie)
de composantes irréductibles (de codimension 1). Soient S1, . . . , Sr ces com-
posantes. Il existe donc des polynômes fi tels que Si = {x ∈ V : fi(x) = 0}.
Ces polynômes sont des invariants relatifs, dits fondamentaux, et tout inva-
riant relatif peut s’écrire sous la forme

c

r∏

k=1

fmk

k , mk ∈ N, c ∈ C.

(pour les détails voir le théorème 1.2.5 de [41])
On en arrive enfin à la notion d’espace préhomogène régulier. L’espace

préhomogène (G, ρ, V ) est dit régulier s’il possède un invariant relatif dont
le hessien en un point de la grosse orbite est non nul.

Dans le cas des espaces préhomogènes de type parabolique cette notion a
priori compliquée se ramène à la notion plus maniable de sl2–triplets :

Théorème 6.1.6 (Rubenthaler) Si l’espace préhomogène de type parabo-
lique (lθ, d1(θ)) est irréductible et si f est un invariant relatif de degré n,
alors (

−
B(Hθ, Hθ)

2n
ϕf (x), Hθ, x

)

est un sl2–triplet pour tout x dans la grosse orbite (où B désigne la forme de
Killing et ϕf = df/f).

Démonstration. Voir le théorème 4.3.2 de [41].

Ce théorème a pour conséquence :
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Corollaire 6.1.7 Soit (lθ, d1(θ)) un espace préhomogène de type parabolique
irréductible. Alors on a les équivalences suivantes :

1. L’espace préhomogène est régulier

2. Il existe un invariant relatif non trivial

3. Il existe Y ∈ d1(θ) et X ∈ d−1(θ) tels que (X,Hθ, Y ) soit un sl2–triplet.

La liste des espaces préhomogènes irréductibles réguliers de type parabo-
lique est donnée dans les tables I et II de [41].

Nous n’avons jusqu’à présent considéré que le cas où l’espace préhomogène
(lθ, d1(θ)) était irréductible. Nous allons maintenant considérer le cas général.
La décomposition du lθ–module d1(θ) en sous–modules irréductibles se fait
comme suit.

Désignons par γ1, . . . , γk les racines simples de ∆− θ. Notons ∆i la com-
posante connexe de θ ∪ {γi} qui contient γi et posons θi = ∆i − {γi}. Soit

hi =
∑

α∈∆i

CHα, gi = hi + g〈∆i〉, lθi = hi ⊕ g〈θi〉.

L’algèbre de Lie gi est réductive et la sous–algèbre lθi est une sous–algèbre
de Levi. À la partie θi de ∆i est associé un espace préhomogène, que l’on
note (lθi , d

i
1(θ)). Comme on peut plonger di1(θ) dans g, l’algèbre lθ agit sur

di1(θ) et il est facile de voir que d
i
1(θ) est ainsi un lθ–module irréductible. On

a alors la proposition suivante.

Proposition 6.1.8 La décomposition d1(θ) = ⊕i d
i
1(θ) est la décomposition

de d1(θ) en lθ–modules irréductibles.

Regardons un exemple :

✉ ✉ ✉ ✉ ✉

✉

✐✐ ✐
γ1 γ2 γ3

Ici lθ est isomorphe à sl2×sl2×sl2. Les parties ∆i sont alors les suivantes :

✉ ✉✐
γ1

✉ ✉✐
γ2

✉ ✉

✉

✐
γ3
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Les sous–algèbres lθ1 et lθ2 sont toutes les deux isomorphes à la première
copie de sl2 de lθ et lθ3 est isomorphe à sl2×sl2. Les espaces d

1
1(θ) et d

2
1(θ) sont

des représentations irréductibles de dimension 2 de sl2 et d
3
1(θ) est le produit

tensoriel de deux représentations irréductibles de dimension 2 de deux copies
de sl2.

Par la suite, nous noterons Hi l’unique élément de hi tel que α(Hi) = 0
si α ∈ θi et γi(Hi) = 2 (par construction di1(θ) = {X ∈ gi : [Hi, X] = 2X}).
Remarquons que

∑

i CHi = hθ. Les espaces préhomogènes donnés par les
couples (∆i, θi) sont les composantes irréductibles de l’espace préhomogène
donné par le couple (∆, θ).

Pour finir, notons que la notion de régularité pour un espace préhomogène
de type parabolique non irréductible ne se ramène pas toujours à la notion
de sl2–tripet comme le montre l’exemple 4.3.1 de [41].

6.2 La notion de paire duale

La notion de paire duale a été introduite par R. Howe dans le cas du
groupe métaplectique (voir [15]). Nous en donnons ici une définition générale
au niveau des algèbres de Lie.

Soit g une algèbre de Lie réductive sur C. Un couple (a, b) de sous–
algèbres réductives de g est appelée une paire duale si le centralisateur de a

dans g est égal à b et vice–versa. Rappelons que le centralisateur de l’algèbre
a dans g est

Zg(a) = {X ∈ g : [X, Y ] = 0 ∀ Y ∈ a}.

Nous dirons qu’une sous–algèbre réductive est une sous–algèbre de Howe
si elle est égale à son bi–commutant. Dans ce cas le couple (a, Zg(a)) est une
paire duale.

Une classification des paires duales dans le cas complexe a été donnée
par H. Rubenthaler dans [42]. Cette classification utilise la notion d’espace
préhomogène de type parabolique. Nous allons en rappeler ici les principaux
ingrédients.

Fixons une base ∆ d’un système de racines de (g, h). Un couple (∆, θ)
avec θ ⊂ ∆ est dit admissible si les composantes irréductibles de l’espace
préhomogène de type parabolique associé sont toutes régulières. Le couple
est dit C–admissible si les composantes irréductibles sont de plus de type
commutatif.

Donnons quelques exemples. Le couple (∆, ∅) est toujours C–admissible
(ses composantes sont toutes égales à ⊙). L’exemple de la partie précédente
n’est pas admissible car les composantes de type A2 ne sont pas régulières.
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Soit (∆, θ) un couple admissible. Par le corollaire 6.1.7, il existe pour
chaque i des éléments Xi ∈ di−1(θ) et Yi ∈ di1(θ) tels que (Xi, Hi, Yi) soit un
sl2–triplet.

Théorème 6.2.1 (Rubenthaler) Soit (∆, θ) un couple admissible. Alors
la famille des sl2–triplets (Yi, Hi, Xi) engendre une sous–algèbre simple g̃θ
dans g.

Démonstration. Voir [40].

La sous–algèbre g̃θ du théorème est appelée sous–algèbre admissible (resp.
C–admissible) associée au couple admissible (resp. C–admissible) (∆, θ).
Dans le cas du couple (∆, ∅) on trouve g̃∅ = g car g est engendrée par
les sl2–triplets (Yα, Hα, Xα)α∈R.

On a alors le

Théorème 6.2.2 (Rubenthaler) Soit (∆, θ) un couple C–admissible. Alors
la sous–algèbre C–admissible g̃θ associée est une sous–algèbre de Howe.

Démonstration. C’est le théorème 4.1 de [42].

Cela fournit un premier de type de paires duales. Le cas (∆, ∅) fournit la
paire duale triviale (g, {0}). Les autres paires duales sont obtenues à partir
de certaines sous–algèbres admissibles. Pour une description complète on
pourra consulter [42]. Dans la suite nous nous intéresserons principalement
aux paires duales C–admissibles obtenues par le théorème 6.2.2. Notons que
dans ce cas, hθ est une sous–algèbre de Cartan de g̃θ et Zg(g̃θ) ⊂ lθ.

6.3 Exemples de correspondances

La notion de paire duale s’est avérée très efficace pour résoudre des
problèmes de restriction (ou branching rules). Nous allons à présent donner
quelques exemples simples de tels problèmes. Commençons avec un exemple
trivial pour motiver la notion de paire duale. Soient a et b deux algèbres
de Lie simples. Posons g = a ⊕ b. Alors, il est clair que (a, b) est une paire
duale dans g. On sait dans ce cas que les représentations irréductibles de di-
mension finie de g sont isomorphes au produit tensoriel d’une représentation
irréductible de a et d’une représentation irréductible de b. Plus généralement
une représentation de dimension finie de g se casse en une somme directe
de représentations irréductibles et donc en une somme de produits tenso-
riels. Dans certains cas, une représentation donnée de a apparaissant dans
la restriction à a ⊕ b d’un g–module V de dimension finie est associée à
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une et une seule représentation de b apparaissant dans la restriction de V à
a⊕b. On appelle ce phénomène une correspondance de type Howe. Le premier
exemple non trivial d’une telle correspondance est apparue dans les travaux
de R. Howe dans les années 80 et a donné lieu par la suite à une abondante
littérature (e.g. [16], [17], [38], [37], [18], [26],. . . ).

Considérons à présent une algèbre de Lie réductive g. Notons z son centre
et g′ sa partie semi–simple. Alors (z, g) est une paire duale de g. Notons
que dans ce cas une représentation irréductible de g est une représentation
irréductible de g′ munie d’une action scalaire du centre z.

Donnons maintenant un exemple un peu plus évolué. Soit g une algèbre
de Lie simple qui admet une structure d’espace préhomogène de type parabo-
lique commutatif irréductible. A cet espace préhomogène, on a vu comment
associer une paire duale (g̃θ, Zg(g̃θ)). Posons a = g̃θ et b = Zg(g̃θ). On a vu
que b ⊂ lθ et que hθ est une sous–algèbre de Cartan de a. L’algèbre g agit
sur elle–même par l’action adjointe. Le module peut aussi être vu comme un
a⊕b–module et est semi–simple (car de dimension finie). Essayons d’identifier
ses sous–modules irréductibles. Rappelons que l’on a la décomposition

g = d−1(θ)⊕ lθ ⊕ d1(θ).

On pose H = Hθ. On note (X,H, Y ) le sl2–triplet qui correspond à
l’algèbre de Lie a. On a alors le

Théorème 6.3.1 (Rubenthaler) Soit U1 l’orthogonal de CX dans d1(θ)
relativement à la forme de Killing B de g. On a alors

d1(θ) = CY ⊕ U1.

De plus cette décomposition est la décomposition de d1(θ) en b–modules
irréductibles.

Démonstration. Voir theorem 7.1 de [43].

En utilisant le théorème, on a aussi la décomposition suivante (en b–
modules irréductibles) :

d−1(θ) = CX ⊕ U−1,

où U−1 est l’orthogonal de CY dans d−1(θ) relativement à la forme de Killing.
Comme g est de dimension finie, on peut décomposer g en somme directe

de a–modules irréductibles de plus haut poids. Cherchons quels sont les vec-
teurs de plus haut poids dans g. Comme n+θ est commutatif et que tous les
éléments de n+θ ont par hypothèse un poids égal à 2 sous l’action de H, on
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en déduit que l’espace g contient dim(n+θ ) fois la représentation irréductible
de dimension 3 de a. Cette représentation est isomorphe à a. Les autres plus
haut poids possibles sont de poids 0 vu les poids de g sous H. De tels vec-
teurs commutent alors avec tout a. Ce sont donc exactement les éléments de
b. Ainsi la représentation triviale de a apparâıt avec multiplicité dim(b).

On sait aussi que g se décompose sous a ⊕ b en une somme directe de
modules irréductibles. Un tel module est un produit tensoriel d’un a–module
irréductible et d’un b–modue irréductible. Nous avons déjà identifié tous les
a–modules intervenant dans g. Posons alors m = [X,U1]. Il est clair que
m ⊂ lθ. D’autre part, l’identité de Jacobi et le théorème 6.3.1 permettent
de montrer que m est un b–module irréductible (isomorphe à U1 et U−1). La
décomposition de g sous a que l’on a obtenu s’écrit :

g = dim(n+θ )a⊕ b

= (a⊕ U1 ⊕ U−1 ⊕m)⊕ b.

En remarquant que a est un b–module triviale et que b est un b–module
irréductible, on obtient la décomposition de g sous a⊕ b suivante :

g = a⊗ 1⊕ 1⊗ b⊕ a⊗m.

Remarquons que cette décomposition est symétrique en a⊕ b si et seule-
ment si m ∼= b comme b–module. Cette situation arrive par exemple dans le
cas suivant :

✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉✐
α1 αn α2n−1

Remarquons aussi que si m 6∼= b, alors à chaque b–module de cette
décomposition est associé un unique a–module. Mais le a–module a corres-
pond aux deux b–modules 1 et m.

6.4 Correspondances de type Howe dans O∆,θ

Nous allons à présent étudier des correspondances dans certaines des
catégories Oδ,θ. Nous choisirons toujours des paires duales (a, b) de la forme
(g̃θ, Zg(g̃θ)) (données par les théorèmes 6.2.1 et 6.2.2) qui correspondent à
l’espace préhomogène construit à partir de la partie θ. En particulier cela
signifie que b := Zg(g̃θ) ⊂ lθ.
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6.4.1 La paire duale (sl2, sln) dans sl2n

Nous avons vu que la catégorie O∆,θ associée est non nulle seulement
si g est de type An ou Cn. Nous écarterons ici le cas g = Cn. Ainsi dans
toute la suite, g désigne l’algèbre de Lie An. En comparant les parties θ qui
fournissent une catégorie O∆,θ non nulle et celles fournissant une paire duale
(voir la table 5 de [42]), on conclut qu’il n’y a qu’un cas à examiner :

✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉ ✉✐
α1 αn α2n−1

On supposera donc à partir de maintenant que g = A2n−1 et ∆−θ = {αn}.
Nous avons vu dans cette situation la classification des modules irréductibles
de O∆,θ. En particulier, nous avons montré que les modules irréductibles de
O∆,θ sont les modules

N(a) := N(−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

n−1

, a1, a2, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

), où ai ∈ C− Z.

Rappelons que les vecteurs de poids de N(a) sont les x(b) pour b ∈ C
2n

admissible, i.e. pour i < n, bi est un entier strictement négatif, pour j >
n + 1, bj est un entier positif (ou nul), bn − a1 ∈ Z, bn+1 − a2 ∈ Z et
∑

i bi = a1+a2−(n−1). L’action de g sur N(a) est donnée par les équations
suivantes :

X−αi
· x(b) =







(bi+1 + 1)x(b+ ǫi − ǫi+1) si i < n− 1
x(b+ ǫn−1 − ǫn) si i = n− 1
bix(b+ ǫi − ǫi+1) si i ≥ n+ 1

(6.1a)

Xαi
· x(b) =







(bi + 1)x(b− ǫi + ǫi+1) si i < n− 1
bn(bn−1 + 1)x(b− ǫn−1 + ǫn) si i = n− 1

bi+1x(b− ǫi + ǫi+1) si i ≥ n+ 1
(6.1b)

Hαi
· x(b) = (bi − bi+1)x(b) (6.1c)

On peut calculer plus généralement l’action d’un vecteur quelconque de g
grâce aux équations (4.1) et au plongement de A2n−1 dans W2n. Nous avons
décrit dans le théorème 4.2.4 les vecteurs de plus haut poids de N(a) pour
l’action de lθ. Rappelons–en l’énoncé dans notre cas particulier :

Proposition 6.4.1 Comme lθ–module, le module N(a) se décompose en une
somme directe de modules irréductibles de plus haut poids de dimension in-
finie. De plus, chaque module intervenant dans la décomposition intervient
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avec multiplicité 1 et les plus haut poids sont

(0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−2

,−1− bn, bn+1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−2

)⊗ (−(n− 1) + bn − bn+1)

sous h(θ)⊕ hθ.

Dans la suite, on notera Na1,a2 au lieu de N(a). Décrivons à présent la
paire duale. La sous–algèbre de Levi lθ est l’ensemble de matrices suivant :

{(
A 0
0 B

)

, A,B ∈ Mn(C), tr(A+B) = 0

}

.

En particulier, la partie semi–simple de lθ est la somme de deux copies de
sln. L’espace h(θ) est la sous–algèbre de Cartan de cette partie semi–simple
et consiste donc en les matrices diagonales de trace nulle. La paire duale
C–admissible (a, b) est alors construite comme suit :

b :=

(
A 0
0 A

)

, avec A ∈ sln.

Le commutant de b est alors a := 〈X,H, Y 〉, où

X =
n∑

i=1

X−(αi+···+αn+i−1), Y =
n∑

i=1

Xαi+···+αn+i−1
, et

H = Hα1 + 2Hα2 + · · ·+ nHαn
+ (n− 1)Hαn+1 + · · ·+ 2Hα2n−2 +Hα2n−1 .

L’algèbre de Lie a est isomorphe à sl2 et b à sln. Rappelons que b ⊂ lθ et
que le centre de lθ est la sous–algèbre de Cartan hθ = CH de a.

Notons hn la sous–algèbre de Cartan de b :
(
H 0
0 H

)

, avec H diagonale de trace nulle.

6.4.2 Action de b sur Na1,a2

Nous avons rappelé l’action de lθ sur le module Na1,a2 ci–dessus. Décrivons
à présent l’action de X et Y ∈ a :

Lemme 6.4.2 Pour i ∈ {1, . . . , n}, on a

Xαi+...+αn+i−1
x(b) =

{
(bi + 1)bn+ix(b− ǫn+i + ǫi) si i < n,

b2nx(b− ǫ2n + ǫn) si i = n,
(6.2a)

X−(αi+...+αn+i−1)x(b) =

{
x(b+ ǫn+i − ǫi) si i < n,
bnx(b+ ǫ2n − ǫn) si i = n,

(6.2b)
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Démonstration. Notons que le vecteur Xαi+...+αn+i−1
correspond à la ma-

trice élémentaire Ei,n+i et le vecteur X−(αi+...+αn+i−1) à En+i,iCeci est une
conséquence des équations (4.1).

⊓⊔

Pour obtenir une corrrespondence, il nous faut au préalable décrire l’ac-
tion de b sur Na1,a2 . Notons b

+ la sous–algèbre de b des matrices telles que X
est triangulaire supérieure avec des zero sur la diagonale. Grâce à la propo-
sition 6.4.1, nous savons que l’action de b+ est localement finie. Nous allons
donc étudier le sous–espace M0 := N b+

a1,a2
= {m ∈ Na1,a2 : X ·m = 0, ∀X ∈

b+}. Definissons Xi := Xαi
+Xαn+i

and X−i := X−αi
+X−αn+i

. De l’équation
(4.1) nous obtenons

Xi·x(b) =

{
(bi + 1)x(b+ ǫi − ǫi+1) + bn+i+1x(b+ ǫn+i − ǫn+i+1) si i < n− 1
bn(bn−1 + 1)x(b− ǫn + ǫn−1) + b2nx(b+ ǫ2n−1 − ǫ2n) si i = n− 1

(6.3)

Lemme 6.4.3 Soit x =
∑

k λkx(b
k) ∈M0 un vecteur de poids pour hθ⊕ hn.

Alors il existe k0 et k1 tels que

x(bk0) = x(−1, . . . ,−1, bk0n , . . . , b
k0
2n)

et
x(bk1) = x(bk11 , . . . , b

k1
n+1, 0, . . . , 0).

Démonstration. Notons que si b est admissible alors b1 < 0. Soit i1 un indice
tel que λi1 6= 0 et bi11 est maximal parmi les valeurs possibles des différents
bk1 intervenant dans l’expression de x. Supposons que bi11 6= −1. Alors en
appliquant X1 à x(b

i0) on obtient grâce à l’equation (6.3) la somme des deux
vecteurs :

(bi11 + 1)x(bi1 + ǫ1 − ǫ2) + bi1n+2x(b
i1 + ǫn+1 − ǫn+2).

Le premier morceau est un vecteur x(b′) tel que b′1 = bi11 + 1 > bi11 . Le
deuxième morceau est de la forme x(b′′) avec b′′1 = bi11 . Par hypothèse sur x,
on a X1 · x = 0. Par maximalité de bi11 , le vecteur x(b′) ne peut apparâıtre
dans l’expression de X1 · x que dans le premier morceau de X1 · x(b

i1). Son
coefficient doit donc être nul. Or, ce coefficient vaut (bi11 + 1), non nul par
hypothèse. On déduit de cette contradiction que bi11 = −1.

Comme b est admissible, on doit aussi avoir b2 < 0. Soit i2 un indice
tel que λi2 6= 0, bi21 = −1 et bi22 est maximal parmi les valeurs possibles des
différents bk2 intervenant dans l’expression de x et satisfaisant la condition
bk1 = −1. Le même raisonnement utilisant l’équation (6.3) conduit à bi22 = −1.
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Finalement, en appliquant successivement X3, . . . , Xn−1, on obtient un indice
k0 satisfaisant les conditions du lemme, i.e. bk01 = · · · = bk0n−1 = −1.

Si b est admissible, on a aussi b2n ≥ 0. Ainsi, pour trouver k1, on raisonne
de même en commençant avec l’action de Xn−1 sur un vecteur x(bj1) tel que
λj1 6= 0 et bj12n est minimal parmi les différents bk2n intervenant dans l’expres-
sion de x. Nous prouvons alors que nécessairement bj12n = 0. En appliquant
successivement Xn−2, . . . , X1, on obtient par le même raisonnement un indice
k1 satisfaisant les conditions du lemme, i.e. bk1n+2 = · · · bk12n = 0.

⊓⊔

Corollaire 6.4.4 Soit k0 et k1 comme dans le lemme 6.4.3. Alors il existe
des entiers cn, cn+1, c2n avec c2n ≥ 0 tels que

x(bk0) = x(−1, . . . ,−1, a1 + cn, a2 + cn+1, 0, . . . , 0, c2n)

et
x(bk1) = x(−1− c′1,−1, . . . ,−1, a1 + c′n, a2 + c′n+1, 0, . . . , 0),

avec cn + cn+1 + c2n = 0, c′1 = c2n, c
′
n = cn + c2n and c′n+1 = −cn.

Démonstration. Posons bk0n = a1 + cn, b
k0
n+1 = a2 + cn+1, b

k0
n+i = cn+i pour

2 ≤ i ≤ n. Posons alors bk1n = a1 + c′n, b
k1
n+1 = a2 + c′n+1, b

k1
i = −1 − c′i pour

1 ≤ i ≤ n− 1. Ainsi, on a

bk0 = (−1, . . . ,−1, a1 + cn, a2 + cn+1, cn+2, . . . , c2n),

bk1 = (−1− c′1, . . . ,−1− c′n−1, a1 + c′n, a2 + c′n+1, 0, . . . , 0).

Les deux vecteurs x(bk0) et x(bk1) doivent être des vecteurs admissibles et
doivent avoir le même poids sous l’action des sous–algèbres de Cartan de a

(car elle commute avec b) et de b. Cela donne les équations suivantes

admissibilité de x(bk0) : cn + cn+1 + . . .+ c2n = 0

admissibilité de x(bk1) : −(c′1 + . . .+ c′n−1) + c′n + c′n+1 = 0

poids sous hθ de x(b
k0) et x(bk1) : cn−(cn+1+. . .+c2n) = −(c′1+. . .+c

′
n−1)

+ c′n − c′n−1

poids de x(bk0) et x(bk1)
sous H1, . . . , Hn−1

:







cn+1 − cn+2

cn+2 − cn+3

c2n−2 − c2n−1

−cn + c2n−1 − c2n

=
=
...
=
=

c′2 − c′1 + c′n+1

c′3 − c′2

c′n−1 − c′n−2

−c′n−1 − c′n
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Après quelques calculs, nous trouvons que l’unique solution de ce système en
les inconnues c′i est







c′1 = −cn − cn+1

c′i = −cn+i, 1 < i < n
c′n = c2n + cn
c′n+1 = c′1 + . . .+ c′n−1 − c′n

En utilisant le fait que les vecteurs x(bk0) et x(bk1) sont admissibles, on déduit
que nécessairement cn+i ≥ 0 pour 2 ≤ i ≤ n et c′j ≥ 0 pour 1 ≤ j ≤ n − 1.
Ceci impose cn+i = c′i = 0 pour 2 ≤ i ≤ n− 1. En prenant en compte le fait
que cn + cn+1 + · · ·+ c2n = 0 par admissibilité de x(bk0), on obtient

c′1 = c2n, c′n = cn + c2n, c′n+1 = −cn (6.4)

⊓⊔

Dans la suite, nous écrirons

x(bk0) = x(−1, . . . ,−1, a1 + b, a2 − b− c, 0, . . . , 0, c)

où b et c sont des entiers tels que c ≥ 0. Cherchons à présent quels sont les
vecteurs admissibles x(b) ayant le même poids sous hθ ⊕ hn que x(bk0). Nous
avons le lemme :

Lemme 6.4.5 Notons

x := x(−1− b1, . . . ,−1− bn−1, a1 + bn, a2 + bn+1, bn+2, . . . , b2n)

un vecteur admissible. Alors x a le même poids que x(bk0) sous l’action de
hθ ⊕ hn si et seulement si







bn+i = bi, 1 ≤ i < n
bn = b+ b1 + · · ·+ bn−1

bn+1 = b1 − (b+ c)
b2n = c− (b1 + · · ·+ bn−1)

Démonstration. Comme dans la preuve du corollaire 6.4.4, nous écrivons les
équations obtenues en exprimant le fait que x doit être un vecteur admissible
et que x et x(bk0) ont même poids sous l’action de hθ et hn :

−(b1 + · · ·+ bn−1) + bn + · · ·+ b2n = 0 (6.5)

−(b1 + . . .+ bn−1) + bn − (bn−1 + · · ·+ b2n) = 2b (6.6)






b2 − b1 + bn+1 − bn+2

b3 − b2 + bn+2 − bn+3

bn−1 − bn−2 + b2n−2 − b2n−1

−bn−1 − bn + b2n−1 − b2n

=
=
...
=
=

−b− c
0

0
−b− c

(6.7)
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Posons alors b̃i = bi − bn+i pour 1 ≤ i ≤ n− 1 et b̃n = bn + b2n. Ecrivons les
équations (6.5) et (6.7) dans les nouvelles variables b̃i :

−(b̃1 + · · ·+ b̃n−1) + b̃n = 0

−(b1 + . . .+ bn−1) + bn − (bn−1 + · · ·+ b2n) = 2b






b̃2 − b̃1
b̃3 − b̃2

b̃n−1 − b̃n−2

−b̃n−1 − b̃n

=
=
...
=
=

−b− c
0

0
−b− c

L’unique solution de ce système en les inconnues b̃i est b̃2 = · · · = b̃n−1 = 0,
b̃1 = b+ c, b̃n = b+ c. Ainsi, nous avons

bn + b2n = c+ b, bn+1 = b1 − c− b, et bn+i = bi pour 2 ≤ i ≤ n− 1.

En utilisant alors l’équation (6.6), on exprime les bn+i pour i ≥ 0 en les
variables bj pour 1 ≤ j ≤ n− 1, ce qui donne le lemme.

⊓⊔

Corollaire 6.4.6 Soit x ∈ M0 un vecteur de poids sous hθ ⊕ hn. Alors il
existe deux entiers b et c tels que c ≥ 0 et

x =
∑

ki≥0, |k|≤c

λk x(−1− k1, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1, k2, . . . , kn−1, c− |k|),

où k = (k1, . . . , kn−1) ∈ N
n−1, |k| =

∑

i ki et λk ∈ C. Dans la suite, nous
noterons ce x par x(b, c).

Si n > 2, le poids sous hn de x(b, c) est (a2−b−c, 0, . . . , 0,−1−a1−b−c)
et sous hθ a1 − a2 + 2b − (n − 1). Si n = 2 le poids sous hn de x(b, c) est
(−1− a1 + a2 − 2(b+ c)) et sous hθ a1 − a2 + 2b− 1.

Démonstration. Grâce au lemme 6.4.3 et au corollaire 6.4.4, on sait que x =
∑

i λi x(b
i) et qu’il existe un indice i0 tel que bi0 = (−1, . . . ,−1, a1 + b, a2 −

b − c, 0, . . . , 0, c) pour deux entiers b et c avec c ≥ 0. Alors par le lemme
6.4.5 les autres x(bi) apparaissant dans l’expression de x sont de la forme
x(bi) = x(−1 − k1, . . . ,−1 − kn−1, a1 + b + (k1 + · · · + kn−1), a2 + k1 − b −
c, k2, . . . , kn−1, c− (k1 + · · ·+ kn−1)). D’autre part, ces vecteurs doivent être
admissible. De ce fait, nous devons avoir :

ki ∈ N, and c− (k1 + · · ·+ kn−1) ≥ 0.
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C’est là le corollaire.
⊓⊔

Proposition 6.4.7 Soit x comme dans le corollaire 6.4.6. Ecrivons

x =
∑

ki≥0, |k|≤c

λk x(−1− k1, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1, k2, . . . , kn−1, c− |k|),

pour des entiers b and c (≥ 0). Alors λk = κ(k)λ0, où λ0 ∈ C et

κ(k) =

(
k1 + k2
k1

)

· · ·

(
k1 + · · ·+ kn−1

k1 + · · ·+ kn−2

)

×

∏k1+···+kn−1

j=1 (c+ 1− j)

(k1 + · · ·+ kn−1)!
∏k1+···+kn−1

j=1 (a1 + b+ j)
.

Réciproquement si

x =
∑

ki≥0, |k|≤c

λk x(−1− k1, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1, k2, . . . , kn−1, c− |k|)

avec λk = κ(k)λ0, alors x ∈M0.

Démonstration. D’après l’équation (6.3), on a

X1 · x =
∑

k

λk

[

− k1x(−k1,−2− k2,−1− k3, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1, k2, . . . , kn−1, c− |k|)

+ k2x(−1− k1, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1 + 1, k2 − 1, k3, . . . , kn−1, c− |k|)
]

. (6.8)

Soit k ∈ {(ki)1≤i<n : ki ≥ 0 and
∑

i ki ≤ c}. Supposons k1 > 0. Soit
k′ = (k′i)1≤i≤n−1 tel que k

′
1 = k1 − 1, k′2 = k2 +1, et k′i = ki sinon. Cherchons

le coefficient de

x(−k1,−2− k2,−1− k3, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1, k2, . . . , kn−1, c− |k|)
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dans l’expression de X1 · x. Nous trouvons

−k1λk + (k2 + 1)λk′ .

Comme x ∈M0, on a X1 ·x = 0. Ainsi on doit avoir −k1λk+(k2+1)λk′ = 0,

i.e. λk = k2+1
k1
λk′ . Par induction on trouve λk =

(
k1+k2
k1

)
λk1 où k1 = (0, k1 +

k2, k3, . . . , kn−1). On cherche ensuite le coefficient de

x(−1,−k2 − k1,−2− k3,−1− k4, . . . ,−1− kn−1, a1 + b+ |k|,

a2 − b− c+ k1, k2, . . . , kn−1, c− |k|)

dans X2 · x(k1). Cela permet alors d’exprimer λk1 grâce à λk2 où k2 =

(0, 0, k1+k2+k3, k4 . . . , kn−1). Plus précisement, on trouve λk1 =
(
k1+k2+k3
k1+k2

)
λk2 .

En utilisant ainsi successivement l’action de X3, . . . , Xn−1 sur x, on exprime
λk grâce λ0.

La réciproque est claire.
⊓⊔

A partir de maintenant, nous noterons x(b, c) le vecteur de M0 obtenu
par la proposition 6.4.7 avec λ0 = 1. Nous noterons également

xk(b, c) = x(−1−k1, . . . ,−1−kn−1, a1+b+|k|, a2−b−c+k1, k2, . . . , kn−1, c−|k|)

oú k = (k1, . . . , kn−1) avec ki ∈ N et |k| = k1 + · · ·+ kn−1 ≤ c.

Corollaire 6.4.8 Pour 2 ≤ i ≤ n− 2 on a X−i · x(b, c) = 0.

Démonstration. De l’équation (6.1b), on conclut que X−i agit trivialement
sur xk(b, c) si et seulement si ki + ki+1 = 0. Si l’action est non triviale, on a
X−i · xk(b, c) = −ki+1xk′(b, c) + kixk′′(b, c) où

k′j =







kj si j 6= i ou i+ 1
ki − 1 si j = i
ki+1 + 1 si j = i+ 1

,

et

k′′j =







kj si j 6= n+ i ou n+ i+ 1
kn+i − 1 si j = n+ i
kn+i+1 + 1 si j = n+ i+ 1

.

On regarde alors les occurences de xk′(b, c) dans X−i ·x(b, c). Il apparâıt dans
l’expression de X−i · xk(b, c) comme nous l’avons déjà remarqué ci–dessus et
dans le deuxième terme de l’expression de X−i · xl(b, c) où

lj =







kj si j 6= n+ i ou n+ i+ 1
kn+i + 1 si j = n+ i
kn+i+1 − 1 si j = n+ i+ 1

.
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Ainsi le coefficient de xk′(b, c) dans X−i · x(b, c) est (−ki+1)λk + liλl. En
utilisant l’expression de λk donnée dans la proposition 6.4.7, on conclut que
ce coefficient est nul.

⊓⊔

6.4.3 Une correspondance de Howe pour Na1,a2

Cas générique

Pour énoncer et prouver une correspondance de Howe pour le module
N := Na1,a2 nous avons besoin de calculer l’action de a sur M0.

Lemme 6.4.9 Soient b et c deux entiers avec c ≥ 0. Alors

1. X · x(b, c) est un élément non nul de M0 égal à un multiple de x(b −
1, c+ 1).

2. Le vecteur Y · x(b, c) est non nul si et seulement si c(a1 − a2 + 2b +
c − (n − 2)) 6= 0. Dans ce cas, le vecteur est égal à un multiple de
x(b+ 1, c− 1).

Démonstration. Comme l’action de a commute avec l’action de b, Y · x(b, c)
et X · x(b, c) sont deux vecteurs de M0. Posons b

′ = b + 1 et c′ = c− 1. Via
le lemme 6.4.2, on a :

Y · x(b, c) =
∑

λk(a2− b′− c′+ k1)(−k1)x(−k1,−1− k2, . . . ,−1− kn−1, a1+ b′+ |k| − 1,

a2 − b′ − c′ + k1 − 1, k2, . . . , kn−1, c
′ − |k|+ 1)

+
n−2∑

i=2

∑

λk(−ki)
2x(−1− k1,−1− k2, . . . ,−1− ki−1,

− ki,−1− ki+1, . . . ,−1− kn−1, a1 + b′ + |k| − 1,

a2 − b′ − c′ + k1, k2, . . . , ki−1, ki − 1, ki+1, . . . , kn−1, c
′ − |k|+ 1)

+
∑

λk(c
′ + 1− |k|)x(−1− k1, . . . ,−1− kn−1, a1 + b′ + |k|,

a2 − b′ − c′ + k1, k2, . . . , kn−1, c
′ − |k|) (6.9)

Comme Y · x(b, c) ∈ M0, ce doit être une combinaison linéaire de x(b′′, c′′).
Mais chaque vecteur x(b′′, c′′) contient un vecteur de la forme x0(b

′′, c′′) =
x(−1, . . . ,−1, a1+ b

′′, a2− b
′′− c′′, 0, . . . , 0, c′′). Le seul vecteur de cette forme

dans l’expression de Y ·x(b, c) est x0(b
′, c′). Ceci prouve que si Y ·x(b, c) est non

nul alors c’est un multiple de x(b′, c′). Pour savoir quand ce vecteur est nul,
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il suffit donc de calculer le coefficient de x0(b
′, c′) dans l’équation ci–dessus.

La première somme donne une contribution égale à −(a2 − b− c+ 1)λǫ1 ; la

deuxième
∑n−2

i=2 −λǫi et la dernière c (rappelons ici que le coefficient λ0 de
x(b, c) vaut 1 par convention). Grâce à la proposition 6.4.7, on trouve une
contribution totale égale à :

c

a1 + b+ 1
(a1 − a2 + 2b+ c− (n− 2))λ0.

On utilise la même méthode pour évaluer X · x(b, c). Le coefficient de
x0(b− 1, c+1) dans l’expression de X · x(b, c) est a1 + b, qui n’est jamais nul
car a1 ∈ C \ Z par hypothèse. Cela donne le lemme.

⊓⊔

Corollaire 6.4.10 Supposons que a1 − a2 6∈ Z. Alors pour tous les entiers b
et c avec c ≥ 0, le b–module engendré par x(b, c) est un module irréductible
de plus haut poids.

Démonstration. Le b–module U(b)x(b, c) engendré par x(b, c) est un module
de plus haut poids et est donc indecomposable. Il est irréductible si et seule-
ment si x(b, c) est l’unique vecteur de plus haut poids dans U(b)x(b, c), à
un scalaire multiplicatif près. Tout autre vecteur de plus haut poids dans
U(b)x(b, c) serait de la forme x(b′, c′). Mais les vecteurs x(b, c) et x(b′, c′) ont
doivent aussi avoir même poids sous hθ. En utilisant le poids sous hθ des
vecteurs de M0 donné par le corollaire 6.4.6, on trouve b′ = b. Si x(b′, c′) ∈
U(b)x(b, c), il existe un vecteur u ∈ U(b−) tel que u · x(b, c) = x(b, c′). Ceci
implique c ≤ c′ car les vecteurs X−i peuvent seulement augmenter la 2n–ième
composante des vecteurs admissibles. Donc si c 6= c′, on a c < c′. Ensuite
notre hypothèse a1 − a2 6∈ Z et le lemme 6.4.9, entrâıne Y c+1 · x(b, c) = 0 et
Y c+1 · x(b′, c′) 6= 0. Comme Y ∈ a commute avec u ∈ U(b), on devrait avoir
uY c+1x(b, c) = Y c+1x(b, c′). Ceci est une contradiction.

⊓⊔

Théorème 6.4.11 Supposons que a1−a2 6∈ Z. Alors nous avons la décompo-
sition suivante de Na1,a2 comme b⊕ a–module :

1. Si n = 2,

Na1,a2 = ⊕b∈Z L(−1− a1 + a2 − 2b)⊗ L(a1 − a2 + 2b− 1).

2. Si n > 2,

Na1,a2 = ⊕b∈ZL(a2− b, 0, . . . , 0,−1−a1− b)⊗L(a1−a2+2b− (n−1)).



106 CHAPITRE 6. PAIRES DUALES ET CORRESPONDANCES

Démonstration. On sait par la proposition 6.4.1 que le module Na1,a2 est
localement fini sous l+θ . Donc aussi sous b+. Donc pour tout vecteur v dans
Na1,a2 il y a un élément u de U(b+) tel que u · v est dans M0. D’après le
corollaire 6.4.10, on sait que tout vecteur de poids de M0 engendre un b–
module irréductible de plus haut poids. Donc Na1,a2 = ⊕b∈Z,c∈N U(b)x(b, c)
est la décomposition de Na1,a2 en b–modules irréductibles. L’hypothèse sur
a1 − a2 assure que Y · x(b, c) = 0 si et seulement si c = 0. Ainsi nous avons
la châıne suivante de b–modules :

0⇀ U(b)x(b, 0) ⇋ U(b)x(b− 1, 1) ⇋ · · · ⇋ U(b)x(b− k, k) ⇋ · · · ,

où ⇀ désigne l’action de X et ↽ l’action de Y . Grâce au lemme 6.4.9, on
conclut que cette châıne est un b⊕a–module irréductible, isomorphe d’après
le corollaire 6.4.6 à L(−1− a1 + a2 − 2b)⊗ L(a1 − a2 + 2b− 1) si n = 2 et à
L(a2 − b, 0, . . . , 0,−1− a1 − b)⊗ L(a1 − a2 + 2b− (n− 1)) si n > 2.

⊓⊔

Une conséquence de ce théorème est la correspondance de type Howe
suivante dans le cas ′′générique′′ a1 − a2 6∈ Z :

L(−1− a1 + a2 − 2b) ↔ L(a1 − a2 + 2b− 1), si n = 2,

L(a2 − b, 0, . . . , 0,−1− a1 − b) ↔ L(a1 − a2 + 2b− (n− 1)), si n > 2.

Cas non générique

Considérons à présent le cas non générique a1−a2 ∈ Z. D’après le lemme
6.4.9, on a Y · x(b, c) = 0 si et seulement si c = 0 ou a1 − a2 + 2b+ c = n− 2
et X · x(b, c) est toujours non nul. On sait aussi que le a–module engendré
par x(b, 0) est un module de plus haut poids a1 − a2 + 2b− (n− 1). Comme
espace vectoriel, ce module est

⊕

k∈N Cx(b − k, k). Le vecteur x(b − k, k)
pour k > 0 est un vecteur de plus haut poids pour Y ∈ a si et seulement si
a1 − a2 + 2b− k = n− 2. Ainsi il y a au plus un k pour lequel x(b− k, k) est
un vecteur de plus haut poids pour a. Nous avons donc montré le

Corollaire 6.4.12 Supposons que a1 − a2 ∈ Z. Soit b ∈ Z.

1. Si a1 − a2 +2b− (n− 2) ≤ 0 alors le a–module engendré par x(b, 0) est
irréductible.

2. Si a1 − a2 + 2b − (n − 2) > 0, alors le a–module engendré par x(b, 0)
est de longueur 2 :

U(a)x(b, 0) ⊃ U(a)x(b−(a1−a2+2b−(n−2)), a1−a2+2b−(n−2)) ⊃ {0},
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where U(a)x(b − (a1 − a2 + 2b − (n − 2)), a1 − a2 + 2b − (n − 2)) est
un a–module irréductible de plus haut poids a1 − a2 +2b− (n− 1) et le
quotient

U(a)x(b, 0)/U(a)x(b− (a1 − a2 + 2b− (n− 2)), a1 − a2 + 2b− (n− 2))

est un a–module irréductible de plus haut poids a1 − a2 + 2b− (n− 1).
Dans ce cas, le a–module U(a)x(b, 0) est isomorphe au module de Verma
V (a1 − a2 + 2b− (n− 1)) de plus haut poids a1 − a2 + 2b− (n− 1).

En reprenant la méthode du corollaire 6.4.10, on montre le résultat sui-
vant :

Corollaire 6.4.13 Supposons que a1 − a2 ∈ Z. Soit b ∈ Z tel que a1 − a2 +
2b− (n− 2) ≥ 0. Alors pour tout c ∈ N, le b–module engendré par x(b, c) est
un b–module irréductible de plus haut poids (a2−b−c, 0, · · · , 0,−1−a1−b−c).

Démonstration. La preuve du corollaire 6.4.10 peut aussi être appliqué à ce
cas car l’hypothèse sur b et le corollaire 6.4.12 assure que Y · x(b, c) est non
nul dès que c > 0.

⊓⊔

En général, le même argument montre que le seul vecteur x(b, c′) qui
peut appartenir au b–module engendré par x(b, c) doit satisfaire c′ > c et
a1 − a2 + 2b+ c+ c′ = n− 2. Dans ce cas, nous avons :

Proposition 6.4.14 Soit b ∈ Z tel que a1 − a2 + 2b − (n − 2) < 0. Soit
c ∈ N tel que a1 − a2 + 2b + c − (n − 2) = 0. Alors le b–module U(b)x(b, c)
est contenu dans le b–module U(b)x(b, 0). De plus, le b–module U(b)x(b, 0)
est de longueur 2 et a pour série de composition :

U(b)x(b, 0) ⊃ U(b)x(b, c) ⊃ {0}.

Démonstration. Pour prouver le premier point, il suffit de trouver u ∈ U(b)
tel que u · x(b, 0) = αx(b, c), avec α ∈ C

∗. Définissons Z ′ ∈ b par Z ′ =
En,1 + E2n,n+1 et

Z ′′ =
n−2∑

i=1

(Ei+1,1 + En+i+1,n+1) (En,i+1 + E2n,n+i+1) ∈ U(b).

Remarquons que [Z ′, Z ′′] = 0. Pour λ ∈ C, on pose Zλ = Z ′ + λZ ′′. Alors
[Zλ, Zλ′ ] = 0 pour tout λ, λ′ ∈ C. Nous utiliserons par la suite les constantes
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de structure données par :

[X1, Zλ] = (En,2 + E2n,n+2) (λ(n− 2)− 1 + λH1)

− λ
n−2∑

i=2

(En,i+1 + E2n,n+i+1) (Ei+1,2 + En+i+1,n+2) ,

[Xi, Zλ] =0, for 2 ≤ i ≤ n− 2,

[Xn−1, Zλ] = (En−1,1 + E2n−1,n+1) (1 + λHn−1)

+ λ
n−3∑

i=1

(Ei+1,1 + En+i+1,n+1) (En−1,i+1 + E2n−1,n+i+1) ,

[En,2 + E2n,n+2, Zλ] =λZ
′ (En,2 + E2n,n+2) ,

[H1, Zλ] =− Zλ,

[Ei+1,2 + En+i+1,n+2, Zλ] =0,

[En−1,1 + E2n−1,n+1, Zλ] =− λZ ′ (En−1,1 + E2n−1,n+1) ,

[Hn−1, Zλ] =− Zλ,

[En−1,i+1 + E2n−1,n+i+1, Zλ] =0.

Pour 1 ≤ i ≤ c, posons λi = 1
a1+b+i

(notons que a1 + b + i est non
nul car a1 ∈ C \ Z). Posons aussi Zi = Zλi et Z = Z1 · · ·Zc. Posons enfin
x = Z · x(b, 0). Montrons que x est un vecteur de plus haut poids pour b.
Nous savons déjà que x(b, 0) est un vecteur de plus haut poids sous b. Il
reste donc à montrer que ad(Xi)(Z) · x(b, 0) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n − 1. Grâce
aux relations ci–dessus, on vérifie que ad(Xi)(Z) = 0 pour 2 ≤ i ≤ n − 2.
Calculons ad(X1)(Z) · x(b, 0). On obtient :

ad(X1)(Z)·x(b, 0) = [X1, Z1]Z2 · · ·Zc·x(b, 0)+· · ·+Z1 · · ·Zc−1[X1, Zc]·x(b, 0).

Dans l’expression de [X1, Zi], on trouve les vecteurs (Ek+1,2 + En+k+1,n+2).
Mais nous avons vu que ces vecteurs commutent avec tous les Zj. De plus,
grâce au corollaire 6.4.8, on vérifie que (Ek+1,2 + En+k+1,n+2) agit triviale-
ment sur x(b, 0). Donc la seule partie dans l’expression de [X1, Zi] qui peut
donner une contribution non nulle dans l’expression de ad(X1)(Z) ·x(b, 0) est
(En,2 + E2n,n+2) (λi(n− 2)− 1 + λiH1). Ainsi,

ad(X1)(Z) · x(b, 0) =

(En,2 + E2n,n+2) (λ1(n− 2)− 1 + λ1H1)Z2 · · ·Zc · x(b, 0)

+ · · ·+ Z1 · · ·Zc−1 (En,2 + E2n,n+2) (λc(n− 2)− 1 + λcH1) · x(b, 0).
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A l’aide des calculs effectués plus haut, on obtient :

H1Zk · · ·Zc = −(c+ 1− k)Zk · · ·Zc + Zk · · ·ZcH1.

Donc on a

ad(X1)(Z) · x(b, 0) =Z2 · · ·Zc (λ1(n− 2)− 1 + λ1H1 − (c− 1)λ1) · x(b, 0)

+ · · ·+ Z1 · · ·Zc−1 (λc(n− 2)− 1 + λcH1) · x(b, 0).

Or, d’après le corollaire 6.4.6, on a H1 ·x(b, 0) = (a2−b)x(b, 0). En utilisant la
définition de c, on conclut que (λk(n− 2)− 1 + λkH1 − (c− k)λk) ·x(b, 0) =
0, impliquant à son tour ad(X1)(Z) · x(b, 0) = 0.

Comme [Zλ, Zλ′ ] = 0, on peut aussi écrire Z = Zc · · ·Z1. Calculons
ad(Xn−1)(Z) ·x(b, 0) en utilisant la même méthode que ci–dessus. On prouve
alors que ad(Xn−1)(Z) · x(b, 0) = 0. Ainsi Z · x(b, 0) est un vecteur de plus
haut poids pour b (notons que Z · x(b, 0) est un bien un vecteur de poids car
Z est un vecteur de poids de U(b)).

Il reste à montrer que Z · x(b, 0) 6= 0. Calculons alors le coefficient de
x0(b, c) dans l’expression de Z · x(b, 0). Nous avons vu que Z ′ commute avec
Z ′′. Donc Z est un polynôme homogène de degré c en les deux variables Z ′

et Z ′′. Remarquons que Z ′′ ne peut pas augmenter la 2n–ième composante
des vecteurs admissibles. Donc le seul monôme dans l’expression de Z qui
peut donner le vecteur admissible x0(b, c) lorsque l’on calcule son action sur
x(b, 0) est Z ′c, dont le coefficient dans le polynôme Z est 1. Après quelques
calculs, on trouve que le coefficient de x0(b, c) dans Z ·x(b, 0) est (a2−b)(a2−
b − 1) · · · (a2 − b − (c − 1)). Ce coefficient est non nul car a2 ∈ C \ Z. Ainsi
grâce à la proposition 6.4.7, on conclut que Z · x(b, 0) est un multiple non
nul de x(b, c).

Notre choix pour l’entier c et le lemme 6.4.9 implique que Y ·x(b, c+k) 6= 0
pour k > 0. On peut alors utiliser la même preuve que dans le corollaire
6.4.10 pour montrer que U(b)x(b, c) est un b–module irréductible. Ainsi le b–
module U(b)x(b, 0) est un module de plus haut poids (contenant le b–module
irréductible U(b)x(b, c)), qui a donc une série de composition de longueur
finie constituée de modules de plus haut poids. Mais nous avons remarqué
que U(b)x(b, 0) ne peut contenir d’autres vecteurs de plus haut poids que les
combinaisons linéaires de x(b, 0) et x(b, c) (nous l’avons remarqué juste avant
l’énoncé de cette proposition). De ceci nous concluons que

U(b)x(b, 0) ⊃ U(b)x(b, c) ⊃ {0}

est la série de composition de U(b)x(b, 0).
⊓⊔
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Nous pouvons à présent énoncer une correspondance de type Howedans
le cas non générique :

Théorème 6.4.15 Supposons que a1 − a2 ∈ Z et n > 2. Soit b ∈ Z. Alors
on a la correspondance suivante :

– Si a1 − a2 + 2b − (n − 2) = 0, alors U(b)x(b, 0) est un b–module
irréductible isomorphe à L(a2 − b, 0, . . . , 0,−1− a1 − b) et on a L(a2 −
b, 0, . . . , 0,−1− a1 − b) ↔ L(−1).

– Si a1 − a2 + 2b − (n − 2) > 0, alors U(b)x(b, 0) est un b–module
irréductible isomorphe à L(a2 − b, 0, . . . , 0,−1− a1 − b) et on a L(a2 −
b, 0, . . . , 0,−1− a1 − b) ↔ V (a1 − a2 + 2b− (n− 1)).

– Si a1 − a2 + 2b − (n − 2) < 0, alors U(b)x(b, 0) est un b–module
indécomposable de longueur 2 et on a U(b)x(b, 0) ↔ L(a1 − a2 + 2b −
(n− 1)).

Démonstration. C’est une conséquence des corollaires 6.4.12 et 6.4.13 et de
la proposition 6.4.14.

⊓⊔

Théorème 6.4.16 Supposons que a1 − a2 ∈ Z et n = 2. Soit b ∈ Z. Alors
on a la correspondance suivante :

– Si a1 − a2 + 2b = 0, alors U(b)x(b, 0) est un b–module irréductible
isomorphe à L(−1) et on a L(−1) ↔ L(−1).

– Si a1 − a2 + 2b > 0, alors U(b)x(b, 0) est un b–module irréductible
isomorphe à L(a2 − a1 − 2b− 1) et on a L(a2 − a1 − 2b− 1) ↔ V (a1 −
a2 + 2b− 1).

– Si a1−a2+2b < 0, alors U(b)x(b, 0) est un b–module indécomposable de
longueur 2 isomorphe à V (a2−a1−2b−1) et on a V (a2−a1−2b−1) ↔
L(a1 − a2 + 2b− 1).

Démonstration. C’est une conséquence des corollaires 6.4.12 et 6.4.13 et de
la proposition 6.4.14.

⊓⊔
Remarquons que dans les deux cas, nous avons obtenu une correspondance

des caractères infinitésimaux. Donnons à présent une autre interprétation du
théorème 6.4.15. Tout d’abord, nous avons obtenu la décomposition suivante
de Na1,a2 comme b–module :

Na1,a2 =
∑

b∈Z,c∈N

U(b)x(b, c).
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Nous avons aussi vu que U(b)x(b, c) est soit un module irréductible soit
un module indécomposable de longueur 2. Considérons alors le semisim-
plifié N s

a1,a2
de Na1,a2 obtenu en remplaçant les U(b)x(b, c) non irréductibles

par leurs facteurs de composition. L’espace N s
a1,a2

est encore un b–module
(mais plus un g–module) et nous avons la décomposition suivante comme
b–module :

N s
a1,a2

=
⊕

b∈Z,c∈N

L(a2 − b− c, 0, . . . , 0,−1− a1 − b− c).

Il est clair que N s
a1,a2

est stable par l’action de a induite par l’action a sur
Na1,a2 . Le théorème 6.4.15 conduit à la correspondance de type Howe suivante
pour le b⊕ a–module N s

a1,a2
:

– Si a1−a2+2b− (n−2) = 0, alors on a L(a2−b, 0, . . . , 0,−1−a1−b) ↔
L(−1).

– Si a1−a2+2b− (n−2) > 0, alors on a L(a2−b, 0, . . . , 0,−1−a1−b) ↔
V (a1 − a2 + 2b− (n− 1)).

– Si a1−a2+2b− (n−2) < 0, alors on a L(a2−b, 0, . . . , 0,−1−a1−b) ↔
L(a1 − a2 + 2b− (n− 1)).

Notons que dans cette correspondance certains a–modules ne sont pas irréduc-
tibles. On peut donc considérer le semisimplifié N ss

a1,a2
de N s

a1,a2
(que nous

appelons le bi–semisimplifié de Na1,a2). Pour ce module, on obtient la corres-
pondance suivante :

– Si a1−a2+2b− (n−2) = 0, alors on a L(a2−b, 0, . . . , 0,−1−a1−b) ↔
L(−1).

– Si a1−a2+2b− (n−2) > 0, alors on a L(a2−b, 0, . . . , 0,−1−a1−b) ↔
L(a1 − a2 + 2b− (n− 1))⊕ L(−(a1 − a2 + 2b− (n− 3)).

– Si a1−a2+2b− (n−2) < 0, alors on a L(a2−b, 0, . . . , 0,−1−a1−b) ↔
L(a1 − a2 + 2b− (n− 1)).

Notons que ce n’est plus une correspondance bijective. On peut aussi donner
une interprétation du théorème 6.4.16 de la même manière. La correspon-
dance ′′finale′′ dans le ′′bi–semisimplifié′′ de Na1,a2 est dans ce cas la suivante :

– Si a1 − a2 + 2b = 0, alors on a L(−1) ↔ L(−1).
– Si a1 − a2 + 2b > 0, alors on a L(a2 − a1 − 2b− 1) ↔ L(a1 − a2 + 2b−
1)⊕ L(−(a1 − a2 + 2b+ 1)).

– Si a1−a2+2b < 0, alors on a L(a2−a1−2b−1) ↔ L(a1−a2+2b−1).
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Annexe A

Constantes de structure

Dans cette annexe nous allons expliciter certaines constantes de structures
dans les algèbres de type A et C. Les notations des racines suit celle de
Bourbaki [5].

A.1 Cas des algèbres de type A

On considère ici g = sln, que l’on identifie aux matrices complexes de
taille n×n et de trace nulle. On note Ei,j la matrice élémentaire dont le seul
coefficient non nul est le coefficient en position (i, j) dont la valeur est 1. On
peut donc prendre comme base de sln les matrices Ei,j pour 1 ≤ i 6= j ≤ n et
Ei,i−Ei+1,i+1 pour 1 ≤ i ≤ n−1. Le sous–espace de sln de poids ei+ · · ·+ ej
pour i ≤ j est alors la droite CEi,j+1. L’espace de poids opposé est donné par
la droite engendrée par la transposée. Le crochet de sln est le commutateur
de Mn(C). Ainsi, on a par exemple pour k < j :

[Xei+···+ej , Xej+1+···+ek ] = [Ei,j+1, Ej+1,k+1] = Ei,k+1 = Xei+···+ek ,

[Xei+···+ej , X−(ei+·+ek)] = [Ei,j+1, Ek+1,i] = −Ek+1,j+1 = −Xek+1+···+ej .

On peut donc calculer facilement toutes les constantes de structure de sln.

A.2 Cas des algèbres de type C

On considère ici g = sp2n, que l’on identifie aux matrices complexes de
taille 2n × 2n, de trace nulle, de la forme suivante (voir par exemple [19,
p.3]) :

(
A B
C −tA

)

,
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oùA,B,C sont des matrices n×n telles queB et C soient de plus symétriques.
Ainsi si e1, . . . en−1 désignent les racines simples qui engendrent une sous–

algèbre de type An−1 et si en désigne la racine simple longue, on a :

gei+···+ej = C(Ei,j+1 − En+j+1,n+i), i ≤ j ≤ n− 1,

gei+···+en = C(En,n+i + Ei,2n), i ≤ n,

g2ei+···+2en−1+en = CEi,n+i, i < n,

gei+···+ej−1+2ej+···+2en−1+en = C(Ei,n+j + Ej,n+i), i < j < n.

Les espaces de poids associés aux poids opposés à ceux ci–dessus sont donnés
par les droites engendrées par les transposées. A titre d’exemple, on peut
calculer quelques constantes de structure (qui ont été utilisées au chapitre
5) :

[Xe1+···+en−2+2en−1+en , X−(e1+···+en)] =[E1,2n−1 + En−1,n+1, En+1,n + E2n,1]

=En−1,n − E2n,2n−1 = Xen−1 ,

[Xe1+···+en−2+2en−1+en , X−(e1+···+en−1)] =[E1,2n−1 + En−1,n+1, En,1 − En+1,2n]

=− (En−1,2n + En,2n−1) = −Xen−1+en ,

[Xen−1+en , X−en−1 ] =[En,2n−1 + En−1,2n, En,n−1 − E2n−1,2n]

=− En,2n − En,2n = −2Xen .

Remarquons que l’identification de sp2n avec des matrices 2n × 2n n’est
pas celle utilisée pour les modules de degré 1 de Benkart–Britten–Lemire.
Dans ce cas, on identifie Xei avec qipi+1 lorsque i < n et Xen avec 1

2
q2n. On

identifie aussi Hen avec qnpn+
1
2
. On trouve plus généralement l’image de Xα

pour une racine α positive en l’exprimant à l’aide des racines simples et des
constantes de structure. Par exemple,Xen−1+en = [Xen−1 , Xen ] et donc l’image
de Xen−1+en est [qn−1pn,

1
2
q2n]. Compte tenu du crochet dans Wn, Xen−1+en a

donc pour image qn−1qn.



Annexe B

Le cas (A1
1, A3)

Soit g = sl4(C). Nous allons ici décrire complètement la catégorie C :=
O∆,θ(g) associée à la partie θ = {e2, e3} de la base standard ∆ = {e1, e2, e3}.
Cela correspond au diagramme de Dynkin suivant :

✉ ✉ ✉✐
α β1 β2

Reprenons les notations de la section 5.1.5. L’algèbre l := l∆−θ est donnée
par

l = h⊕ CXα + CX−α.

La partie semi–simple de l est isomorphe à sl2(C) et son centre est de
dimension 2, engendré par H1 := Hα + 2Hβ1 et H2 := Hβ2 . Nous avons vu
qu’un module irréductible de C est de la forme L(∆−θ, C) pour un l–module
irréductible cuspidal C. Comme l′–module, on a C = N(a1, a2). Le module C
est alors entièrement déterminé par a1, a2 ∈ C\Z et par les scalaires associés
à l’action (centrale) de H1 et H2.

Soit V (∆ − θ, C) le module de Verma généralisé associé à C et p la
projection de ce module sur L(∆− θ, C). Le module de Verma V (∆− θ, C)
est engendré par des éléments de la forme u ⊗ x(b) où x(b) ∈ N(a1, a2) et
u ∈ U(n−∆−θ). On identifie alors C aux éléments de la forme 1⊗x(b). D’après
la discussion ci–dessus, H1 et H2 agissent sur les éléments de la forme 1⊗x(b)
par un scalaire (ne dépendant donc pas de b). Notons respectivement c′ et d
ces scalaires. Ainsi on a
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H1 · 1⊗ x(b) = c′ × 1⊗ x(b) (B.1)

H2 · 1⊗ x(b) = d× 1⊗ x(b) (B.2)

Sachant que Hα ·x(b) = b1− b2, on en déduit que Hβ1 ·1⊗x(b) =
c′+b2−b1

2
.

Comme b1 + b2 = a1 + a2 =: A (par admissibilité de x(b) ∈ N(a1, a2)), on a
donc

Hβ1 · 1⊗ x(b) = (b2 +
c′ − A

2
)1⊗ x(b)

On pose alors c := c′−A
2

. Ainsi on a

Hβ1 · 1⊗ x(b) = (c+ b2)1⊗ x(b) (B.3)

D’après le lemme 5.1.13 de la section 5.1.5, on a

p(X−α−β1 ⊗ x(b)) = η(b)p(X−β1 ⊗ x(b′), (B.4)

où b′ = (b1 − 1, b2 + 1), η(b) = c+b1
b2+1

et de plus c ∈ {0,−1 − A}. Nous
noterons Lc,d(a1, a2) le module irréductible L(∆− θ, C) où C est le l–module
irréductible cuspidal, isomorphe à N(a1, a2) comme l′–module et sur lequel
l’action de Hβ1 et H2 est donnée par les équations (B.3) et (B.2). D’après le
corollaire 5.1.14 de la section 5.1.5, L0,0(a1, a2) est isomorphe à N(a1, a2, 0, 0)
et que L−1−A,0(a1, a2) est isomorphe à N(−1− a2,−1− a1, 0). Dans tout ce
qui suit, nous supposerons donc que d 6= 0.

Cette condition impose que p(X−β2⊗x(b)) 6= 0. En effet, on a Xβ2 ·X−β2⊗
x(b) = H2 ⊗ x(b) = d × 1 ⊗ x(b) 6= 0 et on conclut grâce à la proposition
2.2.2. Nous allons chercher les valeurs possibles de d comme dans la section
5.1.6. D’après le lemme 5.1.6, il existe η1(b), η2(b) ∈ C tels que

p(X−α−β1−β2 ⊗ x(b) =η1(b)p(X−β2X−β1 ⊗ x(b′)) + η2(b)p(X−β1X−β2 ⊗ x(b))
(B.5)

Appliquons Xα+β1+β2 à l’équation (B.5). On obtient

p(Hα+β1+β2 ⊗ x(b)) = η1(b)p(Xα ⊗ x(b′)),

ce qui donne donc
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c+ d+ b1 =(b2 + 1)η1(b). (B.6)

Appliquons maintenant Xβ2 à (B.5). On obtient alors

p(X−α−β1 ⊗ x(b)) = η1(b)p(H2X−β1 ⊗ x(b′)) + η2(b)p(X−β1H2 ⊗ x(b′)),

ce qui donne donc

η(b) =(d+ 1)η1(b) + dη2(b). (B.7)

Appliquons enfin Xβ1+β2 à (B.5). On obtient alors

p(X−α ⊗ x(b)) = η1(b)p(Hβ1 ⊗ x(b′)) + η2(b)p(−H2 ⊗ x(b′)),

ce qui donne donc

b1 =(c+ b2 + 1)η1(b)− dη2(b). (B.8)

On déduit des équations (B.6), (B.7) et (B.8) :







η1(b) = − c+b2+2
b2+1

,

η2(b) =
c+b2+1
b2+1

,

d = −2− A− 2c.

En particulier, nous avons montré que d est entièrement déterminé par le
choix de c. Réciproquement, il nous reste à montrer que pour c ∈ {0,−1−A}
et d comme ci–dessus le module Lc,d(a1, a2) appartient à la catégorie C. Nous
nous contentons de le faire pour (c, d) = (0,−2 − A), le deuxième cas étant
similaire.

Par construction, le module L := L0,−2−A(a1, a2) est un module de poids
irréductible et l–cuspidal. Il nous suffit donc de vérifier la condition de res-
triction à la sous–algèbre de Levi associée à θ = {β1, β2}. Par PBW, les
vecteurs de L sont des combinaisons linéaires de vecteurs de la forme

p(Xm1
−β1−β2

Xm2
−β2

Xm3
−β1

Xm4
−α−β1−β2

Xm5
−α−β1

⊗ x(b)).

Grâce aux équations (B.4) et (B.5), les vecteurs de L sont donc des com-
binaisons linéaires de vecteurs de la forme

p(Xm1
−β1−β2

Xm2
−β2

Xm3
−β1

⊗ x(b)).
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Cela prouve déjà que L est somme directe des modules Mb := p(U(lθ) ⊗
x(b)). Pour montrer que L ∈ C, il reste donc à montrer que chaqueMb est un
lθ–module irréductible. Par construction, c’est un module de poids, engendré
par le vecteur de plus haut poids p(1 ⊗ x(b)). En particulier, c’est donc un
module indécomposable. Soit λ = b2ω1 + (−2−A)ω2 le poids de p(1⊗ x(b)).
Soit V le lθ–module de Verma de poids λ. On peut voir V comme un sous–lθ–
module du module de Verma généralisé V (∆− θ, C) associé à L. Grâce à un
théorème de Bernstein–Gelfand–Gelfand (voir [20, thm 5.1]), on conclut que
le module V admet un sous–module irréductible si et seulement si A ∈ Z<−1.
Dans tous les autres cas, V est donc irréductible (car il ne contient aucun
sous–module irréductible) et donc Mb aussi (car par propriété universelle
de V , il existe une surjection de V sur Mb). Lorsque A ∈ Z<−1, V admet
un unique sous–module irréductible L(µ) où µ = sβ2 · λ (voir [20, thm 5.1]).
L’unicité est une conséquence du cas particulier de la conjecture de Kazdhan–
Lusztig pour les algèbres de Lie de rang 2 (voir apr exemple [20, chapitre 8]).
Ce sous–module est engendré par X−A−1

−β2
⊗ x(b). Il est d’autre part facile de

voir que X−A−1
−β2

⊗x(b) est annulé aussi par l’action de Xα+β1 et de Xα+β1+β2 .
En utilisant la caractérisation de L comme quotient du module de Verma
généralisé V (∆− θ, C) (i.e. la proposition 2.2.2), on conclut que p(X−A−1

−β2
⊗

x(b)) = 0. Or par propriété universelle de V , il existe une surjection de V
sur Mb. Nous venons de montrer que p(L(µ)) = 0. Donc, on peut passer au
quotient pour obtenir une surjection de V/L(µ) ∼= L(λ) sur Mb. Cela prouve
alors que Mb est irréductible.

On a donc montré la première partie de la

Proposition B.0.1 Les modules irréductibles de la catégorie O∆,θ(sl4) sont
les modules Lc,d(a1, a2) pour a1, a2 ∈ C \ Z, c ∈ {0,−1 − a1 − a2} et d ∈
{0,−2− a1 − a2 − 2c}.

De plus, lorsque d = 0, le module Lc,d(a1, a2) est un module de degré 1,
isomorphe à un module de la forme N(a′1, a

′
2, 0, 0). Lorsque d 6∈ Z, le module

Lc,d(a1, a2) n’est pas de degré fini.

Le premier point de la deuxième partie se montre comme dans la section
5.1.5. Le dernier point provient du fait que les lθ–modules qui interviennent
dans la décomposition de Lc,d(a1, a2) sont exactement des modules de Verma
(comme nous l’avons expliqué ci–dessus), qui sont évidemment de degré infini.
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[4] N. Bourbaki. Éléments de mathématique, Fasc. XXIII. Hermann, Paris,
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