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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte du travail

L’objet de cette these est de contribuer a la résolution de problemes combinatoires.
Mais & quoi reconnait-on de tels problemes ? L’analyse combinatoire est rattachée aux
mathématiques et étudie les collections (souvent finies) d’objets qui respectent cer-
taines propriétés. Dénombrer toutes ces collections ou exhiber la meilleure collection
parmi toutes celles possibles, sont des questions combinatoires. Euler, par exemple,
pose la question suivante en 1779 : en considérant 6 régiments de 6 officiers de rangs
distincts, est-il possible de placer les 36 officiers dans un carré de 6 par 6 de telle sorte
qu’il n’y ait pas deux officiers de méme rang ou de méme régiment dans chaque ligne
et colonne ? Le probléme est simple & exprimer (sa compréhension ne demande aucune
connaissance scientifique particuliere) comme le célebre jeu du Sudoku, et sa diffi-
culté vient du trop grand nombre de combinaisons a évaluer pour pouvoir déterminer
la bonne. Il s’agit de limiter autant que possible cette explosion combinatoire, mais
méme les problemes les plus simples sont au-dela des capacités humaines. L’ordinateur
est donc un outil indispensable de la résolution, au moins depuis 1953 si on en croit
Kuhn! [Sch05], I'inventeur de la méthode hongroise pour le probleme d’affectation. Les
jeux et puzzles logiques sont affaires de mathématiciens comme Gauss et Euler, I'opti-
misation combinatoire a des vues bien plus larges et s’appuie sur les développements
des technologies informatiques. Si son histoire proprement dite semble remonter aux
années 50, on peut retrouver son origine tres loin dans le passé car elle prend ra-
cine dans des problemes qui ne sont pas la seule préocupation du mathématicien. Ces
problemes historiques, tels que le probleme d’affectation, de flot maximal, de voyageur
de commerce, ou d’arbres couvrants de poids minimal, ont été abordés et résolus de
maniere indépendante et différente dans I’histoire car ils sont au cceur de questions
pratiques que nos sociétés rencontrent. Transporter des biens, établir des réseaux, pla-
nifier des activités sont autant de problématiques qui exigent aujourd’hui de bonnes
réponses car elles se posent a des échelles mondiales. La gestion et I’amélioration de
ces situations complexes et réelles sont le propre de la Recherche Opérationnelle. La
Programmation Par Contraintes (PPC) s’inscrit dans ce cadre. C’est un paradigme de

1T solved several 12 by 12 assignment problems by hand. Each of them took me under two hours
to solve ... This must have been one of the last times when pencil and paper could beat the largest and
fastest electronic computer in the world.
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résolution sur lequel des outils génériques, des solveurs, ont été congus pour permettre
a des non-spécialistes d’aborder ces problemes combinatoires. Aujourd’hui, la volonté
de construire des outils informatiques capables de résoudre de maniere efficace de larges
classes de problemes est de plus en plus forte. Ces outils s’appuient toujours davantage
sur des interfaces déclaratives avec lesquelles un utilisateur décrit son probleme, sans
indiquer la maniere de le résoudre. La programmation par contraintes et la program-
mation linéaire entrent dans ces catégories et touchent ici au domaine de l'intelligence
artificielle selon les mots d’Eugene Freuder :

Constraint Programming represents one of the closest approaches computer science
has yet made to the Holy Grail of programming : the user states the problem, the
computer solves it.

Si lefficacité, la souplesse et le champ d’application de ces outils n’ont cessé de
croitre ces dernieres années, ils sont encore loin de répondre parfaitement aux besoins
des industriels en matiere d’optimisation. Ainsi, la prise en compte d’éléments sur-
contraints (absence de solution) ou dynamiques (probléme en interaction avec leurs
environnements) reste délicate ou impossible dans les outils commerciaux. Ce sont
pourtant des caractéristiques fréquentes des problemes réels. Le concept d’explica-
tions qui constitue 'objet principal de cette these a été introduit pour pallier ces
lacunes. Les explications constituent une information détaillée sur le processus de
résolution et permettent ainsi de le modifier et d’interagir avec lui dynamiquement en
ajoutant ou retirant des contraintes par exemple. Néanmoins, le maintien d’une telle
information ralentit la résolution, contrebalancant l'intérét des explications pour les
modifications dynamiques ou ’absence de solutions. Nous pensons cependant que les
explications sont encore sous-exploitées pour la résolution elle-méme et qu’elles offrent
de nombreuses perspectives dans ce domaine.

1.2 Problématique

Maintenir des explications est donc particulierement utile pour le traitement des
systemes sur-contraints et dynamiques de contraintes mais aussi cotiteux. Peut-on ren-
tabiliser leurs calculs en les exploitant également pour accélérer la résolution elle-
méme ? Par le passé, les explications ont constitué le coeur de méthodes de résolution
originales connues sous le nom de backtrack intelligent dont 'objectif est de limiter le
thrashing, c’est-a-dire les calculs redondants dont sont parfois victimes les approches
de résolution classiques basées sur le backtrack. Les explications ont donc déja été mises
en ceuvre pour améliorer la résolution. Néanmoins, ces approches n’ont pas, a ce jour
suffisamment démontré leur intérét pour intégrer des solveurs commerciaux et des ap-
plications industrielles. Le meilleur algorithme reconnu aujourd’hui pour la résolution
des problemes de satisfaction est I’algorithme MAC (Maintaining Arc-Consistency) que
nous présenterons au chapitre suivant et qui n’exploite pas le backtrack intelligent. Ce
n’est pourtant pas le cas dans d’autres domaines trés proches comme en Satisfiabi-
lité (SAT) ou les explications jouent un role crucial dans les solveurs. D’une maniere
différente, les solveurs linéaires exploitent en permanence des informations issues de
la résolution d’un probléeme, dit dual, qui constitue une autre maniere d’appréhender
le probleme d’origine dit primal. Les explications sont trés proches de ces informa-
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tions duales utilisées par les solveurs linéaires. Nous revenons donc dans cette these
sur la nature de l'information véhiculée par les explications et son role au cours de la
résolution.

L’objectif de cette these est donc d’examiner I'intérét des explications pour améliorer
les algorithmes actuels de résolution des problemes de satisfaction de contraintes (par
ex. MAC) ou en concevoir de nouveaux. Il s’agit aussi de montrer comment les explica-
tions peuvent étre mise en ceuvre efficacement sur des applications réelles.

1.3 Contributions et organisation de la these

Le contexte de ce travail est introduit dans les chapitres 2 a 5. On y aborde
les lacunes des méthodes completes de résolution utilisées dans les solveurs et par-
ticulierement le thrashing. Les explications sont introduites pour corriger ce défaut et
les techniques d’exploration intelligente de ’espace de recherche sont passées en revue.
On comprend notamment qu’elles concernent des problemes structurés. Cette notion
est approfondie avant de présenter nos axes de recherche dans ce contexte.

Nous montrons ensuite dans cette these que les explications ont un réle important
a jouer au niveau de la résolution pour :

1. identifier des structures du probléeme et guider la recherche. Nous nous intéressons
ici a I'information contenue dans le réseau d’explications pour caractériser les
phénomenes de thrashing sans passer par le backtrack intelligent (chapitre 6) ;

2. filtrer 'espace de recherche futur en revenant sur les techniques d’enregistrements
de nogoods. Nous évaluons notamment la possibilité de stocker et propager effi-
cacement de grands ensembles de nogoods par des automates (chapitre 7);

3. proposer un autre schéma de résolution fondé sur une décomposition du probleme
définie par I'utilisateur au moment de la phase de modélisation. Cette décomposi-
tion qui peut-étre vue comme une forme limitée d’enregistrement de nogoods met
clairement en évidence que les explications constituent une information duale.
Les explications offrent donc de nombreuses perspectives dans des schémas de
résolution inspirés des techniques de Recherche Opérationnelle et fondés sur la
dualité linéaire (chapitre 8).

Les chapitres 6,7 et 8 de la partie Il intitulée Des explications au ceur des solveurs
abordent les trois points précédents dans un cadre générique. L’objectif de cette these
est aussi de montrer que les explications peuvent constituer une technique de choix
pour aborder des problemes difficiles. C’est I’'objet de la partie III avec les chapitres 9
et 10 :

1. le chapitre 9 aborde la résolution d’un probleme de placement de taches temps
réel dans laquelle une stratégie originale de décomposition du probléme fondée sur
le calcul d’explications et illustrant le chapitre 8 est mise en ceuvre. Par ailleurs,
des heuristiques de recherche s’appuyant sur le maintien des explications et a
l'origine des idées introduites au chapitre 6 sont également présentées ;

2. la deuxieme application, au chapitre 10, concerne le probleme de MOSP pour
Minimum Open Stacks Problem. Nous mettons en oeuvre ici les idées du chapitre
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7 sur l'enregistrement de nogoods avec 1'utilisation d’un automate pour la compi-
lation de nogoods et le calcul de nogoods généralisés qui illustrent le mécanisme
central des explications i.e la généralisation des échecs.

Ces deux applications représentent a nos yeux le cceur de notre travail et sont a
l'origine de toutes les idées présentées dans un cadre plus générique de la partie II.



Premiere partie

Contexte






Chapitre 2

Vertigineuse combinatoire

Un probleme combinatoire s’appréhende souvent a travers un modele mathématique
qui s’appuie sur les éléments suivants :

— un ensemble V' de variables;

— un ensemble D de domaines correspondant a chaque variable et représentant les

valeurs possibles des variables ;

— un ensemble C' de contraintes exprimant des relations logiques que doivent vérifier

les valeurs prises par les variables ;

— éventuellement, un (ou plusieurs) critere(s) & optimiser (fonction objectif).

La grande variété des problemes, de leurs complexités et des approches de résolution
est reliée a la nature de ces quatre éléments. Ainsi, le cas des contraintes linéaires et
des domaines continus (programmation linéaire) est bien résolu aujourd’hui, méme a
des échelles surprenantes (centaines de milliers de variables-contraintes). Le passage
a des domaines discrets ou des contraintes non linéaires (fonctions polynomiales, tri-
gonométriques, relations logiques) est souvent beaucoup plus épineux. La nature de
la fonction objectif (linéaire, convexe, etc.) est également déterminante pour la com-
plexité du probleme. Par ailleurs, la réalité dépasse souvent le modele mathématique
et comporte des éléments sur-contraints (contraintes souples), inconnus (variables sto-
chastiques), ou difficiles & quantifier pour le décideur.

Parmi la grande diversité des techniques de résolution, différentes classes se dis-
tinguent sur la maniere dont ’espace de recherche est exploré et sur les traitements
effectués a chaque étape de I'exploration : les méthodes gloutonnes, locales, completes
et incompleétes, exactes et approchées... Les méthodes gloutonnes ne remettent pas en
cause les décisions prises et construisent progressivement une solution en utilisant une
heuristique. Elles font partie des techniques les plus simples et les plus pragmatiques.
Les méthodes completes font référence a des techniques « d’exploration systématique »,
notamment capables de prouver l'inconsistance ou l’optimalité d’un probleme. Elles
s’appuient souvent (mais pas uniquement, comme nous le verrons en partie 3.3.1) sur
une recherche arborescente des combinaisons possibles. Ces techniques offrent donc la
garantie de I'optimalité par une exploration exhaustive mais souvent en partie implicite
de ’espace de recherche. De méme, les algorithmes d’approximation garantissent quant
a eux de fournir une réponse & une certaine connue de 'optimum. Une autre classe
trés importante en pratique est celle des recherches locales. A I'inverse des méthodes
completes qui construisent généralement une solution en étendant progressivement des

11
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affectations partielles des variables, ces dernieres procedent en explorant successive-
ment des affectations completes. Elles partent d’une solution initiale et le passage
d’une affectation complete & une autre se fait par I'application de mouvements ou de
transformations qui visent & améliorer (au sens de la fonction objectif) la solution
courante. Elles souffrent de leur vision locale du probleme qui peut les amener & res-
ter bloquer sur un optimum local. Néanmoins, des techniques génériques (par ex. les
méta-heuristiques) existent pour diminuer ces risques et pour les guider vers 'opti-
mum global. Dans tous les cas, elles sont souvent le dernier recours pour résoudre les
problemes de tres grande taille. De nombreux schémas d’hybridation ont été imaginés
depuis, offrant par exemple la possibilité aux recherches locales d’évoluer dans I’espace
des affectations partielles ([JL02a]).

Nous nous intéressons dans cette thése aux méthodes de résolution completes dans
le cadre de domaines discrets sans faire d’hypothéses sur la nature des contraintes
et pour des problemes de satisfaction (obtenir une solution réalisable) comme des
problemes d’optimisation.

2.1 Les méthodes de résolution completes

Les principes et les mécanismes au cceur de deux techniques completes de résolution
sont présentés ici : la programmation linéaire et la programmation par contraintes.
L’objectif n’est pas I'exhaustivité mais plutét de mettre en lumiére ce que sont a
nos yeux les concepts fondamentaux et d’introduire les notions plus spécifiques qui
seront reprises en détail dans cette these. Ces deux techniques de programmation sont
issues d’horizons tres différents et le terme de programmation reste une source de
confusion [LPO01] pour leur compréhension. Pour la premiere, « programmation »fait
référence a la conception de programmes (par ex. programme de la journée) ou de
plans d’actions pour les forces militaires du United States Defense Department et
voit le jour en tant que discipline & part entiere avec George Dantzig en 1947 et son
article intitulé Programming in a linear structure [Dan48]. La seconde est plus récente
(autour des années 80) et se réfere a une technique de programmation informatique
telle que la programmation fonctionnelle ou par objets et nous vient de l'intelligence
artificielle et des développements des langages de programmation. Aujourd’hui, les
deux se rejoignent chaque jour davantage car elles apportent des outils puissants et
souvent complémentaires.

2.1.1 Programmation linéaire

Un programme linéaire (PL) est défini par :

— le vecteur colonne z de ses variables continues = = [z1,...,2,];

— la matrice des contraintes A et le vecteur colonne des constantes b = [by, ..., by]

de sorte que chaque ligne ¢ corresponde a une contrainte linéaire Z?:1 ai;x; < by

— la fonction objectif z = } 7, cjz; définie par le vecteur ¢ = [cy, . .., ¢, ] des coiits.
La figure 2.1 donne une écriture matricielle d’un tel probleme P.

D’un point de vue géométrique, ’ensemble des contraintes linéaires d’un PL définit
un polyedre convexe dans un espace a n dimensions qui correspond a l’espace des
solutions. Un polyedre vide fait des lors référence a une absence de solution pour
le probleme tandis qu’un polyedre non borné peut éventuellement mener a 1’absence
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P:Max z = czx
Tel que : Ax <b
Vi,xizo

FiG. 2.1: PL primal sous forme matricielle

d’optimum fini. Quand P admet des solutions optimales, une solution se trouve sur un
point extréme de ce polyedre (voir figure 2.2) puisque la fonction objectif est linéaire et
le domaine des variables continu. La convexité de ’espace des solutions et la linéarité
de la fonction objectif sont les deux propriétés essentielles exploitées par ’algorithme
du simplexe proposé par Dantzig. Bien que cet algorithme soit de complexité expo-
nentielle, son efficacité pratique lui a permis de s’imposer devant d’autres algorithmes
polynoémiaux imaginés par la suite [Kar84].
A

\

Fia. 2.2: exemple d’un polyedre et de 'enveloppe convexe de ses points entiers

2.1.1.1 Le simplexe

La formulation algébrique du simplexe passe par I'introduction de variables dites
d’écart de telle sorte que chaque contrainte Z?Zl aij;r; < b; devienne Z?Zl a;jxj+e; =
b; avec e; > 0. Dans ce formalisme, chaque sommet du polyedre est caractérisé par un
sous-ensemble de m variables prises parmi les n+m variables du probléeme complet (on
inclut dans ce décompte les nouvelles variables d’écart e;). En effet, dans ce systéme
a m équations et m + n variables, il suffit de fixer n variables & zéro pour posséder
une solution sur les m restantes (apreés les avoir rendues linéairement indépendantes).
Une telle solution est appelée une solution de base (toutes les variables hors-bases ont
donc des valeurs nulles). Le simplexe propose de se déplacer (exactement a 'image
d’une recherche locale) de solution de base en solution de base (d’un point extréme a
un autre) en améliorant la fonction objectif & chaque mouvement. Le mouvement en
question est une opération de pivot ou une variable hors-base est choisie pour remplacer
une variable actuellement en base. Dés qu’aucun mouvement améliorant n’est possible,
Poptimum est atteint (du fait de la convexité de espace). Des questions se posent a
différents niveaux :

— linitialisation : comment choisir une solution de base initiale pour démarrer

I’algorithme ? Le probleme se pose dés que le point origine obtenu en utilisant
les variables d’écarts (Vi,z; = 0) n’est pas une solution de base faisable. Des
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techniques reposant sur le simplexe lui-méme existent comme la méthode des 2
phases. On résout dans une premiere phase un probleme auxiliaire qui possede
le point origine comme solution de base initiale et dont la solution optimale
constitue la solution de base recherchée pour le véritable probleme. Celui-ci est
alors résolu dans une deuxiéme phase.

— ala terminaison : comment repére-t-on un probleme non borné ? Un probléme non
borné est caractérisé par un polyedre ouvert. Le simplexe détecte cette situation
quand il n’y a aucune variable candidate pour quitter la base. Aucune limite
n’est donc imposé & la croissance de la variable entrante qui peut augmenter (et
donc l'objectif également) sans remettre en cause la faisabilité de la solution de
base.

— en cours de résolution : 'algorithme peut-il cycler sur un plateau du polyedre ?
Oui, cela peut parfois se produire en cas de dégénérescence. La dégénérescence
désigne une situation ou au moins une variable en base prend la valeur zéro. La
variable entrante choisie pour la remplacer est donc également limitée a zéro. La
fonction objectif ne croit pas et le simplexe peut donc revenir sur une solution
de base de méme valeur objectif déja visitée.

Ces éléments ont été ici introduits de maniere informelle et on se référera a [Chv83]
pour une présentation approfondie. Nous souhaitons simplement souligner ici comment
la nature du domaine des variables (continuité), des contraintes (linéarité) et de la
fonction objectif (monotonie dans chaque direction) sont & l'origine du simplexe et de
la résolution efficace de cette classe de probleme. Par ailleurs, certaines idées issues de
la programmation linéaire ont des répercussions sur toute ’optimisation combinatoire.
C’est le cas de la dualité.

2.1.1.2 La dualité

En s’interrogeant sur une borne supérieure de z, on peut étre amené a formuler
un nouveau probleme linéaire, D, basé sur les contraintes de P. Imaginons qu’il existe
une contrainte Z?:l ai;r; < b; telle que Vj,a;; > c;. b; constitue des lors une borne
supérieure pour z puisque z = Y 0 ¢;x; < YU aijr; < by
Plus généralement, on peut essayer de chercher une combinaison linéaire des b; (en
associant un coefficient y; & chaque b;) assurant pour chaque coefficient ¢; que :

m
Vi, D agui > (2.1)
i=1

et garantissant ainsi que ), b;y; soit une borne supérieure de z puisque :

n n m m n m
z= Z CjTj < Z(Z ijYi)Tj = Z(Z aij;)yi < Zbiyi
7j=1 7j=1 =1 =1 j7=1 =1

La recherche de la meilleure borne supérieure nous conduit a formuler le programme
linéaire dual D de la figure 2.3 (P porte aussi le nom de probleme primal par op-
position) dans lequel les équations 2.1 constituent les contraintes et ol on cherche &
minimiser Y ;" b;y;. On note y le vecteur colonne des variables duales y = [y1, .. ., Ym].

Ces deux problemes entretiennent des relations tres fortes (voir [Chv97] pour la
démonstration) :
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D : Min w = by
Tel que : ‘Ay > ¢
y=>0

F1G. 2.3: PL dual sous forme matricielle

Propriété 2.1.1 Pour toutes solutions x et y respectivement d’un probleme primal P
et de son dual D alors z = cx < w = 'by. De plus, si P et D ont des solutions (polyédre
borné et non vide), ils ont des solutions optimales notées z* = cx* et w* = 'by* telles
que z* = w*.

Par ailleurs, les solutions optimales de P et D sont intimement liées a travers leurs
variables d’écart. La seule solution optimale de I'un d’eux permet d’obtenir I'optimum
de T'autre ce qui présente la dualité comme un certificat d’optimalité'. Le dual jus-
tifie donc de maniere élégante 'optimalité, il fournit des interprétations économiques
intéressantes (en indiquant par exemple le gain potentiel lié & la variation des pa-
rametres b; : on fait alors référence aux variables duales sous le terme de shadow prices
i.e. la valeur marginale d’une ressource b;) mais il est aussi utilisé implicitement & tout
moment de la résolution pour guider la recherche dans le polyedre en s’orientant dans
les directions qui entrainent le meilleur gain (les variables duales portent alors le nom
de cotits réduits ou reduced costs)?. Outre son intérét pour le cadre continu, la dua-
lité est tres présente dans toute a littérature des approches completes de la recherche
opérationnelle et au coeur de techniques de décomposition et relaxation aussi variées
que la décomposition de Benders [Ben62], la génération de colonnes [BJNT98], ou la
relaxation lagrangienne [Eve63].

2.1.1.3 Le passage aux nombres entiers

Le cadre de la programmation linéaire atteint ses limites pour de nombreux problemes
qui requierent des prises de décisions discretes (on parlera de PLNE pour programma-
tion linéaire en nombres entiers) et dont la solution optimale s’avere potentiellement
tres éloignée de 'optimum donné par leur approximation continue (on parle de re-
laxation continue puisqu’on relache les contraintes d’intégralité des variables). La
résolution s’appuie alors sur un mécanisme de séparation et évaluation (branch and
bound)? :

1. La séparation consiste a simplifier le probleme d’origine en faisant un certain
nombre d’hypotheses jusqu’a ce que le probleme résultant soit facile a résoudre
(procédure de séparation ou de branchement [LMSK63]). En cas d’échec, il faut

15i la solution en question est réalisable et les valeurs des fonctions objectifs sont identiques

2En réalité les points du polyedre primal et dual vont par paire et ce constat est & 'origine de la
dual simplex method au cceur de 'analyse de sensibilité.

3Une autre solution (qui peut aussi étre utilisée conjointement avec le branch and bound) est
d’appliquer le simplexe sur ’enveloppe convexe des points entiers, mais comme l’extraction complete
de cette enveloppe convexe mene en général a un nombre exponentiel de contraintes, on procede
progressivement en appliquant une méthode de génération de coupes. 1l s’agit de résoudre la relaxation
continue et de produire un plan de coupe (une contrainte) séparant le point optimal donné par la
relaxation du polyedre courant. On génere ainsi facette par facette, ’enveloppe convexe des points
entiers. La procédure peut néanmoins s’arréter dés que 'optimum de la relaxation continue est entier.
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naturellement revenir sur ces hypotheses. L’ensemble de la résolution se présente
comme une recherche arborescente (en largeur, profondeur ou un mélange des
deux) dans ’ensemble des hypotheses.

2. La phase d’évaluation s’enclenche apres chaque nouvelle hypothese et son objec-
tif est d’interrompre si possible 'exploration. La relaxation continue est résolue
pour s’assurer qu’elle n’est pas inférieure & la meilleure solution trouvée jusqu’a
présent (elle fournit en effet une borne supérieure de z en cas de maximisation).

L’espace de recherche est partitionné sur le choix d’une variable fractionnaire x;
sur laquelle on fera les hypotheses x; < |z;| dans le sous-arbre gauche et x; > [z;]
dans le sous-arbre droit de maniére & lui imposer des valeurs entieres (voir figure 2.4).

Fi1c. 2.4: arbre de recherche développé par un solveur linéaire en nombre entiers

Le choix de la variable est critique sur la taille de ’arbre de recherche final [LS99].
Ainsi, [FHTT74] explique que brancher au nceud racine sur une variable qui n’affecte
pratiquement pas la relaxation continue ne fait que doubler tout le travail de I'algo-
rithme. Les stratégies de branchement ont donc fait I’objet de nombreuses études et
s’appuient sur 'estimation de la décroissance de z. En cas de maximisation, la relaxa-
tion continue fournit une borne supérieure et chaque étape de séparation fait donc
décroitre la valeur de la fonction objectif. Deux pseudocosts notés P, et Pf (a 'image
des cotits réduits du cadre continu) représentent cette dégradation pour chacune des
deux décisions x; < |z;] et x; > [x;]| de chaque variable z;. On considére & un nceud
J une variable non entiere x; = |z;] + f avec 0 < f < 1. On note par ailleurs la
décroissance de la fonction objectif D]~ obtenue en prenant la décision z; < |z;] et
Df * celle obtenue en prenant x; > [x;]. Les pseudocosts représentent la décroissance
de z par variation d’une unité de z; et s’écrivent :

DI~

_ + Dng
Pr== I =alp

La variable agissant le plus fortement sur Iobjectif est retenue®. Enfin, comme
les premiers choix sont cruciaux, I'initialisation des pseudocosts ainsi que la distinction
entre pseudocosts identiques, sont des questions d’importance. A cette fin, des solutions
intitulées strong branching [BCCL95] consistent & arbitrer les meilleurs candidats en
évaluant une borne inférieure de la dégradation de I'objectif sur la base d’un nombre

4les pseudocosts peuvent étre calculés explicitement en résolvant les programmes linéaires associés
aux deux hypothéses pour obtenir la valeur de la relaxation. Cette solution trop cotiteuse est remplacée
par 'utilisation de leur valeur moyenne observée dans la recherche passée en supposant que cette valeur
varie peu d’un neeud a l'autre de ’arbre.
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limité d’itérations du simplexe dual pour chaque candidat. Il ne s’agit, ni plus ni moins,
que d’une analyse de sensibilité pour chaque hypothese candidate.

2.1.2 Programmation par contraintes

La programmation par contraintes (PPC) se veut une généralisation du cadre
précédent dans laquelle aucune hypothése n’est faite sur la nature des domaines,
contraintes et objectifs. Néanmoins, nous considérerons dans cette these des domaines
finis et discrets et nous nous pencheront a la fois sur des problemes d’optimisa-
tion et de satisfaction (identifier une solution faisable). Les contraintes, en revanche,
désignent tout type de relation logique, arithmétique, symbolique ..., ou encore décrite
en extension par la donnée des combinaisons de valeurs compatibles ou incompatibles.
Les premiers systemes de contraintes tel que CHIP (Constraint Handling In Prolog)
s’appuient sur la programmation logique et ses atouts déclaratifs [JL87]. Des solveurs
plus récents tel que ILOG Solver ont conservé les aspects déclaratifs sans pour autant
s’appuyer sur Prolog pour des raisons de performance. La PPC offre ainsi un langage
de modélisation tres riche avec des contraintes qui expriment des problématiques com-
plexes mais récurrentes : alldifferent, cumulative, global cardinality [BCRO5,
AB93, Rég94]. La description des procédures de recherche peut également se situer a
trés haut niveau et faire partie intégrante du langage a I'image d’OPL [Hen02]. Nous
nous appuierons par la suite sur les notions suivantes :

Définition 2.1.1 Un CSP [Mon7j}] (constraint satisfaction problem) est défini par
le triplet (X,D,C) ot :

- X = (x1,...x,) désigne un ensemble de n variables;

- D= (Dy,...D,) est ’ensemble des domaines de sorte que chaque D; contienne
les valeurs possibles de x;. On notera d la taille du plus grand domaine ;

- C = (Cq,...,Cp) désigne l’ensemble des contraintes. Une contrainte C; d’arité
q est définie par un ensemble de q variables vars(C;) = {z1,...xiq} ainsi que
le sous-ensemble du produit cartésien D1 X ... x D;q spécifiant les valeurs des
variables (x;1,...xiq) compatibles entre elles (ce sous-ensemble peut étre défini
en intension,).

Définition 2.1.2 Une solution est un tuple (s1,...s,) de valeurs pour chaque va-
riable vérifiant toutes les contraintes de C.

Définition 2.1.3 Le réseau de contraintes d’un csp= (X, D,C) est défini par I’hy-
pergraphe R dont les neeuds correspondent aux variables, X, du CSP, et les arétes sont
associées a chaque contrainte C; et joignent l’ensemble des neeuds vars(C;).

Définition 2.1.4 L’espace de recherche désigne I’ensemble des combinaisons pos-
sibles de valeurs pour les variables : D1 X ... X D,.

La résolution en programmation par contraintes s’appuie sur deux éléments cen-
traux :
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— P’énumération : comme dans le contexte linéaire, I’énumération consiste a sim-
plifier le probleme par des hypotheses. Le processus est fondé sur une explora-
tion arborescente en profondeur d’abord de I’ensemble des hypotheses. L’arbre
résultant représente une maniere de parcourir I’espace de recherche;

— la propagation : il s’agit d’'un mécanisme d’inférence logique destiné a simpli-
fier, autant que possible, le probleme dans son état courant (état initial ou déja
simplifié par des hypotheses provenant de I’énumération) de maniere a réduire
I’espace de recherche et éviter d’explorer inutilement des portions de ’espace dont
on peut prouver qu’elles ne contiennent aucune solution (c’est de Panticipation
ou look-ahead).

2.1.2.1 La propagation

Cadre théorique. La réduction de ’espace de recherche s’effectue sur la base de
mécanismes d’inférence associés a chaque contrainte. Chaque C; a en effet la charge
d’identifier les valeurs de ses variables qui n’appartiennent & aucune solution (valeurs
inconsistantes) et de les éliminer. C’est le role des algorithmes de filtrage qui passent les
domaines des variables au tamis et réduisent la combinatoire en éliminant des branches
stériles de I’arbre de recherche. La relaxation continue abordée dans le cadre linéaire
entre tout a fait dans cette catégorie puisqu’elle permet d’arréter I’énumération sur la
base d’une déduction concernant la meilleure solution possible du sous-arbre courant.
La finesse du filtrage effectué par chaque contrainte représente le niveau de consistance
atteint par la contrainte. La consistance la plus célebre est la consistance d’arc (aussi
appelée GAC pour generalized arc consistency) :

Définition 2.1.5 Une contrainte Cy, est dite GAC ou arc-consistante dés lors que
toute variable x; de vars(Cy) et toute valeur v; de D; appartiennent ¢ au moins un tuple
((x1,v1), ... (@i, v5) . .., (xg,vq)), qui constitue une affectation des variables de vars(Cy,)
vérifiant Cy, et tel que Vj € [1...q],v; € D;. Cette affectation partielle constitue un
support de (x;,v;).

Définition 2.1.6 Un csp=(X,D,C) est dit GAC ou arc-consistant si et seulement
si chaque contrainte C; € C est GAC.

L’arc-consistance désigne donc une consistance complete du point de vue d’une
contrainte (toutes les valeurs inconsistantes pour chaque contrainte sont éliminées).
Elle ne garantit pas néanmoins que toute valeur restante puisse étre étendue a une
solution, c’est une consistance locale.

Exemple 1 Arc-consistance

Soit le csP constitué de trois variables x, y, z de domaines D, = {1,2,3,4},
D, = {2,3,4}, D, = {2,3} et deux contraintes ¢; : alldifferent(xz,y,z) et
co : x + 2y — z < 4. Maintenir la GAC pour cq signifie éliminer les valeurs 4 de
D, et D, ramenant les domaines & {1,2,3}, {2,3}, {2,3}. La propagation de ces
réductions & c; permet d’éliminer les valeurs 2 et 3 de D, aboutissant & D,, = {1},
D, ={2,3}, D, = {2,3}. Cet état constitue le point fixe et on ne peut pas aller
plus loin. Le triplet (z,y, z) = (1,2, 2) constitue par exemple un support de (z,1)
dans ¢; tandis que (1,2,3) pourrait étre son support dans cs.
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procédure : propage(Q) throws Contradiction

1: while Q # () do

2 evt — defile(Q) ;

3 if evt = evt(x) { événement sur une variable} then

4 for all ¢ tel que = € vars(c) do

5: propageCt(c,evt,Q) ; {par exemple AC4(c,i # a,Q)}

6: end for

7 else if evt = evt(ct) { événement sur une contrainte} then

8 propageCt(c,evt(c),Q) ; {par exemple AC (scalar<,evt(c),Q)}
9 end if

10: end while

Algorithme 1: schéma de propagation événementielle

Dans le cas des contraintes définies en extension (par la donnée de toutes les com-
binaisons faisables ou infaisables de la contrainte), de nombreux algorithmes ont été
donnés pour maintenir efficacement et incrémentalement ’arc-consistance : AC3, AC4,
AC6, AC2001, etc. [Deb98, Bes06].

Pour maintenir le niveau de consistance du csP, les déductions effectuées sur une
variable sont partagées a toutes les autres contraintes portant sur cette variable par
le mécanisme de propagation. La nouvelle information est ainsi propagée au reste du
réseau jusqu’a l'obtention d’un point fixe ou d’une contradiction (domaine vide). Une
telle procédure assure que le réseau est arc-consistant si chaque contrainte est arc-
consistante. Néanmoins, rien n’oblige les contraintes a atteindre le méme niveau de
consistance.

Cadre algorithmique. Nous présentons a présent les idées précédentes dans un
cadre algorithmique plus précis. En pratique, 'incrémentalité du filtrage, comme la
granularité du réveil des contraintes, peut étre prise en compte pour maintenir la
consistance du csP. Une contrainte est des lors caractérisée par son comportement
vis-a-vis des événements (evt sur algorithme 1) survenant au cours de la propagation.
Deux types d’événement sont considérés ici :

— les événements evt(z) portant sur une variable = : comme les inférences portent
sur les domaines des variables, les événements typiques concernent la mise a jour
d’une borne, le retrait d’une valeur ou l'instanciation ;

— les événements evt(ct) portant sur une contrainte ct : il s’agit simplement de la
demande du réveil complet de la contrainte (noté evt(ct)). C’est un événement
moins informatif, souvent considéré dans la plupart des systemes.

Les événements sur variables ne sont, ni plus ni moins, que ’application de I'al-
gorithme de filtrage & un niveau de réveil plus fin. La procédure propage(Q) de 'al-
gorithme 1 décrit le schéma général de cette propagation événementielle. Il s’appuie
sur :

— une file de propagation, (), contenant les événements a propager ;

— une méthode, propageCt(C, evt, Q)), qui fait référence a l’algorithme de filtrage de

C. Cet algorithme prend en entrée un événement de propagation, evt, pour pou-
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Procédure :
Contradiction

AC4(Cy5,1 # a,Q) throws

Procédure AC (scalar<, evt(c), Q)
throws Contradiction

1: for all b € D; tel que b € supports(Cij,a)
do
nbSupports(j,b) « nbSupports(j,b) - 1;
if nbSupports(j,b) = 0 then
Dj — Dj\b;
if D; = 0 then raiseContradiction() ;
evt(j) < j # b;
Q — QUTen())};
end if
end for

Algorithme 2: Propagation de i # a par
AC4 avec vars(Cij) = {i,j}.

L 0b — este— (0 as xinf(z) — >z, bix
sup(z:))

2: for all i do

3 if i < ni, newSup «— (Ib+a; xinf(x;))/a;

4 else newSup «— (Ib — b; x sup(x;))/bs

5. if newSup < sup(z;) then

6 sup(z;) < newSup

7 Q — QU {z; < newSup}

8 end if

9: end for

Algorithme 3: Propagation de 2?211_1 a; X
T — Z?:in b; x x; < cste

voir se comporter de maniere incrémentale en maintenant le niveau de consistance
de la contrainte sans procéder au réveil complet. Par ailleurs, ses déductions sont
ajoutées a @ sous la forme de nouveaux événements sur les domaines de variables

de vars(C).

La méthode propage(Q) procede donc simplement au réveil des contraintes susceptibles

d’étre affectées par ’événement courant jusqu’a ’obtention d’un point fixe ou d’une
contradiction.

Le cceur de la propagation réside donc dans la méthode propageCt(C, evt, Q) propre

a chaque contrainte. Deux exemples sont donnés par les algorithmes 2 et 3 :

1. L’algorithme 2 (AC4(Cyj,i # a,Q)) présente une implémentation possible de

propageCt(C,evt, Q) qui atteint 'arc-consistance dans le cas d’une contrainte
binaire (notée Cj;) en extension pour un événement de retrait de valeur (i # a).
Cet algorithme, AC4, maintient le nombre de supports courants nbSupports(j,b)
pour une valeur b d’une variable j. A Tobtention de i # a, AC4 décrémente de
un le nombre de supports de toutes les valeurs de j pour qui la valeur a était un
support (c’est I’ensemble supports(Cjj;,a)). Il élimine les valeurs de j qui n’ont

plus de supports conformément & la définition de ’arc-consistance®.

. Un autre exemple (algorithme 3) de filtrage est donné pour une combinaison

lindaire du type Z?:lfl a; X x; — Y ;2 b x x; < cste (contrainte de type sac d
dos) ou a; et b; dénotent des quantités positives. Une telle contrainte est notée
scalar<. Cet exemple montre comment l'exploitation de la sémantique de la
contrainte peut améliorer considérablement la propagation (travail uniquement

aux bornes) et offrir des représentations beaucoup plus compactes des contraintes.

Le succes de la programmation par contraintes repose en grande partie sur le
concept de contrainte globale [AB93, BCRO05]. La modélisation de problemes réels
fait souvent appel a des problématiques récurrentes, des motifs correspondant & des

5 . . . . s 7 : ]
°nbSupports(j,b) est ici considéré comme un entier restaurable au backtrack et qui reste donc
toujours consistant avec les domaines courants des variables.
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réseaux de contraintes élémentaires tres utilisés. Les contraintes globales désignent
souvent des contraintes qui portent sur des ensembles de variables et maintiennent
un niveau de consistance plus élevé que le niveau atteint par leur décomposition en
contraintes élémentaires (voir [BHO3] pour une définition exacte). Elles correspondent
en général a des problématiques de haut niveau et encapsulent des algorithmes de
filtrage tres efficaces car ils exploitent la sémantique des contraintes. Ces contraintes
sont a la fois des outils de résolution et de modélisation tres efficaces.

2.1.2.2 L’énumération

La propagation est rarement suffisante pour réduire chaque domaine de chaque
variable & un singleton et obtenir ainsi une solution. Une fois son point fixe atteint,
I’étape suivante est d’explorer I’espace de recherche résultant.

Cadre théorique. L’exploration s’effectue de maniere arborescente et de nombreux
types de contraintes peuvent étre utilisés pour brancher (construire l’arbre) mais la
maniere la plus courante est d’explorer les combinaisons possibles en affectant les
valeurs une & une (les hypotheses sont donc du type z; = j) :

Définition 2.1.7 Une contrainte de décision, dc;, désigne une hypothese de la re-
cherche. Par ailleurs, chaque neeud de l'arbre de recherche de profondeur k est identifié
par un ensemble unique DCy, = dcq, .. .dcy de contraintes de décision.

Le mécanisme de retour arriere ou backtrack permet de revenir dans un état
antérieur du probleme apres avoir rencontré un échec de maniere a explorer une autre
branche de 'arbre. L’état du probleme a un nceud de I'arbre est désigné sous le terme
de monde :

Définition 2.1.8 A tout neud DC). de l’arbre de recherche est associé un monde
de profondeur k désignant I’état du probléme (état des domaines des variables et des
structures de données du systéme) apres la suite de décisions DCy = dcy, . . . deg.

A I'image du cadre linéaire, les décisions ont une importance critique sur la taille
de ’arbre final exploré. Pour des contraintes de décision du type z; = j, deux heuris-
tiques dites de choix de variables et de choix de valeurs doivent étre définies pour décrire
I’arbre de recherche. Les concepts évoqués dans le linéaire s’appliquent ici de maniere
similaire et les décisions permettant de contraindre au maximum le probléme sont pri-
vilégiées. Ce principe a été reconnu sous le terme de first-fail [HE80]® pour le choix
des variables et mis en ceuvre avec des heuristiques comme mindom qui sélectionne
les variables de plus petit domaine d’abord ou mindom/mazdeg qui prend en plus en
compte les variables de degré maximum dans le réseau de contraintes. Plus récemment,
ces notions ont été généralisées sous 'appellation d’impacts, qui a l'instar des pseudo-
costs sont calculés pour chaque variable [Ref04] tout au long de la recherche et mesurent
I'influence de chaque choix sur la réduction de I’espace de recherche via la propagation.
Nous reviendrons sur la notion d’impact au chapitre 6.

Stry first where you are the most likely to fail.
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Par ailleurs, on peut obtenir deux arbres de recherche bien distincts selon la
sélection de la variable. On peut insister sur la méme variable apres un échec jus-
qu’a ce que son domaine soit vide (d-way branching) ou choisir une nouvelle variable
(2-way branching). Dans ce dernier cas, on construit un arbre binaire avec x; = v dans
la branche droite et x; # v dans la branche gauche.

Cadre algorithmique. Le backtrack est couramment implémenté a travers 'uti-
lisation d’une pile (trailing) sur laquelle sont stockés les changements de toutes les
structures backtrackables (les domaines des variables par exemple). La mise a jour de
ces structures au moment du retour a un noeud de I’arbre est donc incrémentale puisque
seules les modifications sont enregistrées’. Par ailleurs, le maintien de I’arc-consistance
est effectué a tout instant de la recherche arborescente (algorithme MAC pour main-
taining arc consistency) c’est-a-dire apres I'ajout de chaque nouvelle contrainte de
décision. L’algorithme 4 synthétise la procédure de recherche couplée a la propagation.
Il s’appuie sur :
— la méthode choixDecision() : elle constitue I'heuristique de recherche qui guide
I’exploration par le choix de la variable et la valeur de la prochaine affectation.
La variable et la valeur indiquant la branche courante sont stockées par deux
données restaurables au backtrack, i et a;
— la méthode worldPush() : elle permet de sauvegarder la différence entre le monde
courant et le monde précédent en marquant le haut de la pile;
— la méthode worldPop() : elle permet de restaurer les valeurs de toutes les struc-
tures de données restaurables au backtrack : les domaines, ’ensemble des contraintes
C et les valeurs de ¢ et a correspondant a la derniére branche.

procédure : MAC

Q «— 0; (i < null,a); {variable et valeur backtrackable de la branche courante}

: for all c€ C do Q — QU {evt(c)};

: try propage(Q) catch (Contradiction e) return no solution;

loop
(i,a) < choizDecision() ; {choix de ¢ (variable non instanciée) et d’une valeur a € D;}
goDown(i,a,Q) ;
if Vz € V,|D,| =1 then return solution;

: end loop

PP Wy

Algorithme 4: maintien de ’arc-consistance

Tant que toutes les variables ne sont pas instanciées (ligne 7 de la procédure MAC)
ou que la preuve d’absence de solution n’a pas été faite (ligne 2 de goUp(i,a,@)),
une décision est prise en faisant appel aux heuristiques de choix de variables/valeurs
sur les variables non instanciées et les domaines courants (ligne 5 de MAC). L’état
courant du probleme est enregistré (worldPush()) avant de prendre la décision (ici

"Le trailing limite en général les solveurs de contraintes & une exploration en profondeur d’abord
pour des raisons de mémoire (la profondeur de ’arbre est bornée par le nombre de variables). Seuls
les langages de contraintes plus récents supportent d’autres types d’exploration [Hen02]. Les solveurs
linéaires en revanche ne rencontrent pas cette limite.
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une affectation) et de la propager a ’ensemble du réseau (méthode goDown(i,a, Q)).
En cas de contradiction (méthode goUp(i, a, Q)), algorithme revient en arriere (appel
a worldPop()) de maniére a restaurer le probléme dans son état antérieur a cette
décision. La décision inverse est propagée et a nouveau, si un point fixe est atteint sans
croiser de contradiction, la recherche peut se poursuivre. On peut noter que ’absence
de solution se caractérise par une valeur nulle pour 7 a la ligne 2 de goUp(i, a, Q). Une
telle valeur signife que 'appel & worldPop a permis de remonter au dessus du nceud
racine et donc de retrouver la valeur initiale de .

Procédure : goDown(i,a, Q) Procédure : goUp(i,a, Q)
1: worldPush(); 1: worldPop() ;
2: decig —i=a;C—CUdciqg; 2: if ¢ = null then return no solution ;
3: Q — {evt(dcia)}; 3: —dcia — i # a; C+— CU=dciq;
4: try 4: Q «— {evt(—dcia)};
5.  propage(Q); 5: try
6: catch(Contradiction e) 6: propage(Q);
7. goUp(i,a,Q); 7: catch(Contradiction e)
8: end try catch 8:  goUp(i,a,Q);
9: end try catch

Algorithme 5: descente dans ’arbre
Algorithme 6: remontée dans I’arbre

2.2 Synthese des recherches arborescentes

Les approches décrites précédemment correspondent dans les grandes lignes aux
mécanismes mis en ceuvre dans les solveurs commerciaux méme si de nombreux détails
ont été passés sous silence. Ce sont donc des éléments qui ont acquis la maturité
suffisante pour devenir des composants essentiels de ces outils. Ces approches ont
néanmoins des lacunes bien connues auxquelles il n’existe pas encore de solution suffi-
samment mature pour faire partie intégrante des solveurs mais que la recherche aborde
depuis longtemps.

2.2.1 Lacunes

Nous avons évoqué les mauvais points de choix initiaux (en haut de larbre) et leurs
conséquences désastreuses (un choix qui ne simplifie pas le probléme, qui n’apporte pas
une nouvelle information significative, ne fait que multiplier le travail de 1’algorithme).
Un autre phénomeéne a fait I'objet d’études en PPC, c’est le thrashing : des zones
identiques de ’espace de recherche peuvent étre explorées inutilement de maniere re-
dondante. Le solveur re-découvre toujours la méme contradiction dont 'origine est
située bien en amont dans les hypotheses faites par la recherche.

Exemple 2 Premiere illustration du thrashing

Soit le probleme de coloration défini par un ¢sSpP de 5 variables x; de domaines
D,, =D, = D,, ={1,2,3} et D,, = D, = {2,3} ainsi que les contraintes de
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différence x1 # w9, ¥ # x3, 3 # T4, T3 F# x5, 4 # 5 dont le réseau associé
est représenté figure 2.5 (a). Imaginons que I’heuristique de choix de variables re-

F1G. 2.5: premier exemple de thrashing.

tienne les variables dans ’ordre croissant de leurs index et que les domaines soient
parcourus de maniere croissante (de la borne inférieure vers la borne supérieure),
I'arbre de recherche résultant (avec I’algorithme MAC) est représenté figure 2.5 (b).
On remarque sur cet arbre que linstanciation de x; a 1, crée un sous-probleme
infaisable (une clique de différences de 3 variables (3,24,75) avec 2 valeurs dans
leurs domaines). Cette infaisabilité® est indépendante du choix fait sur x5 et les
deux sous-arbres provenant de xo = 2 et zo = 3 sont identiques et explorés en
double inutilement, c’est le phénomene de thrashing.

L’exemple précédent met en évidence un thrashing provenant de certaines struc-
tures du probleme. On se rend compte qu’'un réseau de contraintes peu dense peut vite
entrainer la recherche a créer des sous-problemes indépendants (dynamiquement) et a
bactracker inutilement dans un sous-probleme (zy dans lexemple) alors que erreur
prend son origine dans une autre partie du probleme (z1,r3,x4 et x5 sur 'exemple).
Le thrashing peut également survenir dans d’autres circonstances.

Exemple 3 Deuziéme llustration du thrashing
Soit le csp défini par 6 variables x; de domaines D,, = {1,2,3,4} et les
3 contraintes décrites figure 2.6. occurence({x1,x2,23},3) = 2 spécifie que le

nombre d’occurences de la valeur 3 dans la liste {21, z9, 235} doit étre égale a 2.
On suppose que I’heuristique de recherche est celle donnée par I’arbre de la figure
2.6 (on instancie les variables dans lordre xg, 23, 24,1 et on parcourt 'arbre de
recherche de la figure de la gauche vers la droite).

En instanciant x3 a 3, la recherche engendre une situation conflictuelle entre
1 = x2 et le fait qu’il ne doit y avoir qu'un et un seul 3 pour les deux variables.
Les deux contraintes réalisent I’arc-consistance mais étant considérées séparément,
aucune contradiction n’est décelée par un solveur a ce niveau. La recherche se
poursuit donc inutilement sur x4 et la contradiction sera identifiée en double a
nouveau (zone entourée en trait plein sur la figure). On peut noter que la preuve

8 ’utilisation d’un alldifferent pour la clique aurait permis d’éliminer dés la racine les valeurs
2,3 de z3. Néanmoins, on peut remplacer cette clique par n’importe quel réseau de contraintes dans
lequel la valeur 1 de x3 n’appartient a aucune solution. Nous avons conservé les différences pour des
raisons de simplicité.
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alldifferent(zs, x4, Ts5, Tg)

occurence({zy, T2, x3},3) =2

Tr1 = X9

Vi, D, ={1,2,3,4} -

F1G. 2.6: deuxiéme exemple de thrashing.

réalisée pour x3 = 3 est indépendante a nouveau du premier choix sur x4 et sera
inutilement répétée (zone en pointillé) dans I’autre partie de l’arbre (si on cherche
par exemple toutes les solutions de ce probleme).

Ce second exemple montre comment un défaut de propagation peut conduire la re-
cherche dans une exploration redondante. Il met également en évidence que le thrashing
peut se produire bien sur en aval de I’hypothese conflictuelle mais aussi finalement, dans
n’importe quelle autre partie de I’arbre. C’est un point crucial pour comprendre les
algorithmes de backtrack intelligent tels que le backjumping ou le dynamic backtracking
(abordés au chapitre 3) imaginés pour compenser ce type de comportement.

La relative indépendance de certaines parties du probleme comme des défauts au
niveau de la propagation peuvent se combiner avec I’heuristique de recherche pour créer
des situations de thrashing irrémédiables. Ce phénomene se produit en PPC comme en

PLNE. Les explications que nous allons aborder dans la suite sont le remede imaginé
en PPC.

2.2.2 Synthese

Les techniques de résolution employées en PLNE comme en PPC sont tres proches
dans la mesure ou elles s’appuient sur une exploration arborescente de ’espace et
mettent en place des mécanismes d’inférence pour élaguer cet arbre. Elles souffrent
des mémes lacunes et deux d’entre elles (les choix initiaux et le thrashing) ont été
abordées ici en détails car elles seront au cceur de cette these. D’autres lacunes existent
néanmoins. A titre d’exemple, il existe toujours différentes manieres de modéliser un
probléme, c¢’est-a-dire de décrire une solution au probléme a travers un jeu de variables
et de contraintes. Ces modeles sont néanmoins rarement équivalents du point de vue du
solveur. Du coté PLNE, c’est la qualité de la relaxation continue (le polyedre implicite-
ment défini par le modele approchant plus ou moins bien I’enveloppe des points entiers)
qui est en cause alors que du coté PPC, c’est la qualité de la propagation (suivant la
formulation, certaines déductions peuvent étre perdues). Identifier un bon modeéle reste
un travail d’expert. Les deux domaines partagent donc le concept de contrainte redon-
dante (aussi appelée coupe en PLNE) menant sur des modeles redondants, qui, sans
étre nécessaires a la définition du probleme, participent a une formulation plus forte.
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Aujourd’hui, si de nombreux types de coupes peuvent étre identifiés automatiquement
par les solveurs linéaires, les solveurs de contraintes sont encore incapables d’aider 1'uti-
lisateur & construire un bon modele [Col06]. Tous ces éléments mettent en évidence les
similitudes entre deux domaines d’origines différentes qui se sont longtemps ignorés.
Dans ces dernieres années, il a été clairement reconnu que les deux approches semblent
tres complémentaires. En effet, si les principes sont les mémes, la méthodologie est
radicalement différente. Un modele PLNE s’appuie souvent sur des variables binaires
pour renforcer facilement la relaxation continue par des coupes alors qu’un modele
PPC préfere les variables entieres pour conserver et exprimer les structures combi-
natoires du probleme. L’un concentre ses efforts sur la fonction objectif et le calcul
de bornes inférieures, tandis que 'autre capture plus finement l’espace des solutions
faisables a travers la propagation. Tous ces aspects ont été souvent soulignés et des
approches hybrides, avec la volonté d’exploiter les forces respectives de chacun, ont
vu le jour [Mil03, JG01, FLM00, HOTKO00]. Pour John Hooker [Mil03], les deux tech-
nologies sont des instances d’un méme et unique framework basé sur la recherche, la
déduction et la relaxation. Néanmoins, il est rarement observé qu’un élément central
au coeur de la programmation linéaire reste completement absent de la programmation
par contraintes : la dualité.

Le dual est un outil qui fournit des capacités ”d’introspection” sur le probleme
comme sur la maniére dont il est résolu. Tous les éléments évoqués en 2.1 (reduced
costs, shawdow prices, pseudocosts, sensibilité, strong branching,...) prennent plus ou
moins leurs origines dans le concept de dualité. Par ailleurs, c’est un concept cru-
cial qui apparait souvent dans la littérature des approches completes de la recherche
opérationnelle (& base de décomposition et de relaxation [Ben04]). La question est donc
naturelle : quel est le dual de la programmation par contraintes ?

La définition du dual dans un contexte linéaire discret affaiblit ses propriétés (on
parle de dualité faible, primal et dual ne coincident plus forcément a I'optimum mais
constituent toujours des bornes I'un pour l'autre). Elle devient nettement plus délicate
dans un contexte non linéaire. Néanmoins, les explications dont il va maintenant étre
question remplissent partiellement ce role dans la mesure ou elles fournissent certaines
informations de nature duale.



Chapitre 3

Explorer ’espace de recherche
intelligemment

”There is no great mystery in this matter” he said, taking the cup
of tea which I had poured out for him; “the facts appear to admit of
only one explanation.”

Sherlock Holmes (Doyle, 1890)

Le cceur de cette these porte sur les explications et leur role dans la résolution.
Nous faisons donc ici un tour d’horizon de tous les algorithmes qui s’appuient sur
les explications ou des concepts analogues. Les algorithmes de backtrack intelligent,
dynamique ou les recherches locales basées sur la réparation d’affectations partielles
comme les techniques d’enregistrement de nogoods sont passés en revue.

3.1 Les explications : concept et calcul

Nous introduisons dans un premier temps les principales définitions relatives aux
explications avant de nous intéresser a leur calcul et maintien dans un solveur.

3.1.1 Notions et terminologie

Les explications nous viennent de l'intelligence artificielle a travers les systéemes
experts et de maniere plus générale les systéemes a base de connaissances. On considere
a ce moment la qu'un élément essentiel de ces systemes réside dans leur capacité a
justifier leurs conclusions et leur comportement [Doy79, de 86]. Un utilisateur ou un
développeur veut pouvoir comprendre ’enchainement des regles appliquées par le mo-
teur d’inférences du systeme pour aboutir a la conclusion. Un ensemble d’hypotheses
suffisantes pour atteindre la conclusion constitue une explication. Ce type de raison-
nement est identifié dans un cadre logique sous le terme d’abduction (Inference to
the best explanation). C’est le raisonnement par excellence du détective ou du médecin
qui cherchent tous les deux la meilleure explication. Une abduction logique est définie
dans le cadre suivant [Jos03, EG93] :

— une théorie 7 définissant le domaine d’application sous la forme d’une conjonc-

tion de formules (axiomes);

27
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— un ensemble H de formules qui représentent des hypotheses possibles ;
— un ensemble M de formules constituant les résultats logiques a justifier (les
manifestations).

L’abduction est 'opération qui consiste a identifier un sous-ensemble S C H tel que
T'US soit consistant et permette de dériver logiquement M : S |= M sous la théorie 7.
Des questions intéressantes se posent sur les éléments de H concernant leur pertinence,
(une hypothese h appartient-elle & au moins une explication 7) ou encore leur nécessité
(h intervient-elle dans toutes les explications ?). Les questions sur S sont relatives a
son existence et son calcul. Une explication étant rarement unique, on peut exprimer
différentes exigences sur son calcul et chercher par exemple une explication minimale au
sens de la cardinalité conformément au principe du rasoir d’Occam (entre deux expli-
cations, la meilleure est la plus simple, celle qui fait intervenir le moins d’hypotheses).
Le critere de la cardinalité minimale est souvent tres difficile & atteindre (pour les com-
plexités détaillées, on pourra se référer a [EG93]) et on peut relacher avantageusement
ce critere pour la minimalité au sens de 'inclusion dont la complexité théorique est
inférieure. D’autres critéres existent basés sur ’ajout de priorités ou de pénalités aux
hypotheses mais en pratique, on s’appuiera dans cette these sur des explications mini-
males au sens de 'inclusion (explications minimales pour la suite) ou des explications
arbitraires.
L’abduction a pris différentes formes en programmation par contraintes a travers les
termes de nogoods, removal explanations, contradiction explanations ou encore conflicts
sets [dK86, Gin93]. Il s’agit de justifier les raisonnements logiques effectués au moment
de la propagation donc de justifier I’état courant des domaines des variables ou le fait
que le probleme soit sans solution. Dans tous les cas, le cadre peut s’instancier de la
maniére (informelle) suivante :

— 7T = ensemble des domaines;

— H = ensemble des contraintes U ensemble des contraintes de décision prises par

la recherche jusqu’au nceud courant ;

— M = le domaine d’une variable x est réduit.
La réduction d’'un domaine peut se voir comme le retrait d’une valeur ou la modifi-
cation de I'une de ses bornes. Toutes les réductions de domaines se rameénent au final
a un ensemble de retraits de valeurs ce qui nous amene a la définition suivante de
Iexplication[Jus03] :

Définition 3.1.1 Soit C l’ensemble des contraintes originelles du probléme et DC,
l’ensemble des contraintes de décisions, l'explication e du retrait de la valeur a du
domaine de x est la donnée de deuxr sous-ensembles C, C C et DC, C DC tels que :

CeANDC. =z #a
On notera expl(x # a) = C. UDC, une telle explication.

Cette définition fait davantage référence aux remowval explanations introduites par
[Gin93]. Une explication de contradiction désigne l'explication d’un échec rencontré
au cours de la recherche (on peut considérer sans perte de généralité qu'un tel échec
prend son origine dans un domaine vide!).

1Une contrainte peut identifier une contradiction sans vider explicitement le domaine d’une variable
et calcule des lors elle-méme ’explication correspondante.
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Définition 3.1.2 Une explication de contradiction est ’explication de [’absence de
valeurs pour une variable x (D, = 0), de sorte que :

expl(Dy = 0) = U expl(x # v)
vED,

La définition de I’explication couvre également les concepts de nogoods et de conflicts
sets. Un nogood désigne I’ensemble des contraintes de décisions associées & un échec.
Il s’agit simplement d’un ensemble d’hypotheses contradictoires.

Définition 3.1.3 A toute explication de contradiction expl(D, = () = C. UDC, est
associée le nogood nog. défini par l’ensemble des décisions :

noge = DC,

A Torigine, les nogoods sont sont définis comme des affectations partielles inconsis-
tantes (qui ne peuvent étre étendues & aucune solution) et sont donc introduits dans le
cadre d’'un branchement de type affectation x; = val. Dans ce contexte, DC, désigne
souvent un ensemble d’affectations.

Exemple 4 explications, nogoods

Sur l'exemple 2 (page 23), apres avoir posé x; = 1, la valeur 1 est retirée
du domaine de x5 et x3 avec les explications expl(xo # 1) = {x1 = 1,21 # 22}
et expl(zs # 1) = {1 = 1,21 # x3}. Une fois que le sous-arbre de racine z3 a
été prouvé inconsistant en vidant le domaine de z3, on dispose de I'explication
de contradiction expl(xs = 0) = {z1 = 1,23 # 4,24 # 5,25 # 3}, 1 = 1
est donc un mogood, une affectation partielle qui ne peut étre étendue a aucune
solution.

Un conflict set désigne un ensemble de contraintes justifiant 1'inconsistance d’un
état de la recherche. Le conflict set obtenu au noeud racine est I’explication attendue
par l'utilisateur en cas de probleme sur-contraint (voir exemple 5).

Définition 3.1.4 A toute explication de contradiction expl(D, = () = C. UDC, est
associée le conflict set cset. tel que :

cset, = Ce

Exemple 5 conflicts sets

En cherchant le nombre minimal de couleurs nbc avec lesquelles on peut colorer
le graphe de la figure 3.1, on pourrait obtenir trois explications (ou conflicts sets)
justifiant nbc > 2 : cset; = {x3,x4, 25}, csety = {x1,22, %3, 5,26} OU encore
csets = cset; U csety. csety et csety sont tous les deux minimaux au sens de
I’inclusion tandis que cset; est en plus minimal pour la cardinalité.

Nous noterons par la suite |e|, la cardinalité d’une explication, c’est & dire le nombre
de contraintes contenues dans e : |C. UDC,|. Les cardinalités du nogood et du conflict
set associées a e sont donc respectivement définies par |DCc| et |Ce|. On dira également
qu’une explication e; est plus précise que eg dés lors que |e1| < |ea].
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F1a. 3.1: un probléme de coloration

3.1.2 Calcul a posteriori ou a la volée

Le maintien de P’arc-consistance (d’une maniere plus générale, la propagation) étant
devenu un composant incontournable dans la résolution des CSP, le calcul des explica-
tions comme les algorithmes de backtrack intelligent seront abordés dans ce cadre. On
peut distinguer deux types de méthodes pour calculer une explication :

Calcul a posteriori. Icile calcul s’effectue apres que la preuve de I'inconsistance ou
I’état a justifier ait été atteint. Cet état est noté L. Pour une technique m d’inférence
ou résolution (m peut correspondre & l’arc-consistance), 1’algorithme XPLAIN proposé
par [dSP88] permet d’obtenir une explication minimale au sens de l'inclusion de k
hypotheses parmi n en O(n X k) appels & m. Cet algorithme a été affiné de maniere
dichotomique par [Jun01] pour devenir QUICKXPLAIN et offrir une complexité O(n x
log(k + 1) + k?), intéressante dés que k est petit par rapport & n. XPLAIN est donné
par Dalgorithme 7 ou C' désigne ’ensemble d’hypothéeses parmi lesquelles on cherche
une explication X relativement a une technique d’inférence m.

procédure : XPLAIN(C, m)

X «—0;
ci,...,C, une énumération de C
Xtemp — 0
while m(X) #1 do
k0
while m(Xiemp) #L and k < n do
kE—k+1
Xtemp — Xtemp Uck
9: end while
10: if (m(Xtemp) #L return 0
11: X — X Uck
12: Xiemp — X
13: end while
14: return X

Algorithme 7: calcul d’une explication minimale au sens de l'inclusion

Son fonctionnement est assez intuitif :

1. Il proceéde en ajoutant une & une les hypotheses ¢ (contraintes) du systeme
(lignes 6-8) jusqu’a l'obtention d’une contradiction (notée L) par m pour la
suite co, ..., ¢p (m(co,...,cp) =1). La derniere hypothese ¢, est donc nécessaire
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a l'explication minimale, X (ligne 11), incluse dans co, . .., ¢, puisque cy, . .., ¢p—1
était cohérent.

2. L’étape suivante consiste & recommencer en ajoutant immédiatement c, (ligne
12) et construire la suite ¢, co, ... ¢, telle que m(cp, co, - - - ,cp/) =1 de sorte
que ¢p et ¢ appartiennent a l’explication minimale X.

XPLAIN construit ainsi itérativement I’explication minimale incluse dans cy,..., ¢, et
s’arréte des que m(X) =L (ligne 4). L’avantage majeur de cette technique est son
caractere non intrusif, elle fonctionne indépendamment de m. Les limites de cette ap-
proche sont néanmoins atteintes des que m fait référence a une technique de résolution
non polynomiale. C’est naturellement le cas pour 'algorithme MAC. Ainsi le calcul de
cseto de ’exemple précédent 5 exigerait six résolutions du probléme de coloration.

Calcul a la volée. Une autre maniere d’obtenir une explication est de tracer le
comportement de l'algorithme de résolution afin de conserver en mémoire ’ensemble
des hypotheses nécessaires a son exécution. Dans un contexte PPC, il s’agit de justifier
toutes les inférences faites au moment de la propagation par les contraintes. Comme ces
inférences s’appuient sur I’état des domaines, on doit conserver en mémoire les explica-
tions justifiant cet état courant et donc stocker O(nd) explications dans le pire des cas
(une pour chaque valeur de chaque domaine). Par ailleurs, I’algorithme de filtrage doit
désormais fournir le calcul de I'explication. Prenons ’exemple de ’algorithme 2 pour
'arc-consistance d’une contrainte en extension assurée par AC4 [JDB00]. La méthode
AC4(Cyj,1 # a,Q) doit étre instrumentée de maniere a expliquer ses inférences (voir
algorithme 8).

procédure : AC4(Cjj;,i # a,Q) throws Contradiction

1: for all b € Dj tel que b € supports(Cij;,a) do

2 nbSupports(j,b) <« nbSupports(j,b) - 1;

3 if nbSupports(j,b) = 0 then

4 D; « D;\b;

5: expl(j #b) — UsesuppoT‘ts(Ctj,b) expl(a # s);
6: if D; = () then raiseContradiction() ;

T evt(j) —j#b;

§ Qe QuUiat()}:

9 end if

10: end for

Algorithme 8: propagation de i # a par AC4 avec Vars(Cy;) = {i,j}

Les algorithmes de filtrage exploitent la sémantique des contraintes pour offrir
des mécanismes efficaces et dédiés au sous-probleme considéré par la contrainte. Pour
bénéficier dans ce cadre du calcul a la volée des explications, chaque contrainte doit
étre instrumentée pour fournir une explication associée a chacune de ses inférences.
Cette méthode est donc particulierement intrusive pour le solveur. Par ailleurs, méme
si chaque contrainte calcule une explication minimale, rien ne garantit la minimalité
globale de I'explication, dépendante de 'ordre dans lequel s’enchainent les inférences
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de la propagation. En pratique, on conserve donc une explication arbitraire correspon-
dant au raisonnement courant du moteur de propagation. PaLM (Propagate, Learn and
Movwe), [JB00], est a notre connaissance le seul solveur qui propose un tel mécanisme
dans un cadre de contraintes en intension. On peut noter qu’avec des consistances
locales moins fortes que ’arc-consistance comme le forward-checking on pourrait ob-
tenir un mécanisme générique d’explication en utilisant simplement les variables de la
contrainte directement responsables de 1’échec. Un lecteur intéressé pourra se référer
a [Roc05] pour des détails sur I'implémentation du calcul a la volée.

3.2 Backtrack intelligent, backtrack dynamique

Les explications sont au cceur des algorithmes de backtrack intelligent qui cherchent
a corriger le phénomene de thrashing présenté a la section 2.2.1. L’analyse des échecs
permet de revenir & des hypotheses pertinentes de la recherche et leur conservation en
mémoire vise a éviter de reproduire les mémes erreurs. Les algorithmes de backtrack
intelligent s’appuient donc sur un calcul a la volée des explications.

3.2.1 Conflict directed Backjumping

Conflict directed Backjumping (CBJ) est proposé a l'origine par [Gas77| mais son
utilisation conjointe avec le maintien de ’arc-consistance (MAC-CBJ) apparait en 1995
[Pro95]. L’idée est de revenir sur des points de choix qui sont effectivement respon-
sables de la contradiction rencontrée en conservant les relations de dépendance entre
les inférences effectuées au moment de la propagation et les contraintes de décision.
En mémorisant ces explications, on devrait disposer a tout moment d’une explication
de I’échec courant et pouvoir revenir sur la derniére contrainte impliquée dans cette
explication et non pas la derniere hypothése posée par la recherche.

Exemple 6 backjumping

Sur le premier exemple de thrashing (exemple 2 page 2), & 'obtention de la
premiere contradiction, ’explication de 1’échec est la suivante : expl(zs = 0) =
{z1 = 1,23 # x4,24 # 5,25 # x3}. T2 étant absent de l'explication, on peut
effectuer un saut sur x; et immédiatement essayer x; = 2.

L’algorithme se présente donc comme une recherche arborescente non chronologique
puisqu’on peut effectuer des sauts dans I’arbre pour revenir sur des points de choix per-
tinents. En dehors du calcul des explications, MAC-CBJ differe de MAC sur la méthode
goUp(i,a,Q) qui devient CBJ —goUp(i,a,e, Q) ou e représente I'explication associée
a ’échec courant. Les lignes 1-4, 8 et 13 de 'algorithme 9 de la page 32 mettent en
évidence les modifications apportées a l'algorithme 6 pour obtenir le backjumping :
— les lignes 1-4 décrivent le processus de saut dans ’arbre par des appels & world Pop()
jusqu’a parvenir a la décision conflictuelle dcjy, ;
— la ligne 8 justifie le retrait de la valeur b du domaine de la variable ¢ en utilisant
I’explication d’échec;
— enfin, expl(e) ligne 13, dénote I'explication obtenue pour I’échec e dans la mesure
ou toutes les contraintes sont maintenant expliquées.
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procédure : CBJ - goUp(i,a,e,Q)

dcjp < derniereDecision(e) ;

while ((4,a) # (4,b) Ai # null) do
worldPop() ;

end while

worldPop() ;

if i = null then return no solution;

—dejy — j #b; C«—CU—dejy ;

expl(j # b) — e\{dc;p} ;

Q — {evt(dc;p)}

: try

propage(Q) ;

: catch(Contradiction e)

goUp(i,a,expl(e),Q) ;

: end try catch

—_ = e =
AW~ oo

Algorithme 9: CBJ - remontée non chronologique dans l'arbre de recherche

Liens avec le principe de résolution. On peut voir un nogood nog. comme
une nouvelle contrainte ajoutée au probleme sous la forme d’une clause, V4. c.(~dc;)
pour interdire cette situation conflictuelle dans la suite de la recherche. L’explication
expl(j # b) peut donc se lire V., coppi(jp) (7dei) V (7 # b). Une explication d’échec
obtenue par la recherche (i.e. quand un domaine est vide apres 'essai de chacune des
valeurs possibles de la variable) est calculée implicitement en appliquant le principe
de résolution entre les nogoods justifiant ’absence de chaque valeur. Le principe de
résolution en logique propositionnelle s’écrit :

aVA-aVBFAVB (3.1)

Imaginons que le domaine de x; soit binaire et notons j et —j les deux décisions
xj = 1 et x; = 0. Une fois le domaine de z; vide, on procede a la résolution des deux
explications :

( \/ dCl) \/j,( \/ dCl) Vg \/ de;

dei€expl(j#1) dec;€expl(j#0) dejeexpl(j#1)Uexpl(j#0)

Cette simplification des explications est faite ligne 8 de 'algorithme qui anticipe la
résolution des nogoods en retirant immédiatement la décision remise en cause. On fait
référence au principe de résolution dans un cadre non binaire sous le terme d’hyper-
résolution. C’est la résolution des mogoods entre eux qui permet de construire des
nogoods intéressants qui contiennent 'information correspondant & une phase de re-
cherche et de déductions.

CBJ évite le thrashing produit en aval d’'un mauvais point de choix (exemple 2
page 23) mais il ne supprime pas tout le thrashing et notamment celui qui se produit
latéralement dans I’arbre de recherche (exemple 3 page 24). A cette fin, un algorithme
plus subtil a été mis au point : Dynamic Backtracking.
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3.2.2 Dynamic Backtracking

Dynamic backtracking, DBT, renonce définitivement & la recherche arborescente
(mais pas a la complétude) et propose une autre maniere d’explorer I'espace de re-
cherche. Le concept de backtrack disparait pour celui de réparation. L’idée est de
réparer le chemin de décision courant en retirant les hypotheses coupables sans oublier
tout le travail réalisé en aval de ces hypotheses (contrairement a ce que fait le back-
track ou le backjumping). Le principe est de conserver les inférences effectuées jusqu’a
présent tant que leur explication (leur raison d’étre) est toujours valide.

Définition 3.2.1 Soit DCy le chemin de décision courant dci,...,dc,. Une inférence
x # i est dite valide tant que nogeypi(p+i) S DCy.

En cas de contradiction, on retire la décision la plus récente contenue dans ’ex-
plication de contradiction et on répare 1’état courant du probleme en retirant toutes
les inférences qui dépendent de cette décision. On laisse notamment les inférences
valides qui sont indépendantes de la contradiction courante. L’exploration n’est plus
arborescente, le trailing devient impossible et il faut maintenir des explications pour
pouvoir réparer ’état courant. Les contraintes doivent avoir désormais le souci de
la décrémentalité en plus de 'incrémentalité au niveau de leur structure de données
[GJRO4, Roc05]. Autant d’éléments qui font de DBT et particulierement de MAC-
DBT [JDBO0O] un algorithme nettement plus complexe que les algorithmes arborescents
présentés jusqu’a présent.

MAC-DBT est décrit a travers les procédures move (algorithme 10) et repair (algo-
rithme 11) qui remplace goDown et goUp de MAC ou MAC-CBJ. On notera ’absence
de worldPush(), worldPop(). La réparation s’effectue de la maniére suivante :

— ligne 1 : si le nogood de I'explication de contradiction, e, est vide, c’est la preuve

que le probléme est inconsistant indépendamment des hypotheses de la recherche ;

— lignes 3-5 : sinon dcj, dénote la décision la plus récente contenue dans e. Les
valeurs supprimées a cause de dcj, sont restaurées dans les domaines ;

— lignes 6-8 : des événements de restauration (notés <) sont propagés a I’ensemble
du réseau. La raison de cette rétro-propagation est qu’il existe peut-étre une
autre facon de déduire 'impossibilité de ces valeurs (il y a souvent plusieurs
explications pour la méme cause) sans faire appel a dcjp ;

— ligne 9 : I’appel récursif a repair, en cas de contradiction, provient du fait que le
retrait de dcj, peut ne pas étre suffisant pour lever la contradiction. Par ailleurs,
il est possible que 'explication précédente ne soit plus valide (impliquant une
décision elle-méme retirée par les appels récursifs a repair) ce qui explique le
test de la ligne 11;

— lignes 12-16 : en cas de rétro-propagation réussie, on poursuit comme en backjum-
ping en procédant & la résolution des explications (ligne 12) avant de propager
a nouveau la négation (lignes 13,14).

D’un point de vue de I'implémentation, on peut noter que la ligne 4 de ’algorithme
demande de conserver les relations de dépendance entre une décision et I’ensemble des
explications dans lesquelles elle intervient. C’est ce réseau de dépendance qui remplace
dans MAC-DBT, la pile utilisée par le trailing de MAC.

Si DBT limite davantage le thrashing comparé a CBJ, il ne le supprime pas définitive-
ment. L’algorithme peut en effet oublier certaines preuves d’inconsistance en remettant
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Procédure : DBT -move(i, a, Q) Procédure : DBT -repair(e, Q)

1: dcig — i =a; 1: if e = () then return no solution;
2: C +— CUdcia; 2: Q«—0;

3: Q — {evt(deia)}; 3: dcjp «— derniereDecision(e);

4: try 4: for all (k,v)|dcjy € expl(k # v) do
5.  propage(Q); 5: Dy <« Dy U{v}; {restauration}
6: catch(Contradiction e) 6: Q<— QU{k<v};

7:  repair(expl(e),Q); 7: end for

8 8:

: end try catch try propage(Q) ; {rétro-propagation}

9: catch(Contradiction e) repair(expl(e),Q) ;
Algorithme 10: DBT : prise de décision 10: C « C\dcjp ;

11: if e\{dcj»} C C then

12: expl(j #b) — e\{dcjp};

13: —dejp — j £ b; Q — {evt(~dejp)};

14:  try propage(Q);

15:  catch(Contradiction e)

16: repair(expl(e)7Q) )
17: end if

Algorithme 11: DBT : réparation du che-
min de décision

en question leurs justifications, puis revenir par la suite dans un état ou la justification
serait a nouveau valide si elle avait été définitivement conservée en mémoire (la correc-
tion d’un tel comportement est l'objet de ’enregistrement de nogoods abordé section
3.4).

Exemple 7 Dynamic backtracking

Sur le deuxieéme exemple de thrashing (exemple 3 page 24), on peut remarquer
que lexplication de contradiction apres avoir essayé 1y = 1, 1 = 2, 1 = 3 (et
éliminé ces hypotheses par résolution) s’écrit simplement expl(D,,) = 0) = {x3 =
3, occurence({x1,x2,x3},3),21 = x2}. On revient donc directement sur x3 = 3 en
enregistrant expl(zs # 3) = {occurence({x1,x2,23},3),21 = x2} dont le nogood
est vide. La valeur 3 est a ce moment définitivement éliminée du domaine de x5
et ne sera jamais plus considérée par ’algorithme. Le thrashing, décrit par les
ellipses en pointillés, est donc lui aussi éliminé. Par ailleurs, la décision z4 = 1 est
conservée et le chemin de décision a l’issue de la réparation est xg = 4,24 = 1.

En revenant sur la décision la plus récente, DBT et MAC-DBT restent des algorithmes
complets (voir [Gin93, Jus97]| pour les preuves) i.e. qu'ils garantissent de trouver une
solution ou d’en prouver ’absence. Il existe d’autres schémas de résolution complets
qui ne s’apparentent pas a une recherche arborescente comme partial order dynamic
backtracking [Bli98]. Néanmoins, la complétude impose toujours plus ou moins une
recherche systématique et ordonnée et ne permet pas de se déplacer librement dans
I’espace de recherche a I'image d’une recherche locale. Les recherches locales fondent
précisément leur efficacité sur cette liberté de mouvement mais sont en général inca-



36CHAPITRE 3. EXPLORER L’ESPACE DE RECHERCHE INTELLIGEMMENT

pables de statuer sur un probleme inconsistant. L’algorithme présenté dans la section
suivante se rapproche des recherches locales tout en conservant ses racines dans le
backtrack dynamique et la possibilité de prouver I'inconsistance dans certaines circons-
tances.

3.3 A la frontiere de la recherche locale

Pour conserver la complétude de la recherche, DBT revient toujours sur la décision
la plus récente de I'explication de contradiction. Afin d’explorer I’espace plus librement,
de ne pas souffrir d’'un premier choix initial qui semble a présent bien peu pertinent, on
peut relacher cette exigence et remettre en cause n’importe quelle décision apparaissant
dans le conflit. On renonce, ce faisant, a la complétude (I’algorithme peut notamment
cycler) mais pas a la possibilité de prouver 'inconsistance du probleme (qui provient
d’une explication de contradiction vide). Cette idée conduit & de nouvelles approches
de résolution et synthétise en méme temps toutes celles que nous avons croisées jusqu’a
présent. Néamoins, aucune technique ne permet a la fois de se déplacer librement dans
I’espace de recherche et de conserver de maniere polynomiale la mémoire de ce qui a
été accompli jusque la [GM94].

3.3.1 Decision-repair, vers un cadre unificateur

Decision-repair (DR) [JL02a] se présente comme un cadre algorithmique générique
(présenté aussi dans le cadre PLM (propagate, learn and move [JL02b]) employé par de
nombreux schémas de résolution. Il offre une lecture simple des idées mises en ceuvre
dans les algorithmes MAC, MAC-CBJ et MAC-DBT.

procédure : Decision — repair(C)

1: DC « un ensemble de contraintes de décision ;

2: loop

3: if conditions d’absence de solution vérifiées then
4 return pas de solution

5 else

6: Q— QuUDC

T: C" « propage(Q);

8 switch C’

9: case contradiction e :

10: k — expl(e);

11: DC — voisinage(DC, k,T');
12: case Vz € V,|Dz| =1:

13: return solution ;

14: case défaut :

15: DC «— etendre(DC,T);

16: end if

17: end loop

Algorithme 12: Decision-repair



3.4. ENREGISTREMENT DE NOGOODS 37

DR s’appuie toujours sur la méthode propage(Q) et analyse le résultat du réseau
de contraintes C aprés propagation (ici propage(Q) fait référence a ’arc-consistance
mais n’importe quel type de mécanisme d’inférence peut s’y substituer). Trois cas se
présentent :

— ligne 9 : une contradiction a été levée, on calcule son explication et on répare le
chemin de décision DC (méthode voisinage(DC, k,T')). Cette réparation peut se
voir comme un mouvement dans ’espace de recherche vers un voisin de DC'. Elle
est libre mais demande de remettre en cause au moins une décision de k pour
pouvoir quitter 'impasse courante (DBT revient sur la plus récente contenue dans
k, MAC ne se soucie pas de k et revient sur la derniere décision, quant a CBJ, il
retire toutes les décisions qui ont eu lieu de k a la décision la plus récente). Le
role du parametre I' est de souligner que certaines informations issues des échecs
et de la propagation peuvent étre conservées et mises a profit dans la suite de la
résolution.

— ligne 12 : si toutes les variables sont instanciées, une solution a été obtenue.

— ligne 14 : enfin dans le cas général, une nouvelle hypothese est ajoutée a DC
(méthode etendre(DC,T")) afin de poursuivre la recherche.

DR s’apparente a une recherche locale qui maintient l’arc-consistance et évolue
dans l'espace des configurations partielles (DC'). Il est inspiré des travaux [GM94] et a
été mis en ceuvre avec succes sur des problemes d’ordonnancement de type open-shop.
Dans le cas de I’open-shop, le parametre I représente une liste tabou (de taille fixée) de
nogoods (les nogoods des explications de contradictions rencontrées) de manieére a éviter
de cycler trop rapidement en vérifiant avant toute extension (méthode etendre(DC,T'))
de retomber dans ces situations d’échecs déja connues. Il s’agit d’une forme limitée
d’enregistrement de nogoods qui sera abordée en section 3.4. On peut aussi mentionner
que de manieére surprenante, certaines instances de DR peuvent s’avérer meilleures
qu’une recherche systématique pour prouver 'inconsistance [PV04] bien que DR ne
soit pas un algorithme complet.

3.4 Enregistrement de nogoods

L’enregistrement de nogoods [dK86], mentionné aussi sous le terme d’apprentissage
apparait au début des années 90 [Dec90] parfois dans le cadre des CSPs dynamiques
[SV94]. L’idée est de conserver en mémoire le nogood des explications de contradiction
afin de supprimer définitivement le thrashing relatif a ces échecs.

3.4.1 Enregistrement de nogoods en PPC

DBT est une forme limitée d’enregistrement de nogoods qui conserve uniquement en
mémoire les nogoods pertinents par rapport au chemin de décision courant (les explica-
tions valides). Il s’agit de prolonger cet apprentissage pour supprimer définitivement le
thrashing. [SV94] présente I'enregistrement de nogoods comme la construction d’une ap-
proximate description of the frontier of the space explored a I'image d’une procédure de
génération de coupes en PLNE qui approxime ’espace des points entiers®. Le probleme

2Coupes et nogoods entretiennent donc de nombreux points communs et sont une similitude de
plus entre PPC et PLNE.
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est que le nombre de nogoods est exponentiel (comme le nombre de facettes du polytope
des points entiers en PLNE) puisqu’il correspond potentiellement au nombre d’échecs
de la recherche arborescente (soit d"). Il n’est donc pas envisageable de conserver tous
les mogoods, I'espace étant souvent une ressource plus précieuse que le temps. Afin de
borner polynomialement ’espace nécessaire a cet apprentissage, des formes restreintes
ont été envisagées :

— 4-order bounded learning [SV94] propose de ne conserver que les nogoods de taille
plus petite que 7 (i étant une constante). Le nombre d’affectations supprimées
par un mogood est en effet d’autant plus important que celui-ci est petit. La
complexité en espace est en O(n x d);

— 4-order relevance bounded learning [BM96, OJB03] préconise de ne conserver que
les nogoods qui different du chemin de décision courant sur plus de i paires de
variables-valeurs (c’est donc une généralisation de DBT qui peut étre vue comme
du 1-order relevance bounded learning). La complexité en espace reste & nouveau
en O(n x d*).

Les deux schémas peuvent étre combinés de maniere a ne conserver que les nogoods
de taille inférieure a i; et supprimer les plus grands quand ils different de is affecta-
tions par rapport au chemin courant. L’enregistrement de nogoods n’est pas parvenu
a s'imposer en PPC a ce jour mais a eu des retombées surprenantes dans le cadre des
problemes de satisfiabilité booléenne (SAT).

3.4.2 Le cadre booléen et ’approche SAT

Etant donnée une formule propositionnelle, le probleme SAT consiste a affecter une
valeur de vérité a chaque variable propositionnelle de sorte que la formule soit vraie
ou de prouver que la formule est toujours fausse (pour toute interprétation).

3.4.2.1 Les solveurs SAT

Cadre théorique. Les solveurs SAT partagent de nombreuses similarités avec les
solveurs de contraintes, on se référera a [BHZ05] pour de nombreux détails sur ce sujet.
La formule de départ est mise sous forme normale conjonctive dans laquelle chaque
clause peut étre vue comme une contrainte®. Les solveurs SAT proceédent & une re-
cherche arborescente en réalisant une forme de propagation simple mais tres efficace :
la propagation unitaire. Ils appliquent en fait une forme incompléte de résolution (voir
formule 3.1) entre les clauses introduite par [DLL62| sous le nom de résolution uni-
taire :

z,xVAFA (3.2)

En appliquant ce processus de résolution jusqu’a ’obtention d’un point fixe, on réalise
la Boolean Constraint Propagation (BCP). En pratique, dés que tous les littéraux d’une
clause sauf un sont faux, alors le littéral restant doit étre vrai et la variable est propagée
pour prendre la valeur correspondante.

3Une clause est une disjonction de littéraux et chaque littéral correspond & une variable ou sa
négation.
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Exemple 8 BCP

Apres avoir pris les décisions z = 0,y = 1, la clause x V —y V z permet a la
propagation de déduire z = 1.

Cadre algorithmique. §Si le principe de la BCP semble simple, I'implémentation
incrémentale et efficace de ce schéma est subtile. 11 s’agit d’identifier tres vite la situa-
tion courante d’une clause :
— une clause est dite satisfaite dés que 'un des ses littéraux est vrai, et il devient
inutile de la propager par la suite;
— elle est contredite des que tous ses littéraux sont faux et le solveur doit revenir
en arriere;
— enfin, c’est une unit clause des que tous ses littéraux sauf un sont faux et on
peut dans ce cas forcer le dernier littéral & prendre la valeur vraie.
Le maintien de compteurs sur le nombre de littéraux a vrai et faux pour caractériser tres
vite ces différentes situations & vite été abandonné pour l'utilisation de listes head/tail
[ZS00]. Il s’agit de maintenir un pointeur sur le premier (head) et le dernier (tail) littéral
non faux (soit vrai, soit dont la valeur de vérité n’est pas connue) de chaque clause.
En effet, tant que deux littéraux non faux existent, aucune des situations précédentes
n’est possible. Dés que ces pointeurs se rencontrent, la propagation s’enclenche ou
une contradiction est levée?. Les auteurs du solveur CHAFF [MMZ101] sont allés plus
loin encore en proposant un mécanisme, le 2-literal watching permettant d’optimiser
la restauration de ces pointeurs au backtrack et d’éviter l'utilisation de structures
backtrackables gourmandes en mémoire. Nous ne rentrerons pas ici dans les détails
de ce procédé. Ces structures nous intéressent néanmoins particulierement car elles
permettent de propager efficacement les clauses du probleme comme les nogoods appris
pendant la recherche. Nous les présenterons section 7.1.2 dans le cadre de la PPC car
c’est I'une des clefs de 'efficacité de ’apprentissage réalisé par ces solveurs. Examinons
maintenant comment se comporte un solveur SAT a I'obtention d’une contradiction.

3.4.2.2 Analyse des conflits

A Tobtention d’un échec pendant la BCP s’enclenche une phase d’analyse de conflits
(Conflict Driven Learning) [SS96, ZMMMO1]. Durant cette phase, le point de choix
pour le backjumping est identifié et un certain nombre de clauses sont ajoutées a
la base (les conflicting clause ou nogoods). Le calcul de explication d’échec s’ap-
puie sur le graphe d’implication généré par la propagation unitaire. Ce graphe décrit
I’enchainement des déductions qui s’operent pendant la propagation en incluant les
hypotheses venant de la recherche. C’est un outil tres pratique pour comprendre le
traitement effectué par les solveurs SAT.

Exemple 9 Graphe d’implication

41évolution est trés semblable au passage de AC4 & AC2001 en PPC. Dans le premier cas, on
maintient le nombre de supports de chaque valeur et dans le second, on ordonne les supports et on
maintient simplement un pointeur sur le premier support disponible. La différence est que les compteurs
sur le nombre de supports doivent étre mis a jour en permanence alors que le pointeur d’AC2001 ne
bouge que si son support disparait..
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On considere 'instance suivante : Les noeuds désignent a la fois des hypotheses
de recherche (nceuds grisés) et des déductions de la BCP. Ils sont donc associés
a une variable et une valeur de vérité (0 ou 1). Par ailleurs, le numéro du monde
ou la décision/déduction est faite est indiqué entre parentheses. Ainsi z; = 1(4)
signifie que la décision x; = 1 est prise au monde numéro 4 (c’est la cinquieme
décision prise). Chaque arc exprime des liens de causalité révélés par la BCP.

xzg = 0(2)

F1c. 3.2: Exemple d’un graphe d’implication

Ainsi g = 0 et x19 = 1 permettent de déduire x5 = 0 (une telle déduction
provient de la clause xg V =219 V —x5). Un conflit apparait sur le graphe dans la
mesure ou la BCP a pu déduire a la fois x5 = 0 et x5 = 1.

L’exemple 9 met en évidence un échec sur zs. On obtient une explication de cet
échec en prenant n’importe quelle coupe entre les deux nceuds x5 = 1, x5 = 0 et les
décisions z1 = 1, z9 = 0, xg = 0. Ainsi la coupe comprenant uniquement les décisions
{x1 =1,29 = 0,25 = 0} est celle qui serait obtenue avec les mécanismes de calcul a la
volée des explications. Mais d’autres explications peuvent étre obtenues comme cuty =
{zg = 0,26 = 0}, parfois plus précises. Pour I'enregistrement de nogoods, 'une d’entre
elles, basée sur le unit implication point est souvent retenue par les solveurs pour sa
précision mais aussi pour guider le backjump (section suivante). C’est la coupe qui passe
par un point d’articulation (unit implication point) entre les décisions et la variable
conflictuelle. cuty ou cuts en sont des exemples. Les clauses apprises par le solveur sont
donc des coupes dans le graphe d’implication et représentent des faits parfois établis
au bout d’une longue recherche. La différence avec les techniques abordées jusqu’a
présent est que l'explication est calculée a posteriori car le graphe des implications n’a
pas besoin d’étre mémorisé. Il est implicitement représenté par I’ensemble des clauses
(tous les antécédents d’un sommet s ainsi que s lui-méme constituent une clause)®. On
dispose ainsi de nombreuses explications d’échecs.

L’enregistrement de clauses ou mnogoods se heurte toujours dans le cas de SAT
aux problemes de mémoire évoqués plus haut et ’ensemble des clauses apprises est
périodiquement remis en question pour éliminer les moins précises. Néanmoins, d’autres
formes d’enregistrement de nogoods existent et ne connaissent pas cette limitation (par

5La raison est qu’il y a un mécanisme d’inférence unique, contrairement au contexte non booléen
ou chaque contrainte encapsule des mécanismes d’inférences évolués.
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exemple Resolution Search [Chv97]). Les solveurs SAT fonctionnent en backjumping et
leur schéma d’exploration est fortement relié a ’analyse des conflits.

3.4.2.3 Backjumping en SAT

Le backjumping effectué en SAT est différent et peut-étre plus malin que celui
réalisé en PPC. L’algorithme s’intitule parfois failure driven assertion et un lecteur
intéressé pourra se référer a [Mit05] pour tous les détails.

La figure 3.3 présente les principes des deux approches a travers les chemins de
décision successifs correspondant a I’exploration effectuée a I’issue d’une contradiction.
(k) d; signifie que la décision d; est prise au monde® k. Une contradiction survient
apres avoir pris k décisions et son explication est {d1,ds, dy} :

SAT backjump C'P backjump

(2) do (2) do (2) dy (2) ~ds

(k) di
(k) d (k) —dy, expl = {dy, d»}

X X X

expl = {dy,dy, dj} expl = {dy,ds,dy,}  expl = {dy, do, ~di}

F1G. 3.3: Exemple du processus de backjumping en SAT (figure de gauche) et en PPC (figure
de droite)

1. Dans le cas de la PPC (figure de droite), on revient sur dj, (la derniere décision du
conflit) et on propage —dj. On ne peut obtenir un backjump immédiatement apres
avoir pris une décision (sinon la contradiction serait apparue avant sans cette
décision). Un backjump survient uniquement apres la résolution d’explications.
Un tel scénario est déroulé sur I'exemple et I'’énumération revient au monde (2).

2. Dans le cas de SAT (figure de gauche), une autre stratégie est retenue en effec-
tuant un backjump au niveau de I’avant-dernier monde impliqué dans la contra-
diction et en résolvant le conflit. La décision —dj est ainsi propagée au monde
(2) pour faire progresser l’exploration et résoudre le conflit. Les branches de
droite et gauche d’un arbre de recherche en SAT portent donc souvent sur des
variables différentes. La terminaison d’une telle stratégie est moins évidente. On
peut remarquer que toujours plus de décisions (ou déductions) seront ajoutées

5 Appelé aussi le niveau de décision en SAT.
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a des niveaux toujours plus hauts dans I'arbre au fil de I’exploration. Certaines
déductions seront définitivement ajoutées au monde 0 jusqu’a ce que la BCP au
nceud racine suffise & prouver 'inconsistance.

Ce mécanisme est relié au concept de unit implication point et d’asserting clause. La
phase d’analyse de conflit isole une clause comprenant une seule déduction au monde
courant et toutes les autres a des mondes antérieurs. Cette clause est une asserting
clause et cette déduction unique sera immédiatement propagée apres le backjump (étant
unique, sa négation est impliquée par toutes les déductions antérieures). La clause basée
sur la derniere décision est toujours une asserting clause.

Exemple 10 Asserting clause

Sur le graphe d’implication de la figure 3.2. La premiere asserting clause ob-
tenue est {xs = 1V x19 = 0}. Le solveur bakjump alors au monde 2 et propage
210 = 0. On pourrait également utiliser {xg = 1V a6 = 1} ou {ag = 1V ay =
1Vz = O} comme asserting clause.

Ainsi, la déduction propagée dans la branche droite n’est pas nécessairement la
négation de la derniere décision comme c’est le cas sur la figure 3.3 (pour plus de
simplicité). L’exploration qui en résulte est clairement différente en PPC si la deuxiéme
explication (obtenue sous le noeud —dy) implique des décisions intermédiaires entre les
mondes (2) et (k). Aucun backjump ne se produit alors en PPC la ot un solveur SAT
a bien effectué un saut des la premiere explication. Notons que ce mécanisme semble
parfaitement applicable en PPC. Nous terminerons enfin la présentation des techniques
des solveurs SAT en abordant leurs heuristiques de recherche.

3.4.2.4 Heuristiques de recherche

Les heuristiques se focalisent en SAT sur le choix de la variable. Elles sont basées
comme en PPC sur 'idée de produire des échecs au plus tot mais sont également
concues dans un souci de performance de sorte que les criteres de sélection soient
toujours tres rapides a évaluer.

L’originalité des heuristiques en SAT est de s’appuyer sur les nogoods appris et
de donner la priorité aux variables qui sont apparues dans les conflits récents. Ainsi
Iheuristique VSIDS [ZMMMO01, GN02, ES04] pour Variable State Independent De-
caying Sum maintient un compteur (ou impact) par littéral. Ce compteur est initia-
lisé au nombre d’occurrences du littéral correspondant dans les clauses du probleme
(Panalogue du degré d’une variable dans le réseau de contraintes) et sa valeur est
incrémentée & chaque nouvelle clause apprise contenant le-dit littéral. Par ailleurs, les
compteurs sont divisés par une constante (de 2 pour CHAFF [ZMMMO1] a 4 pour
BERKMIN [GNO02]) de maniére périodique pour faire décroitre 'influence des clauses
les plus anciennes. Ainsi la préférence est donnée aux clauses récentes. VSIDS choisit
pour brancher le littéral qui possede le score ou compteur de valeur maximale.

[GN02] propose d’aller plus loin et de prendre en compte également les clauses
utilisées pour la génération de la clause conflictuelle donc implicitement les variables
qui participent activement a la propagation unitaire.
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Comme ces heuristiques sont indépendantes du chemin de décision courant (Va-
riable State Independent), elles sont rapides a évaluer et ne ralentissent pas le solveur
pendant la phase de branchement.

Des heuristiques plus récentes existent et explorent davantage les idées de VSIDS
tout en conservant I'idée centrale de s’appuyer sur les nogoods appris. C’est I'idée que
nous souhaitons souligner ici car elle n’a jamais été appliquée en PPC bien que des
travaux récents tels que [BHLSO04] soient assez proches.

3.5 Synthese : Look-ahead vs look-back

Le principe central de la programmation par contraintes est le principe d’antici-
pation mis en ceuvre a travers la propagation et les algorithmes de filtrage. C’est le
principe de Look-ahead (propre des approches prospectives). Par opposition a ce prin-
cipe, toutes les techniques qui tirent parti des échecs pour revenir a des points de choix
pertinents (intelligent backtracking) ou pour conserver une information clef provenant
d’une longue phase de recherche et de déductions (enregistrement de nogoods) sont
dites des techniques de Look-back (techniques rétrospectives). Le Look-back, a cédé
le pas devant le développement et le succes des techniques de Look-ahead au point
d’avoir completement raté son ”transfert technologique” dans les solveurs industriels
et commerciaux. Le thrashing est la raison d’étre du Look-back or il est communément
admis qu’il existe d’autres moyens plus simples de réduire le thrashing sans payer le
cout prohibitif des explications :

1. Le Look-ahead est précisément le premier moyen si on en croit Haralick [HES0] :
”Look ahead to the future in order not to worry about the past”. Ainsi plus le
niveau de consistance maintenu par le filtrage est élevé, plus le thrashing se-
rait réduit. Le passage du forward checking a 1’arc-consistance comme niveau de
consistance standard semble en effet réduire (sans éliminer) en pratique l'intérét
du backtrack intelligent (FC-CBJ était ainsi considéré comme le meilleur algo-
rithme avant 'utilisation de 'arc-consistance [SF94]). Ce phénomeéne pourrait
alors expliquer (en partie) le succes des explications dans les solveurs SAT qui
maintiennent un niveau de consistance faible dans la mesure ou ils perdent toutes
les structures combinatoires du probléme en le mettant sous forme clausale ;

2. Le deuxieme élément plus récent est 'heuristique de recherche. [CvB01] montre
qu'il existe toujours une heuristique qui rend CBJ parfaitement inutile”. [BRY6]
introduisent 1’heuristique dom/deg et montrent expérimentalement que CBJ n’est
pas rentabilisé par le gain d’exploration de I’espace de recherche. Plus récemment
encore, les heuristiques qui s’appuient sur les échecs [BHLS04, Ref04] semblent
également capables de détecter les problemes de thrashing en isolant les sous-
problemes les plus durs pour les traiter en haut de 'arbre de recherche. Le 2-way
branching semble également une maniere de limiter le thrashing en offrant plus
de souplesse sur le choix de la variable.

A I’évidence, les relations entre Look-ahead et Look-back ne sont pas simples. Sont-
ils orthogonaux ? Sont ils antagonistes ? la réponse n’est pas évidente. Pour répondre
a ces questions, il manque avant tout une définition formelle du thrashing. Il y a en

"Une telle preuve n’a toujours pas été faite pour DBT.
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pratique des résultats trés positifs pour les explications. Les benchmarks de [CvB01]
montrent par exemple que le backjumping, méme couplé a l’arc-consistance (MAC-
CBJ) peut se révéler critique. DR (qui est fortement lié & MAC-DBT) fait partie des
meilleurs algorithmes pour résoudre les problemes d’open-shop en ordonnancement
[JLO2a, GJPOO].

Il y a néanmoins une observation sur laquelle tout le monde semble s’accorder : le
Look-back joue un role important dans le cas de problémes structurés, de problemes
réels :

— si les solveurs SAT peuvent résoudre des probléemes industriels de centaines de
milliers de variables, ils sont mis en échec par des problemes aléatoires parfois de
quelques centaines de variables ;

— du coté contraintes, MAC-CBJ ne fait que ralentir MAC pour résoudre les problemes
aléatoires durs a la transition de phase [CKT91]. Il semble en revanche tres
utile pour résoudre certains problemes qui apparaissent exceptionnellement avant
la transition de phase et semblent bien plus difficiles que les problemes au pic
[HW94, GW94, Smi95].

Il semble donc important de comprendre ce que sont les structures d’un probleme et
de comprendre leurs relations avec le calcul des explications.



Chapitre 4

Des approches pour des
problemes structurés

Ce chapitre tente de clarifier la notion de structure dans les problémes combina-
toires tout en la mettant en perspective avec la difficulté pratique des problemes. Nous
nous attacherons a montrer en quoi les approches du chapitre précédent basées sur
les explications peuvent se montrer efficaces sur certaines structures. Néanmoins ce
ne sont pas les seules approches existantes et nous présenterons deux autres types de
techniques basées sur la décomposition qui permettent de traiter de tels problemes.

4.1 Les problemes structurés

Nous abordons dans un premier temps les études menées sur les problemes aléatoires
pour caractériser les problemes difficiles et montrer comment la difficulté pratique des
problémes a été étudiée.

4.1.1 Etudier la difficulté des problemes

Transition de phase : De nombreux problemes NP-complets peuvent étre définis
par rapport a un ou plusieurs parametres (order parameters) et de nombreuses tech-
niques pour générer aléatoirement ces problemes s’appuient sur ces parametres struc-
turels. Il s’agit par exemple :

— de la connectivité moyenne d’un graphe en coloration;

— du nombre de clauses portant sur chaque variable en SAT ;

— ou de la dureté et densité du réseau de contraintes pour les CSP.
Les problemes difficiles se rencontrent pour des valeurs particulieres de ces parametres
[CKT91]. De plus, ces valeurs constituent la frontiere entre deux régions distinctes.
La premiere région est sous-contrainte, la densité des solutions est donc élevée et le
probleme relativement facile. La deuxiéme est sur-contrainte et contient trés peu ou pas
de solutions. Les problemes sont également faciles dans cette région, I’exploration étant
élaguée tres tot puisque I'espace de recherche est fortement contraint. Entre les deux
régions se trouvent des problémes nettement plus difficiles. La probabilité d’une solu-
tion est faible mais pas négligeable. De nombreuses affectations partielles constituent
presque des solutions et tous ces minimums locaur empéchent d’élaguer la recherche

45
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suffisamment tot. En étudiant I'existence de solution en fonction d’un parametre struc-
turel et lorsque la taille du probléeme tend vers I'infini, on peut exhiber une transition
de phase. L’observation des temps de résolutions associés a la transition de phase
est intéressante [CKT91] comme le montre la figure 4.1 pour des CSP aléatoires bi-
naires de 30 variables, 10 valeurs, une densité (pourcentage de contraintes présentes
dans le réseau) de 40% et une dureté ps variable (pourcentage de tuples interdits dans
les contraintes). Dans la zone de la transition de phase ou tous les problemes passent
soudainement de la consistance a l'inconsistance se trouvent les problemes les plus
difficiles.
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Fia. 4.1: (a)-graphique de gauche- La transition de phase dans les CSP aléatoires
modele B (expérimentations réalisées avec choco en MAC-AC4). Le temps de résolution
moyen est donné pour la résolution de 200 instances a chaque valeur de dureté
p2. (b)-graphique de droite- La probabilité f(z) d’une exécution d’une recherche
aléatoire de terminer en moins de x backtracks (wrong decisions sur le graphique)
pour différentes valeurs de dureté p et des csp aléatoires modele E. (Graphique prove-
nant de [GFSB04]).

Cette conclusion de [CKT91] largement admise fut remise en question par la suite
par de nombreux chercheurs qui observerent des problemes exceptionnellement dif-
ficiles nettement avant la transition de phase [HW94, GW94, Smi95]. Par ailleurs,
en étudiant la complexité des problemes de cette maniere, on ne fait pas abstraction
de l'algorithme utilisé pour les résoudre (un probleme difficile pour une approche ne
Pest pas nécessairement pour une autre). Afin d’éviter ce biais, d’autres chercheurs
[GFSB05, HO06, Mil03] se sont penchés sur la distribution des temps de résolution
pour une recherche aléatoire répétée sur une méme instance.

Distribution des temps de résolution : [GFSB05, HO06, Mil03] ont montré que
cette distribution changeait de régime avant la transition de phase en passant d’un com-
portement heavy tailed pour les problémes sous-contraints a une distribution normale
a la transition de phase. Une distribution heavy tailed se caractérise par une variance
trés importante qui passe, a priori, pour un comportement erratique ou pathologique.
Ce type de distribution est utilisé pour modéliser de nombreux phénomenes naturels et
reflete ici la criticité des premiers choix de la recherche aléatoire. Sa variance ne se sta-
bilise qu’une fois la transition de phase atteinte. La figure 4.1 montre le phénomene (le
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graphique est tiré de [GFSB04]) en affichant la probabilité P(X > z) d’une exécution
de se terminer en moins de z backtracks. Quand le probleme est extrémement facile,
la queue décroit treés rapidement (absent du graphique), puis en se déplagant vers la
transition de phase, la distribution devient clairement heavy-tailed et la queue adopte
un comportement linéaire (I’échelle est logarithmique et la distribution adopte donc
une décroissance hyperbolique caractéristique de ce type de distribution). Enfin, en
atteignant la transition de phase, les problemes deviennent uniformément difficiles,
I'interaction avec ’algorithme de recherche diminue et la queue décroit a nouveau tres
rapidement (méme si elle est maintenant nettement plus épaisse). La queue est la plus
épaisse a la transition de phase mais elle est plus large dans le cas sous-contraint
ou il existe une probabilité (certes tres faible) de réaliser une exploration encore plus
colteuse qu’a la transition de phase dans le pire des cas. Ces résultats illustrent bien
I'importance des choix initiaux dans le cas sous-contraints et sont peut-étre a mettre en
rapport avec ’existence de probléemes exceptionnellement difficiles identifiés en amont
de la transition de phase. L’interaction avec l'algorithme de recherche est donc critique
dans la région sous-contrainte ce qui pourrait expliquer qu’on y ait parfois observé des
problemes exceptionnellement difficiles.

D’apres [HW94], ce n’est pas le cas, il existe des problemes intrinséquement plus
difficiles & cet endroit qu’a la transition de phase. [HW94] met ainsi au jour sur des
problemes de coloration, une double transition de phase. [GW94, Smi95] ont également
rencontré ces problemes dans le cadre des csp. Ils sont caractérisés par [Smi95] comme :

— des problemes souvent inconsistants (mais pas uniquement, [SG95]) 1a ou les

problémes sont massivement consistants ;

— une mauvaise distribution des solutions dans ’espace de recherche, notamment

pour des solutions regroupées en clusters. Une répartition homogene donne ainsi
plus de chance & I’algorithme de recherche d’identifier une solution sans avoir a
examiner I’ensemble de I’espace de recherche tandis qu’une répartition en clusters
rend critique I'ordre d’exploration ;

— plus fréquent pour des réseaux de contraintes peu denses [SG95].

On peut se demander si ces problemes exceptionnellement difficiles ont une topologie,
une structure vraiment distincte de leurs congéneres plus simples pour des mémes
valeurs de densité et de dureté.

4.1.2 De la complexité théorique a la complexité pratique

Un probléme est souvent dit structuré si ses composantes (variables et/ou con-
traintes) ne jouent pas toutes le méme role, ou ne revétent pas la méme importance
au sein du probleme. Les stratégies de relaxation ou décomposition exploitent ainsi le
fait qu'un probléme sous-jacent (ou une partie du probléme originel) peut étre traité
comme un probleme classique (flot compatible ou maximum, plus courts chemins, sac
a dos, etc.) pour lequel on dispose d’algorithmes efficaces et bien connus. Cet aspect
du probleme est souvent désigné sous le terme de structure.

Il existe deux concepts introduits dans le contexte des problemes de satisfiabilité SAT
qui formalisent davantage la notion de structure, les backbones [MZK99] et les back-
doors [WGS03b, WGS03a)].
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1. Un backbone désigne un ensemble de littéraux qui sont vrais dans toute affectation
vérifiant la formule. Plus généralement, il s’agit d’'un ensemble d’affectations qui
font partie de toutes les solutions. La taille du backbone est associée a la difficulté
du probleme. Il n’y a en effet qu'une seule facon d’instancier correctement les
variables du backbone ;

2. Un backdoor fait (informellement) référence a un ensemble de variables qui en-
capsulent toute la combinatoire du probleme. Une fois un tel ensemble instancié,
le reste du probleme peut étre résolu efficacement et rapidement. Idéalement, le
reste du probleme est polynémial (strong backdoors). Autrement dit, la difficulté
du probleme réside dans son backdoor puisque pour un backdoor de taille k dans
un probleme de taille n, le probleme est résolu en d* appels & une procédure
polynomiale (au lieu de d"). La résolution devient tres efficace pour des petites
valeurs de k et particulierement des que k est en log(n). On peut noter également
que la définition de backdoor est implicitement dépendante de ’algorithme utilisé
pour la résolution.

Liens avec la difficulté des problémes : Les concepts de backdoor et backbone
sont effectivement reliés a la difficulté des problemes :

— De larges backbones indiquent que les solutions sont regroupées en clusters et
refletent ainsi 'une des caractéristiques soulignées dans [Smi95] ;

— De tous petits backdoors rendent polynémial en pratique, des problemes NP-
Complets dans le cas général. Ils proposent une explication aux performances des
solveurs SAT sur les probléemes industriels. Ce concept est utilisé pour expliquer
le succes de deux stratégies de ces solveurs :

— des stratégies de randomization et restart qui donnent ainsi l'opportunité
d’identifier un petit backdoor. Le restart permet notamment d’éliminer dans
certain cas les distributions heavy-tailed présentées précédemment. [WGS03a]
montre d’ailleurs sur des instances SAT réelles que des backdoors de tres petites
tailles existent et sont exploités par les solveurs,

— Les techniques de Look-back qui semblent également désignées pour traiter
des problemes possédant ce type de structure. Bayardo [BS96] propose ainsi
de générer des instances SAT tres difficiles en cachant un petit sous-probleme
insatisfiable dans un grand probléme sous-contraint (celui-ci constitue ainsi un
véritable backdoor). Il exploite ainsi une autre caractérisation de ces instances
exceptionnellement difficiles soulignées dans [Smi95] : un probleme insoluble
la ou presque tous les probléemes sont solubles. Les solveurs SAT de ’époque
sont ainsi incapables de résoudre ces problemes sans utiliser des techniques de
Look-back. 11 obtient ainsi une conclusion qui sera faite & nouveau par [SG95]
dans le cadre des CSP en montrant que CBJ est critique pour résoudre ces
instances tres difficiles avant la transition de phase.

Les backdoors proposent une explication a la différence qui réside entre complexité
théorique et pratique. Ils mettent un nom (et proposent un formalisme) sur un tres
vieux concept en optimisation combinatoire exploité dans les trois communautés SAT,
RO ou PPC sous les termes de variables complicantes, impliquants premiers, indepen-
dant variables, etc.
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Liens avec les explications : Les explications offrent la possibilité a la recherche
de revenir et se focaliser sur la source des échecs. Les problemes de Bayardo ou les
problémes peu denses de Smith sont des problémes qui induisent un thrashing tres
important et un ordre critique d’exploration. Une recherche qui commencerait par ins-
tancier toutes les variables en terminant par celles du petit probleme inconsistant de
Bayardo serait contrainte de prouver l'infaisabilité de ce sous-probléme pour toutes les
affectations (ou presque puisque le reste du probleéme est trés sous-contraint) du reste
des variables du probleme. Une technique de Look-back identifierait tout de suite qu’au-
cune ou presque des explications d’échecs n’impliquent les autres variables et s’abstien-
drait de backtracker a leur niveau. Le méme phénomene se produit dans les graphes
peu denses. L’exemple 2 de thrashing (page 23) est précisément un exemple construit
sur ce principe. Sur un graphe peu dense, on peut rapidement séparer le probléme
en morceaux indépendants et effectuer une mauvaise exploration en commencant par
exemple par des morceaux consistants alors qu’il existe des parties inconsistantes qui
n’entretiennent plus a ce stade de la recherche de relations avec le reste du probléme.
Les explications ne sont néanmoins pas la seule maniere de traiter ce type de problemes
structurés.

4.2 Alternative aux explications pour des problemes
structurés

Nous présentons ici deux types d’approches concues pour la résolution de problemes
structurés. La premiere est issue de la communauté contraintes et la deuxiéme pro-
vient du monde de la recherche opérationnelle. Toutes les deux sont des techniques de
backdoors et s’adressent a des problemes structurés.

4.2.1 Les méthodes de décomposition structurelle

Les problemes de satisfaction de contraintes sont connus pour étre NP-complets
dans le cas général. Néanmoins, les communautés en intelligence artificielle et base de
données ont beaucoup travaillé pour identifier des classes traitables de csp. [GLS00]
synthétise la nature des CSP traitables selon deux grands axes :

— une structure restreinte du réseau de contraintes;

— une sémantique restreinte des contraintes.

Les méthodes de décomposition structurelle se sont intéressées aux CSP traitables se-
lon le premier axe, autrement dit, pour des raisons topologiques. Ces techniques re-
posent directement ou indirectement sur le fait qu'un réseau acyclique de contraintes
peut étre résolu de maniere polynomiale. Les propriétés structurelles exploitées par ces
décompositions s’appuient toujours sur une généralisation de ’acyclicité et introduisent
toutes un parametre w caractéristique de 'acyclicité. Pour les techniques de Tree Clus-
tering (TC) [DP89] ou décomposition arborescente, w désigne la largeur d’arbre du
réseau (voir définition 4.2.2). Pour les stratégies de cycle cut-set [DP87], w désigne la
cardinalité de l’ensemble coupe-cycle minimal du réseau (le nombre minimal de va-
riables a instancier pour rendre le réseau acyclique). Ces techniques proposent ainsi
des complexités théoriques (en temps et en espace) exprimées en fonction de w qui
sont meilleures que la complexité des approches envisagées jusqu’a présent (en O(ed")
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ou e est le nombre de contraintes, d la taille maximum des domaines et n le nombre de
variables). Une décomposition arborescente consiste de maniére informelle & effectuer
des regroupements de variables qui s’agencent de maniére arborescente [JNT05, JT05].
[GLS00, DF01, JNTO05, JT05] définissent ainsi la décomposition arborescente (la figure
4.2 en présente un exemple) :

Définition 4.2.1 Soit un graphe G = (V, E) et une paire (C,T), telle que T = (I, F)
soit un arbre et C' = {C; :i € I} une famille de sous-ensembles de V telle que chaque
C; soit un élément de I. Chaque C; est ainsi associé a un neud de T et représente un
sous-ensemble de V. La paire (C,T) est une décomposition arborescente de G si
elle vérifie :

~Uie G =V

— pour chaque arc {x,y} de E, il existe i € I avec {z,y} C C;;

— pour i,j,k € I sik est sur un chemin de i a j dans T alors C;(Cj C Cj,.

Définition 4.2.2 Soit (C,T) la décomposition arborescente d’un graphe G. La lar-
geur d’arbre de G, w, est reliée a la taille mazimum des regroupements de variables :

w = mazicr|Ci| — 1

I Ty

T2 L6

T3 Ts

(@)

Z7

F1a. 4.2: Exemple d’un réseau de contraintes (a) et d’une décomposition arborescente (b) de
largeur d’arbre 2.

Parmi les techniques récentes de décomposition, on trouve la méthode BTD [JT03]
(Backtracking with Tree-Decomposition) qui exploite la décomposition arborescente de
maniere a explorer une seule et unique fois chaque regroupement de la décomposition
une fois que leur consistance (notion de goods) ou inconsistance (notion de nogoods)
est établie. Chaque regroupement est résolu indépendamment des autres, la complexité
temporelle théorique est de O(nd**!). En revanche, la méthode implique une com-
plexité en espace nettement supérieure aux techniques de backtracking classiques car il
faut conserver des informations sur la résolution de chaque regroupement de variables.

La méthode originelle TC calcule ainsi toutes les solutions de chaque regroupement
et mémorise les affectations (tuples) qui portent sur les intersections entre clusters. Ces
tuples définissent les contraintes d’un CSP équivalent acyclique dont les variables sont
constituées par les noeuds de I'arbre issus de la décomposition arborescente. Ce CSP est
ensuite résolu en temps linéaire car il est acyclique. TC construit ainsi un Csp équivalent
mais acyclique a partir d’'une couverture de I’ensemble des contraintes.

IL’ensemble coupe-cycles d’'une approche de type cycle cut-set constitue typique-
ment un backdoor du probleme. Les propriétés topologiques du réseau de contraintes
exploitées par T'C' ne semblent pas directement corrélées avec le concept de backdoors.
Néanmoins, ces techniques ont précisément pour objectif de traiter les réseaux de
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procédure : Algorithme de Benders

1: 1. Résoudre (PM) a 'optimum :

2: 1.a Si (PM) est infaisable alors return Pas de solution;

3: 1.b Si (PM) est non borné alors (P) 'est aussi return Probléme non borné;
4: 1l.c Sinon (y*, z*) est la solution optimale de (PM). Aller en 2.

5: 2. Résoudre (PED) a l'optimum :

6: 2.a Si (PED) est infaisable donc (PE) est non borné

7 return Probleme infaisable ou non borné.

8: 2.b Si (PED) & une solution optimale v* (un point de son polytope) tel que
9 2" < f(y") +u"(a — g(y")) alors on ajoute z > f(y) + u (a — g(y))
10: a PM et on revient en 1.
11: 2.c Si (PED) n’est pas borné, (PE) est infaisable. Dans ce cas, le simplexe,
12: au lieu de fournir un point du polytope de (PED), fournit un rayon
13: extréme u*. on ajoute alors u*(a — ¢g(y*)) < 0 a (PM) et on revient en 1.

14: 2.d Sinon (PED) & une solution optimale u* tel que z* > f(y*) + u*(a — g(y*))
alors (y*,z") est une solution optimale. return (y*,z");

—
ot

Algorithme 13: Algorithme de décomposition de Benders

contraintes peu denses dont il était question précédemment pour éviter les phénomenes
de thrashing en ne résolvant qu’une et unique fois des parties bien choisies du probleme.
Contrairement au Look-back, ces techniques offrent des garanties théoriques de com-
plexité mais se restreignent aux structures visibles dans le réseau de contraintes. Il s’agit
de structures topologiques et non combinatoires qui reposent elles sur la sémantique
des contraintes. Les problemes de Bayardo ne sont, par exemple, pas traitables par ce
type d’approche.

4.2.2 Décomposition de Benders

La décomposition de Benders [Ben62] est une technique beaucoup plus ancienne
(1962) et introduite dans un contexte linéaire. Elle met en ceuvre une stratégie de
résolution fondée sur le partitionnement du probléeme selon ses variables : (y,z). Elle
est introduite a l'origine dans le cadre de problemes linéaires mixtes possédant a la fois
des variables entieres et continues. On peut la voir comme une forme d’apprentissage
par I’échec. Elle s’utilise sur les problémes ayant la forme suivante :

P : Min f(y) + cx
Tel que : g(y) + Az > a
yeD,x>0

L’algorithme 13 récapitule la procédure et procede en deux temps. Nous décrivons
d’abord les principes généraux de l’algorithme qui correspondent a ces deux étapes
(l.c) et (2.b).

Un probleme maitre PM est utilisé pour traiter un sous-ensemble de variables y et
constitue donc toujours une relaxation de P. Puis, un probleme esclave PE complete
I’affectation sur x pour obtenir une solution complete a P. L’idée est alors d’interdire
dans PM la solution obtenue apres la résolution de PE ainsi que toutes celles qui
seraient sous-optimales pour les mémes raisons que cette solution particuliere. En
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résolvant successivement PM et en interdisant a chaque itération des classes entieres
de solutions, ’algorithme converge vers la solution optimale du probleme complet P.

A chaque itération PE produit donc une coupe dite de Benders (2.b) ajoutée au
probleme maitre. La coupe est de la forme :

z > h(y)

C’est I’élément clef du processus, elle est fournie par le probleme esclave et la résolution
de son dual. Considérant une affectation y* donnée par le maitre, le probléme esclave
PE s’écrit avec son dual PED :

PE : Min cz PED : Max u(a — g(y*))
Tel que : Ay > a — g(y*) Tel que : uA < ¢
x>0 u>0

La dualité nous assure que cx > u(a — g(y*)), u(a — g(y*)) est donc une borne
inférieure de cy. Comme la faisabilité du dual est indépendante de y*, I'inégalité sui-
vante est bien valide : f(y) +cx > f(y) + u(a — g(y)). Il est critique d’observer que
y n’apparait pas dans les contraintes de PED. Autrement dit, cette valeur optimale
de u constitue une solution faisable pour le dual quel que soit y. Ainsi chaque point
du polytope du probleme dual peut potentiellement constituer une coupe de Benders
(ce sont les contraintes de P non explicitées dans PM). Cependant, & optimum, le
nombre de contraintes saturées (actives) ne dépasse pas m + 1 ou m est le nombre
de variables y du maitre et le probleme peut étre résolu en énumérant un nombre
réduit de ces contraintes. C’est naturellement I'intérét d’une procédure de génération
dynamique de contraintes. Par ailleurs, le théoreme de la dualité assure en plus que la
valeur optimale u* maximisant u(a — g(y*)) est aussi 'optimum de PE. A partir d’'une
affectation particuliere de y, la coupe constitue donc une inégalité valable pour tout y
et élimine non seulement la solution particuliére qui a permis sa déduction mais aussi
toute une classe de solutions impossibles pour les mémes raisons. Le probléme maitre
s’écrit donc a la I¢™€ itération :

PM : Min z
Tel que : z > f(y) +ul(a —g(y)) Vi<

Sur ce schéma général, différentes situations particulieres doivent étre prises en

compte :

— PM est infaisable ou non borné (cas l.a, 1.b) : comme PM est toujours une
relaxation de P, P est également infaisable ou non borné.

— PED est non borné (cas 2.c) : Dans ce cas, il existe un rayon extréme u* tel
que u*(a — g(y*)) > 0 c’est a dire une direction améliorante le long de laquelle
u(a—g(y*)) peut croitre indéfiniment. On ajoute des lors la coupe u(a—g(y*)) <
0;

— La terminaison (cas 2.d) : algorithme s’arréte des lors que la solution optimale
du maitre vérifie la contrainte obtenue apres résolution de PED. En effet, une
condition nécessaire et suffisante d’optimalité est que (y*, z*) satisfasse toutes les
contraintes de P non explicitées dans PM. Or si (y*, z*) respecte la contrainte
ajoutée apres la résolution de PED, cette solution les respecte toutes puisque le
PED est résolu a l'optimum (le terme u*(a — g(y*)) est maximum donc z* >
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f(y*) +u*(a— g(y*)) est aussi vrai pour tous les autres points du polytope qui
induisent un u*(a — g(y*)) plus petit). On peut ensuite a partir du théoreme
des écarts complémentaires ([Chv97]) obtenir a partir de la solution optimale du
PED en u*, la solution optimale de PE y* : (y*,2*) constitue alors la solution
optimale du probléeme complet.

Remarquons finalement que l’algorithme fournit & chaque itération a la fin de
(2.b) un encadrement de optimum opt : z* < opt < f(y*) + cz* ce qui est toujours
intéressant si on interrompt la résolution avant la fin de la convergence.

Autre forme de dualité : Il faut donc étre en mesure de définir les variables
duales (multiplicateurs) au sens de la dualité classique pour pouvoir appliquer la
décomposition. L’utilisation d’une forme de dualité généralisée est faite des 1972 par
[Geo72]. Nous nous intéressons davantage a [HO03] qui propose également de pallier
cette limitation et d’élargir la notion de dual couramment utilisée en introduisant un
inference dual pour tout type de sous-probleme. Il se place dans un cadre plus général :
une décomposition de Benders s’appuyant sur la logique. La dualité se réfere alors a
la capacité de produire une preuve, la preuve logique de 'optimalité du sous-probleme
et de la validité de la coupe qui peut prendre une forme différente de l'inégalité sur
y. Cette preuve est obtenue dans le cas classique a travers les théoremes de la dualité
qui garantissent que la solution du dual est une borne inférieure du primal (en cas de
minimisation du primal) et que si les deux problemes ont des solutions alors ils ont
méme optimum.

Applications : La décomposition de Benders possede d’évidentes applications en
tant que technique de partitionnement des que deux groupes de variables jouent des
roles radicalement différents. La programmation linéaire mixte (application originelle)
ou la résolution de probléemes partiellement non linéaires constituent souvent ses ap-
plications naturelles puisqu’on peut séparer les parties linéaires et non linéaires du
probléme et faire ainsi appel a des algorithmes dédiés pour un probléme maitre non
linéaire. Pour cette raison, la décomposition a souvent été mise en ceuvre comme un
cadre de coopération entre Recherche Opérationnelle et Programmation par Contraintes
[JGO1, HOTKO00, BGR02, EW01]. Ces méthodes dites hybrides ont démontré leur ef-
ficacité dans une grande variété d’applications parce qu’elles exploitent la présence
de backdoors dans ces problemes. Goeffrion en 1972 présente la méthode de Benders
comme une technique de backdoors :

”J.F Benders devised a clever approach for exploiting the structure of mathe-
matical programming problems with complicating variables (variables which,
when temporarily fixed, render the remaining optimization problem considerably
more tractable).”.

L’efficacité de Benders réside précisément dans la simplicité des sous-probléemes
une fois le maitre affecté mais aussi sur la qualité de I'information duale qu’on peut
extraire de la résolution des sous-problemes autrement dit, de la précision des coupes.
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4.3 Synthese

Nous avons cherché ici a définir ce qu’on entend couramment sous le terme de
”probleme structuré” tout en expliquant comment les explications permettent d’ex-
ploiter la présence de telles structures (formalisées en terme de backbones et backdoors)
pendant la résolution. Les liens entre ’étude de la complexité des problemes et celle de
leurs structures révelent la différence qui réside souvent entre complexité théorique et
pratique. Deux stratégies qui ne relevent pas des explications et sont aussi capables de
tirer parti de ces structures ont également été présentées ainsi que leurs limitations :

1. les méthodes de décomposition structurelle exploitent uniquement des structures
statiques présentes dans le réseau de contraintes et basées sur son acyclicité;

2. la décomposition de Benders s’adresse a des problemes en partie linéaires (pour
les sous-problémes) dans la mesure ou le calcul de la coupe de Benders repose
sur la dualité linéaire.

Les explications offrent d’une certaine maniere la possibilité de s’affranchir de ces
limites tout en continuant & bénéficier des structures. Elles font d’une part abstraction
du réseau de contraintes car elles proviennent de la sémantique des contraintes. D’autre
part, elles jouent le role d’'une information duale qui permet d’identifier une coupe ou un
nogood a l'issue de la résolution du probleme esclave dans la décomposition de Benders
et de généraliser la preuve a un ensemble plus large que la solution particuliere du
maitre. C’est ce dernier point que nous approfondirons en détail chapitre 8.



Chapitre 5

Explications prospectives et
rétrospectives

Les explications ont été inventées dans le contexte de I'intelligence artificielle comme
une technique de raisonnement clef (abduction) chez ’étre humain (devant I'induction
et la déduction); elles ont miri pour l'optimisation combinatoire au sein de la pro-
grammation par contraintes et n’ont réalisé a ce jour leur ”transfert technologique”
que dans la communauté SAT. C’est en partie ainsi que progresse la recherche scien-
tifique et 'innovation technologique, par un échange permanent d’idées qui murissent
dans des cadres différents. Il faut de nombreux baptémes a une seule idée pour lui
permettre d’atteindre sa maturité. Le tableau que nous avons dressé dans cet état de
I’art mene & deux grands constats qui motivent notre these :

1. Les explications sont un élément incontournable en SAT aujourd’hui. Pourquoi
n’est-ce pas le cas en PPC? Les solveurs SAT savent exploiter l'information
contenue dans les explications sur trois aspects, les heuristiques de recherche, le
filtrage (Look-ahead) & travers l'apprentissage de clauses et le backtrack intelli-
gent (Look-back) avec le backjumping. Seul le troisieme élément a été vraiment
exploré en PPC. Nous pensons que les explications sont sous-exploitées a 1’heure
actuelle en PPC méme par les techniques les plus pointues comme deciston repair
qui fondent entierement leurs principes de fonctionnement sur les explications.
La double utilisation Look-back/Look-ahead qu’en font les solveurs SAT n’est pas
directe en PPC. Il semble que la nature des explications ne soit pas exactement
la méme dans les deux cas et que deux types d’explications soient en jeu :

— des explications rétrospectives, c’est a dire des explications projetées en per-
manence sur les décisions courantes pour coordonner les mouvements dans
I’espace de recherche.

— des explications prospectives, c’est a dire des explications qui encapsulent une
classe d’affectations (futures) la plus large possible et représentent de maniére
compacte une inférence provenant d’une longue suite de déductions et de re-
cherches.

Les deux objectifs s’accordent plus facilement dans le cadre simplifié SAT et il

mangque encore au cadre CSP une bonne approche pour les conjuger efficacement.

De nombreuses questions se posent a ce niveau. Par exemple, est-ce que ces deux

types d’explications sont rattachés a des modes de calculs différents (a la volée

95
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ou a posteriori) 7, & une gestion différente au sein du solveur ? Dans tous les cas,
c’est ce premier constat qui fonde notre effort de recherche sur les deux axes :
heuristiques de recherche et nouvelles techniques d’enregistrement de nogoods.

. Nous pensons par ailleurs que les explications sont apparentées a une vieille

notion de 'optimisation combinatoire, la dualité. La dualité s’est épanouie en
Recherche Opérationnelle ou elle joue un role central, a la fois pour calculer
des bornes, pour guider la recherche mais aussi pour résoudre des problemes
structurés. Nous avons abordé la décomposition de Benders précédemment car
il en sera question dans cette these mais la relaxation lagrangienne est aussi un
tres bon exemple d’utilisation de la dualité pour d’autres types de structures
(contraintes couplantes). De ce point de vue, la dualité doit étre mise en rapport
avec les explications. Les explications s’adressent a des problemes structurés et
constituent une information duale dans la mesure ou elles sont une justification
de I’état courant atteint par le solveur. Nous pensons que les explications ont un
role a jouer dans la coopération ou I’hybridation avec d’autres types de résolution.
C’est ce deuxieéme constat qui motive nos investigations sur I'utilisation des ex-
plications dans un contexte de décomposition.



Deuxieme partie

Des explications au cceur des
solveurs
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Chapitre 6

Structures du probleme et
heuristiques génériques

Les stratégies de recherche générique pour résoudre des problemes d’optimisation
combinatoires constituent le Graal pour les communautés Recherche Opérationnelle
(RO) et PPC (Programmation par Contraintes) car elles réduisent I’expertise nécessaire
a la prise en main d’un solveur. Différentes pistes sont explorées a I’heure actuelle :
adapter dynamiquement la maniere dont le solveur s’emploie a résoudre un probleme,
identifier des structures spécifiques a une instance particuliere pour accélérer la re-
cherche, etc. Dans tous les cas, la clef est de pouvoir identifier, comprendre et utiliser
les structures intimes présentes dans les instances d’un probléme combinatoire donné
[BCSO01, Ref04, WGS03a, WGS03b]. Nous nous intéressons ici aux relations entrete-
nues par les variables du probleme. L’objectif est d’identifier et de différencier a la fois
les structures dynamiques (créées par I’algorithme de recherche) et statiques (relatives
a une instance) du probléme. Nous avons abordé la notion de structure en mettant
en évidence les liens avec la complexité pratique des probléemes au chapitre 4.1. Une
structure est donc entendue ici comme un sous-ensemble de variables qui joue un role
spécifique au sein du probleme. Nous définissons a cette fin, plusieurs mesures d’im-
pacts ainsi que le graphe de relations leur correspondant de manieére a pouvoir :

— reconnaitre les structures cachées (invisibles dans le réseau de contraintes) ;

— concevoir des stratégies de recherche génériques.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : la section 6.1 introduit le contexte
et le but de cette étude; différentes mesures d’impact et leur graphe associé sont
présentés en section 6.2 en distinguant leur capacité respective a refléter des structures
dynamiques et statiques sur un exemple concret. Finalement, nous essayons d’évaluer
leur intérét comme heuristique de recherche générique en section 6.3.

6.1 But et contexte de I’étude

6.1.1 Contexte : recherche basée sur 'impact

[BHLS04] propose en 2004 d’exploiter les échecs rencontrés au cours de la résolution
pour déterminer les contraintes critiques et implicitement les variables les plus con-
traintes. Un poids associé a chaque contrainte augmente dés qu’elle est a l'origine
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d’une contradiction. Le degré d’une variable est ensuite calculé en fonction des poids
des contraintes auxquelles elle appartient. Cette stratégie est analogue aux heuristiques
génériques utilisées pour SAT et particulierement VSIDS abordée section 3.4.2.4 & la
différence que ce sont les mogoods et non les contraintes qui sont utilisés pour ca-
ractériser les variables les plus critiques (toutes les variables de la contrainte ne sont
en effet pas forcément impliquées dans ’échec et le nogood semble plus précis). La
variante utilisée par BerkMin [GN02] pousse le raisonnement plus loin et s’intéresse
aux clauses et implicitement aux variables qui ont permis d’atteindre 1’échec.

Refalo [Ref04] ne se focalise pas sur les échecs et introduit une mesure d’impact
dans l'objectif de détecter les choix qui engendrent le plus de propagation. Il propose
de caractériser I'impact d’une décision x; = a, en accord avec le principe du first fail,
a travers la réduction moyenne de ’espace de recherche engendrée par cette décision.
Sa démarche s’inspire des stratégies a base de pseudocosts des solveurs linéaires (voir
section 2.1.1.3).

Néanmoins, cette réduction n’intervient pas uniquement au moment ou la décision
est imposée au probleme, mais aussi quand d’autres déductions (futures) qui sont en
partie basées sur I’hypothese x; = a sont faites. L’utilisation d’explications devrait
donc fournir une information supplémentaire sur I'implication réelle d’une déduction
dans un retrait. Nous pensons ainsi pouvoir pousser plus loin les idées de [BHLS04]
et [Ref04] en prenant aussi en compte la chaine logique de déductions qui permet
d’aboutir a I’échec ou a la réduction de ’espace de recherche.

6.1.2 Buts : recherche et compréhension du probleme

Notre objectif est d’identifier des variables qui contraignent au maximum le probleme,
des sous-ensembles de variables particuliers qui entretiennent de fortes relations ou qui
ont un impact important sur 'ensemble du probleme (analogue a un backdoor). Nous
avons axé notre étude sur les points suivants :

— I'impact ou l'influence d’une variable sur la réduction directe de ’espace de re-

cherche ;

— I'impact d’une variable au sein d’une chaine de déductions méme longtemps apres

que cette variable ait été instanciée;

— la région de l'espace de recherche sur laquelle s’exerce I'influence d’une variable

ainsi que les relations précises entre variables.

Les explications pour la programmation par contraintes semblent pertinentes pour

fournir de telles informations. Par la suite, on notera :

— F Tensemble des explications calculées depuis le début de la recherche;

- E}’al I’ensemble des explications calculées pour tous les retraits de la valeur val
du domaine de la variable i ;

— le| la taille du nogood de 'explication e soit le nombre de contraintes de décision
contenues dans e. On rappelle qu'une explication e; est dite plus précise que es
si |e1| < |ez|. En effet, on peut considérer, que plus une explication est petite,
plus elle est précise, car plus le nombre d’hypotheses nécessaires a la déduction
que e représente est réduit ;

— a? I'age d’une décision d au moment du calcul de I'explication e ou le nombre de
décisions prises depuis d au moment ol e est produite.
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6.2 Des explications pour ’identification de structures

Nous abordons dans un premier temps la notion d’impact expliqué pour en faire un
outil d’analyse des relations entretenues entre les variables pendant la résolution. Nous
présentons ainsi un exemple concret qui explicite I'intérét des différentes mesures.

6.2.1 Caractériser I’impact

Une décision passée z; = a a un impact effectif (du point de vue du solveur) sur
une valeur val d'une variable x; si elle apparait dans I’explication justifiant ce retrait.
On note I, (x; = a,x;,val), 'impact de la décision z; = a sur la valeur val du domaine
de z;. o est I'index utilisé pour distinguer les différentes mesures.

Notre premiere approche pour mesurer cet impact consiste a considérer le nombre
de fois qu’'une décision apparait dans les explications calculées pour la valeur val de
x; en prenant également en compte la taille de I'explication. Les retraits de valeurs
s’établissent plus fréquemment pour des explications précises car leurs pré-conditions
sont réduites. Des explications de petites tailles entrainent donc des relations plus
fortes. Iy propose de quantifier cette relation d’influence :

Io(z; = a, x4, val) = > 1/ |e] (6.1)

{eGE;?“l,zizaEe}

Différentes mesures basées tout d’abord sur 'activité du solveur et le calcul des
explications (mesures I et I3) sont introduites a partir de cette mesure initiale, avec
I’objectif de rendre compte des structures dynamiques. Dans un second temps, une
mesure s’appuyant plus sur la réduction de l’espace de recherche (I3) est proposée
pour capturer les structures statiques et aider a guider la recherche.

Comme la recherche oriente a ’évidence la propagation (et vice-versa), il semble
assez naturel de normaliser cette mesure par rapport a elle.

— L’impact est ici normalisé par rapport au nombre de fois |z; = a| ot une décision

x; = a est prise. Le but étant simplement de ne pas surestimer 'impact des
décisions prises fréquemment :

Io(z; = a,xj,val)

Ii(z; = a,xj,val) = =
x; = al
— Une autre manieére de normaliser est de considérer I'age a¢ d’une décision d au
moment du calcul de ’explication e avec ’objectif de faire décroitre 'impact des
vieilles décisions. On obtient :

1
I(z; = a,xj,val) = Z ——%=a
{eGE}”"l,mizaEe} |6’ X e
— Le calcul des impacts est dispersé au sein du processus de résolution a chaque
calcul d’une explication. C’est une approche sensiblement différente de [Ref04]
qui analyse chaque décision séparément pour évaluer son impact instantané. Is
essaie d’identifier les réductions récurrentes de l'espace de recherche liées a une
décision :
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In(x; = a,xj,val)

Iy(x; = a, 2, val) = {xi = a active Awval € Dom(z;)}|

I3(x; = a,x;,val) peut étre considérée comme la probabilité que la valeur val de
x; soit éliminée si la décision x; = a est prise. Une telle mesure est mise a jour chaque
fois qu'un nouveau retrait intervient des lors que x; = a est active. Elle prend en
compte la fréquence comme la proportion avec lesquelles une décision est impliquée
dans une explication de retrait. Enfin, I; met en valeur les vieilles décisions et I les
plus récentes. La section 6.2.3 montre l'intérét de ces différents parametres pour un
utilisateur et sa compréhension du comportement du solveur.

Ces mesures d’impacts restent fortement dépendantes de I’exploration effectuée et
des techniques semblables a celles présentées dans [Ref04] seront employées afin de les
initialiser (par la propagation de chaque valeur de chaque variable) et de les affiner
(utilisation d’une procédure de restart qui consiste a recommencer la recherche pour
profiter des le noeud racine des impacts obtenus par la résolution précédente).

6.2.2 Relations entretenues par les variables

L’objectif est d’obtenir une représentation synthétique de la structure du probleme
qui permette a un utilisateur d’analyser et comprendre le probleme et le comportement
du solveur pendant la résolution. Nous cherchons a exhiber les relations entretenues
entre les variables. A cette fin, les mesures d’impacts introduites précédemment sont
agrégées sur ’ensemble des valeurs du domaine :

Va € [0,1,2], In(z; = a,x;) = Z In(z; = a,zj,val)
valeD(x;)
Un cas particulier se présente pour I3 ou il s’agit de relier 'impact a la réduction

de l'espace de recherche engendrée par une variable sur une autre. On considere des
lors la taille du domaine initial :

‘D(:EJ)’ - ZvalED(zj)(l - I3($'L = a,j, ’U(ll))
1D ()|

Iy(xz; = a,xj) =

Dans ce contexte, 1 —1I3(x; = a, xj,val) correspond en quelque sorte & la probabilité
de présence de la valeur val de la variable x; apres avoir pris la décision x; = a. Cette
agrégation permet de quantifier 'influence d’une variable sur une autre de la maniere
suivante :

Io(x,x5) = Z In(x; =v,25)

veD(x;)

La structure des relations entre variables est ainsi représentée par un graphe d’im-
pact associé a chaque mesure a. Ce graphe est défini comme un graphe pondéré orienté
GI,(X,E, W) ou X dénote ’ensemble des variables du probleme et le poids d'un arc
(xi,zj) € E (FE = X x X) est donné par I,(z;, z;). Un sommet est donc associé a
chaque variable et le poids de chaque arc (x;,x;) représente 'influence de x; sur x;.
Plus le poids est élevé, plus I'influence est grande.
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F1G. 6.1: Une représentation du graphe d’impact a l'issue de la phase d’initialisation
en utilisant la mesure Iy comme mesure d’impacts.

6.2.3 Illustration des impacts pour ’analyse de structures

Nous cherchons a illustrer a présent, 'intérét du graphe d’impact en analysant des
structures sur un cas concret. Nous examinerons notamment comment 'information
extraite du graphe d’impact permet a 'utilisateur d’effectuer une analyse du probléme
ainsi que sa résolution.

Nous considérons un probleme binaire aléatoire dans lequel une structure est insérée
en augmentant la dureté de certaines contraintes de maniere a faire apparaitre plusieurs
sous-ensembles de variables entretenant des relations fortes. Les instances aléatoires
sont caractérisées par un tuple < N, D,pl,p2 > (on utilise le modele B [AKK'97]) ou
N est le nombre de variables, D la taille des domaines, p; la densité du réseau (p; est
la proportion de contraintes binaires dans le réseau ce qui fixe le nombre de contraintes
ap; X N(N —1)/2 contraintes) et py la dureté des contraintes (la proportion de couples
interdits). Les parametres de 'instance considérée sont N = 30, D = 10 et p; = 35%.
Par ailleurs les 30 variables sont divisées en trois sous-ensembles de 10 variables entre
lesquelles la dureté est fixée a ps = 53% tandis que le reste du réseau est fixé a 3%.

L’instance spécifique isolée ici a titre d’illustration nous a semblé intéressante a
cause de sa difficulté inattendue pour mindom [HE80] (la variable de plus petit domaine
courant est choisie en priorité). En utilisant les différents graphes d’impact introduits
précédemment, nous souhaitons répondre a différentes questions soulevées face a ce
probleme :

— est-il possible de reconnaitre la structure intégrée au probleme ?

— pourquoi mindom échoue sur cette instance? Cette difficulté est-elle intrinseque

au probleme ou a I’heuristique elle-méme 7

Visualiser le graphe d’impact

Les figures 6.1 & 6.4 donnent une représentation du graphe d’impact GI des 30
variables du probléeme. Nous utilisons une représentation sous forme de matrice d’ad-
jacence [GJF04]. Les cellules & l'intersection de chaque ligne i et colonne j indiquent
I'impact de v; sur v;. Plus I'impact est fort, plus I’arc possede un poids élevé et plus la
cellule est foncée. La matrice est ordonnée dans 'ordre ou sont créés les noyaux cachés
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de variables!.

Avant de commencer la recherche, une phase de singleton consistance [PSWO00] est
appliquée (chaque valeur de chaque variable est propagée) afin d’initialiser I'impact
des variables de maniere homogene. Bien que le graphe soit entierement connecté, la
visualisation sous forme de matrice donnée en figure 6.1 permet de distinguer clairement
les trois noyaux de variables qui entretiennent des relations fortes, juste apres cette
premiere étape de propagation (la mesure Iy est utilisée ici).

La figure 6.2 donne une image du graphe d’impact apres 2 minutes de recherche en
utilisant mindom comme choix de variable.
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F1G. 6.2: Le graphe d’impact basé sur Iy (graphe de gauche) et I3 (droite) apres deux
minutes de calcul en utilisant mindom.

Les impacts ne sont donc pas employés ici pour la recherche mais sont maintenus
pendant la recherche et permettent d’analyser la résolution effectuée par mindom. On
peut noter que Iy est centrée sur les aspects dynamiques de la recherche (les clusters
initiaux ne sont plus du tout visibles comparés a la figure 6.1) alors que I3 est focalisée
sur les structures statiques et relegue dans I'ombre les liens faibles méme apres 2
minutes de calculs (voir figure 6.2). La zone la plus sombre dans le coin en bas a
gauche de la figure 6.2, montre que, selon I, les variables des deux premiers noyaux ont
apparemment une forte influence sur le troisieme noyau. La zone deviendrait de plus en
plus sombre si la recherche n’avait pas été interrompue a ce stade a des fins d’analyse.
On peut penser que de mauvais choix initiaux sur les deux premiers ensembles ont
mené le solveur dans une succession d’échecs sur le troisieme ensemble masquant ainsi
les structures inhérentes au probléme.

La figure 6.3 représente le graphe GI; obtenu a partir de la mesure I;. Il s’agit donc
d’un graphe normalisé ou I'influence d’une décision prise par le solveur est divisée par
le nombre de fois ou cette décision est prise pendant la résolution (mesure I7).

L’objectif est de pousser plus loin 'analyse précédente en distinguant deux types
de décisions parmi celles qui possedent une forte influence : certaines sont répétées
fréquemment alors que d’autres ont guidé le solveur dans une branche stérile de I’es-

'Nous nous penchons actuellement sur 'utilisation d’algorithmes de clustering de maniére & iden-
tifier cet ordre particulier & partir du graphe d’impact seul.
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F1G. 6.3: Une représentation du graphe d’impact normalisé par rapport au nombre de
fois ot une décision est prise (7).

pace de recherche et apparaissent des lors dans de nombreuses explications d’échecs.
On cherche a isoler de cette maniere les mauvais choix qui semblent se situer sur le
deuxieme noyau. Enfin la figure 6.4 rapporte 'activité de la résolution en s’appuyant
sur un graphe d’impact dans lequel I'effet des anciennes décisions est progressivement
éliminé (mesure I»). Il apparait alors clairement que le solveur ne cesse d’échouer sur
le premier puis plus fréquemment sur le troisieme noyau avec trés peu d’interaction
sur le deuxieme ou se situent les mauvais choix initiaux. Is met en effet 'accent sur
les vieilles décisions.

O NG A O O = oo SRR

| |
i

zH HEE TN

F1a. 6.4: Une représentation du graphe d’impact normalisé sur 1’age des décisions (I2).

De maniere a confirmer cette interprétation, nous avons changé I'heuristique de
recherche pour prendre en compte I'impact des variables au cours de la résolution (en
s’appuyant sur Ip) et revenir ainsi immédiatement sur les variables dont 'influence
s’accroit de maniére indue (parce qu’elles interviennent dans toutes les explications de
retrait sans fournir une réduction significative de I'espace de recherche). Le probleme
est alors résolu instantanément.
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6.3 Les impacts comme heuristiques de recherche

Nous cherchons ici a évaluer si I'impact introduit précédemment constitue une piste
sérieuse pour améliorer les heuristiques de recherche génériques. Les heuristiques de
recherche prennent en compte les domaines (mindom), comme le degré des variables
dans le réseau de contraintes du probléme (dom + deg ou dom/deg) avec pour objec-
tif d’identifier les variables les plus contraintes, celles qui simplifient au maximum le
probleme. Les impacts présentés jusqu’a présent dans le cadre de l’identification de
structures généralisent de fagon naturelle cette idée.

6.3.1 Impact orienté variables

Les impacts ont été agrégés jusqu’a présent pour exprimer les relations d’une va-
riable avec une autre. Leur utilisation dans le cadre de la recherche demande une
agrégation globale vis a vis de tout le probleme. Pour les mesures Iy, I et Iz, 'impact
global d’une décision est calculé en accumulant I'impact sur les variables de I’ensemble
du probléme? :

Va € [0,1,2], I(z;=a)= Z Io(z; = a,xj)
I]‘GX

La variable x choisie pour le branchement est celle qui maximise ., I(z = a)
de maniere a favoriser la variable la plus influente (D(z) correspond au domaine courant
de z). La valeur choisie est celle qui minimise I(z = a) de maniere a favoriser les
combinaisons futures consistantes.

6.3.2 Impact orienté contraintes

Les impacts ont été définis dans le cadre des contraintes de décision de maniere
a porter sur les variables et révéler leurs relations. Ils s’appliquent naturellement sur
n’importe quelle contrainte ¢t de la méme maniere que Ij :

Ifct)y= > 1/]e| (6.2)

{e€E,ctee}

L’heuristique reconnue a I’heure actuelle comme la meilleure heuristique standard
est sans doute dom/deg introduite par [BR96]. dom/deg propose de sélectionner la
variable qui minimise le rapport entre la taille de son domaine et son degré dans le
réseau de contraintes. Il s’agit de favoriser les petits domaines et les variables les plus
contraintes. Elle a été améliorée par [BHLS04] dom/Wdeg en incrémentant le degré d’une
contrainte chaque fois que celle-ci léve une contradiction. Nous proposons de raffiner
encore davantage cette heuristique en remplacant le degré par la mesure de l'impact
des contraintes portant sur la variable (aboutissant ainsi a I’heuristique nommée par
la suite dom/Ict).

2Le cas d’I3 est légerement différent puisqu’il s’agit de se focaliser sur la réduction de Iespace &
Pinstar de la formule en section 6.2.2 pour I3(z; = a, z;).
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6.4 Expérimentations

Pour des raisons de simplicité et de clarté dans les résultats, deux variantes essen-
tielles sont retenues pour tester I'intérét des impacts pour la recherche : Is et dom/Ict.
Le cadre des expérimentations est le suivant :

— les explications étant maintenues pour le calcul des impacts, elles peuvent étre
utilisées sans surcout pour effectuer la recherche en backjumping (algorithme
MAC-CBJ présenté section 3.2.1).

— les heuristiques de référence données a titre de comparaison sont dom/deg?,
dom/Wdeg ainsi que Ir correspondant & notre implémentation de la mesure in-
troduite dans [Ref04]. Iz consiste & mesurer ’espace de recherche (par le produit
cartésien des domaines) avant et apres chaque choix pour quantifier précisément
la réduction. On distingue deux variantes de I, Ir(mazx) consiste a retenir la va-
riable qui maximise I'impact soit la réduction de I’espace de recherche 4. I'p(min)
choisit la variable qui minimise I’espace restant. De maniere & séparer 'influence
du backjumping, Ir et dom/deg sont testés a la fois en mode MAC et MAC-CBJ.
La meilleure combinaison est reportée.

— les égalités intervenant dans les heuristiques a base d’impact sont arbitrées au
hasard ;

— enfin, nos expérimentations sont conduites sur un Pentium 4, 3 GigaHz, sous
Windows XP. Notre solveur de contraintes est la version java la plus récente du
solveur libre choco (choco-solver.net).

[Ref04] mentionne que l'initialisation des impacts est critique et que l'utilisation
de restart peut s’avérer parfois payante quand l’initialisation échoue & approximer
correctement les impacts. Les impacts deviennent en effet de plus en plus pertinents
avec le temps. Les deux techniques sont donc également mises en ceuvre ici :
— restart : les procédures de restart imposent une limite croissante sur le nombre
de noeuds qui double d’une itération a la suivante (garantissant ainsi a terme
la complétude). Les résultats avec restart sont indiqués pour une heuristique h
(sous la dénomination h + rest) des qu’ils sont meilleurs que h seule;

— anitialisation : les impacts sont initialisés a ’aide d’une phase de propagation ana-
logue a de la singleton-consistance [PSWO00](chaque valeur de chaque variable est
propagée) dont le cott est inclus dans les temps indiqués.

Nous avons considéré trois ensembles de jeux de tests :

1. Le premier jeu de tests provient des expérimentations de Refalo [Ref04] : un
ensemble de problemes de multiknapsack modélisés par des variables binaires, et
résolus comme un probléme de satisfaction (en fixant la valeur optimale comme
une contrainte dure). Une limite de temps est fixée a 1500s. De plus, comme les
égalités sont arbitrées aléatoirement et que la variance entre deux exécutions est
considérable, une moyenne sur une trentaine d’exécutions est reportée.

3dom/deg se comporte beaucoup mieux que mindom sur nos jeux de tests.

4Tout notre framework est basé sur la maximisation de I'impact. Ir(max) propose un impact basé
sur la réduction de ’espace. Il est intéressant de la comparer a I> dont I'impact est basé sur le degré
d’implication des variables dans la propagation
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2. Le deuxieme ensemble de tests est fait de problemes binaires aléatoires structurés
tels que celui décrit a la section 6.2.3. Un probleme < 45,10, 35, po > est structuré
avec trois noyaux de 15 variables reliés par une dureté intra-noyaux ps et une
dureté inter-noyaux de 3%. De nouveau, 100 instances sont considérées pour
chaque valeur de py. On présente sur ces tests les temps de résolution.

3. Enfin le dernier jeu de tests est issu de problemes industriels d’allocation de
fréquences [CAGLT99] provenant de I’archive FullRLFAP. Le probléme consiste
a choisir les fréquences f; de canaux de communication en minimisant les in-
terférences. Ces contraintes d’interférence s’expriment a travers une distance mi-
nimale entre les fréquences de certains canaux (| f; — f;| > Eij ou |fi — fj] = Eij).
Nous avons suivi 'approche de [BCS01, BHLS04] pour générer des instances dif-
ficiles en satisfaction (il s’agit a 'origine d’un probléme d’optimisation). Ainsi,
scenXX-wY-fZ correspond a l'instance scenXX dans laquelle les contraintes de
poids supérieur a Y ainsi que les Z fréquences les plus hautes ont été éliminées.
Les résultats sont donnés sur une sélection de 15 instances difficiles identifiées
par [BCS01, BHLS04].

6.4.1 Premier benchmark : problemes de multiknapsack

Sur ce premier benchmark (dont les résultats sont indiqués table 6.1), Ir apparait
comme la meilleure stratégie (Ir(min) et Ir(maz) ont des comportements équivalents.
On retrouve les résultats de [Ref04] concernant Ir et l'utilisation de restart ne pro-
fite & aucune des heuristiques testées. L’arbitrage au hasard des égalités prend une
trop grande importance pour Iy et dom/Ict’. Les deux heuristiques ne sont pas perti-
nentes et demande un apprentissage trop long avant que les impacts ne se stabilisent
et permettent de discriminer les variables. Le phénomene s’observe bien pour Is en
examinant le nombre de noeuds de la derniere itération en cas de restart (cf. table 6.1).
Ainsi, I'utilisation de restart rend Is de plus en plus pertinente mais trop lentement et
le temps global nécessaire a la résolution augmente.

SLes résultats sont nettement meilleurs sur ce benchmark (pour ’ensemble des heuristiques) avec
un arbitrage fixe des égalités.

MAC dom/deg MAC I MAC dom/Wdeg
Tps (s) Noeuds Tps (s) Nceuds Tps (s) Noeuds
mknapl-2 0 11.2 0 24.3 0 11.9
mknap1-3 0 85.9 0 165.7 0 89.8
mknapl-4 0.3 2236.7 0.2 1149.5 0.4 2506.1
mknapl-5 3.6 27749.1 3.5 23158.1 4.7 32437.6
mknapl-6 316.8 2031108.5 201.1 1066116.4 452.9 2636561.5
dom/Ict I I + rest
Tps (s) Nceuds Tps (s) Nodes Tps (s) Noeuds
mknapl-2 0 32.8 0 26.0 0 26.0
mknapl-3 0.1 334.5 0.1 594.3 0.1 200.8
mknapl-4 4.3 15063.8 2 7141.5 6 6770.8
mknapl-5 723 2881651.4 234 861328.5 317 446652.6
mknapl-6 > 1500 > 1500 > 1500

TAB. 6.1: Impacts sur les problemes de multiknapsack.
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6.4.2 Deuxieme benchmark : problemes binaires aléatoires
structurés

Sur ce jeu de test, MAC-CBJ semble critique (ainsi, MAC dom/deg, MAC Ir(max) ou
MAC Igr(max)+rest ne sont pas du tout compétitives). Les figures 6.5 et 6.6 rapportent
le temps de résolution pour les quatre heuristiques. I, dom/Ict et dom/Wdeg sont
incomparablement plus performantes que Ir(mazx), elle-méme meilleure que dom/deg.
On peut noter qu’il est inutile de procéder a un restart pour Ir(min), I et dom/Ict
pour qui la phase d’initialisation est suffisante. Ce n’est pas le cas de Ir(mazx) qui
demande plus de temps pour estimer correctement les impacts et que le restart améliore
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F1G. 6.5: Temps moyen de résolution (axe de gauche) et nombre d’instances faisables
(sat) (axe de droite) pour dom/deg, Ir(maz) et dom/Ict.
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F1G. 6.6: Temps moyen de résolution (axe de gauche) et nombre d’instances faisables
(sat) (axe de droite) pour dom/Ict, Ig(min), I> et dom/Wdeg.

La complexité de ce benchmark tient certainement au degré d’interaction avec ’al-
gorithme de recherche et les instances sont résolues instantanément par les heuristiques
a base d’impact contrairement & dom/deg ou mindom qui laisse croire que ces problemes
sont difficiles. La présence de telles structures artificielles favorise de notre point de
vue un certain type de comportement heavy-tailed [WGS03a] qui se caractérise par une
grande variation des temps de résolution d’une recherche purement aléatoire indiquant
la présence de mauvais points de choix initiaux tres difficile & détecter par la suite.
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On peut ainsi remarquer que le mauvais comportement de Ir(maz) se manifeste ainsi
juste avant la transition de phase.

6.4.3 Dernier benchmark : Allocation de fréquences

Sur ce benchmark, MAC-CBJ semble décisive comme le souligne les deux premieres
colonnes du tableau 6.2 (sept instances résolues pour MAC-CBJ contre trois pour MAC).
On peut essayer d’analyser ce premier constat & I’éclairage du graphe d’impact®. En
Paffichant apres la phase d’initialisation (premiere image de la figure 6.7), un utilisa-
teur peut immédiatement constater que le réseau de contraintes est particulierement
peu dense. Par ailleurs, méme apres une recherche aléatoire (de taille fixe) répétée
afin d’exhiber les relations indirectes (seconde image de la figure 6.7), on constate
que les impacts ne s’étendent pas a ’ensemble du probleéme mais restent au contraire
assez localisés. On se souvient que des phénomenes de thrashing peuvent facilement
apparaitre dans ce genre de situation (voir section 2.2). En effet, comme la propaga-
tion reste tres locale, une contradiction peut étre découverte tres tardivement sur une
partie du graphe apres une longue recherche sur une autre partie (puisque les deux
parties entretiennent des relations faibles).

Les performances des stratégies sont donc présentées dans le tableau 6.2 dans leur
combinaison avec MAC-CBJ.

MAC MAC-CBJ I, Ir(maxz) | Ir(min) | dom/Ict | dom/Wdeg
dom/deg dom/deg “+rest + rest
scenll Tps (s) 47 7.9 38 53 183.4 40 11.5
(sat) Noeuds 5863 1207 1432 3986 10258 524 907
scen02-£24 Tps (s) 0.8 0.1 3 3 3.3 3 0.1
(sat) Neeuds 620 104 88 90 104 104 95
scen02-£25 Tps (s) > 1h 3.6 4.6 3.7 4.1 8.5 1.4
(unsat) Neeuds - 610 270 7 91 1252 83
scen03-f10 Tps (s) > 1h 1766 11.5 9.7 9.5 10.5 0.5
(sat) Neeuds - 572507 1128 415 197 186 188
scen03-f11 Tps (s) > 1h > 1h > 1h > 1h 15.6 17.5 19.6
(unsat) Noeeuds - - - - 1193 788 1369
scen06-w2 Tps (s) > 1h 75 14.6 13.5 15.5 15.8 1.1
(unsat) Neceuds - 68669 0 0 0 0 78
scen07-wi-f4 | Tps (s) 0.2 0.2 6 5.9 6.6 6.9 0.3
(sat) Noeeuds 271 202 194 191 197 185 207
scen07-wi-f5 | Tps (s) > 1h 0 4.4 4.3 4.8 5 0.1
(unsat) Neeuds - 26 0 0 0 0 29
graph08-£10 | Tps (s) | > 1h > 1h > 1h 679 41.2 19 14
(sat) Neeuds - - - 200898 2658 757 1392
graph08-f11 Tps (s) > 1h > 1h > 1h 174 14.2 14 3.3
(unsat) Noeeuds - - - 32653 126 25 254
graph14-£27 Tps (s) > 1h > 1h 14.9 26.2 10.9 32.9 3.7
(sat) Nceeuds - - 4886 9845 723 7080 1817
graph14-£28 Tps (s) > 1h > 1h > 1h > 1h 165.3 14.3 4
(unsat) Noeeuds - - - - 53008 1377 901
nb solved 3/15 7/15 8/15 10/15 12/15 12/15 12/15

TAB. 6.2: Impacts sur les problemes d’allocation de fréquences.

Ig(maz) obtient ici de meilleurs résultats que I qui tous les deux surpassent
dom/deg. On peut également noter que l'initialisation peut devenir assez colteuse
(autour de 40 sec dans le pire des cas) et qu’elle est parfois suffisante & prouver l'in-
consistance (instances avec 0 nceud exploré). dom/Wdeg obtient les meilleurs résultats

69’agissant par ailleurs d’un probleéme industriel réel et structuré, il nous a paru intéressant de
donner une image du graphe d’impact.
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et permet de résoudre 12 instances sur les 15 faisant partie du jeu de tests originel
surpassant ainsi ’ensemble des autres techniques. dom/Ict et Ir(min) obtiennent des
résultats semblables mais demandent une étape d’initialisation qui les rend moins per-
formantes que dom/Wdeg en terme de temps. Nous retrouvons ainsi les résultats de
[BHLSO04] (les instances scen11-f1, scenl1-f2, scenl1-£3 n’ont pas pu étre résolues
dans la limite de temps d’une heure par aucun des algorithmes).

¥

F1G. 6.7: Le graphe d’impact des variables apres l'initialisation et apres une recherche
aléatoire répétée pour essayer de construire une vue homogene des relations.

6.4.4 Premieres conclusions sur les stratégies a base d’impacts

1. Les stratégies I, avec a € {0, 1,2} sont fortement basées sur l'activité du solveur
pendant la recherche (en se focalisant donc sur la partie dynamique des struc-
tures). Leur utilisation peut s’avérer extrémement rentable dans la mesure ou
elles révelent les mauvais choix initiaux (dont I'influence grandit démesurément
au cours de la recherche sans apporter un élagage utile puisque le solveur ne
parvient pas a revenir dessus). Par ailleurs, quand I'impact est appliqué aux
contraintes, il révele celles qui sont responsables a court ou long terme de la pro-
pagation. Ainsi dom/Wdeg est efficace quand les contraintes dans le réseau ont de
faibles arités. Elle perd son efficacité en présence de contraintes globales portant
sur de larges portions du probleme ou le probleme tout entier puisqu’il n’y a
aucune discrimination entre les variables en incrémentant simplement le degré
de la contrainte. dom/Ict corrige en partie ce phénomene en s’appuyant sur les
explications pour différencier les variables.

2. En revanche, nous pensons que I'impact basé sur les explications varie trop d’un
nceud a lautre de arbre (précisément parce qu'il se focalise sur les aspects dyna-
miques) pour faire des I, a elles seules des heuristiques génériques robustes. Or la
stabilité des impacts observés dans différentes parties de I'arbre est ’hypothese
sous-jacente a I ou aux pseudocosts linéaires (voir section 2.1.1.3).

I3 est trop couiteuse (en terme de temps) dans ’état actuel pour étre utilisée comme
heuristique par défaut mais d’autres compromis intéressants entre Ir et I, avec o €
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{0, 1,2} peuvent étre imaginés de maniére a profiter de la robustesse générale de I tout
en essayant de se prémunir contre des phénomenes de thrashing liés au choix initiaux.
Ces expérimentations cherchent & affiner notre compréhension des phénomenes mis en
jeu pendant la recherche. Ir(min) reste la meilleure heuristique en terme de robustesse
sur tous nos tests.

6.5 Conclusion

Nous avons montré ici comment les explications, a travers le graphe d’impact pou-
vaient permettre de comprendre certaines structures du probleme comme le processus
de résolution. Les phénomenes de thrashing sont ainsi parfaitement visibles et peuvent
étre compensés par ’heuristique sans passer par des techniques plus coliteuses comme
DBT. Le graphe d’impact est ainsi un outil original et synthétique de visualisation des
structures au cours de la résolution.

L’utilisation d’un impact expliqué pour guider la recherche manque pour 'instant
de robustesse dans un cadre générique. Nos résultats sont clairement dominés par
Ir(min) sur ces trois benchmarks. Nous pensons néanmoins que certains mauvais choix
ne se détectent pas au niveau de la réduction de I'espace de recherche mais sont liés
a la sémantique des contraintes et apparaissent tres bien dans les explications comme
le montre ’analyse faite sur I’exemple section 6.2.3. Il s’agit d’un premier pas vers des
heuristiques basées sur les explications.

L’utilisation de Is sur le probleme de placement de taches temps-réel traité au
chapitre 9 s’avere ainsi particulierement efficace. La normalisation de I'impact a la
fois par la fréquence des décisions et par leur age reste a évaluer et devrait présenter
davantage de robustesse que Is. Pour des raisons de temps et de clarté, nous avons
préféré séparer les deux criteres dans cette premiere étude.

Ces résultats ont été publiés dans [CJ06, GCFJ05].



Chapitre 7

Retour sur ’enregistrement de
nogoods

Nous avons introduit au chapitre 3 dans la section 3.4.2 les principes des solveurs
SAT et leur utilisation fructueuse des explications. Ces solveurs sont en effet capables
de tirer parti des nogoods malgré leurs exigences en temps comme en espace. Inspirées
par ces succes, plusieurs tentatives ont été faites pour reconsidérer les mogoods en
PPC [KB03, KB05].

Il y a deux questions fondamentales qui se posent vis a vis des nogoods. 11 s’agit
d’abord de savoir comment calculer les nogoods ? Le nogood idéal est celui qui
élimine la plus grande classe d’affectation possible de I'espace de recherche futur. Etant
donné que les nogoods ont été avant tout utilisés en PPC pour supporter le backtrack
intelligent et les CSPs dynamiques [SV94], ils font traditionnellement référence aux
contraintes de décision uniquement et ne sont pas particulierement utiles pour le filtrage
de l'espace de recherche. Différents travaux en SAT comme en PPC fournissent des
réponses a cette question que nous aborderons en section 7.1.

Il s’agit ensuite de savoir comment gérer et propager ’ensemble des nogoods
appris 7 Leur nombre potentiellement exponentiel rend critique cette deuxiéme ques-
tion. En contraintes, les nogoods ont été souvent utilisés pour vérifier simplement si le
neeud courant peut étre ou non étendu a une solution. Les solveurs SAT vont plus loin
et réalisent la BCP sur les nogoods appris. Nous présenterons section 7.1.2 la méthode
pour implémenter en PPC le schéma de propagation reconnu comme le plus efficace
dans la communauté SAT et intitulé two watched literals [MMZ"01]. Néanmoins, la
conception de structures de données efficaces pour l'enregistrement de nogoods est
toujours une question ouverte en PPC. C’est cette question que nous abordons ici sec-
tion 7.2 en proposant la compilation des nogoods dans un automate et le maintien de
I’arc-consistance avec le calcul des explications sur cet automate.

7.1 Calcul et propagation des nogoods

7.1.1 Nogoods généralisés

Définition 7.1.1 Une déduction (z # a) est le retrait de la valeur a du domaine de
la variable x.

73
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Définition 7.1.2 Une explication généralisée, g-expl(xz; # a) pour la déduction
(z; # a) est définie par deux ensembles de contraintes :

~c cC;

— A, un ensemble de déductions.
telle que C' NA =z =a

g-expla(x; # a) fait référence a 'ensemble A associé a une explication généralisée
g-expl(x; # a). Une déduction est due & d’autres déductions sauf si elle est faite au
nceud racine. Les inférences faites en cours de propagation peuvent étre ainsi remontées
jusqu’aux contraintes de décision. On peut ainsi calculer des explications a partir d’ex-
plications généralisées. Un ensemble vide A pour une déduction x; # a représente la
déduction qui est, soit due directement a une contrainte de décision du type z; = b,
soit faite au nceud racine.

Exemple 11 Ezxplications généralisées

Soit x; et xg, deux variables telles que D, = {0,...,6} et D, = {0,2,3,4,6}.
Les valeurs 1 et 5 ont été retirées du domaine de y et une explication est déja
disponible pour ces déductions. Imaginons que expl(y # 1) = {x4 = 2} et
expl(y # 5) = {xo = 3,28 = 1} et considérons la contrainte |x —y| = 2. La valeur
3 de z est retirée en appliquant I’algorithme de filtrage de |z —y| = 2. Une explica-
tion généralisée s’écrit simplement g_expla (z # 3) = {y # 1,y # 5}. L’explication
est alors expl(x # 3) = expl(y # 1) Uexpl(y # 5) = {xg = 2,20 = 3,25 = 1}.

Les explications ont été congues pour le backtrack intelligent et font donc sys-
tématiquement référence au chemin de décision pour pouvoir le réparer au moment
de la contradiction sans avoir a recalculer les contraintes de décision en cause dans
I’échec a partir de ’explication de contradiction généralisée. En conservant des raisons
intermédiaires au retrait d’une valeur et en repoussant le calcul du nogood au moment
de la contradiction, on peut obtenir des nogoods généralisés [KB05, JB97] qui possedent
un plus grand pouvoir de filtrage et correspondent a un nombre exponentiel de nogoods
simples.

Définition 7.1.3 Un nogood généralisé est un ensemble de contraintes C', un en-
semble de déductions A et un ensemble de contraintes de décision DC' tels que C' A
AN DC est inconsistant.

En conservant les explications généralisées, on dispose en mémoire de I’enchainement
logique des inférences faites durant la recherche. En SAT, cela correspond au graphe
d’implication (voir section 3.4.2.2). A partir d’une contradiction sur un domaine vide,
on peut calculer plusieurs nogoods généralisés (alors qu’un seul nogood est disponible
avec la technique classique). Le schéma général pour calculer le nogood! est donné par
l'algorithme 14. La ligne 1 commence par construire ’explication généralisée de contra-
diction exprimant le fait que le domaine de x; a été vidé. Chaque déduction peut étre
ensuite remplacée par son explication généralisée pour obtenir un nouveau nogood.

1Ce schéma est équivalent au calcul d’une coupe dans le graphe d’implication introduit en SAT.
Le graphe d’implication est connu en CP sous le nom de proof-tree [DFJT03].
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Un nogood est finalement constitué de déductions comme de décisions. En ajustant
le critere d’arrét, on peut implémenter n’importe quel schéma d’enregistrement SAT
comme le point d’implication unique.

procédure : computeGeneralizedNogood(Var z;)

1: GeneralizedContradictionExplanation e «— UjeDorig T £ J;
2: while stopping criterion not met do

3 x # k < choose a deduction of ¢;

4 if g_expla(xk # k) is not empty

5: e—eUgexpl(zy #k) — {zr # k};

6 else e — eUexpl(zi # k) — {xr # k};

7: end while
8: return e;

Algorithme 14: Calcul de nogoods généralisés

Afin que le nogood puisse servir a justifier le retrait d’une contrainte de décision (et
étre enregistré comme explication généralisée), il faut que celui-ci ne fasse néanmoins
référence qu’a des déductions antérieures a la dite décision.

7.1.2 Propagation par watched literals

La propagation des nogoods est généralement limitée a la propagation unitaire
utilisée par les solveurs SAT. Nous introduisons ici le mécanisme des two watched
literals dans le contexte de la PPC qui sera notre référence pour propager des nogoods.

Notations : On appelle atome, une paire variable/valeur (z;,j). Un atome positif
fera référence a x; = j alors qu'un atome négatif, & z; # j. Un atome positif (resp.
négatif) est dit satisfait des que z; est instanciée a j (resp. j retirée de x;), falsifié
dans le cas contraire ou j & z; (resp. x; instanciée a j) et libre autrement. Un nogood
généralisé (A, DC') peut se voir comme une contrainte, c’est & dire une clause sur les
atomes correspondants (V,, ,ican Tk = J) V (V,, —jepc @k # J), qui doit étre vérifice
dans la recherche future. Un nogood est libre tant que deux atomes sont libres, satisfait
des qu'un atome est satisfait et falsifié quand tous les atomes sont falsifiés. Par ailleurs,
un nogood est dit unitaire quand il possede un unique atome libre alors que tous les
autres sont falsifiés. Dans ce cas, la propagation unitaire force ce dernier atome a étre
satisfait.

Propagation unitaire : Le statut d’'un nogood (libre, satisfait, falsifié ou unitaire)
peut étre déterminé en observant uniquement deux de ses atomes. Chaque nogood
est observé par deux pointeurs sur deux atomes libres. Deux listes de mogoods sont
maintenues pour chaque atome : la liste positive, pos_watch(z;, j) est la liste de nogoods
ou 'atome positif x; = j est observé, et la liste négative, neg watch(x;, j) dénote la
liste des nogoods ou x; # j est observé. La liste pos_watch(z;,j) est parcourue au
retrait de la valeur j du domaine de z; (c’est a dire x; # j) et neg watch(x;,j) est
considérée en cas d’affectation (c’est a dire x; = j). Pour chaque nogood dans la liste,
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I’atome observé (qui est maintenant falsifié) doit étre mis & jour et plusieurs cas se
présentent :

1. Pautre atome observé est déja satisfait, le pointeur de 'atome falsifié reste in-
changé;

2. un autre atome libre ou satisfait est trouvé et la liste correspondante est mise a
jour;

3. sinon, tous les autres atomes sont falsifiés. Le nogood est unitaire et l’autre atome
observé est propagé. Le pointeur sur I’atome falsifié reste inchangé.

Il faut remarquer que les pointeurs sont laissés a des positions qui redeviendront
valides au backtrack de sorte que des quun nogood est libre, il est correctement observé
par deux atomes libres.

Ajout dynamique : Certaines précautions doivent néanmoins étre prises a I’ajout
dynamique d’un nogood a une feuille de I’arbre :

— les deux pointeurs sont placés sur les deux derniers (chronologiquement) atomes
de sorte qu’au backtrack apres ’ajout du nogood, 'un au moins redevient libre
(Pautre restant falsifié) ;

— puis, tant que ce deuxieme atome reste falsifié, il faut propager le nogood a chaque
backtrack.

Des que le nogood possede deux atomes libres, il ne demande plus aucun traitement
particulier et on peut appliquer tel quel le schéma précédent. Ce probleme ne se pose
pas en SAT dans la mesure ou le backjumping est effectué différemment (voir section
3.4.2.3).

L’absence de structures de données restaurables au backtrack est un gros avantage
des watched literals, particulierement utile dans le cas des besoins exponentiels en
mémoire des nogoods. La propagation efficace comme la gestion optimisée en mémoire
des mnogoods sont toujours les facteurs limitants des approches d’enregistrement de
nogoods et nous proposons ici une autre gestion, basée sur leur représentation par
un automate. L’idée est que les nogoods appris dans un méme sous-arbre partagent
probablement beaucoup de déductions et que beaucoup de données peuvent donc étre
factorisées. En basant la représentation des nogoods sur un automate, nous montrerons
que la propagation peut encore étre effectuée de maniere efficace.

7.2 Vers un encodage des nogoods sous forme
d’automate

Les nogoods généralisés peuvent étre vus comme un ensemble de tuples. En parti-
culier, dans le cas des domaines finis, une déduction (x; # v;) sur le domaine D; peut
étre vue comme VUkEDi\{'Uj}(xi = V).

7.2.1 Représentation des tuples par un automate

Un ensemble de tuples portant sur n variables peut étre encodé par un automate
acyclique avec £ = (n+ 1) niveaux correspondant a chaque variable plus I’état final F.
Un automate fini déterministe est la donnée de (@, 3,0, g, F') ot @ est un ensemble
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fini d’états et go € @ est ’état initial. Ici, alphabet 3 correspond & I'union de tous les
domaines des variables et 3* a I’ensemble de tous les mots possibles. Chaque variable
x; est associée avec le i niveau de 'automate et les transitions sortantes des noeuds
appartenant au niveau ¢ portent les valeurs de D{""Y. § est la fonction de transition de
Q x X — Q, 6(q,val) renvoie I'état atteint en appliquant la transition val dans I'état
q et la paire (g, val) dénote l'arc correspondant. §* étend ¢ de telle sorte que

. [ 6*(0(¢q,x),y) siw=uzyaveczr € Tetye XLt
0 (q,w)—{ d(q,w) siw e X.

On note par (g1, g2) les valeurs de transition qui permettent de passer de I'état ¢
a I'état g2. On notera également |A|, le nombre d’états de 'automate A et par |A4;| le
nombre d’état du :“"*® niveau. Un exemple d'un tel automate est donné figure 7.1.

1 | o | T3

F1a. 7.1: Un automate pour trois variables 1, x2, x3 de domaine {a, b, ¢} représentant
les tuples (a,a,a), (a,a,b), (b,b,a), (b,b,b), (b,c,a), (b,c,b), etc.

Cette représentation a déja été utilisée dans le contexte de probléemes de satisfaction
de contraintes [Vem92, Ami99]. L’automate est une maniere générique de représenter
un ensemble de tuples et donc de définir une contrainte en extension. Pour un ensemble
S de tuples autorisés sur une séquence finie de variables X, on notera :

— A lautomate acceptant les tuples autorisés S. Autrement dit, £(A) = {w € £* |

0*(qo,w) =F}=S.

— A acceptant les tuples interdits correspondant & S. Autrement dit, £L(A4) = {w €
Y w ¢ L(A)} ou ¢ dénote les mots de taille /.

— A(X) lautomate projeté sur I’état courant des domaines des variables X c’est a
dire que tous les arcs (g, j) pour un état ¢ situé sur la couche i tels que j ¢ D;
sont éliminés.

L’automate minimal est une forme canonique, il est unique pour un ordre donné des
variables. Un automate est minimal si il n’y a aucun état n’est équivalent a un autre.
Deux états sont équivalents si et seulement si ils définissent le méme langage droite :
Z, i.e. ils ont le méme ensemble de chalnes permettant d’atteindre I’état final. Comme
nous considérons un automate en couches, on peux efficacement minimiser ’automate
par une approche bottom-up basée sur une définition récursive du langage droite d’un
état :
siqel;
sinon.

) = L@@y | acsndaa) 2 Hu{ I

De maniere intéressante, la représentation des tuples autorisés ou interdits est équivalente
en terme de taille pour lautomate minimal. On peut facilement montrer que les
nombres d’états de A et A different d’au plus de £ états.
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Propriété 7.2.1 Si A et A sont minimaux alors abs(|A| — |A]) < ¢.

Schéma de la preuve : On peut montrer comment construire A & partir de A (voir
Figure 7.2). En premier lieu, on change 1’état final de A en état poubelle de telle
sorte que les tuples autorisés de A sont interdits. Deuxiemement, les tuples interdits
de A doivent étre reconnus et toutes les transitions manquantes (celles qui définissent
implicitement des mots non reconnus) doivent étre ajoutées (les arcs en gras sur la fi-
gure 7.2). Au plus (¢ —1) états sont retirés (arcs en pointillés sur la figure 7.2). En effet,
un état est retiré si toutes ses transitions menent vers I'ancien état final. Or un seul
état par couche peut avoir cette propriété (ils seraient autrement équivalents puisque
Pautomate est minimal). De nouveau, au plus un état est ajouté par niveau (ayant
toutes ses transitions menant au nouvel état final) puisque 'automate est minimal. [J

\ \ \
abe abe
V5 Femeeeeeeeeeeees »e »e
N -
| be | |
I I C I
() ‘
= S
e ab
‘ .
|

T i z2 i 3

FIG. 7.2: Passage de A (arcs normaux et en pointillé) & A (arcs normaux et en gras).

On consideére un ensemble de nogoods S (tuples interdits), nous avons choisi de
représenter S par I'automate A correspondant donc, & 'ensemble des tuples autorisés.
L’ajout d’un nogood dans un tel automate signifie donc le retrait du mot correspondant
du langage reconnu par I’automate. Il est en effet plus facile de raisonner sur A pour
effectuer la propagation et la taille de 'automate est identique (au nombre de niveaux

pres).

7.2.2 Minimisation Incrémentale de ’automate

Nous introduisons ici brievement deux stratégies de minimisation de ’automate.
L’objectif est de maintenir incrémentalement I’automate des tuples autorisés a 1’ajout
de nouveaux nogoods (retrait du mot correspondant du langage reconnu par 1'auto-
mate). La minimisation incrémentale est basée sur [DMWWO00].

a b, c b
B
] 2

F1G. 7.3: Automate chaine reconnaissant le nogood généralisé (1 = a)A(x2 # a)A\(z3 =
b) with ¥ = {a, b, c}.

L’alphabet ¥ est de taille finie donc chaque déduction (z # v) du nogood peut
étre remplacée par {z € X\ v}. Soit w, le mot a retirer de L(A). le retrait du mot
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w de L(A) implique de construire un nouvel automate A N W avec W l'automate
chaine reconnaissant w (voir figure 7.3). W est construit en utilisant le méme ordre
des variables que A de telle sorte que §*(wp, w) soit I’état final.

L’algorithme procede en deux étapes (dépeintes figure 7.4). On procede d’abord au
calcul de ANW : la différence principale avec les méthodes classiques de minimisation
incrémentale pour les automates acycliques réside dans le fait qu’on retire une chaine
au lieu de I'ajouter et que les nogoods généralisés représentent plus d’une seule chaine.
Dans un second temps, on procede a la minimisation incrémentale en exploitant le ca-
ractere minimal de ’ancien automate et sa nature en couche. La complexité temporelle

)

du retrait et de la minimisation est de O(|W|+ [X] x |[W

¢) The new automaton after minimization.

b) The new automaton A N TW.

Fi1G. 7.4: Processus de minimisation.

L’ajout d'un nogood w peut ajouter au plus |w| états & 'automate (le pire des
cas étant en l'absence de minimisation ou a I’étape (b) de la figure 7.4). Ce n’est en
revanche pas vrai pour un nogood généralisé. En effet, un automate chaine est déja une
représentation compacte d’un nombre exponentiel de mots. Rien ne garantit que leur
compilation commune sera plus compacte. De plus, il semble tres difficile de prédire
un tel comportement puisqu’il est tres difficile de prédire la taille d’un automate pour
un langage donné. Dans le pire des cas, 'ajout d’un nogood généralisé peut entrainer
Pajout de 22;12 |Ax| nouveaux états. L’automate peut au pire doubler de taille a
chaque nogood.

Deux stratégies de gestion des nogoods sont envisageables : la compilation dyna-
mique des nogoods au moment ou ils sont découverts ou leur compilation a intervalles
réguliers.

La compilation dynamique des nogoods sur le principe précédent s’est révélée tres
difficile pour les trois raisons suivantes :
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1. dans le cas de nogoods généralisés, ’automate peut s’avérer plus large (en nombre
d’états) que la somme des états des automates chaines représentant les no-
goods individuellement. Il semble donc critique de pouvoir sélectionner un sous-
ensemble des nogoods qui partagent beaucoup de déductions;

2. deuxiemement, la taille de 'automate est fortement dépendante de l'ordre des
variables. Comme les nogoods sont découverts un a un, leur compilation dyna-
mique dans 'automate impliquerait de pouvoir le re-ordonner dynamiquement
pour optimiser cet ordre en s’appuyant sur des heuristiques;

3. enfin, la taille de 'automate peut s’accroitre tres rapidement et ne décroitre que
lorsque de nombreux nogoods partagent suffisamment de déductions. Ces tailles
intermédiaires peuvent étre catastrophiques.

En repoussant la compilation, on peut espérer pouvoir exploiter des heuristiques
pour sélectionner un sous-ensemble des nogoods qui menerait a un automate plus
compact, de chercher un meilleur ordre sur les variables (basé sur des idées simi-
laires que dans le cas des ROBDD [Bry86]) comme un meilleur ordre de minimisation
incrémentale au sein des nogoods pour éviter des tailles intermédiaires critiques [Mih98].
Les difficultés de la compilation dynamique seront examinés expérimentalement en sec-
tion 7.4 sur des ensembles réels de nogoods.

7.3 Propagation des nogoods

7.3.1 Filtrage sur ’automate

Pesant [Pes04] introduit un algorithme de filtrage pour une contrainte globale
définie par un langage régulier. Les principes de cet algorithme sont rappelés ici mais
nous laissons le lecteur consulter [Pes04] pour une description formelle. Cet algorithme
peut étre utilisé pour réaliser ’arc-consistance sur A.

L’idée centrale est de maintenir ’ensemble @;; des états agissant comme supports
de chaque paire variable/valeur (z;,v;). Un état ¢ de la couche i est considéré comme
un support de (z;,v;) tant qu’il existe un chemin de g a ¢ et de 6(¢q,v;) & F' dans A.
Une fois que Q;; est vide, la valeur j est retirée de la variable x;.

Exemple 12 Etats supports

Sur la figure 7.1, on a ainsi Qs = Qu = Qic = {0}, Q2 = {01, %2},
Q2 = Q2 = {2}, Q30 = Q3p = {43, qa} et Qzc = {qa}-

La propagation incrémentale est assurée en maintenant des structures de données
restaurables au backtrack concernant les arcs entrants et sortants de chaque nceud ainsi
que ses degrés entrants et sortants. Chaque fois qu’'une valeur j est retirée de i, le degré
des état contenus dans @);; est décrémenté. Si I'un deux atteint zéro, cette information
est propagée a tous les noeuds connectés (les prédécesseurs s'il s’agit du degré sortant
et les successeurs pour le degré entrant) en décrémentant leur degré et en maintenant
les listes Q;; correspondantes.
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Exemple 13 Filtrage sur l'automate

Sur la figure 7.1, si les valeurs a et b sont retirées de x3, le degré sortant de
g3 tombe a zéro et ses arcs entrants sont examinés. Les états g1 et ¢o sont retirés
de Q2q, Q2p et Qs en itérant sur les arcs entrants. Comme Q9 et ()2 sont mis a
jour & (0, les valeurs b et c sont retirées de x3. De plus, le degré sortant de ¢ et
g2 est décrémenté et le processus continue puisque le degré de g; tombe a zéro si
bien que a est retirée de x;.

7.3.2 Filtrage expliqué sur automate

Dans un cadre expliqué, toute déduction doit étre associée & une explication généralisée.
Il est donc indispensable d’expliquer le filtrage provenant des nogoods compilés dans
lautomate. L’explication du filtrage effectué par [Pes04] est faite en expliquant pour-
quoi un état ne peut pas atteindre F' (Algorithme 15) et pourquoi un état ne peut pas
étre atteint depuis qo (Algorithme 16).

Procédure : explainOut(State g, int i) Procédure : explainIn(State ¢, int i)

1: Explanation e «+ 0;
2: if is_explained(q) is false then

1: Explanation e + 0;
2: if is_explained(q) is false then

3:  for all j such that §(q,7) # null do 3:  for all (p,j) such that §(p,j) == ¢ do
4: if j € D; then e «— eUexpl((q,7)); 4: if j € D;—1 then e — eU expl(p);

5 else e — eUexpl(xz; £ 7); 5: else e — e Uexpl(xi—1 # J);

6 end for 6: end for

7:  is_explained(q) <« true; 7:  is_explained(q) < true;

8 expl(q) «— e; 8:  expl(q) «— e;

9: end if 9: end if

Algorithme 15: Explique pourquoi ¢ ne
peut pas atteindre F. Calcul de expl(q)
pour un état ¢ situé sur la couche 7 des
que le degré sortant de ¢ tombe a zéro.

Algorithme 16: Explique pourquoi ¢ ne
peut pas étre atteint depuis gg. Calcul de
expl(q) pour un état ¢ situé sur la couche
1 des que le degré entrant de g tombe a

Z€ro.

Une explication expl(q) et un booléen restaurable au backtrack, is_explained(q),
sont associés a chaque ¢ de 'automate. expl(q) enregistre pourquoi ¢ est invalide, c’est
a dire pourquoi il ne peut pas étre sur un chemin de gy & F. is_explained(q) est vrai
si I'invalidité de ¢ a déja été expliquée et une explication valide expl(q) est disponible.
Comme plusieurs explications existent souvent, il est critique de ne pas écraser une
explication valide existante parce que I'explication elle-méme n’est pas restaurable et
qu’on ne retrouverait pas ’explication originelle au backtrack. Ce probleme se pose
souvent quand le calcul de ’explication n’est pas synchrone avec son utilisation pour
justifier un retrait de valeur [Roc05].

Une valeur j de z; est filtrée parce que @);; est vide. Ce filtrage s’explique parce
que chaque état ¢ qui faisait partie de la liste originelle d’états supports de (x;,v;)
(notée Qinit;;) n’est plus sur un chemin de gy & F, donc soit ¢ est lui-méme invalide,
soit (g, j) est invalide (Algorithme 17).
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procédure : prune(int i, int j)

: Explanation e «— 0;

: for all ¢ in Qinit;; do
if is_explained(q) then e « e U expl(q);
else e — e Uexpl(d(q,7));

end for

on retire la valeur j de x; & cause de e;

ST W

Algorithme 17: explique le filtrage de la valeur j du domaine de z;.

Le champ expl(q) est calculé pour chaque état ¢ de la maniére suivante :

— Pour expliquer pourquoi un état g; au niveau ¢ ne peut pas étre atteint depuis qq,
les prédécesseurs sont divisés en deux ensembles rpred et rpred. Les prédécesseurs
rpred, qui peuvent étre atteints depuis qg, et ceux, rpred, qui ne le peuvent
pas. Pour chaque prédécesseur p de g, soit il appartient a rpred et ’explication
expl(p) attachée a p est utilisée, soit il appartient a rpred et les transitions menant
a g depuis p (v(p, qx)) ont été retirées du domaine de x;_1. L’algorithme 16 est
appelé chaque fois que le degré entrant de g tombe & zéro et calcule expl(qy) :

eapl(qr) = expl(qo # ax) = | J expllwia #v.a))U | eapl(p).
pErpred pErpred

— De maniere complétement symétrique, I'état g ne peut pas atteindre F' parce
que soit ses successeurs ne peuvent pas atteindre F', soit la valeur menant a un
état qui le pourrait est manquante. L’algorithme 15 est appelé chaque fois que
le degré sortant de g tombe a zéro et calcule expl(qy) :

capl(qr) = eapl(gr, # F) = | expl(z; #v(ars) U |J eapl(s).

sersucc sersucc

7.3.3 Filtrage allégé

Le but de 'automate est de compiler de gros ensembles de nogoods pour atteindre
une meilleure gestion de 1’espace que les watched literals. La propagation incrémentale
est dans un sens tres gourmande en mémoire puisqu’elle exige deux listes doublement
chainées (arcs entrants et sortants) et deux entiers (degré entrant et sortant) par état
qui soient restaurables au backtrack. Elle s’appuie aussi sur une liste ();; d’états par
paire de variable/valeur. En premier lieu, nous avons renoncé & maintenir les listes
doublement chainées. Si le nombre d’arc sortants est borné par la taille de I'alpha-
bet (la taille maximum des domaines), le nombre d’arcs entrants peut atteindre le
nombre d’états de la couche précédente ce qui n’est pas raisonnable dans notre cas.
Cet algorithme est dénoté Aut0 par la suite.

De plus, nous avons examiné différents compromis qui perdent la propagation
incrémentale en temps constant a chaque retrait de valeur mais économisent la mémoire :

— Le degré exact de chaque nocud n’est pas indispensable, on a simplement besoin

de savoir si ce degré est nul ou non. On peut donc stocker un arc témoin (non
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restaurable au backtrack) au lieu de stocker le degré. Un arc valide & la profondeur
k de 'arbre de recherche est en effet également valide aux profondeurs inférieures
a k. L’algorithme Aut0 incluant cette modification est noté Autl.

— Comme Pesant [Pes04] le souligne, on n’a pas réellement besoin de tous les sup-
ports et seulement I'un d’entre eux peut étre conservé en mémoire. Quand ce
support devient invalide, on en cherche un autre parmi Qinit,;. L’algorithme
Autl incluant cette modification est noté Aut2.

Aut0 :  Algorithme complet de Pesant sans le maintien des listes chainées
des arcs entrants et sortants.

Autl :  Aut0 + maintien d’arcs témoins non restaurables a la place des
degrés.

Aut2 :  Autl + maintien d’un unique état-support restaurable.

TAB. 7.1: Variante de ’algorithme de filtrage plus économe en mémoire

7.4 Résultats expérimentaux

Nous étudions dans un premier temps l'intérét de stocker dans un automate un
large ensemble de tuples définissant une contrainte en extension comparé a 1'utilisation
des algorithmes d’arc consistance classique [BR97]. Ensuite, nous rendons compte des
résultats obtenus sur la propagation de nogoods par une technique de watched literals
ainsi qu’'un automate pour des nogoods simples.

Pour les différentes raisons abordées en section 7.2.2, la compilation dynamique
de nogoods généralisés est beaucoup trop cotliteuse pour étre compétitive. Nous mon-
trerons donc le comportement parfois catastrophique de I'automate sur des jeux de
nogoods réels et les perspectives d’amélioration de cette situation. Les mots croisés
et les problemes d’allocation de fréquence constituent notre jeu de tests. Toutes les
expérimentations sont faites sur un Pentium 4 3GHz avec 1 GB de RAM sous linux et
le solveur de contraintes choco (choco-solver.net).

7.4.1 Evaluation de ’automate : stockage et filtrage

Le probleme des mots croisés consiste a remplir une grille donnée en utilisant des
mots a partir d’un dictionnaire de référence de telle sorte que chaque mot soit utilisé
au plus une fois. Les contraintes doivent donc stocker de gros ensembles de tuples
structurés correspondant aux mots autorisés par le dictionnaire.

Une variable z; de domaine D(z;) = {a,b,..., z} est associée avec chaque case libre
de la grille. Une contrainte est posée par mot, c’est a dire, par séquence contigué de
lettres dans le puzzle. Les tuples autorisés sont définis par tous les mots du dictionnaire
de référence de la taille correspondante. Un mot ne peut étre utilisé qu’une seule fois et
une contrainte not-equal est ajoutée entre toutes paires de mots de méme taille. Nous
comparons ici deux approches pour maintenir I’arc-consistance :
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1. La GAC introduite par [BR97])2. L’acces direct aux supports de chaque paire de
variable-valeur est assuré par une structure de données partagée par toutes les
contraintes. Une liste chainée de mots de taille k qui possedent la lettre [ a la po-
sition p est stockée dans un tableau tri-dimensionnel appelé supports[1] [p] [k].
GAC est ensuite réalisé par 'approche GAC2001 en stockant par entier restau-
rable au backtrack le support courant (cet entier indique 'index du mot dans la
liste correspondante de supports).

2. La propagation décrite précédemment. Chaque dictionnaire de taille k (tous les
mots de taille k) est compilé dans un automate minimal noté autog. On note ij,
I’ensemble @);; pour 'automate autoy.

Nous avons considéré les jeux de données de [CvBO01] dont les instances varient d’une
taille 5 x 5 jusqu’a 23 x 23 et proviennent des puzzles du Herald Tribune. Nous avons
utilisé le dictionnaire words qui rassemble 45000 mots (un autre dictionnaire, UK, inclut
220000 mots mais les grilles sont souvent plus difficiles avec le dictionnaire words parce
qu’il y a moins de solutions). La table 7.2 résume les résultats obtenus dans une limite
d’une heure pour les différentes versions de I'algorithme de filtrage basé sur ’automate
et GAC2001.

Mac-Aut0 Mac-Autl Mac-Aut2 Mac-GAC

Instances Tps(s) Noeeuds Tps(s) Noeuds Tps(s) Noeuds Tps(s) Noeuds
05.01(dico :words) 0,2 30 0,2 30 0,3 30 0,3 30
15.01(dico :words) 1,3 75 1,3 75 1,3 75 0,9 75
15.02(dico :words) 12,1 872 13,7 872 16,6 872 25,5 872
15.07(dico :words) 321,2 22859 366,4 22859 554,1 22859 923,4 22859
19.02(dico :words) 83,8 17511 95,2 17511 214,6 17511 253,2 17511
19.05(dico :words) > 1h 1213314 > 1h 1066428 > 1h 728579 > 1h 500871
21.03(dico :words) 63,6 13017 73,2 13017 203,5 13017 248,7 13017
21.06(dico :words) > 1h 494848 > 1h 416718 > 1h 261107 > 1lh 131916
21.07(dico :words) 20,2 1825 23,4 1825 34,5 1825 49,5 1825
23.07(dico :words) > 1h 256456 > 1h 227168 > 1h 118092 > 1lh 102668

TaB. 7.2: Résultats des trois variantes de l'algorithme de filtrage de ’automate ainsi
que GAC2001 sur quelques problemes de mots croisés.

La propagation initiale de 'automate est cotiteuse ('initialisation de Q;;). GAC2001
est donc plus rapide sur les instances résolues en un faible nombre de noeuds. Cepen-
dant, sur les instances dures, 'automate est environ deux a trois fois plus rapide que
GAC2001. Les mots du dictionnaire sont des tuples tres structurés (qui partagent
beaucoup de préfixes et suffixes), c’est a dire \Q’;l| < |supports[1] [p] [k]|. La méthode
seekNextSupport qui est la base de tout algorithme de GAC en extension est plus rapide
sur Q’;l que sur supports[1] [p] [k].

Si on examine la consommation mémoire, 'automate est plus compact (1,70 Mo)
que la structure de donnée supports[1] [p] [k] (3,98 Mo) pour stocker tous les mots
de taille 8 du dictionnaire words. Cependant, les structures de données nécessaires au
filtrage de 'automate consomment plus de mémoire que celle du GAC. Nous avons
mesuré la quantité de mémoire consommeée tous les 500 backtracks par les quatre
approches. La valeur moyenne est rapportée table 7.3. Entre les trois versions de la

2La multi-directionnalité n’est pas implémentée dans notre contrainte de GAC .
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instance Aut0 (Mo) | Autl (Mo) | Aut2 (Mo) | GAC (Mo)
15.07(dico :words) 31.8 21.1 16.1 19.7
19.02(dico :words) 37.2 25.2 17.6 19.1
21.03(dico :words) 51.6 33.9 22.2 23.7

TAB. 7.3: Consommation moyenne de mémoire en Mo mesurée tous les 500 backtraks.

contrainte d’automate, le meilleur compromis espace/temps semble étre Autl. Cepen-
dant Aut2, qui est proche de la GAC d’apres son temps d’exécution, demande moins
de mémoire.

7.4.2 Enregistrement de nogoods

Quatre approches ont été comparées sur les problemes de mots croisés et de RLFAP
(Radio Link Frequency Allocation Problems) : MAC-CBJ; MAC-CBJ+S désigne MAC-
CBJ combiné avec ’enregistrement de nogoods standards et propagés par des watched
literals ; MAC-CBJ+G est MAC-CBJ avec des nogoods généralisés propagés par watched
literals. Nous ne présentons pas les résultats de MAC qui sont dominés par les perfor-
mances de MAC-CBJ sur ces deux jeux de tests (cf. section 6.4.3 pour la comparaison
MAC, MAC-CBJ sur le RLFAP et a titre d’exemples les instances 19.05, 23.07, 21.06
présentées précédemment et toutes résolues par MAC-CBJ en quelques secondes).

Les grilles sont particulierement structurées et quelques affectations peuvent séparer
le probleme trés rapidement. On s’en rend bien compte en examinant par exemple la
grille puzzle21 appartenant aux problemes de Ginsberg :

(***777*777***)
(L - - ook )
(777*******777)
(77777***77777)
(***777*777***)
* )

)

)

)

—
1
|
1

* ¥ ¥
1
|
|

* ¥ ¥

Mots croisés. Les mots croisés ont été utilisés par Ginsberg [Gin93] pour montrer
I'intérét de DBT et puis par [CvB01, KB05] pour MAC-CBJ et l'enregistrement de no-
goods. La limite de temps est placée a 2 heures et Autl est utilisé pour les contraintes
correspondant a chaque mot. Les résultats sont reportés table 7.4. L’utilisation de wat-
ched literals implique un léger surcolt par rapport & MAC-CBJ sur les instances faciles.
En revanche, nous avons pu retrouver les résultats de [KB05] qui montrent que les
nogoods généralisés se rentabilisent tres bien sur ce probleme.

RLFAP. Les nogoods généralisés sont de nouveau effectifs sur ce probleme (voir table
7.5), méme si les résultats de [BHLS04| s’appuyant sur dom/W deg restent meilleurs.
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MAC-CBJ MAC-CBJ + S MAC-CBJ + G

Tps(s) Noeuds Tps(s) Noeuds Tps(s) Noeuds

15.02(dico :words) 29,7 314 46,2 314 43,8 303
15.07(dico :words) 841,6 18182 1255,6 17918 894,3 11172
19.02(dico :words) 10,8 264 15,6 264 14,1 219
19.05(dico :words) 110,6 2104 64,2 1182 47,9 727
21.03(dico :words) 11,8 292 18,4 292 18,3 281
21.06(dico :words) 177,0 2707 265,8 2677 164,8 1879
21.07(dico :words) 44,9 1168 72,6 1157 63,5 957
21.04(dico :words) > 2h 87677 > 2h 73342 > 2h 47527
23.07(dico :words) 45,3 954 74,7 892 61,7 584
21.05(dico :words) > 2h 176226 > 2h 102057 722,8 9407
21.10(dico :words) > 2h 74718 > 2h 47346 > 2h 43440
15.04(dico :words) > 2h 171029 > 2h 105069 1268,6 16315
15.06(dico :words) > 2h 150552 > 2h 94936 5529,1 50554
15.10(dico :words) > 2h 153260 > 2h 99929 1634,6 14153
19.03(dico :words) > 2h 123770 > 2h 88461 > 2h 58632
19.04(dico :words) >2h 303559 >2h 222910 55,2 2294
19.07(dico :words) > 2h 462297 > 2h 289966 131,9 4312
21.01(dico :words) > 2h 86857 > 2h 53418 > 2h 36336
23.03(dico :words) > 2h 80810 > 2h 50998 > 2h 42919
23.04(dico :words) > 2h 74641 > 2h 37265 > 2h 23723
23.05(dico :words) 11,7 239 17,1 254 15,7 226

TAB. 7.4: Résultats de 'enregistrement de Nogoods pour les mots croisés.

MAC-Cbj MAC-Cbj + S MAC-Cbj + G

Tps(s) Noeuds | Tps(s) Noeuds | Tps(s) Noeuds

scen02-05-24 0,3 104 0,9 104 0,4 104
scen02-05-25 3,0 610 5,2 610 3,1 360
scen03-05-10 1659,2 572507 > 2h 343927 123,8 11575
scen03-05-11 > 2h 3506415 > 2h 776095 > 2h 155008
scen11-05-00 6,4 1207 8,3 1207 3,8 622
scen06-02-00 73,9 68669 164,2 61866 5,3 1854
scen07-01-04 0,1 202 0,2 202 0,2 201
scen07-01-05 0 26 0,1 26 0,1 26
graph08-05-10 > 2h 1722485 > 2h 491970 > 2h 175079
graph08-05-11 > 2h 1300390 > 2h 494286 46,6 6906

TAB. 7.5: Résultats de 'enregistrement de Nogoods pour le RLFAP.

Les mogoods standards peuvent étre compilés efficacement car ils partagent tous
des variables communes reliés au chemin de décision et sont obtenus en suivant 'ordre
de la recherche arborescente. Les benchmarks précédents montrent néanmoins, que
leur intérét est tres limité face aux mogoods généralisés. Nous avons donc davantage
porté notre intérét sur la compilation des nogoods généralisés. Comme leur compilation
dynamique s’est révélée tres difficile, nous avons procédé a une étude détaillée de cette
situation sur des jeux de nogoods réels et nous rendons compte ici des principales
conclusion.

Les figures 7.5 montrent 1’évolution de la taille de I'automate (nombre d’états)
a chaque ajout de nogoods. Les données sont issues de deux instances du RLFAP
(scen03-05-11 et scen11-05-03).

Nous étudions le comportement de la compilation incrémentale basique dyn pour
laquelle les nogoods sont ajoutés un par un dans l’ordre de leur découverte. De plus, un
ordre arbitraire des variables est utilisé pour construire I'automate (ordre donné par
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celui des nogoods). L’influence de deux parametres est étudiée sur ce schéma de base :
— -+ls signifie que 'ordre des variables utilisé pour définir 'automate est optimisé
avant la compilation a ’aide d’une heuristique s’inspirant des heuristiques pour
ROBDD
— +s signifie que les nogoods sont triés lexicographiquement avant la compilation.
Ils sont ensuite compilés un a un dans cet ordre;
Ainsi +Is affecte la taille finale de l'automate (dépendante de l'ordre des couches
donc des variables) alors que +s affecte uniquement ses tailles intermédiaires. +s et
+ls exigent que la compilation soit repoussée jusqu’a un certain seuil de nogoods
appris pour pouvoir les analyser avant de commencer leur compilation incrémentale.
Les quatre figures suivantes présentent des résultats pour des seuils de 300 et 50000
nogoods. La courbe Nogoods correspond a la taille des nogoods dans leur forme non
compilée?.

La figure (1) montre deux paires de courbes correspondant a deux tailles finales
différentes de 'automate suivant I'utilisation de +Is. Au sein de chaque paire, deux
courbes se distinguent selon l'utilisation de +s. Nous souhaitons ici faire deux obser-
vations :

1. Tordre des variables est critique pour controler la taille finale de I’automate.

2. Tordre de compilation des nogoods est critique pour controler sa taille intermédiaire
maximum. On peut voir ainsi sur cette figure un cas ou il existe une taille in-
termédiaire plus grande que la taille finale pour un autre ordre de compilation
(c’est de maniere surprenante, ’ordre lexicographique qui produit ici ce pic).

La figure (2) exhibe un cas dramatique pour 'automate ou le schéma de base dyn
produit un automate de pres de 500000 états en moins de 200 nogoods. dyn + s + ls
est clairement une amélioration en repoussant le moment o 'automate explose a 270
nogoods. I’automate est plus compact uniquement sur les 100 premiers nogoods (zoom
de la figure (3)).

Enfin la figure (4) repousse le seuil & 50000 nogoods pour donner 'opportunité a +s
de trier des nogoods tres proches. On est alors en mesure de compiler avantageusement
les 16000 premiers nogoods avant d’observer la méme explosion de I'automate.

L’automate peut donc se révéler avantageux pour des sous-ensembles de nogoods
compilés a des intervalles de temps assez importants de maniere a opérer une sélection
judicieuse des nogoods. Ces résultats montrent que ’approche initiale de compilation
a la volée des nogoods est clairement hors de question.

7.5 Conclusion

Nous avons envisagé une autre approche que les watched literals pour stocker et
propager les nogoods de manieére a surmonter leurs besoins exponentiels en mémoire.
Les limitations et les avantages de I'approche ont été abordés en détail. Nos résultats
montrent que 'approche originelle de compilation dynamique est impossible a réaliser.
Nos investigations limitées sur l'exploitation de l'ordre des variables de I'automate
comme sur ’ordre de minimisation offrent tout de méme des perspectives intéressantes.

3La somme des états des automates chaines représentant chaque nogood.
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Par ailleurs, nous avons fourni un algorithme de calcul des explications associées au fil-
trage de 'automate et montré que 'automate pouvait étre treés avantageux par rapport
a un algorithme d’arc-consistance traditionnel pour les contraintes en extension.

Enfin, nous mettrons en ceuvre les idées présentées ici, c’est-a-dire nogoods généralisés
et compilation par un automate, dans le cadre du probleme de MOSP (Minimum Open
Stack Problem) au chapitre 10.

De nombreux éléments restent a approfondir sur les nogoods. Nous n’avons pas
abordé ici la question du mogood a conserver et retenu arbitrairement le premier no-
good valide obtenu. Nous n’avons pas non plus examiné comment mettre en place un
backjumping a I'image de celui effectué en SAT et décrit section 3.4.2.3.

Ces résultats ont publiés dans un atelier de travail [RCOJO06].






Chapitre 8

Des explications pour la
décomposition

Dans le but de surmonter les problemes de mémoire exponentielle, nous avons
cherché a compiler les nogoods dans la section précédente plutot que de les oublier
comme le suggerent les approches actuelles du type i-order relevance bounded learning
(voir section 3.4). Nous abordons dans ce chapitre une autre forme limitée d’enregis-
trement de nogoods guidée par une décomposition du probleme.

Les liens qui existent entre les explications et la dualité en optimisation sont mis
ici en évidence et les explications apparaissent comme une information duale. Ces liens
suggerent que des méthodes issues de la Recherche Opérationnelle s’appuyant sur la
dualité pourraient étre mises en ocuvre en PPC. Nous examinons ainsi le cas de la
décomposition de Benders abordée section 4.2.2 dans le cas linéaire. La décomposition
de Benders a jusqu’ici été proposée comme un bon schéma de combinaison pour la
programmation linéaire et la PPC et implémentée de maniere générique dans les sol-
veurs hybrides PLNE/PPC telle que Eclipse [EW01, XEWO04]. Nous pensons qu’elle
présente aussi de 'intérét dans le seul cadre PPC.

8.1 Cadre théorique

Nous abordons dans un premier temps la question de la dualité en programmation
par contraintes et la formulation de la décomposition dans le cadre générique. Nous
donnerons les formulations des problemes maitres et esclaves (sous-problémes) ainsi
que les hypotheses nécessaires a la décomposition.

8.1.1 Dualité en programmation par contraintes

Nous avons abordé la dualité dans le cadre de la programmation linéaire section
2.1.1.2. C’est une notion délicate a définir dans un cadre plus général. Dans le contexte
de I'optimisation combinatoire, on peut voir (de maniere informelle) la dualité comme
une relation mathématique entre deux problemes d’optimisation, dits primal et dual
qui constituent toujours des bornes I'un pour I'autre et se présentent comme des certi-
ficats de faisabilité et d’optimalité du méme probléme. On parle ainsi de dualité faible

91
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quand les valeurs optimales du primal et du dual ne coincident pas et de dualité forte
dans le cas contraire.

John Hooker dans [Hoo06] a abordé trées récemment la question générale de la
dualité en optimisation en analysant les différentes formes de dualité et leurs relations.
[Hoo06] explique que parmi les trés nombreux duals existants, deux grands types se
dégagent : les duals logiques (inference dual) et ceux basés sur la notion de relaxation
(relazation duals).

8.1.1.1 Dualité logique

La notion de dualité logique est particulierement adaptée pour penser la dualité
en PPC. Introduisons le concept de dualité logique en suivant [Hoo06]. Considérons le
probleme d’optimisation suivant :

mingep{f(x)|C} (8.1)

ou = dénote un ensemble de variables (x1,...,2,) et D, un ensemble de domaines
associés, f(z) une fonction a valeur réelle et C' un ensemble de contraintes. Le dual
logique de 8.1 est le probleme de déduire la meilleure borne inférieure possible a
partir de C dans un systéme de preuves donné. Ce dual s’écrit :

mazpep{v|C FT (f(z) > v)} (8.2)

C ¥ (f(z) > v) signifie que la preuve P permet de déduire f(x) > v & partir de C.
Le domaine de la variable P est donc une famille de preuves P. Une solution du dual
est donc une preuve, c’est une paire (7, P) telle que P € P et C F (f(x) > 7). Cette
solution est optimale si ¥ > v pour toute solution (v, P).

La famille de preuves est compléte quand la solution optimale v* de 8.2 est aussi
celle de 8.1. La preuve P* solution est donc une justification de 'optimalité de 8.1, le
fameux certificat d’optimalité dont il est toujours question en programmation linéaire.
A I’éclairage du dual logique, on peut se pencher sur le cas de la programmation linéaire
dont la famille de preuves est justement une famille complete.

8.1.1.2 Liens avec la dualité linéaire

Nous avons introduit la dualité section 2.1.1.2 en partant des contraintes du
primal pour construire un raisonnement permettant d’obtenir une borne supérieure
du probléme linéaire primal (qui était alors un probléme de maximisation). C’est cette
démarche qui conduit au probleme dual et on pourra se référer a la section 2.1.1.2,
pour retrouver ces éléments (indiqués en gras dans le texte) qui sont les éléments clefs
du dual logique abordé précédemment. Il nous reste a mettre en évidence le systeme
de preuves utilisé en programmation linéaire. Reformulons le probleme primal de la
figure 2.1 (page 13) comme un probleme de minimisation :

ming>o{cx|Az > b} (8.3)
Son dual logique se présente sous la forme suivante :

mazpep{v|Az > b (cx > v)} (8.4)
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La famille de preuves utilisée pour aboutir & la formulation classique du dual linéaire
est basée sur des combinaisons linéaires du systéme Ax > b et la notion de domination.
Ainsi ar > « domine bx > G quand a < b et « > (3. Une preuve P de P de cx > v
est une combinaison linéaire du systeme Az > b. En notant u le vecteur colonne des
coefficients définissant la combinaison linéaire, celle-ci s’écrit *Auzx > tou. tAux > thu
domine ez > v si PAu < ¢ et ‘bu > v. De plus, on peut voir I’obtention de la meilleure
preuve comme la maximisation de v et donc de ‘bu sous les contraintes 'Au < ¢, ce
qui nous renvoie sur le probleme linéaire dual traditionnel :

maz,>of bul' Au < c} (8.5)

La preuve est ainsi constituée par les valeurs des variables duales u. On se référera
a [Chv83] pour vérifier que les preuves fondées sur des combinaisons linéaires et la
notion de domination forment une famille compleéte.

8.1.1.3 Liens avec la programmation par contraintes

Les algorithmes de filtrage sont des mécanismes d’inférence qui constituent un dual
logique. Ainsi, dans le cadre d’un probleme d’optimisation, la propagation & chaque
neeud tente de dériver les meilleures bornes possibles pour la variable objectif. En
considérant I’ensemble des contraintes de décisions DC' qui caractérisent un noeud de
I’arbre de recherche, le probleme dual restreint & ce nceud s’écrit :

mazpep{v|DCUC F (f(z) > v)} (8.6)

De nouveau, on utilise les contraintes afin de dériver la meilleure borne pour f(z)
et si 'arc-consistance est maintenue, cette meilleure borne est atteinte (dualité forte).
L’énumération des valeurs de 8.1 peut se voir comme le probleme primal et fournit
des solutions faisables tandis que la résolution simultanée de 8.6 fournit le certificat
d’optimalité.

8.1.2 Les explications, une information duale

Considérons une solution de 8.6 notée (v, P). L’examen de P permet d’identifier le
sous-ensemble de DC'UC nécessaire a P. Un tel sous-ensemble correspond précisément
a la définition d’une explication (section 3.1.1). Ainsi e = expl(f(x) > v) est toujours
telle que :

DC,UC, FF (f(z) > ) (8.7)

Les explications constituent donc une information duale dans le sens ou elles en-
codent la solution duale en conservant les hypotheses nécessaires au déroulement de la
preuve. De la méme facon, les multiplicateurs ou variables duales de la programmation
linéaire encodent la preuve solution du dual.

8.1.3 Un cadre d’implémentation de la logic based benders
decomposition

La décomposition de Benders abordée section 4.2.2 s’appuie sur I'accumulation
de coupes de Benders a chaque itération ¢ de la résolution entre problemes malitre
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et esclave(s). Ces coupes justifient la sous-optimalité de l'affectation courante y* du
probleme maitre en éliminant de son espace de recherche un ensemble de solutions
sous-optimales pour les mémes raisons que 'affectation courante. Elles permettent au
maitre de converger vers la solution optimale du probleme complet. Ces coupes ont
la forme z > h(y) ou h(y) est dans le contexte linéaire une combinaison du type
f(y) +u;(a—g(y)) qui provient de la résolution du dual de Iesclave.

Si ce dual est un dual logique (inference dual), la décomposition (logic based ben-
ders decomposition de [HOO03]) exige d’analyser la preuve pour identifier h(y). Hooker
explique donc que ce dual logique doit étre concu pour chaque classe de sous-probleme
ainsi que l'algorithme permettant d’identifier h(y). Il fait implicitement référence ici
aux algorithmes de filtrage et aux algorithmes de calculs des explications qui sont
concus au sein des contraintes globales pour les problématiques les plus récurrentes.
La propagation de contraintes est ensuite un moyen générique d’obtenir le dual logique
comme son explication. L’équation 8.7 constitue des lors une coupe de Benders.

Nous pensons & ce titre que les explications permettent de fournir une implémentation
générique de la logic based benders decomposition. Les coupes obtenues sont donc des
nogoods et le schéma de recherche résultant est une forme d’enregistrement de no-
goods limité a certaines structures du probleme. Seuls les nogoods portant sur un sous-
ensemble des variables (les variables maitres) et résultants de la résolution d’un sous-
probleme sont conservés. Compte tenu du large spectre d’applications qui possedent
ce type de structure maitre/esclaves, la possibilité de définir ces structures au niveau
de la phase de modélisation et d’appliquer un algorithme générique de décomposition
semble intéressante. C’est ce que nous proposons ici.

8.1.4 Schéma de décomposition

Nous nous intéressons ici a des probléemes qui s’écrivent de la maniere suivante :

P: Min obj
s.t: Ct(x,y)
with : x € D,y € Dy

Ct(z,y) dénote un ensemble de contraintes sur les variables z, y et obj peut étre
égal & {f(z,y), f(y),0} (respectivement, une fonction objectif portant sur toutes les
variables, une fonction objectif restreinte aux variables y du probléme maitre et un
probleme de satisfaction). Le probleme P sera écrit { Py, P,, Py} selon la fonction
objectif correspondante. La décomposition est faite entre x et y. Nous supposerons
donc que le probléeme restreint a x peut étre formulé a partir de n sous-problemes
indépendants (cas d’une structure idéale) ou entretenant de faibles relations entre eux
au sens de la propagation c’est a dire des impacts abordés précédemment (cas d’une
structure approximative). Dans une situation idéale, les sous-problemes doivent étre
aussi nombreux et indépendants que possibles pour garantir que le probléeme sur x soit
facile. Nous faisons donc I’hypothese d’une structure idéale ou approximative pour le
sous-probleme. P est ainsi supposé avoir une structure idéale tandis que P désigne un
sous-probléme avec une structure approximative sur les variables z (on a ainsi de la
méme fagon {P;y, P;, PY).

On note par la suite :
— obj* la meilleure solution connue pour obj ;
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— K, le nombre de sous-problemes ;

— cut; la coupe de Benders correspondant a 8.7 ajoutée au probleme malitre a la
1€ itération. On peut la voir comme une contrainte associée au nogood noge
sous sa forme clausale :

\VARETS Y

Dans le cas d’'une explication généralisée, elle correspond au nogood généralisé
(A,DC) :
(\ a=»Hv( V w#j)

TR FJEA rp=j€DC

Le probléme maitre a l'itération I et les K sous-problemes ont la forme générique
suivante :

MP : Min z SPF . Min sz
st : Ct(z,y) s.t 1 Ct(zg,7)
z < obj* zr € D,
Vi < I, cut;
yeD,

Les algorithmes de décomposition 18 et 19 (pages 97 et 98) que nous abordons
ensuite s’appuient sur certaines hypotheses. La premiere concerne le probleme maitre.

Définition 8.1.1 Le probléme maitre MP est dit valide si il constitue une borne
inférieure de P : Yy, z < obj.

Pour appliquer ces algorithmes dans un cadre générique, on peut simplement res-
treindre la fonction objectif aux variables y du maitre et obtenir une relaxation dans
le cas de MP, et MF, :

MP, : Min f(y) MPy: Min0

s.t: Ct(z,y) s.t: Ct(z,y)
fly) < obj* Vi < I, cut;
Vi < I, cut; y € D,y
yeD,

Cependant, ce n’est pas vrai dans le cas général de P,,, ou 'utilisateur doit formuler
une décomposition qui respecte cette propriété. Sans cette formulation, le probleme
maitre peut toujours ignorer ’objectif portant sur les variables y et s’écrire avec
une variable objectif z initialement non contrainte exactement comme la formulation
générique MP (cette formulation correspond a la définition du probléme maitre section
4.2.2).

Il y a de nombreux cas néanmoins, ou la fonction objectif originelle réduite aux
variables y est une relaxation. Ainsi, dans le cas d’un probleme de coloration de graphes
ou le nombre de couleurs doit étre minimisé, on obtient directement une relaxation en
restreignant la fonction objectif aux variables y.

Py : Min NbDifferentValues(x,y)
stra; #FxjV(i,j) € G
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On a de maniere évidente NbDifferentValues(y) < NbDifferentValues(z,y)
et NbDifferentValues(y) est une fonction objectif valide pour le probleme maitre.
Nous considérerons également ’exemple suivant qui sera développé plus tard et dont
I'objectif s’exprime par une combinaison linéaire :

Exemple 14 Probleme exemple pour la décomposition

Py: Min  y; +ys +4x1 + 229 + 523 + 24
sty —yel <2

d5x1 + w2 +2y1 +y2 > 5
3x3+2x4+y2 >4
il 75 Y2
occurrence(0, {xs, z4,y2}) =1
occurrence(0,{xs,x4,y1}) =1
Y1,Y2,21,T2,T3,Ta € [0,5]

Nous rappelons que occurrence(i, L) = k impose que la valeur ¢ apparaisse k fois
dans la liste de variables L.

Dans ce cas de nouveau, l'utilisation de Min y; +y2 fournit un probleme maitre
correct.

L’hypothese critique de I’approche par décomposition concerne les coupes.

Définition 8.1.2 Une coupe cut; obtenue aprés l'itération i est dite valide si :

1. Elle n’exclut aucune solution faisable du probleme originel (par rapport a la borne
supérieure courante obj* ).

2. Elle exclut au moins la solution y obtenue a l’itération ¢ du maitre et prouvée
sous-optimale ou inconsistante.

Le point (1) assure 'optimalité de la solution finale en garantissant que le probleme
maitre reste toujours une borne inférieure du probléme complet tandis que (2) garantit
la terminaison de I'algorithme, les domaines de y étant finis.

8.2 Cadre algorithmique

Nous présentons ici en détail les algorithmes pour montrer concréetement comment
un cadre de décomposition générique peut étre mis en place. Nous distinguons le cas des
problemes dont 'objectif ne porte que sur les variables du maitre et celui ou I’objectif
porte sur toutes les variables du probleme.

8.2.1 Casde Fet P,

Py et P, sont fortement corrélés car ils s’appuient tous les deux sur des problemes
de satisfaction en sous-problemes. L’algorithme de décomposition prend en entrée une
solution initiale du probleme maitre 3 :

Terminaison : Les coupes ajoutées ligne 11 excluent au moins la solution courante
y de MP (propriété 8.1.2). Les domaines étant finis, on ne peut énumérer qu'un nombre
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procédure : Benders solve(y)

1: repeat

2 Cut = 0;

3 while continueCutGeneration(Cut) et k < K do

4 résoudre SP*

5: if SP* est infaisable then

6: Cut «— Cut U exply

7 else

8: Py, P; s PR = Uichirisw SP* avec k' = argmazy(SP* infaisable).
9:  end while

10:  if Cut # () then

11: Ve € Cut on ajoute ¢ & MP
12: résoudre MP a I'optimum
13: end if

14: until MP est infaisable \/ Cut = 0
15: la solution (7, %) est optimale si Cut = . Sinon P est infaisable .

Algorithme 18: Un cadre de décomposition générique pour Py, Py, P(; et P;/

fini de solutions pour le maitre. Un probleme maitre infaisable dénote un probleme
originel infaisable. La terminaison se produit aussi a I’obtention d’une solution pour
les SP* ce qui se traduit par un ensemble Cut vide a la ligne 14.

Optimalité : Dans le cas de Py, M P, constitue toujours une borne inférieure
(propriété 8.1.1), la premiere solution de M P, qui s’étend & des solutions faisables sur
les SP* est donc la solution optimale de P.

La résolution pour Py et P, s’apparente a une stratégie d’enregistrement de nogoods
guidée par des structures définies au niveau de la phase de modélisation par 1'utilisa-
teur. Un utilisateur peut également contréler le processus de génération de mogoods
par le biais de la méthode continueCutGeneration(Cut). Cette méthode peut ainsi
renvoyer faux des qu’une coupe au moins a été obtenue. Il est critique de trouver un
bon compromis entre le temps passé a la résolution des sous-problemes et la précision
des coupes obtenues a l'issue de la résolution des sous-problemes.

CBJ peut étre utilisé au niveau des sous-problemes pour calculer des explications
et fournir les coupes. Par ailleurs, I'utilisation de CBJ est possible également pour le
probleme malitre et permet de limiter le thrashing a I’ajout dynamique de coupes. C’est
une réponse possible & Thorsteinsson [Tho01] sur sa préoccupation de limiter les calculs
redondants sur le maitre.

Structures approximatives : Certaines précautions doivent étre prises dans le cas
de P(; et P?; (ligne 8). A chaque itération, une fois que le probléme maitre et les k
sous-problemes ont été résolus, le sous-probleme k + 1 est défini selon la regle sui-
vante : soit k' < k I'index du dernier sous-probléme infaisable SP’“/, SPF+L est défini
par 'union de tous les sous-problemes intermédiaires trouvés consistants depuis K
SpPktl = Ui<k7i> oS P'. Les sous-probleémes n’étant pas parfaitement indépendants, la
solution d’un sous-probléeme consistant peut étre incompatible avec le sous-probleme
suivant. Le sous-probléme suivant continue donc la résolution en incluant dans son es-
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pace de recherche les variables des problemes consistants précédents. Une telle stratégie
n’implique pas de surcout par rapport a la résolution du sous-probleme complet en une
seule fois, elle oriente simplement ’ordre des variables en espérant obtenir des coupes
différentes a cause de la relative indépendance des sous-problemes. Il est de nouveau
évident qu’un compromis entre le temps passé a la résolution des sous-problémes et la
qualité des explications obtenues est critique aux performances de la résolution. Par
exemple, des qu’une coupe est obtenue, il semble raisonnable de limiter 1’obtention
d’autres coupes aux sous-problémes en eux-mémes.

8.2.2 Cas de P,

L’algorithme de décomposition 19 dans le cas de P, differe davantage de ’enre-
gistrement de nogoods classique. Il prend aussi en entrée une solution 3 du probleme
maitre :

procédure : Benders solve(y)

1

2

3 while continueCutGeneration(Cut) et k < K do

4: ajoute sz, < uby = computeUb(k, {z*,s25,...,525_1}) & SP*,
5: résoudre SP* & loptimum

6 Cut «+— Cut U exply

7 end while

8:  stocker (7, T) si c’est une solution améliorante

9:  Cut = computeCut(Cut, {z*,s27,...,8zn },{ub1, ..., ubn})

10:  obj < computeUb(0,{z*,s27,...,s25})

11: on ajoute z < obj & MP

12: Ve € Cut on ajoute ¢ & MP

13: résoudre MP a 'optimum

14: until MP est infaisable

15: la solution (7, T) est optimum de P, autrement P est infaisable.

Algorithme 19: Un cadre de décomposition générique pour pour P,

Terminaison : A toute itération de I’algorithme, on dispose ligne 10 d’une borne
supérieure (obj) et d'un ensemble d’explications (Cut) qui vont éliminer de I’espace
de recherche de MP, une classe de solutions dont la valeur objectif est supérieure a
cette borne. Apres la ligne 13, on dispose d’une nouvelle borne inférieure du probleme
puisque MP est une relaxation (propriété 8.1.1). L’algorithme termine lorsque ces deux
bornes se rencontrent, c’est-a-dire au moment ou le probleme maitre devient infaisable
pour P,,. Comme précédemment, les domaines étant finis et les coupes respectant la
propriété 8.1.2, cette rencontre se produit en un nombre fini d’étapes.

Optimalité : L’optimalité est assurée par le fait que les coupes n’éliminent pas de
solutions de MP de cotits meilleurs que la borne supérieure courante (propriété 8.1.2)
et que MP est résolu a I'optimum. La résolution a 'optimum de MP est critique pour
que lexplication justifie bien ’absence de meilleure solution que 0bj pour le probleme
complet P. Toute variation de MP laissant inchangée 1’explication conserve au moins
sz* et engendre aussi un colt supérieur pour MP puisqu’il était résolu a I'optimum.
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Autrement dit, on ne peut pas faire décroitre MP en jouant sur les variables n’appa-
raissant pas dans l’explication.

Pour conserver des sous-problemes isolés, la fonction objectif n’est pas ajoutée
comme une contrainte qui pourrait propager entre les sous-problémes. A la place,
la méthode computeUb fournit un moyen de passer les bornes obtenues d’un sous-
probleme a l'autre et de prendre ainsi (éventuellement) en compte les autres bornes
connues (bornes du maitre et des sous-problemes). La propagation est donc effectuée
a la main de maniere & seulement incriminer la solution du maitre pour chaque sous-
probleme. L’intérét de cette implémentation est d’autoriser la résolution séparée de
chaque sous-probleme pour pouvoir combiner leurs valeurs optimales a loisir de maniere
a obtenir plusieurs coupes pour le maitre. Les gestions des coupes et des valeurs ob-
jectifs sont intimement liées et les deux méthodes suivantes doivent étre définies pour
chaque type de fonction objectif et permettre de calculer des coupes valides :

— computeUb(int k, double[] sopt) (lignes 4-10) : calcule une borne supérieure de
sz du sous-probléeme k en s’appuyant sur la liste, sopt, des différentes valeurs
optimales connues pour chaque sz; (avec i < k). Le fait d’imposer une borne
a sz, peut accélérer sa résolution mais si il s’avere infaisable sous cette borne,
on perd sa valeur optimale exacte qui permettrait peut-étre de générer plusieurs
explications. Dans le cas de kK = 0 (le probleme maitre) la méthode renvoie la
valeur de la solution de P obtenue en combinant au sens de la fonction objectif
toutes les bornes connues ;

— computeCut(Ezplanationf] expls, double[] sopt, double[] ubs) (ligne 9) : calcule
la/les explications & ajouter & MP en s’appuyant sur les différentes valeurs opti-
males connues pour les SP* et MP & litération précédente (tableau sopt) ainsi
que sur les bornes supérieures utilisées pour leur résolution (tableau ubs). ubsg
permet de remplacer un sopty, en cas d’infaisabilité d’un SP* pour disposer d’une
valeur correcte permettant de calculer ’explication.

Exemple 15 Implémentation de computeCut

Considérons un probléme de type de P> (exemple page 96) (la fonction ob-
jectif est une combinaison linéaire) et supposons qu’aucun SP* ne s’est révélé
infaisable (aucune des bornes supérieures ubs n’a été contrainte au moment de
la résolution des sous-problémes par computeUb). On peut implémenter, dans ce
cas, computeCut comme une union de tout sous-ensemble de expls dont la somme
des bornes dans sopt combinée avec celle du maitre excede la borne supérieure
courante.

La méthode continueCutGeneration joue le méme role que précédemment et per-
met, conjointement a computeUb de spécifier des stratégies de résolution des sous-
problemes. Ainsi sur I'exemple de Pj, on peut s’interrompre au premier sous-probleme
dont le nombre de couleurs est incompatible avec la borne supérieure ou continuer
a résoudre le sous-probleme suivant en espérant obtenir des explications disjointes et
peut-étre plus précises. La clef est, comme dans le cas de P et P, de pouvoir tirer parti
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de la structure du sous-probleme et générer des coupes qui vont éviter un maximum
de thrashing au niveau du probléme maitre.

Exemple 16 Ezécution de lalgorithme 19

L’algorithme 19 est ici déroulé a titre d’exemple sur le probleme P, de ’exemple
14 (page 96). On peut noter qu'une fois y; et yo instanciées, les deux sous-
problémes suivants apparaissent :

SP1: Min sz = 5x3+ x4 SP2 : Min  szo = 4x1 + 225
3xs+2x4 >4 —75 Sx1+ a9 > 05— 2y — Yo
occurrence(0,{xs, z4,72}) =1 r1# Y2

occurrence(0, {3, x4,71}) =1

Ttération 1 | (71,72) = (0, 0)

szF =6 expl(sz1 > 6) = {y2 = 0}

sk =4 expl(szg > 4) = {y2 = 0}

5 — 10 Y1 + y2 < 10, y2 # 0 ajoutée
Ttération 2 | (71,92) = (1,1)

szt =2 expl(sz1 > 2) = {y2 = 1}

szs =4 expl(szo > 4) ={y1 = 1,92 =1}

P Y1+ 92 < 8,y1 # 1V ys # 1 ajoutées
Itération 3 | (v1,72) = (2,1)

szt =2 expl(sz1 > 2) = {y2 = 1}

sz5 =0 expl(sze > 0) = {y1 = 2,y2 = 1}

L5 Y1+ 92 < 5,91 # 2V ys # 1 ajoutées
Itération 4 | (y1,72) = (1,2)

szf=1 expl(sz1 > 2) = {y2 = 2}

SP2 infeas expl(sz2 > 0) = {y1 = 1,y2 = 2}

2—5 y1 # 1V ys # 2 ajoutées
Itération 5 | (y1,72) = (2,2)

szi =1 expl(szg > 2) = {y2 = 2}

Y2 # 2 ajoutée

A Tlitération 1, on peut noter que deux explications existent pour sz; > 6 :
{y2 = 0} ou {y1 = 0}. Chacune est suffisante pour expliquer que sz; > 6.
L’explication obtenue dépend de l'ordre de propagation des deux contraintes
d’occurrence. Imaginons que occurrence(0,{xs,x4,y2}) a été propagée en pre-
mier, retirant la borne inférieure 0 de z3 et x4. Apres la résolution de chaque
sous-probléeme, nous savons que z ne peut pas valoir moins que 10 tant que ys
est nulle. A l'itération 5, la borne supérieure calculée avec computel b(2) est
négative et 'explication pour SP2 est vide. Apres cette itération, le probleme
maitre devient donc inconsistant et ’algorithme termine avec la solution optimale

(yl7y27$3a5€47$17$2) = (27 1707 2) 070)

On peut noter, que dans le cas général, la borne supérieure ne décroit pas nécessairement
a chaque itération comme c’est le cas habituellement en CP. Au contraire, c’est ici la
borne inférieure qui croit a chaque itération jusqu’a sa rencontre avec la meilleure
borne supérieure connue.
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8.2.3 API

Nous avons cherché a concevoir et a implémenter un cadre générique de décompo-
sition dans un solveur expliqué tel que PaLM ([JB00]). L’utilisateur peut donc définir
une structure maitre/esclaves sur son probléme au niveau de la phase de modélisation.
De cette maniere, une stratégie de décomposition ou d’enregistrement de nogoods
dédiée a ce type de structure se met automatiquement en place. Voici ainsi, 'API
supplémentaire disponible au niveau du solveur :

Problem pb = new Problem();
IntVar x = pb.makeEnumIntVar(1l, 6);
pb.addMasterVariables(x);

IntVar w = pb.makeEnumIntVar(1l, 6);
// variable w appartient au troisiéme sous-probléme
pb.addSubVariables(3, w);

// la structure est-elle idéale ou approximative
pb.setApproximatedStructure() ;

//probléme de satisfaction

pb.solve();

// fonction objectif uniquement sur le maitre
pb.minimize(z);

// objectif: z + zl + z2

pb.minimize(z, new IntVar[]{z1,z2}, new SumRelation());

8.3 Conclusion

La stratégie générique de décomposition présentée ici est de notre point de vue, un argu-
ment trés fort pour le maintien d’explications par les solveurs de contraintes. Les applications
de décomposition en ordonnancement sont nombreuses mais plus généralement, les problemes
industriels impliquent souvent différents niveaux de décision (affecter des taches sur des ma-
chines puis ordonnancer, affecter des produits dans des camions puis router, etc.). Les travaux
qui s’appuient sur un solveur de contraintes ou SAT en sous-probléeme sont donc nombreux
[MG04, BG04, CX05, BBGMO6] et des schémas génériques existent déja [JG01, HOTKO00]. Or
les algorithmes de filtrage sont des boites noires qui rendent impossible I'extraction par un
utilisateur de cette information duale critique pour ces techniques de décomposition. Hooker
n’est pas le seul & souligner ce manque et Grossmann revient sur cet état de fait dans [MGO04] :

Good integer cuts include only the binary variables that are responsible for the infeasi-
bility of a solution, and it is usually very difficult to generate, mainly because the source
of infeasibility is usually not revealed when the CP subproblem is found infeasible.

L’implémentation de ce cadre est encore a 1’état de prototype et n’a été testée que sur des
problemes aléatoires en satisfaction et des problémes jouets en optimisation. Des expérimentations
de ce cadre générique sont donc encore a réaliser. Nous avons préféré mettre en ceuvre cette
décomposition logique sur une application de placement de taches temps-réel au chapitre 9.

Ces idées ont été publiées en papier court dans [CJ05]
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Chapitre 9

Placement de taches temps réel

Nous mettons ici en ceuvre les idées présentées au chapitre 8 sur la décomposition lo-
gique basée sur le calcul des explications ainsi que les idées du chapitre 6 sur les heuris-
tiques génériques de recherche. Le probleme traité provient d’une collaboration avec 1’équipe
Systemes Temps Réel de 'TRCCyN (Institut de Recherche en Communications et Cybernétique
de Nantes) et particulierement avec Pierre-Emmanuel Hladik et Anne-Marie Déplanche. Il s’agit
d’un probléme courant qui se pose au cours de la conception de systemes embarqués et dont
les applications se rencontrent dans de nombreux domaines et particulierement dans le milieu
automobile. Nous présentons ici le probleme en détail avant d’aborder sa résolution avec une
technique de décomposition de Benders et une approche classique passant par la conception
d’une contrainte globale.

9.1 Description du probleme

Les problématiques temps réel interviennent au coeur des systemes embarqués dans de
nombreux domaines : automobile, robotique, aéronautique, télécommunications, ... Les appli-
cations actuelles mettent en ceuvre un ensemble de calculateurs spécialisés (contrdle moteur,
ABS, controle de chassis, climatisation ...) qui recoivent des données de capteurs, les traitent et
calculent des commandes adéquates, qu’ils envoient vers des actionneurs. Leur caractéristique
centrale réside dans le respect d’exigences fonctionnelles mais aussi extra-fonctionnelles telles
que les contraintes temporelles. Un systéme temps réel dur est un systeme pour lequel le non-
respect d’une échéance peut causer des défaillances graves et mettre en danger tout le systeme.
Nous nous intéressons aux systémes temps réel durs distribués (les processeurs sont intercon-
nectés par un réseau de terrain) pour lesquels les unités de traitement ou processeurs respectent
une politique d’ordonnancement préemptif & priorités fixes. Les applications considérées sont
implémentées par des taches périodiques, communiquantes et dont les temps de réponse sont
contraints. [Hla04] donne une présentation générale de tels systemes.

9.1.1 L’architecture du systeme temps réel

Le systeme temps réel est ici modélisé sous la forme d’une architecture logicielle (I’ensemble
des taches applicatives) et d’une architecture matérielle (le support physique d’exécution des
taches). Ce modele, synthétisé figure 9.1, est celui utilisé par Tindell [TBW92].

9.1.1.1 L’architecture matérielle

L’architecture matérielle est une paire (P, ) constituée d’un ensemble P = {p1, ..., pk, - - .

de m processeurs de capacité mémoire i, s’échangeant des informations sur un réseau N. Les
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bande passante §

t; : (T3, Ci, prio;, ji;)
@ @ cij + (dij, prioi;)

(a) Architecture matérielle (b) Architecture logiciell

F1a. 9.1: Architecture matérielle et logicielle d’un systeme temps-réel

processeurs sont considérés identiques du point de vue du traitement (le temps d’exécution
d’une téache est le méme quel que soit le processeur).

Les processeurs communiquent via un réseau caractérisé par son débit § (la quantité d’in-
formation transmissible par unité de temps) et son protocole. Deux protocoles utilisés par les
réseaux de terrain (du fait de leur caractére déterministe) ont été pris en compte dans notre
approche :

— Controller Area Network (CAN) [Bos91] : il s’agit & la fois d’un protocole et d’un réseau
physique. CAN fonctionne comme un réseau broadcast dans lequel tous les messages sont
envoyés a tous les processeurs. Les messages sont mis en attente au niveau de chaque
processeur et le protocole assure que le message de plus haute priorité est transmis en pre-
mier. En revanche, une fois que la transmission a commencé, le message ne peut plus étre
préempté. Par ailleurs, nous considérerons ici un mode de communication désynchronisé
(Pactivation de la tache réceptrice est indépendante de I'arrivée du message). CAN est
un protocole initialement congu par I'industrie automobile et possede aujourd’hui un tres
large spectre d’applications dans d’autres domaines temps-réel ;

— L’anneau a jeton (token ring) : un processeur peut transmettre des données sur le réseau
8’il est en possession du jeton, et cela seulement pendant une durée donnée. Apres cette
durée, ou si le processeur n’a plus de données a envoyer, le jeton est passé au processeur
suivant de ’anneau. La durée maximale de présence du jeton sur un processeur doit
garantir un temps suffisant pour envoyer tous les messages en attente sur les processeurs.

9.1.1.2 L’architecture logicielle

Le modele que nous employons pour décrire 1’architecture logicielle se compose d’un
graphe (7,C) orienté, acyclique et valué, pour lequel 'ensemble des noeuds 7 = {t1,...,t,}
désigne les taches (ou processus) et ensemble des arcs, C C T x T, représente les com-
munications entre taches. Un arc ¢;; = (¢;,t;) € C modélise I'envoi d’un message de t; vers t;.
Une tache t; est définie par : sa période, T}, son temps maximum d’exécution sans préemption,
C; et son besoin en mémoire m;'. Deux taches qui communiquent ont la méme période. Les
arcs ¢;; = (t;,t;) € C sont caractérisés par la quantité d;; d’information échangée. Les taches
peuvent communiquer en utilisant le réseau et son protocole ou la mémoire locale du proces-
seur. Dans ce dernier cas, la communication s’effectue sans délai, mais les taches doivent étre
situées sur le méme processeur. Les taches sont activées périodiquement de fagon indépendante.
Elles lisent et écrivent des données au début et a la fin de leur exécution. Un message c;; est
également périodique et hérite de la période de sa tache émettrice et réceptrice de telle sorte
qu’on a toujours T;; = T; = T;. Enfin, plusieurs grandes catégories de politiques d’ordonnan-
cement existent. Nous considérerons que tous les processeurs sont munis d’un ordonnanceur

! Comme pour les temps d’exécution, nous ferons ’hypothése que le besoin mémoire est indépendant
du processeur.
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préemptif a priorités fixes. Un niveau de priorité unique prio; est affecté a chaque tache et
une tache ¢; est dite plus prioritaire que ¢; si et seulement si prio; > prio;. L’exécution d'une
instance de tache doit étre préemptée (suspendue) jusqu’a ce que toutes les instances de taches
plus prioritaires prétes, terminent leur exécution. Le tableau 9.1 synthétise ces notations.

Architecture matérielle

Processeurs
P Ensemble des processeurs, |P| = m
i Processeur ¢
i Capacité mémoire du processeur p;
Réseau
) [ Débit du réseau
Architecture logicielle
Taches

T Ensemble des taches, |T| =n
t; Tache 17
T; Période de t;
C; Pire temps d’exécution sans préemption de t;
R; Pire temps de réponse de t;
m; Besoin mémoire de t;

Pprio; Priorité de t¢;

Messages

C Ensemble des messages, |C| = ¢
Cij Message de t; vers t;
dij Taille de Cij
Ci; Pire temps de transmission sans préemption de c;;
Ri; Pire temps de réponse de c;;

prio;; | Priorité de c;;

TAB. 9.1: Synthese des notations

9.1.2 Le probleme de placement/ordonnancabilité

Un placement ou une allocation est une application A qui, & une tache t; de 7, associe un
processeur pg de P :
A: T — P
ti — Ati) =pk
Le probleme de placement consiste donc a trouver 'application A respectant I’ensemble des
contraintes ci-dessous.

(9.1)

9.1.2.1 Contraintes de ressources

Trois types de ressources sont considérées : mémoire des processeurs, utilisation des pro-
cesseurs et utilisation du réseau.
— Capacité mémoire? : la somme des besoins mémoire de I’ensemble des taches résidant
sur un processeur py ne doit pas excéder la capacité (ui) du dit processeur :

Vk =1..m, Z m; < g (9.2)
A(ti)=pk

211 serait possible, sans nuire & la généralité du probleme traité, de différencier la mémoire en
différents types (RAM, ROM, EEPROM ...), chaque type ayant une taille propre pour un processeur
donné.
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— Facteur d’utilisation : pour que toutes les taches puissent s’exécuter, il est nécessaire
que le taux d’utilisation des processeurs ne soit pas supérieur a leur capacité de traite-
ment. Le ratio r; = C;/T; signifie qu’un processeur est utilisé r; % du temps par la tache
t;. Une premiere condition nécessaire d’ordonnangabilité s’écrit :

Vk=1.m, > % <1 (9.3)

A(ti)=pk

— Utilisation du réseau : pour que tous les messages puissent étre acheminés sur le
réseau, il est nécessaire que la somme des quantités de données transportées par le
réseau par unité de temps soit inférieure au débit du réseau :

> d—J <46 (9.4)
cij = (tity)
A(ti) # Alts)

9.1.2.2 Contraintes de placement

Les contraintes dites de placement concernent ’affectation des taches sur ’ensemble des
processeurs. Trois types de contraintes interviennent sur le placement : résidence, co-résidence
et exclusion.

— Résidence : cette contrainte est diie a la nécessité pour une tache d’utiliser des ressources
logicielles ou matérielles particulieres mises a disposition par certains processeurs (un
capteur de vitesse couplé avec un dispositif matériel présent sur un calculateur donné).
1l s’agit d’un couple (¢;, @) ot t; € T est une tache et a« C P est I’ensemble de processeurs
sur lesquels la tache peut s’exécuter. Un placement donné A doit alors vérifier :

At) € (9.5)

— Co-résidence : cette contrainte stipule que plusieurs taches doivent étre placées sur
le méme processeur (ces taches nécessitent le partage d’une ressource commune). Une
contrainte de co-résidence est définie par un ensemble de taches § C 7 et tout placement
A doit satisfaire :

V(ti t;) € 5% A(t:) = A(t)) (9.6)

— Exclusion : il s’agit d’interdire qu'un ensemble de taches résident sur les mémes pro-
cesseurs. C’est en particulier le cas lorsque des taches sont des répliques redondantes
d’autres taches a des fins de tolérance aux fautes. 11 s’agit d’un ensemble v C 7 de
taches et tout placement A doit satisfaire :

V(ti ty) € 7%, Alti) # At)) (9.7)

9.1.2.3 Contraintes temporelles

Les contraintes temporelles s’expriment par des échéances portant sur la terminaison des
taches. Ces échéances sont relatives aux dates d’activation® des taches et doivent assurer que la
durée séparant la date d’activation de toute instance d’une tache t; et sa date de terminaison soit
inférieure a sa période T;. En token ring et en cas d’envoi de messages, la date de terminaison
est remplacée par la date de fin de transmission des données émises.

Les approches courantes pour vérifier les contraintes temporelles s’appuient sur des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’ordonnancgabilité. Ces conditions sont liées a la nature de
I’architecture matérielle et logicielle et sont établies a travers le pire scénario d’exécution. Les
principes de ces techniques analytiques sont donnés ici.

3La date d’activation est l'instant ot la tache se réveille. Une tache peut ainsi étre active mais en
attente parcequ’elle est préemptée par une tache plus prioritaire
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Calcul du pire temps de réponse d’une tache sans réseau : les premicres
analyses d’ordonnangabilité ont été proposées par Liu et Layland [LL73] pour des systémes
temps réel mono-processeur a priorités fixes avec des taches indépendantes dont les échéances
sont inférieures ou égales aux périodes. L’analyse consiste a calculer pour chaque tache ¢; son
pire temps de réponse, R;, en construisant un scénario d’exécution qui pénalise au maximum
I’exécution de t;. Dans le cas des systemes de taches indépendantes, il a été prouvé que le
pire scénario pour une tache ¢; survient lorsque toutes les taches plus prioritaires sur le méme
processeur se réveillent au méme instant que ¢; (la figure 9.2 dépeint un tel scénario et la
non-ordonnangabilité d’une tache).

R, o I o I o B M.
K *77’—‘ *77’—‘ > VEchéance

f eee——— e Y
S E— i 2w I

prio; > prioji1

A Activation

Y

F1G. 9.2: Pire scénario d’exécution pour 4 taches dans lequel ¢4 ne respecte pas son
échéance, étant préemptée par 3 taches plus prioritaires ¢y, to, t3 puis & nouveau ty.

Le pire temps de réponse de t; est alors :

Ri=Ci+ > Hﬂ C; (9.8)
(CV R

tjEhp;

hp;(A) désigne ici ’ensemble des taches plus prioritaires que ¢; sur le processeur A(t;) pour
un placement A donné. Le calcul de R; s’obtient par la recherche du point fixe de I’équation®.
La comparaison des pires temps de réponse avec les échéances suffit alors pour connaitre 1’or-
donnancabilité du systéme et une condition nécessaire et suffisante s’écrit :

R, <T; (9.9)

Calcul du pire temps de réponse d’une tache avec réseau : Dans le cadre d’un
réseau CAN en mode désynchronisé, les messages sont ordonnancés de maniére indépendante.
En revanche pour 'anneau & jeton, le plus grand délai possible d’émission des données sur
le réseau, TRT (Token Rotation Time) doit étre pris en compte. Cette durée est égale au
temps nécessaire pour transmettre ensemble des données sur le réseau (au pire une donnée
est produite lorsque le processeur sur lequel la tache émettrice perd le jeton et doit attendre
un tour complet) :

_ dij
TRT = > 5 (9.10)
{eiz = (ta, t)]
A(ts) # Alt;)}

La condition nécessaire s’écrit alors
R; <T, — TRT (9.11)
Calcul du pire temps de réponse d’un message : Pour un réseau CAN en mode

désynchronisé, I'ordonnancement des messages peut se voir comme un probléeme d’ordonnance-
ment non préemptif & priorité fixe (les messages sont assimilés & des taches). L’équation (9.8)

4Ce type d’équation sera abordé plus en détail section 9.2.2.1.
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peut des lors étre appliquée aux messages avec certains raffinements. Ainsi, le calcul prend
en compte le fait qu’'un message ne puisse étre préempté qu’au moment de la transmission
de son premier bit et non pendant toute son exécution (d’out le +m; du terme L;; + Ty,
Eq. 9.13). Deuxiémement, le temps maximal pendant lequel un message est bloqué par un
message de priorité inférieure doit étre ajouté (terme maxys,, eip,;(4)(Cri — Tpir) de Eq. 9.13).
Le pire temps de réponse d’un message CAN s’écrit [TC94] comme la somme de son pire temps
de transmission Cj; et un temps de latence L;; lié au protocole :

Rl‘j = Cij + Lij (912)
avec
Lij + Toit
L;; = = Cri — Tbi 9.13
’ Z ’V Tkl -‘ wt Mklrenl?;i(fl)( M Tb t) ( )

Mklehpij (A)

ol hp;;(A) (respectivement Ip;;(A)) est I'’ensemble des messages de priorités plus élevées (res-
pectivement plus faibles) que prio;; ; ;¢ désigne le temps de transmission d’un bit (74, = %)
De nouveau, la résolution de Eq. (9.13) est faite itérativement par la recherche de son point
fixe.
Le calcul du temps de transmission d’un message C;; est fait d’apres I'équation Eq. (9.14)
[TCY4] :
Cij = SijThit (914)

{34 + 8,
Sij = |—

= J + 47 + 8d;; (9.15)

On peut remarquer que la taille du message prend aussi en compte des données propres au
protocole CAN (identifiants, CRC, etc. requiérent par exemple 47 bits). La condition d’ordon-
nangabilité s’écrit a nouveau

Ry <T; (9.16)

Les messages ont en effet des périodes identiques a celles des taches émettrices et réceptrices
et on a toujours T;; = T; = T}. Il est crucial de noter ici que ’échange de messages en CAN
n’affecte pas ’échéance des taches comme c’est le cas pour 'anneau a jeton. La prise en compte
de contraintes de précédence (mode de communication synchronisé entre les taches) n’est pas
abordée ici mais introduirait de maniere analogue a ’anneau a jeton des dépendances entre
taches et messages.

Une allocation est dite valide si elle vérifie les contraintes de placement et de ressources.
Elle est dite ordonnancable si elle vérifie les contraintes temporelles. Une allocation valide et
ordonnancable est une solution du probleme.

9.2 Résolution

La résolution du probléeme de placement a déja fait I'objet de nombreuses études. Des ap-
proches heuristiques et incomplétes tres variées & base d’algorithmes génétiques [MT93, San96,
MBD98], de recherche taboue [PR93, VOO05], de recuit simulé [TBW92, DS95] ou d’heuristiques
dédiées [SFOCI7, EW99] ont été appliquées au probleme. Les approches complétes sont moins
présentes mais existent néanmoins et font référence & 'algorithmique de graphe [Sto77] et & des
recherches arborescentes de type branch and bound [ML95]. Enfin, il existe quelques travaux en
programmation par contraintes pour des problématiques proches [SW00, SK03, SGKO00, Eke04].
Néanmoins, ces travaux proposent des ordonnancements hors ligne des téches (& 1’exception de
[RRCO03] qui considére en plus laffectation des priorités aux taches mais ignore les contraintes
de placement) et ne sont pas confrontés au probleme des contraintes temporelles temps-réel
en ordonnancement dynamique.
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Ces contraintes temporelles sont des équations en nombres entiers qui font intervenir des
parties entieres et demandent une technique de résolution dédiée. Elles semblent pour cette rai-
son difficiles a exprimer par des contraintes primitives disponibles dans les solveurs. On peut, en
revanche tout a fait imaginer d’encapsuler ces techniques analytiques dans une contrainte glo-
bale d’ordonnancabilité. Cette approche est abordée section 9.2.2. Par ailleurs, les contraintes
de ressources et de placement définissent un probléme d’affectation qui reléeve typiquement de
la programmation par contraintes ou de la programmation linéaire. Le calcul d’une affectation
valide comme celui d’une affectation ordonnancable sont tous les deux des problemes NP-
Complets [TBW92] de nature assez différente. Les contraintes relevent en effet de techniques
de résolution tres différentes et la décomposition du probleme originel selon les deux axes
semble une piste assez naturelle. Néanmoins, [TBW92] pense que la séparation des problemes
est impossible étant donné leur degré d’imbrication et propose de traiter globalement et simul-
tanément les deux par un recuit simulé :

In general, the three activities of task allocation, processor scheduling and network sche-
duling are all NP-Hard problems. This lead to the view that they should be considered
separately. Unfortunately, it is often not possible to obtain optimal solution (or even fea-
sible solutions) if the three activities are treated in isolation. ... The tradeoffs can become
very complex as the hard real-time architecture becomes more expressive; a simple and
scalable approach is required.

Nous pensons, au contraire, que la coopération étroite entre les problemes est possible a
travers le calcul d’explications d’échecs exploitant les techniques de la communauté temps-réel.

9.2.1 Résolution : une approche fondée sur le calcul d’explications

Notre premiere approche est fondée sur la séparation entre I’allocation et I’'ordonnancabilité
et une coopération selon le principe de la décomposition de Benders abordée section 8. La figure
9.3 synthétise I’approche.

Probleme maitre
(programmation par contraintes)
Contraintes de placement
Contraintes de ressources

R

Placement valide

Y

Probleme(s) esclaves
(analyse d’ordonnancabilité)

Calcul d’explications

non-ordonnancabl Contraintes temporelles

Placement valide
et ordonnancable

Solution

FiG. 9.3: Schéma de décomposition

Un probléeme maitre résout le probleme d’allocation en traitant uniquement les contraintes
de ressources et de placement. Il fournit des placements valides. L’ordonnancabilité d’un tel
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placement est ensuite établie par un ou des problémes esclaves (sous-problémes) & Paide de
techniques analytiques. En cas d’échec, le role du sous probléeme est de calculer une coupe de
Benders, une explication. La coupe se traduit comme une contrainte ajoutée au probleme maitre
qui interdit, non seulement le placement courant prouvé non-ordonnancable, mais aussi tous
les placements qui seraient non-ordonnancables pour les méme raisons. Les explications sont
un mécanisme de généralisation des échecs et la convergence de ’algorithme est naturellement
d’autant plus rapide que cette généralisation est efficace. Enfin, le probléme maitre étant une
relaxation du probléme originel, s’il ne possede pas de solutions, le probleme complet non plus.

9.2.1.1 Probléme maitre

Le modele utilisé pour le probleme maitre s’appuie sur trois types de variables, x;, yip
et w;;. La variable x; désigne le processeur affecté a la tache i. y;, et w;; sont des variables
booléennes qui indiquent respectivement si la tache i est placée sur le processeur p et si les
taches 7 et j sont sur des processeurs différents ou non. Les variables z; suffisent & définir une
solution, ce sont les variables de décision du probléme. On note ppem(X) le plus petit commun
multiple de ’ensemble d’entiers X. Le modele complet du probleme maitre est donné tableau
9.2.

Variables

x; = [1..m], VO<i<n

yip = {0, 1}, VO<i<n,0<p<m

w;ij = {0, 1}, VO<i<n,0<j<n

Contraintes

Résidence V(i, ), T # «

Co-Résidence : V(ti,t;) € B x; = x;

Exclusion : alldifferent(z;|t; € )

Capacité mémoire : Vp € {1.m}, 3 icq1 ny Yip X M < pip
Facteur d’utilisation : Vp € {1..m}, Zie{l._n} Wﬂw < ppem(T)
Utilisation du réseau : > ic{1.n} %W < ppem(T) x 6

Intégrité des modeles 1 : Vi,z; =j & y;; =1
Intégrité des modeles 2 : Ve, = xj & wi; =1

TAB. 9.2: Modele du probleme maitre

Les contraintes d’intégrité du modele garantissent la cohérence des modeles redondants
définis sur x, y et w et sont implémentées par des contraintes dites de channeling [CLW96].
Les contraintes de capacité mémoire et facteur d’utilisation peuvent se modéliser plus effica-
cement par des contraintes cumulative [BC02] ou encore de bin packing [Sha04]. La contrainte
cumulative est définie de la maniere suivante :

cumulative({O1,...,0,},{D1,...,Dn},{R1,...,Ry},C)

Oi, D;, R; désignent respectivement l'origine, la durée et la consommation d’une tache i et C
est la capacité de la ressource. La cumulative assure que pour tout instant i :

> mesc
k|0 <i<O+Dy

Nous considérons chaque tache x; comme la variable de date de début d’une tache de durée
unitaire et de hauteur m;. Chaque processeur est ainsi considéré comme un instant d’exécution
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pour cette tache et le profil cumulatif est défini par les capacités mémoires p; de chaque
processeur. C' est donc une fonction discontinue P — N, telle que Vi € P, C(i) = p;.

Vp € {1.m}, cumulative({z1,...,xn},{1,..., 1} {m1,...,m,},C(7))

Vp € {l.m}, cumulative({zy,...,z,},{1,...,1}, {ppcm;?)xcl ey ppcm(Tj;)XC" +, ppem(T))

Un tel modele permettrait d’éviter 'introduction des variables y;,. Enfin, le probleme
malitre est résolu en backjumping pour intégrer efficacement les contraintes fournies par le
probleme esclave et éviter des calculs redondants liés a I’ajout dynamique de contraintes.

9.2.1.2 Problémes esclaves : expliquer la non-ordonnancabilité

L’ordonnancabilité d’un placement est établie sur celle de chaque tache ¢; a travers le calcul
des R; et celle de chaque message c;; a travers R;;. L’examen des équations 9.8 et 9.10 montre
que R; uniquement repose sur :

— les taches plus prioritaires situées sur le méme processeur ;

— le temps de latence di & des messages transitant sur le réseau soit des paires de taches

situés sur des processeurs différents.

Les équations 9.12 et 9.13 montrent que R;; ne dépend quant a lui que des messages plus
prioritaires et du message moins prioritaire le plus long. Pour un placement donné, 1’explication
d’échec est donc définie de la maniere suivante :

Définition 9.2.1 Une explication d’échec pour un placement A est une paire (T C T, M CC)
telle que :

- Vti,tj erT, A(tl) = A(t]) ;

- vcij € MvA(ti) # A(tj) ’

— il existe au moins une tache de T ou un message de M non ordonnancable.

Une explication e est notée e = (T, M) et on fera référence aux ensembles T et M de e
par er et eys. Cette définition souligne simplement que 1’explication repose sur le fait que des
taches ont été placées ensemble a tort sur un méme processeur et d’autres au contraire ont été
séparées & tort (impliquant I’envoi de messages qui auraient autrement transité par la mémoire
interne du processeur). En particulier, les processeurs mis en jeu ne sont pas incriminés dans
la mesure ou ils sont tous identiques. Cette symétrie est donc exploitée a ce niveau.

h h h h h h > A Activation

e * ) 7’—‘ * ) 7’—‘ > + Echéance
o b b S
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F1G. 9.4: L’ensemble {t1,t3} est suffisant pour faire rater son échéance a t4



114 CHAPITRE 9. PLACEMENT DE TACHES TEMPS REEL

Taches indépendantes : En I’absence de message, le probléme esclave se décompose en
m problémes d’ordonnancgabilité indépendants sur chaque processeur. En cas d’échec sur un
processeur p, il existe une tache i telle que x; = p avec R; > T;. L’équation 9.8 nous indique
déja que seules les taches plus prioritaires que ¢ sont a l'origine de R; > T;. On peut néanmoins,
obtenir une explication souvent plus précise. Reprenons ’exemple 9.2 dans lequel ¢4 est non
ordonnangable & cause des taches plus prioritaires {¢1, t2,t3}. On se rend compte que t5 agit peu
sur I'ordonnancabilité étant donnés son temps d’exécution trés court et sa période tres longue.
La présence de {t1,t3} est en fin de compte suffisante pour entrainer la non-ordonnangabilité
de ¢4 (la figure 9.4 illustre cet exemple).

On peut donc dériver les ensembles minimaux (au sens de I'inclusion) de téaches conflic-
tuelles en appliquant ’algorithme XPLAIN (voir section 3.1.2), dans lequel la méthode d’inférence
employée est I’équation 9.9 (donc implicitement 9.8) et les taches jouent alors le role des
contraintes ajoutées une & une sur le processeur. L’explication prend donc la forme (T, @) ol

T = XPLAIN({t;,z; = p}, Eq.9.9)

Elle se traduit par une contrainte de type NotAllEqual® sur les variables z :

NotAllEqual(x;|t; € T)

Présence du réseau : Le méme type de réduction peut étre effectuée en CAN pour les
messages par 'appel & M = XPLAIN({¢;;,z; # x,}, £q.9.16) pour obtenir une explication
d’échec de la forme ((}, M) et se traduisant par une contrainte du type :

Z wij<|M|

ci; €M

Dans le cadre du réseau a jeton, le réseau est toujours ordonnancgable du fait du protocole mais
il influe sur 'ordonnancabilité des taches et I'explication est cette fois de la forme (T, M) avec
(T, M) = XPLAIN({t;,z; = p}U{cij, z; # x;}, Fq.9.11). La contrainte correspondante s’écrit :

NotAllEqual(x;|t; € T)\/ Z w;j < | M|
Ci]‘EM

Les trois contraintes précédentes peuvent étre ajoutées au probleme maitre a chaque
itération. Dans le cas de dépendance entre taches et réseau, 'ordonnancabilité des taches seules
et du réseau seul est d’abord testée avant d’incriminer I'interaction des deux.

9.2.1.3 Reformulation

La reconnaissance de pattern au sein d’'un ensemble de contraintes exprimant des pro-
blématiques spécifiques est un élément critique de la phase de modélisation. Réaliser cette
reconnaissance de pattern de fagon automatique entre dans le cadre de I'apprentissage de
contraintes [Col06]. On aimerait ici exploiter une idée analogue en cherchant & extraire au
sein d’un ensemble de contraintes élémentaires, des patterns correspondant a des contraintes
globales. Par exemple, 'extraction de alldifferent parmi un ensemble de différences est une
problématique bien connue et résolue par la recherche d’une clique de taille maximum sur
le graphe des contraintes de différences. Nous avons implémenté a cette fin une version de
lalgorithme de Bron et Kerbosh [BK73] (des différences interviennent en cas de NotAll Equal
de taille 2). De maniére similaire, un ensemble de NotAllEqual peut étre équivalent a une
contrainte globale de cardinalité : global cardinality constraint (gcc) [Rég96]. L’obtention de

5 NotAllEqual porte sur un ensemble V de variables et assure que deux variables au moins parmi
V prennent des valeurs distinctes.
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gce pose de nombreuses difficultés car elle demande 'extraction de cliques maximales dans un
hyper-graphe.

L’utilisation de I'automate pour compiler les Not All Equal s’est heurtée aux mémes probleémes
que ceux décrits au chapitre 7 pour les nogoods généralisés. Nous n’avons pas encore obtenu de
réponse satisfaisante & ce probleme mais il constitue une piste clef pour améliorer les résultats,
notamment dans des cas d’inconsistance du point de vue de 'ordonnancgabilité.

9.2.1.4 Stratégies de recherche

Le probleme de placement méle différentes problématiques qui peuvent prendre le pas I'une
sur l'autre selon la typologie des instances. Les contraintes de mémoire sont des contraintes
de sac-a-dos qui peuvent poser des difficultés des que la ), . m; est proche de , -p p1- La
méme chose se produit avec le facteur d’utilisation des que Zti o7 Ci/T; est proche de m. En
cas de gros trafic de messages, il peut étre judicieux de chercher en priorité a rassembler les
taches qui s’échangent des données. Pour tous ces éléments, des stratégies dédiées peuvent étre
mises en ceuvre, mais c’est souvent 'interaction de toutes ces problématiques entre elles qui
rend le probleme difficile.

Cependant, la stratégie de décomposition du probleme exige que interaction entre 1’allo-
cation et 'ordonnangabilité (probleme maitre et esclaves) soit aussi efficace que possible. La
contrainte du facteur d’utilisation peut se voir comme une relaxation de I'ordonnangabilité
et contraint déja les solutions du maitre vers des solutions qui ont une chance d’étre ordon-
nancables. Une deuxieme fagon de renforcer la prise en compte par le maitre de la problématique
de lesclave passe par I'heuristique de recherche. Une stratégie (a I'origine de la notion d’impact
expliquée présentée chapitre 6) basée sur les explications extraites au fil de la résolution a été
mise en place dans cet objectif. L’ensemble des explications de la forme (T, M) extraites & un
instant de la résolution est noté E. Une tache est d’autant plus difficile & ordonnancer qu’elle
intervient fréquemment dans de petites explications d’échecs. Pour une tache t; son impact
T1I; est donc évalué par rapport & F de la maniere suivante :

1 1
TL= Y + > el

er
ecE|x;€er | | e€E|3k,(cikVeri)Eem

La tache non instanciée de plus grand T'I; est choisie en priorité. Le choix du processeur
est ensuite effectué de maniere & minimiser I'impact de la tache avec ses voisines. On évalue a
cette fin un impact entre paire de variables :

e€E|(x;,x;)€e |6T| e€E|(c;jVeji)Eenm |eM|

Pour chaque processeur p;, du domaine de x; on évalue ), o= T1;; et le processeur qui
minimise cette somme est retenu pour 'affectation. En minimisant cette quantité, on cherche
bien a séparer les taches impliquées dans e et a rassembler celles qui sont impliquées dans
€N -

9.2.1.5 Positionnement de ’approche

Cette approche est fortement reliée a la décomposition de Benders (abordée dans son
contexte générique chapitre 8) et plus particulierement au cadre de Hooker intitulé logic ba-
sed Benders decomposition [HO03]. Le sous-probléme n’est pas linéaire ; la preuve logique de
son inconsistance ainsi que le calcul de sa justification relevent d’'un inference dual dédié au
probleme de I'ordonnancgabilité temps-réel et encapsulé dans un algorithme de calcul d’explica-
tion. Néanmoins, la décomposition ne s’effectue pas & proprement parler au sein des variables
mais plutdt au sein des contraintes. Il s’agit plus précisément de branch and check [ThoO1]
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qui peut étre vue comme une forme de décomposition de Benders dans laquelle la définition
du probleme esclave est faite sur un ensemble vide de variables et un ensemble non vide de
contraintes.

L’intérét de 'approche est de limiter la résolution d’un sous-probléme cotiteux (ici des
équations en nombre entiers avec parties entieres résolues en temps pseudo-polynémial) en
extrayant une coupe qui synthétise le résultat de cette résolution et la généralise a de nombreux
sous-problemes semblables. Le sous-probléeme est ainsi résolu une seule fois et I'information issue
de sa résolution est ensuite propagée beaucoup plus efficacement pour le maitre. La complexité
exacte du sous-probléme est inconnue dans notre cas (Pas de preuve de NP-Complétude mais
aucun algorithme polynémial connu) mais l’algorithme utilisé est pseudo-polynémial.

Dans notre cas, les techniques analytiques de la communauté temps-réel constituent des
preuves d’ordonnancabilité et se présentent naturellement comme un inference dual (au sens
de la dualité logique présentée section 8.1.1).

[ThoO1, HOTKOO0] soulignent les problémes de calculs redondants pour le maitre et de son
incrémentalité face a 'ajout dynamique de coupes. La prise en compte des coupes en dynamic
backtracking par le maitre est une réponse a ce probleme. C’est MAC-CBJ qui s’est révélé dans
notre cas le meilleur compromis entre MAC et MAC-DBT pour intégrer efficacement les coupes
sans payer un sur-cout trop important di a la gestion des explications. Enfin, 'accumulation
de coupes ayant un faible pouvoir de filtrage peut finir par ralentir significativement la propa-
gation. Deux pistes ont été explorées sans succes a cette fin : la reformulation de ces coupes par
la reconnaissance de contraintes globales ou leur compilation dans un automate. Cette question
reste donc ouverte dans notre approche et pourrait constituer une piste sérieuse d’amélioration.

9.2.2 Résolution : vers une contrainte globale d’ordonnancabilité

Avec le recul de la décomposition, il semble également possible de s’attaquer a 1’ordon-
nancabilité avec une contrainte globale dédiée a cette problématique. Nous revenons donc ici
sur les équations d’ordonnancgabilité, leur résolution et complexité afin de concevoir un algo-
rithme de filtrage.

9.2.2.1 Equations en nombres entiers avec partie entiére

Les équations mises en jeu dans l'analyse temps-réel ont la forme suivante :

z= zk: VW b +c (9.17)

a
i=1 v

ou z € IN. En notant f(z) = Zle Li—‘ b; + ¢, le probleme consiste simplement a trouver le
point fixe z* de f tel que f(z*) = z*. La résolution d’une telle équation ne semble pas triviale
étant donné que la partie entiére n’est pas continue. Néanmoins, on peut montrer facilement
qu'une condition nécessaire et suffisante de I’existence d’une solution s’écrit ), % < 1et
quun simple algorithme de point fixe (voir algorithme 20) converge vers x*¢. La preuve de
cette convergence est donnée annexe A.

La preuve annexe A permet aussi de montrer que la complexité de I’algorithme du point fixe
est pseudo-polyndmiale en fonction des b;, a;. Cela signifie notamment que le nombre d’itération
peut grandement varier selon la valeurs de ces b;, a; pour un méme nombre de taches k. A notre
connaissance, la complexité exacte de ce probléme n’est pas connue et seuls des algorithmes
d’approximation polynémiaux existent [Ric06]. Ce résultat justifie la 1égitimité de ’approche
par décomposition qui vise a limiter la résolution de ces équations par une approche non

6[LMOH va méme jusqu’a reformuler I’équation comme un programme linéaire en nombres entiers
pour la résoudre!
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procédure : PointFixe(f)

T c;

while z # f(x) do
z — f(z);

end while

return z;

Algorithme 20: Résolution de f(z) = x pour f(x) = Zle L%—‘ b; + c.

polyndmiale. La contrainte globale va nous permettre de vérifier en pratique si ces équations
sont trop difficiles pour étre résolues de maniere répétée a des fins de filtrage a tout nceud de
I’arbre.

9.2.2.2 Filtrage simple pour 'ordonnangabilité

Nous proposons ici d’encapsuler la résolution des équations précédentes au sein d’une
contrainte globale pour effectuer le filtrage lié a ’ordonnancabilité du probléeme :

Définition 9.2.2 La contrainte Ordonnancabilite({z1,...,z,}, AM = (P,N), AL = (T,C))
assure l'ordonnangabilité du placement défini par les n = |T | variables {z1,...,x,} de domaine
[1,...,|P|] dans le contexte d’une architecture matérielle AM et logicielle AL donnée.

La contrainte d’ordonnangabilité est abordée ici pour un réseau CAN en mode désynchronisé.

Propriété 9.2.1 Réaliser l'arc consistance généralisée (GAC) pour la contrainte d’ordon-
nangabilité est NP-Difficile.

Preuve : On peut réduire le probleme 3-PARTITION & notre probléme d’ordonnangabilité
temps-réel (on ignore la présence du réseau - la preuve s’appuie sur [LW82]). 3-PARTITION
est un probleme NP-Complet au sens fort [GJ79] et se définit de la maniére suivante : Soit un

ensemble A = {a1,...,asm,} de 3m entiers positifs et un entier positif B tel que a; satisfait
B/4 < a; < B/2 pour tout 1 <i < 3m et Zf’;”l a; = mB. Existe-t-il une partition de A en m
ensembles disjoints Ay, ..., A, tels que Za,;eAj a; = B pour tout 1 < j <m? (On peut noter

que les contraintes sur a; impliquent que chaque A; contient exactement trois éléments de A.)

On considére une instance A = {a1,...,as,} et B du probléeme de 3-PARTITION. On
construit un systéme temps-réel de 3m taches tq,...,ts, avec T; = B, C; = a; et une priorité
arbitraire prio; = ¢ pour tout 1 < i < 3m. On peut montrer que le systéeme est ordonnangable
si et seulement si 3-PARTITION possede une solution.

— <« : Si 3-PARTITION possede une solution, donc telle que Za,;eAj a; = B, alors Va; €
Aj,R; < B. En effet la tache la moins prioritaire parmi les trois taches affectées a
toujours B pour pire temps de réponse. B est bien solution de Eq.9.8 :

R =Cit Yoemn | |0
=i+ )t ehpi(a) [ 1a;
=a; + thehpi(A) aj

- Zai €A, a;
=B
Comme B est également la période, on a R; < B et le systeme est bien ordonnancable.
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Procédure : filtreOrdolnst(z; = p) Procédure : filtreOrdoRem(z; # p)
throws Contradiction throws Contradiction
1: if (a(d) = —1) 1: for all (z) € link;) do
2 for all(zy € link;) do 2:  retire p de Dy
3: instancie xy a p; 3: MAJMessages(z;) ;
4:  MAJMessages(z;) ;
5:  MAJPlacement(z; = p); Algorithme 22: Retrait de la valeur p de
T

Algorithme 21: Instanciation de z; a p.

— = : Si le systeme est ordonnancable, il possede exactement 3 taches sur chaque pro-
cesseur. Dans le cas contraire, le systéme est non ordonnangable en considérant unique-
ment les temps d’exécutions C; = a;. En effet, un processeur avec deux taches signifie
quatre taches sur un autre et comme a; > B/4, Za,‘,eAJ a; > B et donc R; > B ce qui

contredit 'ordonnangabilité. De plus > a; = B pour chaque processeur puisque

S a; = mB (si on avait 3
sur un autre).

La construction précédente se fait en temps polynémial ce qui prouve que 3-PARTITION est
réductible a ’ordonnangabilité et que la GAC sur 'ordonnangabilité est NP-Dur. La complexité
de I'équation 9.8 étant inconnue, on ne sait pas pour le moment si il s’agit d’un probleme NP-
Complet. O

Notre algorithme de filtrage est deés lors basé sur une relaxation de I’arc-consistance. Pour
décrire précisément 1’algorithme, la notion de placement (section 9.1.2) est étendue & celle de
placement partiel.

a,;EAj

a; < B sur un processeur on aurait y a; > B

a,iEAj aiEAj

Définition 9.2.3 Un placement partiel est une application de a : U C T — P U {—1} telle
que :
t,elU '—>a(ti) = Dk

teT —U —a(t)=—1 (9.18)

On note ay le sous-ensemble de taches U sur lequel porte a.

Définition 9.2.4 L’extension d’un placement partiel a par laffectation d’une tache t; sur un
processeur p (x; = p) telle que t; & ay est noté a — a+ (x; = p) avec Vit € ay, a (tr) = alty)
et a (t;) = p.

Le filtrage réalise de simples raisonnements hypothétiques analogues a du forward-checking
qui suppriment les valeurs menant directement & un échec. Les algorithmes 21 et 22 synthétisent
le filtrage et s’appuient sur trois structures de données restorables au backtrack :

— le placement partiel courant a ;

— D’ensemble mes des messages qui transitent sur le réseau (mes contient des messages dont
les tAches émettrice/receptrice ne font pas encore partie de a mais dont les domaines sont
disjoints) ;

— une liste link; de taches qui échangent des données avec t; et dont la co-résidence avec t;
est établie sous peine de violer I'ordonnancabilité du réseau. Autrement dit, I'invariant
suivant est maintenu : Vxy € link;, x, = x;.

Le coeur de l'algorithme réside dans les méthodes ordo(a,b) et ordoMessages(mes, q) qui

font appel a l’algorithme 20 sur les équations 9.9 et 9.16. ordo(a, b) (resp. ordoMessages(mes, q))
établit 'ordonnangabilité de b (resp. de ¢) sachant que b (resp. ¢) est une extension de a (resp.
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Procédure : MAJPlacement(z; = p) Procédure : MAJMessages(x;) throws

throws Contradiction Contradiction
1: a1 —a+ (zi =p); 1: mesChanged «— false;
2: for all(zy € link;) do 2: for all ¢;; € mes avec D; N D; =0
3 ar — a1+ (zk =v); 3: if (lordoMessage(mes,mes U {ci;}))

4: if (lordo(a,a1)) 4 throw new Contradiction() ;

5:  throw new Contradiction(); 5. mes — mesU{ci;};

6: a <« a; 6:  mesChanged < true;

7: for all z; telle que |D;j| > 1 et p € D; do 7: if (mesChanged)

8 if (link; # 0) 8:  for all (cx € C avec ciy & mes) do

9: for all (x € link; avec k > j) do 9: if lordoMessage(mes,mes U {cki })
10: if (lordo(a,a+ (x;,zr) = p)) 10: linky, — link, U {z:};
11: retire p de Di, Dj ; 11: link; < link; U {1} ;
12:  else if (lordo(a,a + (z; = p))) 12: Dy,D; «— DN Dy;
13: retire p de Dj; 13: for all p € Dy;
14: if (lordo(a,a + (x1, k) = p))
Algorithme 23: Filtrage lié a la mise a jour 15: retire p de Dy, Dy ;

du placement partiel a sur une nouvelle

instanciation (z; = p). Algorithme 24: Filtrage lié a la mise a jour

de ’ensemble sur des messages m et des
nouvelles relations de co-résidence entre
taches (link;).

mes) dont Pordonnancabilité est connue. Leur incrémentalité s’appuie sur les deux remarques
suivantes (valables en CAN) :

— laffectation d’une tache ¢; sur un processeur p remet en question ’ordonnancabilité des
taches déja placées sur p et de priorités inférieures a t; uniquement ;

— D’envoi d’un nouveau message M, remet en question I’ordonnancabilité des messages de
priorités plus faibles et ceux de priorités plus élevées M;; telle que Cup > maz g, cip,;(a) Ok
est remise en question.

Le filtrage est 1ié & la modification du placement courant a (algorithme 23) ou la modifica-
tion de ’ensemble stir des messages (algorithme 24). Dans les deux cas, 'ordonnangabilité du
nouvel état est vérifiée (lignes 4-5 de 23 et 2-3 de 24) et les structures de données a, mes et
link; sont mises & jour. En I'absence d’échec, une étape de filtrage s’enclenche :

1. a l'ajout d’'un nouveau message dans ’ensemble mes, 'ordonnancabilité de tous les
autres messages non siirs (¢ mes) est examinée. En cas d’échec, un lien de co-résidence
est ajouté entre les taches (lignes 10 et 11) et leur ordonnangabilité conjointe sur tous
les processeurs & 'intersection de leurs domaines est évaluée (lignes 12-15) ;

2. a l’ajout d’une tache dans le placement a sur un processeur p, c’est 'ordonnancabilité
de toutes les taches non instanciées et susceptibles d’aller sur p qui est évaluée en tenant
compte de leurs liens de co-résidence (lignes 7 a 13 de 21).

Ces traitements sont appliqués en cas d’'un événement de retrait de valeur (algorithme 22)
et d’instanciation (algorithme 21). Les lignes 1, 2 et 2, 3 des algorithmes 22 et 21 assurent
notamment la propagation des liens de co-résidence connus.

Propriété 9.2.2 Les algorithmes 21 et 22 garantissent que :
— Le placement partiel a, défini par les taches instanciées, est ordonnancable.
— Toute extension de a par Uaffectation d’une tdche t; non instanciée sur un processeur p
tel que p € D; (xz; = p) est ordonnangable.
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Preuve : Une fois le point fixe de 21 et 22 atteint, 'ordonnancabilité du placement courant
a est assurée par les lignes 1-6 de 'algorithme 23 et 1-6 de 'algorithme 24 qui garantissent
I'ordonnangabilité des processeurs et du réseau. Une extension de a par z; = p peut étre non
ordonnangable pour deux raisons seulement : x; est non ordonnangable avec les taches placé
sur p (les lignes 7-13 garantissent que ce n’est pas le cas puisque p € D;); laffectation de x;
engendre un message non ordonnancable parce qu’elle est en communication avec une tache
affectée ailleurs (les lignes 8-15 préviennent cette situation) (Il

La complexité du traitement d’'un événement de propagation est dominée par le filtrage
sur les messages (lignes 8 et 13 de lalgorithme 24) et les taches (ligne 7 de l'algorithme 21).
La condition k > j de la ligne 9 garantit que chaque tache n’est testée qu'une seule fois. La
complexité est donc en O(n+cxm). Pour limiter au maximum les appels a ordo et ordoM essage
qui résolvent des équations en nombres entiers avec des parties entieres, on peut pré-calculer
des relations de dominance entre les taches et les exploiter au moment du filtrage :

Propriété 9.2.3 Six; = p; rend t; non ordonnancable, alors p peut étre éliminé du domaine
D; des taches t; telles que prio; < prio; NCy; > Cy NT; < Tj.

Propriété 9.2.4 Si x; = py rend la tache t, non ordonnancable, alors py peut étre éliminé du
domaine D; des taches t; telles que prio; > prioy AC; > C; NT; < Tj.

Preuve : Les preuves de ces deux regles de dominance sont immédiates par récurrence sur
la valeur de R;‘f ou RF A chaque itération k de I’algorithme du point fixe. O

Pour utiliser ce filtrage dans un cadre de backtrack intelligent tous les retraits de va-
leurs et instanciations effectués doivent étre expliqués. Ce sont les mémes explications que
précédemment & la seule différence qu’elles ne sont pas minimisées par XPLAIN, étant calculées
a la volée. On notera que cette approche réalise des inférences, absents de I’approche par
décomposition, en établissant et testant ’ordonnancgabilité conjointe des taches qui génerent
des messages non ordonnancables.

Le filtrage introduit reste tres simple (mais déja relativement cotiteux par la résolution des
équations du type 9.17) et passe a c6té de déductions qui pourraient énormément améliorer la
résolution. Nous en donnons ici un exemple :

Exemple 17 Filtrage Ordonnangabilité

Soit un systeme de 5 taches, 7 = {t1,...,t5} et deux processeurs P =
{p1,p2}. Imaginons que tous les triplets de taches (10 triplets existent) soit non-
ordonnangables. L’affectation de 5 taches sur 2 processeurs impose que trois
d’entre elles au moins soient finalement regroupées ce qui est impossible et I’ap-
proche décrite doit brancher sur deux taches pour détecter l’inconsistance.

L’exemple précédent nous suggere des pistes d’amélioration du filtrage abordé dans la
section suivante.

9.2.2.3 Filtrage avancé

Le probleme peut se voir comme un probleme d’affectation dans un graphe biparti des
taches et processeurs (voir figure 9.5). L’ordonnancabilité impose que certains ensembles d’arcs
entrants au niveau des processeurs ne soient pas pris simultanément. Par ailleurs, ces ensembles
ne sont pas connus a priori, leur nombre étant potentiellement exponentiel. On peut ainsi voir
la contrainte comme un probléme de coloration dans un hyper-graphe H = (F, ..., E.) (une
famille de parties de 7 telle que E; & E;) pour lequel chaque noeud est associé & une tache
et chaque hyper-arc E; a un ensemble incompatible de taches au sens des équations d’ordon-
nancabilité. Une condition nécessaire et suffisante d’ordonnancabilité est donc de savoir si il
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existe ou non une m-coloration de H (la couleur représente le processeur affecté a chaque
tache). Or il y a en plus un nombre exponentiel de sous-ensembles de taches incompatibles 7.
Néanmoins, I’exemple 17 montre que 'estimation du nombre maximal de taches (ub; sur la fi-
gure 9.5) ordonnangables sur chaque processeur p; pourrait apporter un filtrage supplémentaire
précieux.

Fi1a. 9.5: Représentation du probléeme d’ordonnancgabilité comme un probleme d’affec-
tation des taches sur les processeurs.

La connaissance des ub; permettrait d’obtenir le filtrage d’une contrainte de global cardi-
nality (gcc) représentée par le flot de la figure 9.5. On aurait ainsi un modele redondant du

type :

gec({zr, ..y xnt, {[0,ubs], ..., [0, ubn]})
VO <p<m uby=marsciyer, p;|>1}(|S] 0rdo(S)) + [{zs, xi = p}|

La contrainte maxgc (¢,e7,|p,|>1} (|S], ordo(S)) fait référence & un probleme de stable maxi-
mum dans 'hyper-graphe H des ensembles incompatibles de taches non instanciées. Néanmoins,
une borne supérieure de la cardinalité de ce stable pourrait déja améliorer la prise en compte
de I'ordonnancabilité.

9.3 Evaluation expérimentale

9.3.1 Jeux de données

Pour les problemes de placement, il n’existe pas de benchmark au sein de la communauté
temps réel. En général, les expérimentations sont menées sur des exemples didactiques [TBW92,
AH98] ou a partir d'un générateur aléatoire de configurations [Ric02, Ram90, MBD9S8]. Nous
avons choisi cette derniere solution. Les parametres d’entrée du générateur sont :

— n,m,mes : le nombre de taches, de processeurs (par la suite : n = 40 et m = 7) et de

messages ;

— Jogiobar : le pourcentage sur le facteur global d’utilisation ;

"C’est aussi l'intérét de la procédure de génération dynamique de contraintes (de la section
précédente) qui peut aboutir & la solution sans avoir & énumérer toutes ces coupes.
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Alloc. | %omem  %ores  Toco—res Toewe Sched. | %giobal Mes. | mes/n Yomsize
1 80 0 0 0 1 40 1 0.5 40
2 40 15 15 15 2 60 2 0.5 70
3 30 25 25 25 3 75 3 0.75 70
4 15 35 35 35 4 90 4 0.875 150

TAB. 9.3: Classes de dureté

— %mem : la surcapacité mémoire ;

— %yes : le pourcentage de taches ayant une contrainte de résidence;

— %eo_res : le pourcentage de taches ayant une contrainte de co-résidence ;

— %exe : le pourcentage de tiches ayant une contrainte d’exclusion ;

— Qomsize : la taille des messages est évaluée comme un pourcentage des périodes des taches
émettrices/réceptrices.

Les périodes des taches ainsi que les priorités sont obtenues de facon aléatoire. Les temps
d’exécution sont tirés aléatoirement et réévalués pour que Z?=1 WC}# = m%giobal- Le besoin
mémoire d’'une tache est proportionnel a son pire temps d’exécution. Les capacités mémoires
des processeurs sont obtenues aléatoirement et respectent Y -, ik = (1 + %omem) Doy M-
Pour des raisons de simplicité, on se limite & des communications linéaires (le graphe de com-

munication est réduit & un arbre).

Pour pouvoir caractériser nos expérimentations et cerner la transition de phase du probleme,
nous avons défini plusieurs catégories d’instances dépendant de la dureté respective de I’allo-
cation et de 'ordonnancement. Des notes de 1 a 3 qualifient cette difficulté. La dureté de
lordonnancement est évaluée sur le facteur global d’utilisation, %gi0bar, qui varie de 40 & 90 %.
Celle du placement est basée sur le nombre des taches incluses dans des contraintes de résidence,
co-résidence et exclusion (Y%pes, %co—res €t Yexc). La surcapacité mémoire, Y%mem, allouée a
I'ensemble des processeurs entre aussi en jeu (une tres faible surcapacité conduit a résoudre un
probléme de packing qui peut devenir difficile). Enfin, les ratios mes/n et %msize caractérisent
la dureté du réseau. Le tableau 9.3 résume ces catégories. Les problemes sont ensuite décrits
par un quadruplet W-X-Y-Z qui désigne un probléeme avec les paramétres mémoire de la classe
W, allocation de la classe X, ordonnancabilité de la classe Y et messages de la classe Z.

Huit catégories seront considérées par la suite avec cent instances par catégorie soit un jeu
de tests constitué de huit cents instances au total.

9.3.2 Résultats

Deux approches sont comparées sur ces données :

— Benders : 'approche fondée sur le calcul d’explications et la décomposition de I’allocation
et Pordonnangabilité (décrite section 9.2.1) ;
— CP : Vapproche par programmation par contraintes pures (décrite section 9.2.2) ;

EXPL et CP sont mises en oeuvre en backjumping. Le but n’est pas d’évaluer, I'intérét du
backjumping pour ce probléme, mais 'intérét de ’approche par décomposition et calcul d’ex-
plications. Nous présentons dans un premier temps, les meilleurs résultats (obtenus avec I
introduite au chapitre 6) pour les approches CP et Benders. Nous étudions également le com-
portement de Benders en détail. Dans un deuxiéme temps, nous examinons sur le méme jeu
d’instances les résultats obtenus par les différentes heuristiques. Enfin, le comportement des
algorithmes pour des systemes de tailles supérieures est analysé.
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9.3.2.1 Meilleurs résultats

Le tableau 9.4 synthétise les résultats par pourcentage d’instances résolues (%Suc), nombre
d’instances consistantes (NbC), temps de résolution en secondes (Tps(s)), nombre de nceuds
explorés (Neeud), nombre d’itérations (Iter), nombre de coupes extraites en distinguant les
notAllEqual (Noe) et le nombre de combinaisons linéaires (Comb). Les valeurs moyennes de ces
données sont présentées sur les instances résolues (solution trouvée ou preuve d’inconsistance
effectuée) parmi 100 instances par catégorie dans une limite de temps de 10 minutes.

Benders (Ig) CP (Ir)

%Suc  NbC  Tps(s)  Neeud Iter Noe Cut %Suc  NbC  Tps(s) Noeud
1-1-3-1 99 99 5,6 3105,9 107,5  482,5 NA 99 99 3,8 1685,3
1-2-2-3 99 76 15,5 7227,4 629,6 192,8 1853,2 100 76 5,1 1085,8
2-2-2-1 100 56 0,4 370,6 19,9 79,7 NA 100 56 5,3 1985,9
2-2-2-2 100 70 0,3 282,7 17,2 48,5 12,5 100 70 0,3 36,6
2:2.2-3 | 92 70 28,2 10276,8 662 2622 17849 | 95 73 13,3  4323,3
2-2-3-1 90 30 8,3 3267,8 30,1 154,2 NA 90 30 10,4 4059,8
2.3-2.1 | 100 19 0,4 1726 68 37,3  NA 100 19 0,3 9,2
3-2-2-1 | 99 57 1,4 960,2 39,6 1432  NA 99 57 1,4 458,1

TAB. 9.4: Valeurs moyennes des données obtenues sur la résolution. Seules les instances
résolues parmi 100 instances par catégorie dans une limite de temps de 10 minutes (par
instance) sont considérées.

Le tableau 9.5 détaille les valeurs moyennes, médianes, minimales et maximales des temps
de résolution.

Benders (Ig) CP (Ir)
%Suc Tps(s) %Suc Tps(s)

Moy Med Min Max Moy Med Min Max
1-1-3-1 99 56 2,8 0,27 60,6 99 3,8 0,45 0,3 786
1-2-2-3 99 155 2,6 0,19 5198 100 5,1 0,58 0,23 336,2
2-2-2-1 100 0,4 0,27 0,17 4,2 100 53 034 023 3149
2-2-2-2 100 0,3 0,29 0 2,6 100 0,3 0,31 0 4,1
2-2-2-3 92 28,2 4,7 0 386,9 95 13,3 0,73 0 403,4
2-2-3-1 9 83 0,25 017 344 90 104 0,36 0 375
2-3-2-1 100 04 0,26 0,17 6,5 100 0,3 0,37 0 1,9
3-2-2-1 99 1,4 0,32 0,17 15 99 1,4 0,33 0,23 91,2

TaB. 9.5: Valeurs moyennes, médianes, minimales et maximales des temps de résolution
sur les instances résolues parmi 100 instances dans une limite de temps de 10 minutes
(par instance) pour chaque catégorie.

Ces résultats montrent que lapproche par décomposition est trés compétitive (97,3 %
d’instances résolues) avec 'approche CP classique représentée ici par la contrainte globale
d’ordonnangabilité (97,8 % d’instances résolues). Les valeurs minimales et médianes des temps
de résolution montrent que Benders peut souvent s’avérer plus rapide dans le meilleur des cas
(sauf quand la contrainte peut prouver l'inconsistance au nceud racine ce qui se produit sur une
instance au moins quand les valeurs minimales sont & zéro pour CP). Ainsi, quand le probléme
d’ordonnangabilité est facile (cas de la catégorie 2-2-2-1 ou le temps moyen de Benders est
significativement plus faible que CP), CP s’embarrasse de la résolution cotiteuse des équations
d’ordonnancabilité sans obtenir de réduction significative de ’espace de recherche et Benders
est des lors plus rapide. On peut ainsi générer des classes de problemes ou la décomposition
sera un choix judicieux par rapport au filtrage. Enfin le nombre de noeuds de CP est nettement



124 CHAPITRE 9. PLACEMENT DE TACHES TEMPS REEL

Temps en sec.
Nb Contraintes

1 51 101

F1G. 9.6: Détail d’exécution comprenant le temps de résolution ainsi qu’une moyenne
glissante (pas de 10) du nombre de coupes extraites a chaque itération (en pointillés).
(310 itérations, 1192 NotAllEqual, 75 différences en partie reformulée en 12 alldifferent,
pres de 7 min. de résolution pour obtenir une solution)

plus faible puisque Benders demande une phase d’exploration plus longue pour extraire des
coupes permettant de converger.

Une instance particuliere est détaillée figure 9.6%. On peut observer 1’évolution du temps
de résolution et du nombre de contraintes apprises a chaque itération. L’apprentissage est tres
rapide grace a l'incrémentalité de la résolution qui adapte la solution courante. La solution
pivote (zone a-b) dans un voisinage restreint et le nombre de coupes extraites décroit jusqu’a
la formulation d’un probléeme dur de satisfaction (point b) qui oblige le probleme maitre &
changer radicalement de région de l’espace pour fournir une solution faisable. Le processus
recommence alors avec un apprentissage a nouveau tres rapide (b-¢,c-d, ...).

9.3.2.2 Comparaison des heuristiques

La table 9.6 donne les pourcentages de réussite de chaque heuristique. I et I5 sont les
heuristiques introduites section 6 et Learn est I'’heuristique présentée a la section 9.2.1.4 qui
représente une forme d’impact limité & 'ordonnancabilité. Ir et I utilisent une procédure
de restart (espace de recherche initial égal & 10 x n et multiplié par 1,5 a chaque restart)
et d’initialisation (propagation de chaque valeur de chaque variable). La procédure de restart
reprend & chaque itération pour Benders puisque le probleme évolue avec ’ajout de coupes.

I et Ir obtiennent les meilleures performances avec un léger avantage pour Ir. Les va-
leurs moyennes, médianes, minimales et maximales pour toutes les heuristiques et sur toutes
les données utiles pour comprendre la résolution en distinguant les problemes consistants et
inconsistants sont données en annexe B.

9.3.2.3 Passage a ’échelle

La taille des systemes évalués (n = 40, m = 7) correspond a l'ordre de grandeur des systémes
réels traités dans les systemes embarqués. [RRCO03] présente ainsi un cas d’étude sur un systeme
réel de 24 taches et 5 processeurs identiques. La figure 9.7 permet d’analyser la robustesse de
notre approche sur des systémes de plus grandes tailles. La méthode CP est utilisée pour cette
étude. De nouveau, seules les données sur les instances résolues en moins de 10 minutes sont

811 s’agit ici d’une résolution avec DBTpour le maitre
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Benders CP
Is Ir Learn Mindom Is Ip Mindom
1-1-3-1 92 99 75 67 96 99 86
1-2-2-3 93 99 81 43 97 100 73
2-2-2-1 100 100 95 90 100 100 90
2-2-2-2 100 100 100 95 100 100 94
2-2-2-3 85 92 69 43 94 95 75
2-2-3-1 73 90 38 43 85 920 72
2-3-2-1 100 100 91 81 100 100 90
3-2-2-1 99 99 82 85 100 99 87
Moy | 92,75 97,375 78,875 68,375 96,5 97,875 83,375

TAB. 9.6: Pourcentage d’instances résolues dans une limite de temps de 10 minutes
(par instance) pour différentes heuristiques

prises en compte mais seulement 5% des instances ne sont pas résolues au pic (6 processeurs
et 80 taches). Cent instances sont considérées pour chaque point.

Moyenne des temps fonction du nombre de taches et de processeurs

25

Temps (ms)

Taches

Processeurs

F1a. 9.7: Moyenne des temps de résolutions obtenues en faisant varier le nombre de
processeurs et le nombre de taches pour la catégorie 2-2-2-2.

Les résultats avec Benders présentent le méme profil avec des temps moyens deux fois plus
élevés. Ces résultats montrent que la méthode est parfaitement applicable dans 1’état actuel
aux échelles des systemes industriels.

9.4 Conclusion

Nous avons proposé différentes approches compléetes pour un probleme dont la résolution
optimale a été peu étudié jusqu’a présent. Un cadre original de décomposition fondé sur le
calcul des explications a été mis en place de maniere a intégrer les problématiques temps-réel
d’ordonnancabilité dans une approche PPC. L’approche constitue ainsi un cas particulier de
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la décomposition de Benders présentée au chapitre 8 en illustrant aussi les idées du chapitre 6
sur les heuristiques de recherche.

L’originalité du branch and check mis en ceuvre est de repousser la prise en compte de
contraintes délicates et cotiteuses pour le solveur et d’éviter leurs résolutions répétées en conser-
vant une coupe de Benders que le probleme maitre peut par ailleurs traiter beaucoup plus
efficacement. La complexité non polynomiale de I'algorithme de résolution pour ces équations
justifie ainsi 'approche.

Les efforts pour mettre en ceuvre un filtrage incrémental et efficace basé sur les équations
d’ordonnangabilité ont finalement permis de surpasser la décomposition sur le jeu de tests
envisagé. Il semble donc que ces équations a parties entieres soient suffisamment faciles a
résoudre pour intégrer leur traitement a tout nceud de ’arbre de recherche. Ce constat n’était
pas évident a l'origine et les résultats montrent que la décomposition est tres compétitive et
pourrait devenir plus efficace avec des analyses d’ordonnancabilité de plus en plus complexes.

Ces résultats ont été publiés dans [CHDT04].



Chapitre 10

Le MOSP (Minimum Open
Stack Problem)

Cette application illustre les idées du chapitre 7 en proposant une approche reposant
entierement sur le calcul de nogoods généralisés et leur stockage dans une forme simple d’au-
tomate. Ce travail est également le résultat de discussions avec Nicolas Beldiceanu et d’une
collaboration avec Thierry Benoist. Le probleme est introduit section 10.1, les sections 10.2, 10.3
décrivent respectivement des approches basées d’une part sur I’enregistrement de nogoods et
le maintien d’explications, d’autre part sur des raisonnements de filtrage adaptés au probleme.
Les résultats expérimentaux sont finalement présentés section 10.4.

10.1 Description du probleme

Le probleme du Minimum Open Stack (MOSP) est un probléme d’ordonnancement qui
met en jeu un ensemble de produits P et un ensemble de commandes C. Une commande est
constituée d’un sous-ensemble de P et son traitement demande la mobilisation d’une ressource
(ou d’'un stack). Quand le premier produit d’une commande est mis en production, une res-
source est mobilisée et la commande est dite ouverte. Quand tous les produits requis par une
commande ont été fabriqués, la commande est dite fermée et la ressource est libérée. Un seul
produit est fabriqué a chaque instant et 'objectif est de déterminer un ordre de production
des produits qui minimise le nombre maximal de ressources ou stack ouvertes simultanément
au cours de la production. Une solution du MOSP est donc la donnée d’un ordre total sur les
produits décrivant la séquence de production. La table 10.1 présente une instance du probleme
et sa solution optimale.

Instance Solution
P P P3s Pb Ps Ps|PL P P Pb P3 Ps| PP P P Pr P3 Ps
c1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 - - - - 1 1
cc 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 - 1 - - - -
c3 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 -
c4 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 - - -
cs 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 - - 1 1 1 1

TAB. 10.1: Une instance du MOSP (6x5), sa solution optimale de valeur 3 représentée
par la séquence de production et par les plages d’exécution des commandes

Ce probleme est équivalent au probléme de la largeur de chemin d’un graphe (path-width
problem) ou celui de la séparation des sommets (vertex separation problem).
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10.1.1 Modele mathématique

Les notations suivantes seront utilisées par la suite :

— P est 'ensemble des m produits disponibles

— C est 'ensemble des n commandes.

— P(c) est ensemble des produits constituant la commande c;

— C(p) est 'ensemble des commandes qui utilisent le produit p. Une extension naturelle de
cette derniére notation est utilisée pour des ensembles de produits de sorte que C(sp)
désigne ’ensemble des commandes qui utilisent au moins un produit de sp;

— OK(S) correspond & I’ensemble des commandes ouvertes par la mise en production de
I'ensemble S C K de produits : O¥(S) = |C(S)NC(K —S)|. O(S) est un raccourci pour
O”(8);

— f(S) est le nombre minimal de ressources nécessaires pour compléter un ensemble S de
produits et f4(S) est le nombre minimal de ressources nécessaires au traitement de S
sous ’hypothese d'un ensemble A de commandes ouvertes initialement ;

— p; indique le produit affecté a la position j dans la séquence;

— open; donne le nombre de commandes ouvertes & l'instant j (i.e. & la position j de la
séquence).

— enfin, D27 indique le domaine originel de = et D, son domaine courant.

Sur la base de ces notations, on peut donner un modele mathématique du probléeme :

min( max;<,, open;) s.t.
VO<j<m, p;e€[l.m]
VO<j<m, open;e€[l.n] (10.1)
alldifferent({p1,...,pm})
opens = [C({pt,- 53 }) 0 C{pis - 5}

10.1.2 Résultats connus

Nous présentons a présent succinctement quelques éléments importants pour la résolution
efficace du MOSP.

10.1.2.1 Pré-traitement

Propriété 10.1.1 Tous les produits p pour lesquels Jp C(p) C C(p') peuvent étre retirés sans
changer la valeur optimale du probleme. On dira que p est dominé par p .

Preuve : On peut en effet résoudre le probleme sans les produits dominés p et insérer ces
derniers dans la solution optimale a coté des produits p/ sans changer le nombre maximal de
commandes ouvertes. ]

Ce pré-traitement est tres utile et peut également étre appliqué dynamiquement pendant
la recherche dans le cadre d’une énumération chronologique : si S est ’ensemble courant des
produits chronologiquement affectés jusqu’a l'instant ¢, on peut alors insérer immédiatement
apres S, les produits p tels que C(p) C O(S) sans modifier la valeur optimale.

10.1.2.2 Bornes inférieures

Les bornes inférieures sont souvent basées sur le graphe de co-demande G qui est défini
dans la littérature par [BYS04]. Les noeuds de G sont associés & des commandes et un arc
(i,7) est présent si et seulement si les commandes i et j partagent au moins un produit. De
nombreuses bornes inférieures peuvent étre définies sur ce graphe. Nous avons retenu les trois
bornes suivantes :

— le degré minimum + 1 de G;
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— la taille de la clique maximum dans G (obtenue avec l’algorithme de Bron et Kerbosh
[BK73)):

— la taille de la clique obtenue dans un mineur de G [BYS04] par contraction d’arcs.

La dernieére borne apparait comme la plus puissante dans nos expérimentations, parti-
culierement avec une bonne heuristique de contraction d’arcs sélectionnant les nceuds parmi
ceux de degré minimal pour produire une clique au plus t6t dans la procédure de contraction.

Ces bornes peuvent aussi étre utilisées dynamiquement pendant la recherche sur le probleme
restreint & P— .S en prenant en compte les commandes ouvertes a l'instant courant. Inspirée par
[GS05], la borne inférieure suivante s’est révélée tres intéressante : soit G’ la version orientée
du graphe de co-demande (les arcs (c1, c2) et (cg, ¢1) existent tous les deux). Soit dg,(c) le degré
sortant du nceud ¢ dans G'. G’ est défini de la maniere suivante : G’ = (V, E — {(c1,¢2)|ce €
C(S)}), c’est a dire tous les arcs pointant vers des commandes ouvertes ont été retirés.

Propriété 10.1.2 Le nombre minimum de ressources requises pour l’ensemble P — S de pro-
duits est au moins de :

(P — 8) = mincec(p-s)(|0(S) Ue| +dg, ) (10.2)

Preuve : Si c est la premieére commande fermée, alors, avant de fermer ¢, toutes les commandes
adjacentes & ¢ (les destinations des arcs sortants de ¢) seront ouvertes. ¢ étant la premiere
commande fermée, aucune de ces commandes adjacentes ne peut étre fermée avant c, pas plus
que les commandes de cUO(S). Ces deux ensembles étant disjoints puisque aucune commande
de ¢ U O(S) n’est adjacente a ¢ (par définition de G’), la somme de leur taille est une borne
inférieure du nombre de ressources ouvertes simultanément. O

10.1.2.3 Techniques de résolution

Un grand nombre d’approches ont été proposées pour résoudre ce probleme au cours du
challenge de modélisation d’IJCAI 2005 [SGO05]. L’une d’entre elles, parmi les plus efficaces,
identifiée par [GS05] et [Ben05] est basée sur la programmation dynamique : on considére un
ensemble S de produits qui ont été placés chronologiquement jusqu’a l'instant ¢ depuis le début
de la séquence (|S| =t et les produits de S sont positionnés depuis l'instant 0 jusqu’a I'instant
t—1). On peut remarquer que fO(5) (P —8) reste identique quelle que soit la permutation de S.
En effet, le probleme P — S est uniquement relié au probleme P par I’ensemble de commandes
actives & U'instant ¢ : O(S) qui ne dépend pas d’un ordre particulier de S (une commande c est
en effet ouverte si P(c)NS # @ et P(c)N(P—S) # @). Cette observation permet d’obtenir une
formulation assez naturelle du probleme en programmation dynamique et la fonction objectif
peut s’écrire récursivement! de la maniére suivante :

f(P) = minjep(maz(f(P —{j}),|0P —{j})]) (10.3)

I’énorme avantage de cette approche est de passer d’un espace de recherche de taille m!
a un espace de taille 2™ puisqu’on limite I’exploration aux sous-ensembles de P. Du point
de vue de la programmation par contraintes, si S est un nogood, c’est a dire un ensemble de
produits dont I'infaisabilité a été démontrée (par rapport & la borne supérieure courante), toute
permutation de S conduit au méme sous-probleme infaisable P — S. L’enregistrement de ces
nogoods pendant une énumération chronologique de la séquence de production conduit a un
méme espace de recherche en 2™. Les deux approches sont donc équivalentes dans la mesure ou
elles travaillent sur le méme espace de recherche (mais different en terme d’implémentation).

On reviendra section 10.3.1 sur les différents modeles contraintes du probléeme. On peut
mentionner également les différents travaux suivants :

'On considere que si |P| =1 tel que P = {p} alors f({p}) = |C(p)|.
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— [Pes05] s’appuie sur le graphe de co-demande et résout un probléme de coloration sous
contraintes;
— [WPO05] propose d’énumérer les ordres possibles d’élimination des commandes au lieu
d’énumérer les permutations des produits. Cette approche originale se révele tres efficace.
Aucune des approches proposées durant le challenge IJCAI 05 n’a mis en ceuvre des tech-
niques rétrospectives (backtrack intelligent ou s’appuyant sur un calcul d’explications d’échecs).
Nous souhaitons montrer que le MOSP est un bon candidat pour de telles approches parce
qu’il s’agit d’un probléeme structuré. Le nombre minimal de ressources est en effet souvent relié
a de petits ensembles de produits.

10.2 Résolution : une approche fondée sur le calcul des
explications

Cette section met en ceuvre les idées du chapitre 7 dans le cadre du MOSP. Nous présenterons
dans un premier temps I’approche d’enregistrements de nogoods simples dans un cadre algo-
rithmique précis de maniéere a pouvoir 1’étendre pour intégrer le calcul de nogoods généralisés
et d’explications (section 10.2.1) . Les idées générales de I’approche seront présentées & l'aide
d’exemples concrets (section 10.2.2) avant de passer & une définition formelle et algorithmique
de deux approches exploitant des raisonnements de généralisation des échecs (section 10.2.3) .

10.2.1 Enregistrement de nogoods simples

L’approche par enregistrement de nogoods est simplement basée sur une énumération chro-
nologique des p; de p; & p,,. L’algorithme 25 prend en entrée une séquence partielle de produits
et essaye de ’étendre a une séquence complete :

— si la séquence n’est pas encore complete (ligne 1), 'algorithme branche sur chaque produit

restant de p; (1. 2);

— une étape de filtrage (1. 7) est appliquée. Ici, seul D, ; est filtré par rapport & la borne

supérieure ub (la valeur de la meilleure solution trouvée jusqu’a présent) ;

— si aucune contradiction n’est levée, ’énumération continue (appel récursif 1. 8);

— une fois que la séquence py, ..., p; est prouvée infaisable, elle est stockée en mémoire (1.

10) de maniere & interdire toutes ses permutations dans la recherche future.

— laligne 12 enclenche le backtrack une fois que le domaine de p; a été vidé par la recherche

ou apres la découverte d’une nouvelle solution (1. 11) pour prouver son optimalité.

Notons que [SLO5] souligne cette idée tout en optant finalement pour un autre schéma
de branchement. Le calcul de bornes inférieures et 1'utilisation des regles de dominance sur
les produits pourraient étre introduits en étendant la fonction filtre appelée ligne 7. Une
heuristique sur 'ordre d’énumération s’inscrirait ligne 2.

10.2.2 1Idées générales : généraliser les échecs

En introduisant I'enregistrement de nogoods au chapitre 7, nous avons souligné la nécessité
de calculer des nogoods qui contiennent la classe d’affectations la plus large possible de 1’es-
pace de recherche futur. Examinons donc comment généraliser les échecs rencontrés par 'ap-
proche précédente. A partir d’'un nogood S, on cherche a concevoir toute une classe de nogoods
équivalents en exploitant certaines propriétés du probleme. Nous avons exploré deux types de
généralisation :

— calculer des sous-ensembles de S qui demeurent des nogoods en identifiant des conditions

d’échecs plus précises;

— calculer des ensembles de nogoods équivalents a S en ezpliquant la preuve réalisée par le

solveur pendant la recherche.
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procédure : NogoodRecMOSP ({p1,...,pi—1}) throws Contradiction

ift—1#mdo
for all i € Dy,
Pt 1
Vk > t, retire ¢ de Dy, ;
S—Ap1,...,pt};
try
filtre(S,pe+1) ;
NogoodRecMOSP(S) ;
catch (Contradiction c)
10: ajouter le nogood {p1,...,pt};
11: else enregistre la nouvelle solution et met a jour ub;
12: throw new Contradiction() ;

®

Algorithme 25: Schéma d’enregistrement de nogood simple

procédure : filtre(S = {p1,...,pt}, pe+1) throws Contradiction

for all i € Dy, , do
if |OF(S)UC(i)] > ub ou SU {i} est un nogood then

retire ¢ de Dy, ;

Algorithme 26: Filtrage simple de l'instant t+1

10.2.2.1 Réduire la taille des nogoods

L’idée est de répondre & la question suivante : dés lors que fO5) (P —S) > ub est établie,
quelles sont les conditions sur S sous lesquelles celte preuve reste correcte ?

Comme la valeur optimale fO(%) (P — §) dépend de P — S et O(S), retirer un produit de
S qui ne fait pas décroitre O(S) fournit un nouveau nogood valable. L’ajout de ce produit a
P — S ne peut en effet que faire croitre fO(5)(P — §). On peut donc chercher & calculer des
sous-ensembles minimaux de S qui conservent O(.5).

Exemple 18 Calculs de nogoods pour le MOSP

Examinons le tableau 10.2. S = {Py, P», P5, Py, Ps} est un nogood. Py, P; et
P5 peuvent étre retirés sans changer O(S) de telle sorte que {Py, Ps} est aussi un
nogood. Dans ce cas, les commandes déja fermées impliquent des produits qui ne
sont pas nécessaires a 1’échec.

PiP,P3PyPs | O(S)
c1 10010 1
c2| 01100 0
cs| 00101 1
c4 11000 0
cs| 00010 1
c | 00001 1

TaB. 10.2: Exemple : calculs de nogoods pour le MOSP
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Le calcul, pendant la recherche, de I’ensemble coupable de commandes (un sous-ensemble
de O(S)) qui soit suffisant pour valider la preuve fO(5) (P — S) > ub releve d’un calcul d’expli-
cations (voir la section suivante). Dans l’exemple précédent, en imaginant que les commandes
1, 3 et 6 soient suffisantes pour obtenir le nogood {Pi, P2, P3, Py, P5}, on pourrait en déduire
que { Py, Ps} est également un nogood.

10.2.2.2 Calculer des nogoods équivalents

La question centrale devient a présent : dés lors que fo(s)(P —8) > ub est établie, quelles
sont les conditions sur P — S sous lesquelles cette preuve reste correcte ¢ Peut-on a partir de
ces conditions, construire des ensembles plus larges de nogoods ?

Ce probleme est rattaché aux explications. Au lieu de calculer des conditions S sur S qui
peuvent étre vues comme les décisions prises jusqu’a présent, on peut calculer des conditions Sy
sur P— .S qui peuvent se voir comme des contraintes originelles du probléme. Une contradiction
sera donc justifiée logiquement par S7 U .So mais on peut se contenter de conserver Sy comme
explication car S7 peut toujours étre recalculé au moment de 1’échec (contrairement & So)
et disparait de toute fagon par résolution. Une explication sera donc définie de la maniere
suivante :

Définition 10.2.1 Soit S = p1,...,pj—1 une séquence de produils et S = pi,... ,pj une
séquence qui étend S avec p; = i. Une explication du retrait de la valeur i de p;, expl(p; # i)
est définie par un ensemble e, e C P — S tel que |0S9¢(S)UC(i)| > ub ou fO5 ) (e—{i}) > ub
(en d’autre termes, le probléme réduit a e est infaisable).

Tous les mécanismes de filtrage doivent étre expliqués. Dans le cas tres simple de 'al-
gorithme 26, la valeur 7 peut étre éliminée de D, si open; est incompatible avec la borne
supérieure courante ub. Une explication est donc seulement un sous-ensemble des produits
restants qui conserve ouvertes les commandes ouvertes & Iinstant j. Si S = {po,..,pj—1},
e = expl(p; # i) est dans ce cas définie comme :

|05V (YU C(i)] > ub

Comme openj_, est compatible avec ub, une fois que S est prouvé infaisable (a la fois par
recherche et par filtrage), expl(p;—1 # k) = UveDmg(pj) expl(p; # v).

Exemple 19 Calculs d’explications pour le MOSP

Considérons le tableau 10.3. S = {P;, P2}, P — S = {Ps, Py, P5, Ps, Pr},
O(S) = {ca,c3,¢4}. A Tétape 1, la borne supérieure vaut 4 and ps # P> & cause
de fOS)({Ps, Py, Ps, Ps, Pr}) > 4. C'est cependant toujours vrai tant que O(S)
reste inchangé, donc pour {Ps, Ps, Ps} ou { Py, Ps, Ps}. Toutes les valeurs v de p3
sont retirées par filtrage et { Py, Ps, Ps} est enregistré pour chaque expl(ps # v)
de telle sorte que expl(ps # P2) = { Py, Ps, Ps}. A I’étape suivante, I’énumération
essaye po = P et une explication telle que { Py, Ps, Ps} ou { P2, Ps, P} est calculée.
Le premier ensemble méne & expl(ps # { P2, P3}) = {P4, Ps, Ps} et le processus
continue.

En cas de filtrage dt & un nogood N, une explication expl(N), a déja été enregistrée. Une
contradiction levée par la borne inférieure doit aussi étre expliquée en identifiant un sous-
graphe de G qui déclenche I’échec de Ib(P — S). De nombreux ensembles de produits peuvent
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Exemple 1 Exemple 2
Etape 1 Etape 2
PPy | O(S) | PsPyPsPsPr || PiPs | O(S) | PaP1PsPsPr PiP,P; | O(S) | Py...
ct |00 0 10011 01 1 00011 c1 100 1 1
c2 | 01 1 00010 00 0 10010 c2| 011 0 0
c3 |10 1 11000 11 1 01000 cs3 101 0 0..
ca | 11 1 00100 10 1 10100 c4 | 010 1 0
cs | 00 0 01101 00 0 01101 cs | 001 1 1
c | 000 0 1

TAB. 10.3: Exemple : calculs d’explications pour le MOSP

étre a l'origine du méme graphe puisque plusieurs produits sont généralement associés a un arc
de G'.

A chaque séquence infaisable S, en expliquant la preuve faite sur P — S, on peut dans
un premier temps incriminer un sous-ensemble de OF(S) qui permettrait de calculer un sous-
ensemble de S plus précis menant & la méme contradiction (et donc, un point de backtrack
plus pertinent). Deuxiémement, Pexplication fournit aussi un moyen de généraliser encore ce
nogood en exploitant les produits qui ne sont pas impliqués dans I’explication.

Exemple 20 Calculs de nogoods équivalents

Sur le deuxiéme exemple de la table 10.3, P, peut étre échangé avec {P;, P3}
si Py n’est pas nécessaire & prouver que {Py, Py, P3} est un nogood. {Py, P2} est
donc aussi un nogood.

Les explications sont reliées a 'idée que I'indépendance et la redondance des produits dans
P peuvent étre a ’origine de petits sous-ensembles de P qui possedent la méme valeur optimale.
Les explications cherchent a tirer parti de ces structures dynamiquement pendant la recherche.

10.2.3 Nogoods généralisés

Un nogood traditionnel est défini comme une affectation partielle qui ne peut pas étre
étendue & une solution (chapitres 3 et 7). Un tel nogood devient inutile dés que I'un de ses sous-
ensembles devient un nogood. Cependant, ce n’est pas vrai dans le cas des mogoods présentés
ci-dessus pour le MOSP. Le nogood {Py, Ps, Py} est un sous-ensemble de {Py, Py, P3, P,} mais
n’interdit pas la séquence {P;, Ps, Py, P4} de telle sorte que le nogood {Pi, Ps, P5, Py} reste
utile. Un nogood pour le MOSP est en effet défini comme une séquence de produits qui interdit
de commencer la séquence de production par n’importe laquelle de ses permutations.

Cette remarque suggere que la taille n’est pas ici un bon critere de pertinence des nogoods.
On note P(S5), Pensemble de tous les sous-ensembles de S. Les nogoods considérés par notre
approche sont définis de la maniere suivante :

Définition 10.2.2 Un nogood généralisé N est défini par une paire d’ensembles disjoints de
produits, (R, T) (root et tail), qui interdisent de commencer la séquence de production par une
permutation d’un ensemble appartenant ¢ {RUT;, T, € P(T)}.

Cette définition fournit un moyen de factoriser un nombre exponentiel de nogoods (& travers
les ensembles root et tail). En ce sens, ils sont analogues aux nogoods généralisés dans un cadre
générique introduits section 7.1.1.
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La propriété suivante est utilisée pour caractériser les nogoods généralisés valides lorsque
I’algorithme est confronté a une séquence de production infaisable.

Propriété 10.2.1 Si S est une séquence infaisable de produits et expl(S) C P — S une expli-
cation de cette situation. Le nogood généralisé (R, T) tel que,

- (RUT)Nexpl(S) =10,

_ OSUEJ)pl(S)(S) C O(R),
est un nogood généralisé valide.

Preuve : Comme S est un nogood, fO5) (P — S) > ub. Cependant, expl(S) est un sous-
ensemble de P— S tel que, apres avoir affecté de maniere chronologique S, le probléme restreint
A expl(S) est infaisable. On a donc fO°7“" () (expl(S)) > ub. Grace a OSVezrl(S)(g) C
O(R) et RN expl(S) = 0, on peut déduire fOU) (expl(S)) > ub de I'inégalité précédente. On
remarque ici qu’on peut incriminer un sous-ensemble des commandes ouvertes O (S). En effet
O(R) C OF(8) puisque SUexpl(S) C P. fOU (expl(S)) > ub montre donc que (R, S — R) est
un nogood généralisé valide. Par ailleurs, 1’ajout de produits non inclus dans expl(S) dans la
queue de (R, S — R) ne peut pas faire décroitre O(R). Chaque commande de O(R) est en effet
ouverte & cause d’au moins un des produits de expl(S). Ainsi, (R,T) reste un nogood tant que
T Nexpl(S) = 0. O

En pratique, de tels nogoods sont obtenus en appliquant sur S, les raisonnements de la
section précédente. Les différents algorithmes qui s’appuient sur de tels nogoods sont abordés
a présent.

10.2.3.1 Enregistrement de nogoods généralisés

Pour mettre en ceuvre les idées données section 10.2.2.1, les lignes 9-10 de ’algorithme 25
sont modifiées pour introduire le calcul du nogood généralisé et le backjumping. Le pseudo-code
suivant (’algorithme 27) suppose qu’une contradiction ¢ connait le niveau, ou le monde auquel
lalgorithme doit revenir (c.backLevel ligne 10a). En d’autres termes, linfaisabilité de py, . .. pg
engendre une contradiction associée au niveau k (throw new Contradiction(k)).

procédure : catch (Contradiction c)

10a: if ¢t < c.backLevel
10b: R' = minimize(S, 0F (S));

10c: R? = minimize({p:,pi—1,...,p1},0F(9));
10d: Vj € {1,2} ajouter les nogoods (R?,S — R%);
10e: newBackLevel — argmazi(pr € R1)

10f: if newBackLevel < t

10g: throw new Contradiction(newBackLevel);

10h:  else throw new Contradiction(c.backLevel)

Algorithme 27: Extension de I'algorithme 25 aux lignes 9-11.

La fonction minimize(S,0) calcule ', un sous-ensemble de S, tel que O C O(S') en
s’appuyant sur XPLAIN. De plus, 'ordre de S est utilisé pour guider la génération du sous-
ensemble de S. Si S = py,...p;, XPLAIN assure que argmazy(px € S') est minimal?. Deux
nogoods, R' et R?, sont enregistrés & chaque contradiction. L’objet de R! est de fournir le
meilleur point de backjump (puisque le dernier produit de R! correspondra au produit placé le

2Tl n’y a aucune sous-séquence de S avec un produit p; tel que j < k.
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plus t6t possible) alors que R? est celui qui a le plus de chance d’étre minimal (la contradiction
peut ne dépendre que des produits ajoutés le plus récemment, S est inversé pour focaliser le
sous-ensemble sur les derniers produits ajoutés). Le backjumping est assuré ligne 10h en levant
immédiatement une contradiction si le niveau de I’échec n’est pas atteint.

10.2.3.2 Enregistrement de nogoods et calcul d’explications

Pour mettre en ceuvre les idées données section 10.2.2.2; ’algorithme 28 remplace 1’algo-
rithme 26 pour expliquer le filtrage d a ub et aux nogoods existants.

procédure : filtre(S = {p1,...,pt}, pe+1) throws Contradiction

1: for all i € Dy, , do
if |OT(S)UC(i)| > ub

retire ¢ de Dy, ;

expl(pir1 # 1) — e tel que |[0°Y¢(S) U C(i)| > ub;
else if SU{i} est un nogood N ;

retire ¢ de Dy, ;

expl(pey1 # 1) < expl(N);

Algorithme 28: Filtrage expliqué

De plus l'algorithme 25 est étendu a nouveau au niveau du traitement de la contradiction
pour assurer la gestion des explications et mene a l’algorithme 29 :

— une explication de contradiction est calculée (1. 10b) & partir du domaine original de
Pet1- Elle est immédiatement utilisée pour expliquer le retrait de la valeur ¢ qui vient
d’étre essayée pour p; (1. 10c) (les notations i, p; et S viennent de lalgorithme 25).
quatre nogoods au plus sont ensuite enregistrés;

— R' et R? sont les mémes que précédemment & I’exception que SUe peut étre plus précis
que P pour O°Y¢(S) (l. 10d, 10e). Une telle situation est cependant relativement rare
sans un filtrage plus fin? ;

— R3 et R* sont des généralisations de R! et R?. C’est ici 'apport principal des explications.
Cette généralisation intervient lignes 10g, 10h avec l'utilisation de € pour construire
les racines R3 R*. Elle intervient également ligne 10j avec I'expression de la queue :
{eU S} — R'. On peut vérifier que les nogoods vérifient bien la propriété 10.2.1 énoncée
précédemment ;

— enfin, 'explication courante e est attachée au quatre nogoods ligne 10k pour pouvoir
justifier le filtrage futur engendré par ces nogoods.

Une maniere générique d’obtenir une explication pour tous les raisonnements précédents
(filtrage simple et borne inférieure) est d’appliquer XPLAIN sur les produits jusqu’a 1’obten-
tion de la propriété désirée. L’alternative est de concevoir un algorithme glouton qui construit
Pexplication sans la critiquer. Il s’agit de trouver le bon compromis entre la précision de 'ex-
plication et son temps de calcul. Nous avons ici choisi d’utiliser XPLAIN afin d’évaluer avant
tout dans quelle mesure le probleme peut étre expliqué précisément?.

3C’est effectivement possible grace & la borne inférieure.

“La représentation des produits/commandes par des BitSet rend les tests d’inclusion vis-a-vis des
commandes ouvertes tres rapides et I'appel a la méthode d’inférence de XPLAIN est efficace, il ne s’agit
pas d’une étape de propagation coliteuse qui rend en général XPLAIN inapplicable.
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procédure : catch (Contradiction c)

10a: if t < c.backLevel

10b: e Ujcporiagp,,,) e2pl(pr1 # j);

10c: expl(ps # 1) «— e;

10d: R! = minimize(S, 0°V¢(S));

10e: R? = minimize({pe, pt—1, ..., p1}, 0°U¢(S));

10f: e—P—-S—e¢;

10g: R® = minimize(R! Ug,0°Y%(S9));

10h: R* = minimize(R? Ug, 0°Y¢(S));

10i: for each ¢ € {1,2,3,4}

10j: on ajoute le nogood N; = (R',{eUS} — R));
10k: expl(N;) — e;

101: new Back Level «— argmazi(pr € R1)

10m: if newBackLevel <t

100: throw new Contradiction(newBackLevel);

10p: else throw new Contradiction(c.backLevel);

Algorithme 29: étend lignes 9-11 de 'algorithme 25.

10.2.3.3 Stockage et filtrage des nogoods généralisés

La gestion efficace des nogoods est toujours un probleme délicat. Les clauses apprises sont
ainsi critiques pour 'efficacité des solveurs SAT mais leur propagation est subtile. Nous ren-
voyons le lecteur aux sections 3.4.2 et 7.1.2 pour comprendre ces schémas de propagation. Les
nogoods généralisés définis a la section précédente correspondent a un nombre exponentiel de
nogoods simples utilisés par la programmation dynamique et il est impossible de les stocker
tous individuellement. On dispose donc d’une collection C' de nogoods généralisés, deux points
principaux doivent étre analysés :

— vérifier efficacement qu’un ensemble S appartient & C'. Un ensemble S est interdit si et

seulement si I(R*, T*) € C tel que : RF C S C T* U RF;

— ajouter efficacement un nouvel (RF, T*).

L’extraction de toutes les racines incluses dans .S, telles que leurs queues contiennent S, est
basée sur une forme simple d’automate fini déterministe connu sous le nom de TRIE [Knu97]. La
forme particuliere des nogoods nous empéche en effet d’utiliser la représentation canonique sous
forme d’automate minimal du chapitre 7. Un TRIE est une structure de données arborescente
ordonnée ou un ensemble est associé a chaque nceud et déterminé par le chemin menant de la
racine a ce nceud. Ainsi, tous les descendants d’un nceud ont un sous-ensemble commun associé
& ce neeud. La figure 10.1(a) montre un exemple de TRIE. Identifier et ajouter un ensemble
spécifique dans le TRIE s’effectue en O(m) (m est le nombre de produits). En revanche, obtenir
tous les sous-ensembles d’un ensemble donné n’est plus polyndmial. Le TRIE est utilisé de la
maniere suivante :

— un neeud du TRIE est associé & une racine d’un nogood R* et contient la liste de toutes

les queues T" telles que (R*, T7) est un nogood ;

— un noeud I est également marqué par un ensemble Un; correspondant a l'union des

racines et des queues de tous ses descendants.
La vérification d’un ensemble S est faite par une recherche en profondeur d’abord récursive
dans le TRIE qui consomme les éléments de S pour atteindre toutes les racines R* incluses
dans S. Pour chaque racine R* atteinte, on vérifie simplement pour toutes les queues du nceud
si T URF D S. La recherche est par ailleurs interrompue & tout nceud I dés que Un; & S. Par
exemple, le TRIE étant ordonné, les éléments 3 et 4 n’apparaitront jamais dans un descendant
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Fic. 10.1: (a) Exemple d’'un TRIE. (b) Exemples de nogoods stockés a 'aide d’un
TRIE (une unique queue est représentée pour chaque racine).

de {1,5}. Si de tels éléments appartiennent a S, ils doivent donc apparaitre dans Uny 53. En
pratique, le TRIE permet d’arréter la recherche assez tot et n’est pas coliteux a maintenir
pour ajouter un nogood. Vérifier 'ensemble {1,2,3,5} ne demande que de parcourir les nceuds
{1},{1,3},{1,5} sur 'exemple (b) de la figure 10.1.

La propagation tres simple effectuée sur les nogoods est cependant tres couteuse par rapport
a la programmation dynamique qui peut vérifier en temps constant si S est ou non un nogood.
Une limitation tres importante de notre approche actuelle est la vérification incrémentale d’un
ensemble et 1’élimination des nogoods dominés.

10.2.4 Positionnement

L’approche présentée ici releve de I'enregistrement de nogoods et du backjumping. Elle suit
les idées du chapitre 7 en :

— exploitant des propriétés du probleme pour extraire a chaque échec des nogoods généralisés

représentant de maniére compacte un nombre exponentiel de nogoods classiques ;

— stockant les nogoods dans une forme simple d’automate.

La résolution ezpliquée est en revanche utilisée de maniere originale pour poursuivre la
généralisation des échecs en utilisant tous les éléments du probleme qui n’apparaissent pas
dans ’explication. L’obtention d’un sous-ensemble des contraintes originelles du probleme pour
justifier un échec permet de dériver des sous-ensembles équivalents de décisions & celui incri-
miné comme nogood. Naturellement, ce mécanisme repose sur des propriétés particulieres du
probleme. Néanmoins, il semble intéressant de conserver cette possibilité a I'esprit quand le
probleme présente des formes de symétries partielles qui ne sont valables que pour certaines
parties du probléme parfois incriminé par I'explication d’échec.

L’approche repose sur la nature de la fonction objectif et I’énumération chronologique. Elle
est parfaitement applicable pour des variantes du probléme avec d’autre types de contraintes
comme des précédences entre taches, des consommations variables de la ressource, etc. L’ap-
proche a base d’explications exige en plus que le filtrage des contraintes introduites soit expliqué
sur P — S.

10.3 Résolution : approches contraintes

L’approche précédente n’exploite pas de raisonnements forts de filtrage et se concentre
entierement sur les échecs. Pour combler ce manque, différents modele contraintes du probleme
utilisés pendant le challenge sont présentés dans cette section et un défaut majeur de ces
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modeles est mis en lumiere. Nous présentons ensuite une extension de la contrainte cumulative,
intitulé cumulative convere pour remédier a cette lacune.

10.3.1 Modeles

10.3.1.1 Modele simple

Le modele le plus intuitif, introduit dans [SG05] comme le modele de base, s’appuie sur
les variables p; indiquant le produit affecté & chaque instant . La contrainte (1) reflete le fait
qu’un seul et unique produit est traité & chaque instant. Les instants d’ouverture et de fermeture
d’une commande sont notés st; et end; et s’expriment simplement comme le min;ep(;) p; et
le max;¢cp(;) pj (contraintes (2) et (3)). On peut représenter par une matrice ¥ de variables
booléennes y;; le fait qu'une commande ¢ s’exécute ou non a l'instant j et contraindre ainsi
yij avec st; et end; pour obtenir la plage d’exécution d’une commande (contrainte (4)). Le
nombre de commandes ouvertes simultanément a chaque instant k correspond alors a la somme
sur ¢ des y;r (5) et Pobjectif est de minimiser le nombre maximum de commandes ouvertes
simultanément (6).

Variables Contraintes
pi=1[1,...,m], Vi <m (1) alldif ferent({p1,...,Pm})
st; = [1..m], Vi<n (2) st; = minjecpg) p; Vi<n
end; = [1..m], Vi<n (3) end; = max;cpg;) p; Vi<n
vij = {0,1}, Vi<n,j<m | (4) yij = (sti <j)A(j<end;) Vi<n,j<m
openj = [1,...,n], (5) openj =3 .o Yijs Vi<m
(6) objectif = maxj<mopen;

TAB. 10.4: Modele simple pour le MOSP

Enfin, un modele dual ou symétrique est fréquemment introduit. Il s’appuie sur les va-
riables psym; = [1,...m] (symétriques de p) indiquant pour chaque produit sa position dans
la séquence. Ce modele simple possede de nombreux défauts de propagation qui vont étre mis
en lumiere sur les différents modeéles redondants suivants.

10.3.1.2 Modeéle ordonnancement

On peut également aborder ce probléme sous l'angle de l'ordonnancement [Bel05]. On
considere ainsi les commandes comme des taches de hauteur 1 et on cherche a minimiser la
capacité ou la hauteur h de la ressource nécessaire a ’exécution des taches. On note t; la tache
constituée d’une date de départ st;, d’une durée d; et d’une date de fin end; correspondant a
la commande 7. Le modele s’écrit :

Variables Contraintes

pi=1[1,...,m], Vi <m | (1) alldif ferent({p1,...,pn})

st =1[1,...,m], Vi <n | (2) cumulative({t;,... tn}, H)

end; =[1,...,m], Vi<n | (3) st; = minjcpup; Vi<n

di =[|P@@)],...,m] Vi<n | (4) end; = mazjcp@;p; + 1 Vi<n
(5) objectif = minimiser(H)

TaB. 10.5: Modele ordonnancement pour le MOSP
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[SLO5] évoque aussi la possibilité de tirer parti des relations de précédences implicite
qui s’établissent entre les taches pour respecter 'objectif a travers une contrainte de balance
[Lab03].

Les avantages de ce modele résident dans sa compacité et les raisonnements énergétiques
effectués par la cumulative. [Bel05] souligne que min cp(;)p; peut étre amélioré en prenant
en compte le fait que les variables p; doivent prendre des valeurs distinctes. Nous avons tra-
vaillé sur la formulation alternative intitulée modele convexe, pour mieux capturer ces plages
d’exécutions.

10.3.1.3 Modele convexe

On introduit dans le modele simple une matrice, X, des variables booléennes supplémentaires.
Ainsi, z;; exprime le fait qu'un produit de la commande 4 soit utilisé a l'instant j. Les
contraintes (2),(3) et (4) du modele simple sont remplacées par les contraintes (2) et (3) du
modele convexe. La contrainte (2) relie les variables x;; au modele entier sur les produits. Par
ailleurs, chaque ligne de Y est désormais maintenue comme ’enveloppe convexe de la ligne de
X correspondante (3).

zij = 0,1, Vi<n,j<m | (2) element(Cli,p;, v), Vi<mn,j<m
yi; = 0,1, Vi<n,j <m | (3) enveloppeConvexe(X[i],Y[i],|P(i)|), Vi<n

TaAB. 10.6: Modele convexe pour le MOSP

La contrainte enveloppe convexe prend en entrée deux vecteurs de variables booléennes U
et V ainsi qu’'un entier k£ indiquant le nombre d’occurrences de la valeur 1 dans U. Elle assure
que V est 'enveloppe convexe de U. En notant f la position de la premiere variable de U
prenant la valeur 1 et [ la derniere, la contrainte assure que Vi € [f,{],V]i] = 1 et V[i] =0
sinon. Elle exprime exactement la plage d’exécution de la commande.

Exemple 21 Parties obligatoires établies par ’enveloppe convexe

L’apport de ’enveloppe convexe se situe au niveau de la propagation de parties
obligatoires et des plages interdites pour chaque commande. Prenons le cas des
parties obligatoires. Soit m = 13 et une commande ¢ comprenant cinq produits
(|P(4)| = 5) qui ne peuvent pas étre placés aux instants 2,4,9,11 et 12. Les vecteurs
X[i] et Y[i] correspondant sont donnés ici :

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13

X= - 0 - 0 - - - -0 - 0 0 -

Y= - - - - - 1 1 - - - - - .
L’intervalle [6,7] est la partie obligatoire de i maintenue par la contrainte.

Ce modele convexe calcule des parties obligatoires plus précises que la cumulative précédente
qui ne prend pas en compte les instants ot les produits de la commande ne peuvent pas s’insérer
et se contente de bornes sur les dates de départs au plus tard et dates de fin au plus tét. Un
dernier modele integre le souci d’'une borne inférieure plus globale a partir de la coloration du
graphe de co-commande.

10.3.1.4 Modele de coloration

Le graphe de co-demande G introduit section 10.1.2.2 fournit des bornes inférieures tres
pertinentes. On peut donc imposer un modele redondant de coloration pour maintenir dynami-
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quement une borne du nombre de stacks. C’est I’approche suivie par [SLO05, Pes05]. On associe
simplement une variable ¢; = [1,...,m] pour représenter la couleur de la commande 1.

c=[1,...,m], Vi<n | (1)st; <endjAstj<end;=c;#c; Vi,j<n
(2) objectif > maxi<i<m¢;

TaB. 10.7: Modele de coloration pour le MOSP

10.3.2 Parties obligatoires fines, vers une cumulative convexe

La propagation efficace du nombre de commandes actives passe par celle des plages d’exécution
obligatoires et interdites des commandes. Reprenons ’exemple 21.

Exemple 22 Parties obligatoires fines

Dans 'exemple 21, la commande ¢ est constituée de 5 produits et 5 variables
parmi {z;1,...%;,} doivent prendre la valeur 1. Ces cinq points d’exécutions
obligatoires sont définis par les variables domaines psymy pour tout k de P(i).
La prise en compte de ces domaines permet d’affiner davantage les parties obliga-
toires. Supposons qu P(i) = {1,3,5,6,9} avec Dpsym, = {1,3,5,...,8}, Dpsyms =
Dypsyms = Dpsymo = {5,...,8} et Dpsyme = {5,...,8,10,13}. On se rend compte
que Uintervalle [5,8] plus précis que le [6,7] précédent constitue une plage d’exécution
obligatoire. En effet, les positions 1 et 3 (resp. 10 et 13) ne peuvent étre occupées
que par psym; (resp. psyms).

Si la cumulative estime mal ces plages obligatoires, c’est qu'une tache n’est pas définie ici
par la donnée classique des variables de départ/fin/durée.

Définition 10.3.1 Une tache convexe T est définie par un ensemble de variables distinctes
Py, ..., Py exprimant des points d’exécution de la tache. La plus petite et la plus grande valeur
de Py, ..., Py définissent ’intervalle d’exécution de T .

Définition 10.3.2 Etant donné une tiche conveze T dont le domaine d’exécution est ca-
ractérisé par l’enveloppe convexe d’un ensemble de points Py, ..., Py. On appelle partie obli-
gatoire de T, lintervalle [sT,er] avec :
— s, le plus grand entier tel que toutes les variables P, ... Py puissent prendre des valeurs
distinctes supérieures ou €gale a s.
— e, le plus petit entier tel que toutes les variables Py, ... Py puissent prendre des valeurs
distinctes inférieures ou égales a er.
sT est appelée date de début au plus tard de T et er, la date de fin au plus tot de T'.

On considére un graphe biparti G = (A, B, E) ou A représente l'ensemble des points
Py, ..., Py, B, 'union des domaines de P,...,P; et E l'ensemble des arétes (i,7) tel que
j € P;. Clest le graphe variables/valeurs classique des contraintes s’appuyant sur des flots ou
couplages. Soit K C F un couplage maximum de G. On note mazy (resp. ming) le nceud
d’index le plus élevé (resp. le plus petit) dans B saturé par K. Le calcul de la date de départ
au plus tard (resp. fin au plus t6t) est fait en cherchant un couplage ou mazk est minimal
(resp. mingk maximal).
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F1a. 10.2: Exemple d’'un couplage maximal et d’un couplage maximal optimal avec max g~=1.

Considérons en détail le cas de maxrg (Pautre cas étant symétrique). On note K* un
tel couplage maximum optimal avec un maz i+ minimal (voir figure 10.2). Par ailleurs, une
chaine alternante améliorante de K est une chaine impaire qui permet de réduire mazg (en
échangeant les arcs le long de cette chaine). Le nouveau couplage conserve sa taille puisque la
chaine est impaire.

Propriété 10.3.1 Il existe toujours un ensemble disjoint de chaines alternantes L dans G qui
permet de passer de K a K*.

Preuve : On considére G’ le graphe induit par ’ensemble d’arcs suivant : U = {(4, §), (i, j) €
K/K*A(i,5) € K*/K}. G’ constitue la différence symétrique KAK*. On peut construire L &
partir de G’ en commencant itérativement par le noeud d’index le plus élevé qui n’a pas encore
été ajouté & une chaine alternante de L (initialement L est donc vide et maxy est le noeud
de plus grand index), et en suivant alternativement un arc de K et un arc de K*. Toutes les
chaines sont disjointes car le degré de G’ est au plus de 2 (en effet pour chaque nceud il y a au
plus un arc de K et de K* dans la différence symétrique). O

KAK*

F1G. 10.3: Couplage maximal, couplage maximal optimal et leur différence symétrique

Exemple 23 chaines alternantes pour passer de K a K*

On observe sur la figure 10.2, 'ensemble L = {(8,1,5,2,7)} et sur la figure
10.3, L = {(8,2,6,1,5),(7,3,4)}.
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On sait donc, d’apres la propriété 10.3.1 qu’'un couplage maximal K possede un maz x mini-
mal s’il n’y a pas de chaine alternante améliorante commencant depuis max . Une procédure
simple peut étre appliquée pour calculer K* a partir de n’importe quel couplage maximum
K de G. On recherche une chaine alternante par une exploration en largeur depuis mazxg
itérativement tant qu’une telle chaine existe. Si aucune ne peut étre identifiée, K est opti-
mal. Une telle procédure cotite O(nm). Cette approche n’atteint pas en revanche la complexité
O(y/nm) de lalgorithme de Tarjan pour le couplage maximum.

Vers une cumulative convexe.
La contrainte cumulative convexe semble deés lors une extension naturelle d’une contrainte
cumulative portant sur des taches convexes. Un algorithme de filtrage simple consiste a :

1. calculer les parties obligatoires [st, er] de chaque tache T par la résolution de couplages
optimaux et construire le profil cumulatif associé;

2. considérer les intervalles [, j] ot exécution d’une tiche aux points i et j entrainerait le
dépassement de la capacité de la cumulative (i et j sont des pics de consommation). On
peut éliminer du domaine de Pi,... Py les valeurs de [i, j] s’il n’existe pas de couplage
maximum compris entre ¢ et j. Autrement dit, si les P, ne peuvent pas prendre toutes
des valeurs distinctes entre 7 et j.

Les raisonnements énergétiques qui viennent souvent compléter le filtrage de la cumulative
s’appuient sur les parties obligatoires et sont donc tout a fait valides dans ce contexte. Le calcul
des parties obligatoires et 'interdiction pour une tache de couper un intervalle de temps, qui
sont les deux éléments fondamentaux d’'une contrainte cumulative, ont été ici étendus au cas
convexe.

10.4 Evaluation expérimentale

Nos expérimentations sont réalisées sur les instances du challenge® sur un portable Pentium
M cadencé a 1.7Ghz avec 1Go de RAM. Les algorithmes ont été implémentés en Java sur la
base du solveur de contraintes choco (choco-solver.net)®.

10.4.1 Bornes inférieures

Les bornes inférieures du tableau 10.8 correspondent & max,ep|C(p)| pour « naiveLb »,
au degré minimal du graphe de co-demande plus un pour « mindeg + 1 », la taille de la
clique maximum dans ce méme graphe pour « clique »et la borne par contraction d’arcs décrite
section 10.1.2.2 pour « HAC ». Ces bornes sont tres pertinentes dans la mesure ou 4132 bornes
inférieures sont égales a la valeur optimale sur 5802 instances pour la borne par contraction
d’arcs HAC. Ce résultat provient de notre heuristique spécifique de contraction des arcs qui
sélectionne les arcs dont la somme des degrés de leurs extrémités est minimale de maniere a
produire un mineur de G égal a une clique le plus to6t possible.

10.4.2 Pertinence des explications

Nous analysons dans un premier temps la pertinence des explications en cherchant une
explication de la valeur optimale du probleme. L’explication fournit ainsi un sous-ensemble
de produits suffisants pour expliquer cette valeur (le probléme réduit & cet ensemble possede
donc la méme valeur optimale). A des fins de comparaison, le probleme est également résolu de

SDisponibles sur http ://www.dcs.st-and.ac.uk/ “ipg/ challenge/
5Une implémentation directe permettrait certainement d’avoir de bien meilleures performances
mais ce choix nous permet de coupler facilement cette approche avec de la propagation.
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naivelLb | mindeg + 1 | clique | HAC
199 2359 2716 | 4132

TAB. 10.8: Nombres de bornes inférieures égales a la valeur optimale sur 5802 instances
pour chacune des bornes

maniére répétée dans le cadre d’une approche de type XPLAIN. Une telle approche fournit au
moins un ensemble minimal au sens de I’inclusion. Le pourcentage de réduction est donné au
tableau 10.9 pour une sélection d’instances (2985 instances sur les 5802) de ’ensemble du jeu
de tests originel”. Alors que XPLAINest capable de calculer des explications plus petites (36.4%
de produits éliminés au lieu de 22.6 % en moyenne), il est 40 fois plus lent® (8.8 secondes contre
0.3 secondes en moyenne) et reste incapable de traiter des instances plus larges telles que les
30-30. Par ailleurs, on peut souvent rapidement améliorer ’explication finale en résolvant une
fois de plus le probleme réduit a son explication. On peut noter que les instances de tailles n_m
avec m > n peuvent étre de plus en plus réduites quand m augmente ('inverse est aussi vrai).

Yoreduc
Nblnst | Explication | XPLAIN
wbo10-10 40 20,8 41,8
wbo10-20 40 29,8 48,4
wbo10-30 40 38,6 53,1
simonis15_30 120 53,7 62,5
wbo20.10 40 2,5 13
wbo30-10 40 0,5 6,3
wbo020-20 90 15,4 39
wbop20-20 90 13,1 28,6
wbp20_20 90 27,8 41,7
simonis20-20 220 39 51,8
testset 2985 22,6 36,4

TaAB. 10.9: Pourcentage de réduction obtenu pour I’approche a base d’explications et
I’approche XPLAIN.

La réduction est assez impressionnante dans certains cas montrant effectivement que les ex-
plications sont capables de capturer certaines structures du probléeme basées sur la redondance
et I'indépendance de produits.

10.4.3 Résolution

Les résultats sont donnés pour trois approches :
— NR : le schéma d’enregistrement de nogoods simple équivalent a la programmation dy-
namique;
— GNR : notre schéma d’enregistrement de nogoods généralisés couplé a du backjumping ;
— EXP : GNR augmenté avec le calcul complet des explications.
Les petites instances de taille inférieure a 15_30 telles que les séries de 20_20 sont résolues
en moins d’une seconde dans le pire des cas par les trois algorithmes. Les instances sont résolues

"Les instances plus grandes, de tailles supérieures & 30_30 ont été exclues & cause des temps de
calculs de XPLAIN.

8De plus, les bornes intiales n’ont pas été expliquées (a 'exception de mazpe p|C(p)| qui est expliqué
avec le produit correspondant p) donc l'explication est entierement produite par recherche. XPLAINA
I’avantage de tirer parti des bornes inférieures.
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optimalement a I’exception des trois dernieéres instances SP2,SP3,SP4 qui restent ouvertes
pour toutes les approches du challenge.

NR GNR EXP
Inst OptM TAvg (s) | NAvg | BkAvg || TAvg | NAvg | BkAvg || TAvg | NAvg | BkAvg
wbo1l5_30 11,58 0,1 304 4596 0,1 259 1750 0,2 228 1121
wbo30-30 22,56 4,1 10944 | 125732 2,6 8351 47467 16,3 7261 35858
wbop15_30 12,15 0,1 249 4114 0,1 241 1884 0,3 231 1439
wbop30-30 23,84 4,3 11319 | 132295 3 9589 62332 28,4 9043 52751
wbp30-30 24,46 4,6 12375 | 145366 3 9661 53151 24,8 8730 42694
simonis30-30 28,32 2,7 6400 82885 1,7 4904 25089 9,3 4047 17682
simonis40_20 36,38 0,2 1133 6728 0,1 821 3824 2 764 3534
nwrsLarger4 12,5 0,2 320 5447 0,4 315 2406 1 298 1683
gp50by50 38,75 0 49 20 0 49 19 0 49 15
gp100by100 76,25 2,4 1002 17065 1,6 732 3943 17,8 634 1765

TaB. 10.10: Moyennes des temps, noeuds et backtracks sur les instances difficiles du
challenge

NR GNR EXP
Inst Tmax (s) | NMax | BkMax Tmax | NMax | BkMax || Tmax | NMax | BkMax
wbo1l5.30 1,2 2533 42493 1,2 2079 13286 1,2 1705 7737
wbo030_30 31,8 89601 1024219 19,1 64791 314141 103 54028 233466
wbop15_30 1,3 2415 44178 1,4 2317 16202 2,2 2150 10687
wbop30_30 35,9 105617 | 1053597 23,2 82491 435781 162 76188 374592
wbp30-30 64,1 168259 | 1994950 37,5 122575 | 538753 261 103699 | 420546
simonis30_30 27,5 77593 886794 14,2 50133 208991 70 39138 157517
simonis40_20 1 6196 37385 0,7 3847 16458 8,4 3587 15893
nwrsLarger4 0,9 1230 21788 1,7 1208 9624 4,2 1139 6734
gp50by50 0 101 47 0 101 46 0,1 101 35
gp100by100 8,1 3357 65240 5 2283 14186 56 1897 6143

TAB. 10.11: Valeurs maximales des temps, noeuds, backtracks sur les instances difficiles
du challenge

Les mesures moyennes (table 10.10) et maximales (table 10.11) du temps (en secondes)
et l'espace de recherche (nombre de noeuds/points de choix ainsi que les backtracks) sont in-
diqués pour les plus dures instances du challenge (a ’exception de la série SP4). Ces résultats
montrent clairement que le backjumping couplé a l'enregistrement de nogoods généralisés est
une amélioration des approches précédentes d’enregistrement de nogoods ou programmation
dynamique. L’espace de recherche est significativement réduit (en moyenne par 61,5% et jus-
qu’a 70%) et lalgorithme est 32% plus rapide en moyenne et 39% sur les instances les plus
difficiles. Nous avons néanmoins eu du mal & comparer nos résultats avec [GS05]. Le nombre
de nceuds de ’approche d’enregistrement de nogoods simples est significativement plus petit
et le nombre de backtracks plus grand que la mesure de l'effort de recherche indiqué dans
[GS05] pour la programmation dynamique et donné comme nombre de nceuds. La programma-
tion dynamique effectue néanmoins une recherche en arriere (backward search) contrairement
a lenregistrement de nogoods qui procede en avant (forward search).

Cependant, il semble que 'utilisation des explications ne soit pas rentable. L’espace de
recherche est réduit & nouveau (une réduction supplémentaire de 22%), confirmant la pertinence
des explications analysée sur les petits problemes. Cette technique reste néanmoins compétitive
avec les meilleures approches par PPC. Ce résultat est assez intéressant dans la mesure ou
I’algorithme est capable de fournir en plus une explication de la solution optimale du probleme
qui peut se révéler trés intéressante pour un utilisateur final en mettant en lumiere les sous-
ensembles critiques de produits responsables du nombre minimum de ressources a mobiliser.
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10.5 Conclusion

Nous avons examiné sur le probleme du MOSP, comment les raisonnements rétrospectifs
basés sur les explications pouvaient étre utilisés pour filtrer I’espace de recherche. Nous avons
ainsi illustré le chapitre 7 en concentrant notre effort sur les conditions de généralisation
des échecs et proposé la définition d’un nogood généralisé pour ce probleme. Les résultats
expérimentaux démontrent 'intérét d’une telle approche pour le MOSP. Le backjumping couplé
a l'enregistrement de nogoods généralisés est clairement une amélioration de I’enregistrement
de nogoods simples. Nous pensons donc que ’approche par programmation dynamique pourrait
bénéficier des idées présentées dans cette section. Il existe de nombreuses voies d’amélioration
de EXP qui pourraient éventuellement mener a un gain en temps. La structure de données
courante de stockage des nogoods est un élément critique qui pourrait étre considérablement
amélioré en autorisant une propagation incrémentale. L’utilisation de techniques de watched li-
terals pourrait aussi se révéler nettement plus avantageuse. Nous avons dans un premier temps
analysé la pertinence des explications pour ce probleme et ouvert de nombreuses perspectives
sur ce sujet. Nous envisageons en premier lieu 'ajout sur GNR de filtrage plus fort et no-
tamment un calcul des parties obligatoires a partir de la cumulative convexe qui permettrait
peut-étre d’anticiper des contradictions.






Chapitre 11

Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes penchés sur I'intérét des explications pour améliorer la
résolution dans les solveurs de contraintes. Nos résultats montrent que les explications sont sous-
exploitées a ’heure actuelle et qu’elles offrent de nombreuses perspectives qui ne passent pas
forcément par le backtrack intelligent pour la résolution elle-méme. Ces travaux ont été menés
avec le souci de mettre en ceuvre les explications dans des techniques efficaces de résolution sur
des applications industrielles et académiques.

Contributions

L’apport des explications a été étudié selon trois grands axes et nous avons montré que :

1. Le réseau d’explications constitue une information particulierement pertinente pour
révéler a un utilisateur les structures ou relations entretenues par différents éléments
du probleme. Cette information, également exploitable dynamiquement par le solveur
est un pas supplémentaire vers des approches de résolution génériques. Nous avons ainsi
introduit une notion d’impact raffinant celle présentée par Refalo et focalisée sur les
phénomenes de thrashing. Cette notion, appliquée aux heuristiques de recherche, s’est
révélée tres compétitive sur notre application d’ordonnancement temps-réel tout en étant
sur d’autres benchmarks nettement moins robuste que les impacts de Réfalo.

2. Les explications ont été utilisées dans un cadre rétrospectif et pourraient 1’étre davantage
dans un cadre prospectif, pour I’énumération (point précédent) comme pour la propaga-
tion & I'image de leur exploitation dans la communauté SAT. Nous avons proposé ici de
faire face aux besoins mémoire exponentiels des nogoods par une compilation dynamique
dans un automate. Les résultats obtenus dans un contexte générique sont décevants mais
la mise en ceuvre des nogoods sur le probleme du MOSP a conduit & une technique ori-
ginale de résolution. L’application met notamment en lumiere le role des explications
comme mécanisme de généralisation des échecs.

3. Les explications ont un role a jouer au cceur de techniques génériques de décomposition
(analogue a la décomposition de Benders) et permettent la coopération de techniques
de résolution variées. C’est certainement l’argument le plus fort en faveur du maintien
des explications dans les solveurs. De nombreuses applications demandent 1’acces a une
information permettant de suivre les raisonnements mis en ceuvre par les algorithmes de
filtrage. Les explications constituent, a ce titre, une information duale tres pertinente. La
mise au point d’un tel algorithme dans le cadre d’un probleme d’ordonnancement temps
réel a montré la souplesse de la technique pour la coopération de techniques analytiques
avec une résolution par backjumping.
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Ces axes ont été principalement étudiés dans le cadre de deux applications. Ces études
constituent des contributions originales sur ces deux problémes. De plus, des approches com-
paratives ont toujours été envisagées en détail sur ces applications. Les travaux présentés sur
ces approches sont parfois novateurs (comme la cumaulative convexe) au méme titre que les
approches fondées sur les explications. De nombreux benchmarks ont été menés pour établir
des comparaisons aussi pertinentes que possibles. Ces résultats montrent que les explications
peuvent et doivent constituer une technique de choix pour la résolution et sont tout a fait
capables de rivaliser en performance avec des techniques bien reconnues.

Perspectives

Sur le sujet des impacts : La notion d’impact basé sur les explications mérite d’étre
approfondie. Avec le recul, nous pensons qu’une étude plus théorique des impacts pourrait
peut-étre aboutir a une caractérisation précise du thrashing ou, d’une maniere plus générale, les
mauvais points de choix initiaux. Différents modeles d’évolution de I'impact d’une décision dans
le temps pourraient peut-étre étre établis et permettre une modélisation précise des comporte-
ments erratiques du solveur. De tels modeles fourniraient ainsi des indicateurs plus pertinents
pour détecter les mauvais points de choix. Cette étude permettrait par ailleurs de quantifier de
maniere plus théorique 'information contenue dans les explications pour la résolution. C’est
en revanche une étude ambitieuse qui exigerait des expérimentations approfondies sur de nom-
breuses classes de problemes. Notre premiere perspective passe donc par une définition exacte
du thrashing et sa caractérisation théorique basée sur I'impact.

D’autres utilisations des impacts sont possibles. Dans un contexte d’interaction avec un uti-
lisateur, les impacts peuvent quantifier le degré d’implication des contraintes qui apparaissent
dans l'explication finale. L’explication devient alors un ensemble de contraintes pondérées qui
permet de détecter les contraintes qui ont été incluses un peu arbitrairement (du fait de ordre
arbitraire de la propagation) de celles qui sont absolument critiques & la preuve. La propaga-
tion elle-méme pourrait étre ordonnée selon ces poids pour essayer de construire des preuves de
maniere heuristique qui impliquent le moins de contraintes possibles. Il s’agit donc ici d’obtenir
des explications précises de maniére heuristique en s’appuyant sur les impacts.

L’exploitation du graphe d’impact est également une piste intéressante d’un point de vue
utilisateur. Nous aurions souhaité mettre en place un algorithme de clustering pour identifier
les groupes de variables fortement corrélés sur des problemes industriels. De telles structures
peuvent par exemple donner I'idée de stratégies de décomposition & un utilisateur.

Sur le sujet de la décomposition : TUne deuxidme perspective prometteuse réside
dans une implémentation plus poussée du cadre de décomposition et son application (dans
sa forme générique) & des problémes d’ordonnancement. Nous avons présenté les résultats
de la décomposition dans le cadre d’un probleme d’allocation de taches temps-réels. Peu
d’expérimentations ont été menées sur le cadre générique car son implémentation est encore
a I’état de prototype. Il semble tres intéressant de finaliser cette implémentation et comparer
la décomposition aux techniques d’enregistrements de nogoods classiques dans un cadre d’op-
timisation. Son application sur des problemes d’ordonnancement devrait permettre également
d’évaluer si la démarche est vraiment pertinente dans une forme générique. L’intérét de 1'or-
donnancement est de fournir de nombreux raisonnements de filtrage tres efficaces et donc des
explications précises.

Sur le sujet des nogoods : Les perspectives qui existent sur I’enregistrement de nogoods
sont innombrables. Les résultats en SAT pourraient s’avérer tres fructueux dans le contexte
PPC. Si certains travaux ont commencé a exploiter ces résultats, de nombreuses recherches,
particulierement sur leur maniére de calculer des explications restent a faire. Le backjumping
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original mis en ceuvre dans ces solveurs serait de notre point de vue un bon point de départ.
L’identification de nogoods basés sur la notion de point d’implication unique, la maniere efficace
de maintenir et de calculer ce graphe d’implication en PPC, comme 'utilisation de restart
combiné a l'enregistrement de nogoods sont autant de pistes qui méritent d’étre explorées a
notre avis.

Enfin sur le probleme du MOSP, I’étude expérimentale de la contrainte cumulative convexe
et son couplage avec ’approche d’enregistrement de nogoods semble intéressante. Nous pensons
également que ’emploi de techniques de watched literals pour propager les nogoods permet-
trait d’améliorer considérablement l'efficacité et de se passer du TRIE trop cotteux a I'heure
actuelle.






Annexe A

Résolution de = = Zle L\ b+ C

a;

z=Y Lﬂ bi +c (A1)

i=1 1"
avec ¢ € IN et les constantes a;, b;, c € IN*.
k

L’objectif est d’identifier le premier point fixe de la fonction f(z) =", L%-‘ b; + ¢, noté
x* et tel que f(z*) = z*. On peut déja remarquer que f est une fonction croissante puisque
pour 1 < 29 on a bien f(x1) < f(x2). En effet [2] > = et a;,b;,c € N*.
Lemme 1 f(z) =z admet une solution si et seulement si 3, 2 < 1

i

Preuve : f étant une fonction croissante en escalier avec a l'origine f(0) = ¢ > 0, f(z) = x
admet une solution si et seulement si elle est bornée par une droite de coefficient inférieur a 1.
Existe-t-il g(x) = k x z + C avec k < 1 telle que f(z) < g(z)? On a

f(x)ﬁZ(%—kl)xbi—Fc

fz) < %x—i— b;+c

En posant k£ = >, Z— et C = ), b; + c on obtient une condition nécessaire et suffisante de

I'existence d’une solution avec k < 1 soit ), Z— <L g

Lemme 2 L’algorithme du point fize :
1: x —cy
2: while x # f(z) do
3 x— fx);
4: end while
5: return x;

converge vers x* et calcule une solution de [’équation A.1.

Preuve : On se rend compte simplement qu’on ne peut pas dépasser x* et que le nombre
d’itérations est fini. On note z; la valeur de x a l'itération ¢ de 'algorithme du point fixe, de
sorte que x; 11 = f(x;).

1. On peut montrer par récurrence qu’a toute itération ¢, x; est toujours inférieure a z*. Au

z
a;

pas zéro, on a toujours ¢ < z* puisque Vz, Zle —‘ b; > 0. Or puisque la fonction est
croissante, on a f(c) < f(z*) donc f(c¢) < z* puisque f(z*) = x*. Ainsi, si on suppose &

litération i, z; < x* on obtient ;11 = f(z;) < f(z*) = x*.
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2. Par ailleurs, le nombre d’itération est fini car on a Vo < z*, f(z) > z. On peut de
nouveau le montrer par récurrence. Au pas zéro, f(xo) = f(0) = ¢ > 0. On suppose &
Pétape ¢ que x; < * et f(x;) > x;. A Vétape i + 1, si 2,41 < 2*, on a

flei) =0, b+
:Zle fzy bi +c

a;
k .
> |2 bt o= f@) = 2
On a bien f(x;11) > Tit1.

Ainsi a chaque itération de ’algorithme du point fixe, la valeur x; augmente et finit par atteindre
xz*. (]
Il existe peut-étre plusieurs solutions a cette équation et ’algorithme permet d’obtenir la

premiere.

Lemme 3 L’algorithme du point fize est pseudo-polynomial.

Preuve : A partir de I'inégalité f(z) < 3, big+3,bi+tc ona:

= b,
1= 4
Sous I'hypothese que ). Z—i < 1. La valeur optimale est donc bornée par une fonction po-

lynomiale en k (& cause du terme Zf b; ou k correspond au nombre taches dans le probleme
d’ordonnancement temps-réel). Néanmoins la valeur de cette fonction est dépendante des va-
leurs des b;, a; ce qui conduit a une complexité pseudo-polynomiale pour I'algorithme du point
fixe qui énumere dans le pire des cas toutes les valeurs entieres entre 0 et z*. O

Cela signifie que le nombre d’itération peut grandement varier selon la valeurs de ces b;,
a; pour un méme nombre de taches k. La complexité de ’algorithme du point fixe est donc
pseudo-polynoémiale mais nous ignorons toujours la complexité du probleme lui-méme.

Notons que la difficulté réside dans l'obtention du premier point fixe. Un algorithme
polyndmial existe pour trouver une solution quelconque de cette équation en procédant par
dichotomie. Des que I’équation possede plusieurs solutions comme c’est le cas sur la figure A.1,
une procédure dichotomique n’est plus envisageable.

rrrr T T T T T T T T T 1T
1 1B ums

F1G. A.1: représentation graphique d’une fonction x = Zle {i—‘ bi +c

a;



Annexe B

Résultats détaillés du placement
de taches

Nous rapportons ici des données détaillées sur la résolution du probleme de placement. 100
instances dans 8 catégories (soit 800 instances au total) ont été générées aléatoirement selon
le mode décrit section 9.3.1. Les valeurs moyennes, médianes, minimales et maximales sont
présentées sur les données suivantes :

— CPU : temps de résolution en ms;

— ITER : nombre d’itération entre problemes maitre et esclaves;

— NODE : taille de I'espace de recherche exploré en nombre de nceuds;

— NOE : nombre de contraintes de NotAllEqual apprises (incluant les différences) ;

— COMB : nombre de combinaisons linéaires apprises.

Ces données sont mesurées sur les instances résolues (solution trouvée ou preuve d’in-
consistance réalisée) en distinguant les instances consistantes et inconsistantes pour chaque
heuristique de recherche. Chaque tableau correspond ainsi & une heuristique. I et Ir utilisent
une politique de restart qui augmente progressivement une limite sur le nombre de noeuds.
Cette limite est initialisée au nombre de taches fois 10 et croit a chaque itération en étant
multiplié par 1,5.
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RESULTATS DETAILLES DU PLACEMENT DE TACHES

ANNEXE B.
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Résolution de problemes combinatoires par des
approches fondées sur la notion d’explication

Hadrien Cambazard

La programmation par contraintes est un paradigme de résolution des problémes combina-
toires sur lequel ont été batis des outils génériques de résolution, des solveurs. De nombreuses
recherches sont menées pour élargir le champ d’application de ces outils & des problemes dy-
namiques et sur-contraints. Un axe prometteur s’appuie sur la notion d’explications. Les ex-
plications constituent une trace explicite du comportement du solveur et ont été initialement
introduites pour améliorer les algorithmes de recherche arborescente. Depuis ce jour, elles ont
ouvert la voie & des méthodes d’exploration plus intelligentes (mais aussi plus cotliteuses) de
I’espace de recherche. Cette these porte sur ’élaboration d’algorithmes de résolution s’appuyant
sur la notion d’explications et les étudie sur des problémes autant académiques qu’industriels.

D’une part, nous examinons 'intérét des explications dans le cadre de techniques génériques
de décomposition. La mise au point d’un tel algorithme dans le contexte d’ordonnancement
temps réel a montré la souplesse de la technique pour permettre la coopération de méthodes
analytiques pointues avec un solveur de contraintes.

D’autre part, nous montrons que le réseau d’explication constitue une information parti-
culierement pertinente pour révéler a un utilisateur les structures ou relations entretenues par
différents éléments (variables/contraintes) du probléme. Cette information, également exploi-
table dynamiquement par le solveur est un pas supplémentaire vers des approches de résolution
génériques.

Enfin, les explications ont été jusqu’ici tres utilisées dans un cadre rétrospectif et pourraient
létre davantage dans un cadre prospectif (a I'image de leur exploitation par la communauté
SAT). Nous revenons ainsi dans cette thése sur des techniques de nogoods recording dans le
cadre du probleme de MOSP (Minimum Open Stack Problem).

Mots-clés : Programmation par contraintes, Explications, Décomposition

Constraint programming is a search paradigm for solving combinatorial optimization pro-
blems, that has been used to design generic solvers. Numerous researches are conducted to
deal with over-constrained and dynamic problems. One of those, is based on the concept of
explanations. Explanations provide a trace of the behavior of the solver and have been initially
introduce to improve backtracking based algorithms. They have been used to design clever but
costly ways of exploring the search space since that day. This phd thesis study explanation
based algorithms on industrial as well as academical problems.

We study the interest of explanation within generic decomposition techniques and imple-
ment such an algorithm for a hard real time task allocation problem. This approach outlines
the role of explanations within the cooperation of different solving techniques.

We also show that the explanation network is a relevant information to analyse the struc-
tures of a problem and understand the relationships between its different parts (variables and
constraints). This information, used to improve the search heuristic, is another step toward
generic search techniques.

Finally, explanations have been often used for look-back but are still under-exploited for
look-ahead in CP. Nogood recording techniques have never been successful contrary to what
happended in the SAT community. We implement in this thesis such a nogood recording in the
case of the minimum open stack problem.

Keywords : Constraint Programming, Explanations, Decomposition



