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Chapitre 1. Introduction

1 Problématique

1.1 Intégration numérique

La notion d’intégrale est essentielle en analyse et conduit & de nombreux développements
théoriques aussi bien que pratiques. On peut citer naturellement le calcul différentiel comme
prolongement évident, mais on retrouve le besoin de calculer des intégrales notamment en théorie
analytique des nombres, dans le domaine des calculs graphiques sur ordinateurs, et bien entendu
aussi dans des applications physiques.

L’intégration numérique en elle-méme se distingue de l'intégration symbolique dont l'objet
est de fournir une expression mathématique équivalente & une expression faisant intervenir une
intégrale. Pour illustration, un systéme de calcul symbolique pourra calculer

17 d
/0 rxﬂ = arctan(17)

tandis qu’une intégration numérique se contentera de répondre :

17
/ de 1,512040504...
0 1 + 1‘2
A priori la résolution symbolique de formules comportant des intégrales est préférable : on
obtient une expression plus simple qu’il sera possible de continuer a manipuler par la suite en
tant que sous-expression de l’expression globale. Par exemple le systéme de calcul symbolique
saura montrer que

17
dx
—arctan(17) =0
/0 1+ 22 (17)

tandis qu'un systéme numérique calculera une valeur approchée de 'expression gauche en se
rapprochant toujours plus de zéro & mesure que la précision demandée grandit mais sans pouvoir
décider de la nullité de I'expression.

D’autre part le calcul numérique d’une intégrale fait appel & un nombre plus ou moins im-
portant d’évaluations de la fonction a intégrer, ce qui a des implications autant sur le temps de
calcul que sur la précision. A titre d’exemple on peut définir pour 0 < z <1 :

) = 2V/1—¢2
F(z) = /xf(t)dt = /x2\/ 1 — t2dt = arcsin(z) + v/ 1 — 2.
0

0
Le calcul de F'(x) via l'expression de droite pour une valeur donnée de x demande le calcul
d’une racine carrée et d’'un arc-sinus en plus de quelques opérations élémentaires. En revanche
I’évaluation numérique de 'intégrale demande le calcul de 2v/1 — t2 pour un certain nombre de
valeurs de t choisies dans [0, z]. Le nombre exact de points & utiliser dépendra de la méthode
intégration choisie et de la précision voulue mais il est légitime de penser que dans le cas ou
d’intégrat h t del é 1 | est légit d d 1
la fonction f est fournie comme une boite noire a la routine d’intégration numeérique alors le
résultat fourni pour F' sera moins précis et demandera plus de temps de calcul que via le calcul
direct de ’expression symbolique sans intégrale, pour une méme précision.
?
ans ces conditions, pourquoi vouloir intégrer numériquement malgré tout 7 On peut avancer
D dit , 1 té é t malgré tout 7 O t
principalement deux arguments.
out d’abord, 'intégration symbolique peut échouer. Comme exemple bien connu, la primitive
Tout d’abord, l'intégrat ymbol t éch C leb )1 t

x 2
a:b—>/ e U dt
0



1. Problématique

de la fonction t — e~** n’admet pas d’expression close & base de primitives algébriques, loga-
rithmiques et exponentielles. Le recours a l'intégration numérique est donc parfois inévitable (il

ne 'est pas dans ce cas particulier de la fonction erf(z) = % foz e~*dt car il existe d’autres

méthodes numeériques comme utiliser le développement de Taylor).
D’autre part lintégration symbolique n’est pas toujours plus rapide ou plus fiable qu'une
intégration numeérique. L’exemple suivant, tiré de [12| I'illustre :

Toode 1 22+ 2v2+1 1 T T
1= log + arctan ——— — .
o 1+t* 42 Ta2—a2v2+1 22 V2 —ux V2+x

Un calcul numérique mené via la formule exacte est non trivial et fait apparaitre suffisamment de
fonction spéciales pour que l'intégration numeérique soit plus rapide et plus fiable. L’évaluation
de la formule exacte pour (1.1) donne 0,8669729867 sous Maple 10 soit une erreur de 6,4 ulp
décimaux (tandis que tous les chiffres affichés pour son évaluation par intégration numérique
sont exacts : 0,8669729873).

Dans certains cas enfin le choix ne se pose méme pas; c’est le cas des fonctions connues
uniquement par une boite noire (on peut demander son image en certains points mais pas son
expression sous forme close, méme si elle en avait une) ou encore lorsque les valeurs de la fonction
ne sont connues qu’en un nombre fini de points par des mesures expérimentales.

+ arctan (1.1)

1.2 Arrondi correct

Si les outils permettant de calculer numériquement des expressions ne manquent pas, on
constate hélas qu’ils restent en général muets concernant la précision des résultats calculés.
Beaucoup de logiciels sont développés sans se poser la question de la correction du résultat
retourné a l'utilisateur, que ce soit dans un langage de programmation généraliste ou dans un
systéme concgu pour les calculs numériques et formels.

On utilise le terme de « précision » pour désigner deux choses différentes mais liées. D’une part
la précision d'une variable indique la taille en nombre de chiffres (ou bits) utilisés pour conduire
les calculs (on peut par exemple effectuer tous les calculs avec une précision de 53 bits) ; d’autre
part on parle de la précision d'une valeur pour indiquer son écart a la valeur théorique exacte.

A titre d’exemple nous pouvons demander a Maple 10 la valeur de l'intégrale

2
I:/ e " log xdx.
17

fousse@tate:~$ maplel0

I\~/1 Maple 10 (IBM INTEL LINUX)
._ I\ [/1_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2005
\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of
<. ____ > Waterloo Maple Inc.

| Type 7 for help.
> evalf (Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126
0.2604007480 10

L’utilisateur est en droit de se demander combien des chiffres affichés dans ce résultat sont utiles;
par exemple si la valeur exacte était plus proche de 0,261 - 107126 alors seuls les deux premiers
chiffres décimaux du résultat seraient corrects, donc la précision du résultat affiché serait de 2
chiffres décimaux.
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L’utilisateur aurait-il 'audace de ne pas faire confiance & Maple et de demander son avis a
Pari/GP version 2.3.0, le résultat le laisserait sans doute perplexe :

laurent@tortoise:”$ gp
Reading GPRC: /etc/gprc ...Done.

GP/PARI CALCULATOR Version 2.3.0 (released)
powerpc running linux (portable C/GMP-4.2.1 kernel) 32-bit version
compiled: Jun 29 2006, gcc-4.1.2 20060613 (prerelease) (Debian 4.1.1-5)
(readline v5.1 enabled, extended help available)

Copyright (C) 2000-2006 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes
WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type 7 for help, \q to quit.
Type 712 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisize = 4000000, primelimit = 500000
7 intnum(x=17, 42, exp(-x~2)*log(x))
%1 = 2.565728500561051482917356396 E-127

Les deux systémes de calcul différent dés le deuxiéme chiffre significatif. Sur cet exemple précis
Pari/GP a raison (tous les chiffres du résultat affiché par Pari sont corrects, si 'on fait confiance
aux calculs effectués avec une précision doublée par Pari, Mathematica 5 et CRQ) : il ne s’agit
pas de jeter la pierre & Maple mais bien d’illustrer que lorsque 'on demande une approximation
numeérique a son systéme de calcul favori, il est bon de prendre le résultat avec une bonne dose
de circonspection.

Au dela de l'intérét évident de renvoyer des résultats corrects, faire I'effort de garantir une
borne d’erreur sur le résultat apporte d’autres avantages. Un calcul numérique est rarement isolé,
mais s’'insére comme une étape dans un calcul global plus complexe. Pour connaitre la précision
obtenue sur le résultat final il est nécessaire de pouvoir borner les erreurs commises a chaque
étape du calcul. En reprenant 1’exemple de lintégrale (1.1), calculer sa valeur pour une valeur
de x choisie avec forme exacte (symbolique) demande de maitriser I'erreur dans le calcul de /2,
celui d’arc-tangente, du logarithme et bien entendu lors de chaque calcul élémentaire que sont
addition, soustraction, multiplication et division.

Lorsque la différence entre la valeur exacte et la valeur renvoyée est plus petite que le poids du
dernier chiffre renvoyé, on dit que la valeur renvoyée est un arrondi fidéle de la valeur exacte. Par
exemple 0,2565728500561051 - 107126 et 0,2565728500561052 - 107126 sont deux arrondis fidéles
pour une précision de 16 chiffres décimaux de la valeur 0, 2565728500561051482917356396-10 126
On peut exiger plus et demander la valeur de 'arrondi vers zéro, ou par exemple I'arrondi au
plus proche de la valeur exacte. Il s’agit alors d’'une valeur définie de maniére unique (sauf pour
I'arrondi au plus proche lorsque la valeur & arrondir se trouve au milieu de deux nombres flottants
auquel cas on choisit par convention celle dont le dernier chiffre est pair).

Dans les débuts du développement de l'informatique, chaque constructeur définissait pour
sa machine un format de stockage des nombres flottants. En particulier la plage d’exposant et
la taille de la mantisse pouvaient varier d’un constructeur a 'autre. De méme la sémantique
des calculs n’était pas rigoureusement définie, méme pour les opérations élémentaires. Une telle
variété de format et de comportement rendait les programmes faisant appel & des calculs en

4



2. Etat de lart algorithmique

nombres flottants trés peu portables; les résultats variant d'un systéme a ’autre en fonction des
opérations utilisées, de la précision interne utilisée par le systéme et du soin que le constructeur
avait mis & programmer chacune de ces opérations.

L’avénement de la norme IEEE754 [22] en 1985 met fin & cette «tour de Babel du calcul
flottant » en définissant quatre formats de nombres flottants et quatre modes d’arrondi. Des
quantités spéciales sont ajoutées pour représenter les infinis et les résultats d’opérations non
définies (NaN pour Not a Number) et surtout, la norme impose que les opérations de base
respectent la régle de 'arrondi correct (voir la Définition 4). Les programmes deviennent portables
entre systémes respectant la norme car le résultat d’'un calcul est uniquement défini pour toutes
les opérations couvertes par la norme. De plus I’échange de valeurs flottantes est facilité entre
systemes hétérogenes car le format de représentation d’un nombre flottant en machine est imposé.

2 Etat de I’art algorithmique

Les méthodes d’intégration numérique proposées dans les systémes et bibliothéques de calcul
sont diverses. Les systémes différent autant par les méthodes & proprement parler que par la
fagon de les appliquer, que I'on pourrait appeler la stratégie d’intégration.

Nous allons faire un panorama de ces méthodes et stratégies.

2.1 Méthode de Newton-Cotes

La famille des méthodes de Newton-Cotes est une généralisation de la définition élémentaire
de l'intégrale par les sommes de Riemann. La famille est paramétrée par le nombre n de points
équidistants d’évaluation de la fonction; la valeur de l'intégrale calculée étant égale a la valeur
de l'intégrale du polynome interpolateur passant par ces points.

Cette famille de méthodes est en général décrite pour des raisons historiques ou pédagogiques.
Elle est communément tenue pour inférieure aux autres méthodes connues.

2.2 Meéthode de Romberg

La méthode de Romberg est une application de la méthode de Richardson [31] & la regle des
trapézes. Pour un paramétre entier m la méthode des trapézes sur [a,b] de pas d’intégration
h = b‘ﬁ est 'application de la méthode de Newton-Cotes & 2 points composée m fois, elle calcule

m—1
1) = h (%(f(a) PO+ Y flat z’h))

i=1

comme valeur approchée de f; f(x)dz. On peut montrer (par exemple en appliquant la formule
de sommation d’Euler-Maclaurin) que le terme d’erreur ne contient que des puissances paires de

h:

‘I(h) — /bf(x)dx = aph? 4+ a1h* + O(hO). (1.2)
a
On pose
i (3
et on commence par calculer Ty o,710,...,7T, 0 pour une certaine valeur de n.

La méthode d’extrapolation de Richardson calcule une pyramide de différences pour augmen-
ter I'ordre de convergence :



Chapitre 1. Introduction

Too Top - Tom-1 Ton
Tvo Tia T -1

o Tho1a

TnO

Des combinaisons linéaires permettent de passer d’une colonne a ’autre, le but étant a chaque
colonne d’annuler un terme d’erreur supplémentaire dans 1’équation (1.2). Plus précisément on
obtient la formule

20+2
T2 P Thev10 — Ty
kil+1 — 22l+2 1

pour passer d'une colonne [ & la colonne [ + 1. La valeur effectivement renvoyée par ’algorithme
est Ty, et son erreur est O(h2(+1)) si f est suffisamment réguliére, toute considération d’erreur
d’arrondi mise & part.

2.3 Meéthode de Gauss

Les méthodes de Gauss sont des méthodes d’'intégration pondérées, en ce sens que pour une
fonction f et un domaine d’intégration [a, b] elles calculent

pour une certaine fonction de poids w vérifiant quelques propriétés. L’étude de la méthode I,
passe naturellement par celle du produit scalaire implicitement défini par w sur les fonctions
[a,b] — R, qui définit une famille de polynémes orthonormaux.

Le cas particulier de la fonction de poids w = 1 est appelé méthode de Gauss-Legendre.

Dans un certain sens, les méthodes de Gauss restent «élémentaires» puisqu’elles s’écrivent
aussi comme les méthodes de Newton-Cotes via Uinterpolation de f en m points bien choisis.
L’expérience semble montrer que ces méthodes sont les plus efficaces pour intégrer des fonctions
réguliéres sur des segments de R [2].

Il est possible de calculer simultanément tous les points de la méthode par la détermination
des valeurs propres d'une matrice associée aux polynomes orthonormaux [20]. La complexité de
cet algorithme matriciel est O(n?).

Meéthode de Gauss-Kronrod

Les méthodes de Gauss-Kronrod sont une variation des méthodes de Gauss. Elles sont aussi
paramétrées par une fonction de poids w et la méthode d’ordre n utilise 2n + 1 points dont n
correspondent aux points de la méthode de Gauss pour le méme poids. Les n + 1 points restants
sont déterminés par la condition que la méthode d’intégration doit étre exacte pour tous les
polynomes de degré au plus 3n + 1.

Les coefficients peuvent étre calculés par une méthode matricielle, comme pour les coefficients
de Gauss [8, 23].
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2.4 Meéthode de Clenshaw-Curtis

La méthode de Clenshaw-Curtis est encore une méthode de type interpolatoire, paramétrée
par le nombre de points n, avec un choix des points d’intégration sur l'intervalle [—1,1] de

g
xj = COS .

et les poids correspondants calculés pour intégrer correctement les polyndémes de degré au plus
n—1.

Du fait de ce choix de points, la méthode n’est pas optimale au sens de 'approximation
polynomiale de plus haut degré comme c’est le cas des méthodes de Gauss, et c’est ce qui lui
vaut d’étre négligée en pratique au profit de celles-ci.

Une étude comparative des méthodes de Gauss et de Clenshaw-Curtis est faite dans [35], qui
montre en particulier que le facteur 2 en terme de meilleure approximation polynomiale n’est
pas confirmé en pratique : si I’on considére le nombre minimal de points a utiliser pour atteindre
une précision donnée, alors la méthode de Gauss n’est pas meilleure d’un facteur 2 (mais tout
de méme supérieur a 1) par rapport a la méthode de Clenshaw-Curtis.

2.5 Meéthode doublement exponentielle

Les méthodes doublement exponentielles (DE) reposent sur le choix d’'un changement de
variable qui transforme un domaine d’intégration borné a R, et sur l'optimalité de la méthode
des trapeézes sur R pour les fonctions analytiques. Pour une fonction f intégrable sur R et un pas
d’intégration h la méthode des trapézes consiste a calculer

+o0o
Iy=h > f(hi)

1=—00

comme valeur approchée de fj;o f(x)dz. Il s’agit d’une extension & R de la méthode des trapézes
sur [a,b] qui compose m fois la méthode de Newton-Cotes a 2 points (formule donnée plus
haut). Découverte en 1973 par Takahasi et Mori, la transformation doublement exponentielle
est couramment utilisée en logiciel. Une introduction a la transformation et a sa découverte est
donnée dans [25]; 'essentiel en est restitué ici.

Pour calculer

= /_ 11 F(z)dz

il est possible d’utiliser une transformation

z = ¢(t)
ol ¢ est analytique sur R et vérifie

lim (t) = —1, lim ¢(t) = 1

t——o0
et alors

1= [ sewe

En appliquant la formule des trapézes a cette derniére expression on calcule
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FiG. 1.1 — La transformation ¢(z) = tanh(% sinhz) utilisée dans la méthode doublement expo-
nentielle.

N
IV =" f(¢(kh))g (kh)

k=—N

pour un certain pas de discrétisation h et en tronquant la somme aux termes de —N a N. Le
choix de transformation proposé est

¢(t) = tanh <g sinh t)

qui donne la formule

N — f: f (tanh (E sinh kh)) 3 coshkh
h Pt 2 COSh2(% sinh kh)’

La formule doit son nom & la décroissance doublement exponentielle de

#)=
cosh” (% sinht)

quand |t| — oo (voir Figure 1.2). Le principe de la transformation est de concentrer ’essentiel de
la contribution de la fonction & intégrer autour de 0, d’ou la forte décroissance quand [t| croit.
Il y a un compromis a trouver dans le choix des parameétres et de la transformation ¢ utilisée :
une décroissance plus rapide que doublement exponentielle diminue l'erreur de troncature mais
augmente 'erreur de discrétisation.

Depuis la découverte de la transformation DE, cette méthode est appliquée seule ou avec
d’autres transformations, en fonction de la nature de l'intégrande, de ses singularités et du
domaine d’intégration. Un tel exemple est I’expansion sinus cardinal «sinc» :

N
flw)~ > fkh)S(k,h)(x)
k=—N
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F1G. 1.2 - La décroissance de ¢/(x).

ou

sin(w(xz — kh)/h)
m(x — kh)/h
qui est utilisée conjointement & la méthode doublement exponentielle dans |33], améliorant les for-

mules précédentes qui utilisaient une transformation simplement exponentielle ¢(z) = tanh(x/2)
a I'expansion «sinc». La fonction sinc est définie par

, {1 siz =0,
S1Nnc =

S(k, h) =

sin(7x) .
S1non
T

et son graphe est donné en Figure 1.3.

2.6 Stratégies adaptatives

Les méthodes d’intégration décrites jusqu’ici ne sont en général pas appliquées directement a
I'intervalle d’intégration considéré. Le principe de la composition consiste a découper l'intervalle
de départ en plusieurs sous-intervalles et appliquer une méthode d’intégration & chacun d’eux.
Une stratégie d’intégration adaptative choisit & chaque étape de redécouper plus finement 1'in-
tervalle d’intégration, de modifier les paramétres de la méthode (voire de changer de méthode),
jusqu’a ce qu'une condition d’arrét soit satisfaite.

A titre d’exemple la stratégie utilisée par MuPAD est décrite dans [26] et suit les idées de
[18].

3 Etat de ’art au niveau logiciel

Les méthodes d’intégration que nous avons présentées sont incluses dans les logiciels de calcul
numérique, et jouissent d’une popularité variable. Nous évoquons principalement les logiciels qui
seront testés dans le chapitre 6 « Résultats expérimentaux». Les informations proviennent de la
documentation de ces systémes.
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Fi1G. 1.3 — La fonction sinus cardinal.

Algorithme 1 Intégration adaptative — quadrature(f,[a,b], Qn,€)

ENTREE : une fonction a intégrer f, un domaine d’intégration [a,b], une méthode d’intégra-
tion @, une tolérance d’erreur e.
SORTIE : une valeur approchée T de f; f(x)dz a € prés de fagon heuristique uniquement.
m «— (a+b)/2
Ql — Qn(f, a, b)
Q2 — Qn(f? a, m) + Qn(f7 m, b)
if |Q1 - Q2| <€ then
return Qo
else
return quadrature(f, [a, m], Q,, €)+ quadrature(f,[m,b], Qn,¢€).
end if

3.1 Maple 10

Maple utilise la bibliotheque NAG (Numerical Algorithm Group) pour le calcul numérique
d’intégrales. Cette bibliothéque propose les méthodes de Gauss-Legendre et Gauss-Kronrod avec
une stratégie adaptative, mais se limite & l'utilisation des nombres flottants disponibles en ma-
chine. La commande evalhf (Digits) donne le nombre de chiffres & partir duquel Maple n’utilise
plus NAG (et vaut 15 sur une machine 32 bits).

En interne, Maple dispose aussi des méthodes de Clenshaw-Curtis, de Gauss-Legendre, de
la méthode DE ainsi que de I'expansion sinc. La stratégie par défaut essaie d’abord la méthode
de Clenshaw-Curtis. Si la vitesse de convergence est faible, Maple passe & une méthode DE
adaptative, puis & une méthode de Gauss-Legendre adaptative, tout en essayant de détecter des
singularités par des moyens numériques et symboliques.

I1 est aussi possible de demander a utiliser la méthode de Newton-Cotes, mais avec un nombre
de points fixé & 8. Sa présence est donc anecdotique.

10
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3.2 Pari/GP 2.3.0

La transformation DE est la méthode utilisée par défaut dans Pari/GP depuis la version 2.2.9
[3]. La méthode d’intégration de Romberg est toujours disponible mais est jugée obsoléte.

3.3 Mathematica 5.0.0

Les méthodes disponibles dans Mathematica sont la méthode de Gauss-Kronrod (utilisée par
défaut) et la méthode DE. Mathematica utilise aussi une stratégie récursive de bissection avec
une profondeur limitée a 6 par défaut!.

3.4 MuPAD 2.5.3

MuPAD dispose des méthodes d’intégration de Gauss-Legendre, de Newton-Cotes et de
Gauss-Tchebychev. La méthode utilisée par défaut est Gauss avec un nombre de points sélec-
tionné automatiquement en fonction de la précision requise lorsqu’elle est inférieure & 200 chiffres.
Au dela il est recommandé de préciser manuellement un nombre de points égal & la précision
demandée.

La méthode de Gauss-Tchebychev est un cas particulier des méthodes de Gauss pour une
fonction de poids w = 1 — 22, elle demande donc une transformation de la fonction f a intégrer
et s’adapte particuliérement aux fonctions de la forme % ou p(x) est un polynome.

La fonction d’intégration de MuPAD utilise la stratégie adaptative décrite dans l'algorithme 1
(p. 10) sauf dans le cas de la méthode de Gauss-Tchebychev. Il est aussi possible de la désactiver.

4 Contributions et organisation du document

Les contributions de la thése sont les études rigoureuses des méthodes de Newton-Cotes
(chapitre 3) et de Gauss-Legendre (chapitre 4) et des algorithmes qui en découlent, dans le
contexte de la précision arbitraire et avec 1’objectif de borner ’erreur sur le résultat. Ces deux
points (précision arbitraire et erreur bornée) constituent 'originalité du présent travail. Des
algorithmes développés, les méthodes efficaces de calcul des points par un procédé d’isolation et
de raffinement des racines réelles d'un polynome (chapitre 5) sont apparues naturellement durant
I’examen de la méthode de Gauss-Legendre. Il s’agit cependant d’un travail qui présente un intérét
pour lui-méme et qui peut s’appliquer a la question de la recherche de racines polynomiale de
fagon plus générale.

L’utilisation d’une précision de calcul arbitrairement grande souléve des problémes algorith-
miques et numériques qui ne se posent pas en précision fixe. La précision atteinte lorsque 'on
calcule en précision fixe est fatalement inférieure & la précision de travail, et 'accumulation
des erreurs d’arrondi incite a ne regarder qu'un nombre de points relativement limité pour les
méthodes d’intégration. Avec la précision arbitraire se repose la question du choix optimal de
méthode, de nombre de points et de stratégie a appliquer en fonction de la précision voulue.

L’argument de la composition des calculs a déja été cité pour justifier I’objectif de vouloir
borner l’erreur. Cet objectif se comprend lui aussi dans le contexte de la précision arbitraire ot il
est possible d’augmenter la précision de calcul tant que le nombre de chiffres corrects demandés
dans le résultat n’est pas atteint : c’est la base de la stratégie «en peau d’oignon» de Ziv [39].

L’étude de la méthode de Gauss-Legendre améne naturellement a s’intéresser au probléme
du calcul d'une racine d’un polynéme en précision arbitraire, traité dans les sections 17 et 18.

!D’aprés la documentation en ligne http://documents.wolfram.com/mathematica/functions/NIntegrate.
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Les résultats théoriques et les algorithmes présentés s’accompagnent d’une réalisation logi-
cielle sous forme d’une bibliothéque baptisée Correctly Rounded Quadrature (CRQ) que I'on peut
traduire en francais par «Intégration avec arrondi correct». Le titre est optimiste, savoir borner
I'erreur ne procure par nécessairement la propriété d’arrondi correct qui demande en plus de
savoir détecter les résultats exactement représentables. Des mesures de performances de CRQ
sont données dans le chapitre 6, ainsi que des comparaisons avec d’autres systémes d’intégration
numérique.

12



2

Eléments de calcul flottant

13



Chapitre 2. Eléments de calcul flottant

Apreés avoir effleuré le sujet du calcul flottant dans l'introduction, nous donnons ici des défi-
nitions précises et des notations qui seront utilisées par la suite, avant de parler des particularités
de la bibliotheque MPFR [34]. Nous donnons aussi des résultats de bornes d’erreur élémentaires
sur le calcul flottant qui seront utiles par la suite.

5 Modéle de calcul flottant

Nous donnons les rudiments de la représentation des nombres flottants en base 8 = 2, qui
est la seule base qui nous intéressera par la suite. Des définitions similaires sont possibles pour
une base ( différente ; on pourra retrouver une description plus générale des flottants ainsi qu'un
certain nombre de notions passées sous silence dans [19].

Dans la suite la précision p est un entier > 2.

Définition 1 (Nombre flottant). Un nombre réel x est un nombre flottant en précision p s’il
peut s’écrire x = m - 2° o m, e sont des entiers et |m| < 2P.

Cette définition s’apparente a la notion d’«écriture scientifique» en base 10 ol par exemple
1981 s’écrit 1,981 - 103 : les flottants en base 2 ne sont rien d’autre qu'une suite finie de bits
«décalée» d’une certaine puissance de 2.

Lorsque 2P~1 < |m| < 2P on dit que le nombre flottant z (non nul) est normalisé.

Définition 2 (Exposant). Pour un nombre réel non nul x on définit 'exposant E(z) := 1 +
\log, |||, de telle sorte que 28(*)~1 < |z| < 2B@),

[’exposant d'un réel non nul z est donc ’exposant de la plus petite puissance de 2 qui est
strictement supérieure a |z|. Par exemple

1024 = 210 < 2006 < 2! = 2048

donc E(2006) = 11. L’exposant dépend de la base mais pas de la précision.

Définition 3 (Ulp). Pour un nombre réel non nul x et une précision p on définit ['ulp ou unit
in the last place de x par ulp(z) := 2E(z)-p,

Pour un réel x non nul et une précision p on a toujours 2P~ lulp(x) < |z| < 2Pulp(z). Si z est
un nombre flottant, alors ulp(z) est le poids du bit le moins significatif — qu’il soit nul ou pas
— dans la mantisse normalisée & p bits de z. Pour tout réel x, ulp(z) est toujours positif par
définition. On pourra considérer pour un réel x non nul ulp(z) pour différentes précisions p et on
notera ulpp(x) pour les distinguer, ou pour indiquer la précision si elle n’est pas évidente suivant
le contexte. On attire I'attention du lecteur sur le fait que ulp(z) et E(x) sont bien définis pour
tout réel x non nul, et pas seulement pour x flottant.

Nous pouvons déja remarquer que les flottants sur p bits ne contiennent qu’un sous-ensemble
des rationnels, et que de plus cet ensemble n’est stable pour aucune des opérations de base

{+7 = X _}

5.1 Flottants IEEE 754

La norme IEEE 754 [22] a proposé un cadre unifié de calcul flottant & une époque ou chaque
constructeur de matériel utilisait le sien. Elle définit 4 formats de nombres flottants résumés dans
le tableau 2.1, ainsi que 4 modes d’arrondi : ’arrondi au plus proche d’un réel z est le nombre

14



6. Particularités de MPFR

Format Taille totale €min €max Taille fie fI‘aﬂle de
la mantisse I'exposant
simple 32 —126 127 24 8
simple étendu > 43 < —1022 | > 1023 > 32 > 11
double 64 —1022 1023 53 11
double étendu >179 < —16382 | > 16383 > 179 > 15

Fia. 2.1  Les formats de flottants de la norme IEEE 754 (la plage d’exposant est donnée pour
une normalisation 1 < |m| < 2).

flottant le plus proche de z (s’il y a ambiguité on choisit celui dont la mantisse est paire), ’arrondi
vers —oo est le plus grand nombre flottant inférieur ou égal & x, 'arrondi vers +oo est le plus
petit nombre flottant supérieur ou égal a x, et arrondi vers 0 correspond & 'arrondi vers +oo
pour < 0 et & l'arrondi vers —oo pour z > 0. Dans la suite on s’intéressera essentiellement
a larrondi au plus proche, que I'on note o(z) pour un réel x quelconque, ou op,(z) lorsque 'on
voudra indiquer & quelle précision p on arrondit.

Dans la norme, chaque format de flottants détermine la taille dévolue dans la représentation
du nombre aussi bien & la mantisse qu’a son exposant, représenté comme un entier avec un biais
imposé. On notera que la plage d’exposants accessible [epin, €max| ne correspond pas exactement
au nombre de bits utilisés pour représenter I’exposant, certaines valeurs de ’exposant sont ré-
servées pour représenter les quantités spéciales (+00, —oo et NaN pour Not a Number lorsque
le résultat d'une opération n’est pas défini) ainsi que les flottants dénormalisés (que nous ne
détaillons pas ici).

La condition de normalisation fait économiser un bit dans la représentation de la mantisse
(le bit de poids fort que I'on sait égal & 1 n’est pas stocké explicitement).

Enfin une exigence cruciale de la norme est celle de I'arrondi correct :

Définition 4 (Arrondi correct). On dit que le résultat d’un calcul flottant respecte la régle de
["arrondi correct sil est égal au flottant arrondi a la précision demandée dans le mode d’arrondi
courant du méme calcul effectué dans R, c’est-a-dire sur des réels avec une précision infinie.

Les opérations a op b ou op € {+,—, x,+} doivent respecter cette régle, de méme que
lopération racine carrée /-. Cette propriété est capitale dans la détermination de bornes d’erreur,
et permet par exemple d’écrire :

1
o (a+b)—(a+b)] < julp(e(a +1)). (2.1)
On montre facilement par U'absurde que si l'inégalité (2.1) n’est pas satisfaite alors I'un des

nombres flottants voisins du flottant o(a + b) est plus proche de a + b, ce qui est absurde pour
un arrondi au plus proche.

6 Particularités de MPFR

La bibliotheque MPFR [34] de calcul flottant s’appuie sur le norme IEEE 754 et respecte
donc la régle de l'arrondi correct pour chacun des quatre modes d’arrondi. Le choix de la base
est 0 = 2. Par rapport aux flottants « machine», MPFR étend la norme de deux facons :
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— en supportant d’une part la multi-précision (aussi appelée « précision arbitraire»). Chaque
nombre MPFR contient 'information de sa précision? p > 2, et les calculs sont arrondis a
la précision de la variable résultat,

— en respectant d’autre part la régle de l'arrondi correct pour un ensemble de fonctions plus
grand que les opérations de base (par exemple sin, exp, ...).

En pratique la taille des nombres MPFR n’est limitée que par la mémoire du systéme, et les
exposants sont stockés dans un entier machine donc la plage d’exposants accessibles est tres
grande (on supposera par la suite qu’elle est non bornée).

Les fonctions disponibles dans MPFR sont nombreuses, on peut citer les fonctions trigono-
métriques (et trigonométriques inverses), 'exponentielle et le logarithme dans les bases 2, 10 et
la base naturelle, la fonction ¢ de Riemann, la factorielle (parmi d’autres). Certaines constantes
comme 7 et la constante d’Euler sont aussi définies. Toutes ces fonctions et constantes sont
calculées en respectant la régle de l'arrondi correct.

D’inspiration voisine, la bibliothéque CRlibm [11] a pour but d’étendre I’arrondi correct aux
fonctions disponibles dans les bibliothéques mathématiques 1ibm avec une implémentation rapide
et prouvée, pour la double précision. L’objectif & terme est d’inclure ces fonctions dans une future
révision de la norme IEEE 754.

Dans les algorithmes des chapitres 3 & 6, le modéle de calcul flottant utilisé est celui de MPFR
avec 'hypothese de la plage d’exposant non bornée. Pour que le lecteur n’ait pas a se souvenir
de la précision de chaque variable, on indiquera la précision de calcul utilisée dans 1'opération
d’arrondi, plutot que de la supposer implicitement indiquée dans la variable de destination. Par
exemple une ligne

T op(y + 2)

signifie que x recoit Iarrondi exact en arrondi au plus proche sur p bits de I'addition y + z, et
donc que dans l'implémentation la précision de la variable x aura été implicitement changée au
besoin & p bits.

7 Calcul d’ulp

On suppose dans la suite que la plage d’exposant est non bornée. Cela implique notamment
qu’il ne se produit ni overflow ni underflow au cours des calculs.

Lemme 1. Sic#0 et x # 0 alors ¢-ulp(x) < 2 - ulp(cx).

PREUVE : Si ¢ < 0 il n’y a rien & prouver. Par définition de ulp(x) on a :
2P~ lulp(z) < |z

et pour ¢ >0
|cx| < 2Pulp(cx)

donc
c- 2P lulp(x) < |ex| < 2Pulp(ez). O

Lemme 2. Pour un réel non nul x et dans tous les modes d’arrondi on a : ulp(xz) < ulp(o(x)),
ot o(x) est U'arrondi de x dans le monde d’arrondi choisi, avec une plage d’exposant non bornée.

2Les calculs effectués en précision 1 bit n’ont que trés peu d’intérét pratique de toute facon.
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PREUVE : L’hypothése de la plage d’exposant non bornée implique notamment qu'’il ne se produit
pas d’underflow (arrondi & zéro). On a 2P@)~1 < |z < 2E() et ulp(z) = 26@®) =P Aprés arrondi
on obtient 2@ =1 < | o (z)| < 2P puisque 2F(®) et 2E(*)~1 sont exactement représentables, et
donc ulp(o(z)) > 2E@=P > ulp(). O

Lemme 3. Soit x un réel non nul et o(x) 'arrondi au plus proche de x sur p bits. Alors |x| <
(1+277)[o ()]

PREUVE : Par définition de ’arrondi au plus proche on a
1 1.4_
2~ of2)| < Zulp(o(x)) < 5277 (@)

] <o (z)[ +27P[c (z)|. O

Lemme 4. Soient a et b deux nombres flottants non nuls du méme signe et de méme précision
p alors dans tous les modes d’arrond:

3
ulp(a) + ulp(b) < §ulp(o(a +b)).
PreUVE : II suffit de considérer le cas ol a et b sont positifs. La définition de ulp donne :
2P~ lulp(a) < a < 2Pulp(a),

2P~ ulp(b) < b < 2Pulp(b)

donc
2P~ Hulp(a) + ulp(b)] < a+ b < 2Pulp(a) + ulp(b)].

Si ulp(a) = ulp(b) on obtient
2Pulp(a) < a + b < 2P ulp(a)

et donc ulp(o(a + b)) > ulp(a + b) > 2ulp(a) = ulp(a) + ulp(b) (Lemme 2) ce qui prouve le
résultat.

Sinon on peut supposer sans perte de généralité que ulp(a) > ulp(b), c’est-a-dire ulp(a) >
2 - ulp(b). On en déduit :

ulp(a) + ulp(b) < Zulp(a),

et avec ulp(o(a + b)) > ulp(a + b) > ulp(a) (Lemme 2) cela conclut la preuve. O

EXEMPLE : Prenons p = 4 et ’arrondi au plus proche : a = 1,010, b = 0,1001 en format binaire.
a+b=1,1101, o(a + b) = 1,110,
ulp(a) + ulp(b) = 273 4+ 271 = 2273 = 3ulp(o(a + b)).

Lemme 5. Soient a et b deur nombres réels tels que 0 < a < b et a, b leur arrondi respectif au
plus proche sur p bits, et b £ a. Alors
(+-3)

b—a<

N | Ot
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Chapitre 2. Eléments de calcul flottant

PREUVE : On a

b—a = b—a+(b-"b)+(@—a)
b—a < b—a+|b—>b|l+a—al.

On se raméne a montrer que

w—a+m—mgg@—@.

Par définition de 'arrondi au plus proche on a toujours

~ 1 ~
|b—b| < §ulp(b) (2.2)

et )
la—al < §ulp(2i). (2.3)

De plus b > a donne ulp(/l;) > ulp(a). On distingue trois cas, suivant la position respective de b
et a:

Cas ulp(b) = ulp(d) : Alors @ et b s’écrivent

A~

mgulp(b)

o~

= mypulp(b)

o>y Q)

avec mq, my entiers tels que 2P71 < mg,my < 2P — 1 et my > my,. On en déduit

b—a = (mp—ma)ulp(b)

o~

> ulp(b)
> [a—al+[b—1b|.

o~

Cas ulp(b) > ulp(a) : On écrit

o~

ulp(b) = 2%ulp(a), a>1

puis

= mguulp(a)

) Q)

= 2%myulp(a)
avec mq, my, entiers tels que 2P71 < mg,my < 2P — 1. On obtient
b—a = (2% — me)ulp(a)

> (2P 9P 4 1)ulp(a).

18



7. Calcul d’ulp

Sia > 1, alors

b—a > (271 =27 4 1) ulp(a)
> 27~ lulp(b)
> ulp(b)

et on conclut comme précédemment. Si o = 1, alors

b—a > ulp(a)

o~

et ulp(b) = 2ulp(a) donne

b—b < ulp(@)
1
@—al < Zulp(@)
N ~ 3 -
@—al+b-b < Sulp@
< g(’é—a). O

EXEMPLE : Prenons p = 3 et 'arrondi au plus proche. On choisit b = % et ap = % +27%4% On

obtient b = 1, a. = %, b—ap = % — 274k et % <b — d\k) = 1—56. De facon plus visuelle :

b = 1,001
b = 1,00
a = 0,11010...01
k
a = 0,111
b—a = 0,001
g@—a) — 0,0101
b—a = 0,01001...1
——
k+1

Cet exemple montre en particulier que le facteur % dans la borne est optimal.

Lemme 6. Pour deuz nombres réels x et y, en calculant en base 2 en précision p avec arrondi
au plus proche et s’il ne se produit ni overflow ni underflow on a

[o(o(z) o (y) —ay| < gulp(O(O(w) ° (y)))-

PREUVE : soit u = o(z), v = o(y) et z = o(uwv). Pour le calcul de l'erreur relative sur la
multiplication, les signes de x et de y n’interviennent pas. De méme en base 2, multiplier x ou
y par une puissance de 2 ne modifie pas la propriété & démontrer puisqu’on traite de 'erreur
relative sur z. On peut donc sans perte de généralité supposer

1< <y <2
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Chapitre 2. Eléments de calcul flottant

On pose e = %ulp(l) = 27P, Avec l'arrondi correct au plus proche on peut écrire
r=u(l+0), y=v(1+8), uv=201+0") ou |0],]¢],]0" <e.

On distingue deux cas :

Cas x <1+e: alors u = o(z) = 1 et la multiplication z = o(uv) = uv est exacte. L’erreur se
borne par :

|z — xy| luv — zy|
luv| - |1 — (1+60)(1+ 0]
|uv|(21_p + 2_2p)

2@ +27) (1 4+ 27).

IN A IA

Puis |z| < (2P — 1)ulp(z) d’oit I'on déduit |z —zy| < 2+27P —2172% —27% < S car p > 1.

Cas x > 1+e: alors u = o(z) > 1+ 2e. En effet la condition > 1 + e assure que le nombre
flottant 1 + 2e est plus prés de x que le nombre flottant 1, donc dans tous les cas ’arrondi
au plus proche de z sera supérieur ou égal au nombre flottant 1 4+ 2e. On en déduit que

lu—z| < e
eu
<
- 142
e
0 < .
o1 = 1+ 2e
Selon le méme argument on a
p e
0] < :
1+ 2e
On borne ensuite erreur globale par :
1
|z —ay| = Sulp(z) + [uv — 2yl

2
1
< §ulp(z) +|uv| - |1 — (14 0)(1+ 6|

2
< 1ul (2) + |uv| ‘ + 2
= P 1+ 2¢ 1+ 2e

= (% i <é _1> <<1+e2e>2+ 1—2+62e>> ulp(z)

1 (be+2)(1—e)
< <§ + W) ulp(z).

Une simple étude de fonction permet de vérifier que

(5e +2)(1 —e)
Tht2e =?

d’ou le résultat. |
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Intégration de Newton-Cotes
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Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes

Ce chapitre décrit la méthode d’intégration de Newton-Cotes et son implémentation dans
CRQ. Une partie en a été publiée dans [16].

8 Présentation de la méthode

On appelle f: [a,b] — R la fonction C* & intégrer sur un segment fini [a,b], et n le nombre
de points de la méthode choisie. On note

= / ’ fa)da

la valeur exacte de l'intégrale que I'on souhaite calculer. La méthode d’intégration de Newton-
Cotes utilise des points réguliérement espacés sur [a, b] aussi appelés «abscisses» xg, 1, ..., Tp_1
avec

ri=a+thpour 0<i<n

et h = H. On appelle h le pas de la méthode. Les bornes a et b de I'intervalle sont incluses
dans les points de la méthode : on parle de méthode close. Il est possible de les omettre pour
obtenir ainsi une méthode ouverte. Dans la suite on s’intéresse uniquement aux méthodes closes.

Le principe de la méthode est d’interpoler, par le polynéme d’interpolation de Lagrange P,

la fonction f en chacun des n points choisis et de calculer U'intégrale de P sur [a,b] :

/ab f(z)dz ~ /ab P(z)dx. (3.1)

Dans la suite du chapitre nous montrerons comment calculer efficacement le membre droit
de (3.1) et aussi dans quelle mesure I'approximation faite est valide. On appelle I, = f: P(x)dz
cette intégrale approchée par la méthode a n points.

Pour i € {0,1,...,n — 1}, notons l; = [, — et w; = % ff l;(x)dz. Alors en particulier

et

= h : wlf(xz) (3.2)

1=

o

Le calcul approché de l'intégrale de f suivant la méthode de Newton-Cotes est donc ramené
au calcul de n coefficients (w;)o<i<n qui ne dépendent pas de la fonction a intégrer (et qui
ne dépendent pas non plus de lintervalle d’intégration [a,b] comme démontré plus loin). Les
coefficients w; sont aussi appelés «poids» de la méthode.
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8. Présentation de la méthode

n Nom Formule Cn

2 | reégle des trapézes I = h# _1_12
3 | régle de Simpson I3 = %(fo +4f1+ f2) —a0
4 | régle 2 de Simpson I, = %(f0+3f1+3f2+f3) — 50
5 régle de Boole Is = h(Tfo +32f1 +12f> +32f3 + 7f1) | — g5

TaB. 3.1 Formules d’intégration de Newton-Cotes pour de petits n. Pour simplifier les notations,

on définit f; = f(x;).

Par exemple, retrouvons les poids de la méthode d’intégration & 4 points aussi appelée «régle

3 de Simpson» sur [a,b] = [0,1]. Les points d’intégration sont :
rog = 0
1
r1 = g
2
To = g
r3 = 1.

Les polynémes I; sont :

d’ott 'on déduit les poids w; :
1
wy = / lo(z)dx =
0

wp = /01 l1(x)

wy = lo(z)dx =

a
8
|

®l = 0l w lw o]

0
1

wy = /l3(:17)d:17:
0

On retrouve bien les poids indiqués dans la table 3.1.
L’erreur mathématique F,, = I — I, de la méthode d’intégration est de la forme E, =
ek LM () pour n pair et E, = c,h"T2f+)(¢) pour n impair. Les constantes ¢, sont
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Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes

données dans la table 3.1 pour les premiéres valeurs de n. La formule sera justifiée en section
10.3.

Les algorithmes de calcul des coefficients sont décrits en section 9. L’analyse d’erreur, aussi
bien 'erreur mathématique que les erreurs de calcul en nombres flottants, est donnée en section
10 pour aboutir au résultat principal du chapitre, le théoréme 4.

9 Algorithmes pour le calcul des coefficients

On distingue dans la méthode d’intégration de Newton-Cotes le calcul des poids par rap-
port a l'intégration (3.2) elle-méme, car les coefficients peuvent étre pré-calculés et servir pour
plusieurs intégrations différentes. Par exemple le procédé de composition découpe un intervalle
d’intégration en plusieurs parties sur lesquelles la méme méthode est appliquée séparément.

Dans un premier temps nous montrons que les coefficients ne dépendent pas de l'intervalle
d’intégration considére [a, b]. Ce résultat est valide de maniére générale pour toutes les méthodes
d’intégration de type interpolatoire, a savoir celle obéissant a une formule telle que (3.2). Ce
résultat (classique) se montre par un changement de variable simple, mais il n’est explicité que
dans le cas particulier de Newton-Cotes, pour mettre en évidence la formule utilisée

Proposition 1. Les coefficients des méthodes de Newton-Cotes ne dépendent pas de 'intervalle
d’intégration, et sont symétriques par rapport au milieu de l'intervalle.

PREUVE : Pour i € {0,...,n — 1} on transforme I'expression de w; donnée plus haut :

1 b
w; = E/a li(x)dx
n—1

= / li(a+ zh)dx
0

_ /”_1 Ha~|—xh—xj du
0 N\jAa T
n-l a+ xzh — (a+ jh)
- 11 h(i — ) d
0 \ji J
n—1 s
- / H a: ] dx
i —
o \ja '/
1 1 n—1
AT [ e
jeit TGSt o G
(_1)n—1—i /n—l )
L e — — j)dx.
Wn—1— i) -5
il(n i) Jo e
Le changement de variable x — n — 1 — x montre que wy,_1_; = w;. O

9.1 Algorithme naif
Soit § = ppem(2,3,...,n —1), I¥(z) = 5Hj7éi(:17 — j) et L; la primitive de [} définie par

(_1 n—1—1i
(n—1—1)!

— (_1)n—1—i@

(n—1)!"
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9. Algorithmes pour le calcul des coefficients

T T
Temps de calcul

temps (ms)
w
T

F1G. 3.1 — Temps de calcul des poids de Newton-Cotes pour de petits n avec 'algorithme naif.

Alors on calcule les poids par
U

0
Cette formule montre notamment que les poids sont rationnels; on peut donc les calculer exacte-
ment sous la forme w; = % par I'algorithme 2 ci-dessous. Le facteur § dans [7 permet de s’assurer
qu’a chaque étape L;(n — 1) est un entier ; en effet [ est un polynome a coefficients entiers et on
ne divise que par des entiers de 2 a n — 1 dans l'intégration polynomiale.

Li(n — 1). (3.3)

w; =

L’algorithme retourne la liste des numeérateurs (vg, v1, . .. ’UL"*J) ainsi que le dénominateur
2

commun d, sans garantir que la sortie soit réduite.

Algorithme 2 Coefficients de Newton-Cotes, algorithme naif
ENTREE : n nombre de points de la méthode.
SORTIE : (vg,v1,... ,ULLAJ,d) tels que w; = .
2

1. § < ppem(2,3,...,n)

25— (x—-1)(z—2)...(z—(n—1))0

3: fort—0ton—1do

4: Li(n —1) « On_l [} (z)dx

5: li g — %l: > mise & jour en place
6: U — (_1)n—1—i (n;l)LZ(n — 1)

7: end for

8: return (vg,vy,... ,’ULanlj,d =0-(n—1))

Le résultat de timings effectués sur un ordinateur Pentium-4 & 3GHz avec GMP version 4.1.4
est donné en figure 3.1.
La complexité binaire de I’algorithme s’estime ainsi :

ligne 1 la taille de § est O(n) [15] et on peut le calculer naivement par n étapes de I'algorithme
d’Euclide entre le plus petit commun multiple (ppcm) courant de taille O(n) et 'entier
suivant de taille O(logn). La complexité totale est donc O(n?logn).
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Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes

ligne 2 on calcule le produit polynomial étape par étape. On maintient la représentation déve-
loppée, sous forme d’un tableau de coefficients, du produit des monomes déja traités. Les
coefficients du polynome de ’étape courante sont de taille O(nlogn). La complexité est
O(n®log®n).

lignes 4 et 5 ces lignes sont exécutées n fois; a chaque exécution on effectue O(n) multiplica-
tions ou divisions d’entiers de taille O(nlogn) par des entiers de taille O(logn), d’ot une
complexité totale de O(n>log?n).

ligne 6 la taille de I'entier L;(n — 1) est O(nlog?n), et la taille de (";1) est O(n), donc cette
étape cotite O(n? log? n). On ne calcule pas (";1) a chaque étape, mais on se contente de
mettre & jour sa valeur & chaque étape. Le coiit de la mise & jour est donc négligeable.

La complexité finale en temps pour I'algorithme 2 est donc O(n?log?n).

9.2 Algorithme rapide

En pratique, I'algorithme naif est suffisant pour calculer des poids de Newton-Cotes jusqu’a
un nombre de points de I'ordre de quelques centaines. Pour espérer dépasser ce nombre de points
dans un temps raisonnable, un algorithme plus efficace est requis (on entend par 1a qu’on espére
gagner un facteur n dans la complexité de 'algorithme naif).

L’ingrédient essentiel de 1’algorithme amélioré est d’utiliser 1’évaluation polynomiale multi-
points rapide.

Soit p(x) = z(x —1)...(z — (n — 1)), et on rappelle g;(z) = I;(fl).. Les quantités que l'on
cherche a calculer sont les )
n—
l; :/ qi(z)dx
0
pour i € {0,---,n — 1}. On note p(z) = 2" + a,_12" "' + --- + a1z, et une division formelle

donne :

2N (i ap_1)2" 2+ (1% F ap1i + apg)z™ 3

qi(z)

+ o+

(" a4 Fagi +ay).

Par intégration :

- ey (=1
i = —— n—1)——————
- + (i +apn—1) —
n—1)""2
+ (i2+an_1i+an_2)%+---

+ (Z'n71 Fan 13"+ agi + ar)(n—1).

~

On a réussi a exprimer /; comme un polynome en i : [; = r(i) avec

n — 2
) = (0= - D + Oy
+10 Dana O O ey
+ [(n _ 1)a1 + @ag 4+ .4 %an—l + w]
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9. Algorithmes pour le calcul des coefficients

On constate de plus que r(x) se calcule comme 7(z) = p(z)s(x)/z™ (division tronquée) avec

M‘T”—2+...+u'

s(z) = (n—1)z" 1 4 5 "

Algorithme 3 Coefficients de Newton-Cotes, algorithme rapide

ENTREE : n nombre de points de la méthode.

SORTIE : (wg,w1,...,w,—1) les poids de la méthode.

plx) —z(z—1)...(z—(n—1)) > arbre des produits
s(x) «— (n— 1)z 1 + @x”d +- (n_nl)n

r(x) « quo(p(z)s(x),z™) > produit haut
return (r(0),r(1),...,r(n —1)) > évaluation multi-points

De ces formules on déduit l'algorithme 3. La formation de l'arbre des produits ainsi que

I’évaluation multi-points méritent une description plus détaillée.

Arbre des produits. Pour (aj,as,...,a,) une liste de points d’évaluations, on définit par
induction larbre des produits associé appelé Tree(aq, ag, ..., ay,) par :

Tree(a) = Feuille(X — a)
— Tree(ay,as,...,a,) = Neeud (Tree(al,ag, .. ,aL%J),H?:l(X — ai),Tree(aL%JH, .. ,an)>.

Tree(al,ag,...,aLnJ) Tree(aL%J_i_l,...,an)

F1a. 3.2 — Définition de Tree(ay,asg,...,ay).

Le calcul de Tree(0,1,...,n—1) se fait naturellement par un parcours en profondeur, chaque

neeud étant étiqueté par le produit des polyndmes des fils gauche et droit.

—6X3+11X%2-6X

/\

2_5X+6

NN

F1G. 3.3 — Calcul de I'arbre des produits Tree(0, 1,2, 3).
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Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes

On note dans la suite M(d,c) le coiut de la multiplication de deux polynomes de degré d
dont les coefficients sont bornés en taille par ¢ bits, et M(c) le cotit de la multiplication de deux
entiers de c bits.

Calcul de s(z). Dans le calcul de complexité de Tree(0,1,...,n — 1) on majore la taille des
coefficients aux feuilles par log, n bits, et on appelle T'(k) le coit de construire un sous-arbre
de hauteur k, que l'on supposera plein et donc étiqueté par un polynéme unitaire de degré 2F
a coefficients entiers. Pour borner la taille des coefficients d'un tel polynéme, nous utiliserons le
lemme suivant :

Lemme 7. Soient P(X) = Z?:O a; X' et Q(X) = Z?:o b X" deuz polyndmes unitaires de degré
d a coefficients entiers vérifiant

Vi e {07 s ’d}7 |ai|7 |b2| <K
pour une borne réelle K > 2. Alors le produit P(X)Q(X) = E?io c; X' vérifie

Vi€ {0,...,2d}, |c;| < dK?

PREUVE : On a la formule
J
Cj = E aibj_i
=0

pour j € {0,...,2d}. Si j < d, alors les termes apparaissant dans la somme sont tous bornés par
K? et on obtient |c;| < (j + 1)K?, qui est maximal en j = d — 1.

Pour j > d la somme porte sur 2d —j+1 termes non nuls, parmi lesquels deux font apparaitre
ag ou by qui sont égaux a 1. On a dans ce cas |¢j| < (2d — j — 1)K? + 2K qui est maximal en
j=d.

On conclut par dK? > (d — 1)K? + 2K. O

Pour I'analyse de complexité on s’intéresse a la taille binaire des coefficients, que 'on résume
par le tableau suivant :

Etage | Degré du polynome | Borne sur log, des coefficients
0 1 logy
1 2 2logyn
2 4 4logon + 1
3 8 8logon +2-1+2
k 2k 2 logyn + 2815 o

On suppose que n = 2% est une puissance de 2, et que la multiplication de deux polynémes de
degré d dont les coefficients sont de taille ¢ bits au plus a un cotit égal a la multiplication de deux
entiers de taille dc : M(d,c) = M (dc). Cette supposition est justifiee dés lors que logd = O(c)
car en pratique on est ramené a multiplier deux entiers de taille d(2c + [logy d]). La formule de
récurrence pour T'(k) devient

T(00) = logn
{ T(k+1) = 2T(k)+ M(2*(logyn + 3 Zf;(} i27%))
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9. Algorithmes pour le calcul des coefficients

On rappelle la formule pour = # 1 :

I i (4 Dt 4
;m = 1)
ce qui permet de simplifier

T(k+1) = 2T (k) + M(2**(logy n + O(1))).
La complexité globale pour T'(u) est donc

2 2
T(u) = M <nz log, n> +2M (711_6 log, n> + ...+ nM (logyn)
= O(M(n*logn)) = O(n?log’n)

en supposant une multiplication entiére rapide par la FFT et en négligeant les facteurs O(log log n).
Cette complexité est & comparer & la taille binaire du résultat. Notons

P(X) = (X-1)(X—-2)...(X —n)
= ZCLZXZ
=0

En notant U = |[]!", a;| la taille binaire de P est log, U. Le développement du polynéome P

donne :
lan—i| = E Jij2 - Ji
1<j1<j2<...<j;i<n

P

car le produit jijo ... J; est minimal quand j; = k pour 1 < k <. Puis :

v

nln! n!  nl
> - T "
o1 (n—1ln!

qui se simplifie en

U > ﬁz
i=2
logU > Zz’logi
=2
>

Z/ xlog xdx
i=2 /i1

n 1 2_1
> / zrlogxdr = §n2logn— I
1

Cela signifie qu’en négligeant les facteurs O(loglogn) l'algorithme de calcul de I'arbre des pro-
duits ne perd qu'un facteur logn au plus par rapport a la taille de la sortie, et donc par rapport
a 'optimal.

Dans le calcul de s(z), on constate qu'il se produit des divisions par des entiers de 2 & n. On
peut envisager plusieurs solutions :
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Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes

— poursuivre les calculs en rationnel,
multiplier par un dénominateur commun comme cela est fait dans ’algorithme naif,
— choisir un entier f suffisamment grand et premier avec (2,3,...,n), poursuivre les calculs
dans Z/ f7 pour obtenir p(z)s(xz) mod f, et faire une reconstruction rationnelle a la fin.
Dans CRQ, le troisiéme choix a été fait pour profiter des algorithmes de calculs polynomiaux
et d’évaluation multi-points déja implémentés dans GMP-ECM |[38] sur des entiers. Dans la suite
de Dlalgorithme, on calculera donc modulo f ou f est de taille O(nlogn) et tel que toutes les
divisions a effectuer sont bien définies. La taille de f sera justifiée plus loin dans I'explication du
mécanisme de reconstruction rationnelle.
Le calcul direct de s(z) demande le calcul de n inversions modulo f en O(M(n)logn), pour
un coit total en O(nM (n)logn). L’algorithme 4 dt & Montgomery calcule n inverses via le calcul
de 3(n — 1) multiplications et une inversion et un coat global en O(nM(n)).

Algorithme 4 Calcul simultané d’inverses
ENTREE : z1,29,...,Ty.
SORTIE : =, =, ..., 7=
mi1 <— I
for i — 2 ton do
mg <= M;—12;
end for

Mn
for 1 < n to 2 do
Ty <— MM;_1%2
24— Xz
end for

—
<

TG — Z
: return (rq,7r9,...,7,)

—_
—_

Evaluation multi-points. L’évaluation multi-points réutilise 'arbre des produits en se basant
sur les deux lemmes suivants :

Lemme 8. Soit P un polynéme a coefficients dans un anneau A, et a € A. Alors P mod X —a =
P(a).

Lemme 9. Soient P, Q, et R trois polynomes a coefficients dans un anneau A avec Q et R
unitaires. Alors P mod R = (P mod QR) mod R.

L’idée pour calculer 7(0),7(1),...,r(n—1) est donc de calculer (z) mod p(z) dont les racines
sont 0,1,...,n — 1 au sommet de I'arbre, et de parcourir 'arbre en profondeur en calculant a
chaque fois le reste du polynéme courant avec le polynome du neeud visité. A la fin du calcul on
lit bien aux feuilles de ’arbre

(r(z) mod z — 0,7(z) mod z — 1,...,r(x) mod x — (n — 1)) = (r(0),r(1),...,r(n — 1)).

Pour n =4 onar(X)=3X3—2IX2+15X — 2, et les calculs effectués dans I’arbre sont donnés
en figure 3.4.

L’analyse du cott du calcul des restes polynomiaux dans ’arbre est analogue & celle du
calcul de larbre en lui-méme, le calcul du reste d'un polynoéme de degré 2d par un polynome de
degré d coutant O(M(d)). En négligeant de méme les facteurs loglog n dans la complexité et en
supposant une multiplication FFT on obtient un cotit en O(n? log? n).
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9. Algorithmes pour le calcul des coefficients

3X% — ZIX?2 4+ 15X — 2 mod X* — 6X3 +11X% — 6X

T

% —%modX2 X 9X——m0dX2—5X—|—6
—%modX—O ZmodX—l —%modX—2 %modX—Zi

FiG. 3.4 Evaluation multi-points rapide.

Algorithme 5 Algorithme d’Euclide étendu
ENTREE : f,g € N.
SORTIE : 1, 8,t € Z tels que sf +tg =1, et r = pged(f, g9).

1: rg — f,80 «— 1,tg < 0
2: 11— ¢g,81 «—0,t; «— 1
31+ 1

4: while r; # 0 do

5: Qi < Ti—1 quo 1;

6: Tipl < Tim1 — 45Ty
T Si+1 < Si—1 — qiS;
8: tiv1 < i1 — qit;
9: t— 1+ 1

10: end while

m: l—i—1

12: return ry, s;,1;

Reconstruction rationnelle. Considérons I'équation

g= % mod f (3.4)

ou g, r,t, et f sont des entiers. Le principe de la reconstruction rationnelle est de retrouver r et
t connaissant g et f. Le lemme suivant, tiré de [37, p. 123], donne la méthode a suivre :

Lemme 10. Soient f,g € N et r,s,t € Z tels que sf +tg = r, et supposons qu’il existe
kEe{l,...,f} tel que
]r\<ket0<t§£.

On définit j le premier indice dans l'algorithme & tel que r; <k :
ri < k< Tj—1-

.. . L. N ’ . _ ijl—k _ .
Si j est inférieur a la valeur de I en fin d’algorithme 5 alors on pose q = [T] et ¢ =0 sinon.

Alors il existe un entier non nul o € Z tel que

(rys,t) = (arj,as;,at;))
ou
(rys,t) = (ar*,as*, at)
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N * * *
0U T =Tj1 —qrj, 8T = 8j—1—qsj et T =11 — qi;.

La preuve, omise ici, est consultable dans [37]. On en déduit la méthode suivante pour résoudre
I'équation (3.4) : comme

g= % mod f
il existe s,t € Z tels que
sf+tg=r.

Supposons de plus que 'on connaisse des bornes By, Bo € N telles que

|r| < B
O0<t < By

et
BBy < f.

Alors I'algorithme d’Euclide appliqué & g et f et le lemme 10 fournissent une a deux fractions
solutions de I'équation (3.4).
EXEMPLE : Prenons f = 17 et g = 12. L’exécution de 'algorithme 5 pour f et g donne :

vg | i | s | i
0 17 1 0
111112 0 1
212 5) 1 -1
31 2 2 -2 3
4| 2 1 5 -7
5) 0 |-12 | 17

Pour k =4, on obtient j =3 et ¢ = [%] = 1. On constate que

T3

= g =12 mod 17
t3 3

donc % est une solution a I'équation (3.4). De plus rg —qrs =5—2 =3 et to—qtg = —1—-3 = —4
et on constate de méme que —3 = 12 mod 17 est une solution a I’équation (3.4). On a donc
deux solutions avec By = 4, B = 4. Or dans l'algorithme de calcul des poids de Newton-Cotes
I'unicité de la solution de la reconstruction est évidemment requise. Nous avons donc besoin

d’une condition plus forte :

Lemme 11. Pour g € Z, f, By, By € N*, le systéme d’équations

g = jmodf
|T‘| < Bl
0<t < By

admet au plus une solution réduite (r,t), pged(r,t) =1 si f > 2B1Bs.

PREUVE : Supposons qu’il existe deux solutions (r1,t1) et (ra,t2). On obtient

1 T2

— = — mod

31 to f
7‘1t2 = ’r’2t1 mod f
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donc f | rity — rot1. D’autre part

’Tltg — 7‘2t1’ < 23132 < f

donc
rilta = roly
. T
ti i
ou la derniére égalité se situe dans Q. O

Il reste finalement a justifier la taille O(nlogn) annoncée pour f. Pour cela on montre que
chacun des poids w; admet un représentant rationnel dont le numérateur et le dénominateur sont
de taille O(nlogn). On rappelle la formule

_1\n—1—t n—1
w; = L)'/O qz(az)dx

illn—1—1)!
On note
n—1
qi(x):Hx—j be]
7=0,
i

ou les bj sont des entiers. Soit j € {0,...,n —1}.
Dans le développement du produit de polynomes, le coefficient b; est la somme de (";1)

produits de (n — 1 — j) entiers distincts choisis dans {1,...,n — 1} donc on peut majorer chaque
terme par ("]_.! ) et obtenir
n—1\ (n—1)!
el o
J J:
On note comme précédemment 6 = ppem(2,...,n) et alors § fO (z)dx est un entier. De plus :
n—1 n—1 - 5
5/ gi(z)dz| = bj(n—1)"" ——
Z _ 1 y+1 n _ 1) )2
—J G+ Dl(n—1—)!
n—1 1
< 8n—1)"((n—1))? — < -
Posons
h(j) = j' G + i n —1 = j)!
alors

MG+ (G206 + 1)
h(4) n—1-—j

et la résolution de I’équation
2 +424+3-n=0
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montre que

h(j+1) 2 h(j) &2 Vn+1-2

et pour n > 3 le minimum de h est atteint en [v/n + 1] — 2. On suppose donc n > 3, les valeurs
des coefficients pour n = 2 étant de toute fagon pré-calculées, et on obtient
(n—1)"(n—1)n!

n—1
'5/0 gi(z)dx WVn+1] =2 ([vn+1] —D)n+1—[Vn+1])!

On en conclut que w; admet un représentant rationnel dont le numérateur est borné par

(n—1)"(n—1)n!
([Vn+1] =2)([vn+1] —Dln+1—-[vn+1])!

et le dénominateur est borné par

)
=7

Bnum =0

Bdonum = (5(71 — 1)'

La borne f = 2Bpum Bdenum coOnvient pour assurer I'unicité de la solution lors de la reconstruc-
tion rationnelle, et on vérifie facilement que sa taille en bits est O(nlogn). La reconstruction
rationnelle se calcule donc par I'algorithme d’Euclide étendu dont le cott est de O(nlog®n) pour
chaque coefficient donc O(n?log3n) en tout.

Pour résumer le cotit global de l'algorithme rapide :

Opération Coiit
p(z) «—x(z —1)...(z — (n — 1)) [arbre des produits] O(n?log*n)
s(x) — (n— a4 O gn-2 L OO oqy | O(n?log? n)
r(z) « quo(p(x)s(x),z™) modf |produit court haut| O( “n)
(r(0),7(1),...,7(n — 1)) modf [évaluation multi-points] | O(n?log®n)
O(n*log’n)
O(n”log”n)

(r(0),r(1),...,7(n —1)) € Q [reconstruction rationnelle|
Total

En calculant les coefficients directement au méme dénominateur § - (n — 1)! qui est justifié
dans la section 9.1, il est possible d’éviter complétement la reconstruction rationnelle et de la
remplacer par une simple multiplication : si

(4 _
SR =g; mod f

Ww; =

alors
v; = g6 - (n — 1) mod f

et la réduction mod f donne exactement v; dés lors que f > 2B,um car la borne Bhum, calculée
pour le numérateur est compatible avec le choix de §-(n—1)! comme dénominateur. Le calcul d’un
numérateur avec cet algorithme ne cotite plus qu'une multiplication et une réduction modulaire de
taille O(n log n) soit un cott total de O(n?log?n) pour cette étape. Dans la mesure ou il s’agit de
I’étape ayant la plus grande complexité dans l'algorithme global de calcul des coefficients, le cotit
total de I’algorithme rapide passe de O(n?log®n) a O(n?log?n). 11 est intéressant de comparer
cette complexité a la taille totale S(n) mesurée de la sortie de cet algorithme (figure 3.5) qui
semble se comporter expérimentalement comme O(n?log®?n) pour n < 700.

Une autre approche (suggérée par Richard Brent) est possible pour I’évaluation rapide de
r(0),r(1),...,r(n — 1). Plutoét que de conduire tous les calculs modulo f de taille O(nlogn)
bits, on peut choisir O(n) nombres premiers supérieurs a n et de taille O(logn) bits, donc
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9. Algorithmes pour le calcul des coefficients

Wa‘v‘#‘v“‘“ww““m:v M rabig o
0 4
2 — log(S(n)/n?)/ loglog(n) 1
........ 1,5
g
g 4 E
¢
-6 4
8 I+ 4
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700

FiG. 3.5 — Le rapport log(S(n)/n?)/loglog(n) semble tendre vers 1,5, oit S(n) est la taille des
coefficients de Newton-Cotes en bits pour n points.

petits. Les étapes du calcul de I’arbre des produits de p(x), de s(z), r(z) ainsi que I’évaluation
multi-points sont alors effectuées mod P} pour chacun des premiers choisis P,. En vérifiant que
[1; Pr > 2Bnum Bdenum le théoréme des restes chinois permet de conclure comme précédemment,
en retrouvant pour chaque coefficient sa valeur modulo [], Pg.

Pour un premier Py, donné, le calcul de Parbre des produits pour p(z) modulo Py, se fait dans
I’anneau des polynomes a coefficients dans le corps Fp, , et les opérations arithmétiques dans ce
corps cottent O(M (logn)). Le cott du calcul de I'arbre modulo Py est donc O(M (n)M (logn))
ou le premier M () désigne le coit de 'arithmétique polynomiale et le deuxiéme celui de 'arith-
meétique scalaire. En supposant que 'on utilise la FFT dans les deux cas on obtient O(n log? n)
pour un Py, soit O(n?log?n) en tout (en négligeant les facteurs loglogn). On vérifie de méme
que les autres étapes de 'algorithme ne voient pas leur complexité changer lorsqu’on les effectue
modulo tous les Py. Il reste cependant a calculer la complexité de ’algorithme des restes chinois.

Dans [37, p. 104] I'algorithme 6 est donné avec une complexité O(t?) ot t désigne la taille en
bits du produit [], Pk. L’appliquer naivement pour chacun des coefficients ne convient pas, on
obtiendrait une complexité finale en O(n3log?n). 1l est heureusement possible de faire mieux.
Sans rentrer dans les détails que l'on retrouvera dans [37, p. 302|, 'algorithme d’évaluation
rapide multi-points avec l'arbre des produits polynomiaux peut d'une part se généraliser dans
un anneau autre que celui des polynomes, et d’autre part servir & une interpolation polynomiale
de Lagrange rapide lorsqu’on 1’exécute a ’envers. L’analogue de l'interpolation polynomiale sur
les entiers étant 1’algorithme des restes chinois, c’est ainsi qu’on peut calculer rapidement cet
algorithme. La complexité obtenue est O(M (nlogn)loglogn) pour chacun des n poids a calculer,
en négligeant les facteurs plus petits que doublement logarithmiques. On constate donc bien que
ce choix alternatif de faire les calculs intermédiaires modulo des petits premiers ne modifie pas
la complexité globale de I'algorithme rapide.
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Algorithme 6 Algorithme des restes chinois naif.

ENTREE : (mq,ma,...,m,) € Z" deux a deux premiers entre eux et (v, ve,...,v,) € Z".
SORTIE : f € Z tel que f = v; mod m; pour 1 < ¢ <r.
m <— mimsg...My
T < g,51 < O,tl — 1
for i — 1 tor do
u; «— m/m;
§; — ui_l mod m; > par ’algorithme 5.
¢i < siv; mod m;
end for
return ) ., ¢u;

10 Analyse d’erreur

Lors d’un calcul d’intégration numérique par la méthode de Newton-Cotes, il y a deux sources
d’erreurs & considérer : I'erreur mathématique qui provient de la méthode elle-méme, et 'erreur
qui provient des erreurs d’arrondi lors des calculs.

L’erreur mathématique, aussi appelé erreur de troncature, vient de la simplification du pro-
bléme que 'on fait dans I’équation (3.1) en approchant I'intégrale de la fonction f par celle d’'un
polyndéme interpolateur.

Les erreurs d’arrondi proviennent des calculs avec des nombres & précision limitée. A chaque
opération méme élémentaire le nombre flottant calculé n’est pas toujours égal au résultat exact
de l'opération. L’écart entre la valeur calculée effectivement sur ordinateur et la valeur théorique
constitue donc ce qu’on appelle globalement «erreur d’arrondi ».

On donne d’abord des bornes sur erreur mathématique a ’aide de preuves élémentaires. Les
théorémes 1 et 2 sont classiques mais rappelés pour référence.

10.1 Bornes sur ’erreur mathématique

Dans la suite, on dit qu’une méthode d’intégration est d’ordre n si elle intégre correctement
les polyndmes de degré n, et d’'ordre mazimal n si elle est d’ordre n et commet une erreur non
nulle sur les polynémes de degré n + 1.

Théoréme 1. Pour n impair, la méthode d’intégration de Newton-Cotes sur |a,b] avec n points
est exacte pour les polynémes de degré < n. Pour n pair, elle est eracte pour les polynémes de
degré <n — 1.

PREUVE : Pour tout n, la méthode est exacte pour les polynémes de degré au plus n — 1 car
dans ce cas le polynome d’interpolation de Lagrange sur n points est exactement f.

Supposons donc n impair. Le choix des points d’évaluation pour la méthode donne x; +
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Tp—1—i = a+b. Soit g(x) = (x — xo)(x —21) ... (T — Tp_1).

g<a+b_x> =
2 =0

et alors f;g(a;)da; =0= Z?:_()l w;g(z;) puisque g(x;) = 0. La méthode étant exacte pour les
polynomes de degré au plus n — 1, et pour g de degré n, est exacte pour tout polyndéme de degré
au plus n par linéarité. O

10.2 Théoréme de Peano

Dans cette section on établit ’expression de 'erreur mathématique telle que donnée dans
I'introduction. Le noyau de Peano d’une méthode d’intégration est un outil naturel et puissant
pour y parvenir.

Pour une méthode d’intégration I : C*1([a,b]) — R l'erreur E : f s f;f(a:)da: — I(f) est
une fonction linéaire C**1([a,b]) — R.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2. Soient

et

r—t stz >t
(& —1)+ _{ 0 sinon.

Si E[p] = 0 pour tous les polynémes p de degré au plus v alors pour f € C**1([a,b]),

b
Elf) = [ U0, ot
K, est appelé le noyau de Peano d’ordre v de E.

PREUVE : On écrit le développement de Taylor avec reste intégral de f en a, ot p, désigne la
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partie polynomiale du développement :

f@) = pu)+ [ oo —0r e

- py<x>+/ab

Bl - B[ - 0L I 0

N N e

[(z — )] f@ T (1)dt,

_ /abE[Vi![(g;_th} FO a0

Ce théoréme relie I’erreur mathématique avec le degré maximal des polyndémes que la méthode
intégre exactement (son ordre maximal).

Théoréme 3. Le noyau de Peano des méthodes de Newton-Cotes garde un signe constant sur

[a, b].

Ce résultat est ici admis.

Dans le théoréme 1 on montre que 'ordre d’'une méthode de Newton-Cotes & n points est
au moins n — 1 pour n pair et n pour n impair. Si on admet que pour ces ordres les noyaux
de Peano correspondants ne changent pas de signe sur [a, b], et qu’ils ne sont pas identiquement
nuls, alors cela signifie de plus que ces ordres sont maximaux et que ’on dispose d’'une méthode
pour calculer les coefficients ¢, de la table 3.1 (p. 23).

Fixons le nombre de points n de la méthode de Newton-Cotes, et posons v =n — 1 si n est
pair, v = n sinon. En appliquant le théoréme 2 et le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
¢ €la, b| tel que :

b
Bl = 170 [ Koo (3.5)
et alors en identifiant avec

B - cnh™ T F(C)  sin est pair,
" k™2 () sin est impair

on obtient

- ﬁ f; K,_1(t)dt sin est pair,
hn% f; K, (t)dt sin est impair.

Par exemple pour la méthode & 3 points appelée régle de Simpson, on obtient

b—a
6

a+b
2

b
Bl = [ s - [f<a>+4f< )+ 1),
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Pour t € [a,b] :
b
b—a a+b
6K3(t) = /(:E—t)i’_dm—T[(a—t)i—l—M 5 —t)‘i+(b—t)i}
b [e—
— /(a;—t)3da:—b a[4(a+b—t)i+(b—t)3}
: 6 2
_ <bj>4—b—Ta£4(aT+b—t)3+(b—t)3] sit< et
D7 baqp g3 si t > &fb
b bb—t) b-a s “Cb—a) atb 4
/aKg(t)dt _/a - (b—t)dt—/a SO ppar
B (b—a)5_(b—a)5_(b—a)5__i b—a\’
120 144 576 90 \| 2

et on retrouve la valeur c3 = —% donnée dans la table 3.1.

10.3 Borne sur les coefficients

Afin de donner une borne absolue sur 'erreur mathématique il est nécessaire de savoir borner
les coefficients ¢,. On détaille ici les preuves pour n pair, et on donne simplement le résultat
pour n impair. Les bornes données sont des constantes, ce qui n’est pas optimal par rapport a
la décroissance essentiellement polynomiale de ¢, en fonction de n que 'on mesure expérimen-
talement, mais il s’agit du seul résultat prouvé connu.

Soit donc n pair. La méthode de Newton-Cotes & n points est exacte pour les polynomes de
degré inférieur ou égal a n — 1 (théoréme 1).

Prenons pour f dans I’équation (3.5) un polynéme unitaire p de degré n ce qui nous donne :

b
Elp] =p(")(C)/ Kn_1(t)dt

et alors ¢, = #[ﬂl car p(™(¢) = nl.
En particulier pour p(z) = (x — xo)(x —x1)...(xr — 2p_1), On a

b n—1 b
Elp] = / p(z)dx — sz’p(l’i) = / p(z)dx
a i—0 a

donc il suffit de borner

f(fp(:z:)d:n‘ pour borner ¢,. On utilisera & plusieurs reprises le lemme

suivant :

Lemme 12. Pour (u,z,v) € R3 tels que u <z < v, |z —ul|lz —v| < %.

PREUVE :

|t —ullr —v| = (z—u)(v—21x)

IN
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U
Proposition 2. Pour p(z) = (x — xo)(x —x1)...(x —Tp_1), 0N a
h™"(n —1)!
o € o8], o) < T
PREUVE : Soit = € [a, b] tel que p(z) # 0. Alors il existe ig € {0,...,n—2} tels que = €]x;,, Tig+1];
et alors
h2
|z — x|z — Tig41] < T [Lemme 12]
Alors
n—1
p@)] < ] le—l
i=0
h2
s 7 H |z — i
1#{i0,50+1}
h? o , :
< 7 H (i —io)h H(Zo+1—3)h ;
i>i0+1 7<10
[ IT G- z‘o)h] [TGo+1-n| < (n—1—ip)!(io+ 1)!A" >
i>ip+1 J<io
< (n—1)A"2
h™(n —1)!
po) < P00 g
D’autre part nous avons b — a = (n — 1)h, ce qui donne
b b 1
R (n — 1) (n -1
Bl = | [ paias] < [ pwlar < D,
a a 4
Avec E,[p] = c,h"*1n! il vient
len] < n—1 - 1
c p—
T odn T4
Pour n impair on prend p(z) = (z — zo)(x — x1)...(x — xp_1)(z — “T"'b); les zéros de p sont les

points d’évaluation et le milieu de 'intervalle.
Des calculs similaires montrent que

Rt (n — 1)!(n — 1)
pla)| < .

/a bp(éﬂ)div

et avec E,, = ¢, A" 2p(™ T on obtient

puis
A2 (n — 1)!(n — 1)2
= 8
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Algorithme 7 Intégration de Newton-Cotes

ENTREE : @ et b les arrondis au plus proche sur p bits des bornes a et b, f, n le nombre de
— Y

points de la méthode, {vi};cqq,,_1y et d tels que w; = 3.

SORTIE : 1.
fori —0ton—1do
T o@-(n—i-1)
u«—o(b-1)
D ot + 1)
7 — o(@/(n—1))
Zi — o(f (&)
yi < o(Z - v;)
end for
S «— somme(g;,i=0...n—1) > avec l'algorithme de Demmel et Hida [13]
qge—d-(n—1)
U —o(5/q)
. D« o(b—q)
. return o(DU) =T

—_ = =

10.4 Erreurs d’arrondi

Pour déterminer une borne d’erreur sur le résultat numérique donné par la méthode de
Newton-Cotes, nous faisons une étude étape par étape de I'algorithme 7.

Souvent lors de calculs numériques cette étape est négligée, et 'analyse d’erreur s’interrompt
juste apres I’énoncé des bornes sur I'erreur mathématique. L’expérience montre (figure 3.6) qu’il
reste encore beaucoup a faire au dela de I'erreur mathématique pour pouvoir contréler 'erreur
finale sur le résultat. En utilisant la borne sur I’erreur montrée en section 10.1 ainsi que la borne
sur les coefficients ¢, montrée en section 10.3 et en passant au logarithme, on constate qu’en
négligeant toutes les autres erreurs le nombre de bits corrects sur le résultat est en O(nlogn),
ce qui se constate sur la figure 3.6. On constate aussi que sur le simple exemple de la fonction
exponentielle en double précision (53 bits) I'erreur mesurée reste inférieure a la borne sur Uerreur
mathématique jusqu’a 18 points d’intégration environ. Avec plus de points I’erreur mathématique
devient rapidement négligeable par rapport aux autres sources d’erreur et il n’est donc plus du
tout licite de ne considérer que I'erreur mathématique.

Dans cette section on dénote par Z la valeur effectivement calculée (i.e. avec toutes les erreurs
d’arrondi) pour une certaine valeur «exacte» x, qui aurait été calculée avec une précision infinie
depuis le début de 'algorithme.

Dans l'algorithme 7, on appelle p la précision de calcul exprimée en nombre de bits de la
mantisse, les parameétres a et b sont les nombres flottants arrondis au plus proche sur p bits des
bornes a et b.

Pour le calcul de la borne d’erreur 1’algorithme nécessite des parameétres additionnels fournis
par l'utilisateur : un majorant M de || sur [a,b] si n est pair, ou un majorant de |f"+1)] si
n est impair; m un majorant de |f’| sur [a,b].

Dans la suite de cette section nous allons prouver le théoréme suivant :

Théoréme 4. Soit o5 = 6|n;| - m - ulp(z;) + Sulp(yi) ot T; et §; sont définis dans l'algorithme
7. Lors du calcul numérique de l'intégrale de f par l'algorithme 7 en précision p bits avec a et b
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100

-100 |

-200 |

log(erreur)

-300 Erreur de méthode

fffffff Erreur mesurée

-400 |

-500 |

600 ! ! ! ! !

F1G. 3.6 — Un exemple de mesure d’erreur pour la méthode de Newton-Cotes appliquée & f : x —
e®, [a,b] = [0, 3]. Les calculs sont faits avec la précision par défaut de 53 bits des flottants double
précision, le nombre de points n est indiqué en abscisse, le logarithme en base 2 de l'erreur est
en ordonnée.

de méme signe 'erreur totale sur le résultat est bornée par :

42

1.

1~ N .
Biowie = (194352777 ulp(7) + 5|01 (ulp(@) + uip(5)
1 <b - a>"+2 , o
_ ~ — M sin est impair
1+27Pn-D — ’
—1—5—( + n max(dg,) + 8An—1 il
2d(n —1) ! 1/b—a .
1\n 1 M stnon.

On peut analyser I’algorithme en plusieurs étapes :

Le calcul des poids w;, i € [0,n — 1] de la méthode. Pour Newton-Cotes, ces poids sont
rationnels et sont calculés exactement : w; = % ol n;,d € Z, donc il n’y a pas d’arrondi a

cette étape.

2. Le calcul de x;. Il se fait de la ligne 2 a 5 de ’algorithme 7 :

R (o(o((n —1—14)-@)+o(d -6))) |

Xr; = O
n—1

Pour simplifier les notations on écrit t = (n—i—1)a, u = i-b et leurs contreparties inexactes

-~

t=o((n—i—1)a), d=o(ib). Sib=0oui=0lerreur sur @ est nulle. Sinon I'estimation
d’erreur donne :

~

[o(i-b)—ib| < 3ulp(o(ib)) + fulp(b)

5
Sulp(o(ib)) = Zulp(u). [Lemmes 1 et 2|

IN A

De facon similaire si a = 0 ou n —i — 1 = 0 alors U'erreur sur ¢ est nulle, et sinon on obtient
[t—t| < %ulp(t).



10. Analyse d’erreur

Comme a et b ont le méme signe, t et @ ont aussi le méme signe et on peut appliquer le
lemme 4. Cette supposition n’est pas restrictive en pratique, car il est toujours possible de
découper 'intervalle d’intégration en une partie positive et une partie négative si 0 € [a, b]
et appliquer la borne d’erreur sur chaque partie pour en déduire une borne globale.

~

On suppose de plus sans perte de généralité que 0 < a < b, et donc que 0 < @ < b; et
alors : R

Julp(0) + 3 (ulp(f) + ulp(@))

“ulp(?).  [Lemme 4]

kil

VANVAN

En tenant compte de l'erreur provenant de la division par n — 1 on arrive a :

Oz, = |z — T ulp(T:) + gy ulp(0)
sulp(@;) + Lulp(7;) [Lemmes 1 et 2|

6 - ulp(7;).

ININAIA

. Le calcul de f(z;). On suppose que l'on dispose d'une implémentation de f qui calcule
un résultat sur lequel I'erreur est bornée par 1 ulp. On parle parfois d’arrondi «fidéle»
pour désigner cette propriété, mais ’arrondi fidéle n’étant alors pas unique nous préférons
expliciter directement la propriété requise en terme de borne d’erreur. De telles implémen-
tations avec arrondi «fidéle», et méme avec arrondi correct de fonctions mathématiques
en précision arbitraire sont disponibles par exemple dans MPFR [34], notamment pour
des fonctions non triviales comme exp, sin, arctan et beaucoup d’autres. Une présentation
rapide de MPFR est donnée dans le chapitre 6. Avec Iestimation de I'erreur sur Z; obtenue
jusqu’a présent on a :

|f(&:) — f(z)] = | f(0:)(Zi — 23)], 0 € [min(wy,7;), max(z;, 7;)]

et avec une borne sur |f’| il est possible de majorer cette erreur de fagon absolue. Soit
Z = o(f(%;)) le nombre flottant calculé et z; = f(x;) la valeur exacte. A cette étape nous
avons :
2=zl < [f(0:) (& — xi)| + ulp ()
< 6m - ulp(z;) + ulp(z;).

. Le calcul des y; = f(z;) - v;. L’erreur accumulée jusqu’ici est :
|vil - [Zi — 2i| + ulp(;)

6|v;| - m - ulp(Z;) + |vs|ulp(Z;) + %ulp@i)
6v;| - m - ulp(Z;) + 3ulp(y;) = 65, [Lemmes 1 et 2]

@i - yi!

VAVANVAN

Remarque : dans la majoration de lerreur sur Z;, z; ainsi que y;, le terme en ulp(Z;)
disparait si I'erreur sur Z; est nulle. On peut facilement montrer qu’avec notre hypothése
qu’il ne se produit pas d’underflow, si z; = 0 alors l'erreur sur z; est nulle (i.e. z; = 0) et
la quantité indéfinie ulp(7;) disparait. Par convention on définit donc ulp(0) = 0. Pour les
besoins de la majoration de I'erreur on ne conserve que la valeur de max(dg,).

. La sommation des y; : on la fait avec I'algorithme de Demmel et Hida [13|, qui garantit

une erreur d’au plus 1,5 ulp sur le résultat final. Cet algorithme utilise une précision de
n—1

travail plus grande p’ ~ p + logy(n). Soit S = Y"1 vi.

1S — 5| < gulp(§) + n - max(dy, ).
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Chapitre 3. Intégration de Newton-Cotes

6. La division de S par d(n —1) : U = ﬁ. Le calcul de d(n — 1) est fait en arithmétique
entiére et est par conséquent exact. L’erreur a cette étape est donc :

|l7 - U] %ulp(lZ) + %ulp(?) + ﬁmax(%@.)
U

Tulp(U) + ﬁmax(%l) [Lemmes 1 et 2]

IN A

7. La multiplication par b—a : I = (b—a)U. On note D =b—a et D = o(b — @).

~

D-D| < 1 [ulp(f)) +ulp(@) + ulp(d)] .

Dans la suite du calcul il sera nécessaire de majorer |D|. Pour cela nous savons que b > @, et
le cas @ = b est passé sous silence car il n’a pas d’intérét pratique : dans ce cas la précision
p n’est méme pas suffisante pour décider si a = b. On peut supposer b > a. Les conditions
d’application du lemme 5 sont donc réunies :

(1+27 p) . |Lemme 3] (3.6)

DI=D <

<

| OTo| Ot

Si nous utilisons tous les résultats et bornes d’erreurs obtenus jusqu’ici, il est possible d’en
déduire la borne suivante pour 'erreur finale sur 1= o(DU)

I—11 < Lup()+|DU-D-U|
< %ulp@ﬂﬁl D — D|~I—|D|-|lA]—U|A .
< pulp (D—HU’ ‘D D|+32(1+27P)|D|-|U—-U| |Inégalité (3.6)]
< Julp(1) +|U]-|D - D|+
(1427 »)|D| (QUIP(U) d(" )max(éyl))
< (18+35-27 P Yulp(I) + |U| - |D — D|
+5%max(5gl) [Lemmes 1 et 2]
< (19435277 Vyulp(]) + 1|0 (ulp( )+u1p(b))

1+ D
5%1@1&){(5@). [Lemmes 1 et 2]
Cette borne d’erreur est satisfaisante pour une utilisation dans l'algorithme d’intégration, car
elle se déduit de quantités que 'on connait soit avant exécution de I'algorithme (p, n), soit qui
sont calculées naturellement lors de son exécution (I, U, b, @, D, d, d5,).

Dans la borne d’erreur finale il faut ajouter la borne sur I'erreur mathématique :

3 < Ci) M sin est impair,
n —

1 o n+1
1 < b Ci) M sinon
n —

qui est aussi facilement calculée. O

Lors du calcul de la borne d’erreur on choisit pour chaque opération le mode d’arrondi dirigé
qui assure que la borne calculée sera plus grande que la valeur théorique. Il convient en effet
d’étre soigneux jusqu’au bout sans quoi 'analyse précédente perd de son intérét.

Bmath < (37)
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11 Expérimentations

L’algorithme 7 a été implémenté en utilisant la bibliothéque MPFR [34]. En plus du résultat
de l'intégration, le programme donne la borne d’erreur sur le résultat calculé, sous la forme de
deux termes :

1. l'erreur mathématique, dont Pexpression est bornée dans I’équation (3.7)

2. les erreurs d’arrondi qui sont bornées par Barrondi = Btotale — Bmath-

Pour nos expériences nous avons choisi une fonction et un domaine d’intégration pour lesquels
la valeur exacte est connue. Ainsi l'erreur effectivement commise est mesurable précisément (et
on la note Epesurée). La figure 3.7 montre les différentes erreurs lors du calcul de lintégrale
I = f03 e’dx avec 113 bits de précision de calcul, et avec un nombre de points d’évaluation n
variant de 2 a 30.

L’erreur mathématique décroit rapidement mais il apparait clairement qu’elle est compensée
largement par les erreurs d’arrondi dés que plus de 15 points d’évaluation environ sont utilisés,
pour la fonction et les parameétres considérés. Le gain théorique d’accroitre I'ordre de la méthode
est donc perdu. La figure 3.8 donne la plus petite valeur du nombre de points d’évaluation pour
laquelle erreur mathématique est inférieure a I'erreur d’arrondi, pour différentes précisions de
calcul. Dans un certain sens, cette valeur de n est en général interprétée comme étant optimale :
pour de plus grandes valeurs de n, le gain d’'une méthode d’ordre supérieur est perdu dans les
erreurs d’arrondi, et pour de plus petites valeurs la précision utilisée dans les évaluations de la
fonction f est plus grande que nécessaire et ralentit les calculs.

La complexité en temps de ’algorithme naif de calcul des poids est trop importante pour
considérer son utilisation au delad de quelques centaines de points. En pratique dans CRQ cet
algorithme est trés tot plus lent que l'algorithme de calcul des poids de la méthode de Gauss-
Legendre, qui bénéficie de plus d’une meilleure borne d’erreur mathématique et d’une meilleure
stabilité numérique.

La borne sur l'erreur totale donnée par 1’algorithme est plutdt proche de 'erreur mesurée.
Dans les données expérimentales, on observe un rapport maximal d’environ 46000 ce qui
semble énorme, mais en échelle logarithmique cela signifie que nous ne perdons que 16 bits
de précision par notre estimation. En particulier notre algorithme n’est pas trop grossiérement
pessimiste.

L’instabilité numérique de la méthode lorsque n croit n’est pas surprenante, ni particuliere-
ment nouveau. Ce fait montré ici s’explique en partie par la présence de coefficients négatifs dans
la formule d’intégration dés que n > 8. En considérant que la fonction choisie pour I'expérience
est particulierement réguliére, I'instabilité peut bien étre attribuée a la méthode. On peut lire la
figure 3.8 dans autre sens, et voir que la précision de calcul nécessaire pour des ordres élevés
croit rapidement. De petites valeurs de n sont donc a priori recommandées pour la méthode d’in-
tégration numérique de Newton-Cotes, & moins d’ajuster la précision de calcul pour compenser
ce phénomeéne.
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20

arrondi B
math
totale
mesurée

[ Z om|

20 +

40

log(erreur)

60 |

-80

-100 |

1120 ! ! ! ! ! !

s 3 . .
Fia. 3.7 Les différentes bornes d’erreurs lors du calcul de fO e*dx avec 113 bits de précision.
Seule la courbe «mesurée» correspond directement & une erreur plutoét qu’a une borne sur
I'erreur.
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Fi1G. 3.8 — Les valeurs optimales du nombre n de points d’évaluation pour plusieurs précisions
de calcul (données expérimentales issues de I'étude de f03 e’dx).
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Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre

12 Présentation de la méthode

Comme la méthode d’intégration de Newton-Cotes vue au chapitre 3, la méthode d’intégra-
tion de Gauss-Legendre est une méthode par interpolation. La différence principale réside dans
le choix des abscisses.

Alors que pour Newton-Cotes les points d’évaluation sont simplement choisis équidistants
dans l'intervalle d’intégration [a, b], pour Gauss-Legendre ce sont les racines du n-iéme polynome
d’une famille de polynémes orthogonaux, pour des raisons qui seront expliquées en section 14.1.

Plus précisément, pour deux fonctions C*° f et g, et une fonction positive w on définit le
produit scalaire :

b
(f,9) :/ w(z)f(z)g(z)de.

On appelle w la fonction de poids. Ceci définit naturellement une famille de polyndmes
orthogonaux (p;);>o tels que
Vi € N deg(p;) =1

1 sii=y,

0 sinon.

V(i,j) € N? {pi,pj) = {

Pour n > 0 fixé, p, a n racines distinctes dans ]a, b[ que I'on appelle 2o < 21 < ... < 1.

La méthode d’intégration de Gauss associée a la fonction de poids w sur [a, b] est définie de
facon unique comme étant la méthode par interpolation aux points d’évaluation (z;)o<i<n telle
que

b n—1
/ w(z)p(x)dr = Z wip(x;)
a i=0

soit vrai pour tout polynéome p de degré au plus n —1 (cela suffit pour définir les poids w;, méme
s’il sera montré que la méthode intégre correctement des polynomes jusqu’au degré 2n—1 inclus).

La méthode d’intégration de Gauss-Legendre est la méthode de Gauss pour la fonction de
poids w(x) = 1. Les polynémes de Legendre (F,,),>0 sont naturellement associés a cette méthode :
la famille (P,) est orthogonale pour le produit scalaire défini par la fonction de poids w(z) =1
sur U'intervalle [—1, 1] et normalisée par Vn, P, (1) = 1. Il suffit d’appliquer une translation pour
en déduire la famille des polynomes orthogonaux pour le poids w(x) = 1 sur tout intervalle de
définition [a, b]. Dans la suite on manipulera de préférence les polynomes de Legendre (P,) (i. e.
sur [—1,1]) de fagon a pouvoir utiliser directement certains résultats connus.

Dans la section 13 sont décrits les algorithmes utilisés pour calculer les polyndémes de Le-
gendre, les points d’évaluation et les coefficients de la méthode. Une analyse de I'erreur mathé-
matique est donnée ensuite, et dans la section 14 'algorithme lui-méme est analysé ainsi que son
erreur d’arrondi.

13 Algorithmes

Dans la suite P, est le polynome de Legendre de degré n défini sur [—1,1]. La méthode
d’intégration sur [a,b] est dérivée de la méthode sur [—1, 1] par un décalage et une homothétie
sur le polynome. Si on appelle (V},) la famille de polynéomes définis sur [a,b] nous avons les
formules simples

Vo (u) = P, <W> et Py(z) ="V, <a+b+;(b_“)>.
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15. Algorithmes

Lors de la translation du domaine de base [—1, 1] au domaine de calcul [a, b] les abscisses et les
poids subissent une transformation de méme nature, dont il sera tenu compte dans le calcul de
I’erreur.

13.1 Polyndémes de Legendre

Les familles de polynémes orthonormaux pour un certain poids suivent une relation de récur-
rence déduite directement du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. En tenant compte
de la normalisation particuliéere P,(1) = 1 on obtient pour la famille (P,)n>0 :

P0($) =1
P(z) = =z (4.1)
(n+1)Puyi(x) = (2n+1D)zP,(x) —nP,_1(z).

On en déduit que deg(P,,) = n, que P, n’a que des monomes dont le degré est de méme parité que
n (par exemple P (x) = z n’a que des monomes impairs) et que P, a des coefficients rationnels.
Les polynémes (P, Py, ..., P,—1) forment donc une base de 'ensemble P,,_1 des polynomes a
coefficients réels de degré < n — 1 et par conséquent, P, est orthogonal & P,_1.

On peut étre plus précis en utilisant la représentation de Rodrigues :

Théoréme 5. Pour n > 0,
1 d”

= ol dgn

((:172 — 1)”) .

n

PREUVE : On appelle (R,,) la famille de polynémes définie par cette formule, et on montre qu’elle
satisfait aux mémes conditions que la famille (P,), donc que ces deux familles coincident. Il est
clair que

deg(R,,) = deg(F,) = n.

Pour calculer R, (1), remarquons que

1 d»
n!2m dgm

Rn(z) = ((z =D +1)") (4.2)

et en appliquant la formule de Leibniz on a

n—1i

Rue) = > () e = ) (o 10

d’on I'on déduit R, (1) = 1. Il reste & montrer que R,, est orthogonal a P,,_1, pour cela on montre
que

1 dr
k 2 m
- Z (=% -1
Sn km /_1x d:z:”((x )"™)dx

est nul pour 0 < k < n < m, par récurrence sur n. Pour n = 0 il n’y a rien & montrer et pour
n = 1 on vérifie bien que

1
[ L -y = @ 177! =0
—1
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Soit n > k > 1. En intégrant par parties on obtient

1 dr
k 2 m
- L (=% -1
Sn.k /1:17 d:z:"((:E )™)dx

. dn—l ) 1 1 o1 dn—l )
_ [;p (@) )]_1—k/_lx (@~ )"

e 1
On constate que [mkaL,ll((ajz - 1)7”)] = 0 en appliquant la formule de Leibniz. Pour k = 0
1

on obtient s, 0, = 0 en intégrant directement. Puis

Sn,k,m = _ksn—l,k—l,m =0

par hypothése de récurrence. En particulier s,, 1 , = 0 pour tout 0 < k < n et R, est orthogonal
a Pp—_1, donc la famille (Ry) est bien orthogonale pour le produit scalaire défini par la fonction
de poids w(z) = 1 sur [—1,1]. O

L’équation (4.3) montre en particulier que le dénominateur commun des coefficients de P,
divise 2" : P, peut s’écrire

B 27"Q,(X?)  sin est pair
Pn(X) = { 27" X Q,(X?) sinon

ol ), est a coefficients entiers. Le probléme du calcul de P, est donc ramené au calcul de @,
dont la procédure est décrite dans I'algorithme 8. La formule en ligne 5 se trouve en exprimant
P, en fonction de @, dans la formule (4.1), suivant la parité de n. L’algorithme donnée est
celui du déroulement naif de la formule de récurrence et sa complexité en nombre d’opérations
arithmétiques est quadratique (on calcule en effet chacun des polynomes Qq, @1, ... jusqu’a Q.
Il est possible d’obtenir une complexité arithmétique en O(M(n)logn) avec la technique des
«pas de bébé, pas de géant ».

Algorithme 8 Calcul des polyndémes de Legendre
ENTREE : n > 2.
SORTIE : Q,, tel que P,(X) = 27"Q,(X?) si n est pair, et P,(X) =27"XQ,(X?) sinon.

1. Qo1

2: Q1+ 2

3 p—20 > la parité du polyndéme calculé
4: for i < 2 ton do

5. Qp e —4(i — 1)Qp +2(2i — 1)XPQ1_,

6: Qp — %Qp > division exacte des coefficients entiers
7 p—1—p

8: end for

9:

return Q1

13.2 Calcul des poids

Les poids (w;)o<i<n de la méthode de Gauss-Legendre vérifient

1 n—1
/ g(z)dz = wiq(x;)
-1 i=0
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14. Bornes d’erreur

pour tout polynéme ¢ de degré < 2n — 1, o les (z;)o<i<n sont les racines ordonnées de P, (cf
section 14.1).

Pour i € [0,n — 1] on écrit L;(z) = % et Pp(x) = ky(z —xo)(z — 1) ... (x — 2p—1). Le
j#£i\Li— T
théoréme 5 donne k, 21,1 (2")
On vérifie facilement que L;(x) = #(Ii)(-) en constatant que les deux polynomes sont de

méme degré n—1 et coincident sur les n valeurs (x;)o<i<n. L a un degré n—2 donc < L’ P, >=0.

1 1
= X / X xTr = X A\ 1 — / X A\ xX.
0 / Pe)ia)de = [P @) L@ / P! () Li(x)d

—1

P/ L; a un degré 2n — 2 donc il est intégré de fagon exacte par la méthode (théoréme 6) :

Pr(1) P2(—
! (1 —z)P(z;) (=1 —m) P’ () Zwﬂ (@) Li(x;).

De I’équation (4.1) on voit que |P,(%1)| = 1. De plus L;(x;) = J;; (o1 § représente la fonction
delta de Kronecker) donc
2

IR
2
S =) B 44)

Dans la section 18 (p. 65) on montre comment calculer x; & une précision arbitraire. Puisque
P/ est connu de fagon exacte on peut évaluer P)(x;) avec une borne d’erreur dynamique (aussi
appelée running error dans [21]), et & partir de 1a calculer w; en précision arbitraire.

14 Bornes d’erreur

14.1 Erreur mathématique

Dans cette partie on prouve la borne d’erreur mathématique de la méthode d’intégration de
Gauss-Legendre. Pour une preuve plus générale concernant les méthodes de Gauss pour toute
fonction de poids w on pourra consulter [12]|. Cette preuve est rappelée ici dans le cas particulier
de Gauss-Legendre.

Théoréme 6. La méthode de Gauss-Legendre sur [a,b] avec n points est exacte pour tout poly-
nome de degré < 2n — 1.

PREUVE : par définition la méthode de Gauss-Legendre étant de nature interpolatoire est exacte
pour les polynomes de degré < n — 1. Soit f un polynéme de degré < 2n — 1. On écrit la division
euclidienne de f par le n-iéme polynome de Legendre P, :

f=q-P,+r avecdeg(q) <n—1,deg(r)<n-—1.

Comme P, est orthogonal a I’ensemble P,,_1 des polynémes de degré <n — 1 on a

1
/ q(x)P,(z)dx =0 (4.5)

—1
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et
n—1 n—1
Yowif(z) = Y wi(q(wi)Pali) + ()
i=0 i=0

n—1
= Z w;r(z;)
=0

_ / ' r(@)da (4.6)

—1

1
-/ S (47)

ou l'égalité (4.6) vient de ce que la méthode est exacte pour r de degré n — 1, et I'égalité (4.7)
vient de (4.5). Le polynéme f est donc intégré exactement par la méthode. O

Soit E|[f] = f_ll f(z)dx — Z?:_()l w; f(z;) Verreur de la méthode pour la fonction f. Soit h le
polynoéme de degré < 2n — 1 tel que

Vi€ [0,n—1], f(zi) = h(z;) et f'(x;) = W'(z:).
Alors le terme reste de l'interpolation de Hermite s’écrit

SO (u(x))

(2n)! (x —20)%(x —21)?. .. (x — zp_1)?

F ) = hie) +

pour —1 <z <1et —1 < u(x) < 1. Du théoréeme 6, E[h] = 0 et donc

(2n)
E[f] = E %:')(x))(az —20) Xz —x1)%... (. — 2p_1)?
L Ca
1 (2n)! k2
ou k, = 2%(2:) désigne toujours le coefficient dominant de P,. Par le théoréme des valeurs

intermédiaires il existe ¢ €] — 1,1] tel que

feng [
B = S / Pia)d.

En multipliant I’équation (4.1) par P,_1(z) et en intégrant sur [—1, 1] on obtient

(2n+1) /_ 11 2Py (2) Pa(2)dz = n /_ 11 P2 (2)da.

Soit t,, = f_ll P2(x)dx. La division euclidienne de xP,_1(z) par P, donne

xPy_1(z) = kz_an(x) + R(xz) oudeg(R) < n.

n
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Donc

2n 4+ Dkn—1 (! !
%/_Hﬁ%(m)dx = n/ P2 | (x)dz

(27”L + 1)kn_1t

k n = Nty
n
n kn,
t = —tn_1.
" <2n+1> feny "1
Avec k,, = %(2:) il vient
P 2n —1
n - 2n+ 1 n—1,
2
t, = .
2n+1
En conclusion le terme d’erreur est
92n+1 (1 1)4
Blf] = )" e ¢y,

2n)B(2n + 1)

En tenant compte de la translation de [—1,1] & [a,b] on a :

n
donc le coefficient dominant de V,, est k,, (ﬁ) . De plus le changement de variable dans I'in-

tégrale donne
b ) 1
/ Vi(u)?du = / Py, (x)%dz
a b—a 1

et il faut tenir compte de ces ajustements dans le calcul de la borne d’erreur de la méthode
d’intégration sur [a, b].

Théoréme 7. Soit M une borne de |f*™)| sur [a,b], alors Uerreur de Uintégration de Gauss-
Legendre a n points de f sur [a,b] en précision infinie est bornée par

(b _ a)2n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)]3

Corollaire 1. Lorsque n — 400, la borne du Théoréme 7 est équivalente a

1 (i)2n (b— a)2n+l
2 /mn \8n 2n+1

PREUVE : Cet équivalent découle de ’application de la formule de Stirling :

n n
n! ~ <—) 2mn.
e
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Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre

Algorithme 9 Intégration de Gauss-Legendre

ENTREES : a, b/—\a, (w;), f,(0;),n > oules (w;) sont les poids et les (v;) sont définis dans
§14.2.
SORTIE : f une valeur approchée sur p bits de ff f(z)dx dont l'erreur est bornée par le
théoréme 8.
HYPOTHRESE : les calculs se font en base 2 avec une précision de p bits dans le mode d’ar-
rondi au plus proche, les quantités T dénotent I'arrondi au plus proche de la quantité exacte
correspondante .
fori—0ton—1do
t—o((b—a)-5)
:/E\Z — o(t + a)
Ji—o(f ( i)
i < o(fi - wi)
end for
S — sum(y;, i =0...n—1) > avec 'algorithme de Demmel et Hida [13]
D — o(b/—\a)/Q
return o(ﬁg) =1

14.2 Erreurs d’arrondi

Pour l'analyse d’erreur de 'algorithme 9, on reprend les définitions vues dans la section 7.
Certains lemmes qui y ont été démontrés seront utiles dans la suite.

On note z la valeur effectivement calculée pour une certaine valeur «exacte» z (telle qu’elle
serait calculée si 'on disposait d’une précision infinie).

Pour étre capable de fournir une borne d’erreur sur le résultat numérique donné par la
méthode de Gauss-Legendre, il est nécessaire de mener une analyse pas & pas de 'algorithme 9.

En plus des parameétres de l'algorithme 9 nous avons besoin d’une borne supérieure M de
|f@™)| sur [a,b]; p est la précision de travail en nombre de bits de la mantisse. Les bornes a et b
sont données sous la forme d’oracles retournant le nombre flottant arrondi @ ou b au plus proche
de leur valeur exacte dans la précision demandée ; et m est une borne supérieure de | f’| sur [a, b].

Nous allons maintenant prouver le théoréme principal :
Théoréme 8. Soit 55 = (5 + 27 P)ulp(i) + (X +17-27P72) mwulp(z;), o §i, w; et T
sont définis dans U'algorithme 9, p désigne la précision et m une borne sur |f'|. Lors du calcul
numérique de l'intégrale de f sur [a,b] en utilisant ’algorithme 9 Uerreur totale est majorée par :

(b )2"+1(n!)4
(2n 4+ 1)[(2n)1)?
Corollaire 2. Si l’on suppose que p > 2 on peut écrire plus simplement :

o5 < %ulp(@)-l-(?m@ulp(@)
Biotate < %UIP() 5nD max(5 )

9
Biotale = <§ +3- 2"’) ulp() +n(1+277)D- max(dg,) +

(b=a)"+ (n1)*

tEEn
On peut analyser I'algorithme par étapes :

1. Le calcul des poids w;, i € [0,n— 1] de la méthode. On les calcule en arrondi au plus proche
de leur valeur exacte comme expliqué dans la section 13 :

__ 1 _
[w; — w;| < Eulp(wi).
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14. Bornes d’erreur

2. Le calcul des z;. Soit 2} le point d’évaluation correspondant sur [—1,1], et v; = 5

1+:c;. On

suppose que v; est calculé comme l'arrondi au plus proche de sa valeur exacte :
~ 1 ~
|0; — v] < iulp(fui),

% = o(o(@ - (b—a)) +4).

Comme a et b sont donnés comme des oracles, on peut supposer que b — a ainsi que a sont
calculés comme arrondis au plus proche de leur valeur exacte. L’analyse d’erreur donne :

Sulp(o(; - b/—\a)) [Lemme 6]

Lulp(#;) + 3ulp(o(5; - b — ) + Sulp(a)
ilulp(%;).  [Lemme 4]

lo(Bi-b—a)—vi-(b—a)l
|75 — x4

VARVANVAN

. Le calcul des f(z;). On suppose que 'on dispose d'une implémentation de f qui calcule un
résultat sur lequel U'erreur est bornée par 1 ulp. En tenant compte de la borne déja calculée
pour T; on a :

|f(@:) — flz)| = 1f'(0:)(@i —25)|, 0 € [min(z;, T;), max(z;, Z;)]

et une borne supérieure sur f’ permet de borner cette erreur de fagon absolue. Soit ﬁ =
o(f(Z;)) le nombre flottant calculé. A cette étape nous avons :

[f(0:)(@: — )| + Sulp(fy)

5J§.:|fz‘—f(il7i)| P
%m ~ulp(;) + %ulp(fi).

<
<

. Le calcul des y; = f(z;) - w;. L'erreur accumulée jusqu’ici est :

UIp :&\z + ’}.\sz - f(x )wz‘
+ fz|wz wz| +wz|fz - (xz)|

Yi — il )
)

ulp Z//\Z) gleﬂp(wz) + wzéA
)
)+

IA N IA

+ w; [ m - ulp(T;) + ulp(fl)] [Lemmes 1 et 2]

ulp(yz (1+277)@; [Fm - ulp(@) + Julp(fi)]  [Lemme 3]
T+ 2P ulp(i) 4+ (1+27P)maw; Y ulp(Z;)  [Lemmes 1 et 2]
L4277 P)ulp(;) + (AL +17-27P 2) mw;ulp(Z;) = ;-

N N oW MIOJ MI»—tl\DI)—ll\DI»—n
N (\V)

IANIA A

Remarque : il n’y a, comme dans I'analyse d’erreur des méthodes de Newton-Cotes, pas de
réel probléme de définition de ulp(Z;) lorsque Z; = 0, car dans ce cas lhypothese qu’il ne
se produit pas d’ underflow permet de voir facilement que lerreur sur Z; est nulle.

Pour calculer la borne d’erreur on ne tient compte que de max(dg, ).

. La sommation des y; : on le fait avec I'algorithme de Demmel et Hida [13], qui garantit une
erreur d’au plus 1,5 ulp sur le résultat final. Cet algorithme utilise une précision de calcul
plus grande p’ &~ p + logy(n). Soit S = ZZ 0 Yi-

1S — 5| < gulp(§) + n - max(dy, ).
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Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre

6. la multiplication par I’_T“ = I’_T“S. On note D = b_T“ et on suppose comme précédemment

—
que entrée b — a est calculée en arrondi au plus proche de sa valeur exacte. Comme la
division par 2 est exacte en binaire on a :

D-D| < sulp(D)
T—11 < Sup()+|SD-SD|
< Lulp(I) + [Slulp(D) + D|S — S|
< %ulp(f) +D %ulp(g) +n- max(égi)} [Lemmes 1 et 2]
< %ulp(f) +(14+27)D Bulp(§) +n- max(%)] [Lemme 3]
< (3+3 27P)ulp(I) +n(1+277)D - max(dg,). [Lemmes 1 et 2]

Corollaire 3. Si l'on suppose de plus que f ne change pas de signe sur [a,b], alors on peut en
déduire la meilleure borne swivante :

~

9
fotale = <5 +3-277 4 (242" P)(7T+227P)(1+3- 2‘p)> ulp(7)

1 = . ~
+nm(1+27P) (g +17- 2_p_2> D max(w;ulp(z;))

(b _ a)2n+1(n!)4
(2n + 1)[(2n)1)?

PREUVE : Supposons par exemple que f > 0, alors sachant que les poids w; de la méthode de
Gauss-Legendre sont positifs

Vi e [0,n—1],7; = o(w; - f;) >0

donc
ulp(7;) < 27755

Soit S = Z?:_OI ¥;, on sait que
5-8 < p(®

(1+3-277)8

310 (5 + 2" P)ulp()

(G +27)2 P G

21=P(2 4 217P)(1+3-.277)8

(74 2277)(1 + 3 - 27P)ulp(S).

&~ v R

(VAN VAN VAN | I VAN VAN

On en déduit alors la borne d’erreur suivante sur S :

S—9| < (g +(T+27P)(1+3- 2_”)> ulp(S)
17 —p-2 o 7
+ nm T 4+17-27P max(w;ulp(z;))

ce qui produit bien le résultat annoncé en injectant cette borne dans celle de ]]A'— I| donnée plus
haut. O
Le lemme suivant permet de simplifier encore cette borne :
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14. Bornes d’erreur

Lemme 13. Sip > 5 alors dans algorithme 9 on a pour tout i € {0,...,n — 1}

ulp(z;) < 2 max(ulp(a), ulp(b)).

PREUVE : On a montré que Vi € {0,...,n — 1}, |z; — ;| < %ulp(a’;}). On peut sans perte de
généralité supposer |b| > |a| et b > 0 et se ramener & montrer dans ce cas que

ulp(Z;) < 2 ulp(b).
Le point x; est le poids exact associé a x; et il vérifie en particulier
z; < b.
On en déduit

17 ~
T < xz‘-l-zlﬂp(xi)

IN

17 ~
b+~ ulp(@)

Avec la propriété
2P~ tulp(z) < || < 2Pulp(z) (4.8)

pour tout réel £ non nul on obtient alors

Z < b417-2777g
£(1—17-27P7h < b
~ b
S T
64
r; < —b
BT
puis l'application de (4.8) donne
ulp(z;) < 27
64 ,_
< —=27Pp
AT
< 2777
ulp(z;) < 4ulp(b)
ulp(z;) < 2ulp(b)
car les ulp sont des puissances de 2. ]

Corollaire 4. Soit m une borne de |f'| et M une borne de |f*™)| sur [a,b]. Si f ne change pas
de signe sur [a,b] et p > 5 alors l'erreur totale du résultat de l’algorithme 9 est borné par

(b o a)2n+1(n!)4
(2n + 1)[(2n)1)?

PREUVE : On applique le lemme 13 en sachant que 0 < w; < 1 pour tout ¢ € {0,...,n—1}. O

B e = 21ulp(T) + 10nmD max(ulp(@), ulp(b)) +
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Chapitre 4. Intégration de Gauss-Legendre

15 Expérimentations

L’algorithme 9 a été écrit dans CRQ avec la bibliotheque MPFR [34]|. En plus de la va-
leur numérique de l'intégrale, le programme fournit une borne sur 'erreur totale Bigale en la
décomposant en deux termes :

(b—a)?t1(n!)?

1. la borne sur I’erreur mathématique Bpath = WM,

(2n)

2. une borne sur les erreurs d’arrondi Barrondi = Biotale — Bmath-

6.5

55 B

log2(total) - log2(meas)

35 B

25 B

Fi1G. 4.1 — La surestimation de I’erreur en bits lors du calcul de fg’ e*dx avec 113 bits de précision
et n points d’évaluation.

Pour mener les expérimentations nous avons choisi une fonction et un domaine d’intégration pour
lesquelles la valeur exacte de l'intégrale est connue, de telle sorte qu’il soit possible de mesurer
précisément 'erreur commise dans le calcul (et on la note Eieguree). La figure 4.1 montre dans
quelle mesure la borne d’erreur calculée est pessimiste lors du calcul de l'intégrale I = f03 etdx
avec 113 bits de précision de travail, et un nombre de points d’évaluation qui varie de 2 a 100.
On calcule le nombre de bits perdus (logy(Biotale) — 1083 ( Emesuree ) )-

Les erreurs dues aux arrondis (Barrongi) sont plutot stables. C’est un comportement attendu
pour la méthode d’intégration de Gauss-Legendre, ot tous les poids sont positifs. Cette propriété
nous permet d’espérer une amélioration de la précision via 'augmentation du nombre n de points
d’évaluation a précision de travail fixée (ce n’est pas le cas pour la méthode de Newton-Cotes
par exemple).

On observe que la borne sur erreur totale donnée par l'algorithme est proche de 'erreur
effectivement mesurée. Dans les données expérimentales on constate une perte d’au maximum 7
bits de précision sur le résultat final & cause d'une borne trop pessimiste.

Cette surestimation de l'erreur est cependant notable seulement pour n > 15, ce qui cor-
respond au point ou l'erreur mathématique devient plus faible que l'erreur d’arrondi. Notre
surestimation porte donc essentiellement sur celle-ci, tandis que ’erreur mathématique est bien
estimée.
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100

-100 | N i

-200 |

arrondi S B
fffffff math ™

log(erreur)

-300 |- p
-400 | i

500 -

600 ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

F1G. 4.2 — Les bornes sur les erreurs d’arrondi Bjyrongi et sur I'erreur mathématique Byatn lors
du calcul de f03 e’dx avec 113 bits de précision et n points d’évaluation.

16 Conclusion

Les méthodes d’intégration de Gauss-Legendre forment une famille d’intégration numérique
robuste. L’analyse d’erreur effectuée dans cette section permet d’équiper l'implémentation lo-
gicielle d’'une borne d’erreur dynamique sur le résultat final. A condition que le résultat de
I'intégrale ne soit pas un réel exactement représentable par un nombre flottant, on en déduit un
algorithme d’intégration numérique avec arrondi correct.

Le temps de calcul de l’algorithme est dominé par le calcul des poids et des abscisses (figure
4.3). Une discussion plus détaillée des algorithmes mis en jeu se trouve en section 18; dans
une certaine mesure une facon de contourner ce probléme peut étre de conserver une table de
pré-calcul des racines.

Le choix des paramétres optimaux reste a régler. Le tableau 4.4 donne le plus petit n pour
lequel la borne sur 'erreur mathématique Bpatn est plus petite que la borne Byyrongi sur 'erreur
d’arrondi, pour ce calcul précis de f03 exp(z)dz. Le calcul de ce tableau dans le cas général semble
un but assez éloigné, mais la figure 4.4 donne une premiére idée dans cette direction.
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3500

3000

2500

2000

1500

Temps de calcul (ms)

1000 |

500

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Fic. 4.3 Temps de calcul des poids et abscisses pour 113 bits de précision et n points d’éva-
luation. Mesures effectuées sur un Pentium 4 & 3,2GHz.

Précision de calcul en bits | Ordre optimal | Nombre de bits corrects prédits
53 8 47
113 15 108
200 22 194
400 38 395
1000 80 995

Fig. 4.4  Ordres optimaux pour différentes précisions de calcul, pour le calcul de f03 etdzx.
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5

Isolation et raffinement de racines

Dans la suite du chapitre, P(X) = Y1 ja; X" (a, # 0) est un polynoéme a coefficients
réels dont on cherche & calculer les racines réelles. Plus précisément si P a k racines réelles
uy < ... < uy on cherche des nombres flottants w7, ..., uy tels que :

Vie{l,... k}, |u; — ;] < ulp, ()

ou p est la précision demandée sur les racines calculées, donnée en paramétre. On demande donc
arrondi fidéle en précision p bits. La quantité ulp,(0) n’est pas définie mais le cas o P(0) =0
se détecte facilement par ag = 0 et dans ce cas la racine nulle est calculée sans erreur.

17 Isolation de racines

Une étape préliminaire a ’algorithme de raffinement de racines implémenté consiste en l’isola-
tion des racines. Il s’agit de fournir une liste d’intervalles rationnels contenant chacun exactement
une racine du polyndéme considéré et telle que chaque racine réelle se retrouve dans un intervalle
(et un seul). Nous utilisons pour ceci I’algorithme d’Uspensky tel que décrit dans [32] dont nous
donnons un rappel ici.

La méthode d’isolation repose sur trois points clefs :

— une borne du nombre de racines réelles positives d'un polynéme déduite simplement des

coefficients du polynome,

— des transformations élémentaires du polynéme efficaces en temps et en mémoire,

— un parcours intelligent de ’espace de recherche.

17.1 Regle des signes de Descartes

La regle des signes de Descartes borne le nombre de racines réelles positives d'un polyndme
de la fagon suivante :

Théoréme 9 (Descartes). Soit P ="  a; X" un polynéme a coefficients réels. On note V(P) =
V(ag,a,...,ay,) le nombre de changements de signe dans la suite de ses coefficients dans laquelle
on a enlevé les coefficients nuls. Alors avec R(P) le nombre de racines réelles positives de P on

a R(P) < V(P) et R(P) = V(P) mod 2.

Cette borne a l'avantage d’étre tres efficace a calculer (O(n) comparaisons) et de plus il y a
égalité dans le cas ou V(P) € {0,1}.
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Chapitre 5. Isolation et raffinement de racines

A

Fic. 5.1 La zone complexe proscrite pour les racines de P dans le théoreme 10.

Trois transformations de polynomes sont utilisées dans ’algorithme d’isolation. Pour ¢ réel
on définit la translation T :

RIX]
P(X +¢)

—
—

qui a pour effet de déplacer l'origine en c. La transformation R renverse la liste des coefficients
d’un polynoéme, elle est définie par :

R:R[X] — R[X]
P — X p1/x).

Enfin pour ¢ réel non nul on appelle H. I’homothétie de poids c :

H.:R[X] — R[X]
P — P(eX).

On vérifie que ces trois applications transforment bien un polyndéme & coefficients réels en un
polyndéme a coefficients réels.

Un résultat similaire & la régle des signes de Descartes, di a Collins et Johnson, permet de
se restreindre a U'intervalle ]0, 1] :

Théoréme 10. Soit P un polyndéme réel sans facteur carré ayant une racine réelle unique dans
10,1[ et aucune racine non réelle dans chacun des deuz disques complezes de rayon 1 et centres

(0,0) et (1,0) (voir figure 5.1). Alors V(Ti[R[P]]) = 1.

Une «réciproque» au théoréme 10 est nécessaire pour avoir un critére effectif sur [0, 1], elle
est donnée dans |36] :

Théoréme 11. Soit P un polynéme réel sans racine dans |0,1] et sans racine non réelle en

dehors du cercle de centre (1/2,0) et de diamétre 1. Alors V (T1[R[P]]) = 0.

17.2 Algorithmes

On commence par préciser I'implémentation des transformations R, T, et H. avant de pré-
senter ’algorithme d’isolation en tant que tel. Ces transformations sont détaillées dans les Algo-
rithmes 10, 11 et 12 o la sortie est un nouveau polynome ; parfois on voudra au contraire faire la
transformation en place (il suffit de quelques modifications mineures dans les algorithmes donnés
pour cela). L’algorithme 12 est donné ici dans une version quadratique en le nombre d’opérations
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17. Isolation de racines

FiG. 5.2 La zone complexe prescrite pour les racines non réelles de P dans le théoréme 11.

arithmétiques ; il est possible de faire linéaire (a des facteurs logarithmiques prés) en passant par
la représentation de Newton [5].

Du point de vue de la recherche des racines, on peut considérer ces trois opérations comme
transformations du domaine de recherche.

Par exemple, le nombre de racines de P dans RT est égal au nombre de racines de R[T_1[P]]

dans ]0, 1[.

Algorithme 10 Renversement R
ENTREE : [ag,aq,...,ay].
SORTIE : [tg, t1,.. ., tn] tel que T(X) = S0 ;X' = X4eP)p(1/X).
for i — 0 ton do
ty < an—;
end for
return ¢

Algorithme 11 Homothétie H.,

ENTREE : [ag,aq,...,ay].

SORTIE : [tg,t1,...,t,] tel que T(X) =31 ;X" = P(cX).
pe—1
2: for i+ 0 ton do
3: t; < pa;
4: p—c-p
5. end for
6: return ¢

On note I :]2%, C;—kl[ pour ¢ et k entiers. Le nombre de racines de P dans I, est égal au

nombre de racines de P, ,(X) = P(C'z"kx) dans ]0, 1[. Remarquons que
P, =T.[Hy-+[P]] (5.1)

donc P, peut se calculer directement & partir de P via des transformations élémentaires.

Une premiére étape préparatoire a l'isolation des racines consiste & ramener 'espace de re-
cherche de R 4]0, 1[. Si B borne les racines de P en valeur absolue, on isole les racines positives
de P via lisolation des racines de P’ = Hp[P] dans |0, 1[; lisolation des racines négatives de
P étant réalisée par I'isolation des racines de P” = H_pg[P]. On suppose donc dans la suite que
l'on cherche les racines de P dans |0, 1].
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Algorithme 12 Translation 7,
ENTREE : [ag, a1, ... ,ay).
SORTIE : [tg,t1,...,t,] tel que T(X) = 3" ;X' = P(X +c).

1: for i <— 0 to n do

2: t; «— a;

3. end for

4. for i < 1 ton do

5: for j«—n—7ton—1do
6: tj—tj+c-tj11

7 end for

8 end for

9: return ¢

L’idée générale de l'isolation consiste a parcourir 'espace des couples (¢, k),c < 2% pour en
retenir ceux tels que I, contienne exactement une racine de P et qu’aucune racine ne soit oubliée.
Le cas des racines exactement représentables en binaire o = o se traite en calculant le signe
de P, 1(0) a chaque étape. On omet ces racines par la suite pour des raisons de simplicité. Il est
naturel d’organiser les couples (¢, k) en un arbre binaire dont la racine (¢ = 0,k = 0) représente
Vintervalle ]0, 1[ tout entier, les deux nceuds du niveau suivant (0,1), (1,1) représentent 0, 1[ et
]%, 1] respectivement, et ainsi de suite. Pour chacun de ces couples (¢, k) que on souhaite tester,
on calcule P, et on applique le critére du Théoréme 9 & P, j, sur |0, 1] pour conclure sur le nombre
de racines de P dans I, . Suivant le nombre de changements de signe dans les coefficients de P, ,
on pourra soit oublier le sous-arbre correspondant (pas de racine), soit recopier le nceud dans la
sortie de l'algorithme (une racine exactement), ou enfin parcourir le sous-arbre (peut-étre plus
d’une racine).

Divers algorithmes sont envisageables en fonction du parcours de ’arbre binaire retenu et
des compromis temps de calcul / espace mémoire requis. L’équation (5.1) permet de sauter
directement de la racine de I'arbre & un nceud arbitraire sans stocker de résultat intermédiaire,
mais ce n’est pas forcément la stratégie la plus efficace en temps de calcul.

Ce cadre unifié¢ regroupant les algorithmes d’isolation connus est présenté dans [32] de méme
qu’un nouvel algorithme s’inscrivant dans ce cadre, optimal en espace mémoire et avec le méme
nombre d’opérations que les autres algorithmes basés sur la régle des signes de Descartes. Clest
cet algorithme qui est utilisé dans CRQ. Il utilise un parcours en profondeur de 'arbre et calcule
a chaque étape le polynome P, du nceud courant, sans retenir les polynomes des autres noeuds
visités. Remarquons que pour (¢, k) et (¢/, k') deux nceuds de 'arbre on a

Py = sz,k/ [TQkfk’cl_c[PC,k]]

ce qui permet de passer d’un nceud quelconque & un autre sans forcément revenir a la racine
(une généralisation de I’équation (5.1)), et que de plus lors d’un parcours en profondeur seules
des translations de 1 apparaissent :

pour passer d'un nceud (¢, k) a son fils gauche (2¢,k + 1) il n’y a pas de translation mais

une homothétie Hy s,

pour passer d’'un neeud (¢, k) a son frére droit (¢4 1,k), il y a une translation 77,

— pour passer d’'un nceud (¢, k') au frére droit non visité (¢, k) de ancétre le plus proche
(par backtracking) il n’y a aussi qu'une translation de 1 : si n est le nombre de niveaux a

64



18. Raffinement de racines

remonter alors on vérifie que ¢ = 2°¢ — 1, k = k' + n et alors 28=*'¢/ — ¢ = 1. On effectue
n homothéties Hy (équivalentes & une homothétie Hon) et une translation 7;.
Il est intéressant de privilégier des translations par des petits entiers, en particulier dans 1’Al-
gorithme 12 si ¢ = 1 alors il n’y a que des additions et aucune multiplication. La complexité
théorique binaire de I'algorithme d’isolation utilisé dans CRQ est O(n%t?log®n) en temps o ¢
est une borne sur la taille en bits des coefficients de P pour une occupation mémoire O(ntlogn)
[32] et n = degP.

L’isolation des racines de P produit donc des intervalles I, dont les bornes sont directement
des nombres flottants. En effet 2min = ¢27% est représentable comme un flottant avec une mantisse
de taille p = 1+ [log, c] bits, avec ulp(zmin) = 27%. De méme pour .y = (¢4 1)27%. En notant
u I'unique racine de P dans I on a :

27k < u < (c+1)27%
0< u—omin <ulp(®min)

donc i, est 'arrondi vers le bas de u en précision p bits (et xmax 'arrondi vers le haut). Du
point de vue de la précision relative on peut donc considérer que p bits de la racine sont connus;
I'erreur absolue étant bornée par 2.

On constate dans le déroulement de l'algorithme que deux racines sont séparées au mieux par
le premier bit différent dans leur développement binaire ; ¢’est cette distance au sens binaire qui
borne la profondeur de l’arbre de recherche. D’autres transformations élémentaires produisent
d’autres formes d’intervalles d’isolation. Par exemple les deux transformations

P<—($+1)"P<xi1>

P— P(zx+1)

et

envoient 'intervalle ]0, +oo[ sur les intervalles |0, 1] et ]1,+oo[ respectivement, ce qui permet
d’appliquer récursivement la reégle de Descartes simple a P. Il s’agit de l’algorithme original
d’'Uspensky tel que décrit dans [10]. Les bornes de séparation des intervalles ont alors une forme
plus proche d’une réduite dans le développement en fraction continue d’une des racines plutot
que de son développement binaire ; ce qui peut poser un probléme en pratique lorsque ’'on préfére
un tel développement binaire. S’il est possible de produire des polyndmes favorisant davantage
une approche ou l'autre, l'expérience des polyndémes de Legendre montre en pratique que la
méthode binaire est suffisante pour notre application® ce qui ne nous a pas conduit a chercher
une stratégie optimale & ces polyndmes.

Dans la suite on parlera par abus de «l’algorithme d’Uspensky » en faisant référence non pas
a l'algorithme original mais & la version binaire optimale parmi celles présentées dans [32] qui
est celle utilisée dans CRQ (cette version est baptisée « Rel» dans [32]).

18 Raffinement de racines

Le raffinement d’une racine consiste a calculer cette racine a une précision donnée a partir
d’un intervalle d’isolation, & savoir un intervalle contenant une et une seule racine de la fonction

#Le cotit de l'isolation est essentiellement négligeable devant celui du raffinement.
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étudiée (dans notre cas il s’agit d’'un polynome). Notons u la racine cherchée et p la précision
demandée sur u, il s’agit de calculer @ sur p bits tel que

‘a - 'LL’ < ulpp(a)

pour un arrondi fidéle ou

~ 1 ~ ~ .

[t —u| < §ulpp(u) [= ulp, (%) en binaire]
pour un arrondi au plus proche. A strictement parler I'arrondi au plus proche demande en plus de
respecter la régle de 'arrondi pair et impose donc des conditions supplémentaires. On demande
ici seulement une borne sur erreur relative ce qui est suffisant dans 'application ultérieure
du raffinement de racines — et on ne garantit pas que le flottant calculé correspond exactement

a 'arrondi au plus proche au sens de la norme IEEE754. Les problémes de pire cas [24] sont donc
éviteés.

18.1 Dichotomie

La recherche dichotomique d’une racine est basée sur le lemme élémentaire suivant :

Lemme 14. Soit f : [a,b] — R continue tel que f(a)f(b) <0, alors il existe x € [a,b] tel que
fw) =0

On en déduit un algorithme simple de raffinement qui consiste a couper l'intervalle de re-
cherche en deux a chaque étape. La procédure est décrite dans l'algorithme 13. Chaque étape

Algorithme 13 Raffinement dichotomique
ENTREE : f,a,b,¢ tels que f(a)f(b) <0 et a<b.
SORTIE : a/,b tels que f(a’)f(V) <0, |V —d| <eet[d,b]C|a,b].
sa < sign(f(a)) > La fonction sign est trivaluée.
sb — sign(f(b))
a «—a
b —b
while ¥’ —d’ > ¢ do
e 23
s — sign(f(m))
if sa = sm then

a —m
else

b —m
12: end if
13: end while
14: return (a/,b)

—_ =
- O

divise l'intervalle de recherche de la racine en deux et permet donc de gagner un bit de précision
sur la racine en question. On aura donc logg(b;—“) étapes de boucle pour raffiner avec précision
absolue e.

Le calcul du signe de f(m) a chaque étape est la partie cotuteuse de l'algorithme. Dans le
cas qui nous intéresse des polyndémes de Legendre, on peut se ramener a des coefficients entiers.
Le calcul du signe a été envisagé dans notre implémentation de deux maniéres : une méthode
«naive» en précision maximale, et une méthode tronquée.
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Dichotomie naive

Dans l'algorithme 13 il est nécessaire de calculer le signe de P en divers nombres flottants
que ’on peut écrire sous la forme 2% Lorsque les coefficients de P sont entiers il est possible de
calculer le signe de P(g5) en ne faisant que des calculs entiers, donc exacts.

En effet,

s (7 () = (27 (50
= sign (2’“" a; (2%)2)

1=0

n
= sign (Z aiciZ("_i)k> .
=0

2o

En notant Q(X) = 31, a;2"™~) X" on évalue le signe de P(57) comme le signe de Q(c), ou Q
pourra étre évalué par la méthode d’évaluation de polynome de son choix, par exemple Horner
comme cela est détaillé dans I’algorithme 14.

Algorithme 14 Calcul naif du signe d’un polynome P a coefficients entiers
ENTREE : [ag,ay,...,a,] ot P(X) =>1"  a; X", ¢ k.

SORTIE : sign(P(57))-

T — G
for i — 1 ton do
t— an_i2ik
r—c-r+t

end for
return sign(r)

On note K = log,(max |a;|) une borne sur la taille binaire des coefficients de P. On rappelle
que par hypothése ¢ < 2%. A I'étape i de la boucle dans 'algorithme 14 on a [t| < 2K+ et
en entrée de boucle |r| < (i + 1)25%_ Le cott dominant est celui de la multiplication ligne 4
a savoir M (k, (K + ik)logy(i + 1)). Pour un polynome P fixé, on s’intéresse essentiellement au
cott de la dichotomie et donc de ’algorithme 14 en fonction de la précision k. Pour le calcul
de complexité on peut supposer ik > K et le cotit de cette multiplication est donc M (k,ik) en
négligeant les facteurs logarithmiques.

Le cotit total de I'algorithme 14 est donc O(n?M (k)), a comparer a la taille du numérateur r
calculé qui est de O(knlogn) bits. Si 'algorithme 14 de détermination du signe est choisi dans
I’algorithme 13 de raffinement de racine, en notant pg, = —log, € la valeur finale pour k alors le
coiit total du raffinement est O(n%pg, M (pn)).

Remarquons que I’algorithme 14 calcule non seulement le signe de P (2%) mais aussi la valeur
de 2Fnp (2%) En ajustant ’exposant on a donc calculé la valeur flottante exacte de P (2%), que
I’on peut ensuite arrondir & une précision inférieure au besoin. En exploitant cette propriété il est

possible d’appliquer le paradigme «diviser pour régner» a 1’algorithme 14. En effet, décomposons
P en sa partie haute et sa partie basse : P(X) = X/21P,(X) 4+ P(X) ot deg P, = | = [5] et
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Algorithme 15 Evaluation d'un polynome P a coefficients entiers — dpr_eval
ENTREE : [ag, a1, ...,a,) ot P(X) =31 a; X", ¢, k.
SoRrTIE : 28" P(5).

1: if n =0 then

2: return ag

3: end if

4: [ (%-‘

5 h—n+1-1

6: lv — dpr_eval([ag,a1,...,a1-1],¢, k)
7. hv — dpr_eval([a;, ajy1, ..., a,], ¢, k)
8 T« Cl

9: return hv -t + v

deg P, = h=n —1. Alors
() = (57 () +n(5)
N CRE)

On en déduit directement I'algorithme récursif 15, dont la complexité est O(M (kn)) en négligeant
les facteurs logarithmiques. La complexité totale pour le raffinement en utilisant Ialgorithme 15
serait alors O(panM (npgn)). A n fixé cela n'est pas asymptotiquement meilleur que la version
naive mais les expériences montrent que cela est plus performant en pratique (voir chapitre 6).

Dichotomie tronquée

Algorithme 16 Evaluation de Horner avec borne sur 'erreur  Horner),

ENTREE : P = [ag,a1,...,a,], un flottant x, une précision de calcul p.
SORTIE : 9o, p tel que |[P(z) — yo| < p.
: g; — op(an)
e [Ynl/2
for : «— n — 1 downto 0 do
£ — op(TYit1)

% — o(t; + a;)
po— |zlp + |7i|
. end for

o= 27P (20 — |70])

Dans la dichotomie naive le cotit de I’évaluation du signe du polynome & chaque étape est
trop élevé. Le signe est calculé en évaluant le polyndme en arithmétique entiére ce qui induit une
grande précision de calcul, alors que seul un bit du résultat est nécessaire (son signe). L'idée de
la dichotomie tronquée est de calculer P (2%) avec une précision moindre mais suffisante pour
pouvoir déterminer son signe.

L’algorithme 16 décrit 1’évaluation polynomiale de Horner avec calcul d’une borne d’erreur
sur le résultat final. Si la borne d’erreur est plus petite (en valeur absolue) que ce résultat, alors
en particulier on a déterminé le signe de P(x) avec certitude.
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On dénote par y; la valeur de 7; si les calculs dans 'algorithme 16 se faisaient en précision
infinie, sans erreur d’arrondi, et de méme pour les autres quantités.
La justification du calcul de la borne d’erreur p se trouve dans |21, p. 95, nous la reproduisons
ici en l'adaptant a nos notations. On définit la suite (m;)p<i<n par
™ = 0
mi = |z|mig + |z] - G| + (il

L’utilisation d’une arithmétique flottante avec arrondi correct donne :

ti (1 +6;)2yia
Ui (14 6;)(t: + a;)
(1+0)a; + (1 +60,)(1 + 0;)xyi1 (5.2)
(1 + Ez)g//\l = acy/lrl(l + 92‘) + a;

ott 65,07, ;| < 27P.
L’objectif est de borner |7y — yo|. On pose donc f; = g; — y; pour obtenir de I’équation (5.2) :

yi+ fiteyi = x(Wisr+ firr) + 200 +a;
fi = xfix1 + 2y — €Y
fn = 0

[fil < fal - A foral + 277(l2] - |giga] + |7:])

d’ott 'on conclut par récurrence que | f;| < 27Pm;. Plutot que de calculer 7; dans I'algorithme, on
définit la suite p; par

1 R
pi = 5 (m + |uil)

2
qui satisfait les équations suivantes :
1, _
o = 5lnl
pi = l|zlpitr + |9l

Dans I'algorithme 16 on effectue les calculs concernant p (lignes 2, 6 et 8) avec le mode d’arrondi
vers le haut, pour que la borne calculée soit valide.

Lorsque cette borne p sur 'erreur est plus grande en valeur absolue que le résultat retourné
7o il n’est pas possible de déterminer le signe de P au point considéré et il est nécessaire d’aug-
menter la précision de calcul utilisée. Dans I’algorithme de recherche dichotomique 17, on choisit
d’augmenter la précision de log, \%\ 4+ 1 pour espérer compenser les erreurs d’arrondi a la tenta-
tive suivante (ce choix correspond a exactement le nombre de «bits manquants» a I’évaluation
qui a échoué).

Nous poursuivons I'analyse de l'erreur de l'évaluation de P(z) par Horner, pour déterminer
comment choisir la précision de calcul lors du raffinement dichotomique.

En développant 1'équation (5.3) pour gp :

9 = (1+6))ao+ (1+6,)(1+ o)z
n 7 i—1

= Zaixi H(l—i—@;)H(l—i—é’j)
i=0 =0 =0

Un lemme intermédiaire est utile pour simplifier les calculs, il est extrait de [21] :
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Lemme 15. Soient u, n et 01,0q,...,0, tels que |0;] < u pour i € {1,...,n} et tels que nu <
0,01. Alors

n

[[a+6)=1+5

i=1
avec || < 1,01nu.

PREUVE : § =[], (1 + 6;) — 1. On encadre J par
1-u)"-1<6<(1+u)" -1

et donc
0] <max{(1+wu)"—1,1—(1—u)"}.

On vérifie que (1 +uw)" —1>1— (1 —w)":

lI+uw)"—1-1-1-w)" = 1+uw)"+(1—-u)"—-2

Y
o

Avec 1+ u < exp(u) on obtient
(1+u)" =1 <exp(nu) —1
que ’on développe en

(nu)® | (nu)®
14+uw)" -1 < nu+ 5 T 3l SR TRRREEE

nu  (nu)?  (nu)?
14+ — ..
nu < + 5 + 3 + m +

14 nu . <nu)2 n (nu>3 n
nu 5 5 5
1

nu

2
1, 01nu.

IN

IN

nu

IN

IN

On suppose que (2n + 1)27P < 0,01 et on utilise le lemme 15 pour obtenir

n

y’b = Z(l + )\Z)a,x’

1=0
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ou |A;| <1,01(2i+1)27P. On peut considérer que I’évaluation en flottants du polynéme P tronqué
est équivalent a I’évaluation exacte d’un polyndéme P dont les coefficients sont perturbés :

P(X) = En:(l + N)a; X"
i=0

Sur lintervalle [a,b] d’isolation de départ les fonctions (z +— xi)i:07...n sont bornées en valeur
absolue par une certaine constante C'. De méme les coefficients ag, a, ..., a, de P sont majorés
en valeur absolue par une certaine constante A. L’erreur globale sur ’évaluation tronquée de P
peut donc se majorer ainsi :

|P(@) =gl = |P(z) - P(a)
= ZCLZ)\Z$
1=0

IN

C'Aip‘i‘
i=0

< 1,01C-A27P) (264 1)
=0
< 1,01C - A(n+1)%277,

D’autre part au voisinage de u racine simple :
P(z) = (x — u)P'(u) + O((z — u)?)

ce qui montre que l'ordre de grandeur de |P(z)| est essentiellement le méme que celui de |z — u|
a un facteur multiplicatif inconnu prés.

Pour pouvoir continuer a déterminer avec certitude le signe de P(x) il est nécessaire de faire
décroitre 'erreur globale due aux arrondis au moins aussi vite que la valeur de P(x) décroit ; il
est donc légitime de supposer que la précision flottante requise dans le calcul de P(z) est du type

Cpy — logy |u — z|

ot Cp,, est une constante dépendant uniquement de P et de la racine considérée. On augmente
donc la précision de calcul dans l'algorithme 16 d’un bit & chaque étape de la dichotomie de
I’algorithme 17.

On rappelle que 'algorithme 17 est exécuté avec pour paramétres initiaux a = 2% et b= <l

k
donnés tous les deux en nombres flottants avec une précision suffisante pour étre exacts. iu
cours de 'algorithme, p désigne la précision en bit déja connue sur la racine recherchée, et G le
nombre de bits de garde utilisés pour compenser les erreurs d’arrondi.

Le cott de I'évaluation de P par la méthode de Horner en précision p + G est de n multi-
plications de flottants de taille p + G par des entiers de taille au plus & bits (les additions sont
négligeables) avec un résultat flottant de taille p + G bits. En moyenne il suffit de calculer cette
multiplication avec une taille a peine plus grande que p + G bits pour pouvoir arrondir ensuite ;
sur des entrées aléatoires la probabilité que la multiplication nécessite une taille plus grande (mais
toujours bornée par la taille du produit complet en p+ G + k bits) décroit exponentiellement et
on peut considérer qu’en moyenne le coit total de I'algorithme 16 est O(nM (p + G)).

La stratégie d’augmentation du nombre G de bits de garde est choisie de telle sorte que
I’algorithme 16 ne devrait échouer qu’une seule fois de suite. Ce comportement est vérifié en
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Algorithme 17 Raffinement avec dichotomie tronquée
ENTREES : f, a, b tels que f(a)f(b) <0, e.
SORTIE : d,b tels que f(a')f(V)) <0, |V —d| <eet[d,V]Ca,b].
1. sa « sign(f(a))
2. sb « sign(f(b))
3:d —a
4: b b
5 p <« —logy(b—a)
6
7
8
9

G —1
: while b/ —a’ > ¢ do
m «— # > Sans erreur d’arrondi en ajustant la précision de m.
y, pu < Horner, g (P,m)
10: if © > |y| then
11: G G+logy |8 +1 > Précision de calcul insuffisante.
12: next
13: end if
14: if sa = sign(y) then
15: a —m
16: else
17: b —m
18: end if
19: p—p+1
20: end while
21: return (a,b)
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pratique, mais nous 'admettons ici sans preuve pour 1’étude de la complexité. On peut donc
supposer que tout I’algorithme 17 se déroule avec une valeur de G constante et égale & sa valeur
finale dans I’exécution réelle : on ne néglige ainsi qu’un facteur constant.

Avec logy (b — a) — logy(e) passages dans la boucle while la complexité est

—logy €

O > nM(p+G)

p=—1log, b—a
d’ot 'on déduit une complexité globale pour la dichotomie en

O (—nlogeM (G — loge)) .

18.2 Newton

[’itération de Newton est une méthode de calcul de racine fréquemment utilisée, aussi bien
pour le raffinement de racine polynomiale que pour la résolution d’équations plus générales.
On parle d’itération car la méthode calcule une suite de valeurs approchant toujours mieux la
solution ciblée.

Elle se base sur le développement de Taylor de la fonction f dont on cherche une racine
simple u au voisinage du point courant de l'itération z,, :

0= f(u) = fwn) + (u—zn) f'(zn) + O((u — z)?). (5.4)

Si |u — x| est suffisamment petit, on dit qu’on se trouve dans la «zone de convergence» et
alors la quantité reste est supposée négligeable dans I’équation (5.4). On obtient alors :

F(wn) (5.5)
J(@n)

et on prend x,+1 = x,, — Ty Comme nouvelle approximation de u, a condition que f’(x,) # 0.
La convergence de la méthode de Newton est quadratique comme montré plus bas. Il est
classique de voir la méthode de Newton comme le calcul d’une suite récurrente dont on cherche
le point fixe. En effet notons
f(x)

D= )

U R Ty —

alors
Tny1 = ©(Tn)
plu) =
¢'(u) = 0
f"(u)

A ()

En développant ¢ au voisinage de u on obtient
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En se placant dans un intervalle suffisamment proche de w pour que le terme reste soit négligeable
et tel que f’ ne s’annule pas, on observe bien la convergence quadratique. Deux implémentations
de la méthode sont utilisés dans CRQ : une version scalaire, et une version par intervalles.

Newton scalaire

L’implémentation de la méthode de Newton décrite ci-dessus conduit naturellement a 1’algo-
rithme 18. On Pappelle «scalaire» car chaque étape de l'itération manipule une approximation
flottante de la racine; ceci pour la distinguer de la méthode de Newton par intervalles présentée
p- 76.

Algorithme 18 Itération de Newton scalaire

ENTREE : zg, f, f', 0, pan tel que |zg — u| < 27P|xg| ot u est la racine recherchée.
SORTIE : 2.
o oplao)
. while p < pg, do
Yy —op(f(x))
z —op(f'(x))
d Op(%)
x — ogp(x —d)
p2p
: end while
: return x

© 0 NG W

Dans lalgorithme 18 on appelle d la correction apportée a la valeur approchée courante de
la racine cible, et on estime que la précision relative sur u double & chaque étape. On s’arréte
lorsque la précision de calcul courante dépasse la précision cible pgy,.

Une telle implémentation naive a malheureusement peu de chance d’étre correcte car nombre
de détails sont passés sous silence. Selon la valeur initiale xy de litération il n’est pas garanti
qu’on se trouve dans la zone de convergence de l’algorithme, ni méme qu’on y reste a chaque
itération. Il est tout & fait possible de diverger a 'infini ou de converger vers une autre racine de
f, ce que 'on observe en pratique dans une telle implémentation naive.

Ensuite il n’est pas évident a priori que le critére d’arrét soit correct et garantisse une borne
sur Uerreur finale commise |z — u|; ¢’est quelque chose a justifier.

Enfin chaque opération se fait en calcul flottant multi-précision, il faut donc gérer les erreurs
d’arrondi et décider de la précision a laquelle effectuer les calculs a chaque étape. Ce choix de
précision de travail s’avére étre crucial en pratique pour bénéficier effectivement du caractére
quadratique de la convergence de la méthode.

Analyse d’erreur — erreurs d’arrondi

Dans le cas que 'on traite, f = P est un polyndme évalué par la méthode de Horner décrite
dans l'algorithme 16 dont on peut controler dynamiquement I’erreur absolue, de méme pour f’.

On appelle 7 la valeur effectivement calculée pour y par l'algorithme (de méme pour z et d)
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et on peut écrire :

y (L4 6y)y
z = (1 +0z)Z
= y

= 1 =

ou des bornes sur |6, et |0,| sont données par la méthode de Horner. Une borne sur |64] se déduit
de la précision de calcul courante p : |6, < 27P.
En combinant ces trois équations on a

- 146
d:u+ﬂwli;

d=(1+6)d

ot une borne sur |#’| se calcule dynamiquement en fonction des bornes sur |64], |6,| et |6.].
L’équation (5.6) nous permet de déterminer les précisions attendues pour chacun des termes.

Notons A = |2f}’/((1;)) |. En passant au logarithme :
—logy |xnt1 — u| = —2logy |z, — u| — logy . (5.7)

Le nombre (inconnu) de bits corrects aprés la virgule dans x,, comme valeur approchée de u est
donné par —logy |z, — u|. En notant p,, = E(x,) — logy |z, — u| la précision relative en bits sur
x,, et sachant qu’au voisinage de u on a E(z,) = E(u) I’équation (5.7) devient :

Pn+1 + i~ 2(pn + 1) (5.8)
ou = —logy A — E(u) est une constante qui ne dépend que de f et de u. La figure 5.3 montre

0

—logy |z — d — ul

A
Y

—logy [ — u]

Fi1G. 5.3 — Une étape de l'itération de Newton dans une situation idéale, ot le nombre de bits
corrects double & chaque étape et ou 'ajustement d de I'étape courante est calculé avec la
précision optimale.

la situation lors d’une étape de l'itération de Newton dans un cas de figure idéal ou :

75



Chapitre 5. Isolation et raffinement de racines

1. les bits de la mantisse de x sont tous corrects,

2. l'ajustement d est calculé avec la précision optimale, a savoir que tous les bits de la mantisse
de d sont significatifs et contribuent & améliorer la précision de z,

3. il n’y a aucun chevauchement des mantisses de = et de d et le nombre de bits corrects
double a cette étape (c’est une conséquence de 1).

Toutes ces hypothéses favorables ne sont pas vérifiées en général, aussi pour écrire une mé-
thode de Newton correcte et efficace il faut rajouter le nécessaire pour en tenir compte, essen-
tiellement par le biais d’heuristiques.

Algorithme 19 Itération de Newton — avec heuristiques explicites

ENTREE : a,b, f, f, Pan-

SORTIE : .
a+b
2

o <
po < logy |zo| — logy (b — a)
n <0
p—=0
while p,, < pg, do
Y= Opn-i-ﬂ(f(xn))
z — op,1u(f'(2n))
d —op,+u(%) i
¢ «— pn — (logy |zn| — logs |d|) > Ecart par rapport a la précision estimeée de z,,.
= ptc
Dn <~ Pnt+C
P+l < 2pn + 1
Tn4+1 < Oppya (zn —d)
14: n<—n-+1
15: end while
16: return x

—_ = s =
w N = O

L’équation (5.5) montre que dans la zone de convergence la correction d apportée a x,, est
une bonne estimation de 'erreur |z, —u|. On considére donc que 'écart d’exposant E(xz,,)— E(d)
donne le nombre de bits corrects dans la mantisse de z,, ou de maniére équivalente que l’erreur
sur z,, est de 2£(@_ Cela nous permet de comparer la valeur de p,, mesurée avec la valeur de p,,
calculée par application de 'équation (5.8); I'écart observé est utilisé pour corriger p et mieux
prédire p,41. Par le méme argument on s’attend a ce qu’au plus p, + p bits de d soient utiles,
c’est donc la précision relative a laquelle on calcule f(z,,) et f/(zy).

Ces choix dans les précisions de calcul visent & faire le moins de travail & chaque étape, tout en
conservant la vitesse de convergence prédite par la méthode de Newton. L’algorithme 19 détaille
la mise en ceuvre de ces heuristiques.

Newton par intervalles

Une grande partie de cette sous-section est extraite de [30].

La méthode «générique» de raffinement de Newton par intervalles opére & chaque étape sur
une liste £ d’intervalles contenant potentiellement des racines de f. A partir d’une initialisation
adéquate de £ la méthode renvoie en sortie une nouvelle liste d’intervalles contenant tous au
plus une racine et dont le diamétre est plus petit qu'un parameétre choisi & I'avance ; modulo des
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18. Raffinement de racines

intervalles «faux positifs» apparaissant du fait de I'évaluation par intervalles de f l’algorithme
réalise donc a la fois I'isolation et le raffinement des racines. Dans notre cas des polynémes de
Legendre l'isolation est réalisée par I'algorithme d’isolation décrit en section 17 (a priori plus
efficace) et on s’intéresse donc dans la suite uniquement a l'aspect raffinement de la méthode de
Newton par intervalles.

Appelons X}, I'intervalle d’isolation de I’étape courante. On calcule un intervalle [«, 5] conte-
nant f/(Xx) = {f'(x) | * € Xx}. On choisit xp € X}. Si

Yy € Xy, < f'(y) <3

alors d'une part pour y € X,y < xp :

alzy —y) < / "yt < Bl —y)
f(og) + By —x) < f(y) < flog) +aly — x1)

et d’autre part pour y € Xg,y > xp :

a(y — ) /f < By — zr)
flzr) +aly —xg) < < flzr) + By — =)

Si on suppose que u < x avec f(u) =0 on obtient a la racine

flzr) + B(u—x) <0
et
f(zk) + alu —xz) > 0.

Supposons que « et 3 sont de méme signe, par exemple positif et alors

Sy )

u € xk—T,xk— 3

ce qui s’écrit de facon plus concise par intervalles :

_ flzg)
J'(Xk)
On vérifie facilement que I'équation (5.9) reste valide dans tous les cas possibles pour les signes

de a et B et aussi si u > xp; en particulier lorsque f'(X%) 0 Pensemble calculé est constitué
de deux intervalles infinis. Si a < 0 < 8 on utilise la division étendue par intervalles

1 1 1
—— = |—00, — —, 400 .
mr e d Ul
De fagon plus imagée la fonction f est bornée par un cone défini par les tangentes de pentes

extrémes de f sur X, et la racine u de f est & chercher dans 'intersection de ce cone avec 'axe
des abscisses (cf. figure* 5.4).

uex

(5.9)

4Geénéreusement fournie par Nathalie Revol.
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tangente de plus faible pente tangente de plus grande pente
tangente de plus grande pente

tangente de
plus faible pente

A \\/ - XK | ~
XFT X(k+1) | | X(k+1) \
X(K) X(k)

Fic. 5.4 Une interprétation graphique de la méthode de Newton par intervalles.

La nouvelle valeur Xy, de l'itération est donc définie par

X1 = Xi ﬂ <<L"k - ;E?;) (5.10)

ou f(xg) est représenté par un intervalle dont le centre est la valeur flottante calculée pour f
en x et dont le rayon est la borne sur 'erreur associée. L'algorithme s’arréte lorsque l'intervalle
de recherche est plus petit que la précision demandée par l'utilisateur (en toute généralité on
devrait considérer une liste d’intervalles, mais comme expliqué plus bas on peut se ramener a un
seul intervalle & chaque étape).

Si 'itération ainsi décrite est implémentée de fagon naive il n’est pas garanti qu’elle termine,

ni qu’elle converge avec la vitesse attendue. Il se peut que xj — fjjg{’“k) O X a cause des erreurs

d’arrondis qui produisent des intervalles trop grands pour f(zx). Quelques explications & propos
de I'algorithme sont requises. Lorsque f'(Xj) 3 0, les deux intervalles produits & cette étape sont
de part et d’autre de xj et le signe de f(xx) permet de décider lequel conserver (on sait que I'un
des deux uniquement convient car on a isolé les racines). Puisque 1'on peut prendre xj arbitraire
dans Xj on choisit de prendre le milieu de X} pour diviser 'intervalle de recherche par deux au
moins dans ce cas.

On rappelle qu’on note w(X) la largeur d’un segment X de R. Pour garantir la terminaison
de 'algorithme, on modifie ’algorithme naif de la facon suivante :

— si l'intervalle calculé pour f(xy) contient 0 alors la précision de calcul courante est insuf-
fisante et on I'augmente. Ce processus termine dans la mesure ot ’on finirait par calculer
f(x) exactement : on rappelle que f est un polynéme dans notre cas;
si w(Xpg41) > Jw(X},) on remplace Xj4q tel que calculé par 'équation (5.10) par Iappli-
cation d'une étape de dichotomie déterminée par le signe de f(xy) et par le signe (connu)
des bornes.

Lorsqu’on se trouve suffisamment prés de la racine cherchée, on sait que f’ ne s’annule pas.
En représentant un intervalle X} par son centre et une borne sur 'erreur relative on constate
que l'utilisation d'une méthode par intervalles ne change pas significativement les propriétés de
convergence de la méthode de Newton ; aussi les heuristiques en termes de précision de calcul et
précision attendue sur X1 sont les mémes que dans la version de l'itération de Newton sans
intervalle. Une différence appréciable par rapport a la méthode «scalaire» est que le nombre
en de bits corrects & I’étape n n’est pas estimé a posterior: mais connu directement comme
—logy(w(X,,)). Ces idées sont mises en ceuvre dans l'algorithme 20.
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18. Raffinement de racines

Algorithme 20 Itération de Newton par intervalles

[ N e e e e e e

21:
22:
23:
24:

ENTREE : [a,b], f, [/, €.

SORTIE : z tel que |z —u| <e.

X «— [a,b]
p—=0
g1
while w(X) > ¢ do
¢ — —logy(w(X))
e«—2c—pu
x «— mid(X)
Y — ocyg(f(2))
Z — oetq(f'(2))
it Y 20 then
929
next
end if
D —ocyy(z—-Y/Z)
U« ocyg(X D)

if w(U) > $w(X) then

X « dicho(X)
next
end if
X —o.(U)
d — — logy(w(X))
W 2d—c
end while
return x

> Nombre de bits corrects pour Xj
> Nombre espéré de bits corrects pour Xy

> On augmente le nombre de bits de garde.

> Si Z 3 0 on choisit le bon intervalle pour D.
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18.3 Meéthode de la sécante

La méthode de raffinement dite «de la sécante» procéde par itération comme la méthode de
Newton, mais d’ordre deux. Une description peut s’en trouver par exemple dans [27, §9-3|.

Si xy et xpyq sont les deux derniéres valeurs calculées par la méthode on définit le terme
suivant 49 par :

Tpio = Tni1f(Tn) — Tnf(Tnt1)
f(@n) = f(Tny1)

Ce terme est bien défini lorsque f(zp4+1) # f(z,,) et s’interpréte comme le point d’intersection
entre la droite passant par les points (2, f(z5)) et (Tnt1, f(Znt1)), et I'axe des abscisses.

Une étape de l'itération est illustrée en figure 5.7.

Pour I'analyse de la méthode on se place dans un voisinage de u ot f’ ne s’annule pas ce
qui permet d’inverser localement la fonction : soit ¢(y) = f~'(y) — u, et notons y, = f(x,). On
s’intéresse a la quantité x, — u pour estimer la vitesse de convergence; 'équation (5.11) nous

(5.11)

donne :
W)Y — oY) Ynt1
Int2 —U =
Yn — Yn+1
eUnt1) _ yn)
— _ynyn+1 Yn+1 Yn
Yn+1 — Yn
Posons g(y) = #, alors
9Ynt1) = 9Wn)  _ 9Wnt1) —9(0)  ynsr  g(yn) —9(0)  wn
Yn+1 — Yn Yn+1 Yn+1 — Yn Yn Yn+1 — YUn
/ Yn+41 / Yn
= 0)+0 ——— +(9(0)+0O _
(g ( ) (yn—i-l)) Yn+1 — Yn (9 ( ) (yn)) Yn+1 — YUn
2 .9
max(yzZ,
Yn+1 — YUn

2,2
La quantité O <%> est effectivement négligeable si I'on suppose que les deux valeurs

calculées précédentes x,, et x,41 ne sont pas beaucoup plus proches I'une de 'autre qu’elles ne
sont proches de la racine u cherchée ; cela revient & supposer
2 2
|Zpt1 — zp| > max((z, —u)?, (Tpe1 — u)?).
En développant aux ordres qui conviennent on trouve

i) = w’(y)yyz— v(y)

(' (0) + 59" (0)) — (3¢ (0) + £"(0)) + O(y?)
y2

= S0 +0)

ce qui donne

! 2 2
oz —u = —2 o) YnYn+1 + O <w>
2 Yn+1 — Yn
Yn = f(w)(zp —u)+ Ozn —u)
Yni1¥n = fPu)(@n —u)(@ng1 — u) + O((#n — u)(Tng1 — w)).
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18. Raffinement de racines

En développant ¢(y,) = x, — u = ¢(0) + O(y,) = O(yn) on constate que le terme O((z,, —
u)(Zny1 — u)) est absorbé dans O(max(y2, y,%_H)) donc il est a fortiori absorbé dans la quantité

2,2
o (%) On obtient

Yn+1—Yn

i 2 .2
Tpt2 — U= —(p—(o)f'z(u)(xn —u)(Tpg1 —u) + O (%) '
2 Yn+1 — YUn

La définition de ¢ permet d’écrire

YW= T
1" B —f”(gp(y) +u)
o ely) +u)
B(ely) +u)

Au final I’équation clef pour étudier le comportement de la méthode de la sécante est

Tpto — U R w(xnﬂ —u)(x, — u). (5.12)

2f"(u)

En passant au logarithme,

f"(u)

—logy |[Tnt2 — u| = —logy [Ty41 — u| —logy |2, — ul — log,

montre que la suite (— log, ‘]}N,—((Z)) —logy |z, — ul)n>0 se comporte asymptotiquement comme la

suite

Un+42 = Unt1 + Un

dont le terme générique est donné par

1+v5)" 1-v5)"
o5 (59

On pose pour la suite C' = —log, %‘ Sauf dans le cas de conditions initiales défavorables

n
qui ne se produisent pas lorsque x,, et x,+1 sont assez proches de u, a # 0 et le terme <1+T\/5)

domine asymptotiquement. A une constante prés le nombre de bits corrects de x, est donc
multiplié par 1+2\/5 a chaque étape, au lieu de 2 dans le cas de l'itération de Newton. Cette
propriété de convergence a priori plus faible est compensée par un moindre cotit de calcul a
chaque étape (une évaluation de f(x,) au lieu d'une évaluation de f(x,) et de f'(x,)). Nous
donnons en fin de chapitre une comparaison théorique des complexités de ces deux méthodes de

raffinement.

Il semble naturel de vouloir améliorer 'itération de la sécante en la modifiant comme suit :
— chaque étape de l'itération porte sur deux valeurs (a,, b,) au lieu d’une,
I'initialisation se fait avec (ag, bo) tel que f(ap)f(bo) <0,
— on applique une étape de la méthode de la sécante a (ay,b,) pour obtenir une nouvelle
valeur m,
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Chapitre 5. Isolation et raffinement de racines

— le couple (an41,bn+1) est constitué de la nouvelle valeur m et de celle des deux valeurs
précédentes choisie telle que f(ant1)f(bpt1) <0,
I'idée étant de s’assurer d’une part que le calcul du prochain point est bien défini, et d’autre
part de conserver un intervalle d’isolation de la racine permettant de conclure sur erreur de
troncature finale. Cette méthode est aussi appelée «méthode de la fausse position» [14], |9, Ch
3.

L’initialisation ne pose pas de probléme car l'algorithme d’Uspensky fournit un intervalle
d’isolation qui vérifie bien la propriété recherchée. Un probléme de cette approche est qu’elle
peut ne pas converger. Dans le cas d'une fonction convexe par exemple on se retrouve dans
la situation ot I'une des bornes de 'intervalle d’isolation courant converge bien vers la racine
recherchée alors que 'autre borne ne change jamais (voir figure 5.5). La convergence au sens de
I'intervalle d’isolation n’est donc pas assurée.

25 : . . | | |
) ——
sécante 1 ---1---
sécante 2
2
15 | |
g u
05 |
0 -0 a|. bo
1 by

-05

_15 1 1 1 1 1 1 1
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3

Fia. 5.5  Une situation ou la méthode de la «fausse position» ne converge pas au sens des
intervalles : la borne inférieure de l'intervalle converge vers la racine mais la borne supérieure est
constante. La taille de 'intervalle d’isolation est donc minorée.

Néanmoins il est possible d’utiliser la méthode de la sécante sans cette modification en cal-
culant malgré tout un intervalle isolant, donc en ayant une garantie sur 'erreur finale commise
sur la racine. A chaque étape, on calcule f(z,) en prenant soin de décider rigoureusement de
son signe, ce qui permet de déterminer le signe de z,, — w a partir du signe de f aux bornes
de lintervalle d’isolation initial [a,b]. En supposant que la méthode de raffinement atteigne la
zone de convergence dans laquelle les hypothéses permettant d’établir (5.12) sont justifiées a
partir d'un certain rang ng, et qu’a cette étape particuliére les signes de x,, — u et zp,41 —u
sont équiprobables, alors le tableau 5.6 montre que dans 3/4 des cas les positions des points
et x,41 par rapport & u décrivent un cycle de longueur 3, et que dans ce cycle 2 étapes sur 3
fournissent effectivement un intervalle d’isolation de w.

Un cas o z,, — u est d'un signe constant a partir d'un certain rang est illustré en Figure 5.7
et s’explique par un argument de convexité. Il n’est pas non plus suffisant d’initialiser la méthode
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18. Raffinement de racines

17 () Ip —U | T —Uu | x —Uu
JHO) n n+1 n+2

+ — + —

+ + - —

+ — — +

+ + + +

— — + +

— + + —

— + — +

Fic. 5.6 L’évolution de la position de x,, par rapport & la racine v dans le domaine de conver-
gence, découpée en cycles disjoints.

de la sécante avec un intervalle d’isolation [z, z1] pour espérer rester dans un des deux cycles
favorables décrits dans le tableau 5.6. Prenons a > 0, f(z) = 2° — a3, 29 = =2, 2y = 1. On

cherche a raffiner la racine u = . La formule (5.11) donne

8- — (-2)1—-0) —6-30" 2+
—-8—-1 N -9 3

o =

Pour o = 0,5 on a bien zg < a < 9 < 1 et un argument de convexité sur [, 23] montre qu’alors
Ty > a pour n > 1 et la méthode ne produira donc pas un intervalle d’isolation convergeant vers
la racine a.

Supposons que f’f” ne change pas de signe sur [z,,Z,+1]. On peut supposer sans perte de
généralité que f/ > 0 et f” > 0. Ces hypothéses nous donnent :

flxn) <0,z < u,

f(@nt1) > 0,2041 > u.

Puisque f est convexe on sait que pour t € [0,1], f(t-xp+(1—t)zpnt1) < t-f(zn)+(1—1) f(Xni1).

En particulier pour a5 = Z=fms)mm8t) on a

_ Tnt1f () — Tnf(Tnt1)
o) = f ( 7o) — F@nrr) >
f(xn) - f($n+1) T
S Fam) T ) T Ty — Famgn) )

< 0

donc z,42 < u. On a donc prouvé que la premiére ligne du tableau 5.6 est valide sous I’hypotheése
que f'f” garde un signe constant sur lUintervalle [z, x,+1]. On prouve la troisiéme ligne en
utilisant le fait que la fonction convexe f est supérieure & la corde définie par x, et z,41 en
dehors du segment [z, z,41]. Le reste du tableau se prouve par des arguments similaires.

Théoréme 12. Soit [zg,x1] un intervalle d’isolation d’une racine u de f, avec f(xo)f(x1) <O0.
Si les points (xy)n>2 calculés par la méthode de la sécante initialisée par xo et x1 vérifient

Vn,x; € [zo, 1]
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70 T T T T

60 |- _
50 | .
40 | i
30 } 4

20 4

10 | /

€ Zo

210 F 4

-20 _ 4

.30 1 1 1 1

F1G. 5.7 - Une étape de litération de la sécante avec f(x) =22 —2—2,20 =8, 21 =4 et u = 2.

Les points initiaux sont choisis loin de la racine pour améliorer la visibilité mais cela ne change
pas le résultat.

et que f"(x)f'(x) ne change pas de signe sur [xq,x1], alors il existe s € {1,2} tel que

(@n —u)(@pt1 —u) <0

pour tout n Z s mod 3. De plus s =1 si xg — u a le méme signe que f'(x)f"(x), et s =2 sinon.

PREUVE : la preuve découle de la lecture du tableau 5.6, qui reste correct méme si on ne se
trouve pas a priori dans la zone de convergence. O

Pour utiliser cette propriété on peut isoler simultanément les racines de f, f’ et f”. On obtient
alors des intervalles d’isolation des racines de f sur lesquels f’ et f” n’ont pas de racine (donc
gardent un signe constant).

Une autre solution est de constater que si au cours de 'algorithme le signe de f(z,) est le
méme pendant trois étapes consécutives, alors soit le domaine de convergence n’est pas encore
atteint, soit il est atteint et on est rentré dans un des deux cycles défavorables. Dans les deux cas
on peut abandonner la méthode de la sécante et faire une étape de dichotomie pour améliorer
I'intervalle d’isolation et se rapprocher du domaine de convergence, tout en conservant un inter-
valle d’isolation de u. On garantit ainsi la convergence de la méthode, en espérant que la sécante
ne sera pas trop souvent dégradée en une dichotomie. Si cela ne se produit pas trop souvent,
cette stratégie peut étre moins cotiteuse que l'isolation des racines de f, f’ et f”. C’est cette
stratégie qui est utilisée dans CRQ.
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Analyse d’erreur

On note comme pour la méthode de Newton p,, = E(z,) — logy |z, — u| la précision relative
en bits sur z,. Au voisinage de u on a toujours E(z,) = E(u), et équation (5.13) s’écrit

prt2 +C' = (1 +C') + (pn + C) (5.14)

s f"(u)
ou C = — 10g2 W
suite de 'analyse en supposant C' = 0 (le code de CRQ cependant ne fait pas cette hypothése),
ce qui reviendrait & considérer ¢, = p, + C’ dans la suite. L’équation (5.14) permet d’anticiper
le nombre de bits corrects a attendre pour x,y2, et donc d’ajuster la précision de calcul utilisée.

Récrivons I'équation (5.11) en

— E(u) est une constante qui ne dépend que de f et de u. On simplifie la

Int+2 = $n+1_5n

T — T
0n = fl@ni1) o

f(@ny1) — f(2n)

pour faire apparaitre comme dans l'itération de Newton I'approximation précédente x,11 et un
terme correctif d,,. Si 41 (resp. x,) est connu avec py,41 (resp. p,) bits significatifs alors d’apres
(5.13) et (5.14) il n’est pas raisonnable d’espérer pour z,s plus de p,+1 + p, bits significatifs ;
on s’attend donc a ce que p, bits du terme correctif soient utiles dans le calcul.
Le choix de la précision de travail pour le calcul de §,, dépend de la précision supposée sur les
opérandes et de la précision recherchée dans le résultat ; il faut aussi tenir compte des annulations.
Richard Brent discute dans [6] des précisions nécessaires dans le calcul de 4, pour assurer

une convergence d'un ordre o donné, et ce pour diverses méthodes de sécante (pour la méthode
1+\/5)
2

de la sécante décrite ici, o = . Nous reprenons le raisonnement ici; adapté au cas présent.
Par hypothese

Tyl —u=O27Prt)y
Tpta —u = O27Pr+2)y

et
f@n1) = f/(u)(p1 —u) = O27P" ).

Dans un voisinage suffisamment petit de la racine cherchée, la fraction ——2t=2n

Fans ) —F @) est essen-

tiellement une approximation de %, donc O(1).

On pose
Tp4+1 — Tn

f(xni1) — f(xn)

et 7 la quantité effectivement calculée avec 7 = (1 + p)r, de méme on note f(zp4+1) la quantité
calculée pour f(xy,41), avec

r =

f(@ni1) = f(zns1) + 0.
L’erreur relative sur r est donc p, et 6 est 'erreur absolue sur f(x,41). Développons :

—

f@n)m = (f(@ar) +0) (1 +p)r
= rf(@p1) +ref(@pa) + 10 +r0p
f(@ns)r — F@ns)Fl = |10+ rpf (@as) + 04l
O] + [ruf (zn1)] + [rOul.

IN
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L’ordre de grandeur recherché pour 'erreur globale sur f(z,4+1)r est O (2_(7’"“’”“)) u ce qui
impose déja § = O (2_(p”+1+p”)) u en tenant compte des ordres de grandeur évoqués plus haut,
et en regardant le terme r6. Le terme |ruf(z,41)| donne p = O (27P) et le dernier terme ruf
est alors effectivement négligeable.

La signification de ces termes s’apprécie visuellement sur la Figure 5.8 :

Dn + Dnt1 est le nombre de bits corrects espérés pour 49

— pn est le nombre de bits jugés significatifs dans le terme correctif d,,.
Avec Tpi1 — xp = O27PM)u et f(xpy1) — flay) = O(27Pn)u, il faut calculer f(z;,) avec une
erreur absolue (9(2_(2p”))u soit avec environ p, bits de précision. Pour cette étape le méme
raisonnement suggeére pour le calcul de f(x,41) une précision moindre de 2p,, — p,+1 bits mais
pour pouvoir réutiliser & 1’étape suivante (sauf a la fin) les valeurs calculées et ne faire qu’une
seule évaluation de polynome a chaque étape il est naturel de calculer f(z,41) avec une précision
finale de p,, 41 bits.

27n [y 2Pty 2~ (Prtpat1) |y

Tn

Tn+1

Tn+2

F1G. 5.8 — Une étape de l'itération de la sécante dans le domaine de convergence, indiquant les
erreurs estimeées sur chaque terme.

L’algorithme utilisé pour l'itération de la sécante emprunte des idées déja mises en ceuvre
dans l'itération de Newton. Une estimation p; du nombre de bits corrects dans x; est calculée
(seules les deux derniéres valeurs sont utiles) et avec une estimation de la constante C sert a
déterminer les précisions de calcul nécessaires pour obtenir le bon ordre de convergence. Le calcul
de §,, donne ensuite une information sur p,,1 qui permet d’ajuster 'estimation de C' : on espére
ainsi faire toujours des calculs avec la précision optimale, & savoir une précision assez grande
pour que les erreurs d’arrondis n’entachent pas la qualité des résultats et donc la vitesse de
convergence de fagon appréciable, et en méme temps une précision suffisamment petite pour que
le temps ne soit pas perdu dans le calcul de bits non significatifs mathématiquement.

L’itération de la sécante telle qu’elle est implémentée dans CRQ est décrite dans I’Algorithme
21. Pour simplifier la lecture du code les améliorations décrites plus haut conservant un intervalle
d’isolation et avec d’éventuelles étapes de dichotomie sont omises.

18.4 Comparaison de la méthode de la sécante et de l’itération de Newton

Comme expliqué plus haut, 'ordre de convergence de la méthode de la sécante est avec
¢ = 1+T\/5 ~ 1,618 plus faible que celui de l'itération de Newton, qui est de 2. Richard Brent
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18. Raffinement de racines

Algorithme 21 Itération de la sécante

ENTREE : a,b, f, pan tels quil existe une racine u € [a,b] de f unique.
SORTIE : z tel que |z — u| < ulp,, (z).
o < a
Ty < b
po « logy [zo| — logy (b — a)
b1 < Po
n«1
fo — opo(F(0))
while p,, < pgs, do
In Opn(f(xn))
Z = opn(xn - xn—l)
d oy, (fn — fa1)
r e opn(2/d)
r e opn(r - f)
Tnt1 < Opptppis (Tn —T)
n«—mn-+1
. end while
: return x

e e e el e
S el

donne dans [7| des arguments indiquant que la méthode de la sécante est asymptotiquement
meilleure que l'itération de Newton sous certaines hypothéses. Une de ces hypothéses est que
le cotit d’'une multiplication de taille p bits est asymptotiquement négligeable devant le cotit
d’évaluation de la fonction f dont on cherche une racine. Dans le cas ou f est un polyndme de
degré n le cotit d’évaluation de f & précision p est essentiellement nM (p), cette hypothése est
donc vérifiée a condition de faire aussi tendre n vers +o0o. Nous ne faisons pas cette hypothése ici,
le but est de comparer les deux méthodes de raffinement lorsque la précision devient grande mais
que le polynome dont on cherche une racine est fixé. On rappelle que M (p) désigne le coit de la
multiplication de deux nombres entiers (ou flottants) de taille p bits. Dans le but de comparer
les complexités théoriques des deux méthodes de raffinement on se place sous les hypothéses
suivantes :

1. la précision initialement connue sur la racine est pi,; pour chaque méthode,

2. M(p) = p® pour une certaine valeur de « vérifiant 1 < o < 2,

3. les précisions de calcul dans l'itération de Newton forment une suite (pg = Pini, P2, - - - Pe =
Pan) Optimale dans le sens o
Pi+1 = 2pi,
4. les preécisions de calcul dans la méthode de la sécante forment une suite (rg = pini, 72, ..., 7q =
Pan) Optimale dans le sens o
Tit1 = T,

5. m > 2 sans quoi l'utilisation d’une méthode de raffinement n’a pas d’intérét par rapport a
la résolution directe de ’équation linéaire P(z) = 0.

Les hypothéses 3 et 4 sont incompatibles (on n’a jamais une puissance entiére de ¢ égale a une
puissance entiére de 2) mais cela ne géne pas I’étude asymptotique. On néglige dans la suite le
cotit des additions. Pour I'étape i de I'itération de Newton on évalue P de degré n et P’ de degré
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n — 1 en précision p;. On considére que le cott de la division de taille p; est vM (p;) pour une
certaine constante y a préciser. Le cotit de I'étape i est

(2n —1+7)M(p;) = (2n — 1 +)pf".

Pour la méthode de la sécante l'étape ¢ cotite une évaluation de P de degré n et une division,
le tout en précision r; pour une complexité

(n+7)M(ri) = (n+y)ri".

Il s’agit donc de comparer

c—1
Tnewton = (277, -1 + '7) Zp;x
=0
avec
d—1
Tiecante = (Tl + '7) Z Tz‘a-
=0

On pose 7 = ﬁﬁ?. Les hypotheéses faites nous permettent d’écrire

log T
C =
log2’
J = logT7
log ¢
c—1 .
Thewton = (2n -1+ 7)p?rlli Z 2
i=0
ca _ 1
= (2n-1+ W)Pffnﬁ
74 —1
= (@n—14+7Phige—
d—1 '
Tsecante = (’I’L + 7)p?rlli Z o™
i=0
¢da -1
= (n+ W)P%im
74 —1
11 suffit donc de trouver le signe de D = % (Thewton — Tsecante) :
D = (2n—1-7)(¢" -1) = (n+7)(2" - 1)

[26° — 2% — 1n + (6" — 2°)y — 6 + 1.

On peut vérifier que pour 1 < a <2 on a 2¢% —2% —1 > 0 et donc la méthode de la sécante est
asymptotiquement meilleure (quand 7 — 400) dés que

(¢*—2%)y— ¢~ +1
290 —20 —1

n =
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18. Raffinement de racines

De plus 1 —¢® <0, v > 0 et ¢ — 2% < 0 donc la méthode de la sécante est toujours asymptoti-
quement meilleure que l'itération de Newton lorsque 7 — +o00, indépendamment du degré n du
polynome.

Cela n’enléve pas l'intérét d’une implémentation efficace de l'itération de Newton pour des
petites précisions.

En pratique dans CRQ I’algorithme de raffinement utilisé par défaut est I'itération de Newton
scalaire, suite a des expériences montrant qu’elle est plus efficace que les autres méthodes. Ce-
pendant la vitesse de convergence de 'implémentation de la méthode de la sécante est inférieure
a la progression géométrique de raison ¢ que prédit la théorie et ceci est dii & un bug qui n’a
pas encore été trouvé. Une version ultérieure de CR(Q devrait corriger ce bug et, le cas échéant,
utiliser alors la méthode de la sécante comme algorithme de raffinement par défaut.

Précision dégradée

Nous présentons une idée supplémentaire (et classique) pour améliorer le temps de calcul du
raffinement pour la méthode de la sécante et I'itération de Newton. Cette amélioration n’est pas
encore présente dans CRQ.

Pour atteindre une précision cible donnée sur la racine recherchée il est parfois profitable de
perturber la progression géométrique des précisions atteintes a chaque étape. En guise d’exemple
concret, supposons que 'on utilise 'itération de Newton avec une précision connue initialement
de 1 bit pour une précision cible de 257 bits. Avec un doublement a chaque étape de la précision
connue la séquence des précisions sera

Pini = 1;2;4; 8;16; 32; 64; 128;256; 512 = pgy,.

La précision de 256 atteinte a ’avant-derniére étape étant insuffisante, une étape supplémentaire
avec une précision presque deux fois trop grande est nécessaire. En dégradant les précisions, on
pourrait avoir la séquence suivante :

1:2;3;5;9;17;33; 65; 129; 257.

On obtient le méme nombre d’étapes effectuées avec des précisions de travail inférieure, donc un
temps de calcul plus petit.

Si I'on suppose que le coiit total de la chaine de précisions optimale est croissant en fonction
de la précision cible, alors la stratégie optimale se trouve en partant de la précision cible et en
appliquant la transformation x +— [§] jusqu’a obtenir une précision inférieure & la précision de
départ.

La méme idée s’applique a la méthode de la sécante en ajustant 'ordre de convergence.
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Chapitre 6. Résultats expérimentauz

Les algorithmes décrits dans les chapitres précédents ont été implémentés sous la forme d’une
bibliothéque d’intégration numérique appelée CRQ. On donne dans ce chapitre une description
plus précise et technique de la bibliothéque, aussi bien au niveau des choix de développement
que du point de vue de l'utilisateur. On donne des résultats expérimentaux de la bibliothéque
sur quelques intégrales choisies, en la comparant avec d’autres logiciels fournissant une opération
d’intégration numérique.

19 Description de CRQ

L’acronyme CRQ signifie Correctly Rounded Quadrature. Le double objectif de la bibliotheque
est en effet de maitriser 'erreur commise dans les calculs, et d’effectuer rapidement des intégra-
tions numériques. Techniquement, la bibliothéque est écrite en langage C et se compose d’'un peu
plus de 5000 lignes de code source réparties sur vingt fichiers (& la version 0.0.20060823). Pour
atteindre ces objectifs, la bibliotheque utilise GMP pour les calculs en nombres entiers et MPFR
pour les calculs en nombres flottants en précision arbitraire.

En étendant les principes de la norme IEEE754 aux nombres flottants en précision arbitraire,
MPFR remplit la condition de fiabilité nécessaire au développement de CRQ. La garantie d’ar-
rondi correct sur chaque opération de base est ce qui permet de construire les lemmes présents
dans les chapitres 3 et 4 pour obtenir finalement les théorémes 4 et 8. De plus la bibliothéeque
MPFR fournit une riche panoplie d’implémentations avec arrondi correct de fonctions élémen-
taires, permettant aux utilisateurs de programmer une vaste classe d’intégrandes et d’utiliser
CRQ pour calculer leurs intégrales. Dans le cas ou cela ne serait pas possible, par exemple si
la fonction a intégrer a déja été programmeée en utilisant une autre bibliothéque de calcul flot-
tant, la conversion vers le format de flottants MPFR est a la charge de 'utilisateur (il ne s’agit
a priori pas d'un handicap majeur). Récemment, MPFR a été intégrée dans la collection de
compilateurs GCC. Plus spécifiquement, le compilateur Fortran utilise MPFR pour calculer cor-
rectement les expressions arithmétiques au moment de la compilation. Il ne s’agit 1a que d’un
exemple parmi d’autres® d’utilisations de MPFR dans des logiciels libres ou non, et illustre la
diffusion de MPFR en particulier et plus généralement de l'arithmétique en précision arbitraire
et du souci de la gestion d’erreur dans le monde du calcul numérique.

GMP est sans doute la bibliothéque de calcul en nombres entiers en précision arbitraire la plus
utilisée et, a en croire sa page d’accueil, aussi la plus rapide. Un certain nombre de logiciels de
calcul mathématique utilisent GMP a la place de leur propre implémentation de nombres entiers
de taille arbitraire (c’est le cas de Pari/GP et de Maple a partir de la version 9). Initialement
distribué avec GMP, MPFR est depuis la version 2.0.2 (novembre 2003) distribué séparément
mais se base depuis toujours sur GMP en interne pour les calculs en précision arbitraire.

Dans GMP, le type correspondant & un entier signé est mpz_t, et les flottants MPFR ont
pour type mpfr_t.

19.1 Interface et structure interne

Les méthodes d’intégration de Newton-Cotes (vues dans le chapitre 3) et de Gauss-Legendre
(vues dans le chapitre 4) sont implémentées dans CRQ. On peut distinguer dans CRQ deux
niveaux d’interface pour les fonctions d’intégration : un ensemble de fonctions «internes» qui
offrent le plus de contréle a l'utilisateur, et des fonctions de plus haut niveau avec une certaine
part d’automatisation.

®Que l'on peut consulter sur la page web du projet http://mpfr.org/
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Niveau interne

Au niveau le plus bas, seule I'intégration & proprement parler est calculée. Les coefficients
nécessaires a la méthode doivent avoir été calculés au préalable, et la composition n’est pas
disponible. Il s’agit d'une traduction quasi littérale en C de ’algorithme 7 pour la méthode de
Newton-Cotes, et de I'algorithme 9 pour la méthode de Gauss-Legendre. Les prototypes de ces
fonctions sont

void gen_nc_closed (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b,
unsigned long n, mpz_t *coeffs, mpz_t d, aqfunc_t f,
mpfr_t m, mp_prec_t wp, mpfr_t *fxs[])

pour Newton-Cotes et

void gen_gl_closed (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b,
unsigned long n, mpfr_t *coeffs, mpfr_t *roots,
aqfunc_t f, mpfr_t m, mp_prec_t wp, mpfr_t *fxs[]);

pour Gauss-Legendre. Les prototypes sont identiques & un argument prés (roots) pour la mé-
thode de Gauss-Legendre qui donne les points d’évaluation (ils sont triviaux pour Newton-Cotes).
Ces fonctions calculent a la fois le résultat de 'intégration (mpfr_t res) ainsi qu'une borne sur
les erreurs d’arrondi (mpfr_t errb). Le type aqfunct_t est le type désigné des fonctions que
CRQ integre; il s’agit d’un alias pour les fonctions ayant deux arguments de type mpfr_t : un
pour le point ou la fonction doit étre évaluée, et un pour le résultat. Comme indiqué dans les
chapitres précédents, l'intégrande est vu par CRQ comme un oracle retournant la valeur de la
fonction en un point donné, avec la précision requise et une erreur d’au plus un ulp. La précision
demandée pour le résultat (res) n’a pas besoin d’étre précisée explicitement, c’est celle de 1’ob-
jet res. Un dernier argument qui mérite d’étre expliqué est le tableau mpfr_t *fxs[] qui doit
étre alloué par I'appelant et qui sert a stocker les f(z;) puis les w;f(x;) avant de les sommer.
L’idée est de ne pas perdre du temps a initialiser plusieurs fois un tel tableau lorsque la fonction
d’intégration est appelée & plusieurs reprises avec les mémes parameétres, comme c’est le cas lors
d’une composition par exemple. Ce tableau doit étre de taille n et ses entrées doivent avoir une
mantisse de taille wp bits.

Les fonctions de calcul des coefficients des méthodes d’intégration se situent techniquement
a ce méme niveau le plus bas dans l'interface, puisqu’elles les complétent naturellement. Pour
Newton-Cotes, la fonction de calcul des coefficients a pour prototype :

void compute_nc_coeffs (mpz_t *coeffs, mpz_t d, unsigned long n, int algo);

Pour un nombre donné de points d’évaluation n cette fonction retourne les | 5 | premiers poids de
la méthode sous la forme d'un tableau des numérateurs coeffs et d’'un dénominateur commun
d. Le parameétre supplémentaire algo détermine l'algorithme de calcul des poids effectivement
utilisé : pour algo=0 on utilise 'algorithme naif (p. 25) et pour algo=1 on utilise I'algorithme
rapide (p. 27). Pour Gauss-Legendre, le prototype est plus complexe :

void compute_gl_coeffs (mpfr_t *coeffs, mpfr_t *roots, unsigned long n,

struct crq_gl_opts options, struct crq_stats *timings);

Contrairement a la méthode de Newton-Cotes, les points d’évaluation ne sont plus triviaux et
sont calculés en méme temps que les poids. De méme les poids et points d’évaluation ne sont pas
exactement représentables en nombres rationnels, on les calcule donc en nombres flottants a la
précision demandée en sortie (cette précision est celle des éléments du tableau roots). Comme
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cela a été vu dans la section 18, le calcul des racines du polynéme de Legendre, nécessaire au
calcul des points d’évaluation de la méthode de Gauss-Legendre, peut se faire avec plusieurs choix
d’algorithmes pour le raffinement. De plus il est possible d’accélérer ces calculs en réutilisant des
quantités calculées lors d’une exécution précédente, & savoir le polynéme de Legendre et pour
chaque racine un intervalle d’isolation plus ou moins fin. On peut ainsi commencer les méthodes
de raffinement (dichotomie, itération de Newton, itération de la sécante) avec une trés bonne
approximation de la racine cherchée. Ces quantités sont alors lues depuis un fichier.

Toutes ces options sont controlées via le paramétre options. Pour donner & l'utilisateur les
moyens de faire des tests pour déterminer les meilleurs parameétres, la fonction retourne dans la
variable stats le temps processeur passé dans chaque étape du calcul : isolation, raffinement,
calcul des poids post-raffinement. Un tel paramétre recueillant les statistiques n’existe pas pour
le calcul des coefficients de Newton-Cotes car il n’y a pas la possibilité d’influer sur les étapes
de l'algorithme ; le temps de calcul est monolithique. L’ajout relativement récent de ’algorithme
rapide et sa variation de calcul modulo des petits premiers (non encore implémentée) peuvent
remettre ce choix en question.

Haut niveau

Les méthodes d’intégration de Gauss-Legendre et de Newton-Cotes possédent chacune une
interface de plus haut niveau, il s’agit de

void compose_nc (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b, unsigned long m,
unsigned long n, aqfunc_t f, mpfr_t ml, mp_prec_t wp)

pour Newton-Cotes et de

void compose_gl_stats (mpfr_t res, mpfr_t errb, mpfr_t a, mpfr_t b,
unsigned long m, unsigned long n, aqfunc_t f,
mpfr_t ml, mp_prec_t wp, struct crq_gl_opts options,
struct crq_stats *timings)

pour Gauss-Legendre. Pour ces deux fonctions le résultat de lintégration est renvoyé dans le
paramétre res, la borne calculée sur les erreurs d’arrondi est donnée dans errb (le calcul de la
borne sur lerreur mathématique est effectué par les fonctions gl_error pour Gauss-Legendre et
nc_error pour Newton-Cotes pour donner la possibilité a I'utilisateur de distinguer les deux au
lieu de n’avoir qu'une seule borne consolidée). Les autres arguments de ces fonctions sont :
a, b : bornes inférieure et supérieure de l'intervalle d’intégration,
m : degré de composition de la méthode,
— n : nombre de points de la méthode,
f : fonction a intégrer,
— ml : borne sur |f'],
wp : précision de travail.
En plus de cela la fonction d’intégration pour la méthode de Gauss-Legendre demande des options
pour les algorithmes d’isolation et de raffinement a utiliser, et une variable recueillant des timings
de chacune de ces étapes. 1l existe une fonction compose_gl encapsulant compose_gl_stats pour
les utilisateurs qui ne sont pas intéressés par les timings.
Ces fonctions sont considérées de plus haut niveau dans la mesure o :
elles calculent automatiquement les paramétres (poids, points d’évaluation) associés a la
méthode,
elles supportent directement la composition de la méthode.
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Si la borne sur la dérivée premiére de f n’est pas renseignée de facon utile (en l'initialisant
a NaN par exemple) alors la borne d’erreur renvoyée n’aura pas de sens, mais cela n’empéche
évidemment pas d’approcher l'intégrale.

Pour les utilisateurs qui ne peuvent pas donner de borne sur les dérivées de la fonction a
intégrer, un mode d’intégration adaptatif est aussi programmé dans CRQ. Il s’agit de ’algorithme
1 vu dans le chapitre 1. Dans CR(Q) son prototype est le suivant :

void adaptive_quad (mpfr_t res, mpfr_t a, mpfr_t b, aqfunc_t f,
mp_prec_t prec, void (xquadf) (mpfr_t, mpfr_t,
mpfr_t, aqfunc_t, void *), void *params)

Les paramétres a, b et £ ont le méme sens maintenant usuel que pour les autres fonctions
d’intégration. L’argument prec ne désigne plus une précision de travail mais un but & atteindre
par 'algorithme en terme de précision relative, exprimée en nombre de bits. L’idée de ’algorithme
est de détecter les portions de l'intervalle d’'intégration ou la fonction n’est pas assez réguliére
pour la méthode d’intégration utilisée, en bissectant récursivement jusqu’a ce qu’une bissection
n’apporte plus de différence significative dans le résultat global. Plus précisément on détermine
qu’il n’est plus utile de découper un intervalle lorsque la différence entre l'intégration avec et
sans bissection est inférieure & une borne dépendant du but de précision prec et d’une estimation
grossiére de la valeur de l'intégrale globale.

L’erreur de méthode est donc estimée de facon empirique, et il n’y a plus de borne d’er-
reur garantie par la fonction d’intégration. Du fait des erreurs d’arrondi provenant a la fois des
appels & la fonction d’intégration et des additions des résultats intermédiaires, la précision ef-
fectivement atteinte peut étre loin de la précision cible qui n’est & considérer par l'utilisateur
que comme une indication donnée a la fonction d’intégration. L’intégration adaptative est une
stratégie générique qui ne dépend pas de la méthode sous-jacente ; cette méthode est donc pas-
sée en argument (quadf). L’argument supplémentaire void *params constitue les paramétres a
fournir a la méthode d’intégration (par exemple : le nombre de points d’évaluation et les poids
correspondants pour la méthode de Newton-Cotes). Le langage C n’étant malheureusement pas
fonctionnel, il n’est pas possible d’encapsuler & l'exécution ces parameétres directement dans une
fonction créée a la volée, d’out la nécessité d’ajouter cet argument pour permettre un peu de
flexibilité. Techniquement le profil d’'une fonction de type quadf est :

void quadf (mpfr_t res, mpfr_t a, mpfr_t b, aqfunc_t f, void *params)‘

ou outre les arguments usuels, les parameétres propres a la fonction d’intégration sont donnés
dans params sous la forme d'un pointeur opaque et dont Uinterprétation est laissée libre a la
fonction d’intégration (pour simuler un comportement «fonctionnel » comme expliqué plus haut).
Un exemple de fonction glu (wrapper) permettant d’utiliser la fonction d’intégration de Gauss-
Legendre dans la stratégie adaptative est donné dans la distribution CRQ.

19.2 Exemple d’utilisation de CRQ

Dans la distribution de CRQ), le fichier check.c a évolué d'un simple jeu de tests pour valider
les méthodes d’intégration au cours de leur écriture, & un programme d’expérimentations plus
générales et de mesures de performances. Il constitue un bon point de départ pour un nouvel
utilisateur de CRQ, mais en montrant trop de choses en méme temps ce fichier risque de laisser
le nouveau venu confus. Nous proposons donc ici un exemple minimal complet et commenté

d’utilisation de CRQ.
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On choisit pour cela de montrer comment calculer

= /0 ' din(sin(z))dz

avec la méthode de Gauss-Legendre avec n = 6 points. On pose f = x +— sin(sin(x)).

On s’intéresse dans un premier temps a programmer la fonction f elle-méme en répondant aux
conditions requises par la bibliothéque pour que le calcul de la borne d’erreur soit correct. Pour
rappel, la condition est de calculer f avec une erreur inférieure a 1 ulp sur le résultat rendu. On
appelle p la précision demandée en sortie. La fonction f est explicitée dans I'algorithme 22 pour
fixer les notations. Nous allons prouver que la condition sur la borne d’erreur est satisfaite. On
distingue la fonction sinus au sens mathématique notée sin de son implémentation dans MPFR
notée fsin.

Algorithme 22 La fonction z — sin(sin(z)).
ENTREE : z € [0,1], une précision demandée p.
SORTIE : un flottant 2 en précision p tel que |sin(sin(z)) — z| < ulp,(z).
1 Y < Opt2 (fsm(a:))
2. z « op(fsin(y))
3: return z

On rappelle que les notations E(y), ulp,(y) et o,(y) sont définies au chapitre 2 (p. 14).
La notation indicée pour ulp,(y) et o,(y) désigne la précision de travail p considérée.
La fonction fsin utilisée est supposée calculer avec arrondi correct au plus proche, on a donc

1

ly —sin(z)] < §ulpp+z(y),
, 1
|z —sin(y)| < gulpp(Z)

ce qui donne

z —sin(sin(x))| < |z —sin(y)| + |sin(y) — sin(sin(z))|
< Jup,(2) + max,eqo | cos(w)] -y — sin(a)
< 3 (ulpy(2) +ulpy(v)

Il reste a comparer ulp,(2) et ulp,,5(y). Remarquons que sin est croissante concave sur [0, 5].
On a
0 x

< 1<
0 < sin(z)

sin(1

IAIA
— R

Aprés arrondi
. 1 .
0 <y <sin(l) + §UIPp+2(Op+2(Sln(1)))'

Si x =1 alors

- 1
ly —sin(1)] < §ulpp+z(y)-
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19. Description de CRQ)

Sachant que sin(1) = 0,1101... en format binaire, E(y) = E(sin(1)) = E(3) dés que p > 2. On
suppose donc p > 2 et on peut écrire

0<y<sin(l)+27P3
On vérifie qu’alors y < 1. Par concavité, la fonction sin est supérieure a sa corde sur [0, 1] :
sin(y) > ysin(1).

Apres arrondi
z=(1+6)sin(y)

avec |#| < 27P. On continue & minorer z par
z>(1—-2"P)sin(l)y
puis le lemme 1 donne

1—-27F |
ulp,(z) > 5 sin(1)ulp,,(y).

Nous rappelons que ulp,(y) = 4 ulp,»(y), et nous utilisons le fait que sin(1) > % et p > 2 pour
majorer plus simplement

39
ulp,(2) > —2111Pp+2 (v)

3
et alors
. 1 32
z —sin(sin(x))| < 3 ulp,,(2) + Eulpp(z)
71
< 7—8ulpp(z)
< ulp,(2)

ce qui achéve de prouver qu’il suffit de calculer la fonction fsin intermédiaire avec 2 bits de
précision supplémentaire pour satisfaire la condition d’erreur inférieure a 1 ulp sur le résultat de
f. On en déduit I’écriture en C donnée lignes 6 a 13 dans le listing 6.1.

Le calcul de la borne sur f/ demande moins d’efforts :

f'(x) = cos(sin(x))cos(x)

[f'(@)] < L

On a choisi arbitrairement n = 6, et la méthode de Gauss-Legendre demande une borne sur la
dérivée (2n)-ieme de f. On utilise pour cela Maple, qui ne donne pas de borne satisfaisante sur
[0,1] pour £ En revanche, on obtient par extrema(diff (sin(sin(x)), x$13), {}, x) que

£33 ()] < 990784

et donc avec f(12(0) = 0 cette borne est aussi valide sur [0,1] pour f(!?). Le listing 6.1 donne le
programme finalement obtenu pour calculer I. Aprés U'inclusion des fichiers d’en-téte standard C
ainsi que celui de la bibliothéque CRQ elle-méme, on définit la fonction sinsin avec une précision
de 2 bits supplémentaires par rapport & la précision demandée en sortie. Les parameétres du
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Chapitre 6. Résultats expérimentauz

nombre de points de la méthode, du degré de composition et la précision de travail sont fixés
en ligne 23. On choisit ici de ne pas composer la méthode (m = 1). Pour la méthode de Gauss-
Legendre, on doit choisir les algorithmes utilisés lors du calcul des poids : on choisit ici de ne partir
que d'une isolation des racines de P (et non pas simultanément de P et de P’), de raffiner avec
I'itération de Newton et lorsque celle-ci échoue, d’utiliser le raffinement par une dichotomie avec
coefficients tronqués (ce qui dégrade les performances par rapport & Newton). Ces algorithmes
sont détaillés dans la section 18. En initialisant le paramétre options.file a NULL on s’interdit
de réutiliser des données pré-calculées.

Les lignes 28 & 42 du listing 6.1 se composent de l'initialisation des bornes de l'intervalle
d’intégration, des bornes sur les dérivées premiére et (2n)-ieme de f et en l'appel a la fonction
d’intégration. On termine par le calcul d'une borne sur l'erreur de méthode avec gl_error et
par I'affichage des quantités calculées. L’exécution affiche ceci :

val = 4.3060610310724949526357145836062604926002654890206824201459113e-1
1.8636086852782783e-10 [method error]

1.1547928308686448e-59 [roundoff error]

1.8636086852782785e-10 [total error]

4dms [Total CPU time]

La comparaison des bornes d’erreur d’arrondi et de méthode suggére que l'ordre de méthode
utilisé est insuffisant par rapport & la précision utilisée, la borne sur les erreurs d’arrondi étant
négligeable devant celle sur l'erreur de méthode. Le temps de calcul est mesuré en millisecondes
sur un processeur G4 & 1,2GHz. Il est bon de préciser que la borne d’erreur totale affichée concerne
la représentation en flottant MPFR de la valeur de Uintégrale calculée ; la valeur affichée par le
programme souffre d'une erreur d’arrondi supplémentaire due a la conversion en base 10.

20 Reésultats expérimentaux

20.1 Calcul de poids

Nous donnons dans la figure 6.1 une comparaison des performances des deux algorithmes
de calcul des poids de Newton-Cotes pour un nombre de points variant de 2 & 2048. Pour les
nombres de points utilisés en pratique 1’algorithme asymptotiquement meilleur ne confirme hélas
pas son avantage sur la méthode naive.

20.2 Intégration de fonctions

Pour mesurer les performances de CRQ nous avons choisi de calculer un certain nombre
d’intégrales, de paramétres et de précision de calcul. Le but est de mesurer les performances de
CRQ en explorant un ensemble supposé représentatif de parameétres, et aussi de les comparer a
d’autres bibliotheques.

Plus précisément, nous avons choisi les intégrales suivantes pour les expérimentations :
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Listing 6.1 Un

exemple d’utilisation de CRQ.

<stdio.h>
<stdlib.h>

#include
#include

#include "crq.h"
#include "utils.h" /% pour cputime */
void sinsin (mpfr_t res, mpfr_t x)
{
mpfr_t tmp;
mpfr_init2 (tmp, mpfr_get_prec (res) + 2);
mpfr_sin (tmp, x, GMP_RNDN);
mpfr_sin (res, tmp, GMP_RNDN);
mpfr_clear (tmp);
}
int main (int argc, char *argv[])
{
unsigned int n, m;
mp_prec_t wp;
mpfr_t a, b, res, total_error, math_error, rounderr;
mpfr_t diffbound, ndiffbound;
struct crq_gl_opts options;
int total_time;
m = 1; n = 6; wp = 200;
options.iso = SIMPLE;
options.ref = NEWTON;
options.dicho = TRUNC;
options.file = NULL;
mpfr_init2 (a, wp);
mpfr_init2 (b, wp);
mpfr_init2 (res, wp);
mpfr_init (math_error);
mpfr_init2 (diffbound, wp);
mpfr_init2 (ndiffbound, wp);
mpfr_init (roundoff_error);
mpfr_init (total_error);
mpfr_set_ui (a, 0, GMP_RNDN);
mpfr_set_ui (b, 1, GMP_RNDN);
mpfr_set_ui (diffbound, 1, GMP_RNDN);
mpfr_set_ui (ndiffbound, 990784, GMP_RNDN);
total_time = cputime ();
compose_gl (res, rounderr, a, b, m, n, sinsin, diffbound, wp, optiomns);
total_time = cputime () - total_time;
gl_error (math_error, a, b, m, n, ndiffbound);
printf ("val = ");
mpfr_out_str (NULL, 10, O, res, GMP_RNDN); printf ("\n");
mpfr_out_str (NULL, 10, O, math_error, GMP_RNDN);
printf (" [method error]\n");
mpfr_out_str (NULL, 10, O, rounderr , GMP_RNDN);
printf (" [roundoff error]\n")
mpfr_add (total_error, rounderr , math_error, GMP_RNDU);
mpfr_out_str (NULL, 10, O, total_error, GMP_RNDN);
printf (" [total error]\mn");
printf ("%d [Total CPU time]\n", total_time);
mpfr_clears (a, b, res, math_error, diffbound, ndiffbound, NULL);
return 0;
}
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F1G. 6.1 — Comparaison des performances des deux algorithmes de calcul des poids de Newton-
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20. Résultats expérimentaux

Le probléme I; d’intégrer une constante est sans doute le cas le plus simple possible, il sert
a vérifier un minimum la correction du systéme d’intégration. La fonction exponentielle a été
choisie dans Is pour sa grande régularité et nous considérons qu’elle ne devrait pas poser de
probléme aux systémes d’intégration.

Pour le reste des problémes d’intégration nous nous sommes tournés vers des tests de perfor-
mances déja publiés : I3 et I sont issus de [2], le probléme I5 a servi dans la session d’entrainement
de la compétition de calcul Many Digits [29] et les problémes I a I15 sont tirés de [26]. Pour l'in-
tégrale I1o il s’agit bien de la premiére forme faisant apparaitre la fonction max qui est soumise
aux systémes.

La comparaison de plusieurs systémes d’intégration numérique est un exercice délicat du fait
justement de la variété de parameétres a envisager. Les buts « fondateurs» de chacun des systémes
sont souvent suffisamment différents pour empécher une comparaison raisonnable : que faut-il
comparer entre un systéme comme Maple qui fournit une fonction générique d’intégration avec
sélection automatique des parameétres, et CRQ oul une liberté® de choix plus grande est laissée
a l'utilisateur 7 La comparaison devient d’autant plus ardue que la différence de conception des
systémes peut se situer non seulement au niveau de l'intégration elle-méme mais déja au niveau
de larithmétique flottante sous-jacente; et qu’un utilisateur n’est pas forcément au fait des
subtilités et erreurs a ne pas faire pour chacun des systémes (quand bien méme il en aurait écrit
un lui-méme).

Ces précautions introductives étant posées, le protocole de conduite des expérimentations a
été de comparer entre elles des stratégies d’intégration automatiques, vues plus ou moins comme
des boites noires prenant en entrée la fonction & intégrer et une précision souhaitée en sortie.
On mesure pour chacune la précision du résultat calculé par rapport a une valeur exacte de
Iintégrale, et le temps processeur utilisé par le programme. Pour toutes les intégrales sauf I
et Iy la valeur exacte a été calculée avec MPFR dans une précision supérieure a la plus grande
des précisions demandées lors des tests en utilisant la formule explicite pour le résultat. Leur
exactitude dépend donc de la correction des fonctions MPFR utilisées. Du fait de contraintes
techniques (notamment l’absence de code source disponible pour certains systémes) il est treés
difficile voire impossible d’isoler la méthode d’intégration d’un systéme pour la mesurer seule :
on mesure donc bien chaque systéme dans son ensemble. Par exemple dans les performances
mesurées pour Mathematica il y a implicitement la qualité de 'arithmétique sous-jacente qui
influe fortement sur les temps de calcul.

Pour les intégrales I5 et Ig nous ne connaissons pas a priori de formule close (plus exactement :
Maple ne connait pas de formule close) et donc le calcul de la valeur de référence se fait par
validation mutuelle des systémes entre eux, et par test de cohérence d’un systéme. Le probléme
de la validation des résultats d’une bibliothéque de calcul numérique mérite une étude en soi;
tous les logiciels de calcul y sont confrontés. Dans notre cas on entend par validation mutuelle
que le calcul de l'intégrale est demandé a plusieurs systémes et que 'on considére comme valides
les chiffres communs entre les réponses de ces systémes. La vérification de la cohérence consiste a
demander & un méme systéme la valeur d'une intégrale a des précisions différentes et considérer
comme valides les chiffres communs a ces deux valeurs.

Nous avons cependant validé la valeur de I'intégrale I5 a 'aide de CRQ en utilisant non pas la
stratégie adaptative dont la convergence est heuristique, mais avec la composition de la méthode
de Gauss-Legendre pour des paramétres bien choisis et avec une erreur bornée directement par
CRQ. Nous avons réutilisé pour cela le programme développé pour la compétition Many Digits,
dont la stratégie est de recommencer en augmentant le nombre de points n de 10% a chaque fois

5Qui ne vient pas sans effort.
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que la précision obtenue en sortie est insuffisante par rapport a la précision décimale requise.
Dans ce programme pour un nombre de points n nous avons borné la dérivée (2n + 1)-iéme de
f(x) = sin(sin(z)) par sa valeur en 0, conjecture vérifiée pour des petites valeurs de n par Maple,
puis par intégration on en déduit la méme borne pour la dérivée (2n)-iéme (la fonction étant
impaire ses dérivées impaires s’annulent en 0). On calcule la valeur en 0 par le développement
en série de f en 0.

En fixant 'ordre de composition arbitrairement & m = 512 et une précision de travail de
10340 bits (soit un peu plus de 3110 chiffres décimaux), cette stratégie s’arréte avec succes sur
n = 399. On calcule une borne de |f(™9)| par le développement en série pour obtenir que

|£(799)| < 94759

puis l'utilisation de cette borne dans CRQ donne le résultat suivant :

val = 4.3060610312069060491237735524 [...] e-1
1.8829901944567536e-3181 [method error]
8.6995407371417717e-3115 [roundoff error]
8.6995407371417732e-3115 [total error]

ce qui permet de conclure que, sous toutes les hypothéses faites, la valeur du juge a été calculée
avec une erreur relative inférieure a 10730 et donc avec une précision en sortie suffisante pour
valider les résultats des autres systémes.

Protocole expérimental

Nous avons choisi pour faire la comparaison des systémes un environnement de calcul qui
soit publiquement accessible, raisonnablement performant et ot le maximum de systémes soient
installés. Les tests ont donc été conduits sur la machine laurentl.medicis.polytechnique.fr
du centre de calcul MEDICIS. MEDICIS met a disposition de ses utilisateurs 36 machines sous
environnement UNIX (souvent Debian GNU/Linux [28]) ainsi qu'un ensemble de ressources
logicielles, surtout dans le domaine du calcul formel. Les exigences de chacun des systémes de
calcul retenus pour nos tests (Maple en particulier n’y est pas installé sur les machines 64 bits)
ont conduit au choix de laurentl comme meilleure machine de test possible. Techniquement la
machine laurent1 est munie de deux processeurs AMD Athlon™ MP 2200+ cadencés & 1,8MHz et
de 2Go de mémoire RAM et s’exécute sous environnement Debian GNU/Linux 3.1 (noyau version
2.6.8). Dans un souci de complétude, les informations renvoyées par le systéme d’exploitation
dans /proc/cpuinfo sont les suivantes :
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fousse@laurentl:~$ cat /proc/cpuinfo

processor : 0

vendor_id : AuthenticAMD

cpu family : 6

model : 8

model name : AMD Athlon(TM) MP 2200+

stepping : 0

cpu MHz : 1800.416

cache size : 266 KB

fdiv_bug ! no

hlt_bug : no

f00f _bug : no

coma_bug : no

fpu : yes

fpu_exception 1 yes

cpuid level 1

wp 1 yes

flags : fpu vme de pse tsc msr pae mce cx8 apic sep mtrr pge mca cmov pat
pse36 mmx fxsr sse syscall mp mmxext 3dnowext 3dnow

bogomips : 3665.32

[...]

Le fait que la machine soit bi-processeur au lieu de mono-processeur est anecdotique dans la
mesure oil les systémes testés ne savent pas profiter du parallélisme offert par deux processeurs.

Nous avons testé les performances des fonctions d’intégration des logiciels & des précisions
variables qui sont en chiffres décimaux : 31, 61, 151, 302, 603, 1506, 3011, ce qui correspond
environ aux précisions binaires 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000 et 10000 bits. A part CRQ,
les autres systémes utilisent des précisions en base 10 dans leur interface, afin de ne pas les
désavantager la précision décimale pjg correspondant & une précision binaire py donnée a été

arrondie supérieurement :
log 10
P10 = p2| -

log 2

Chaque systéme a été lancé avec une limite de temps CPU fixée a 1h pour éviter qu’il ne
prenne trop de temps et ne pas rester bloqué sur un bug, et ce pour chaque probléme d’intégration
(I7 a I12) et chaque précision.

Les erreurs données dans les tableaux sont données en ulp décimaux, et on indique un échec du
systéme & produire un résultat dans le temps imparti d’'une heure par une erreur non déterminée
notée « @QNaN@» et un temps d’exécution non spécifié noté «-».

Nous donnons maintenant une description des particularités de chaque systéme, des scripts
utilisés ainsi qu'un commentaire de ces résultats.

ARPREC

La bibliothéque ARPREC [1] est écrite en C++ et supporte le calcul numérique en précision
arbitraire pour les nombres entiers, flottants et complexes. En plus des opérations élémentaires
et de fonctions spéciales (trigonométriques et autres), la distribution d’ARPREC fournit un
ensemble d’applications de 'arithmétique en précision arbitraire, dont quelques routines d’inté-
grations décrites dans [2] et livrées avec un programme de démonstration sur un jeu de quinze
intégrales. Nous avons remplacé dans ce programme les exemples d’intégrales par notre sélection
des intégrales I a I12. Trois méthodes d’intégration sont données :
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1. la méthode de Gauss-Legendre, baptisée QUADGS,

2. une méthode basée sur la fonction d’erreur erf(z) = % fox e~ dt baptisée QUADERF,

3. une méthode doublement exponentielle basée sur la transformation tanh(sinh(z)) baptisée
QUADTS.

Dans ARPREC, l'utilisateur ne définit pas la taille de la mantisse de chaque variable de type
flottant, mais initialise au début du programme la bibliothéque avec une précision, donnée en
chiffres décimaux, que l'utilisateur requiert en sortie de chaque calcul élémentaire.

Les méthodes d’intégration implémentent chacune une stratégie adaptative basée sur un cer-
tain nombre de «niveaux» de points (pré-calculés). Alors que la stratégie adaptative utilisée pour
intégrer dans CRQ repose sur une bissection récursive de l'intervalle d’intégration a nombre de
points constant sur chaque intervalle, la stratégie I’ ARPREC est de doubler le nombre de points
de la méthode utilisés a chaque niveau. Le critére d’arrét est 'obtention de la précision deman-
dée en sortie, et celle-ci est estimée de fagcon empirique en comparant les résultats numériques
des 3 derniers niveaux calculés. Il est a noter que si le nombre de points utilisés double d’un
niveau a 'autre, le nombre de points du premier niveau n’est pas donné précisément dans |[2].
Pour QUADERF et QUADTS, le nombre de points au niveau k& dépend de la précision requise
et serait d’environ 4 - 2% et k- 3,3 - 2%, respectivement. Pour QUADGS le nombre de points au
niveau k est 3 - 2.

Le programme d’expérimentation commence par initialiser un objet de type « Integrate » en
respectant le choix de méthode et les paramétres donnés par 'utilisateur. Ces paramétres sont le
nombre de niveaux a pré-calculer, la taille maximale prise par ces tables, la précision « primaire »
et la précision «secondaire». Ces précisions sont apparemment utilisées comme tolérances d’er-
reur dans le calcul des abscisses et des poids, mais leur signification exacte reste mystérieuse a
la lecture du code. Il a été choisi de fixer ces tolérances & la précision demandée, et d’initialiser
la précision globale & cette méme valeur, plus dix bits de garde.

Du fait des choix d’implémentation, les temps de calculs d’ARPREC ne sont pas directement
mesurables & ceux de CRQ puisque chacune des méthodes d’intégration ’ARPREC commence
par une initialisation de tables relativement lourde, puis résout chacun des problémes en réutili-
sant ces tables; tandis que 'on a choisi pour CRQ de mesurer des temps totaux (pré-calcul et
intégration proprement dite) car ils sont jugés plus représentatifs d’une utilisation typique de la
bibliothéque. Il faudrait attendre que CRQ soit assimilé dans un systéme de calcul plus complexe
pour que la réalisation de gros pré-calculs au démarrage soit justifiée.

Enfin la stratégie adaptative des méthodes d’ARPREC n’est que partiellement dynamique,
dans la mesure ou le nombre de niveaux utilisés dans l'intégration n’est pas augmenté au besoin
mais limité par un nombre fixé au démarrage par l'utilisateur (et qui influe fortement sur le
temps consacré a ce pré-calcul). Nous avons choisi d’exécuter les tests pour chacune des méthodes
d’intégration d’ARPREC avec un nombre de tables pré-calculées variant de 2 a 10.

La version A’ARPREC testée est la version 2006-06-06 disponible sur le site http://crd.
1bl.gov/"dhbailey/mpdist/.

Les résultats d’ARPREC ne sont pas inclus, les tests ayant été abandonnés aprés que le sys-
téme se montre incapable d’intégrer correctement la fonction constante de 'exemple I;. L’auteur
de la bibliothéque n’a pas répondu favorablement a nos demandes de précisions techniques sur la
bonne utilisation et le fonctionnement interne des fonctions d’intégration (lesquelles sont fournies
sans documentation).
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PARI/GP

PARI/GP utilise une précision interne de calcul pour les nombres flottants définie en nombre
de chiffres décimaux et appelée realprecision. On la modifie avec la commande \p <precision>.
La fonction d’intégration s’appelle intnum et utilise une méthode doublement exponentielle dans
la version testée. Il est possible d’aider PARI en lui donnant des informations sur la régularité
de la fonction a intégrer aux extrémités de l'intervalle d’intégration ; nous avons choisi d’utiliser
les paramétres par défaut et de ne pas donner d’information & PARI, afin de ne pas avantager
ce systéme par rapport aux autres qui ne disposent pas de cette fonctionnalité. Le fichier de test
complet utilisé pour calculer l'intégrale I5 avec 31 chiffres décimaux est le suivant :

\p 31
#
intnum(x = 0, 1, sin(sin(x)))

La commande # demande d’afficher le temps CPU pris par chaque calcul. Lors de ’expérimenta-
tion il est arrivé que PARI manque de mémoire ; en effet ce systéme utilise une taille de mémoire
de pile bornée pour éviter qu'un calcul problématique fasse boguer toute ’application. Cette
limite a été augmentée manuellement lorsque cela était nécessaire (argument -s <taille> en
ligne de commande).

La version de PARI testée est la derniére version stable de numéro 2.3.0, compilée pour
utiliser en tant qu’arithmétique sous-jacente la bibliotheque GMP 4.2.1.

31 61 151 302 603 1506 3011
Temps | 10ms | 30ms | 160ms | 970ms 6s 94s 644s
I Frewr | 0 0 0 0 0 0 0
Temps | 20ms | 60ms | 350ms 2s 15s 251s 1748s
I Erreur | 1.7e-1 | 4.2e-1 | 2.7e-1 2.8e-1 5.5e-2 5.4e-2 1.3e1006
Temps | 20ms | 70ms | 400ms 3s 18s 222s 1502s
I3 Erreur 0 0 0 0 0 0 0
Temps | 10ms | 30ms | 200ms 1s 7s 100s 704s
Iy Erreur | 2.4e-1 | 4.8e-1 | 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 5.9e2 5.2el1738
Temps | 20ms | 80ms | 510ms 3s 22s 307s 2503s
I Erreur | 3.4e-1 | 4.9e-1 | 5.6e-2 4.4e-1 3.9e-1 1.2e-1 1.5e-1
Temps | 20ms | 100ms | 660ms 4s 32s 431s -
Is Erreur | 2.0e-1 | 1.7e-1 | 4.9e-1 2.0e-2 3.9e-1 2.5e-1 @NaN@
Temps | Oms 30ms | 180ms 1s 7s 99s 693s
Iz Erreur | 2.4e-1 | 4.8e-1 | 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 3.3e-1 3.7e-1
Temps | 10ms | 40ms | 190ms 1s 7s 100s 766s
Is Erreur | 7.1e7 | 7.8el4 | 8.5ed58 | 3.2e117 | 5.9e235 | 4.9e771 | 1.5e1542
Temps | 30ms | 150ms | 980ms s 34s 408s 3478s
Iy Erreur | 7.4el8 | 2.5e36 | 4.7¢98 | 1.6e186 | 7.0e337 | 1.1e874 | 5.8e1448
Temps | 20ms | 50ms | 340ms 2s 14s 1965 1571s
10 “Frveur | 3.9030 | 1.6¢60 | 14686 | 4801 | 4.0e1 | 4.002 3.7e-1
Temps | Oms 30ms | 170ms 1s 7s 98s 705s
In Erreur | 3.3e-1 | 3.3e-1 | 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 1.3e5
Temps | 20ms | 80ms | 480ms 3s 22s 301s 2802s
N2 “Frveur | 3.1025 | 2.0054 | 2.7¢144 | 1.00295 | 1.7¢595 | 9.2¢1496 | 8.2¢3001

105



Chapitre 6. Résultats expérimentauz

Un avantage de PARI est sa rapidité comparée aux autres systémes. Il a ainsi réussi a répondre
a presque tous les problémes d’intégration dans le temps requis. On peut lui reprocher de ne pas
allouer dynamiquement la mémoire nécessaire (c’est a 'utilisateur de gérer la limite de la taille
mémoire utilisée), et de donner des résultats dont parfois presque tous les chiffres sont faux sans
prévenir 'utilisateur d’un éventuel probléme.

MuPAD

Nous avons lancé les tests de MuPAD en suivant les conseils de la documentation en ligne,
& savoir laisser la fonction d’intégration numeric::quadrature choisir le nombre de points au-
tomatiquement lorsque la précision demandée était inférieure & 200 chiffres. Dans les autres cas
nous avons demandé un nombre de points d’intégration égal a la précision demandée. La méthode
d’intégration choisie est Gauss-Legendre avec stratégie adaptative (le choix par défaut), et un
nombre d’appels de fonction illimité. Par exemple pour calculer I1y avec 603 chiffres de précision
on utilise le script MuPAD suivant :

DIGITS := 603
time (print
(numeric::quadrature (x~2 * sin(x~3), x= 0 ..
GaussLegendre = 603)))

10, MaxCalls = infinity,

quit

La version de MuPAD testée est la 2.5.3, derniére version disponible sur le cluster de calcul
MEDICIS.
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31 61 151 302 603 1506 3011

Temps | 60ms Oms 60ms 660ms 1s 8s 22s

I Frewr | 0 0 0 0 0 0 0
Temps | 40ms Oms 150ms 480ms 1s 1357s -

Iy Erreur | 1.7e-1 | 4.2e-1 2.7e-1 2.8e-1 5.5e-2 | 8.7el504 | @QNaN@
Temps | Oms | 140ms | 230ms 180ms 29s 2145s -

I Erewr | 0 0 0 0 0 | 2.3¢1506 | GNaN@
Temps | Oms Oms - - - - -

I+ “Frveur | 2.4e-1 | 5.1e1 | @NaN@ | GNaN@ | @NaN@ | @NaN@ | G@NaN@
Temps | 40ms | 110ms | 230ms 1s 14s 3548s -

I Erreur | 3.4e-1 | 4.9e-1 5.6e-2 4.4e-1 3.9e-1 | 4.0el1506 | QNaN@
Temps | Oms Oms 310ms 2s 935 - -

Is Erreur | 2.0e-1 | 1.7e-1 | 4.9e-1 2.0e-2 3.9e-1 @NaN@ | @NaN@
Temps | 70ms Oms 80ms 320ms 3s 37s -

Iz Erreur | 2.4e-1 | 4.8e-1 2.0e-1 1.1e-1 14e-1 | 7.8e1507 | @NaN@
Temps | 120ms | Oms 410ms 450ms 10s 62s -

Is Erreur | 8.4e-2 | 1.4e-1 | 4.3e-1 6.9e-2 1.5e606 | 1.5el1513 | @QNaN@
Temps | 150ms | 100ms | 510ms o8 83s 1344s -

Io Erreur | 7.4e-2 | 3.7e-1 6.5e-3 1.6e-1 2.0e-1 | 9.9e2339 | @QNaN@
Temps | Oms Oms 1s 10s 68s 1442s -

10 “Erreur | 1362 | 281 | 6.2¢-1 4.8e-1 5.9e-1 | 1.4e1504 | QNaN@
Temps | Oms | 280ms 2s 6s 10s 61s -

I Erreur | 3.3e-1 | 3.3e-1 | 4.7e94 | 4.7e273 | 4.8e599 | 6.5e1507 | @QNaN@
Temps | Oms 3s 27s - - - -

T Erreur | 2.1e-1 | 1.7e-1 | 7.0e150 | @QNaN@ | @QNaN@ | @NaN@ | @QNaN@




20. Résultats expérimentaux

Mathematica

La fonction d’intégration numérique NIntegrate du systéme de calcul Mathematica accepte
un certain nombre d’options régissant son comportement, parmi lesquels les plus intéressants
pour nos besoins sont PrecisionGoal qui indique un objectif en terme de précision relative sur
le résultat renvoyé et MaxRecursion qui limite la profondeur maximale de la récursion dans la
stratégie de bissection utilisée. On peut regretter que la précision de calcul n’est pas automati-
quement sélectionnée en fonction de la précision objectif, nous 'avons arbitrairement choisie a
celle-ci augmentée de 10 chiffres de garde (MuPAD fait ce choix pour nous de méme que Pari).

Le choix de la profondeur maximale de récursion est de 7 par défaut, nous avons relancé le
test en augmentant ce parameétre a chaque fois que Mathematica affichait un message d’erreur
suggérant de l'augmenter. Un calcul de I7 avec un objectif de 61 chiffres de précision et une
profondeur de récursion bornée par 20 se fait donc par

Timing[NIntegrate[l / (1 + x~2), {x, 0, 1}, {PrecisionGoal -> 61,
MaxRecursion -> 20, WorkingPrecision -> 71}]]//InputForm

A cette précision la borne par défaut de 7 suffit, nous l'indiquons pour illustrer I'utilisation de
ce paramétre. La version utilisée est la version 5.0.0.

31 61 151 302 603 1506 3011
Temps | 6ms 27ms | 199ms 2s - - -

0 Erewr | 0 0 0 0 | GNaN@ | GNaN@ | @NaN@
Temps | 10ms | 29ms | 210ms 28755 - - -

Iy Erreur | 1.2e-9 | 3.0e-5 | 3.2e-11 | 2.2¢91 | @QNaN@ | @QNaN@ | QNaN@
Temps | 19ms | 64ms | 378ms 4s - - -

I3 Erreur 0 0 0 0 @NaN@ | QNaN@ | @QNaN@
Temps | 110ms | 354ms 2s 1306s - - -

Iy Erreur | 2.4e-1 4.8 2.0e-1 9.1e91 | @NaN@ | @NaN@ | @NaN@
Temps | 15ms | 46ms | 370ms 192s - - -

I5 Erreur | 2.1e-3 | 4.9e-1 | 3.5e-11 | 4.4e90 | @QNaN@ | @QNaN@ | QNaN@
Temps | 69ms | 161lms | 735ms 323s - - -

Is Erreur | 3.0e-5 | 2.6e-5 Ge-11 1.9e91 | @NaN@ | @QNaN@ | @NaN@
Temps | 12ms | 46ms | 257ms 1381s - - -

Iz Erreur | 2.4e-1 | 4.8e-1 | 2.8¢-10 | 9.1e91 | @QNaN@ | @QNaN@ | QNaN@
Temps | 258ms | 810ms 4s 124s - - -

'8 “Erreur | 1.56-2 | 1de-1 | 302 | 1.8¢91 | GNaN@ | GNaN@ | GNaN@
Temps | 125ms | 380ms 2s 2223s - - -

Iy Erreur | 7.4e-2 | 3.7e-1 | 6.5e-3 1.2e92 | @QNaN@ | QNaN@ | @QNaN@
Temps 3s 6s 14s 1432s - - -

To Erreur | 1.3e-2 | 2.8e-1 | 3.7e-1 9.6e92 | @QNaN@ | QNaN@ | @QNaN@
Temps | 90ms | 316ms 1s 1106s - - -

In Erreur | 3.3e-1 | 3.3e-1 | 3.3e-1 6.6e91 | @NaN@ | @QNaN@ | @NaN@
Temps | 179ms | 487ms | 708ms 4s - - -

T Erreur | 1.3e23 | 3.1e44 | 3.4el142 | 5.3e287 | QNaN@ | @QNaN@ | QNaN@

Mathematica n’a pas donné de résultat pour les précision supérieures ou égales a 603 chiffres
décimaux. Le message d’erreur systématique était le suivant :
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0
Divide::indet: Indeterminate expression - encountered.
0

Mathematica a pour avantage par rapport aux autres systémes testés de prévenir 'utilisateur
d’un probléme apparent de convergence de la méthode d’intégration. L’utilisateur peut alors
essayer d’ajuster les divers paramétres de la fonction, méme si le diagnostic d’échec ne permet
pas forcément de deviner lesquels. Dans le tableau de résultats de Mathematica lorsque 'erreur
est supérieure a 1 ulp le systéme nous a prévenu du probléme; l'erreur mentionnée dans le
tableau est celle du meilleur résultat que nous avons obtenu aprés quelques essais d’ajustement
des paramétres.

Maple

Maple est avec Pari/GP le systéme le plus simple pour une utilisation «naive» de I'intégration
numeérique : la précision cible est inférée de la précision de travail et les autres paramétres sont
choisis automatiquement. A titre d’exemple le script utilisé pour calculer I3 avec une précision
de 151 chiffres décimaux est le suivant :

Digits := 151:

t := time():

evalf(Int(x * 1n(1 + x), x = 0..1));
time() - t;

Les calculs ont été réalisés avec la version 10 de Maple.

31 61 151 302 603 1506 3011
Temps | 6ms oms 4ms 4ms 3ms 3ms 6ms
' “Frrewr |0 0 0 0 0 0 0
Temps | 7lms | 76ms | 262ms 8s 3s 50s 167s
Iy Erreur | 1.7e-1 | 4.2e-1 | 2.7e-1 2.8e-1 5.5e-2 5.4e-2 3.8e-2
Temps | 116ms | 287ms 4s 16s 91s 2099s 3514s
I3 Erreur 0 0 0 0 0 0 0
Temps | 266ms | 398ms 4s 10s 36s 490s 2440s
Iy Erreur | 2.4e-1 | 4.8e-1 | 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 3.3e-1 3.7e-1
Temps | 88ms | 334ms | 462ms 29s Js 81s -
I Erreur | 3.4e-1 | 4.9e-1 | 5.6e-2 4.4e-1 3.9e-1 1.2e-1 | @QNaN@
Temps | 121ms | 438ms 12s 25s 150s 1874s -
Is Erreur | 2.0e-1 | 1.7e-1 | 4.9e-1 2.0e-2 3.9e-1 2.5e-1 | @NaNa@
Temps | 5dms | 122ms 3s 9s 42s 479s 1717s
Iz Erreur | 2.4e-1 | 4.8e-1 | 2.0e-1 1.1e-1 1.4e-1 3.3e-1 3.7e-1
Temps | 646ms 1s 4s 10s 82s - 2161s
Is Erreur | 8.4e-2 | 1.4e-1 | 4.3e-1 6.9e-2 6.6e-1 | @NaN@ | 2.7e-1
Temps 3s 12s 123s 943s - - -
Iy Erreur | 1.1e29 | 8.6e58 | 3.4e148 | 2.8e299 | @QNaN@ | @NaN@ | @QNaN@
Temps 4s 11s 25s 170s 168s - -
T Erreur | 1.3e-2 2.3 3.7e-1 4.8e-1 59e-1 | @NaN@ | @QNaN@
Temps | 94ms | 97ms | 109ms | 117ms 142ms 332ms 780ms
I Erreur | 3.3e-1 | 3.3e-1 | 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1 3.3e-1
Temps 6s 38s 371s 2618s - - -
T Erreur | 2.1e-1 | 1.7e-1 | 1.7e-1 2.9e-1 | @NaN@ | QNaN@ | @QNaN@
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Maple calcule dans I’ensemble des résultats suffisamment précis, sauf pour Iy ou il donne des
résultats ol presque tous les chiffres sont faux, et ceci sans informer 'utilisateur d’un éventuel
probléme de convergence qu’il aurait détecté. C’est aussi le systéme testé le plus lent.

CRQ

La bibliothéeque CRQ se distingue des autres systémes en ceci qu’elle n’est disponible jus-
tement qu’en tant que bibliothéque et n’a pas d’interface texte ou graphique pour faciliter les
calculs (Pari/GP fournit a l'utilisateur aussi bien une bibliothéque qu’une interface texte). Nous
avons donc implémenté les fonctions & intégrer dans un programme de test dont l'interface en
ligne de commande sert a sélectionner les différents paramétres (nombre de points, précision de
calcul, méthode d’intégration utilisée, choix de 'intégrale a calculer).

Les deux méthodes d’intégration testées pour CRQ sont la méthode de Gauss-Legendre avec
stratégie adaptative notée CRQy et la méthode de Newton-Cotes avec stratégie adaptative (notée
CRQ,.)- Pour chaque méthode, précision et probléme d’intégration, plusieurs exécutions ont été
effectuées en variant le nombre de points n de la méthode d’intégration, dans le but de trouver
le nombre de points optimal (au sens du temps de calcul). Cette détermination du nombre de
points optimal permet d’une part de proposer un algorithme de choix automatique du nombre
de points en fonction de la précision et I'ajouter & CRQ (dans une version ultérieure), et d’autre
part de confirmer expérimentalement la comparaison théorique des méthodes de Newton-Cotes
et de Gauss-Legendre.

31 61 151 302 603 1506
Temps | Oms 11ms 1ms 92ms | 183ms | 575ms
I Frewr | 0 0 0 0 0 0
Temps | 9ms 14ms | 99ms | 235ms 3s 21s
Iy Erreur | 3.7e-1 | 6.2e-1 | 5.2e-1 | 2.1e-1 1.7 5.4e-2
Temps | 8ms 25ms | 145ms | 729ms 4s 78s
I3 Erreur 0 0 0 0 0 0
Temps | 20ms | 88ms | 907ms 6s o8s -
I Frreur | 74 | 28¢1 | 40e1 | 62 | 7.6 | GNaN@
Temps | 6ms 16ms | 103ms | 514ms 3s o4s
55 “Ereuwr | 95¢1 | 13 | Ldel| 3 1 12
Temps | 16ms | 3bms | 219ms 1s Ts 95s
T Frveur | 6.0e1 | 3.7e1 | 7.0e1 | 1 93 | 35c1
Temps | 11ms | 10ms | 58ms | 294ms 1s 29s
Iz Erreur | 4.5e-1 | 2.8e-1 | 4.0e-1 3.1 1.1 2.5
Temps | 3ms 3bms | 172ms | 847ms Js 85s
% Frewr | 23 | 1.8 |73l | 46e1 | 1.8 | 7.0e2
Temps | 22ms | 64ms | 445ms 2s 18s 279s
T “Errewr | 23 | 15 |89e1 |93e1| 56 15
Temps 2s 861ms 7s 16s 42s 305s
1o “Frreur |8 3 12 | 72 | 7.2¢1 | 3.4el
Temps | 18ms | 81lms | 777ms s 465 -
M Frreur | 2.6 ) 1 31 3 | GNaN@
Temps | 26ms | 110ms 1s 11s 108s 3138s
N2 Fpewr | 1 | 2.6e2 | 92¢1 | 3.6 | 42 35
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21 Conclusion

Les résultats (ou le manque de résultat) pour certains systémes confirment la difficulté du
calcul numérique d’intégrales & grande précision. Les erreurs mesurées sont parfois surprenantes
et montrent les limites de l'intégration numérique automatique telle qu’elle est disponible dans
les systémes actuels il n’est pas impossible que I'on puisse trouver une bonne combinaison de
parameétres pour «aider» un systéme sur une intégrale qu’il n’a pas su calculer dans nos tests,
ou qu’il a calculé avec une grande erreur.

Certains des résultats donnés dans les tableaux sont accompagnés d’'une notification par le
systéme que la procédure d’intégration n’a pas convergé, mais cela n’est pas toujours le cas.
Quelques erreurs «flagrantes» sont passées sous silence et le résultat retourné a l'utilisateur est
alors presque complétement faux (c’est le cas des résultats de Iy pour Maple pour toutes les
précisions ou il n’y a toujours qu’au plus 3 chiffres corrects).

Concernant les performances de CRQ la méthode adaptative qui est sans garantie sur le
résultat donne des résultats trés satisfaisants : I'erreur est toujours bornée par quelques dizaines
d’ulp au plus, et trés souvent le résultat renvoyé est un arrondi fidele de la valeur exacte. De plus
les temps mesurés se comparent favorablement aux systémes ayant fourni une réponse raisonna-
blement juste (CRQ est souvent plus rapide d’un facteur environ 2 par rapport & Mathematica,
de méme par rapport & PARI/GP). Nous rappelons cependant que CRQ a bénéficié pour chaque
probléme de plusieurs exécutions et d’une présélection du nombre de points optimal au niveau
du temps de calcul. Une fois que CRQ sera doté d’une stratégie de sélection automatique du
nombre de point il sera judicieux de refaire des tests.
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Conclusion

Dans cette thése nous avons étudié le probleme de l'intégration numérique en précision ar-
bitraire. Les deux méthodes de Newton-Cotes et de Gauss-Legendre ont été analysées avec le
double objectif de savoir maitriser les erreurs, d’origines diverses, qui apparaissent dans ce type
de calcul, et bien entendu d’intégrer efficacement. Il a fallu pour cela aborder chaque méthode
d’intégration sous plusieurs aspects : au niveau mathématique d’abord pour adapter voire re-
trouver certains résultats « bien connus» a nos desseins d’analyse d’erreur, mais aussi d’un point
de vue algorithmique pour voir quels procédés utilisés en arithmétique s’appliquent avec profit.
Concernant la méthode de Gauss-Legendre plus particuliérement, son examen nous a amené a
regarder le raffinement des racines réelles d’'un polynéme (il s’agit 1a d’un probléme essentiel
en analyse numérique). Les concepts de Parithmétique flottante ont naturellement joué un role
crucial dans I'analyse d’erreur proprement dite.

Nos contributions algorithmiques sont les suivantes. Nous avons proposé une procédure de
calcul d’intégrale par la méthode de Newton-Cotes avec calcul simultané d’'une borne d’erreur
sur le résultat rendu. Il s’agit de la borne donnée dans le théoréme 4 (p. 41). Nous avons proposé
un algorithme asymptotiquement rapide de calcul de ces coefficients se basant sur des méthodes
d’évaluation polynomiale rapide. L’examen de la méthode de Gauss-Legendre nous a permis de
donner aussi un algorithme de calcul avec borne d’erreur qui est donné dans le théoréme 8 (p. 54).
Nous insistons sur le fait qu’il s’agit aussi bien pour Newton-Cotes que pour Gauss-Legendre
d’une borne effective et non pas un ordre de grandeur sur l'erreur, et qu’elle est générique en
fonction de la précision et du nombre de points d’intégration. Nous avons regardé en détail
divers algorithmes de raffinement de racines réelles de polynomes (l'itération de Newton scalaire
et par intervalle, la méthode de la sécante, la dichotomie) en proposant des heuristiques explicites
permettant de s’assurer de la convergence en pratique de la méthode.

Ces résultats sont utilisés dans notre contribution logicielle sous la forme d’une bibliothéque
d’intégration numérique avec erreur bornée baptisée « Correctly Rounded Quadraturey (CRQ) et
distribuée sous la licence GNU LGPL 2.1. On peut la télécharger librement depuis "adresse http:
//komite.net/laurent/soft/crq/. Nous en donnons une comparaison avec d’autres systémes
d’intégration numérique.

Sur le plan théorique un certain nombre de problémes restent ouverts. A propos du calcul des
coefficients de Newton-Cotes d’abord il serait satisfaisant de vérifier si 'algorithme «rapide» est
de complexité théorique optimale (ce que nous soupgonnons étant données les tailles mesurées des
résultats calculés). L’algorithme d’évaluation multi-points rapide utilisé pour le calcul des coeffi-
cients de Newton-Cotes pourrait étre appliqué a la méthode de Gauss-Legendre. Il serait en effet
possible de calculer en une seule évaluation multi-points les valeurs de P(x1), P(z2),. .., P(zy)
ou les x; désignent les approximations courantes des racines ui,us, ... ,u, pour accélérer le raf-
finement par la méthode de la sécante (ou de Newton en appliquant la méme idée au calcul de
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P'(x1), P'(22),...,P'(z,)). La difficulté théorique a résoudre est celle de I'analyse d’erreur de
I’évaluation multi-points en nombres flottants.

Une suite possible au travail effectué serait I’étude d’autres méthodes d’intégration numérique.
En particulier la famille des méthodes de Gauss (Gauss-Tschebyscheff, Gauss-Laguerre, Gauss-
Hermite) qui suivent la méme structure générale que la méthode de Gauss-Legendre avec une
fonction de poids w différente est susceptible de se voir appliquer la méthodologie du chapitre 4.
De méme la méthode de Gauss-Kronrod nous semble suffisamment voisine des méthodes de Gauss
pour y transposer nos résultats.

Sur le sujet de l'intégration numeérique plus généralement les méthodes autres que celle de
Gauss pourraient bénéficier de ’approche «calculs numériques siirs» que nous avons prise ici.
Nous pensons en particulier & la transformation double-exponentielle (DE) : est-il envisageable
de chercher une méthode DE plus fiable, c’est-a-dire avec erreur bornée ?

Une perspective a plus haut niveau serait cette application naturelle de 'opération d’intégra-
tion numérique en analyse qu’est la résolution des équations différentielles. Lorsqu’'un systéme
d’équations différentielles n’admet pas de solution exprimable sous forme d’une formule close,
on a recours (tout comme pour l'intégration) & des méthodes numeériques de calcul. Il n’est pas
impossible quune intégration numérique fiable ait un réle a jouer aussi dans ce domaine.

Citons enfin la perspective ambitieuse de valider les démonstrations du présent mémoire a
I'aide d’un outil de preuve formelle tel que Coq [4]. On peut considérer que la preuve formelle
apporte un certain degré de confiance supplémentaire dans les démonstrations (par rapport a
une relecture humaine), et il s’agit en tout état de cause d’un prérequis avant une éventuelle im-
plémentation prouvée des algorithmes présents dans CRQ. La validation formelle de I’algorithme
de sommation de Demmel et Hida [13] donne un exemple & petite échelle du travail a fournir
dans ce sens, on peut la consulter dans [17].
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Résumé

L’intégration numérique est une opération fréquemment disponible et utilisée dans les sys-
temes de calcul numérique. Nous nous intéressons dans ce mémoire & la maitrise des erreurs com-
mises lors d'un calcul numeérique d’intégrale réelle a une dimension dans le contexte de la précision
arbitraire pour les deux méthodes d’intégration que sont Newton-Cotes et Gauss-Legendre. Du
point de vue algorithmique nous proposons pour chacune des méthodes une procédure de calcul
avec une borne effective sur 'erreur totale commise. Dans le cadre de I’étude de la méthode de
Gauss-Legendre nous avons étudié les algorithmes connus de raffinement de racines réelles d’un
polynome (la méthode de la sécante, U'itération de Newton, la dichotomie), et nous en avons
proposé des heuristiques explicites permettant de s’assurer en pratique de la convergence.

Les algorithmes proposés ont été implémentés dans une bibliothéque d’intégration numeérique
baptisée « Correctly Rounded Quadrature» (CRQ) disponible & I'adresse http://komite.net/
laurent/soft/crq/. Nous comparons CRQ avec d’autres logiciels d’intégration dans ce mémoire.

Mots-clés: intégration numérique, précision arbitraire, arithmétique flottante, erreur bornée

Abstract

Numerical integration is commonly available in numerical computation systems. We study
in this thesis the error on the result of a numerical quadrature using the Newton-Cotes and Gauss-
Legendre methods for a monodimensional real function in the context of arbitrary precision. From
the algorithmic point of view we give for each method a computation procedure with a guaranteed
bound on the error. For the analysis of the Gauss-Legendre method we studied polynomial root
refinement schemes (secante, Newton’s iteration, dichotomy) and we gave heuristics to make sure
the method converges in practice.

The algorithms proposed in this thesis were written in a numerical quadrature library called
"Correctly Rounded Quadrature" (CRQ) available at http://komite.net/laurent/soft/crq/.
We also give a comparison of CRQ with other numerical integration softwares.

Keywords: numerical integration, arbitrary precision, floating-point arithmetics, bounded error



