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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 La réverbération a plaque

1.1.1 Le phénomeéne de la réverbération

La réverbération acoustique, appelée aussi effet de salle, correspond a la rémanence d’un son
dans un espace acoustique apres avoir arrété la source sonore. Lors de la propagation d’un signal
acoustique, dit signal source, émis dans un espace completement ou partiellement fermé, les ondes
de pression acoustique sont réfléchies par les obstacles qu’elles rencontrent, comme les murs, les
plafonds ou les colonnes. A cause de ces multiples réflexions, le signal qui arrive a 'auditeur, dit
signal réverbéré, est différent du signal source.

La réverbération fait partie de la vie de tous les jours et donne des informations au cerveau
qui permettent d’identifier ’environnement dans lequel on se trouve, surtout quand la source
acoustique est éteinte et que les multiples réflexions continuent d’arriver a I’auditeur, décroissant
en volume jusqu’a ce qu’elles ne soient plus percues. En outre, I'information fournie a I’auditeur
par les premieres réflexions lui permet souvent de localiser la source sonore dans l'espace. Le
phénomene de réverbération est particulierement présent dans les grands espaces tels qu’une
cathédrale ou une piscine fermée, ou la durée de la réverbération atteint plusieurs secondes. A
I'inverse, dans une petite chambre absorbante, la réverbération est si courte qu’elle n’est pas
consciemment discernée de la source.

La notion de réverbération acoustique est historiquement tres liée aux espaces dédiés aux
représentations musicales. Des la Grece antique, 'homme a porté une attention particuliere a la
conception de ces espaces afin que leur acoustique permette une écoute aisée de la musique. Cette
étroite relation entre musique et réverbération disparait souvent lors d’une prise de son en studio
d’enregistrement. En effet, de nos jours, ces enregistrements sont pour la plupart effectués dans
des environnements acoustiquement isolés de 'extérieur et peu réfléchissants a l'intérieur. De
plus, les microphones sont placés a proximité des sources afin d’éviter I’enregistrement du bruit
environnant. Cette pratique conduit a 1’obtention de signaux dépourvus de réverbération, dits
secs ou anechoiques, qui sont percus comme étant peu naturels car on a ’habitude d’entendre de
la musique réverbérée [9]. Une solution & cette problématique consiste a ajouter artificiellement
leffet de réverbération aux signaux enregistrés. On parle alors d’effet audio de réverbération
artificielle. Aujourd’hui, la majorité de la musique enregistrée que 1’on peut écouter a été traitée
par un systéme de réverbération artificielle.
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1.1.2 Petite histoire de la réverbération artificielle

La premiere méthode de réverbération artificielle dont on a connaissance est la chambre
réverbérante (echo chamber en anglais), inventée en 1926 par la société RCA [68]. Le principe
consiste a reproduire le signal a traiter a 'aide d’un haut parleur a l'intérieur d’une chambre
réverbérante et a enregistrer avec un microphone la pression acoustique en un endroit de la salle.
Le signal enregistré contient ainsi la réverbération de la salle et le signal final est obtenu par un
dosage convenable des niveaux du signal enregistré et du signal d’origine a travers une console de
mixage. La chambre ne doit pas impérativement étre tres grande mais elle doit étre suffisamment
réfléchissante. Cette méthode présente néanmoins quelques inconvénients :

— Pouvrage civil nécessaire a la construction d’un tel dispositif et la nécessité de disposer

d’une salle dédiée a ce traitement,

— la difficulté a faire varier le temps de réverbération d’une salle donnée,

— les changements brusques de niveau qu’on peut constater en basses fréquences a cause de

I’écart fréquentiel important entre les premiers modes des salles de petites dimensions.

Fiy.1

6
ADIINNN
7
b 7
Lo | {
2
A\ 1

Fia. 1.1: Figure explicative de la chambre réverbérante issue du brevet de RCA de 1927 [68].

Pour pallier ces inconvénients, une multitude de dispositifs acoustiques ou électromécaniques,
simulant plus ou moins bien l'effet de réverbération, ont été développés entre les années 1930 et
1980. Les plus populaires, qui sont encore utilisés aujourd’hui, sont la réverbération a ressorts
(spring reverb en anglais) et la réverbération a plaque (plate reverb an anglais).

La réverbération a ressorts fut inventée aux Bell Labs en 1928 [90]. Ce type de dispositif est
basé sur 'utilisation d’un ressort ou d’un réseau de ressorts pour simuler 'effet de réverbération.
Dans sa forme la plus simple, 'extrémité d’un ressort est mise en mouvement par un actionneur
alimenté par le signal sec a traiter. Le signal réverbéré correspond au signal électrique délivré
par un transducteur situé a l'autre extrémité du ressort. Souvent, l’actionneur et le capteur
sont constitués d’une bobine fixée au bati et d’'un petit aimant mobile solidaire a ’extrémité
du ressort. Les principaux avantages de ce type de systéme sont son faible coiit, sa robustesse
et son faible encombrement. La réverbération a ressorts est devenue tres populaire grace a son
introduction par Laurens Hammond dans son orgue en 1935 [69] et gréace a son introduction dans
les amplificateurs de guitare électrique, dont le pionnier fut Leo Fender en 1964 avec le Fender
Twin Reverb. La réverbération & ressorts possede une identité sonore caractéristique (appelée
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twanging dans le jargon anglophone), provoquée par les fréquences propres des ressorts. Ceci
est un inconvénient pour le traitement des sons percussifs, pour lesquels la sonorité des ressorts
s’entend treés clairement et rend le son peu naturel [91].

Feb. 4, 1941. L. HAMMOND 2,230,836
ELECTRICAL MUSICAL INSTRUMENT
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F1G. 1.2: Schéma du brevet de Hammond de 1941 sur la réverbération a ressorts.

Le premier réverbérateur a plaque, 'EMT140, est issu des recherches de W. Kuhl pour la
société allemande EMT (Elektromesstechnik) et est apparu autour de 1957 [45] . Dans ce dispo-
sitif, un actionneur électrodynamique, alimenté par le signal sec a traiter, excite ponctuellement
une plaque mince en acier. Le signal réverbéré est donné par un ou deux accélérometres mesurant
les vibrations en une ou deux positions distinctes de la plaque. La qualité de la réverbération
atteinte par TEMT140 était trés supérieure a celle des autres dispositifs existants a ’époque, ce
qui lui a permis de s’imposer comme le standard dans les studios d’enregistrement pendant les
années 60 et 70. La grande majorité des enregistrements de la musique populaire de I’époque,
comme par exemple The Beatles, Led Zeppelin ou Pink Floyd ont utilisé ce dispositif. Un méme
studio d’enregistrement pouvait disposer de plusieurs unités de réverbération qui pouvaient fonc-
tionner en méme temps sans interférer entre elles. Suivant le méme principe que 'EMT140, Kuhl
a concu la feuille d’or EMT240 [29], qui permet d’obtenir un effet similaire & 'EMT140 mais
avec un dispositif bien plus léger et moins encombrant.

La réverbération artificielle numérique est née au début des années 60 avec les travaux de
Schroeder [76], [74]. Ces travaux, portant sur des techniques de traitement du signal, proposent
I'utilisation de structures composées de filtres passe-tout et de filtres en peigne pour obtenir
un filtre réverbérant. Les travaux de Schroeder ont inspiré les recherches postérieures et un
grand nombre de réalisations commerciales [37]. En 1991, Jot propose une méthode générale



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
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F1a. 1.3: (a) Réverbération a ressorts de la société Accutronics modele Type 4 Reverb et (b) schéma de
ses composants ou A repere les aimants mobiles et B repere les bobines fixes. Ce systeme de réverbération
est commercialisé depuis 1964 et se trouve, par exemple, dans les amplificateurs de guitare Fender Twin
Reverb.

d’élaboration de ce filtre réverbérant fondée sur ’étude de ses poles et qui permet de controler de
maniere indépendante le niveau réverbéré et le temps de réverbération en fonction de la fréquence
[40]. L’objectif de ces algorithmes est de reproduire perceptivement les caractéristiques de la
réverbération des salles, en tenant compte des réflexions et de la réverbération tardive. Dans
les réalisations commerciales basées sur ces méthodes, qu’on appelle ici modeles de signaux,
on retrouve souvent des configurations dont 1’objectif est de reproduire ’effet obtenu avec un
réverbérateur a plaque (plate reverb preset). Un exemple en est I'unité de réverbération Lexicon
224© . Pour simuler la sonorité d’une réverbération & plaque avec ces méthodes, il faut construire
un filtre réverbérant dont la réponse impulsionnelle a une densité d’impulsions qui devient rapi-
dement treés élevée [37].

Une deuxieme technique numérique de réverbération artificielle est la réverbération par convo-
lution. L’utilisation de cette technique en temps réel est devenue possible au cours de la derniere
décennie grace a l'accroissement des possibilités de calcul des ordinateurs. Elle permet de repro-
duire fidelement la réverbération d’un espace acoustique a partir de la mesure de sa réponse impul-
sionnelle. Le signal réverbéré est obtenu par convolution du signal a traiter avec la réponse impul-
sionnelle [65], [31]. Les réalisations commerciales les plus populaires de cette méthode, Altiverb©,
Waves IR1€9, incluent des réponses impulsionnelles du réverbérateur a plaque EMT140, permet-
tant ainsi I'application de cet effet par convolution. En outre, un logiciel basé sur ces méthodes
de convolution et dédié & la simulation du réverbérateur EMT140, le Plate 140© de la société
UAudio©, a vu le jour ces derniéres années.
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1.1.3 Le réverbérateur EMT140

L’objectif de ce paragraphe est de décrire le réverbérateur EMT140, dont la mesure a permis
de valider les modeles et les simulations de la réverbération & plaque.

L’élément principal du réverbérateur EMT140 est une plaque plane et rectangulaire, de di-
mensions 2 m x 1 m et d’épaisseur 0.5 mm. La plaque est suspendue par ses 4 coins a un cadre
tubulaire soudé rectangulaire. Chaque point d’attache entre la plaque et le cadre est formé de
2 cables épais d’acier, un vertical et un horizontal. Grace a un systeme de vis de serrage sur
chacun des huit cébles, il est possible de faire varier la tension appliquée a la plaque et ainsi
de la maintenir plate et droite. La plaque est excitée transversalement et ponctuellement par
un actionneur électrodynamique, qui est alimenté par le signal monophonique sec a traiter. Le
signal réverbéré est lu en deux positions de la plaque par deux accélérometres, qui délivrent
un signal proportionnel a I’accélération dans le domaine audible. La configuration d’origine du
réverbérateur EMT140 qui a été utilisé dans cette these est montrée sur la Figure 1.4.

F1G. 1.4: Réverbérateur EMT140 avec la disposition de ses éléments : actionneur (E) et accélérometres
(O). Les distances sont indiquées en métres.

Pour le contréle du temps de réverbération de 'effet produit, TEMT140 possede une plaque po-
reuse proche et parallele a la plaque vibrante. La distance entre les deux plaques du réverbérateur
utilisé pour les mesures peut varier dans I'intervalle [11; 66] mm ( [5;120] mm d’apres [45]). La
plaque poreuse produit un changement d’impédance a proximité de la plaque vibrante, ce qui
augmente le rayonnement de la surface de la plaque [18]. L’amortissement des vibrations, en
basses et moyennes fréquences, augmente quand la plaque poreuse est approchée de la plaque
vibrante. Ce systéeme permet de changer le temps de réverbération Tyo, en particulier en tres
basses fréquences ou on peut le faire varier entre 1 et 11 secondes. En pratique, la plaque poreuse
peut se déplacer griace a un moteur, ce qui permet de modifier le temps de réverbération a l'aide
d’un potentiometre. L’EMT140 a ainsi été la premiere réverbération artificielle permettant un
controle simple du temps de réverbération.
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Au début de sa commercialisation, 'TEMT140 avait un seul accélérometre, mais une version
biphonique avec deux accélérometres fut rapidement adoptée. La partie électrique de 'EMT140
est composée de 'amplificateur d’excitation, qui amplifie le signal d’alimentation de ’excitateur,
et de amplificateur de reproduction qui conditionne le signal délivré par les accélérometres.
Chacun de ces amplificateurs incorpore une égalisation fréquentielle différente [45]. Celui d’exci-
tation augmente les hautes fréquences par rapport aux basses fréquences afin de réduire la source
principale de distorsion qui est 1’excitation excessive des basses fréquences. Pour rééquilibrer la
distribution d’énergie en sortie, ’amplificateur de reproduction augmente les basses fréquences.
Lors des mesures faites pendant cette these, ces amplificateurs ont été remplacés par des ampli-
ficateurs plats en fréquence afin d’éviter leur influence dans les mesures.

D’un point de vue utilisateur, le fabricant recommande de mélanger le signal sec avec les
signaux délivrés par 'TEMT140 & —6 dB afin d’obtenir un “effet de réverbération équilibré” [33].
Une interprétation possible de cette manipulation est que le signal sec correspond au son direct
recu par 'auditeur et que le signal délivré par 'EMT140 correspond a la salle virtuelle qu’il est
censé simuler.

1.2 Cadre et objectifs de cette these

Le réverbérateur a plaque, qui a son origine cherchait a simuler la réverbération acoustique, est
devenu en lui-méme un effet avec une identité propre. Ceci est probablement di au fait qu’il a été
utilisé dans les enregistrements qui ont créé I'histoire récente de la musique populaire occidentale.

Une version numérique de la réverbération & plaque permet de profiter de cet effet audio devenu
classique tout en évitant ses inconvénients. En effet, le prix de ces équipements, leur encombre-
ment et 'entretien régulier nécessaire des parties mécaniques et électroniques ont conduit a ce que
ces unités soient de moins en moins employées dans les studios d’enregistrement. On comprend
alors pourquoi la réverbération a plaque a fait I’objet de nombreuses réalisations numériques
commerciales basées sur les modeles de signaux, qui en font une simulation tres grossiere, ou
plus dernieérement basées sur la réverbération par convolution, dont les résultats sont de bonne
qualité. Néanmoins, la réverbération par convolution nécessite la mesure d’un réverbérateur a
plaque réel. Ces logiciels sont donc limités a la simulation du réverbérateur EMT140.

Dans ce contexte, la proposition d’une synthese sonore de cet effet a partir de son modele phy-
sique élargit considérablement les possibilités actuelles de simulation de cet effet. Les avantages
de cette approche sont multiples :

— synthese sonore de tres haute qualité capable de reproduire les plus petites nuances et

subtilités des transitoires temporels et du timbre,

— large palette de sonorités possibles sans avoir recours aux mesures de dispositifs réels,

— controéle intuitif de la synthese, car les parametres de ’algorithme sont les parametres phy-

siques de l'objet réel.

L’objectif final de cette these est donc la réalisation d’un logiciel de simulation de la
réverbération a plaque par modeéles physiques. 1l s’agit de construire un modele numérique
suffisamment général permettant de reproduire 'effet de réverbération a plaque pour n’importe
quel jeu de parametres : matériau, dimensions et épaisseur de la plaque, position du point d’ex-
citation, position des points d’observation, conditions aux limites de la plaque et présence d’une
plaque poreuse a proximité.
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Cette approche permettra d’obtenir des réverbérateurs a plaque avec des dimensions
données et un matériau métallique quelconque sans avoir a en réaliser sa construc-
tion physique. La configuration des éléments du réverbérateur peut étre simulée sans difficulté,
comme par exemple les positions de 'excitateur et des capteurs sur la plaque, ou la possibilité
d’avoir 10 points d’écoute simultanés au lieu de 2.

Dans cette démarche, la modélisation fine de ’amortissement des vibrations, qui joue
un role prépondérant dans leur perception, est nécessaire. Il a été montré que ’amortissement
est corrélé perceptivement a l'identification du matériel [92]. De plus, Pamortissement des vi-
brations d’un réverbérateur a plaque est directement lié au temps de réverbération Tgo(w) de
leffet de réverbération. Tgo(w) est le principal critére objectif utilisé pour la descrip-
tion de la réverbération et correspond au temps nécessaire pour que I’amplitude de vibration
en régime libre diminue de 60 dB. Si on suppose que la décroissance temporelle a la pulsation w
est exponentielle et gouvernée par e~ Wt 1e temps de réverbération est donné par :

31n(10)

a(w)

Tﬁo(w) = [S] . (1.1)
En général, 'amortissement résulte de la contribution de différents phénomenes physiques. La
connaissance et la modélisation de ces phénomenes pour les plaques métalliques permettent
alors une simulation réaliste du réverbérateur en fonction du matériau et des dimensions de la
plaque. De plus, le fait de mettre en évidence les modeles décrivant le comportement physique du
réverbérateur aide a identifier les conditions sur les parameétres physiques permettant
d’obtenir une réverbération a plaque de bonne qualité. On peut ainsi justifier les choix
de matériau et de dimensions faits lors de la conception des réverbérateurs a plaque réels, comme
par exemple 'EMT140 ou la feuille d’or EMT240. Il est aussi possible de proposer d’autres jeux
de parametres selon la réverbération souhaitée.

Une autre application intéressante de la synthese par modeles physiques est la simulation de
réverbérateurs fictifs difficilement réalisables dans le monde réel, indépendamment des contraintes
d’usinage mécanique et des matériaux réels disponibles.

En termes de cotit de calcul, la simulation numérique d’un réverbérateur a plaque est envisa-
geable avec les possibilités des ordinateurs de bureau actuels. Ce n’est pas le cas pour la simulation
complete par modeles physiques de la réverbération dans les espaces acoustiques. Dans le domaine
audible [20Hz , 20kHz|, cette simulation est trés en dehors des possibilités des ordinateurs actuels
et de ceux des prochaines années. Ces simulations doivent se limiter aux basses fréquences. Si
on prend l'exemple d’un espace de volume V m?, avec une vitesse du son ¢,, pour la fréquence
d’échantillonnage Fs Hz, le schéma aux différences finies le plus simple nécessite le stockage de
2V Fs3/(33/2¢3) nombres réels et la réalisation de 7V Fs*/(33/2¢3) opérations réelles par seconde.
Pour une salle de concert de taille 40 m x 40 m x 10 m, avec ¢, = 340 m/s, F's = 44100 Hz et
des réels de 32 bits, les besoins en mémoire sont de 53 Go et le nombre d’opérations de 1.2 - 1019
par seconde [3]. En outre, ces estimations ne tiennent compte ni des phénomeénes complexes qui
peuvent se produire aux bords du domaine ni de la difficulté & spécifier correctement un tel
domaine. Il semble alors difficile d’envisager la réverbération artificielle a partir de la résolution
temporelle de 'équation des ondes.

1.3 Organisation du manuscrit

Au vu de I'objectif énoncé de réaliser la synthese sonore de la réverbération a plaque & partir
de son modele physique en s’appuyant sur les mesures du réverbérateur EMT140, il semble na-
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turel d’articuler la these autour de trois parties principales : modélisation, mesures et simulation.

Le chapitre 2 présente la modélisation des vibrations de la plaque et son couplage avec
Pactionneur. Une attention particuliere est portée aux phénomenes d’amortissement des vibra-
tions de flexion des plaques métalliques, a savoir 'amortissement thermoélastique, par rayonne-
ment et 'influence d’une plaque poreuse a proximité.

La mise a notre disposition par Radio France d’une unité de réverbération EMT140 a permis
de consacrer une part importante des efforts a la partie expérimentale, présentée au cha-
pitre 3. La mesure de ce réverbérateur permet de confronter les modeles proposés a la réalité,
d’en identifier les limites, et d’estimer les parametres physiques du modele pour ce réverbérateur.

Les outils nécessaires a la simulation des modeéles physiques présentés font ’objet du
chapitre 4. La simulation numérique est faite par la méthode des différences finies, ce qui per-
met de profiter du savoir faire acquis lors des travaux de these de Lambourg [48]. Comme la
modélisation physique ne tient compte ni de ’ensemble des mécanismes dissipatifs entrant en jeu
dans les réverbérateurs a plaque réels ni du comportement de I’excitateur dans tout le domaine
audible, des méthodes d’ajustement des simulations et des mesures ont été développées afin de
permettre de comparer les simulations aux mesures. Ces méthodes sont :

— un algorithme de modification de la décroissance temporelle de I'énergie par bandes de

fréquences de la réponse impulsionnelle,

— une méthodologie d’égalisation fréquentielle de I’énergie totale des simulations par rapport

aux mesures.
Avec les parametres expérimentaux déterminés au chapitre 3, la comparaison globale des résultats
des simulations avec les mesures devient possible.

Dans cette démarche, il est naturel de s’interroger sur la relation entre la réverbération a
plaque et la réverbération acoustique naturelle, ce qui fait 'objet du chapitre 5 Comparaison
avec ’acoustique des salles. Ainsi, a partir de I’étude d’un modele simple de réverbérateur a
plaque, on peut confronter son comportement & celui de I’acoustique des salles. Cette comparai-
son permet d’identifier les points communs et les différences entre les deux phénomenes. En outre,
on s’apercoit que des critéres bien établis pour la conception d’algorithmes de réverbération ar-
tificielle doivent étre aussi respectés dans le choix des parametres du réverbérateur.

Pour profiter de ce qui a été développé aux chapitres antérieurs, le chapitre 6 se concentre sur
I'exploitation du modele présenté a partir de I'exploration systématique de différents jeux
de parametres. Ceci permet de tirer des conclusions sur les valeurs des parametres souhaitables
et de justifier le choix de parametres faits dans les réverbérateurs a plaque existants. Le modele
est aussi exploité pour étudier 'influence des conditions aux limites sur le réverbérateur. Pour fi-
nir, deux exemples de synthese, une plaque en aluminium et la feuille d’or EM'T240, sont détaillés.

Une partie des travaux de these s’écarte un peu de la problématique du réverbérateur a
plaque et concerne la simulation de plaques de géométrie circulaire par la méthode des
différences finies. L’idée a l'origine était la simulation d’un réverbérateur a plaque circulaire.
L’absence de travaux, a notre connaissance, concernant la résolution dans le domaine temporel
des équations des membranes ou des plaques a géométrie circulaires par des différences finies est
surprenant compte tenu du fait que les instruments de percussion ont souvent cette géométrie.
Cette problématique, dont une premiere approche est exposée au chapitre 7, s’inscrit bien dans
les recherches actuelles pour la synthese sonore d’instruments de musique par modeles physiques.



CHAPITRE 2

Modélisation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre sont présentés les modeles qui décrivent physiquement le comportement
d’un réverbérateur a plaque générique, c’est a dire un dispositif constitué d’une plaque mince
métallique, de géométrie rectangulaire et d’épaisseur constante, excitée transversalement par un
actionneur électrodynamique. Cette modélisation est le point de départ du développement d’un
réverbérateur a plaque virtuel. L’obtention d’un modele reproduisant correctement le comporte-
ment d’un tel réverbérateur dépend du niveau de détail de la modélisation, en particulier celle
concernant les mécanismes d’amortissement des vibrations.

La modélisation est le premier pas vers la synthese sonore par modeles physiques. Un autre
intérét de la modélisation est la bonne compréhension des phénomenes physiques sur lesquels
repose le fonctionnement d’un tel systeme afin d’établir le lien entre parameétres physiques et
qualité du réverbérateur & plaque obtenu.

Dans un premier temps, on rappelle 'équation de propagation des ondes de flexion
dans les plaques minces en négligeant les phénomenes dissipatifs. Les principales conditions
aux limites conservatives permettant de décrire le comportement d’une plaque finie sont expli-
citées pour les plaques rectangulaires. Cette présentation est complétée par une discussion sur les
hypotheses du modele et leur vérification pour le réverbérateur EMT140. On montre quelques
résultats analytiques de référence sur la réponse a une force impulsionnelle en temps et ponctuelle
en espace d’une plaque infinie et d’une plaque finie. Ces résultats permettront de valider les outils
numériques de simulation présentés au chapitre 4. Une derniére analyse est faite par adimension-
nement du modele pour une plaque isotrope, permettant de définir le temps caractéristique des
vibrations de flexion de la plaque finie.

Un enjeu important est la modélisation fine de amortissement des vibrations des
plaques métalliques. Ce travail est primordial pour la simulation d’un réverbérateur a plaque,
car la durée de la réverbération est directement dépendante de I’amortissement des vibrations.
Les deux mécanismes dissipatifs principaux dans les plaques métalliques sont I'amortissement
thermoélastique et I'amortissement par rayonnement. Des modeles permettant de prédire la
contribution de ces phénomenes a I’amortissement sont présentés. Une particularité du réverbéra-
teur EMT140 est de pouvoir controler le temps de réverbération a partir de la distance de
séparation entre la plaque vibrante et une plaque poreuse. La modélisation de I'influence de la
plaque poreuse sur I'amortissement des vibrations est donc aussi présentée.

13
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Enfin, pour tenir compte du systeme d’excitation de la plaque, on propose un modele simple
de P’actionneur électrodynamique qui excite le réverbérateur et de son couplage avec les
vibrations de flexion de la plaque.

2.2 Equation de propagation des ondes de flexion

2.2.1 Modele des vibrations de flexion

Le réverbérateur a plaque est composé d’une plaque excitée transversalement par un ac-
tionneur électrodynamique. Puisque l'excitation se fait dans le sens de ’épaisseur, les ondes
vibratoires se propageant dans la plaque sont principalement des ondes de flexion. L’équation
gouvernant les vibrations de flexion linéaires d’une plaque mince est donnée par le
modele de Kirchhoff-Love. On se limite ici a rappeler I’écriture de cette équation en coordonnées
cartésiennes. Sa démonstration peut étre trouvée dans de nombreuses références, comme [36] ou
[50].

Les hypotheses principales de ce modele sont les suivantes :

— de faibles déformations permettant de rester dans le cadre de 1’élasticité linéaire, ou la

relation entre contrainte et déformation est linéaire,

— le déplacement est suffisamment faible pour pouvoir approcher les déformations par des

fonctions linéaires du déplacement, évitant ainsi I'apparition de non-linéarités géométriques,

— les sections droites, perpendiculaires a la fibre neutre au repos, restent perpendiculaires a

la fibre neutre pendant la déformation,

— linertie de rotation des sections droites est négligée.

Alors, pour une plaque orthotrope d’épaisseur constante, les moments fléchissants M, M, et
M, s’écrivent en fonction du déplacement transversal w(z,y,t) comme :

8211) D282w
M, = - |D2% 222 Y
h [ 92 T 8y2}’
8211) D282w
_ _p3|pgw D20w 2.1
M, h [D38y2+ ‘ W}, (2.1)
D4 8271)
Mx = - 32 9
\ Y 2 O0xdy

ou h est I’épaisseur de la plaque et D; les constantes de rigidité. L’application sur une portion
de plaque de la Loi Fondamentale de la Dynamique reliant les forces d’inertie avec les moments
fléchissants produits par les forces élastiques donne :

Pw  0*M, 9*M, 0% My,

= 2
PhoE = oz T a2 T Yooy

+ fo(2,y,1), (2.2)

ol1 p est la masse volumique de la plaque en kg/m? et £, est la composante verticale de la pression
exercée sur la surface de la plaque. A partir des relations (2.1) et (2.2), on retrouve I’équation
classique des plaques minces faisant intervenir uniquement le déplacement transversal w(z,y,t) :

0w tw tw *w
phﬁ = —h3 <D18.%'4 + (Dg + D4) W + D3(9y4> + fz. (2.3)

Pour les matériaux élastiques isotropes, le module d’Young E et le coeflicient de Poisson v sont
constants dans toute la plaque. Les constantes de rigidité D; qui apparaissent dans (2.1) s’écrivent
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alors en fonction de F et v :

( E
Di=D3=—""—+
T T o)y
Ev
Dy=2D1 — Dy = ——— )
E
Dy=———,
6(1+v)
et dans ce cas I’équation des plaques isotropes se simplifie alors a :
0%w Eh3
h—— + DA%w = u: D=-———. 2.5
Phige TDA W= T o 12(1 - 17) (25)

L’équation (2.5) permet de décrire la propagation des ondes de flexion dans un milieu idéal
continu infini. Pour caractériser le comportement dans un milieu fini, des conditions supplémen-
taires aux bords du domaine doivent étre spécifiées. Ces conditions sont appelées conditions aux
limites (CL). Les principales conditions aux limites conservatives associées a ’équation des ondes
de flexion de la plaque sont définies par :

— bord encastré : déplacement w et rotation g—;’: nuls,

— bord simplement appuyé : déplacement w et moment de flexion M,, nuls,

— bord libre : moment de flexion M, et effort tranchant F;, nuls,
ou l'index n représente la direction normale au bord du domaine.

Pour les plaques rectangulaires, les conditions aux limites sont formulées pour des bords droits.
En supposant une plaque située dans le demi plan = > 0, les conditions aux limites sur le bord
suivant ’axe y tel que x = 0 s’écrivent :

Bord encastré : w =20 et a—w =0 en x=0.
ox
Bord appuyé: w =0 et M, =0 en z=0. (2.6)
oM, oM.,
Bord libre : M,=0 et Fp=—"242" =0 en z=
Ox oy

2.2.2 Vérification des hypotheses du modele

L’approximation des vibrations d’un réverbérateur a plaque par le modele de Kirchhoff-Love
repose sur les hypotheses de plaque mince et de comportement linéaire des vibrations. Une
approximation additionnelle consiste a négliger la précontrainte induite par la tension appliquée
aux bords de la plaque par rapport aux forces élastiques. Par la suite, on présente la démarche de
validation de ces hypotheses, avec comme application numérique la plaque en acier d’épaisseur
h = 0.5 mm du réverbérateur EMT140.

2.2.2.1 Hypotheése de plaque mince

Le modele de Kirchhoff-Love est une simplification du modele plus général de Mindlin-Reissner
décrivant les vibrations des plaques épaisses. Quand la plaque est suffisamment mince, 'inertie de
rotation des sections ainsi que les déformations transverses de cisaillement peuvent étre négligées
dans Mindlin-Reissner et on obtient alors I’équation de Kirchhoff-Love. La validité de I’hypothese
de plaque mince peut étre étudiée par comparaison de la vitesse de phase Cphx ) obtenue avec
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le modele de Kirchhoff-Love a celle de Mindlin-Reissner Cph(arr) - Comme I’hypothése de plaque
mince dépend de la fréquence, cette comparaison est faite dans le domaine des fréquences audibles.

Les vitesses de phase des deux modeles s’obtiennent a partir de la relation de dispersion de
chacun des modeles comme le rapport entre la pulsation w et le nombre d’onde k. Pour une onde
élastique se propageant selon 1’axe des x, elles s’écrivent [48] :

wh
Cphgr = szﬁ,
1/2 (2.7)
2c
_ pr
Cphyr = )
1 a? 1 (e _ 12
() () e
Ces expressions font apparaitre les parametres suivants :
Cpx
a= Ciz ’
Csp = G;Z célérité des ondes de cisaillement pur dans le plan x0z,
Cpz = 1/ 12[])‘) . célérité des ondes de compression suivant l'axe Oz,
K, parametre de 'approximation du cisaillement de Timoshenko,

ol G, est le module de cisaillement. Pour un matériau isotrope ces parametres sont donnés par :

2(1+v) | E
= —— = B —— K =
a 1 o V2 ) CPLB p(l o V2) ) x

0.4

ik
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Erreur [%)]
o
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Fia. 2.1: Erreur ¢ sur la vitesse de phase du EMT140 produite par I’approximation de Kirchhoff-Love par
rapport au modele de Mindlin-Reissner : &[%] = 100(¢phy, — Cpharn)/Cohrcr -

La Figure 2.1 montre I'erreur commise sur la vitesse de phase pour la plaque du réverbérateur
EMT140. L’erreur est strictement croissante par rapport a la fréquence. A 20 kHz, limite du
domaine audible, I'erreur est inférieure & 1% et confirme donc la validité de ’hypothése de
plaque mince pour le réverbérateur EMT140.
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2.2.2.2 Régime des vibrations linéaires

Il est souhaitable que le comportement d’un réverbérateur a plaque soit linéaire, car telle est
la nature de la réverbération acoustique naturelle. Lors des vibrations de flexion des plaques
élastiques, 'approximation linéaire est satisfaisante pour des amplitudes de vibration petites
par rapport a l’épaisseur de la plaque. Dans le cas contraire, des non-linéarités géométriques
apparaissent. Ce comportement linéaire dépend alors de I'amplitude d’excitation de la plaque et
donc de 'amplitude du signal d’excitation délivrée a ’actionneur électrodynamique. Le régime
des vibrations linéaires est alors vérifié expérimentalement pour les excitations prévues par le
constructeur lors de 'utilisation du réverbérateur a plaque. Ces mesures sont décrites dans la
partie expérimentale, au chapitre 3.

2.2.2.3 Effet de la précontrainte

En pratique, la plaque métallique du réverbérateur est soumise a une précontrainte produite
par la tension appliquée a ses points d’attache. Cette tension permet a la plaque de rester en
position verticale et la plus plate possible.

Avec I’hypothese d’une tension constante sur toute la plaque, la prise en compte de cette
précontrainte dans la modele de vibrations de flexion des plaques (2.5) s’écrit :
0%w

phg — Thw + DA*w = f,, (2.8)

ou T est la tension en N/m. On étudie 'influence de la tension sur la propagation des ondes de
flexion a partir de I’équation de dispersion. L’équation de dispersion suivant ’axe Oz s’obtient
en supposant une solution de type onde plane. La substitution de w = Ae’ (wt—kz) Jang 1’équation
(2.8) sans forgage donne :

2
w? = k*k? (1 + Eh

T 12p(1 — 12)’

T
phr2k?

) ~ k'%%,  avec: KZ (2.9)
oll w est la fréquence angulaire, k le nombre d’onde et x? le parametre de propagation de la
plaque. D’apres (2.9) la tension peut s’interpréter comme une perturbation de 1’équation de dis-
persion des plaques sans précontrainte. L’influence de T" peut alors étre négligée quand le nombre
d’onde k est suffisamment grand. La concurrence entre les forces de tension et les forces élastiques
est exprimée par le rapport T/ (k?phx?) = T/(k*D), ot D est la constante de rigidité (2.5).

Dans le cas qui nous occupe ici, i.e. le réverbérateur EMT140, la tension est suffisamment
petite par rapport aux forces élastiques pour pouvoir en négliger sa contribution
dans la majorité du domaine audible. L’influence de la tension est quantifiée ici a partir de
la vitesse de phase, définie par ¢, = w/k. La tension appliqué a la plaque du EMT140 est de
l'ordre de T' = 400 N. Pour cette valeur, négliger T' produit une erreur sur la vitesse de phase de
5% a 100 Hz. La Figure 2.2 montre la décroissance de l'erreur avec la fréquence.

2.2.3 Quelques résultats de référence

2.2.3.1 Noyau de Green d’une plaque infinie

Le noyau de Green d’une plaque infinie est défini comme sa réponse a une force ponctuelle.
Dans le domaine fréquentiel, le noyau de Green d’une plaque isotrope, noté g(r, ), est la solution
de I’équation en coordonnées polaires suivante [56] :

2
A2g(r,0) — P

g(r0) = %5(@5(9). (2.10)
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F1G. 2.2: (a) : vitesse de phase ¢, de la plaque EMT140 calculée & partir de (2.9) en tenant compte de
la tension T'= 100 N (- - - ) et en négligeant T (—). (b) : erreur sur la vitesse de phase en % quand on
néglige T Les effets de la tension sont significatifs pour des fréquences inférieures a environ 50 Hz.

La solution de cette équation est obtenue en imposant que la fonction g soit finie en r = 0 et en
r = 00, que la solution soit propagative et que la force a l'origine ait une valeur totale égale a 1.
On obtient alors la solution [56] :

-j | D (2) (1) . phw? 1/4
g(r) = s\l on (HO (kr)+ H, (]k;'r)) , ou: k= D , (2.11)

ou H,gl) est la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0. En raison de la symétrie du
probleme, la solution est indépendante de ’angle 6.

D’apres (2.11) le déplacement de la plaque infinie sous forcage harmonique continu F' = F,e/%!

ar=0est:
1 . —q 1 .
w(r) = g(T)BFweJ“’t =  w(0)= 875‘ /phiDFwejm' (2.12)

a

t=TH2 " C——t=T/4

kr [rad]

F1G. 2.3: Fonction de Green g(r) pour la fréquence fo = 1000 Hz pour une plaque en acier de parameétres :
k = 0.7846 m?/s, p = 7860 kg/m3 et h = 0.5-10~* m.

Pour un forgage harmonique a fo = 1000 Hz, la Figure 2.3 montre le déplacement en fonc-
tion de la distance. Chaque courbe de la figure représente le profil spatial & un temps différent.
Les instants représentés correspondent a des fractions différentes de période du forcage T' = 1/ fp.

La vitesse pour cette méme excitation est montrée par la Figure 2.4. La vitesse est déphasée
de /2 par rapport au déplacement et son amplitude est 27 fy fois plus grande.
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d g(r) /dt [m/s]

kr [rad]

FiG. 2.4: Fonction de Green en vitesse a fo = 1000 Hz.

L’admittance au point d’excitation Yy, est définie comme le rapport entre la vitesse et la
force au point d’excitation. Pour la plaque infinie en régime harmonique Yy, s’obtient a partir

de lexpression (2.12) :
w(0)  jww(0) 1 [ph 1
TR F sph V' D ~ Sphn (2.13)

Y4y, est une propriété de la plaque indépendante du systeme d’excitation utilisé. Elle est souvent
obtenue par mesure simultanée de la force et de I'accélération au méme point.

2.2.3.2 Noyau de Green d’une plaque finie

La solution analytique des vibrations d’une plaque finie pour un cas simple permet de vérifier
par la suite le comportement des solutions des algorithmes numériques. Le cas de la plaque rec-
tangulaire sur des appuis simples se préte facilement a ’étude en raison de la forme simple de
ses déformées et de ses pulsations modales.

On s’intéresse donc a la solution analytique de la plaque isotrope sur des appuis simples
initialement au repos, w(z,y,t = 0) = 0, w(z,y,t = 0) = 0, et soumise & une impulsion en temps
et en espace f, = Fo(x — x¢)d(y — ye)d(t).

Le probléme homogene associé s’écrit :

phti(z,y,t) + DA?w(x,y,t) =0 x €]0,L,] et y €]0,L,],
w(z,0,t) = w(x, Ly, t) =0 x € [0, L,],
(0 y,t) = w(Ly,y, ) 0 y € [0,Ly), (2.14)
%/ 3 (x,0,t) = 8“’( g t) = x € [0, L,],
550,y,t) = 58 Ly, y,t) = y € [0,Ly].

La décomposition modale de la variable déplacement est :

m=1n=1

La base modale du systeme, formée par les modes propres ¢; ; et les pulsation propres w; ;,
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s’obtient par la substitution de (2.15) dans (2.14) :

Y (m,n) € N2 ky, =mn/Ly, ky=nn/Ly,

sin(ky,z) sin(kny),

2
Gmn(T,Y) = —F———=
@) phLyLy (2.16)

_ D a0
Wmn = ph (k'm + kn)a

ou les modes propres sont orthogonaux entre eux et ont une norme unitaire par rapport a la
masse :

ph/ ¢mn¢m’n’ds = 5mn5m’n’- (2.17)
S

La résolution du probleme non homogene se fait par projection sur les modes propres. Cette
projection est définie par Popérateur Ty (g) = [, g ®mngdS. Pour les trois termes de I'équation
non homogene on a :

T¢mn (phw) = ph /S q.(t)gbm’n’ (l‘, y)¢mn(x7 y)dS = Cj(smm’(snn’a

D

o o L) 2O S, (218)

Ty, (Dw) = D /S G0V (B2, + K2)2 St (2, ) by (2, ) AS =

Ton(f2) = /S G2 9) FO(& — 2)8(y — 9)5(1)AS = Fpun (e, 5)5(8),

ot on a utilisé la propriété d’orthogonalité (2.17) pour les deux premiers termes. Le systéme
d’équations modales obtenues est alors :

imn (8) + Wi @mn (1) = Fbmn (e, 9e)5(t) ¥ (m,n) € N2 (2.19)
La solution dans le domaine temporel de chacune de ces équations modales peut s’obtenir par
transformée de Laplace de (2.19), ~, puis par transformée inverse :
A o F¢mn($eaye)
an(s) - 82 + wgnn 9
1 1
£t = i t), 2.20
| = o s (2.20
F
Gmn(t) = Ebmn(Te: Ye) sin(wpmnt)-
Wmn,

La solution dans le domaine temporel s’obtient alors par insertion des ¢, (t) dans (2.15) :

4F N 3 sin(kpxe) sin(knye ) sin(kp ) sin(k,
w(:c,y,t)zMzzsm( Te) sin(knge) sin(km) sin(kny) o, o (2.21)

w
m=1n=1 mn

ou M = phL,L, est la masse totale de la plaque. Les dérivées premiere et seconde par rap-
port au temps de (2.21) sont immédiates et permettent respectivement d’obtenir la vitesse et
l'accélération.
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Si, au lieu d’une excitation ponctuelle impulsionnelle dans le temps, on suppose un forgage
continu ponctuel et harmonique de la forme f,, = Fdé(z — x.)0(y — ye)sin(wt), les équations
modales obtenues sont les mémes que (2.19) a 'exception du terme de forgage :

Grmn (t) + wfnnqmn(t) = Fomn(Te, ye)sin(wt) vV (m,n) € N*2, (2.22)

Par transformée de Fourier de (2.22), notée ~, on obtient :

_WQQ\mn(W) + Wznn@mn(w) = F¢mn(xea ye)a (2'23)
soit : b )
-~ F mn\Te, Ye
Et le champ de déplacement (2.15), dans le domaine de Fourier, est :
W(z,y,w) =YY Qun(w)dmn(@,y)
m=1n=1
(2.25)

_4F i i sin(kpze) sin(kpye) sin(kp,x) sin(k,y)
—w? + w2, ‘

i

m=1n=1

2.2.3.3 Noyau de Green d’une plaque finie amortie

Comme pour le cas non amorti, pour la plaque finie sur des appuis simples amortie on présente
le calcul de la réponse a une impulsion temporelle ponctuelle et a un forgage harmonique ponc-
tuel. Il est nécessaire de faire quelques remarques sur l’effet de ’amortissement dans la recherche
de solutions. Dans le formalisme modal, ’'amortissement est souvent défini par une fonction de
dissipation de type visqueux, qui correspond & un opérateur d’amortissement qui agit sur la
vitesse C(w). Le traitement de amortissement est souvent réalisé par projection sur la base des
modes propres du systéme conservatif, ce qui dans le cas général conduit & un systeme d’os-
cillateurs couplés par des coefficients d’amortissement intermodaux [35]. Néanmoins, pour des
systemes faiblement dissipatifs, I’hypotheése de Basile, qui consiste a négliger le couplage entre
les modes introduit par 'amortissement, permet de découpler les modes entre eux. La propriété
d’orthogonalité entre les modes du systeme conservatif associé simplifie alors les calculs.

On calcule alors la solution analytique de la plaque isotrope sur des appuis simples initialement
au repos, w(x,y,t =0) =0, w(z,y,t = 0) = 0, et soumise & une impulsion en temps et en espace
fr = Fo(x — x)0(y — ye)d(t). Dans 'étude du cas non amorti on a déja obtenu la projection
des termes de masse et de raideur (2.18). En présence d’un amortissement faible, I'hypothese
de Basile permet d’écrire la projection sur les modes propres de l'opérateur d’amortissement
comme :

Td’mn (C(w)) = AQ(t)¢m’n’(x7 y)c(d)mn(gca y))dS = 6mm’6nn’2cmnwmn, (226)

ol (mn est appelé coefficient d’amortissement modal. Dans une formulation matricielle, 1'hy-
pothese de Basile suppose que la matrice d’amortissement est diagonalisable dans la base des
modes propres du systéeme conservatif. Les termes diagonaux sont les amortissements modaux
Cmn- Les équations modales s’écrivent alors :

dmn(t) + QCmnwanmn(t) + Wzanmn(t) = Fqsmn(xey ye)(s(w v (m, n) € N*z' (2'27)
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Par transformée de Laplace de (2.27) on obtient :

Fﬁbmn(fxea ye)
82 + 2Cmnwmns + w2,

Qmn(s) = (2.28)

Et la solution dans le domaine temporel g, (t) s’obtient par transformée de Laplace inverse de
(2.28), ce qui donne :

F
Fomn(@eYe) ot s 1), avec

“mn (2.29)

/
Omn = CmnWmn, Wmn = WmnV 1- rzrm

dmn (t) —

La solution est donc une sinusoide exponentiellement amortie dont la pulsation est légérement
décalée par rapport a celle du systeme conservatif. En pratique, pour 'ordre de grandeur de
Pamortissement des plaques métalliques, /1 — (2, ~ 1, et le décalage de wy,, est négligeable.
Finalement le déplacement s’écrit :

F N = m e kn e i km . kn
w(x,y,t MZZ sin(fme) sin( g(i)sm( 2)sinfkny) sin(w/,,t)e” k. (2.30)

mn

L’étude du forgage ponctuel harmonique continu de la forme f,, = Fé(x—z¢)d(y — ye ) sin(wt)
est similaire a celui de la plaque non-amortie. La solution s’obtient par transformée de Fourier, en
tenant compte de la contribution de I'amortissement 25(,mnwmnw. On obtient alors le déplacement
dans l’espace de Fourier :

_A4AF i i sin(kpze) sin(kpye) sin(kp,x) sin(k,y)

- 2.31
—w? + 2]Cmnwmnw + w?nn ( )

En conclusion, le déplacement de la plaque simplement supportée et faiblement amortie qui su-
bit une impulsion ponctuelle de force est donnée par la somme (2.30), dont le calcul nécessite la
connaissance des parametres physiques du probleme et de I’amortissement de chaque mode.

Le calcul numérique de la solution nécessite la définition d’un vecteur des temps discrets
[0, dt,2dt, ...], ou le pas de temps est dt = 1/F's, avec F's la fréquence d’échantillonnage. En
raison du théoreme de Shannon, on conserve uniquement dans la somme (2.30) les modes dont la
fréquence propre est inférieure a la moitié de la fréquence d’échantillonnage 0.5F's. D’autre part,
les modes dont la fréquence propre est en dehors du domaine audible f/ > 2-10* Hz peuvent
étre négligés.

L’annexe C propose une implémentation plus efficace pour le calcul de (2.30) consistant a
trouver les filtres numériques équivalents du systeme. Cette approche permet de remplacer le
calcul des fonctions sin(w!,,,.t) et e~@mnt & chaque pas de temps par un calcul récursif qui nécessite
uniquement le calcul d’opérations élémentaires (sommes et multiplications) & chaque pas de
temps.
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2.2.4 Adimensionnement du modele et temps caractéristique

L’adimensionnement de I’équation de Kirchhoff-Love permet d’identifier les parameétres ca-
ractéristiques du probleme. Les variables adimensionnées, notées avec ~, sont définies par :

_ x _ Y _ D t K
T = ) Yy = ) t= BN = t)
bl bl pibobe Lol (2.32)

o _u ; (LaLy)? . ER®

= — = D= —— .
YT f="pn F ou 12(1— 12

L’équation obtenue par substitution de ces variables dans (2.5) est :

9%u _ _ _ 9t 94 o4
— = -V h: Vi=e 42— — 4 —. 2.33
ot? Bt/ ot ozt~ 0z20y? * oyt (2:33)

Cette équation est définie dans le domaine z € [0,TV/?], 5 € [0,""/?], ou I = Ly/Ly est le
rapport des dimensions de la plaque. On définit alors un temps caractéristique tg de la plaque
comme le temps qui relie le temps adimensionné de (2.33) au temps en secondes :

L. Ly

K

t= toz — to (2.34)
L’interprétation physique de ce temps n’est pas immédiate en raison de la dépendance fréquentielle
des vitesses de propagation. Des interprétations dans les domaines temporel et fréquentiel sont
données au chapitre 5.

2.3 Meécanismes dissipatifs dans les plaques

Les deux principaux mécanismes dissipatifs intervenant dans les vibrations des plaques métalli-
ques sont 'amortissement thermoélastique et ’amortissement par rayonnement acoustique. L’amor-
tissement thermoélastique est dii au couplage entre les ondes élastiques et les ondes thermiques,
et sa contribution a 'amortissement total est souvent important en basses fréquences. L’amor-
tissement par rayonnement acoustique est dii au couplage de la plaque avec I'air. En effet, une
partie de I’énergie vibratoire de la plaque est transférée au milieu dans lequel elle baigne sous
forme de pression acoustique.

Dans le cas particulier du réverbérateur EM'T140, la présence d’une plaque poreuse & proximité
de la plaque métallique permet de changer quantitativement ’amortissement par rayonnement.
L’amortissement dépend alors de la distance de séparation entre les plaques.

Enfin, les pertes par transmission mécanique sont produites par un transfert d’énergie vibra-
toire vers l'extérieur a travers les conditions aux limites de la plaque.

Par la suite on présente les choix sur la modélisation physique de chacun de ces mécanismes.
La validation expérimentale des modeles est présentée au chapitre 3.

2.3.1 Amortissement thermoélastique

A une dimension, ’amortissement thermoélastique des vibrations de flexion des poutres est un
phénomene bien expliqué par la théorie de Zener [95] datant de 1938. D’apres Zener, la raideur
instantanée de la poutre relaxe a une valeur isotherme en raison de la diffusion de la chaleur
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produite par les compressions et extensions successives des faces opposées de la poutre. Son
modele suppose que la diffusion de la chaleur est prédominante dans I’épaisseur de la poutre et
négligeable dans les directions du plan neutre de la poutre.

La modélisation des pertes thermoélastiques dans les plaques minces est plus compliquée en
raison des deux dimensions. Ce sujet a été traité différemment dans la littérature [11; 47; 77; 60;
48]. Le point de départ de toutes ces théories est I’équation de Kirchhoff-Love couplée aux effets
thermiques suivante :

phaw(af,y,t)

P —D (Viw(z,y,t) — ap, (1 +v)V2O(z,y,1)) (2.35)

ou ., est le coefficient de dilatation thermique et ©(x, y,t) est le moment de température selon
I’épaisseur de la plaque donné par :

h/2
O(z,y,t) = }/,1/2 20(z,y, 2, t)dz. (2.36)

I = h3/12 et O(x,vy,2,t) est la déviation de température par rapport & la température am-
biante Ty. La différence entre ces travaux est I’approche retenue pour le calcul du moment de
température O(z,y,t). Une étude comparée de ces théories est disponible dans la littérature [59].

Dans un souci de simplicité, on reprend la formulation de Lambourg [48]. Cette formulation a
déja fait ses preuves pour la synthese sonore de plaques d’aluminium. Cette formulation présente
I’avantage de s’écrire dans le domaine temporel et se préte a une simulation numérique aisée.
Pour une plaque mince isotrope, ce modele décrit les vibrations d’une plaque avec dissipation
thermoélastique par ’équation aux dérivées partielles suivante :

S2phW (z,y,s) = —DV*b(x, y, s), ou :
2.37)
3 Rys 8 V2T, K. 7* o 1y
D=D|[1+ —— R = — C, = d .
( +s+C’1/h2>’ VS, L =g Iedmts

Ces équations sont écrites dans le domaine de Laplace, ot une multiplication par s équivaut
A une dérivation par rapport au temps. D est la rigidité complexe prenant en compte les effets
thermoélastiques. ¢ = aTH% est le coefficient thermique. o, est le coefficient de dilatation
thermique linéaire, C, est la chaleur spécifique a déformation constante et K, est la conductivité
thermique. Suivant ’analyse de ce type de modeles proposée dans [55] et [54], et sous I'hypothese
de faible amortissement, ’amortissement modal du mode p de fréquence propre wj, est :

w
ap(wp) = ?p (m(wp)I1p + nalwp)l2p) , (2.38)
ou les angles de pertes s’écrivent :
wR101

~ =0 .
M= 52 +C2/h% T4 ) (2.39)

et les quantités sans dimensions I, et I, du mode p sont définies par :
/ h3D1(V?u,)?dS
S

w2/s phuﬁdS

/ h3D4G(up)dS
S

wQ/S phugdS’

(2.40)

Ilvp = ? Iz7p = -
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up est la déformée modale du mode p pour la plaque non amortie et S est la surface de la plaque.
Dy et Dy sont les constantes de rigidité de (2.4). V? est 'opérateur laplacien et G(u,) est la
courbure gaussienne de la déformée modale u,, définie par :

2
G(up) = Oy Oy <82u”> : (2.41)

0x?2 0y? Oxdy

I et I, dépendent de la géométrie de la plaque et de ses conditions aux limites. Par définition,
I est toujours positive et Iy , + I, = 1. Pour des plaques rectangulaires encastrées aux 4 bords
ou sur des appuis simples aux 4 bords, I;, = 1 [55]. L’amortissement thermoélastique est alors
indépendant des déformées modales. Pour des plaques aux bords libres, la valeur des coefficients
I, dépend de la déformée modale, et en particulier de la distribution de I’énergie de flexion et
de I'énergie de torsion du mode p. Pour les modes de flexion pure, I, est proche de 1 tandis que
pour les modes de torsion pure I, est proche de 0. Ce phénomene est a l'origine d'une disparité
importante des amortissements des premiers modes d’une plaque aux bords libres de fréquences
propres proches. Cette disparité a été montrée numériquement et expérimentalement par Lam-
bourg [48]. Il est raisonnable de penser que, pour des modes d’ordre élevé, un comportement
asymptotique peut étre trouvé.

La Figure 2.5 montre les valeurs de I ;, pour les premiers 800 modes de la plaque du EMT140
aux bords libres. Ces résultats ont été obtenus par la méthode des éléments finis avec une grille
de 200 x 100 éléments rectangulaires de plaque. La variabilité de la valeur numérique de Iy, est

I1p [nd]

0 200 400 600
f [Hz]

F1G. 2.5: Valeurs de I, obtenus par éléments finis pour les premiers 800 modes de la plaque EMT140.

importante seulement pour les premiers modes. L’écart type de Iy ,, noté Sy, , décroit avec la
fréquence : & 20 Hz, Sy, , ~ 15%, et a4 100H z, St, , ~ 5%.

Pour les modes d’ordre élevé la valeur du coefficient tend vers 1, = 1, et 'amortissement
thermoélastique est indépendant de la déformée modale. Alors, pour les plaques de grande densité
modale, 'amortissement thermoélastique peut alors étre approché par :

afw) = )~ =2 Ta0 N 167
2T S O R = op2

oll (e est sa valeur asymptotique en hautes fréquences. a, est inversement proportionnel au
carré de I’épaisseur. Alors, pour un matériau donné, défini par Ry et C1, oy est d’autant plus
important que la plaque est mince. La fréquence f, pour laquelle a(w) atteint X% de aoo est

donnée par :
1 X O
= —4/———- [Hzl. 2.43
L=sVi—xm M (2.43)

(2.42)
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0 10 100 1000 10000
f[Hz]

F1G. 2.6: Amortissement thermoélastique pour une plaque en téle d’acier SAE 1010 (propriétés données
au Tableau 2.1) et épaisseur 0.5 mm.

Le parameétre C;/h? gouverne 'augmentation fréquentielle de I’'amortissement thermoélastique.
Les parametres thermoélastiques de quelques métaux sont donnés par le Tableau 2.1. Pour ’acier,

Matériau Ry x 10° [ ] Cp x 10° [rad m?/s] e [rad/s]  fos [Hz] fo.os [Hz]
Acier 9.664 0.1855 3.55 118 514
Or 4.727 1.270 11.95 808 3525
Argent 8.403 1.679 27.97 1068 4657
Cuivre 5.691 1.148 13.00 731 3187
Aluminium  9.975 0.9760 19.28 621 2708

TAB. 2.1: Parametres thermoélastiques pour quelques matériaux métalliques calculés d’apres les constantes
physiques de [89], [71]. awo, fo.5 €t fo.05 ont été calculés pour une plaque d’épaisseur 0.5 mm.

les parametres présentés sont ceux de la tole SAE 1010, un acier avec une faible proportion de
carbone et normalisé par la Society of Automotive Engineers. L’amortissement thermoélastique
asymptotique a, de 'acier est plus petit que pour les autres métaux en raison de la faible valeur
de (', qui est due a une conductivité thermique de I'acier plus petite que pour les autres métaux.

En conclusion, le modéle d’amortissement thermoélastique présenté dépend des pro-
priétés du matériau et de 1’épaisseur de la plaque, et sa dépendance avec la déformée
modale est négligeable pour les plaques de densité modale élevée. Ainsi, la combinaison
du matériau et de I’épaisseur ont une influence importante sur le temps de réverbération de la
plaque. Par exemple, une plaque en aluminium d’épaisseur h = 0.5 mm a un amortissement
thermoélastique tres important qui ne permet pas la simulation d’espaces tres réverbérants.

2.3.2 Amortissement par rayonnement

Lors de la mise en vibration d’une structure, une partie de I'énergie vibratoire est transférée
au fluide environnant par rayonnement acoustique. Ce transfert d’énergie produit un amortisse-
ment des vibrations. La modélisation fine de cet amortissement doit étre basée sur les modeles
de rayonnement acoustique des plaques.

Le rayonnement acoustique des plaques est un sujet de recherche qui est toujours d’actualité
et dont les premieres références datent des années 60. Ce rayonnement est souvent caractérisé
par la puissance rayonnée par la structure P,. La capacité a rayonner de la structure est alors
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quantifiée par sa résistance de rayonnement R,.,q (en anglais radiation resistance), définie par :
Pr
(v?)’
olt P, est normalisé avec la moyenne spatiale du carré de la vitesse de la structure (v?). Une

autre mesure du rayonnement est le facteur de rayonnement .44 (en anglais radiation efficiency),
défini par :

Ryad = (2.44)

Ryad o P,
PaCaS  pPacaS{v?)’

Orad = (245)
Orad & ’'avantage de mesurer la capacité a rayonner d’une plaque indépendamment de sa surface
S et de 'impédance caractéristique du fluide p,c, dans lequel elle baigne. S est la surface de
rayonnement. Si la plaque rayonne de deux cotés la surface de rayonnement S est deux fois la
surface de la plaque qui rayonne d’un coté. Cette précision est nécessaire pour que la valeur
asymptotique en hautes fréquences de o,.,4 soit égale a 1, indépendamment du nombre de cotés
qui rayonnent.

Ces indicateurs du rayonnement sont directement liés au facteur d’amortissement par rayon-
nement de la plaque par [83] :

CaPa 1
= 4ra = —— Rrud, 2.46
Arad ,Oh Orad QLILy,Oh rad ( )
ou on suppose une plaque rectangulaire qui rayonne des deux cotes, et pour laquelle la surface

qui rayonne est S = 2L, L,.

On se limite ici & citer les résultats concernant les plaques minces en flexion placées dans un
écran infini et simplement supportées sur leur pourtour. Ce cas se préte facilement a des calculs
analytiques. Du fait de la grande densité modale des plaques prises en considération, on peut
négliger 'influence des conditions aux limites sur le rayonnement. L’hypothese d’écran infini est
plus difficilement justifiable pour une plaque sans écran, mais :

— des travaux récents [63] montrent que I'influence de I’écran au-dela de f./2 est négligeable

pour des plaques de grande densité modale.

— en dessous de f./2 I’absence d’écran diminue le rayonnement par rapport au cas avec écran.
L’ordre de grandeur de I’amortissement par rayonnement de la plaque avec écran y est
cependant tres faible par rapport aux autres mécanismes dissipatifs. La surestimation due
a I’écran n’a alors pas une influence significative sur les prédictions d’amortissement.

Pour ce probleme, deux types d’approche ont été trouvés dans la littérature selon que 1'on
considere le rayonnement mode par mode ou le rayonnement global de la structure. Dans le pre-
mier cas, Wallace [87; 86; 88] propose sous forme intégrale ’expression du facteur de rayonnement
modal pour chacun des modes de vibration. Pour la deuxiéme approche, Maidanik [53] donne
I’expression du facteur de rayonnement moyen obtenu avec I’hypothese que tous les modes de la
plaque sont excités avec la méme énergie.

Ces deux approches font I'’hypothese d'un fluide léger, qui consiste a négliger la charge du
fluide dans le calcul de I'impédance de rayonnement de la plaque en régime forcé. Alors, les
modes propres de la plaque qui baigne dans le fluide sont les mémes que ceux de la plaque in
vacuo. Cette hypothese est justifiée lorsque on a [70] :

ph
PaCa

U=w > 1, (2.47)
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condition normalement remplie pour le rayonnement des plaques dans ’air. Une deuxieme hy-
potheése consiste a négliger la contribution du couplage intermodal dans le rayonnement acous-
tique de la plaque.

La fréquence critique f. est un parametre important gouvernant le rayonnement acoustique
des plaques. f. est définie comme la fréquence a laquelle la longueur d’onde acoustique du fluide
coincide avec celle des vibrations de flexion (cf. Figure 2.7). Pour une plaque mince isotrope, f.
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F1G. 2.7: Relation de dispersion pour une plaque en acier d’épaisseur h = 0.5 mm (—) et pour air (- -
-). Pour f > f. le rayonnement acoustique est efficace, et 'amortissement par rayonnement important.

est donnée par :

2 2

c Eh
= P R=y e 2.48
e 2K’ avees 12p(1 — v?) (248)

Pour une plaque infinie, ce parametre sépare deux domaines fréquentiels :

— pour f < f., la plaque génere des ondes de pression évanescentes et il n’y a pas de trans-
mission d’énergie de la plaque vers le fluide. Les effets sont uniquement réactifs et le fluide
se comporte comme une masse ajoutée. Il n’y a pas d’amortissement par rayonnement.

— pour f > f., la plaque génere des ondes de pression propagatives, et une partie de I’énergie
vibratoire est transmise au fluide environnant sous forme de rayonnement. Il y a de I’amor-
tissement par rayonnement.

Pour f > f. le rayonnement d’une plaque finie est similaire & celui d’une plaque infinie. Pour
f < fe le rayonnement d’une plaque finie est faible, mais non nul [21], et les phénomenes de
diffraction sur les bords et les coins de la plaque sont responsables du rayonnement. Le rayonne-
ment de chaque mode dépend alors de sa déformée modale [93].

En regle générale, il est souhaitable que la fréquence critique d’un réverbérateur a plaque soit
en dehors du domaine audible, afin d’éviter un amortissement par rayonnement excessif. Par la
suite, nous présentons les prédictions de rayonnement modal de Wallace [87] et de rayonnement
moyen de Maidanik [53]. La comparaison de ces deux modeles permet de juger de la pertinence
d’une description en termes de rayonnement moyen.

2.3.2.1 Facteur de rayonnement modal

Wallace estime le rayonnement modal d’une plaque sur des appuis simples avec un écran
infini & partir de I'intégrale de Rayleigh. L’avantage des conditions aux limites du type appui
simple réside dans ’écriture analytique des déformées modales (2.16), et donc dans la simpli-
cité d’expression du champ de vitesses pour chaque mode. A partir de ce champ, l'intégrale de
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Rayleigh permet de déduire la pression rayonnée et I'intensité acoustique. Du fait du caractere
conservatif de la propagation acoustique dans I’air, la somme de cette intensité acoustique dans
le demi-espace permet d’obtenir la puissance totale rayonnée par la structure. En se placant
suffisamment loin de la source, ’expression obtenue pour cette somme devient plus simple. Le
facteur de rayonnement obtenu par cette méthode se présente donc sous forme d’une intégrale
double dans le demi-espace [87] :

™ o 8 2
- 64k% L, L, / /2/ ( F1(3)F2(5) e 1]) sinfdfde, (2.49)

“bm2n2 (a/mm)? = 1][(B/nm

ou k est le nombre d’onde acoustique et 6 et ¢ sont les variables angulaires d’intégration spatiale
du champ rayonné par la plaque. Les variables « et 8 sont définies par :

a = kL, sin 6 cos p,

(2.50)
B = kL, sinfsin ¢,
et les fonctions F'1 et F'2, qui dépendent de la parité des index n et m, sont :
[ sin(a/2) pour n pair,
Fl(e/2) = { cos(a/2) pour n impair,
(2.51)

F2(8/2) = { sin(/3/2) pour m pair,

cos(3/2) pour m impair,

2.3.2.2 Facteur de rayonnement moyen

Maidanik [53] a été le premier & proposer une expression pour la résistance de rayonnement
moyenne des plaques minces en flexion, placées dans un écran infini et simplement supportées,
rayonnant d’un seul coté. Cette expression est obtenue par des méthodes basées sur des calculs
de flux de puissance et d’analyse statistique d’énergie (en anglais Statistical Energy Analysis,
SEA). En pratique, ces résultats sont valables pour des plaques avec une densité modale élevée.
Alors, pour f < fe.et kL, kL, > 27, on a :

Acha P,
Rywq = S/)aca< JJ:C S g1 S gz), avec :

4 1 — 292

g1 =0 pour  f/f.> 0.5,

92:i (1—¢2) ln[(1+w)
A2 (1 — 2)3/2 (1—1)
avee: b= (7/1)"2

S = LyL, est la surface de la plaque , P = 2(L, + L,) est le périmetre de la plaque, f. est
la fréquence critique, A, est la longueur d’onde du son dans 'air et A\. la longueur d’onde a la
fréquence critique. Dans cette expression le terme g1 correspond aux modes de coin et le terme
g2 aux modes de bord. Pour f < f. et kL., kL, < 2m, ce qui est rarement le cas pour le
réverbérateur, on a :

(2.52)

-

4 P),
Rrad = Spaca <7T4 b ) : (2.53)
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a la fréquence critique f = f., on a :
Rraa = Spaca |(La/Ae)"” + (Ly/A0) ] (2.54)
et au dela de la fréquence critique, f > f., on a :

Rrad = Spaca [1 = (fe/ )77 (2.55)

Pour une plaque rayonnant par ses deux cotés, le rayonnement total est obtenu en multipliant
par deux les résultats obtenus avec les R,,q données ici. La Figure 2.8 montre le facteur de

FiG. 2.8: Facteur de rayonnement pour le réverbérateur EMT140 en fonction de la fréquence adimensionnée

flife

rayonnement du réverbérateur EMT140 calculé a partir des expressions proposées par Maidanik.

2.3.2.3 Relation entre rayonnement modal et moyen

Dans le cas général, le facteur de rayonnement global moyen o,44(w) de la structure dépend
du point d’excitation. Si on néglige le couplage intermodal, son expression est [51] :

o (w) _ me Am,n(w)gNm,nam,n
rad Zp,q Ap,q(w)QNp,q 7

ot Ap, n(w) est Pamplitude vibratoire du mode (m,n) a la pulsation w et Ny, ,, est la norme du
mode (m,n). Si les modes sont bien espacés, le facteur de rayonnement a la fréquence propre
Wm,n du mode (m,n) peut étre approché par o,44(w) = 0y, . En revanche, pour des struc-
tures présentant une densité modale élevée, le facteur de rayonnement moyen dans la bande de
fréquences de largeur Aw centrée sur w est donné par [51] :

(2.56)

a
Trad(w) = Zmyvm (2.57)

ol, dans la somme, sont seulement pris en compte les modes dont la fréquence propre appar-
tient & Aw. L’expression (2.57) suppose que tous les modes dans Aw ont la méme amplitude de
réponse (hypothese de champ vibratoire diffus [79]). L’expression (2.57) correspond & la moyenne
du facteur de rayonnement des modes appartenant a la bande fréquentielle étudiée.

La Figure 2.9 montre les deux types de description du facteur de rayonnement, modal et
moyen, pour le réverbérateur EMT140. La moyenne sur 50 modes de 'amortissement modal
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Fic. 2.9: Amortissement par rayonnement du réverbérateur EMT140 avec I’hypothese de plaque avec des
bords sur des appuis simples, dans un écran infini et rayonnant des deux cotés. Amortissements modaux
de Wallace [87] (gris) et leur moyenne autour de 50 modes (noir). Amortissement moyen d’apres Maidanik
[53] (gris -+-).

correspond bien a 'amortissement moyen donné par Maidanik.

Pour le réverbérateur EMT140, tout le domaine audible est dans la région f < f. et 'amor-
tissement par rayonnement est tres faible. La contribution de I'amortissement par rayonnement
est petite par rapport a celle de I’amortissement thermoélastique, particulierement en basses
fréquences. Pour des plaques plus épaisses, ’amortissement par rayonnement est plus important
et le temps de réverbération maximal de la plaque devient plus petit. La simulation d’espaces
avec une longue durée de réverbération n’est alors plus possible.
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F1G. 2.10: Analyse de 'amortissement par rayonnement modal du réverbérateur EMT140 calculé avec
I'intégrale de Wallace pour une plaque simplement supportée dans un écran infini [87] : (a) moyenne
@ (gris) et écart type relatif S, (noir) de 'amortissement modal par groupes de N = 50 modes; (b)
histogramme de I’amortissement par rayonnement modal entre 6760 and 7150 Hz (501 modes).

La Figure 2.10(a) montre I’analyse statistique des amortissements modaux calculés pour le
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réverbérateur. L’amortissement moyen et I’écart type relatif sont définis par :

(2.58)

p=1

Sp,, donne une estimation de la variabilité de ’amortissement par rayonnement entre les modes.
Il décroit avec la fréquence jusqu’a environ f./2, et ensuite il reste stable.
L’histogramme montre que les modes peuvent étre classés en trois groupes selon leur amortisse-
ment ay, qui correspond a la classification du rayonnement d'une plaque finie en modes de bord
et modes de coin [93]. Ces groupes sont :

— modes de coin avec o, petit,

— modes de bord du coté L, = 1 m avec «; moyen,

— modes de bord du coté L, = 2 m avec «) grand.
Alors, le comportement du rayonnement mode par mode prédit ici montre qu’il est possible
d’avoir un amortissement total variable autour d’une fréquence. En pratique, ce phénomene n’est
pas tres important quand on minimise les pertes par rayonnement grace a I'utilisation de plaques
avec une fréquence critique en dehors du domaine audible. L’amortissement par rayonnement est
alors faible par rapport aux autres mécanismes dissipatifs dans le domaine audible.

2.3.3 Influence du matériau poreux a proximité

Le contréle du temps de réverbération du réverbérateur EMT140 est réalisé a travers la
modification de la distance de séparation entre la plaque en acier et la plaque en matériau po-
reux. La présence du matériau poreux a proximité peut s’interpréter comme un changement
d’impédance du fluide a proximité de la plaque vibrante, qui influence son rayonnement acous-
tique. Ce mécanisme permet alors de modifier I’amortissement des vibrations de la plaque.

L’influence d’une plaque poreuse a proximité d’une plaque vibrante a été étudiée, théorique-
ment et expérimentalement [19; 83; 18]. Dans tous ces travaux, le matériau poreux est modélisé
par un fluide équivalent avec une masse volumique et une vitesse de propagation complexes ob-
tenues a partir de son impédance acoustique.

Dans [19] deux modeles différents sont présentés pour une plaque vibrante simplement ap-
puyée sur son pourtour et dans un écran fini. Le premier est basé sur une approche modale de
résolution. La plaque est couplée a un espace d’air d’hauteur finie suivi d’une plaque de matériau
poreux de dimensions finies. La deuxiéme approche est basée sur un modele de rayonnement
d’une plaque vibrante dans un milieu poreux. Dans ce cas le rayonnement ne peut pas étre es-
timé a partir de la pression rayonnée en champ lointain parce que le matériau poreux est un
milieu non conservatif. Le rayonnement est alors obtenu comme la somme des contributions de
monopoles correspondant a des éléments différentiels de surface de la plaque. Les limitations de
ce modele sont qu’il ne prévoit pas la possibilité d’avoir une épaisseur d’air entre la plaque et le
matériau poreux, et que I'épaisseur du matériau poreux ainsi que ses dimensions latérales sont
considérées infinies.

Dans [83] deux modeles analytiques pour le rayonnement d’une plaque avec un milieu po-
reux a proximité sont proposés : un modele de plaque finie cotteux en calcul et un modele plus
simple pour une plaque infinie. Ces modeles considérent un matériau poreux d’épaisseur infinie
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en contact avec la plaque vibrante, ce qui n’est pas le cas du réverbérateur étudié ici. Néanmoins,
les auteurs montrent que le facteur de rayonnement de la plaque finie et celui de la plaque infinie
sont tres similaires. Ces résultats suggerent qu’une approche du type plaque infinie peut suffire
pour la modélisation de ce type de problemes. En effet, en raison du matériau poreux, la contri-
bution des bords au rayonnement d’une plaque finie est négligeable par rapport a la contribution
de sa surface, méme en dessous de la fréquence critique.

Dans [18], Cummings présente un modele de plaque infinie qui tient compte d’une épaisseur
finie du matériau poreux ainsi que d’une tranche d’air d’épaisseur finie entre la plaque vibrante
et le matériau poreux. Ce modele correspond bien a la configuration du réverbérateur EMT140
et a 'avantage d’avoir une formulation simple. C’est donc celui qui est retenu ici. Le modele de
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FiG. 2.11: Configuration du probleme de la plaque vibrante infinie avec une plaque de matériau poreux a
proximité, d’apres [18].

Cummings suppose la présence d’un champ de vitesses sur une plaque infinie sous forme d’onde
stationnaire u, = Usin(rz/a)e’! (cf. Figure 2.11). a est la demi-longueur d’onde du champ
vibratoire de la plaque et w la pulsation de vibration. La prédiction du rayonnement passe par la
résolution de I’équation des ondes dans les trois régions du probleme : tranche d’air d’épaisseur
h (1), plaque poreuse d’épaisseur H avec impédance complexe (2) et air (3). La continuité des
vitesses acoustiques est imposée a chacune des trois interfaces : entre la plaque vibrante et 1air,
entre l'air et la partie inférieure de la plaque poreuse et entre la face supérieure de la plaque
poreuse et lair. Avec cette méthode, on remonte a la pression rayonnée par la plaque vibrante
et on en déduit le facteur de rayonnement o. L’expression de o obtenue est :

1 14 V(w)
- kéR — U :
SR e
1— 6—]2ky2H
_ —J2ky1h
¥ (w) e JH o2k H (2.59)
Fpo — ——

_ ky2pa/ky1peq + 1
ky2pa/kylpeq -1
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ou ky1 et kyo sont les nombres d’ondes selon I'axe y dans les régions 1 et 2 :
kyi =/ k? — (m/a?), avec :  k=w/c,

ky2 = (/K2 — (m/a?), avec :  kp =w/ceq

(2.60)

Pa est la masse volumique de l'air, et pey et coq sont la masse volumique et la vitesse de propa-
gation complexes du matériau poreux.

L’application de ce modele pour prédire 'amortissement du réverbérateur EMT140 et la
comparaison avec les amortissement mesurés sont présentés au §3.4.2.3.

2.3.4 Transmission d’énergie aux supports

La contribution de ces pertes a I’amortissement total ne peut pas étre généralisée car elle
dépend de la construction du systeme. Une modélisation physique fine de ces pertes, comme
celles des amortissements thermoélastique et par rayonnement acoustique, n’est pas possible. On
se contente alors d’en estimer la contribution a partir des mesures totales d’amortissement et
grace a la connaissance de la contribution des autres mécanismes dissipatifs obtenue par leur
modélisation.

En ce qui concerne le réverbérateur EMT140, la plaque vibrante est attachée par ses quatre
coins a une structure de support massive et tubulaire. Ces liaisons ne sont pas idéales, dans le sens
ou de I’énergie vibratoire est transmise au cadre lors de la mise en vibration de la plaque. Cette
transmission d’énergie due au couplage de la plaque avec ses supports produit un amortissement

quantifiable par ¢, . L’estimation expérimentale de «,, est présentée au §3.4.2.2.

2.4 Modele d’actionneur électrodynamique

Un réverbérateur a plaque nécessite un transducteur capable de mettre en vibration la plaque
a partir d’'un signal électrique en entrée. Ce transducteur doit étre capable d’appliquer une
force sur la plaque dans le domaine audible [20;20000] Hz. Le transducteur du réverbérateur
EMT140 est du type électrodynamique dont le principe de fonctionnement est le méme que
pour les haut-parleurs électrodynamiques. Il est composé d’'une bobine mobile et d’'un aimant
permanent fixe. Le support de la bobine est une surface cylindrique en laiton finissant en forme
de cone, dont I'extrémité est soudée sur la surface de la plaque. Autour de cette bobine mobile,
un aimant permanent génere un champ magnétique. Lors de la mise sous tension du circuit
électrique, le passage d’un courant dans la bobine produit une force de Laplace sur son support
proportionnelle au courant Fy, = Bli(t), permettant ainsi la mise en vibration de la plaque. Ce
phénomene produit aussi une force contre-électromotrice dans le circuit électrique proportionnelle
a la vitesse ecep, = Bli(t). En basses fréquences, le support de la bobine peut étre approché par
une masse M, subissant la force de Laplace mais aussi la force de retour de la plaque Fp. Le
systeme d’équations décrivant ce couplage électromécanique est :

, 0i ox
(2.61)
. 0%z

ou x(t) désigne le déplacement de la structure, i(¢) le courant parcourant la bobine et wu(t) la
tension aux bornes de 'actionneur. Les parametres purement électriques sont la résistance et
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I'inductance de la bobine R, et L.. Le facteur de force de 'actionneur Bl traduit le couplage
électromécanique. Il est le produit du champ magnétique B créé par 'aimant dans l’entrefer
et de la longueur de la bobine [. La force de 'actionneur sur la plaque peut s’écrire comme
Foy = Zp(w) X (w) ot Zp(w) est 'impédance mécanique de la plaque au point d’excitation. Sous
régime harmonique le systeme (2.61) s’écrit :

Uw) = ReI(w)+ jwLe I(w)+ Bl X(w),
(2.62)

Bl I(w) = [jwMy, + Zy(w)] X(w),
et la fonction de transfert entre la vitesse au point d’excitation et la tension aux bornes est :

B X(w) B BI
Hyp(w) = Uw)  (Re+ jwLe)(jwMy, + Z,) + (Bl)2 (2.63)

Une fonction de transfert utile pour l'identification des parameétres du modele est :

X(w) BI

grw) =75 = —. (2.64)
’ (W) M, + %

Jw
En hautes fréquences, I'impédance Z,, de la plaque tend vers une constante réelle. H 3 ;(w) a alors
une asymptote en hautes fréquences de valeur Bl/M,,. La mesure simultanée de la vitesse au
point d’excitation et de 'intensité parcourant I'excitateur permet d’obtenir Bl/M,,. Les ordres
de grandeur de ces parameétres, pour le réverbérateur EMT140, sont Bl ~ 1 N/A, M,, ~ 0.01 kg
et Z, ~ 25kg-s~t (cf. §3.6.2).

Ce type d’actionneurs peut avoir un comportement non linéaire provoqué principalement par
les grands excursions de la bobine [64; 81]. Ce phénomene n’a pas été approfondi au cours de
cette these.

2.5 Conclusion

Les choix de modélisation pour la description des phénomeénes physiques entrant en jeu dans
le fonctionnement d’un réverbérateur a plaque ont été présentés et détaillés.

Le modele de Kirchhoff-Love décrit les vibrations de flexion de faible amplitude d’une plaque
mince non amortie. Une partie importante du travail réalisé ici concerne la vérification des
hypotheses sous-jacentes a I'utilisation de ce modele pour décrire le réverbérateur :

— la méthodologie de vérification de ’hypothese de plaque mince pour une plaque isotrope

a d’abord été présentée. Pour le réverbérateur EMT140, 'erreur commise sur la vitesse
de phase par I'approximation de plaque mince est inférieure & 0.5% dans tout le domaine
audible,

— la linéarité des vibrations, qui dépend de ’amplitude du déplacement transversal, est assurée

par une excitation suffisamment faible,

— on a montré que 'influence de la tension mécanique appliquée a la plaque du réverbérateur

a travers ses points d’attache diminue avec la fréquence. La Figure 2.2 montre que, pour
I’ordre de grandeur des parameétres du réverbérateur, I'influence de la tension est négligeable
au dela de 100 Hz.

Les résultats de référence issus de ce modele sont présentés au §2.2.3. Ils permettront, d’une
part, de confronter les expériences a la modélisation au chapitre 3 et, d’autre part, de vérifier
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le comportement des algorithmes numériques par rapport aux solutions analytiques au chapitre
4. L’admittance au point d’excitation d'une plaque infinie Yy, = 1/(8phk) a été obtenue a par-
tir de son noyau de Green. On s’attend a retrouver expérimentalement cette valeur en hautes
fréquences, ou le comportement de la plaque s’approche de celui d’une plaque infinie, ce qui per-
mettra d’estimer phk. Par ailleurs, le calcul analytique de la réponse a une impulsion ponctuelle
d’une plaque finie sur des appuis simples permet la vérification des algorithmes de simulation du
réverbérateur a plaque, mais aussi la simulation de la réponse d’une plaque faiblement amortie
sur des appuis simples.

Finalement, ’adimensionnement du modele vibratoire pour une plaque isotrope a permis
d’identifier un temps caractéristique du probleme ty = L,L,/k, dont I'interprétation physique
n’est pas immédiate, mais qui apparaitra lors de I’étude de la densité de réflexions dans le do-
maine temporel et de la densité modale dans le domaine fréquentiel au chapitre 5.

La modélisation fine des principaux mécanismes dissipatifs entrant en jeu dans la vibration de
la plaque métallique du réverbérateur ont été détaillés ainsi que leurs limites de validité. L’amor-
tissement thermoélastique dépend uniquement de deux parametres physiques du matériau, R; et
C4 (2.37), et de I'épaisseur de la plaque h. Pour des matériaux avec une bonne conductivité ther-
mique, il s’agit de 'amortissement prépondérant en basses fréquences. La valeur asymptotique
en hautes fréquences est proportionnel & 1/h? : plus la plaque est mince et plus ’'amortissement
thermoélastique est important. Par ailleurs, le modele présenté ici, issu des travaux de Lambourg
[48], se préte bien a une simulation numérique dans le domaine temporel.

L’étude des modeles décrivant I’amortissement par rayonnement montrent une faible contri-
bution de ce phénomene a la dissipation totale des vibrations d’une plaque tres mince, ici
h = 0.5mm, dans le domaine audible. La quantification de ce rayonnement peut se faire mode
par mode ou globalement. On a présenté les deux approches pour une plaque mince sur des ap-
puis simples et dans un écran infini. L’approche mode par mode permet d’estimer la variabilité
possible de cet amortissement selon la déformée modale, mais son implémentation numérique est
difficile. L’approche globale fournit une courbe en fonction de la fréquence qui s’avere suffisante
pour simuler le comportement des plaques de densité modale élevée et avec une faible contribu-
tion de ce mécanisme dissipatif.

La modélisation de I’amortissement produit par la présence d’un matériau poreux a proximité
de la plaque vibrante a également été présentée. On suppose une plaque vibrante infinie avec
une plaque poreuse d’épaisseur finie a une distance donnée. A partir des parametres physiques
de la plaque poreuse, de la plaque vibrante et de la distance de séparation, on peut estimer le
rayonnement de la plaque vibrante en fonction de la fréquence. La présence de la plaque poreuse
augmente 'amortissement par rayonnement en basses et moyennes fréquences.

Pour finir, on a proposé un modele simplifié de ’actionneur électrodynamique et de son cou-
plage avec les vibrations de la plaque. L’excitation de la plaque dépend de I'impédance électrique
de I'actionneur, de sa constante de transduction Bl, de sa masse M, et de I'impédance mécanique
de la plaque au point d’excitation Z,(w). L’'impédance, rapport de force sur vitesse, quantifie la
résistance au mouvement opposée par la plaque.

Le chapitre expérimental qui suit présente les mesures dont les objectifs sont de vérifier la
validité des modeles qui ont été proposés ici et de déterminer les parametres intervenant dans
les modeles et correspondant au réverbérateur EMT140.



CHAPITRE 3

Mesures

3.1 Introduction

Afin d’estimer les parametres nécessaires au modele numérique du réverbérateur EMT140,
décrit au chapitre 4, on recourt a I’expérimentation. Les mesures ainsi réalisées permettent de
valider les modeles proposés au chapitre 2 et d’en identifier les limites.

Validation de I’hypothése de linéarité des vibrations

L’hypothese de linéarité est vérifiée a partir de la mesure de I’amplitude de vibration par rap-
port au niveau d’excitation de I'actionneur. Sous cette hypothese, le réverbérateur se comporte
comme un systeme linéaire et invariant dans le temps, qui peut étre caractérisé par sa réponse
impulsionnelle.

La réponse impulsionnelle du réverbérateur

Lors de son usage, ’entrée du réverbérateur est le signal d’alimentation électrique de ’action-
neur et sa sortie est le signal électrique de ’accélérometre. La mesure de la réponse impulsionnelle
de ce systeme permet de caractériser le réverbérateur dans son ensemble, et ce pour différentes
distances de séparation entre la plaque vibrante et la plaque poreuse.

Amortissement des vibrations
L’amortissement pour chaque distance de séparation entre plaque vibrante et plaque poreuse
est obtenu par analyse temps fréquence des réponses impulsionnelles de la plaque. Les résultats
obtenus permettent de :
— valider le modele d’amortissement thermoélastique et déterminer ses parametres Ry et C,
— mettre en évidence le transfert d’énergie de la plaque vers son support et quantifier I’amor-
tissement provenant de ce phénomene,
— valider le modele de Cummings permettant de prédire I’amortissement provoqué par la
présence d’une plaque poreuse a proximité de la plaque vibrante.

Constante de propagation

Pour une plaque isotrope non amortie le paramétre de propagation k, exprimé en m?/s et
défini par (2.9) est le seul parametre dépendant du matériau dans le modele de Kirchhoff-Love
pour une plaque isotrope. Pour des faibles amortissements, « régit la propagation des vibrations
de la plaque finie et amortie. Il peut alors étre estimé & partir de la mesure de la vitesse de groupe
des ondes de flexion dans la plaque.

37
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Densité modale du réverbérateur
Une haute densité modale est une caractéristique nécessaire pour une réverbération artificielle
de qualité. On se propose d’avoir acces a cette grandeur directement par la mesure.

Couplage de ’actionneur avec la plaque
Des mesures sur 'actionneur permettent d’obtenir les parametres du modele d’actionneur
proposé au chapitre 2 et d’en déterminer les limites de validité.

On insiste sur le fait que la grande plaque du réverbérateur EMT140 est loin d’étre un dispositif
expérimental idéal. Les systemes d’attache au bati, la tension appliquée aux 4 points d’attache
et la présence de l’actionneur et des deux capteurs soudés a la plaque sont des éléments qui
I’éloignent d’un dispositif de laboratoire, mais qui sont indissociables du systeme. De plus, en
raison de sa faible épaisseur et de sa position perpendiculaire au sol, la surface de la plaque
n’est pas parfaitement plane et on y retrouve de petites courbures locales. Ainsi par exemple, il
est difficile de comparer les déformées modales a des résultats connus de la théorie des plaques.
Une autre difficulté concerne l'identification des mécanismes d’amortissement, car la mesure
indépendante de la contribution de chacun des mécanismes dissipatifs n’est pas possible. En
particulier, on constate une transmission importante d’énergie de la plaque vers son support a
travers les points d’attache. La modélisation physique de cette transmission d’énergie est diffi-
cile, et il est nécessaire d’avoir recours a l'expérimentation pour en quantifier la contribution a
I’amortissement des vibrations de la plaque. Toutes ces difficultés ne facilitent pas la démarche
expérimentale.

3.2 Vérification de I’hypothese de linéarité des vibrations

Une des hypotheses du modele de Kirchhoff-Love présenté au chapitre 2 est la linéarité des
vibrations de la plaque. Les phénomeénes non linéaires ne sont pas souhaitables pour un dispositif
visant a simuler la réverbération acoustique, qui est un processus linéaire. La linéarité est assurée
lorsque 'amplitude du déplacement transversal de la plaque est suffisamment petite, évitant ainsi
I’apparition de non-linéarités géométriques. Ceci est en accord avec la limitation, imposée par
le constructeur, de 1.5 V en valeur de créte du signal électrique d’alimentation de I'actionneur
du réverbérateur EMT140. La relation entre signal électrique de 'actionneur et amplitude de

x107°
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F1a. 3.1: Module de la fonction de transfert H(w) = u(w)/U(w) entre le potentiel aux bornes de 'action-
neur U(w) en Volts et le déplacement au centre de la plaque u(w) en metres.

vibrations d’un point de la plaque est donnée par une fonction de transfert mesurable. La Figure
3.1 montre le module de cette fonction de transfert pour le déplacement au point central de
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la plaque. Le module de cette fonction décroit avec la fréquence et il est strictement inférieur
a un dixieme de 1’épaisseur de la plaque dans tout le domaine audible. On peut supposer que,
pour des excitations dont 1’énergie est concentrée en tres basses fréquences, soit dans la plage
[20; 75] Hz, le déplacement de la structure peut approcher le dixieme de son épaisseur et que
des phénomenes non linéaires peuvent apparaitre. Mais en général, I’énergie des signaux traités
par la plaque s’étale sur tout le spectre audible, et le déplacement de la plaque est inférieur a
10 pm pour le niveau d’excitation électrique maximal, ce qui est 50 fois plus petit que ’épaisseur
de la plaque. Le régime de vibrations des plaques est supposé linéaire pour ce rapport entre
déplacement et épaisseur [57], [82]. Une vérification a été faite en alimentant P’actionneur avec
un bruit blanc de 1.5 V en valeur de créte et dont 1’énergie est uniformément distribuée dans
Pintervalle [0; 12] kHz. Un déplacement maximum de 1 pum a été observé. Le comportement
vibratoire du réverbérateur EMT140 peut donc étre considéré comme étant linéaire et décrit par
le modele de Kirchhoff-Love.

3.3 Réponse impulsionnelle (RI)

On s’intéresse a la mesure du réverbérateur dans son ensemble, c’est & dire a la réponse du
systeme qui recoit un signal électrique alimentant ’actionneur et qui délivre un signal électrique
proportionnel a 'accélération d’un point de la plaque.

U() h(t U (1)

[V] [V]

Fi1G. 3.2: Schéma de la réponse impulsionnelle mesurée, dont ’entrée est le signal électrique d’alimentation
de Dexcitateur et la grandeur de sortie est le signal électrique fourni par I'accélérometre.

Dans le régime linéaire, la connaissance de la réponse impulsionnelle (RI) du systéme permet
de prédire sa réponse a n’importe quel signal d’excitation. L’analyse de cette mesure permet
d’établir certains parametres d’entrée du modele et de comparer la réponse expérimentale aux si-
mulations issues du modele physique. En particulier, 'analyse temps-fréquence de la décroissance
de la réponse impulsionnelle fournit le comportement fréquentiel de I’amortissement des vibra-
tions. L’acces a cette information nécessite une réponse impulsionnelle avec un rapport signal
sur bruit (RSB) élevé. Une RSB d’au moins 30 dB est ainsi nécessaire dans chaque bande de
fréquence. Un intérét supplémentaire de la mesure de la RI est la caractérisation possible de
I'effet de 'actionneur par comparaison de la RI avec I’admittance au point d’excitation de la
plaque.

3.3.1 Méthode de mesure

La mesure de la RI par excitation du systeme avec une source impulsionnelle n’est pas
conseillée en raison du faible RSB obtenu. Pour augmenter le RSB, la source impulsionnelle
devrait avoir plus d’énergie, ce qui est incompatible avec la contrainte de faible amplitude pour
rester dans le domaine linéaire des vibrations. Les méthodes actuelles de mesure de la réponse
impulsionnelle avec un meilleur RSB sont pour la plupart employées en acoustique des salles. Ces
méthodes ont connu un grand essor depuis quelques années grace a I’augmentation de la perfor-
mance des ordinateurs, qui permet le calcul en temps réel de la réverbération par convolution du
signal a traiter avec la RI. Dans ces méthodes, un signal d’excitation large bande, déterministe
et périodique est appliqué au systeme. La réponse du systéeme a ce signal est enregistrée puis
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traitée par un processus de déconvolution afin d’obtenir la RI. Les trois principaux types de si-
gnal d’excitation utilisés sont les séquences de longueur maximale (MLS) [75], les codes de Golay
[32] et le balayage fréquentiel [30], [31]. L’utilisation de ces méthodes suppose que le systeme
mesuré soit linéaire et invariant dans le temps, et le non respect de ces hypotheses peut conduire
a des mesures problématiques. La méthode choisie ici pour mesurer la RI du réverbérateur est le
balayage fréquentiel en raison de sa simplicité d’implémentation, de sa souplesse d’utilisation et
du rapport signal sur bruit obtenu satisfaisant.

On s’inspire des travaux de Farina [30], [31] concernant la mesure de la réponse impulsion-
nelle d’espaces acoustiques par des méthodes de balayage fréquentiel. La technique la plus simple
consiste a utiliser comme signal d’excitation un sinus dont la fréquence varie de facon linéaire
avec le temps. On emploie par la suite la terminologie “sinus glissant linéaire” par analogie avec
la terminologie anglaise linear sweep sinus.

3.3.1.1 Sinus glissant linéaire

La pulsation instantanée d’une sinusoide est la dérivée temporelle de sa phase ¢(t). Pour un
sinus glissant linéaire de durée T' secondes, si on impose les pulsations initiale et finale wy et ws,
on trouve une condition sur la dérivée de sa phase :

dé(t) w2 — w1
— =w —t. 3.1
o 1+ T (3.1)
Pour une phase initiale nulle, U'intégration de (3.1) conduit & l’expression du sinus glissant
linéaire :
w9y — W1 t2

z(t) = sin (6(t)), avec : o(t) = wit + T 5

(3.2)
L’échantillonnage temporel de z(t) & F's > wa/(27) donne 'expression du sinus glissant linéaire
discret z(n). On appelle y(n) le signal mesuré en réponse a 'excitation du systeme avec z(n). La
réponse impulsionnelle du systeme h(n) s’obtient alors par filtrage de y(n) avec le filtre inverse de
x(n). La réponse impulsionnelle du filtre inverse f;(n) est telle que le signal résultant du filtrage
de z(n) avec f;(n) soit une impulsion de Dirac. L’avantage des sinus glissants est que leur filtre
inverse est connu explicitement : le filtre inverse du sinus glissant linéaire z(n) de longueur N
échantillons est le retournement temporel de lui méme, f;(n) = z(N —n). La Figure 3.3 montre
le sinus glissant linéaire de durée T' = 2 s échantillonné a F's = 400 Hz et avec f € [0; F's/2] Hz,
et le signal obtenu par convolution avec son filtre inverse. On retrouve une impulsion retardée
de T'= 2 s en raison du retard total constant introduit par 'opération d’émission du signal z(n)
et le filtrage de x(n) avec f;(n). L’impulsion ne correspond pas complétement & une impulsion
de Dirac discréte 6(n) du fait de la troncature des signaux.

Le filtrage inverse du signal d’excitation est équivalent au filtrage de d(n) avec deux filtres a
réponse impulsionnelle finie (RIF) z(n) et fi(n). Par construction, la phase résultant de I’addition
des phases de z(n) et de f;(n) est linéaire avec la fréquence. Le filtre xz(n) % fi(n) est alors
équivalent a un filtre a phase linéaire dont ’amplitude est constante dans tout le spectre. Un
résultat connu de ce type de filtres est que leur retard de phase et leur retard de groupe sont
constants et de valeur égale a la moitié de la durée de sa réponse impulsionnelle. Ici le retard est
t = T s puisque la durée de z(n)* f;(n) est 2T Lorsqu’au lieu de convoluer directement x(n) avec
fi(n), on inseére entre les deux le systéme qu’on souhaite mesurer, c’est a dire z(n) * h(n) * f;(n),
on obtient un signal avec la réponse impulsionnelle du systeme h(n) retardée de T s.
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Fia. 3.3: (a) : forme d’onde d’un sinus glissant linéaire. (b) : convolution du sinus glissant avec son filtre
inverse.

3.3.1.2 Sinus glissant logarithmique

Si le systéeme mesuré a un comportement faiblement non linéaire, sa réponse au sinus glissant
contient des harmoniques & des fréquences multiples de la fréquence d’excitation. On constate
alors l'apparition d’'un bruit déterministe dans la réponse impulsionnelle obtenue par filtrage
inverse. Ce bruit est di a la contribution des différents harmoniques et il est corrélé au signal
d’excitation. A la différence du bruit aléatoire, ce bruit ne peut pas étre éliminé en faisant
la moyenne de plusieurs mesures. Farina montre que l'utilisation d’un sinus glissant dont la
fréquence varie de maniere exponentielle permet d’éviter ce phénomene [30]. On obtient alors la
partie linéaire de la réponse du systeéme séparément de la contribution de chacun des harmoniques
issus de la distorsion non linéaire. Avec un raisonnement similaire & celui qui a permis d’obtenir
(3.2), on obtient I'expression pour le sinus glissant logarithmique :

zo(t) = sin (6(t)),  avec: o) = m&ljw (chmtearen 1) (3.3)

Son filtre inverse est le signal lui-méme retourné en temps avec une enveloppe d’amplitude
décroissante. Cette enveloppe compense la distribution inégale de 1’énergie totale du signal, car

le signal d’excitation “passe plus de temps” en basses fréquences qu’en hautes fréquences. L’en-
veloppe décroit de 6 dB/octave et sa valeur initiale est de 1. Le filtre inverse est alors :

[t = 2T = DE@®),  avec:  B(t) = e /o) () (3.4)

A la différence du sinus glissant linéaire, la fréquence initiale ne peut pas, ici, étre nulle, ce qui
ne pose pas de probleme particulier. La Figure 3.4 montre les formes d’onde du sinus glissant
logarithmique de durée T' = 2 s échantillonné a F's = 400 Hz avec w; = 47 et wy = wF's, de son
filtre inverse et du signal résultant de la convolution des deux signaux.

Pour la mesure du réverbérateur on a donc retenu ’'utilisation d’un sinus glissant logarith-
mique en raison de cette immunité a de faibles non-linéarités.

Le choix de I'amplitude d’excitation résulte d’un compromis entre d’une part un RSB élevé et
d’autre part un comportement le moins non linéaire possible. On rappelle qu'un comportement
non linéaire apparait en tres basses fréquences pour des excitations importantes. Le niveau de
bruit de 'accélérometre est indépendant de I'amplitude du signal utile et de la fréquence. En
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F1a. 3.4: (a) : forme d’onde d’un sinus glissant logarithmique. (b) : filtre inverse du sinus glissant loga-
rithmique. (c¢) : résultat de la convolution du sinus glissant avec son filtre inverse.

pratique, a tres basses fréquences, le niveau du signal d’accélération est plus petit et le RSB
du signal de 'accélérometre devient faible. Puisque le niveau de signal utile est proportionnel
a amplitude d’excitation, on n’a pas intérét a travailler avec des amplitudes d’excitation trop
petites qui auraient comme conséquence un signal utile completement noyé dans le bruit. C’est
pourquoi les mesures sont faites avec un signal d’excitation d’amplitude 900 mV mesuré aux
bornes de ’actionneur. Pour ce niveau les non-linéarités restent encore légeres et 1'utilisation
d’un sinus glissant logarithmique conduit & des résultats de mesure satisfaisants.

3.3.2 Dispositif expérimental

Le dispositif de mesure consiste en un ordinateur équipé d’une carte audio externe M-Audio
Audiophile USB permettant d’émettre et d’enregistrer des signaux échantillonnés jusqu’a une
fréquence F's = 192 kHz et avec des échantillons représentés par 32 bits. Une sortie de la carte
audio est branchée sur un amplificateur de puissance QSC audio RMX 2450, dont la réponse en
fréquence est constante a +1 dB preés dans le domaine [20 Hz; 20 kHz|. La sortie de "amplifica-
teur alimente ’actionneur du réverbérateur EMT140. Le réglage du niveau est fait au niveau de
I’amplificateur pour émettre un signal d’amplitude de créte 900 mV.

Pour la mesure des vibrations, un accélérometre B&K 4374 est collé au point de mesure de la
plaque avec de la cire d’abeille. L’accélérometre est branché en sortie a un conditionneur Nexus
qui convertit le signal de charge (pC) en tension (mV). La carte audio enregistre la sortie du
conditionneur. Le logiciel libre Audacity est utilisé pour ’émission du signal d’excitation et pour
Penregistrement de la réponse du systéeme a une fréquence d’échantillonnage F's = 48 kHz.

Remarques sur le choix de I’accéléromeétre

Un matériau piézoélectrique est un matériau actif qui génere une charge électrique en fonction
de la force qui lui est appliquée. Dans un accélérometre piézoélectrique, ces matériaux agissent
comme un ressort qui relie la base de 'accélérometre & sa masse sismique. Lorsque 'accélérometre
subit des vibrations, une force égale au produit de la masse sismique par sa propre accélération
agit sur I’élément piézoélectrique. Si on consideére que la masse de la base (base + structure de
montage) est beaucoup plus grande que la masse sismique, ce systéme équivaut a un systéme
masse ressort avec une pulsation de résonance w, = k/ms, ou k est une raideur équivalente
et ms est la masse sismique. En pratique, la gamme fréquentielle utile de ’accélérometre est
déterminée par cette pulsation de résonance : pour w < 0.3w,, la réponse est linéaire a 10% pres.
Pour des pulsations plus grandes, on est trop pres de w, pour avoir une réponse en fréquence
constante. En regle générale, plus la masse sismique de 'accélérometre est petite et plus le
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Fi1c. 3.5: Représentation schématique des dispositifs de mesure de la réponse impulsionnelle et des signaux
intervenant dans la mesure. Les signaux auxquels on n’a pas acces sont notés avec .

domaine fréquentiel utile est large, mais en revanche plus faible sa sensibilité. Puisque la mesure
doit étre valable jusqu'a 20 kHz, I'accélérometre choisi est le B&K 4374, qui a une fréquence
de résonance de 85 kHz et une fréquence maximale utile de 26 kHz. Sa faible masse sismique
signifie une sensibilité faible, ce qui a pour effet un RSB faible en basses fréquences. Néanmoins,
un accélérometre léger perturbe peu la structure a mesurer (la masse totale du B&K 4374 est de
0.75 gr). La dynamique du point de mesure d’une plaque en acier de 0.5 mm est d’autant plus
perturbée que la masse de 'accélérometre est importante.

3.3.3 Un exemple de mesure

On montre ici la mesure de la réponse en accélération en un point de la plaque situé a la
méme position que le capteur de gauche d’origine du réverbérateur EMT140 (voir la Figure 1.4).
L’accélérometre de laboratoire est collé juste derriere le capteur d’origine, de 'autre coté de la
plaque. L’accélérometre utilisé est parfaitement calibré et on en connait les limites d’utilisation
en fréquence, a la différence de I’accélérometre d’origine du réverbérateur. Pour cette mesure, la
plaque poreuse est située dans la position la plus éloignée de la plaque réverbérante, d = 66 mm.
Le signal d’excitation est un sinus glissant logarithmique de durée T' = 100 s et de fréquences
initiale et finale f; = 20 Hz et fo = 20 kHz couvrant le spectre audible. Un signal d’excitation
long permet d’améliorer considérablement le rapport signal sur bruit de la réponse impulsion-
nelle obtenue par filtrage inverse. La Figure 3.6 montre le signal obtenu par filtrage inverse de
la réponse du systeme au signal d’excitation. On observe que la RI du systeme est effectivement
placée a T = 100 s, et elle est précédée de petites réponses impulsionnelles correspondant aux
énergies des harmoniques apparus pendant I'excitation. Dans le détail (b), on remarque que la
valeur maximale de la contribution de ces harmoniques est environ 40 dB en dessous de la “partie
linéaire” de la réponse.

Le RSB global de la réponse obtenue est d’environ 80 dB. A la fin de la réponse impulsionnelle,
quand toute I’énergie vibratoire de la plaque a été amortie, on retrouve un bruit a —80 dB. Cette
réponse impulsionnelle doit étre analysée par bandes de fréquences, dans lesquelles le RSB peut
étre tres inférieur. Une facon d’augmenter le RSB est de réaliser un post-traitement de la réponse
du systeme enregistrée. Pour cette opération, on utilise ’outil de réduction de bruit du logiciel
Audacity. Dans la réponse au sinus glissant, 1’énergie instantanée est concentrée dans un petit
intervalle de fréquences et la réduction de bruit est tres efficace. Il est important de souligner
que cette étape de réduction de bruit est réalisée sur la réponse du systeme au signal z(n),
avant de réaliser le filtrage inverse. Appliquer la réduction de bruit directement sur la réponse
impulsionnelle aurait modifié la réponse impulsionnelle utile. Avec ce post-traitement, apres
filtrage inverse du signal traité, on obtient un rapport signal sur bruit de 110 dB. La Figure 3.7
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Fi1G. 3.7: Détail a t = 3 s de la réponse impulsionnelle mesurée : sans application de la réduction de bruit
(a) et avec (b).

montre I’amélioration obtenue dans la réponse impulsionnelle & ¢ = 3 s, ou ’amplitude du signal
utile est de l'ordre de —70 dB. A cet instant, les vibrations restantes sont des basses fréquences
en raison de l’amortissement croissant avec la fréquence. On observe sur la Figure 3.7 (a) un
bruit perturbant le signal utile basses fréquences. Sur la Figure 3.7 (b) le bruit n’est plus présent
et le signal utile ne se voit pas modifié par le traitement de réduction de bruit.

3.4 Identification des parametres vibratoires

3.4.1 Amortissement moyen par bande de fréquence

Les mécanismes dissipatifs des vibrations du réverbérateur ont été présentés dans la modélisa-
tion. La description la plus détaillée de cet amortissement est donnée par I’amortissement modal,
ol une enveloppe de décroissance de la forme e~“! est associée au régime libre de chaque
mode de vibration. Néanmoins, la mesure du parametre o, pour chacun des pres de 25000
modes du réverbérateur dans le domaine audible est une tache fastidieuse et difficile a mettre
en ceuvre. Les analyses menées a tres basses fréquences avec la méthode paramétrique Esprit ne
sont pas concluantes, en raison de la tres grande densité modale et de la difficulté a valider les
résultats obtenus. Pour ces raisons, une description sous forme d’amortissement moyen par bande
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fréquentielle a été choisie pour caractériser expérimentalement la décroissance des vibrations du
réverbérateur.

3.4.1.1 Analyse temps fréquence de la réponse impulsionnelle

L’analyse temps-fréquence des réponses impulsionnelles mesurées est faite grace a la trans-
formée de Fourier a court terme (TFCT). Pour un signal x(n), elle est définie par [61] :

Xo k= Xn,27k/Ny] = Z [n+ m]w ]ej(zﬁ/Nf)km. (3.5)

m=0

Xk est la Transformée de Fourier Discrete (TFD) d’une portion du signal d’entrée pondéré par
la fenétre d’analyse x[n + m]w[m]. La fenétre w(m) est non nulle pour m € [0; L — 1] et nulle
ailleurs. Les pulsations discretes sont A\, = 27k/Ny avec Ny > L. En pratique, pour Ny = L,
cette représentation se calcule avec la commande Matlab© specgram. Les parametres de la TFCT
sont la taille des transformées successives Ny, le type de fenétre w(m) et le pas An d’avancement
dans le signal. An doit étre dans U'intervalle [1; Ny] pour éviter la perte d’information. On le
définit, & partir du recouvrement r €]0; 1] entre transformées successives, par An = [(1—7r)Ny],
ou [ | est Popérateur partie entiére par exces. Par exemple, un recouvrement de 50%, r = 0.50,
correspond & un avancement An = 0.5Ny, et chaque échantillon de 2(n) participe dans le calcul
de deux spectres locaux. L’analyse temps fréquence du signal temporel x(n) retourne la matrice

XiAn,k-

y A WWWW WWWWNMW I o Awrv\wmw '&WL VN'N/ W‘W\ M,\% .
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h(n) h(n) h(n) l h(n) i
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Y
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Fréquence

-------»

L.

Temps

FiG. 3.8: Analyse temps fréquence d’un signal par TFCT.

Pour un instant donné, c’est a dire ¢ = ¢ fixe, le spectre X; A, . est la transformée de Fou-
rier du segment de signal z(n) avec n € [igAn; igAn + N¢] pondéré par la fenétre d’analyse
w. Cette représentation donne une estimation de la répartition spectrale de 1’énergie tous les
An échantillons. Il peut étre interprété comme un échantillonnage & F's/An Hz d’un “spectre
instantané”. Plus An est petit et plus le recouvrement entre portions successives est grand. La
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résolution fréquentielle de chacun de ces spectres est donnée par Af = F's/Ny et la résolution
temporelle est At = An/F's. Cette opération peut étre aussi interprétée comme le passage de
x(n) dans un banc de Ny/2 + 1 filtres passe bande centrés a la fréquence f, = F's(k/Ny) Hz.
Pour plus de détails le lecteur peut s’adresser a [49].

Pour I’analyse du réverbérateur, le signal z(n) correspond a la réponse impulsionnelle mesurée
échantillonnée a F's = 48000 Hz. Une fenétre d’analyse de Hanning offre un bon compromis entre
largeur des lobes secondaires et primaire. Le choix d’une taille de transformée Ny = 1024 et d'un
recouvrement r = 0.9 fournit une représentation de résolution fréquentielle Af = 46.875 Hz et
de résolution temporelle At = 2 ms. Ces résolutions sont jugées suffisantes pour 'analyse de
I’amortissement du réverbérateur. L’estimation de la décroissance temporelle de chaque bande
fréquentielle X, j, d’index k est décrite ci-apres.

3.4.1.2 Analyse de la décroissance d’un canal

La décroissance de chaque bande X, ;, d’'index k peut étre estimée par régression linéaire, au
sens des moindres carrés, de X, 5, en échelle logarithmique par rapport au temps. La relation
entre amortissement « et la pente de la droite K;p exprimée en dB/s est donnée par :

a = Kyp1n(10)/20. (3.6)

L’évolution temporelle de I’énergie présente des oscillations et n’est pas strictement décroissante.
Ce phénomene introduit une incertitude lors de I'ajustement de la droite, qui dépend de I'in-
tervalle d’ajustement utilisé. La Figure 3.9 montre deux cas typiques de ces incertitudes d’ajus-
tement. La Figure 3.9 (a) montre les différentes droites obtenues pour 4 durées d’ajustement

0 0:5 1 1:5 2 2:5 3 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t[s] t[s]
(a) fx, =70 Hz (b) fr, =10 kHz

F1a. 3.9: Module de la bande fréquentielle de la TFCT centrée & fi, |X. ;| (-+-) et plusieurs droites de
décroissance ajustées de longueurs différentes (—). (a) : fr, = 70 Hz. (b) : fi, = 10 kHz.

différentes d’une bande faiblement amortie. La pente des droites, et donc l’estimation de «,
dépend de la durée de signal utilisée pour faire I’ajustement. Ceci est critique pour de faibles
durées, ou l'estimation de « est fausse. Par exemple, 1’ajustement sur Uintervalle ¢ € [0; 0.5] s
conduit & une pente positive. Pour étre précis dans l’estimation de «, ’ajustement doit étre fait
sur une portion trés grande de signal. Ceci est possible dans ce cas, puisque ’amortissement est
faible, mais il n’en est pas de méme pour des amortissements élevés, ou la durée utile est limitée.
La Figure 3.9 (b) montre la décroissance a f; = 10 kHz. L’amortissement est plus important que
dans le cas précédent et ’ajustement de la droite doit se faire sur une durée plus courte. De tres
petites variations de la durée du signal analysé peuvent conduire a des écarts importants dans
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Pestimation de 'amortissement. Par exemple, pour ¢ € [0; 0.5] s on obtient o = 6.21, tandis que
pour t € [0; 0.54] s on obtient o = 7.54. Ces différences sont dues a la présence d’un minimum
relatif a ¢t = 0.54 s, dont l'effet est 'augmentation de I'inclinaison de la droite quand il est pris en
compte. Il semble clair, d’apres ces remarques, qu’il est nécessaire de recourir a un moyen plus
robuste pour 'estimation de la décroissance.

3.4.1.3 Courbe de décroissance

L’estimation de la décroissance d’une réponse impulsionnelle est souvent traitée en acoustique
des salles a ’aide de la courbe de décroissance, définie par Schroeder [72] :

EDCy(t) = / = h%(7)dr. (3.7)

Cette courbe s’obtient par intégration, dans le sens inverse du temps, de I’énergie de la réponse
impulsionnelle h%(t). La valeur de EDC},(t) correspond & ’énergie restante de la réponse im-
pulsionnelle au temps t. EDC},(t) est donc une fonction monotone décroissante. Cette propriété
permet de contourner les difficultés liées aux oscillations et mises en évidence a la Figure 3.9. Dans
le domaine discret, I’équation (3.7) n’est plus une intégrale mais une somme sur des échantillons
discrets. L’application de cette courbe de décroissance a chaque bande k; de la TFCT s’écrit :

M
EDCXn,ki (m) = Z ‘Xn,kz‘ (3.8)

La borne supérieure n’est plus +0o mais un instant M au-dela duquel la réponse impulsionnelle
est négligeable par rapport au bruit [72]. La valeur de M doit étre soigneusement choisie afin
d’éviter une sous-estimation de la courbe par une troncature excessive de la réponse, ou une sur-
estimation de la courbe a cause de la contribution du bruit. Il est ainsi nécessaire de connaitre la
durée utile de la réponse, qui dépendra de ’amortissement de la bande fréquentielle. La méthode
pratique de calcul consiste & inclure dans la somme les échantillons de h2(t) dont la valeur est
supérieure au niveau de créte du bruit de mesure. Le niveau de créte est estimé a partir de
I’énergie de la partie finale de chaque bande, ou il ne reste que du bruit. Pour un bruit gaussien,
le niveau de créte est a environ 10 dB au dessus de sa valeur moyenne. En pratique, un choix
entre 6 et 8 dB au dessus du niveau moyen du bruit de mesure donne la dynamique maximale
de mesure. Ce choix avait déja était retenu par Jot lors de ’analyse de la réponse impulsionnelle
d’espaces acoustiques [40].

La Figure 3.10 montre ’application de cette méthode pour deux bandes différentes de la RI du
réverbérateur. Cette méthode est suffisamment robuste pour étre appliquée au calcul automatique
de 'amortissement de chaque bande de la réponse impulsionnelle.

3.4.2 Amortissement du réverbérateur EMT140

On rappelle que 'amortissement du réverbérateur EMT140 dépend de la distance de séparation
entre la plaque poreuse et la plaque vibrante. La réponse impulsionnelle du réverbérateur a été
mesurée pour différentes distances entre les plaques. Ces distances, données au Tableau 3.1, ont
été prises dans l'intervalle d € [10.72; 65.8] mm, correspondant aux configurations possibles
du réverbérateur qui nous a été prété. La mesure de d est faite toujours au méme point de la
plaque vibrante de coordonnées (x,y) = (1.68,1) m (bord supérieur de la plaque et coordonnée
horizontale de I'accélérometre de droite). Ces valeurs sont a prendre avec précaution. En effet,
la mesure de la distance entre les plaques est faite a ’aide d’un pied a coulisses et, pour des
raisons d’accessibilité, elle est uniquement possible aux bords de la plaque. Or la plaque en acier
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(a) fp =645 Hz, a =2.9 57! (b) fr = 12363 Hz, « = 6.6 s *

F1G. 3.10: Valeur absolue du canal fréquentiel de la TFCT | X. ;] (...), sa courbe de décroissance EDCx .
(- - -) et la droite ajustée par interpolation (—). (a) : canal fr = 645 Hz, a = 2.9 s71. (b) : canal
fr =12363 Hz, « = 6.6 s~ 1.

d [mm]

65.8 62.3 58.2 54.5 51.6
47.8 44.5 40.9 37.7 34.5
31.5 28.7 25.7 22.96 20.1
17.3 15.6 13.2 12.1 10.9

TAB. 3.1: Distances entre la plaque poreuse et la plaque réverbérante pour les mesures de RI réalisées.

présente des courbures locales en raison de ses grandes dimensions, de sa faible épaisseur et
du fait qu’elle est attachée au cadre uniquement a ses 4 coins. Les liaisons avec l'excitateur et
les accélérometres sont aussi sources de courbures. Les distances entre les plaques ne sont donc
pas constantes, et peuvent varier jusqu’a 4 mm selon ’endroit de la mesure. Il est donc impor-
tant de toujours faire la mesure de cette distance au méme point de référence. Le point choisi
ici est tel qu’il représente approximativement la distance moyenne de séparation entre les plaques.

Les amortissements obtenus par ’analyse des réponses impulsionnelles sont résumés dans les
Figures 3.11 et 3.12. La Figure 3.11 montre I’évolution de ’amortissement pour la position la plus
réverbérante. La Figure 3.12 montre ’amortissement pour 4 distances différentes, choisies pour
obtenir des écarts de « similaires entre les 4 courbes. L’effet de la plaque poreuse se fait sentir
principalement en basses fréquences. Plus la fréquence est petite et plus 'effet de la distance sur
« semble important. Pour des fréquences supérieures a 5 kHz, la variation de 'amortissement «
en fonction de la distance entre les plaques n’est pas significative, et les résultats de la Figure
3.11 sont valables pour toutes les configurations.

La présentation de ces résultats sous forme de temps de réverbération Ty plutot que de o
correspond mieux a la perception humaine de la réverbération. La Figure 3.13 montre ce temps
de réverbération pour 7 distances différentes entre la plaque poreuse et la plaque métallique. Ces
temps de réverbération sont longs en basses fréquences et peuvent atteindre 10 s. On remarque
que l'utilisation de la plaque poreuse permet de moduler assez finement le temps de réverbération
en basses et moyennes fréquences. Le temps de réverbération global dépend de la distribution
fréquentielle de I’énergie initiale de la réponse impulsionnelle, qui en particulier n’amplifie guere
les trés basses fréquences. Ces résultats sur I'amortissement total du réverbérateur servent a
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valider les modeles d’amortissement proposés au chapitre 2 et donnent acces aux parametres de
I’amortissement thermoélastique.

14 T T T

O 1 1 1
0 5000 10000 15000
f[Hz]

Fia. 3.11: Amortissement « estimé pour la configuration de distance maximale entre les plaques : d =
65.8 mm

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
f[Hz]

F1a. 3.12: Amortissement « pour différentes distances entre les deux plaques d = 10.9 mm (—) d =
13.2 mm(- - -), d=173 mm (- - -), d = 65.8 mm (- -).
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Fic. 3.13: Temps de réverbération Tgg pour différentes distances entre les deux plaques
d = 10.9, 13.2, 17.3, 25.7, 34.5, 44.5, 66 mm.

3.4.2.1 Amortissement thermoélastique

On rappelle que 'amortissement thermoélastique est donné par :

a(w) ~ w2R101 — e — R101
" 2(w2h2 + C2/h2) T 2p2”
8 Ty appy E
-2 _ . — —TH 3.9
i 7t pCe Dy =) avec L (3.9)
K. 7?
Ch = ,OCZ [rad m? s ].

Pour le réverbérateur EMT140, la valeur précise des parametres R; et Cq n’est pas connue a
priori. Les valeurs de chaleur spécifique C,, conductivité K, et coefficient de dilatation thermique
oy, dépendent du type d’alliage d’acier. Pour ’'acier, ces constantes physiques varient dans les
intervalles : C, € [402; 544] J K~! kg™!, K, € [33.1; 65.3] Wm™! K~ et a,,, €[9.3; 18] K~!
[10]. Un ordre de grandeur de R; et C; peut s’obtenir en prenant les valeurs les plus usuelles
pour D'acier de ces constantes physiques, ce qui conduit aux valeurs Ry = 9.5 x 1073 [ ] et
Cp = 1.7 x 107* rad m?/s.

On se propose d’utiliser les mesures d’amortissement pour déterminer les valeurs R; et C7.
L’amortissement utilisé correspond a la position de la plaque poreuse donnée par d = 66 mm, a
laquelle la contribution & ’amortissement de la plaque poreuse est négligeable. D’apres le modele
de rayonnement présenté au chapitre 2, la contribution de I’amortissement par rayonnement est
aussi négligeable. L’amortissement en basses fréquences est donc principalement thermoélastique.
De plus, I’évolution fréquentielle de ’amortissement mesuré en basses fréquences correspond a



3.4. IDENTIFICATION DES PARAMETRES VIBRATOIRES 51

12
10}
— 8 i
—
v, 6}
e}
4 L
2 L
O - 1 1 L
10° 10° 10"
f [Hz]

F1G. 3.14: Mesure d’amortissement pour d = 66 mm (—) et modele d’amortissement thermoélastique
ajusté avec Ry = 9.83 x 1072 et C; = 1.85 x 1074 (- - -).

celle de l'amortissement thermoélastique. La Figure 3.14 montre la mesure et le modele (3.9)
avec les parametres ajustés. Les valeurs obtenues sont Ry = 9.83 x 1073 et C; = 1.85 x 1074, qui
sont en accord avec 'ordre de grandeur attendu a partir des constantes physiques de 'acier.

3.4.2.2 Transmission d’énergie aux supports

On fait 'hypothese que la totalité de I’amortissement des vibrations est la somme des contri-
butions de 'amortissement thermoélastique, par rayonnement et de la transmission mécanique
aux supports. L’amortissement o, di au transfert d’énergie vers les supports a travers les points
d’attache est alors estimé comme ’amortissement total mesuré moins la contribution des amortis-
sements thermoélastique et par rayonnement. La Figure 3.15 montre les modeles d’amortissement

12
10t

o [s_l]

O N b O O

F1a. 3.15: Mesure d’amortissement pour d = 66 mm ( --- ), modele d’amortissement thermoélastique (-
- -), modele d’amortissement par rayonnement(- - -) et estimation de Pamortissement par transmission
d’énergie aux supports a ., (—) .

thermoélastique et par rayonnement, I’amortissement total mesuré et I’estimation de Iamortis-
sement par transmission d’énergie aux supports. Cette transmission d’énergie est négligeable en
basses fréquences et devient importante en hautes fréquences.

La validation expérimentale de 'existence de ce transfert d’énergie est obtenue par excitation
large bande de la plaque et par mesure simultanée de ’accélération en un point de la plaque
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Zp et de l'accélération en un point de la structure de support &,. S’il n’y avait pas de transfert
d’énergie ’accélération du support serait nulle dans tout le spectre.

Es(w)
Zp(w)

Une mesure relative de la transmission d’énergie est la fonction de transfert H.(w) =
entre 'accélération au support et ’accélération a la plaque, qui peut étre estimée par :
Zs(w)  Giip (W)

H(w) = @) G @) (3.10)

ou Gj,i, est autospectre de I'accélération i), et Gy, i, (w) est linterspectre des accélérations
Zs et I,. L’acquisition des signaux, le calcul des spectres et la génération du signal aléatoire
d’excitation large bande f € [0; 12] kHz sont gérés par le systéme d’acquisition Pulse de B&K.

A cause de la densité modale élevée de la plaque, on peut considérer que le comporte-
ment global de H.(w) est indépendant du point d’excitation. Cette affirmation a été validée
expérimentalement. A partir de la mesure de H.(w), montrée par la Figure 3.16, il n’est pas

IHO) (98]
3 3

|
D
o
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F1G. 3.16: Module de la fonction de transfert H. = &/, obtenue par excitation de la plaque et mesure
simultanée de I’accélération en un point de la plaque &, et sur le support &,. Cette mesure correspond a
la moyenne obtenue a partir de la mesure de ’accélération en 3 positions du support.

possible de valider quantitativement ’estimation de I’amortissement «,, faite précédemment.
Néanmoins, cette mesure prouve 'existence de ce transfert d’énergie. H. augmente a partir de
3 kHz, ce qui est le cas aussi pour o, .

3.4.2.3 Effet de la plaque poreuse sur amortissement

La mesure de 'amortissement des vibrations pour différentes distances entre plaque poreuse et
plaque vibrante permet d’estimer I’amortissement produit par la plaque poreuse, dont 1’épaisseur
est H = 13 mm. Ces résultats expérimentaux peuvent étre comparés aux prédictions du modele
de Cummings présenté au chapitre 2. La comparaison du modeéle avec les mesures d’amortisse-
ment est faite & partir de la différence d’amortissement A« entre deux distances d; et d; entre
la plaque poreuse et la plaque vibrante : Aa = ag, — ;. Cette comparaison permet de vérifier
I’accord entre modele et mesures et de déterminer les limites de validité du modele.

Pour le calcul du modele de Cummings (cf. §2.3.3) il est nécessaire de connaitre la masse
volumique peq et la vitesse de propagation c., du matériau poreux qui interviennent dans (2.59).
Ces deux parametres sont complexes et dépendent de la fréquence. Dans [19; 18] ils sont estimés,
pour un matériau donné, a partir de ’ajustement de données expérimentales. Ici, afin d’obtenir
un modele plus général, on utilise le modele de matériau poreux Limp [26], qui prédit peq et ceq
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a partir de la connaissance de la résistivité au passage de 'air et de la porosité du matériau. Le
modele de Limp tient compte de l'inertie de la phase solide du matériau poreux mais en néglige
la raideur. Pour le réverbérateur, d’apres Kuhl [45], la résistivité au passage de lair de la plaque
d’amortissement du réverbérateur EMT140 est 1.5 fois celle de Dair, c’est & dire 610.5 N s/m?.
Une valeur typique de la porosité pour ce type de matériau est prise en hypothese égale a 95%.
Avec ces valeurs des parametres d’entrée du modele de Limp, on obtient les valeurs complexes
Peq(w) et ceq(w) du matériau poreux.

La Figure 3.17 montre les prédictions de I'augmentation de I'amortissement produit par la
plaque poreuse pour les parametres du réverbérateur EMT140 et pour différentes distances de
séparation d décroissantes entre la plaque réverbérante et la plaque poreuse.

f[Hz]

FiG. 3.17: Prédictions du modele de Cummings de ’amortissement des vibrations produit par la plaque
poreuse sur la plaque vibrante de 'EMT140 pour différentes distances entre les deux plaques : d = 65.8 mm
(), d=173mm (- —-), d=13.2 mm(- - -) et d = 10.9 mm(—).

Ces résultats peuvent étre comparés aux amortissements mesurés. Pour estimer expérimen-
talement ’amortissement produit par la plaque poreuse sur la plaque réverbérante pour une
distance de séparation d;, il faut faire la différence entre ’amortissement mesuré avec la plaque
poreuse a d; et I'amortissement en absence de la plaque poreuse. En pratique, on calcule la
différence d’amortissement entre deux positions de la plaque poreuse Aa; = a4, — ®g,,,,, OU
Qd,... €st I’amortissement mesuré quand la plaque poreuse est le plus loin possible de la plaque
réverbérante. Pour la configuration d’origine du réverbérateur EMT140 on a d,,q, = 65.8 mm.
Pour comparer modele et mesures on calcule Ac; a partir des prédictions du modele et on la
compare a celle calculée avec les données expérimentales d’amortissement.

La Figure 3.18 montre la différence d’amortissement entre les deux positions extrémes de la
plaque poreuse d = 10.9 mm et d = 65.8 mm. Le modele est proche des résultats obtenus par la
mesure sauf pour les tres basses fréquences f < 170 Hz. Cummings montre dans son article que
son modele basé sur I’hypothese de plaque infinie peut sous-estimer le rayonnement en basses
fréquences dans certaines situations [18].

Pour la vitesse du son ¢, = 340 m/s, la condition f < 170 Hz correspond a la condition sur
la longueur d’onde de la pression acoustique A\, > 2 m. Cette dimension coincide avec la dimen-
sion caractéristique de la plaque. Pour cette raison on peut penser que l'origine des différences
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Fia. 3.18: Augmentation de 'amortissement des vibrations de la plaque du EMT140 entre les deux
positions extrémes de la plaque poreuse d = 65.8 mm et d = 10.9 mm : Ao = ay
le modele de Cummings (—) et par les mesures d’amortissement (- - -).

— Qg obtenu par

min max

entre modele et mesures en basses fréquences vient du fait que la modélisation de Cummings
suppose une plaque infinie. Une démarche expérimentale systématique avec des plaques de tailles
différentes permettrait de valider ou rejeter cette hypothese, mais cet approfondissement nécessite
trop de temps par rapport a l'intérét qu’il présente pour ’étude du réverbérateur a plaque.

3.4.3 Constante de propagation des ondes de flexion

. . s . N . 2 , . .
L’estimation précise du parametre de propagation x = % nécessite la connaissance

du module d’Young FE, de la masse volumique p et du coefficient de Poisson v. L’acier est un
alliage a base de fer avec un faible pourcentage de carbone dont les propriétés physiques peuvent
varier selon la composition de I'alliage. Si on n’a pas une connaissance a priori de ’alliage, les pro-
priétés de I'acier peuvent varier dans les fourchettes de valeurs suivantes : p € [7400; 8160] kg/m?,
E € [186; 215] GPa et v € [0.27; 0.3] [10]. L’indétermination sur ces parametres est de l'ordre
de 10%. La mesure directe du parametre de propagation x permet de lever cette indétermination.

Les expressions de la vitesse de phase cp;, et de la vitesse de groupe ¢y, des ondes de flexion
pour une plaque mince isotrope sont obtenues a partir de la relation de dispersion par :

. . . 9 9.4 . 9 Eh?
relation de dispersion : w® = Kkk", ou : K= ——————,
12p(1 — v?)
vitesse de phase : cpn(w) = % = VEkw, (3.11)
. dw
vitesse de groupe : cor(w) = T = 2V Kkw.
ko

La connaissance de cpp(w) ou de ¢y, (w) permet alors la détermination du parametre x. Pour une
plaque en acier d’épaisseur h = 0.5 mm, on s’attend & obtenir k = 0.764 =+ 6%. La vitesse
de phase a fy peut étre déduite a partir de la mesure de la longueur d’onde lors d’un forcage
harmonique a cette fréquence par ¢y, (fo) = Afo. L’ordre de grandeur de la longueur d’onde pour
Kk = 0.764 est de 2 cm pour une excitation a 10 kHz. Il est difficile d’estimer avec précision k
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parce que la tolérance autorisée sur la mesure de X est faible.

La mesure de la vitesse de groupe ne nécessite pas une résolution spatiale aussi importante.
cgr(fo) correspond a la vitesse de propagation de I'enveloppe d’un paquet d’ondes de fréquence
centrale fo. La vitesse cg.(fo) peut étre alors estimée a partir du temps de propagation s, q
d’un paquet d’ondes de fréquence centrale fy entre deux points séparés d’une distance d par
Cgr(fo) = d/ts, a. La précision de mesure sur cette distance, qui peut étre choisie bien plus
grande qu’une longueur d’onde, est moins contraignante que celle nécessaire pour la mesure de
la vitesse de phase.

En raison du comportement dispersif des ondes de flexion, la forme d’onde initiale subit une
distorsion lors de sa propagation, qui est plus grande lorsque son énergie s’étale fréquentiellement.
Cette dispersion est due a la dépendance en fréquence des vitesses de phase et de groupe. Plus
I’énergie du signal initial est concentrée a une fréquence donnée et moins ce signal sera déformé
au cours de sa propagation. C’est pourquoi on réalise les mesures de vitesse de groupe fréquence
par fréquence, avec des signaux de type sinusoide de durée finie. L’énergie d’une sinusoide est
d’autant plus concentrée autour de sa fréquence que sa durée est grande. Une sinusoide finie
s’obtient en pondérant une sinusoide infinie avec une fenétre rectangulaire, mais d’autres fenétres
peuvent étre choisies pour cette troncature. La transformée de Fourier de la sinusoide tronquée
est la convolution de la transformée de Fourier de la sinusoide infinie, d(fp), avec celle de la
fenétre, un sinus cardinal pour la fenétre rectangulaire. Les propriétés fréquentielles de la fenétre
déterminent alors comment 1’énergie est distribuée autour de la fréquence centrale. Alors, le choix
de la fenétre a une influence sur la distorsion du paquet d’ondes au cours de sa propagation.

3.4.3.1 Estimation du temps de propagation

Pour quantifier 'influence des parametres du signal initial sur la distorsion au cours de la
propagation, on étudie numériquement la propagation des signaux dans le milieu infini unidimen-
sionnel équivalent. Ce milieu est une barre d’Euler Bernoulli avec la méme relation de dispersion
que la plaque mais a une dimension. On simplifie ainsi les calculs tout en tenant compte du méme
phénomene de dispersion. Cette étude de la propagation des ondes de flexion est faite a I’aide des
techniques d’analyse spectrale proposées par Doyle [27]. La propagation virtuelle est faite par
application de 'opérateur de propagation au signal initial dans le domaine de Fourier spatial.
L’avantage par rapport aux différences finies est I’absence de dispersion numérique, puisque la
relation de dispersion est directement imposée lors de la construction de 'opérateur de propa-
gation. La Figure 3.19 montre la propagation d’une distance d = 0.3 m par superposition de la
forme d’onde & xg avec celle a xg + d. Le milieu de propagation est une barre infinie dont la
vitesse de groupe est donnée par (3.11) avec k = 0.7486. Le signal initial est une sinusoide de
fréquence fo = 5000 Hz et de durée Np = 5 périodes. L’objectif est de montrer les différents
comportements selon le choix de la fenétre. Dans un cas le signal est pondéré avec une fenétre
rectangulaire et dans l'autre avec une fenétre de Hanning. La vitesse de groupe du milieu a la
fréquence fy est cgr = 306.7 m/s, d’apres (3.11). On observe que la sinusoide pondérée avec la
fenétre rectangulaire est assez déformée lors de sa propagation. En raison de cette déformation,
I’estimation de sa vitesse de groupe a partir du déplacement de I’enveloppe d’un paquet d’ondes
n’est pas évidente. En revanche, la sinusoide pondérée avec la fenétre de Hanning maintient
une enveloppe presque constante au cours de sa propagation, et sa vitesse de groupe peut étre
estimée a partir de la durée de propagation de I'enveloppe. Le temps de propagation de ’enve-
loppe est estimé a partir de la corrélation du signal initial avec le signal propagé. Cette fonction
possede des maxima qui correspondent a la similitude maximale entre les deux signaux. Pour
une propagation non dispersive, la valeur maximale de la corrélation correspond en toute rigueur



56 CHAPITRE 3. MESURES

1.5 . . . 1 o~ .
. /ﬂ ) /1
LM ] o
i osf o[l /e
- i ] — AN A
S \|,||IHIL_\ S / A ,|'|||’\\
3 W TS e — 3 9 4 | ’{-w;-i-\,>‘_
o IR - o V S
g TRIRE | S 1 H!lal
TR | oy
i l|\ | 0.5 T
oty v
. U !,
-1.5 . . . -1 . v
5 6 7 8 9 5 6 7 8
ts] x 107 tis] x 107
(a) Fenétre rectangulaire (b) Fenétre de Hanning

F1a. 3.19: Signal initial (—) et signal propagé (- - -) d’une distance d = 0.3 m dans une barre d’Euler
Bernoulli et leurs enveloppes (- - -). Le signal initial est une sinusoide de fréquence fo = 5000 Hz et durée
5 périodes. (a) : sinusoide avec fenétre rectangulaire. (b) : sinusoide avec fenétre de Hanning.

au temps de propagation. Dans le cas dispersif traité ici, moins la distorsion est forte, plus on
s’attend a que le maximum de la corrélation corresponde au temps de propagation. En raison
de la nature ondulatoire de la corrélation obtenue (voir Figure 3.20), il faut utiliser 1’enveloppe
de la corrélation. La durée du parcours est alors estimée par le maximum de I'enveloppe. Cette
méthode est utilisée pour le traitement des signaux sismiques en géophysique [39]. L’enveloppe
du signal est donnée par la valeur absolue du signal analytique qui lui est associé. Le signal
analytique d’un signal réel quelconque est un signal complexe dont la partie réelle est le signal
lui-méme et la partie imaginaire sa transformée de Hilbert [61]. La Figure 3.20 montre le résultat
de ces estimations de vitesse de groupe pour les deux cas présentés précédemment. On remarque
que, méme pour la propagation avec distorsion du signal avec la fenétre rectangulaire, I'applica-
tion de la méthode conduit a des résultats cohérents, bien que la corrélation soit plus longue en
raison de I’étalement du signal propagé. L’erreur des estimations de vitesse de groupe pour les
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F1a. 3.20: Corrélation entre le signal initial et le signal propagé (—) et enveloppe de la corrélation (- -
-) pour les cas de la Figure 3.19. (a) : sinusoide avec fenétre rectangulaire. (b) : sinusoide avec fenétre de
Hanning.

deux cas est calculée par comparaison avec la valeur attendue ¢y = 306.7 m/s. Dans les deux cas,
les vitesses de groupe sont sous-estimées, avec une erreur de 0.64% pour le signal avec la fenétre
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de Hanning et de 2.19% pour le signal avec la fenétre rectangulaire. La précision reste acceptable
dans les deux cas, mais 'utilisation d’une fenétre de Hanning conduit a de meilleurs résultats.
Il faut tenir compte du fait que ’échantillonnage temporel introduit une limite sur la précision
temporelle qui peut avoir une influence sur l'erreur. Pour tous ces calculs, I’échantillonnage est
fait a F's = 192 kHz. Cette limite, correspondant a un décalage de +0.5 échantillon par rapport
au temps de parcours estimé, correspond & une erreur de +0.8% sur la vitesse de groupe. Cette
erreur d’échantillonnage est d’autant plus grande que le temps de propagation est court, c’est a
dire pour des distances petites et des fréquences élevées. L’erreur obtenue par la technique de
corrélation quand le signal initial est bien conditionné avec une fenétre de Hanning est inférieure
a celle due a I’échantillonnage temporel des signaux, et montre la robustesse et I'efficacité de la
méthode présentée.

Une remarque sur cette méthode lors de son application dans la réalité sur une plaque finie,
et non pas dans une barre infinie, concerne les réflexions aux bords qui peuvent perturber le
signal propagé qu’on veut comparer avec le signal initial. La durée du signal d’excitation doit
étre choisie suffisamment petite pour que les réflexions aux bords de la plaque ne viennent pas
perturber la mesure du signal propagé.

3.4.3.2 Dispositif expérimental et résultats

Le matériel du montage expérimental est un pot vibrant B&K 4810 avec une téte d’impédance
B&K 8001 et deux accélérometres B&K 4374 collés sur la plaque. La disposition des éléments est
indiquée sur la Figure 3.21. Le pot vibrant délivre une force sur la plaque a partir d’une entrée
électrique du type sinusoide pondérée avec fenétre de Hanning. La téte d’impédance mesure
l'accélération de référence Ref au point d’excitation. Deux accélérometres, Outl et Out2, sont
placés a 30 cm et 60 cm du pot vibrant horizontalement afin de mesurer deux signaux propagés. Le
systeme d’acquisition, Pulse de B&K, génere le signal d’excitation et réalise la mesure simultanée
des trois accélérations a une fréquence d’échantillonnage F's = 65536 Hz. On a réalisé une totalité

F1G. 3.21: Disposition des éléments de mesure sur le réverbérateur. Pot vibrant (In), accélérometre de
référence (Ref) et accélérometres pour la mesure du signal propagé (Outl et Out2).

de 36 mesures ou “tirs” avec des signaux d’excitation dont la fréquence varie entre 500 Hz et



58 CHAPITRE 3. MESURES

15 kHz et le nombre de périodes entre 3 et 10. Pour chaque mesure, on estime le temps de
propagation entre Ref et Outl, et entre Ref et Out2. Toutes les données mesurées n’ont pas
été exploitées en raison de I'influence des réflexions dans certains cas. La Figure 3.22 montre la
mesure pour un signal d’excitation de 5 périodes & fo = 3 kHz pour le couple (Ref, Outl) et le
processus d’obtention du temps de propagation.
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F1G. 3.22: Exemple de mesure pour le couple (Ref, Outl) avec un signal d’excitation de 5 périodes et
fréquence fo = 3 kHz. (a) : accélérations temporelles délivrées par Ref (—) et Outl(- - -). (b) : corrélation
des accélérations (—) et son enveloppe (- - -).

La totalité des résultats valables obtenus par cette méthode est montrée a la Figure 3.23, ou
chaque estimation de vitesse de groupe est représentée par x pour (Ref, Outl) et par + pour
(Ref, Out2). Chacune de ces valeurs correspond a la moyenne des résultats valables & une méme
fréquence. En général on moyenne deux ou trois estimations, chacune correspondant & un signal
d’excitation avec un nombre de périodes différents N = 3, 5 ou 10. Les réflexions aux bords de
la plaque limitent la valeur de N. En basses fréquences on se contente de Ny = 3 ou Ny = 3
et 5. En hautes fréquences les mesures peuvent étre réalisées avec Ny < 10. La Figure 3.23
montre également la régression linéaire par moindres carrés, qui fournit la valeur du parametre
de propagation x = 0.7846. Les points correspondants aux mesures sont bien alignés sur une
droite, ce qui confirme la validité de la méthode.
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F1a. 3.23: Estimations discrétes de la vitesse de groupe & partir de la propagation (Ref, Outl) (x) et la
propagation (Ref, Out2) (+). Droite de la régression linéaire sur ces mesures dont la pente est £ = 0.7846.
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3.5 Mesure de la densité modale

Une densité modale élevée est une des caractéristiques demandée au réverbérateur en termes
de qualité de réverbération artificielle. La densité modale d’une plaque mince peut étre calculée
analytiquement a partir de ses parametres physiques. La densité modale est presque indépendante
des conditions aux limites, et peut étre estimée a partir du cas simple de la plaque simplement
appuyée sur ses bords. Pour ce cas, ’expression analytique des fréquences modales est connue,
ce qui permet d’estimer le nombre de modes jusqu’a une fréquence donnée N,,(f). La densité
modale est alors donnée par [94] :

_ONw(f)  LoL, 1 L.L,

np(f) = af "~ om (Lz + Ly) Serf ~ 2n

Q

(3.12)

Quand la fréquence augmente, le deuxieme terme de n,(f) dans (3.12) devient négligeable et la
densité modale est constante, et est égale a n,(f) = 1.27 modes/Hz pour la valeur de s obtenue
par la mesure et la surface du EMT140.

Ici, on s’intéresse a la mesure de cette densité modale. Une estimation de la densité modale
peut étre faite a partir de 'identification du nombre de modes dans un intervalle fréquentiel du
spectre de 'accélération mesurée. Néanmoins, lorsque la densité modale est élevée, les modes
se superposent et ils ne peuvent étre détectés facilement & partir du spectre vibratoire. Une
alternative pour la mesure de la densité modale est basée sur des mesures d’admittance [41; 66;
15]. La densité modale n,(f) d’une structure peut étre estimée par [17] :

np(f) = 4MRe{Y (f)})s, (3.13)

ou M est la masse de la structure et (Re{Y (f)})s est la partie réelle de 'admittance au point
d’excitation moyennée en temps et en espace. Ce résultat est valable quand il y a au moins 5
modes par bande fréquentielle d’analyse et quand 'amortissement est suffisamment petit pour
que la fréquence propre du mode amorti soit tres proche de la fréquence propre du mode non
amorti [17]. La mesure de 'admittance au point d’excitation est décrite ci-apres.

3.5.1 Admittance mécanique de la plaque
3.5.1.1 Définition

L’admittance mécanique d’un systéme est définie comme le rapport complexe entre vitesse et
force. Cette grandeur permet de quantifier comment la plaque réagit a la force qu’elle subit de
Iactionneur. L’admittance est définie par :

V(W) = & Is/ke], (3.14)

ou Z(w) est la vitesse de la surface d’excitation et F'(w) la force d’excitation [17]. Cette définition
nécessite aussi de préciser la région d’excitation et la distribution de la force. Quand la force
agit sur un seul point, on parle d’admittance au point d’excitation (en anglais driving point
admittance). En pratique, une excitation est ponctuelle quand la taille caractéristique de la
région d’excitation est plus petite que le dixieme de la longueur d’onde minimale. L’intérét de
la grandeur Y (w) est qu’elle est indépendante du systéme d’excitation et est uniquement une
caractéristique de la structure mesurée.
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3.5.1.2 Méthode de mesure

L’admittance est souvent obtenue par mesure simultanée de ’accélération et de la force a
l'aide d’une téte d’impédance. La base de la téte d’impédance est fixée au pot vibrant et son
extrémité est fixée au point de mesure de la structure. La liaison entre la structure et la téte
d’impédance doit étre aussi rigide que possible et il faut s’assurer que la plaque est sollicitée
uniquement dans sa direction transversale. Un estimateur de la fonction de transfert Y (w) est
donnée par :

1 pr(w) 1

Y (w) est I'admittance mesurée. Gpp(w) est I'autospectre du signal de force et Gip(w) est
Iinterspectre des signaux de force et d’accélération. L’acquisition des signaux et les calculs de
ces spectres sont faits par le systeme d’acquisition Pulse de B&K. L’excitation du systeme est
un signal aléatoire large bande f € [0,12] kHz généré par Pulse. Ce signal est amplifié et en-
voyé en entrée d’un pot vibrant B&K 4810 équipé d’une téte d’impédance B&K 8001. Selon
les spécifications du constructeur, la mesure de la téte d’impédance est valable & £5% jusqu’a
6 kHz et & £10% jusqu’a 10 kHz. Le systéme d’acquisition donne acces a la cohérence entre les
deux signaux, permettant ainsi de s’assurer du comportement linéaire des vibrations pendant
la mesure. Le probleme qui est souvent associé a ce type de mesure est di a I'influence de la
téte d’impédance sur la mesure de force. Entre le capteur de force placé a 'intérieur de la téte
et la structure, il y a une masse. Cette masse provient de la téte d’impédance mais aussi de la
piece utilisée pour la fixer & la plaque. L’inertie de cette masse Fr; = ZAm perturbe la me-
sure de force, en particulier aux hautes fréquences. Cet effet est amplifié en raison de la faible
épaisseur de la plaque que 'on mesure. La Figure 3.24 montre comment la force mesurée par le
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Fia. 3.24: Correction de masse de la force du pot vibrant.

capteur Fj/(t) est modifiée par rapport a la force appliquée sur la structure F(t). En pratique,
la correction la plus efficace de ce phénomene s’obtient a partir d’'une mesure réalisée avec le pot
vibrant séparé de la plaque mais comprenant la téte d’impédance et I’élément d’attache [41]. On
appelle admittance de la téte d'impédance Yr; = (jwHrr)~! I'admittance du systéme obtenu
par cette mesure, o Hy; = Gpp/GF%. L’admittance réelle de la structure peut alors s’obtenir
par correction de la mesure avec Yy par :

y) =t _dw) @)/ Fuw)
F(w) Fuw)—Frr  1—(Pri(w)/Fu(w)) 10
Ym(w) 1 '

N 1- (Ym(w)/YT[(w)) - JZH:EF(W) : FC(LU),
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ou FC(w) est le facteur de correction appliqué & ’admittance mesurée pour obtenir ’admittance

réelle :
1

Fow) = 1= Hri(w) Hip(w)

(3.17)

Hrpy est souvent appelée dans la littérature masse dynamique de la téte d’impédance. Cette
grandeur, pour le dispositif de mesure qu’on a utilisé, est montrée par la Figure 3.25. Jusqu’a

-3
IH | [10°kg]

4 6 8 10 12
f [kHz]

F1a. 3.25: Masse dynamique de la téte d’impédance Hry(w) : partie réelle (—) et partie imaginaire (- -
-). Approximation par une masse constante (---)

f = 4 kHz, Hy; peut étre bien approchée par une masse Am = 3.28 - 1073 kg. Cette approxima-
tion, Yrr = 1/(jwAm), a été utilisée par d’autres auteurs [41; 66; 15].

3.5.1.3 Résultats de mesure

La Figure 3.26 montre les résultats issus de la mesure de 'admittance sans appliquer la
correction, celle corrigée a partir de I'inertie d’'une masse Am et celle corrigée avec la fonction
de transfert mesurée Hpr(w). Cette derniére correction donne les meilleurs résultats. Comme
prévu dans la littérature, ’admittance de la plaque tend vers une valeur asymptotique constante
[79]. Dans l'intervalle [10; 12] kHz l'admittance obtenue oscille encore un peu, entre —24 dB
et —31 dB. La valeur moyenne dans cet intervalle est de 0.042 s/kg (—27.5 dB). On s’attend
a que cette valeur asymptotique corresponde a l’admittance de la plaque infinie, donnée par
Yap = 1/(8phk). Pour la valeur de x mesurée précédemment, p = 7860 kg/m? et h = 0.5 mm,
on obtient Yy, = 0.0405 s/kg (—27.8 dB), qui est en trés bon accord avec la valeur mesurée. Cet
accord confirme la validité de ’estimation du parametre k.

3.5.2 Estimation de la densité modale a partir de admittance

Pour réaliser la moyenne spatiale de (3.13), on mesure 'admittance aux 9 points de la plaque
indiqués par la Figure 3.27. L’estimation de la densité modale par cette technique est montrée
sur la Figure 3.28. Sur (a) on présente 1’estimation obtenue sans moyenne spatiale, a partir d’une
seule mesure d’admittance. Sur (b) il s’agit de I’estimation & partir de la moyenne de ’admittance
mesurée en 9 points différents. La non prise en compte de la moyenne spatiale se traduit par
une oscillation importante autour d’une valeur moyenne de densité modale. La prise en compte
de la moyenne spatiale avec 9 points de mesure réduit ces oscillations parce qu’elle minimise
I'influence des participations modales de chaque point de mesure. La densité modale prédite par
la théorie des plaques ainsi que sa valeur asymptotique sont en accord avec les mesures sauf en
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F1a. 3.26: Admittance au point d’excitation de coordonnées (x,y)
correction (- - -), corrigée avec Am (— trait fin) et corrigée avec Hry(
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FiG. 3.27: Disposition des points de mesure de 'admittance pour ’estimation de la densité modale.

basses fréquences, oll I'expérimentation sous-estime d’environ 35% la densité modale. Une sous-
estimation lors de la mesure d’une plaque isotrope a déja été observée par Clarkson [14]. Il réduit
I’écart entre mesure et théorie en ajoutant de ’amortissement a la plaque. Cependant, ’auteur
ne commente pas en quoi ’ajout d’amortissement permet d’améliorer ’accord entre mesure et
théorie. Renji mesure la densité modale de panneaux sandwich nid d’abeille [66], et ses résultats
sous-estiment aussi la densité modale théorique d’environ 30% pour des fréquences inférieures &
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F1a. 3.28: Estimation de la densité modale du réverbérateur EMT140 & partir de 1’équation (3.12) (—),
la valeur asymptotique de (3.12)(- - -) et la valeur obtenue & partir des mesures d’admittance (4). (a) : a
partir d’une mesure d’admittance. (b) : par moyenne spatiale avec 9 mesures d’admittance en des points
différents.

1 kHz. Lui non plus ne commente pas cette divergence. Ce désaccord entre mesure et théorie,
qui n’est donc pas clairement justifié dans la littérature, est provoqué par une diminution de
la valeur moyenne de I’admittance en basses fréquences, ou ’amortissement et le recouvrement
modal sont plus petits, mais rien ne justifie que 'origine de ces différences soit une conséquence
du faible recouvrement modal.

3.6 Couplage actionneur-plaque

La mesure des parametres de I’excitateur du réverbérateur EMT140 permet de vérifier I’adéqua-
tion et les limites de la validité du modele d’actionneur proposé au chapitre 2.4. Ces mesures
démontrent que ce modele simplifié permet de décrire le comportement du couplage entre 1'ac-
tionneur électrodynamique et la plaque aux basses et moyennes fréquences. La principale diffi-
culté lors de ces mesures est liée au dispositif expérimental. L’actionneur électrodynamique du
réverbérateur EMT140 est soudé a la plaque réverbérante et il ne peut pas étre découplé de la
plaque pour étre mesuré indépendamment, ce qui rend difficile la détermination des parametres
du modele. D’autre part, 'admittance mécanique de la plaque ne peut pas étre mesurée au
point d’excitation en raison de la présence de 'actionneur. Grace a la densité modale élevée, on
peut supposer que le comportement global de I’admittance ne change pas de facon significative
selon I'endroit de la mesure. La précision de la mesure des parametres est affectée par ces diffi-
cultés, mais 'objectif principal de ces mesures reste de valider en termes globaux 'influence de
I'excitateur.

3.6.1 Mesures électriques

Le circuit électrique de ’actionneur est composé d’une bobine, qui est souvent modélisée
comme une résistance et une inductance en série. Pour mesurer I'impédance électrique du circuit
de Pactionneur, ’aimant permanent entourant la bobine est retiré. Alors le champ B est nul et il
n’y a plus de couplage entre le circuit mécanique et le circuit électrique. Le circuit électrique R-L
peut alors étre mesuré découplé de la transduction électrodynamique. La Figure 3.29 montre
le circuit permettant la mesure simultanée de l'intensité et de la tension électrique. Le signal
électrique d’un générateur de bruit pseudo-aléatoire est amplifié. I N7 et I No sont les deux voies
d’entrée d’impédance 100 k2 du systeme d’acquisition (Pulse de B&K) utilisées pour la me-
sure. L’intensité du circuit est mesurée indirectement a partir de la tension aux bornes d’une
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F1a. 3.29: Représentation schématique de la mesure simultanée de U(w) et I(w).

résistance connue R; = 100 €2 placée en série avec le circuit R-L. L’intensité parcourant I'excita-
teur est obtenue comme I(t) = (INy(t) — IN2(t))/R: et le potentiel aux bornes de 'excitateur
est donné par I Ny. La fonction de transfert de 'impédance électrique Z.(w) est estimée comme
le rapport de l'interspectre P,y = U(w)I(w) sur autospectre de l'intensité Pr; = I(w)I(w), ob-
tenu avec la fonction Matlab© tfestimate. L’utilisation des spectres moyens, calculés & partir de
la moyenne des transformées de Fourier de segments des signaux temporels, permet d’éliminer
une grande partie du bruit de mesure. La Figure 3.30 montre la fonction Z.(w) obtenue. Un

Re (Z,) [0

x 10*

im(2,) ]

0 0.5 1 15 2

f[Hz] % 10°

F1a. 3.30: Partie réelle et partie imaginaire de l'impédance électrique Z.(w) = U(w)/I(w) du circuit
électrique de I'actionneur sans aimant permanent.

comportement du type R, + jwL, décrit par deux constantes, est valable uniquement en basses
fréquences. Ce phénomeéne a déja été observé par la communauté scientifique étudiant le haut-
parleur électrodynamique et est attribuée a la présence de courants de Foucault, dont 'effet est
de diminuer I'inductance et d’augmenter la résistance en hautes fréquences [84], [24], [85].
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3.6.2 Mesures électromécaniques : M, et Bl

La masse M, de I’actionneur et son facteur de force Bl sont les deux parametres qui restent a
déterminer du modele. La mesure simultanée du déplacement de la plaque au point d’excitation

et de I'intensité permet de remonter a Bl/M,,, puisque H ; ;(w) = izp, et pour w suffisam-

M+ 22
Z . s .
ment grand =2 < M, et Hz j(w) =~ %. On mesure l'intensité avec le méme montage que pour
m
Z.. L’accélération est obtenue a partir d’une mesure de la vitesse sans contact par vibrométrie

laser.

La masse de 'actionneur peut étre estimée a partir de ses dimensions, de son épaisseur et de
la masse volumique du laiton, pour obtenir une valeur totale M,, = 7.2 - 1072 kg. Pour cette
valeur de la masse, Bl = 1.2 est la valeur du facteur de force qui s’ajuste le mieux aux mesures.
La Figure 3.31 montre le modele ajusté et la mesure pour Hz r(w).
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F1a. 3.31: Fonction de transfert H(w) = a(w)/I(w) entre I'accélération au point d’excitation et l'intensité
électrique parcourant l’excitateur : mesure (—) et modele avec I’ajustement des parametres (- - -), ou
Bl=12et M,, =7.2-1072 kg.

3.7 Conclusion

Les mesures réalisées sur le réverbérateur EMT140 ont permis de valider les choix de modélisa-
tion présentés au chapitre 2, d’identifier les limites de cette modélisation et de quantifier les
phénomenes pour lesquels on n’a pas de modele physique, comme ’amortissement di aux condi-
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tions aux limites de la plaque.

Il a été nécessaire de valider au préalable I’hypothese de linéarité des vibrations du réverbérateur
pour 'amplitude d’excitation délivrée par 'actionneur. La mesure de I'amplitude de vibration
par rapport a ’excitation aux bornes de 'actionneur du réverbérateur a permis de valider cette
hypothese. Cependant, pour les excitations dont ’énergie est concentrée en tres basses fréquences
le réverbérateur peut avoir un comportement faiblement non linéaire. Par ailleurs, la linéarité des
vibrations du réverbérateur est une qualité souhaitable pour simuler la réverbération acoustique,
qui est un phénomene linéaire.

En raison de la linéarité du réverbérateur, sa réponse impulsionnelle électrique permet d’en
caractériser le comportement tel qu’il est pergu lors de son utilisation en studio d’enregistre-
ment. On s’occupe ici du signal électrique de ’accélérometre obtenu en réponse a une impulsion
de tension électrique appliquée a 'actionneur. Cette réponse impulsionnelle a été mesurée par
balayage fréquentiel avec un signal d’excitation dont la fréquence varie exponentiellement. L’avan-
tage de cette méthode provient de son immunité aux légeres non-linéarités du systeme en basses
fréquences, mais aussi de sa facilité d’implémentation et du bon rapport signal sur bruit de la
réponse impulsionnelle obtenue.

Les mesures ont permis I'identification des parametres du réverbérateur EMT140 et la vali-
dation des modeles proposés. L’amortissement des vibrations a été obtenu par analyse temps-
fréquence des réponses impulsionnelles mesurées et par 1’utilisation de la courbe de décroissance
de Schroeder. Les résultats de ces mesures ont été comparés aux modeles d’amortissement pro-
posés. Les parametres Ry et C; du modeéle d’amortissement thermoélastique ont été estimés a
partir de I’amortissement mesuré en basses fréquences. L’amortissement da au transfert d’énergie
depuis la plaque vers son cadre de support a travers les points d’attache a été mis en évidence et
estimé. Finalement, la comparaison des amortissements pour différentes distances de séparation
entre plaque vibrante et plaque poreuse a permis de valider le modele de Cummings et les pa-
rametres choisis pour le matériau poreux. Cette comparaison montre que le modele est valable
pour f > 170 Hz. En-deca de cette fréquence, le modele sous-estime I’amortissement.

La valeur du parametre de propagation x = 0.7486 de I’équation de Kirchhoff-Love pour les
plaques isotropes a été obtenue a partir de mesures de propagation des ondes de flexion dans la
plaque. Ce parametre n’était pas connu d’avance en raison de la méconnaissance des propriétés
du matériau. Le dispositif expérimental est loin d’étre un cas parfait de plaque mince avec des
conditions aux limites idéales et il ne permet pas la détermination de k a partir de la valeur des
premieres fréquences modales. La plaque est soumise a une tension appliquée a ses quatre coins
et sa surface n’est pas parfaitement plate a cause de sa faible épaisseur, de sa position verticale
et du soudage avec 'actionneur et les capteurs. On a profité de la grande taille de la plaque qui
facilite la mesure de la vitesse de groupe fréquence par fréquence, pour obtenir x a partir du
comportement fréquentiel de la vitesse de groupe. Ces mesures montrent ’accord avec le modele
qui prédit une dépendance linéaire de la vitesse de groupe avec la racine carrée de la fréquence.

Une caractéristique nécessaire a la qualité des systemes de réverbération artificielle consiste
en une densité modale élevée. La densité modale du EMT140 a été mesurée a partir de mesures
d’admittance au point d’excitation. Elle tend vers une constante en hautes fréquences et cor-
respond bien a celle prédite a partir du modele de Kirchhoff-Love avec la valeur de x obtenue
précédemment. Pour des fréquences f < 2 kHz, la densité modale mesurée est sous-estimée.Outre
leur role pour estimer la densité modale, les mesures d’admittance servent également comme
donnée d’entrée pour le modele décrivant le couplage entre ’actionneur et la plaque.
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Finalement, les parametres du modele de couplage de ’actionneur électrodynamique avec la
plaque ont été mesurés. Le modele a été ajusté en basses fréquences, mais pour des fréquences
supérieures a 1.5 kHz il ne suffit pas a décrire le comportement mesuré. Le comportement com-
plexe des systemes électromagnétiques en hautes fréquences, et en particulier les courants de
Foucault, sont probablement responsables de ces divergences.






CHAPITRE 4

Simulation

4.1 Introduction

La premiere partie de ce chapitre concerne la résolution du modele continu décrivant les
vibrations de flexion des plaques minces isotropes présenté au chapitre 2. On rappelle que le
déplacement transversal w(zx,y,t) en tout point (x,y) de la plaque soumise & une densité de
force f.(xz,y,t) est solution du systeme :

' P
M, Dy Dy/2 0 dx?
02w
M, | =-m3|Dy2 Ds 0 a7 |
(4.1)
M,, 0 0 Di/2) | g2,
0xdy
2w 92M, M, M
i z v 9Z Ty g 1.
PhoE = o T o T Pamay A0t

La résolution du modele continu (4.1) dans un domaine fini nécessite I'emploi d’outils de cal-
cul numérique. On s’inspire de [48] qui traite de la résolution des équations de Kirchhoff-Love
dans le cas de plaques de géométrie rectangulaire, de matériau orthotrope et avec les conditions
aux limites idéales présentées au chapitre 2. Dans [48], ce probléme est résolu dans le domaine
temporel avec la méthode des différences finies (DF). On présente une synthese de ces travaux
ainsi que leur simplification pour les plaques isotropes : le schéma utilisé (§4.3.1), la condition
de stabilité (§4.3.2), les propriétés de dispersion numérique (§4.3.3) et 1’écriture numérique des
conditions aux limites du domaine (§4.3.4).

Pour la plaque non amortie simplement appuyée, on compare la solution de référence obtenue
par décomposition modale (DM) avec la solution obtenue par les DF. Ce cas simple permet de
déterminer I'influence de la discrétisation des DF sur la densité modale, qui est une des pro-
priétés clés de toute réverbération artificielle [40]. D’autre part, pour le jeu de parametres du
réverbérateur & plaque EMT140, on compare la réponse impulsionnelle (RI) analytique avec celle
obtenue par DF dans les domaines temporel et fréquentiel pour un méme point d’excitation et
d’observation.

69
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Au §4.3.7 on présente une formulation continue et son approximation numérique par les DF
[48] pour tenir compte des amortissements thermoélastique et par rayonnement dans le domaine
temporel. Pour la syntheése du réverbérateur a plaque, on étudie la validité de ces deux modeles
d’amortissement, leur degré de précision et leur influence sur le temps de calcul.

La deuxieme partie de ce chapitre présente la stratégie de synthese adoptée pour l'effet de
réverbération a plaque, qui est basée sur la synthese de la RI du réverbérateur. On souhaite en
effet obtenir des RI dont les propriétés d’amortissement et la distribution d’énergie totale sont
bien contrélées. Dans ce but, on présente une méthodologie de modification de ’amortissement
de la RI simulée, qui permet d’imposer le comportement fréquentiel de I’amortissement souhaité.
Finalement, on décrit la méthodologie pour I’égalisation de I’énergie totale de la RI, en prenant
comme exemple I'ajustement de 1’énergie de la synthese du réverbérateur EMT140 sur celle de
la mesure présentée au chapitre 3.

4.2 Simulation par décomposition modale

Pour la simulation des vibrations d’une plaque a partir de la décomposition modale, la connais-
sance des fréquences propres wp,, et des déformées modales ¢, (z,y) du systeme est nécessaire.
Pour le cas de la plaque rectangulaire d’épaisseur constante et avec des bords simplement ap-
puyés, on connait les expressions analytiques de ces grandeurs (voir §2.2.3.2), et la simulation par
décomposition modale est envisageable. Dans d’autres cas, comme par exemple pour la plaque
rectangulaire aux bords libres, Wy, et ¢omn (2, y) doivent étre obtenus numériquement. Si on tient
compte de la densité modale obtenue au §3.5, n,(f) = 1.27 modes/Hz, on estime a N = 25400 le
nombre de modes en dessous de la fréquence maximale audible 20 kHz et le systeme a 2N degrés
de liberté. Pour un probleme de cette taille, la résolution par des méthodes numériques permet-
tant d’obtenir les ¢nn(x,y) et wpyy, du probleme, comme par exemple les éléments finis, n’est
pas envisageable. La difficulté d’obtenir les ¢y, (x,y) et wp,y, pour une plaque avec N = 25400
modes est la principale limitation de la simulation par décomposition modale.

Une autre remarque concerne la quantité importante de mémoire nécessaire pour stocker
toutes les déformées modales ¢y, (x, y) avec une bonne résolution spatiale. Prenons I'exemple du
réverbérateur EMT140 : la longueur d’onde la plus petite du probleme est Aaorp.) = 0.00157.
Pour le stockage de chaque ¢y, (x,y) avec un échantillonnage spatial de la surface de la plaque
(ici 2 m?) & au moins la moitié de A(20kH=), On a besoin de 32455 nombres réels. Pour des réels
de 32 bits, le stockage des 25400 ¢y, (x, y) nécessite environ 3.3 Go de mémoire.

Le §2.2.3.2 montre que la synthese modale pour le cas non amorti équivaut a une somme de
sinusoides pondérées par des facteurs qui dépendent uniquement des parameétres de la simula-
tion : point d’excitation, point d’observation et fréquence propre du mode. On a vu également
que, pour le cas faiblement amorti, chaque sinusoide est amortie avec une enveloppe exponentielle
décroissante de la forme et oll ayy,, est la facteur d’amortissement du mode d’indices m et n.

Ces calculs peuvent étre optimisés en évitant I'utilisation des fonctions trigonométriques et
exponentielles. L’utilisation de filtres numériques conduit a des algorithmes de résolution plus
performants, ou la contribution de chaque mode est obtenue avec un filtre numérique d’ordre 2.
Le détail de la formulation est décrit en Annexe C, ou les filtres numériques dans le domaine
de la transformée en Z sont obtenus a partir de la transformation bilinéaire des filtres continus
dans le domaine de Laplace.
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4.3 Différences finies d’ordre 2 en temps et d’ordre 4 en espace

4.3.1 Présentation du schéma utilisé

Le principe des différences finies (DF) repose sur la discrétisation des variables temps et espace
des équations continues. Une fonction continue v(z,y,t) est alors approchée par une fonction
définie sur une grille repérée par les indices I, m et n, et notée :

v(w,y,t) = v(lAz, mAy, nAt) = v, (4.2)

ou Ax et Ay sont les deux pas d’espace et At le pas de temps. Les opérateurs différentiels
continus sont approchés par des opérateurs aux différences, obtenus a partir des développements
de Taylor [16]. Par exemple, pour construire une approximation de la dérivée seconde en temps,

on écrit les développements de Taylor & 'ordre 4 de v"*! et v™~! autour de v :
At? At?
vl =" — Atdp" + 7831;” - Su™ + O(AtY),

(4.3)

At? At3
’Un—’—1 =" + At@tv” + 78?’0” + T@E'Un + O(At4)

La somme de ces deux équations permet d’isoler une approximation de 97v" sous forme d’opérateur
aux différences entre les points de la grille temporelle :

n+1 n n—1
v — 2vl,m + Vm,

o2y = L A + O(AP?). (4.4)

L’erreur de 'approximation est proportionnelle au carré du pas de discrétisation ; on parle alors
d’erreur d’ordre 2 (en At). Cet opérateur est centré par rapport a la discrétisation, parce que
I'approximation est faite sur un point de la grille.

Pour la résolution du champ vibratoire le schéma utilisé est centré, explicite, d’ordre 2 en temps
(pour les opérateurs aux différences temporels) et d’ordre 4 en espace (opérateurs spatiaux). Ce
schéma est présenté en détail dans [48]. L’opérateur temporel discret d’ordre 2 est :

n+1 n n—1
D@y Um 200, + U,
(Dy U)l,m = AL2

— &2, + O(AL). (4.5)

Les opérateurs d’ordre 4 en espace approchant les dérivées secondes selon x et selon y sont :

1

(D;Sc%c)v);fm = m[—(vz@rzm + U9 ) + 16(V 1+ U1 ) — 3007,],
) (4.6)

(D;(,%,)U)Zm = W[_(v;?m—&-? + Vm—2) + 16(V] 1 + V1) — 3007,

et les opérateurs dérivée seconde croisée selon x et y sont :
(4),\n 1 n n n n

(ny U)H%M% = M [(0171,m71 T U2 me2 — Vim1mi2 — UlJrl,mfl)

+ 27(V 1 g1 + Utz T Vi m—1 t Vl2m) (@7)

n n n n
- 27(”l—1,m T U1 T Ugtme2 T Ul+2,m+1)

2/ n n n n
+ 277 (V' + Ut 1 — Vi 1m — Vime1) |
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DYV = 5y (OF gt +times ~ gt~ gmet
+27(y) 8m+d T U-lm43 T UL 8T U?+§,m—%) (18)
= 2T(0ls  a F ol sl s H s )
+ 272(“?—%,71@—% + Uln+§,m+§ - v?—i—%,m—% - vzn—;,m+%)

L’expression (4.7) corrige celle donnée par [48] et [13]. Avec les opérateurs aux différences
présentés ci-dessus, le systeme continu (4.1) est approché par le systeme discret suivant :

( (M)}, D\ D2 0 (DSw)f
(My)}, =—h¥|Dy/2 Dy 0 (Dyyw)im ,
n+1 n n—1 At? (4) n (4) n
wl7m = 2wl,m - wl,m + ,07 [(Dac;r Mﬂ?)hm + (Dyy My)l,m
(4 n n
+ Q(Déy)Mfy)l,m + (fz)l,m .

4.3.2 Stabilité

Le choix des pas de discrétisation des schémas numériques présentés doit respecter une condi-
tion de stabilité afin de vérifier la convergence de la solution numérique. Elle peut s’interpréter
comme une condition de bornitude des solutions numériques au cours du temps [16]. Pour le
schéma explicite présenté ici, avec un pas de temps donné At, il existe une valeur limite inférieure
de Az au dela de laquelle la solution numérique diverge.

On fait la différence entre deux définitions de la stabilité : [67]

— Stabilité faible : un schéma numérique est faiblement stable si la solution & un instant
donné T = nAt est bornée pour tout At par rapport a la norme euclidienne ||w"| =
(Zl,m |wlrfm|2)1/2'

— Stabilité forte : un schéma numérique est fortement stable s’il est faiblement stable et sa
solution est bornée quels que soient n et At.

D’apres ces définitions, pour un algorithme de syntheése sonore il est souhaitable d’avoir une
stabilité forte. La méthode de Von Neumann permet 1’étude de cette stabilité pour les milieux
infinis et homogenes. Il s’agit d’étudier chaque composante w’,, = W, elkalAztikymAy e g
transformée de Fourier en espace de la solution en régime libre. Le schéma est fortement stable
si, pour tout k,, k, et At, on a :

<1. (4.10)

Wn+ 1
W

Cette méthode, appelé aussi méthode de Fourier, est limitée puisqu’elle ne prend pas en compte
le comportement des schémas pres des bords du domaine. Les conditions aux limites numériques
doivent étre approchées soigneusement pour garantir la stabilité de la méthode numérique. Les
méthodes énergétiques permettent de trouver les formes conservatives des conditions aux limites
qui assurent la stabilité, mais leur application pour des schémas d’ordre 2 — 4 en 2 dimensions
s’avere tres complexe. Pour les domaines rectangulaires, on rappelle les résultats sur la stabilité
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déterminés par la méthode de Fourier dans [48]. L’introduction de wy’,, dans (4.9) donne :
Whitr + (BPAL2 — 2)W, + W1 = 0, (4.11)

avec :

2 1 2 1
b2:16[€1(X2—|—X4)2+§3(Y2+Y4)2

Azt 3 Ayt 3
(4.12)
4 7%()(2 + 1X4)(Y2 + 1}/’4) + 54% (X2 + 1X4)(Y2 + 1}/’4)
Ax?Ay? 3 3 Ax?Ay? 6 6 ’
ou :
A A 2D;
X:sin(kx2 x) , Y =sin <ky2 y) , & = h L (4.13)
1)

La condition de stabilité (4.10) est remplie si le discriminant du polynéme caractéristique associé
a (4.11) est négatif, ce qui se traduit par la condition sur le pas de discrétisation temporelle :

2
max(b)’

At < (4.14)

et, comme la valeur maximale de b est atteinte pour X2 = Y2 = 1, le critere de stabilité pour le
schéma s’écrit : )
At < . (4.15)

B 402 ([ & €2 €2 A &
2\/(3) <A79104 + Ax22Ay2 TZ‘I) + (6) AxQZyQ

Pour les plaques isotropes, ou £3 = &1 et & = 2&1 — &4, le choix naturel de la grille spatiale est
une grille isotrope ou Ax = Ay, et la condition de stabilité se simplifie & :

At _ 1
Ax? = 2,/€2(8/3)2 + €2((7/6)% — (4/3)2)

On remarque que la condition de stabilité peut s’écrire comme une borne supérieure du parametre
de Courant Friedrichs Lewy faisant intervenir At, Az? et les propriétés de la plaque & travers
les parametres &£ et &4. Pour une plaque donnée, la constante r,, correspond a la valeur limite
du rapport At/Axz? qui assure la stabilité du probléme infini. Si on souhaite pouvoir doubler la
résolution spatiale tout en conservant la stabilité, il est alors nécessaire d’échantillonner 4 fois
plus vite en temps.

= TIp. (4.16)

4.3.3 Dispersion numérique

La vitesse de propagation des ondes du systéme numérique n’est pas la méme que celle du
systeme continu en raison de l'erreur due a la discrétisation. Ce phénomene, qui dépend de
I’équation discrétisée, est étudié a partir de la dispersion numérique, définie par [16] :

c w

Qh — phnum — num , (4'17)
Cph w

ou cpp, et ¢pp,,,., sont respectivement la vitesse de phase du systeme continu et numérique.

La relation de dispersion du probleme continu pour la plaque isotrope s’obtient en cherchant
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des solutions de la forme w(t, z,y) = Ae/*teiF=¥+ikvy dans I’équation de la dynamique (2.5). On
obtient alors :

D k
w=k? o avec : k= /kZ + k2 et 0 =arctan k—y, (4.18)

€T

ol k est le module du nombre d’onde et 6 I’angle de propagation par rapport a ’axe des abscisses.
La vitesse de phase ¢, et la vitesse de groupe ¢y, des ondes de flexion sont alors :

w D 1/4
w=i=() v

(4.19)
Ow D\Y4
Cogr = — =2 | — w.
Pour déterminer la vitesse de propagation du systeme numérique, on doit trouver la relation de
dispersion du systeme numérique. Elle s’obtient en cherchant des solutions de la forme wy',, =

AedwnAtpikslAztikymAy qang 1’équation discrétisée, ce qui donne :

eijt —24 efijt

DN +¥ =0,
At
= 4sin? LQ —B2A2 =, (4.20)
— 2 . bAt
= —— arcsin ——
w =~ aresin ——,

ou l'expression de b est la méme que celle intervenant dans ’étude de la stabilité et est donnée
par (4.12). La pulsation numérique dépend alors de I’angle de propagation. Pour une propagation
suivant ’axe de discrétisation des z, (4.20) se simplifie & :

Az2\ ph

1.21
5 T3 Ty (4.21)

w = —— arcsin

At

2At | D < JkAz 1 41<;Ag;>]
S1n n ——— .

L’effet de la dispersion numérique est alors un décalage vers le bas des fréquences de résonance
lors de la discrétisation du systeme. La Figure 4.1 montre la dispersion numérique de ’équation
discrétisée avec le schéma 2-4 en fonction du nombre d’onde adimensionné k = k [kmaz (Emaz est
le nombre d’onde a la fréquence de Shannon). Pour les directions # = 0 (a) et 8 = /4 (b) les
différents courbes correspondent a la dispersion numérique pour différentes valeurs du rapport
At/Az? par rapport & la valeur limite de stabilité r,,, donnée par (4.16). On observe que :
— Perreur du schéma augmente avec le nombre d’onde,
— plus le rapport At/Az? est pres de la limite de stabilité r,, et plus I'erreur due 4 la dispersion
numérique est petit,
— Perreur est plus importante pour une propagation suivant la direction de discrétisation de
la grille ( = 0) que pour une propagation en diagonale (0 = 7 /4).
Pour une application en syntheése sonore, la fréquence d’échantillonnage F's = 1/At est sou-
vent fixée en avance. La discrétisation spatiale optimale (qui minimise I’erreur) est alors donnée
par la limite de stabilité : Ax? = At/r,,. La Figure 4.2 montre la dispersion numérique pour
la discrétisation “optimale” At/Az? = r,, et différents angles de propagation. Ces résultats
confirment la dépendance de I’erreur avec la direction de propagation. On dit alors que le schéma
est anisotrope, puisqu’il se comporte différemment selon la direction de propagation.
La Figure 4.3 montre le comportement de la dispersion numérique dans toutes les directions de
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k/k
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(b) = m/4

F1G. 4.1: Dispersion numérique pour le schéma aux différences finies 2-4 en fonction du nombre d’onde
adimensionné k/kpqz, avec kpmar correspondant & la fréquence de Shannon. Courbes pour différentes
valeurs de At/Az? =[0.2,0.4,0.6,0.8,1] x r,,, et pour une propagation dans la direction d’angle § = 0 (a)
et 0 =7/4 (b).

0.2 0.4 0.6 0.8 1
k/k

F1G. 4.2: Dispersion numérique pour le schéma aux différences finies 2-4 en fonction du nombre d’onde
adimensionné k/k,qqz, avec kpmq, correspondant a la fréquence de Shannon. Courbes pour différentes
directions de propagation.

propagation (entre 0 et 7/2 en raison de la symétrie du probleme). Chaque courbe correspond a
la dispersion numérique g;, pour une valeur de la fréquence adimensionnée F' = f/F's. On observe
que le schéma devient de plus en plus anisotrope lorsqu’on s’approche de la fréquence de Shannon.

Une conséquence de 'anisotropie du schéma est que l'erreur des différences finies sur la
fréquence propre de chaque mode dépendra de la déformée modale. L’erreur ne pourra alors
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Fig. 4.3: Isotropie numérique pour le schéma aux différences finies 2-4. Chaque courbe représente
Pévolution de la dispersion numérique en fonction de 'angle de propagation 6 € [0; 7/2] pour une valeur
fixe de la fréquence adimensionnée F' = f/F's. Courbes pour F' = 0,0.05,0.1,...,0.5.

étre corrigée par un simple décalage des fréquences propres en fonction de la fréquence, car des
déformées modales différentes cohabitant a des fréquences tres proches ont besoin de corrections
différentes. L’anisotropie du schéma rend aussi difficile la recherche d’un schéma qui minimise la
dispersion numérique par optimisation comme cela a déja été fait pour le cas du schéma a une
dimension lors de la simulation des vibrations de flexion des poutres [2].

La précision sur les fréquences propres n’est pas critique pour la simulation d’un réverbérateur
a plaque en raison de sa grande densité modale et donc de ’absence de hauteur dominante dans
sa sonorité. Néanmoins, un décalage fréquentiel important des fréquences propres se traduit par
un décalage sur 'amortissement, or le controle du comportement fréquentiel de ’amortissement
du réverbérateur est important. Une autre grandeur influencée par la dispersion numérique est
la densité modale, car le décalage des fréquences propres modifie leur densité dans l'axe des
fréquences.

4.3.4 Conditions aux limites numériques

Pour la simulation des plaques rectangulaires finies il est nécessaire d’approcher les conditions
aux limites idéales continues présentées au chapitre 2. L’approximation des conditions aux limites
par des opérateurs d’ordre 4 conduit en général a des schémas instables [16]. Pour contourner ce
probleme, on utilise un schéma d’ordre 2 a proximité des bords du domaine.

L’approximation des conditions aux limites est basée sur la méthode des images, qui consiste
a calculer des points fictifs en dehors de la plaque a partir des relations données par les conditions
aux limites numériques. Ces points fictifs sont ensuite utilisés pour la résolution des équations
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aux différences pres des bords.

Pour le calcul du déplacement a l'instant n 4+ 1 d’une plaque située dans le demi plan z > 0,
les conditions aux limites discretes sur le bord suivant I'axe y tel que x = 0 s’écrivent [48] :

1
Bord encastré : ngnl =0 et Dg(f)wg;} = E(w?# - w’_”f}m) =0.
Bord appuyé : wgzll =0 et (Mz)g , = 0. (4.22)
Bord libre : (My)3 =0 et DD (M5, +2DP) (Myy)3,, = 0,

ou les opérateurs intervenant dans la condition aux bords libres sont :

2 n 1 n n
Dﬂ(c )(Mx)o,m - m <(M:c)1,m - (Mx)—l,m>7

2) a1 \n 1 n n
D Mey)in = g (VT zmsryo + (M) 22

(Mo 10+ (M) 112

(4.23)

4.3.5 Densité modale numérique

La sous-estimation des fréquences propres du systeme numérique décrite par la dispersion
numérique peut s’interpréter comme une compression du spectre de la solution numérique par
rapport au spectre de la solution continue. Ce phénomene se traduit par une augmentation de la
densité de fréquences propres, ou densité modale. Néanmoins, & partir d’une certaine fréquence
seuil, la densité modale diminue au lieu d’augmenter. Pour une région fréquentielle, la densité
modale diminue quand le nombre de fréquences propres décalées vers cette région est inférieur
au nombre de fréquences propres qui ne sont plus dans cette région en raison de la dispersion
numérique. On étudie les effets de la dispersion numérique sur la densité modale a partir du cas
simple de la plaque non amortie sur des appuis simples, dont les fréquences propres du systeéme
continu sont connues analytiquement et données au chapitre 2 (2.16). Les fréquences propres du
systéeme numérique peuvent étre calculées a partir des valeurs continues et ’expression donnée
pour la dispersion numérique (4.20).

Pour estimer la densité modale, on divise le spectre f € [0; F's/2] en bandes de fréquences
de largeur égale. La densité modale est estimée comme le rapport entre le nombre de modes
présents dans chaque bande sur la largeur de la bande. Pour le systeme continu, on tient compte
des fréquences propres inférieures a la fréquence de Shannon F's/2. Pour le systéme discrétisé,
on fait 'hypothese que toute I'erreur responsable de la sous-estimation des fréquences propres
est due a la propagation des ondes numériques dans le milieu. L’influence de 'erreur due aux
conditions aux limites est alors négligeable. La grande taille des grilles utilisées pour la simulation
d’un réverbérateur justifie cette hypothese. Le nombre de fréquences propres a prendre en compte
pour le cas discret dépend de la capacité de la grille spatiale a les représenter. Les valeurs maxi-
males prises en compte pour les indices [ et m dépendent du nombre de points de discrétisation
selon les axes x et y respectivement. Pour représenter un mode d’ordre 4., la grille nécessite au
moins ly,q, + 2 points de discrétisation suivant I’axe des x. Le +2 provient du fait qu’il faut tenir
compte des deux bords ou le déplacement est nul. Cette condition est équivalente a un théoreme
d’échantillonnage, qui nécessite au moins deux points de discrétisation par longueur d’onde. Des
exemples en une dimension sont montrés par la Figure 4.4, ou le mode d’ordre le plus élevé est
représenté. La valeur l,,,, = N, — 2 est alors le nombre de modes du systeme numérique. Le
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systéme discret posseéde alors 21,4, degrés de liberté (ddl). Une interprétation a partir du rang
de la matrice d’amplification de la représentation matricielle des DF conduit au méme résultat.
Le nombre de ddl est deux fois le nombre de points ol le déplacement est calculé par ’algorithme
des DF, en raison de la dérivée d’ordre 2 dans I’équation de la dynamique. L’extrapolation pour

L L L
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N, =4 N, =3
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Fi1G. 4.4: Derniére déformée modale représentable d’une poutre sur des appuis simples sur des grilles
d’espace de 3, 4 et 5 points. Chaque cellule correspond a un point de la grille et le déplacement des
cellules noires est nul. Pour représenter le mode d’ordre [,,,, il faut au moins N, = [, + 2 points de
discrétisation (incluant les deux extrémités de la barre).

les deux dimensions est directe. Avec cette considération sur les modes présents dans le systeme
numérique, il est possible de calculer la densité modale numérique a partir des fréquences propres
numériques de la plaque sur des appuis simples.

2.5 i 1
1 |
— 2r 1 | N
g 1 o1
& 15 i oA ottt S
-8 I I .t
.g. 1r 1 1 .".... b
a 1 I
= 05f - - 1
F=0.16 F=0.42
0 | | | ...l....
0 0.2 0. 4 0.6 0.8 1

F=f/(Fs/l2) [u.a]

F1G. 4.5: Estimation de la densité modale d’une plaque non amortie sur des appuis simples : densité modale
du systéme continu calculée & partir de la connaissance des fréquence propres (X) et densité modale du
systéme obtenu par DF 2-4 calculée avec les fréquences propres décalées par la dispersion numérique (-).
Les lignes verticales discontinues séparent trois zones selon I'erreur de la densité modale n, numérique
par rapport & celle du systéme continu : F' < 0.16 Uerreur en n, est inférieure & 10%, 0.16 < F < 0.42
Perreur est supérieure & 10% mais la n, numérique reste égale ou supérieure a la n,, continue, F' > 0.42 la
densité modale numérique est inférieure a celle continue.

La Figure 4.5 montre I’estimation de la densité modale pour une plaque sur des appuis simples,
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pour le systeme continu n, et pour le systeme discret n,,, . . La plaque simulée a les parametres
du réverbérateur EMT140 : plaque en acier, d’épaisseur 0.5 mm et de dimensions 2 mx1 m.
La fréquence d’échantillonnage est fixée a 2000 Hz. L’estimation est faite dans 100 bandes de
fréquences réparties entre 0 et 1 kHz qui se recouvrent de 90%. Chaque bande a une longueur de
91.74 Hz. Pour la solution continue, la densité modale n, estimée est quasi constante, comme
prévu par la théorie des plaques. Pour la solution numérique, la densité modale n,,, — converge
vers n, uniquement pour F' < 0.16, ou F' est la fréquence adimensionnée par la fréquence de
Shannon. Dans le région 0.16 < F' < 0.42 il y a une augmentation de n,,, .~ due & la compression
du spectre, qui arrive a son maximum a environ F' = 0.3, puis il y a une forte diminution au dela.

Pour le systeme continu, d’apres la théorie des plaques minces, la densité modale dépend de
la surface de la plaque mais est indépendante du rapport entre ses dimensions latérales. On se
demande si pour le systeme discret, qui est anisotrope, la dispersion numérique affecte cette
propriété. La Figure 4.6 montre les résultats des n, et n,, — pour 4 plaques rectangulaires de
méme surface mais avec des rapports différents entre les cotés. On observe que la densité modale
des différentes plaques est tres similaire en continu et en discret.
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F1G. 4.6: Estimation de la densité modale de plaques de méme surface mais avec des rapports entre ses
dimensions I' = L,/L, différents : 1, 1/2, 1/4 et 1/8. On observe que le comportement des densités
modales continue et numérique ne dépend pas de I'.

4.3.6 Admittance mécanique du modele numérique

Le calcul par différences finies de I’admittance mécanique au point d’excitation peut s’effec-
tuer par excitation du modele numérique avec une densité de force impulsionnelle en temps et
localisée en espace f}',, = 0(n)d(l—1;)d(m—m;). Le premier élément du vecteur discret de densité
de force est non nul et les autres éléments sont nuls. La simulation numérique donne un signal
de déplacement, et la vitesse est obtenue par dérivation. On obtient alors la fonction de Green
numérique en vitesse en réponse a une force, dont la transformée de Fourier est ’admittance
mécanique Y (w) = V(w)/F(w). Les simulations de la méme plaque dont on a calculé la densité
modale (cf. Figure 4.5) ont été faites a différentes valeurs de fréquence d’échantillonnage et com-
parées a la valeur théorique obtenue par décomposition modale.
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Normalisation de f™ a différents F's

Lors de la comparaison de simulations a différentes F's, il faut tenir compte du fait que la quan-
tité d’énergie fournie au systéme numérique par une impulsion de force dépend de la fréquence
d’échantillonnage. La normalisation de la force d’excitation f™ est alors nécessaire. Le terme de
forcage des équations est une densité surfacique de force f™. La force est alors le produit f"Sg,
ou S = AxAy est la taille de I'aire d’une cellule de la grille spatiale. Comme la taille S; est
différente selon la F's de la simulation (en raison de la condition de stabilité), la force totale est
différente selon F's. Il faut aussi tenir compte de la durée d’application de la force, qui pour ce
cas est un échantillon, et dépend alors de F's. Ainsi, plus F's est petite et plus grande est ’énergie
fournie au systeme.
Supposons qu’on se propose de comparer deux simulations d’une impulsion de force discrete
ponctuelle dont les parametres sont F's,, Se, et f! pour la premicre simulation et F's;, Seip
et f] pour la deuxiéme simulation. On suppose F's; > F's,. Pour avoir la méme énergie d’ex-
citation du systeme a des fréquences inférieures & F's, /2, 'amplitude de 'impulsion du systeme

s N FN Sei, F's

numérique a F's,, doit étre f) = Zﬁﬁ.

Les signaux temporels de déplacement sont tronqués a t = 1 s et sont comparés dans le
domaine temporel et fréquentiel.

4.3.6.1 Domaine temporel

La Figure 4.7 montre le signal continu issu d’une décomposition modale (DM) & F's = 96 kHz
prenant en compte les modes jusqu'a 12 kHz et le signal issu d’une simulation par différences
finies a F's = 96 kHz. Les deux signaux temporels ont été filtrés avec un filtre passe-bas et sous-
échantillonnés d’un facteur 4 pour réduire les effets de la dispersion numérique. La superposition
des deux courbes de la Figure 4.7 est globalement bonne en raison de la concentration d’énergie
en basses fréquences, ou les effets de la dispersion numérique sont négligeables.

La Figure 4.8 montre le détail de la comparaison entre 1’évolution temporelle de la solution
discrete et de la solution analytique. Les différences entre le signal analytique et la simulation sont
visibles quand on diminue 1’échelle de temps. On remarque qu’au début du signal, en raison de
la présence de précurseurs a tres hautes fréquences caractéristiques de la propagation dispersive
des ondes de flexion, ’erreur numérique est importante.

4.3.6.2 Domaine fréquentiel

La Figure 4.9 montre le détail de la superposition de ces spectres a différentes localisations
fréquentielles. La corrélation entre la solution analytique et la simulation se dégrade avec 'aug-
mentation de la fréquence. A tres basses fréquences f € [0; 200] Hz, la superposition est parfaite.
Dans la plage [500; 700] Hz, les pics du spectre sont & la méme fréquence mais leur amplitude
peut étre un peu différente. A [1000; 1200] Hz, de légers décalages entre la position des pics
d’amplitude apparaissent. Finalement, a [8000; 8200] Hz il est difficile d’observer une superpo-
sition dans les spectres, et il n’est plus possible d’identifier les similitudes a cause de la grande
quantité de fréquences propres. Ces différences sont provoquées par la dispersion numérique a
laquelle il faut ajouter les imprécisions en raison de la discrétisation des conditions aux limites du
domaine. Néanmoins, méme si les spectres ne se superposent pas bien, le comportement global
(densité de pics, moyenne d’amplitude des pics) est tres similaire.
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FIG. 4.7: Déplacement au point d’excitation en réponse a une impulsion de force f}",, = 6(n)d(l—1;)6(m —
m;) obtenu par les différences finies 2 — 4 (a) et solution de référence obtenue par décomposition modale
(b). On observe un bon accord entre les déplacements obtenus par les deux méthodes dans les domaines

temporel et fréquentiel.
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F1G. 4.8: Détail du déplacement temporel de la Figure 4.7 : comparaison entre le signal analytique obtenu
par décomposition modale (- - -) et le signal simulé par différences finies. L’erreur est importante au début
du signal en raison de la présence d’énergie en hautes fréquences.

4.3.6.3 Comparaison pour différentes fréquences d’échantillonnage

Ces considérations sur l'identification des fréquences propres montrent qu’il faut évaluer plus
globalement le comportement entre simulation et solution analytique. Les signaux temporels
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Fi1G. 4.9: Détail sur les spectres de la réponse a une impulsion de force localisée de la Figure 4.7 : analytique
par DM(—) et numérique par DF 2-4 (- - -). En basses fréquences (a) la superposition entre les spectres
est parfaite tandis qu’en hautes fréquences (d) il n’y a pas de superposition & cause de la dispersion

numérique.

de déplacement tronqués a t = 1 s sont alors analysés a partir de leur densité spectrale de
puissance Py, (w). Cette grandeur est estimée a partir du périodogramme moyenné de Welch
T.(w) [61], calculé avec la fonction Matlab© puwelch. Cette méthode consiste & calculer plusieurs
périodogrammes a partir d’un signal en utilisant une fenétre glissante, dont la taille est trés
inférieure & celle du signal. Ainsi, il est possible d’avoir un spectre & peu pres lisse tout en tenant
compte de la totalité du signal pour son calcul. ’amplitude est donnée par la racine carrée de
la puissance. Pour estimer 'admittance, 'amplitude de la vitesse est obtenue comme le produit
de jw avec 'amplitude du déplacement. L’estimation de 'amplitude de I’admittance est donnée

par :

V()] = jw (To(@) 2. (4.24)
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La Figure 4.10 montre cette quantité pour simulations a F's = 24, 48, 96, 192 kHz et pour la
solution continue (DM). On observe que le phénomene de concentration des fréquences propres
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F1a. 4.10: Densités spectrales de puissance (dsp) de ladmittance au point d’excitation d’une
plaque non amortie et simplement appuyée, simulée par DF aux fréquences d’échantillonnage F's =
24, 48, 96, 192 kHz, et comparaison avec la dsp de la RI analytique obtenue par décomposition modale,
et dont le comportement temporel est donné par la Figure 4.7. Pour éviter d’avoir dans le domaine audible
le maximum relatif de la dsp de simulations par DF qui apparait & 0.3Fs/2, il faut faire la simulation &
Fs =192 kHz.

mis en évidence lors de I’étude de la densité modale des simulations est retrouvé dans ’allure de
l'admittance. A environ 0.3 fois la fréquence de Shannon, il y a un pic d’admittance provoqué
par la dispersion numérique des simulations. Pour éviter ce phénomene dans le domaine audible
(f < 20 kHz), on a besoin de simulations & F's = 192 kHz, ce qui augmente d’un facteur 16 le cotit
de calcul (cf. §4.3.8). On remarque aussi qu’en s’approchant de la fréquence de Shannon il y a
une augmentation importante de ’énergie, qui amplifie artificiellement les tres hautes fréquences.
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Effet de l’interpolation

Lors de la validation du comportement fréquentiel des simulations, on s’est apercu que le point
d’application de la force et le point d’observation du déplacement de la simulation doivent étre
choisis sur la grille, dont la résolution spatiale minimale est imposée par la condition de stabilité.
On pourrait étre tenté de calculer le déplacement en n’importe quel point par interpolation sur
ses 4 voisins les plus proches, mais cette sorte de moyenne équivaut a un filtrage passe-bas,
réduisant ainsi I’énergie en hautes fréquences, comme le montre la Figure 4.11.

x10°
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F1G. 4.11: Densité spectrale de puissance de 'admittance au point d’excitation d’une plaque simulée par
DF a F's = 192 kHz sans interpolation (noir) et avec interpolation (gris) du déplacement sur les 4 points
voisins de la grille. On observe l'effet de filtrage passe-bas produit par l'interpolation.

4.3.7 Prise en compte de ’amortissement
4.3.7.1 Modele continu

On rappelle les principaux résultats concernant la prise en compte de 'amortissement dans
les modeles temporels décrivant les vibrations de plaques minces proposés par Lambourg [48]
et basé sur le formalisme viscoélastique. Le modele de relaxation est la représentation la plus
naturelle et physique de la viscoélasticité, mais on peut montrer qu’il existe une représentation
différentielle équivalente, dont ’avantage est d’étre mieux adaptée au traitement numérique du
probleme. La représentation différentielle entre les tenseurs de contrainte et de déformation est
alors donnée par :

- iv: d%e (4.25)
n:1pn 8tm . .

N
"o
o+ D g = F
m=1
Les relations entre les moments fléchissants et le déplacement transversal des plaques minces
contiennent des dérivées temporelles jusqu’a 'ordre N. On peut alors décrire 'amortissement a

partir d’'une constante de rigidité complexe. Dans le domaine de Laplace, la rigidité complexe D;
s’écrit [48; 12] :

A+ > ooy 8" Pin

i , (4.26)
1+ Z%:l §"qm

Di(s) = D; (1 + di(s)) =D
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La relation différentielle dans le domaine temporel de la relation contrainte-déformation viscoé-
lastique pour les plaques minces s’écrit :

N om 5 N gm
1+ Z I Hem Mij =—-h"D; | 1+ Zp’"aTm W (4.27)
m=1 n=1

On peut montrer qu’en régime harmonique et avec ’hypothese de faible amortissement, les angles
de pertes s’écrivent :
Sm ([)Z(jw)) Sm (Dz(]w)> .
n; = arctan - ~ = Qm(d;(s)) - (4.28)
Re (Di ( jw)) D;
L’équation (4.26) est une classe particuliére de représentation des rigidités complexes ou l'opérateur
D;(s) est borné sous la condition gy # 0. La dissipativité de cette représentation dépend du choix

des parametres p;, et g,,. Pour le cas a une dimension la dissipativité est vérifiée si et seulement
sion a [48] :

Sm (Di(jw)) >0 VweRY (4.29)
Et pour une plaque orthotrope la condition de dissipativité est donnée par [48; 12] :
Dyp3
piv >0, psn >0, pan>0 et  pinpsn — 2N~ 0. (4.30)
4D1 D3

Dans ces conditions le modele continu dissipatif est physiquement bien posé. Par commodité,
on écrit par la suite la dérivation temporelle (jw du régime harmonique) dans le
domaine de Laplace : s = jw = 0;.

Application a ’amortissement thermoélastique
Le modele d’amortissement thermoélastique présenté au chapitre 2 a la méme structure que
le formalisme présenté ci-dessus. On peut alors I’écrire comme :

R15 > .
——F~ 3 =11,2,3],
sragm) T (431)

Dl(s) = Dl(l + dith(s)) = Dl <1 +

D4(8) = D4.

Application a ’amortissement par rayonnement

A partir d’une description approchée du rayonnement des plaques, Lambourg propose une
description de I’amortissement par rayonnement sous forme d’une constante de rigidité complexe
D; ray(s). Cette rigidité est obtenue & partir d'un développement de Padé & ’ordre 3 en fonction
de jw. La construction de D; ray() est faite pour approcher I'amortissement par rayonnement des
plaques finies. La constante de rigidité permettant de simuler 'amortissement par rayonnement
dans le domaine temporel est :

3 s \m
- 2 _ b (=
D; ray(s) = D; <1+ Paca Lm=t m(ﬁc) )
We

weph 373 ay(S)n

avec

we = 2 p , pulsation critique. (4.52)
“\ h2D;

ap = 1.1669,  a; = 1.6574,  ap= 15528,  az=1,

by = 0.0620, by =0.5950, by = 1.0272.
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Avec I’hypothese de faible amortissement et pour une plaque isotrope, le facteur d’amortissement

da au rayonnement pour le mode de pulsation propre w; est alors :
wj Wi ~

o = én(wi) ~ ;Sm(dl(wl)) . (433)

En réalité, la précision de I’approximation faite par (4.32) est bonne au dela de la fréquence

critique, mais pour des fréquences en dessous de la fréquence critique I’amortissement est sur-

estimé. L’obtention d’un modeéle plus précis mais aussi général que (4.32) nécessite d’augmenter

le nombre de termes du développement de Padé. La Figure 4.12 montre la comparaison des
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F1G. 4.12: Facteur d’amortissement en fonction de la fréquence pour le réverbérateur EMT140 rayonnant
des deux cotés : le modele temporel proposé par Lambourg (- - -), (4.32) et (4.33), est comparé au
modele de référence (Maidanik [53]) pour une plaque dans un écran infini simplement appuyée sur ses
bords (—). Comportement fréquentiel jusqu’a environ 5 fois la fréquence critique f. (a) et détail dans le
domaine audible (b), qui ici est en dessous de f.. Au-dela de la fréquence critique les estimations des deux
modeles sont similaires tandis qu’en dessous de la fréquence critique f. le modele de Lambourg surestime
I’amortissement.

comportements fréquentiels de ce modele de rayonnement avec celui de référence pour le cas du
réverbérateur EMT140. L’amortissement de référence est obtenu a partir du facteur de rayon-
nement moyen de Maidanik [53] pour une plaque sur des appuis simples et dans un écran infini
présenté au §2.3.2.2. Le modele (4.32) surestime l’amortissement par rayonnement en dessous de
la fréquence critique, et donc dans tout le domaine audible pour le réverbérateur EMT140. Ceci
est di au fait que le rayonnement moyen en dessous de f. est inversement proportionnel a la

surface et 'optimisation faite pour obtenir (4.32) correspond & une surface treés inférieure a celle
du EMT140.
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4.3.7.2 Modele discret

Les dérivées temporelles des modeles d’amortissement (4.31) et (4.32) sont approchées & partir
de I’approximation retardée & I'ordre 1 (f™ — f"~1)/At. Ainsi, les dérivées d’ordre 1, 2 et 3 qui
interviennent dans ces modeles sont approchées par :

DY = (f7 — 1) /AL = 0, + O(At)

1 I
Dl = DY o DIV = 5 (£ = 2" 4 £772) = 9 + O(A) (4.34)
1
Dg)fn — Dt(l) o Dt(l) o Dgl)fn — Aitg(fn . Bfn—l + 3fn—2 . fn—3) — attt + O(At)

Stabilité numérique

Un résultat important donné dans [48; 13] est que la dissipativité du modele continu est une
condition nécessaire a la stabilité forte du schéma numérique. On souligne que I'approximation
retardée & l'ordre 1 (4.34) conserve la stabilité. En effet, I'image des poles stables (dans le demi-
plan de Laplace partie réelle négative) par la transformation s — (1 —z71)/At est dans le cercle
unité du plan Z , ce qui correspond a des poles stables du systeme discret. Une autre type de
transformation qui conserve la stabilité est la transformation bilinéaire, mais on se contente ici
de Papplication des approximations (4.34).

Il n’est pas possible de donner une condition de stabilité forte pour le modele avec amortisse-
ment. Néanmoins, une condition nécessaire pour la stabilité faible du probleme est donnée dans
[48; 13] a partir de I’étude de la matrice d’amplification. Pour la discrétisation avec les opérateurs
(4.34) de la constante de rigidité (4.26), cette condition est la méme que celle de la plaque non
amortie mais en remplacant chaque constante de la plaque non amortie D; par D;p;n/q¢;n dans
I'expression des &; de (4.15).

Effets de la discrétisation sur ’amortissement

Pour 'application au réverbérateur a plaque, I'utilisation du modele temporel discret d’amor-
tissement par rayonnement, en plus de la surestimation de I’amortissement en dessous de la
fréquence critique, a deux autres inconvénients majeurs. D’une part, le cotut de calcul augmente de
fagon prohibitive en raison des séries de puissances de 0; intervenant dans la constante de rigidité
complexe (cf. §4.3.8). D’autre part, le comportement fréquentiel de ’amortissement du modele
continu (4.32) n’est pas le méme que celui du méme modele discrétisé avec 4.34. Ce phénomene
est montré par la Figure 4.13, qui compare "amortissement du modele continu (thermoélastique
et par rayonnement), obtenu par substitution de (4.31) et (4.32) dans (4.33), avec "amortissement
obtenu avec le modele discret pour différentes fréquences d’échantillonnage. L’amortissement du
modele continu est calculé a partir de (4.33). L’amortissement du modele discret est estimé par
analyse temps fréquence des RI simulées avec la méthode présentée au §3.4.1. L’erreur du modele
discret par rapport au modele continu vient de la formulation de I’amortissement par rayonne-
ment. Cette erreur devient importante a partir de 10 kHz, méme pour la simulation échantillonnée
a F's = 192 kHz. Ces différences vont dans le méme sens que la dispersion numérique : si on
suppose que I’'amortissement de chaque mode ne varie pas lors de la discrétisation, le décalage des
fréquences propres a pour effet de modifier le comportement fréquentiel de I’amortissement. En
particulier, pour un modeéle d’amortissement croissant (comme celui du rayonnement en dessous
de la fréquence critique), plus il y a de dispersion numérique et plus I'amortissement augmente
vite. Sur la Figure 4.13, on peut observer ce comportement, mais quand la dispersion numérique
augmente trop, 'amortissement a tendance a saturer, comme on le remarque pour la simulation
a F's = 48 kHz. En conclusion, la formulation numérique présentée pour I’amortissement par
rayonnement ne conduit pas a des résultats satisfaisants en dessous de la fréquence critique.



4.3. DIFFERENCES FINIES D’ORDRE 2 EN TEMPS ET D’ORDRE 4 EN ESPACE 89
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F1G. 4.13: Facteur d’amortissement en fonction de la fréquence pour le réverbérateur EMT140. Compa-
raison de 'amortissement du modele continu, estimé a partir de la rigidité complexe, avec ’amortissement
estimé des RI des simulations par DF a différentes fréquences d’échantillonnage : 48 kHz, 96 kHz et
192 kHz. L’erreur introduite dans I’amortissement justifie la recherche d’une alternative au modele de
rayonnement (4.33) discrétisé avec (4.34) pour controler 'amortissement des simulations.

4.3.8 Temps de calcul

On présente ici le temps de calcul de ’algorithme des DF pour le calcul d’une seconde de
RI du réverbérateur EMT140, a différentes fréquences d’échantillonnage F's, et en prenant en
compte ou non les modeles d’amortissement. Les simulations correspondent alors a la plaque
non amortie, a la plaque avec amortissement thermoélastique et a la plaque avec amortissement
thermoélastique et par rayonnement.

Les grilles utilisées dans les trois cas ont été définies a partir de la condition de stabilité de la
plaque non amortie, car I'influence des modeles d’amortissement sur la contrainte de stabilité est
négligeable. Le Tableau 4.1 présente le nombre de points de discrétisation des grilles obtenues en
fonction des fréquences d’échantillonnage utilisées. Compte tenu de la condition de stabilité, qui

24 kHz 48 kHz 96 kHz 192 kHz
N, | 77 108 152 215
Ny | 152 215 303 428
Nr | 11704 23220 46056 92020

TAB. 4.1: Grilles de discrétisation du réverbérateur EMT140 pour différentes fréquences d’échantillonnage
Fs =24, 48, 96, 192 kHz. Le nombre de points de discrétisation selon la direction x est NN, celui selon
la direction y est IV, et le nombre total de points de la grille est Nr.

impose Ax%nm /At constant, le nombre de pas dans chaque direction croit comme la racine carré

de F's. Le nombre de points total de la grille croit alors linéairement en F's.

Le Tableau 4.2 rassemble les temps de calcul effectifs de ’algorithme des DF programmé en
langage C pour un ordinateur cadencé a 3.4 GHz et avec 3 Go de mémoire vive. Le temps de cal-
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non amorti therm. therm. et ray.
24 kHz | 41 s 67 s 286 s (~ 5 min)
48 kHz | 168 s 287 s (=~ 5 min) 1044 s (=~ 17 min)
96 kHz | 689 s (~ 11 min) 1146 s (=~ 19 min) 4511 s (=~ 75 min)
144 kHz | 1571 s (~ 26 min) 2636 s (~ 44 min) 11379 s (=~ 3h 9 min)
192 kHz | 2814 s (= 47 min) 4662 s (~ 77 min) 21655 s (~ 6h 9 min)

TAB. 4.2: Temps de calcul en secondes pour les différents modeles discrets du réverbérateur EMT140 :
sans amortissement, avec amortissement thermoélastique (therm.) et avec amortissement thermoélastique
et par rayonnement (therm. et ray.). Comparaison pour différentes fréquences d’échantillonnage F's =
24, 48, 96, 144, 192 kHz.

cul varie avec le carré de la fréquence d’échantillonnage, car le nombre de points de la grille ainsi
que le nombre d’instants temporels discrets sont proportionnels a la fréquence d’échantillonnage.

Les modeles d’amortissement augmentent considérablement le temps de calcul. Pour le calcul
avec le modele thermoélastique, on a besoin d’environ 1.6 fois plus de temps que pour la plaque
non amortie, ce qui reste raisonnable. La prise en compte du modeéle par rayonnement, faisant
intervenir deux séries de puissances des dérivées temporelles jusqu’a ’ordre 3, nécessite environ 6
fois plus de temps que la plaque non amortie. Par exemple, la prise en compte de ’amortissement
par rayonnement pour une simulation de 7 secondes de la RI de 'EMT140 a F's = 192 kHz
nécessite alors 42 heures de calcul, et en plus introduit des erreurs d’amortissement (cf. Figure
4.13).

4.4 Stratégie de synthese

Une fagon d’appliquer l'effet de réverbération & un signal est de I'utiliser comme entrée (densité

de force sur la plaque) de I'algorithme des DF. Cette approche a deux inconvénients :

— Il est difficile d’avoir une formulation de I’amortissement pour les différences finies qui soit a
la fois précise et générale pour n’importe quel groupe de parametres. On a vu les difficultés
pour la simulation de ’amortissement par rayonnement (cf. §4.3.7.2, §4.3.8), mais on aurait
les mémes problemes pour les autres amortissements.

— Elle nécessite le calcul d’au moins un pas de temps par échantillon du signal a traiter. Le
calcul est tres colteux en raison du grand nombre de degrés de liberté (ddl) du systéeme
discret.

La simulation de la réponse impulsionnelle (RI) du réverbérateur a plaque permet de surmonter
ces deux difficultés. D’une part, on peut envisager de modifier la décroissance de la RI par bandes
de fréquence afin d’imposer le comportement fréquentiel de I’amortissement désiré. Ceci permet-
trait de contourner les problemes liés a la définition d’une formulation suffisamment générale et
précise de 'amortissement par rayonnement, mais aussi de tenir compte des autres phénomenes
d’amortissement, comme 'influence du matériau poreux a proximité (§2.3.3) ou I'amortissement
par transmission mécanique (§2.3.4). D’autre part, l'effet de réverbération peut s’appliquer par
convolution du signal a traiter avec la RI simulée. La convolution peut se faire dans ’espace
des fréquences, qui profite ainsi de I'optimisation du calcul de la transformée de Fourier rapide
(FFT). Ceci permet l'obtention d’un effet de réverbération en temps réel méme si la syntheése de
la RI n’est pas faite en temps réel.
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L’objectif est alors le développement d’une méthodologie de synthese de réponses impulsion-
nelles a la fois précise et flexible, qui puisse tenir compte des modeles fréquentiels d’amortissement
décrits au chapitre 2. Pour 'analyse des RI, le paragraphe suivant décrit le relief de décroissance,
un outil adapté a la représentation temps-fréquence des RI de réverbération.

Le relief de décroissance

Pour l'analyse temps-fréquence de la réverbération, les travaux de these de Jot [40] proposent
'utilisation du relief de décroissance (EDR). Dans ce qui suit on décrit les principales propriétés
de 'EDR ainsi que la fagon de I'obtenir a partir de la RI.

Le relief de décroissance est une représentation temps fréquence dont toute “isofréquence”
(coupe a fréquence constante) peut étre considérée comme une courbe de décroissance de Schroe-
der (3.7) évaluée localement au voisinage de la fréquence considérée. Si on dispose d’une représen-
tation temps-fréquence énergétique py(t, ) de la RI notée h(t), le relief de décroissance associé
EDRy(t, f) est défini par :

EDRh(t, f) = [OO ph(T, f)dT (4.35)

Il est souhaitable que I'intégration fréquentielle du relief de décroissance corresponde a la courbe
de décroissance de Schroeder EDC}(t) définie par (3.7), et que l'isotemps ¢ = 0 du relief de
décroissance au temps initial soit la densité spectrale de puissance |H(f)|?. Ces propriétés
s’écrivent :

0 “+oo
/ EDRy(t, f)df = /t h%(1)dr = EDCy(t),

=—00

- (4.36)
EDRy(t=0, f) = /t:O p(t, f)dt = [H(f)[>.

L’approche présentée au §3.4.1.3 pour la mesure de I’amortissement, basée sur la TFCT, n’a pas
ces propriétés. Le spectre courant futur de Page-Levin respecte ces propriétés [40] et il est donc
adopté comme relief de décroissance. Il est donné par :

400 , 2
/ h(r)e 92T dr| . (4.37)

=t

EDRy(t, f) =

Cette représentation permet alors la comparaison objective des différentes réverbérations et per-
met le calcul des criteres objectifs traditionnels de ’acoustique des salles.

Si on définit un temps ¢4, & partir duquel la réponse impulsionnelle est nulle, I’équation
(4.37) permet d’obtenir le relief de décroissance par évaluation de la transformée de Fourier sur
des fenétres de durée variable [7; ty42]. Cette méthode conduit a des résolutions fréquentielles
qui diminuent pendant qu’on avance en temps, car le nombre de points de la transformée de
Fourier diminue. Ceci est résolu en ajoutant des zéros a la fin du signal (zero-padding), et le
calcul de ’ED Ry, revient au calcul d’un spectrogramme avec une fenétre d’analyse suffisamment
longue pour contenir tout le signal (tronqué a t,,4;). Le recouvrement du spectrogramme dépend
de la résolution temporelle souhaitée pour le relief de décroissance. Pour la visualisation du relief
de décroissance, on passe souvent par un sous-échantillonnage de chacun des spectres, effectué
en sommant ’énergie par blocs fréquentiels voisins sur chaque isotemps.

La RI obtenue par DF contient toute 'information du systéeme numérique pour un point d’ex-
citation et un point d’observation. On peut alors envisager de la comparer avec la RI obtenue
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par les mesures. D’apres les considérations sur le relief de décroissance, deux conditions sont
nécessaires pour que l'effet de réverbération simulé soit le méme que celui mesuré. Il faut que
la décroissance a chaque isofréquence et que la densité spectrale de puissance de la RI soient
identiques. Néanmoins, la simulation par DF n’a pas pu tenir compte de tous les mécanismes
d’amortissement ni des égalisations d’énergie du systeme réel faites par ’actionneur et les cap-
teurs. Des modifications de la RI simulée sont alors nécessaires pour qu’elle puisse étre comparée
a la RI mesurée. Deux étapes de post-traitement du signal d’accélération obtenu par les DF ont
été développées afin d’ajuster le comportement simulé avec celui mesuré pour le réverbérateur
EMT140 : I'ajustement de I’amortissement et I’ajustement de 1’énergie totale.

Dans §4.4.1 on présente une routine d’ajustement de ’amortissement moyen par bande
de fréquence, dont ’objectif est de modifier une RI simulée pour qu’elle suive une spécification
fréquentielle de I'amortissement donnée. Cette spécification peut étre issue des mesures d’un
réverbérateur a plaque dont on souhaite reproduire le comportement, mais elle peut aussi étre
donnée par les courbes d’amortissement obtenues avec les modeles physiques d’amortissement
(cf. chapitre 2) pour un jeu de parametres donné.

Une fois que I'amortissement de la RI simulée est ajusté, le deuxiéme post-traitement est
l'ajustement de 1’énergie totale de la RI simulée. Cette égalisation de l’énergie permet
de tenir compte de l'effet de 'actionneur électrodynamique et de l'accélérometre de mesure du
dispositif réel. On peut alors, dans le cas du réverbérateur EMT140, comparer la synthese a la
mesure. Pour un signal d’alimentation électrique dont ’énergie est uniformément distribuée en
fréquence, le spectre de la force de 'actionneur sur la plaque n’est pas plat. Le comportement
temporel du couplage entre I’actionneur et la plaque ne peut pas étre simulé facilement. D’autre
part, la masse ajoutée de 'accélérometre réduit légerement 1’énergie de ’accélération du point
de mesure en hautes fréquences.

Pour la simulation du réverbérateur EM'T140, la spécification d’égalisation est calculée comme
la différence entre la réponse en fréquence simulée et celle mesurée. Mais on peut aussi imaginer
utiliser cette égalisation pour tenir compte de I'effet d’un actionneur virtuel, comme par exemple
un actionneur électrodynamique comme celui du §2.4.

4.4.1 Ajustement de amortissement

Pour la simulation d’un réverbérateur a plaque, l'utilisation d’'un modele complet d’amor-
tissement dans le domaine temporel a plusieurs inconvénients. Premierement, il est difficile de
construire un modele temporel qui tient compte de toutes les configurations possibles, en par-
ticulier par rapport a l'influence du matériau poreux a proximité et de ’amortissement par
transmission mécanique aux supports. Méme si on arrive a surmonter cette difficulté, et qu’on
a, pour une configuration donnée, un modele temporel d’amortissement basé sur le formalisme
de la viscoélasticité, comme celui utilisé dans [48]. Les inconvénients de ce type de modeles sont
I’augmentation considérable du temps de calcul et le décalage en fréquence du facteur d’amor-
tissement produit par la dispersion numérique.

On propose ici une méthode de modification de la décroissance par bande de fréquence de la
RI. Pour une RI, I'amortissement correspond a la décroissance de ’énergie au cours du temps.
Pour un signal harmonique amorti x = Ag cos(wt)e™ %l ol ayy; est le facteur d’amortissement,
le changement du facteur d’amortissement de ain; a agp se fait par multiplication avec le signal
e~ (asp—aini)t Lo probleme devient plus complexe quand au lieu d’une sinusoide on a une somme
de N sinusoides uniformément distribuées dans le spectre [0; F's/2].
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PARAMETRES DE LA SIMULATION {P}
BS algorithme DF
PLAQUE materiau : E, P,V, Rl 9 Cl , .
géométrie : L, L, h { P} plaque thermoélastique
D> excitation: f(n)=35(n)5(,,,m,)
C.L. libre, encastrée ou appuyée
E/S e (xi"’ yi") W (Lo Moy ) psroni:
point(s) d’observation(xobs , yobs) ¥
dérivée seconde numérique ( D (2))
Fréquence échantillonnage Fs = 192 kHz par rapport au temps !
(par défaut) .
W (Lo Moy ) psroi:
A 4
filtrage passe-bas f, = 20kHz
+
sous-échantillonnage facteur 4
amortissement par rayonnement W(lobs s My )Fs:48kHz
(estimation de Maidanik) A 2
+ a(f) ajustement de
e —— s .
autres amortissements I"amortissement
(plaque poreuse, expérimental, .
amortissement arbitraire) W, (lobs > Mops )FS248kHz
A 4

égalisation de
I’énergie totale

Wa,E (labs > mobs )Fs:48kHz

F1G. 4.14: Processus de synthese d’une RI de réverbérateur.

On propose ici une méthode consistant a modifier la représentation du signal dans ’espace
temps-fréquence et a reconstruire le signal a partir de la représentation temps-fréquence mo-
difiée. Il s’agit alors de déterminer la modification nécessaire pour que le signal modifié suive au
mieux la spécification fréquentielle d’amortissement. L’enjeu ici est de minimiser I'erreur due a
la limitation sur la précision simultanée en temps et en fréquence de la représentation (dualité
temps-fréquence).

4.4.1.1 Description de I’algorithme

Le signal en entrée de I’algorithme est la RI simulée h(n) de taille Ng., = t, F's échantillons,
ou F's est la fréquence d’échantillonnage et t; est la durée de h(n) en secondes. L’analyse de
son amortissement avec la méthode décrite a §3.4.1 fournit la courbe ;n;(fn), qui décrit la
décroissance de ’énergie dans chaque bande de fréquence centrée sur f, et de largeur Af. Ici,
@ini(fn) correspond a 'amortissement thermoélastique simulée avec les DF. L’objectif de ’algo-
rithme présenté ci-dessous est de modifier h(n) pour qu’elle suive une spécification d’amortis-
sement oy (fr). Cette spécification correspond a ’amortissement mesuré pour un dispositif réel
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donné ou elle peut étre donnée par les modeles physiques d’amortissement décrits au chapitre
2. L’enveloppe e2(n) = e@sp(fn)=cini(fn) définit la décroissance & appliquer & chaque bande
fréquentielle.

L’approche de la modification de ’amortissement s’appuie sur l'utilisation de la Transformée
de Fourier a Court Terme (TFCT) comme un banc de filtres passe bande. L’algorithme se divise
en trois parties :

— analyse temps fréquence avec la TEFCT de la RI obtenue par la simulation,

— modification de la représentation temps fréquence obtenue,

— reconstruction de la nouvelle RI & partir de la représentation temps fréquence modifiée.

On rappelle la notation utilisée pour la TFCT au §3.4.1 :
L—1 '
X = X[n, 20k /Ny =3 x[n + mjw[m]el @7/Nokm, (4.38)
m=0

Xk est la Transformée de Fourier Discrete (TEFD) du signal, obtenue & partir du produit d’une
portion du signal étudié x[n] fois la fenétre d’analyse w[m| de longueur L. Les parametres de
cette représentation sont la taille des TFD successives Ny = L, le type de fenétre w(m) et le pas
d’avancement dans le signal An. On obtient ainsi une estimation de la distribution fréquentielle
de Iénergie tous les An échantillons, i.e. échantillonnée & F's/An Hz. Plus An est petit, plus
grand est le recouvrement en échantillons entre portions successives, et donc plus précise est la
modification temporelle de ’énergie. Le signal & traiter doit commencer par An zéros précédant
le signal outil (la RI), afin de garder la méme précision temporelle des le début du signal outil.
Le résultat obtenu par cette analyse peut s’interpréter de 2 manieres différentes :

— La TFCT donne acces a la distribution fréquentielle d’énergie a un instant donné. On obtient
Ngp =ty F's/An spectres “instantanés” de taille Ny/2 + 1.

— On se sert de la TFCT comme un banc de Ny/2+1 filtres passe-bande. On obtient N¢/2+1
signaux temporels de longueur N, échantillons, correspondant a I’évolution de 1'énergie
dans une bande de fréquences. L’axe discret temporel est donné par ¢; = (2i + 1)An/2, ou
chaque t; correspond au temps central de la portion de signal sur laquelle on fait la TFD.

La deuxieme partie de I'algorithme consiste a changer 1’évolution de 1’énergie de chaque bande
fréquentielle pour imposer ’amortissement spécifié. On multiplie chaque vecteur X. j, qui décrit
I’évolution temporelle de 1’énergie a la fréquence fj, par 'enveloppe exponentielle de I’'amortis-
sement e (@sp(fr)=eini(fi)ti) avec t; le vecteur du temps en secondes.

L’étape de reconstruction consiste a reconstruire le signal temporel a partir de la représentation
temps-fréquence modifiée. Cette reconstruction est faite par la méthode Overlap and Add consis-
tant a faire les Transformées de Fourier Inverses de chaque vecteur Xy, ;, a un t; donné, et a en
additionner les signaux temporels résultants. Le signal temporel obtenu doit étre normalisé afin
de tenir compte du recouvrement utilisé, c’est-a-dire combien de fois chaque échantillon du signal
initial a été pris en compte lors de la premiere étape. Cette normalisation est faite par division
du signal temporel obtenu avec la somme des fenétres utilisées pour chaque échantillon temporel.

On étudie premierement le comportement de cet algorithme d’ajustement avec le cas le plus
simple possible : le changement d’amortissement d’une sinusoide pure. Ce cas simple permet de
valider le fonctionnement de ’algorithme et d’estimer I'influence du recouvrement sur 'erreur.
En étape intermédiaire, on valide I’application sur Ny sinusoides avec une spécification qui varie
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avec la fréquence. Finalement, on valide la méthode sur une synthese du réverbérateur EMT140
ou seulement ’amortissement thermoélastique a été pris en compte par les simulations par DF.
La spécification d’amortissement est alors fournie par les mesures présentées au chapitre 3. Cette
modification de I’amortissement est réalisée pour les temps positifs de la réponse impulsionnelle
et ne modifie pas les temps négatifs.

4.4.1.2 Application a4 une sinusoide amortie

Le cas le plus simple auquel 'algorithme peut étre confronté est ’ajustement de I’amortisse-
ment d’une sinusoide amortie. On est ici loin de I'application visée, ou la spécification d’amor-
tissement varie selon la bande de fréquence et ol on est en présence de nombreuses sinusoides.
Néanmoins, ce cas simple permet de valider 'algorithme, de quantifier I’erreur produite par la
méthode sur une bande et d’établir le lien entre I'erreur et le recouvrement de la TFCT. Dans
ce qui suit, on utilise une taille de transformée Ny = 1024 et on travaille avec des signaux
échantillonnés a F's = 48 kHz. On utilise une fenétre de type Hanning, qui offre un bon com-
promis entre largeur du lobe principal et atténuation des lobes secondaires. On a constaté que
I'utilisation d’autres types de fenétres, comme par exemple Blackman, n’améliore pas les résultats
obtenus.

On présente I'exemple de la transformation de x4,; = sin(27 f;t)e~%init vers x.; = sin(27 f;t)e™*srt,
ou I'amortissement initial est a;,; = 2 et 'amortissement final s, = 5. L’application de 1’algo-
rithme a x;,,; retourne en sortie le signal modifié x,,;. Ce signal est comparé au signal cible z;

a partir de l'erreur £(n) normalisée avec ’enveloppe de z.; et définie par :

e(n) = (xout(n) — xei(n))/ENV[zi(n)]. (4.39)

Comme l'erreur introduite par I'algorithme concerne seulement I’amplitude du signal, le calcul
des enveloppes ENV| ] des signaux facilite 'analyse. L’amortissement appliqué par 1’algorithme
Ao = agp — Qp; est ici la méme pour toutes les fréquences. La Figure 4.15 montre les résultats
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Fia. 4.15: Résultats de D'algorithme d’ajustement de I'amortissement pour la modification de x;,; =
sin(27rfit)e_“'i“'it avec f; = 500 Hz, amortissement initial o,; = 2 s~ et amortissement imposé Qgp =
5s71. Il n’y a pas de recouvrement entre les transformées successives. (a) : signal obtenu par I’algorithme
et son enveloppe, comparé & l'enveloppe du signal théorique attendu x;. (b) : erreur £(n) entre le signal
obtenu et le signal théorique et enveloppe de £(n). On observe que quand 'analyse temps fréquence est fait
sans recouvrement ’amortissement est imposé par paliers de taille ed la taille des transformées successives,
ce qui introduit une erreur importante.
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de l'analyse par TFCT sans recouvrement (r = 0) entre les portions de signal pour lesquelles on
calcule les TFD successives. La résolution temporelle est faible et ’erreur obtenue de I’ordre de
3%. L’erreur est provoquée par la décroissance par paliers de I’enveloppe appliquée. La longueur
de chaque palier est le pas d’avancement An, ici égal a la longueur des transformées successives
Ny = 1024. Pour diminuer I'erreur, il suffit d’augmenter le recouvrement r de I’analyse, comme
le montre la Figure 4.16. Cette figure montre l’erreur obtenue pour ce méme exemple mais
avec des recouvrements plus importants : r = 0.5,0.75,0.9,0.95, et 0.99. L’erreur se réduit avec

—S0p /<— =05 |
(\ r=0.75
m'
= -100 r=0.9 |
—~ |
S I < 1=0.95
z
0 -150} .
< r=0.99
-200 :

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
t [ech]

F1G. 4.16: Enveloppe de Perreur €(n) de I'algorithme d’ajustement de I’amortissement sur une sinusoide
pour différents recouvrements r = 0.5,0.75,0.9,0.95,0.99. L’erreur diminue quand on augmente le recou-
vrement de ’analyse temps-fréquence.

I'augmentation du recouvrement et est égale a 4 - 1078 (—150 dB) pour le cas r = 0.99. Pour
ce recouvrement, ’algorithme nécessite environ 30 s avec un ordinateur cadencé a 1.6 GHz. Un
compromis est obtenu avec r = 0.90, pour lequel on obtient une erreur de I'ordre de —100d B,
et le calcul est presque instantané. Ces résultats pour une sinusoide amortie sont indépendants
de la fréquence fondamentale, néanmoins ils dépendent de la fréquence d’échantillonnage, de la
taille des segments et de la fenétre utilisée.

4.4.1.3 Application a N; sinusoides non amorties

Une situation plus complexe concerne la modification d’un signal somme de Ny sinusoides
avec une spécification d’amortissement dépendant de la fréquence. Le signal initial x;,; choisi est
la somme de Ny sinusoides non amorties, dont les fréquences sont réparties de facon a avoir une
sinusoide & chaque bande d’analyse de la TFCT. La fréquence de chaque sinusoide est donnée par
fr =nN¢/Fs et sa phase initiale est obtenue avec un générateur de nombres aléatoires. Le signal
cible analytique x.; est construit en multipliant chaque sinusoide avec une enveloppe d’amortis-
sement différente. On définit arbitrairement un amortissement du signal cible proportionnel a
la fréquence : 'amortissement de la sinusoide de fréquence fi, Hz est ani(fx) = 20fi/Fs s
L’utilisation de I’algorithme d’ajustement de I’amortissement sur le signal non amorti x;,; donne
en sortie le signal z,,;. L’amortissement de ce signal doit correspondre a celui du signal cible
Z¢. La performance de 'algorithme est évaluée par comparaison de la sortie de I'algorithme .,
avec le signal cible x.;, en temps et en fréquence. Le recouvrement utilisé est r = 0.95.

La Figure 4.17 montre 1’évolution temporelle et les spectres correspondant a 3 secondes des
trois signaux : non amorti, amorti par l’algorithme et amorti analytiquement (signal cible). Le
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F1G. 4.17: Ajustement de I’amortissement de N sinusoides. Signaux temporels et spectres du signal en
entrée de algorithme z;,,; (a), (d), du signal modifié par I'algorithme x,,; (b), (e), et du signal cible z;
(c), (f). Le signal x,,¢ obtenu par I'algorithme d’ajustement de 'amortissement est treés similaire au signal
cible attendu, dont la valeur exacte est obtenue a partir de la somme de Ny sinusoides amorties.
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comportement global du signal obtenu par I’algorithme et celui du signal cible sont tres similaires
dans les domaines temporels et fréquentiels. La différence entre ces deux signaux est évaluée par
calcul de l'erreur :

E(n) = $cl(n) - xout(n)- (440)

La Figure 4.18 montre l'erreur F(n) superposée au signal cible. Dans ce cas, on ne peut plus
adimensionner l'erreur avec ’enveloppe du signal cible (comme on lavait fait avec (n)) parce
que ’enveloppe peut étre nulle, ce qui fait diverger 'erreur. L’erreur est plus importante que dans
le cas d’une seule sinusoide, mais elle reste petite par rapport au signal. I.’évolution temporelle
de Derreur est décroissante. Dans le domaine fréquentiel, la contribution a I’erreur des sinusoides
en basses fréquences est plus grande en raison de leur faible amortissement, et donc leur plus
grande énergie totale. La représentation temps-fréquence de ’erreur, non montrée ici, confirme
qu’elle est uniformément distribuée pour toutes les bandes de fréquence au début du signal, puis
décroit a la méme vitesse que les partiels.
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F1G. 4.18: Ajustement de 'amortissement de Ny sinusoides : comparaison entre le signal cible I'erreur
produit par Palgorithme d’ajustement de I'amortissement. (a) : signal cible z.;(n) (gris) et l'erreur (noir)
produit par l'algorithme d’ajustement de I'amortissement. (a) : signal cible z;(n) (gris) et erreur E(n)
(noir). (b) : module de la transformée de Fourier des signaux x.;(n) (gris) et E(n) (noir). On observe que
I'erreur dans les domaines temporel et fréquentiel est tres petite par rapport au signal cible.

4.4.1.4 Application au réverbérateur EM'T140

On présente ici 'ajustement de I'amortissement pour le cas particulier du réverbérateur
EMT140. L’ajustement est réalisé sur une réponse impulsionnelle de durée t = 6 s, F's = 48 kHz,
dans 513 bandes de fréquence et avec un recouvrement de 95% entre les transformées successives.
La simulation par DF a été réalisée avec un modele numérique tenant compte uniquement de
I’amortissement thermoélastique et échantillonnée a F's = 192 kHz, afin d’avoir une simulation
avec la méme densité modale que le systeme continu. L’accélération est calculée a partir du
déplacement avec 'opérateur Dg ) et sous-échantillonnée 4 fois (avec filtrage passe-bas 20 kHz),
pour travailler avec un signal & F's = 48 kHz. On modifie ’amortissement de la simulation o, (fr,)
pour obtenir I'amortissement mesuré ay( f,) sur 'TEMT140 avec la plaque poreuse située le plus
loin possible de la plaque réverbérante. Les amortissements obtenus par I’analyse, avec une taille
de FFT Ny = 1024, des RI simulée et mesurée sont montrés sur la Figure 4.19 (a). La spécification



4.4. STRATEGIE DE SYNTHESE 99

15
10t
T . ‘i
L2, L,
] ! W -
L A
[l,’.lm'l,";
,,,,, <. A:ffﬂf,r‘-rp;hnin-mur
E- " AN g r‘,j
- - - P i 0 ‘ ‘
goz 10° 10* 10° 1?3[H ] o
f [Hz] z
(a) O‘SP(f)? Oéz'm'(f)y Aa(f) (b) aout(f)

F1G. 4.19: Amortissement de 'EMT140 dans sa configuration la plus réverbérante. (a) : amortissement
expérimental o, (f) (—), simulé par DF an;(f) (- - -) et leur différence Aa(f)(- - -) qui est "amortissement
a appliquer par l'algorithme d’ajustement de ’amortissement. (b) : amortissement expérimental (—) et
Pamortissement de la simulation ajustée par 1’algorithme (- - -) se superposent.

d’entrée de I’algorithme est obtenue par la différence entre ces deux amortissements. La Figure
4.19 (b) montre que 'amortissement obtenu avec ’algorithme d’ajustement coincide bien avec
I’amortissement cible. Le signal temporel ainsi obtenu est montré par la figure 4.20. L’ajout
d’amortissement se traduit par une décroissance plus rapide de 1’énergie. Au début de la RI, la
différence entre les deux signaux n’est pas significative.

Les besoins en calcul de I’ajustement de I’amortissement sont faibles. Pour = 0.95, la durée
de calcul de lalgorithme avec Matlab© est de 5.67 s sur un ordinateur de bureau cadencé a
1.6 GHz et avec 3Go de mémoire RAM. Les temps de calcul ¢ en secondes pour différents choix
du recouvrement r sont : (r,t[s]) = (0.98,14.14), (0.9,2.82), (0.75,1.17), (0.5,0.61).

4.4.2 Ajustement de I’énergie totale (égalisation)

Considérons le systeme réverbérateur a plaque, qui a comme entrée et sortie les signaux
électriques d’alimentation de l'excitateur électrodynamique et de ’accélérometre collé sur la
plaque. La simulation numérique calcule la réponse en accélération d’une plaque soumise a une
impulsion de force et ne prend pas en compte ’égalisation produite par l'entrée et la sortie.
Néanmoins, la prise en compte de ces effets est nécessaire pour obtenir des RI comparables aux
mesures faites sur le réverbérateur EMT140. En particulier, la différence percue a I’écoute selon
que 'on prend en compte ou non I’égalisation est tres importante.

On appelle h,,(n) la RI obtenue par les mesures et hs(n) celle obtenue avec les simulations par
DF. Apres I'ajustement de 'amortissement de hs(n), la décroissance énergétique de la RI mesurée
et de la RI simulée est la méme. La premiere étape du processus consiste a définir la spécification
du filtre d’égalisation. Elle est obtenue comme le rapport, dans le domaine des fréquences, entre
Pénergie totale de la RI mesurée sur celle simulée E[H,,(w)] et E[Hs(w)]. Le périodogramme
de Welch Tj(w) fournit estimation de I’énergie de chaque signal. La longueur des transformées
Ny qu’on moyenne pour obtenir I (w) dépend de la résolution en fréquence souhaitée, donnée
par Af = Fs/Ny. Pour un échantillonnage a F's = 48000 Hz, le choix Ny = 512 donne une
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F1a. 4.20: Comparaison de I’évolution temporelle de la simulation du EMT140 avant (—) et apres (- - -)
lajustement de amortissement. Détail sur les premiers 3 s (a), 10 ms (b) et 2 ms (c). Le comportement
global (a) montre 'augmentation de amortissement produite par le traitement. Dans les détails (b) et
(c), on peut observer la modification de Pamplitude faite sur le signal.

résolution fréquentielle de A f = 93.75 Hz, considérée suffisante pour ce type d’application. Cette
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valeur de Af est du méme ordre de grandeur que l'intervalle plus petit de I’échelle de Bark
[8]. La spécification du filtre & construire est Hpp(w) = (Tn,, (w)/Th, (w))"/?, ot T, et T, sont
respectivement les périodogrammes de Welch des réponses mesurée h,, et simulée h,. La Figure
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F1a. 4.21: (a) : périodogrammes de Welch de la RI mesurée (—) et de la RI simulée (- - -) du réverbérateur
EMT140 qui interviennent dans le calcul de la spécification du filtre d’égalisation, qui est donnée par (b).

4.21 montre I'estimation d’énergie pour la RI mesurée et la RI simulée, ainsi que la spécification
d’amplitude du filtre d’égalisation obtenue. L’égalisation consiste en une augmentation d’énergie
en basses fréquences, dont 1'origine physique est ’excitateur électrodynamique.

Afin de ne pas introduire de distorsions dans la phase de la RI, on souhaite en réaliser
I’égalisation avec des filtres a phase linéaire. Ce type de filtres est souvent utilisé quand on veut
modifier 'amplitude du spectre d’un signal tout en préservant le plus possible la forme d’onde
dans le domaine temporel [80]. La réponse impulsionnelle d'un tel filtre est finie (filtre RIF)
et symétrique. On rappelle que la réponse impulsionnelle d'un filtre causal récursif (& réponse
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impulsionnelle infinie, RII) ne peut pas étre symétrique.

La réponse en fréquence d’un filtre & phase linéaire H (/) peut s’écrire comme :
H(%) = G(e?¥)e 7w, (4.41)

Le retard de phase 7,(w) et le retard de groupe 74(w) de ce filtre est :

(W) = SHE) _
“ (4.42)

() = L HH(E)] = (o) = a,
Tp et 74 sont indépendants de la fréquence, ce qui permet d’assurer que le filtrage d’un signal
avec ce filtre n’introduit pas de distorsion sur la phase du signal initial. Pour la synthese du filtre
on construit le spectre symétrique réel Hy(w) & partir d'une spécification Hpp(w) définie dans
Iintervalle w € [—F's/2; Fs/2). La réponse impulsionnelle h(n) du filtre est obtenue alors par
transformée de Fourier Inverse de H,(w). La structure de h(n) obtenue doit étre de la forme :

h(O) = hOa
(4.43)
h(n) = h(—n), nel,Ny2—1],

En raison de la symétrie de la transformée de Fourier, les signaux réels pairs ont des transformées
de Fourier paires et réelles. h(n) est donc symétrique et paire, et correspond a un filtre a phase
nulle. Il s’agit d’un filtre non causal, car sa réponse impulsionnelle A(n) est non nulle pour n < 0.
En retardant h(n) de (Nf — 1)/2 échantillons, le filtre devient causal. Puisqu'un retard de N
échantillons dans le domaine temporel correspond & une multiplication par e/“V de la réponse
en fréquence, la phase de la réponse en fréquence du filtre n’est plus nulle mais linéaire en w, ce
qui montre pourquoi ce type de filtres est dénommé a phase linéaire. Sa réponse impulsionnelle
est de la forme :

h(0),
(4.44)
h(n) =h(Ny—1-n), nel[l,Nf/2-1].

L’égalisation de la RI avec ce filtre introduit un retard pur de Ny/2 échantillons. Il suffit alors
de corriger ce retard par décalage temporel de la RI égalisée.

4.5 Conclusion

Ce chapitre donne les outils permettant la simulation physique d’un réverbérateur a plaque a
partir de la modélisation décrite au chapitre 2. La résolution de ’équation des ondes de flexion
des plaques par la méthode des différences finies (DF) s’inspire des travaux de these de Lam-
bourg [48]. On a présenté une syntheése de I’application de cette méthode aux plaques isotropes,
en particulier les opérateurs aux différences intervenant dans I’équation discrétisée, la condition
de stabilité et la dispersion numérique des schémas. La prise en compte des amortissements dans
les algorithmes des DF a partir du formalisme de la viscoélasticité a aussi été détaillée.

L’application de cette méthode a la simulation d’un réverbérateur a plaque présente quelques
particularités. On a montré que la densité modale du modele numérique n’est pas la méme que
celle du modele continu sauf en tres basses fréquences. Le comportement du modele numérique
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par rapport au modele continu a été étudié avec le cas simple de la plaque non amortie appuyée
simplement sur ses bords et soumise a une impulsion. Dans ce cas, 'admittance mécanique au
point d’excitation a un comportement similaire a celui de la densité modale, ce qui est en accord
avec la relation entre admittance et densité modale présentée au chapitre 3. Pour garantir une
densité modale et un spectre de la simulation tres proches de ceux du modele continu jusqu’a
f =20 kHz, il faut faire des simulations échantillonnées a F's = 192 kHz.

D’autre part, I'obtention du déplacement & n’importe quel point de la plaque par interpolation
des déplacements aux 4 points de la grille les plus proches est équivalent a un filtrage, qui se
traduit par une forte diminution de I’énergie en hautes fréquences. Cette interpolation est donc
a éviter.

En raison de sa grande densité modale, la simulation du modele physique d’un réverbérateur
a plaque est tres gourmande en temps de calcul, car le nombre de degrés de liberté du systeme
est tres élevé (de 'ordre de 50000 dans le domaine audible). Si, de plus, on y ajoute des modeles
d’amortissement basés sur des séries de puissances de la dérivée temporelle, les cotits de calculs
deviennent tres vite prohibitifs. Pour cette raison la synthese sonore qu’on propose est limitée a la
synthese de la RI, qui peut étre ensuite utilisée pour appliquer I'effet & n’importe quel signal par
convolution. Pour la convolution on peut profiter de 'optimisation des calculs de la transformée
de Fourier rapide (FFT).

L’erreur introduite par les DF sur la valeur de I’amortissement en fonction de la fréquence,
ainsi que le colt de calcul tres élevé des modeles d’amortissement issus de [48], suggerent la re-
cherche d’une alternative pour tenir compte de I’amortissement des vibrations du réverbérateur a
plaque. Une méthodologie de post-traitement des RI obtenues par DF permet de modifier I’amor-
tissement par bandes de fréquences et ses capacités ont été analysées a partir de cas simples.
Meéme si les modifications introduites par cette méthode restent approchées, elles suffisent pour
modifier la décroissance par bandes de fréquences de la RI simulée. Le cotit de calcul de cette
méthode est négligeable par rapport a celle de la synthese par DF, et en particulier il est beau-
coup plus faible que le cotit qui résulte de ’ajout des modeles d’amortissement dans 1’algorithme
des DF. De plus, I'amortissement de chaque bande de fréquences est fixé avec précision, sans le
décalage des amortissements observé lors de I'introduction des modeles d’amortissement dans les
DF. Ce post-traitement permet alors d’imposer les spécifications d’amortissement données par les
modeles physiques d’amortissement décrits au chapitre 2, mais aussi d’ajuster ’amortissement
des syntheses a ’amortissement observé expérimentalement.

Pour tenir compte de ’égalisation de I’énergie due a ’actionneur et au capteur du réverbérateur
EMT140, la méthode d’égalisation de I’énergie de la RI a été présentée. Cette égalisation est faite
a l'aide d’un filtre a phase linéaire afin de préserver au mieux la structure temporelle du signal
original tout en modifiant I’amplitude de son spectre.

Pour le réverbérateur EMT140, les Figures 4.22 et 4.23 montrent le relief de décroissance de
la RI mesurée et simulée respectivement. La simulation a été réalisé avec la méthodologie détaillé
dans ce chapitre. On peut observer que ces deux reliefs de décroissance sont identiques. De plus,
a ’écoute aucune différence est percue entre la mesure et la simulation. On peut conclure que la
méthodologie de synthese a réussie a simuler un dispositif mesuré. L’outil de synthese sonore peut
donc étre exploitée pour la simulation de réverbérateurs avec des jeux de parametres différents.
Ceci est I'objet du chapitre 6.
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Fia. 4.22: Relief de décroissance de la réponses impulsionnelle mesurée du réverbérateur EMT140 avec la
plaque poreuse a une distance d = 65.8 mm de la plaque vibrante.
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Fia. 4.23: Relief de décroissance de la réponses impulsionnelle simulée pour la méme configuration de la

Figure 4.22.



CHAPITRE 5

Comparaison avec ’acoustique des
salles

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de comparer les propriétés de la réverbération a plaque et celles
de la réverbération acoustique naturelle. La réverbération a plaque est basée sur la propagation
d’ondes élastiques de déplacement dans un milieu & deux dimensions. La réverbération acoustique
naturelle est un phénomene produit par la propagation des ondes de pression acoustique dans un
milieu fluide a trois dimensions. Les différences entre ces deux phénomenes sont dues a la nature
des ondes et a leurs milieux de propagation respectifs. L’identification de leurs similitudes aide
a comprendre pourquoi la réverbération a plaque a été largement utilisée pour simuler I'effet de
salle, tandis que les différences aident a expliquer en quoi un réverbérateur a plaque possede une
identité sonore caractéristique.

Premierement, on présente ’analyse des phénomenes dans le domaine temporel. En parti-
culier, on décrit la propagation des ondes pour les deux types de réverbération et on établit
leur densité d’échos et le temps de mélange qui en découle. Cette étude théorique est confortée
par l’analyse des réponse impulsionnelles (RI) mesurées pour une salle et pour le réverbérateur
EMT140.

La comparaison dans le domaine fréquentiel est faite a partir de la densité modale. On sait
qu’une densité modale élevée est nécessaire pour obtenir une réverbération artificielle de qualité.
Ce critere permet de déterminer quelles propriétés sont souhaitables pour qu’une plaque puisse
étre utilisée comme réverbérateur a plaque.

Dans la mesure du possible, on compare les résultats numériques du réverbérateur EMT140
avec ceux de salles de différente taille afin d’appréhender au mieux les ordres de grandeur de la
densité modale, de la densité de réflexions et du temps de mélange.

105
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5.2 Domaine temporel

5.2.1 Propagation des ondes

La propagation des ondes de pression acoustique est régie par ’équation des ondes :

>p 2

@ — CaAp = O, (51)
ol ¢, est la vitesse de propagation du son dans l'air. De la relation de dispersion de cette
équation, w? = c2k?, on en déduit la vitesse de phase et la vitesse de groupe des ondes de

pression acoustique :

= Cq,

=&

Cpha =

_ (9w _
Corq = ok ko—ca.

La vitesse de groupe et la vitesse de phase sont constantes et de valeur ¢,. La propagation est
non dispersive et elle ne modifie pas la forme du signal.

(5.2)

La propagation des ondes élastiques dans les plaques est décrite par le modele de Kirchhoff
Love. On rappelle les expressions de la vitesse de phase et de la vitesse de groupe données par
3.11 :

Cph(w) = \/@7

(5.3)
cor(w) = 2v/kw.

La propagation est dispersive puisque cpj, et ¢4 dépendent de w. Ainsi, la forme des signaux
n’est pas préservée au cours de leur propagation.

5.2.1.1 Temps d’arrivée

Une conséquence directe de 1'équation (5.3) est que, pour les plaques, I’énergie vibratoire en
hautes fréquences se propage plus rapidement que celle en basses fréquences. Pour la réponse
impulsionnelle (RI) du réverbérateur, cela se traduit par 'arrivée des hautes fréquences avant
celle des basses fréquences. Ce phénomene peut se traduire par une augmentation du niveau
percu en hautes fréquences. On observe expérimentalement cette dépendance fréquentielle de
I’arrivée de I’énergie grace a ’analyse temps-fréquence de la RI mesurée montrée a la Figure 5.1.

La vitesse de groupe correspond a la vitesse de propagation de 1’énergie vibratoire de la
plaque. Pour le réverbérateur EMT140, ou £ = 0.7846, la vitesse de groupe dans le domaine
audible f € [20; 20000] Hz est dans l'intervalle ¢y € [20; 628] m/s. A partir de cet intervalle
de vitesse et de la distance entre l'excitateur et les points d’observation de gauche 0.6 m et
de droite 0.88 m, on peut estimer le temps de propagation jusqu’aux points d’observation :
to1 € [1; 30.3] ms a gauche et tp2 € [1.4; 44.3] ms a droite. Ces retards a l’arrivée ne sont pas
négligeables par rapport aux capacités du systeme auditif humain [8]. En particulier, les retards
temporels sont dans des intervalles pouvant faire intervenir ’effet de précédence du systeme
auditif : lorsqu’un son arrive deux fois aux oreilles, I'information sur la localisation n’est retenue
que pour la premiere manifestation de ce son. Ceci explique 'importance du retard initial dans
I’appréciation de la localisation de la source dans un lieu réverbérant.
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Fia. 5.1: Spectrogramme du transitoire initial de la RI mesurée du réverbérateur EMT140. L’énergie
arrive plus to6t en hautes fréquences par rapport aux basses fréquences.
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F1a. 5.2: Temps d’arrivée de 'énergie introduite par lexcitateur & I'accélérometre de droite (- - -) et a
celui de gauche (- - -) du réverbérateur EMT140 dans le domaine audible f € [20;, 20000] Hz. Retard de
Parrivée a laccélérometre de gauche par rapport & celui de droite (—).

5.2.1.2 Distorsion de la propagation

La distorsion de la propagation des ondes de flexion est montrée ici a partir de ’étude de
la propagation des ondes de vibration transversales d’une corde raide. L’équation aux dérivées
partielles qui régit ces vibrations est :

&y 2 2 A2 2 T o EI

— —cANy+r“A°y=0, ou: " =— K= — 5.4

at2 Yy Yy ) pS ) pS 5 ( )
ol p est la masse volumique, S la section, I le moment d’inertie de flexion par rapport a la fibre
neutre et E le module de Young de la corde. T est la tension appliquée a la corde en N/m. Si on
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supprime le terme en s, on obtient I’équation de la corde idéale (sans raideur), dont 1’écriture

est la méme que celle de I’équation des ondes en une dimension. Si on supprime le terme en
¢ en conservant les deux autres termes, on obtient I’équation d’Euler Bernoulli qui décrit les
vibrations de flexion des poutres minces et qui est I’équivalent & une dimension de I’équation de

Kirchhoff-Love.

Pour passer progressivement d’une propagation non dispersive a une propagation de plus en
plus dispersive, on garde une valeur fixe de ¢? et on regarde la propagation pour des valeurs crois-
santes de £’. On contréle la raideur & partir du coefficient d’inharmonicité B = (EI/TL?)'/2, ou
L es la longueur de la corde. La Figure 5.3 montre le signal temporel obtenu par synthese modale
pour une corde appuyée sur ses extrémités et avec un déplacement initial impulsionnel, pour des
valeurs croissantes de B. On observe que plus la raideur augmente, plus I'impulsion initiale est
distordue au cours de sa propagation. Pour B = 1071%, on a une propagation non dispersive
comme celle de I’équation des ondes 1D et le motif initial est conservé au cours du temps. Pour
B = 107%, D’effet de la dispersion est faible et on a une légere distorsion du signal initial, mais
on identifie bien les réflexions de 'impulsion. Pour B = 1073, la forme impulsionnelle est perdue
progressivement au cours de sa propagation. Pour B = 1072, la distorsion est tellement impor-
tante qu’on peut identifier uniquement la premiere réflexion, et pour B = 10~!, on n’identifie
meéme pas la premiere réflexion. La propagation des ondes dans les plaques est similaire a celle
décrite par le dernier cas. On constate qu’il n’est pas possible d’identifier les réflexions en raison
de I’étalement de I'impulsion initiale qui est di a la propagation dispersive.

5.2.1.3 Identification des réflexions

Le comportement dispersif des ondes de flexion d’une plaque mince est similaire & celui d’une
poutre mais en deux dimensions. Les effets de la dispersion peuvent s’observer sur le transitoire
initial de la RI mesurée du réverbérateur EM'T140, montrée par la Figure 5.4. Pour comparaison,
on montre la RI acoustique d’une salle de concerts. La RI de la salle a été enregistrée par G.
Defrance dans la Salle Pleyel (Paris), une salle de concert de 2000 places. Pour plus de détails
sur les mesures de la Salle Pleyel, le lecteur peut se référer a [22]. On observe que, pour la salle,
le son direct et les premieres réflexions sont identifiables facilement, tandis que pour la plaque
cette identification n’est pas possible. Ce phénomene est dii a la dispersion dans la propagation.

5.2.2 Densité d’échos et temps de mélange

En acoustique des salles, la RI d’un espace acoustique peut étre séparée en trois parties qui
se succedent : le son direct, les premieres réflexions et le régime diffus ou réverbération tardive.
Ce régime est atteint quand au moins 10 échos se superposent a tout “instant”. Pour appliquer
ce critere il faut définir la durée d’un “instant”, qui est supposée de 24 ms par Polack [62].

Quand ce régime est atteint, la RI d’une salle peut étre considérée aléatoire, et un modele
stochastique non stationnaire suffit a la décrire. On appelle temps de mélange d’une salle ¢, le
temps nécessaire a la création du régime diffus. On s’intéresse ici au temps de mélange et a ses
ordres de grandeur pour la réverbération acoustique et la réverbération a plaque.

Pour le cas simple de la salle parallélépipédique aux parois parfaitement rigides, la méthode
des sources images [46] donne une expression analytique de la densité d’échos. Le nombre d’échos
par seconde au voisinage de I'instant ¢ de la réponse impulsionnelle d’une salle parallélépipédique
de volume V est [46] :

_ dN, _ 47r02t2

D, .
" dt |4

(5.5)
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Fi1c. 5.3: Illustration des effets de la dispersion sur une impulsion initiale. On représente 1’évolution
temporelle du déplacement en un point d’observation pour une corde raide non amortie appuyée a ses
extrémités et décrite par (5.4). Les calculs ont été réalisés par décomposition modale. On augmente
progressivement la raideur en augmentant la valeur de 2. Deux cas limites : la premiere figure correspond
a une corde presque idéale dont les effets de la raideur sont négligeables et la derniére a une corde tellement
raide que son comportement s’approche a celui d’'une poutre d’Euler Bernoulli soumise a une tension.
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F1a. 5.4: Transitoire initial de la RI d’une salle de concerts (a) et du réverbérateur EMT140 (b) obtenus
par la mesure. Unités arbitraires (u.a.).

De D., on peut déduire le temps de mélange a partir du critere 10 échos /0.0024 secondes.
On obtient alors :

10
D. =
T 0.0024

m, = 0.9025-1073VV  pour: ¢, =344 m/s (5.6)

Le temps de mélange d’une salle parallélépipédique dépend uniquement du volume de la salle.

L’estimation du temps de mélange a partir de (5.6) pour la salle Pleyel, dont le volume est
V = 19000 m?3, donne t,,, = 124 ms.

Les temps de mélange obtenus a partir de (5.6) pour des salles de dimensions usuelles sont
rassemblés au Tableau 5.1.

Pour la comparaison, on calcule la densité de réflexions d’une plaque rectangulaire avec la
méthode des sources images. Comme la vitesse de propagation des ondes de flexion dépend de la
fréquence, 'interprétation du terme réflexion est délicate ici, car il ne s’agit plus de la réflexion
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Type de salle L; [mxm x m] Volume [m?%] t,, [ms]
S1 : petite chambre 2x2x2 8 2.6

So : salon d’appartement 5x5Hx3 75 7.8

S3 : salle de cours 10x75x3 225 13.5

Sy : amphithéatre de cours 15x 10x 5 750 24.7

S5 : salle de concert 44 x 27x 19 22572 135.6

TaB. 5.1: Temps de mélange de salles de tailles variées obtenus avec (5.6).

d’une impulsion. Néanmoins ce calcul permet d’estimer les réflexions de paquets dont ’énergie
est concentrée autour d’une fréquence donnée. On détaille ce calcul car il n’a pas été trouvé dans
la littérature, mais il reste tres similaire a celui réalisé dans [46] pour obtenir (5.5). Les différences
sont liées au fait que, pour la plaque, on est en deux dimensions au lieu de trois pour les salles
et que la vitesse de propagation est cg,(w) au lieu de c,.

On suppose qu’au temps t = 0 toutes les sources images génerent un signal large bande de
méme amplitude. Les sources qui arrivent au point d’observation entre les temps ¢ et ¢ + dt
correspondent aux sources dont la distance au centre est entre cg.(w)t et cgp(w)(t + dt). Ces
sources sont dans ’anneau dont la surface est :

Sa =7 [(cgr(w)(t + dt))? — (cgr(w)t)?] = 2mey, (w)?tdt. (5.7)

Le nombre de sources images dans cet anneau peut étre approché par le rapport de la surface
de I'anneau S, sur la surface d'une plaque image élémentaire S, = L, L,. La densité temporelle
de réflexions qui arrivent & 'instant ¢ est alors :

2
__dN, _o Cgrt 8

—wt. (5.8)

D, =4 = _
= dt " LyL, to

ol tg = LyLy/k est le temps caractéristique obtenu par l’adimensionnement de 1'équation de
Kirchhoff-Love au chapitre 2. La densité moyenne de réflexions croit de fagon proportionnelle a
la fréquence et au temps. Le temps de mélange pour une plaque obtenu a partir de De, est :

tm, = 2.6386LxLy = 2.6386t01. (5.9)

mp K f f
Le temps de mélange dépend alors du temps caractéristique de la plaque ty et décroit avec la
fréquence, ce qui donne une interprétation de tg liée a la réverbération dans le domaine temporel.
La Figure 5.5 montre le temps de mélange pour le réverbérateur EMT140 en fonction de la
fréquence. En raison du caractere dispersif des ondes de flexion, le temps de mélange pour
une plaque dépend du contenu fréquentiel du signal d’excitation de la plaque. A la limite du
domaine audible (20 kHz), le temps de mélange pour le réverbérateur EMT140 est t,,, |20k- =
0.15 ms. Cette valeur de ¢,,, correspond, en acoustique de salles, au temps de mélange d’une salle
parallélépipédique de volume V., = 0.11 m?® (équivalent & un cube dont la longueur des arétes
est Lo = 0.48 m). En pratique, la taille des espaces acoustiques d’écoute est toujours beaucoup
plus grande, et on peut conclure que le temps de mélange pour les plaques (au moins pour le
réverbérateur EMT140) est plus faible que pour les espaces acoustiques.

5.2.3 Distribution d’amplitudes de la réponse impulsionnelle

Le régime diffus de la RI d’un espace acoustique se caractérise par une distribution gaussienne
d’amplitudes. D’apres les considérations théoriques sur le temps de mélange, le réverbérateur a
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F1G. 5.5: Dépendance fréquentielle du temps de mélange du réverbérateur a plaque EMT140.

plaque doit atteindre ce régime presque instantanément, tandis que pour la salle Pleyel ce régime
doit arriver apres environ 124 ms. La Figure 5.6 montre la distribution d’amplitudes a ¢ =0 s et
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F1a. 5.6: Histogrammes de portions de 30 ms des RI dont le temps initial est t =0set t =0.5s: (a) et
(b) pour I'espace acoustique (Salle Pleyel); (c) et (d) pour le réverbérateur a plaque EMT140.

t = 0.5 s des RI expérimentales de la Salle Pleyel et du réverbérateur a plaque. Ces histogrammes
montrent la distribution d’amplitudes sur des portions de RI de durée 30 ms, ou les amplitudes
de chaque portion sont normalisées a 1. Pour la salle, la distribution d’amplitudes dépend de
I'instant d’observation. Au début de la RI (¢ = 0 s), la plupart des échantillons sont proches de
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zéro car ceux correspondant au son direct et aux premieres réflexions sont des impulsions courtes.
A t = 0.5 s, la distribution d’amplitudes s’ajuste bien & une gaussienne. C’est le comportement
caractéristique du régime diffus de la réverbération tardive, quand le recouvrement entre un grand
nombre de réflexions a un instant donné peut étre approché par des modeles stochastiques. Pour
la réverbération a plaque, on observe une distribution gaussienne d’amplitudes des le début de la
RI : la forme de la distribution d’amplitudes ne change pas au cours du temps et elle est proche
de celle de la réverbération tardive. En raison de la dispersion du milieu, 'impulsion initiale
s’étale rapidement et le recouvrement de réflexions est observé presque instantanément.
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FI1G. 5.7: Ecart type S, pour des portions de 30 ms de la RI du réverbérateur EMT140 (— noir) et de la
salle Pleyel (— gris). La valeur asymptotique moyenne S,, = 0.3 est représentée (- - -).

L’écart type S, d’un groupe d’échantillons mesure 1’étalement des échantillons autour de la
moyenne. La Figure 5.7 montre 1’évolution temporelle de 1’écart type des distributions d’ampli-
tudes de portions de 30 ms, normalisées en amplitude, pour la salle et la plaque. Pour la RI de
la plaque, S;, oscille légerement autour d’une valeur moyenne de 0.3 en conservant le méme com-
portement au cours du temps. Pour la RI de la salle Pleyel, on identifie deux comportements :
en dessous de t,, = 125 ms, I'écart type est soumis a des variations brusques et, en moyenne, sa
tendance est croissante ; apres t,,, I’écart type a un comportement similaire a celui de la plaque.
Ce comportement correspond a celui du régime diffus de la réverbération tardive, acquis instan-
tanément pour la plaque, mais obtenu apres ¢, =~ 125 ms pour la salle.

Ces résultats issus de ’analyse des RI mesurées pour la plaque et la salle Pleyel confirment les
résultats issus de ’analyse théorique sur le temps de mélange et la dispersion. La détermination
du temps de mélange d’une salle a partir de I’étude de la RI est traitée plus en détail dans les
travaux de Defrance [23; 34].
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5.3 Domaine fréquentiel

5.3.1 Densité modale

Dans le domaine fréquentiel, la densité modale n(f) correspond au nombre de modes par Hz
qu’on trouve dans le systeme. Lors de la conception de systemes de réverbération artificielle,
une densité modale élevée est nécessaire pour obtenir un effet de réverbération avec une sonorité
naturelle. Schroeder préconise une valeur de n(f) d’au moins un quart le temps de réverbération

Teo [74].

Pour le cas simple de la la salle parallélépipédique avec des parois parfaitement rigides la
densité modale est donnée par [46] :

_ONalf) 1

nr(f) o & (5.10)

n,(f) est proportionnelle au carré de la fréquence.

On rappelle I'expression de la densité modale d’une plaque mince (3.12) donnée au §3.5 :

L.L, 1 1
~ Ly + L)y ) —— =~ ~to. 5.11
2w~ LatLy) 8ref 20 (5.11)

ny(f)

Quand la fréquence augmente, le deuxieme terme de n,(f) dans (5.11) devient négligeable et
la densité modale est constante. On peut observer que n,(f) est proportionnelle a ¢y, ce qui
donne une autre interprétation du temps caractéristique, par rapport a la premiere interprétation
donnée au §5.2.2, mais cette fois dans le domaine fréquentiel. La densité modale d’une plaque est
élevée quand sa surface est grande et son épaisseur faible (k est proportionnelle a I’épaisseur).
Ces considérations justifient les parametres du réverbérateur EMT140, pour lequel on obtient
np(f) = 1.27 modes/Hz & partir de (5.11). En particulier, il faut des plaques minces et avec une
grande surface. Cette valeur numérique coincide bien avec la valeur obtenue expérimentalement
au chapitre 3.

Pour les plaques, (5.11) permet d’écrire la regle de Schroeder pour avoir une sonorité naturelle
comme une condition sur le temps de réverbération Ty en fonction du temps caractéristique de
la plaque : Thp|maz = 2to. Pour le réverbérateur EMT140, la valeur maximale de Tgy donnée par
cette condition est Tg0]maz = 5.1 s.

5.3.2 Champ diffus et fréquence de Schroeder

Dans l'acoustique des salles, la fréquence de Schroeder f; est la fréquence qui sépare le com-
portement modal du comportement réverbérant. Pour f > f,, il y a un recouvrement modal
important et les contributions individuelles de chaque mode ne peuvent étre séparées. Cette
fréquence est atteinte quand, en moyenne, on retrouve trois fréquences propres dans une largeur
de bande modale A f = /7 Hz [73],[46], o le facteur d’amortissement « gouverne la décroissance
exponentielle du mode e~ @)t

La fréquence de Schroeder de la plaque peut étre obtenue & partir de ’expression de la densité
modale (5.11). La condition sur le facteur d’amortissement est alors :

3 6 In(10
a(w)Z*ﬁ:ir = Teo < n(10)
Ny to s

to ~ 0.37tos] - (5.12)
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F1aG. 5.8: Densité modale du réverbérateur EMT140 (- - -) et des salles parallélépipédiques Sy, Sa, S3, S4,
S5 (— ) dont les dimensions sont données au tableau 5.1.

Pour le réverbérateur EMT140 (tg = 2.549 s), le facteur d’amortissement minimum pour étre
dans le comportement réverbérant d’apres le critere de Schroeder est o = 7.4 s~1. Les mesures
présentées au chapitre 3 montrent que cet amortissement est atteint a environ 10 kHz. La valeur
de la fréquence de Schroeder de la plaque est trés supérieure a celle des espaces acoustiques,
pour lesquels fs ~ 2000+/T60/V [46]. En général, on a f; € [20; 30] Hz pour les petites salles et
fs € [200; 300] Hz pour les grandes salles.

Dans la communauté scientifique étudiant les vibrations de structures, le critere de transition
entre régime modal et régime vibratoire diffus est donné, d’apres Skudrzyk [78], par la présence
en moyenne d’une fréquence propre par largeur de bande. La condition de régime diffus des vi-
brations est alors moins contraignante a(w) > 27 /tg ou Tgg < 1.1tg.

Pour résumer, on peut dire que le temps caractéristique tg de la plaque est étroitement lié au
temps de réverbération. Pour Ty < 2t¢ on considere que la réverbération a une sonorité pergue
comme naturelle, et pour la condition plus restrictive Tgo < 0.37tg, les modes sont complétement
mélangés d’apres Schroeder.

5.4 Conclusion

Les différences entre la propagation des ondes de pression acoustique dans ’espace en trois
dimensions et la propagation des ondes de flexion dans une plaque de deux dimensions sont res-
ponsables de la différence de comportement entre la réverbération naturelle et la réverbération
a plaque. La RI d’une salle est composée de trois parties bien différenciées : le son direct, les
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premieres réflexions et le régime diffus ou réverbération tardive. Pour un réverbérateur a plaque,
la dispersion des ondes de flexion produit ’étalement de I'impulsion initiale, ce qui rend impos-
sible I'identification du son direct et des échos dans la RI.

Dans le domaine temporel, le temps d’arrivée de ’énergie aux points d’observation du réverbé-
rateur dépend de la fréquence en raison de la dépendance fréquentielle de la vitesse de groupe.
La densité de réflexions de la plaque dépend aussi de la fréquence et sa valeur tres élevée en
hautes fréquences se traduit par un temps de mélange t,,,(f) inférieur a celui des salles habi-
tuelles. Le seul parametre de la plaque intervenant dans t,,,(f) est le temps caractéristique tg
issu de adimensionnement de I’équation de Kirchhoff-Love (chapitre 2). Cette faible valeur de
tm,(f) et la distorsion dans la propagation des ondes élastiques expliquent que le réverbérateur
a plaque atteigne presque instantanément un régime diffus équivalent a celui de la réverbération
tardive pour les salles. Ce phénomene a été validé expérimentalement a partir de ’analyse de la
distribution d’amplitudes des RI mesurées.

Dans le domaine fréquentiel, une densité modale n,(f) élevée est nécessaire pour obtenir
une réverbération artificielle avec une sonorité naturelle, ce qui impose 1'utilisation de plaques
avec une faible épaisseur et une grande surface. Pour les plaques, n,(f) tend vers une constante
dépendant uniquement du temps caractéristique to, tandis que pour les espaces acoustiques, 1, (f)
grandit avec le carré de la fréquence. C’est pourquoi, en basses fréquences, la densité modale d’'un
réverbérateur a plaque peut étre supérieure a celle des salles, alors qu’elle est tres probablement
inférieure en hautes fréquences. Finalement, on montre que la condition de Schroeder, pour
obtenir une réverbération artificielle avec une sonorité naturelle, peut s’exprimer par une borne
supérieure sur le temps de réverbération de la plaque Tgy < 2ig.



CHAPITRE 6

Exploitation du modele

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de montrer la diversité de réverbérateurs a plaque que 'on peut
obtenir en faisant varier les parametres du modele. Puisque les réverbérateurs existants sont
métalliques, on se restreint a cette famille de matériaux. En particulier, on compare ’acier, l'or,
I’aluminium, le titane, le fer, le cuivre, I’argent, le platine et le plomb. Le caractere isotrope de ce
type de matériaux simplifie 'analyse de leur comportement vibratoire. De plus, la modélisation
fine des principaux mécanismes d’amortissement des vibrations prédit I’amortissement a partir
de la seule connaissance des parametres physiques du matériau et des parametres géométriques
de la plaque, sans avoir recours a la mesure. Pour le choix des parametres géométriques, on
s’inspire des réverbérateurs a plaque réels sur lesquels ont été faites les mesures, 'EMT140 et
PEMT240. Leurs parametres sont présentés au tableau 6.1. Le réverbérateur EMT240 est décrit

Matériau Epaisseur A [mm]  Surface S [m?]
EMT140 acier 0.5 2
EMT240 or 0.018 0.0719

TAB. 6.1: Matériau, épaisseur et surface des réverbérateurs réels les plus populaires : le réverbérateur a
plaque EMT140 et la feuille d’or EMT240.

en détail & Pannexe B. Quand ’épaisseur de la plaque est de 'ordre du millimetre (EMT140) on
parle de tole, tandis que pour des épaisseurs de I'ordre de 0.01 mm (EMT240) on parle plutot de
feuille. Une feuille tres fine peut présenter des difficultés technologiques comme par exemple la
difficulté a la produire avec une épaisseur uniforme, la fragilité de la feuille ou la sensibilité aux
bruits mécaniques et acoustiques. Pour des épaisseurs de 'ordre de celle de ’TEMT140, on peut
supposer qu’il n'y a pas de contraintes technologiques importantes lors de la production ou de
I'utilisation de la plaque. Pour I’épaisseur de ’EMT240, le choix de certains métaux peut poser
des problemes car le matériau doit étre capable de résister a la tension appliquée sur les bords
de la feuille. D’autre part, la corrosion que subissent certains métaux dans des environnements
humides, comme le fer ou le plomb, peut avoir comme conséquence la perte de matiere de la
feuille, qui devient critique pour ces faibles épaisseurs.

Aujourd’hui il est possible de se procurer des feuilles d’or, de cuivre, d’argent ou d’aluminium,

dont les usages sont tres variés : par exemple, la feuille d’aluminium, dont ’épaisseur est d’envi-
ron 20 um, sert a emballer et protéger des aliments; la feuille d’or est utilisée dans des domaines
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aussi variés que 'artisanat d’art ou les soins dentaires.

Ces considérations technologiques sont a prendre en compte pour la réalisation physique d’un
réverbérateur a plaque, mais n’ont aucune incidence pour sa synthése sonore.

6.2 Parametres de la plaque

6.2.1 Vibrations des plaques métalliques

L’objet de ce paragraphe est d’explorer I'influence des parameétres géométriques et physiques
du matériau sur les descripteurs globaux des vibrations de flexion que sont la densité de réflexions,
le temps de mélange et la densité modale. On explore alors systématiquement le comportement
de différents métaux pour identifier lesquels présentent des caractéristiques convenables.

Pour un matériau élastique isotrope donné, le rapport entre les forces élastiques et les forces
d’inertie peut se quantifier par la célérité des ondes de compression c,. Il s’agit du seul parametre
dépendant du matériau qui intervient dans I’équation des plaques non amorties. Ce parametre,
déja introduit au chapitre 2, est défini par :

E
cp = A= 7) (6.1)

On a vu au chapitre 5 que le comportement vibratoire global d’une plaque isotrope non amortie,
d’épaisseur h et de surface S, dépend uniquement du temps caractéristique ty, donnée par :

to=viz 2 L. (6.2)

Cp

Dans le domaine temporel, on rappelle que la densité de réflexions D, (¢, f) & un instant et a
une fréquence donnés et le temps de mélange t,,,(f) dépendent uniquement du parametre tg :

1672

Dep(t7f) = It

(6.3)
b, () = 2.6386t0;,

et dans le domaine fréquentiel, la densité modale n, de la plaque dépend aussi uniquement de
to :
1

np = ito. (6.4)
Un réverbérateur a plaque doit avoir une densité modale suffisamment élevée afin de s’approcher
le plus possible du spectre continu des salles acoustiques au dela de la fréquence de Schroeder.
Quand la densité modale est trop faible, ’effet obtenu avec la plaque n’est pas percu comme une
réverbération a cause de 'excitation séparée des fréquences propres du systeme. D’apres (6.4),
pour maximiser la densité modale, il faut augmenter la valeur du temps caractéristique ty. Ceci
est possible par modification du parametre matériau ¢, ou des parametres géométriques de la
plaque qui sont I’épaisseur h et la surface S. On s’intéresse alors a des matériaux avec une faible
valeur de ¢, c’est-a-dire lourds et mous, et a des plaques de faible épaisseur et de grande surface.
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Matériau ¢p [m/s] to [s]

Aluminium 5598 2.475
Titane 5542 2.500
Fer 5420 2.556
Acier 5296 2.549
Cuivre 3891 3.561
Argent 3090 4.484
Platine 3057 4.532
Or 2243 6.176
Plomb 1307 10.598

TAB. 6.2: Célérité des ondes de compression ¢, de différents matériaux métalliques [10] et temps ca-
ractéristique ¢y des ondes de flexion selon le matériau correspondant aux plaques de surface S = 2 m? et
épaisseur h = 0.5 mm.

Pour différents matériaux métalliques, le tableau 6.2 rassemble les valeurs de ¢, et le g qui
correspond & une plaque avec h = 0.5 mm et S = 2 m?.

Les métaux légers comme 'aluminium et le titane ont des valeurs de tg faibles tandis qu’a
lautre extréme, l'or ou le plomb ont des valeurs de ty élevées. Ces deux derniers matériaux
permettent d’obtenir une plaque avec une densité modale élevée. Néanmoins, des considérations
non mécaniques comme le prix de I'or ou la toxicité du plomb sont restrictives quand il s’agit
d’obtenir une plaque réelle avec ces matériaux.

Les liens entre ces matériaux et les parametres géométriques peuvent étre mis en évidence
a partir de la définition d’une épaisseur équivalente h.q et d'une surface équivalente Se, pour
chaque matériau, en prenant comme référence la configuration géométrique du réverbérateur
EMT140, S = 2 m? et h = 0.5 mm. Pour un matériau donné, heq correspond a I'épaisseur de
la plaque de S = 2 m? dont la densité modale est la méme que celle du réverbérateur EMT140,
1.27 modes/Hz. De facon similaire, S¢, est la surface de la plaque d’épaisseur A = 0.5 mm et
de densité modale 1.27 modes/Hz. Ainsi, si le réverbérateur EMT140 était fait en plomb, on

Matériau ny [Hz=1]  heq [mm]  Seq [m?]
Aluminium 1.238 0.487 2.052
Titane 1.250 0.492 2.032
Acier 1.274 0.500 2.000
Fer 1.278 0.503 1.987
Cuivre 1.780 0.700 1.427
Argent 2.242 0.883 1.133
Platine 2.266 0.892 1.121
Or 3.088 1.216 0.822
Plomb 5.299 2.086 0.479

TAB. 6.3: Pour chacun des matériaux métalliques, densité modale n, de la plaque de S = 2 m? et
h = 0.5 mm, surface équivalente S, et épaisseur équivalente heq.

pourrait réduire fortement son encombrement en gardant la méme densité modale. Néanmoins, il
faut aussi tenir compte de ’amortissement, ce qui fait 'objet du §6.2.3, ot1 on montre que pour un
matériau donné, la modification du temps caractéristique de la plaque en conservant ses propriétés
d’amortissement n’est pas possible. En particulier, un changement d’épaisseur peut produire des
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changements tres importants sur les amortissements thermoélastique et par rayonnement. La
surface a une influence uniquement sur ’amortissement par rayonnement, raison pour laquelle
elle semble constituer le parameétre de contréle le plus adéquat pour la densité modale.

6.2.2 Changement de la densité modale

L’outil de synthese sonore permet d’explorer les effets de la densité modale sur la sonorité d’un
réverbérateur a plaque a partir de la réalisation de simulations de la méme plaque en changeant
uniquement ses dimensions et en évitant de prendre en compte, de facon complétement artifi-
cielle, les effets du changement de surface sur ’amortissement par rayonnement. De cette fagon
on peut changer la densité modale, qui est proportionnelle a la surface, en gardant le méme amor-
tissement. Les spectres des Figures 6.1 et 6.2 correspondent a la simulation avec les parametres
de 'EMT140 et aux simulations de la méme plaque mais avec des dimensions longitudinales 2, 4
et 8 fois plus petites que les originales. Plus la densité modale est faible et plus les modes sont

50¢t
m' m'
= S,
) )
[&] O
S S
= =
LL LL
LL LL

0 . 0 .
1 1.05 1.1 1 1.05 1.1
f [kHZ] f [kHZ]
(a)LX=2m,Ly=1m (b)LX=1m,Ly=0.5m

50¢t
m 40| m'
=) S,
© 30t )
(@] [&]
8 )
T 20 B
LL LL

10¢ 10+

0 . 0 .
1 1.05 1.1 1 1.05 1.1
f [kHz] f [kHz]
(© LX =05m, Ly =0.25m (d) LX =0.25m, Ly =0.125m

Fi1G. 6.1: Spectre entre 1000 Hz et 1100 Hz de la réponse impulsionnelle simulée de '’EMT140 en changeant
la valeur des dimensions de sa surface L, et L,. Plus la surface est grande et plus la densité modale est
importante : (a) n, = 1.27 modes/Hz , (b) n, = .3175 modes/Hz, (c¢) n, = 0.0797 modes/Hz, (d)
n, = 0.0198 modes/Hz.
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Fi1G. 6.2: Suite de la Figure 6.1. Spectre entre 10 kHz et 11 kHz de la réponse impulsionnelle simulée
de PEMT140 en changeant la valeur des dimensions de sa surface L, et L,. La variation autour de la
moyenne du spectre augmente quand on diminue la surface de la plaque.

séparés dans le spectre. Dans les Figures 6.1 et 6.2, on observe que plus la surface, et donc la
densité modale, est élevée et moins I’écartement du spectre autour de son amplitude moyenne
est important. Pour une densité modale élevée, I’écart de niveau entre des fréquences proches est
relativement petit, tandis que pour une faible densité modale, comme celle de la Figure 6.2 (d),
I’écart des niveaux du spectre est beaucoup plus important. Une estimation quantitative de ces
écarts est donné par ’écart type d’une portion du spectre. Par exemple, pour les spectres de la Fi-
gure 6.2 on obtient les écarts types suivants : (a) 6.45 dB, (b) 7.66 dB, (c) 9.90 dB et (d) 12.04 dB.

Ces simulations ont permis de percevoir a ’écoute les effets de la densité modale sur la
qualité de la réverbération artificielle obtenue. L’outil de synthése sonore peut alors étre utilisé
pour la réalisation de tests psychoacoustiques permettant de valider le critere de qualité de la
réverbération artificielle de Schroeder [74] dans le cas particulier des plaques (cf. §5.3.1).
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6.2.3 Amortissement des plaques métalliques

Lors du choix des parametres d’un réverbérateur a plaque réel, on souhaite que les amortis-
sements thermoélastique et par rayonnement soient faibles, afin de pouvoir obtenir des temps de
réverbération longs. Il est possible d’augmenter I’amortissement des vibrations par des éléments
externes, comme par exemple une plaque poreuse, mais réduire ces amortissements pour une
plaque donnée n’est pas possible (sauf si on met la plaque sous vide pour en éviter le rayon-
nement). Dans les paragraphes qui suivent, on montre systématiquement les amortissements
thermoélastique et par rayonnement pour les matériaux du tableau (6.2) et différentes épaisseurs,
ce qui permet d’orienter le choix des parametres pour la synthese sonore.

6.2.3.1 Amortissement thermoélastique

On rappelle que 'amortissement thermoélastique est donné par :

a(w) = WwiR CY
-~ 2(w2h2 + C}/h2)’

(6.5)

ou R; et C7 sont des constantes qui dépendent uniquement du matériau. Le tableau 6.4 présente
la valeur de ces parametres pour les métaux étudiés précédemment, ainsi que les facteurs Ry Cy
et Ry1/Cy dont l'intérét est détaillé ci-dessous.

Matériau Ry x 103 [ | Cp x 103 [rad m?/s] Ri;C; x 10° Ry/C)
Acier 9.416 0.1496 1.409 62.9
Plomb 6.790 0.2272 1.543 29.9
Titane 2.523 0.0897 0.226 28.1

Fer 4.663 0.2151 1.003 21.7
Platine 3.218 0.2513 0.809 12.8
Aluminium 9.975 0.9760 9.736 10.2
Argent 8.403 1.679 14.11 5.00
Cuivre 5.691 1.148 6.533 4.96
Or 4.727 1.270 6.003 3.72

TAB. 6.4: Parametres thermoélastiques des métaux de la Figure 6.3

La Figure 6.3 montre l’amortissement thermoélastique prédit par (6.5) pour ces matériaux et
les épaisseurs h = 0.5 mm (a) et h = 18 pum (b). On observe que, pour une plaque d’épaisseur
h = 0.5 mm, on atteint la valeur asymptotique de 'amortissement thermoélastique, aso = R21TC;1,
aux basses ou moyennes fréquences. C’est alors le facteur R1C] de chaque matériau qui gouverne
I’amortissement thermoélastique. Pour des matériaux comme ’argent, ’aluminium, le cuivre ou
lor, R1C] est élevée et la dissipation thermoélastique pour les plaques de cette épaisseur est
importante. A 'opposé, des matériaux comme ’acier, le fer, le titane ou le platine ont une faible
valeur de ay, et donc un faible amortissement thermoélastique. On comprend alors pourquoi le
matériau choisi pour la conception du réverbérateur EMT140 est ’acier.

Pour une plaque d’épaisseur h = 18 um et dans le domaine audible, aucun de ces matériaux
n’atteint le comportement asymptotique o, de 'amortissement thermoélastique. Si on regarde le
comportement de (6.5) pour de tres faibles épaisseurs, telles que le terme en w? du dénominateur
soit négligeable, on a :

P . IR 5
our : h << y/Ci/w = alw) ~ iah w”. (6.6)
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FI1G. 6.3: Amortissement thermoélastique pour différents matériaux et une épaisseur h = 0.5 mm (a) ou
h =18 um (b).

Dans ces conditions, 1’amortissement thermoélastique a est proportionnel & w?, et pour une
épaisseur donnée, les matériaux avec la valeur de % la plus faible sont ceux qui ont le moins
d’amortissement thermoélastique. Ce rapport peut s’écrire comme :

R 8 1+va?
— 12 TH [ 6.7
C; nb 04Ty K, (6.7)

ou o, est le coefficient de dilatation thermique linéaire et K. est la conductivité thermique.
Plus le rapport entre le carré de ., et K, est petit et plus 'amortissement est faible. Ce résultat
est déja suggéré dans le brevet américain du réverbérateur EMT240 [29].

La Figure 6.3 montre que, pour une plaque d’épaisseur h = 18 pm, l'acier est le matériau
présentant le plus fort amortissement thermoélastique tandis que, pour h = 0.5 mm, l’acier
fait partie des matériaux avec le moins d’amortissement thermoélastique. A h = 18 pum, des
matériaux comme 'or, 'argent et le cuivre sont ceux qui présentent le plus faible amortissement
thermoélastique. L’amortissement de 'or est le plus faible et parmi les trois matériaux, ’or
permet d’obtenir la densité modale n, la plus élevée grace a sa plus faible valeur de ¢, : a surface
et épaisseur constante, la densité modale de 'or est 1.38 fois et 1.73 fois plus grande que celle
de 'argent et du cuivre respectivement. Il n’est pas surprenant alors que l'or ait été le matériau
choisi par les concepteurs du EMT240.
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6.2.3.2 Amortissement par rayonnement

L’amortissement par rayonnement est controlé par la fréquence critique f., dont la valeur pour
une plaque mince isotrope est donnée par :

c2 . 1
fe= Tr? ou: K= ﬁhcp. (6.8)

Pour éviter un amortissement par rayonnement excessif, il faut avoir une fréquence critique la
plus élevée possible. D’apres (6.8) on augmente f. en choisissant des plaques de faible épaisseur
et dont la ¢, du matériau est la plus petite possible. On caractérise alors I’ensemble formé par
un matériau et le milieu dans lequel il baigne par sa valeur de f.h :

2\/3

TCp

Jeh = (69)

Une autre constante d’intérét est la valeur asymptotique en hautes fréquences «,_ de ’amortis-
sement par rayonnement, qui est la méme que pour une plaque infinie et correspond a un facteur
de rayonnement o = 1. Elle est donnée par :

_ PaCa

o' (6.10)

Pour les matériaux traités et en considérant une vitesse du son ¢, = 344 m/s, le tableau 6.5
rassemble le parametre matériau f.h, la fréquence critique f. pour h = 0.5 mm, et ’amortissement
par rayonnement asymptotique «,_ pour h = 0.5 mm.

Matériau feh [m/s] fe [Hz] ., [s71]
(h=0.5 mm) (h=0.5 mm)
Aluminium 11.654 23309 309.2
Titane 11.772 23545 183.5
Fer 12.036 24071 104.9
Acier 12.386 24772 104.9
Cuivre 16.765 33531 92.1
Argent 21.115 42229 78.6
Platine 21.340 42679 38.5
Or 29.082 58163 42.8
Plomb 49.901 99802 70.7

TAB. 6.5: Parametres gouvernant l'amortissement par rayonnement pour les différents matériaux :
constante matériau f.h, fréquence critique fc|(n—o.5mm) et amortissement par rayonnement asympto-
tique en hautes fréquences o, |(h—0.5mm) pour une plaque de h = 0.5 mm. En générale, plus grand est
le parametre f.h et plus faible et 'amortissement par rayonnement en dessous de f. (voir Figure 6.5).
Egalement, plus faible et «,.__ et plus faible et 'amortissement par rayonnement au dela de f..

Pour les plaques métalliques minces, la valeur de «,_ conduit & des temps de réverbération
tres petits. On souhaite alors que la fréquence critique reste en dehors du domaine audible. La
Figure 6.4 montre 'amortissement par rayonnement pour différents matériaux et les épaisseurs
h =0.5 mm et h =1 mm. On observe que, plus f. est grande, plus ’amortissement par rayon-
nement est petit. Pour h = 1 mm (b), la Figure 6.4 (b) montre que dés qu’on s’approche trop
de la fréquence critique I'amortissement croit tres rapidement. En général, jusqu'a f = 0.8f,
l’amortissement par rayonnement reste inférieur a 0.05a,_, mais au-dela, 'amortissement de-
vient tres important. La Figure 6.5, ou ’épaisseur des plaques est h = 18 um, montre que pour
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F1G. 6.4: Amortissement par rayonnement des plaques de dimensions L, = 2, L, = 1, épaisseurs h =
0.5 mm (a) et A =1 mm (b), pour les matériaux du tableau 6.5.
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F1G. 6.5: Amortissement par rayonnement des plaques de dimensions L, = 2, L, = 1, épaisseur h = 18 pm,
en acier, en or et en aluminium.

cette épaisseur I’amortissement par rayonnement est négligeable quel que soit le matériau. C’est
un des avantages, outre une densité modale élevée, des plaques trés minces.

Quand on néglige les modes de coin, 'expression de I’amortissement par rayonnement en
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dessous de la fréquence critique s’écrit :

_ Ppac;
" Sphf.

ML R LT
Am2 (1 —2)32 7 [(1 =)

[0

g2 avec :

(6.11)

+ 21/;] . ol: = (f/f)Y2

Pour une valeur fixe de f., 'amortissement peut étre controlé a partir de la surface S ou du
périmetre P de la plaque. Si on veut conserver la densité modale de la plaque, la surface doit
rester constante, et le seul parametre de controle est donc le périmetre P. A surface constante,
plus les deux dimensions de la surface de la plaque sont proches et plus ’amortissement par
rayonnement est petit.

6.2.3.3 Regroupement des modeles

L’étude systématique de I’amortissement total prédit par les modeles thermoélastique et de
rayonnement pour un matériau donné et en fonction de I’épaisseur de la plaque permet d’identifier
les différentes configurations d’amortissement possibles. On se limite & des épaisseurs h > 0.1 mm.
Pour de plus faibles épaisseurs, I'amortissement par rayonnement est en général négligeable,
comme le montre la Figure 6.5, et il suffit de considérer I'amortissement thermoélastique pour
I’analyse.

La Figure 6.6 montre la variation de 'amortissement total avec ’épaisseur pour une plaque
en or (a) et pour une plaque en platine (b). On observe que pour les deux matériaux il existe
un intervalle d’épaisseurs permettant d’obtenir un amortissement inférieur & environ o = 12 s=!
dans tout le domaine audible : h € [0.5; 1.25] mm pour l'or et h € [0.1; 0.5] mm pour le titane.
La limite inférieure de cet intervalle est imposée par 'amortissement thermoélastique tandis que
la limite supérieure dépend de la fréquence critique de rayonnement. Quand la plaque est trop
mince, o de amortissement thermoélastique dépasse 125~ dans la majorité du spectre. Quand
la plaque est trop épaisse, la fréquence critique est dans le domaine audible et I'amortissement
par rayonnement dépasse 125! pour approximativement f > 0.95f,.

6.3 Influence des conditions aux limites

La résolution numérique par différences finies (DF) présentée au chapitre 4 permet de résoudre
le probleme vibratoire pour des plaques finies sous les 3 types de conditions aux limites (CL)
conservatives suivantes : bords libres, bords encastrés et bords simplement appuyés. On peut
alors mettre a profit ’algorithme des DF pour examiner si 'influence des conditions aux limites
sur la réponse impulsionnelle d’un réverbérateur a plaque est importante. On utilise le jeu de
parametres du réverbérateur EMT140 et on tient compte des amortissements thermoélastique
et par rayonnement. On fait trois simulations par DF, une pour chaque type de CL, selon la
méthodologie décrite par la Figure 4.14. Les trois signaux obtenus par la syntheése sont différents
mais a I’écoute aucune différence n’a été percue.

6.3.1 Domaine temporel

La Figure 6.7 montre la superposition des trois signaux obtenus en fonction du temps. Ces
signaux correspondent a l’accélération du point d’observation en réponse a une impulsion de
force au point d’excitation. La valeur instantanée de l'accélération est différente pour les trois
configurations des CL, mais le comportement global du signal semble similaire. Les distributions
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F1a. 6.6: Amortissement total prédit par les modeles thermoélastique et par rayonnement pour un matériau
donné et différentes épaisseurs. Matériau : (a) or et (b) titane.
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F1G. 6.7: Réponses impulsionnelles tronquées (accélération en unités arbitraires) d’une plaque en acier,
de dimensions L, = 2, L, = 1 et d’épaisseur h = 0.5 mm sous différentes conditions aux limites : bords
libres (bleu), plaque encastrée (rouge) et plaque simplement supportée (vert). Les signaux temporels des
trois simulations sont différents mais leur comportement global est similaire.

statistiques des échantillons des trois signaux peuvent étre comparées a partir des histogrammes
représentant la distribution de la valeur des échantillons pour une portion du signal.
La Figure 6.8 montre les histogrammes des trois RI pour la portion qui correspond a ¢ € [0; 0.1]
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F1G. 6.8: Histogrammes des échantillons des premiers 100 ms des signaux temporels d’accélération de la
Figure 6.7 correspondants aux trois conditions aux limites différentes. Les distributions des échantillons
des trois histogrammes sont tres similaires.

secondes. La distribution des échantillons est la méme indépendamment des CL de la simulation.
Pour des portions des RI correspondant a des t plus grands, la comparaison des histogrammes
des trois RI conduit a des résultats trés similaires. On peut alors affirmer que la distribution
globale d’amplitudes est indépendante des CL.

6.3.2 Domaine fréquentiel

L’analyse fréquentielle est réalisée par transformée de Fourier des trois RI synthétisées. La
Figure 6.9 montre le détail des spectres en basses fréquences (a) et en hautes fréquences (b). Les
pics du spectre observés, correspondant aux fréquences propres, dépendent des CL mais leur den-
sité en est indépendante. En raison de la densité modale élevée, il est tres probable que Ioreille
humaine ne puisse discerner le changement de fréquences propres entre les trois configurations.
D’autre part, le niveau moyen des spectres est similaire pour les trois simulations. Pour I'analyse
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S, = (—80.9, ~78.8,—-79.6) dB
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F1G. 6.9: Module de la transformée de Fourier des signaux temporels de durée 6 s présentés a la Figure
6.7 et pour les intervalles de fréquences [0; 100] Hz (a) et [10000; 10100] Hz (b). X et S,, sont les vecteurs
contenant les moyennes et les écarts type des spectres dans l'intervalle montré pour les trois CL de plaque
simulées, appuyée, encastrée et libre respectivement. Les fréquences propres des trois spectres ne sont pas
les mémes mais globalement le comportement fréquentiel est similaire.

global des spectres, on compare la moyenne X et I’écart type S,, des amplitudes des portions de
spectres de la Figure 6.9 pour les trois CL. Les valeurs obtenues pour X et S,, des trois simula-
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tions restent tres proches, ce qui montre que ’amplitude moyenne des spectres et leur dispersion
autour de leur moyenne est indépendante des CL a cette échelle d’observation.

Pour comparer la distribution fréquentielle de 1’énergie totale des trois RI, leur densité spec-
trale de puissance dans tout le spectre audible est montré par la Figure 6.10. Les courbes des trois
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Fi1G. 6.10: Estimation de la distribution fréquentielle de 1’énergie totale des signaux temporels de durée 6 s
présentés a la Figure 6.7 & partir du périodogramme moyenné de Welch. Le comportement est indépendant
des conditions aux limites.

simulations se superposent, montrant ainsi qu’a une échelle globale la répartition fréquentielle de
I’énergie est indépendante des CL. Ces expériences semblent indiquer que I'influence des condi-
tions aux limites sur la réverbération obtenue est négligeable, et donc qu’on pourrait envisager de
réaliser les simulations par synthése modale du cas simple de la plaque sur des appuis simples, ce
qui permettrait d’accélérer et simplifier les calculs. On n’est pas obligé alors d’étre fidele en tout
au dispositif expérimental car on n’a pas les contraintes de construction. Par exemple, 'amortis-
sement par transmission mécanique d’une plaque sur des appuis simples réelle est tres important
tandis que par la synthese on peut imposer ’amortissement désirée et profiter de la facilité de
calcul de ce cas simple.

6.4 Deux exemples de synthese de RI

On propose deux exemples des synthéses qui sont possibles avec la méthode proposée dans
cette these et résumée par la Figure 4.14. Le premier exemple est la synthese sonore de la RI de
la feuille d’or du réverbérateur EMT240 et le deuxiéme la synthese d’une plaque en aluminium
avec les parametres géométriques du réverbérateur EMT140. La conséquence principale de ce
changement de matériau est I'obtention d'un effet de réverbération plus court. Pour chaque
exemple, on présente ’amortissement en fonction de la fréquence prévu par le modele continu et
celui de la RI obtenue par les DF, afin de vérifier le comportement de la simulation. Le relief de
décroissance, qui caractérise completement 'effet de réverbération obtenu, est aussi représenté
pour chaque exemple.

6.4.1 Feuille d’or

La synthese de la RI de la feuille d’or du réverbérateur EMT240 est réalisée en tenant compte
uniquement de ’amortissement thermoélastique, car pour sa faible épaisseur, h = 18 um, ’amor-
tissement par rayonnement est négligeable. Pour cette syntheése on ne cherche pas a simuler la
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feuille d’or dans la configuration du réverbérateur EMT240, car on ne tient compte ni de la
tension ni du couplage avec les actionneurs et les capteurs, qui ont probablement une influence
significative a cause de la faible épaisseur de la feuille. Les post-traitements d’ajustement de
I’amortissement et d’égalisation de ’énergie ne sont pas faits pour cet exemple. Un bon ac-
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(a) Modele Continu et DF (b) DF et mesures

Fia. 6.11: Amortissement thermoélastique de la feuille en or du réverbérateur EMT240. (a) : modele
continu (- - -) comparé a 'amortissement mesuré sur la RI obtenue par DF. L’algorithme des DF suit
bien le comportement imposé, mais les effets de la dispersion numérique commencent a apparaitre a partir
de 15 kHz tout en restant négligeables. (b) : comparaison de l’amortissement obtenu par la simulation
avec celui des mesures expérimentales sur I'unité EMT240 dans sa configuration la plus réverbérante.
L’amortissement réel est plus important que celui de la synthese, ce qui s’explique par la sensibilité aux
pertes par transmission mécanique d’une plaque d’épaisseur h = 18 pm.

cord entre ’amortissement du modele continu et celui de la RI obtenue par les DF est observé
ala Figure 6.11 (a). L’accord est tres bon sauf en hautes fréquences ol une légere erreur apparait.

La Figure 6.11 (b) compare I"amortissement de la simulation avec celui obtenu expérimentalement
pour la configuration la plus réverbérante du réverbérateur ETM240. L’amortissement de la si-
mulation est trés inférieur a la mesure. Du fait de la faible épaisseur de la feuille d’or, de I’amor-
tissement est ajouté par transmission mécanique de la feuille a ses points d’attache, & ses deux
capteurs et aux deux actionneurs. Cet amortissement n’est pas pris en compte par la modélisation
physique. Si I'objectif de la synthese est de reproduire la mesure, cet amortissement additionnel
peut étre ajouté a la simulation grace a ’algorithme d’ajustement de I'amortissement décrit au
chapitre 4. Le relief de décroissance de la simulation par DF est représenté a la Figure 6.12. On
observe que la majorité de I’énergie se concentre en basses et moyennes fréquences.

6.4.2 Plaque en aluminium

Le deuxieme exemple correspond a une plaque en aluminium dont les parametres géométriques
sont les mémes que ceux du réverbérateur EMT140. La Figure 6.13 (a) montre les amortisse-
ments thermoélastique, par rayonnement et total prédits par les modeles physiques a partir des
parametres de la plaque. Pour des fréquences supérieures a 1000 Hz, 'amortissement de la plaque
est supérieur & o = 14 s™!, ce qui correspond & un temps de réverbération inférieur & 0.5 s. La
plaque est donc peu amortie uniquement en basses fréquences. Le choix de 'aluminium conduit
a une plaque dont les vibrations sont plus amorties que celles du réverbérateur EMT140.

Suivant la méthodologie de la Figure 4.14, la simulation faite par DF inclut uniquement
Pamortissement thermoélastique. Dans la Figure 6.13 (b) on observe le bon accord entre I’amor-
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Fic. 6.12: Relief de décroissance de I'accélération obtenue par DF en réponse a une impulsion ponctuelle
de force. Plaque en or, d’épaisseur i = 18 pm et de dimensions L, = 0.29 m et L, = 0.27 m. La simulation
est faite a la fréquence d’échantillonnage F's = 192 kHz et sous-échantillonnée d’un facteur 4. L’énergie
totale est plus importante en basses fréquences en raison du faible amortissement du modele physique en
basses fréquences.
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F1G. 6.13: Amortissement d’une plaque en aluminium d’épaisseur h = 0.5 mm : (a) amortissement
thermoélastique (- - -), amortissement par rayonnement (- - -) et leur somme (—) obtenus par les modeles
continus. (b) amortissement thermoélastique du modele continu comparé a ’amortissement mesuré sur la
RI obtenue par DF avec modele temporel d’amortissement thermoélastique

tissement de la RI en sortie des DF et 'amortissement du modele continu. L’amortissement par
rayonnement est donc ajusté dans le post-traitement de la RI. Le relief de décroissance de la
RI obtenue apres le post-traitement est représenté a la Figure 6.14. On peut observer claire-
ment l'effet passe-haut dia a I’observation de I'accélération en réponse a une impulsion de force.
Comme le spectre de 'admittance d’une plaque tend vers une constante, la pente du spectre de
l'accélération est de +20 dB par décade. L’égalisation de 1’énergie ne pose pas de probleme car
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F1a. 6.14: Relief de décroissance de I’accélération simulée par DF en réponse a une impulsion ponctuelle.
Parametres : plaque en aluminium d’épaisseur A = 0.5 mm, de dimensions L, = 2 et L, = 1. Simulation
a la fréquence d’échantillonnage F's = 192 kHz et sous-échantillonnée d’un facteur 4.

elle peut étre corrigée par le filtrage numérique décrit au §4.4.2.

Une alternative a la lecture de l'accélération en sortie de ’algorithme est I'utilisation de la
vitesse, ce qui permet d’obtenir une distribution fréquentielle de I’énergie plus homogene. Le
relief de décroissance obtenu a partir de la RI en vitesse est représenté a la Figure 6.15.

6.5 Conclusion

Ce chapitre a permis d’explorer les possibilités de ’algorithme de synthese du réverbérateur a
plaque par application des modeles et méthodes présentés aux chapitres précédents. Pour aboutir
a un réverbérateur avec une densité modale élevée, il est nécessaire de simuler des plaques de
faible épaisseur, de grande surface et faites d’'un matériau avec un rapport masse-raideur le
plus élevé possible (équivalent & une vitesse des ondes de compression ¢, la plus petite possible).
Parmi les métaux présentés, c, peut varier d'un facteur 5, et la densité modale pour une géométrie
identique peut donc varier de ce méme facteur. Pour examiner les effets du changement de densité
modale dans les spectres, et surtout pour ’écoute, on s’est servi de l'outil de synthese, et on a
fait des simulations en changeant uniquement la surface de la plaque. Ces syntheses confirment la
nécessité d’une valeur élevée de la densité modale pour obtenir une réverbération percue comme
naturelle.

Puisque le temps de réverbération est la caractéristique la plus perceptible de la réverbération,
on s’est efforcé de montrer les comportements fréquentiels de 'amortissement pour différents
matériaux métalliques réels et pour différents parametres géométriques. Les propriétés dissipa-
tives de la plaque peuvent varier substantiellement selon le matériau et selon I’épaisseur. Pour des
épaisseurs de ’ordre du millimetre, I’amortissement thermoélastique atteint rapidement sa valeur
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F1G. 6.15: Relief de décroissance de la dérivée temporelle numérique (vitesse) du déplacement simulé par
les DF en réponse a une impulsion ponctuelle pour la méme plaque que la Figure 6.14.

asymptotique aq = R21h(;1,

I’amortissement thermoélastique est de la forme %%h2w2 (voir Figure 6.3). Dans un cas, le fac-
teur qui gouverne 'amortissement thermoélastique est R;C1, tandis que dans autre c’est Ry /C.
Certains matériaux comme ’acier dissipent alors plus d’énergie que d’autres pour une épaisseur
0.02 mm mais moins que les autres pour une épaisseur de l'ordre du millimetre. Concernant
I’amortissement par rayonnement, il n’est pas tres élevé pour des fréquences inférieures a environ
0.8fc, ou f. est la fréquence critique de la plaque. Pour éviter un amortissement excessif dans le
domaine audible, une valeur f. > 20 kHz est convenable. Pour un matériau donné, cette condi-
tion impose une borne supérieure sur ’épaisseur de la plaque. Il faut choisir alors une plaque
mince, ce qui est en accord avec la condition de densité modale élevée, mais il faut s’assurer que
I’amortissement thermoélastique ne devient pas trop important, car sa valeur asymptotique ao
est en h=2. A titre d’exemple, on a examiné ce compromis pour l'or et le platine, par le cal-
cul de leur courbe d’amortissement total (thermoélastique et par rayonnement) & des épaisseurs
différentes.

tandis que pour de tres faibles épaisseurs, ici de I'ordre de 0.018 mm,

Une étude comparative sur l'influence des conditions aux limites a été menée pour trois si-
mulations correspondant a la méme plaque sous différentes conditions aux limites (encastrée,
simplement appuyée et bords libres). La comparaison entre les trois RI simulées a été faite
dans les domaines temporel et fréquentiel. Les résultats semblent indiquer que les conditions
aux limites n’ont pas une influence importante sur l'effet de réverbération obtenu. L’intérét de
ce résultat est que la simulation de la RI d’une plaque simplement appuyée peut se faire tres
efficacement par synthése modale & partir d’un banc d’oscillateurs numériques (voir 1’ annexe C).
Néanmoins, ces résultats ne sont pas extrapolables a une plaque réelle, car les conditions du type
encastrement ou appuis simples ne sont jamais conservatives et produisent souvent des pertes
importantes par transfert d’énergie mécanique. Cet accroissement de ’amortissement aurait une
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influence trés forte sur l'effet de réverbération obtenu.

Finalement, on présente deux exemples de synthese avec leur courbe d’amortissement et leurs

reliefs de décroissance respectifs :

— une simulation a partir des parametres physiques de la feuille d’or EMT240 qui produit une
réverbération tres longue. L’amortissement obtenu est tres inférieur a celui de la mesure en
raison de la non prise en compte de 'amortissement par transmission mécanique,

— une plaque en aluminium avec les parametres géométriques du réverbérateur EMT140, qui
produit une réverbération tres courte.



CHAPITRE 7
Différences finies pour une plaque
circulaire

7.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter la simulation dans le domaine temporel des vibrations
de plaques circulaires, en portant une attention particuliere a 1’étude de la stabilité des schémas
aux différences finies (DF') proposés. Ce sujet n’a pas été traité pour I'instant dans la littérature .

Pour I’équation des ondes, plusieurs auteurs se sont intéressés a sa résolution temporelle dans
une géométrie quelconque avec des DF en coordonnées cartesiennes [42; 43; 44]. Il s’agit de la
technique connue sous le nom de “embedded boundary technique”. Les conditions aux limites du
domaine, qui ne sont pas forcément sur un point de la grille, sont approchées par interpolation.
Cette méthode pose des problemes de stabilité pour la simulation dans le domaine temporel et
des termes additionnels dissipatifs doivent étre ajoutés a I’équation pour assurer la stabilité de
I’algorithme. Cette méthode n’est donc pas adaptée pour la syntheése sonore ou 'on souhaite
pouvoir controéler la dissipation du systeme tout en garantissant la stabilité de la méthode. Pen-
dant cette these, des efforts ont été réalisés pour appliquer cette méthode a une plaque circulaire
encastrée en modifiant les opérateurs aux différences prés des bords du domaine pour le cas le
plus simple de la plaque encastrée, mais les systémes numériques obtenus peuvent étre instables.
Cette instabilité ne peut étre détectée qu’a posteriori, apres construction du systeme discret, par
une analyse des valeurs propres de la matrice d’amplification. Pour ces raisons on s’est orienté
vers des DF en coordonnées polaires pour la résolution numérique dans un domaine circulaire,
qui semble étre plus adapté pour le probleme a traiter.

Lors de la discrétisation d’une équation aux dérivées partielles par DF, la stabilité dépend
des opérateurs discrets utilisés. La méthode classique de Von Neumann permet de déterminer
des conditions de stabilité pour un schéma aux DF donné dans un milieu infini ou périodique.
La condition de stabilité s’exprime souvent comme une borne sur un parametre faisant interve-
nir les pas de discrétisation spatiale et temporelle. Cette méthode ne permet cependant pas de
tenir compte des conditions aux limites (CL) numériques des DF. Or des CL continues conserva-
tives peuvent devenir non conservatives lors de leur discrétisation. Ces CL peuvent apporter de
I’énergie numérique & chaque pas de temps et rendre ’algorithme instable. L’analyse de la stabi-
lité par des méthodes énergétiques permet de déterminer la fagon d’approcher numériquement les
CL continues conservatives afin de conserver I’énergie numérique. L’application de ces méthodes
pour la synthese sonore en acoustique musicale a été introduite par Bilbao [5; 7; 6].

135
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Un autre avantage de ces méthodes, qui n’est pas exploité ici, est qu’elles permettent ’analyse
d’équations non linéaires. Dans cette these on étudie I’équation linéaire de Kirchhoff-Love, mais
une partie des résultats peuvent étre utilisés pour 'analyse de la stabilité de ’équation de von
Karman, qui décrit les vibrations des plaques minces avec des non linéarités géométriques. En
particulier, des travaux récents [5] montrent que pour les plaques rectangulaires les conditions
aux limites conservatives du cas linéaire (équation de Kirchhoff-Love) sont les mémes que pour le
cas non linéaire géométrique (équation de von Karman). Il semble raisonable de penser que pour
la discrétisation des mémes équations dans un domaine circulaire on aura le méme comportement.

Les types de schémas aux DF présentés ici sont d’ordre deux en temps et en espace. L’appli-
cation des méthodes énergétiques pour des schémas d’ordre supérieur en espace est un probleme
plus complexe qui n’a pas été approfondi dans cette these. Pour ces schémas d’ordre supérieur,
l'opérateur discret est modifié pres des bords pour tenir compte des conditions aux limites. En
général, on utilise un opérateur d’ordre 2 pres des limites du domaine. Ce changement rend
I’analyse complexe car I'opérateur discret n’a pas la méme structure dans tout le domaine. On
se limite donc volontairement a des opérateurs d’ordre 2 en espace, car le but de ces travaux
est de faire une premiere contribution a l'utilisation des DF pour la résolution de I’équation des
plaques dans un domaine circulaire.

L’application de la méthode énergétique a I’étude de la stabilité des schémas aux DF pour la
résolution du cas simple a une dimension du probleme de la barre d’Euler-Bernoulli est présentée
a l'annexe A. L’extension aux DF en coordonnées polaires pour les plaques minces circulaires
est plus complexe mais 'approche générale de la méthode est tres similaire a celle de la barre.
Ainsi, une partie des résultats obtenus pour la barre est utilisée pour ’analyse de la stabilité des
plaques circulaires. Il est donc recommandé de lire ’annexe A avant de lire la suite de
ce chapitre.

7.2 Systéeme continu

L’équation de Kirchhoff-Love en coordonnées polaires peut s’écrire :

En?
phai(r, 0, t) + DA*w(r,0,t) = 0, avec D= 2017 (7.1)
ol w = %2712” est I'accélération et A est 'opérateur Laplacien, qui en coordonnées polaires est :
_lg 7'2 +l872—872+12+i872 (72)
Cror \ or 2002  Or2  ror  r206% '

Un produit scalaire de I’espace Lo des fonctions de carré sommable en coordonnées polaires est :

(foa= [ /A fodo = [ /,4 r(fg)dr do, -

(fo f)a=|IfI%

ou A correspond a la surface de la plaque de rayon R, i.e. 0 < 0 < mwet 0 <r < R. L’élément
différentiel de surface est noté do. Quand on passe aux coordonnées polaires, do = rdr df, et un
terme multiplicatif en r apparait dans l'intégrale (7.3).

Pour rendre la lecture plus aisée, on définit la notation de produit scalaire < o,r¢ > 4 qui fait
apparaitre explicitement le terme multiplicatif r :

< f,rg>a=(f,9)a (7.4)



7.2. SYSTEME CONTINU 137

7.2.1 Conditions aux limites

Pour simplifier I’écriture on n’écrit pas la dépendance en espace et en temps de w(r, 6,t) = w
et on utilise la notation suivante pour les dérivées partielles en espace :

0o 9%
(©)sa = ™ et (©),a8 = 9005 (7.5)

On s’intéresse aux trois types principaux de conditions aux limites non dissipatives sur le bord
r = R de la plaque : appui simple, encastrement et bords libres [50].

Plaque encastrée en r = R :
w=0 et wy, =0 en r=R. (7.6)

Plaque sur des appuis simples en r = R :

w=0 et TT+Rw —|—Rw99—0 en r=R. (7.7)
Plaque aux bords libres en r = R :
er+Rw —|—R2w99—0 en r=~R et
(7.8)
n 1 n 2—v 3—v 0 R
— [ _— _— = 111 == .
Wy Rw,rr R2 w R2 W rpp R3 w g9 € r

7.2.2 Energie du systéme continu

On se propose ici d’obtenir une expression de I’évolution de ’énergie de la plaque a partir
de ’équation de la dynamique (7.1) qui montrera que les conditions aux limites précédemment
citées sont conservatives et que I’énergie du systeme est positive. On cherchera ensuite les mémes
propriétés pour I’énergie du schéma numérique, ce qui permettra d’en assurer la stabilité. Le
produit scalaire de I’équation de la dynamique (7.1) avec la vitesse w est :

/ /A (phivid + Do A*w) do = 0, (7.9)

Le premier terme de (7.9) peut étre développé comme :

phwwda_ ph W?do = Lg, (7.10)
y Tt

et correspond a I’évolution temporelle de l’energle cinétique de la plaque, appelée ici ¥, qui est
toujours positive d’apres (7.10).

Le deuxieéme terme de (7.9) correspond a ’énergie potentielle des force élastiques. Pour rendre
la lecture plus aisée, on utilise par la suite la notation de produit scalaire définie par (7.4) :

/ DuwAN*wdo = D <, rAN*w >4 . (7.11)
A

L’opérateur A? de (7.9) peut étre développé pour aboutir & une expression détaillée :

< b, rNPw > 4=< —1—2 1 4—l +
, A=< T Worry + Wprr — G W+ g Wy
(7.12)

2 2 4 1
2 Wrro0 = 3W.r00 + W0 + weoee) ZA -
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Cette expression de ’évolution de ’énergie n’est pas intéressante pour notre étude car la conser-
vation et la positivité de I’énergie n’y sont pas exprimées explicitement. On cherche alors a I’écrire
sous d’autres formes qui montrent explicitement ces propriétés. Le terme (7.11) peut s’écrire :

D <, rA*w >4=D < AN, rAw >4 —DB,

d (D
= <2 < Aw,rAw >A> - DB, (7.13)
d D
= —(Aw)*do — D
dt//A2( w)"do = DBy,
ou D est une constante et B est :
2 1 1 r
B, = / [rw,r <w,mﬂ + —w, + 21@99)] do+
0 T T 0
(7.14)

2w 1 1 1 2 R
T | =Wy — ~Wrr + 5W, — —5W 09 + —3W 00 de.
0 T T T T 0

La premiere égalité de (7.13) s’obtient par une double intégration par parties (IPP) de (7.11).
B, est appelé terme de bord, car il fait intervenir uniquement les valeurs du déplacement et de la
vitesse aux bords du domaine circulaire. En raison de la périodicité angulaire, i.e. w(r,0) = wy 27,
on a [w(r,0)]5=2™ = 0 lors des IPP. Uniquement les valeurs aux bornes de 7, i.e. [w(r,0)]"=5 = 0,

interviennent dans B;. A partir de (7.9) on peut alors écrire :

C(Tru)y=DB,  on:

D
‘I:// @w2d0 et Ll’:// —(Aw)?*do
A2 A2

On remarque que, si B7 est nul, I’énergie totale du systeme continu est conservée. On parle alors
de conditions aux limites conservatives. Par exemple pour la plaque encastrée en R, les conditions
aux limites (7.6) sont conservatives, car B est nul. D’autre part, (7.15) montre la positivité de
Iénergie, car T et U’ sont des formes quadratiques. Néanmoins, 'expression (7.15) ne suffit pas
a juger de la conservation d’énergie pour les bords libres et les appuis simples. On est amené a
chercher une autre fagon d’écrire ’évolution de I’énergie potentielle.

Remarque :

La positivité de I’énergie n’est pas une condition suffisante pour montrer que le probleme est
bien posé. En particulier, il faut que 1’énergie soit une forme bilinéaire continue et coer-
cive sur un espace de Hilbert pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram [1], et ainsi
assurer l'existence et I'unicité de la solution de la formulation variationnelle. La justification
mathématique rigoureuse de I’équivalence entre la formulation variationnelle et ’équation de la
dynamique nécessiterait de rentrer en profondeur dans la théorie des traces et des distributions;
elle est donc hors de la portée de cette these. Le lecteur intéressé peut s’adresser aux ouvrages
[1; 58; 52; 20].

(7.15)

Une deuxieme maniere d’écrire la contribution de I’énergie potentielle a I’équation de la conser-
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vation de 1’énergie est :

1 1 1 1
D<w,TA2w>A:D[< wr+ ’wgg, (w + w99> >

1. 1 .
+2< (wa,e) )T <Tw,9> >4+ <, r(Wer) >A] - D%, (7.16)
77' r

(),

)

9 2

1
r+ —S W00 +2 + Hw,rrHi - D%B,.

A

~7 |

ou le terme de bord B, est :

2
iBl:/ [y (wy)] 5 dO
0

o/ 3 2 1 f
-+ rw —2w7r + *3'UJ799 - ﬁw,aer — Worrr — —Wpp de.
0 r r r r 0

Cette expression a été prouvée par IPP, de fagon similaire a (7.13) (on ne détaille pas les calculs
pour alléger le texte, mais le lecteur peut refaire les calculs). A partir de (7.16) et de la premiere
forme de I’énergie (7.13), on peut réécrire la variation de ’énergie potentielle comme :

(7.17)

D < b, rAN*w > 4=Dv < 1, rA*w >4 +D(1 —v) < i, rA*w >4

=Dv(< Aw, rAw >4 —B,)

1 1 1 1
+D(1 —v) [ < -, —l— —W g, T (waﬂ« + ﬂw,ee) >A

1 1
+2< <U.J7,9> , T (U),@) >4+ < w,’l‘?“a r(w,rr) >A _%2] (718)
r Rg r r

)

i, (oo 22 o) o
+ (<iw79)’r>2]>do—Dy‘B — D1 -v)®B dt// do — B,

ou U est la nouvelle facon d’écrire I’énergie potentielle :

T R ad (Nl

Le nouveau terme de bord B est :
B =DvB, +D(1—-v)B,

27 ) v v R
:D/ [rwﬂ, (ww + —w, + —2w799>} dé
0 r r 0

21 R
. 1 1 2—v 3—v
+ D/ [rw <—w,rrr — —Wyr+ SWy — —5 W00 + —3 w799>] de.
0 r r r r

(7.20)
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Et I’équation d’évolution de I’énergie totale de la plaque s’écrit :
d .
%ﬁ:‘B ol : H=T+4U, (7.21)

ou H est ’énergie totale du systeme, formée par I’énergie cinétique ¥ et 1’énergie potentielle .
D’apres l'expression (7.17) les valeurs numériques de i et {1’ sont différents seulement si le terme
de bord B, est non nul.

L’expression (7.21) décrit I’évolution temporelle de I’énergie totale du systéme tout en mon-
trant le caractere conservatif des conditions aux limites du type encastrement, appuis simples
et bords libres. D’autre part la positivité de I'énergie est aussi montrée explicitement, car il
s’agit d’'une somme de termes positifs. Lors de I'analyse des schémas aux DF par la méthode
énergétique on cherchera & obtenir une expression équivalente a (7.21) mais dans le domaine dis-
cret, ce qui permettra d’identifier sous quelle forme la discrétisation des conditions aux limites
conserve ’énergie numérique du systeme et les conditions de positivité de I’énergie numérique.
Pour I’étude de la stabilité du schéma dans un milieu infini on peut se contenter de la premiere
expression obtenue pour l’évolution de ’énergie (7.15), qui s’obtient plus directement depuis
I’équation de la dynamique. La conservation d’une énergie numérique positive assure la stabilité
de lalgorithme des DF [5; 6].

7.2.3 Modes propres d’une plaque circulaire encastrée

On résume brievement ici les résultats analytiques exacts concernant les fréquences propres
et les déformées modales d’une plaque circulaire, mince, isotrope et encastrée sur son pourtour.
Le probléme a résoudre s’écrit :

(A% — yHw(r,0) =0, avec : At = ,
D (7.22)

w(R,0) =0 et wy(R,0)=0 sont les CL en r = R.

Le probleme est résolu dans [35] en séparant la solution en deux parties, puis en séparant la partie
radiale et la partie azimutale de chaque solution. Les fréquences propres exactes sont obtenues a
partir de la résolution de I’équation aux valeurs propres :

[k(’)/R)kal(’yR) - Jk('yR)Ik,l(’yR) = 0, k= 0, 17 2, cee (7.23)

ou Jj est la fonction de Bessel de premiere espece et I est la fonction de Bessel modifiée de
premiere espece. Chaque équation (7.23) admet les solutions notées g, pour n = 1,2,... , et
dont on déduit par (7.22) les pulsations propres :

/D
2
= = 7.24

Les déformées modales wy,, sont données par :

1) = (o BT On) = I ) ) { onl ) (7.25)

ouk=0,1,...etn=1,2,....

Les indices k et n de chaque mode correspondent au nombre de lignes nodales (lignes d’ampli-
tude nulle) de la déformée modale : k correspond au nombre de diameétres nodaux et n & celui des
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lignes nodales circulaires concentriques. Quand k = 0 le mode est axisymétrique. Quand k # 0,
le mode en cosinus w, et le modes en sinus ws de (7.25) correspondent & une méme fréquence
propre wg, de multiplicité 2. On a alors deux modes propres a une méme fréquence dont les
déformées modales sont identiques mais décalées en phase. Pour plus de détails le lecteur peut
consulter [35; 50].

7.3 Différences finies en coordonnées polaires

Dans le domaine discret, sur une grille polaire on définit les pas de rayon h, et le pas d’angle
hg constants. Pour une plaque circulaire de rayon R, les variables continues sont discrétisées par :

t =nk t>0, n=0,1,...,
r = Lh, 0<r<R, {=0,1,...,N,,

(7.26)
0 = mhy 0<60<2m, m=0,1,...,Ng — 1,

w(r,0,t) = w(lh,, mhg,nk) = wy,,,

ou k = 1/F's est le pas de discrétisation du temps, et h, = R/N, et hy = 2w/Ny sont les pas de
rayon et d’angle dans ’espace. On remarque que la variable angulaire 8 est périodique de période
27. Le domaine spatial discret défini ci-dessus correspond a la discrétisation du domaine A défini
pour le cas continu.

La transposition du produit scalaire continu vers le domaine discret a également un terme
multiplicatif en r pour tenir compte des coordonnées polaires. Par souci de lisibilité des calculs,
on note ce produit scalaire avec le r dans le crochet, mais on écrit la norme sans le terme en r.
Dans un premier temps on s’intéresse au produit scalaire et a la norme sur un domaine infini
Ao discrétisé avec une grille polaire. De plus, on fait ’hypothese que les fonctions f'm €t 90,
sont régulieres et nulles sur les bords du domaine, i.e. £ — oo. On écrit alors :

oo Ng—1
(719" de = oo Y D 10T Gl s 1 ae = (7 rf™ Y2 > 0. (7.27)
/=0 m=0

Comme pour le cas continu, ol le résultat du produit scalaire est un scalaire qui dépend du temps,
on a dans I’équivalent discret un scalaire qui est repéré par I'indice de discrétisation temporel n.
Par la suite, pour alléger la notation, on omet cet indice, et on écrit (f,rg).a. et || f|l .-

7.3.1 Opérateurs aux DF en coordonnées polaires

L’approximation du Laplacien en coordonnées polaires qu’on propose peut s’écrire de plusieurs
fagons différentes, mais il s’agit toujours du méme opérateur discret :

1 1 1 1
on = —0ry ((,ur—r)(sr—) + 72509 = Opp + —0p. + 725997 (728)
T T r T
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ou :

1
Wp—Tp = 5(?"@ +re_1) =10 — hy /2,

1
n _ n n
57”+w€,m = h*(weﬂ,m - we,m)»

<

1
n n n
5T*w€,m h (wﬁ,m - wﬁ—l,m)?
r

. (7.29)

— n n _
5T'w€,m - 2h (wéJrl,m - wffl,m) - 92 )

1
57”7"me = ﬁ(w?—kl,m - 2me + w?—l,m) = 5T+(57”*w2m) = 57”* (6T+me)v
r

1
n _ n n n
dpowy , = 2 (WE 1 — 200y, + WG 1)
b

Dans le domaine infini décrit précédemment, pour f et g des fonctions régulieres qui s’annulent
a Uinfini, i.e. £ — oo, les opérateurs (1/r)d,— et (1/r)d,4 ont les propriétés suivantes :

<f7 r%(sr-‘rg)Aoo = _<5T’—f7 g>Aoo = _<%5T—f7 Tg).Aoov (730)

<f,r%6,«_g>,4w = —(6r+fr 9 A = —<%6,«+f, rg) A, - (7.31)

Dans ces conditions, l'opérateur discret (1/7)d,+ est adjoint formel de —(1/r)d0,—, et (1/7)d,—
est 'adjoint formel de —(1/7)d,+. On remarque que cette propriété nécessite que les opérateurs
soient le produit de d,_ et d,4 avec 1/r a cause du terme multiplicatif en r du produit scalaire.

Pour f et g des fonctions régulieres qui s’annulent a l’infini, I’approximation discrete du
Laplacien (7.28) a la propriété d’opérateur formellement auto-adjoint :

(f,rong) A = (OAL TG A s (7.32)

dont la démonstration est :
<f7 réAQ)Aoo :<f7 T(dAr + 6&0)9)./4007

(f,707,.9) Ase :<f,7"%5r+ ((r—7)0r-)) Ase = = (O~ f, (1r—7)0r— ) Ao,

=~ ((pr=7)0r—f,0r—9) Ay = (Ort ((tr—7)0r—f) , ) Ase

1 (7.33)
:<;5r+ ((”T*T)érff) 7Tg>.Aoo = <5A7'f’ Tg>‘A°°’
1 1 1
<fa Tﬁ(SQ@).Aoo - <69+fa TT7259+9>¢400 = <ﬁ69—59+f7 rg>Aoo = <6A9f’ Tg>‘A°°’
etona: (f,rong)a., = (OAf,79) A -
Une identité utile pour les manipulations algébriques ultérieures (voir (7.72)) est :
(firon, flae = —(6r—f, (r—1)0r— fla = —(6r—f, 700 f) + (he /2)(Sr—f, 6r— ) A (7.34)
3

= 10— fI* + (he/2) (S0 f 0, f)
L’intérét de cette relation est la séparation du terme initial en deux termes, un négatif et ’autre
positif, dont la valeur de la norme des opérateurs peut étre bornée.
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7.3.2 Bornes des opérateurs

Les bornes supérieures sur les normes des opérateurs polaires different un peu de celles des
coordonnées cartésiennes. Elles seront utiles pour aboutir aux conditions de stabilité :

1 4 1

4 N
10allas < et 212 =72 (1 + hz) O T = D2 (7.35)

Cette borne fait intervenir le facteur 1/r, qui est maximum pour le rayon le plus petit du domaine,
ici Tmin = hy. On verra que cette dépendance de la norme de 'opérateur avec le rayon du domaine
a des conséquences importantes sur la stabilité. La condition de stabilité dépendra du rayon
minimum du domaine.

7.3.3 Singularité au centre

L’application de I'algorithme sur une plaque circulaire nécessite le calcul du Laplacien et du
bilaplacien au centre de la plaque a chaque pas de temps. Néanmoins le centre est un point singu-
lier pour approximation d (7.28), car le rayon est nul. Une autre approximation du Laplacien
est nécessaire.

On suppose une grille dont les pas de discrétisation radiale et angulaire sont h, et hg. Le
nombre de points de discrétisation angulaire est alors Ny = 27 /hy. On considere les Ny points
de la premiere couronne, dont les coordonnées polaires sont r; = h, et 6; = jhy pour j =
[0,1,..., Ng — 1]. En coordonnées cartésiennes on a :

x=rcos(f) = ;= h,cos(jhg),

(7.36)
y=rsin(@) = y; = hysin(jhy).
Le développement de Taylor de chaque point (z;,y;) autour du centre (z,y) = (0,0) est :
. Ow ., Ow
’U)(l’j, yj) :w(()? 0) + hT COS(]h‘e)i(Oa 0) + hT Sln(]he)i(ov 0)
oz oy
Rz 5 Q%w h: 5 . Q%w
+ 5 cos (]hg)W(O,O) + 5 sin (]hg)a—yz(0,0) (7.37)
2 2
+ 91 cos(jh) siniha) 5. 20,0) + O(h).
La somme des déplacements des Ny points du premier cercle (7.37) est :
Ng—1 ow Nyg—1 Sw Ng—1
Z w(zj,y;) =Now(0,0) + hT%(O,O) Z cos(jhg) + hra—y(0,0) Z sin(jhg)
7=0 7=0 7=0
h? 0%w ! 9, . h2 8%w ! ey
+ 5 522(0,0) ]Zo cos?(jhg) + ?872(0,0) ;) sin?(jhg) (7.38)
+ 2;;33;;/(0, 0) Z cos(jhg) sin(jhg) + O(h3),

J=0
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ou les sommes de fonctions trigonométriques autour du cercle unitaire peuvent étre simplifiées
grace aux identités :

Np—1 Np—1 Np—1
Z cos(jhg) = Z sin(jhg) = Z cos(jhg) sin(jhg) =0,
=0 =0 =0
(7.39)
Np—1 Np—1 Ny
Z cos”(jihg) = Z sin(jhg) = =7,
Jj=0 j=0
et 'expression (7.38) devient :
No—1 2 2 2
]Z;) w(xj,y;) = Now(0,0) + >3 (W(O’ 0) + 87y2(0, 0)) + O(h,.). (7.40)

On peut alors isoler une approximation du Laplacien au centre :

Ny—
4 220 lw(xj,yj)
h2 No

Awl(,0) = — w(0, 0))> + O(h?), (7.41)

Sur la grille des DF les déplacements intervenant dans (7.41) s’écrivent :
w(0,0) = wo, w(zj,y;) = wi ;. (7.42)

On peut alors écrire l'opérateur Laplacien aux différences spécifique au centre du domaine
comme :

— >0y w

Sawy = — (W. —wp), ou: wy. = —L— . (7.43)

AW 2 (w1, 0) 1, Ny
L’approximation du Laplacien & l’origine, notée SZ, s’obtient a partir du déplacement a l’ori-
gine wy et de la moyenne des déplacements des points situés au premier pas de rayon de la
grille w1 .. L’erreur de 'approximation est en h2, car les termes d’ordre 3 des développements
de Taylor (7.37) sont nuls (les sommes de sin®, sin? - cos, sin - cos? et cos® sur le cercle sont nulles).

Le bilaplacien qui intervient dans I’équation des plaques peut s’obtenir comme la composition

du Laplacien avec lui-méme. L’opérateur A est remplacé par o quand on se trouve au centre
du domaine, ce qui permet d’écrire :

— 4 —
64(0510) = (5Aw1,. - 5Aw0> : (7.44)

et apres quelques manipulations algébriques de (7.44) on obtient :

Ng—1 Ng—1
-~ 6 <Zj:9[) w25 _42]':80 w

_ Lj 2
5A(5Aw0) = h% N, N, + 3w0> + O(hr). (7.45)

7.4 Schéma explicite pour les plaques polaires

L’analyse de la stabilité pour les plaques circulaires est assez similaire a celle faite pour les
barres. Les différences a prendre en compte sont les deux dimensions du domaine, les opérateurs
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en coordonnées polaires et le facteur r qui intervient dans le produit scalaire. Premierement on
présente ’analyse du schéma pour le milieu infini. La prise en compte des conditions aux limites
est présentée au §7.4.2. Finalement un exemple de simulation est montré au §7.4.4.

Un schéma aux DF explicite pour résoudre numériquement 1’équation de la dynamique (7.1)

est :
2 D

~ ph
Le Laplacien da (7.28) est un opérateur aux différences en coordonnées polaires et I’approxima-
tion de la dérivée seconde en temps &y est le méme opérateur que celui utilisé pour les barres au

§A.

Ot wy y, + H25A5szm =0, avec : K (7.46)

7.4.1 Analyse de la stabilité en milieu infini

L’évolution de I’énergie discrete s’obtient comme le produit scalaire d’une approximation
discrete de la vitesse d,.w]" avec 1'équation de la dynamique (7.46) :

(6r.w7", T (duwyy, + /‘625A5Aw2m)>Aw =0, (7.47)

Grace a la propriété du Laplacien en coordonnées polaires (7.32), on arrive & une conservation
de I’énergie égale a celle trouvée pour la barre, mais avec le Laplacien en polaires au lieu de 6, :

1 1
S b = 0uy §H6t*w2m”?400 + m2§(5Ame, et—6AW ) An | =0, (7.48)

Dans le milieu infini ’énergie numérique se conserve. Une condition suffisante de stabilité est
alors la positivité de ’énergie numérique . La condition de stabilité du systeme s’écrit :

K2k2
8

On peut négliger le deuxieme terme qui est positif et borner le troisieme terme par sa borne
supérieure (7.35). On a :

. 1 K2k%16 1\°
18—} % <2 3 i (1 + h%) =0,

1 Kk 1
Tpgi avec Tp:hig 1+h73 y

On a obtenu une condition de stabilité similaire & celle obtenue pour le schéma explicite de la
barre, mais le nombre de CFL des plaques polaires, r,, est différent de celui des barres (pour
les barres 7 = kk/h2). Les deux pas de discrétisation spatiale h,. et hy interviennent dans 7.
Cette condition est plus restrictive que pour les barres car r;, est toujours plus grand que 7. Une
remarque importante concerne la borne (7.35) qui détermine la stabilité. La stabilité dépend du
rayon minimum de la plaque, qui pour une plaque circulaire sans trou au centre est h,. C’est
alors ce premier anneau de la grille qui détermine la stabilité de I'algorithme. Cela est logique,
car la distance entre deux points voisins de ce premier cercle est plus petite que pour les points
des cercles de rayon supérieur, et la condition de stabilité pour un pas temporel donné s’exprime
souvent comme une valeur minimale du pas de discrétisation spatiale. Si par exemple le domaine
est un anneau dont le rayon minimum est 7., = fh,, au lieu d’'une plaque, la condition de
stabilité est moins restrictive :

1 K2
h= 5\!5t—meH3xw + 3\\Mt—5aw2m\\iw - 16— 0wy, %, =0, (7.49)

(7.50)

1 Kk 1
< 5 avec r, = ] <1 + Ehg) : (7.51)
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7.4.2 Analyse de la stabilité en milieu fini

On cherche a inclure les bords extérieurs de la plaque dans I'analyse énergétique afin d’obtenir
des conditions de conservation de I’énergie faisant intervenir les valeurs de w™ aux bords du
domaine et en déduire des approximations des conditions aux limites numériques qui conservent
I’énergie. Pour ’analyse on utilise le produit scalaire suivant :

N, Ny—1

(f,rg) =heho » D refemgom £l = (f.r )2 =0 (7.52)

{=0 m=0

7.4.2.1 Conditions aux limites du type encastrement

On se concentre sur ’étude a 'extérieur de la plaque et on supposera qu’il n’y a pas de termes
de bord qui apparaissent au centre de la plaque r = 0 ou £ = 0. Une relation importante est :

(v,170p0pw) = (Opv, TOAW) + by + b, avec :
Ny—1 1 1
b, = —hy mz—:() [y (1) (6r g 0) (Oprw + ;&«w + ﬁ599w)]Nr,m> (7.53)
Ny—1 1 1
ba = hy 7;0 [ (P08 (B0 4+ ~ 610 + ~5B9w)| v,

qui est I’équivalent numérique de 1’équation continue (7.13). La démonstration de ce résultat
s’obtient par manipulation des sommes des produits scalaires, de la méme facon que pour la
barre mais avec plus de complexité algébrique en raison des deux dimensions et des coordonnées
polaires. C’est I’équivalent numérique de l'intégration par parties. On remarque que en raison
de la périodicité angulaire des fonctions en la variable 6 il n’y a pas de terme de bord qui
fait intervenir la somme des valeurs sur tous les rayons discrets évalué aux bornes du domaine
angulaire. Lors du calcul réalisé pour obtenir (7.53) ces termes de bord angulaires s’annulent.
L’équation d’évolution de I’énergie discrete peut alors s’écrire :

5t+h - —bl - bl, (754)

d’ol on peut déduire une forme conservative pour les CL numériques de la plaque encastrée, qui
est :

WN,.,m = 0, ((5r+w)Nﬁm =0 = UN,,m = 0, (5T+U)N7.,m = 0, (7.55)

car si le déplacement w et sa dérivée d, w sont toujours nuls, leurs dérivées temporelles v et
0r+v sont aussi nulles.

Néanmoins ce développement n’est pas suffisant car on n’a pas obtenu les CL numériques
conservatives pour les appuis simples ni pour les bords libres.

7.4.2.2 Conditions aux limites du type appuis simples ou bords libres

La deuxiéme fagon d’écrire 1’énergie qu’on avait trouvé pour le cas continu (7.16), et qui per-
mettait de trouver ces dernieres CL, peut aussi s’écrire pour le cas discret. On détaille les étapes
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principales du calcul sans rentrer dans le détail des manipulations algébriques. On décompose le
produit scalaire discret suivant comme :

1 1
(Op0, rOpA WY =(Oppv, 70ppw) + (( Or. + 599)1} r( O + 599) )

(7.56)
+((5,~rv,r( O + (599) )+ <( O + 599)1} T w).

Les deux premiers termes sont des normes aux carrées équivalentes a celles trouvées pour le cas
continu. Les deux derniers termes doivent étre développés pour arriver a un équivalent discret

du terme 2 < (%wg)r,r (%wg)r > de (7.16). On peut alors utiliser I’égalité suivante :
<5’I‘TU7T( Op- + 599) > <( Or- + 509)U r5rrw>

2<5r,(%59_v), pr,(r)ér,(%ég_w» + b,

avec : b3 == b31 + b32 + 533, Ofl N

1
by, =hg Y [v=5000t] N, (7.57)

b3, = he Z [(6r40) (Or4w)| Ny s

m=0

Ny 1 1
by, = hg Z [(5T+v)(;599w) - U5r+(;509w)]Nmm7

m=0

dont la démonstration n’est pas détaillée afin d’alléger la présentation. Et on peut alors écrire la
relation suivante :

u; =u, + by, ou :

uy =(0Av, TdAW),

1 1 7.58
Uu, :<5TTU,T(STTU)> + <(;5r + (599)7) T( Or. + 599) >+ ( )

z<ar_<§ae_v>,ur_<r>6r_<§59_w>>.

Cette relation montre les termes de bord supplémentaires qui apparaissent quand on passe de
(0av,7dpw) & la somme de produits scalaires au carré. On peut donc écrire :

(v,70p0pw) =v(Uuy + by +b,) + (1 —v)(u, + b, + b, + by)
(7.59)
:Vu_]_ + (]. - V)u2+ b]_ + bz + (]. - 7/)[33,

et on peut ainsi écrire I’équation d’évolution de 1’énergie comme :

Siuh=b olt: b =b,+b,+ (1—v)b, (7.60)
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Le développement de ces termes de bord permet alors d’écrire :

Ny
b=ty 3 [(6r10) (- (13 () = (1= )0, ) = (1 = ) -Ggg(u)
m=0 (7.61)
+ 0 (1 (1164 0o () + (1= 1) 1604 Goa(w) = (1 = V) ban(w))] =0

On peut identifier les conditions aux limites numériques conservatives correspondant a la plaque
avec les bords encastrés, sur des appuis simples et libres. Ces conditions s’appliquent sur chaque
point du bord wp, ,m, ot m = [0, Ng|, correspondant & un rayon r = R. Alors on a p,4(r) =
(R+ %) Pour la plaque avec les bords extérieurs encastrés on a :

wN,.m =0 et dppwn, m =0, (7.62)

Pour la plaque avec les bords extérieurs sur des appuis simples on a :

wN,m =0 et

h ) (7.63)
(B + 3008 (w) = (1= )3 (wn, ) = (1= v) 00 (wn, )| = 0,
Et pour la plaque aux bords extérieurs libres on a :
h, 1
(B + 2068w m) = (1= )04 (w5, m) = (1= v) o (wn,m)| =0 et
(7.64)

[(R + %)5r+(5A(ri,m)) + (1 - V)%5T+(599(ri,m)) - (1 - V)%(See(’LUth) - 0’

Cette analyse a permis de trouver la forme des conditions aux limites numériques conser-
vatives qui sont comparables aux conditions aux limites continues données par (7.6), (7.7) et
(7.8). On remarque que la forme de ces conditions aux limites numériques est simple pour le
cas de l’encastrement. Néanmoins pour le cas des appuis simples et des bords libres le choix
des approximations numériques n’est pas intuitif, mais grace a cette analyse elles ont pu étre
identifiées.

7.4.3 Meéthodologie d’analyse de la précision des simulations

La précision d’un schéma aux DF est le plus souvent connue par ’étude de la propagation
d’ondes planes dans le systeme numérique. On obtient ainsi la dispersion numérique (cf. §4.3.3
pour les plaques rectangulaires). En coordonnées polaires le probleme est plus délicat car la pro-
pagation d’une onde plane dans une direction quelconque ne suit pas le systeme de coordonnées
polaires. De plus, la distance entre deux points contigus selon le pas d’angle de la grille n’est pas
constante dans le milieu car elle augmente quand on s’éloigne du centre du domaine. La vitesse
de propagation numérique dépend alors de la position radiale r;. En raison de la complexité
de I'étude et de la difficulté & interpréter les résultats du fait de la dépendance de la disper-
sion numérique avec la position, on étudie le comportement global des schémas en comparant
les fréquences propres du systeme numérique avec celles de référence du systeme continu. Cette
étude est faite ici pour ’exemple d’une plaque encastrée.

Une analyse détaillée du systeme numérique est proposée a partir de la résolution du probleme
aux valeurs propres de la matrice d’amplification du systeme discret A. Cette matrice est obtenue
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en écrivant les équations aux DF sous forme matricielle. Elle relie le vecteur d’état du systéme
a l'instant n 4+ 1 aux vecteur d’état du systéeme a l'instant n. Le vecteur d’état x™ est le vecteur
colonne des déplacements de tous les points de la grille & 'instant n suivi des déplacements a
linstant n — 1 :

n _ JURIP A ¢} n n—1 n—1 T
x" = [wg, wiwly . W g N, W0 W N, (7.65)

ou les points du bord, d’indice N, et situés a r = R, ne sont pas pris en compte dans x™ parce
qu’ils sont immobiles et n’apportent pas d’information a la dynamique du systeme numérique.
Ces points ne sont pas des degrés de liberté (ddl) du systéme numérique pour la plaque encastrée.
Le nombre de points utiles de la grille est Ny = (N, — 1)Ng + 1, ot le +1 correspond au centre
de la plaque. L’équation (7.46) sous forme matricielle s’écrit :

xPHl = Ax™ avec: A= < M v > ) (7.66)
I(Ntot) O(Ntot)
ou la dimension de A est 2Nyt X 2Ny et la dimension de chacun des blocs M, I(Ntot) et O(Ntot)
est Niot X Niot. La matrice identité est notée I(Ntot) et la matrice nulle est notée O(Niot)-

On obtient les fréquences propres du systeme numérique a partir des valeurs propres A; de la
matrice d’amplification A par :

fi = (F's/2)arg(\;)/m, (7.67)

ou arg(\;) est argument de la valeur propre complexe \;. Les vecteurs propres de cette matrice
correspondent aux déformées modales associées a chaque fréquence propre. On peut ainsi iden-
tifier les modes propres du systeme numérique et les comparer les f; aux résultats analytiques
exacts pour les modes propres d’une plaque circulaire encastrée sur ses bords. Pour le systeme
numérique, comme pour le cas continu (§7.2.3), on obtient deux modes propres indépendants a
la méme fréquence quand le nombre de diametres nodaux k est différent de zéro.

7.4.4 Exemple de simulation

On présente un exemple de simulation des vibrations de flexion d’une plaque circulaire, mince,
isotrope et encastrée sur son pourtour en r = R avec le schéma explicite (7.46). On excite le
systéme numérique avec un déplacement initial wj,;(z,y) centré sur (z;,y;) et réparti spatiale-
ment suivant un cosinus & deux dimensions :

Wini(x,y) = 0.5(1 4+ cos(md./Rezc)) si: de < Rege,

wini(xa y) =0 si: dc > Reacc; (768)

avec : d. = \/(acl — )2+ (yi — v)?,

ou d. est la distance entre le point de coordonnées (z,y) et le centre (z;,y;) du cosinus a
deux dimensions, dont la demi-largeur est Rez.. Pour cet exemple on choisit une plaque de
rayon R = 1.114 et avec la constante xk = 70 m?/s. On fixe la fréquence d’échantillonnage a
Fs =16 kHz.

Une fagon d’appliquer la condition de stabilité est de choisir a ’avance le rapport entre le pas
de discrétisation de rayon et d’angle o = hy/h, : pour I'instant on choisit 0 = 7 car c’est la valeur
avec laquelle on obtient les meilleurs résultats. Si on introduit hg = oh,, k = 1/Fs et k dans la
condition de stabilité (7.72), la seule inconnue restante est le pas de rayon h,. On obtient ainsi
la valeur minimale de h, qui garantit la stabilité. On obtient hg & partir de sa valeur minimale
oh, et en imposant que 27/hg soit un entier.
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Pour cet exemple on obtient ainsi 7 pas de discrétisation du rayon, dont 1 correspondant
au centre (N, = 6), et 10 pas de discrétisation de l'angle § € [0;2n] (Ny = 10). En raison
des CL d’encastrement, le dernier pas de rayon, r = R, correspond a un déplacement nul et
peut étre éliminé, car il n’apporte pas d’information au systeme. On a alors Ny = 51 points
utiles dans la grille et le systéme numérique a 2Ny, degrés de liberté (ddl). Le nombre de ddl
correspond au rang de la matrice d’amplification du systéeme numérique. Les parametres de la
simulation sont résumés au tableau 7.1. La Figure 7.1 montre la grille obtenue avec la condi-

k [m?/s] Fs[Hz] o[] h,[m] R[m] hg[rad] N, Ngo  Niot
70 16000 m 0.1857 1.114 0.6283 6 (+1) 10 51

TAB. 7.1: Parametres de la simulation de la plaque encastrée avec le schéma explicite.

tion de stabilité, le déplacement initial imposé aux points de la grille & partir de (7.68) et le
point d’observation du déplacement. L’excitation initiale est centrée sur (x;,y;) = (0.4,0.4) et sa

0.5}

-0.5}

-1 -0.5 0 0.5 1

F1G. 7.1: Configuration de la simulation : grille, déplacement initial (code de couleurs) et point d’obser-
vation sur la grille (z,,y,) = (0.3004, —0.2183) (carré noir).

demi-largeur est R.z. = 0.3 m. On observe le déplacement au point de la grille le plus proche de
(x,y)) = (0.32,—0.24). La Figure 7.2 montre le déplacement au point d’observation de la grille
obtenu avec la simulation ici décrite. On observe sur la Figure 7.2 que le spectre du signal de
déplacement obtenu est vide a partir d’environ 1.8 kHz, au lieu d’arriver jusqu’a la fréquence de
Shannon 8 kHz, comme le fait le spectre de la solution exacte continue.

Ce résultat peut se comprendre en comparant le nombre de ddl de la simulation, qui est le
double du nombre de points de discrétisation utiles (cf. 7.4.3), avec celui du systéme continu, qui
est 2 fois le nombre de modes propres en dessous de Fs/2. Pour la simulation on a Nygy = 51-2 =
102 ddl. Pour le probléeme continu équivalent on a 199 modes en dessous de 8 kHz, et donc 398
ddl, soit 4 fois plus que pour la simulation. Il est donc illusoire d’espérer qu’un systeme numérique
avec 4 fois moins de ddl que le systeme continu soit capable de les représenter correctement.

Pour 'exemple traité ici les 12 premiers modes du systéme numérique avec des fréquences
différentes sont montrées par la Figure 7.8. Pour chaque mode on compare la fréquence propre
numérique f,, obtenue avec (7.67) avec la fréquence propre analytique de référence f, obtenue
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0.4

w [u.al]
o

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
t[s]

|FFT(w)| [dB]

40

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
f [Hz]

FiG. 7.2: Déplacement au point d’observation et module de sa Transformée de Fourier.

avec (7.24). Cette comparaison est possible grace a l'identification des déformées modales qui
nous informent sur l'identité d’un mode numérique donné en termes de son nombre de lignes
nodales circulaires n et radiales k. On montre aussi l'erreur € en % du systéeme numérique sur
chaque fréquence propre :

e = 100fe=In. (7.69)

fa

L’erreur moyenne obtenue pour les 6 premieres fréquences propres est de 8.96%. Au vu de
ces résultats il semble nécessaire de trouver un schéma numérique dont la condition de stabilité
soit moins restrictive que pour le schéma (7.46), afin de pouvoir aboutir & un systéme numérique
avec un nombre de ddl similaire a celui du systeme continu équivalent. On se tourne vers des
schémas implicites. L’inconvénient principal de ces schémas est leur cott de calcul. Ils nécessitent
la résolution d’un systeme d’équations a chaque pas de temps, au lieu de la résolution récursive
des schémas explicites.

7.5 Schéma implicite pour les plaques polaires

On présente ici application du schéma implicite proposé pour les barres au §A.4 aux plaques
circulaires en coordonnées polaires. Le schéma proposé est donc :

(1+ arkén + BEPE*6A00) 00w}, + K26 A0AWY,, =0, (7.70)

avec les parametres o > 0 et 5 € [0;0.5].

Pour I'étude de la stabilité on ne tient pas compte des conditions aux limites. On fait I'étude
sur un domaine infini A, i.e. R — 00, et on suppose que les fonctions s’annulent & l'infini. Le
produit scalaire utilisé est donc (f,rg) 4., qui est défini par (7.27). On fait 'hypothese que les
conditions aux limites conservatives trouvées pour le schéma explicite sont aussi conservatives
avec le schéma implicite ici présenté.
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® % %

(1,0): fu =879 Hz  (1,1): fo=180.1Hz (1,2): f, = 2787 Hz  (2,0) : f, = 312.8 Hz
fo=91.7 Hz fa =190.9 Hz fo=313.1 Hz fo=357.1 Hz
e =4.1% € =5.6% e=11.0% e =12.4%

(1,3): fo=367.6 Hz (14): f,=420.6 Hz (15): fo =451.9 Hz  (2,1): f, = 471.5 Hz
fu = 458.1 Hz fa = 625.4 Hz fo = 814.6 Hz fa = 546.1 Hz
e =19.8% e =31.3% e =44.5% e=13.7%

(3,0): fp,=6174Hz (2,2): f,=625.0Hz (2,3): f, =754.7Hz (3,1): f, =814.3 Hz
f. = 800.0 Hz fu = 759.4 Hz fa = 996.7 Hz fa = 1078.1 Hz
e =22.8% e=177% e =24.3% e =245%

F1G. 7.3: Douze premiers modes numériques obtenus avec le schéma explicite pour I’exemple décrit par le
tableau 7.1. Les indices du mode (n, k) sont donnés pour chaque mode, oli n et k sont le nombre de lignes
nodales circulaires et radiales respectivement. f, = 87.9 est la fréquence propre numérique obtenue avec
la matrice d’amplification avec (7.67), f, est la fréquence propre exacte analytique et € est 'erreur entre
ces fréquences en %.

7.5.1 Analyse de la stabilité en milieu infini

Pour l'analyse de la stabilité de (7.70) il faut déterminer la contribution a I’évolution de
I’énergie des termes ajoutés par rapport au schéma explicite. La contribution a 1’évolution de
I’énergie du terme en « est :

1 1
— g0k (11000, w 2, + |-0-d0—wf %
(7.71)

= (o /2) 010y~ -0y W) ).
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Les calculs pour arriver a cette derniere expression sont :

(6.0 15 5tta/<ckr5ATme)Aoo = —akk(0.(pr_7)0r WY 1y, 5tt5r—w2m>Aoo

= —akrk <(’l“ — %)5t.5r,wzm, 5tt5Tme>

Ao
. (7.72)
= = arkry (1010w Za, — (hr/2) (00 0r 0 g O Or W) A )
n 1 n 1 1 n 2
(6.0 15 5tt04/~6k‘?"p5Ag Wy ) Ao = —§O</~”vk5t+” ;5t—59—we,m|’Aoo-

Pour développer ce terme on a utilisé I’égalité (7.34). On souligne que le terme multiplié par
hyr/2 n’est pas une norme, car il manque la multiplication en r dans le crochet, mais par contre
sa contribution a I’énergie est positive d’apres la définition du produit scalaire.

La contribution a I’évolution de I’énergie du terme en (3 est :
1
(04w s Ot BEP K>S AG AW ) A = §5m2k25t+||5t,6Ame||?4m, (7.73)

ou on a utilisé la propriété d’opérateur formellement auto-adjoint de . L’expression de conser-
vation de I’énergie s’écrit alors :

1 1
by = dus |10, = gemk (100wl

1
1100 00wl = (e /2) (G0 0p 0 80 A ) (7.74)

1 1
S (O s €O W ) A + §ﬂ’i2k25t+”5t—5AmeHitw} = 0.

La condition de stabilité du systeme est donnée par la positivité de 1’énergie numérique h. On a
alors :

1 1
b =3 10-wf %, — Sk (106w 4

1
|0 a- B, = (o /2) (Bt -0, ) )+ (7.75)

k2k2(1/4 — B)
2

Pour I’étude des conditions de positivité de b, on peut négliger les quatrieme et cinquieéme termes

qui sont positifs (termes en h, et terme en p;—). On a alors :

2
K
Sl nw i, - 10:-8nwml % 2 0.

1 n n
b = 510 P [l 2 — sk (10—l
(7.76)

1 " n
i) = R0 = loswinl] 20

Pour le cas ot @ > 0 et 0 < § < 0.25, tous les termes sont négatifs sauf le premier, et on peut
borner supérieurement toutes les normes des opérateurs aux différences finies présents, pour ainsi

obtenir :
4 1 1\?
l—om<h2 (1—|—h2>>—li2k2(1/4—ﬁ) <1—|—h2> >0,
; 5 7 (7.77)

1—dar, — 16(1/4 — B)r) > 0,
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ol on a introduit le coefficient de CFL r, (7.72) utilisé dans I’analyse du schéma explicite des
plaques en polaires. L’inéquation quadratique obtenue est la méme que celle obtenue pour les
barres (A.67) mais avec r,, au lieu de 7 comme variable. La solution est similaire & celle des barres
(A.68) et est :

—a+ /a2 + (1 —-40)
R TG

pour a>0 et g€]0,0.25] (7.78)

Pour analyser la stabilité pour 8 > 0.25 on suit la méme démarche que pour la barre. Par contre
le terme en d,_ pose un peu plus de problemes que le terme en d,_ de la barre, néanmoins on
peut arriver a l'inégalité suivante :

1 1
160wl + =00 wfloy < il + grldawf, I, Vi >0 (7.79)

La démonstration de cette inégalité est la suivante. On part de la relation (7.34) :

h
(fsr0p, f) A = —(0r—fir6r—f) A + é(&—f, 6r—f)Ax (7.80)
Le premier terme de droite est négatif (en raison de son signe -) et le terme en h,/2 est positif.
La valeur absolue de ce premier terme de droite est plus grande que celle du deuxieme terme de

droite : en conséquence le terme de gauche est négatif. Alors la valeur absolue de (6, f,rd,_ f)
est plus petite que la valeur absolue de (f, 7, f), et on a :

[(Or—fm0r— )l ace < |(fs700, F)As (7.81)

On développe la partie en 6 :

I 8- % = (0o For o Fha = {000 ) (7.82)

Alors, en prenant les contributions de opérateurs dg_ et d,._ on arrive a :

280 W + 1560 F1Pa < KFr0m, Ft + o gbo0) ] = K r0af)as), (7:83)

et grace a la propriété du produit scalaire (A.32) on peut écrire :

(s roa ) an < % + jﬂnwuim (7.84)

qui substitué dans (7.83) complete la démonstration de l'inégalité (7.79).
Arrivé a ce point, on écrit I'expression de 1'énergie (7.76) qui, pour 5 > 0.25, peut s’écrire
comme :

1 1
= 5181 |1~ amhk (15—, + 11 0-10)
(7.85)

+ w22 (1/4 = B)0allAL | Ilwf b, > 0,

Le terme en « peut étre borné avec (7.79), et la suite des calculs est identique & ceux effectués
pour la barre. D’ou 'attention prétée a la relation (7.79).
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On trouve que le schéma aux DF est inconditionnellement stable pour o < /406 — 1.

Pour a > /45 — 1, on arrive a la méme équation que pour la barre, sauf qu’au lieu d’avoir r
on a rp. La stabilité est alors donnée par :

— /a2 — (46 -1 1 1 a?
< STV ZWIZD <ﬁ<(+0‘) (7.86)

2(43 — 1) 4 474

Comme pour la barre 'augmentation de la valeur de 8 rend moins contraignante la condition de
stabilité par rapport au schéma explicite, tandis que ’augmentation du parametre « rend plus
contraignante la condition de stabilité.

7.5.2 Exemple de simulation

Afin de comparer le comportement du schéma implicite (7.70) au schéma explicite, on montre
ici le méme exemple de plaque encastrée que celui montré pour le schéma explicite au §7.4.4. On
choisit une valeur a = 0.69 pour diminuer la dispersion numérique et on choisit une valeur de 3
suffisamment élevée pour avoir une stabilité inconditionnelle, i.e. 3 > 0.25(a? + 1). Pour cette
stabilité inconditionnelle on choisit un nombre de pas de rayon et d’angle tels que le nombre
total de ddl du systeme numérique 2Ny, soit le plus proche possible du nombre total de ddl
du systéme continu en dessous de F's/2, ici 2N, = 2 - 199, ou N, est le nombre de modes du
systeme continu en dessous de F's/2. On obtient alors Ny = (N, — 1)Ng + 1 = 201. La Figure

k [m?/s] Fs[Hz] o[] h.[m] R[m] hg[rad] N, Ng Nt « g
70 16000 m 0.1013 1.114 0.3142 11(+1) 20 201 0.69 0.3725

TAB. 7.2: Parametres de la simulation de la plaque encastrée avec le schéma implicite.

05¢f

-0.5

F1G. 7.4: Configuration de la simulation avec le schéma implicite : grille, déplacement initial (code de
couleurs) et point d’observation sur la grille (z,,y,) = (0.3277, —0.2381) (carré noir).

7.2 montre le déplacement au point d’observation obtenu. On observe que le spectre du signal
de déplacement obtenu avec la simulation est rempli jusqu’a la fréquence de Shannon 8 kHz.
Néanmoins on observe qu’a partir d’environ 4 kHz on a des parties du spectre sans énergie. Ce
comportement ne se présente pas pour les fréquences propres de la solution continue (cf. Figure

7.6).
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F1a. 7.5: Déplacement au point d’observation (x,, y,)
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F1G. 7.6: Comparaison entre le spectre de la simulation (—) et les fréquences propres du systéme continu
(traits verticaux - - -). (b) : détail de (a) entre 0 et 1 kHz. L’accord est acceptable jusqu’a 4 kHz, mais au
dela on observe 'apparition de parties sans énergie dans le spectre numérique.

L’analyse par comparaison des premiers modes propres (cf. Figure 7.7) montre une amélioration
notable de la précision par rapport au schéma explicite. Par exemple, ’erreur moyenne obtenue
pour les 6 premieres fréquences propres est 0.48%, qui est environ 20 fois est plus petit que
Ierreur obtenue avec le schéma explicite (8.96%).
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(1,0): fp=913Hz (1,1): f, =191.3Hz (1,2): f, =3132Hz  (2,0): f, = 355.3 Hz
fa=91.7 Hz fa =190.9 Hz fa =313.1 Hz fa =357.1 Hz
e = 0.4% e=—-0.2% e =—0.03% e =0.5%

(1,3) : fo=452.7Hz  (2,1): fu=553.7Hz (14): fu = 6029 Hz  (1,5): f, = 755.2 H
fu = 458.1 Hz fu = 546.1 Hz fu = 625.4 Hz fu = 814.6 Hz
e =1.2% e=-1.3% e = 3.6% e =17.3%

(2,2) : fo=TT63Hz (3,0): fu =796.8 Hz (1,6) : fp =899.6 Hz (2,3): f, = 1018.4 Hz
fo =759.4 Hz fa = 800.0 Hz fo = 1025.3 Hz fa =996.7 Hz
e=-22% e =0.4% e =12.3% e=-22%

F1a. 7.7: 12 premiers modes numériques obtenus pour I’exemple du tableau 7.2 (schéma implicite).
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7.6 Remarques sur le choix de h, et hy

Lors de la synthese sonore d’'une plaque circulaire de rayon R et de constante élastique , on
fixe au départ la fréquence d’échantillonnage F's. La condition de stabilité est alors une condition
sur les deux pas de la grille spatiale h, et hg. Dans le choix de ce pas il reste un degré de liberté
a fixer qui est le rapport entre le pas d’angle et le pas de rayon o = hy/h,. Dans ces travaux
la précision des simulations a été étudiée par comparaison des premieres fréquences propres
numériques aux fréquences propres du probleme continu. La valeur optimale du parameétre o
trouvée par ce critére est o = 7, mais ce résultat correspond aux valeurs o ~ 0.69 et G ~ 0.3725
utilisées avec le schéma implicite. Ces valeurs de « et 3 sont les valeurs pour lesquelles :

— le spectre obtenu est rempli jusqu’a la fréquence de Shannon,

— Perreur des premieres fréquences propres numériques est minimisée.

On n’est pas en mesure actuellement d’établir le meilleur critere pour le choix de «, 3 et o
de maniere rigoureuse. Il s’agit d’une voie de recherche ouverte pour laquelle on donne ci-apres
quelques éléments qui peuvent étre utiles.

Une autre facon de trouver le parametre o optimal est de chercher la valeur de o qui per-

met de représenter le plus de modes du systeme continu avec une grille des DF polaire. On
doit premiérement déterminer la capacité d’une grille & représenter un mode d’indices (n, k). La

@ O

(a) k=0,n=3 = N, . =3 (byn=1,k=3 = Ny

Tmin

=6

min

F1a. 7.8: Déformées simples pour une plaque encastrée (a) : pour représenter un mode avec n = 3 cercles
nodaux il faut une grille avec au moins N, = 3 (N, = n). (b) : pour représenter un mode avec k = 3
diametres nodaux il faut une grille avec au moins Ny = 6 (Ny = 2k).

Figure 7.8 montre le nombre de points de discrétisation en rayon et en angle nécessaires pour
représenter une longueur d’onde spatiale avec la grille polaire des DF (sans repliement spatial).
On montre qu'une grille avec NV, et Ny est capable de représenter les modes jusqu’aux indices
modaux maximaux Kmaez = Ng/2 et Nppae = Ny /2.

Il faut maintenant déterminer comment sont répartis les modes du systéme continu qu’on veut
simuler. On suppose que si on prend un nombre suffisant de modes les résultats ne dépendent
pas des CL et il suffit de regarder le comportement des fréquences propres de la plaque encastrée
(cf. §7.2.3). On note Epg ’ensemble des modes du systéme continu dont la fréquence propre est
frn < Fs/2. La Figure 7.9 montre, pour F's = 16 kHz, les modes de Ep; sur le plan des indices n
et k. On rappelle que chaque mode avec k£ # 0 a un mode compagnon a la méme fréquence et il y
a donc deux modes indépendants a chaque fr, pour k£ # 0. On observe que l'indice d’angle aug-
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FIG. 7.9: Plaque encastrée de rayon R = 1 m et x = 70 m?/s : répartition des modes avec fr, < 8 kHz
selon les indices n et k. Il y a un total de 158 modes (modes compagnons inclus) qui appartiennent a
I’ensemble Erg pour F's = 16 kHz.

mente beaucoup plus rapidement que 'indice de rayon. Avec une grille polaire des DF, pour faire
apparaitre tous les modes de Er, on nécessite 40 - 16 = 640 points discrets de grille. C’est-a-dire,
qu’on aurait un systeme numérique avec beaucoup plus de ddl que le systeme continu, environ 4
fois plus. L’algorithme devient alors tres coliteux en calcul et permet la représentation d’autres
modes qui ne devraient pas étre présents a fi, < 8 kHz. On peut interpréter que I’apparition de
ces modes non désirés dans le spectre est provoquée par une dispersion numérique tres élevée.
La Figure 7.10 montre que la distribution des modes de Er, sur le plan des indices n et k est
similaire indépendamment de la fréquence maximale F's/2. On constate qu'il n’existe pas de

f <384 kHz
f <288 kHz
f< 192 kHz
f< 144 kHz
f< 96 kHz
f<48 kHz
f< 24 kHz

+ + + o+ o+

0 50 100 150
k

F1G. 7.10: Plaque encastrée de rayon R = 1 m et kK = 70 m?/s : répartition des modes avec fi, < F's/2
pour différentes valeurs de F's : on observe que la répartition montrée a la Figure 7.9 est conservée pour
des valeurs de F's supérieures.

solution numérique parfaite au probleme. Il semble néanmoins raisonnable de choisir un rapport
de pas o qui permet de représenter le plus grand nombre de modes de Frg mais sans augmenter
excessivement le nombre total de ddl du systéme numérique par rapport au cas continu.

On regarde alors en détail la valeur du parametre o qui permet de représenter le plus de
modes de Erg avec la méthode suivante. On calcule, pour une F's donnée, les différentes grilles
qu’on obtient en faisant varier la valeur de o = hy/h, mais en gardant le nombre total de points
de la grille Ny le plus proche possible de la taille de Erg. On peut alors, avec les conditions
de représentativité (cf. Figure 7.8), déterminer combien de modes de Ers peuvent étre pris en
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compte avec chaque grille. On montre alors I’évolution du pourcentage de modes pris en compte
en fonction de o dans la Figure 7.11. La valeur optimale trouvée est ¢ ~ 1.1, qui permet de

9 : : : : : : 100 : :
Fs=512 kHz
%ol Fs = 256 kHz| |
80} | Fs = 128 kHz
[k 4 Fs = 64kHz
801 Y&WWW . Fs=32kHz ||
= pﬁ W Fs = 8kHz
g 0 | S 70t l ]
E 60f i 1
Z 60r 1 z ‘i T
J it
50 ]
50t ] I
40} ]
40 ‘ ‘ ‘ ‘ : : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 30, 1 2 3 4 5 5
o o
(a) F's =512 kHz = fi,, < 256 kHz (b) Différents F's

FiGg. 7.11: Plaque encastrée de rayon R = 1 et kK = 70 : pourcentage de modes représentables avec une
grille dont le nombre de points Ny, est le méme que le nombre de modes avec fr, < F's/2 du systéme
continu. Pour o ~ 1.1 on obtient la grille qui représente le plus de modes du systéme continu, environ 82%.
(a) cas F's = 512 kHz. (b) différentes valeurs de F's. On observe que le comportement est indépendant de
F's si on ne tient pas compte des effets de troncature. Ces effets sont importants pour des grilles petites,
ici on les remarque pour F's = 8 kHz.

représenter avec la grille discrete environ 82% des modes de Epg. Ces résultats varient peut avec
F's quand la fréquence d’échantillonnage est suffisamment grande pour que les effets de tronca-
ture soient négligeables.

On souligne néanmoins, que 'utilisation de ¢ = 1.1 dans le schéma implicite présenté n’a
pas permis d’améliorer la précision obtenue sur les premieres fréquences propres avec ’exemple
§7.5.2, ot 0 =7, a = 0.69 et 3 = 0.3725.

7.7 Conclusions

Dans ce chapitre on a présenté la simulation dans le domaine temporel des vibrations de
flexion des plaques minces circulaires avec les DF en coordonnées polaires d’ordre 2 en temps
et d’ordre 2 en espace. On a porté une attention particuliere a ’analyse de la stabilité, par des
méthodes énergétiques qui permettent de déterminer des formes numériques conservatives des
CL idéales.

Préalablement, ’analyse a été faite pour ’équation & une dimension, la barre d’Euler Ber-
noulli, discrétisée avec un schéma explicite et avec un schéma implicitte dépendant de deux
parametres « et 3. Cette analyse, présentée a ’annexe A, introduit la méthode sur un cas simple
et permet d’obtenir des résultats utilisés pour ’analyse de la plaque circulaire.

Pour la plaque discrétisée en coordonnées polaires, on a proposé un schéma explicite. Il a fallu
aussi établir une facon d’approcher le Laplacien et le bilaplacien au centre, qui est un point sin-
gulier du Laplacien en coordonnées polaires. Une condition suffisante de stabilité pour ce schéma
est I'utilisation de CL numériques conservatives et le respect d’une condition sur le nombre de
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CFL 7. Des formes conservatives des CL numériques ont été déterminées pour I'encastrement
(7.62), 'appui simple (7.63) et le bord libre (7.64). Néanmoins, pour ce schéma, la contrainte de
stabilité est fixée par le plus petit rayon du domaine r = h, et elle est tres forte. Les DF avec
la grille obtenue ont 4 fois moins de degrés de liberté (ddl) que le systéeme continu qu’on veut
reproduire et I'erreur des DF par rapport au systéme continu est tres importante. La contrainte
de stabilité pour une plaque annulaire est moins restrictive que pour la plaque circulaire, ce qui
permettrait d’améliorer la précision pour ce type de géométrie.

On a alors proposé un schéma implicite dépendant de deux parametres « et 3, pour lequel la
contrainte de stabilité est moins forte. Ce schéma permet d’arriver & des erreurs beaucoup plus
faibles qu’avec le schéma explicite. Néanmoins 'inconvénient de ce schéma est que sa résolution
nécessite la résolution d’un systeme d’équations a chaque pas de temps. Ce cout de calcul élevé
est le prix a payer pour garantir la précision et la stabilité requises. Il n’est pas envisageable d’ap-
pliquer ce schéma pour un réverbérateur a plaque circulaire, ou la taille du systeme d’équations
peut arriver facilement a 50000, mais il peut étre exploité pour la la synthése sonore de systemes
avec moins de ddl.

La difficulté pour 'analyse de la précision de ces schémas est due a la dépendance de la vitesse
des ondes numériques avec le rayon du point de ’étude. Cette dépendance vient s’ajouter a la
dépendance selon la direction de propagation et selon la fréquence déja présente pour les DF
en coordonnées cartésiennes. Pour cette raison, I’analyse de la précision est faite a partir de la
comparaison des fréquences propres du systeme numérique a celles du systéeme continu. Pour les
exemples montrés, 'utilisation du schéma implicite permet de réduire d’'un facteur 20 Ierreur
commise sur les 6 premieéres fréquences propres par rapport au schéma explicite.

Les perspectives d’amélioration de ces travaux sur la résolution des équation des plaques en
coordonnées polaires sont nombreuses.

Des travaux supplémentaires devraient étre menés pour trouver une méthodologie plus adaptée
a I’étude de la précision de ces schémas en coordonnées polaires. La comparaison des premieres
fréquences propres faite ici a servi pour orienter grossierement le choix des parametres « et
et du rapport des pas spatiaux o. L’établissement d’une méthodologie d’analyse de la précision
du schéma plus adaptée permettrait de comparer plus rigoureusement le choix des valeurs opti-
males des parametres «, 3 et o afin d’améliorer la précision de la méthode. D’autre part il serait
judicieux d’envisager 1’étude du comportement dans le domaine temporel par comparaison des
simulations avec des résultats analytiques de référence.

Concernant les analyses de stabilité pour les schémas explicite et implicite, il y a deux aspects

qui méritent d’étre complétés :

— la prise en compte de la forme particuliere des opérateurs aux différences Laplacien (7.43)
et bilaplacien (7.45) au centre du domaine. Méme si on a constaté avec les expériences
numériques que la stabilité est préservée, il serait intéressant de montrer rigoureusement ce
qui se passe pour I’énergie potentielle numérique au centre du domaine.

— pour la stabilité du schéma implicite on a supposé que les CL conservatives trouvées pour
le schéma explicite sont aussi conservatives pour le schéma implicite.

D’autres améliorations possibles de la méthode des DF en coordonnées polaires concernent
principalement le choix d’un pas de rayon variable et I'approximation des opérateurs continus
en espace a l'ordre 4, comme les opérateurs du cas rectangulaire du chapitre 4. Le probleme de
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stabilité de la méthode étudiée ici est lié au fait que les distances entre les points adjacents d’un
meéme cercle, wy, g, et w;, 9,41, dépendent du rayon du cercle. Plus on s’approche du centre du
domaine et plus la distance entre points est petite. Pour cette raison, le premier pas de rayon
détermine la condition de stabilité de 'algorithme. Il est probable que la définition d’une grille
avec un pas de rayon plus grand au centre et plus petit a 'extérieur permette d’améliorer les pro-
priétés du schéma explicite. Néanmoins ceci peut poser des problemes a la grille pour représenter
les modes avec un nombre important de cercles nodaux, en raison de la ligne nodale prés du
centre (cf. §7.6 et Figure 7.8).

Une derniere perspective plus générale est ’extension de ces méthodes aux coques circulaires
trouées au centre, comme par exemple les cymbales en régime de vibration linéaire.



CHAPITRE 8

Conclusion générale et perspectives

L’objectif principal de cette these était de réaliser la synthese par modeles physiques de D'ef-
fet audio de la réverbération a plaque. Ce travail s’inscrit dans la continuité des recherches du
laboratoire qui ont débuté avec les travaux de these de Lambourg [48] soutenus en 1997. Ses
travaux portaient sur la simulation numérique des vibrations de plaques rectangulaires libres par
la méthode des différences finies d’ordre 2 en temps et d’ordre 4 en espace. Pour les plaques
métalliques, une formulation des modeles de 'amortissement thermoélastique et de I’amortisse-
ment par rayonnement avait été proposée a 'aide de rigidités complexes. Ces modeles avaient
ensuite été discrétisés grace a la formulation numérique temporelle des différences finies.

Dans le cadre de la présente these, ces algorithmes de synthese ont été mis a profit pour
la simulation des sons d’une plaque métallique, a laquelle ont été ajoutées les particularités
nécessaires a la modélisation et & la simulation d’un réverbérateur & plaque générique. Afin de
délimiter I’objet de la synthese, le réverbérateur a plaque générique a été défini comme une plaque
métallique mince dont la densité modale est suffisamment importante pour pouvoir s’approcher
d’un effet de réverbération.

Un réverbérateur a plaque réel, 'TEMT140, qui est le premier dispositif de ce genre et le plus
populaire, a été mis a notre disposition par Radio France. Ce dispositif expérimental a permis
d’établir et de valider des hypotheses sur le comportement du réverbérateur. Ainsi par exemple,
la linéarité des vibrations, la pertinence du modele de Kirchhoff-Love et I’hypothese consistant
a négliger les effets de la tension mécanique aux bords ont été validées.

La mesure du dispositif réel a permis d’obtenir une réponse impulsionnelle (RI) de référence
a laquelle on a pu comparer la RI simulée. Ceci a permis, dans un premier temps, de mettre en
évidence 'amortissement par transmission mécanique et I'influence de ’actionneur sur la réponse
en fréquence du réverbérateur. Postérieurement, apres la prise en compte de ces phénomenes, on
a pu valider la méthodologie de synthese par comparaison des signaux et par ’écoute.

Pour simuler le réverbérateur EMT140, la connaissance de ses parametres physiques était
nécessaire. La mise en place de protocoles de mesures pour 'obtention des parameétres initiale-
ment inconnus fait I'objet du chapitre 3. On propose des méthodes pour la mesure de la réponse
impulsionnelle électrique de I’ensemble de 'unité de réverbération, de ’amortissement, de la
constante de propagation des ondes de flexion k, de 'admittance au point d’excitation et de la
densité modale. On insiste sur le fait que la simulation du réverbérateur EM'T140 n’est pas le but
ultime de ces travaux, mais un moyen de valider la méthodologie de syntheése proposée en com-
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parant la simulation aux résultats expérimentaux. L’objectif de ces travaux reste la simulation
d’un réverbérateur générique, qui présente ’avantage de donner acces a une multitude d’effets
de réverbération différents. Les parameétres de controle de la synthese sont alors les parameétres
physiques et géométriques de la plaque.

Par rapport au modele générale de plaques [48], la mise en place d’une méthodologie pour
la synthese sonore de réverbérateurs a plaque génériques a requis certains approfondissements
pour prendre en compte les spécificités du dispositif. Ces apports concernent principalement
I’amortissement des vibrations, la mise en évidence des difficultés inhérentes & la densité mo-
dale élevée des réverbérateurs et la prise en compte de particularités telles que le couplage de
I’actionneur électrodynamique avec la plaque. Ces particularités sont propres au réverbérateur
EMT140 et non a un réverbérateur générique, néanmoins il était nécessaire de les considérer
pour 'exploitation des mesures expérimentales. Par exemple, 'amortissement par transmission
mécanique du réverbérateur EMT140 peut étre déduit par la mesure, mais le phénomene physique
qui en constitue 'origine est difficilement modélisable dans le cadre général d’un réverbérateur
générique.

8.1 Principaux apports de cette these

8.1.1 Particularités liées a ’amortissement des vibrations

La modélisation et 'implémentation numérique de ’amortissement thermoélastique ont pu
étre exploitées telles qu’elles étaient présentées dans [48], tant pour la modélisation que pour la
simulation numérique. En régle générale, la dissipation thermoélastique d’une plaque aux bords
libres dépend de la déformée modale [48], mais cette dépendance est seulement significative pour
les premiers modes comme le montre la Figure 2.5. On a donc montré numériquement, que pour
les modes d’ordre élevé d’une plaque aux bords libres, ’amortissement dii & ce mécanisme dis-
sipatif est indépendant de la déformée modale et dépend uniquement de la fréquence. L’apport
de la présente these est I'application de ce modele a différents types de plaques (matériaux et
épaisseurs). Deux parametres du matériau, R; et C7, et un parametre géométrique, 1’épaisseur h,
gouvernent "amortissement thermoélastique. On montre ainsi, dans le chapitre 6, les différentes
courbes possibles d’amortissement thermoélastique dans le domaine audible selon le choix des pa-
rametres physiques. En raison de la faible épaisseur des réverbérateurs a plaque, ’amortissement
thermoélastique gouverne la décroissance des vibrations en basses et moyennes fréquences. En
général, pour une épaisseur de I’ordre du mm, on atteint la valeur assymptotique o, de 'amortis-
sement thermoélastique & 1 ou 2 kHz. Pour un matériau donné, a., est proportionnel & 1/h%. Pour
des feuilles, dont I’épaisseur est de 'ordre de 0.018 mm, 'amortissement thermoélastique aug-
mente avec le carré de la fréquence dans tout le domaine audible. D’un point de vue expérimental,
la mesure de 'amortissement du réverbérateur EM'T140 a permis de valider 'allure fréquentielle
de 'amortissement thermoélastique pour cette plaque et le fait qu’il s’agit du principal mécanisme
dissipatif en basses fréquences.

L’amortissement par rayonnement issu de [48] a été comparé aux prédictions d’amortissement
de plaques rectangulaires trouvées dans la littérature (voir Figure 4.12). Des désaccords impor-
tants ont été observés en dessous de la fréquence critique f., qui correspond souvent & la totalité
du domaine audible pour les parametres usuels des réverbérateurs & plaque. On a alors préféré
adopter le modele fréquentiel de Maidanik qui décrit le rayonnement moyen d’une plaque sur
des appuis simples dans un écran infini. Du fait de la grande densité modale, on peut négliger
I'influence des conditions limites sur le rayonnement. L’hypothese d’écran infini est plus diffici-
lement justifiable, mais des travaux récents [63] montrent que l'influence de I’écran au dela de
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fe/2 est négligeable. La variabilité du rayonnement mode par mode par rapport au rayonnement
moyen a été étudiée par le calcul du facteur de rayonnement modal [87] pour le jeu de parametres
de PEMT140. Cette expérience numérique a confirmé ’accord entre les deux formulations et a
rendu possible 'identification des modes de bord et des modes de coin dans 1’étude de la dis-
tribution des facteurs de rayonnement modaux. Enfin, le modele physique fournit une courbe
en fréquence de 'amortissement par rayonnement a prendre en compte pour les simulations.
En regle générale, la plaque doit rester mince pour avoir une fréquence critique en dehors du
domaine audible et donc avoir un faible amortissement par rayonnement dans le domaine audible.

Le troisieme mécanisme d’amortissement pris en compte est ’amortissement du a la présence
d’une plaque poreuse a proximité de la plaque vibrante. Il s’agit du mécanisme utilisé dans le
réverbérateur EMT140, ou la variation de la distance entre la plaque poreuse et la plaque vi-
brante permet de contrdler 'amortissement en basses et moyennes fréquences.

Une étude bibliographique a permis d’identifier un modele décrivant ce phénomene. Les
prédictions de ce modele ont été comparées aux mesures faites sur le réverbérateur EMT140,
ce qui a rendu possible de déterminer le domaine de validité du modele. A la différence des
autres mécanismes dissipatifs, la contribution a 'amortissement de la plaque poreuse peut étre
mesurée indépendamment des autres mécanismes, car il suffit de comparer les amortissements
avec et sans la plaque poreuse. L’accord entre modele et mesures est trés satisfaisant au-dela
d’une certaine fréquence, qui est ici de I'ordre de 150 Hz. Pour des fréquences inférieures, les
mesures et les prédictions du modele divergent. Ceci est probablement da au fait que le modele
suppose une plaque infinie.

Parmi les trois amortissements décrits, ’obtention d’un modele numérique dans le domaine
temporel est uniquement envisageable et satisfaisante pour 'amortissement thermoélastique. Le
recours aux développements de Padé pour approcher les courbes d’amortissement fréquentiel des
deux autres mécanismes dissipatifs nécessiterait la résolution d’un probleme d’optimisation a
chaque changement de parametre. Par ailleurs, on a mis en évidence que le comportement de
ces développements de Padé apres discrétisation ne suit pas trés bien leur comportement continu
(cf. Figure 4.13). Pour ces raisons, on a choisi de garder le seul amortissement thermoélastique
dans les différences finies. Pour imposer le comportement fréquentiel de 'amortissement obtenu
avec les autres modeles physiques, on a proposé un algorithme de post-traitement des réponses
impulsionnelles dans le domaine temps-fréquence (cf §4.4.1).

8.1.2 Conséquences de la densité modale élevée

Bien que nécessaire pour 'obtention d’un effet de réverbération naturel, le niveau élevé de la
densité modale des plaques étudiées pose un certain nombre de difficultés.

Sur le plan pratique, une densité modale élevée se traduit par un nombre important de modes
dans le domaine audible. Le nombre de degrés de liberté (deux fois le nombre de modes) du
systéme & simuler devient énorme (plus de 50000 pour le réverbérateur EMT140) et le cott de cal-
cul des simulations devient vite tres important. Une facon de limiter les effets de cet inconvénient
est de simuler uniquement la réponse impulsionnelle du probleme. L’effet de réverbération est
appliqué a un signal quelconque par convolution rapide en temps réel. La RI obtenue dépend des
parametres de la plaque, de ses conditions aux limites et des localisations du point d’excitation et
du point d’observation. La synthese de l'effet de la réverbération a plaque par modeles physiques
se limite alors a la synthese de réponses impulsionnelles. Cette approche est rendue possible par
la linéarité du systeme simulé. Si on envisageait la simulation dans un régime de fonctionnement
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non linéaire, on serait tout de suite confronté a la problématique, difficilement surmontable, du
temps de calcul.

Une densité modale élevée rend également difficile 'identification des modes, et on se heurte
a Iimpossibilité d’identifier tous les modes présents dans le domaine audible. Il n’est alors pas
possible de déterminer les parametres physiques a partir de 'identification des déformées mo-
dales expérimentales. De plus, dans les RI, expérimentales et simulées, il est difficile d’identifier
les fréquences propres et leur décroissance, méme a l’aide de techniques d’analyse paramétrique
telle que la méthode Esprit. Pour pallier ces inconvénients, la description de I’amortissement est
faite par bandes de fréquences et non mode par mode. Dans cette méme optique, le relief de
décroissance de la réponse impulsionnelle [40] s’impose tout naturellement comme la description
temps-fréquence la plus adéquate pour I'analyse de ces signaux.

Dans les RI simulées par différences finies, il est difficile d’identifier le décalage de fréquences
propres produit par la dispersion numérique en raison de leur densité élevée. Les effets de la
dispersion numérique se manifestent comme une modification de la distribution fréquentielle de
I’énergie totale. La Figure 4.10 montre que pour éviter ces effets sur I’énergie, il faut suréchanti-
llonner d’un facteur 4, ce qui revient & multiplier par 16 le colit de calcul des DF. Pour une simula-
tion correcte dans le domaine audible, il faut alors une fréquence d’échantillonnage F's = 192 kHz,
et le nombre de degrés de libertés du systéme numérique est aussi augmenté d’un facteur 4. Si
le cotit de calcul était déja important a 48 kHz, il est 16 fois plus important a 192 kHz.

8.1.3 Influence de l’excitateur électrodynamique

Le couplage de I'actionneur électrodynamique avec la plaque modifie la distribution fréquen-
tielle de ’énergie totale de la RI par rapport a la réponse d’une plaque a une impulsion de force.
Cette modification a des conséquences sur la perception de l'effet de réverbération. Un modele
simple du couplage d’un actionneur électrodynamique avec la plaque a été proposé. Néanmoins,
la confrontation avec la mesure du réverbérateur EMT140 montre pour ce cas le modele est
uniquement valable jusqu’a 1.5 kHz (voir Figure 3.31). Pour de plus hautes fréquences, les pertes
électromagnétiques influent sur le comportement des circuits et modifient 1’égalisation. Ainsi,
pour comparer les mesures du réverbérateur EMT140 aux simulations, on préfere recourir a
I’égalisation de I’énergie totale de la réponse impulsionnelle simulée a partir de la spécification
d’énergie totale donnée par la mesure. Cette égalisation est faite a ’aide d’un filtre a phase
linéaire pour ne pas introduire de distorsions de phase.

8.1.4 Réverbération a plaque et réverbération acoustique

La modélisation physique de la réverbération a plaque a permis de comparer cet effet audio
a la réverbération acoustique qu’elle cherche a reproduire. Les principales différences constatées
entre ces deux phénomenes sont les suivantes :

— dans le domaine temporel, les ondes des vibrations de flexion de la plaque sont de nature
dispersive, avec comme conséquence la plus directe ’absence de premieres réflexions bien
définies. Pour cette raison, la distribution d’amplitudes caractéristiques du régime diffus
de la réverbération est atteinte presque instantanément dans le cas de la réverbération a
plaque. Une autre conséquence de cette dispersion est que 1’énergie en hautes fréquences
précede celle en basses fréquences.

— dans le domaine fréquentiel, la densité modale des plaques est constante tandis que celle
des salles est quadratique en fréquence.
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On a également montré que le comportement global des vibrations de la plaque, outre ’amor-
tissement, dépend uniquement du temps caractéristique tyg = S/k. Il est le seul parametre phy-
sique de la plaque intervenant dans la densité moyenne d’échos a une fréquence et a un temps
donnés ainsi que dans la densité modale. Ce parametre gouverne la condition de réalisme de
la réverbération a plaque, qui s’écrit comme une valeur maximale du temps de réverbération
Tho < 2tp.

8.1.5 Application du modele

L’exploitation des outils élaborés pendant cette these a permis, d’une part, de montrer le
comportement des amortissements pour différents jeux de parametres physiques et géométriques.
D’autre part, on a pu comparer les trois réponses impulsionnelles simulées d’une méme plaque
avec les trois types de conditions aux limites suivantes : bords encastrés, bords sur appuis simples
ou bords libres. Les signaux résultats des simulations sont différents mais les analyses effectuées
semblent indiquer qu’il n’y a pas de différence significative entre les comportements globaux, en
temps et en fréquence. A I’écoute, il n’a pas été possible de différencier les trois simulations. La
réverbération obtenue semble indépendante des conditions aux limites, mais une démarche de
validation perceptive plus rigoureuse semble nécessaire pour valider ce résultat. Si ce résultat est
validé, les cotlits de calcul des simulations pourraient étre tres allégés grace a l'exploitation des
résultats analytiques des plaques sur des appuis simples.

Remarques sur le coiuit de calcul

Bien que la taille du probleme numérique du réverbérateur a plaque est importante en termes
de degrés de liberté, on a vu qu’elle reste tres petite par rapport a la taille du probleme concer-
nant la propagation des ondes acoustiques dans ’espace & trois dimensions (voir fin de §1.2). Pour
le réverbérateur a plaque, la taille du probléeme rend envisageable la résolution des équations de
comportement par des techniques numériques dans tout le domaine audible avec un ordinateur
actuel (cadencé a 3GHz), ce qui n’est pas le cas pour I'acoustique des salles.

Une autre option consiste a simuler une plaque sur des appuis simples a partir de la forme
analytique de sa décomposition modale. Cette simulation peut se faire efficacement a ’aide d’un
banc de filtres de second ordre (voir 'annexe C), qui nécessite quelques calculs préalables mais
qui fait appel, une fois les filtres spécifiés, a uniquement 3 opérations par mode et par pas de
temps, & mettre au regard des 88 opérations nécessaires dans les différences finies 2-4 sans inclure
I’amortissement.

La grande taille du probléme rend difficile la simulation du comportement non linéaire identifié
expérimentalement en tres bases fréquences. La résolution par différences finies de I’équation de
Von Karman, qui régit les vibrations des plaques avec des non linéarités géométriques, nécessite
I'emploi de schémas implicites [5], dont la résolution pour un systéme comportant 25000 modes
est loin de pouvoir étre faite avec les possibilités de calcul actuelles ou dans les années a venir.

8.1.6 Simulation de plaques circulaires

Dans le cadre de la simulation numérique des vibrations de flexion des plaques minces, on a
également exploré I'adéquation des différences finies pour la résolution dans un domaine circu-
laire. On s’est limité aux schémas d’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en espace.



168 CHAPITRE 8. CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

L’utilisation d’une grille rectangulaire pour la résolution du probléeme de géométrie circulaire
nécessite la modification des opérateurs pres des bords du domaine afin de tenir compte de la
géométrie circulaire. Cette approche, similaire a I'interpolation utilisée dans d’autres travaux,
peut produire des instabilités difficilement prédictibles et qui dépendent de la configuration par-
ticuliere du probleme.

Une deuxiéme option consiste a définir une grille spatiale polaire selon un pas de rayon et un
pas d’angle. L’étude de la stabilité par des méthodes énergétiques montre que la stabilité dépend
des distances entre les points de la grille pres du centre du domaine. La contrainte de stabilité
est tres forte, et la précision des différences finies n’est pas satisfaisante. Pour cette raison, on
a proposé un schéma implicite dont la contrainte de stabilité est moins forte. La résolution de
ce type de schémas implicites nécessite la résolution d’un systeme d’équations a chaque pas de
temps. Ce colit de calcul élevé est le prix a payer pour garantir la précision et la stabilité requises.

La résolution de ce type de schémas est cependant difficilement envisageable pour la taille de
probleme d’un réverbérateur a plaque. Néanmoins, ces travaux peuvent mener a des applications
intéressantes en acoustique musicale, domaine au sein duquel la géométrie circulaire est souvent
présente et la taille des problemes moins importante que dans le cas du réverbérateur a plaque.

8.2 Perspectives

Les perspectives de recherche a 'issue de ces travaux de these sont variées. On peut citer,

avant de développer :

— Pexploitation du modele numérique pour la réalisation de tests perceptifs permettant de
déterminer les parametres perceptivement significatifs de cet effet audio, en particulier ceux
qui le différencient de la réverbération naturelle,

— des orientations pour réaliser la simulation a partir de modeles de signaux inspirées de la
réverbération artificielle [40], qui sont plus efficaces que la modélisation physique complete
du phénomene.

— le développement d’un logiciel pouvant s’intégrer dans les environnements d’enregistrement
et d’informatique musicale actuels,

— des approfondissements sur la méthode des différences finies en coordonnées polaires pour
la résolution de problemes en géométrie circulaire.

Il semble nécessaire d’avoir une confirmation plus rigoureuse de l'indépendance aux condi-
tions aux limites de la plaque de la réverbération obtenue. Si les différences entre les simulations
avec différentes conditions aux limites ne sont pas pergues, on peut envisager de se restreindre
a la synthese de la RI d’une plaque simplement appuyée par décomposition modale et filtrage
numérique (annexe C), dont le cout de calcul est tres inférieur aux DF.

Il serait intéressant de déterminer si la différence pergue entre une réverbération a plaque et
une réverbération acoustique naturelle mesurée avec le méme relief de décroissance est signifi-
cative. Il est probable que la différence dans la perception vienne principalement du transitoire
initial, mais aussi d’une plus faible densité modale de la plaque en hautes fréquences. Ces études
pourraient aboutir & une méthode plus efficace de synthése qui combinerait les techniques de
calcul numériques présentées (DF, DM) pour le calcul du transitoire initial de la RI et des tech-
niques de traitement du signal inspirées des travaux de Schroeder et de Jot pour le calcul du
comportement “plus diffus” qui apparait apres le transitoire. L’utilisation de I’échelle de Bark
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pour le traitement des bandes fréquentielles semble aussi une piste & explorer pour la génération
d’un modele de signaux de la réverbération a plaque.

Une étude perceptive rigoureuse sur la validité du critere de densité modale minimale, qui s’ex-
prime comme Tgy < 2ty, semble aussi nécessaire. Il serait ainsi intéressant de mettre en évidence,
pour une plaque avec un amortissement donné et remplissant ce critere, quelles différences sont
percues quand on augmente la valeur de tg, ce qui équivaut a augmenter sa densité modale.

D’un point de vue pratique, I'intégration dans les applications d’informatique musicale ac-
tuelles d’'un logiciel de synthese de la RI de la réverbération a plaque a partir des modeles
physiques de comportement permettrait de valoriser ces travaux. Il s’agirait de développer ce
logiciel sous forme de plugin VST ou DirectX, formats compatibles avec la majorité des logi-
ciels d’informatique musicale actuels. On peut facilement imaginer un logiciel associé a une base
de données de matériaux métalliques et de matériaux poreux, dans lequel l'utilisateur aurait le
choix des matériaux, des parametres géométriques et de la disposition des éléments d’excitation
et de lecture de ’accélération. Plusieurs actionneurs simultanés et plusieurs points d’observation
pourraient étre sélectionnés pour le traitement de signaux multi-phoniques.

Les travaux portant sur la résolution numérique de I’équation de Kirchhoff-Love dans un
domaine circulaire pourraient étre poursuivis afin d’analyser plus en détail le comportement
numérique des solutions et améliorer la précision de la méthode. Dans cette these, on s’est
concentré sur ’étude de la précision dans le domaine fréquentiel grace a la comparaison des
fréquences propres des simulations avec celles obtenues analytiquement. Il serait judicieux d’en-
visager I’étude du comportement dans le domaine temporel par comparaison des simulations avec
des résultats analytiques de référence.

Des améliorations possibles de la méthode des DF en coordonnées polaires concernent princi-
palement le choix d’un pas de rayon variable et I’approximation spatiale des opérateurs continus
a lordre 4, comme pour le cas rectangulaire. Le probleme de stabilité de la méthode étudiée ici
est lié au fait que les distances entre les points adjacents d’'un méme cercle, w,, g, et wy, 6,41,
dépendent du rayon du cercle. Plus on s’approche du centre du domaine et plus la distance
entre points est petite. Pour cette raison, le premier pas de rayon détermine la condition de
stabilité de I’algorithme. Il est probable que la définition d’une grille avec un pas de rayon plus
grand au centre et plus petit a I'extérieur permette d’améliorer les propriétés du schéma explicite.

La définition d’approximations a ’ordre 4 ne doit pas présenter de grande difficulté, cepen-
dant I’étude de la stabilité par des méthodes énergétiques en tenant compte des conditions aux
limites devient un probleme complexe. On peut supposer qu’un tel ordre d’approximation de-
vrait améliorer les propriétés de dispersion numérique, mais ne permettrait pas de surmonter la
difficulté liée a la condition de stabilité tres restrictive imposée par le centre.

Pour conclure, on a vu qu’en prenant comme point de départ des modeles simples de la
mécanique on a pu simuler un effet audio et élargir cet effet aux possibilités offertes par ’en-
semble de choix des parametres du modele. Cette démarche, inspirée de celle de la synthése
sonore d’instruments de musique, est appliquée ici au traitement de signaux audio. On pourrait
envisager de suivre la méme démarche pour simuler d’autres effets audio analogiques, comme la
réverbération a ressorts ou l’enceinte rotative Leslie.
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ANNEXE A

Simulation numérique des vibrations
de flexion des barres

A.1 Barre d’Euler-Bernoulli

On présente ici 'analyse de la stabilité de deux schémas aux DF, un explicite et l'autre
implicite, pour la résolution de I’équation d’Euler-Bernoulli.

A.1.1 Modele continu et énergie

Cette équation décrit les vibrations de flexion des barres minces. Elle s’écrit [36] :

9w *w . bh3
pAW—I—EI@:O, ou : IZE (A1)
ol w est le déplacement transversal et x la variable d’espace longitudinal d’une barre d’épaisseur
h et de largeur b. I est le moment d’inertie de la barre, qui pour une section rectangulaire est
I = bh3/12. A = bh est la section transversale, p est la densité volumique du matériau et F est
le module d’Young.

Pour l'étude de ’énergie associée a (A.1) il faut définir un produit scalaire. Soient f(z,1)
et g(z,t) des fonctions a valeurs réelles de 1’espace vectoriel normé Ly des fonctions de carré
sommable sur lintervalle D. Le produit scalaire < f,g >p et la norme ||f||p associés a cet

espace sont :
<fg>o= [ £,
D
Ifllo=v<ff>p

ou le domaine D correspond a l'intervalle des réels z € [dy;d_]. L’évolution de I’énergie du

systeme continu défini dans D peut s’obtenir comme le produit scalaire de I’équation de la

dynamique (A.1) avec la vitesse %—ﬁ’, soit :

(A.2)

ow 0w ow 0*w
——pA— ElI | —=—dz=0. A.
P dr T EL | g de =0 (A-3)
L’égalité suivante :
10 (ow\® Owdw
) 2= A4
28t<at> ot o’ (A-4)
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permet d’écrire le premier terme de (A.3) comme :

owdw  pAd ow\ > pA D |,
A =02 = =2 A.
/Dp at oz~ 2 8t/D<at> do === g vl (A.5)

La double intégration par parties du deuxieme terme, puis I’application de 1’égalité (A.4), donne :

ow 0w 0% ow 0w

EI 9 Pw\> .
= 2(%/ ((%2) dzx + B ou : (A.6)
D
PBw] ™ ow; 9w
— Bl w2 Y| —pr|22v
B = 1 ax3]d k: ML

Remarque :

Pour des fonctions f, g régulieres dans Lo, quand le produit scalaire est défini dans ’ensemble des
réels R = [—00, 00], les termes de bord B; sont nuls car 1’évaluation est faite a 'infini. L’opérateur
dérivée seconde en espace 9., est dit formellement auto-adjoint (par rapport au produit scalaire
défini) car il peut étre changé de coté sans en altérer le résultat, i.e. :

< f, a:mg >r=< Opzf,9 >R - (A7)

Grace aux résultats donnés par (A.5) et (A.6), 'équation (A.3) peut s’écrire en faisant intervenir
les normes :

2
d*w

- (A.8)

9 _ v o= P _ B
6t(3+11)—81 ou: T = 5 |w|p, U= 5

)

0 EI‘
D

Cette expression décrit 1’évolution de 1’énergie de la barre au cours du temps, ou 1’énergie
cinétique est ¥ et ’énergie potentielle des forces élastiques est il. Le terme By, qui fait in-
tervenir I’évaluation du déplacement et ses dérivées spatiales aux bords du domaine, d et d_,
gouverne la variation temporelle de ’énergie. Si les termes de bord sont nuls, i.e. By = 0, I’énergie
du systeme est constante au cours du temps et le systeme est dit conservatif. On parle alors de
conditions aux limites conservatives.

La méthode de ’analyse énergétique se base sur le fait qu'une condition suffisante pour
la stabilité forte de 1’algorithme des DF est que 1’énergie du systéme discret soit
conservée au cours du temps et q’elle soit positive [7; 5; 6]. L’analyse de la stabilité par
cette méthode nécessite d’établir I’équation d’évolution de ’énergie du systeme discrétisé par les
DF, de facon similaire a ce qu’on vient de faire pour le systeme continu. En d’autres termes, on
souhaite déterminer 1’équivalent numérique de 1’évolution de 1'énergie (A.8), ce qui permettra
de déterminer des conditions aux limites numériques conservatives. Une fois la conservation de
I’énergie prouvée, il suffira de voir sous quelles conditions ’énergie numérique est positive.

A.1.2 Conditions aux limites continues

On étudie ici trois types de conditions aux limites (CL) idéalisées, i.e. conservatives, aux
extrémités de la barre : appui simple, encastrement et extrémité libre. La formulation de ces
conditions aux limites & une extrémité x = dy est [36] :

9*w

Appui simple (A) : w(dy,t) = W(
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Encastrement (E) : w(dy, t) = %(dJr,t) =0 (A.10)
g1 0w 0w
Extrémité Libre (L) : W(d_’_,t) = @(dJ”t) =0 (A.11)

On remarque que, pour une barre dont les extrémités suivent n’importe laquelle de ces trois types
de CL, le terme B; de (A.6) s’annule et 1’énergie du systéme continu est conservée.

A.2 Fonctions discretes et opérateurs aux différences en une di-
mension

On présente ici la notation utilisée par la suite. La discrétisation des variables temps ¢ et

espace z est faite avec le pas de temps k et le pas d’espace h. Le déplacement transversal continu

w(x;, ty,) est approché par la variable discrete w!', ol ¢ est 'index de discrétisation spatiale et n
I'index de discrétisation temporelle tels que z; = th et t, = nk.

Les opérateurs de base des DF sont le décalage en avant et en arriere sur la grille de la variable
discrétisée w;' par rapport au temps e;4 et e;— et par rapport a l'espace e, et e;_ :

erpwl = wit! er—wl = wi! (A.12)

n n n n
CatW; = Wity Cp—W; = Wiy (A.13)

On définit ci-apres les opérateurs aux différences en temps :

n n—1
f_wh = % (A.14)
n+1 _ n
Syl = % (A.15)
n wzn — wglil
) = (A.16)
Ll S + G w™
5,5.21}? = Wi 2sz = t+ Wi ;— el (Al?)
ntl ol 4!
5ttw? = i i + Wi == (St_;,_ o 5,5_11),? (A18)

k2
ol 6., 04 et &;— sont trois approximations différentes de 'opérateur continu 9, et dy est 'ap-
proximation de Oy. L’opérateur us— correspond a la moyenne retardée du déplacement entre deux
instants consécutifs.

Pour I'espace les opérateurs discrets utilisés sont :

Spqw] = W (A.19)

S wl = “ﬂ_h“ﬂ—l (A.20)

attl = Gy 0 8y wf = UEL 2;‘;? RS (A21)

Srragtl' = Gy 0 Bpl; = Wiy — 4wy + 82‘? — 4w | +wiy (A.22)
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ol dz.ze approche la dérivée quatrieme en espace qui apparait dans Euler-Bernoulli.

Quelques identités entre ces opérateurs utiles pour la suite sont :

(Gow) (Gugw) = Gos (; (5tw)2> (A.23)
kQ

wep_w = (pp—w)* — Z(ét,w)Q (A.24)

(Grw)w = 0y (;(wetw)2> (A.25)

A.2.1 Définition d’un produit scalaire

De la méme facon que dans le cas continu, on définit un produit scalaire et une norme, cette
fois discrets, pour les opérateurs discrets définis sur une grille spatiale infinie des indices entiers
i €7Z avec Z =[—o0, ... , —1, 0, 1, ... ,00[. Pour deux fonctions discretes f; et g;, repérées
par l'indice spatial i, on a :

(fLg)z="h Y fig
1=—00 (A26)
1fllz = (f, 1Y >0

Comme pour le cas continu, ce produit scalaire est une forme bilinéaire, et il a les propriétés
suivantes [38] :

(f,9)z =19, f)z (A.27)
(f+a.hz=(fh)z+(9,7)z (A.28)
(Afsg)z = Mf,9)z VAe R (A.29)
Et les inégalités suivantes :
| (f,9)zl < | fllzllgllz (A.30)
1f+9gllz <[ fllz + llgllz (A.31)
(f.o)el Wl fIB+ -lold V>0 (A32)

Ces propriétés sont aussi valables quand le domaine de définition du produit scalaire est fini.

A.2.2 Opérateurs formellement adjoints et formellement auto-adjoints

Les opérateurs d,4 et d,— ont des propriétés importantes entre eux. Pour des fonctions
régulieres qui s’annulent a l'infini, 'opérateur d,+ et 'adjoint formel de l'opérateur —§,_,
et également 'opérateur d,_ et I'adjoint formel de 'opérateur —d,. En pratique, quand on
déplace un des ces opérateurs d’un coté a ’autre d’un produit scalaire on obtient son opérateur
adjoint de 'autre coté, i.e. :

(Oes fr9)z = —(f,0:-9)z, (A.33)
(0o, 9)z = —(f, 02+9)2- (A.34)

Parce que cette propriété nécessite des fonctions régulieres et qui ont le bon comportement aux
bornes, i.e. qui s’annulent & I'infini, on parle d’adjoint formel.
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L’opérateur d,, est I’adjoint formel de lui-méme, il est donc un opérateur formellement
auto-adjoint. Il peut étre changé de c6té dans le produit scalaire sans en altérer le résultat.
Pour I'opérateur discret d,, on a :

(fa 6aczg>Z = <5:p:pfa g>Z> (A35)

Il s’agit de ’équivalent discret de la propriété d’auto-adjoint de l'opérateur continu 0., (A.6)
quand les termes faisant intervenir les bords du domaine sont nuls.

Les propriétés (A.33), (A.34) et (A.35) dépendent des valeurs des fonctions aux bornes du
domaine, et donc du domaine sur lequel est défini le produit scalaire. Par exemple, si on restreint
le domaine de (A.26) au demi plan infini ¢ € N, ou N = [0, 1, ... ,00], le nouveau produit
scalaire s’écrit :

(f.o)n=h>_ figi
1=0

(A.36)
Les propriétés (A.33) et (A.34) deviennent :
(et fr 908 = —(f,0o—g)n — fli=0 - gli=—1, (A.37)
(0o—fr9)n = —(f, 0a1-9)n — fli=—1 " gli=o0, (A.38)
et la propriété (A.35) devient :
(f+0229)N = (Ouzf, 9)N + 90(02— fo) — fo(dz—g0), (A.39)

ce qui montre 'importance capitale du domaine ou le produit scalaire est défini sur le caractere
d’adjoint formel ou auto-adjoints formel des opérateurs. Cette propriété dépend des valeurs des
fonctions aux bornes du domaine.

La démonstration de (A.37) et de (A.38) se fait par manipulation algébrique des sommes. On

estae = (S5 ) £.9) = (e feah=(Frahw)

(exs fr9)N = hz fir19i = hz figi-1 = hz figi—1 — fog—1 (A.40)
i=1

i=0 i=0
{6zt [ 9)n = (Z figi—1 — fi9i> — fog-1 = —(f,00—-g)n — fog-1
i=0

A partir des relations (A.37) et (A.38) on peut montrer la relation (A.39).

Si on consideére maintenant un domaine fini, comme celui d’une barre finie, ou i € D avec
D=0, 1, ..., NJ, le produit scalaire est :

N
(f.9)p=h>_ figi
i=0 (A.A41)

Ifllp = (f, /)3 >0
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Avec ce produit scalaire, les relations montrés précédemment s’écrivent :

<5x+f7 9>D = _<f7 5m—g>D - f0971 + fN+1gN

(A.42)
(6z—fr9)D = —(f,024+9)D — o190 + ngN+17
et pour opérateur d,, on a :
(fs0229)D = (Ozaf, 9)D + 90(62— fo) — fo(dz—g0) — (0xt fN)IN + (Oz+9N) fN- (A.43)

Ces opérations sont 1’équivalent discret de I'intégration par parties (IPP) du cas continu. Pour
0,4 il s’agit d’une IPP et pour d,, de deux IPP successives.

A.2.3 Bornes supérieures des opérateurs discrets

A partir des inégalités triangulaires du produit scalaire, en particulier (A.31), on peut borner
supérieurement la norme des opérateurs aux différences. On donne comme exemple le calcul de
la borne de l'opérateur 9,4 :

1 1 2
62+ fllz = HE(C”L +1)fllz = E\|€+f + fllz < EHfHZ (A.44)

Les bornes des autres opérateurs sont :
2
10a+fllz < 3 1flz = [10z+]lz <

(A.45)

S VIS SR

2
10a—fllz < 3 1fllz = ll0a-lz <

4 4
1020 fllz < 75l fllz = [0zl < 55

Ces bornes sont également valides pour le domaine fini D.

A.3 Schéma explicite pour les barres

Le schéma aux DF le plus simple pour la résolution de I’équation d’Euler-Bernoulli fait interve-
nir lopérateur spatial ..., (A.22) et Popérateur temporel dy (A.21). L’équation aux différences
qu’on obtient avec ces opérateurs est :

2 _ Bl
pA

L —
2y}

Orewyj + PR — 0, avec : K (A.46)

A.3.1 Analyse de la stabilité en milieu infini

Le premier pas dans ’analyse de la stabilité par des méthodes énergétiques et obtenir ’équation
d’évolution de ’énergie du systeme discret. On procede de fagon similaire au cas continu, en
faisant, sur le domaine semi-infini des nombres entiers Z,, le produit scalaire de (A.46) avec
I’approximation discrete de la vitesse v = dz.w :

<5t‘wzn7 6ttwin>Z + 52 (6t‘w?, 5asmcxwzn>Z =0, (A47)

L’égalité (A.23) permet d’écrire le premier terme de cette équation sous forme quadratique, soit :

1 1
(0pwy', Spw]')z, = §5t+<5t—w?,6t—w?>z = §5t+\|5t7w?||%, (A.48)
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Grace a la propriété d’auto-adjoint de 'opérateur d,, et a I’égalité (A.25), le deuxiéme terme de
(A.47) s’écrit :

52<5t-w?7 6mmzxw;n>Z = /4,2(515.’[0?, 5a:x5xxw?>Z = /‘32<5x:r(6t-w?)a 6a:xw?>Z

1 (A.49)
= K2(01. (Opzw?), Oppwl) 7 = /<c2§5t+ (OpgW}', €1—OpgW;' )7
L’équation (A.47) peut alors s’écrire sous la forme :
1 1
St " = it EH(St_wZLH% + /12§<(5mw?, er—0zzwi)z| =0, (A.50)

Cette forme montre explicitement 1’évolution d’une énergie discrete. La quantité h™ est préservée
au cours du temps et correspond a ’énergie du systéme discret a l'instant n. Le premier terme
de b correspond a I’énergie cinétique discrete et le deuxieme a ’énergie potentielle discrete. Une
autre fagon plus explicite d’écrire (A.50) est :

S = (00 ) =0 = = (A51)

Si le méme calcul est fait sur un domaine fini, on obtient que ’évolution temporelle de h™ dépend
des valeurs discretes aux bords du domaine (comme pour le cas continu). Le systéme discret est
dit conservatif si la contribution de ces termes de bord est nulle. Supposons pour l'instant qu’on
se trouve dans cette situation.

Si I’énergie du systeme discret est conservée, une condition suffisante de stabilité est que
Pénergie soit positive. Dans (A.50) le premier terme est toujours positif, mais le deuxiéme terme
n’est pas forcement positif. Si on peut écrire ce terme en fonction de termes quadratiques on
pourra juger de la positivité de ’énergie totale. Grace a la relation (A.24) on peut écrire :

(fi' e[z = (e fi" e fi")z — Z<6t—fi i fz = = f1Z - Z\Iét-fi |17, alors :
2 2 :‘432]{32

K
((dzawy’, €1—0gawj')z) = ?Hﬂt—(smwm% - TH‘St—(Smw?H%

2
(A.52)

L’énergie du systeme discret a 'instant n peut alors s’écrire en fonction de termes uniquement
quadratiques, et une condition suffisante de stabilité est :

K2k2
8

Les contributions a I’énergie du premier et du deuxieme terme sont positives et celle du troisieme
terme est négative. Une condition suffisante de stabilité est alors que le premier terme soit
toujours supérieur au troisieme terme. On a vu que la norme de 'opérateur J,, peut étre bornée
supérieurement par 4/h? (A.45). On a alors :

b = Sl0-wi 17 + 5 llm-daarw} |7 — =g 1010w |7 > 0, (A.53)

1 K2 k?
5”615*10?“% ~ 73 18600077 > 0
. K2k? K2k? 16
On sait : THét_émwa% < TH&_EM?”% (A.54)
1 K*k*16
. 2
Alors : | 0e—wi']|7, <2 — 8h4> >0,
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La positivité de I’énergie dépend du signe de la parenthese qui fait intervenir le pas de temps k,
le pas d’espace h et le parametre de la barre k. La condition suffisante de stabilité obtenue peut
s’écrire comme :

K2k2 1 1 kk
< = — r< — avec 1 =

< 3 W2 (4.55)

On obtient que la condition de stabilité est une borne supérieure sur le nombre de Courant r. Il
s’agit de la méme condition que celle obtenue avec la méthode de Von Neuman pour les milieux
infinis ou périodiques [25].

A.3.2 Analyse de la stabilité en milieu fini

La condition de stabilité (A.55) est valable pour un milieu infini ou périodique. Pour un do-
maine fini, pour s’assurer que I’énergie est conservée il faut vérifier que les CL numériques choisies
sont conservatives. Méme si les CL du probléme continu sont conservatives, elles peuvent étre
approchées numériquement de fagons différentes, et on ne peut pas assurer que toutes les approxi-
mations discrétes possibles conservent ’énergie discrete. Il faut s’assurer que les CL numériques
sont conservatives pour que le systeme discret soit lui méme conservatif. Dans ce cas, la positivité
de I’énergie numérique assure la stabilité forte du schéma aux DF.

L’utilisation d’un produit scalaire sur un domaine fini fait apparaitre les termes de bord
numériques. On se limite ici a ’étude du schéma explicite (A.46). Les termes de bord apparaissent
lors du calcul de la contribution & I’énergie du terme correspondant a ’énergie élastique (A.49).
Lors du passage de I'opérateur 6., de droite a gauche du produit scalaire il faut tenir compte
des termes de bord donnés par la relation (A.39), qui s’écrit :

<f; 5zacg>D = <5a:xf7g>'D + gO(5x—f0) - fO((sa:—QO) (A56)

Le développement de (A.49), en supposant que la limite du domaine est & z = 0, i.e. i = 0,
donne :

<Ui7 6mm5mxwz>D = <5mmvia 5wmwz>D + (5xxw0)(5m—00) - UO(ém—[émwa]) =
1
§5t+<5mw?, et— 0z wi)p + by, (A.57)
b:; = (6xxw0)(5m—U0) - UO((Sx—[(Smm'LUO])
Pour que le schéma soit conservatif, il faut que la contribution & ’énergie des termes de bord b},
soit nulle. On peut alors choisir d’approcher les CL continues données par (A.9),(A.10),(A.11),

par des CL numériques conservatives, i.e. qui rendent b}, nul. Les CL numériques conservatives
en ¢ = 0 d’encastrement sont :

wo = (5I_U)0 = O, (A58)

pour 'appui simple on a :
wo = Ogzwo = 0, (A59)

et pour l'extrémité libre :
5mw0 = (5;3_(5:5;3100 =0. (A.GO)

Pour ces trois CL on a b}, = 0 et le schéma (A.46) est alors conservatif.
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A.4 Schéma implicite pour les barres

On se propose d’étudier le schéma implicite suivant :

(1 + akkdgn + BE*k*Sagae)Ouw]; + K2 Ogpanw]; = 0, (A.61)

Les parametres « et 3 controlent la “quantité de partie implicite” ajoutée au schéma explicite de
base. On remarque que 1’équation discrete est consistante avec I’équation continue car quand le
pas de temps k tend vers zéro on retrouve 1’équation des barres. Le parametre « sert a améliorer
la précision du schéma, car il permet d’accélérer les ondes numériques et compenser ainsi une
partie de la dispersion numérique. Le parametre G permet d’augmenter le nombre de points de
discrétisation de la barre. Pour o = 0 le schéma (A.61) peut s’écrire sous la forme :

6ttw:‘fj + /{2 (ﬁdmxxwz;rl + (1 - 2ﬂ)5:r:m:xw2] + ﬁ(sx:pxxw:f;l) = Oa (A62)
ou on reconnait le f-schéma centrée citée dans [1] pour résoudre I’équation des ondes mais pour
I’équation des barres, c’est a dire avec §z40, au lieu de 6,

A.4.1 Analyse de la stabilité en milieu infini

L’analyse de la stabilité de ce schéma reprend une partie des calculs déja faits pour le schéma
explicite. Par rapport au schéma explicite on a en plus le terme en « et le terme en 3. Si on fait
le produit scalaire de (A.61) avec la vitesse d;.w]", la contribution & ’énergie du terme en o est :

(0p. W], dppaukkdpy Op—wi)y = —akk{0p.0p—w]', S4p0p—wi) 7 =
1 1 (A.63)
S rk (B0}, 0y 0y )z, = §amk5t+y\5t,5m,\|%,
et la contribution a I’énergie du terme en 3 est :
<5t-w?7 5ttﬂfi2k25a¢x5www?>Z = ﬁ52k2<5t-51:xw?7 5tt5xa:w?>Z =
(A.64)

1 1
§ﬁ52k25t+<5t—5m:w?75t—5:c$wzn>Z = 5552k2dt+"5t—5$$wm’%a

Si on ajoute la contribution de ces deux termes aux résultats obtenus pour le schéma explicite
on obtient :

1 1 1
b [ 16w — bl 8o+ S BKH 60 8o+
(A.65)

2 21.2
K Kk
o b7 — Tnét,émwy”%] —0,

Ce schéma conserve aussi I’énergie. La condition suffisante de stabilité est alors (on néglige encore
une fois le terme en p;— qui est toujours positif) :

1
[1 — ank]0e_ |2 — (4 _ ﬂ) Wnému%} 16— w? 2 > 0, (A.66)

Si on suppose [ < 1/4 et a > 0, on peut borner supérieurement les normes des opérateurs par
62— |12 < 4/Rh? et ||0.2]|> < 16/h*. On obtient alors la condition :

4 1 16
1— A 2,220 o
omkhg (4 ﬁ)ﬁkh4_0,
(A.67)
kk

1
1—4ar—<4—ﬁ)16r220 avec r:ﬁ,
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La résolution de cette inégalité donne une condition sur r qui dépend de la valeur des parametres
aet G

- 2 (14
r< 2 + 2(f_—Zé) 5) pour a>0 et §€]0,0.25] (A.68)

Pour a et § nuls on retrouve la condition de stabilité déja trouvée pour le schéma explicite.

Pourle cas 8> 0.25 et @« >0 on a :

161 I I — amklp.-uf B+ (5~ §) 1t ] >0, (A.69
Pour le terme en «, 'inégalité (A.32) conduit a :
ark|(=1)|0z-w]'||Z] < pllwi|Z + %ull(imw? IZ Yup>0 (A.70)
On peut alors écrire (A.69) comme :
2 —ark LY 2,2 2 n(2
i1 (1 bt (28 4 (- 1) w02 16l ot 20, ()

La suite dépend du signe du terme qui multiplie ||§,.||?>. Comme I'inégalité (A.32) est vraie pour
tout p positif, on choisit p tel que le terme multipliant ||d,,|| soit nul, c’est a dire :

—akk 1\ 5.9 «
_ k2 = = A.72
I +<5 4>” O = rE G ek (A.72)
Pour cette valeur de p la condition (A.71) devient :
5|2 [1 - k:#] 22 >
” t ||Z ak 4(ﬁ — 1/4)[{]{; ”wz ”Z >0, (A73)
et on obtient la condition de stabilité :
o2
1—-—— >0, avec >0 et (>025 ou:
4(6 —1/4)
ﬁ2a+ et a>0, ou : ( )

a <46 -1 et 5 2>0.25,

Cette condition est indépendante de r et des pas de discrétisation k& et h. On parle alors de
stabilité inconditionnelle.

Pour trouver une condition de stabilité quand 8 < # on fait 'hypothese que le terme qui
multiplie ||§,.||? dans (A.71) est négatif. Puisqu’on peut choisir y, on écrit u = 7/h% avec 7 > 0.
Si ce terme est négatif, comme on en a fait ’hypothese, 7 doit satisfaire la condition :

—akkh? 1\ 9.9 o
_— - = _ A.T5
i —|—<ﬁ 4>fik’ <0, T<r(4ﬁ_1) ( )
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L’hypothese (A.75) doit étre vérifiée a la fin de la démonstration. Comme le terme qui multiplie
|62 ||> dans (A.71) est négatif, on peut substituer ||0,,||?> par sa borne supérieure 16/h*. Et avec
7, 'inégalité (A.71) devient :

1— — 4+ — + — — — >
Oél“fkih2 ( 4 <6 4) K kf ) h4 0,

4 1
1—ar<7’+>+16(ﬁ—>r220,
T 4

Cette inégalité, qui fait intervenir r, est valable pour n’importe quelle valeur de 7 strictement
positive. On choisit la valeur de 7 qui minimise le seul terme négatif de (A.76) (le terme en 7),
afin d’obtenir la meilleur borne sur r. La valeur 7 = 2 minimise ’expression 7 + 4/7. Pour cette
valeur I'inégalité qui assure la stabilité est :

(A.76)

1
1 —4ar +16 (ﬁ - 4) r? >0, (A.77)
et la solution de cette inégalité donne la condition de stabilité suivante :
a—y/a?— (46 -1) 1 1 a?
v v = 4= A.7T8
r < (45— 1) a>0 e 4<B<(4+4 ( )

Pour ces valeurs de « et 3 la stabilité s’écrit comme une borne sur r. Cependant, afin de compléter
cette preuve, il faut vérifier 'hypothese de départ : “le terme qui multiplie ||d,,| dans (A.71) est
négatif”. Cette hypotheése est donnée comme une condition sur 7 par (A.75). Il faut donc vérifier
que la valeur 7 = 2 choisie respecte cette inégalité. L’équation (A.75) avec 7 = 2 peut s’écrire
comme une condition sur r :
- «
T )
248 - 1)

La valeur de r peut étre alors bornée par la valeur qui assure la stabilité, donnée par (A.78),

puisqu’on ne s’intéresse pas aux valeurs supérieures de r. Pour que 'hypotheése soit respectée, il
faut alors vérifier que I'inégalité suivante est toujours vraie :

(A.79)

a— a2—(4ﬂ—1)< a
2046 — 1) 245 — 1)’

Ce qui est toujours vrai pour le cas qu’on a étudié car le résultat de la racine est toujours réel.

=  —y/a2—-(48-1) <0, (A.80)

Récapitulatif des conditions de stabilité :

Pour le schéma (A.61), on se restreint aux intervalles de valeurs des parametres o > 0 et
B € [0;0.5]. Les conditions de stabilité trouvées s’écrivent comme une condition sur le nombre
de Courant-Friedrichs-Levy (CFL), r = kk/h?, et sont :

—a+ /a2 + (1—-4p)
2(1 - 46)

Si: [B€0.25;0.5] et a<+\/48—1 = stabilité inconditionnelle (A.81)

Si: [f€][0;0.25] et a>0 = r<

a—y/a?2—(48-1)
2(43 - 1)

On note que le schéma explicite (A.46) est un cas particulier de (A.61) ot aa =0 et 3 = 0.

Si: Be[0.2505 et a>+\43-1 = r<







ANNEXE B

Le feuille d’or EMT240

Cette annexe décrit le réverbérateur a plaque EMT240, pour lequel la plaque vibrante est
une feuille d’or rectangulaire de dimensions 0.27 m x 0.29 m et d’épaisseur 18 pym. La réponse
impulsionnelle (RI) de ce réverbérateur a été mesurée pour 5 configurations différentes, chacune
correspondant a un temps de réverbération différent. On montre ici les principaux résultats issus
de l'analyse des RI mesurées : les courbes d’amortissement en fonction de la fréquence et les
reliefs de décroissance pour les 5 configurations.

B.1 Description de ’'EMT240

Le réverbérateur EMT240 a été commercialisé par la société EMT a partir des années 70. Son
principal avantage par rapport au réverbérateur a plaque EMT140 est son faible encombrement.

Matériau Epaisseur  [m]  Surface S [m?]
EMT240 or 18-10°F 0.0719

TaB. B.1: Matériau, épaisseur et surface du réverbérateur a plaque EMT240 (feuille d’or).

La Figure B.1 montre les différents éléments du réverbérateur EMT240. Son élément principal
est une feuille d’or tres mince d’épaisseur A = 18 um et dont la surface, S = 0.0719 m?, est environ
20 fois plus petite que celle de TEMT140. En raison de sa faible épaisseur, les vibrations de la
feuille d’or sont tres sensibles aux bruits acoustiques extérieurs. La feuille est donc doublement
protégée par une enceinte de confinement qui est elle-méme a l'intérieur du bati de I'unité de
réverbération. Dans 'enceinte, la feuille d’or est suspendue et soumise a des forces de tension
appliquées par les 12 ressorts qui la relient a un cadre de support rectangulaire. Le cadre est
lui-méme tenu par 4 ressorts dans ’enceinte qui sert d’isolation par rapport aux perturbations
acoustiques extérieures. L’enceinte, qui est tres lourde, est suspendue au bati par des ressorts
assez souples, permettant ainsi d’obtenir une faible fréquence de résonance du systeme masse
ressort (2 Hz d’apres [28]). Ce systéme, schématisé a la Figure B.2, permet d’isoler la feuille d’or
du bruit induit par les vibrations et les ondes de pression acoustique extérieures.

La feuille d’or est excitée par deux actionneurs piézoélectriques collés directement sur sa sur-
face et alimenté chacun par un signal électrique auquel on veut appliquer ’effet de réverbération.
Deux signaux réverbérés sont obtenus par la mesure des vibrations en deux endroits de la feuille
a I’aide de deux transducteurs électrodynamiques. Chacun de ces capteurs est composé d’un ai-
mant permanent fixe et d’une bobine mobile. Il s’agit donc d’un systéme similaire a celui utilisé
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F1G. B.1: Les éléments du réverbérateur EMT240 peuvent se regrouper en 3 catégories selon leur fonction.
La partie électronique : les amplificateurs d’excitation et de reproduction (1), le panneau de connexion
des entrées et sorties (2), le panneau de contréle du temps de réverbération (3). La partie de génération
de la réverbération : les transducteurs d’excitation piézoélectriques (4), les capteurs des vibrations a
bobine mobile (5), la feuille d’or (6) et le panneau d’amortissement (7). La partie d’isolation mécanique et
acoustique : le cadre de la feuille d’or (8), 'enceinte de confinement (9), les ressorts qui relient l’enceinte
au bati (10), les ressorts de stabilisation (11), le bati(12) et les supports du bati (13) [28].
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ressort de
suspension

feuille d’or
cadre
enceinte

eds en
caoutchouc

bati

Fic. B.2: Schéma du réverbérateur EMT240 qui montre le systeme d’isolation acoustique et vibratoire de
la feuille d’or par rapport & l’environnement extérieur. [28].

dans les microphones électrodynamiques.

Comme pour le réverbérateur ETM140, le controle du temps de réverbération est fait grace a
une plaque poreuse. Le fait d’approcher la plaque augmente ’amortissement par rayonnement en
basses et moyennes fréquences, et diminue donc le temps de réverbération. La Figure B.3 montre
cette plaque d’amortissement. La plaque poreuse est composée de bandes absorbantes paralleles

F1a. B.3: Plaque d’amortissement du réverbérateur EMT240 [28].

qui sont séparées entre elles par des ouvertures d’une largeur donnée. Ces bandes sont attachées
a un cadre rectangulaire et tendues. D’apres le fabricant, la largeur des ouvertures de séparation
des bandes a été choisie pour obtenir un comportement fréquentiel satisfaisant du temps de
réverbération de la feuille d’or [28]. Le déplacement de la plaque amortissante est motorisé et
controlé depuis 'extérieur du bati, ce qui permet d’obtenir rapidement une large palette d’effets
de réverbération. Le couplage de la feuille d’or avec cette plaque d’amortissement n’a pas été
étudié en détail car la modélisation du couplage avec une plaque poreuse non homogene est bien
plus complexe que celle faite pour la plaque poreuse homogene de 'EMT140. On se limite ici a la
mesure du comportement fréquentiel de 'amortissement pour différentes distances de séparation
entre la feuille d’or et la plaque poreuse, ce qui permet d’observer I’amortissement induit par la
plaque poreuse. Des détails supplémentaires sur la construction de ’TEMT240 sont donnés dans
son mode d’emploi [28].
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D’un point de vue utilisateur, 'EMT240 est un systeme avec deux entrées et deux sorties,
qui sont des signaux électriques audio. La feuille d’or ne pouvant pas étre mesurée séparément
des autres éléments, on se limite aux mesures de la réponse impulsionnelle de I’ensemble du
dispositif. Les grandeurs d’entrée et de sortie de la mesure sont les signaux électriques entrée et
sortie du systeme formé par 'amplificateur d’entrée, 'actionneur, la feuille d’or, ’accélérometre
et 'amplificateur de sortie. Pour simplifier on étudie le systéme avec une entrée et une sortie.

B.2 Mesures

Les mesures de RI suffisent a caractériser le comportement de 1’ensemble du systeme de
réverbération. Ces mesures sont faites pour différents distances entre la feuille d’or et la plaque
d’amortissement et avec la méthodologie proposée au chapitre 3. L’analyse des RI mesurées a
permis de déterminer le comportement fréquentiel de I’amortissement pour les différentes confi-
gurations et d’en représenter le relief de décroissance.

B.2.1 Amortissement

La Figure B.4 montre I’amortissement obtenu pour les différentes distances entre feuille d’or et
plaque d’amortissement. On constate que I’amortissement est plus important que celui obtenu par

o [s7Y

f [HZ]

O 1 1 3 1
10 10 10
f [Hz]

Fi1G. B.4: Amortissements « et temps de réverbération Tgo de la feuille d’or EMT240 obtenus par les
mesures.

les modeles d’amortissement thermoélastique et de rayonnement. Il est probable que les raisons
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de cette différence d’amortissement soient la transmission d’énergie mécanique de la feuille vers
le cadre a travers les points d’attache et le couplage de la feuille avec les deux actionneurs et
avec les deux capteurs. Du fait de sa faible masse, environ 25 - 1073 kg, la feuille d’or est tres
sensible a ces phénomenes.

B.2.2 Relief de décroissance

Les Figures B.6 et B.7 fournissent les représentations des reliefs de décroissance des RI me-
surées. Ces représentations donnent acces a la distribution d’énergie totale et a la décroissance
temporelle en fonction de la fréquence. On observe qu’il y a une égalisation produite par les
systemes d’excitation, de mesure et probablement par les amplificateurs de I'unité.

60
50
40
60 ~
F 130
40
= 120
=
g 20— 110
L
0 0 0
=20 - -10

10° ) =
f[Hz]

t[s]

F1G. B.5: Relief de décroissance de la RI mesurée de la feuille d’or EMT240 pour la configuration Tgg = 5 s.
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EDR [dB]

f [Hz]

60~

40"

EDR [dBE]
)
S
!

10
f [Hz]

10° t[s]

F1c. B.6: Relief de décroissance des RI mesurées de la feuille d’or EMT240 pour les configurations Tgo = 4 s
et TGO =3s.
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EDR [dB]

f[Hz]

60|

10°
f [Hz]

10° t[s]

Fi1G. B.7: Relief de décroissance des RI mesurées de la feuille d’or EMT240 pour les configurations Tgg =
2 S, T60 =1s.






ANNEXE C

La transformation bilinéaire

On rappelle I’équation (2.30) qui, pour le cas de la plaque simplement supportée et faiblement
amortie, permet de calculer la réponse & une impulsion de force ponctuelle. Elle s’écrit :

4r Z Z sin(kmze) sin(kpye) sin(kp,x) sin(k,y)

w(z,y,t) = sin(wpnt)e” @t (C.1)

w
mlnl mn

Pour le calcul de la solution numérique, on définit le vecteur des temps discrets [0, T, 275, ...],
ou le pas de temps Ts = 1/F's est I'inverse de la fréquence d’échantillonnage F's. En raison du
théoréeme de Shannon, on peut conserver dans la somme (2.30) uniquement les modes dont la
fréquence propre est inférieure a la moitié de la fréquence d’échantillonnage 0.5F's. D’autre part,
on s’intéresse uniquement aux modes présents dans le spectre audible, c’est-a-dire ceux dont la
pulsation propre est inférieure & 20 kHz. En pratique on doit choisir F's > 40 kHz, et souvent
on utilise F's = 44.1 kHz ou F's = 48 kHz car ce sont les valeurs qu’on retrouve dans les signaux
audio.

Pour chaque pas de temps et chaque mode, I’équation (C.1) nécessite I’évaluation des fonctions
sin(wmnt) et e~*mnt. Le coiit de calcul de ces fonctions est élevé par rapport aux multiplications
et sommes, qui sont déja intégrées dans les processeurs.

Dans le domaine de Laplace, le déplacement est obtenu par la somme des contributions de
chaque mode données par (2.28). L’accélération dans le domaine de Laplace s’obtient en multi-
pliant par s? le déplacement, ce qui donne :

W (z,y,s Z 282an )bmn (2,),

m=1n=1 (02)

F¢mn(xeu ye)
82 + 2Cmnwmns + w2,

@mn(s) -

Pour un point d’observation donné, c’est a dire x et y donnés, I’accélération est donnée par une
somme de fonctions de transfert ou filtres continus définis dans le domaine de Laplace. L’objectif
de cette annexe est de présenter une approche pour la discrétisation de chacun de ces filtres
modaux continus basée sur la transformation bilinéaire, qui permet ainsi le calcul de la réponse
impulsionnelle comme une somme de filtres discrets.

La transformation bilinéaire permet de construire la fonction de transfert du filtre numérique
H(z) a partir du filtre continu H(s). Si le filtre H(s) est stable et causal, le filtre numérique
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obtenu avec cette transformation est également stable et causal. Pour obtenir H(z) il suffit de
remplacer la variable de Laplace s de H(s) par I’expression

z—1
s=2Fs <z+1>’ (C.3)

ou F's désigne la fréquence d’échantillonnage du filtre numérique construit. On remarque que

Continu
o __________________________
F_ = 384000
-500r b
F_ = 192000
N
u F_ = 48000
Y _j000} g
F_=96000
S
-1500 B
—-2000 : .
0 0.5 1 1.5 2

fco (Hz] x 10"

F1g. C.1: Transformation bilinéaire (C.3) : erreur E = f,um — feo lors de Pestimation de la fréquence
dans le spectre audible & différentes F's [Hz].

cette formulation de la transformation bilinéaire produit des erreurs qui deviennent importantes
en hautes fréquences. Plus la fréquence réduite est grande, plus ’erreur commise est importante.
La Figure C.1 montre l'erreur £ = f,,um — feo de cette formulation pour différentes valeurs de la
fréquence d’échantillonnage et dans le domaine audible.

Afin de supprimer lerreur introduite par (C.3), nous utilisons la formulation de la transfor-
mation bilinéaire présentée dans [80] :

s=C <z n 1) = jC tan (ujn%) , avec :  Wnum = 27rf7;:, (C.4)
ou C est une constante quelconque. Avec cette formulation, il est possible d’ajuster la constante
C' afin d’avoir une erreur nulle a une fréquence donnée. On utilise alors une transformation
bilinéaire avec une valeur de la constante C' différente pour chacun des filtres modaux H;(s) telle
que l'erreur est nulle & la fréquence de résonance de chacun des filtres modaux. Pour le filtre
H;(s) décrivant le mode i de fréquence de résonance f,,, 1’égalité (C.4) s’écrit :

27 fo, = C tan (7”;’1””) . (C.5)

S

On impose alors fpum; = feo £ f; dans (C.5) afin d’obtenir la valeur de C; qui définit une
transformation bilinéaire avec une erreur nulle a la fréquence fyyum, :

_ontcot [ L
C; = 27 f; cot (Fs) . (C.6)
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Comme exemple on montre la discrétisation du filtre continu H;(s) dont la fréquence de résonance

1000

—1000

—2000

—3000

—4000

—-5000 1 1 1 1 1 1 ! ! !
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

F1a. C.2: Transformation bilinéaire (C.4) avec la constante C; ajustée (- - -) permettant une erreur nulle
& feo = 10000 Hz. Comparaison avec la transformation (C.3) (—). F's = 48000 Hz.

est 10000 Hz, a une fréquence d’échantillonnage F's = 48000 Hz. La Figure C.2 montre la com-
paraison des deux méthodes présentées. Avec la transformée (C.3), la fréquence de résonance
du filtre discret synthétisé est de moins de 9000 Hz : ’erreur commise est importante. Avec la
transformée (C.4), lerreur & 10000 Hz est nulle si on calcule C; avec (C.6) (pour cet exemple
C; = 81884). On peut supposer négligeable I'erreur en dehors de la fréquence de résonance.

On a vu que chaque filtre continu peut étre discrétisé avec une forme de la transformation
bilinéaire définie par la constante C; obtenue avec (C.6). Si chaque filtre continu est donné par :

52F¢mn(xe’ye)¢mn(x07y0) (C?)

H =
mn(S) 52 + 2Cmnwmn3 _’_w?rm y

ol (xe, ye) est la position d’excitation et (x,,y,) est la position d’observation, le filtre numérique
obtenu par la méthode détaillée s’écrit :

Y(Z) . by — blz_l + b22_2

Hypn(2) :X(z) T Ttazltage?’ avec :
bo = Fémn (e, Ye)Smn (20, 40)CF /A, bi=—2b, by =bo, (C5)
a1 = 2(wmn® — C?)/A, ay = B/A, ou :
A = C? + 2LmnwimnCi + wmn?, B = C? — 2(mnwmnCi + wmn®.

Ce filtre récursif est a réponse impulsionnelle infinie (RII). La réponse impulsionnelle peut étre
obtenue comme H (z)X (z) avec I'entrée impulsionnelle X (z) = 1. Les trois premiers pas de temps
font intervenir le terme non nul de X (z) qui multiplie by, b et be respectivement. Pour les instants
postérieurs, ’entrée est nulle et le calcul de chaque pas de temps utilise uniquement la valeur
de la sortie dans les deux pas de temps antérieurs : y(n) = —ajy(n — 1) — agy(n — 2). Cette
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récurrence correspond & trois opérations élémentaires (2 multiplications et 1 somme) par mode
et par pas de temps, ce qui est un schéma de calcul beaucoup plus efficace que celui de départ

(C.1).



ANNEXE D

Approximations numériques de Oy

La simulation d’un réverbérateur a plaque proposée ici est basée sur la résolution de I’équation
de Kirchhoff-Love par différences finies. Cette résolution donne en sortie le déplacement temporel
d’un point de la plaque, tandis que la sortie d’un réverbérateur a plaque est proportionnelle a
Iaccélération. A partir du signal numérique de déplacement on peut estimer ’accélération par
double dérivation numérique temporelle. L’'objet de cette annexe est de présenter les schémas de
dérivation temporelle et d’en analyser les propriétés.

Pour un signal périodique continu w(t) = Ae/**, 'accélération en fonction du déplacement
Y4 3
s’écrit :

52 4 )
w(t) = @(Aej“’t) = — WAl = —wPw(t) (D.1)
En discret, on calcule souvent ’accélération avec I'opérateur numérique dérivée seconde Dgtz ), qui
est une approximation a l'ordre 2 de 'opérateur continu, et est défini par :
n+1 _ 2fm 1 n—1
(D fyr = ! S+ s (D.2)

At?

ou At = 1/F's est le pas de discrétisation temporelle. Pour un déplacement périodique discret
w" = Aedw(nAt), Pamplitude de I'accélération obtenue avec Dt(f ) est :

wn+1 — 2w + ,wn—l wn(eijt — 24 e—ijt)

(2), \n _ —
(D )" = AP - AP
(D.3)
_2[1 —cos(wAt)] _4sin2(wAt/2) n
B At? B At?

L’amplitude de 'opérateur discret Dg ) est différente de celle de I'opérateur continu. En basses

fréquences, sin(wAt) ~ wAt et amplitude est alors proche de —w?, comme pour l'opérateur
continu. La Figure D.1 montre le comportement de ces opérateurs dans toute la largeur de
bande utile [0; F's/2. La partie de droite représente le pourcentage d’erreur sur 'amplitude de
lopérateur discret, égal au rapport de la différence d’amplitudes sur 'amplitude de 'opérateur
continu. L’erreur dévient importante au dela de F's/8. La précision sur 'amplitude obtenue peut
s’améliorer avec des approximations d’ordre supérieur.

Pour construire 'opérateur d’ordre IV, on écrit les développements de Taylor jusqu’a ’ordre
N + 2 et on prend une molécule de taille N + 1. C’est la méme démarche que celle utilisée
(2)
tt

pour obtenir D;;’ avec I’équation (4.3). La résolution du systéme d’équations obtenu permet de
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1 60
0.8 __ 50}
—_— O\o 40 L
< 0.6 =
= £ sof
£ 047 == 5
< - 3 20}
-7 |
0-2 [ = - - 10 L
(0] 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
f/(Fs/2) [u.a.] f/(Fs/2) [u.a.]
@ (b)
Fig. D.1: (a) : comparaison de 'amplitude de l'opérateur dérivée seconde continu (—) avec celle de
lopérateur discret d’ordre 2 (- - -). Axes en unités adimensionnées (u.a.). (b) : erreur d’amplitude de

lopérateur discret en pourcentage.

connaitre les coefficients multiplicatifs de chaque point de la grille. Cette résolution est faite avec
le logiciel de calcul formel Maple. Le Tableau donne les valeurs des coefficients des approximations
de la dérivée seconde pour les ordres 2, 4, 8, 16 et 24.

O(AtP)  O(A?) O(AtY) O(A) O(AtS) o(At?)
n 9 -2 —205 —1077749 —240505109
5 72 352800 76839840
n+1 1 3 8 % zn
n+2 V) 5 T 5
n+3 = 2 28
n+4 = = =
nE5 35%?5 322(755
n=+6 ﬁ ﬁ
nE7 31ég15 201537251
n=+8 o e
411840 268736
n+9 %
n+10 s
n+11 TBeaTs
n=+12 ToIeeeEs

TAB. D.1: Valeurs des coefficients des schémas de dérivation numérique D,Ef ) dordre p=2,4,8, 16 et 24.

La Figure D.2 montre le comportement des opérateurs d’ordre 4, 8, 16 et 24 ainsi obtenus. La
précision des opérateurs augmente avec l'ordre de I'approximation. Selon le type d’application,
on peut se contenter d’une approximation plus ou moins précise. Le choix de I'opérateur dépend

alors du but visé dans ’application.
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: comparaison de 'amplitude de l'opérateur dérivée seconde continu (—) avec celles des

opérateurs discrets d’ordre 2, 4, 8, 16 et 24 (- - -). Axes en unités adimensionnées (u.a.). (b) : erreur






Résumé

Le réverbérateur & plaque est un dispositif électromécanique de réverbération artificielle utilisé
dans les studios d’enregistrement pour traiter les signaux audio enregistrés dépourvus d’effet de
salle. Ce dispositif simule la réverbération & partir des vibrations de flexion d’une plaque mince.
L’objectif de cette thése est la simulation par modéles physiques d’'un réverbérateur a plaque
générique permettant a l'utilisateur le choix des principaux paramétres : caractéristiques géomeé-
triques et physiques du matériau de la plaque, conditions aux limites, positions de I'excitateur et
des accéléromeétres, et 'influence d’une plaque poreuse & proximité. Outre la compréhension des
phénomeénes entrant en jeu dans de tels dispositifs, cette approche permet la simulation de réver-
bérateurs a plaque existants comme 'EMT-140 ou 'EMT-240, mais aussi de réverbérateurs avec
d’autres jeux de paramétres réels ou fictifs. La démarche entreprise s’articule en trois points : la
modélisation du dispositif, les mesures sur un réverbérateur EMT-140 et la définition des outils
numériques pour la synthése sonore dans le domaine audible. La modélisation développée reléve
de la dynamique et de la vibroacoustique, et porte une attention particuliére sur les mécanismes
d’amortissement en raison de leur grande influence dans la perception de I'effet de réverbération.
La démarche expérimentale, effectuée sur un réverbérateur EMT-140, permet l'identification des
parameétres d’un dispositif réel et I'identification des limites de validité de la modélisation. L’outil
de simulation dans le domaine temporel repose sur la méthode des différences finies.

Mots-clés : réverbération a plaque, EMT140, vibrations de flexion des plaques métalliques,
mécanismes d’amortissement, différences finies, synthése sonore, plaques circulaires

Abstract

A plate reverberation unit is an electromechanical device used in sound studios in order to
add artificial reverberation to audio signals. This device uses the vibrations of a thin plate to si-
mulate the reverberation effect. The present thesis aims to simulate by physical models a generic
plate reverberation. Thus, the user can choose the parameters of the virtual device : geometrical
(lengths and thickness) and material physical parameters of the plate, boundary conditions, loca-
tions of exciting and sensing elements, influence of the presence of a porous plate. In addition to
the comprehension of the phenomena involved in these devices, this approach permits the sound
synthesis of existing plate reverberation units as the EMT-140 or the EMT-240, but also of other
units with other real or fictive parameters sets. The approach followed is divided in three main
parts : modelling a generic plate reverberation, measuring a real EMT-140 unit and defining the
numerical methods for the sound synthesis on the audible frequency range. The physical models
are based on structural dynamics and vibroacoustics theories, taking into account the physics of
the involved vibration damping mechanisms, which are of great influence on the reverberation
effect perception. The experimental work has been done on an EMT-140 plate reverberation unit.
It identifies the whole set of parameters of this real unit and gives information about the limits
of validity of the models. Finally, the time-domain numerical simulations are based on the finite
differences method.

Keywords : plate reverberation, EMT140, flexural vibrations of metallic plate, damping
mechanisms, finite differences, sound synthesis, circular plates
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