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veloppements logiciels que j’ai pu réaliser grâce à la cellule
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2.2.3 Modélisation des paramètres variables dans ce formalisme . . . 46
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Introduction

Les acteurs du secteur de la construction mécanique, et principalement les construc-
teurs de l’aéronautique et de l’aérospatiale, ont des défis importants à relever en
terme de consommation, de coûts ou encore d’innovation. Ces contraintes de mar-
ché imposent aux constructeurs d’optimiser la durée et le coût global de conception,
et l’une des clés pour répondre à ces enjeux est d’accorder une place plus importante
au « virtual testing » dans cette phase de conception. C’est pourquoi, la tendance
actuelle est de remplacer ou d’enrichir progressivement les prototypes par des mo-
dèles numériques qui permettent une meilleure compréhension du comportement des
structures. Dans le même temps, il est nécessaire de faire évoluer les modèles mathé-
matiques, les modèles de matériaux et les méthodes de calcul pour mieux représenter
la complexité de la réalité (matériaux composites, variabilité des propriétés, taille et
géométrie des défauts...) afin de mieux répondre aux normes de certification.

Le programme de recherche MAIA, piloté par le groupe SAFRAN en partenariat
avec des laboratoires universitaires, illustre bien cette volonté de développement
d’outils numériques dans plusieurs domaines de compétence : dynamique, contact,
thermique, calcul robuste... Ce travail de thèse s’inscrit dans ce dernier domaine
(MAIA MM1 : calcul robuste). Le thème de ce module est issu du constat suivant :
alors que la représentation par des valeurs moyennes a permis une industrialisation
importante des méthodes de conception et de production, cette dernière ne permet
pas de représenter une réalité beaucoup plus complexe, beaucoup plus variable.
Cette variabilité est pourtant à l’origine des nombreux modes de fonctionnement, de
défaillance et de rupture des structures réelles. L’une des exigences des constructeurs
est donc d’introduire et de propager cette variabilité et ces méconnaissances dans le
calcul de structures afin d’obtenir un dimensionnement plus juste et des coefficients
de sécurité moins importants.

De manière générale, la prise en compte de la variabilité dans le calcul passe par
des études de sensibilité et des calculs paramétriques. Ces techniques nécessitent
de réaliser un grand nombre de calculs successifs et sont donc très coûteuses en
temps CPU. L’évolution permanente des moyens de calcul (matériel informatique,
puissance des processeurs, taille de la mémoire...) permet déjà d’utiliser les logiciels
et les méthodes usuels sur des problèmes de plus en plus gros, notamment en pa-
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Introduction

rallélisant les calculs. Cependant, l’évolution de ces méthodes reste une condition
indispensable pour calculer des modèles de structures à plusieurs millions de degrés
de liberté, en non linéaire, sous des chargements complexes et avec des paramètres
variables. L’enjeu du calcul robuste englobe donc celui du calcul intensif, c’est pour-
quoi nous aborderons dans ce travail des thèmes tels que la sous-structuration, le
multiéchelle, la réduction de modèle, la multirésolution et le calcul adaptatif. De plus,
comme nous ne pouvont dissocier la robustesse d’un modèle, ou d’une méthode, de
sa qualité, les thèmes liés au recalage, à la vérification et au calcul d’erreur seront
aussi associés à celui du calcul robuste.

Des évolutions méthodologiques sont nécessaires, mais elles sont également sou-
mises à des contraintes. L’utilisation de codes ou de plateformes standards, sur
lesquels les ingénieurs ont reçu une formation, qui ont été testées et validées sur de
nombreux cas tests, est l’une des conditions nécessaires pour une première implanta-
tion réussie des méthodes modernes dans un contexte industriel. Ce constat explique
pourquoi nous avons choisi, dans ce travail, de nous intéresser principalement à des
méthodes dites « non intrusives » (Sudret et al. [2004, 2005, 2006]). Elles permettent
d’introduire un formalisme adapté aux problèmes probabilistes tout en réutilisant
des logiciels du commerce.

Pour ce premier pas dans la thématique du calcul robuste, l’objectif choisi pour
ce travail de thèse est de prendre en compte la variabilité des paramètres liés au
contact. Nous distinguons ici deux difficultés majeures :

– la caractérisation des lois de variation des différents paramètres et des sollici-
tations ;

– la mise en place de modèles numériques adaptés à la prise en compte de ces
variabilités.

Ce travail est essentiellement centré autour de la seconde problématique.

Sur un exemple qui servira de fil conducteur à ce travail, des résultats obtenus
à l’aide de méthodes probabilistes classiques (Ghanem and Spanos [1991], Kleiber
[1992], Belytschko [1986]) ont montré, par comparaison avec une solution de référence
sur le domaine stochastique, que des erreurs significatives peuvent êtres commises
lorsque les problèmes traités sont non linéaires. Nous avons déduit de ces résultats
qu’il était nécessaire d’estimer quantitativement la qualité des modèles stochastiques
obtenus. Pour répondre à cette exigence, nous avons cherché à définir un estimateur
d’erreur dans le cadre stochastique.

Cet estimateur d’erreur, basé sur la notion d’erreur en relation de comportement
(Ladevèze and Pelle [2004]), permet d’évaluer la qualité globale d’un modèle appro-
ché sur l’espace géométrique (approximation éléments finis) ainsi que sur l’espace
stochastique pour un ensemble d’approximations stochastiques de type Galerkin
(Deb et al. [2001], Matthies and Keese [2005]). Nous proposerons en outre des indi-
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Introduction

cateurs spécifiques à chaque contribution, géométrique et stochastique, afin de gérer
séparément la dépendance sur chacun de ces espaces. La donnée de ces indicateurs
nous permettra de déterminer une technique adaptative prédictive sur l’espace sto-
chastique qui, dans le cadre des méthodes non intrusives, conduira au choix du ou
des futurs points de collocation permettant de minimiser l’erreur stochastique glo-
bale.

Ce mémoire est divisé en cinq parties.
Dans la première partie, nous allons distinguer les différents types de para-

mètres variables à modéliser et répertorier un certain nombre de moyens permettant
d’obtenir des informations statistiques sur ceux-ci. Nous introduirons différentes
modélisations mathématiques de ces paramètres incertains, puis nous présenterons
des méthodes permettant de traiter ces incertitudes (Moore [1966], Zadeth [1978],
Belytschko [1986], Ghanem and Spanos [1991], Kleiber [1992]). Une attention par-
ticulière sera portée aux méthodes probabilistes (Ghanem and Spanos [1991, 2003],
Matthies [2003], Sudret et al. [2005]).

Dans la deuxième partie, nous analyserons sur l’exemple les résultats obtenus par
des méthodes probabilistes classiques en les comparant avec une solution de réfé-
rence sur le domaine stochastique. Dans cet exemple, nous utiliserons le formalisme
sous-structuré de la méthode LATIN (Ladevèze [1999]) pour résoudre chaque calcul
déterministe.

Nous introduirons dans la troisième partie l’estimateur d’erreur dans le cadre
stochastique (Ladevèze and Pelle [2004], Louf et al. [2003], Ladevèze and Florentin
[2006]). Des résultats numériques sur le même exemple permettront de comparer cet
estimateur avec une erreur de référence (erreur entre le modèle approché et une solu-
tion de référence) et de valider son utilisation. Nous verrons comment nous pourrons
obtenir des indicateurs d’erreur globaux sur chacune des entités de la structure à
partir du calcul de l’erreur de manière sous-structurée.

Pour affiner ce calcul d’erreur, nous séparerons, dans la quatrième partie, la part
de l’erreur due à l’approximation sur l’espace stochastique et celle due à l’approxi-
mation sur l’espace géométrique en définissant des indicateurs spécifiques à chacune
de ces contributions. Nous utiliserons ces outils pour définir une technique de calcul
adaptative spécifique aux problèmes stochastiques. Les premiers résultats, ainsi que
le détail de la méthode, seront illustrés sur l’exemple.

Enfin, dans la cinquième partie, nous appliquerons ces techniques sur un pro-
blème complexe issu des problématiques SNECMA. L’utilisation de méthodes non
intrusives, la minimisation du nombre de calculs et le choix d’une méthode sto-
chastique performante seront indispensables pour obtenir des résultats fiables sur ce
problème.
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Chapitre 1

Objectifs et analyse de l’existant

Dans ce premier chapitre, nous allons faire le point sur
les problématiques proposées par SNECMA dans le cadre
du programme MAIA MM1 (calcul robuste) en terme de

modélisation et d’étude de la variabilité, avant de
répertorier un certain nombre de moyens permettant

d’obtenir des informations statistiques sur cette
variabilité. Nous introduirons différentes modélisations
mathématiques de ces paramètres incertains, puis nous
présenterons des méthodes permettant de traiter ces

incertitudes.
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1.3.1 Problème de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1.1. Objectifs et variables sensibles

1.1 Objectifs et variables sensibles

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du programme de recherche MAIA MM1 « cal-
cul robuste » piloté par SAFRAN. Ce que nous désignons par modélisation robuste
est une modélisation qui prend en compte l’influence de l’ensemble des paramètres
importants et de leurs variations. Cependant, le nombre des paramètres intervenant
dans un modèle de structure complexe peut être très important, et il semble impos-
sible de tous les assimiler dans un calcul probabiliste. Il est donc nécessaire de faire
un compromis, un choix parmi les paramètres variables que nous voulons modéliser.
Dans cette perspective, nous avons axé notre étude autour des problèmes de contact
en estimant que les principales méconnaissances dans l’étude d’assemblages com-
plexes trouvaient leurs sources à ce niveau. Une application concrète pour SNECMA
est la modélisation des turbines Haute Pression (figure 1.1).

Figure 1.1 – Réacteur

La partie mobile de ces turbines est constituée, entre autre, d’un assemblage
entre une multitude d’aubes et un disque lié à l’axe de rotation du moteur. Plusieurs
illustrations de géométries possibles pour cet assemblage sont données sur la figure
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1. Objectifs et analyse de l’existant

1.2.

Figure 1.2 – Différents types de pieds de pales

Dans la suite, nous avons séparé l’ensemble des paramètres variables que nous
considérons comme influents en trois groupes :

– les paramètres matériaux : coefficient de frottement, module d’Young... ;
– les paramètres géométriques : cotes, défauts de forme, congés... ;
– les chargements extérieurs.

Pour chacun de ces groupes, nous allons discuter des différentes techniques permet-
tant d’obtenir des données sur ces variables.

1.1.1 Paramètres matériaux

1.1.1.1 Exemple

Les variations des propriétés des matériaux d’une pièce à l’autre sont essen-
tiellement dues aux procédés de fabrication tels que le moulage, l’emboutissage...
Ils peuvent entrâıner des disparités de la porosité du matériau à certains endroits
par exemple, et donc une dispersion des propriétés mécaniques de la pièce (module
d’Young, contrainte à la rupture, masse volumique). Sur les turbine HP, au niveau
des zones de contact entre les aubes et le disque, un lubrifiant solide est déposé en
fine couche pour garantir certaines propriétés de frottement (figure 1.3). L’usure de
cette couche au cours des cycles de fonctionnement de la structure entrâıne une forte
variation du coefficient de frottement sur les zones de contact, qui peut prendre des
valeur allant de 0, 2 à 0, 8.

1.1.1.2 Obtention des données

De manière générale, l’obtention d’informations sur les données matériaux passe
par des séries d’essais et de résolutions de problèmes inverses. Ces campagnes sont
longues et ont un coût élevé. De plus, les résultats obtenus dépendent fortement de
l’environnement extérieur pendant l’essai. Ils ne peuvent donc être exploités que sous
le même types de conditions, ce qui rend difficile l’obtention de données statistiques

8 Rapport de thèse



1.1. Objectifs et variables sensibles

Figure 1.3 – Variations des caractéristiques de la couche de lubrifiant

fiables sur ces paramètres. Il est cependant possible que ces mesures soient facili-
tées dans l’avenir par l’apparition de nouvelles techniques de mesure de champs, et
par la simulation numérique des méthodes de production (moulage, forgeage). Ces
simulations permettent déjà à certains fondeurs d’estimer les zones où la porosité
sera plus élevée en fonction de la coulée.

1.1.2 Paramètres géométriques

1.1.2.1 Exemple

Lors d’un processus de fabrication, toutes les pièces sortant de la châıne ne pré-
sentent pas exactement les mêmes caractéristiques géométriques. Sur le pied de pale
présenté précédemment, la dispersion des paramètres géométriques est essentielle-
ment due à la méthode de fabrication choisie (ici l’usinage). Les causes de cette
variabilité peuvent être diverses :

– le positionnement des pièces ;
– l’usure de outils ;
– les réglages de la machine...

Ceci entrâıne une dispersion des cotes autour de leur valeur nominale, ou encore des
défauts de formes sur les surfaces de contact.
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1. Objectifs et analyse de l’existant

Figure 1.4 – Exemple : variations de l’écart entre les deux portées d’un pied sapin

1.1.2.2 Obtention des données

La connaissance de ces causes peut permettre à un expert d’estimer les variations
de certains paramètres. Pour les autres, des mesures sur un grand nombre d’échan-
tillons sont nécessaires. Il est important de remarquer ici que, souvent, ces mesures
existent et sont exploitées dans le cadre de la Mâıtrise Statistique des Procédés
(MSP) pour valider ou non la conformité du processus de fabrication.

Les fabricants ont donc déjà une bonne connaissance des dispersions caractéris-
tiques dues au mode de fabrication choisi, ou à la machine qu’ils utilisent. De plus,
les progrès dans la modélisation numérique des procédés de fabrication permet aussi
une meilleurs compréhension de ces causes de dispersions. Les données obtenues par
par la MSP sont cependant rarement transmises aux bureaux d’études et donc peu
prises en compte dans la phase de conception.

1.1.3 Paramètres de chargements

1.1.3.1 Exemple

Les variations de chargement que nous souhaitons étudier dans les études de
fiabilité sont souvent liées à des phénomènes rares :

– rupture d’une aube ;
– choc avec un objet dur ;
– phénomènes vibratoires contraignants (résonnances locales proches de zones

sensibles comme les cartes électroniques par exemple)...

1.1.3.2 Obtention des données

Pour obtenir des informations sur les chargements extérieurs, il est courant de
se baser sur des retours d’expériences et des mesures in situ (mesure en vol) lorsque
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c’est possible. Pour les évènements rares, les tests en soufflerie ou en laboratoire sont
souvent le seul moyen d’obtenir des données assez nombreuses pour les caractériser.
Dans le cas des excitations vibratoires il est aussi possible de récupérer des modes
d’excitation par des techniques d’analyse modale opérationnelle par exemple, puis
de recréer en partie cet environnement vibratoire en laboratoire à l’aide de pots
vibrants ou d’excitateurs piézoélectriques. En général, lorsque les mesures en vol
ne sont pas possibles ou sont insuffisantes, il est difficile d’obtenir des informations
statistiques sur les chargements extérieurs, et c’est un avis d’expert qui permet de
choisir la modélisation appropriée.

1.2 Modélisation mathématique des paramètres

La quantité d’informations disponibles sur les paramètres d’intérêt peut donc
être obtenues de différentes manières :

– par avis d’experts ;
– par des séries d’essais ;
– par des mesures sur un certains nombre d’échantillons...
Sur chaque paramètre, la qualité de ces informations peut être plus ou moins

précises :
– intervalle de variation ;
– intervalle de variation assorti d’un certain degré de confiance (avis d’expert) ;
– lois statistiques sur les variations.
Nous chercherons, le plus souvent, à obtenir des lois statistiques sur les para-

mètres. Cependant, dans le secteur de la construction aéronautique, les séries ne
sont en général pas assez importantes pour déterminer ces lois. Selon la quantité de
données obtenues, les modèles mathématiques associés à une variable serons diffé-
rents. Nous répertorions dans la suite les représentations les plus courantes selon la
quantité d’information disponible.

1.2.1 Peu de données

De nombreux problèmes contiennent des informations vagues, imprécises ou qua-
litatives qui se prètent mal à une modélisation probabiliste. Les approches par in-
tervalles et par ensembles flous sont une réponse à la prise en compte de telles
incertitudes.

1.2.1.1 Arithmétique des intervalles

Dans cette modélisation, nous représentons un paramètre p par son intervalle de
variation (figure 1.5). La réponse du système est aussi exprimée sous forme d’inter-
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valle (Moore [1966]).

Figure 1.5 – Intervalle de variation

Les avantages du calcul par intervalles apparaissent dès lors que nous sommes
confrontés à des données incertaines dont nous ne savons évaluer que les bornes.
Pour les problèmes linéaires, cette méthode permet d’encadrer la solution entre des
bornes fiables.

Les inconvénients sont malheureusement assez nombreux : la solution obtenue
devient de plus en plus pessimiste à mesure que le nombre de paramètres augmente,
l’intervalle solution devenant très grand, voire infini, il devient inutilisable.

1.2.1.2 Approche par ensembles flous (Fuzzy Set Theory)

L’approche par ensembles flous a été introduite par Z. Lofti en 1965 (et repris
plus tard dans Zadeth [1978, 1983]). Cette approche a connu un gros succès dans
les années 80-90 au Japon qui commercialisait 80% de la production mondiale des
produits de conception « flous ».

a. Définition • Soit une variable x et un univers de référence U . Un sous en-
semble flou A est défini par une fonction d’appartenance µ(x) qui décrit le degré
avec lequel l’élément x appartient à A (figure 1.7).

b. Théorie classique (intervalle de variation) • Nous pouvons faire un lien
avec la théorie classique des intervalles. Dans cette théorie, un élément x appartient
complètement ou n’appartient pas au sous ensemble A :

µ(x) :

{
µ(x) = 1 si x ∈ A

µ(x) = 0 sinon
(1.1)
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Figure 1.6 – Théorie classique

c. Théorie floue • Dans l’approche par ensembles flous, un élément x peu ap-
partenir partiellement au sous ensemble A :

µ(x) :

{
R −→ [0, 1]

x 7−→ µ(x)
(1.2)

Figure 1.7 – Théorie Floue

La modélisation « floue » est plus complète que la modélisation par intervalles.
Elle permet d’ajouter, sur l’intervalle de définition, une information supplémentaire
qui représente un degré de confiance ou d’appartenance donné, par exemple, par
un avis d’expert (figure 1.7). L’avantage de cette approche est que nous pouvons
obtenir des bornes associées à un degré de confiance. Ainsi, la plage de variation de
la solution, pour ce degré de confiance, reste plus raisonnable.

1.2.2 Données statistiques

Les paramètres que nous souhaitons décrire sont de trois sortes :
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1. les paramètres scalaires (longueur, température...) qui sont modélisés par des
variables aléatoires ;

2. les paramètres vectoriels (déplacements...) qui sont modélisés par des vecteurs
aléatoires ;

3. les paramètres de type champ (module d’Young dans un solide...) qui sont
modélisés par des champs aléatoires.

Nous rappelons ici quelques propriétés de base de ces différentes grandeurs tirées de
(Metivier [1989]).

1.2.2.1 Variables aléatoires

Une variable aléatoire continue X peut être définie comme une fonction entre
un espace des événements élémentaires Θ et l’ensemble des réels R. Les éléments
images de Θ par X sont appelés réalisations de la variable aléatoire X. À l’espace
des événements élémentaires Θ est associé une mesure p appelée loi de probabilité et
une σ-algèbre F qui est l’ensemble de tous les événements « intéressants » obtenus
à partir des événements élémentaires θ.

a. Mesure de probabilité • Une mesure de probabilité p sur (Θ,F) est une
fonction p : F −→ [0, 1] telle que :

1. p(∅) = 0, p(Θ) = 1 ;

2. si {A1, A2, ..., An} est un ensemble dénombrable d’événements disjoints, c’est-
à-dire si (Ai ∩Aj = ∅) ∀i 6= j), alors :

p

(
⋃

i

Ai

)
=
∑

i

p(Ai) (1.3)

Le triplet (Θ,F , p) définit alors un espace probabilisé.

Remarques

– L’introduction d’une variable aléatoire permet à tout intervalle, éventuellement
réduit à un point, de représenter un évènement.

– La définition d’une variable aléatoire permet d’attribuer une probabilité P à
tout intervalle A identifié à l’événement dont il est l’image.

P (X ∈ A) = p({θ ∈ Θ : X(θ) ∈ A})
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b. Fonction de répartition • Nous appellons fonction de répartition de X la
fonction :

F :

{
R −→ [0, 1]
t 7−→ F (t) = P (X < t) = p({θ ∈ Θ : X(θ) < t})

En pratique, une variable aléatoire est complètement déterminée par la donnée de
sa fonction de répartition F . Nous étudierons souvent des variables aléatoires dont
la fonction de répartition est donnée sans préciser sur quel espace Θ elle est définie.

c. Densité de probabilité • Une variable aléatoire X est continue s’il existe
une fonction densité f(x) (pdf : probability density function) telle que :

P (X ∈ A) =

∫

A

f(x)dx, (∀A ∈ R)

Figure 1.8 – Loi de densité de probabilité

avec R appelée tribu de Borel de R contenant tous les intervalles de la forme
[a, b], [a, b[, ]a, b], ]a, b[ ∀(a, b) ∈ R

2. Nous avons la relation suivante entre fonction
de répartition et densité :

F (a) = P (X ≤ a) =

∫ a

−∞

f(x)dx

d. Mesures d’une variable aléatoire continue •

Espérance :

E(X) = 〈X〉 =

∫ +∞

−∞

xfX(x)dx
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Moment d’ordre k :

µk = E(Xk)

Moment centré d’ordre k :

mk = E((X − µ1)
k)

Les principales valeurs caractéristiques d’une variable aléatoire X sont :
– sa moyenne ou son espérance E(X) ;
– sa variance VX qui correspond au moment centré d’ordre 2 : VX = m2 =
E((X − E(X))2) ;

– son écart-type σX qui correspond à la racine carrée de la variance ;
– son coefficient de variation δX = σX

E(X)
.

1.2.2.2 Vecteurs aléatoires

Généralement, plusieurs variables aléatoires interviennent simultanément. Pour
la modélisation, ces variables sont regroupées dans un vecteur aléatoire pour lequel
nous allons préciser :

– une fonction densité de probabilité (joint probability density function) ;
– une fonction de répartition (joint cumulative distribution function).

Notons X = [X1, . . . , Xn] un vecteur de variables aléatoires prenant ses valeurs dans
R

n :

(Θ,F , p) −→ (Rn,Rn, PX)

– Rn est la tribu de Borel de R
n, engendrée par les pavés de R

n de la forme :

] −∞, a1] × · · ·×] −∞, an] (ai ∈ R)

– PX est une mesure de probabilité de Rn vers [0, 1].

a. Fonction de répartition • La fonction de répartition de X définie sur
(Θ,F , p) est la fonction :

FX : R
n −→ [0, 1]

telle que :

FX(t) = PX(X ≤ t) = p({θ ∈ Θ : X(θ) ≤ t}), ∀t ∈ R
n

Remarque : L’événement {θ ∈ Θ : X(θ) ≤ t} sera noté en abrégé : {X ≤ t}.
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b. Densité de probabilité • La densité de probabilité de ce vecteur aléatoire
est définie par :

fX(x) =
∂nFX(x)

∂x1 · · ·∂xn

Elle possède les propriétés suivantes :

– fX(x) ≥ 0
–
∫

Rn fX(x)dx = 1

– p(a1 < X1 < b1, . . . , an < Xn < bn) =
∫ b1

a1
. . .
∫ bn

an
fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

Ce qui a pour conséquence que :

p(X ∈ A) = PX(A) =

∫

A

fX(x)dx ∀A domaine de R
n

b.a. Loi marginale • La loi marginale de Xi est définie par :

fXi
(xi) =

∫

Rn−1

fX(x1, . . . , xn)dx1...dxi−1dxi+1...dxn

b.b. Loi conditionnelle • Deux variables aléatoires peuvent être indépen-
dantes ou non. Afin de caractériser cette dépendance, nous définissons la loi condi-
tionnelle qui permet, connaissant les caractéristques d’une variable aléatoire Xj , de
décrire l’évolution de la variable aléatoire Xi compte tenu de ces caractéristiques.
La loi conditionnelle correspond donc à la loi de (Xi | Xj = xj). La densité de
probabilité conditionnelle de Xi sachant Xj est donnée par :

fXi|Xj
(xi | xj) =

fXi,Xj
(xi, xj)

fXj
(xj)

(1.4)

Xi et Xj sont indépendantes si leur lois conditionnelles égalent leur lois margi-
nales. Autrement dit, si la connaissance de la valeur prise par la variable aléatoire
Xj n’influe pas sur la loi de Xi et réciproquement. Pour les densités de probabilité
conditionnelles, ceci conduit à la propriété suivante :

fXi,Xj
(xi, xj) = fXi

(xi)fXj
(xj) ∀(xi, xj) ∈ R

2 (1.5)
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c. Mesures d’un vecteur aléatoire continue •

Moyenne de X :

E(X) = 〈X〉 =

∫ +∞

−∞

xfX(x)dx

Matrice de corrélation :

RX = E
(
X.XT

)
=




E(X1.X1) · · · E(X1.Xn)

...
. . .

...
E(Xn.X1) · · · E(Xn.Xn)





Matrice de covariance : Cette matrice correspond à la matrice de corrélation
de la variable aléatoire centrée.

CX = E
(
[X −E(X)] . [X − E(X)]T

)
=




Cov(X1, X1) · · · Cov(X1, Xn)

...
. . .

...
Cov(Xn, X1) · · · Cov(Xn, Xn)





Nous pouvons noter :
– VXi

= Cov(Xi, Xi) ;
– σXi

=
√
VXi

.

Covariance : En développant la formule de définition, nous trouvons :

Cov(Xi, Xj) = E(Xi.Xj) − E(Xi)E(Xj)

– si Xi et Xj sont indépendantes, alors :

E(Xi.Xj) = E(Xi)E(Xj)

donc Cov(Xi, Xj) = 0

– mais Cov(Xi, Xj) = 0 n’entrâıne pas nécessairement que Xi et Xj soient in-
dépendantes.

1.2.2.3 Champs aléatoires

Les champs aléatoires sont moins évidents à appréhender. Pour comprendre à
quoi correspond un champ aléatoire, plusieurs descriptions sont possibles :
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– soit par un ensemble de variables aléatoires indexées par la variable d’espace
M ∈ R ;

– soit par une superposition de fonctions spatiales aléatoires.

dans les deux cas, le champ aléatoire k est une fonction telle que :

k :

{
R × Θ −→ R

(M, θ) 7−→ k(M, θ)
(1.6)

a. Ensemble de variables aléatoires • Dans cette description des champs
aléatoires, le champ k est constitué par un ensemble de variables aléatoires tel que :

k(M) :

{
Θ −→ R

θ 7−→ k(M, θ)
(1.7)

Pour chaque Mi donné, k(Mi) est une variable aléatoire dont nous pouvons défi-
nir la fonction de répartition Fk(Mi) et la densité de probabilité fk(Mi). Cependant,
cette description ne permet pas de prendre en compte facilement le lien fort existant
entre deux points voisins dans un matériau. En effet, les variables aléatoires repré-
sentant les modules d’élasticité en deux points M1 et M2 peuvent être fortement
corrélées si le matériau est homogène, et très peu corrélées si le matériau est forte-
ment hétérogène. Il faut donc prendre en compte pour la description de ces champs
un paramètre appelé « longueur de corrélation » qui représente une distance de réfé-
rence permettant d’évaluer le degré de corrélation entre les variables représentatives
du champ aléatoire.

La représentation suivante, correspondant à une superposition de fonctions aléa-
toires, permet de répondre plus facilement à cette contrainte.

b. Superposition de fonctions aléatoires • Dans cette description, un champ
aléatoire k peut être défini comme une fonction ou une superposition de fonctions
aléatoires sur toute une région R ∈ R

d. Chaque évènement élémentaire θ conduit à
la réalisation de la fonction sur toute la région R.

k(θ) :

{
R −→ R

M 7−→ k(M, θ)
(1.8)
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Pour la simulation numérique, nous utilisons souvent une représentation sous forme
de série (équation (1.9)) qui correspond à ce type de représentation.

k(M, θ) =

m∑

j=1

kj(M)Φj(θ)

=
n∑

l=1

m∑

j=1

kljhl(M)Φj(θ) (1.9)

– les kj(M) sont des fonctions de l’espace que nous pouvons décomposer sur des
fonctions de base hl(M) ;

– les Φj(θ) sont des coefficients aléatoires.

c. Décomposition de Karhunen-Loève • Introduite par Karhunen en 1947,
et Loève en 1948, cette décomposition est la plus communément utilisée. Elle est dé-
crite dans beaucoup d’ouvrages, notamment dans Ghanem and Spanos [1991, 2003]
avec l’introduction d’une approche spectrale des éléments finis stochastiques. L’ex-
pression de cette décomposition est la suivante :

k(M, θ) = E(k(M)) +
∞∑

j=1

√
λjξj(θ)gj(M) (1.10)

avec :

– E(k(M)) = 〈k(M, θ)〉 est l’espérance mathématique de k(M, θ) ;
– λj et gj(M) sont les valeurs propres et les fonctions propres du noyau de

l’opérateur de covariance de k(M, θ). Plus précisément, ces fonctions gj(M)
sont solutions de l’équation de Fredholm de seconde espèce :

∫

R

CK(M1,M2)gj(M1)dM1 = λjgj(M2) (1.11)

avec

CK(M1,M2) =
∞∑

j=1

λjgj(M1)gj(M2) (1.12)

– ξj(θ) sont des variables aléatoires non corrélées d’espérance nulle et de variance
unitaire :

〈ξj(θ)〉 = 0 〈ξj(θ), ξj(θ)〉 = δij (1.13)
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1.2. Modélisation mathématique des paramètres

Nous utiliserons généralement la version tronquée de la décomposition de Karhunen-
Loève (équation (1.14)) dont il est montré dans Ghanem and Spanos [1991] qu’elle
converge vers k(M, θ).

k(M, θ) = E(k(M)) +

m∑

j=1

√
λjξj(θ)gj(M) (1.14)

Une propriété intéressante de cette décomposition est que lorsque k est Gaussien,
ce qui sera souvent le cas dans les applications que nous serons amener à traiter,
alors les ξj(θ) sont aussi des variables gaussiennes et sont donc indépendantes deux
à deux.

1.2.2.4 Décomposition spectrale d’une variable aléatoire

Pour étudier et caractériser une fonction, nous préferons de manière générale la
décomposer sur une série de fonctions plus simples dont les caractéristiques sont
soit connues, soit faciles à identifier. Par exemple, pour les fonctions géométriques
de carré intégrable L2(R) nous utilisons une modélisation de type Galerkin :

f(M) =
∞∑

l=0

αlhl(M)

où les αl sont des constantes, et hl(M) sont des fonctions de base sur l’espace géo-
métrique. Ces fonctions peuvent être polynomiales ou polynomiales par morceaux...
Les principales méthodes d’approximations géométriques s’appuient sur ce type de
décomposition (méthode des éléments finis, partitions de l’unité...)

Nous pouvont appliquer le même raisonnement sur l’espace des fonctions L2

stochastiques, et décomposer X(θ) de la manière suivante :

X(θ) =

∞∑

j=0

ajΨj(θ)

où les aj sont des constantes, et Ψj(θ) sont des fonctions de base sur l’espace sto-
chastique. La technique la plus classiquement utilisée est la décomposition sur le
chaos polynomial que nous allons décrire.

a. Décomposition sur le chaos polynomial • Appellons Θf l’ensemble des
variables aléatoires de variance finie. Nous pouvons définir sur cet espace un produit
scalaire analogue à celui défini sur L2(R) :

〈•, •〉 = E(••) =

∫

Θ

• • dP (1.15)
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avec dP une mesure de probabilité. Soit {ξj(θ)}∞j=1 un ensemble de variables aléa-
toires gaussiennes, orthonormales vis-à-vis de ce produit scalaire, constituant une
base de l’espace Θf .

Considérons l’espace Γ̂p de tous les polynômes de {ξj(θ)}∞j=1 de degré inférieur

ou égal à p, et appelons Γp l’ensemble de tous les polynômes de Γ̂p orthogonaux à

Γ̂p−1.
Enfin, considérons le sous-ensemble Γ̄p de Θf , engendré par Γp. Ce sous ensemble

est appelé chaos homogène d’ordre p, et Γp est le chaos polynomial de degré p. Toute
variable aléatoire X(θ) ∈ Θf peut alors se décomposer de la manière suivante :

X(θ) = a0Γ0 +
∞∑

j1=1

aj1Γ1(ξj1(θ)) +
∞∑

j1=1

j1∑

j2=1

aj1j2Γ2(ξj1(θ), ξj2(θ)) + . . . (1.16)

Dans l’équation (1.16), nous préferons caractériser la dépendance stochastique θ
non pas directement, mais par une dépendance en un certain nombre de variables
aléatoires {ξj(θ)}∞j=1 = ξ(θ), gaussiennes, orthonormales, dont les propriétés sont
connues. Si bien que nous pouvons réécrire l’équation (1.16) de manière plus simple :

X(ξ(θ)) =
∞∑

j=0

âjΨj(ξ(θ)) (1.17)

Dans la suite, ξ(θ) sera simplement noté ξ.
Les méthodes d’approximation basées sur cette décomposition consistent donc

à décrire Xp, une approximation de X, sur un espace Θp, de dimension finie n,
construit à partir d’un ensemble fini de n variables aléatoires indépendantes {ξj}n

j=1.

À titre d’illustration, le développement de X sur le chaos polynomial de dimension
2 est :

X(ξ1, ξ2) ≈ a0Γ0 + a1Γ1(ξ1) + a2Γ1(ξ2)

+ a11Γ2(ξ1, ξ1) + a12Γ̃2(ξ2, ξ1) + a22Γ2(ξ2, ξ2)

+ a111Γ3(ξ1, ξ1, ξ1) + a211Γ̃3(ξ2, ξ1, ξ1) + a221Γ̃3(ξ2, ξ2, ξ1)

+ a222Γ3(ξ2, ξ2, ξ2) · · ·

Le mode d’obtention pratique des Γj est explicité dans Ghanem and Spanos
[1991, 2003]. Nous pouvons réécrire ce développement avec les notations de l’équa-
tion (1.17) :

X(ξ) =
P∑

j=0

âjΨj(ξ) (1.18)
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avec :

P + 1 =

p∑

i=0

(i+ 1)

n−i∑

j=0

(j + 1)

où n et p sont respectivement la dimension et l’ordre du chaos polynomial (par
exemple, pour n = 2 et p = 4 : P = 34).

Remarque : Lorsque les paramètres aléatoires sont gaussiens, les polynômes
Γj correspondent aux polynômes d’Hermite. Ils ont la propriété d’être orthogonaux
vis-à-vis du produit scalaire considéré.

b. Généralisation • Si nous continuons l’analogie avec les méthodes d’approxi-
mation géométriques de type Galerkin, alors les fonctions Ψj(ξ) peuvent être consi-
dérées comme des fonctions de base sur l’espace stochastique. Nous pouvons donc
qualifier l’approximation sur le chaos polynomial de p-version de la méthode d’ap-
proximation sur l’espace stochastique (Deb et al. [2001], Matthies and Keese [2005]).

Nous pouvons ainsi imaginer une h-version de cette méthode d’approximation
où les fonctions Ψj(ξ) ne seront plus polynomiales, mais linéaires par morceaux ou
polynomiales par morceaux, sur le même principe que la méthodes des éléments finis.
Partant de cette base, nous pourons transcrire un certain nombre de méthodes et
d’outils largement utilisés, dans le cadre des approximations géométriques, au cadre
stochastique. Par exemple :

– les estimateurs d’erreur ;
– les techniques adaptatives ;
– l’enrichissement des fonctions de base...

Nous utiliserons ce formalisme plus général dans la suite de ce mémoire.

1.3 État de l’art sur les méthodes probabilistes

1.3.1 Problème de référence

Pour une présentation simple de ces méthodes, nous nous plaçons dans le cadre
d’un problème de statique. La structure considérée occupe un espace Ω. Sur une
partie ∂1Ω du bord ∂Ω, nous imposons le déplacement ud. Sur la partie complé-
mentaire ∂2Ω nous imposons la densité surfacique d’effort Fd. nous imposons aussi
une densité volumique d’effort fd, et nous supposons un comportement élastique du
matériaux. La dépendance en espace est caractérisée par la variable M, et la dé-
pendance stochastique par la variable ξ. Le problème de référence se formule de la
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Figure 1.9 – Problème de référence

manière suivante :

Trouver le déplacement u(M, ξ) et la contrainte �(M, ξ) qui vérifient les
équations suivantes :

– u(M, ξ) ∈ Uad espace des champs cinématiquement admissibles :

u(M, ξ) régulier

u(M, ξ) = ud sur ∂1Ω (1.19)
L’espace Uad,0 est l’espace homogène associé à Uad.

– �(M, ξ) ∈ Sad espace des champs statiquement admissibles :�(M, ξ) régulier et ∀u∗(M, ξ) ∈ Uad,0 :∫

ξ

∫

Ω

Tr[�(M, ξ)"(u∗(M, ξ))]Φ(ξ)dMdξ =

∫

ξ

[∫

∂2Ω

Fd(M, ξ)u∗(M, ξ)dS +

∫

Ω

fd(M, ξ)u∗(M, ξ)dM

]
Φ(ξ)dξ (1.20)

– Relation de comportement�(M, ξ) = K(M, ξ)"(u(M, ξ)) (1.21)

Remarque : Il arrive aussi que les bords δΩ du domaine soient des paramètres
variables. Les techniques permettant de prendre en compte ces variations géomé-
trique sont souvent basées sur une modification du maillage ou même un remaillage
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complet. Elles sont en général longues et coûteuses à mettre en œuvre. Nous verrons,
dans le second chapitre, comment prendre en compte des petits défauts de forme
dans le cadre du formalisme sous structuré de la méthode LATIN.

1.3.2 Résolution du problème de référence

Mise à part la méthode de Monte Carlo, l’objectif de toutes les méthodes nu-
mériques pour résoudre des problèmes stochastiques est dans un premier temps de
construire une approximation en déplacement de la forme :

u(M, ξ) =

n∑

i=0

P∑

j=0

aijhi(M)Ψj(ξ) (1.22)

avec :
– n : nombre de degrés de liberté de la discrétisation géométrique ;
– P : nombre de fonctions de base sur l’espace stochastique ;
– aij : inconnues du problèmes ;
– hi(M) : fonctions de base sur l’espace géométrique ;
– Ψj(ξ) : fonctions de base sur l’espace stochastique ;

Le traitement statistique de la solution se fait dans un second temps. La technique la
plus courante est de prendre la solution analytique approchée (1.22) comme modèle
de référence pour une étude de Monte Carlo.

Dans cette revue, nous distinguons deux groupes de méthodes permettant de
trouver la solution approchée (1.22) :

1. les méthodes non intrusives : la résolution des problèmes géométrique
et stochastique est découplée. La résolution du problème stochastique est un
post traitement d’une série de calculs déterministes. Ces calculs déterministes
peuvent donc être effectués par un code éléments finis standard ;

Figure 1.10 – méthode non intrusive
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2. les méthodes intrusives : elles permettent de résoudre l’ensemble du pro-
blème (géométrique et stochastique) dans un calcul. Elles sont dites intrusives
car elles nécessitent un code spécifique dédié à ce type de problème.

1.3.3 Méthode de Monte Carlo

1.3.3.1 Description de la méthode

Compte tenu du classement fait précédemment, la méthode de Monte Carlo
rentre dans l’ensemble des méthodes non intrusives. Nous avons cependant tenu à la
présenter à part, car elle n’est pas basée sur la construction d’une solution approchée.

Cette méthode est la plus classique pour traiter des problèmes probabilistes. Elle
consiste à génèrer numériquement un grand nombre K de réalisations caractéris-
tiques des paramètres variables p, puis à calculer, de manière déterministe, les K
réponses correspondantes pour la quantité d’intérêt q. Une étude statistique de ces
K résultats permet enfin de caractériser la distribution de la quantité q et d’estimer
sa fonction densité de probabilité. Le schéma 1.11 résume cette méthode.

Figure 1.11 – Principe de la méthode de Monte Carlo

1.3.3.2 Qualités et limites

Cette méthode est avantageuse à plusieurs titres :

– simple à mettre en œuvre, elle permet d’utiliser les outils déjà à disposition
(codes éléments finis standards) ;

– elle permet de conduire tout type de simulation, linéaire ou non ;
– pour un grand nombre de tirages, les résultats obtenus sont fiables et per-

mettent d’obtenir des solutions de référence.

Cependant, pour obtenir une bonne précision, il est nécessaire de procéder à un
grand nombre de tirages et le temps de calcul pour arriver à ce résultat devient vite
prohibitif dans le cadre de calculs sur des systèmes complexes.

En général, la méthode de Monte Carlo est utilisée en association avec des re-
présentation par surfaces de réponse, des techniques du type « latin hypercube » et
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des techniques de multirésolution, qui permettent d’accélérer nettement la réalisa-
tion de telles études (Champaney [2004], Champaney et al. [2007], Helton and Davis
[2003]).

1.3.4 Méthodes non intrusives

Ce groupe de méthodes permet de construire une solution approchée (1.22) en
découplant la résolution du problème géométrique et la résolution du problème sto-
chastique. Ce principe est résumé sur la figure 1.12.

Figure 1.12 – Principe de la méthode

Les étapes de résolution sont les suivantes :

1. réduction du modèle, cette étape consiste à construire une solution analy-
tique approchée sur l’espace stochastique à partir d’une série de calculs déter-
ministes :
– les K valeurs des paramètres variables utiles pour ces calculs déterministes

sont souvent choisies à l’aide de plans d’expériences, en prenant en compte
le type d’interpolation choisi ;

– les K résultats sont ensuite interpolés sur la base de fonction Ψk(ξ) pour
former la surface de réponse.

2. calcul de la distribution de la quantité d’intérêt, cette distribution est
reconstruite grâce à une étude de Monte Carlo prenant comme référence le
modèle analytique approché.

Le point clé de ce type de méthodes est le choix de la forme des fonctions de base
sur l’espace stochastique (choix de la surface de réponse). Les valeurs des paramètres
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pour chaque calcul déterministe dépendent de ce choix. Les surfaces de réponses que
nous rencontrons généralement sont basées sur des interpolations polynomiales. Dans
un contexte industriel, ce choix s’oriente souvent vers une interpolation polynomiale
standard, car il existe énormement de techniques de plans d’expériences permettant
de sélectionner des points de collocation appropriés. La technique que nous pré-
sentons dans la suite, basée sur la décomposition sur le chaos polynomial, est une
représentation alternative mieux adaptée aux problèmes stochastiques, mais encore
peu utilisée dans les bureaux d’études.

1.3.4.1 Méthode non intrusive utilisant le chaos polynomial

Cette méthode permet de créer une solution analytique approchée polynomiale en
prenant en compte l’ensemble des propriétés stochastiques des paramètres variables.
Ceci permet de représenter au mieux la réponse de la quantité d’intérêt au voisinage
des zones de plus forte densité de probabilité. La solution analytique approchée
obtenue est appelée surface de réponse stochastique.

a. Description de la méthode • Supposons un ensemble de paramètres va-
riables représenté par un vecteur aléatoire X. Sous certaines conditions, nous avons
vu qu’il est possible d’exprimer ce vecteur en fonction d’un ensemble de variables
gaussiennes indépendantes {ξi(ω)}m

i=1 = ξ(ω), sur la base du chaos polynomial :

X(ξ) =

Px∑

j=1

xjΨj(ξ)

Toute fonction S appartenant à L2(R) de ce vecteur aléatoire peut être repré-
sentée par une variable aléatoire. Nous pouvons donc la décomposer sur le chaos
polynomial :

S(ξ) =
Ps∑

j=1

sjΨj(ξ) (1.23)

Cette décomposition servira de point de départ pour la modélisation de la « surface
de réponse stochastique ». Les polynômes Ψj(ξ) étant des données, l’objectif est de
déterminer les coefficients scalaires déterministes sj. Nous procèdons de la même
manière que pour une interpolation polynomiale standard :

– un nombre K de réalisations des variables aléatoires {ξi}m
i=1 est généré ;

– nous en déduisons les K réalisations des paramètres d’entrées {xk}K
k=1 ;

– les K réponses correspondantes {Sk}K
k=1 sont calculées ;

– enfin, les sj sont déterminés en minimisant, au sens des moindres carrés, l’écart
entre les solutions exactes calculées Sk et leur représentation sur le chaos po-
lynomial :
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Err(k) = Sk −
Ps∑

j=1

sjΨj(ξk) (1.24)

Nous pouvons représenter ce système d’équations sous forme matricielle :




Err(1)

...
Err(K)



 =




S1
...
SK



−




Ψ1(ξ1) · · · ΨPs

(ξ1)
...

. . .
...

Ψ1(ξK) · · · ΨPs
(ξK)








s1
...
sPs



 (1.25)

ou encore :

[Err(k)] = [Sk] − [Ψkj][sj ]

[Err(k)]
2 = [[Sk] − [Ψkj][sj ]]

T [[Sk] − [Ψkj][sj ]] (1.26)

Il faut ensuite minimiser cette erreur pour accéder aux sj . Nous pouvons citer
deux techniques permettant calculer ces coefficients :

Par projection :

Chaque sj correspond à la projection orthogonale de la quantité S sur le po-
lynôme Ψj . Le produit scalaire utile dans cet espace probabiliste étant l’espérance
mathématique définie dans l’equation (1.15) :

〈•, •〉 = E(••) =

∫

Θ

• • dP

Nous obtenons le résultat suivant :

sj =
〈S,Ψj〉
〈Ψj,Ψj〉

=

∫
ξ
S(ξ)Ψj(ξ)φ(ξ)dξ

∫
ξ
Ψj(ξ)Ψj(ξ)φ(ξ)dξ

(1.27)

où φ(ξ) représente la densité de probabilité associée au vecteur ξ. Comme nous
ne connaissont la fonction S(ξ) qu’en certains points, cette intégrale sera évaluée
numériquement de la manière suivante :

〈S,Ψj〉 ≈
K∑

k=1

βkS(ξk)Ψj(ξk) (1.28)

avec :

Rapport de thèse 29
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– K : nombre d’évaluations de la quantité S ;
– βk : poids associé au vecteur ξk d’après la mesure gaussienne.

Pour obtenir une estimation correcte des intégrales qui interviennent dans le
calcul des sj , cette technique requière l’utilisation de nombreux points, donc de
nombreux calculs déterministes.

Par points de collocation :

La minimisation du carré de l’erreur (1.26) conduit au système matricielle (1.29) :

[sj ] = ([Ψkj]
T [Ψkj])

−1[Ψkj]
T [Sk] (1.29)

Dans ce système, la matrice ([Ψkj]
T [Ψkj])

−1[Ψkj]
T est indépendante du problème

mécanique. Elle ne dépend que du type d’interpolation choisie et des valeurs des
paramètres aux points de calcul (points de collocation). De la même manière que
dans les techniques de plans d’expériences, nous pouvons étudier cette matrice afin
optimiser le nombre de points à calculer pour trouver les [sj] (Sudret et al. [2005]).

Remarque : La principale différence entre cette méthode et les méthodes pa-
ramétriques standards réside dans le choix du produit scalaire utilisé pour la mini-
misation. Pour une technique de résolution par points de collocation, ceci se traduit
seulement par une différence des points de collocation permettant de générer la
solution analytique approchée.

b. Qualités et limites • Une qualité essentielle de cette méthode est qu’elle est
non intrusive. Elle permet l’utilisation de codes de calcul standards pour résoudre
les problèmes déterministes (Abaqus, Samcef, Nastran, code maison...). Elle permet
aussi de construire une solution analytique approchée en prenant en compte l’en-
semble des informations stochastiques disponibles sur les paramètres variables. La
surface de réponse est donc plus riche qu’une surface de réponse standard (basée
sur une interpolation polynomiale standard), et les études statistiques conduites à
partir de cette surface de réponse sont de meilleure qualité.

De manière analogue aux méthodes paramétriques standards, la matrice [Ψkj] ne
dépend que du type d’interpolation choisi et des K valeurs de paramètres variables
{ξk}K

k=1, mais pas de la mécanique. Elle n’est donc calculée qu’une seule fois. De
plus, il est possible de travailler sur cette matrice pour identifier les K meilleures
valeur des paramètres ξ permettant d’optimiser le nombre de calcul déterministes
(cf. plan d’expériences).
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Le fait que la matrice [Ψkj] ne dépende pas de la mécanique constitue aussi une
des limites de cette méthode. En effet pour les problèmes non linéaires, le choix
des points de calcul permettant de représenter correctement la solution ne peut
se faire sans information sur la mécanique du problème. De plus, l’approximation
polynomiale utilisée n’est pas toujours adaptée pour représenter correctement une
solution non linéaire. Pour des problèmes de contact par exemple, nous préfèrerons
choisir des fonctions de base linéaires par morceaux ou polynomiales par morceaux
qui nous permettrons de représenter les discontinuité éventuelles.

1.3.5 Méthodes intrusives

1.3.5.1 Méthode de perturbation

a. Description de la méthode • La méthode de perturbation, appliquée à un
milieu stochastique que nous allons décrire, est une extension des méthodes utilisées
en analyse non linéaire. Pour une description plus complète de cette méthode, nous
pouvons nous reporter à Kleiber [1992], Belytschko [1986], Haldar and Mahadevan
[2000].

Sous certaines conditions de régularité, les fonctions et les opérateurs peuvent
s’exprimer par une série de Taylor autour de leur valeur moyenne. Supposons, par
exemple, un problème où le second membre est déterministe, et où tous les para-
mètres aléatoires peuvent être représentés par un vecteur aléatoire ξ de dimension
m. A partir des équations du problème de référence associèés à une représentation
éléments finis, nous arrivons à l’équation caractéristique du système :

K(M, ξ)u(M, ξ) = f(M) (1.30)

que nous pouvons écrire de la manière suivante :

[L(M) + A(M, ξ)]u(M, ξ) = f(M) (1.31)

avec :
– L(M) espérance ou moyenne de K(M, ξ)
– A(M, ξ) partie aléatoire de K(M, ξ)
La décomposition de A(M, ξ) et de u(M, ξ) autour de leur valeur moyenne

conduit à :

A(M, ξ) =

m∑

i=1

ξi
∂

∂ξi
A(M, ξ)

+
1

2

m∑

i=1

m∑

j=1

ξiξj
∂2

∂ξiξj
A(M, ξ) + . . . (1.32)
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et

u(M, ξ) =ū(M) +

m∑

i=1

ξi
∂

∂ξi
u(M, ξ)

+
1

2

m∑

i=1

m∑

j=1

ξiξj
∂2

∂ξiξj
u(M, ξ) + . . . (1.33)

En supposant de petites variations des variables ξi autour de leur valeur moyenne,
et en introduisant les équations (1.32) et (1.33) dans (1.31), nous obtenons un po-
lynôme en ξk. En égalisant les polynômes de même ordre de part et d’autre de
l’équation (1.31), nous obtenons une série d’équations à résoudre successivement se-
lon l’ordre des polynômes en ξk. Les deux premiers termes de cette suite s’écrivent :

L(M) [ū(M)] = f(M) (1.34)

L(M)

[
∂

∂ξi
u(M, ξ)

]
+

∂

∂ξi
A(M, ξ) [ū(M)] = 0 (1.35)

b. Qualités et limites • Cette méthode a été utilisée de façon intensive ces
dernières années dans des problèmes aléatoires, et pour les études de fiabilité en
particulier avec les méthodes FORM et SORM. Il existe donc déjà des codes in-
dustriels qui exploitent cette technique. De bons résultats ont été obtenus pour
des fluctuations des paramètres incertains contenues dans des bandes étroites. Par
contre, ce développement autour de la valeur moyenne ne permet pas de prendre en
compte de fortes variations.

Cette technique sera souvent préférée à celle de Monte Carlo pour des faibles
variations des paramètres car elle est moins coûteuse. Cependant son utilisation
étant tout de même restreinte, nous chercherons une alternative plus générale qui
permettra de traiter un nombre plus important de problèmes.

1.3.5.2 Éléments finis spectraux

L’essentiel de cette méthode consiste en une projection sur le chaos polynomial de
la partie aléatoire de la réponse du système u(M, ξ), couplée avec une décomposition
de Karhunen-Loève des opérateurs structuraux incertains K(M, ξ) et une représen-
tation spatiale de type éléments finis (Ghanem and Spanos [2003], Keese [2003]).
Dans cette partie nous allons donner un résumé de cette approche. La descrip-
tion de la décomposition de Karhunen-Loève est donnée au paragraphe 1.2.2.3. Des
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exemples d’applications de cette méthode sont présentés dans Ghanem and Spanos
[2003].

a. Description de la méthode • L’objectif est de déterminer une approxima-
tion de la solution de la forme suivante :

u(M, ξ) =

n∑

i=0

P∑

j=0

aijhi(M)Ψj(ξ)

En posant

ui(ξ) =
P∑

j=0

aijΨj(ξ) (1.36)

Nous pouvons réécrire cette approximation de la manière suivante :

u(M, ξ) =
n∑

i=1

hi(M)ui(ξ) = [ht(M)][u(ξ)] (1.37)

De la même manière, le champ stochastique K(M, ξ) peut s’exprimer comme le
produit de fonctions dépendantes des variables aléatoires ξ et de fonctions dépen-
dantes des variables d’espace M. La décomposition de Karhunen-Loève en est un
exemple :

K(M, ξ) = E(K(M)) +
L∑

i=1

√
λiξigi(M)

où les fonctions d’espace gi(M) peuvent être exprimées sur une base éléments finis :

gi(M) =

N∑

j=1

αijhj(M)

En utilisant la formulation variationnelle de l’équation d’équilibre (1.20) puis la
relation de comportement (1.21), nous obtenons, après minimisation, une équation
matricielle de la forme :

[∫

Ω

K(M, ξ)∇h(M)∇ht(M)dM

]
[u(ξ)] =

∫

Ω

[ht(M)]f(M)dM (1.38)
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En remplaçant K(M, ξ) par sa décomposition de Karhunen-Loève dans l’équa-
tion (1.38), nous obtenons :

[
H(0) +

L∑

k=1

H(k)ξk

]
[u(ξ)] = F (1.39)

où L est l’ordre de la décomposition de Karhunen-Loève. H(0), H(k) et F sont donnés
par :

H(0) =

[∫

Ω

K̄(M)∇h(M)∇ht(M)dM

]
(1.40)

H(k) =

[∫

Ω

√
λkgk(M)∇h(M)∇ht(M)dM

]
(1.41)

F =

∫

Ω

[ht(M)]f(M)dM (1.42)

En utilisant la décomposition de [u(ξ)] sur le chaos polynomial (équation (1.36)),
et en multipliant l’équation (1.38) de part et d’autre par Ψi(ξ), nous obtenons l’équa-
tion :

P∑

j=0

[
H(0)Ψi(ξ)Ψj(ξ) +

L∑

k=1

H(k)ξkΨi(ξ)Ψj(ξ)

]
aj = FΨi(ξ) (1.43)

où aj représentent les colones de la matrice des aij . Nous pouvons calculer l’espérance
de cette relation et en posant ξ0 = 1. Nous obtenons la relation suivante :

P∑

j=0

[
L∑

k=0

H(k)〈ξkΨi(ξ)Ψj(ξ)〉
]

aj = F〈Ψi(ξ)〉 (1.44)

soit :

P∑

j=0

H(ij)aj = ri i = 1, . . . , P (1.45)

La représentation matricielle du système est la suivante :





H00 H01 · · · H0P

H10 H11 · · · H1P
...

...
. . .

...
HP0 HP1 · · · HP−1P−1









a0

a1
...

aP−1




=





r0

r1
...

rP−1




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Remarque : lorsque le second membre n’est pas aléatoire, seul le vecteur r0 est
non nul.

b. Qualités et limites • Ce système linéaire de taille n × P permet, après
résolution, d’obtenir les P vecteurs [aj ] de dimension n. Nous obtenons donc en un
calcul l’ensemble des caractéristiques stochastiques de la réponse du système, et ceci
pour une large plage de variation des paramètres. Cependant, ce calcul peut être
très coûteux lorsque le nombre de paramètres variables ou le degré P de troncature
de la projection sur le chaos polynomial est élevé.

Cette méthode semble plus générale que la précédente, utilisant les séries de
Taylor, car elle permet de prendre en compte une large variation des paramètres.
Par contre, pour de faibles variations, les méthodes de perturbation sont tout de
même privilégiées car elles restent plus rapides et plus facilement exploitables.

1.4 Conclusion partielle

Notre objectif est de caractériser et de propager la variabilité dans un calcul
numérique. Dans un premier temps, nous avons donc tenté d’identifier l’ensemble
des paramètres variables que nous avons séparés en trois groupes :

– les paramètres matériaux ;
– les paramètres géométriques ;
– les chargements extérieurs.

Pour chacun de ces groupes, nous avons donné un aperçu de différents moyens per-
mettant de récolter des informations sur les paramètres. Nous avons ensuite présenté
les modélisations mathématiques les plus couramment associées à ces paramètres va-
riables en fonction de la quantité d’information obtenue.

Nous supposons, dans ce mémoire, que les informations dont nous disposons sont
assez nombreuses pour conduire des études probabilistes. Dans ce cadre nous avons
répertorié un certain nombre de méthodes probabilistes permettant de propager les
incertitudes dans un calcul de structures en distinguant deux familles :

1. les méthodes non intrusives pour lesquelles la résolution des problèmes
géométrique et stochastique est découplée ;

2. les méthodes intrusives qui permettent de résoudre l’ensemble du problème
(géométrique et stochastique) dans un calcul.

Dans la suite de ce mémoire, nous nous intéresserons particulièrement aux pro-
blèmes de structures avec contact, car nous estimons que les principales incertitudes
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viennent des méconnaissances sur les paramètres de contact. De plus, parmi l’en-
semble des méthodes probabilistes présentées, nous nous concentrerons sur les mé-
thodes non intrusives qui sont plus rapides à mettre en oeuvre dans un contexte
industriel, et qui nous permettent d’utiliser des outils standards. Pour caractériser
ce type de méthodes sur des problèmes de contact, nous commencerons par tester,
sur un exemple simple, les techniques basées sur la construction d’une solution ap-
prochée polynomiale, que nous avons appelée p-version de l’approximation de type
Galerkin sur l’espace stochastique. Ce test nous permettra de mettre en relief les
points suivants :

– le choix d’une p-version est-il judicieux pour représenter la solution d’un pro-
blème de contact ;

– le choix des points de collocation est-il correct pour des problèmes non li-
néaires ;

– comment évaluer la qualité de la solution approchée ?
– comment améliorer la qualité de cette solution approchée ?
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Chapitre 2

Problème de contact

Dans ce chapitre nous allons comparer différentes
méthodes probabilistes non intrusives sur un exemple
simple de structure avec contact en statique. Nous

montrerons aussi qu’une mesure quantitative de l’erreur
dans le cadre probabiliste est nécessaire pour obtenir des

modèles fiables.
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2.1. Modélisation déterministe d’un problème de contact

2.1 Modélisation déterministe d’un problème de

contact

Pour caractériser les problèmes de contact, nous nous plaçons dans le cadre
simple d’un assemblage composé de deux solides en contact selon une ligne (figure
2.1). Nous pourrons trouver un apperçu des différentes techniques permettant de
traiter le contact dans (Wriggers [1995], Alart and Curnier [1991], Alart [1997]).

Figure 2.1 – Assemblage de deux solides en contact

Pour modéliser et calculer ce problème, nous utilisons la méthode LATIN (Ladevèze
[1999]), qui repose essentiellement sur les points suivants :

– un formalisme sous structuré sans recouvrement (point P0) ;
– la séparation des équations en deux groupes (point P1) ;
– une méthode de résolution itérative (point P2) ;
– une approximation temps-espace des inconnues du problème (point P3).

Le point P1 consiste à former deux groupes d’équations à partir du problème de
référence, ceci de manière à séparer les difficultés :

– un groupe d’équations locales en variables d’espace (éventuellement non li-
néaires) ;

– un groupe d’équations linéaires éventuellement globales.

Le point P2 consiste à construire alternativement une solution du premier groupe
puis du second en utilisant des directions de recherche pour mettre en relation les
deux groupes de solutions.

Le point P3 apporte des approximations temps-espace permettant d’accrôıtre les
performances de l’algorithme. Ce point ne sera pas abordé dans ce mémoire car nous
nous plaçons dans un cadre simplifié statique. Il est cependant intéressant de remar-
quer que le principe de séparation des dépendances en espace et en temps proposé
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est le même que celui utilisé pour séparer les dépendances spatiale et stochastique
dans le cadre de la solution stochastique approché (Nouy [2007]).

2.1.1 P0 : partitionnement du milieu

2.1.1.1 Principe

La première étape de la méthode consiste à faire une partition du domaine. Pour
cela, plusieurs techniques ont été développées (Farhat and Roux [1991], Tallec [1994],
Barboteu et al. [2001]), celle que nous utilisons consiste à découper le problème en
sous structures et interfaces (Ladevèze [1999]). Par conséquent, la structure initiale
complète correspond à l’assemblage de ces deux types d’entités, les sous structures
et les interfaces. Une sous structure ne voit que les interfaces voisines, et de la même
manière une interface ne communique qu’avec les sous structures voisines. Chacune
de ces entités possède ses propres variables, équations et relations de comportement.

Figure 2.2 – Modèle de référence pour le contact

Le modèle de référence (figure 2.2) est constitué de deux solides élastiques Ω1 et
Ω2 en contact unilatéral sur une interface Ic. Nous appelons (uℓ,�ℓ) les déplacements
et les contraintes sur chaque solide.

La frontière ∂Ωℓ − Ic de chaque solide Ωℓ est composée d’une partie ∂1Ω
ℓ, où

nous imposons le champ de déplacement uℓ
d, et d’une partie ∂2Ω

ℓ, où nous imposons
les efforts Fℓ

d. Nous imposons aussi une densité volumique de force f ℓ
d sur chaque

solide.
L’opérateur de Hooke associé au solide Ωℓ est noté Kℓ. Nous supposons que le

contact entre les deux solides est du type frottement sec, et qu’il est décrit par la loi
de Coulomb.
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2.1.1.2 Modélisation du contact

L’interface Ic assure la transmission des déplacements et des efforts d’une sous
structure à l’autre. Elle est munie de sa propre relation de comportement. Orientons
Ic par le choix du vecteur normal unité, par exemple : nc = n1, où n1 est la normale
exterieur matière du solide Ω1, et introduisons sur l’interface les grandeurs méca-
niques w1, w2, F1 et F2 représentant respectivement les champs de déplacements de
part et d’autre de l’interface et les champs de densité surfacique d’efforts transmis
à Ω1 et à Ω2. L’équilibre de l’interface se traduira par :

F1 + F2 = 0

Afin de simplifier l’écriture des équations sur l’interface, nous introduisons les
notations wc et Fc qui représentent respectivement le saut de déplacement et la
densité surfacique de force :

wc = w2 − w1 et Fc = F2 = −F1

Pour tout vecteur v, nous posons en outre :

vn = v.nc et vt = v − vnn
c de telle sorte que v = vt + vnn

c

Dans le cas statique, la relation de comportement de type frottement sec peut
être formulée en force-déplacement de la façon suivante :

wc
n ≥ 0 F c

n ≥ 0 F c
n w

c
n = 0 (2.1)

‖ Fc
t ‖≤ µF c

n wc
t ∧ Fc

t = 0 wc
t .F

c
t ≤ 0

où µ désigne le coefficient de frottement.
Utilisons la démarche proposée dans Saxcé [1992] et introduisons la fonction :

b(v,F) = χB(v) + χC(µ)(F) + µFn ‖ vt ‖
où χB et χC(µ) sont les fonctions indicatrices des convexes :

B = {v/vn ≤ 0}
C(µ) = {F/Fn ≥ 0 et ‖ Ft ‖≤ µFn}

Nous pouvons trouver dans Saxcé [1992] la démonstration détaillée des propriétés
de b et notamment que b(v,F) est un bipotentiel, c’est-à-dire que :

– pour v fixé, b(v,F) est convexe en F,
– pour F fixé, b(v,F) est convexe en v,
– pour tout v et pour tout F :

b(v,F) − v.F ≥ 0 (2.2)

– avec cette représentation, la relation de comportement (2.1) est équivalente à
la condition :

b(−wc,Fc) + wc · Fc = 0
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2.1.1.3 Formulation du problème de référence déterministe

Dans la suite, les champs cinématiquement admissibles seront notés CA, et les
champs statiquement admissibles seront notés SA.

Trouver S = {uℓ(M),�ℓ(M),wℓ(M),Fℓ(M)}2
ℓ=1 telle que :

– {uℓ(M),wℓ(M)}ℓ=1,2 ∈ Uad, espace des champs CA :

uℓ(M) et wℓ(M) sont réguliers

uℓ
|
∂1Ωℓ

(M) = uℓ
d(M) (2.3)

uℓ
|Ic

(M) = wℓ(M) (2.4)
L’espace Uad,0 est l’espace homogène associé à Uad.

– {�ℓ(M),Fℓ(M)}ℓ=1,2 ∈ Sad, espace des champs SA :�ℓ(M) et Fℓ(M) sont réguliers et ∀u∗(M) ∈ Uad,0 :

∫

Ωℓ

Tr[�ℓ(M)"(u∗(M))]dM =
∫

Ωℓ

f ℓ
d(M).u∗(M)dM +

∫

∂2Ωℓ

Fℓ
d(M).u∗(M)ds+

∫

Ic

Fℓ(M).u∗(M)ds (2.5)

sur Ic :

Fc(M) = −F1(M) = F2(M) (2.6)

– Relations de comportement
dans Ωℓ �ℓ(M) = Kℓ(M)"(uℓ(M)) (2.7)

sur Ic b(−wc(M),Fc(M)) + wc(M).Fc(M) = 0 (2.8)
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2.1.2 P1 : séparation des équations du problème

Dans l’approche proposée par Ladevèze [1999], nous séparons les équations du
problème de référence en considérant d’une part celles qui concernent les sous struc-
tures (équations linéaires) et d’autre part, celles qui concernent les interfaces (équa-
tions non linéaires). Nous obtenons ainsi :

l’ensemble Γ, constitué des équations de comportement des interfaces :

– équation (2.8) ;
– équation (2.6) ;

l’ensemble Ad, constitué des équations linéaires éventuellement globales :

– les équations d’admissibilité cinématique (2.3) et (2.4) ;
– les équations d’admissibilité statique dans les sous structures (2.5) ;
– les relations de comportement dans les sous structures (2.7).

La solution du problème de référence se situe à l’intersection de ces deux ensembles.

2.1.3 P2 : méthode de résolution itérative

L’algorithme LATIN détermine des approximations de la solution en recherchant
successivement des éléments de Γ et de Ad. Chaque groupe possédant plus d’incon-
nues que d’équations, nous introduisons pour chaque étape de résolution des direc-
tions de recherche E+ et E−. La figure 2.3 résume de manière simplifiée la recherche
de cette solution.

A l’itération n, partant d’une solution Sn appartenant à Ad, nous cherchons un
point de Γ vérifiant aussi la direction de recherche Ŝn−Sn ∈ E+. Pour une direction
de recherche vérifiant certaines propriétés, de positivité notamment, nous obtenons
une solution unique Ŝn.

Dans un second temps nous déterminons la solution Sn+1 qui appartient à Ad et
à la direction de descente Sn+1 − Ŝn ∈ E−.

Figure 2.3 – Stratégie de résolution
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2. Problème de contact

2.2 Modélisation stochastique d’un problème de

contact

Pour décrire le problème de contact dans le cadre stochastique, nous nous basons
sur la description précédente. Toutes les grandeurs mises en jeu s’expriment main-
tenant en fonction d’un ensemble de variables aléatoires notées ξ dont la densité de
probabilité est notée φ(ξ).

2.2.1 Formulation du problème stochastique

Trouver S = {uℓ(M, ξ),�ℓ(M, ξ),wℓ(M, ξ),Fℓ(M, ξ)}2
ℓ=1 tel que :

– {uℓ(M, ξ),wℓ(M, ξ)}ℓ=1,2 ∈ Uad, espace des champs CA :

uℓ(M, ξ) et wℓ(M, ξ)sont régulier

uℓ
|
∂1Ωℓ

(M, ξ) = uℓ
d(M, ξ) (2.9)

uℓ
|Ic

(M, ξ) = wℓ(M, ξ) (2.10)

L’espace Uad,0 est l’espace homogène associé à Uad.

– {�ℓ(M, ξ),Fℓ(M, ξ)}ℓ=1,2 ∈ Sad, espace des champs SA :�ℓ(M, ξ) et Fℓ(M, ξ) sont réguliers et ∀u∗(M, ξ) ∈ Uad,0 :∫

ξ

∫

Ωℓ

Tr[�ℓ(M, ξ)"(u∗(M, ξ))]φ(ξ)dMdξ =

∫

ξ

∫

Ωℓ

f ℓ
d(M, ξ).u∗(M, ξ)dMφ(ξ)dξ +

∫

ξ

∫

∂2Ωℓ

Fℓ
d(M, ξ).u∗(M, ξ)dSφ(ξ)dξ+

∫

ξ

∫

Ic

Fℓ(M, ξ).u∗(M, ξ)dSφ(ξ)dξ (2.11)

sur Ic :
Fc(M, ξ) = −F1(M, ξ) = F2(M, ξ) (2.12)

– Relations de comportement

dans Ωi �ℓ(M, ξ) = Kℓ(M, ξ)"(uℓ(M, ξ)) (2.13)

sur Ic b(−wc(M, ξ),Fc(M, ξ)) + wc(M, ξ).Fc(M, ξ) = 0 (2.14)
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Cette formulation faible permet de résoudre le problème de manière approchée
sur des sous espace des champs admissibles géométriques et stochastiques (e.g Mé-
thode des élément finis stochastiques Ghanem and Spanos [2003]).

2.2.2 Résolution du problème stochastique de référence

Pour résoudre numériquement ce problème mécanique stochastique, nous cher-
chons une solution analytique approchée en déplacement de la forme :

uℓ
h(M, ξ) =

n∑

i=0

P∑

j=0

aℓ
ijhi(M)Ψj(ξ) (2.15)

où :
– les fonctions hi(M) correspondent aux fonctions de base de l’approximation

géométrique ;
– les fonctions ψj(ξ) correspondent aux fonctions de base de l’approximation

stochastique.
Les méthodes non intrusives que nous utilisons permettent de dissocier l’étude

géométrique (déterministe) et l’étude stochastique (figure 2.4).

Figure 2.4 – Découplage entre l’étude géométrique et l’étude stochastique

La résolution du problème stochastique de référence 2.2.1 se fait donc à partir
d’une série de K résolutions du problème déterministe de référence 2.1.1.3 dont les
solutions sont :

{S(M, ξk)}K
k=1 = {{uℓ(M, ξk),�ℓ(M, ξk),w

ℓ(M, ξk),F
ℓ(M, ξk)}2

ℓ=1}K
k=1

où les {ξk}K
k=1 représentent les valeurs des paramètres variables pour chaque calcul

déterministe.
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2.2.3 Modélisation des paramètres variables dans ce forma-
lisme

2.2.3.1 Paramètres matériaux et chargement

L’introduction de paramètres matériaux variables ou de chargements variables
dans ce formalisme n’introduit pas de difficulté supplémentaire. Dans le cadre des
méthodes non intrusives, la dépendance stochastique du coefficient de frottement,
par exemple, conduira à lancer une série de calculs déterministes en changeant direc-
tement, dans la relation de comportement de l’interface, la valeur de ce coefficient.

2.2.3.2 Paramètres géométriques (défauts de formes)

La prise en compte de variations de la géométrie, dans le cadre d’études para-
métriques ou probabilistes, amène par contre une difficulté supplémentaire. Dans
les équations du modèle, cette variation n’entrâıne pas de variations d’un para-
mètre, mais du domaine d’intégration. Plusieurs techniques permettent de prendre
en compte cette variabilité :

– le remaillage de toute ou partie de la structure pour chaque variation de la
géométrie ;

– le morphing : les points du maillage de base sont paramétrés et déplacés pour
représenter la variation de géométrie ;

– l’utilisation de la XFEM : la géométrie est décrite par une fonction Level-set,
il n’y a pas de remaillage (Nouy et al. [2007]).

Les techniques de remaillage et de morphing sont en générale longues, et néces-
sitent un dialogue entre les logiciels de CAO, de maillage et de calcul pour qu’une
étude paramétrique puisse être lancée de manière automatique. Ce genre de tech-
niques impose donc des contraintes d’interfaçage de codes énormes, ce qui consti-
tue un frein pour leur développement et leur implantation. L’utilisation récente de
la XFEM, qui permet de décrire de façon analytique la géométrie par une fonc-
tion Level-set, semble judicieuse car elle évite ce remaillage. Nous proposons ici une
technique permettant aussi de prendre en compte, de manière analytique, des petites
variations de la géométrie.

a. Principe • Pour les faibles variations de la géométrie au regard de la taille
de la structure (défauts de formes au niveau des interfaces de contact ou variations
de l’épaisseur d’une couche de lubrifiant par exemple) l’utilisation des techniques
précédentes semble inadaptée. La démarche que nous proposons ici se base sur une
description analytique des irrégularités de la géométrie au niveau des interfaces (fi-
gure 2.5) par l’introduction, dans la relation de comportement des interfaces, d’une
fonction « défaut de forme ».
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Figure 2.5 – fonction défaut de forme

b. Modélisation • Pour introduire cette fonction « défauts de forme », nous
créons un comportement d’interface calqué sur le comportement des interfaces de
contact. Les fonctions « défauts de forme » de chaque coté de l’interface Ic seront
notées DF 1(M, ξ) et DF 2(M, ξ). Ces fonctions sont introduites dans les équations
caractérisant l’admissibilité cinématique de l’interface.

– {(uℓ,wℓ
DF )}ℓ=1,2 ∈ Uad , espace des champs CA avec défauts de forme :

uℓ
|
∂1Ωℓ

(M, ξ) = uℓ
d (2.16)

uℓ
|Ic

(M, ξ) = wℓ(M, ξ) +DF ℓ(M, ξ) = wℓ
DF (M, ξ) (2.17)

L’introduction de ces fonctions à une influence directe sur la relation de compor-
tement de l’interface : le saut de déplacement wc

DF avec défauts de forme s’écrira :

wc
DF (M, ξ) = w2

DF (M, ξ) −w1
DF (M, ξ)

= w2(M, ξ) +DF 2(M, ξ) − (w1(M, ξ) +DF 1(M, ξ))

= w2(M, ξ) − w1(M, ξ) +DF (M, ξ)

L’équation (2.1) devient :

wc
nDF ≥ 0 F c

n ≥ 0 F c
n wc

nDF = 0 (2.18)

‖ Fc
t ‖≤ µF c

n wc
tDF ∧ Fc

t = 0 wc
tDF .F

c
t ≤ 0
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Au final, nous remplaçons simplement wc par wc
DF dans la relation de compor-

tement écrite sous la forme d’un bipotentiel.

b(−wc
DF ,F

c) + wc
DF · Fc = 0 (2.19)

Fc = −F1 = F2 (2.20)

Ce formalisme permet, lors de la modélisation des problèmes de contact, de
représenter simplement les surfaces de contact dans leur configuration nominale ou
parfaite, ce qui facilite la phase de modélisation géométrique et la phase de maillage.
De cette manière, nous transformons la variabilité géométrique en une variabilité du
comportement de l’interface, et les variables représentatives des défauts de forme
(épaisseur, rugosité...) peuvent être prises en compte de la même manière que les
variables matériaux.

c. Quelques exemples • Pour illustrer cette démarche, nous avons introduit
ce comportement d’interface dans l’exemple que nous allons traiter. Les défauts de
forme sont introduits de manière symétrique sur les deux interfaces de contact. Les
figures 2.6 et 2.7 représentent les contraintes de Von Mises pour deux défauts de
formes différents. Le premier correspond à une surface bombée (défaut de forme
en x2) et le second correspond à des irrégularités périodiques (défaut de forme en
cos(x)).

Figure 2.6 – Surfaces bombée Figure 2.7 – Défaut de forme périodique

d. Evolutions possibles • Une évolution possible pour ce comportement d’in-
terface est de rendre la fonction « défauts de forme » dépendante du temps ou
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du chargement, notamment en ajoutant un comportement plastique. Ceci pourrait
permettre de modéliser des zones de microplasticité au niveau du contact, ou des
phénomènes d’usure et de rodage sans pour autant introduire des comportements
non-linéaires sur toute la structure.

2.3 Problèmatique industrielle

Nous avons décrit la méthode de calcul qui va nous permettre de résoudre la
série de problèmes géométriques déterministes qui servira de base pour le calcul
de la solution stochastique approchée. Nous allons maintenant conduire une étude
stochastique complète sur un exemple simple issue d’une problématique industrielle.

Figure 2.8 – Exemple : modèle 2D simple, zoom sur les zones de contact

Un problème rencontré par les constructeurs de moteurs d’avions est la modéli-
sation de l’assemblage entre les aubes de turbine Haute Pression et le disque central
lié à l’axe de rotation du moteur. Sur la figure 2.8, nous donnons, à titre d’exemple,
la représentation d’un secteur angulaire de l’assemblage entre le pied d’une aube et
le disque. Les parties qui nous intéressent dans cette représentation sont les zones
de contact entre le pied de l’aube et le disque. C’est en effet au niveau de ces zones
de contact que les incertitudes sont les plus grandes (variation du coefficient de
frottement, érosion des couches de lubrifiant...). Pour simplifier le problème, nous
créons un petit exemple 2D représentatif des phénomènes de frottement au niveau
de ces zones de contact. Ce modèle, nous servira de fil conducteur dans la suite de
ce mémoire pour valider les outils et les méthodes proposés.
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2.3.1 Description de l’exemple aube-disque

Figure 2.9 – Exemple : sous structuration

Pour modéliser et calculer cet assemblage, nous le représentons de manière sous
structurée (figure 2.9). Sur cette figure, la pièce centrale notée S2 représente le pied
de l’aube, et les deux pieces, S1 et S3, de part et d’autre du pied, représentent le
disque.

Les interfaces de contact S1 −S2 et S2−S3 sont notées respectivement Γ1 et Γ2.
Nous utilisons une loi de Coulomb pour représenter le comportement de contact avec
frottement au niveau de ces interfaces. Dans cet exemple, nous introduisons deux
variables aléatoires : le coefficient de frottement µ au niveau des deux interfaces de
contact, et le module d’Young de E2 l’aube S2.

Constantes matériaux :
Les trois sous structures ont un comportement élastique linéaire isotrope. Leur co-
efficient de Poisson est identique et vaut 0, 3, et leur module d’Young valent respec-
tivement :

– pour le disque (S1 et S3) : E1 = E3 = 210 103 MPa ;
– pour l’aube S2 : le module d’Young E2 est représenté par une variable aléatoire

gaussienne tronquée d’espérance égale à 240 103 MPa et d’écart type égale à
10 103MPa. Son intervalle de variation est [210 103, 270 103].
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Conditions géométriques :

– des conditions de symétrie sont imposées sur les surfaces verticales et horizon-
tales des pièces S1 et S3.

Efforts imposés :

– une pression p = 1000 Pa est appliquée sur la face inférieure du pied S2 ;
– deux pressions F et −F opposées sont appliquées sur les surfaces latérales ver-

ticales du pied S2, avec F = 500 Pa.

Conditions de contact :
Le contact avec frottement est représenté par une loi de Coulomb. Le coefficient de
frottement µ sur chaque interface est défini par une variable aléatoire gaussienne
tronquée avec une espérance de 0, 5, un écart type de 0, 2 et un intervalle de varia-
tion compris entre 0, 1 et 0, 9 (soit plus ou moins 2 écarts types).

Quantité d’intérêt :
La quantité dont nous souhaitons connâıtre la loi de répartition est le travail des
efforts de frottement TΓ2 sur l’interface Γ2.

Lorsque le coefficient de frottement est élevé, il y a adhérence entre le pied S2 et
le disque (S1 et S3). Au dessous d’une certaine valeur du coefficient de frottement, il
y a glissement avec frottement, et la translation du pied est retenue par la géométrie
de l’assemblage. Les contraintes de Von Mises pour les deux cas extrèmes (µ = 0, 2
et µ = 0, 8) sont représentées sur les figures 2.10 et 2.11.

Figure 2.10 – µ = 0, 2 : glissement Figure 2.11 – µ = 0, 8 : adhérence

Rapport de thèse 51
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2.3.2 Solution approchée

L’objectif de ce calcul est de construire la loi de répartition de la quantité d’intérêt
TΓ2 :

TΓ2(ξ) =

∫

Γ2

wc(M, ξ).Fc(M, ξ)dM

où les champs solutions wc(M, ξ) et Fc(M, ξ) sont exprimés sur la base d’approxi-
mation suivante :

wc(M, ξ) =

n∑

i=0

P∑

j=0

wijhi(M)Ψj(ξ)

Fc(M, ξ) =

n∑

i=0

P∑

j=0

Fijhi(M)Ψj(ξ)

Comme nous utilisons des méthodes non intrusives, ces approximations sont construites
à partir d’une série de K résolutions de problèmes déterministes dont les solutions
sont :

{S(M, ξk)}K
k=1 = {{uℓ(M, ξk),�ℓ(M, ξk),w

ℓ(M, ξk),F
ℓ(M, ξk)}3

ℓ=1}K
k=1 (2.21)

où les {ξk}K
k=1 représentent les valeurs des paramètres variables pour chaque calcul

déterministe.

La complexité des problèmes que nous traitons ne permet généralement pas de
faire un grand nombre de calculs déterministes pour construire la solution approchée.
Dans ce cas, le nombre K de calculs correspond au minimum nécessaire pour obtenir
une solution avec une précision souhaitée. Il est alors absolument nécessaire, pour
obtenir une étude de qualité, de choisir une interpolation adaptée au problème traité
ainsi que les points de collocation appropriés. Les réponses approchées que nous
comparons ici sont basées sur les approximations suivantes :

– l’approximation spatiale à chaque calcul déterministe est obtenue par la mé-
thode des éléments finis associée à la méthode LATIN. Les fonction hi(M) de
l’approximation sont donc des fonctions de base éléments finis ;

– l’approximation stochastique est réalisée en utilisant pour les fonction Ψj(ξ) :
– soit une représentation polynomiale standard d’ordre 2 ;
– soit une représentation sur le chaos polynomial d’ordre 2 ;

Les étapes du calcul sont présentés sur la figure 2.12. Nous avons choisi de compa-
rer ces représentations car l’approximation polynomiale standard est la plus utilisée
dans les bureaux d’études, alors que la représentation sur le chaos polynomial est
une alternative adaptée aux problèmes stochastiques mais qui est encore peu, voir
pas utilisée dans un cadre industriel.

52 Rapport de thèse
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Figure 2.12 – Méthode non intrusive

2.3.3 Distribution de référence

Cet exemple est assez simple pour nous permettre de réaliser un grand nombre de
calculs déterministes. Ceci nous permet de construire une solution de référence, sur
l’espace stochastique, qui correspond à une interpolation polynomiale riche construite
sur une base de 121 calculs déterministes. Les valeurs des paramètres variables E2

et µ, issues d’un plan d’expérience orthogonal, sont réparties de manière régulière.
Cette solution de référence nous permet de construire la distribution de référence

du travail des efforts de frottement TΓ2 sur l’interface Γ2 que nous allons comparer
aux distributions issues des solutions approchées.

2.3.4 Résultats du calcul probabiliste

La figure 2.13 représente la surface de réponse correspondant à la solution de
référence. La figure 2.14 représente la distribution de référence pour TΓ2 . Cette dis-
tribution a été reconstruite à partir d’une étude de Monte Carlo sur la solution de
référence (250 000 tirages). À partir de cette distributions, nous estimons la den-
sité de probabilité de référence (figure 2.15) grâce à la méthode du noyau (Kernel
estimation ou Kernel smoothing) avec un noyau gaussien (Wand and Jone [1995]).

Les figures 2.17 et 2.16 représentent respectivement les densité de probabilité
approchées obtenues et pour l’approximation polynomiale standard et pour l’ap-
proximation sur le chaos polynomial. Elles ont été reconstruites à partir d’un tirage
de Monte Carlo utilisant les solutions approchées (250 000 tirages).
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Figure 2.13 – Solution de référence
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Figure 2.14 – Distribution obtenue pour
la référence
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Figure 2.15 – Densité de probabilité ob-
tenue pour la référence

Une comparaison rapide des différentes distributions obtenues figures 2.15, 2.16 et
2.17 permet d’estimer visuellement la qualité de chaque surfaces de réponses (modèle
approché). En effet, la distribution obtenue par la surface de réponse polynomiale
standard donne un résultat très éloigné de la distribution de référence, alors que la
distribution obtenue par l’interpolation sur le chaos polynomial est beaucoup plus
proche.

Le tableau 2.1 permet de comparer les espérances et écart types obtenus pour
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Figure 2.16 – Densité de probabilité ob-
tenue pour une interpolation polynomiale
standard

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
x 10

−3

q = travail des efforts de contact

f(
q)

Figure 2.17 – Densité de probabilité ob-
tenue pour une interpolation chaos poly-
nomial

chaque solution approchée. Il confirme la qualité de l’approximation sur le chaos
polynomial qui donne une moyenne et un écart type proche de la moyenne et de
l’écart type de la référence.

espérance écart type
standard 4, 22 103 5, 49 102

chaos 4, 25 103 9, 14 102

référence 4, 28 103 10, 0 102

Tableau 2.1 – Résultats

2.4 Conclusion partielle : estimer la qualité de la

solution

Ces résultats nous ont permis de comparer qualitativement une interpolation sur
le chaos polynomial avec une interpolation polynomiale standard. Les résultats que
nous avons obtenus montrent, par comparaison avec une solution de référence, la
qualité de l’approximation sur le chaos polynomial, et surtout les erreurs impor-
tantes générées par l’utilisation d’une approximation polynomiale standard. Pour
des problèmes complexes, la construction d’une solution de référence est généra-
lement impossible, et l’estimation de la qualité du modèle stochastique approché
nous semble donc essentielle pour utiliser les résultats obtenus en toute confiance
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(Carrère et al. [2007]). Nous allons donc proposer, dans la suite, un estimateur d’er-
reur globale, basé sur la notion d’erreur en relation de comportement, pour les
problèmes de contact dans le cadre stochastique.

Vis-à-vis des méthodes non intrusives que nous utilisons, la différence entre les
deux solutions approchées est uniquement le choix des « points de collocation » (va-
leurs des paramètres variables pour chaque calcul déterministe). Ce choix est donc
essentiel pour obtenir une solution de qualité. Dans Sudret et al. [2005], la technique
permettant de choisir ces points est indépendante de la mécanique du problème. Ceci
nous semble mal adapté pour la résolution de problèmes non linéaires, c’est pour-
quoi, dans les chapitres suivants, nous nous orientons vers une technique adaptative
utilisant les résultats d’un calcul d’erreur dans le cadre stochastique.

Enfin, les approximations polynomiales ne nous semblent pas toujours les plus
adaptées. Pour les problèmes de contact par exemple, la solution peut présenter des
discontinuités, et une représentation éléments finis pour les fonctions de base Ψj(ξ)
peut donner des résultats de meilleur qualité. Ce choix permet aussi de retranscrire,
dans le cadre probabiliste, les outils développés pour les méthodes éléments finis
géométriques. Par analogie, nous introduirons donc, dans les chapitres suivants, les
termes de maillage stochastique, de fonctions de base stochastiques ou d’adaptation
du maillage stochastique...
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Chapitre 3

Estimateur d’erreur dans le cadre
stochastique

Dans ce chapitre nous allons introduire un estimateur
d’erreur, basé sur la notion d’erreur en relation de
comportement étendue au cadre stochastique. Nous
validerons son utilisation sur l’exemple aube-disque.
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3.2.4 Contributions par entités géométriques . . . . . . . . . . . . . 83

3.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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3.1. Estimation d’erreur globale dans le cadre déterministe

3.1 Estimation d’erreur globale dans le cadre dé-

terministe

Pour estimer la qualité de la solution d’un problème de contact dans le cadre
stochastique, nous allons nous inspirer des techniques d’estimation de l’erreur dans
le cadre déterministe. Nous avons fait le choix d’utiliser une méthode non intrusive
pour construire la solution approchée sur l’espace stochastique. Pour garder le même
esprit, nous allons nous servir des résultats d’une série de calculs d’erreur sur des
problèmes déterministes pour calculer l’erreur globale sur le modèle stochastique
approché (figure 3.1).

Figure 3.1 – Calcul de l’erreur stochastique à partir d’une série de calculs détermi-
nistes

Les sources d’erreur auxquelles nous nous intéressons dans ce mémoire sont liées
à la discrétisation. La littérature relative à l’estimation d’erreur de discrétisation,
dans le cadre des méthodes éléments finis géométriques, est très vaste, et nous ne
citerons dans ce chapitre que les thèmes et les références essentiels qui permettrons
d’introduire le calcul d’erreur pour des problèmes de contact dans le cadre stochas-
tique. La démarche que nous proposons dans ce mémoire constitue une première
étape dans l’estimation de l’erreur liée aux problèmes stochastiques avec contact,
nous n’aborderons donc pas le sujet de l’estimation d’erreur locale (erreur liée à une
quantité d’intérêt) qui sera sûrement l’objet de travaux futurs.

Nous allons, dans un premier temps, donner un aperçu des différentes méthodes
permettant d’estimer l’erreur pour les problèmes d’élasticité linéaire en statique.
Dans un second temps, nous présenterons des développements de ces méthodes pour
les problèmes de contact en statique en accordant une place plus importante à l’es-
timation de l’erreur en relation de comportement.
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3. Estimateur d’erreur dans le cadre stochastique

3.1.1 Méthodes relatives aux problèmes linéaires en sta-
tique

Ce sont, historiquement, les premières méthodes à être apparues dans le do-
maine de la vérification des calculs éléments finis. Plusieurs outils numériques dé-
veloppés à partir de ces méthodes sont aujourd’hui reconnus et largement utilisés.
Une revue de ces différents outils peut être trouvée dans Ladevèze and Pelle [2004],
Babus̆ka and Strouboulis [2001], Ainsworth and Oden [1997], Stein [2003].

3.1.1.1 Principe

Considérons une structure qui occupe un espace Ω. Sur une partie ∂1Ω du bord
∂Ω, nous imposons le déplacement ud. Sur la partie complémentaire ∂2Ω nous im-
posons la densité surfacique d’effort Fd. nous imposons aussi une densité volumique
d’effort fd, et nous supposons un comportement élastique du matériaux.

Figure 3.2 – Problème de référence

Le problème de référence se formule de la manière suivante :

Trouver le déplacement u(M) et la contrainte �(M) tels que :

– u(M) ∈ Uad, espace des champs CA :

u(M) est régulier

u(M) = ud sur ∂1Ω (3.1)
L’espace Uad,0 correspond à l’espace des champs u(M) avec des conditions
homogènes.
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– �(M) ∈ Sad, espace des champs SA :�(M) régulier, et ∀u∗(M) ∈ Uad,0 :∫

Ω

Tr[�(M)"(u∗(M))]dM =
∫

∂2Ω

Fd(M)u∗(M)dS +

∫

Ω

fd(M)u∗(M)dM (3.2)

– Relation de comportement �(M) = K(M)"(u(M)) (3.3)

La solution exacte (uex,�ex) de ce problème est rarement accessible, et nous uti-
lisons des méthodes d’approximation pour trouver une solution numérique (uh,�h).
Dans ce cadre, l’erreur que nous souhaitons estimer est :

e = uex − uh (3.4)

Une manière directe de calculer cette erreur est d’introduire ce terme e dans l’équa-
tion d’équilibre (3.2). Nous obtenons ainsi l’équation des résidus :
∫

Ω

Tr[K"(e)"(u∗)]dM = −
∫

Ω

Tr[K"(uh)"(u∗)]dM +

∫

∂2Ω

Fdu
∗dS

+

∫

Ω

fdu
∗dM ∀u∗ ∈ Uad,0 (3.5)

L’évaluation de l’équation (3.5) est complexe et souvent plus coûteuse que le
problème initial. Dans le cadre du calcul d’erreur globale, nous ne calculons donc
pas directement e, mais une mesure de e sur tout le domaine Ω. Une mesure com-
munément utilisée est la norme énergétique qui a un sens physique fort :

‖ e ‖K,Ω=‖ uex − uh ‖K,Ω=‖ �ex − �h ‖K−1,Ω (3.6)

où nous introduisons :

(•, •)K,Ω =

∫

Ω

Tr["(•)K"(•)]dM
(•, •)K−1,Ω =

∫

Ω

Tr[•K−1•]dM
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‖ • ‖2
K,Ω= (•, •)K,Ω

‖ • ‖2
K−1,Ω= (•, •)K−1,Ω

L’objectif des méthodes d’estimation d’erreur est de donner un encadrement pour
cette norme énergétique de l’erreur exacte ‖ e ‖K,Ω tel que :

‖ e ‖K,Ω6 θ2 (3.7)

Parmis l’ensemble des méthodes proposées pour calculer cette mesure de l’erreur
‖ e ‖K,Ω, nous pouvons faire une première distinction entre les méthodes d’estima-
tion a priori et les méthodes d’estimation a posteriori.

a. Estimation a priori de l’erreur • Dans cette méthode, développée dans
les années 70, nous n’utilisons pas la solution du problème éléments finis uh pour
estimer l’erreur, mais seulement les données du problème (géométrie, maillage...) et
la régularité de la solution exacte inconnue. Il est démontré qu’asymptotiquement,
l’encadrement de la norme énergétique de l’erreur sur toute la structure Ω se met
sous la forme :

‖ e ‖K,Ω6 θ2 = Chq (3.8)

avec :
– h : taille caractéristique du maillage spatial ;
– q : coefficient positif dépendant de la régularité de la solution exacte ;
– C : constante dépendant de la forme des éléments du maillage, mais indépen-

dante de h et q.

Cet estimateur est à la base de plusieurs techniques d’optimisation de maillages. Il
n’est cependant pas assez précis pour faire une estimation fine de l’erreur de discré-
tisation.

b. Estimation a posteriori de l’erreur • Ce type de méthodes utilise la
solution approchée (uh,�h) du problème pour estimer l’erreur de discrétisation. Il
s’agit donc d’un post-traitement du problème éléments finis, et nous cherchons un
encadrement pour la norme énergétique de l’erreur exacte ‖ e ‖K,Ω tel que :

‖ e ‖K,Ω 6 θ2 =‖ eh ‖K,Ω (3.9)

où la fonction ‖ eh ‖K,Ω est une fonction qui dépend de la solution approchée et qui
caractérise l’estimateur d’erreur. Nous pouvons distinguer trois familles de méthodes
permettant de calculer cet estimateur :
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– les méthodes basées sur le défaut d’équilibre (Babus̆ka and Rheinboldt [1978a]) ;
– les méthodes basées sur le lissage des contraintes (Zienkiewicz and Zhu [1987]) ;
– les méthodes basées sur l’erreur de comportement (Ladevèze [1995]).

3.1.1.2 Méthodes basées sur les défauts d’équilibre

Cette famille d’estimateurs d’erreur a été initiée par Babus̆ka et Rheinboldt
en 1978 (Babus̆ka and Rheinboldt [1978a,b], Ainsworth and Oden [1997], Verfürth
[1996]). Elle est basée sur l’équation des résidus (3.5) qui traduit le non respect de
l’équilibre par la solution approchée (uh,�h). Nous pouvons écrire l’équation (3.5)
de la manière suivante :

∫

Ω

Tr[K"(e)"(u∗)]dM = R(u∗) ∀u∗ ∈ Uad,0 (3.10)

avec

R(u∗) =
∑

E

∫

E

rE.u
∗dE −

∑

Γ

∫

Γ

tΓ.u
∗dΓ

où E et Γ désignent respectivement l’ensemble des éléments et des peaux (arètes en
2D) du maillage éléments finis utilisé. Les termes rE et tΓ sont définis par :

rE = (div�h + fd)|E (3.11)

tΓ =

{�h|Ei
nEi

+ �h|Ej
nEj

si Γ se trouve entre deux éléments Ei et Ej�h|Ei
nEi

− Fd si Γ se trouve sur le bord
(3.12)

Remarque : Une propriété importante est que :

R(u∗
h) = 0 ∀u∗

h ∈ Uh,0 (3.13)

où Uh,0 est l’espace vectoriel associé à Uh.
Nous pouvons distinguer deux sous familles d’estimateurs basées sur l’évaluation

des défauts d’équilibre :
– les estimateurs explicites ;
– les estimateurs implicites.

a. Estimateurs explicites • (« Global Explicit Residual Based Error Estima-
tor » Babus̆ka and Rheinboldt [1978a]) : Cette estimation de l’erreur est dite ex-
plicite car elle utilise directement l’équation des résidus (3.10). La première étape
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du raisonnement est d’écrire l’équation des résidus en choisissant e comme champ
virtuel (u∗ = e) :

(e, e)K,Ω =
∑

E

∫

E

rE.edE −
∑

Γ

∫

Γ

tΓ.edΓ

=
∑

E

∫

E

rE.(e − Πe)dE −
∑

Γ

∫

Γ

tΓ.(e − Πe)dΓ

où Πe est la projection de e sur l’espace éléments finis. L’inégalité de Cauchy–
Schwartz nous donne alors :

(e, e)K,Ω ≤
∑

E

||rE||E.||e − Πe||E +
∑

Γ

||tΓ||Γ.||e − Πe||Γ

où nous avons introduit les normes suivantes :

|| • ||2E =

∫

E

•. • dE ; || • ||Γ =

∫

Γ

•. • dΓ

À l’aide des inégalités de Poincaré de la forme :

||e − Πe||E ≤ C1hE||e||K,E

||e− Πe||Γ ≤ C2lΓ||e||K,Γ

nous aboutissons finalement à l’estimation suivante pour l’erreur :

||e||2
K,Ω ≤ θ2 =

∑

E

||C1hErE||2E +
∑

Γ

||C2lΓtΓ||2Γ (3.14)

où hE et lΓ sont respectivement des mesures de E et Γ. Les constantes C1 et C2

dépendent du problème de référence (de sa stabilité notamment), de la forme des
éléments et des fonctions d’interpolation. Leur évaluation précise n’est pas toujours
possible. Les études menées montrent que cet estimateur tend à être assez pessimiste
sur l’évaluation de l’erreur réelle. Des détails complets sur la méthode des résidus
explicite peuvent être trouvés, par exemple, dans Verfürth [1996].

b. Estimateurs implicites • Ces méthodes sont plus coûteuses que les mé-
thodes explicites, mais elles donnent de meilleurs résultats. Elles se basent à nou-
veau sur l’équation (3.10) en essayant cette fois d’approximer l’erreur e localement
en résolvant des problèmes locaux par élément ou par groupe d’éléments (patchs).
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b.a. Problèmes locaux par patch d’éléments • La première méthode des
résidus implicite a été présentée par Babus̆ka sous le nom de « Subdomain Residual
Method » (Babus̆ka and Rheinboldt [1978b], Babus̆ka and Miller [1987]). L’approxi-
mation de e y est faite sur des ensembles d’éléments ou patchs, avec des conditions
limites de Dirichlet homogènes. Chaque patch Di est constitué par l’ensemble des
éléments connectés au nœud i du maillage.

Les problèmes locaux associés consistent à chercher vi nul sur ∂0Di (partie de
∂Di non incluse dans ∂2Ω) tel que ∀u∗ nul sur ∂0Di :

∫

Di

Tr[K"(vi)"(u∗)]dM =
∑

E⊂Di

∫

E

rE .u
∗dE −

∑

Γ⊂Di

∫

Γ

tΓ.u
∗dΓ

Nous définissons alors l’estimateur d’erreur globale θ par l’expression :

θ2 =
∑

i

∫

Di

Tr["(vi)K"(vi)]dM

Cette méthode donne généralement une sous-estimation de la norme de l’erreur
réelle ||e||K,Ω. Elle a donc été revisitée par la suite pour obtenir des estimateurs qui
soient des majorants de ||e||K,Ω (Carstensen and Funken [2000], Morin et al. [2001],
Prudhomme et al. [2004]).

b.b. Problèmes locaux par élément • En 1984, Demkowicz & al ont in-
troduit la « Element Residual Method (ERM) » (Demkowicz et al. [1984]), basée
sur la résolution de problèmes locaux définis par élément avec des conditions limites
de Neumann. Les problèmes locaux consistent à chercher, sur chaque élément E un
champ vE nul sur ∂1E = ∂E ∩ ∂1Ω tel que ∀u∗ nul sur ∂1E :

∫

E

Tr[K"(vE)"(u∗)]dE =

∫

E

rE .u
∗dE +

∫

∂E−∂1E

R.u∗dΓ

où R est une densité d’effort donnée. L’estimateur d’erreur utilisé s’écrit alors :

θ2 =
∑

E

θ2
E =

∑

E

∫

E

Tr[K"(vE)"(vE)]dE

La qualité de cette méthode repose essentiellement sur le choix des densités R qui
doivent respecter l’équilibre global de chaque élément. Une première façon de faire
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est de contourner cette difficulté en recherchant une solution vE dans un sous-espace
régularisant (Ainsworth and Oden [1997]). Une autre consiste à construire les densi-
tés R de façon à assurer l’équilibre des efforts appliqués sur chaque élément (méthode
EqRM, Bank and Weiser [1985], Ainsworth and Oden [1993], Babus̆ka et al. [1994]).

3.1.1.3 Méthodes basées sur les défauts de régularité

Également appelées méthodes de lissage, ces méthodes sont dues aux travaux de
Zienkiewicz & Zhu [Zienkiewicz and Zhu, 1987, 1992]. Elles consistent à construire
une solution en contraintes �∗ plus régulière que celle obtenue par la méthode des
éléments finis. Cette démarche est légitime car la solution approchée �h présente des
discontinuités et ne converge pas en tout point avec le même taux vers la solution
exacte �ex. Si la solution lissée �∗ est de meilleure qualité que la solution calculée�h, i.e. :

||�ex − �∗||K−1,Ω ≤ A||�ex − �h||K−1,Ω ; 0 ≤ A ≤ 1

alors nous obtenons :

||e||K,Ω = ||�ex − �h||K−1,Ω ≤ C||�∗ − �h||K−1,Ω avec C =
1

1 − A
≥ 1

et la quantité calculable ||�∗ − �h||K−1,Ω peut alors être prise comme estimateur de
l’erreur globale. Cet estimateur est d’autant meilleur que la constante A est petite ;
néammoins, nous n’obtenons souvent qu’un indicateur d’erreur avec cette méthode,
car la valeur de A est rarement connue de façon précise.

Nous voyons donc que la pertinence des méthodes de lissage repose sur la façon
de construire la solution lissée. Deux versions successives ont été proposées pour
calculer le champs de contrainte lissé �∗.

a. Version ZZ1 • Dans cette première version (Zienkiewicz and Zhu [1987]),
nous cherchons �∗ sous la forme :�∗(M) =

∑

i

Aihi(M)

où les termes Ai sont des tenseurs constants, symétriques, associés au nœud i, et
interpolés sur les fonctions de base éléments finis hi(M) pour former la solution
lissée �∗(M). Différentes techniques ont été employées pour déterminer les Ai :
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– par projection globale, avec minimisation de la fonctionnelle aux moindres
carrés ||�∗−�h||2K−1,Ω. Cette minimisation conduit à la résolution d’un système
linéaire global qui peut être assez coûteux ;

– par une moyenne locale aux nœuds du maillage, en prenant en compte les
contributions du champ de contraintes �h sur les éléments qui entourent le
nœud considéré.

Ces méthodes simples ne sont malheureusement pas très performantes, en par-
ticulier lorsque le maillage est assez grossier ou lorsque les éléments sont d’ordre
élevé. Elles sont pourtant très répandues et populaires dans l’ingénierie, car le coût
de calcul qu’elles engendrent est très faible.

b. Version ZZ2 • Dans cette seconde version (Zienkiewicz and Zhu [1992]), des
améliorations ont été apportées pour le calcul des termes Ai. Nous recherchons sur
des patchs d’éléments Dj , une fonction �|Dj

appartenant à un espace de fonctions
polynômiales Π, qui minimise l’écart énergétique avec la solution éléments finis �h

sur un ensemble de points de contrôle P :

min�̃|Dj
∈Π

∑

P

Tr[(�̃|Dj
(P ) − �h(P ))K−1(�̃|Dj

(P ) − �h(P ))] (3.15)

Les points P sont confondus avec les points de superconvergence du maillage lorsque
ceux-ci sont connus (points de Gauss en 1D).

Nous reconstruisons ensuite, par extrapolation de �|Dj
, les termes Ai|Dj

sur
chaque nœud d’évaluation du patch Dj. Les tenseurs Ai sont finalement déterminés
en moyennant les contributions des différents patchs :

Ai =
1

m

∑

Dj

Ai|Dj

avec m le nombre de patchs contenant le nœud i.

Cette dernière méthode est notée « Superconvergence Patch Recovery » (SPR).
Elle est plus performante que la méthode « ZZ1 », mais aussi plus coûteuse. Son
principal défaut réside dans le fait que les propriétés de superconvergence sont sou-
vent dépendantes du problème.

3.1.1.4 Méthodes basées sur l’erreur en relation de comportement

Ces méthodes ont été initiées par Ladevèze et utilisées dans un premier temps
pour les problèmes de thermique et d’élasticité linéaire en 2D (Ladevèze et al. [1991],
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Ladevèze [1995]) avant d’être étendues à l’élasticité 3D (Coorevits et al. [1997]) et
incompressible (Gastine et al. [1992]). Le principe de l’erreur en relation de com-
portement repose sur le partitionnement des équations du problème de référence en
deux groupes :

– les conditions d’admissibilité ;
– les relations de comportement.
En pratique, les relations de comportement sont souvent les moins fiables de

toutes les équations du modèle de référence. Aussi, pour mesurer l’erreur, l’idée est
de déterminer, à partir de la solution approchée (uh,�h) du problème de référence,
une nouvelle solution (û, �̂) pour laquelle û est un champ de déplacements cinémati-
quement admissible (CA) et �̂ est un champ de contraintes statiquement admissible
(SA). L’erreur que nous mesurons ensuite correspond à la non vérification de la
relation de comportement (équation (3.3)) entre û et �̂.

a. Définition et propriétés •

a.a. Première définition • La mesure globale de l’erreur en relation de
comportement erdc(û, �̂) s’écrit :

e2rdc =
1

2
||�̂ − K"(û)||2

K−1,Ω (3.16)

a.b. Définition plus générale • Nous pouvons utiliser une définition plus
générale de erdc en faisant intervenir les potentiels thermodynamiques duaux ϕ et
ϕ∗ :

e2rdc =

∫

Ω

[
ϕ
("(û)

)
+ ϕ∗

(�̂)− Tr
[�̂"(û)

]]
dM

avec :

ϕ
(
•
)

=
1

2
Tr[K • •]

ϕ∗
(
•
)

=
1

2
Tr[K−1 • •]

Cette écriture nous permet d’interpréter l’erreur de manière énergétique puis-
qu’en développant la relation précédente, nous obtenons :

e2rdc(û, �̂) = J1(û) + J2(�̂) (3.17)
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où J1 et J2 sont respectivement l’énergie potentielle et l’énergie complémentaire
globale de la structure. Ces énergies s’écrivent :

J1(û) = Φ
("(û)

)
−
∫

Ω

fd.ûdM −
∫

∂2Ω

Fd.ûdS

J2(�̂) = Φ∗
(�̂)− ∫

∂1Ω

(�̂.n).uddS

avec Φ
(
•) =

∫
Ω
ϕ(•)dM et Φ∗

(
•) =

∫
Ω
ϕ∗(•)dM .

a.c. Propriétés • Cette dernière définition de l’erreur en relation de com-
portement nous permet de retrouver les théorèmes classiques de l’énergie potentielle
et de l’énergie complémentaire dont nous déduisons les propriétés suivantes :

erdc(û, �̂) = 0 ⇔ (û, �̂) = (uex,�ex) (3.18)

et

||uex − û||2
K,Ω + ||�ex − �̂||2

K−1,Ω = 2e2rdc(û, �̂) (3.19)

Cette deuxième relation est connue sous le nom de théorème de Prager-Synge
(Prager and Synge [1947]). C’est la relation fondamentale de cette méthode car elle
permet d’obtenir une majoration directe de ||uex − û||K,Ω et ||�ex − �̂||K−1,Ω.

b. Construction des champs admissibles • La construction de la solution
admissible (û, �̂) est le point clé de cette méthode. Sa qualité va définir la perfor-
mance de l’estimation d’erreur associée. L’idée suivie est de reconstruire une solu-
tion admissible (û, �̂) le plus simplement possible, à partir de la solution approchée
(uh,�h), et des données du problème. Le fait de travailler avec la méthode des élé-
ments finis en déplacement permet de prendre û = uh. La qualité de cet estimateur
repose donc sur la construction du champ de contraintes admissible �̂.

Deux techniques différentes permettent de calculer �̂ :
– la technique « standard » est basée sur la solution approchée �h et sur une

condition de prolongement (Ladevèze [1995], Ladevèze and Leguillon [1983],
Ladevèze and Pelle [2004]) ;

– la technique « améliorée » est basée sur la minimisation de l’énergie complé-
mentaire (Ladevèze and Pelle [2004], Ladevèze and Florentin [2006]).

La seconde technique de construction des champs �̂ est plus coûteuse, mais elle
est aussi beaucoup plus performante pour l’évaluation des contributions locales de
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l’erreur, en particulier en présence de singularités ou dans le cas de maillages aniso-
tropes.

Dans le cas que nous traitons dans ce mémoire, à savoir la mesure de l’erreur
globale pour des problèmes stochastiques avec contact, nous utilisons la technique
« standard » comme base pour la construction des champs de contraintes admis-
sibles. Nous allons donc décrire de manière plus précise cette technique « standard »

qui se fait en deux phases :

Première phase : Nous construisons des densités d’efforts F̂, définies sur les
arêtes des éléments du maillage, qui respectent l’équilibre global de chaque élément,
et qui sont destinées à traduire la continuité du vecteur contraintes à la traversée
des interfaces entre ces éléments.

∫

Ei

fd.usdE +

∫

∂Ei

ηEi
F̂.usdS = 0 (3.20)

où :
– us désigne tout champ de déplacement de solide rigide ;
– ηEi

prend les valeurs +1 ou −1 selon la direction arbitraire donnée à la normale
ηk de l’arête Γk entre les éléments Ei et Ej .

Figure 3.3 – Première phase du calcul des champs admissibles

Pour les arêtes incluses dans ∂2Ω, ces densités sont égales aux efforts imposés
Fd. Le lien entre la solution éléments finis �h et la solution admissible �̂ se fait via
la condition de prolongement :

∫

E

Tr[(�̂ − �h)"(hi)]dE = 0 ∀E ∈ Ω ∀i (3.21)

avec :
– E : un élément quelconque du maillage ;
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– hi : fonction de forme éléments finis associée au nœud i.
En travaillant sur les deux équations précédentes, nous arrivons aux relations (3.22),
définies en chaque nœud du maillage, qui permettent de déterminer localement les
projections des densités F̂ sur les fonctions de base hl :

∫

∂E

ηEF̂.hl dS =

∫

∂E

(�hη).hl dS −
∫

E

fd.hl dE ∀l (3.22)

Ces relations conduisent à résoudre en chaque nœud l un petit système d’équations
dont le nombre d’inconnues blj =

∫
Γj

F̂.hl dS correspond au nombre d’arêtes Γj

touchant le nœud l, et le nombre d’équations correspond au nombre d’éléments Ei

touchant le nœud l.

Seconde phase : Une fois les densités F̂ déterminées, nous calculons le champ
de contraintes �̂ en résolvant, sur chaque élément Ei du maillage, un problème
d’équilibre pour lequel les densités F̂ constituent le chargement de bord :

div�̂|Ei
+ fd|Ei

= 0 dans Ei�̂|Ei
n = ηEi

F̂|Ei
sur ∂Ei (3.23)

Figure 3.4 – Problème à résoudre par élément

Il existe plusieurs façons de calculer ce champ �̂|Ei
. Nous pouvons par exemple

faire une résolution analytique du problèmes (3.23) en cherchant �̂|Ei
sous forme po-

lynômiale (Ladevèze and Maunder [1996]). Mais de manière générale, nous préferons
une résolution numérique de ces problèmes à l’aide d’une méthode éléments finis en
déplacement. Nous cherchons donc une solution approchée �̂h|Ei

sur un maillage à
un seul élément qui est Ei lui-même, mais en utilisant des fonctions de forme de
degré élevé (degré p+ k).
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Cette p-version de l’enrichissement de l’espace d’approximation éléments finis
initial est préférée à une h-version car elle présente un taux de convergence plus
grand (des études menées dans Babus̆ka et al. [1994] montrent que nous obtenons
de très bons résultats à partir de k = 3). De plus, elle évite de générer un nouveau
maillage.

Une étude sur des cas tests (Ladevèze and Pelle [2004]) montre que la reconstruc-
tion numérique de �̂h|Ei

s’avère être plus efficace que celle faite analytiquement, prin-
cipalement lorsque les éléments sont distordus ou aplatis (Ladevèze and Florentin
[2006]).

Remarque : Signalons que, bien que le champ �̂h|Ei
obtenu numériquement ne soit

pas rigoureusement en équilibre, la comparaison avec une solution théorique �̂theo
|Ei

(utilisant la solution exacte du problème dual sur Ei) montre que l’erreur commise
est faible, i.e. que les contraintes �̂h|Ei

et �̂theo
|Ei

, bien qu’a priori différentes, ont des
normes semblables.

c. Estimateur associé • Une erreur en relation de comportement peut être
calculée à partir de la solution admissible (û, �̂) construite précédemment. D’après
(3.19), nous pouvons prendre comme estimateur de l’erreur globale :

θ =
√

2erdc(û, �̂)

Cet estimateur est un majorant garanti de l’erreur vraie et peut aisément se diviser
en contributions élémentaires, sous la forme θ2 =

∑
E θ

2
E avec :

θ2
E = 2||�̂ − K"(û)||2

K−1,E

Nous pouvons par ailleurs montrer qu’il existe un réel C tel que :

erdc(û, �̂) ≤ C||uex − uh||K,Ω

où C est une constante indépendante du maillage (Ladevèze and Pelle [2004]). Ceci
donne une borne inférieure de l’erreur et montre que l’erreur en relation de compor-
tement converge comme l’erreur vraie.

3.1.2 Méthodes relatives aux problèmes de contact en sta-
tique

3.1.2.1 Modèle de référence avec contact

Nous reprenons les notations du problème de contact défini au chapitre 2.1.1. Le
problème de contact unilatéral, dans le cadre déterministe, peut être formulé de la
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façon suivante :

Figure 3.5 – Modèle de référence pour le contact

trouver S = {uℓ(M),�ℓ(M),wℓ(M),Fℓ(M)}2
ℓ=1 tel que :

– (uℓ(M),wℓ(M)) vérifient l’admissibilité cinématique : équations (2.3) et (2.4) ;
– (�ℓ(M),Fℓ(M)) vérifient l’admissibilité statique : équations (2.5) et (2.6) ;
– (uℓ(M),�ℓ(M)) vérifient les relations de comportement dans les sous struc-

tures Ωℓ : équations (2.7) ;
– (wℓ(M),Fℓ(M)) vérifient les relations de comportement sur l’interface Ic :

équation (2.8).

3.1.2.2 Estimateur basé sur les résidus d’équilibre

Les estimateurs d’erreur basés sur les résidus d’équilibre ont été étendus au cas du
contact sans frottement par Carstensen et al. [1999] puis au cas du frottement, et des
grandes déformations élastiques dans (Wriggers and Scherf [1998], Wriggers et al.
[2003]).

Les auteurs de ces travaux proposent de contrôler des problèmes où la loi de
contact est pénalisée. Une raideur de peau ε est donc introduite et permet de lier
linéairement les efforts de contact à l’interpénétration des deux corps. L’erreur en
solution que nous cherchons à estimer est donc :

eε = uex,ε − uh (3.24)
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où ε désigne le paramètre de pénalisation, et uex,ε désigne la solution exacte du
problème pénalisé. Dans la mesure d’erreur proposée pour le cas du contact, nous
retrouvons les deux termes proposée pour les problèmes linéaires :

∑

E

||C1hErE||2E
∑

Γ

||C2lΓtΓ||2Γ

auxquels sont ajoutés deux autres termes :
– un premier dûe à l’erreur de la composante normale du contact dans lequel le

paramètre de pénalisation ε apparâıt :

∑

Ic

C2
3 l

2
Ic

∫

Γ∈Ic

||ε〈uhn〉−nΓ − �hnΓ||2ΓdΓ
︸ ︷︷ ︸

||t3Γ||
2

Γ

où uhn = uh.nΓ et ε〈uhn〉− représentent les forces de contact projetés sur la
normale au contact.

– un second du à la friction qui fait apparâıtre les paramètres de frottement :

∑

Ic

C2
4 l

2
Ic

∫

Γ∈Ic

||µ�hnΓ − �htΓ||2ΓdΓ
︸ ︷︷ ︸

||t4Γ||
2

Γ

Nous aboutissons finalement à l’estimation suivante pour l’erreur :

||eε||2K,Ω ≤
∑

E

||C1hErE||2E +
∑

Γ/∈Ic

||C2lΓtΓ||2Γ +
∑

Γ∈Ic

||C3lΓt3Γ||2Γ +
∑

Γ∈Ic

||C4lΓt4Γ||2Γ

(3.25)

Les constantes C1, C2, C3 et C4 dépendent du problème de référence. Le principale
défaut de cet estimateur d’erreur est qu’il conduit à une mesure de l’écart entre la
solution éléments finis et la solution exacte du problème pénalisé (uex,ε,�ex,ε), et non
pas la solution exacte du problème initial (uex,�ex).

3.1.2.3 Estimateur basé sur le lissage des contraintes

Dans Rieger and Wriggers [2001], les auteurs montrent qu’il est possible d’étendre
les estimateurs basés sur le lissage des contraintes aux problèmes de contact sans
frottement.

La nouvelle procédure de lissage des contraintes nécessite certaines précautions
particulières au voisinage de l’interface de contact. En effet, la pression de contact,
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c’est à dire nc.�nc, ne doit pas subir de saut à la traversée de l’interface de contact
Ic. De plus, nous devons nous assurer que les efforts tangentiels, tc.�nc, sont nuls
dans le cas du contact sans frottement.

Ces contraintes doivent être utilisées dans la procédure de lissage afin de consi-
dérer implicitement les conditions de contact. La notion de patchs est conservée
afin de minimiser le coût de la méthode, mais adaptée afin de prendre en compte la
spécificité du problème. Pour chaque nœud i de la zone de contact, nous définissons :

– un patch dit « standard » contenant tous les éléments connectés au nœud i,
– une « extension » de ce patch contenant tous les éléments connectés au nœud
j, nœud le plus proche du nœud i appartenant à l’autre corps.

Ensuite, la minimisation au sens des moindres carrés de l’écart entre le champ de
contraintes éléments finis, non régulier, et le champ de contraintes lissé, polynomial
par patch, est effectuée sous les contraintes de vérification des conditions spécifiques
au contact. La prise en compte des conditions sur Ic se fait par exemple par une
méthode de pénalisation.

Ce type d’estimateur a été comparé à celui basé sur les résidus d’équilibre pré-
senté au paragraphe précédent dans Wriggers and Scherf [1998]. Les auteurs consi-
dèrent un exemple de remaillage et étudient l’évolution, en fonction du nombre
d’éléments, de la pression de contact en un point précis où la valeur théorique est
connue. Il apparâıt alors que seul l’estimateur basé sur les résidus d’équilibre conduit
à une pression de contact convergeant correctement vers la valeur théorique lorsque
le maillage est raffiné.

Une autre méthode consiste à lisser le champ de contraintes sans tenir compte
des spécificités liées au contact, et à ajouter un terme à l’erreur :

θ2 =‖ �∗ − �h ‖2
Ω +

∫

Γ∈Ic

||ε〈uhn〉−nΓ − �hnΓ||2ΓdΓ

où ε〈uhn〉−nΓ représente les forces de contact projetées sur la normale au contact
et où �hnΓ représente les efforts normaux issus du calcul éléments finis.

Cette écriture de l’erreur fait de nouveau apparâıtre le paramètre de pénalisation
ε, ce qui signifie que cette dernière technique est de nouveau associée à un problème
de référence où la loi de contact est pénalisée.
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3.1.3 L’erreur en relation de comportement pour le contact

Le principe repose toujours sur le partitionnement des équations du problème de
référence en deux groupes :

– les conditions d’admissibilité : équations (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) ;
– les relations de comportement : équations (2.7) et (2.8).

Nous construisons d’abord une solution Sad = {ûℓ, �̂ℓ, ŵℓ, F̂ℓ}2
ℓ=1 qui vérifie exac-

tement les conditions d’admissibilité, puis nous quantifions sa qualité par la façon
dont les relations de comportement sont vérifiées. Nous pouvons alors définir une
mesure d’erreur en relation de comportement pour les problèmes de contact par :

e2rdc(Sad) =
1

2

2∑

ℓ=1

‖ �̂ℓ −Kℓ"(ûℓ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ +

∫

Ic

[b(−ŵc, F̂c) + ŵc.F̂c]dS (3.26)

Dans le cas particulier du frottement, le bipotentiel b(−ŵc, F̂c) fait intervenir

les fonctions indicatrices χB(−ŵc) et χC(µ)(F̂
c), qui peuvent prendre des valeurs

infinies. Pour éviter d’avoir une erreur estimée infinie, nous introduisons, en plus de
l’admissibilité classique définie par les équations (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6), la notion
d’admissibilité au sens strict.

3.1.3.1 Définition de l’admissibilité stricte

Les champs {ûℓ, �̂ℓ, ŵℓ, F̂ℓ}2
ℓ=1 sont admissibles au sens strict s’ils vérifient les

équations d’admissibilité (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) ainsi que :

F̂c ∈ C(µ) et − ŵc ∈ B (3.27)

ce qui permet d’assurer que la mesure de l’erreur reste finie.

3.1.3.2 Construction des champs admissibles

La construction des champs admissibles pour des problèmes de contact est expli-
citée dans Louf et al. [2003]. La structure que nous étudions est composée de deux
types d’entités : les sous structures Ωℓ et l’interface Ic. L’estimateur d’erreur proposé
est donc composé de deux termes :

– un terme d’erreur sur les sous structures :

e2rdc|sst =
1

2

2∑

ℓ=1

‖ �̂ℓ − Kℓ"(ûℓ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ

76 Rapport de thèse
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– un terme d’erreur sur l’interface :

e2rdc|inter =

∫

Ic

[b(−ŵc, F̂c) + ŵc.F̂c]dS

Nous avons donc deux étapes distinctes pour le calcul des champs admissibles :
un calcul des champs admissibles ûℓ et �̂ℓ sur les sous structures, et un calcul des
champs admissibles ŵℓ et F̂ℓ sur l’interface.

a. Champs admissibles sur les sous structures • Le calcul des champs ad-
missibles se fait en trois phases.

Première phase : Dans cette première phase, nous isolons chaque sous structure
Ωℓ. Chaque sous structure est soumise à des déplacements imposés uℓ

d sur son bord
∂1Ω

ℓ, à des efforts imposés Fℓ
d sur son bord ∂2Ω

ℓ, et est en relation avec l’interface Ic.
Pour ce calcul d’erreur, nous supposons que la surface de contact de la sous structure
Ωℓ qui touche Ic est un bord à efforts imposés Fc (figure 3.6).

Figure 3.6 – Première phase : la sous structure est isolée

Une fois cette sous structure isolée, le calcul des champs admissibles est le même
que celui décrit au paragraphe 3.1.1.4. Le champ de déplacements admissible ûℓ est
égal au champ de déplacements approché uℓ

h, et nous construisons un champ de
contraintes admissible �̂ℓ grâce à la technique « standard » détaillée précédemment.

Deuxième phase : Nous construisons des densités d’efforts F̂ℓ, définies sur les
arêtes des éléments du maillage de Ωℓ, qui respectent l’équilibre globale de chaque
élément (figure 3.3).
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Troisième phase : Nous calculons le champ de contraintes �̂ℓ en résolvant sur
chaque élément Ei du maillage un problème d’équilibre pour lequel les densités F̂ℓ

constituent le chargement de bord (figure 3.4).
Remarque : La contribution de l’erreur associée à la sous structure Ωℓ peut être
interprétée comme une estimation de l’erreur globale sur la sous structure Ωℓ soumise
aux chargements Fℓ

d et Fc. Cette manière de calculer les champs admissibles permet
aussi de paralléliser les calculs d’erreur. Ainsi, le processeur qui aura fait le calcul
éléments finis sur la sous structure Ωℓ se chargera aussi du calcul de la contribution
à l’erreur associée à cette sous structure.

b. Champs admissibles sur l’interface • Dans le cadre de la méthode LATIN
(figure 2.3), les champs admissibles ŵc et F̂c sur l’interface sont calculés en respectant
le schéma suivant :

1. plaçons nous à l’itération n de la méthode LATIN ;

2. dans un premier temps, à l’étape linéaire, nous cherchons

S(n) = {uℓ
(n),�ℓ

(n),w
ℓ
(n),F

ℓ
(n)}2

ℓ=1

à partir de la solution

Ŝ(n−1) = {ûℓ
(n−1), �̂ℓ

(n−1), ŵ
ℓ
(n−1), F̂

ℓ
(n−1)}2

ℓ=1

de l’étape locale (n− 1) ;

3. dans un second temps, à l’étape locale, nous calculons

Ŝ(n) = {ûℓ
(n), �̂ℓ

(n), ŵ
ℓ
(n), F̂

ℓ
(n)}2

ℓ=1

à partir de la solution S(n) de l’étape linéaire (n).

Vis-à-vis de la solution S(n), les champs ŵℓ
(n−1) sont des champs de déplacements

d’interface strictement admissibles car ils vérifient les équations (2.4) et (3.27). Nous
prendrons donc ŵℓ = ŵℓ

(n−1).

Vis-à-vis de la solution S(n), les champs F̂ℓ
(n) sont des champs d’efforts d’inter-

face strictement admissibles car ils vérifient les équations (2.5), (2.6) et (3.27). Nous

prendrons donc F̂ℓ = F̂ℓ
(n).
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3.2 Estimateur d’erreur dans le cadre stochastique

3.2.1 Modèle stochastique de référence

Pour présenter l’erreur en relation de comportement dans le cadre stochastique,
nous reprenons les notations du problème de contact défini au chapitre 2.2.1 sur la
figure 2.2.

Le problème de contact unilatéral, dans le cadre stochastique, peut être formulé
de la façon suivante :

Trouver S(M, ξ) = {uℓ(M, ξ),�ℓ(M, ξ),wℓ(M, ξ),Fℓ(M, ξ)}2
ℓ=1 tel que :

– (uℓ(M, ξ),wℓ(M, ξ)) vérifient l’admissibilité cinématique : équations (2.9) et
(2.10) ;

– (�ℓ(M, ξ),Fℓ(M, ξ)) vérifient l’admissibilité statique : équations (2.11) et
(2.12) ;

– (uℓ(M, ξ),�ℓ(M, ξ)) vérifient les relations de comportement dans les sous
structures Ωi : équations (2.13) ;

– (wℓ(M, ξ),Fℓ(M, ξ)) vérifient les relations de comportement sur l’interface
Ic : équations (2.14).

La résolution numérique de ce problème consiste à calculer, par une méthode en
déplacement, une solution approchée de la forme suivante :

uℓ
h(M, ξ) =

n∑

i=0

P∑

j=0

aℓ
ijhi(M)Ψj(ξ)

3.2.2 Définition de l’estimateur d’erreur

La définition de l’erreur en relation de comportement, dans le cadre stochastique,
est un prolongement naturel de l’erreur en relation de comportement déterministe
définie au paragraphe 3.1.3. Nous procédons donc de la même manière :

1. d’abord nous calculons une solution admissible dans le cadre stochastique
S̃ad = {ũℓ, �̃ℓ, w̃ℓ, F̃ℓ}2

ℓ=1. La notation •̃ désigne les grandeurs stochastiques
admissibles ;

2. ensuite nous évaluons la non vérification de la relation de comportement entre
ces champs ẽrdc(S̃ad).
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Nous pouvons définir une mesure d’erreur en relation de comportement, pour
les problèmes de contact, dans le cadre stochastique, sur la base de l’espérance
mathématique de l’estimateur déterministe (Ladevèze [2003]) :

ẽ2rdc(S̃ad) =
∫

ξ

[
1

2

2∑

ℓ=1

‖ �̃ℓ −Kℓ"(ũℓ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ +

∫

Ic

[b(−w̃c, F̃c) + w̃c.F̃c]dS

]

︸ ︷︷ ︸
e2

rdc
(Sad(ξ))

φ(ξ)dξ

(3.28)

Compte tenu des propriétés de l’estimateur d’erreur déterministe (défini positif),
cette mesure d’erreur ẽrdc(S̃ad) est nulle si et seulement si erdc(Sad(ξ)) est nulle pour
tout ξ, donc si Sad(ξ) vérifie les relations de comportement pour tout ξ.

3.2.3 Construction des champs admissibles

Nous nous inspirons de la méthode « standard » en déterministe pour calculer
les champs admissibles dans le cadre stochastique. Nous allons donc construire la so-
lution admissible S̃ad(M, ξ) = {ũℓ(M, ξ), �̃ℓ(M, ξ), w̃ℓ(M, ξ), F̃ℓ(M, ξ)}2

ℓ=1 à partir
de la solution approchée Sh(M, ξ) = {uℓ

h(M, ξ),�ℓ
h(M, ξ),wℓ

h(M, ξ),Fℓ
h(M, ξ)}2

ℓ=1

grâce à la définition d’une condition de prolongement.
Nous retrouvons, dans le cadre stochastique, les mêmes propriétés que dans le

cadre déterministe : les champs de déplacements uℓ
h(M, ξ) issus d’une approximation

en déplacement sont admissibles. Donc ũℓ(M, ξ) = uℓ
h(M, ξ) et le point clé de ce

calcul d’erreur est la construction des champs de contraintes admissibles �̃ℓ(M, ξ).

3.2.3.1 Condition de prolongement

Pour calculer les champs statiquement admissibles �̃ℓ(M, ξ) à partir des champs
approchés �ℓ

h(M, ξ), nous définissons la condition de prolongement suivante :

∫

ξ

∫

Ωℓ

Tr[(�ℓ
h(M, ξ) − �̃ℓ(M, ξ))grad(hi(M))]φ(ξ)dMdξ = 0 ∀E ∈ Ω ∀i

(3.29)

Cette condition traduit la propriété suivante : l’espérance du travail des contraintes
admissibles sur le support des fonctions de base hi(M) doit être égale à l’espérance du
travail des contraintes approchées sur ce même support. Cette condition est l’équi-
valent, dans le cadre stochastique, de la condition de prolongement déterministe.
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3.2.3.2 Calcul des champs admissibles

a. Technique générale • La solution approchée en contraintes peut s’écrire de
la manière suivante : �ℓ

h(M, ξ) =
P∑

j=0

�ℓ
hj(M)Ψj(ξ)

où les �ℓ
hj(M) sont des champs de contraintes déterministes de base associés aux

fonctions de base stochastiques Ψj(ξ), ou encore champs modaux déterministes as-
sociés aux modes stochastiques Ψj(ξ). Ces champs �ℓ

hj(M) sont définis sur le maillage
géométrique et peuvent s’écrire en fonction du gradient des fonctions de base géo-
métriques hi(M).

Une technique simple pour calculer les champs de contraintes admissibles �̃ℓ(M, ξ)
est de construire : �̃ℓ(M, ξ) =

P∑

j=0

�̂ℓ
j(M)Ψj(ξ)

tel que les champs �̂ℓ
j(M) correspondent à des champs déterministes admissibles.

Nous pouvons les calculer à partir des champs de base approchés �ℓ
hj(M) de la

même manière que pour un calcul déterministe. Ces champs de base admissibles�̂ℓ
j(M) vérifient alors les équations suivantes :

– la condition de prolongement dans le cadre déterministe (équation (3.21)) :

∫

E

Tr[(�̂ℓ
j − �ℓ

hj)"(hi)]dE = 0 ∀E ∈ Ω ∀i

– l’admissibilité statique dans le cadre déterministe (équation (2.5)) : ∀u∗ ∈
Uad,0 :

∫

Ωℓ

Tr[�ℓ
j(M)"(u∗(M))]dM =

∫

Ωℓ

f ℓ
dj(M).u∗(M)dM+

∫

∂2Ωℓ

Fℓ
dj(M).u∗(M)dS +

∫

Ic

Fℓ
j(M).u∗(M)dS

où Fℓ
dj(M), Fℓ

j(M) et f ℓ
dj(M) désignent les champs d’efforts de base associés

aux fonctions de base stochastiques Ψj(ξ).

Les champs de contraintes admissibles calculés de cette manière vérifient bien :
– l’admissibilité statique dans le cadre stochastique (équation (2.11)) ;
– la condition de prolongement dans le cadre stochastique (équation (3.29)).
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b. Technique associée aux méthodes non intrusives • La construction des
champs admissibles �̃ℓ(M, ξ) est simplifiée lorsque nous utilisons une méthode de
calcul non intrusive. Nous pouvons en effet calculer �̃ℓ(M, ξ) aussi de manière non
intrusive, c’est-à-dire à partir d’une série de calculs d’erreur déterministes.

Figure 3.7 – Calcul de l’erreur stochastique à partir d’une série de calculs détermi-
nistes

Notons {Sℓ
hk(M, ξk)}K

k=1 les K solutions approchées déterministes permettant de
calculer la solution approchée du problème stochastique. Les {ξk}K

k=1 sont associés
aux K valeurs que prennent les paramètres variables pour les calculs déterministes.
Dans le cadre d’une interpolation de type éléments finis ou Lagrange sur l’espace
stochastique, chacune de ces solutions constitue un nœud du maillage stochastique.
Les fonctions Ψk(ξ) sont les fonctions de base associées à chacun de ces nœuds, et
la solution approchée du problème stochastique peut s’écrire :

uℓ
h(M, ξ) =

K∑

k=1

uℓ
h(M, ξk)Ψk(ξ)

=

n∑

i=0

K∑

k=1

aℓ
ikh

ℓ
i(M)Ψk(ξ)

Un calcul d’erreur déterministe pour chaque résolution k donne donc la série
de champs déterministes admissibles {ûℓ(M, ξk)}K

k=1 et {�̂ℓ(M, ξk)}K
k=1 associés aux

fonctions de base stochastiques Ψk(ξ). Les champs :

ũℓ(M, ξ) =
K∑

k=1

ûℓ(M, ξk)Ψk(ξ)�̃ℓ(M, ξ) =

K∑

k=1

�̂ℓ(M, ξk)Ψk(ξ)

sont donc admissibles au sens stochastique.
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3.2.4 Contributions par entités géométriques

La structure que nous étudions est toujours composée de deux types d’entitées :
les sous structures Ωℓ, et l’interface Ic, et nous retrouvons dans l’estimateur d’erreur
proposé :

– un terme d’erreur stochastique sur les sous structures :

ẽ2rdc|sst =
1

2

∫

ξ

2∑

ℓ=1

‖ �̃ℓ − Kℓ"(ũℓ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ φ(ξ)dξ

=
1

2
〈

2∑

ℓ=1

‖ �̃ℓ −Kℓ"(ũℓ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ〉 (3.30)

– un terme d’erreur sur l’interface :

ẽ2rdc|inter =

∫

ξ

∫

Ic

[b(−w̃c, F̃c) + w̃c.F̃c]dsφ(ξ)dξ

= 〈
∫

Ic

[b(−w̃c, F̃c) + w̃c.F̃c]ds〉 (3.31)

Nous retrouvons les deux étapes du calcul des champs admissibles : un calcul de
ũℓ et �̃ℓ sur les sous structures, et un calcul de w̃ℓ et F̃ℓ sur l’interface.

3.2.4.1 Contribution des sous structures :

Pour chaque calcul déterministe, nous reprenons les trois phases de construction
des champs de contraintes admissibles (paragraphe 3.1.3.2) :

– Première phase : nous isolons chaque sous structure Ωℓ ;
– Deuxième phase : nous construisons des densités d’efforts F̂ℓ, définies sur

les arêtes des éléments du maillage de la sous structure Ωℓ, qui respectent
l’équilibre globale de chaque élément ;

– Troisième phase : nous calculons le champ de contrainte �̂ℓ en résolvant sur
chaque élément E du maillage un problème d’équilibre pour lequel les densités
F̂ℓ constituent le chargement de bord.

– Quatrième phase : les K champs admissibles déterministes sont interpolés
sur la base de fonctions Ψk(ξ) :

ũℓ(M, ξ) =

K∑

k=1

ûℓ(M, ξk)Ψk(ξ)�̃ℓ(M, ξ) =
K∑

k=1

�̂ℓ(M, ξk)Ψk(ξ)
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Propriétés sur la moyenne et l’écart type : la contribution de l’erreur sur la
sous structure Ωℓ peut se réécrire de la manière suivante :

ẽ2rdc|Ωℓ =
1

2
〈‖ �̃ℓ − Kℓ"(ũℓ) ‖2

Kℓ−1 ,Ωℓ〉

=
1

2
〈‖ (�̃ℓ − 〈�̃ℓ〉) + 〈�̃ℓ〉 − (Kℓ"(ũℓ) − 〈Kℓ"(ũℓ)〉) − 〈Kℓ"(ũℓ)〉 ‖2

Kℓ−1 ,Ωℓ〉

=
1

2
‖ 〈(�̃ℓ − 〈�̃ℓ〉) − (Kℓ"(ũℓ) − 〈Kℓ"(ũℓ)〉)〉︸ ︷︷ ︸

erreur sur les écart types

+ 〈�̃ℓ〉 − 〈Kℓ"(ũℓ)〉︸ ︷︷ ︸
erreur sur les moyennes

‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ

(3.32)

Cette contribution de l’erreur peut donc être « séparée » en deux termes :
– un terme correspondant à une erreur en moyenne ;
– un terme correspondant à une erreur en écart type.

3.2.4.2 Contribution de l’interface :

Les champs admissibles sur l’interface sont calculés de la manière suivante :
– pour les K calculs déterministes, nous reprenons la méthode décrite dans le

paragraphe b. ;
– les K champs admissibles déterministes sont ensuite interpolés sur la base de

fonction Ψk(ξ) :

F̃ℓ(M, ξ) =

K∑

k=1

F̂ℓ(M, ξk)Ψk(ξ)

w̃ℓ(M, ξ) =
K∑

k=1

ŵℓ(M, ξk)Ψk(ξ)

3.3 Résultats numériques

Les calculs sont conduits sur l’exemple aube-disque du chapitre 2 (figure 2.9).
L’objectif de ces calculs est d’abord de vérifier, sur cet exemple, certaines propriétés
de l’estimateur d’erreur, puis d’estimer la qualité des modèles stochastiques et des
fonctions de répartition calculées au chapitre 2 (figures 2.17 et 2.16).

3.3.1 Discrétisations géométriques et stochastiques

Pour mettre en évidence les propriétés de l’estimateur d’erreur, nous faisons une
série d’études avec des approximations géométriques et stochastiques différentes.

84 Rapport de thèse
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Figure 3.8 – Maillages géométriques tests

Le nombre de degrés de liberté (ddl) associés aux maillages géométriques proposés
(figure 3.8) est, du plus grossier au plus fin : 1 000 ddl, 5 000 ddl et 16 000 ddl.

Rappelons que nous regardons l’influence des variations du coefficient de frotte-
ment µ au niveau des deux interfaces de contact et du module d’Young E de la sous
structure centrale. Pour tester l’estimateur sur l’espace stochastique, nous proposons
des approximations basées sur ces séries régulières de K = 4, 9, 16 et 25 calculs dé-
terministes. Les maillages stochastiques correspondants (valeurs des couples (µ,E))
sont présentés sur la figure 3.9.

Figure 3.9 – Maillages stochastiques tests

Nous avons choisi, pour les fonctions de base stochastique Ψk(ξ), une représen-
tation linéaire par morceaux, ce qui revient à prendre une approximation de type
éléments finis sur l’espace stochastique.

Une illustration des différentes phases du calcul de l’erreur sur chaque sous struc-
ture décrite au paragraphe 3.1.3.2 est donnée sur la figure 3.10.
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Figure 3.10 – Etapes du calcul de l’erreur

3.3.2 Evolution de l’erreur estimée

Nous observons, en premier lieu, le comportement de l’estimateur en fonction
de la qualité des approximations géométriques et stochastiques. Les résultats sont
présentés de la manière suivante :

– une courbe est tracée pour chaque approximation géométrique ;
– chaque courbe représente la variation de l’erreur en fonction de la discrétisa-

tion sur l’espace stochastique.

Cette première étude nous permet de vérifier les propriétés de base de l’esti-
mateur, à savoir la diminution de l’erreur avec l’augmentation de la précision sur
l’espace géométrique et sur l’espace stochastique. Pour une meilleure interprétation
des courbes, nous introduisons l’estimateur d’erreur relatif i(S̃ad) qui permet de
présenter les résultats sous la forme d’un pourcentage d’erreur sur la figure 3.11 :

i(S̃ad) =
ẽrdc(S̃ad)√

〈∑3
ℓ=1 ‖ �̃ℓ ‖2

Kℓ−1 ,Sℓ
〉

Cette figure 3.11 nous permet d’identifier deux proporiétés importantes :
– lorsque la discrétisation sur l’espace géométrique est affinée, l’erreur estimée
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Figure 3.11 – Comportement de l’estimateur d’erreur relatif i(S̃ad)

diminue. Cette propriété est directement issue des propriétés de l’estimateur
déterministe.

– lorsque la discrétisation sur l’espace stochastique est affinée, l’erreur estimée
diminue.

Une autre remarque importante est que, pour une discrétisation géométrique fixée,
l’erreur estimée semble converger vers une valeur assymptotique non négligeable
lorsque la discrétisation stochastique augmente. Ce comportement de l’estimateur
s’explique par le fait que l’erreur mesurée correspond à la somme de plusieurs termes :

– une contribution liée à l’approximation géométrique ;
– une contribution liée à l’approximation stochastique.

Pour un maillage géométrique donné, il est légitime de penser que la valeur
atteinte par l’estimateur d’erreur pour une discrétisation stochastique riche est une
bonne indication de la contribution géométrique de l’erreur.

Sur la figure 3.12, ce résultat est montré pour le maillage géométrique à 16 000
ddl. Nous avons calculé l’erreur pour des discrétisations stochastiques régulières
allant de 4 calculs déterministes (2 × 2, 2 valeurs pour chaque variable aléatoire) à
121 calculs déterministes (11 × 11, 11 valeurs pour chaque variable aléatoire).

La contribution géométrique de l’erreur calculée de cette manière nous donne
igeo = 22%.
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Figure 3.12 – Erreur estimée sur le maillage à 16 000 ddl

3.3.3 Indice d’efficacité

Afin de valider les résultats, nous construisons une solution très raffinée qui
pourra servir de référence pour le maillage géométrique à 1 000 ddl et qui est basée,
pour l’approximation géométrique, sur un modèle éléments finis de 200 000 ddl,
et pour l’approximation stochastique, sur une série régulière de K = 121 calculs
déterministes. Cette référence est présentée sur la figure 3.13.

Figure 3.13 – Référence

La comparaison entre le modèle à 1 000 ddl et ce modèle de référence nous permet
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de calculer un indice d’efficacité.

ν =

√√√√ ẽ2rdc(S̃ad)

〈∑3
ℓ=1 ‖ �ℓ

ref − �ℓ
h ‖2

Kℓ−1 ,Sℓ
〉
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Figure 3.14 – Indice d’efficacité de l’estimateur

Sur cet exemple, la figure 3.14 montre deux résultats importants. Le premier est
que l’indice d’efficacité est compris entre 1, 7 et 2, 4, ce qui veut dire que l’estimateur
proposé est assez précis. Le second est que l’indice d’efficacité est toujour supérieur à
1, ce qui veut dire que l’erreur estimée majore l’erreur de référence sur cet exemple.

3.3.4 Comparaison des interpolations

Les résultats précédents nous ont permis, pour une interpolation du type élé-
ments finis donnée sur l’espace stochastique, de vérifier que l’erreur estimée diminue
lorsque la discrétisation sur chaque espace est affinée. Nous pouvons aussi utili-
ser l’estimateur d’erreur ẽrdc pour comparer plusieurs types d’approximations. Dans
l’exemple présenté au chapitre 2, nous avons comparé de manière qualitative une ap-
proximation polynomiale standard à une approximation sur le chaos polynomial. La
comparaison avec une solution de référence sur l’espace stochastique nous a permis
d’évaluer la qualité de chacune de ces interpolations, et d’affirmer que l’interpolation
sur le chaos polynomial était meilleure pour ce problème. Nous avons maintenant
un outil qui nous permet de faire quantitativement cette comparaison.
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Les résultats obtenus sur l’exemple sont résumés dans le tableau 3.1 et doivent
être comparés aux résultats du tableau 2.1 . Nous y avons ajouté une comparaison
avec une interpolation linéaire par morceaux (éléments finis) basée sur un maillage
stochastique régulier. Sur ce tableau, nous remarquons que lorsque l’erreur diminue,
l’espérance et l’écart type des modèles approchés se rapprochent de l’espérance et
de l’écart type de la référence.

erreur relative espérance écart type
éléments finis 30% 3, 86 103 6, 28 102

standard 25% 4, 22 103 5, 49 102

chaos 22, 5% 4, 25 103 9, 14 102

référence 22% 4, 28 103 10, 0 102

Tableau 3.1 – Résultats

3.4 Conclusion partielle : indicateurs spécifiques

Dans ce chapitre, nous avons défini un estimateur d’erreur sur l’espace stochas-
tique. Ceci représente une étape importante vers la validation de modèles stochas-
tiques, surtout pour des problèmes fortement non linéaires pour lesquels des erreurs
importantes peuvent être commises si nous n’accordons pas une attention particu-
lière à la qualité de l’approximation. Les résultats numériques ont permis de mettre
en relief certaines propriétés de l’estimateur d’erreur proposé. Ils ont aussi mis en
évidence le rapport parfois disproportionné entre une contribution stochastique qui
ne semble pas significative face à la contribution géométrique, et l’influence pourtant
grande sur les résultats d’une étude statistique.

Dans le chapitre suivant, nous allons donc définir des indicateurs spécifiques per-
mettant de séparer ces contributions géométriques et stochastiques de l’erreur. La
définition de critères spécifiques associés à chacun de ces indicateurs nous permettra
d’évaluer la qualité des approximations sur chaque espace, et dans un second temps,
d’améliorer séparément ces approximations par des études adaptatives spécifiques.
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Chapitre 4

Indicateurs d’erreur spécifiques et
calcul adaptatif

Dans ce chapitre, nous allons définir des indicateurs
spécifiques permettant de séparer la contribution de

l’erreur due à l’approximation sur l’espace géométrique de
celle due à l’approximation sur l’espace stochastique. Nous

les utiliserons ensuite pour définir une technique
adaptative permettant de construire la meilleure

approximation sur l’espace stochastique.
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4.1. Séparation des contributions stochastique et géométrique

4.1 Séparation des contributions stochastique et

géométrique

4.1.1 Principe

Dans l’approximation que nous utilisons pour calculer le champ de déplacements
approché :

uh(M, ξ) =
n∑

i=0

P∑

j=0

aijhi(M)Ψj(ξ)

nous avons séparé les dépendances géométrique et stochastique. Cette écriture nous
permet de définir deux espaces d’approximation de dimensions finies. La figure 4.1
présente, de manière schématique, chacun de ces espaces d’approximation, ainsi que
l’écart entre la solution exacte et la solution approchée.

Figure 4.1 – Principe

A priori, cet écart peut être interprété comme la somme de deux contributions :
– la contribution géométrique, représentée par l’écart entre la solution exacte et

l’espace des champs géométriques approchés ;
– la contribution stochastique, représentée par l’écart entre la solution exacte et

l’espace des champs stochastiques approchés.
Nous allons donc décomposer l’estimateur d’erreur ẽrdc(S̃ad) pour faire apparâıtre

ces deux termes. Nous rappelons dans un premier temps que les notations employées
sont les suivantes (les exemples sont donnés sur le champ de déplacement) :
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– les champs stochastiques approchés sont notés : uh(M, ξ) ;
– les champs déterministes approchés pour chaque calcul k sont notés : uh(M, ξk) ;
– les champs stochastiques admissibles sont notés : ũ(M, ξ) ;
– les champs déterministes admissibles pour chaque calcul k sont notés : û(M, ξk) ;

La démarche que nous proposons, liée à l’utilisation d’une méthode non intrusive,
est illustrée sur la figure 4.2.

Figure 4.2 – Séparation des contributions stochastique et géométrique de l’erreur

4.1.2 Définition des indicateurs spécifiques

Pour plus de clarté dans la construction des indicateurs d’erreur spécifiques, nous
reprenons le modèle de référence avec contact dans le cadre stochastique présenté
au paragraphe 2.2.1, et nous travaillons séparément sur les sous structures et sur
l’interface.

4.1.2.1 Sur les sous structures

Dans le cadre des méthodes non intrusives, la construction des approximations
sur l’espace stochastique est réalisée à partir de l’interpolation d’une série de K cal-
culs déterministes. Le champ de contraintes approché �ℓ

h(M, ξ) de la sous structure
Ωℓ peut se calculer de deux manières :

– soit à partir de l’interpolation des K champs de déplacements approchés
{uℓ

h(M, ξk)}K
k=1 et de la relation de comportement :

uℓ
h(M, ξ) =

K∑

k=1

uℓ
h(M, ξk)Ψk(ξ)�ℓ

h1(M, ξ) = Kℓ(M, ξ)"(uℓ
h(M, ξ))

– soit à partir de l’interpolation des K champs de contraintes approchés
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{�ℓ
h(M, ξk)}K

k=1 : �ℓ
h2(M, ξ) =

K∑

k=1

�ℓ
h(M, ξk)Ψk(ξ)

Pour faire apparâıtre les contributions géométrique et stochastique de l’erreur, nous
travaillons avec ces deux constructions différentes du champ de contraintes approché
que nous introduisons dans l’équation (3.30) :

ẽ2rdc|Ωℓ(S̃ad) =
1

2
〈‖ �̃ℓ(M, ξ) −Kℓ"(ũℓ(M, ξ)) ‖2

Kℓ−1 ,Ωℓ〉

=
1

2
〈‖ �̃ℓ(M, ξ) − �ℓ

h1(M, ξ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ〉

=
1

2
〈‖ �̃ℓ(M, ξ) − �ℓ

h2(M, ξ)︸ ︷︷ ︸
I
geo|Ωℓ

+�ℓ
h2(M, ξ) − �ℓ

h1(M, ξ)︸ ︷︷ ︸
I
sto|Ωℓ

‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ〉 (4.1)

Cette équation fait apparâıtre deux termes :

• (�̃ℓ(M, ξ) − �ℓ
h2(M, ξ)), si nous développons ce terme sur les fonctions de base

stochastiques, nous trouvons :�̃ℓ(M, ξ) − �ℓ
h2(M, ξ) =

K∑

k=1

(�̂ℓ(M, ξk) − �ℓ
h(M, ξk))Ψk(ξ)

=
K∑

k=1

(erdc|Ωℓ(M, ξk))Ψk(ξ)

Ce terme correspond donc à l’interpolation de l’erreur déterministe. Sa norme
énergétique peut être interprétée comme l’espérance mathématique de l’erreur
géométrique, et peut donc servir d’indicateur de la contribution géométrique
de l’erreur sur la sous structure Ωℓ :

I2
geo|Ωℓ(S̃ad) = 〈‖ �̃ℓ(M, ξ) − �ℓ

h2(M, ξ) ‖2
Kℓ−1 ,Ωℓ〉 (4.2)

• ẽ2rdc|Ωℓ(S̃ad)−I2
geo|Ωℓ(S̃ad), ce terme dépend de la norme de la grandeur (�ℓ

h2(M, ξ)−�ℓ
h1(M, ξ)) et de son produit avec (�̃ℓ(M, ξ) − �ℓ

h2(M, ξ)). Or (�ℓ
h2(M, ξ) −�ℓ

h1(M, ξ)) peut s’interpréter comme la non vérification de la relation de com-
portement due à l’approximation sur l’espace stochastique. Pour une dis-
crétisation géométrique donnée, lorsqu’il n’y a pas d’approximation stochas-
tique, cette grandeur est donc nulle. Nous pouvons donc utiliser ẽ2rdc|Ωℓ(S̃ad)−
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I2
geo|Ωℓ(S̃ad) comme indicateur de la contribution stochastique de l’erreur sur la

sous structure Ωℓ :

I2
sto|Ωℓ(S̃ad) = ẽ2rdc|Ωℓ(S̃ad) − I2

geo|Ωℓ(S̃ad) (4.3)

4.1.2.2 Sur l’interface

Nous procédons de la même manière que pour les sous structures, la construction,
à partir des K calculs déterministes, de l’approximation sur l’espace stochastique
de la composante tangentielle du champ d’efforts d’interface F̃c

t(M, ξ) = F̃ c
t (M, ξ).t

(composante qui intervient dans la relation de comportement des interfaces) peut se
faire de deux manières :

– soit à partir de l’interpolation desK champs d’efforts normaux {F̂c
n(M, ξk)}K

k=1

et de la relation de comportement qui fait intervenir le coefficient de frottement
au niveau de l’interface :

F̃c
n(M, ξ) =

K∑

k=1

F̂c
n(M, ξk)Ψk(ξ)

F̃c
t1(M, ξ) = F̃ c

t1(M, ξ).t = µ(M, ξ).(F̃c
n(M, ξ).ni).t

F̃c
1(M, ξ) = F̃c

t1(M, ξ) + F̃c
n(M, ξ)

– soit à partir de l’interpolation desK champs d’efforts tangentiels {F̂c
t(M, ξk)}K

k=1 :

F̃c
t2(M, ξ) =

K∑

k=1

F̂c
t(M, ξk)Ψk(ξ)

F̃c
2(M, ξ) = F̃c

t2(M, ξ) + F̃c
n(M, ξ)

Introduisons ces deux écritures du champ d’efforts tangentiels dans l’équation (3.31)
correspondant au terme d’interface de l’estimateur d’erreur :

ẽ2rdc|Ic
(S̃ad) = 〈

∫

Ic

[b(−w̃c, F̃c
1) + w̃c.F̃c

1]dS〉

= 〈
∫

Ic

[b(−w̃c, (F̃c
1 − F̃c

2 + F̃c
2)) + w̃c.(F̃c

1 − F̃c
2 + F̃c

2)]dS〉

= 〈
∫

Ic

[b(−w̃c, F̃c
2) + w̃c.F̃c

2︸ ︷︷ ︸
Igeo|Ic

+ b(−w̃c, (F̃c
1 − F̃c

2)) + w̃c.(F̃c
1 − F̃c

2)︸ ︷︷ ︸
Isto|Ic

]dS〉

Cette équation fait apparâıtre deux termes :
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b(−w̃c, F̃c
2) + w̃c.F̃c

2, la norme énergétique de ce terme peut être interprétée comme
l’espérance mathématique de l’erreur géométrique sur l’interface Ic. Elle peut
servir d’indicateur de la contribution géométrique de l’erreur sur l’interface :

I2
geo|Ic

(S̃ad) = 〈
∫

Ic

[b(−w̃c, F̃c
2) + w̃c.F̃c

2]dS〉 (4.4)

b(−w̃c, (F̃c
1 − F̃c

2)) + w̃c.(F̃c
1 − F̃c

2), ce terme peut s’interpréter comme la non vé-
rification de la relation de comportement due à l’approximation sur l’espace
stochastique. Sa norme énergétique peut donc servir d’indicateur de la contri-
bution stochastique de l’erreur sur l’interface Ic :

I2
sto|Ic

(S̃ad) = 〈
∫

Ic

[b(−w̃c, (F̃c
1 − F̃c

2)) + w̃c.(F̃c
1 − F̃c

2)]dS〉 (4.5)

4.1.2.3 Indicateurs spécifiques globaux

Sur le modèle de référence (figure 2.2), les indicateurs spécifiques globaux se
construisent de la manière suivante :

I2
sto(S̃ad) =

2∑

ℓ=1

I2
sto|Ωℓ(S̃ad) + I2

sto|Ic
(S̃ad) (4.6)

I2
geo(S̃ad) =

2∑

ℓ=1

I2
geo|Ωℓ(S̃ad) + I2

geo|Ic
(S̃ad) (4.7)

4.1.3 Résultats sur l’exemple aube-disque

Les calculs sont toujours conduits sur l’exemple aube-disque du chapitre 2 (figure
2.9) sur lequel nous regardons l’influence des variations du coefficient de frottement
µ au niveau des deux interfaces de contact et du module d’Young E de la sous
structure centrale.
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4.1.3.1 Discrétisations géométrique et stochastique

Pour mettre en évidence les propriétés des indicateurs spécifiques, nous faisons
une série d’études avec des approximations géométriques et stochastiques différentes
sur les mêmes maillages que ceux présentés au paragraphe 3.3.

Nous observons le comportement de chaque indicateur spécifique en fonction de
la qualité des approximations géométriques et stochastiques. Pour cette étude, nous
avons choisi une approximation éléments finis pour représenter les grandeurs sur
l’espace stochastique. Les résultats sont présentés de la manière suivante :

– une courbe est tracée pour chaque approximation géométrique ;
– chaque courbe représente la variation de l’erreur en fonction de la discrétisa-

tion sur l’espace stochastique.

4.1.3.2 Contributions stochastique et géométrique

Pour une meilleur interprétation des résultats, nous définissons des indicateurs
d’erreur relatifs en comparant les indicateurs spécifiques à l’espérance de l’énergie
de déformation de la structure :

igeo =
Igeo√

〈∑3
ℓ=1 ‖ �̃ℓ ‖2

Kℓ−1 ,Sℓ
〉

(4.8)

isto =
Isto√

〈∑3
ℓ=1 ‖ �̃ℓ ‖2

Kℓ−1 ,Sℓ
〉

(4.9)

Les résultats de l’étude (figures 4.4 et 4.3) sont donc présentés comme un taux d’er-
reur relativement à l’énergie globale de déformation. La courbe 4.3 montre que l’in-
dicateur d’erreur géométrique igeo est relativement indépendant de l’approximation
stochastique et diminue fortement lorsque la discrétisation géométrique est affinée.
L’indicateur d’erreur stochastique isto (figure 4.4) diminue lorsque la discrétisation
stochastique est affinée. Il n’est cependant pas complètement indépendant de la
discrétisation géométrique choisie, ce qui est cohérent avec sa définition puisqu’il
dépend de (�̃ℓ(M, ξ) − �ℓ

h2(M, ξ)). Nous en déduisons que le choix du critère d’er-
reur stochastique ne pourra se faire indépendamment du choix du critère d’erreur
géométrique.
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Figure 4.3 – Contribution géométrique de l’erreur
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Figure 4.4 – Contribution stochastique de l’erreur
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Le tableau 4.1 résume ces résultats :

igeo isto isto isto
4 9 25

1 000 ddl 50, 5% 97, 9% 40, 5% 18, 2%
5 000 ddl 33, 3% 51% 21% 9, 4%
16 000 ddl 22, 5% 36, 6% 15% 6, 75%

Tableau 4.1 – Résultats

4.1.3.3 Comparaison de différentes approximations

Nous souhaitons aussi comparer quantitativement la qualité des approximations
utilisées au paragraphe 2.3.2 à l’aide de ces indicateurs. Les résultats sont résumés
dans le tableau 4.2 pour les approximations suivantes :

– une approximation polynomiale standard ;
– une approximation éléments finis basée sur la même série de calcul ;
– une approximation sur le chaos polynomial.

erreur isto igeo espérance écart type
éléments finis 30% 20, 9% 23% 3, 86 103 6, 28 102

standard 25% 14, 4% 22, 1% 4, 22 103 5, 49 102

chaos 22, 5% 6, 3% 22% 4, 25 103 9, 14 102

référence 22% 0, 3% 22% 4, 28 103 10, 0 102

Tableau 4.2 – Comparaison de plusieurs approximations

Remarques :

Ce tableau doit être comparé au tableau 3.1. Il montre que l’indicateur géométrique
Igeo donne une valeur relativement proche de la valeur de l’erreur géométrique
estimée par une étude de convergence sur l’espace stochastique (paragraphe
3.3.2). De plus, cette valeur est peu dépendante du type d’approximation choi-
sie sur l’espace stochastique (variation maximale de 3, 5% entre 2 types d’ap-
proximation).

L’indicateur d’erreur stochastique Isto confirme la qualité de l’approximation sur
le chaos polynomial par apport aux autres approximations testées. Ce résul-
tat n’est pas forcément évident pour tous les problèmes de contact, qui sont
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par nature discontinus, et qui peuvent donc être mieux représentés par une
approximation discontinue. Cependant, dans cet exemple, la géométrie et le
chargement font que la perte d’adhérence entre l’aube et le disque est progres-
sive sur les zones de contact et que le comportement global est continu.

Enfin, l’indicateur d’erreur stochastique n’est pas négligeable devant l’erreur globale
et devant l’indicateur d’erreur géométrique.
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4.2 Technique adaptative

4.2.1 Principe

Figure 4.5 – Calcul adaptatif à partir d’une méthode non intrusive

Notre point de départ est la solution approchée construite à partir d’une méthode
non intrusive :

uℓ
h(M, ξ) =

K∑

k=1

uℓ
h(M, ξk)Ψk(ξ)

=
n∑

i=0

K∑

k=1

aℓ
ikhi(M)Ψk(ξ)

– les fonctions hi(M) sont les fonctions de base de l’espace d’approximation
géométrique (déterministes) ;

– les fonctions Ψk(ξ) sont les fonctions de base de l’espace d’approximation sto-
chastique.

L’objectif de cette étude est maintenant de trouver l’approximation optimale,
c’est-à-dire le nombre minimal de termes géométriques n et stochastiques K per-
mettant d’atteindre une qualité donnée de l’approximation globale. Les maillages
géométrique et stochastique ne sont donc plus fixées a priori, mais nous les adaptons
pour minimiser une fonction coût représentative de la qualité du modèle approché.

Dans ce cadre, le choix de l’estimateur d’erreur globale comme fonction coût
pour cette étude semble judicieux car il est représentatif des contenus mécanique et
stochastique du problème. De plus, nous avons identifié, dans la section précédente,
deux indicateurs d’erreur spécifiques Isto et Igeo permettant de séparer les contri-
butions stochastique et géométrique de cette erreur. Grâce à ces indicateurs, nous
pouvons décomposer cette étude en deux finalités indépendantes :
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finalité 1 : construire la meilleure base {hi(M)}n
i=0 qui minimise l’indicateur d’er-

reur géométrique Igeo ;

finalité 2 : construire la meilleure base {Ψk(ξ)}K
k=1 qui minimise l’indicateur d’er-

reur stochastique Isto ;

4.2.1.1 Étude adaptative géométrique

Les techniques d’adaptation de maillage géométrique permettent d’adapter le
maillage aux particularités géométriques, ou encore de remailler une structure en
tenant compte des zones de concentration de contraintes.

Les fonctions coût à minimiser pour ces approches sont généralement des indi-
cateurs ou des estimateurs d’erreur déterministes dont certains sont présentés au
chapitre 3.1. Il est important de noter que l’adaptation du maillage géométrique, à
partir de l’indicateur d’erreur géométrique Igeo, conduit à des résultats différents de
ceux obtenus par des études adaptatives à partir de ces fonctions coût standards.
En effet, nous n’optimisons pas le maillage pour un seul cas de chargement, mais
pour une série de cas de chargement en tenant compte de leur loi de probabilité. Le
maillage ainsi obtenu pourra être considéré comme « robuste » vis-à-vis des para-
mètres variables du problème.

Les techniques d’adaptation de maillage géométrique ont déjà fait l’objet de nom-
breux travaux. Cette partie du calcul adaptatif ne sera donc pas traitée dans cette
thèse, et nous supposons, pour la suite, que l’approximation géométrique a déjà suivi
une première optimisation et reste fixe. Nous allons nous intéresser principalement
à l’amélioration de l’approximation stochastique.

4.2.1.2 Étude adaptative stochastique

Dans le cadre des méthodes « intrusives », l’amélioration de la base d’approxi-
mation stochastique peut se faire grâce à des techniques itératives inspirées du point
P3 de la méthode LATIN (Nouy [2007]). Ces techniques nécessitent un gros effort
de programmation et ne peuvent pas être implantées rapidement dans un cadre in-
dustriel.

Dans le cadre des méthodes « non intrusives », l’adaptation du maillage stochas-
tique consiste essentiellement à compléter la série de calculs déterministes, et donc
à enrichir le maillage stochastique en ajoutant des nouveaux nœuds.

a. Étapes du calcul • Le principe de cette méthode est résumé sur la figure 4.6
qui reprend les différentes étapes d’une méthode stochastique non intrusive (figure
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1.12). Les étapes sont les suivantes :
– nous faisons, tout d’abord, le choix du type d’interpolation sur l’espace sto-

chastique (polynomiale, éléments finis...) ;
– nous faisons ensuite un choix des K1 premiers points de collocations (plan d’ex-

périence, méthode spécifique au chaos polynomial...). Ces points constituent
la base du maillage stochastique ;

– à partir de ces K1 calculs déterministes, nous construisons une première ap-
proximation stochastique ;

– nous calculons ensuite l’indicateur d’erreur stochastique Isto lié à cette première
approximation ;

– enfin, à l’aide d’un critère que nous allons définir, nous choisissons les valeurs
des paramètres pour le ou les futurs calculs déterministes qui viendrons enri-
chir la base.

Figure 4.6 – Etapes d’un calcul adaptatif

b. Implantation numérique • Pour calculer effectivement toutes les grandeurs
utiles, nous distinguons trois niveaux de discrétisation sur l’espace stochastique :

1. la série de calculs déterministes ;

2. le maillage stochastique ;

3. la grille d’intégration.

Sur la figure 4.7, nous représentons ces différent niveaux de discrétisation sur un
exemple avec deux variables aléatoires notées v.a.1 et v.a.2.
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4.2. Technique adaptative

Figure 4.7 – Maillage stochastique et grille d’intégration

Les étapes du calcul sont les suivantes (figure 4.7) :
– nous partons d’une série de calculs déterministes (points ronds) ;
– nous formons un maillage stochastique structuré à partir de cette série, les

points supplémentaires pour construire ce maillage sont interpolés (points car-
rés) ;

– pour calculer l’indicateur d’erreur Isto, nous devons intégrer les champs admis-
sibles sur chaque élément du maillage stochastique. Nous définissons pour cela
une grille d’intégration plus fine que le maillage ;

– les valeurs de l’indicateur Isto sont calculées sur les points de cette gille fine.
Nous obtenons finalement une cartographie des contributions locales de l’er-
reur stochastique que nous appellerons densité d’erreur stochastique.

4.2.2 Étude sur l’exemple

Pour conduire cette étude, nous avons choisi de travailler sur l’exemple aube-
disque (figure 2.9) et v.a.1 et v.a.2 sont donc respectivement le module d’Young E
de la sous structure centrale et le coefficient de frottement µ au niveau des deux
interfaces de contact. L’approximation géométrique correspond à une interpolation
éléments finis basée sur un maillage de 5 000 ddl, et nous avons aussi choisi de
travailler avec une interpolation éléments finis sur l’espace stochastique. Nous allons
présenter ici plusieurs critères permettant de choisir les futurs points de collocation.

4.2.2.1 Critère du maximum de l’erreur

Ce critère est le plus simple, il permet de choisir un point de collocation après
chaque calcul d’erreur. Nous pouvons résumer ces étapes de la manière suivante
(figure 4.8 ) :

1. nous partons d’une série de calculs déterministes ;

2. nous formons un maillage stochastique ;
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3. nous calculons la densité d’erreur stochastique sur le maillage ;

4. enfin, nous déterminons le point ayant la plus forte densité d’erreur stochas-
tique. Il nous permettra de définir les valeurs des paramètres variables pour le
futur calcul déterministe.

Ces étapes sont répétées jusqu’a ce que nous obtenions un niveau d’erreur suffisam-
ment bas.

Figure 4.8 – Principe : critère de la contribution maximale

Ce critère nous donne la valeurs des paramètres stochastiques pour laquelle la
densité d’erreur stochastique est maximale. Il permet donc de ne choisir qu’un seul
point de collocation pour chaque calcul d’erreur. Cette méthode est longue, mais
c’est celle qui nous donne a priori les meilleurs résultats. Nous nous en servons donc
de référence pour valider la méthode améliorée. La figure 4.9 montre les résultats
obtenus par comparaison avec des maillages stochastiques réguliers issus de plan
d’expériences orthogonaux. Sur cet exemple, l’utilisation de la technique adaptative
permet de diminuer par plus de deux le nombre de calculs nécéssaires pour atteindre
un niveau d’erreur stochastique de 10%.

Le tableau 4.3 résume les résultats obtenus pour arriver à une erreur stochas-
tique estimée de moins de 10%, pour un maillage stochastique régulier, et pour un
maillage adaptatif. Le coût de calcul est estimé relativement à la durée d’un cal-
cul déterministe, sachant que l’évaluation de l’erreur prend une fois et demi plus de
temps qu’un calcul déterministe. Dans ce tableau, le nombre de calculs déterministes
est noté Nd, le nombre d’évaluations de l’erreur est noté Ne et le coût total du calcul
est noté CtC.
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Figure 4.9 – Critère du maximum de l’erreur

isto(S̃ad) Nd Ne CtC
étude standard 9, 4% 25 1 26, 5

étude adaptative 10% 9 6 18

Tableau 4.3 – Critère du maximum de l’erreur

4.2.2.2 Critère amélioré

Pour éviter de calculer systématiquement l’erreur pour définir les nouvelles va-
leurs des paramètres, nous nous donnons un critère permettant de choisir plusieurs
valeurs des paramètres après un calcul d’erreur. Nous pouvons résumer ces étapes
de la manière suivante (figure 4.10 ) :

1. nous partons d’une série de calculs déterministes ;

2. nous formons un maillage stochastique ;

3. nous calculons la densité d’erreur stochastique sur le maillage ;

4. nous intégrons cette densité sur chaque élément stochastique pour évaluer leur
contribution à l’erreur totale ;

5. enfin, nous déterminons quel élément à la plus forte contribution, puis nous
enrichissons tous les éléménts qui ont une contribution supérieure à 50% de
cette valeur. Plusieurs choix sont possibles pour déterminer le point à enrichir
sur chaque élément. Dans un premier temps, nous prenons le point central.
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Figure 4.10 – Principe : critère amélioré

Ces étapes sont répétées jusqu’a ce que nous obtenions un niveau d’erreur suffi-
samment bas. De cette manière, nous diminuons le nombre d’évaluations de l’erreur
tout en gardant la précision du calcul adaptatif. Les résultats obtenus par cette
technique sont présentés sur la figure 4.11.

Une comparaisons avec la technique précédente est résumée dans le tableau 4.4.
Dans ce tableau, le nombre de calculs déterministes est noté Nd, le nombre d’éva-
luations de l’erreur est noté Ne et le coût total de calcul est noté CtC.

isto(S̃ad) Nd Ne CtC
étude standard 9, 4% 25 1 26, 5

étude adaptative 10% 9 6 18
étude améliorée 9, 8% 12 3 16, 5

Tableau 4.4 – Résultats

Ces résultats montrent que la technique utilisant un critère de contribution par
élément permet effectivement d’obtenir une qualité équivalente avec un coût de calcul
optimisé. Cette comparaison ne tient cependant pas compte de la méthode utilisée
pour effectuer les séries de calculs déterministes ni du temps de transfert des données
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Figure 4.11 – Calcul adaptatif amélioré

qui joue aussi un rôle important dans le coût de calcul. Nous verrons dans la suite
qu’il est possible d’utiliser des techniques dédiées à ce type de problèmes (multiré-
solution...) qui, associées à la technique adaptative présentée, permettent de réduire
considérablement le coût des calculs.

4.3 Conclusion partielle : mise en œuvre indus-

trielle

Dans ce chapitre nous avons défini deux indicateurs spécifiques Igeo et Isto tels que
ẽ2rdc = I2

geo + I2
sto permettant de représenter respectivement la contribution géomé-

trique et la contribution stochastique de l’erreur globale. Le calcul de ces indicateurs
est décrit par entité géométrique (sous structures et interfaces).

Ces indicateurs permettent d‘évaluer séparément les qualités sur chaque espace
d’approximation et donc de les gérer séparément par des méthodes spécifiques. Dans
la seconde partie de ce chapitre, nous avons utilisé l’indicateur d’erreur stochastique
Isto pour définir une technique adaptative sur l’espace stochastique permettant, dans
le cadre des méthodes non intrusives, de raffiner le maillage stochastique par l’ajout
de nouveaux calculs déterministes appropriés.

Les résultats obtenus sur un exemple simple sont prometteurs, mais restent li-
mités compte tenu de la petite taille du problème proposé. Pour mettre en valeur
plus clairement l’utilité de cette technique, nous allons, dans le chapitre suivant,
l’appliquer sur un exemple industriel de plus grand taille avec un nombre plus élevé

Rapport de thèse 109
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de variables aléatoires.
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Chapitre 5

Mise en œuvre sur un exemple
industriel

Dans ce dernier chapitre, nous allons conduire une étude
stochastique complète, sur un exemple industriel, à l’aide

des outils définis précédement et implantés sur la
plateforme logiciel développée au LMT-Cachan.
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5.1.1 Implémentation dans la plateforme LMT . . . . . . . . . . . 113

5.1.2 Outil industriel : calculs paramétriques avec OPTIMUS . . . 114
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5.2.6 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.3 Conclusion partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

112 Rapport de thèse
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5.1 Implémentation des méthodes

Dans ce rapport, nous avons développé de manière approfondie la partie théo-
rique sur les méthodes utilisées ainsi que les résultats obtenus sur des exemples
académiques. Au delà de cet aspect théorique, une grande partie du travail effectué
pendant ces trois années a été d’implémenter ces méthodes. Plusieurs objectifs ont
été fixés pour ce travail de développement :

1. programmer ces méthodes de telle manière qu’elles puissent être réutilisées ;

2. utiliser des moyens de calcul performants (calcul parallèle) ;

3. valider ces méthodes sur un problème industriel complexe ;

4. comparer nos résultats avec ceux obtenus grâce à un outil industriel.

Pour répondre aux trois premiers objectifs, nous avons choisi de travailler sur la
plateforme logiciel développée au LMT-Cachan depuis 2004. L’utilisation de cette
plateforme permet en effet de réutiliser un code éléments finis performant, ainsi que
des méthodes de résolution déjà implémentées (méthode LATIN, modélisation mul-
tiéchelle, parallélisation des calculs...). Ceci nous a donné la possibilité de travailler
directement sur des problèmes complexes, tout en ayant un accès complet aux sources
et donc une grande liberté de programmation. La contrepartie est que ce choix a
nécessité de longues phases d’apprentissage des languages de programmation (C++
et Python) et d’adaptation au formalisme utilisé.

Pour répondre au quatrième objectif, nous avons utilisé le logiciel OPTIMUS
développé par LMS. Ce logiciel est un outil de châınage de codes qui permet de
coupler plusieurs logiciels, de lancer automatiquement une série de calculs sur ces
codes couplés, et qui offre un certain nombre de pré et post-traitements (création de
surfaces de réponse polynomiales, étude de Monte Carlo, optimisation...).

5.1.1 Implémentation dans la plateforme LMT

Figure 5.1 – Développements liés au cal-
cul déterministe

Figure 5.2 – Développements liés au cal-
cul stochastique
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Les figures 5.1 et 5.2 représentent, de manière schématique, l’essentiel des mé-
thodes implémentées et des outils existants. Les zones sur fond gris correspondent
aux « modules » ajoutés, et les zones sur fond blanc correspondent aux méthodes
existantes sur lesquelles nous nous sommes greffés (code de calcul éléments finis, mé-
thode LATIN multiéchelle, parallélisation des calcul). Dans le cadre des méthodes
non intrusives, l’outil d’analyse stochastique correspond à un code distinct, c’est
pourquoi nous avons séparé les méthodes implémentées en deux groupes :

– le code de calcul déterministe (code géométrique) ;
– le code de calcul stochastique.
Sur la figure 5.3, nous reprenons le schéma construit progressivement dans ce

rapport et qui résume tous les outils introduits dans le cadre d’une méthode non
intrusive :

1. la première étape est de faire une série de calculs déterministes dont les résul-
tats sont sauvés sur le disque dur ;

2. la deuxième étape est de construire l’approximation stochastique ;

3. la troisième et dernière étape consiste à faire une étude statistique sur la so-
lution approchée, souvent à partir d’une méthode de Monte Carlo.

Figure 5.3 – Développements d’une méthode non intrusive

5.1.2 Outil industriel : calculs paramétriques avec OPTI-
MUS

La première étape de l’étude (série de calculs déterministes) est la plus longue.
De manière générale, les industriels utilisent des logiciels de châınage de codes, tel
que OPTIMUS (LMS), BOSS QUATRO (Samtech)... pour conduire ce type de cal-
culs. Ces logiciels ont l’avantage de permettre l’utilisation de la majorité des codes
éléments finis standards (Abaqus, Nastran, Samcef...) à condition de pouvoir enre-
gistrer les données dans un format compatible à tous. Souvent, cet interfaçage est
réalisé par le logiciel de châınage de code via un format texte ASCII (figure 5.4), ce
qui rend les temps de sauvegarde et de lecture des données très longs.
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Figure 5.4 – OPTIMUS brut : utilisation d’OPTIMUS pour le calcul paramétrique
et pour l’interfaçage

Pour accélérer ce temps de transfert des données, les éditeurs de ces logiciels
ainsi que les industriels qui les utilisent s’interrogent sur la mise au point de formats
de données compatibles permettant de relier les codes standards de manière plus
directe. Cependant, ces codes standards autorisent rarement le changement de leur
format de données, et ce travail d’interfaçage peut se révéler très dur.

Dans notre cas, nous avons pu effectuer rapidement ce travail sur la plateforme
LMT car toutes les sources nous sont accessibles. Ce que nous appelons « OPTIMUS
amélioré », (figure 5.5), correspond donc à la conduite d’une étude stochastique en
utilisant le logiciel OPTIMUS seulement pour lancer la série de calculs déterministes.
Les données sont enregistrées dans un format commun au code géométrique et sto-
chastique, et nous n’utilisons pas les outils fournis par OPTIMUS pour ce transfert.
Nous verrons que cette amélioration permet de diviser par deux le temps de calcul.

Figure 5.5 – OPTIMUS amélioré : utilisation d’OPTIMUS seulement pour le calcul
paramétrique
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5. Mise en œuvre sur un exemple industriel

5.1.3 Outil dédié : LATIN multirésolution

Afin de réduire encore la durée de cette étape, nous nous somme tournés vers
une technique dédiée à la résolution de problèmes paramétriques : La LATIN mul-
tirésolution (Champaney [2004], Champaney et al. [2007]). Cette technique est un
ingrédient supplémentaire de la méthode LATIN (et plus généralement des méthodes
itératives) qui permet d’accélérer les résolutions successives de problèmes similaires.
Elle est basée sur les points suivants :

– une seule mise en données pour l’ensemble des calculs ;
– un seul calcul des opérateurs invariants d’un problème à l’autre (matrice de

rigidité, d’inertie...) ;
– la réinitialisation de la méthode de calcul itérative par le résultat du problème

précédent ou du problème le plus proche.

Nous avons implémenté ce « module » sur la plateforme LMT (figure 5.6), sachant
que les seuls opérateurs qui varient dans les exemples que nous traitons sont les
opérateurs d’interface qui sont très rapides à calculer. Les opérateurs liés aux sous
structures (rigidité macro et micro...) restent constants. L’utilisation de cette tech-
nique sur le problème 2D que nous avons traité a permis de diviser par trois le temps
de calcul par rapport à la version « OPTIMUS amélioré ».

Figure 5.6 – Multirésolution : utilisation de la multirésolution pour le calcul para-
métrique

5.1.4 Évolution : méthode adapative

La dernière évolution que nous proposons correspond à la méthode adaptative
que nous avons présentée dans le chapitre précédent (figure 5.7). Cette technique
nous permet de choisir les calculs déterministes à effectuer en fonction de l’erreur
stochastique calculée, et de minimiser le nombre de ces calculs déterministes pour
arriver à une solution de bonne qualité. D’un point de vue algorithmique, des évo-
lutions peuvent encore être envisagées pour accélérer les calculs. Par exemple la
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parallélisation de l’étude stochastique, ou encore un couplage plus fort entre la par-
tie déterministe et la partie stochastique qui permettrait de ne pas passer par des
étapes d’enregistrement et de chargement des données sur le disque dur.

Figure 5.7 – Multirésolution et adaptatif : utilisation de la méthode adaptative

5.2 Description du problème

5.2.1 Problématique industrielle

Figure 5.8 – Étude sous structurée
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Nous reprenons l’application proposée par SNECMA concernant l’assemblage
entre les aubes et le disque dans les turbines hautes pressions. Nous baserons cette
fois notre étude sur la géométrie de la figure 5.8 en adoptant un formalisme sous
structuré. Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous avons exposé plusieurs
problématiques liées à ce type d’assemblages, en essayant de distinguer les causes à
l’origine de la variabilité, les moyens pour obtenir des informations sur les paramètres
variables, et enfin les modèles mathématiques associés à ces paramètres en fonction
de la quantité d’informations obtenue.

Dans ce chapitre, nous allons concentrer nos efforts sur la première probléma-
tique qui concerne la variation du coefficient de frottement au niveau de la zone de
contact entre l’aube et le disque. La quantité dimensionnante dans ce problème est
la contrainte maximale dans le disque (contrainte de Von Mises). Le schéma de la
figure 5.9 représente, de manière schématique, un zoom sur une zone de contact, et
les différentes couches de matériaux au niveau de cette zone.

Figure 5.9 – Problématique SNECMA

Le pied de l’aube est recouvert par deux couches de matériaux. La première est
un matériau d’usure, la seconde est une couche de lubrifiant solide d’épaisseur e ≈
10 µm. Lorsque cette couche de lubrifiant est neuve, le coefficient de frottement entre
l’aube et le disque vaut µ = 0, 2. Lorsque cette couche est complètement dégradée,
le disque est en contact avec la couche d’usure et le coefficient de frottement vaut
µ = 0, 8. La difficulté principale dans ce problème vient du fait que la dégradation
de la couche de lubrifiant n’est pas uniforme sur la zone de contact. Des mesures
effectuées sur des échantillons tout au long du cycle de vie de ces pièces montrent que
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la dégradation est plus rapide au niveau des extrémités de cette zone. Ces positions
correspondent généralement à des pics de contraintes ou de glissements.

Ces mesures ont permis d’estimer un profil de variation pour l’usure des maté-
riaux et pour le coefficient de frottement le long des zones de contact. Ces profils
sont illustrés sur la figure 5.10.

Figure 5.10 – Profils de variation des paramètres de contact

Sur ces profils de variations géométriques, plusieures incertitudes doivent être
prises en compte, les principales étant les amplitudes représentant les valeurs de
l’usure de la couche de lubrifiant à chaque extrémité des zones de contact. Les varia-
tion de l’usure du lubrifiant et du coefficient de frottement en tout point des zones
de contact peuvent s’écrire en fonction de ces amplitudes.

Pour prendre en compte ces profils de variation géométriques et stochastiques
dans le calcul, nous avons deux modélisations possibles :

– soit par une série de variables aléatoires indépendantes, définies en plusieurs
points des surfaces de contact (méthode utilisée par les ingénieurs de SNECMA) ;

– soit par un champ stochastique sur chaque portée.

La description par champ stochastique sera privilégiée car elle est plus représentative
et permet de réduire le nombre de variables aléatoires à prendre en compte à celles
qui sont réellement indépendantes. Les variations de l’usure de la couche de lubrifiant
serons introduites dans le calcul grâce à la méthode proposée dans le chapitre 2.2.3.2
qui permet de représenter de manière analytique de petits défauts de formes par
l’ajout d’une fonction adéquate dans la relation de comportement des interfaces.
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5.2.2 Objectifs du calcul

Pour SNECMA, l’objectif d’un tel calcul est de déterminer si la contrainte de Von
Mises maximale dans le disque est admissible compte tenu du cahier des charges.
Nous allons donc chercher à obtenir des informations précises sur la distribution de
cette contrainte afin de déterminer une probabilité de rupture.

Pour cette thèse, en plus de cet objectif, nous nous intéressons à la qualité de
la méthode proposée, au temps nécessaire pour faire les calculs et à l’apport vis-à-
vis de méthodes standards. Nous utiliserons, pour effectuer ces calculs, l’ensemble
des outils et des méthodes décrites dans les chapitres précédents, ainsi que d’autres
outils développés depuis plusieurs années au LMT Cachan en particulier.

5.2.3 Première modélisation 2D

Figure 5.11 – Modèle 2D

Nous commençons par modéliser cette structure en 2 dimensions (figure 5.11). Ce
modèle 2D est divisé en 4 sous structures (le disque et le pied de l’aube sont divisés
en 2 parties symétriques). Nous appelerons ces sous structures {D1, D2} pour le
disque, et {A1, A2} pour le pied de l’aube. Nous avons deux interfaces de contact :
I1, entre D1 et A1, et I2, entre D2 et A2. Les autres interfaces (D1 −D2 et A1 −A2)
sont supposées parfaites.

Nous souhaitons obtenir la contrainte de Von Mises maximale, sur le disque, dans
les zones de plus forte courbure (zone entourée sur la figure 5.11)
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5.2.3.1 Paramètres du calcul

Constantes matériaux :
Les quatre sous structures ont un comportement élastique linéaire isotrope. Nous
avons supposé que le disque et le pied de l’aube sont constitués du même matériau
dont les propriétés sont proches de celles du nickel :

– leur coefficient de Poisson vaut νA = νD = 0, 3 ;
– leur module d’Young vaut EA = ED = 210 103 MPa ;
– leur masse volumique vaut mA = mD = 8 103 Kg.m−3.

Conditions géométriques :
– les déplacements en bas du disque sont bloqués ;
– des conditions de symétrie sont imposées sur les côtés du disques (représenta-

tion des liaisons avec les autres secteurs angulaires).

Efforts imposés :
Nous supposons que le réacteur tourne à vitesse constante, nous étudierons donc
cette structure en statique.

– l’ensemble {aube+disque} est soumis à des efforts d’inertie, la vitesse de rota-
tion est de 8000 tr/min ;

– le haut du pied (liaison avec la pale non représentée) est soumis à une densité
surfacique d’effort de traction F représentant les efforts d’inertie sur la pale :
F = 2 105 N.mm−1.

Conditions de contact :
– le contact avec frottement est représenté par une loi de Coulomb ;
– l’état des surfaces de contact ainsi que le coefficient de frottement sont para-

métrés par deux variables a et b représentant les amplitudes de l’usure de la
couche de lubrifiant à chaque extrémité d’une ligne de contact.

Les deux paramètres a et b varient de 0 à 1 (0 lorsque la couche de lubrifiant est
neuve, 1 lorsqu’elle est complètement dégradée). Compte tenu du profil d’usure en
3D, nous supposons que la variation relative de l’épaisseur de la couche de lubrifiant,
dans le plan du modèle 2D, sur la ligne de contact (interface I2 = (A2 − D2)) est
contenue dans l’intervalle [0 µm, 3 µm], et est donnée par l’équation du second degré
suivante :

df(x) = 3
[
a(1, 875 x2 − 5, 375 x+ 3, 8437)

+ b(1, 875 x2 − 2, 875 x+ 1, 0937) − (3, 75 x2 − 8, 25 x+ 3, 9375)
]

(5.1)

où x représente l’abscisse des points de l’interface I2. x varie dans l’intervalle [La;Lb] =
[7mm; 15mm].
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Le coefficient de frottement dépend aussi des 2 variables a et b. Son profil est
donné par la fonction suivante sur I2 :

µ(x) = 0, 2 + 0, 6
(
a exp(−(x − La)

2/Pa) + b exp(−(x − Lb)
2/Pb)

)
(5.2)

où les paramètres Pa et Pb sont représentatifs des pentes du profil de variation du
coefficient de frottement. Une étude paramètrique rapide a montré que leur influence
est petite devant celle des paramètres a et b. Nous supposons donc, en première ap-
proximation, qu’ils restent constants et égaux à 0, 13.

Les fonctions décrivant les variations géométriques de l’état d’usure et du coef-
ficient de frottement sur I2 en fonction des paramètres a et b sont représentées sur
la figures 5.12.

Figure 5.12 – Profils de variation de l’état de surface et du coefficient de frottement

Notons que les deux lignes de contact I1 et I2 n’évoluent pas de manière sy-
métrique. Compte tenu des déplacements de corps rigides du pied de l’aube, nous
supposons que le haut de la ligne de contact I1 présente les mêmes variations que le
bas de la ligne de contact I2. Ceci est illustré sur la figure 5.13.

5.2.3.2 Discrétisation

Nous cherchons, dans chaque sous structure Ωℓ, une approximation numérique à
partir d’une méthode non intrusive :

uℓ
h(M, ξ) =

n∑

i=0

K∑

k=1

aℓ
ikhi(M)Ψk(ξ)
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Figure 5.13 – Problème non symétrique

a. Discrétisation géométrique • Le maillage géométrique de chacune des sous
structures est sensiblement équivalent : nous comptons 5 400 ddl pour chaque partie
du disque D1 et D2, et 5 800 ddl pour chaque partie de l’aube A1 et A2. Soit
un nombre total de degrés de liberté géométriques égal à n = 22 400 ddl. Nous
avons choisi cette approximation géométrique car elle permet d’obtenir un indicateur
d’erreur géométrique donnant une valeur inférieure à 10%.

b. Discrétisation stochastique • Nous avons un espace stochastique à deux
dimensions puisque nous pouvons exprimer les variations des deux variables a et b
en fonction de deux variables aléatoires indépendantes. Nous choisissons une repré-
sentation éléments finis sur l’espace stochastique. Notons Ka et Kb le nombre de
valeurs prises respectivement par les variables a et b (nombre de degrés de liberté
stochastiques dans chaque direction). La taille du problème global dans le cadre
d’une méthode intrusive serait de :

ng = n×Ka ×Kb

Dans le cadre des méthodes non intrusives standards (utilisant un maillage régulier),
la résolution de ce problème conduit à faire Ka ×Kb calculs déterministes de taille
n. L’étude d’un problème stochastique global peut donc rester très coûteuse, et un
compromis entre le nombre de variables aléatoires à prendre en compte, la discrétisa-
tion géométrique et la discrétisation stochastique reste indispensable, c’est pourquoi
nous avons introduit une méthode adaptative pour laquelle les discrétisations Ka et
Kb ne sont pas fixés a priori.
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5.2.3.3 Étude stochastique

a. Loi de variation des paramètres • Durant la période de fonctionnement
de cette structure, la couche de lubrifiant va passer d’un état neuf à un état complè-
tement dégradé, et les paramètres a et b vont décrire toute leur plage de variation
de manière certaine. Par contre, les niveaux d’usure de chaque côté de la ligne de
contact ne sont pas indépendants car ils sont soumis aux mêmes cycles de fonction-
nement. Cette dépendance des deux variables est représentée par la loi de répartition
couplée de la figure 5.14.
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Figure 5.14 – Distribution couplée des deux paramètres a et b

b. Calcul adaptatif • Nous commençons notre calcul par un premier choix
de K1 points de collocation {ak; bk}K1

k=1. Nous allons ensuite enrichir cette série par
d’autre points de calcul permettant de minimiser l’indicateur d’erreur stochastique
relatif isto :

i2sto(S̃ad) =
∑

{D1,D2,A1,A2}

i2sto|Ωℓ(S̃ad) +
∑

{I1,I2}

i2sto|Iℓ
c
(S̃ad)

Nous construisons la première approximation à partir de K1 = 5 calculs détermi-
nistes en prenant, dans un premier temps, les valeurs limites {(0; 0), (1; 0), (0; 1), (1; 1)}
des deux paramètres a et b et le point central {(0, 5; 0, 5)}. Le calcul adaptatif sera
conduit en prenant le critère amélioré. Nous avons vu, dans la présentation des in-
dicateurs spécifiques, que l’indicateur d’erreur stochastique n’était pas indépendant
de la discrétisation géométrique. Nous devons donc faire un choix du critère d’erreur
stochastique qui soit cohérent avec l’erreur géométrique obtenue. Dans la suite, nous
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considérerons que la discrétisation stochastique sera suffisante lorsque la contribu-
tion stochastique isto sera au moins équivalente à la contribution géométrique igeo,
et qu’elle aura atteint une valeur stable.

Dans un second temps, une fois que nous aurons obtenu cette valeur de l’indica-
teur relatif d’erreur stochastique isto, nous construirons la surface de réponse associée
à la contrainte maximale de Von Mises dans le disque. Cette surface de réponse ser-
vira de modèle de référence pour une étude de Monte Carlo visant à déterminer la
loi répartition de cette contrainte maximale.

5.2.4 Résultats

5.2.4.1 Qualité du calcul

La courbe de convergence de l’indicateur d’erreur stochastique isto est données
sur la figure 5.15.
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Figure 5.15 – Convergence de l’indicateur stochastique

Nous avons fait, en tout, 23 calculs déterministes pour arriver à un niveau d’erreur
inférieur à 7% et construire cette courbe. Pour confirmer ces résultats, nous avons
construit une solution de référence sur l’espace stochastique à partir d’une série de
225 calculs déterministes. La surface de réponse obtenue pour cette référence est
présentée sur la figure 5.16.

Le schéma 5.17 représente l’évolution de la carte de densité d’erreur en fonc-
tion des points de collocation obtenus par la technique adaptative. Il montre que
nous avons enrichi en priorité les zones de forte densité de probabilité et celles qui
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Figure 5.16 – Surface de réponse de référence (225 calculs)

présentent de fortes non linéarités. Ceci est un résultat important car il illustre et
confirme, sur un exemple, le fait que l’estimateur que nous avons défini prend en
compte les contenus mécanique et stochastique du problème considéré.

Figure 5.17 – Evolution de la carte de densité d’erreur
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5.2.4.2 Distributions approchées

Pour chaque approximation, nous obtenons les distributions approchées par une
série de 150 000 tirages de Monte Carlo. À partir de ces distributions nous esti-
mons les densités de probabilité approchées grâce à la méthode du noyau (Kernel
smoothing) avec un noyau gaussien (Wand and Jone [1995]). Les figures 5.18 et 5.19
illustrent cette démarche sur l’approximation obtenue pour 5 calculs déterministes.
Les figures 5.20, 5.21, 5.22 et 5.23 montrent l’évolution de la forme de la fonction
densité de probabilité de la contrainte maximale avec le nombre de calculs détermi-
nistes (résultats donnés pour 5, 8, 16, 23 et une référence obtenue avec 225 calculs
déterministes).

2.25 2.3 2.35 2.4 2.45 2.5 2.55 2.6 2.65

x 10
7

0

100

200

300

400

500

600

700

q = contrainte maximale

no
m

br
e 

de
 ti

ra
ge

Figure 5.18 – Distribution obtenue pour
5 calculs déterministes
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Figure 5.19 – Densité de probabilité ob-
tenue pour 5 calculs
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Figure 5.20 – Densité de probabilité ob-
tenue pour 8 calculs
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Figure 5.21 – Densité de probabilité ob-
tenue pour 16 calculs

Une première comparaison des distributions approchées avec la distribution de
référence (225 calculs) montre une amélioration des résultats obtenus lorsque la
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Figure 5.22 – Densité de probabilité ob-
tenue pour 23 calculs
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Figure 5.23 – Densité de probabilité ob-
tenue pour la référence, 225 calculs

discrétisation stochastique s’affine. Ces résultats sont résumés dans le tableau 5.1
où nous donnons, à titre indicatif, les valeurs de la moyenne et de l’écart type pour
chaque distribution approchée.

5 8 16 23 ref 225
isto 27, 0% 14, 6% 7, 7% 7, 00% 3, 50%

moyenne 2, 41 107 2, 41 107 2, 43 107 2, 42 107 2, 42 107

écart type 7, 78 105 9, 40 105 9, 63 105 9, 20 105 9, 30 105

Tableau 5.1 – Résultats

Nous déduisons de ces résultats que la diminution de l’indicateur d’erreur sto-
chastique conduit à une amélioration des premiers moments (moyenne et écart type)
de la variable de sortie. Par contre, les courbes donnant les densités de probabilité
approchées montrent que les queues de distributions restent mal représentées.

5.2.4.3 Probabilité de rupture

Les distribution approchées calculées nous permettent d’estimer une probabilité
de rupture. À titre indicatif, nous donnons dans le tableau 5.2, pour ces cinq dis-
crétisations stochastiques différentes, la probabilité pour que la contrainte maximale
soit supérieure à 26 MPa.

Encore une fois, ce tableau montre l’importance d’obtenir une solution de bonne
qualité sur l’espace stochastique. Seules les solutions pour lesquelles l’indicateur d’er-
reur stochastique est faible nous permettent de calculer une probabilité de rupture
cohérente. Cependant, les valeurs obtenues restent éloignées de la valeur de référence.
Ceci s’explique par le fait que nous nous intéressons à des phénomènes locaux alors
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5 8 16 23 ref 225
P (�V M > 26 MPa) 1, 7% 2, 55% 3, 2% 3, 6% 4, 3%

Tableau 5.2 – Probabilité de rupture

que l’indicateur stochastique proposé est global. Comme perspectives à ce travail,
nous envisageons donc une amélioration de l’estimateur d’erreur stochastique qui
nous permettra caractériser ces phénomènes locaux.

5.2.4.4 Coût des calculs

Pour traiter ce problème stochastique avec la discrétisation régulière de référence,
nous avons dû faire 225 calculs déterministes (Ka = 15 etKb = 15), comptant 22 400
ddl chacun. Cette première modélisation 2D nous permettant encore de traiter ce
problème global à partir d’outils standards, nous avons comparé les coûts de calcul
pour chacune des configurations décrites dans le paragraphe 5.1 :

– « OPTIMUS brut » : utilisation d’OPTIMUS pour le calcul paramétrique et
la récupération des données (figure 5.4) ;

– « OPTIMUS amélioré » : utilisation d’OPTIMUS seulement pour le calcul
paramétrique. L’interfaçage entre les deux codes est réalisé par un format de
données dédié (figure 5.5) ;

– « multirésolution » : utilisation d’un algorithme de LATIN Multirésolution
pour le calcul paramétrique (figure 5.6) ;

– « multirésolution et adaptatif » : utilisation de la technique adaptative propo-
sée (figure 5.7).

Les temps de calculs sont présentés dans le tableau 5.3.

OPTIMUS OPTIMUS multirésolution multirésolution
brut amélioré et adaptatif

nombre de calculs 225 225 225 23
temps de calcul 9 h 4 h 30 1 h 30 20 min

Tableau 5.3 – Temps de calcul

Ces résultats montrent que pour cette modélisation « simple » du problème
d’usure de la couche de lubrifiant, les gains en terme de temps de calcul et de qualité
de la solution sont déjà très importants. Nous avons, dans cet exemple, un facteur de
13 entre le temps de calcul par une technique adaptative utilisant la multirésolution
et une technique standard qui utilise un logiciel du commerce.
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Ce résultat nous permet d’envisager une étude plus complexe sur un modèle en
trois dimensions pour lequel les techniques standards semblent atteindre leurs li-
mites.

Remarque : Nous avons vu, dans la description de la technique de calcul de l’erreur
(paragraphe 3.2.4), que nous calculons séparément des contributions sur les sous
structures et sur les interfaces. Ce principe prend toute son importance dans cette
étude puisque 99, 9% de l’erreur stochastique vient de la contribution des interfaces.
Comme le nombre de ddl géométriques sur les interfaces est beaucoup plus faible
que celui des sous structures, nous pouvons donc réduire considérablement le coût
de calcul en n’évaluant que cette contribution. Ceci sera particulièrement utile pour
la résolution sur le modèle 3D.

5.2.5 Modélisation 3D

Figure 5.24 – Modèle 3D

5.2.5.1 Paramètres du calcul

Constante matériaux :
Les constantes matériaux sont les mêmes que pour le problème 2D.

Conditions géométriques :
– les déplacements en bas du disque sont bloqués ;
– des conditions de symétrie sont imposées sur les côtés du disques (représenta-

tion des liaisons avec les autres secteurs angulaires) ;
– une condition suplémentaire est ajoutée sur la face de devant (z = 0) pour

bloquer les déplacements hors plan.
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Efforts imposés :
Les efforts imposés sont les mêmes qu’en 2D, à savoir :

– l’ensemble {aube+disque} est soumis à des efforts d’inertie : la vitesse de
rotation est de 8000 tr/min ;

– le haut du pied (liaison avec la pale non représentée) est soumis à une densité
surfacique d’effort de traction F caractérisant les efforts d’inertie sur la pale :
F = 2 105 N.mm−1.

Conditions de contact :
L’état de chaque surface de contact dépend maintenant de quatre paramètres a, b, c
et d, variant de 0 à 1, représentatifs de l’usure de la couche de lubrifiant à chaque
extrémité des zones de contact. Les profils de l’usure et du coefficient de frottement,
donnés sur la figure 5.10, suivent les équations suivantes sur l’interface I2 = (A2 −
D2) :

– pour l’usure :

df(x, z) = 10
[
a(1, 875 x2 − 5, 375 x+ 3, 8437) + b(1, 875 x2 − 2, 875 x+ 1, 0937)

− (3, 75 x2 − 8, 25 x+ 3, 9375)
][
c(0, 075 z2 − 0, 55 z + 1)

+ d(0, 075 z2 − 0, 05 z) − (0, 15 z2 − 0, 6 z)
]

(5.3)

– pour le coefficient de frottement :

µ(x, z) = 0, 2 + 0, 6(a exp(−(x− La)
2/Pa) + b exp(−(x− Lb)

2/Pb))

× (c exp(−(z − Lc)
2/Pc) + d exp(−(z − Ld)

2/Pd)) (5.4)

où x et z représentent respectivement la première et la troisième coordonnée des
points de l’interface I2. Ils varient dans les intervalles [La;Lb] = [7 mm; 15 mm] et
[Lc;Ld] = [0 mm; 50 mm]. Les paramètres Pa, Pb, Pc et Pd sont représentatifs de la
pente du profil de variation du coefficient de frottement. Nous supposons dans un
premier temps qu’ils restent constants et valent : Pa = Pb = 0, 13 et Pc = Pd = 2, 5.

Les deux surfaces de contact n’évoluent toujours pas de manière symétrique, et
nous faisons la même supposition que pour le problème 2D.

5.2.5.2 Discrétisation

a. Discrétisation géométrique • Le maillage géométrique de chacune des sous
structures est sensiblement équivalent, nous comptons environ 21 000 ddl pour
chaque sous structure (D1,D2,A1 et A2), soit un nombre total n = 84 000 ddl.
Cette approximation géométrique permet d’obtenir un indicateur d’erreur géomé-
trique donnant une valeur inférieure à 25%.
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b. Discrétisation stochastique • Nous avons un espace stochastique à quatre
dimensions puisque nous pouvons exprimer les variables a, b, c et d en fonction
de quatre variables aléatoires indépendentes. Nous choisissons une représentation
éléments finis sur l’espace stochastique. Notons Ka, Kb, Kc et Kd le nombre de
valeurs prises respectivement par les variables a, b, c, d. Dans ce cas, l’utilisation
d’une méthode adaptative devient donc indispensable afin de résoudre le problème.

5.2.5.3 Étude stochastique

a. Loi de variation des paramètres • Pour les mêmes raisons que dans la
modélisation 2D, les variables a et b ont une distribution couplée, et les variables
c et d aussi (figure 5.25). Par contre les deux jeux de variables (a, b) et (c, d) sont
indépendants.
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Figure 5.25 – distribution couplée pour a
et b
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Figure 5.26 – distribution couplée pour c
et d

b. Calcul adaptatif • Nous construisons une première approximation à partir
de 17 calculs déterministes en prenant comme valeurs pour les paramètres a, b, c et
d leurs valeurs limites et le point central (0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5). Le calcul adaptatif sera
conduit en prenant le critère amélioré qui nous permet de choisir plusieurs points
de collocation après chaque calcul d’erreur. Compte tenu du niveau d’erreur géo-
métrique (25%), nous considérerons que la discrétisation stochastique est suffisante
lorsque isto sera inférieure à 16%.

Pour réaliser cette étude adaptative, nous ne calculons que la contribution des
interfaces isto|inter car la résolution du problème 2D a montré qu’elle participait à
hauteur de 99, 9% à l’erreur stochastique globale. Ceci réduit la taille du problème
globale ng = ninter × Ka × Kb × Kc × Kd. Ici le nombre de ddl géométriques sur
chaque interface vaut ninter = 2 500 ddl, et la taille du problème à résoudre pour
calculer l’erreur est donc divisée à peu près par 15.
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5.2.6 Résultats

5.2.6.1 Qualité du calcul

La courbe de convergence de l’indicateur d’erreur stochastique isto|inter est donnée
sur la figure 5.27. Nous avons fait, en tout, 62 calculs déterministes pour arriver à
un niveau d’erreur inférieur à 16% et construire cette courbe.
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Figure 5.27 – Convergence de l’indicateur stochastique

5.2.6.2 Contrainte de Von Mises

Tout d’abord, nous pouvons observer l’influence de l’usure de la couche de lubri-
fiant sur la répartition des contraintes au niveau des surfaces de contact. La figure
5.28 montre les résultats obtenus pour les deux cas extrêmes ((a; b; c; d) = (0; 0; 0; 0)
et (a; b; c; d) = (1; 1; 1; 1)).

Nous observons que pour un état neuf de la couche de lubrifiant, les résultats du
calcul éléments finis mettent en évidence l’existence de zones de concentrations de
contraintes sur les extrémités de la zone de contact alors que pour un état dégradé,
la répartition des contraintes sur la surface de contact est beaucoup plus homogène.
Ces résultats de calculs semblent physiquement cohérents, ce qui nous conforte vis-
à-vis du choix des profils d’usure que nous avons pris pour ces calculs. La fonction
densité de probabilité obtenue à partir de cette étude stochastique est présentée sur
la figure 5.29.

Ces résultats donnent des valeurs de la contrainte maximale sensiblement su-
périeures à celles trouvées par une étude 2D puisque nous obtenons une moyenne
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Figure 5.28 – Répartition des contraintes sur la surface de contact I2
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Figure 5.29 – densité de probabilité de la contrainte maximale

de 4, 1 107 MPa et un écart type de 9, 5 106 MPa. Sachant que le niveau d’erreur
globale est estimé à 14, 8%, il est maintenant possible de réaliser des études de fia-
bilité dont les résultats seront compris et utilisés avec précautions. À terme, une
telle étude pourra permettre d’éviter de trop grands surdimensionnements grâce à
la diminution des coefficients de sécurité.
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5.2.6.3 Coût des calculs

Pour ce modèle 3D, nous n’avons pas de calcul de référence pour faire une com-
paraison. Nous pouvons cependant estimer le gain de temps en prenant comme
référence le temps de mise en données (ici 80 min), le temps d’une résolution déter-
ministe (ici 30 min) et 1 calcul d’erreur globale (ici 10 h).

– méthode standard : 1 000 mises en données, 1 000 calculs déterministes et 1
calcul d’erreur donne approximativement 78 jours ;

– méthode avec multirésolution : 1 mise en données, 1 000 calculs déterministes
et 1 calcul d’erreur donne approximativement 22 jours ;

– méthode avec multirésolution et technique adaptative : 7 mises en données, 62
calculs déterministes et 7 calculs d’erreur donne approximativement 4, 5 jours.

Nous trouvons un rapport de 17 entre le temps de calcul avec une technique adap-
tative et le temps de calcul avec une technique standard. Dans le cadre de problème
3D comme celui que nous avons traiter, ce gain rend possible une telle étude proba-
biliste.

5.3 Conclusion partielle

L’utilisation d’une méthode non intrusive nous a permis de réutiliser un certain
nombre d’outils performants déjà implémentés sur la plateforme de calcul du LMT-
Cachan. Nous avons donc appliqué, dans ce chapitre, l’ensemble des techniques à
notre disposition pour conduire une étude stochastique sur un modèle représentatif
des problématiques SNECMA pour lequel l’utilisation d’outils standards était dif-
ficilement envisageable. Grâce aux indicateurs d’erreur proposés et à la technique
adaptative présentée dans la section 4.2, nous avons pu mener cette étude en garan-
tissant la qualité globale des résultats.

Cependant, l’observation sur le modèle 2D des fonctions densité de probabilité
approchées a montré que les queues des distributions restaient mal représentées.
Ces queues de distribution correspondent souvent aux densités de probabilité liées
à des valeurs des paramètres représentant des phénomènes locaux. Or, c’est généra-
lement la probabilité de réalisation de ces phénomènes que les ingénieurs souhaitent
caractériser car ils sont importants pour le dimensionnement.

Rapport de thèse 135
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Conclusion

L’objectif de ce travail a été de caractériser et de propager la variabilité dans
un calcul de structure avec contact. Dans ce contexte, nous avons répertorié un
certain nombre de difficultés caractéristiques de ce type de structures, identifié l’en-
semble des paramètres variables et présenté les modélisations mathématiques qui
leurs sont le plus couramment associées. Nous avons ensuite ciblé notre étude sur
les méthodes probabilistes qui permettent d’obtenir des informations riches sur les
quantités dimensionnantes à condition d’avoir, à la base, des informations riches sur
les variations des paramètres. Notons que pour obtenir une telle quantité d’informa-
tions, un effort important doit être fait au niveau industriel en terme de mesures,
d’essais ou de communication de données, afin de construire des bases de données
suffisamment fournies pour déterminer des lois statistiques fiables.

Parmi l’ensemble des méthodes présentées, nous nous sommes concentrés sur les
méthodes non intrusives qui permettent d’utiliser des outils de calcul éléments finis
standards. Elles peuvent donc s’intégrer plus facilement dans un contexte industriel.
Pour caractériser ce type de méthodes sur des problèmes de contact, nous les avons
testées sur un exemple simple. Une comparaison qualitative entre les résultats d’une
étude fiabiliste, obtenus à partir de plusieurs types d’approximations, et ceux ob-
tenus à partir d’une solution de référence, a montré que des erreurs importantes
peuvent être commises. La définition d’un outil permettant d’estimer la qualité des
solutions approchées nous a alors semblé essentielle pour pouvoir les utiliser en toute
confiance.

La démarche que nous avons proposée et mise en œuvre dans ce travail a donc été
guidée par cet objectif de qualité. C’est pourquoi nous avons introduit un estimateur
d’erreur globale pour les problèmes statiques dans le cadre stochastique. Il nous a
permis de quantifier la qualité des solutions approchées et donc de valider ou inva-
lider leur utilisation. Nous avons ensuite défini deux indicateurs d’erreur spécifiques
afin d’étudier séparément les qualités des approximations géométrique et stochas-
tique, ainsi qu’une technique adaptative basée sur l’indicateur d’erreur stochastique.
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Nous sommes maintenant en mesure de gérer directement la qualité de notre
solution stochastique et donc de l’améliorer jusqu’à atteindre une qualité optimi-
sée. Grâce à cette technique, associée à d’autres méthodes performantes (méthode
LATIN, multirésolution, calcul parallèle...) nous avons pu résoudre un problème in-
dustriel complexe, qui n’était pas abordable par des méthodes standards.

Perspectives

Cette étude constitue une première étape dans la validation de modèles stochas-
tiques, elle nous permet aujourd’hui d’envisager :

– la définition d’estimateurs d’erreur pour des problèmes stochastiques en dyna-
mique ;

– la définition d’estimateurs d’erreur pour d’autres problèmes stochastiques non
linéaires : plasticité, viscoplasticité...

– la définition d’indicateurs d’erreur locaux permettant d’une part d’évaluer la
qualité de la discrétisation relativement à une quantité d’intérêt donnée, et
d’autre part, d’évaluer la qualité de la discrétisation stochastique dans un
domaine de variation restreint des paramètres (indicateur locaux sur l’espace
stochastique).

Pour réaliser ce travail, nous pourrons nous inspirer d’un grand nombre de travaux
effectués sur l’estimation de l’erreur dans le cadre déterministe.

Dans cette étude, nous avons utilisé une approximation éléments finis pour dé-
crire la solution sur l’espace stochastique (p-version de l’approximation). Nous avons
donc travaillé avec les mêmes outils pour les approximations géométrique et sto-
chastique (adaptation de maillage, fonction de base, enrichissement de la base...), et
nous pouvons envisager d’aller plus loin en transposant d’autres outils développés
pour les approximations géométriques (XFEM ou plus généralement partition de
l’unité, méthodes multiéchelles...). Ceci permettrait d’optimiser réellement la réali-
sation d’études stochastiques, et rendrait la compréhension des méthodes stochas-
tiques plus rapide tout en rendant leur transfert vers l’industrie plus facile.

Un autre point important concerne la modélisation des paramètres, et particuliè-
rement des paramètres géométriques. Nous avons proposé une technique permettant
de prendre en compte analytiquement les petites variations géométriques sur des
surfaces de contact. Cette modélisation doit évoluer pour rendre compte de phéno-
mènes plus complexes (plasticité, usure...), mais nous pouvons aussi envisager d’en
développer de nouvelles pour représenter d’autres variations géométriques comme
par exemple les variations de forme ou d’épaisseur de congés de racordement, ou de
joints de soudure.
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Conclusion

Enfin, nous souhaitons que ce travail soit utile aux industriels. Dans ce contexte,
il est important que l’implémentation des méthodes soit « robuste ». C’est-à-dire
qu’elle soit assez générale pour que nous puissions résoudre un grand nombre de cas
différents, et qu’elle permette de gérer l’essentiel des formats de données standards.
Ceci implique nécessairement l’amélioration et le développement de la plateforme
logiciel sur laquelle nous avons travaillé, dans une optique de pérennisation des
outils et de valorisation de la recherche.
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P. Ladevèze. Les bases de la méthode des erreurs en relation de comportement
pour le contrôle adaptatif des calculs éléments finis : les travaux des années 1975.
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