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Introduction générale.

Présentation du sujet et du contexte industriel.

Les travaux de cette these concernent l'identification des forces stochastiques
appliquées a un systeme dynamique non linéaire en utilisant un modele numérique
incertain et des réponses expérimentales. La modélisation des systemes complexes
non linéaires pose souvent des problemes techniques liées d’une part a la taille et a
complexité du modele numérique sous-jacent et d’autre part aux algorithmes utilisés
pour 'intégration des équations différentielles matricielles et pour le traitement des
non-linéarités. Ces contraintes se traduisent souvent par une allocation de mémoire
importante et des temps de calcul prohibitifs, rendant le calcul d’une réponse de
ce modele difficile. L’identification de forces stochastiques par mesure de réponses
expérimentales se fait par minimisation d’une fonction colit qui nécessite le cal-
cul de nombreuses réponses de ce modele, rendant cette identification impossible.
Ainsi, une approche possible face a ces difficultés est de simplifier le modele au
détriment de sa précision et donc de sa prédictibilité. Cette simplification entraine
des incertitudes de modélisations qui doivent étre prises en compte pour le calcul
de la réponse du modele et donc également dans la processus d’identification du
chargement stochastique.

Cette recherche a été motivée par la volonté d’améliorer la modélisation des as-
semblages combustibles soumis a un écoulement turbulent afin de quantifier I'usure
engendrée par les forces stochastiques induites par cet écoulement. Ce type de struc-
tures complexes comporte de nombreuses symétries qui rendent sa modélisation

délicate. Ainsi, I'objectif est de proposer une modélisation simple des assemblages
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combustible et du chargement stochastique, puis de prendre en compte les incerti-
tudes induites par ces simplifications dans le processus d’identification du charge-

ment stochastique.

Positionnement du sujet.

Pour les applications indutrielles, les incertitudes sont en générale de deux
sortes : (1) les incertitudes intrinseques qui sont inhérentes a la grandeur ou au
phénomene modélisé. Un exemple connu est le phénomene de turbulence. Ce type
d’incertitude est irréductible. (2) les incertitudes épistémiques qui ne sont pas natu-
relles et sont liées au manque d’informations pour identifier completement la gran-
deur ou le phénomene modélisé. Plus la quantité d’information disponible augmente,
plus cette incertitude diminue. Les sources d’incertitudes sont elles aussi de plu-
sieurs types. Elles peuvent étre liées aux parametres du modele (géométrie, matériau,
conditions limites,...), a 'entrée du modele (forces aléatoire) ou a la sortie du modele

(erreur de mesures).

Les incertitudes liées au modele sont le plus souvent intrinseques et peuvent
étre dues aux variabilités introduites lors du processus de fabrication industriel
(couple de serrage,...) ou a la variabilité des caractéristiques des composants (module
d’Young irrégulier,...). Dans le cas d’incertitudes liées aux parametres du modele,
I’approche la plus utilisée dans la littérature pour prendre en compte ce type d’incer-
titudes est approche probabiliste paramétrique (voir par exemple [44, 52, 72, 90]).
Avec une telle approche, les grandeurs incertaines sont modélisées par des variables
aléatoires ou des champs aléatoires. Cette étape de modélisation est trés importante
et nécessite des données expérimentales ou des avis d’experts. Cette approche pa-
ramétrique peut étre combinée a la méthode des éléments finis donnant naissance a
la méthode des éléments finis stochastiques (voir [14, 29, 69, 74, 108]). Dans cette
approche, les équations stochastiques sont résolues par la méthode de simulation
de Monte Carlo (voir par exemple [87, 94]), par la méthode LATIN (voir [18, 19]),
par des méthodes de perturbation (voir [67, 68, 103]), par des méthodes spectrales
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(voir par exemples [43, 44, 42, 45, 18]) ou analytiquement (voir par exemple [49]).
Dans notre cas, les incertitudes sont principalement liées aux simplifications intro-
duites dans le modele, ces incertitudes sont dites incertitudes de modélisation. Si
I’approche probabiliste paramétrique est tres efficace pour prendre en compte les
incertitudes sur les parametres d’'un modele, elle ne peut pas prendre en compte
les incertitudes de modélisation. Une approche probabiliste dite non paramétrique
permet de prendre en compte les incertitudes de modélisation. Cette approche a fait
'objet de nombreux travaux récents (voir [98, 99, 101]) et a été validée sur de nom-
breux cas industriels (voir [25] par exemple). C’est cette approche qui sera retenue
dans notre recherche. D’autres approches non probabilistes ont aussi été proposées

dans la littérature (voir [34, 71, 73, 77]).

Les fluctuations statistiques sur les forces du modele sont prises en compte par
une approche probabiliste paramétrique en introduisant des variables aléatoires,
des processus ou des champs stochastiques (voir [31, 32, 63, 64, 97, 53, 12, 13, 26]).
Ces approches sont largement utilisées depuis de tres nombreuses décennies pour
modéliser le chargement induit par un seisme (voir par exemple [67, 68, 64, 1, 4, 17]),

ou un écoulement turbulent par exemple (voir par exemple [28, 20]).

Les incertitudes sur les mesures sont prises en compte par I'introduction d’une
erreur de mesure additive sur les variables de sortie. Cette erreur dépend de la qualité
du processus d’acquisition des données et est souvent modélisée par avis d’expert.
Les travaux de cette these (voir [6, 7, 8, 9, 10, 11, 102]) combine ces trois types
d’incertitudes en ajoutant une incertitude sur le modele du processus stochastique
modélisant le chargement aléatoire qui est incertain. Le calcul de réponse d'un
modele incertain a des efforts aléatoires a fait I'objet de précédent travaux (voir

27, 48, 54, 60]).

Les lois de probabilité des variables ou champs aléatoires introduits par ces
approches probabilistes dépendent en générale de parametres qui doivent étre iden-
tifiés. Il s’agit d’un probleme stochastique inverse. Les techniques d’assimilation de
données (voir [105]) ou d’actualisation Bayésienne (voir [16]) sont bien adaptées pour

le recalage de modeles probabilistes lorsque I’on dispose de suffisament de données.
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Les méthodes les plus courament utilisées pour I'identification des parametres des
modeles probabilistes sont la méthode des moments et la méthode du maximum de
vraisemblance (voir [91] et [35] pour une application industrielle). Pour le cas linéaire
Gaussien 'algorithme Circe basé sur 'algorithme Expectation-Maximisation (E-M,
voir [36]) est proposé dans [33]. Dans notre cas, nous n’avons qu'une seule observa-
tion disponible qui est le systeme réel. Ainsi, pour identifier le modele probabiliste
des incertitudes de modélisation, on utilisera la méthode du maximum de vraisem-
blance. Pour l'identification du chargement aléatoire, la méthode utilisée combine
la méthode des moments (comparaison des fonctions de densité spectrale mesurée

et calculée) et la méthode du maximum de vraisemblance.

Méthodologie adoptée.

La méthodologie proposée pour apporter une solution a la problématique posée

se décompose en trois étapes.

1. Construction d’un modéle simplifié stochastique. Deux modélisations sont in-
troduites dans cette these : un modele de référence et un modele simplifié. Le
modele de référence est tres précis et représentatif du comportement dyna-
mique de la structure réel. Il est décomposé en deux sous-systémes : (1) un
sous-systeme linéaire dont le modele numérique est de tres grande taille. (2)
un sous-systeme non linéaire qui est analysé en détail et qui contient quantités
d’intérét. Comme nous le verrons dans le chapitre 1, le modele de référence
est difficilement utilisable pour un calcul de réponse du modele & des forces
aléatoires. Pour cette raison, le modele de référence est simplifié au niveau du
sous-systeme linéaire, aboutissant ainsi au modele simplifé. Le sous-systeme
non linéaire du modele simplifié est identique & celui du modele de référence
(voir Fig. 1, les notations relatives aux deux modeles seront détaillées dans
les deux premiers chapitres). Le modele simplifié ainsi construit comporte
des incertitudes de modélisation au niveau de son sous-systeme linéaire. Ces

incertitudes sont prises en compte en utilisant ’approche probabiliste non pa-
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ramétrique sur ce sous-systeme. L’identification des parametres de dispersion
introduits avec cette approche sont identifiés en utilisant la méthode du maxi-
mum de vraisemblance sur une observation construite a partir du sous-systeme

linéaire du modele de référence.

2. Construction d’un modele mathématique des forces aléatoires. Dans un pre-
mier temps, le chargement aléatoire est modélisé par un processus stochastique
du second ordre, stationnaire, centré, gaussien discrétisé en quelques points
adaptés au probleme. Un tel processus est completement défini par sa fonc-
tion de densité spectrale a valeurs matricielles et peut étre identifié par la
méthode des moments en minimisant par exemple la distance entre la fonc-
tion de densité spectrale des déformations mesurées et celle calculée. Cette
distance ne peut étre ramenée a zéro en raison des simplifications introduites
dans le modele de chargement stochastique. Ces simplifications induisent des
incertitudes qui sont prises en compte par I’approche suivante. La fonction de
densité spectrale a valeurs matricielles est remplacée par une fonction aléatoire
dont la loi de probabilité est contruite en utilisant le principe du maximum
d’entropie (voir [59, 61, 92]). Cette construction fait apparaitre un nouveau
parametre de dispersion. Le processus ainsi contruit comporte deux niveaux
de modélisation probabiliste. Le premier est relatif aux phénomene physique
considéré qui est aléatoire (turbulence) et le second qui est relatif aux incer-

titudes de modélisation du chargement stochastique lui-méme.

3. Identification des forces aléatoires. Le modele de forces aléatoires incluant le
modele d’incertitude est complétement défini par sa fonction de densité spec-
trale et par son parametre de dispersion. Dans un premier temps, la fonction
de densité spectrale est identifiée par la méthode des moments. Puis dans un
second temps, le parametre de dispersion est identifié par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance en utilisant une observation construite sur les réponses

mesurées.
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Fi1G. 1 — Modele de référence et modele simplifié.

Plan de la these.

Ce travail de these est constitué de huit chapitres et de trois annexes. Les deux
premiers chapitres décrivent le modele de référence et le modele simplifié moyen.
Pour le modele de référence, la construction du modele matriciel réduit est détaillée
uniquement pour le sous-systeme linéaire. En effet, c’est ce sous-systeme linéaire
qui le différencie du modele simplifié. Par contre, pour le modele simplifié moyen,
le modele matriciel réduit est construit pour les deux sous-systemes aboutissant a
un systeme matriciel réduit moyen. Dans le chapitre 3, 'approche probabiliste non
paramétrique est appliquée sur le sous-systeme linéaire du modele simplifié, aboutis-
sant au modele simplifié stochastique. La méthode d’identification des parametres
de dispersion pour ce modele est également décrite. Dans le chapitre 4, le modele
simplifié stochastique est utilisé pour construire la réponse stochastique stationnaire
dans le cas d’un chargement décrit par un processus stochastique du second ordre,
stationnaire, centré, gaussien. Dans le chapitre 5, les incertitudes de modélisation
sont prises en compte sur le modele du chargement aléatoire. Les propriétés de ce
nouveau processus sont étudiées. Le chapitre 6 est dédié a I'identification des forces
stochastiques incertaines en utilisant des réponses expérimentales. Une validation
numérique sur un exemple simple représentatif du type de structure auxquelles
nous nous intéressons est présentée au chapitre 7. Dans cette exemple, les réponses
expérimentales sont fournies par le modele de référence. Enfin, le chapitre 8 est
dédié a la validation expérimentale sur un banc d’essai nommé BECASSINE. Cette
maquette est constituée d’'un demi assemblage en écoulement dont un des crayons

est instrumenté.



Chapitre 1

Modele matriciel réduit du
sous-systeme linéaire pour le

modele de référence.

Ce chapitre est dédié a la présentation et a la construction du modele matriciel
réduit du systeme de référence dont le modele est appelé modele de référence. Les
notations relatives au domaine occupé par ce systeme sont précisées. Le modele
déterministe de référence doit étre tres précis et représentatif du comportement
dynamique réel de la structure a laquelle nous nous intéressons. Cette contrainte
nous conduira a la construction d’'un modele de tres grande taille et tres complexe
rendant le calcul d’une réponse stationnaire difficile. Ce modele servira cepandant
a construire dans le domaine fréquenciel une observation qui sera utilisée dans le
chapitre 3 lors de l'identification du parametre de dispersion du modele simplifié
stochastique. Comme nous I’avons vu dans l'introduction, la différence et donc la
comparaison entre le modele de référence et le modele simplifié ne concerne que le
sous-systeme linéaire. Ainsi, pour le modele de référence, nous allons nous attacher
a construire le modele matriciel réduit du sous-systeme linéaire uniquement. Dans
un premier paragraphe, le modele de référence est décrit. Puis, dans un deuxieme

paragraphe, le modele matriciel réduit est construit en utilisant la méthode des
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éléments finis et la méthode de réduction de Craig & Bampton. Enfin, dans le
troisieme paragraphe, une observation pour le modele de référence est construite,
celle-ci sera utile pour l'identification des parametres de dispersion pour le modele

simplifié stochastique qui sera construit dans le chapitre 3.
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1.1 Description du modele de référence.

On considére un systéme dynamique occupant un domaine borné Q,.; de R?
constitué d’'un matériau linéaire viscoélastique a mémoire instantanée. Ce systeme a
un comportement non linéaire di a la présence de butées élastiques de choc localisées
en plusieurs points de €2,.¢. Ce domaine €2,.; est décomposé en deux sous-domaines

(voir Fig. 1.1) :

1. Un sous-domaine Q2 ;- Ce sous-domaine ne contient pas les quantités d’intérét
mais influence beaucoup celles ci. Ce sous-domaine est constitué d’un matériau
linéaire viscoélastique & mémoire instantanée. Le bord du sous-systéme occu-
pant le sous-domaine domaine Q4 v oté oA o est fixe sur I La normale

sortante du bord 994 . est notée ndrel,

2. Un sous-domaine Q,,ef contenant les quantités d’intérét (déformation, usure
relative au sous-domaine Q) ). Ce sous-domaine a un comportement non
linéaire dii a la présence de butées de choc élastiques localisées. Le bord du
sous-systeéme occupant le sous-domaine Qf ; noté Q7 ; est fixe sur rg" . La

normale sortante du bord 9QF ; est notée n”</.

FB

]_—‘A 0,ref
4 LLLL
r
ref
FA @

0,ref

Fi1G. 1.1 — Modele de référence.

Ayant chacun un bord fixe, les sous-systémes Q7 et Qr ; n'ont pas de déplacements
de corps rigides. Les deux sous-systeémes Q7 ef €t 0P o7 sont couples sur l'interface de

. . A
couplage commune I'C, ;- Ainsi, nous avons 8QT€ Iore

I8, ULE  UTE, ;. Le modele matriciel construit a partir de ce modele de référence
(le paragraphe suivant détaille le modele matriciel pour le sous-domaine linéaire)

est de tres grande taille. Il est donc difficilement utilisable pour un calcul de réponse
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stochastique stationnaire et doit donc étre réduit. La présence de non-linéarités exige
que la réponse stochastique stationnaire soit calculée dans le domaine temporel.

Dans ce contexte, plusieurs solutions pour la réduction du modele ont été explorées :

1. Méthodes de synthése modale. Les techniques de réduction usuelles (voir [40],
[50], [30], [88], [66], [78], [76], [89], [41] et [85]) principalement basées sur
des méthodes de synthése modale ne sont pas utilisables dans notre cas. En
effet, les types de structures auxquelles nous nous intéressons comportent de
nombreuses symétries et périodicités, ce qui leur confere une tres forte densité
modale. Outre les problémes liés a la présence de modes multiples, la réduction

de taille apportée par ces méthodes reste faible.

2. Approzimation par un systeme périodique. La possibilité d’approximation du
systeme de référence par un systeme périodique a aussi été explorée. Ces tech-
niques (voir [23], [75] et [107]) efficaces pour les systémes mono-périodiques ou
bipériodiques infinis sont inutilisables dans notre cas car les systéemes auxquels

nous nous interessons sont finis et pas parfaitement ”bi-périodiques”.

3. Condensation dynamique. Le sous-systeme linéaire peut étre condensé dy-
namiquement au niveau de l'interface de couplage avec le sous-systéeme non
linéaire. A cette fin, nous avons développé une méthode de condensation dy-
namique dans le domaine temporel que nous présentons dans ’annexe A. Mal-
heureusement, cette méthode nécessite le calcul a chaque pas de temps d’'un
terme de convolution de plus en plus lourd a calculer, ce qui rend rapidement

le temps de calcul prohibitif. Cette méthode a donc été abandonnée.

Ainsi le modele de référence est difficilement utilisable pour un calcul de réponse
stochastique stationnaire. Il sera donc d’autant moins utilisable pour I'identification
d’un chargement appliqué a cette structure. Il est donc nécessaire de proposer un
modele plus simple construit a partir du modele de référence. Cependant, nous
présentons ci-apres I’étude du modele de référence qui sera utile pour construire

une observation sur celui-ci.
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1.2 Construction du modele matriciel réduit pour

le sous-systeme linéaire Qfef.

La différence entre le modele de référence et le modele simplifié ne concerne
que le sous-systeme linéaire. Ainsi, dans ce paragraphe, le modele matriciel réduit
du sous-systeme linéaire Qf,‘ef est construit en utilisant la méthode des éléments
finis puis le systeme matriciel ainsi obtenu est réduit en utilisant la méthode de
réduction de Craig & Bampton. Il est a noter que la méthode de Craig & Bampton
serait tres lourde pour calculer la réponse stochastique stationnaire du modele de
référence (calcul de réalisations dans le domaine temporel). Cependant nous allons
'utiliser ici car notre objectif est uniquement de caractériser le sous-systeme linéaire

du modele de référence dans le domaine fréquentiel afin de pouvoir construire une

observation.

1.2.1 Probléeme aux limites pour le sous-systeme linéaire

A
Q4 ..

On désigne par x = (21, 79, x3) les coordonnées cartésiennes et par ut"¢/(x, t) le
champs de déplacement du sous-systéme linéaire Q1 ; aun instant ¢. Les champs de
forces volumiques et surfaciques appliqués dans le volume Q2 s et sur le bord r4 /

sont noté £ (x,t) et £27¢/(x t). Le tenseur des contraintes o/"¢/(x) s’écrit

surf
0" (x) = alp (%) (whre) bt (x)e g (atre) (1.1)

ot 1 = du/dt et o iy (uArel) = (Au" Oy, + Ou " JOxy) /2 est le tenseur
linéarisé des déformations. Les tenseurs du quatriéme ordre ¢/ (x) and 47/ (x)

vérifient les propriétés usuelles de symétries et de positivité ([78]). Le champs de
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déplacement u”"¢/(x, t) vérifie pour t € R et pour i = 1,2, 3 le probléme aux limites

ArefAref Aref _ Aref Are
prretii — 90" 0wy = fo!  dans QAN
Aref Aref Aref
Jij nj - fsurf,i sur I'_‘7’€f !
(1.2)
Aref Aref Aref
Uij nj — fcoupl,i sur I—‘ref )
Aref o
u; = 0 sur T'g ref

oll il = 9?u/ot” et o fi;;{ désigne les forces induites par le sous-systeme Q) ; sur

04 s via l'interface de couplage re ;- Le parametre pAref (x) est la masse volumique
pour le sous-systéme 22 s- La convention classique de sommation des indices Latins

répétés est utilisée.

1.2.2 Formulation variationelle pour le sous-systeme

linéaire QTG I

On commence par introduire l'espace des fonction réelles C = {u?"e/ =

(u" e ug ™ g )y € L*(Q7,;) et suffisament réguliere}, ou L*(Q;) désigne

I'ensemble des fonctions de carré intégrable de Q/,; & valeurs dans R. Alors I'espace
des champs de déplacement admissibles Cy est défini par Cy = {u"e/ € C, utre/ =

0 sur Fg‘ﬂ"ef}. Nous supposons qu’a chaque instant ¢, les fonctions £:7%/(x,t) et

vol
A7€1
f

s (X, 1) sont de carrés sommables sur Qs et If

0.rey Tespectivement. Alors la for-

mulation variationnelle du probleme aux limites défini par I’équation (1.2) consiste

a chercher la fonction ¢ — u?"¢/(t) & valeurs dans C telle que VvA7¢/ € Cy, Vt € R,

( Aref Aref)+d( Aref Aref)+k( Aref,VAJ’ef)

(1.3)

T A r
fA ef( Aref)"i_fm:;lf( A, ef).
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La forme linéaire f47¢/(vA7el) est définie par

fA’Tef(VA’Tef) _ / fA’Tef(X, t)_VA,ref(X)ds(X)
A

- surf
el (1.4)
+ /A el (x, 1) vATe (x)dx
QT‘ef
La forme linéaire f.7*/ (vA7¢f) est définie par

il ety = [ bl e v st (15
ref

La forme bilinéaire de masse m (" vA7¢l) est définie par

m(utres yArer) =/ prel (x)yutre vAT x| (1.6)

A
Qref

et est symétrique définie positive. La forme bilinéaire de raideur k(u?"e/, vAre/) et

la forme bilinéaire d’amortissement d(u?"¢/, vAr¢/) sont définies par

k(utrel yArel) = / agi! (x)ep e (wAreh el (vArehydx (1.7)
0A
ref
d(uA,ref7 VAJ’ef) _ / bé},czef (X)S?};ref(uA7ref)€2,ref(VA,ref)dx , (1 '8)
0A
ref

et sont chacune symétriques définies positives sur Cy x Co.

1.2.3 Discrétisation du probleme aux limites pour le sous-

systéeme linéaire Qfef.

La discrétisation est faite par la méthode des éléments finis [55, 109]. Soit
ULl (1) = (U (1), ..., UL (t) & valeurs dans R™™™ le vecteur des degrés de

liberté (DDLs) du modele éléments finis pour le sous-systéme linéaire Q2 s Alors,
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pour chaque instant ¢, la fonction U4/ (¢) est solution du systeme différentiel

= Aref - Aref

MA,'I'ef (t) + ]DAJ’ef[U

(t) + KAmerA,ref(t)

=TF4ef (1) + FLel (1),

coupl

(1.9)

ou MAref DAreS et KAT¢/ sont respectivement les matrices de masse, amortissement

et raideur, de dimension (n7¢ x n47¢) symétriques définies positives. Le vecteur
. . A RN

FA4ref de dimension n"¢/ est le vecteur force et le vecteur F2"“/(¢) est lié & la

coupl

discrétisation des forces de couplage.

1.2.4 Modele matriciel reduit pour le sous-systeme linéaire
0.

Le modele matriciel de 1'équation (1.9) est réduit en utilisant la méthode de
Craig & Bampton (voir [30]). Cette méthode est un cas particulier de la méthode
de Ritz utilisant une projection sur une base constituée de modes propres a inter-
face fixe et de modes statiques d’interface. On commence par partitionner le vec-
teurs des DDLs U4/ (¢) du sous-systeme linéaire Q4 ; en le réécrivant UArel (t) =
(UATL (1), U2l (1)), ot U/ (t) est le vecteur des n*™/ DDLs internes et ol
U/ (t) est le vecteur des n/"/ DDLs de couplage situés sur Iinterface I'C, ;. On
pose nArel = el pArel En utilisant ce partitionement, les matrices de masse,

d’amortissement et de raideur se réécrivent

[ MA . ] - [Mgmef] [Mifi,ref] (1 10)
- [MA,ref] [Mélc,ref] 7 .

ci

(e | = D7) D)

| 4] D) |

[ KA KA
e re — ,

| KA (KA
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On introduit alors le changement de coordonnées suivant

U (1) yhrel(t)

_ [ [fAref ] 7 (1.11)

U (1) Ul (1)

avec

[ e } B [(I)A,ref] [SA,ref] (1 12)
o 1] | |

olt la matrice [SA7e/] = K27/~ [K2™/] est la matrice de relevement statique de

ArefsenArel) ot [ I] est la matrice unité de dimension (n7¢f x nAref)

dimension (n;
et o1 yA7¢/(t) est le vecteur des coordonnées généralisées & valeur dans RV 0 La
matrice [®47¢/] est la matrice réelle de dimension (" x N4r¢f) dont les colonnes
sont les N47¢/ premiers modes élastiques pour le sous-systéme Q;f‘ef avec interface

A A,
ref 7¢ ref

de couplage fixe. Ces modes (¢, ..., p\/i’%.;) sont associés aux N Aref premieres

pulsations propres 0 < wy < ... < wyarer telles que
A7) el = w2 (M) gbred (1.13)

Soit ngrel = NArel 4 pdrel - Alors le vecteur q*7ef(t) = (y*</(¢), U/ (t)) &

Ayref : . o
valeurs dans R™ ° est solution du systeme matriciel réduit

M{Aref] Aref( )+[DA7"ef] Aref( )+[KA,ref]qB(t)

(1.14)

= (HATTRAT (1) 4 (AT TRAL)
ot les matrices [MATeS] = [HA el TIMATel | [HATel] [DATe] =
[HAT | TDAT[HA) et [KATf] = [HAT[RA™[HA™f] sont les ma-

trices réduites symétriques, définies positives, de dimension (ng"’”ef X n’q“”’ef ), de

masse, d’amortissement et de raideur.
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1.3 Construction d’une observation pour le

modele de référence.

Nous rappelons que le modele de référence servira a recaler le modele simplifié
stochastique qui sera construit au chapitre suivant. Comme nous l’avons vu dans
I'introduction, la différence entre le modele de référence et le modele simplifié moyen
se situe uniquement au niveau de leur sous-systeme linéaire. Pour comparer les deux
modeles, nous allons donc caractériser 1'effet dynamique du sous-systeéme linéaire
Q7 ; sur le sous-systeme non linéaire Q7 ; au niveau de l'interface. Dans un premier
temps, le modele éléments finis réduit du sous-systeme linéaire Qfef construit au
paragraphe 1.2.4 est analysé dans le domaine fréquentiel, pour la bande d’analyse
B = [—Wmaz, Wmaz)- On introduit ainsi la matrice de raideur dynamique du sous-
systeme linéaire Q7 ; avec interface de couplage libre, de dimension (n/"¢/ x n/"<f)

q
s’écrivant

[AA”"ef(w)] _ _w2[]\/[A,ref] + ’iUJ[DA’Tef] + [KA,’r‘ef] 7 (115)

qui se décompose suivant les coordonnées généralisées y47¢/(t) et les DDLs de cou-

plage U/ (t) de la maniere suivante

Aref Aref
[AATel ()] = A ) A () . (1.16)
A (w) AL (W)

Dans un second temps, la matrice de rigidité dynamique [A47¢/(w)] du sous-syteme

linéaire 7, ; est condensée au niveau de Uinterface de couplage I'C, ; en introduisant

Aref

Aref x pirel) telle que

la matrice complexe [Z47¢/(w)] de dimension (n

(247 ()] = (AL ()] — (A4 @)AL @) AR W) . (@)

Comme les matrices [AMA7¢f] [DA7ef] et [IKA7¢/] sont définies positives, la matrice

[ZATel(w)] est inversible. Finalement, I'effet dynamique du sous-systéme linéaire
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04 s est caractérisé dans la bande B par la variable Jrel appelée ”observation” et

définie par

7ot = [z ) o (1.15)
B

ott ||.|| est la norme de Frobenius telle que || Al|5 = tr{[A]*[A]}, ot [A]* = [A]”, [A]
est le conjugué de [A] et tr est I'opérateur trace pour les matrices. L’observation
ainsi construite sera utilisée au chapitre 3 pour identifier le parametre de dispersion
du modele simplifé stochastique. La précision de I'observation peut étre améliorée en
découpant la bande B en N intervalles B; ,i € 1..N et en introduisant /N observations

J¢ relatives & chacun de ces intervalles.

1.4 Conclusion.

Dans ce chapitre, le modele de référence a été présenté. Celui ci n’est pas di-
rectement utilisable pour calculer des réponses stochastiques stationnaires comme
nous 'avons expliqué, et ne sera donc pas utilisable pour I'identification d’un char-
gement aléatoire. L’introduction d’'un modele plus simple s’avere donc nécessaire.
Ce modele simplifié servira a calculer les réponses stochastiques stationnaires mais
aussi a identifier le chargement stochastique appliqué a la structure. Toutefois,le
modele matriciel réduit du sous-systeme linéaire du modele de référence que nous
avons construit servira pour l'identification du modele simplifié stochastique qui

sera introduit par la suite.
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Chapitre 2

Modele matriciel réduit moyen

pour le modele simplifié.

Ce chapitre est consacré a la construction d’un modele simplifié. Comme son nom
I'indique, le modele simplifié moyen est une simplification du modele de référence. Le
sous-systeme linéaire de ce modele est dérivé du sous-systeme linéaire du modele de
référence dont la description a été détaillée au chapitre 1. Dans un premier temps, le
modele non linéaire moyen sera construit en utilisant la méthode des éléments finis
et la méthode de réduction de Craig & Bampton. Dans les paragraphes 2.2 et 2.3,
les différentes étapes de la construction du modele matriciel du modele simplifié
moyen sont présentées. Dans le paragraphe 2.4, on construit le modele matriciel

réduit moyen pour le modele simplifié.
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2.1 Description du modele simplifé moyen.

Le modele simplifié moyen est, comme le modele de référence constitué d’un
systéme dynamique occupant un domaine Q de R? constitué d’un matériau linéaire
viscoélastique & mémoire instantanée. Ce domaine est lui aussi décomposé en deux

sous-domaines (voir Fig. 2.1) :

1. Un sous-domaine Q" qui est une simplification du sous-domaine linéaire Q/}
du modele de référence (décrit au paragraphe 1.1). Ce sous-domaine est
constitué d’un matériau linéaire viscoélastique & mémoire instantanée. Le bord
du sous-systéme occupant le sous-domaine domaine Q4 noté 9Q4 est fixe sur

I'4'. La normale sortante du bord 994 est notée n”.

2. Un sous-domaine Q7 qui est identique au sous-domaine non linéaire Q27 du
modele de référence. Ce sous-domaine a donc un comportement non linéaire du
a la présence de butées de choc élastiques localisées. Le bord du sous-systeme
occupant le sous-domaine Q7 noté 90F est fixe sur I'Y. La normale sortante

du bord 99F est notée n”.

FiG. 2.1 — Modele simplifié moyen.

Les deux sous-systemes Q4 et QF sont couplés sur I'interface de couplage commune
I'¢. Ainsi, nous avons 904 = T UTAUTY et 9QF = TF UTP UTC. Le modele
simplifié ainsi défini permet de garder une précision raisonnable au niveau de la
localisation des quantités d’intérét mais les simplifications apportées induisent des

incertitudes de modélisation qui seront prises en compte au chapitre 3.
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2.2 Problémes aux limites moyens.

2.2.1 Probléeme aux limites moyen pour le sous-systeme
linéaire Q.

On désigne par u?(x,t) le champs de déplacement du sous-systéme linéaire Q4
a un instant t. Les champs de forces volumiques et surfaciques appliqués dans le
volume Q4 et sur le bord I'4 sont notés f;,,(x,t) et f2,(x,t). Comme précédement,
le tenseur des contraintes o (x) s’écrit o7} (x) = ah,(x)em(u?) + b (x)em(0?)
ou e (u?) = (Qu/Oxy + Ouil/Owxy)/2 est le tenseur linéarisé des déformations.
Les tenseurs du quatriéme ordre a”(x) and b*(x) vérifient les propriétés usuelles

de symétries et de positivité. Alors le champs de déplacement u”(x, t) vérifie pour

t € Ret pour i =1,2,3 le probleme aux limites

Az A A _ A A
ptig  — Oof/0x; = fi; dans Q°
ApA A A
oun; = surfi sur I'* |
(2.1)
ApA A c
oun; = coupl,i sur ['Y |
A _ A
u; = 0 sur I'
ou f?oupl désigne les forces induites par le sous-systeme QF sur Q4 via I'interface de

couplage I'“. Le parametre p”(x) est la masse volumique pour le sous-systeme Q4.

2.2.2 Probléme aux limites moyen pour le sous-systéme non
linéaire Q7.

On désigne par u?(x, t) le champs de déplacement du sous-systéme non linéaire
Q8 & un instant t. Les champs de forces volumiques et surfaciques appliqués dans
le volume QF et sur le bord I'P sont noté f2 (x,t) et £ (x,t). Le tenseur des

vol surf’

contraintes o”(x) s'écrit o8(x) = aby, (x)el (u?) + b5, (x)el (07) on ef (u?) =

(OuP JOxy, + OuP JOxy) /2 est le tenseur linéarisé des déformations. Les tenseurs du
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quatriéme ordre a?(x) and bP(x) vérifient les propriétés usuelles de symétries et
de positivité. Alors le champs de déplacement u”(x,t) vérifie pour ¢ € R et pour

1 =1,2,3 le probleme aux limites

pPulf  — 0o )0x; = [l dans QF |
oinf = fagi = Snoa i (P (x)), 0P (xF) do(x — xF)  swr T
(2.2)
UgnJB = fmpl,i sur I'¢ ,
uf = 0 sur Ff ,
ou f . désigne les forces induites par le sous-systeme Q4 sur Q7 via l'interface

coup

de couplage I'“. Les forces —f"“*(u(x",t)) représentent les actions exercées par la
butée élastique localisée au point x* au niveau du sous-systeme Q7 et do(x — x*)
est la mesure surfacique de Dirac telle que, pour toute fonction continue g définie
sur I'Pon ait [, do(x — x¥)g(x)ds(x) = g(x*). Le parametre p”(x) est la masse

volumique pour le sous-systeme Q5.

2.2.3 Conditions d’interface pour le couplage de Q4 avec
0B,

Les conditions de couplage sur I'“ sont la continuité du déplacement et 'équilibre

des efforts au niveau de 'interface de couplage, i.e.

ut=uf sur 19 | (2.3)
ffoupl + fBoupl =0 sur I¢

C

2.3 Modeles élements finis moyens.

Comme pour le modele de référence (voir le paragraphe 1.2.3), la méthode des
éléments finis est utilisée pour discrétiser chacun des sous-systémes constituant le

modele simplifié.
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2.3.1 Modele éléments finis moyen pour le sous-systeme
linéaire Q.

Le vecteur U (¢) & valeur dans R™" des n DDLs du sous-systéme linéaire Q4
peut se rééerire UA() = (UA(t), UA(t)), ot UA(¢) est le vecteur & valeur dans R™'
des n* DDLs internes et ott U%(¢) est le vecteur & valeur dans R" des n* DDLs de
couplage sur l'interface. La discrétisation du probléeme aux limites moyen défini par
I’équation (2.1) donne le modéle numérique moyen suivant du sous-systéme Q4

. A . A
MAU™ (1) + [RAU (#) + [KAJUA(1) = FA() + Frpuu(t) (2.4)
ol [M*], [D*] et [K*] sont respectivement les matrices réelles symétriques définies

A 4) de masse, amortissement et raideur. Le vecteur

positives de dimension (n* x n

A

FA(t) des forces extérieurs et le vecteur F,

(t) des forces de couplage, tous deux
4 valeurs dans R se réécrivent respectivement FA(t) = (FA(t),0) et FA (1) =

(0, F2(t))-

2.3.2 Modele éléments finis moyens pour le sous-systeme

non linéaire OF.

Le vecteur U (¢) & valeur dans R™” des n® DDLs du sous-systéme non linéaire
QP est éerit UB(t) = (UP(¢),UB(t)), ot UP(t) est le vecteur & valeurs dans R
des nP DDLs internes et ott UP(t) est le vecteur & valeur dans R" des n® DDLs
de couplage sur l'interface. La discrétisation par la méthode des éléments finis du
probléme aux limites défini par I’équation (2.2) donne le modeéle numérique moyen

suivant du sous-systéme Q7,

MPIO” (1) + [DP)U” (1) + [KPJUP(1) + FNU(UB (1), U7 (1) .

=FP(t) + Fpuu(t) .

coupl

ot [M”], [D”] et [K”] sont respectivement les matrices réelles symétriques définies

positives de dimension (n® x n?) de masse, amortissement et raideur. Le vec-
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B

coupl(t) des forces de couplage et

teur FP(t) des forces extérieurs, le vecteur F
le vecteur FNV(U” (t),@B(t)) des forces non linéaires, tous trois & valeurs dans
R"”, se réécrivent respectivement FP(t) = (FP(t),0), FZ (t) = (0,FZ(t)) et
FNU(UP (1), 07 (1) = (FN(UP(1), 0" (1)), 0).

2.3.3 Conditions d’interface pour le couplage de Q4 avec
0B,

Le discrétisation des conditions d’interface définies par I’équation (2.3) conduit

aux conditions

Ui (t) =U7(t) (2.6)
FA(1) +F2(1) =0

2.4 Modele matriciel reduit moyen.

Comme pour le modele de référence, nous utilisons la méthode de Craig & Bamp-

ton afin de réduire chacun des modeles éléments finis des sous-systemes Q4 et QF.

2.4.1 Modele matriciel réduit moyen pour le sous-systéeme
linéaire Q4.

On introduit le changement de coordonnées suivant

U (t) B [ A ] y(t) | 2.7)
Uz (t) Uz (t)
][] -
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ot la matrice [S*] = [Ki}]7![KZ] est la matrice de relevement statique de dimension
(n* x ng') , ot [I] est la matrice unité de dimension (nl x nf') et ot y*(t) est
le vecteur des coordonnées généralisées & valeur dans RN, La matrice [®4] est la
matrice réelle de dimension (ni' x N“') dont les colonnes sont les N premiers modes
élastiques pour le sous-systeme Qfef avec interface de couplage fixe. Ces modes
(¢, ..., ¢%ya) sont associés aux N premieres pulsations propres 0 < wy < ... < wya.
Soit n! = N4 + nf. Alors le vecteur g (t) = (y(t), UA(t)) & valeurs dans R™ est

solution du systeme matriciel réduit

(MG (1) + [DYa’ (1) + [KMa™ (t) = [HA]FA(t) (2.9)

ot les matrices [M4] = [HATMA[HA], (D] = [HATDA[HA] et [K4] =

[HA)TK4[H*] sont les matrices réduites symétriques définies positives de dimen-

sion (nqA X nj;‘) de masse, d’amortissement et de raideur du sous-systeme linéaire Q4

du modele simplifié moyen.

2.4.2 Modele matriciel réduit moyen pour le sous-systeme

non linéaire OF.

Soit y”(t), le vecteur des coordonnées généralisées & valeur dans RY " associées
aux premiers modes élastiques pour le sous-systéme Q7 linéarisé avec interface de
couplage fixe (sans les butées élastiques). Alors le vecteur q®(t) = (y?(¢),U(t)) a

B . N . . , . « s .
valeurs dans R" est solution du systeme matriciel réduit non linéaire

(MP1§7(t) + (D74 (t) + [K7]q” (¢)
+ [HPTEN((H)a” (), [H 74" (1)) (2.10)

= [HP]"FO(t) + [H] Fouu(t)
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B [SP
ot [HB } _ | , (2.11)

o [1]
avec [SP] = [KZ]7'KPZ] et ou les matrices [MP] = [HP|TMP|[HB], [DP] =
[HP|TIDP|[HP] et [KP] = [HP]T[KP][HP] sont les matrices réduites symétriques

définies positives de dimension (n; x n,;’) de masse, d’amortissement et de raideur

du sous-systeme QF linéarisé du modele simplifié moyen.

2.4.3 Réponse dynamique du modele simplifié réduit non

linéaire moyen.

On désigne par ny = n#t + n? + n, le nombre total de DDLs pour le modele
numérique non linéaire simplifié et par n, = N4+ N? +n,. le nombre total de DDLs
pour le modele éléments finis réduit non linéaire simplifié. Alors le vecteur U(t) =
(U (t), U2 (1), U,(t)) & valeurs dans R™ et le vecteur q(t) = (yA(t),y5(¢),U,(t)) &

valeurs dans R™ sont liés par la relation

(ue | = m][a0 ] - (2.12)

ot la matrice [[] construite par assemblage de [H4] et [HP] a pour expression

@4 (0] [
=] o @y s (2.13)
BUBNCENN

Alors, en utilisant les conditions de couplage a l'interface définies par I’équation

(2.6), le vecteur q(t) est solution du systeéme dynamique non linéaire réduit

(M]a(t) + [Dla(t) + [Ka(t) + F a(t), a(1) = F(t) (2.14)
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avec
ah o0 M
Ml=1| o My M} : (2.15)
M2 MP MA 4+ ME
- o
ny 0 QZUC
_ B B
A B A B
L Qcy Qcy Qcc + Qcc
A A
Kyy 0 Kyc
_ B B
Kl=1 0 K} K. , (2.17)
K4 KB K&+ KD
[@ATFNH[HAa(t), [H4)q(t))
F"Ma(t),a(t) = 0 : (2.18)
T .
| [SATEN (A0, [HA4() |
(2.19)
et
[DA]TFA(t)
F(t) = [®B]TFB(¢) . (2.20)

[S4 FA(t) + [SP) FE(1)
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2.5 Conclusion.

Nous avons construit un modele matriciel reduit pour le modele simplifié moyen
non linéaire. Ainsi, on peut utiliser I’équation (2.14) pour calculer des réponses
stochastiques stationnaires pour un chargement stochastique. Cependant, les sim-
plifications introduites pour la modélisation du sous-systeme linéaire du modele
simplifié induit des incertitudes de modélisation non négligeables qui doivent étre
prises en compte. De la méme facon que pour le modele de référence (voir le pa-
ragraphe 1.3), on peut construire une observation du modele simplifié moyen en
introduisant la matrice de raideur dynamique [A“(w)] du sous-syteme linéaire Q4
condensée au niveau de linterface de couplage I'“ et en introduisant la matrice

A A

complexe [Z4(w)] de dimension (n? x n?) telle que

(24 (w)] = [A%(w)] = [Ag (WA, ()] Aw)] (2.21)

Ainsi, I'effet dynamique du sous-systeme linéaire Q4 est caractérisé dans la bande

B par la variable J™Y définie par

Jmon / 124 @) e (2.22)

En présence d’incertitude sur la partie linéaire du modele simplifié, la variable J™Y
differe de J™¢/ construite pour le modele de référence. Cette différence caractérise la
différence entre le sous-systeme linéaire du modele de référence et celui du modele
simplifié apres recalage. Cette différence dépasse souvent les quelques pourcents et
est irréductible. Dans le chapitre suivant, nous introduisons une méthodologie pour
prendre en compte les incertitudes de modele afin d’intégrer la valeur J™/ dans le

champs d’observations du modele simplifié.



Chapitre 3

Modélisation des incertitudes

pour le modele simplifié.

Ce chapitre est dédié a la prise en compte des incertitudes de modélisation (dites
incertitudes de modele) et des incertitudes sur les parametres du systeme (dites in-
certitudes de parameétres) pour le sous-systéme linéaire Q4 du modele simplifié.
Pour cela, I'approche probabiliste non paramétrique est utilisée. Cette approche,
qui modélise les incertitudes de modele et de parametres, consiste a remplacer les
matrices de masse, d’amortissement et de raideur du sous-systeéme linéaire Q4 par
des matrices aléatoires pour lesquelles la densité de probabilité est donnée expli-
citement par la théorie et pour lesquelles il existe un générateur de réalisations
indépendantes. Une telle approche a été validée sur de nombreux cas. Pour une des-
cription complete de ’approche probabiliste non paramétrique, le lecteur peut se
référer, par exemple, aux références ([98, 99, 101, 100]). Dans une telle approche, le
niveau d’incertitude des matrices aléatoires de masse, d’amortissement et de raideur
est quantifié par les parametres de dispersion qui seront définis. Dans un premier
temps, le modele simplifié stochastique est construit. Puis les parametres de dis-
persion sont identifiés en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance. Il

est & noter que seul le sous-systéme Q4 est supposé étre incertain et que le modele
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du sous-systeme non linéaire QF est suffisament représentatif pour que les incerti-
tudes de parametres et de modele soient négligeables. Si cette hypothese n’était pas
vérifiée, I’approche non paramétrique pourrait tout de méme étre implantée sans

difficultées pour ce sous-systéme (voir par exemple [37, 89]).
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3.1 Modélisation des incertitudes dans le sous-

systeme linéaire (7.

L’utilisation de 'approche probabiliste non paramétrique consiste, pour le sous-
systeme linéaire Q4, & remplacer les matrices déterministes [AM“], [D?] et [K“]
définies au paragraphe 2.4.1 par des matrices aléatoires [M*], [D*] et [K#] défnies
sur un espace probabilisé (©,7,P) et dont la loi de probabilité, construite par le
principe du maximum d’entropie ([59], [61]) sera explicitée ci-apres. Cette loi de
probabilité utilise 'information disponible pour les matrices aléatoires [M*], [D*

et [K*] :

1. Leurs espérances mathématiques sont telles que

B{M]} = [M7Y]
E{[D]} =[D"] , (3.1)
E{K"} = [KY] |

ou F{.} = désigne 'espérance mathématique.

2. Elles sont définies positives, i.e

[MA],[DA],[KA]EM:{?(R) . p.s. (3.2)

3. Leurs inverses sont du second ordre, i.e
12
E{IMA 7z} < +oo
112
E{[DY] Y[z} < +o0 (3.3)

E{[I[KA) ) < +oo
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3.1.1 Normalisation des matrices aléatoires, définition du

parametre de dispersion et loi de probabilité.

Afin de faciliter la construction de la représentation algébrique des matrices
aléatoires [M“], [D*] et [K*], celles ci sont normalisées. La premiere étape consiste
a factoriser les matrices [M“], [D*] et [K*] en utilisant la factorisation de Cholesky.
En effet, ces matrices étant toutes trois symétriques définies positives, elles peuvent

se réécrirent

[MA] - [LMA]T[LMA] )
(D] = [Lpa]"[Lpa] (3.4)

(K] = [Lial"[Egea]

ou [Lysa], [Lpal et [Lga] sont des matrices triangulaires supérieures de dimension

(n' x n2). Les matrices aléatoires [M*], [D%] et [K*'] peuvent donc se réécrirent

[MA] = [LMA]T[GMAHLMA] )
(DY) = [Lpal"[Gpal[Lpa] (3.5)

(K] = [Lial" [GrallKka]

ou les matrices aléatoires |G a], [Gpa] et [Gga] sont du second ordre, définies

positives et telles que

E{[Gual} = B{[Gpal} = E{[Ggal} = [lna] (3.6)

ot [I,4] est la matrice unité (n2 x n!
ng q q

). Les matrices aléatoires sont dans [’ensemble
des matrices aléatoires définies positives normalisées, noté SGT et introduit dans
[101]. On démontre que les matrices aléatoires [M*], [D*] et [K*] ainsi réécrites
vérifient toujours les relations (3.1), (3.2) et (3.3). Soit [P*] la matrice aléatoire

désignant soit [M“], [D?] ou [K*]. Alors la dispersion de la matrice aléatoire [G p]
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est controlée par le parametre de dispersion 67 défini par
1
0p = {5 P{ll[Gpa] - (LA llIE3F2 (3.7)
q

La densité de probabilté de la matrice aléatoire [Gpa] est construite en utilisant
le principe du maximum d’entropie en utilisant I'information disponible définie par
les propriétés que doit vérifier |G pa] (définie positive, du second ordre, de moyenne
[,4] et dont I'inverse est du second ordre). Il est démontré alors (voir [98, 99, 101])
que la fonction de densité de probabilité de la matrice |G pa] dépend de la dimension

n;' et du parametre de dispersion dp et est définie par

1—op°
(nA+1) 25/15
e, ([G)) = Ty 2y ([G]) % Ci,y x (det[G)) ? .
nd +1)
xexp{——L r|G ,

ol Iy ()([G]) est égale a 1 si [G] est définie positive et 0 sinon et o Cg,,, est
"q

une constante positive définie par

n{;‘-i-l nf(n&4+1)/26£2

(27.(_)—71&4(71{;‘—1)/4(

¢ 207 (3.9)
Gpa — n{;\ n{;‘-i-l . ) :
[LE I 2007 + 1TJ)
ou I'(z) est la fonction gamma définie pour z > 0 par
+oo
[(z) = / t*le—tdt . (3.10)
0

Dans la construction de cette densité de probabilité, on montre que le parametre de

dispersion 04 doit vérifier la relation

0<op<\/(nd +1)/(ni +5) . (3.11)
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3.1.2 Générateur de réalisations indépendantes des ma-

trices aléatoires normalisées.

La représentation algébrique des matrices aléatoires normalisées permet de
générer des réalisations indépendantes de ces matrices afin d’utiliser la méthode
de simulation de Monte Carlo pour résoudre les équations stochastiques. La simula-
tion de réalisations indépendantes des matrices aléatoires [M“], [D*] et [K*] utilise
la factorisation (3.5) et la représentation algébrique de la matrice aléatoire [G pa]
(voir [101]) qu’on va rappeler brievement. Pour chacune de ces matrices aléatoires,
le générateur ne dépend que de la valeur moyenne, de la dimension et du parametre

de dispersion. La matrice aléatoire |G pa] peut se réécrire

(Gpa] = [LPA]T[LPA] ; (3.12)

A

ol [Lpa] est une matrice aléatoire triangulaire supérieure réelle de dimension (n;' x

ng') telle que

1. les variables aléatoires{[Lpal;;, 7 < j'} sont indépendantes;

2. pour j < j', les variables aléatoires & valeurs réelles [Lpal;; s’écrivent
[Lpaljj = 0naUjy ol opa = 5p(n+1)71/2 et ot Uj; est une variable aléatoire

a valeurs réelles Gaussienne centrée et de variance unité;

3. pour j = j’, les variables aléatoires & valeurs positive [Lpal;; s’écrivent
[Lpaljj = 0nay/2V; 0l apa = 05 (ng 41) 71/ et ol V; est une variable aléatoire
a valeurs positives dont la fonction de densité de probabilité py, (v) par rapport

a dv s’écrit

1 = +21*1%
A _
pv,(v) = Ig+(v) R v 2P eV (3.13)
I 2q5;‘, 3 )

oil 67 est le parametre de dispersion défini dans I’équation (3.7).
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3.2 Réponse dynamique stochastique du modele

simplifié non linéaire stochastique.

L’utilisation du modele probabiliste défini au paragraphe 3.1 et des équations
déterministes (2.14) a (2.20) fournit le modele simplifié non linéaire stochastique

suivant

[vw |=[n][an] . 314

ou, a chaque instant ¢, la variable aléatoire Q(¢) a valeur dans R vérifie
M]Q(#) + [DIQ(#) + KIQ(t) + FYHQ(t), Q(1) = F(t) (3.15)

et ou les matrices aléatoires M|, [D] and[K]| s’écrivent

B B
Myy 0 Myc
—_ A A
M]=1] 0o M, M) : (3.16)
[PUARYERSTI RSV AN
B B
ny 0 ch
D]=] o D, D , (3.17)
B A B A
Dcy Dcy Qcc+Dcc
B B
Kyy 0 K@/C
Kl=| 0o K& K2 . (3.18)

KB K4 KP4+ K2

L’équation (3.15) sera utilisée au chapitre suivant afin de calculer la réponse sto-
chastique stationnaire du modele simplifié stochastique a un chargement aléatoire

stationnaire.
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3.3 Identification des parametres de dispersion.

La fonction de densité de probabilité des matrices aléatoires [M*], [D*] et [K*
(et donc de leur générateur de réalisations indépendantes) dépend des parametres
de dispersion &1, 64 et 4 (voir paragraphe 3.1). On introduit le vecteur § =
(64, 04, 04) qui va étre identifié en utilisant le modele de référence introduit au
chapitre 1 pour lequel 'observation J¢/ a été définie (voir équation (1.18)). D’une
maniere similaire, 1’observation pour le modele simplifié stochastique est définie
en introduisant la matrice aléatoire complexe de rigidité dynamique pour le sous-

systeme linéaire Q4 qui s’écrit
[AY(w)] = —w? M +iw[D? + K] . (3.19)

Alors, la matrice aléatoire de raideur dynamique condensée sur I'interface de cou-

plage du sous-systeme linéaire Q4 notée [Z*(w)] est telle que
[Z4(w)] = [AL(W)] = [AZ (W)][AL, W] AW (3.20)

Alors, étant donnée que les matrices aléatoires [M*], [D*] et [K*] sont définies
positives, la matrice aléatoire [Z*(w)] est inversible presque surement pour chaque

pulsation w de B, et on peut démontrer que la variable aléatoire J(§) définie par

7(8) = / NZAW) P (3.21)

existe et a une moyenne finie. Tout comme pour le modele de référence, cette variable
aléatoire donne une mesure, dans la bande de fréquence B, de l'effet dynamique
du sous-systéme Q4 sur le sous-systeme Q7 au niveau de linterface de couplage.
La variable aléatoire J(§) ainsi définie dépend de & parceque les distributions de
probabilité des matrices aléatoires [M“], [D*] et [K*'] dépendent de &. La fonction

de densité de probabilité de la variable aléatoire J(&) par rapport a dx est notée

z - py(z,8) (3.22)
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Les inégalités fournies par I'équation (3.11) définissent le domaine admissible C,q
pour le vecteur §. Alors pour chaque x dans [0, +00[ et pour chaque valeur du vecteur
d appartenant a C,q, la valeur p;(x,d) de la fonction de densité de probabilité de
la variable aléatoire J(§) est estimée en utilisant le modele simplifié probabiliste et
la méthode de simulation de Monte Carlo (voir [87]). Le vecteur § est identifié en
utilisant la méthode du maximum de vraisemblance (voir par exemple [91]) pour la
variable aléatoire J(&) pour laquelle J"¢/ est une réalisation. On a donc a résoudre

le probléeme d’optimisation suivant
0% = arg max(ps(J:8)) (3.23)
6€Cyy

olt 6" est la valeur identifiée de §. L’observation J™¢/ a été construite & I'aide du
modele numérique de référence. Mais celle ci pourrait aussi bien étre obtenue par
un modele expérimentale du sous-systeme linéaire pour lequel on peut identifier la
matrice de raideur dynamique au niveau de l'interface pour chaque fréquence et

donc identifier la valeur de I'obervation Je/,

3.4 Conclusion.

Dans le chapitre précédent nous avions conclu que la différence entre 1’obser-
vation J™ pour le modele simplifié moyen et J"¢ pour le modele de référence
était non nulle et irréductible. En tenant compte des incertitudes de modele et de
parametres par 'approche probabiliste non paramétrique, on peut attribuer a I'in-
tervalle J —a < J < J™® + a, oll a est un réel positif, une probabilité P, non

nulle telle que

P,=PJ —a<J<J% a)

Jrel fa (3.24)
ps(z, 6 = 6%") do

Jref —a
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Chapitre 4

Réponse stochastique stationnaire
du modele simplifié non linéaire
stochastique a un chargement

aléatolire stationnaire.

Dans le chapitre précédant, le modele simplifié stochastique non linéaire a été
construit mais la nature du chargement appliqué sur ce modele n’a pas encore été
évoquée. Ce chapitre a donc pour objectif de construire la réponse stochastique
stationnaire d’un systeme dynamique stochastique non linéaire pour le cas d'un
chargement aléatoire stationnaire du a un fluide turbulent. Classiquement, plu-
sieurs méthodes permettent de résoudre les équations différentielles stochastiques
non linéaires. La méthode de I’équation de Fokker-Planck permet de résoudre direc-
tement ces équations soit analytiquement pour certain cas particulier (voir [84], [97])
soit numériquement (voir par exemple [95]). Mais dans tout les cas, cette méthode
n’est applicable que pour les systemes dynamiques possédant peu de DDLs. La
méthode de linéarisation stochastique équivalente (voir [39], [24], [83], [104]) per-
met de se ramener a une équation différentielle stochastique linéaire dont la distance

a I’équation différentielle stochastique non linéaire est minimale. Cependant, cette
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distance ne pouvant étre ramenée a zéro, la solution obtenue est approximative
avec une difficulté pour quantifier I'erreur d’approximation. Dans notre cas, aucune
de ces méthodes n’est applicable car le systeme étudié comporte quelques milliers
de DDLs. De plus, la présence d’'un modele probabiliste non paramétrique dans
le modele rend les coefficient matriciels aléatoires, on sort ainsi du cadre classique
des équations différentielles stochastiques. Nous utiliserons donc la méthode de si-
multation de Monte Carlo pour construire la réponse stochastique stationnaire. La
convergence de la méthode de Monte Carlo est étudiée. Dans les deux premiers para-
graphes, nous décrivons le chargement stochastique et sa représentation algébrique.
Dans le paragraphe 4.3, nous construisons des réalisations de la réponse stochas-
tique du modele simplifié stochastique. Dans le paragraphe 4.4, nous analysons la
convergence des estimateurs de densité spectrale. Enfin, le paragraphe 4.5 décrit la

construction des domaines de confiance.
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4.1 Construction du modele du chargement

aléatoire.

Le vecteur force F(t) défini par F(t) = (F#(t),FP(t),0) correspondant & la
variable aléatoire U(t) = (U#(t), UP(t), UZ(t)) introduit dans le paragraphe 3.2
est, par exemple, di aux fluctuations d’un fluide turbulent, générant un charge-
ment aléatoire. Ce chargement aléatoire est modélisé par un processus stochastique
{F(t),t € R}. Etant donné que certains DDLs du modele simplifié stochastique
ne sont pas excités par le chargement aléatoire, 'opérateur de projection Proj est

introduit dans le but d’extraire le vecteur

F(t) = Proj(F(t)) . (4.1)

des m composantes aléatoires non nulles du vecteur aléatoire F(¢). Cette relation

s’inverse facilement, en introduisant I'opérateur d’expansion Lift tel que
F(t) = Lift(F(t)) . (4.2)

Le chargement stochastique f‘(t) est modélisé par un processus stochastique défini
sur l'espace probabilisé (©', 7", P’") différent de I'espace probabilisé (©,7,P), du

second ordre, i.e.
E{|[E#)]*} < 400 (4.3)
centré, i.e.
E{F{t)} =0 |, (4.4)
stationnaire, i.e., pour chaque ensemble {t1,...,%,}, p € N* et pour tout réel v,

Pﬁ(tl)...ﬁ(tp)(dE-l) AT dfp, tp)
= PF(

(4.5)

t1+u)...F(tp+u)<df17 tl ‘I’ u, , dfp7 tp ‘I‘ u) 3
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gaussien (chacune des lois marginales est une loi Gaussienne), a valeurs dans R™ et
noté {F(t),t € R}. De plus, on suppose que ce processus stochastique est continu
en moyenne d’ordre deux sur R, i.e., & chaque instant t,

lim E{[F(#) - F(1)]*} =0, (4.6)
physiquement réalisable (causal) et pour lequel la fonction d’autocorrelation a va-

leurs matricielles 7 — [R;(7)] définie par
[Re(r)] = B{F(t + 1) F ()T} (4.7)

est intégrable sur R. Un tel processus stochastique est alors completement défini

par sa fonction de densité spectrale de puissance [S;(w)] défini par

Sp(w)] = (2m)7 / e [Re(r)] dr | (48)

qui est une fonction continue et integrable sur R et qui est a valeurs dans I’ensemble
des matrices hermitiennes positives de dimension (m x m). De plus, on suppose que
pour chaque w dans R, la matrice [Sp(w)] est & valeurs dans I'ensemble MY (C) de
toutes les matrices hermitiennes definies positives de dimension (m x m). Comme ce
processus est supposé étre physiquement réalisable, sa fonction de densité spectrale

a valeurs matricielles doit satisfaire I'inéquation ([86, 97])

1+ w? -

/ log(det[Sg(w)]) ' (4.9)

4.2 Génération de réalisations indépendantes du

processus stochastique.

La simulation numérique de réalisations indépendantes de processus ou de
champs aléatoires a été introduites par Shinozuka (voir [93]). Les propriétés

mathématiques de convergence de ces simulations sont quand a elle étudiées dans
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[82]. Ces méthodes de simulation utilisent des suites approximant ces processus.
On rapelle brievement dans ce paragraphe, la méthode de construction d’une telle
suite pour le cas d’un processus Gaussien stationnaire. Dans le paragraphe 4.1, on
a supposé que pour chaque w dans R, la matrice [Si(w)] est hermitienne definie

positive. Elle admet donc la factorisation de Cholesky suivante

[Sg(w)] = [Ls(w)] [Lg(w)] (4.10)

ou [Li(w)] est une matrice triangulaire inférieure de dimension (m x m). On
considere l'intervalle [—wimaz, Wimae] C R, Wpae > 0 partitionné en N; intervalles

de longueur A centrés aux instants

1
kj:_wmax+(j+§)A ) ]2077Nl_1 ’ (411)

Alors I'approximation ]?‘Ni(t) du processus stochastique F(t) est telle que pour tout

pe{l,..,m},
pq(kj)Zq,jCOS(gbq,j + ]fjt) s (412)

ou ¢g5, ¢ = 1,...,m, 5 = 0,...,N; — 1 sont des variables aléatoires indépendantes
définies sur (©',7",P’) uniformes sur [0,27] et ou les variables Z,;, ¢ = 1,..,m,

j=0,...,N; — 1 sont soit égales a 1, soit telles que

Zq,j = 1/ —lnﬂ}q’j s (413)

ou Vg, ¢ = 1,..,m, 5 = 0,...,N; —1 sont des variables aléatoires indépendantes
définies sur (©',7’,P’) uniformes sur [0, 1] et indépendantes des ¢, ;. Si les Z,;
sont pris égaux a 1, alors le processus P (t) approximant le processus stochas-
tique F(t) est asymptotiquement Gaussien lorque N; tend vers D'infini, sinon il est
Gaussien pour tout N;. De plus, la fonction d’autocorrelation [Ry~; ()] du processus

~ N, X .
stochastique F () tend vers la fonction d’autocorrelation [Rg(7)] du processus sto-
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chastique F(t) lorque N; tend vers Uinfini et pour tout ¢t € [T, T], avec T = 1/A,
=~ N; . . ~ .

la suite {F "}y, converge en loi vers le processus stochastique F(¢). Dans la suite

de ce mémoire, nous considererons le nombre d’intervalles N; est suffisament grand

pour confondre le processus stochastique f‘(t) avec son approximation ]?‘Ni(t). On

!

peut ainsi construire vy trajectoires indépendantes F(t,6), ¢/ € {6, 0, } du

processus stochastique F(t).

4.3 Equation stochastique et simulation de

réponses stochastiques stationnaires.

La réponse stochastique stationnaire du modele simplifié stochastique non
linéaire au chargement aléatoire F(t) se déduit directement des équations (3.14)
et (3.15) dans lesquelle le chargement déterministe F(¢) est remplacé par le proces-
sus stochastique F(t) = Lift(F(t)) décrit ci-dessus. Ainsi, la solution stationnaire
U,(t) = (Uﬁs(t), Uﬁs(t), Ufs(t)) (correspondant & U(t)) définies sur (6, 7', P’) et

a valeurs dans R"2 g'écrit
um]=[r]lam] (114
ot le processus stochastique {Q,(t),t € R} satisfait I'’équation stochastique
MIQ,(0) + [DJQ (1) + [KIQ,(1) + FNHQ, (0. Qu() = [HTF(r) . (419)

ou Q,(t) and Q,(t) sont les dérivées premiere et seconde en moyenne d’ordre deux

du processus stochastique Q,(¢). On introduit le processus stochastique

Zs(t) = (Zs,l(t)7 ey Zs,u(t)) ) (416)

a valeurs dans R* et qui contient y composantes non nulles de la réponse aléatoire

U,(t) du modele simplifié stochastique. Ainsi, il existe une projection Proj’ de R"v
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dans R* telle que
Z(t) = Proj'(Ug(t)) . (4.17)

On suppose que le processus stochastique Zg(t) défini sur l'espace probabilisé
(0,7,P)x(0,T' P est du second ordre, stationnaire, centré et continu en m.o.d..
Pour tout (0,60") € © x @', la trajectoire {Zs(t,0,0'),t € R} du processus stochas-
tique stationnaire {Z,(t),t € R} est tel que Z(t,0,0") = Proj'([H]Q,(t,0,0')), ou la
trajectoire {Q,(t, 0,0'),t € R} du processus stochastique stationnaire {Q,(t),t € R}

est tel que, pour chaque instant ¢ dans R, on ait

[M(0)]Q,(t, 0,0") + [D(0)]Q,(t, 0,0") + [K(0)]Q,(¢,0,0)

. (4.18)
+EHQ,(1,0,0), Q,(t,0,0) = [H]" F(t,0)

La présence de forces non linéaires dans cette I’équation impose une résolution de
cette équation dans le domaine temporel en utilisant un schéma d’intégration adapté
(implicite ou explicite). Pour tout 6 € ©, générant vy trajectoires indépendantes du
processus stochastique f‘(t), vy trajectoires indépendantes du processus stochas-
tique {Zs(t),t € R} peuvent alors étre calculées. Ces trajectoires indépendantes
peuvent étre assimilées & des trajectoires de versions indépendantes {Z (,0),t € R}
du processus stochastique {Z(t,0),t € R}, telles que, pour tout ¢' € {01, ..., 0, },

on ait
7Y (t,0) = Z,(t,0,0") . (4.19)

Alors, pour tout # € O, la fonction a valeur matricielle de densité spectrale

{[Sz.(w,0)],w € R} peut étre estimée par deux méthodes :

1. Méthode du corrélogramme. Dans cette méthode la fonction d’autocorrelation
a valeur matricielle 7 — [Ryg,(7,0)] = E{Z(t + 7,0) Zs(t,0)T} est estimdée.
Puis la fonction aléatoire de densité spectrale {[Sz,(w, 0)],w € R} est calculée
par transformée de Fourier. Cette méthode fournit un estimateur non-biaisé de

la fonction de densité spectrale de puissance, cependant, elle n’est pas efficace
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numériquement.

2. M¢éthode du périodogramme. Cette méthode est efficace numériquement et bien
adaptée aux signaux échantillonnés. Dans cette méthode, pour tout € ©, on
considere vy versions indépendantes Z,(t,0,0'), 0 € {0., ...,0,,} du processus
stochastique Z(t, #). Pour chacune de ces versions, une trajectoire est connue

sur un intervalle [0, T]. Alors, pour tout 0" € {6, }, on peut introduire

'711/

~T
la variable aléatoire Z, (w, 0,6) a valeurs dans C* telle que pour tout w €
[—Wimazs Wmaz), aVeC wWmar = N; X /T d’apres le théoréme de Shannon ([15,

96]), on a
w 0,0") = / Wr(t)Zs(t,0,0)e ™" dt (4.20)

ou Wr est la fenétre temporelle. Alors pour tout w € [—Wpaz, Wnaz|, I'estima-

teur [32”9’ (w,0)] de la fonction de densité spectrale [Sz, (w, 0)] est tel que
vy 11 / "
S5 @.0)] = 5= 32, (@,0,0)Z, (,0.0) . (4.21)
=1

Cet estimateur est asymptotiquement non-biaisé ([96]), i.e., pour tout w €

[_wmaxa wmax],

lim (F{[Sz"" (w,0)]} = [Sz.(w,0)]) = [0] , (4.22)

T—-+o0

et sa variance décroit avec le nombre de versions indépendantes ([96]), i.e

pour tout j et k dans {1, ..., u}, pour tout w € [—Winaz, Wmaz,

lim (E{|S5"% (w,0)]'} — |E{SE s (w,0)}) =0 . (4.23)

Vgr —+00

On peut alors, pour tout 6 € ©, controler la convergence en m.o.d. de l'esti-

mateur statistique [S:ZF’SV"' (w, 0)] en introduisant, la fonction

vy > convi (vy) = / 124 (w, )| do (4.24)
B
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Générant vy réalisations indépendantes des matrices aléatoires [M], [D] et [K], la

fonction de densité spectrale [Sz,] est estimée, pour tout w € B = [—wWnaz, Wnaz,
par
T,vgr,vg 1 o T,vgr
[st (w)] = V_g Z[SZS (w,0:)] . (4.25)
i=1

En utilisant I’équation (4.20), on obtient pour tout w € [—wWmaz; Winaz)s

vy Vy!

[S%“;VQ/,W(W - 111 ZZZ 9“9/ ( 9“9;) . (426)

2T vy
0V = o

4.4 Convergence de I’estimateur de la fonction de

densité spectrale.

La fonction de densité spectrale [Sz.| est estimée par I’équation (4.26). La
variance de cet estimateur diminue en fonction du nombre vy de réalisations
indépendantes des matrices aléatoires [M], [D] et [K]. Pour tout 6 € {6, ...,0,,},
on suppose que 1’horizon temporelle T est suffisament grand pour considérer 'esti-
mateur [Sg;”e(w, 0)] non biaisé et on suppose que cet estimateur est convergé vis a
vis du nombre vy de versions indépendantes calculées. Ainsi, on peut controler la

T vy ,ve (w)] vis & vis du nombre v

convergence en m.o.d. de I'estimateur statistique [Sy’
de réalisations indépendantes des matrices aléatoires [M], [D] et [K] en introduisant

la fonction

o > conva(u) = / NISE™ (w, 0 s (4.27)

4.5 Estimations des domaines de confiance.

Le domaine de confiance est un outil statistique tres utilisé en dynamique sto-
chastique pour représenter la variabilité de fonctions aléatoires données ou cal-

culées. Le domaine de confiance est construit en utilisant la méthode des quantiles
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(voir [91] par exemple). On introduit pour tout w € B la fonction de répartition
Fw(w) = P(W(w) < w) de la variable aléatoire W(w). Alors pour tout p €0, 1], le

p-eme quantile est défini par

((p) = nH{w: Fww) = p} - (4.28)
On peut alors définir I’enveloppe supérieure w*(w) et 'enveloppe inférieure w™(w)

du domaine de confiance a un niveau de probabilité P, par

W)= T ww) = ¢

) (4.29)

L’estimation des enveloppes w'(w) et w™(w) s’effectue en calculant et en ordonnant
vy réalisations indépendantes de la variable aléatoire W (w) telles que w(w) < .. <

Wy, (w). On a alors

wh(w) 2w+ (w) , j7=fix(we(1+ P.)/2) (4.30)
w(w) »w-(w) , j =fix(n(l-F)/2) (4.31)

ou fix(z) est la partie entiere du nombre réel z. Cette estimation est réalisée pour
chaque terme de la fonction de densité spectrale [Sz,] a valeur matricielle en utlisant
la la méthode de simulation de Monte Carlo. Comme pour I'estimation de la valeur
moyenne [S;;VG”V" (w)], on peut introduire une fonction pour controler la convergence
de ces estimateurs vis a vis du nombre 1y de réalisations indépendantes des matrices

aléatoires [M], [D] and [K].

4.6 Conclusion

Ce chapitre a fournit une méthodologie pour construire des statistiques sur
la réponse stochastique stationnaire du modele simplifié stochastique. Cette
méthodologie est non-intrusive vis-a-vis des code de calcul éléments finis et per-

met d’analyser la convergence des estimateurs construits.



Chapitre 5

Modélisation paramétrique des
incertitudes pour le chargement

aléatoire.

Dans le chapitre précédent, le chargement aléatoire F(t) est modélisé par un pro-
cessus stochastique, du second ordre, centré, stationnaire, Gaussien. Ce chargement
est appliqué en m DDLs judicieusement choisis afin de représenter au mieux le vrai
chargement turbulent avec un minimum de parametres. Cela facilitera identifica-
tion de ce chargement. Cependant, cette discrétisation spatiale grossiere du char-
gement entraine des incertitudes sur le modele du chargement. Ainsi, méme avec
un modele numérique tres prédictif, ces incertitudes peuvent entrainer des ecarts
irréductibles importants entre les observations calculées et celles mesurées. Ces in-
certitudes doivent étre prises en compte dans le processus d’identification du char-
gement aléatoire et dans le calcul de réponses stationnaires. Ainsi, le processus sto-
chastique {F(t),t € R} est remplacé par le processus stochastique {f‘unc(t),t e R}
incluant un modele probabiliste des incertitudes. L’objectif de ce chapitre est de
construire ce processus {F (t),t € R}. Les paragraphes 5.1 & 5.4 décrivent les

propriétés du processus stochastique {f‘unc(t),t € R} et présentent un générateur
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de trajectoires indépendantes pour ce processus. Dans le paragraphe 5.5, on étudie

la réponse stationnaire a ce chargement stochastique.
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5.1 Définition du processus stochastique incluant

le modele probabiliste des incertitudes.

Etant donné que le processus stochastique {F(t),t € R} introduit au chapitre
précédent est completement défini par sa fonction de densité spectrale de puissance

[Sz(w)], le processus stochastique {F(t),t € R} peut se réécrire
{F(t;[S),t € R} . (5.1)

Le modele d’incertitudes est construit en utilisant une approche probabiliste pa-
ramétrique qui consiste & modéliser la fonction déterministe [S;] = {[Sp(w)],w € R}
par une fonction aléatoire a valeurs dans M (C), notée [Si] = {[Si(w)],w € R},
et définie sur I'espace probabilisé (©”,77,P”). Chacune des réalisations [Sz](6”)

pour 07 € ©” de la fonction aléatoire [Si| est telle que
[Se)(07) = {[Sg(w, 07)],w e R} . (5.2)

Par conséquent, le processus stochastique {f‘unc(t),t € R} indéxé dans R a valeurs
dans R™, défini sur I'espace probabilisé (0', 7", P') x (0", 7" P"), est tel que, pour
tout @' € © et 0" € O,

FU(,0,0") = F(t,0:[S)(0")) . (5.3)

5.2 Construction de la fonction aléatoire de den-

sité spectrale.

L’objectif de ce paragraphe est de construire la fonction aléatoire [Sg] en utilisant
la théorie de I'information qui consiste en ['utilisation du principe de maximum
d’entropie (voir [92] pour la méthode). Ce type de construction nécessite de définir
au préalable l'information disponible, puis d’appliquer le principe du maximum

d’entropie. Cette information disponible au sujet de [Si(w)],w € R est la suivante :
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1. Pour chaque w dans R, l'espérance mathématique de la matrice aléatoire

[Si(w)] est telle que
E{Sg(w)]} = [9g(w)] , weR . (5.4)
2. Pour chaque w dans R, la matrice aléatoire [Si(w)| est hermitienne définie
positive, i.e,
[Se(w)] € ML(C) , ps. (5.5)

En conséquence, pour chaque w dans R, la matrice aléatoire [Sz(w)] est inver-
sible presque surement, ce qui signifie que pour P”-presque tout ” dans ©”,
la matrice [Sz(w, 07)] ! existe. Par construction, nous ajoutons I'information

suivante :

3. Pour chaque w dans R, la matrice aléatoire [Sg(w)]™ est une variable du

second ordre, ce qui signifie que

E{|[[Ss(w)] M [F} < oo . (5.6)

4. Le germe stochastique est indépendant de w.

Pour chaque w dans R, la matrice [Sj(w)] étant Hermitienne définie positive, admet

la factorisation de Cholesky suivante

[Sg(w)] = [Ls(w)] [Le(w)] - (5.7)

Ainsi, pour chaque w dans R, la matrice aléatoire [S;(w)] est normalisée de la fagon

suivante :

Se(w)] = [Lp()["[Gml[Lg(w)] (5.8)
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ou la matrice aléatoire [G,,], définie sur I’espace probabilisé (©”, 7", P"), appartient

a l'ensemble SG (voir paragraphe 3.1), est indépendante de w et est donc telle que
1,2
(Gl € MLR) , E{[Gul} = [In] , E{ll[Gn] 1||F} < too . (5.9)

Le parametre de dispersion dr qui controle la fluctuation de la matrice aléatoire

[G,,] est tel que

1/2
o = {B{lGa] - (IR} (5.10)

et doit étre choisi de sorte que

0<dr </ (m+1)(m+5)-1 . (5.11)

Les équations (5.7), (5.8) et (5.9), montrent que I'équation (5.4) est vérifiée. De

plus, 'équation (5.8), permet de déduire que pour chaque w dans R,
I1S#(@)] !l < e@)[Gm] I (5.12)

par conséquent, E{[[[Sp@)] I} < c(@2B{[Gu] I} < (@) E{[Gn] " |I5}-
Comme E{||[Gm]71|]iﬁ} < +oo, on déduit que E{H[Sﬁ(w)]*lﬂz} < +00. Donc

I'équation (5.6) est vérifiée.

5.3 Propriétés du processus stochastique incluant

le modele probabiliste des incertitudes.

En utilisant les propriétés du processus stochastique {F(t), ¢ € R} décrit au cha-
pitre précédent, on déduit que pour P”-presque tout #” dans ©”, la fonction moyenne

du processus stochastique centré {F(t,[Sg|(0”)),t € R)} est telle que

E{F(t,[Sg)(0")} = | F(t.0,[S:](0")aP'(0) =0 , (5.13)

(._.)/
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et sa fonction d’autocorellation est définie par

[Rﬁ(ﬂ[sﬁ](t‘)”))]—/ F(t+ 7,0, [Ss](0") F(t,0', [Sg](0")T dP'(¢)) . (5.14)

/

Dés lors, en prenant en compte les équations (5.7) et (5.8) et le fait que la fonction
[S7] est continue et intégrable sur R, on déduit que la fonction de densité spectrale

[S#](0") = {w — [S¢(w, 0")]} qui est telle que

[Re(7, [Se)(07))] Z/Rei‘” [Se(w, 0")] dw (5.15)

est une fonction continue et intégrable sur R. En utilisant la transformé de Fourier

inverse pour des fonctions intégrables, on déduit que
! 1 —iwT !
el = 5= [ 7 [(Ra(r. S5l dr (5.16)
R

A présent, on peut caractériser le processus stochastique {f‘unc(t), t € R} pour lequel

le modele d’incertitude a été implémenté :

1. Fonction moyenne. La fonction moyenne du processus {f‘unc(t),t € R} est

telle que, pour chaque instant ¢ fixé dans R,

BE™ W)= [ [ Beolsd@nap@iare) . (6an

En prenant en compte 1’équation (5.13), il peut étre déduit que

~ unc

E{F"(t)) =0 . (5.18)

et par conséquent, le processus stochastique f‘unc(t) est centré.

2. Fonction d’autocorellation. La fonction d’autocorellation du processus stochas-

tique {F" (t),t € R} est telle que, pour chaque instant ¢ et 7 fixé dans R,

Rgune(t + 7,1) = BE{F" (t+7)F (1)7}
5.19
= F(t+ 7.0, [Sp)(0") F(t.0', [Sg](0"))" dP'(¢0")dP"(0") o

@/ @//
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En prennant en compte I’équation (5.14), on déduit que
Rgone(t 4 7, 1) = / (Ra(r, [Sg)(0")JdP"(0") . (5.20)
Par conséquent, pour chaque 7 dans R, on a

Ryowe (1) = E{[Rg(7, [Sg))} (5.21)

3. Stationarité. Etant donné que la fonction moyenne du processus du second
ordre {F""(t),t € R)} est indépendant de ¢ (processus centré) et que sa fonc-
tion d’autocorellation ne dépend que de 7, on peut conclure que le processus
stochastique {F" (t),t € R)} est stationnaire en moyenne d’ordre deux. Mais
le processus stochastique n’étant pas Gaussien, sa stationarité en moyenne
d’ordre deux n’entraine pas sa stationarité. Cependant, étant donné que la
fonction de densité de probabilité de la matrice aléatoire [G,,] de I’équation
(5.8) ne dépend pas du temps, le processus stochastique {F" (¢),¢ € R)} est

stationnaire.

4. Fonction de densité spectrale. La fonction de densité spectrale a valeur ma-
tricielle [Sgune] du processus stochastique {f‘unc(t),t € R} est telle que, pour

chaque 7 dans R,

Ry (7) = /R ¢ [Spne(w)] do (5.22)

En utilisant les équations (5.20) et (5.15), on obtient

/ ” / WIS (w, 0")] dw dP"(0") /R T E{[Sq(w)|}dw  (5.23)

Enfin, en utilisant I’équations (5.4), on obtient

Ryone(7) = / T [Sg (W)} dw | (5.24)
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ce qui prouve que

[Sgere(w)] = E{[Sg(w)l} = [Sg(w)] (5.25)

Cette derniere équation montre que pour chaque w € R, la matrice [Spunc(w)]
est hermitienne définie positive. En prennant en compte les équations (5.21)
et (5.25) et le fait que [S] soit une fonction intégrable sur R, on peut déduire

que

~ unc

B{IE™ 0} = tr [ [Spl)]do < +o0 (5.26)
R
ce qui montre bien que {F' (¢),t € R)} est un processus stochastique du

second ordre.

5. Causalité, densité de probabilité. A partir des équations (4.9) et (5.25), on
peut déduire que le processus stochastique {f‘unc(t),t € R)} est physique-
ment réalisable (causal). Pour P”-presque tout §” dans ©”, le processus sto-
chastique {F(t,[Sg](0”)),t € R)} est gaussien mais le processus stochastique

~ unc

{F (t),t € R)} n’a aucune raison d’étre gaussien.

5.4 Générateur de trajectoires indépendantes.

Le probleme stochastique défini au paragraphe 4.3 va étre résolu par la
méthode de simulation de Monte Carlo. Par conséquent, on a besoin de

construire un générateur de trajectoires indépendantes du processus stochastique

~ unc

(F

~ unc

{F

(t),t € R)}, c’est-a-dire construire pour tout (¢',0") € ©' x ©” la trajectoire
(t,0',0"),t € R)} qui peut, en prenant en compte 1'équation (5.3), se réécrire
FU(,0,07) = F(t,0;[S](0")). Cette dernidre équation montre que la génération
de trajectoires indépendantes se fait en deux temps :

1. Construction de réalisations indépendantes de la fonction aléatoire [S§|.

Les realisations indépendantes de la fonction aléatoire [Sg| sont construites

en utilisant 'équation (5.8) et la représentation algébrique de la matrice
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aléatoire [G,,] appartenant a 'ensemble SG* et qui est indépendante de w. Sa
représentation algébrique est identique a celle rapellée au paragraphe 3.1, il
suffit juste d’adapter la dimension (m au lieu nqA) et le parametre de dispersion
est cette fois noté dp. Ce parametre de dispersion est défini dans ’équation

(5.10).

2. Construction de réalisations indépendantes de trajectoires du processus
stochastique {F(t;[S]),t € R}. Pour une fonction de densité spectrale
w +— [S(w)] = [Sg(w,0”)] donnée, nous devons construire des trajectoires
indépendantes {F(t,¢’;[S]),t € R} du processus stochastique du second ordre
stationnaire centré Gaussien {F(t),# € R} pour lequel la fonction de den-
sité spectrale de puissance est {[S(w)],w € R}. La simulation numérique de
réalisations indépendantes {F(t,0';[S]),t € R} pour & € ©' peut facilement
étre réalisée en utilisant les mémes algorithmes que ceux expliqués au para-

graphe 4.2.

5.5 Equation stochastique et simulation des

réponses stochastiques stationnaires.

Dans les équations (4.2), (4.14), (4.16) et (4.17), le processus stochastique F(t)
est remplacé par le processus stochastique Func(t) incluant la prise en compte des
incertitudes. Alors, pour tout (0,0',0") € © x ©' x ©" le processus stochastique sta-
tionnaire {Z4(t,0,0',0"),t € R} est tel que Z4(t,0,0,0") = Proj' ([H]Q,(t,0,0,0")),
ou le processus stochastique stationnaire {Q,(¢,0,60',0"),t € R} est tel que, pour

chaque instant ¢t dans R, on ait

[M(0)]Q,(2,0,6",6") + [D(0)]Q, (£, 0,0, 6") + [K(0)]Q,(t, 6,6, 0")

: 5 (5.27)
+fYHQ,(t,0,0,07),Q,(t,0,0',0")) = [H|TLift(F(t,0/; [Sg](0”)))

On suppose que le processus stochastique {Z(t,0,0"),t € R} défini sur I'espace pro-

babilisé (©’,7",P’) est du second ordre, stationnaire, centré et continu en m.o.d..



64 Modélisation paramétrique des incertitudes pour le chargement aléatoire.

Pour tout 6 € © et tout " € ©”, générant vy trajectoires indépendantes du proces-
sus stochastique {F(t,.;[Sz](¢”)),t € R} trajectoires indépendantes du processus
stochastique {Z(t,0,0"),t € R} peuvent alors étre calculées et la fonction a valeur
matricielle de densité spectrale {[Sz,(w,0,0")],w € R} peut alors étre estimée par
la méthode du périodogramme (voir le paragraphe 4.3). Générant vy g~ réalisations
indépendantes des matrices aléatoires M|, [D] et [K] et de la fonction aléatoire de

densité spectrale [Sg], la fonction de densité spectrale [Sz,] est estimée, pour tout

weB= [_wmaxawmax]y par
T Ve’e//
Sy (w)] = Sz (w,0:,0)] 5.28
52707 ) = SIS 000 (529

ou la variable aléatoire [Sg’sy"' (w,0,0")] est telle que pour tout w € [~Wmaz, Wmaz)s

Vot

T,vyr AN 1 I
Sz (w,0,0") 2W9/Zz 0, 0,0.,0"Z. (w,0.0,,0") . (5.29)

y Vi

La variable aléatoire ¢ — isT(w, 0,0',0") est définie, pour #' € O, par
~T T .
20 (w,0.0,0") / W) Za(t.0.0).0")e~"dt (5.30)
0

ou Wr est la fenétre temporelle. La convergence en m.o.d. de 'estimateur statistique
[SZ;V(”(’”’VW (w)] est controlée vis & vis du nombre vy g» de réalisations indépendantes
des matrices aléatoires [M], [D] et [K] et de la fonction aléatoire de densité spectrale

[Si], en introduisant la fonction

l/e 6//

1

1/9 9

T Vyr
Voo = convs(vpgn) = / NSZY (w, 0, 0| (5.31)
Dans la suite, nous considérons que les nombres de réalisations vy g~ et vy ainsi que
I’horizon temporelle T" sont suffisament grands pour négliger le biais et la variance
de cet estimateur. Nous confondrons donc la fonction de densité spectrale [Sz, (w)]

et son estimateur [ST OO ()],
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit un processus stochastique non gaussien construit
a partir d’'un processus stochastique du second ordre, centré, stationnaire, gaussien.
Ce processus introduit un espace probabilisé complémentaire et permet, comme
nous le verrons dans la chapitre suivant, de prendre en compte les incertitudes
de modélisation sur le chargement aléatoire améliorant ainsi la vraissemblance
des mesures expérimentales. Sa mise en oeuvre est tres simple et des trajectoires
indépendantes de ce nouveau processus peuvent facilement étre générée. Le cha-
pitre suivant est consacré a l'identification du chargement aléatoire modélisé ici en

utilisant des mesures expérimentales et le modele simplifié stochastique.
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Chapitre 6

Identification du chargement

stochastique incertain.

Ce chapitre est dédié a l'identification du chargement stochastique incertain
{F"™(t),t € R)} défini et étudié au chapitre 5. Cette identification utilise les
réponses aléatoires du modele simplifié stochastique défini dans le chapitre 3 ex-

cité par le chargement stochastique incertain {F"*°(¢),¢t € R)} qui est défini par

~ unc

F'¢(t) = LiftF (t) (6.1)
ou Lift est I'opérateur défini au paragraphe 4.1. Ce chargement stochastique incer-
tain F*(t) doit étre identifié en présence d’incertitudes sur le sous-systeéme linéaire
04, Le chargement stochastique F""°() ne dépend que de la valeur moyenne [S(w)]
de la fonction aléatoire de densité spectrale et du parametre dr qui controle le ni-
veau d’incertitude du chargement stochastique. La méthode d’identification utilisée
combine la méthode des moments (ordrel et ordre 2) et la méthode du maximum
de vraissemblance. Dans un premier temps, on identifie la valeur moyenne [Sj(w)]
de la fonction aléatoire de densité spectrale, ce qui revient a identifier le chargement
stochastique F(¢) défini au chapitre 4. Puis dans un second temps, on identifie le

parametre de dispersion 0 par la méthode du maximum de vraissemblance. Cha-
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cune de ces deux étapes d’identification nécessite la construction de fonctions cout

appropriées pour lesquels il faut a chaque fois définir 1’observation.
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6.1 Identification de la valeur moyenne de la fonc-

tion aléatoire de densité spectrale du charge-

ment stochastique incertain.

La valeur moyenne [Sz| de la fonction aléatoire de densité spectrale [Sg] est
identifiée indépendament du parametre de dispersion dz. Il faut donc construire
une fonction cott qui varie pas ou trés peu en fonction de la valeur du parametre de

dispersion dp, ce qui est possible, comme nous le verrons, en utilisant la propriété

(5.4).

6.1.1 Définition de ’observation.

Pour identifier la valeur moyenne [Sy] de la fonction aléatoire de densité spec-
trale [Sg], on utilise I'équation (5.27). L’observation permettant 'identification de la
fonction [Si(w)] est la fonction de densité spectrale [Sz,| qui est estimée en utilisant
"équation (5.28). Afin de justifier ce choix pour I'observation, considérons le modele
simplifié stochastique linéarisé (par exemple, en remplacant des butées élastiques
par des ressorts équivalents). Considérons alors le filtre linéaire associé a I’équation

(5.27) linéarisée d’entrée f et de sortie q tel que les transformées de Fourier f(w) et

q(w), vérifient, pour tout w € R,

(—w?M(0)] +iw[D'(0)] + [K'(0)])d(w)

. (6.2)
= [Al(w, 0)]a(w) = [H"Lift(flw)) |

ol matrices [M'(0)], [D'(0)] et [K'(0)] sont des réalisations des matrices de masse,
d’amortissement et de raideur du modele simplifié stochastique linéarisé. La matrice
[H'] est la matrice des déformées modales pour le modele simplifié stochastique

linéarisé. En prennant en compte les équations (4.14) et (4.17), la transformée de
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Fourier zZ(w) = Proj’ (i(w)) = Proj’([H'|q(w)) s’écrit, pour tout w € R,

Z2(w) = (Proj/[H'||A'(w, 0)]*[H'|" Lift(f(w))

(6.3)
= [O(w, 0)]f(w)

ol [O(w, 0)] est la fonction de réponse en fréquence a valeurs matricielles de dimen-
sion (u,m). La fonction [O(w,))] étant de carré intégrable, la fonction & valeur
matricielle de densité spectrale {[S] (w,0,0")],w € R} est donnée par la relation

linéaire (voir [96])
[S]le (wv 0, 0//)] - [O(wv Q)HSF(Wv 0’7)][()(("}7 ‘9)]* VweR . (64>
La moyenne Sy (w)] est donnée par

[z

l
s

@)= BBz @) = [ [ [8law.0,0]aP@@P" @) weR. (65

En prennant en compte I’équation (5.4), on obtient
S4(0)) = [ 0. 0lSs @0 0 aPO) MR . (66)

L’équation (6.6) montre que la fonction {[Sy (w)],w € R} ne dépend pas de la valeur
du parametre de dispersion 0. L’introduction de forces non linéaires entraine donc
une dépendance faible de la fonction [Sz, (w)] vis-a-vis de dp. Cette propriété justifie

le choix de ’observation.

6.1.2 Calcul d’une premiere approximation pour la valeur

moyenne

La premiere étape de I'identification permet d’obtenir une approximation de la
valeur moyenne [Sz| de la fonction aléatoire de densité spectrale [Sz|. Cette étape
a deux objectifs. Le premier est d’obtenir ’allure de la fonction de densité spectrale

du chargement aléatoire afin d’obtenir une représentation paramétrée de celle-ci.
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Le deuxieme objectif est de construire une approximation du niveau d’excitation
afin, lors de la phase d’identification finale, de partir d’une valeur pas trop éloignée
de la valeur optimale. Afin d’obtenir cette premiere approximation, le modele sim-
plifié stochastique non linéaire est linéarisé et nous nous basons sur la technique
d’inversion linéaire utilisé par Granger dans [47]. Des mesures expérimentales sont
disponibles. Elles peuvent étre de plusieurs natures : déplacement, accélération,
déformation, pression... Afin d’étre le plus général possible, nous considerons le cas
de mesures de déplacement. Soit {ZS™(t) = (Z51(t), ..., Z5%P(t)),t € R} le proces-
sus stochastique stationnaire & valeurs dans R* qui est mesuré expérimentalement
sur le systeme réel et correspondant a l'observation {Z(¢),t € R}. La fonction de
densité spectrale a valeurs matricielle {[Szewr(w)],w € R} de ce processus stochas-
tique peut alors étre estimé par la méthode du périodogramme (voir le paragraphe
4.3). Reprenons, sans tenir compte des incertitudes sur le modele du chargement
stochastique, le modele simplifié stochastique linéarisé dont la fonction de densité

spectrale a été construit au paragraphe précédent. On a alors
[S]z(w, 0)] = [O(w, 0)][Sg(w)][O(w, )] ,VweR . (6.7)

Pour chaque w € R, on note [O(w, #)]~! I'inverse généralisé de la matrice [O(w, 6)]
définie dans 'équation (6.3). Celui-ci est calculé via une décomposition en valeurs
singulieres (SVD, voir [46]). Alors, pour tout w € R et tout 6 € ©, I’équation (6.7)
peut inversée au sens indiqué. On introduit alors la fonction aléatoire de densité

spectrale a valeur matricielle [S;(w)] qui est telle que, pour tout 6 € ©, on a
[Se(w,0)] = [O(w, O)] [Szerr (W)([O(w, 0)] )" ,VweR . (6.8)

Cette relation n’est pas ”'inversion” de la relation (6.7). Générant vy réalisations
indépendantes des matrices aléatoires [M'], [D'] et [K'], une premiere approximation

de la fonction de densité spectrale [S%b(w) est obtenue pour tout w € R, par

Vo

S2(w)] = — 3 [Sa(w,0)] (6.9)

v
0 =1
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Cette méthode est simple a mettre en oeuvre mais est tres approximative et pose des
problemes numériques. En effet, une erreur constante sur I’estimation de la fonction
de densité spectrale des déplacements mesurés entraine une erreur sur la fonction
de densité spectrale des efforts qui croit en w?*. Pour palier ce probléme, on pourrait
utiliser des techniques de régularisation (voir [106]). Mais dans notre cas, on cherche
juste & obtenir une premiere approximation du spectre des efforts; on peut donc

utiliser cette méthode telle quelle.

6.1.3 Paramétrage de la valeur moyenne.

En pratique, I'identification de la fonction w — [S§(w)] est réalisée en introdui-

sant une représentation paramétrée de cette fonction est donc réécrite
Siw)]=[Sw,r)] , weR |, relC (6.10)

ou C, C R” est le domaine admissible pour le parametre r & valeurs dans R avec
v, le nombre de parameétres scalaires a identifier et ou (w,r) — [S(w,r)] est une
fonction donnée de R xR a valeurs dans M} (C). Ce paramétrage peut étre obtenue
a partir de I’ébauche construite au paragraphe précédant. Ainsi, 'identification du

chargement stochastique {F" (t),t € R)} consiste en Iidentification du vecteur r.

6.1.4 Construction de la fonction cout et identification.

Le parametre r est estimé en minimisant la distance entre I'observation four-
nie par le modele simplifié stochastique et 1’observation expérimentale par l'in-

termédiaire de la distance

Dr) = / Sz (w,1)] — [Sgemn(@)] 2 (6.11)

entre la fonction de densité spectrale calculée avec le modele simplifié stochastique

et celle estimée expérimentalement. Nous avons alors a résoudre le probleme d’op-
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timisation suivant

o = argmin D(r) (6.12)

reCy

ou rey est la valeur optimale du vecteur r. Le résultat de la construction d’une
premiere approximation au paragraphe précédent est utilisé pour initialiser 1’al-
gorithme de minimisation de cette fonction cout. A cause des incertitudes de
modélisation sur la chargement, méme si le modele simplifié était tres bon et
méme apres optimisation, cette fonction colt ne serait pas nulle. Il reste un écart
irréductible entre les mesures et les prévisions du modele simplifié di & ces incerti-
tudes. Ainsi, I'introduction d’un modele d’incertitude sur le chargement permet de

diminuer cet écart.

6.2 Identification du parametre de dispersion.

6.2.1 Définition de 1’observation.

Pour identifier le parametre de dispersion 0, on part de 1’équation (5.27). On
définit la variable aléatoire observation .J telle que pour tout (0,0") € © x ©” on

ait
1,(0.0") = /B 1S4 (w0, 0.0")] 2o (6.13)

ou la variable aléatoire [S;’SV"' (w,0,0")] est définie par 'équation (5.29). Générant vy
réalisations indépendantes des matrices aléatoires [M], [D] et [K] et vy~ trajectoires
indépendantes du processus stochastique F' (¢; [Sg]), la densité de probabilité x +—
ps.(x;0r) de la variable aléatoire J; par rapport a dx est estimée par la méthode de

simulation de Monte Carlo (méthode de I’histogramme).
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6.2.2 Construction de la fonction cout et identification.

Le parametre de dispersion 0 est estimé en utilisant la méthode du maximum de
vraisemblance relative a la variable aléatoire J; pour laquelle la valeur expérimentale

JSP telle que

JeP /B Sgeer(@)] B (6.14)

est calculée & partir de la mesure expérimentale {Z"?(¢),t € R}. Nous avons ainsi

a résoudre le probleme d’optimisation suivant

0P = arg max (ps,(J7®50r)) (6.15)
ot 09" est la valeur optimale de la variable dz et ot Cs,. est le domaine admissible
pour le parametre de dispersion dr. On rappelle qu'une partie de la variabilité de
I’observation J, est due aux incertitudes dans le sous-systeme linéaire du modele
simplifié. La prise en compte des incertitudes de modele pour le chargement aug-
mente encore le domaine de variation de 1’ observation J; permettant de rendre

I’observation expérimentale la plus vraisemblable possible.

6.2.3 Prise en compte des erreurs de mesures.

Les mesures expérimentales sont souvent entachées d’erreurs liées notament a la
précision des instruments de mesures. Nous allons donc prendre en compte ces er-
reurs dans l'identification du parametre de dispersion dz en introduisant la variable

aléatoire J* qui est telle que
JE=J+€& (6.16)

ou & est une variable aléatoire scalaire de densité de probabilité e — pe(e) donnée et

ou J, est la variable aléatoire observation definie dans I’équation (6.13). La densité
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de probabilté y — pyer(y) de la variable aléatoire J¢* est alors définie par

—+00
posystn) = [ pasie=dlesre(ente (6.17)

— o0

oll & — perjg—c(y|e) est la densité de probabilité de la variable J¢* sachant £ = e.

En utilisant I’équation (6.16) cette densité de probabilité s’écrit

pJgr\s:e(y’@) = sz(y - 6) ) (6-18)

ou z — py.(x) est la densité de probabilité de la variable aléatoire .J; introduite
au paragraphe 6.2.1 et estimée par la méthode de simulation de Monte Carlo en
utilisant le modele simplifié stochastique. La densité de probabilté y — pje(y) de la

variable aléatoire J* dépend ainsi du parametre de dispersion dp et se réécrit donc

+oo
pe(y: 0p) =/ ps.(y— e dp)pele)de . (6.19)

—0o0

En utilisant I’équation (6.15) on obtient le probleme d’optimisation suivant

0
o7 = arg e ([ (50 = exinpe(e) de) (6:20)
ou 5;“ est la valeur optimale de la variable dr. L’intégrale présente dans cette
fonction cott peut étre estimée par la méthode de simulation de Monte Carlo. La
cout numérique de cette estimation est tres faible car la densité de probabilité de
la variable aléatoire £ modélisant ’erreur est donnée. Pour v, tirages de la variable

aléatoire £, le probleme d’optimisation s’écrit donc

1 &
opt ex .
Op" = arg max (— E pr (JEP — e 0p)) . (6.21)
5F€C(;F Ve <
=1
La variable aléatoire modélisant I’erreur est souvent modélisé par une variable Gaus-
sienne centrée dont la variance est estimée par I'expérimentateur en fonction de la

précision de la chaine d’acquisition.
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6.3 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthodologie pour identifier
complétement le chargement stochastique {f‘unc(t),t € R)} incluant un modele d’in-
certitude. Ce chapitre inclut également l'identification d’un processus stochastique
du second ordre, stationnaire, Gaussien, centré sans modele d’incertitude. En effet,
la fonction de densité spectrale d'un tel processus peut étre identifiée en utilisant la
méthode présentée au paragraphe 6.2. Le chargement identifé dans ce chapitre sert
de donnée d’entrée au modele simplifié stochastique construit au chapitre 3 pour

estimer de fagon robuste les quantités d’intérét.



Chapitre 7

Validation numérique sur un

exemple simple.

Dans ce chapitre, la simulation numérique d’un exemple simple représentatif
des systemes industriels auxquels nous nous intéressons est présenté. Cette étude
a pour but de valider les développements théoriques présentés dans les chapitres
précédents. Les deux premiers paragraphes seront ainsi consacrés a la description
du modele de référence et du modele simplifié stochastique pour cet exemple simple.
Pour cet exemple, le modele de référence correspond au modele réel. Le modele de
référence permet donc de fournir des réponses expérimentales. La troisieme partie

est quand a elle consacrée a l'identification du chargement aléatoire.

7.1 Modele de référence.

Pour cet exemple, la construction du modele de référence a deux objectifs. Il
sert d’abord de modele expérimental et fournit donc des mesures expérimentales
qui serviront d’observation pour l'identification du chargement stochastique. De
plus, ce modele sert a identifier le parametre de dispersion qui sera introduit lors

de la description du modele simplifié stochastique.
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7.1.1 Description du modele de référence.

Le modele de référence est un modele filaire composée d’'un sous-systeme linéaire
et d’un sous-systeme non linéaire (voir Fig. 7.1). Le sous-systeme linéaire est com-
posé de quatre poutres d’Euler paralleles et encastrés a leurs deux extrémités.
Le sous-systeme non linéaire est composé d’'une poutre d’Euler encastrée a ses
extrémités et parallele aux poutres du sous-systeme linaire. De plus, le compor-
tement de ce sous-systeme est rendu non linéaire par la présence de deux butées
élastiques. Les cinq poutres du modele de référence sont reliées entre elles par 3
grilles transversales, chacune de ces grilles étant modélisées par quatre ressorts

transversaux. Ces grilles appartiennent au sous-systeme linéaire. Ainsi, I'interface

(@) 51/ f 20000

LINL L o N/ / X
) [ /N /717 /AN
4
Poutres Ressorts
(b) (© <
¥ x
Py, :.: Z

F1G. 7.1 — (a) Modele de référence : Vue 3D. (b) Vue transversale. (¢) Vue trans-
versale dans le plan d’une grille : les 6 lignes diagonales représentent 12 ressorts.

de couplage entre le sous-systeme linéaire et le sous-systeme non linéaire est com-
posé de trois points situés sur la fibre neutre du sous-systeme non linéaire. Cha-
cune des poutres a une section circulaire constante de rayon 0.5 m, d’épaisseur
0.2 m, de longeur 16 m, de masse volumique 250 kg/m?* de module d’Young
450 N/mm? et de taux de dissipation 0.02. Le module d’Young de la poutre du
sous-systeme non linéaire vaut 750 N/mm?. Les butées élastiques sont situées a

6 m de l'extrémité gauche et pour chacune des butées , le jeu est de 1.5 x 107¢ m et
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la raideur de choc vaut 10® N/m (voir Annexe C). La raideur de chaque ressort des
grilles tranversales vaut 4 x 10" N/m. Chacune des poutres est modélisée par huit
éléments finis de poutres Euler de longueurs égales et par neuf noeuds. Les DDLs
des noeuds d’extrémités de poutres sont bloqués. Les 12 ressorts des grilles trans-
versales sont modélisés par 12 éléments ressorts. Nous nous intéressons uniquement
au déplacement suivant la direction y pour le plan xy de la poutre du sous-systeme
non linéaire (voir Fig. 7.1). Par conséquent, chaque poutre a 14 DDLs de translation
suivant y et de rotation suivant z. La bande d’analyse fréquentielle pour notre étude
est B = [—100,100] Hz. Dans cette bande B, le modele référence (sans les butées
élastiques) possede 21 fréquences propres. Les trois premieres fréquences propres
sont 5.78 Hz , 15.9 Hz et 31.1 Hz et correpondent a des modes pour lesquels les

déplacements transversaux des cinq poutres sont en phase (modes d’ensemble).

7.1.2 Description du chargement réel appliqué au modele

de référence et calcul de réponses stationnaires

R

chargement considéré comme le chargement réel. Ce chargement consiste en 7 forces
transversales de direction y appliquées sur les 7 noeuds libres du sous-systeme non
linéaire. Le vecteur £ représentant le chargement appliqué au model de référence
contient ces 7 forces. Alors le chargement {f*'(¢),t € R} est modélisé par un pro-
cessus stationnaire, du second ordre, centré, Gaussien pour lequel la fonction de

densité spectrale a valeurs matricielles [Sget(w)] est telle que

1. pour tout i € {1,...,7}, [Sper(w)]i est une fonction constante égale a

1.3 N?/Hz sur la bande d’analyse B = [—100,100] Hz et est nulle ailleure.

2. pour tout 7 et j dans {1, ceey 7}, |[Sfref (w)]ij|2 = ’)/Z'j<u))[Sfref(W)]ii[SP-ef(W)]jj ou
vij(w) = exp(—|z; — x|/ \) ou |x; — x| est la distance séparant deux points

excités et ou A = 4m est la longueur de référence liée a longueur de corrélation.

La réponse stationnaire est calculée en utilisant un schéma d’intégration explicite

d’Euler (voir Annexe B) avec un pas de 0.65 x 107 s (cette valeur, en relation avec
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la plus grande fréquence propre pour le modele de référence, assure la stabilité du
schéma). On veut une résolution fréquentielle de 0.5 Hz donc I'horizon temporelle
T doit étre supérieure a 1/0.5 = 2 s. On choisit T" = 2.2 s. La calcul est réalisé
pour 100 trajectoires indépendantes du processus stochastique {f'(¢),t € R} (pa-
ragraphe 4.2). Ce qui revient a effectuer le calcul sur l'intervalle temporel [0, 220] s
(en procédant ainsi, les trajectoires obtenues par découpage de la longue trajec-
toire ne sont pas indépendantes mais on peut montrer que l'erreur affectant ainsi
'estimation des moments d’ordre deux est négligeable [96] ). Le point P,,s désigne
le point d’impact du sous-systeme non linéaire. La fonction de densité spectrale
de puissance (DSP) du déplacement transversal stochastique et de la rotation sto-
chastique au point P, est estimée en utilisant la méthode du périodogramme (voir

Fig. 7.2 et Fig. 7.3). Sur ces figures, les trois premiers pics correspondent aux modes
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Fi1G. 7.2 — Fonction de densité spectrale de puissance du déplacement transversal
stochastique au point P,,s pour le modele de référence.

d’ensemble. Sur la courbe correspondant au déplacement transversal, la bande B
n’est pas clairement démarquée. Ce transport d’énergie en dehors de la bande B est
du aux non-linéarités localisées. La convergence de 'estimation de la DSP pour le

déplacement transversal stochastique {Szhfo (w),w € B} au point Py, en fonction
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Fi1G. 7.3 — Fonction de densité spectrale de puissance de la rotation stochastique au
point P, pour le modele de référence.

du nombre v,.; de trajectoires calculées est représentée sur la Fig. 7.4. Cette figure

Vref

w)|}. Une bonne convergence est atteinte
Zchoc

représente la fonction {vpep — [4]5

pour 50 réalisations.

7.2 Modele simplifié.

Le modele de référence est remplacé par un modele simplifié qui permet de
prédire le comportement dynamique de la structure étudiée. Ce modele simplifié

sera aussi utilisé pour identifier le chargement appliqué.

7.2.1 Description du modele simplifié moyen.

Le modele simplifié moyen est dérivé du modele de référence. Pour les deux
modeles, la partie non linéaire est la méme. C’est a dire que le sous-systeme
non linéaire du modele simplifié moyen est composé d’une poutre d’Euler en-

castrée a ses extrémités dont le comportement est rendu non linéaire par la
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-13 CONVERGENCE

20 40 60 80 100
NB TIRAGES
FiGc. 7.4 — Convergence de I'estimation de la DSP du déplacement transversal sto-

chastique au point Py en fonction du nombre de réalisations pour le modele de
référence.

présence de deux butées élastiques. En ce qui concerne le sous-systeme linéaire,
les quatre poutres d’Euler du sous-systeme linéaire du modele de référence sont

remplacées par une poutre d’Euler équivalente (voir Fig. 7.5). La section de la

Fi1G. 7.5 — Modele simplifié.

poutre équivalente est définie de facon arbitraire et est choisie circulaire a rayon
constant valant 0.5 m, d’épaisseur 0.2 m, de longueur 16 m. Son module d"Young

vaut 4 x 450 = 1800 N/mm? et sa masse volumique vaut 4 * 250 = 1000 kg/m?.
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Comme les grilles ne tournent pas, les valeurs choisies pour le module d’Young et la
masse volumique sont telles que ’énergie de déformation et 1’énergie cinétique du
sous-systeme linéaire pour le modele de référence et pour le modele simplifié moyen
sont les mémes. Dans cette bande d’analyse B, le modele simplifié moyen (sans
les butées élastiques) possede 10 fréquences propres. Les trois premieéres fréquences
propres (modes d’ensemble) pour le modele simplifié sont 5.74 Hz , 15.3 Hz et
30.8 Hz qui sont a comparer avec les valeurs 5.78 Hz , 15.9 Hz et 31.1 Hz cal-
culées pour le modele de référence. Il est a noter que le recalage du modele simplifié
peut se faire uniquement sur les modes d’ensembles, ce qui entraine des incerti-
tudes de modélisation qui doivent étre prises en compte. Bien entendu, on aurait pu
construire un modele plus sophistiqué rendant mieux compte du comportement dy-
namique du modele de référence (par exemple un modele ou le sous-systeme linéaire
serait condensé dynamiquement au niveau de son interface avec le sous-sytéme non
linéaire, voir Annexe A) mais 1'objectif ici est de partir d’'un modele simple et de

prendre en compte les incertitudes introduites lors de la simplification.

7.2.2 Comparaisons des réponses stationnaires pour le
modele de référence et pour le modele simplifié

moyen.

Le modele de chargement utilisé pour le modele de référence est repris et ap-
pliqué sur le sous-systéeme non linéaire du modele simplifié moyen. La réponse sta-
tionnaire est calculée en utilisant les mémes parametres de calcul que ceux utilisés
pour le modele de référence. La fonction de densité spectrale de puissance (DSP) du
déplacement transversal stochastique et de la rotation stochastique au point P, est
estimée en utilisant la méthode du périodogramme. La figure 7.6 montre la conver-
gence de l'estimation de la DSP pour le déplacement transversal stochastique au
point Py en fonction du nombre de trajectoires calculées. Cette figure représente
la fonction {vg — convy(vy )} de I'équation (4.24). Une bonne convergence est at-
teinte pour 50 réalisations. Les fonctions de densité spectrale de puissance (DSP)

du déplacement transversal stochastique et de la rotation stochastique au point P,
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FiG. 7.6 — Convergence de I'estimation de la DSP du déplacement transversal sto-
chastic au point P, en fonction du nombre de réalisations pour le modele simplifié.

pour le modele simplifié sont comparés a celles calculées pour le modele de référence
(voir Fig. 7.7 et Fig. 7.8). Sur ces figures, on peut voir que la prévision donnée par
le modele simplifié est bonne sur la bande de fréquence [0,30] Hz correspondant
aux réponses des modes d’ensemble. Cependant, il v a des différences significatives
sur la bande de fréquence [30,100] H z induites par les incertitudes de modélisation.
Ces incertitudes doivent étre prises en compte afin d’étendre le domaine de validité

du modele simplifié sur la bande de fréquence [30, 100] H z.

7.2.3 Prise en compte des incertitudes et identification du

parametre de dispersion.

Le modele probabiliste non paramétrique introduit dans le chapitre 3 pour la
prise en compte des incertitudes de modele est utilisé pour la matrice de raideur
du sous-systeme linéaire du modele simplifié. Ainsi, la dispersion introduite dans le

modele simplifié stochastique est controlée par le parametre de dispersion § = (9%).
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FiG. 7.7 — Fonction de densité spectrale de puissance du déplacement transversal
stochastique au point P, : comparaison entre la response donnée par le modele de
référence (traits pointillés) et celle donnée par le modele simplifié (traits pleins).

1.

FEtude de sensibilité. La sensibilité du déplacement transversal stochastique
et de la rotation stochastique au point P, est étudiée vis a vis du parametre
de dispersion 4. Les figures 7.9, 7.10 et 7.11 représentent les domaines de
confiance a P. = 0.95 du déplacement transversal stochastique et de la rotation
stochastique pour plusieurs valeurs de §. Ces domaines sont estimés pour
100 trajectoires calculées. On constate, comme on pouvait s’y attendre, que
plus le parametre de dispersion est grand, plus le domaine les domaines de
confiance a P. = 0.95 est large. La convergence de I’estimation de la DSP pour
le déplacement transversal stochastique {S7” (w),w € B} au point Py, en
fonction du nombre vy pour vy fixé a 50 et 67 = 0.3 est représentée Fig. 7.12.
Cette figure représente la fonction {vy — convy(ry)} de I'équation (4.27). Une

bonne convergence est atteinte pour 60 réalisations.

. Identification du paramétre de dispersion. Le parametre de dispersion § = (6%)

est identifié par la méthode du maximum de vraisemblance. Chaque fonction

de densité de probabilité de I’équation (3.22) est estimée avec 200 réalisations
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FiG. 7.8 — Fonction de densité spectrale de puissance de la rotation stochastique au
point P,,s : comparaison entre la response donnée par le modele de référence (traits
pointillés) et celle donnée par le modele simplifié (traits pleins).

de la variable aléatoire J calculées avec le modele simplifié stochastique. La
valeur J™¢/ = 7.57 x 107'® correspondante pour le modele de référence est
calculée en utilisant I’équation (1.18). La figure 7.13 représente la fonction
de vraisemblance optimisée dans 'équation (3.23) avec C,q =0, 1/12/16]. Le
maximum est atteint pour §°”* = (0.2). La fonction de densité de probabilité
ps(x,6 = (0.2)) de la variable aléatoire .J est représentée sur la figure 7.14.
Le niveau de densité de probabilté atteint pour J = J"¢f est de 1.5 x 10,
Pour estimer la qualité de l'identification, on peut par exemple calculer la
probabilité P(J ¢ £ 5%) qui est telle que P(J™ +5%) = P(0.95 x Jr¢/ <
J < 1.05 x Jr¢f) = 0.14. L’observation pour le modele simplifié moyen notée
J™Y vaut 11.92 x 107, On voit alors l'intérét de la prise en compte des
incertitudes de modele pour le modele simplifié. En effet, la prise en compte
des incertitudes de modele a permis d’augmenter ’espace des solutions et
d’englober I'observation de référence J"¢/. Ainsi, la probabilité P(J™¢/ + 5%)

est passée de 0 a 0.14. La fonction de répartition est représentée sur la figure
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7.15. La figure 7.16 représente le domaine de confiance avec un niveau de
probabilité P, = 0.95 de la fonction {w ||[ZA(w)}*1||?}. Le calcul est mené

avec 200 réalisation idépendantes de la matrice aléatoire de raideur.

REPONSE (m%Hz)

-ID' L L L L L
1] 20 40 60 g0 100 120
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FiGc. 7.9 — Fonction de densité spectrale de puissance du déplacement transversal
stochastique au point P, : comparaison entre la response donnée par le modele de
référence (traits pointillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique pour
0% = 0.1 (traits pleins).

7.3 Construction et identification du chargement

aléatoire.

On considere a présent que le chargement qui nous a permis de contruire les
réponses expérimentales au paragraphe 7.1.2 est inconnu. Celui ci doit étre identifié
en utilisant le modele simplifié stochastique ainsi que les réponses expérimentales

fournies par le modele de référence.
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FiG. 7.10 — Fonction de densité spectrale de puissance du déplacement transversal
stochastique au point P, : comparaison entre la response donnée par le modele de
référence (traits pointillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique pour
0% = 0.2 (traits pleins).

7.3.1 Modele probabiliste des incertitudes pour le charge-

ment aléatoire.

La premiere étape consiste en la construction d’un modele mathématique pour la
valeur moyenne [S;| de la fonction aléatoire de densité spectrale [S;| introduite au
chapitre 5. Afin d’en faciliter I'identification, celui-ci doit étre choisi le plus simple

possible. On a ainsi choisit de modéliser le chargement F(t) par
{F(t) = (T(t),M(t)) , teR} , (7.1)

ou T'(t) est un effort transversal et M(t) est un moment appliqué au milieu de la
poutre non linéaire (voir Fig. 7.17). Cette force et ce moment sont des processus sto-
chastiques indépendants, stationnaires, du second-ordre, centrés, Gaussiens. Donc,
ils sont completement définis par leur fonction de densité spectrale de puissance

[St(w)] et [Sy(w)]. La fonction de densité spectrale a valeurs matricielles pour le
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FiG. 7.11 — Fonction de densité spectrale de puissance du déplacement transversal
stochastique au point P, : comparaison entre la response donnée par le modele de
référence (traits pointillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique pour

0% = 0.3 (traits pleins).

processus stochastique {F(t),t € R} est alors définie par
Se(w)] =  weR (7.2)

On suppose que la fonction w — [S;(w)] est constante dans la bande fréquentielle
d’analyse B et est telle que I’équation (4.7) est vérifiée. La seconde étape consiste,
comme expliqué au chapitre 5, en la construction du processus stochastique
{F"™(t),t € R} incluant le modele probabiliste des incertitudes & partir du
processus stochastique {F(t),t € R}. Le processus stochastique ”expérimental”
{Z¢(t),t € R} défini au paragraphe 6.1.3 est composé de u = 7 déplacements

stochastiques transversaux.
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FiG. 7.12 — Convergence de l'estimation de la DSP pour le déplacement transversal
stochastique au point P, en fonction du nombre vy.

~ unc

7.3.2 Identification du processus stochastique F ().

Comme nous 'avons expliqué dans le chapitre 6, I'identification du processus

stochastique F' (t) seffectue en deux étapes :

1.

Identification de la valeur moyenne [Sz| de la fonction aléatoire de densité
spectrale [Sz|. Le paramétrage de la valeur moyenne s’effectue en utilisant
’équation (6.10). Ainsi la fonction w — [Sg(w)] qui est constante dans la

bande d’analyse B peut se réécrire

S (w)] = [S(w, )] = , WEB , reC (7.3)

ou l'on a définie l'intervalle admissible C, = {r = (ry,r9);7m1 > 0,79 > 0}.
Le vecteur r est identifié en utilisant la méthode Trial qui consiste a cal-
culer la fonction cout D(r) introduite dans 1’équation (6.11) pour 100 va-

leurs du vecteur r. La figure 7.18 représente la fonction r +— D(r). Sur
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FIG. 7.13 — Graphe de la fonction {8 — ps(J"¢/; 8)}.

cette figure, on peut voir que la valeur optimale r,, est atteinte pour

ropr = (18 N2/Hz,20 (N/m)?/ Hz).

2. Identification du parametre de dispersion 0p. La figure 7.19 représente la fonc-
tion de vraisemblance optimisée dans I’équation (6.15) avec Cs, =0, /3/7].
Le maximum de la fonction de vraisemblance 0p +— pj (JEP;dp) est at-
teint pour 6%’ = 0.07. La valeur non nulle pour les petites valeurs du pa-
rametre de dispersion 0z correspond a la variabilité induite par les incerti-
tudes présentes dans le modele simplifié stochastique et modélisées par une
approche probabiliste non paramétrique des incertitudes. La fonction de den-
sité de probabilité p;, (z, 6 = (0.07)) de la variable aléatoire J; est représentée
sur la figure 7.20. L’observation expérimentale J*P est calculée en utilisant
I’équation (6.14) et vaut J&P = 8.5 x 10~** Pour estimer la qualité de I'iden-
tification, on peut calculer la probabilité P(J&P + 5%) qui est telle que
P(J® £ 5%) = P(0.95 x J&P < J < 1.05 x J*P) = 0.18. En 'absence
de modele d’incertitude pour le chargement, la probabilité P(J&P +5%) vaut

0.13. La prise en compte des incertitudes de modele sur le chargement a aug-
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F1G. 7.14 — Graphe de la fonction de densité de probabilité {z — p;(x,d = (0.2))}.

menté la vraissemblance des mesures, faisant passer la probabilité P(J&P+5%)
de 0.13 & 0.18. La figure 7.21 compare la réponse ”expérimentale” fournit par
le modele de référence a celle construite avec le modele simplifié stochastique
sur lequel le chargement stochastique identifié est appliqué. La figure 7.22
controle la convergence de la réponse stochastique par I'intermédiaire de la
fonction {vg g — convs(vpgr)} de 'équation (5.31). Une bonne convergence
est atteinte pour vy g = 40 tirages de la matrice aléatoire de raideur et de la

fonction aléatoire [Sg].

7.4 Conclusion.

Dans ce chapitre la méthodologie proposée précédement a été validée sur un
exemple simple ou 'allure de la fonction de densité spectrale du chargement sto-
chastique est elle aussi simple. L’étude de cet exemple montre clairement que la
prise en compte des incertitudes de modélisation sur le systeme et sur le charge-

ment stochastique permet d’améliorer la vraisemblance des données expérimentales
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F1G. 7.15 — Graphe de la fonction de répartition {j — Prob(J < j)}.

et ainsi fournir un modele dont les prévisions sont plus robustes vis-a-vis de ces in-
certitudes. Dans le chapitre suivant, un systeme industriel avec toute sa complexité

sera étudié.
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FiG. 7.16 — Domaine de confiance avec un niveau de probabilité P, = 0.95 de la
. A _112
fonction {w — ||[Z%(w)] 7|7}

FiG. 7.17 — Définition du chargement aléatoire.
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F1G. 7.18 — Graphe de la fonction cout (rq,r9) — D(ry,rs).
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F1G. 7.19 — Graphe de la fonction {0p — py, (JEP;6F)}.
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F1G. 7.20 — Graphe de la fonction de répartition {j — Prob(Js; < j)} : avec (traits
pleins) et sans (traits pointillés) modélisation des incertitudes sur le chargement.
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F1G. 7.21 — Fonction de densité spectrale de puissance du déplacement transversal
stochastique au point P, : comparaison entre la response donnée par le modele de
référence (traits pointillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique pour
o1 =02 et dp = 0.07.
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FiG. 7.22 — Convergence de l'estimation de la DSP pour le déplacement transversal
stochastique au point P, en fonction du nombre vy g
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Chapitre 8

Validation expérimentale :
identification de forces
stochastiques appliquées aux

assemblages combustibles.

Ce chapitre est dédié a I’étude d’un systeme industriel : les assemblages combus-
tibles (voir figure 8.1). Ce type de structure est un composant de coeur de réacteur
nucléaire composé de centaines de tubes reliées entre eux par 'intermédiaire de
grilles (10 ou 8 suivant le type d’assemblage). Depuis plusieurs années, EDF R&D
s’intéresse au comportement dynamique des assemblages combustibles afin de mieux
maitriser I'usure de la gaine des crayons qui la compose. Cependant, la modélisation
de ce type de structure est tres délicate en raison de sa grande complexité. En effet,
les assemblages combustibles sont composés de centaines de crayons maintenus en
positions par des précontraintes et dont la dynamique est couplée a celle du fluide ca-
loporteur en écoulement. De plus ’écoulement du fluide autour de ces assemblages
induit une excitation turbulente dont la modélisation et l'identification s’averent
eux aussi délicats. Afin de mieux maitriser la modélisation des assemblages com-

bustibles et la modélisation des forces induites par le fluide en écoulement, EDF



Validation expérimentale : identification de forces stochastiques appliquées aux
100 assemblages combustibles.

R&D a concu un banc d’essai nommé BECASSINE qui est un demi assemblage
combustible baignant dans un fluide en écoulement. Dans le cadre de cette these,
on s’intéresse uniquement a 1’étude de la maquette BECASSINE. Ainsi ce chapitre
est dédié a la modélisation de la maquette BECASSINE et a l'identification du
chargement stochastique induit par le fluide en écoulement. Le paragraphe 8.1 est
consacrée a la description du banc d’essai BECASSINE. Dans les paragraphes 8.2
et 8.3, un modele de référence et un modele simplifié stochastique sont construits
et étudiés. Dans le paragraphe 8.4, le chargement turbulent induit par le fluide en
écoulement est modélisé puis identifié. Enfin, dans le paragraphe 8.5, on s’intéresse
aux statistiques sur les quantités d’intéret construites a ’aide du modele simplifié

stochastique et du chargement stochastique identifié.

F1G. 8.1 — Assemblage combustible.
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8.1 Banc d’essai BECASSINE.

8.1.1 Description du banc.

La maquette BECASSINE (voir Fig. 8.2) a été congue afin de mieux comprendre
le comportement dynamique des assemblages combustible. Elle est composé d'un

demi assemblage combustibles constitués de plusieurs éléments :

1. Grilles. Les grilles servent & maintenir les crayons en position. Elles sont de
deux types : les grilles de mélanges qui sont les deux grilles supérieure et
inférieure. Elles sont en zircaloy (module d"Young F = 9.84 x 101° Pa, coeffi-
cient de Poisson v = 0.3, masse volumique p,, = 6526 kg/m?). Les deux grilles
intermédiaires sont des grilles de maintien. Toutes les grilles sont consituées
de plaquettes minces entrecoisées et soudées entre elles (voir Fig. 8.3) formant
un réseau de 17 x 17 cellules (voir figure 8.4) de pas 12.6 mm. Chacune des

plaquette a une hauteur de 21.71 mm et une épaisseur moyenne de 0.48 mm.

2. Tubes guides. Les tubes guides assurent le positionnement axial des assem-
blages et sont au nombre de 25. Ils sont constitués de tubes creux en zircaloy
également et sont soudés aux grilles. Ils sont encastres a leurs extrémités par
I'intermédiaire de souffliets. Leur diametre externe est égal a 12.05 mm, leur

diametre externe est égale a 11.25 mm et leur longueur est égale & 2.25 m

3. Crayons combustibles. Les crayons combustibles sont nombre de 264. Ils sont
constités d’une gaine en zircaloy qui est un tube creux de diametre externe
9.5 mm, de diametre interne 8.36 mm et de longueur 1.91 m. Cette gaine
contient des pastilles de combustibles empilées (remplacé sur BECASSINE par
du plomb). La masse volumique équivalente des crayons combustible est de
peq = 37950 kg/m?. Ils sont libres & leurs extrémités. Les crayons combustibles
sont maintenus en position grace aux précontraintes exercées radialement de

part et d’autre par des bossettes et des ressorts. (voir Fig. 8.3).

La structure est confinée dans une enceinte en plexiglas ou de 'eau s’écoule a un

débit réglable (entre 0 et 700 m?/h).
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F1G. 8.2 — Maquette BECASSINE.

8.1.2 Instrumentation.

Afin d’identifier les caractéristiques dynamiques de la maquette BECASSINE
et d’identifier le chargement appliqué a cette structure, celle ci est instrumentée de
maniere a pouvoir réaliser des mesures en écoulement. Les déformations sont me-
surées par des jauges de déformation reparties le long d’un crayon combustible. Ce
crayon est situé en position J-10 sur la figure 8.4 (ce crayon peut étre déplacé et
plusieurs crayons peuvent étre instrumentés) et ne contient pas de plomb. La direc-
tion y désigne la direction longitudinale. Les déformations sont mesurées suivant les
deux directions transverses = et z. En partant du bas du crayons instrumenté, les
jauges sont localisée a 0.06 m, 0.43 m, 0.69 m, 1.0 m, 1.37 m et 1.62 m. Ces jauges
sont respectivement dénomées J1z, J2x, J3x, J4x, Jbx et J6x pour la direction x
et J1z, J2z, J3z, J4z, Jbz et J62 pour la direction z. De plus, un vibrometre laser
est placé en face de la grille inférieure afin de mesurer la vitesse de celle ci (voir
Fig. 8.5). Dans notre étude, nous utiliserons uniquement les mesures fournies par

les jauges de déformations.
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FiG. 8.3 — Grille et systeme de maintien.

8.1.3 Acquisition des signaux temporels.

Dans le cadre de cette recherche, des essais en écoulement sur la maquette BE-
CASSINE ont été réalisés le 13 Décembre 2007. Nous avons pu assiter a ces essais.
Les mesures par jauges de déformation ont été receuillies pour plusieurs vitesses
d’écoulement, allant de 100 & 600 m?/h. On présentera ici uniquement les résultats
obtenus pour une vitesse d’écoulement de 300 m?/h. Sur les 12 jauges, seules les
jauges Jlx, Jbx, J6x, J1z, J2z, J4z et J6z ont correctement fonctionné. La figure
8.6 représente la mesure de déformation pour la jauge J1x. Elle correspond au si-
gnal de sortie qu’on a multiplié par le coefficient 1.575 x 1073 (1ié au facteur de
jauge et au gain du conditionneur) sur Iintervalle [0, 1] s. Concernant les données
d’acquisition, nous avons choisit f,.. = 640 Hz et une résolution fréquentielle
Af = 0.325 Hz (4096 points); ce qui correspond d’apres le théoréme de Shan-
non & un pas d’acquisition de At = 0.78 x 1072 s et & une durée d’acquisition
tmaz = 3.20 s. Afin de caractériser la réponse stationnaire de la maquette par la
méthode du périodogramme, 100 acquisitions sont nécessaires. Ces 100 acquisitions
sont réalisés de fagon continues sur une acquisition de t,,; = 320 s (les copies de
processus ainsi obtenues ne sont pas completement indépendantes, mais pour 'esti-
mation des moments du second ordre, les erreurs introduites sont négligeables, (voir

96]).
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Fia. 8.4 — Grille vue de dessus.

8.1.4 Estimation de la fonction de densité spectrale.

On note ES™P(t) le vecteur des déformations mesurées. Alors la fonction de

densité spectrale a valeur matricielle [Sgesr(w)] est estimée par la méthode du
péridogramme (paragraphe 4.3). La fenétre d’analyse est la fenétre naturelle (rec-
tangulaire). La figure 8.7 représente la DSP sur la bande de fréquence [0,100] Hz
de la déformation pour les trois jauges ayant fonctionné suivant la direction x. Sur
cette figure, on constate une brisure a la fréquence 20 H z. La figure 8.8 représente la
fonction de densité interspectrale entre les déformations des jauges J1x et J5x. Sur
les autospectres et interspectres on distingue deux zones de pics, une avant 30 Hz

et 'autre apres 30 Hz.

8.1.5 Analyse modale expérimentale.

L’analyse modale expérimentale de la maquette BECASSINE a été réalisé avec
le logiciel LMS (voir [38], [51], [70], [80] pour les techniques d’analyse modale).
Il est a noter que cette analyse se fait en écoulement dont le chargement n’est
pas connu. Ainsi, 'anayse modale expérimentale ne peut étre complete. Seules les

fréquences propres, les amortissements modaux et les déformations modales peuvent
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F1G. 8.5 — Vibrometre laser.

étre identifiés. Les masses modales ne peuvent pas étre identifiées et il faut un modele

numérique. Etant donné les symétries de la maquette BECASSINE, tous les modes

sont doubles. Ainsi, I'analyse des modes suivant la directions x se fera séparément

de celle suivant la direction z. La figure 8.9 représente le diagramme de stabilisation

pour la bande de fréquence [0,80] H z estimé avec les quatre déformations mesurées

suivant la direction z. Les quatres premiers pics correspondent a des modes d’en-

semble, c’est-a-dire des modes pour lesquels tous les crayons et tubes vibrent en

phase. La tableau 8.1 regoupe les quatres premiers modes d’ensemble. On remar-

quera le fort taux de dissipation pour le premier mode. Les modes au dela de 30 H z

correspondent a des modes du crayon instrumenté, des modes d’autres crayons ou

de tubes guides et a d’autres modes d’ensemble.

mode 1 | mode 2 | mode 3 | mode 4
fréquence propre (Hz) 4.4 11,3 17.8 22.9
amortissement modal (%) | 10.1 5.3 5.3 3.9

TaAB. 8.1 — Modes d’ensemble expérimentaux sur [0, 30] Hz.
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FiG. 8.6 — Déformation pour la jauge J1z.

8.2 Modele de référence pour les assemblages

combustibles.

Dans ce paragraphe, le modele de référence est présenté. Celui-ci servira par la
suite a identifier la parametre de dispersion relatif au modele probabiliste non pa-
rametrique implémenté dans le modele simplifié stochastique. Le modele de référence
est un modele représentant au mieux les assemblages combustibles. Dans ce modele,
tous les crayons combustibles et tous les tubes guides sont modélisés. Parmi les 264
crayons combustibles, un crayon est isolé afin de modéliser le crayon instrumenté.

Nous décrivons chacun des éléments constituant le modele de référence :

1. Tubes guides. Chaque tube guide est modélisé par une poutre de Timoshenko.
Chacune des poutres a une section circulaire constante de rayon 6.05x 107 m,
d’épaisseur 0.4x 1072 m, de longueur 1.91 m, de masse volumique 6526 kg/m?,
de module d’Young 9.84 x 10!° Pa et de coefficient de poisson 0.3. Les
extrémités de chacunes des poutres sont encastrées. Chacune des poutres est
modélisée par 27 éléments finis de poutre Timoshenko dont de DDL de tor-

sion est bloqué. Par conséquent, chaque poutre a 125 DDLs. Les souffiets sont
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Fic. 8.7 — DSP de la déformation pour les jauges Jlx (noir), J5z (bleu) et J6x

(rouge).
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FiG. 8.8 — Fonction de densité interspectrale entre la déformation J1x et J5z.

modélisés par des éléments ressorts dont les raideurs selon les directions x, y

et z valent respectivement 10° N/m, 4500 N/m et 10° N/m.

2. Crayons combustibles. Chaque crayon est modélisé par une poutre de Ti-

moshenko. Chacune des poutres a une section circulaire constante de rayon

4.75 x 1072 m, d’épaisseur 0.57 x 1072 m, de longueur 1.91 m, de masse vo-

lumique 37950 kg/m? (supérieur & celle du zircaloy pour tenir compte de la

masse ajoutée par le plomb), de module d’Young 9.84 x 10! Pqa (le plomb ne

rigidifie pas les crayons) et de coefficient de poisson 0.3. Chacune des poutres

est modélisée par 24 éléments finis de poutre Timoshenko. Par conséquent,

chaque poutre a 120 DDLs .

3. Grilles. Les grilles sont elles aussi modélisées par des poutres de Timoshenko
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FiG. 8.9 — Diagramme de stabilisation.

de section rectangulaire de hauteur 21.71 x 1073 m, d’épaisseur 0.48 x 1073 m,
de masse volumique 12444 kg/m? (valeur ajustée afin que chaque grille ait une

masse de 1 kg), de module d’Young 9.84 x 10'° Pa et de coefficient de poisson
0.3.

4. Liaison grille/tube guide. Les soudures grilles/tube guide sont modélisées par
des ressorts tres rigides de raideur 5 x 109 N/m en translation suivant les trois
directions x, vy, z. Ceux ci lient les fibres neutres des poutres des grilles aux

fibres neutres des tubes guides afin de modéliser les liaisons tube guide/ grille.

5. Liaison grille/crayon combustible. Les ressorts et bossettes (voir Fig. 8.3) sont
modélisés par des ressorts dont les raideurs équivalentes en translation selon
les directions x, y et z valent respectivement 185 x 10% N/m, 278 x 10> N/m

et 185 x 103 N/m.

6. Crayon 1solé. Le crayon isolé est représentatif du crayon instrumenté. Ce
crayon instrumenté est plus léger que les autres crayons afin de découpler sa
réponse dynamique de celle des autres crayons. Ce crayon doit étre représenté
plus finement. Ainsi le crayon isolé est modélisé par une poutre de Timo-
shenko de section circulaire constante de rayon 4.75 x 10 m, d’épaisseur
0.57x10% m, de longueur 1.91 m, de masse volumique 15810 kg/m?, de module

d’Young 9.84 x 10'° Pa et de coefficient de poisson 0.3. La poutre modélisant le
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crayon isolé a 620 DDLs. La liaison crayon isolé/grille est elle méme modélisée
de facon plus réaliste. Ainsi, les ressorts et les bossettes sont modélisés par
des non-linéarités localisées (voir Fig. 8.10). Les raideurs de chocs (voir An-
nexe C) des ressorts sont de 1.98 x 10° N/m et celles des bossettes sont de
17.2 x 10° N/m. Les non-linéarités modélisent également le frottement au ni-
veau du contact crayon isolé/grilles (afin d’évaluer des criteres d'usure). Le
coefficient de frottement de Coulomb vaut 0.5. La crayon est maintenu avec
une précontrainte de 35 N ; ce qui correspond a un enfoncement initial de

17 x 1075 m pour les ressorts et 1.02 x 107% m pour les bossettes.

7. Fluide. Le fluide en écoulement autour de la structure modifie le comportement
dynamique de cette structure qui elle méme modifie le comportement dyna-
mique du fluide. Cette interaction fluide-structure doit étre prise en compte et
se traduit par 'ajout de masse, d’amortissement et de raideur a la structure.
En supposant que la masse ajoutée ne dépend pas de la vitesse du fluide,
celle-ci est déterminée analytiquement en fonction du confinement des tubes.
Pour un tube seul plongé dans un fluide non borné, la masse ajouté vaut le
poids du volume d’eau déplacé, i.e. Mg = Peauliube ™ rube >, OU lpupe €t Trupe sONt
respectivement la longueur et le diametre externe du tube. En considérant un
confinement de 1.3 (rapport entre le pas du réseau et le diametre des tubes), la
masse ajoutée par le fluide vaut alors (voir [21]) m, = 1, 6 peauliube T eupe’- La
prise en compte de cette masse ajoutée est effectuée en modifiant les masses vo-
lumiques des crayons et des tubes guide (+12 % pour les crayons et +16 % pour
les tubes guides). Les termes de raideur et d’amortissement ajoutés dépendent
de la vitesse du fluide. Ces termes seront directement pris en compte en re-
calant les raideurs du modele de référence par rapport a ’analyse modale
expérimentale effectuée en écoulement et en affectant les amortissements mo-

daux en écoulement au modele de référence réduit.

Le modele éléments finis ainsi construit est représenté de facon schématique sur la
figure 8.11 et comporte au total 45307 DDLs. Le modele de référence comporte
au total 46232 DDLs. L’analyse de ses modes propres dans la bande de fréquence
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F1G. 8.10 — Non-linéarités localisées.

B = [0,100] Hz fait apparaitre deux types de modes. Dans la bande de fréquence
[0,30] Hz, les modes du modele de référence sont des modes d’ensemble. La figure
8.12 représente les déformées modales de ces modes. Sur cette figure, le crayon fixe
représente le crayon isolé. Les déformations modales sont également calculées. Le
tableau 8.2 compare les fréquences propres et déformations modales du modele de
référence apres recalage a celles déterminées expérimentalement (le MAC correspond
aux produit scalaire normalisé du mode numérique avec le mode expérimentale
correspondant et correspond ainsi & une mesure de la colinéarité entre ces deux
quantités). Le modele de référence est donc raisonnablement recalé par rapport
aux modes d’ensemble expérimentaux. Sur la bande [30,100] Hz, apparaisent des
modes locaux regroupés dans des bandes de fréquences étroites. Sur cette bande de
fréquence la comparaison expérimentale n’est pas possible car les modes du crayon
isolé sont tres influencés par les non-linéarités localisées qui maintiennent le crayon
en position. Or le calcul de modes propres se fait sans les non-linéarités. Ainsi, on se
contentera de la validation expérimentale dans la bande de fréquence [0, 30] Hz. La
figure 8.13 représente la densité modale sur la bande B = [0,100] Hz qui contient
en tous 2502 modes. Les modes sont regroupés par paquets de modes locaux. Une
telle densité modale rend difficile 'utilisation des techniques usuelles de réduction

de modele pour le calcul de réponses stationnaires (voir Section 1.1). Il sera donc
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Fic. 8.11 — Modele de référence. Sur les 264 crayons combustibles (en vert), le

crayon instrumenté (en rouge) est isolé.

d’autant moins utilisable pour l'identification d’un chargement appliqué a cette

structure. Il est donc nécessaire de proposer un modele plus simple mais tout de

meéme représentatif de la maquette BECASSINE.

mode 1 | mode 2 | mode 3 | mode 4
fréquence propre expérimentale (Hz) 4.4 11.3 17.8 22.9
fréquence propre m. référence (Hz) 4.35 10.9 15.8 22.3
MAC ref/exp (%) 0.96 0.74 0.95 0.91

TAB. 8.2 — Comparaison modele de référence/essais.

8.3 Modele simplifié stochastique.

Ce paragraphe est dédié a la construction du modele simplifié stochastique. Le

modele simplifié moyen est un modele qui se base sur le modele 2 poutres proposé



Validation expérimentale : identification de forces stochastiques appliquées aux
112 assemblages combustibles.

FiG. 8.12 — Déformées modales pour les modes d’ensemble du modele de référence.

par Jacquart [58] en 1994 dans le cadre d’une étude de tenue aux séisme et le modele
3 poutres proposé par Bosselut [22] en 1999. Ce modele est une représentation tres
simplifiée d’'un vrai assemblage combustible. C’est pour cette raison qu’il doit étre

complété par un modele d’incertitudes.

8.3.1 Présentation du modele moyen.

Le modele de référence est composé de deux sous-systeémes : un sous-systeme
non linéaire contenant uniquement le crayon isolé et son systeme de maintien, et
un autre sous-systeme linéaire contenant le reste du modele. Le modele simplifié
moyen est dérivé du modele de référence. Ainsi le sous-systéeme non linéaire du
modele simplifé moyen est identique au sous-systeme non linéaire du modele de
référence (voir Fig. 8.14). Par contre le sous-systeme linéaire du modele simplifié
moyen differe de celui du modele de référence. Les 263 crayons combustibles sont
remplacés par un unique crayon équivalent, les 25 tubes guides sont remplacés par
un unique tube équivalent et les grilles sont remplacées par des rigidités reliant le
crayon équivalent au tube équivalent. La modélisation des différents éléments du

sous-systeme linéaire est la suivante :

1. Tube équivalent. Le tube équivalent est modélisé par une poutre de Timo-
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FiG. 8.13 — Densité modale pour le modele de référence.

shenko, dont I'aire de la section et les moments d’inertie valent 25 fois ceux
d'un tube guide. Ainsi I'aire de la section vaut 4.69 x 10~* m?2, les moments
d’inertie suivant x et suivant z valent 8.38 x 10~ m*. La masse volumique
vaut toujours 6526 kg/m?*, le module d"Young 9.84 x 10! Pq et de coefficient
de poisson 0.3. Les extrémités de cette poutre sont encastrées. Cette poutre

est modélisée par 34 éléments finis de poutres Timoshenko et a ainsi 160 DDLs

2. Crayon équivalent. Le crayon équivalent est modélisé par une poutre de Ti-
moshenko dont l'aire de la section et les moments d’inertie valent 263 fois
ceux d’un crayon combustible. Ainsi I'aire de la section vaut 4.20 x 1073 m?,
les moments d’inertie suivant x et suivant z valent 4.21 x 10~® m*. La masse
volumique vaut toujours 37950 kg/m?*, le module d’Young 9.84 x 10'° Pq et
de coefficient de poisson 0.3. Cette poutre est modélisée par 31 éléments finis

de poutres Timoshenko et a ainsi 155 DDLs .

3. Grilles. Concernant le crayon isolé, la morceau grille assurant son maintien est
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FiG. 8.14 — Modele simplifié.

comme pour le modele de référence modélisé de facon précise. Pour le reste de
la structure, la grille est modélisée par des ressorts en translation de raideur
6 x 10® N/m reliant le tube guide équivalent au crayon équivalent et par des
ressort en rotation inter-étage de raideur 1.7 x 10° N.m/rad pour modéliser

la rigidité en flexion due aux grilles.

Comme pour le modele de référence, les masses, raideurs et amortissements ajoutés
sont pris en compte en modifiant les masses volumiques et raideurs du modele sim-
plifié moyen. Le modele simplifié moyen comporte au total 2157 DDLs. L’analyse
de ses modes propres dans la bande de fréquence B = [0,100] Hz fait bien ap-
paraitre deux types de modes : des modes d’ensemble et des modes locaux. La
figure 8.15 représente les déformées modales des modes d’ensemble. Le tableau 8.3
compare les fréquences propres et déformations modales du modele simplifié apres
recalage a celles déterminées expérimentalement. Au vu des fréquences propres, le
modele simplifié moyen semble meilleur que le modele de référence. Cependant,
au vu des indices MAC, les déformées modales fournit par le modele de référence
sont bien meilleures que celles fournit par le modele simplifié moyen. Sur la bande

[30,100] Hz, apparaisent des modes locaux dont la densité est plus faible que celle
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observée pour le modele de référence. En effet, sur la bande B = [0,100] Hz, le
modele simplifié moyen possede 27 modes. L’avantage de ce modele, mise a part sa
faible dimension, est de ne pas posséder de modes multiples dans une méme direc-
tion. Ainsi ce modele est bien adapté a I’étude du comportement dynamique de la
magquette BECASSINE et a l'identification le chargement subit par cette structure.

Il n’est pas possible de comparer la réponse stationnaire fournie par le modele sim-

FiG. 8.15 — Déformées modales pour les modes d’ensemble du modele simplifié.

mode 1 | mode 2 | mode 3 | mode 4
fréquence propre expérimentale (Hz) 4.4 11.3 17.8 22.9
fréquence propre m. référence (Hz) 4.35 10.9 15.8 22.3
MAC ref/exp (%) 096 | 074 | 095 | 001
fréquence propre m. simplifié (Hz) 4.34 10.5 16.3 23.7
MAC simpl/exp (%) 095 | 062 | 082 | 081

TaB. 8.3 — Comparaison modele simplifié/essais.

plifié moyen & celle fournie par le modele de référence car d’une part le modele de
référence est tres complexe et d’autres part le chargement aléatoire n’est pas connu
et doit étre identifié. Cependant I'influence dynamique du sous-systeme linéaire sur
le sous-systeme non linéaire peut étre caractérisée par condensation en utilisant la
fonction {w — ||[Z47*f (w)]~!||%} introduite dans 'équation (1.18) pour le modele
de référence et la fonction {w — ||[ZA(w)]_1||;} introduite dans 1’équation (2.22)
pour le modele simplifié moyen. La figure 8.16 compare ces deux fonctions. Sur la
bande de fréquence [30, 100] H z, le modele simplifié moyen differe complétement du
modele de référence a cause des modes locaux. Cependant, 'influence de ces modes

sur le crayon isolé non linéaire reste relativement faible.
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Fi1G. 8.16 — Graphe des fonctions {f +— ||[ZA’Tef(f)]71||iﬂ} (traits pointillés) et
{f— ||[ZA(f)]_1||i,} (traits pleins). Figure de droite : zoom sur [30,100] H z.

8.3.2 Prise en compte des incertitudes de modélisation.

Le modele simplifié moyen est bien adapté a I’étude de la maquette BECAS-
SINE. Cependant, il a été obtenu en simplifiant le modele de référence au niveau
de son sous-systeme linéaire. Cette simplification a été faite au détriment de la
précision, introduisant des incertitudes de modélisation au niveau du sous-systeme
linéaire. Ces incertitudes sont prises en compte par une approche probabiliste des in-
certitudes (voir le paragraphe 3) conduisant ainsi au modele simplifié stochastique.
Seules les incertitudes sur les opérateurs de masse et de raideur du sous-systeme
linéaire sont prises en compte. Ainsi, la dispersion introduite dans le modele sim-
plifié stochastique est controlée par le parametre de dispersion & = (3, 0% ). Ce
parametre de dispersion est identifié par la méthode du maximum de vraisemblance
en résolvant le probleme d’optimisation défini par I’équation (3.23). Chaque fonc-
tion de densité de probabilité de 1'équation (3.22) est estimée avec 200 réalisations
de la variable aléatoire J calculées avec le modele simplifié stochastique. La valeur
déterministe correspondante pour le modele de référence est J"¢/ = 1.53 x 107°.
L’observation pour le modele simplifié moyen J™¥ vaut 9.58 x 1071 La figure
8.17 représente la fonction de vraisemblance optimisée dans 1’équation (3.23) avec
Cad = [0,+/12/16] x [0, /32/28]. Le maximum est atteint pour §°* = (0.13,0.4).
La fonction de densité de probabilité p;(x,d = (0.13,0.4)) de la variable aléatoire
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J est représentée sur la figure 8.18. La probabilité P(J" £ 5%) qui est telle que
P(J el £5%) = P(0.95x J"¢/ < J < 1.05x J"/) vaut 0.15. La figure 8.19 représente
le domaine de confiance a P. = 0.95 de la fonction aléatoire {w ||[ZA(w)]_1||§}
relative a I'influence du sous-systeme linéaire du modele simplifié stochastique sur
le crayon isolé non linéaire. Sur cette figure on voit que le domaine de confiance en-

cadre la fonction de référence {w + ||[Z4 "¢ (u))]_1||2F} L’introduction d’un modele
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FIG. 8.17 — Graphe de la fonction de vraisemblance {(81;, 65) = ps(J7¢F; (64, 6))}.

probabiliste des incertitudes sur le sous-systeme linéaire du modele simplifié per-
met d’étendre le domaine de validité du modele simplifié moyen en améliorant la

vraisemblance de I'observation construite a partir du modele de référence.

8.4 Identification du chargement fluide turbu-

lent.

Dans ce paragraphe, on fait l'identification du chargement stochastique ap-
pliqué a la maquette BECASSINE du a I’écoulement. Cette identification utilise le

modele simplifié stochastique précédement construit. Dans un premier temps, nous
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Fic. 8.18 — Graphe de la fonction de densité de probabilité {x — ps(z,6 =
(0.13,0.4))}.

présentons le modele mathématique du chargement stochastique. Puis, on décrit une
méthodologie pour construire une premiere approximation de la moyenne de la fonc-
tion aléatoire de densité spectrale de puissance. Enfin, on identifie complétement et

de fagon précise le chargement stochastique incertain.

8.4.1 Localisation des efforts induits par I’écoulement du

fluide turbulent.

Comme nous l'avons expliqué au paragraphe 5, le modele de chargement sto-
chastique est construit a partir d’un processus stochastique, du second ordre, centré,
stationnaire, gaussien. La localisation spatiale du chargement stochastique doit étre
judicieusement choisie. L’analyse modale expérimentale de la maquette BECAS-
SINE a montré qu’en écoulement, celle-ci répond & des modes d’ensemble en basse
fréquence et a des modes du crayon instrumenté pour les fréquences supérieures a

30 Hz.

1. Chargement grilles. Ce chargement correspond a des forces appliquées au ni-

veau des jonctions grilles/tubes guides suivant les deux directions tranverses
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FiG. 8.19 — Domaine de confiance avec un niveau de probabilité P, = 0.95 de la
fonction aléatoire { f — ||[[Z”(f)] " H?} (traits pleins) et comparaison avec le modele
de référence (traits pointillés).

aux tubes. Ainsi, ce chargement correspond & huit forces et fait travailler
les modes d’ensembles. La présence de petites ailettes au niveau des grilles
de mélange augmente le niveau de turbulence et accroit la décorrélation du

chargement entre les grilles.

2. Chargement crayon isolé. Afin de faire travailler les modes du crayon isolé
indépendament des modes d’ensemble, il faudrait, par exemple, exciter ce
crayon aux milieux de chacun des trois étages (un étage est I'espace séparant
deux grilles consécutives). Cependant, ’énergie transmise par les crayons
équivalents au crayon isolé par l'intermédiaire des grilles est prédominante
par rapport a celle apportée par le fluide turbulent directement sur le crayon
et est suffisante, comme nous le verrons, pour prévoir les spectres mesurés

expérimentalement. Ainsi, le crayon isolé ne sera pas directement excité.

Le chargement ainsi constitué est composé de 8 forces stochastiques décorrélées
et donc statistiquement indépendantes puisque le processus a valeurs vectorielles

modelisant le vecteur des forces appliquées est gaussien. La description spatiale de
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ce chargement est bien str une représentation tres simplifiée du chargement réel
continu subit par la structure et du a I’écoulement turbulent. Ainsi, les incertitudes
de modele liées a cette simplification sont prises en compte comme nous l'avons

expliqué dans le chapitre 5.

8.4.2 Construction d’une premiere approximation de la

DSP par la méthode SVD.

On utilise la méthode introduite au paragraphe 6.1.2 pour obtenir une premiere
approximation de la valeur moyenne [Si| de la fonction aléatoire de densité spectrale
[Si]. Pour construire cette premiere approximation, le modele simplifié stochastique
est linéarisé en remplacant les non-linéarités localisées par des ressorts dont les
raideurs sont égales aux raideurs de choc paramétrant les non-linéarités. Cependant,
il convient d’adapter cette méthode au cas de mesures par jauge de déformation. Le
vecteur des déformations stochastiques E4(w) s’exprime en fonction du vecteur des
déplacements stochastiques physiques mesurés Z¢*"(w) (dans le cas d’une poutre de

Timoshenko) par la relation

1 PZEw,1)

o = Proj’([Hl/]Qs(w)) NVweR | (8.1)

Ei(w) =—

ou [HY] est la matrices des déformations modales telle que [H'](z) =
—ROP[H'|(x)/0x*, ot [H'(z) est la matrice des déformées modales et ot R est
la distance entre la fibre neutre de la poutre et la position de la jauge. Le vecteur
Q. (w) est le vecteur des coordonnées généralisées stochastiques. Ainsi, dans le cas
de mesures par jauges de déformation, le vecteur des pu déformations stochastiques
Es(w) est, pour tout w € R, 1ié au vecteur des m forces stochastiques physiques non

nulles F(w) par la relation

Eo(w) = (Proj/[HY][A" ()] [H"Lift)F(w) = 0% (w)|F(w) (8.2)
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L'utilisation de cette fonction [09/(w)] & la place de la fonction [O(w)] dans les
équations (6.8) et (6.9) permet d’obtenir la premiére approximation souhaitée, i.e,
pour tout w € R,
el 1 - e - e —1\x*
(SN = o 10, 60 Sz @0 (w, )] . (83)
i=1
La figure 8.20 représente les ébauches des DSP des efforts appliqués sur les différentes

grilles suivant la direction z. On retrouve les mémes allures suivant la direction x.

10°F

-
(=)
S
T

w
T

EFFORT (N?/Hz)
o)

107

10’ 10
FREQUENCE (Hz)

10

FiG. 8.20 — Premiere approximation de la DSP des efforts appliqués sur les grille 1
(noir), 2 (bleu), 3 (mauve) et 4 (rouge).

8.4.3 Identification robuste

La premiere étape présentée au paragraphe 8.4.2 donne un point initial pour
I'identification de la moyenne de la fonction aléatoire de densité spectrale, et fournit
aussi 'allure de cette fonction qui permet ainsi d’en construire une représentation

algébrique paramétrée.
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Paramétrage de la valeur moyenne [S;].

La figure 8.21 illustre le paramétrage choisi pour les DSP qui constituent la
fonction [Sg|. En représentation log-log, cette fonction est constante dans la bande
de fréquence [0,28] Hz puis décroit linéairement. Cette allure est cohérente avec
la théorie de la turbulence de Kolmogorov (voir [62]) qui prévoit une décroissance
logarithmique de 1’énergie cinétique turbulente du fluide & partir d’une fréquence
de coupure. Le modeles algébriques retenus pour les DSP sont donc de la forme
S(f) = Apour f < foou fy est la fréquence de coupure valant fo = 28 Hz et ou A
est Pamplitude du plateau basse fréquence et S(f) = A(f/fo)* pour f > fo. Ainsi,
en prennant la fréquence de coupure fy = 28 Hz pour tous les points de la structure
et une décroissance logarithmique telle que « est de 1.4, le chargement dépend de
8 parametres qui sont les amplitudes des plateaux pour les 8 forces. De plus, nous
supposons que ces amplitudes ne varient pas le long de la structure. Ainsi, il ne reste
que 2 parameétres a identifier : les amplitudes des forces grilles AG et AS suivant

chacune des deux directions tranverses.

EFFORT (N?/Hz)

10 10’
FREQUENCE (Hz) 0

F1G. 8.21 — Paramétrage de la valeur moyenne [S|.
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Identification de la valeur moyenne [S;].

Cette identification se fait en résolvant le probleme d’optimisation défini par
"équation (6.12). Il faut donc calculer des réalisations de réponses stationnaires
en utilisant le modele simplifié stochastique. La présence de non-linéarité localisées
dans le modele simplifié moyen conduit a résoudre I’équation (4.18) dans le domaine
temporel. Nous utilisons un schéma explicite d’Euler (voir Annexe B) avec un pas
de temps de 0.057 x 1073 s. On utilise la méme résolution fréquentielle que celle
utilisée durant les essais c’est a dire 0.325 Hz. Donc I’horizon temporelle T' doit
étre supérieure & 1/0.325 = 3 s Hz. On choisit 7" = 3.3 s. La calcul est réalisé
pour v = 100 trajectoires indépendantes du processus stochastique F(t) (para-
graphe 4.2), ce qui conduit a effectuer le calcul sur l'intervalle temporel [0, 330] s.
Les déformations sont calculées aux emplacements des capteurs qui ont fonctionné
suivant les directions y et z. La fonction de densité spectrale est estimée par la
méthode du périodogramme. Le vecteur r & identifier est donc tel que r = (A§, A%).
La premiere étape permet d’obtenir la valeur initiale r = (10, 10?%). La figure 8.22
représente la fonction r — D(r). Sur cette figure, on peut voir que la valeur opti-
male r,,; est atteinte pour r,,; = (2.8 x 10° N?/Hz,2.0 x 10* N?/Hz). Pour chaque
valeur du vecteur r, 200 simulations de la réponse stationnaire du modele simplifié
stochastique sont calculées. Sur la figure 8.23, la convergence en moyenne d’ordre
deux de la réponse stationnaire est controlée vis-a-vis du nombre vy g de tirages

des matrices aléatoires et de la fonction aléatoire [Sg|.

Identification du parametre de dispersion op.

Le parametre de dispersion dp est identifié en résolvant le probleme d’opti-
misation défini par I'équation (6.15). La figure 8.24 représente la vraisemblance
P (JEP; 6p) de I'observation expérimentale J&P en fonction du parametre dp. On
constate un plateau pour les faibles valeurs de dz. Celui-ci est di a la variabilité liée
au modele probabiliste non paramétrique introduit sur la partie linéaire du modele
simplifié stochastique. Le maximum est atteint pour 0 = 0.45. Pour estimer la

qualité de l'identification, on calcule, par exemple la probabilité P(J&P + 5%). En
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F1G. 8.22 — Graphe de la fonction r — D(r).

I’absence de modele d’incertitude pour le chargement, la probabilité P(J&P + 5%)
vaut 0.07. La prise en compte des incertitudes de modele sur le chargement a aug-
menter la vraissemblance des mesures, faisant passer la probabilité P(J&P +5%) de

0.07 & 0.13.

Prise en compte des erreurs de mesure.

Le processus d’acquisition des signaux temporels et d’estimation des fonctions
de densité spectrale des déformations introduit des erreurs de mesure de l'ordre
de 10 % (selon les spécialistes des mesures sur le banc d’essai BECASSINE). Ces
erreurs sont a prendre en compte dans l'identification du parametre de dispersion .
Ainsi le bruit additif sur I'observation J&P est modélisé par une variable aléatoire £
Gaussienne centrée de variance valant J&P/10. Le nouveau probléme d’optimisation
est résolu en utilisant 1’équation (6.21) avec, pour chaque valeur de ¢, v, = 500
tirages de la variable aléatoire £. La figure 8.25 représente la nouvelle fonction de
vraisemblance tenant compte des erreurs de mesure en fonction du parametre .
On remarque que la valeur optimale du parametre de dispersion 6% = 0.35 en

prenant en compte les erreurs de mesure est inférieure a celle obtenue sans prise en
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F1G. 8.23 — Graphe de la fonction{vy g» — convs(vgg~)}.

compte de ces erreurs. Ceci est conforme a notre attente; en effet, une partie des

causes de la variabilité de la réponse a été transférée aux erreurs de mesure.

8.5 Propagation des incertitudes

Ce paragraphe a pour objectif d’utiliser le modele simplifié stochastique construit
au paragraphe 8.3 et le chargement stochastique incertain identifié dans le para-

graphe 8.4 pour construire les statistiques des grandeurs d’intérét.

8.5.1 Calcul des déformations du crayon isolé

Dans un premier temps, on vérifie que les déformations estimées par le modele
simplifié stochastique sont proches de celles mesurées expérimentalement. Les figures
8.26 a 8.32 représentent les domaines de confiance avec un niveau de probabilité
P. = 0.95 des DSP des déformations calculées avec le modele simplifié stochastique.
On constate que les déformations calculées avec le modele simplifié stochastique
encadrent bien celles mesurées bien que l'identification des parametres de dispersion

ait été effectuée que de fagon conservative sur la bande de fréquence [0,100] Hz. Le
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F1G. 8.24 — Graphe de la fonction {0 +— py, (J&P; 6F)}.

résultat le plus intéressant concerne la dispersion (rapport entre I’écart type et la
moyenne) représentée sur la figure 8.33 pour la jauge J1x. On constate que cette
dispersion avoisine les 70 % sur la bande de fréquence [0,100] Hz mais augmente
fortement pour certaines fréquences atteignant 350 %. Cependant, ces fréquences &
forte dispersion ne correspondent pas aux pics des fréquences propres de la structures

et correspondent ainsi a des fréquences ou I'amplitude de la réponse est faible.

8.5.2 Calcul de la puissance d’usure

Le frottement des crayons au niveau des ressorts et des bossettes use la gaine
de ces crayons. Cette usure est évaluée pour chaque butée de choc par la puissance

moyenne d’usure P, au sens d’Archard (voir [2]) qui est telle que
Pul0.0) = [ Fy(t.0.00') Va(t.0.0.0") aP(O)) . (5.4

ou Fy(t) est la force normale (voir Annexe C), Vp(t) est la norme de la vitesse tan-
gentielle. Pour le cas du modele simplifié stochastique, les statistiques de la variable

aléatoire P, peuvent étre estimées par la méthode de simulation de Monte Carlo.



8.6 Conclusion 127

x 10

0 0.2 0.4 0.6 0.8
deItaF

F1G. 8.25 — Graphe de la fonction {dp — pye(J$P; dF)}.

Le tableau 8.4 regroupe ces statistiques pour les différentes butées de choc élastique
(bossettes basses, bossettes hautes, ressorts) des quatre grilles suivant la direction .
On retrouve des résultats similaires suivant la direction z. Les dispersions calculées
sont inférieures a 65 %. Ainsi, le calcul d’usure est robuste vis-a-vis des incertitudes
sur le modele mécanique et les incertitudes sur le modele de chargement. Les butées
qui usent le plus sont les ressorts des grilles 1 et 4 (grilles de mélanges). Les usures
prématurées des gaines de crayons ont toujours été constatées au niveau de la grille

1.

8.6 Conclusion

La méthodologie introduite dans les chapitres précédents a été appliquée avec
succes sur la maquette BECASSINE. Ainsi, la mesure de déformations le long d’un
crayon a permis d’identifier le modele mécanique stochastique de cette maquette et
d’identifier un modele de chargement stochastique incertain repésentatif du char-
gement turbulent appliqué a la maquette. Ce modele et ce chargement permettent

d’estimer 1'usure des crayons au niveau des grilles avec une vraissemblance des me-
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FiG. 8.26 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-

tique pour la jauge J1lx : comparaison entre la déformation mesurée (traits poin-
tillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).

sures expérimentales optimales. La variabilité liée aux incertitudes de modélisation
est élevée mais I'estimation de la puissance d’usure est peu sensible a cette variabi-
lité. Le modele simplifié stochastique fournit donc une estimation robuste de cette

puissance d’usure vis -a-vis des incertitudes de modélisations.
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FiG. 8.27 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-
tique pour la jauge J5x : comparaison entre la déformation mesurée (traits poin-
tillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).
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FiG. 8.28 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-
tique pour la jauge J6x : comparaison entre la déformation mesurée (traits poin-
tillés) et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).
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FiG. 8.29 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-

tique pour la jauge J2z : comparaison entre la déformation mesurée (traits pointillés)
et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).
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FiG. 8.30 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-

tique pour la jauge J2z : comparaison entre la déformation mesurée (traits pointillés)
et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).
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FiG. 8.31 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-

tique pour la jauge J4z : comparaison entre la déformation mesurée (traits pointillés)
et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).
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FiG. 8.32 — Fonction de densité spectrale de puissance de la déformation stochas-

tique pour la jauge J6z : comparaison entre la déformation mesurée (traits pointillés)
et celle donnée par le modele simplifié stochastique (traits pleins).
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FiG. 8.33 — Dispersion pour la déformation stochastique pour la jauge J1zx.

butée moyenne | coef. var. | quantile 5 % | quantile 95 %
bossetteb-grl 7.68 0.60 4.53 11.3
ressort-grl 9.41 0.51 7.87 114
bossetteh-grl 4.56 0.55 3.12 6.08
bossetteb-gr2 3.32 0.61 1.87 4.9
ressort-gr2 5.5 0.52 4.53 6.76
bossetteh-gr2 3.23 0.61 1.82 4.78
bossetteb-gr3 3.16 0.65 1.86 4.86
ressort-gr3 5.43 0.51 4.47 6.32
bossetteh-gr3 3.17 0.63 1.77 4.85
bossetteb-grd 4.63 0.55 2.93 6.13
ressort-grd 9.48 0.52 7.94 12.2
bossetteh-grd 7.65 0.61 4.24 114

TaB. 8.4 — Statistiques sur la puissance d’usure pour les différentes butées élastiques.



Conclusion générale et

perspectives.

L’objectif de cette recherche était de construire une méthode d’identification des
forces stochastiques appliquées a un systeme dynamique non linéaire en utilisant un

modele numérique incertain et des réponses expérimentales.

Pour réaliser cet objectif, nous avons, dans un premier temps, construit une
méthodologie permettant d’utiliser I’approche probabiliste non-paramétrique sur
un sous-systeme linéaire du modele simplifié afin de prendre en compte les incerti-
tudes de modélisation. Les parametres de dispersions ont été identifiés en utilisant
un modele de référence numérique ou expérimental et la méthode du maximum
de vraisemblance. Cette identification a été réalisée avec succes sur le modele sim-
plifié représentant le maquette BECASSINE. Les incertitudes de modélisation sur
le chargement aléatoire ont été prises en compte par une approche probabiliste pa-
ramétrique en remplagant la fonction de densité spectrale par une fonction aléatoire.
Nous avons construit la représentation algébrique de ce nouveau processus permet-
tant ainsi de générer facilement des trajectoires indépendantes afin de calculer des

réponses stationnaires d’un systeme dynamique non linéaire soumis a ce chargement.

L’identification du modele de forces aléatoires incluant la prise en compte des
incertitude a été réalisée en utilisant le modele simplifié stochastique et des réponses
expérimentales. Les propriétés du modele de chargement ont permis de faire cette
identification en deux étapes. Dans un premier temps, la fonction de densité spec-
trale de puissance est identifiée par la méthode des moments. Puis dans un second

temps, le parametre de dispersion du chargement est identifié par la méthode du
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maximum de vraissemblance. La prise en compte des incertitudes de modélisation
sur le chargement a permit, pour la maquette BECASSINE d’améliorer la vraisem-

blance des déformations mesurées.

La prise en compte des incertitudes de modélisation, aussi bien pour le sous-
systeme linéaire du modele simplifié que pour le chargement, a permis d’inclure
les réponses expérimentales dans le champs des réponses calculées par le modele
simplifié. La contre-partie est que la dispersion des réponses calculées est forte-
ment augmentée, ce qui est normal compte tenu du niveau élevé des incertitudes
de modélisation. Evidement, cette dispersion peut étre diminuée en complexifiant
le modele simplifié qui ne serait plus alors ”simplifi¢”. Dans le cas de la maquette
BECASSINE, la dispersion des puissance d’usure ne dépasse pas 65 %, ce qui est

largement suffisant pour des études qualitatives d’usure d’assemblages combustibles.

Perspectives

Nous nous somme intéressés a des structures comportant un sous-systeme
linéaire principal incertain, les non-linéarités étant sur l'autre sous-systeme. Cette
situation nous a permis de construire une méthode d’identification des parametres
de dispersion indépendamment du chargement. Cette méthode pourrait étre étendue

au cas ou les deux sous-systemes ne sont pas linéaires.

Comme le montre les résultats d’identification du chargement stochastique sur
la maquette BECASSINE, I'amplitude et l'allure des DSP pour le chargement
stochastique varient en fonction de la fréquence (plateau en basse fréquence puis
décroissance logarithmique & partir d'une fréquence de coupure). Ainsi, la com-
plexité du modele de chargement induit par le fluide turbulent varie elle aussi en
fonction de la fréquence. Le processus stochastique du chargement incluant le modele
d’incertitude pourrait étre amélioré en considérant notament un parametre de dis-
persion variant en fonction de la fréquence. Enfin, le modele stochastique des forces
induites par I’écoulement nécessite une validation a I’aide de mesures de forces ob-

tenus expérimentalement ou a l'aide de simultations numériques de 1’écoulement du
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fluide turbulent.
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Annexe A

Méthode de condensation

dynamique

On développe dans cette annexe une méthode de condensation dynamique mise
au point (voir [6], [7]) afin de tenter de calculer la réponse dynamique de la maquette
BECASSINE en modélisant tous les crayons et tubes (modele de référence). Dans
le paragrapheA.1, la méthode est présenté. Le paragraphe A.2 présente un exemple

simple validant la méthodologie proposée.

A.1 Equation du systéme couplé

On considere une structure tri-dimensionnelle amortie. Soit {2 un domaine borné
de R3 composé de deux sous-domaines, 4 qui correspond & un sous-systéme non
linéaire et Qg qui correspond a un second sous-systeme linéaire. Les deux sous-
systemes sont couplés sur l'interface de couplage I'c . Le bord I'g du domaine Qg
est composé de ', de la partie fixe I'gg et de I'gy,. Le modele éléments finis pour le
sous-syteme linéaire (2 définie sur la bande de fréquence B = [~wimaz, Wimaz] $'écrit

par rapport aux n, DDLs internes u (w) et aux nc DDLs d’interface ul}(w)

— , (A1)
A (w) AL(w) u; (W) FP(w) +FL,,(w)

AD(w) Al (w) u(w) FJ(w)
B
c coupl
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I

BL
TB 0
7

FAL

FAO

F1G. A.1 — Decomposition du domaine Q.

ol [AB(w)] est la matrice de rigidité dynamique telle que :
[AP(w)] = —w® [MP] +iw [DP] + [K"] | (A.2)

ou [MP], [DP] et [K?] sont respectivement les matrices définies positives de masse,

B

coupl(w) TEprésentent respective-

amortissement et raideur. Les vecteurs FZ(w) et F
ment les forces externes appliquées sur 'interface de couplage I'c et les forces de
couplage. La condensation dynamique du systeme A.1 par rapport aux DDLs d’in-
terface nous amene a I’équation

Fopup(w) = [Age(w) — AG (w)(AL(w)) T A(w)] ud (w) (A.3)

C

+AG (W) (A (W) TF (W) - FJ(w)

La transformée de Fourier inverse de 'équation A.3 et le modele éléments finis du

premier sous-systeme non linéaire nous amene a I’équation matricielle suivante pour
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le systeme dynamique couplé.

A A -: B A A - B
MA MA i | | Dy D a? (1)
B A B -- B B A B B
]wcp ]wcc + ]wcc u, (t) D cp D cc +D cc u. (t)
A A B
N K, K, w) (1)
B A B B
ch ch + ch u, (t)
FYE(tut ut) + FJ (1Y)

avec les conditions initiales,

u(0) = a(0) =0 |

(A.4)

fot By(r)ul(t—7)dr + fot BU(T)ilf(t— T)dT + fot BU(T)ij.f(t— T)dT

(A.5)

ot FVE(¢ u? u?) est le vecteur des forces non linéaires . Les fonctions By, By

et By sont a valeur matriciel de dimension (n.,n.), ou n. est le nombre de DDLs

d’interface, et sont telles que

Bulw) = / e By (t)dt = KB(AB ()" K2
By(w) - / e~ By (t)dt = 2sym(DB(AP () KP)
A i

Bp(w) = e "' By (t)dt

= 25ym(]\,4£(AZ(w))_lK£) + ng)(Ag)(w))_lDli
B( AB -1B 217B( AB ~17/B
+ 2wsym (M, (A, (w)) ™ D) + w* M (Aj (W)™ M,

Le vecteur F(t) de dimension n. représente la condensation des efforts externes

appliqués sur les DDLs interne du sous-systeme linéaire et est tel que

+o0o

(1) = % / ¢ AB () (AP, (w)FP (@) dw.

(A.6)
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La fonction & valeur matricielle [A(w)(AP (w))"'AP(w)] de I'équation A.3 est
décomposée en trois termes de maniere a obtenir des filtres causaux pour les produits

de convolution.

A.2 Exemple de validation

Le modele considéré est constitué d’une poutre d’Euler fixée a ses extrémités.
Cette poutre a une section circulaire constante de rayon 0.5 m, d’épaisseur 0.2 m,
de longueur 20 m, de masse volumique 500 kg/m?, de module d’Young 450 N/mm?
et d'untaux de dissipation de 0.02. Ce systeme est scindé en deux sous-systeme.
Le premier sous-systeme non linéaire est la poutre A (voir figure A.2) de longueur
12 m, libre sur son bord gauche (interface de couplage) et fixe sur son bord droit.
Le second sous-systeme linéaire est la poutre B, fixe sur son bord gauche et libre
sur son bord droit. LA poutre non linéaire A a une butée élastique située a 8 m de
son bord fixe,avec un jeu de 107> m et une raideur de choc de 10® m. On s’intéresse
au calcul de la réponse temporelle du systeme couplé non linéaire excité par deux
forces externe F*(t) et FZ(t) localisées & 4 m de chacun des bords fixes et dont la
transformée de Fourier a un module constant de 1 N/ H z sur la bande de fréquence |-
150, 150] H z. La figure A.3 valide la méthode de condenssation dynamique proposée.
|7 w |7
| + —

Beam B A Beam A

mi

F1G. A.2 — Description des deux sous-systemes de 2.

Cette figure compare de déplacement transversal au niveau du point d’excitation
de la poutre A dans le domaine fréquentielle (module de la transformée de Fourier
de la réponse temporelle du systeme couplé non linéaire) par résolution directe sans

condensation et en utilisant la méthode de condensation présenté.
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PCONT3 DY

-200

220

-240

-260

-280F |

DEPLACEMENT

-300

320

-340
0

. . . . . . . . .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
FREQUENCE (Hz)

Fic. A.3 — Comparaison de la réponse au poin d’excitation de la poutre A :
Résolution directe (traits pointillés) et réponse obtenue par condensation dyna-
mique (traits pleins).



142 Méthode de condensation dynamique




Annexe B

Schéma d’intégration explicite

d’Euler

Dans cette annexe, on explique brievement le schéma d’intégration explicite
d’Euler. On cherche & calculer le vecteur q(t) solution, pour tout ¢ € [0,4o0[, de

I’équation différentielle matricielle non linéaire du second ordre suivante
[Mla(t) + [Dla(t) + [Kla(t) + F Ha(t),a(t)) = F(t) (B.1)
avec les conditions initiales,
q(0) =q(0)=0 (B.2)

ou les matrices de masse [M], d’amortissement [D]| et de raideur [K| sont
symétriques définies positives. Le vecteur F"(q(t), ¢(t)) repésente des forces non
linéaires et le vecteur F(t) second membre de 'équation différentielle représente
les efforts extérieurs subies par la strucuture a laquelle nous nous intéressons. Ce
schéma d’intégration est stable si le pas d’intégration At vérifie (en négligeant 'effet

de 'amortissement) :

At > 2 , (B.3)

Wma:r
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Ol Winqz €st (si on néglige 'amortissement) la fréquence propre la plus élevée pour

le probleme spectral
Kl¢=w?[M]6 . (B4)

Alors, 'état (q(t + At),q(t + At)) a 'instant ¢ + At se déduit de I'état (q(t),q(t))
a instant ¢ par les relations
a(t + At) = a(t) + At [M]7HF(t) = F a(t), a(t))
— [Kla,(t) = [Dla(t)) ,

(B.5)

qQlt + At) = q(t) + Ata(t + At) . (B.6)

L’avantage de ce schéma est sa facilité de mise en oeuvre. Cependant, le pas de
temps déterminé par ’équation B.3 peut conduire a temps de calcul tres élevé pour
des structures comportant une partie tres rigide. Dans ce cas, un schéma implicite

sera privilégié.



Annexe C

Non-linéarités localisées de choc

et de frottement.

Dans cette annexe, on introduit la méthode de traitement du contact avec frot-
tement par pénalisation (pour plus de détails, on peut consulter [79]). On travaille
directement sur le modele discrétisé. On considere deux structures déformables €2,
et 25 . On note n; la normale sortante du bord de €2; et ny la normale sortante du
bord de €2;. On note d%Q = d%in la distance normale entre les deux structures et
F%Q = Fi/ 2n1 la force de réaction normale de la structure €2; sur la structure €2,

(voir la figure C.1).

Y

T
.
o
L ]
1/2
| dy
VYN
F 1.2
N

FiG. C.1 — Description du contact.
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C.1 Modélisation des forces normales de contact

On utilise la méthode de pénalisation qui consiste & introduire une raideur de

choc Ky telle que lorsqu’il y a contact, on ait
P =—-Kyd* (C.1)
Alors la loi de contact entre les structures €2y et €2y s’exprime par les relations

sio dY? <0, alors FY?=—Kyd{® |

sinon FJ{/Q =0

(C.2)

La figure Fig. C.2 représente cette loi de contact.

E‘h,- id

4

> dy’”

Fic. C.2 — Graphe de la loi de contact.

C.2 Loi de frottement de Coulomb

On suppose que les structure €2; et {25 sont en contact. On note FlT/ ? a force de
réaction tangentielle de la structure Q; sur la structure Q, et u'/? la vitesse relative

de €, par rapport a {25 au niveau d’un point de contact. Soit u le coefficient de



C.2 Loi de frottement de Coulomb 147

frottement de Coulomb (supposé égal au coefficient d’adhérence), on a alors

si ||F%F/2|| = uFJ{/Q, alors d\ t.q. a2 = \ul/? , ©3)
si [P < pFY?), alors w2 =0

Cette loi de frottement est non différentiable. Cette difficulté peut étre contournée
en introduisant une raideur tangentielle. Sur les modele d’assemblage combus-
tible, le frottement doit étre modélisé afin de calculer I'usure au niveau du contact

crayon/grille.
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Résumé : Ces travaux ont été développés dans le contexte de ’analyse vibratoire
des assemblages combustibles. Ce type de structure est tres complexe et a, du fait de
sa géométrie, une tres forte densité modale. Ainsi, afin de calculer la réponse d’une
telle structure, une modélisation simplifiée est préférable. L’objectif est d’identifier
des forces stochastiques induites par I’écoulement en utilisant un modele numérique
incertain et des réponses expérimentales. Pour ce probléme, 4 sources d’incertitudes
sont a prendre en considération : (1) Les incertitudes de modele induites par les
simplifications du modele. (2) Les incertitudes sur les forces induites par les fluc-
tuations statistiques de la pression turbulent. (3) Les incertitudes concernant la
modélisation des forces stochastiques. (4) Les incertitudes induites par les erreurs
de mesures. Les forces stochastiques ainsi identifiées sont appliquées sur le modele
simplifié stochastique pour calculer des statistiques sur les quantités dintérét.

Mots-Clefs : Identification, dynamique non linéaire, incertitudes, approche pro-
babiliste non paramétrique, assemblages combustibles.

Title : Identification of stochastic forces applied to a non-linear dynamical
system using an uncertain computational model and experimental responses.

Abstract : The present research has been developed in the context of the dy-
namical analysis of fuels assemblies which is a very complex nonlinear dynamical
systems due to the high modal density of such a structure. Therefore, the com-
putational model has to be simplified. The objective of this research is to identify
stochastic forces induced by the turbulent fluid which are applied to the structure,
using an uncertain stochastic simplified computational model and experimental res-
ponses. In this problem, there are four sources of uncertainties : (1) The model
uncertainties induced by the simplifications in the model. (2) The uncertainties on
the loads induced by the statistical fluctuations of the applied turbulent pressure.
(3) The uncertainties concerning the model of the stochastic loads. (4) The uncer-
tainties induced by measurement. The identified stochastic loads and the stochastic
simplified computational model are then used to construct statistics on quantities
of interest.

Keywords : Identification, non-linear dynamics, uncertainties, nonparametric
probabilistic approach, fuels assemblies.
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