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Résumé

En mécanique des matériaux et des structures, I'interface entre deux composants ma-
tériels ou deux éléments structuraux est traditionnellement et le plus souvent supposé
parfaite. Au sens mécanique, une interface parfaite est une surface a travers laquelle le
vecteur de déplacement et le vecteur de contrainte sont tous les deux continus. L’hypothése
des interfaces parfaites est inappropriée dans de nombreuses situations en mécanique. En
effet, 'interface entre deux corps ou deux parties d'un corps est un endroit propice aux
réactions physico-chimiques complexes et favorable a 'endommagement mécanique. L’in-
térét pour les interfaces imparfaites devient depuis quelques années grandissant avec le
développement des matériaux et structures nanométriques dans lesquels les interfaces et
surfaces jouent un role prépondérant.

A partir de la configuration de base ot une interphase de faible épaisseur sépare deux
phases, ce travail établit trois modeles d’interface imparfaite généraux qui permettent de
remplacer 'interphase par une interface imparfaite dans les cas de la conduction ther-
mique, de I’élasticité linéaire et de la piézoélectricité sans perturber les champs en ques-
tions & une erreur fixée prés. La dérivation de ces modéles est basée sur le développement
de Taylor et sur une approche originale de géométrie différentielle indépendante de tout
systéme de coordonnées. Les trois modéles généraux permettent non seulement de mieux
appréhender certains modéles phénoménologiques d’interface imparfaite mais aussi de dé-
crire les effets d’interface que les modéles existants ne sont pas en mesure de prendre en
compte.

Les modeles d’interface imparfaite établis sont appliqués dans la détermination des
propriétés effectives thermiques, élastiques et piézoélectriques d’un matériau composite
constitué d’une matrice renforcée par des particules ou fibres enrobées d’une interphase. La
méthode utilisée pour rendre compte des effets des interfaces imparfaites sur les propriétés
effectives repose sur une condition d’équivalence énergétique qui rameéne un matériau
hétérogeéne avec interfaces imparfaites & un matériau hétérogéne avec interfaces parfaites.

Mots-Clés : Interphase; Interface imparfaite; Conduction thermique; Elasticité li-

néaire ; Piézoélectricité ; Matériaux composites ; Micromécanique



Title : Contributions to the modeling of imperfect interfaces and to the

homogenization of heterogeneous materials
Abstract

In mechanics of materials and structures, the interface between two material compo-
nents or two structural elements is traditionally and the most often assumed to be perfect.
In mechanics, a perfect interface is a surface through which the displacement and stress
vectors are continuous. The assumption of the perfect interfaces is inappropriate in many
situations in mechanics. Indeed, the interface between two bodies or two parts of a body
is a place propitious to complex physicochemical reactions and vulnerable to mechanical
damage. The interest in imperfect interfaces has become for a few years growing with the
development of nanometric materials and structures in which the interfaces and surfaces
play a preponderant role.

Starting from the basic configuration where an interphase of thin thickness separates
two phases, this work establishes three general models of imperfect interface which make
it possible to replace the interphase by an imperfect interface in the cases of thermal
conduction, linear elasticity and piezoelectricity without disturbing the fields in questions
to within a fixed error. The derivation of these models is based on the development of
Taylor and an original coordinate-free approach of differential geometry. The three general
models make it possible not only to get a better understanding of certain phenomenological
models of imperfect interface but also to describe the effects of interface which the existing
models are not able to take into account.

The established models of imperfect interface are applied to determining the thermal,
elastic and piezoelectric effective properties of composite materials consisting of a matrix
reinforced by particles or fibers coated with an interphase. The method used to account for
the effects of imperfect interfaces on the effective properties rests on an energy equivalency
which brings back a heterogeneous material with imperfect interfaces to a heterogeneous
material with perfect interfaces.

Key words : Interphase ; Imperfect interface ; Thermal conduction ; Linear elasticity ;

Piezoelectricity ; Composite materials ; Micromechanics
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Notations

Notations tensorielles

a scalaire,
a vecteur,
A tenseurs d’ordre deux, ®
A tenseurs d’ordre quatre, ®°
I tenseur identité d’ordre deux, 0ij
I tenseur identité d’ordre quatre, n
Calcul tensoriels
a.b= a;b;, (Ab)@' = Aijbj?
A : B = Ay By, (A: B);; = AijuBu,
(a®b),; = abj, (A®b);, = Aibj,
(A®B),;;, = AwBj,  (AQB),;;, = AuBjy,
Parameétres matériels
C tenseur de rigidité IT
S tenseur de souplesse M
K tenseur de conductivité thermique
A, constantes de Lamé w
K module de compressibilité *
k conductivité k*

11

produit contracté d’ordre un,
produit contracté d’ordre deux,
produit tensoriel,
produit tensoriel symétrisé,
symbole de Kronecher,

vecteur normal.

(AB)ZJ = AikBkj7
(A : ]B)z'jkl = Az‘jmanmkla
(A ® B),; = Ax;Bir,

tenseur de piézoélectricité

tenseur de diélectricité

module de cisaillement homogénéisé

module de compressibilité homogénéisé

conductivité homogénéisé



D’autre notations

N e &

champ de déplacement
tenseur de déformation
tenseur de contrainte de Cauchy
champ électrique
champ de déplacement électrique
champ de flux de chaleur
champ de gradient de température

tenseur de courbure
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Introduction générale

En mécanique des matériaux et des structures, I'interface entre deux composants ma-
tériels ou deux éléments structuraux est traditionnellement et le plus souvent supposée
parfaite. Au sens mécanique, une interface parfaite est une surface a travers laquelle le vec-
teur de déplacement et le vecteur de contrainte sont tous les deux continus. L’hypothése
des interfaces parfaites est inappropriée dans de nombreuses situations en mécanique. En
effet, 'interface entre deux corps ou deux parties d'un corps est un endroit propice aux
réactions physico-chimiques complexes et favorable & ’endommagement mécanique. Par
exemple, dans un matériau composite constitué d’'une matrice renforcée par des parti-
cules ou fibres, les liaisons entre la matrice et les hétérogénéités (particules ou fibres) sont
assurées dans la plupart de cas par 'intermédiaire de zones de transition de tres faible
épaisseur, qui ne peuvent en principe pas étre considérées comme des interfaces parfaites
([25], [71]). L’importance des effets des interfaces imparfaites sur le comportement méca-
nique des matériaux et des structures a été reconnue depuis longtemps ([76], [44], [23],
[45], [57], [67], [68], [69], [97], [88], [33]). Mais, I'intérét pour les interfaces imparfaites
devient depuis quelques années grandissant avec le développement des nanotechnologies.
Ceci s’explique par le fait que, dans un matériau ou une structure nanométrique, le rap-
port entre laire des interfaces (ou surfaces) et le volume est tellement grand que les effets
interfaciaux et surfaciques affectent de fagon déterminante le comportement du matériau
ou de la structure ([27], [24], [99]).

La modélisation des interfaces et surfaces ainsi que de leurs effets sur le comportement
mécanique et physique des matériaux et des structures reste un sujet largement ouvert
malgré un grand nombre de travaux de recherche les concernant ([1], [58]). D’un point
de vue mécanique, les études sur les surfaces et interfaces solides étaient dans une large
mesure fragmentaires et empiriques avant le travail pionnier de Gurtin et Murdoch [37].

Dans ce dernier, en se basant sur les concepts et méthodes de la mécanique des milieux

13



continus, Gurtin et Murdoch ont élaboré une approche systématique et rigoureuse pour
décrire la cinématique, la dynamique et les lois de comportement des surfaces et interfaces
matérielles. La théorie de Gurtin et Murdoch a ensuite été développée et étendue par eux-
mémes et leurs collaborateurs ([77], [38], [39], [40], [41], [42], [78]) mais aussi par d’autres
chercheurs (voir par exemple [90], [91], [98]), se révélant trés utile pour modéliser les effets
d’interface et de surface dans les matériaux et structures nanométriques.

Une autre approche systématique et rigoureuse pour obtenir des modéles d’interface
imparfaite est basée sur I'analyse asymptotique. Cette approche, étroitement liée & cer-
taines techniques d’homogénéisation, a été initiée par Sanchez-Palencia [84] et Pham Huy
et Sanchez-Palencia [81] dans le contexte de conduction thermique. Elle a été ensuite dé-
veloppée et généralisé par d’autres auteurs ([18], [64]; [62], [16], [34], [63], [35]; [46], [14],
[47], [9], [10], [11]). Nous nous référons aux articles récents de Rubin et Benveniste [83] et
Benveniste [9] pour plus de références.

La configuration de base utilisée par 'approche asymptotique pour établir des modeéles
d’interface imparfaite est une interphase d’épaisseur h trés petite située entre deux phases.
Dans les travaux de Sanchez-Palencia [84], Pham Huy et Sanchez-Palencia [81] et de cer-
tains autres auteurs (par exemple, Caillerie [18], Klarbring [62], Benveniste et Miloh [14]),
I'interphase étant supposé faiblement ou fortement conductrice dans le cas de conduction
et trés rigide ou tres souple dans le cas élastique, des modéles d’interface imparfaite ont
été dérivés a l'aide d’ un développement asymptotique formel. La méthode employée par
Hashin ([46], [47]) repose sur le développement de Taylor et les résultats qu'il a obtenus
sont différents dans le sens qu’ils sont valables pour une interphase dont la conductivité
ou la rigidité est quelconque. A notre avis, ’approche asymptotique initialement proposée
par Bovik et Olsson [17] et Bovik [16] et récemment étendue par Benveniste ([9], [10],
[11]) est a la fois mathématiquement rigoureuse et physiquement claire. Basée sur le dé-
veloppement de Taylor, cette derniére approche consiste & remplacer I'interphase par une
interface imparfaite en exigeant que ce remplacement ne perturbe les champs en dehors
de la zone de I'interphase et dans la zone de l'interphase qu’a une erreur fixée preés.

L’objectif du travail de thése présenté dans ce mémoire est triple. Tout d’abord, en
s’inspirant des travaux de Gurtin et Murdoch [37] et aussi de ceux de He [49], il vise &
développer une méthode de géométrie différentielle indépendante de tout systéme de coor-

données et efficace pour étudier les phénomeénes de surface et d’interface. Ensuite, il a pour
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but de développer et généraliser I’approche susmentionnée de Bovik et Benveniste par :
(a) I'obtention d’un modeéle d’interface imparfaite générique et compact pour les phéno-
menes de transport linéaires (conduction thermique, conduction électrique, diffusion, ...);
(b) la dérivation d’un modele d’interface imparfaite générique et compact dans le cas de
élasticité linéaire; (c) la construction d’un modeéle d’interface imparfaite piézoélectrique
du degré de précision 0(h?). Enfin, il a pour objectif de proposer une méthode permet-
tant de prendre en compte les effets des interfaces décrites par les modéles d’interface
imparfaite thermique, élastique et piézoélectrique dans I’homogénéisation des matériaux
hétérogénes. Dans ce qui suit, nous montrons comment ces objectifs sont atteints & tra-
vers la présentation des problémes a résoudre, des méthodes de résolution utilisées et des
nouveaux résultats obtenus.

Ce mémoire est structuré en 3 parties. La premiére partie, comportant trois chapitres,
consiste a résumer les éléments de base d’une théorie de géométrie différentielle indépen-
dante de tout systeme de coordonnées curvilignes et a établir les relations d’Hadamard
pour les fonction scalaire, vectorielle et tensorielle. La deuxiéme partie, constituant la
partie centrale de ce mémoire et comprenant trois chapitres, porte sur la dérivation des
modeles d’interface imparfaite thermiques, élastiques et piézoélectriques. Dans cette par-
tie, nous étudions d’abord les situations générales et discutons ensuite des cas particuliers
importants. La troisiéme partie, constitué de quatre chapitres, propose une méthode de
prise en compte des effets des interfaces imparfaites dans la détermination des propriétés
effectives des matériaux composites et illustre cette méthode dans les cas thermique, élas-
tique et piézoélectrique. A la fin de ce mémoire, nous en tirons des conclusions générales

et présentons les perspectives importantes.
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Premiére partie

Préliminaires a I’étude des interfaces

imparfaites courbées
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Chapitre 1

Eléments de base de la géométrie

différentielle

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils mathématiques principaux nécessaires
a I’étude des interfaces imparfaites courbées de dimension 1 ou 2. Ainsi, les éléments de
base de la géométrie différentielle sont rappelées et notamment les opérateurs différentiels
de surface fréquemment utilisés dans la suite de ce mémoire sont définis. Nous notons que
I'approche retenue est celle proposée par Gurtin et Murdoch [30], poursuivie par eux et
leurs collaborateurs [1] [31] et développée entre autres par He [37] [38]. Cette approche est
qualifiée d’intrinséque au sens qu’elle est indépendante de tout systéme de coordonnées.
En particulier, sa mise en forme matricielle ou sa mise en application numérique peut étre
effectuée a I'aide d’un systéme de coordonnées cartésiennes, ce qui est souvent un gage de
simplicité et facilité. Dans ce qui suit, nous nous placons dans un espace euclidien R* de

dimension k (= 2, 3).

1.1 Définitions

1.1.1 Courbes planes et surfaces

En géométrie différentielle, les courbes et les surfaces sont décrites de fagon paramé-
trique ou implicite. Malgré le fait que ces fagons sont localement équivalentes, la des-
cription paramétrique est de loin plus répandue que la description implicite. Dans les
études qui suivent, la derniére est adoptée pour deux raisons. D’abord, elle nous permet

de décrire d’'une maniére unifiée les courbes planes nécessaires a ’étude des problémes
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(b)

@

F1G. 1-1 — Une courbe plane R? et une surface dans R3.

bidimensionnel (2D) et les surfaces indispensables a I'investigation des problémes tridi-
mensionnels (3D). Ensuite, elle est directement liée a la méthode numérique "level set"
qui est tres efficace pour traiter les phénomeénes surfaciques et interfaciaux.

Considérons une fonction scalaire g définie dans R”, qui est supposée au moins deux

fois contintiment différentiable, i.e. g € C2. L’ensemble
£ ={x cRF|g(x) = 2} (1.1)

représente une surface (resp. une courbe plane) de niveau z lorsque k = 3 (resp. k = 2).

Dans la suite, sans perte de généralité, nous posons z = 0.

1.1.2 Vecteur normal et espace tangent

En faisant ’hypothése que la fonction g a de plus la propriété s7g(x) # 0 pour tout

x € &, le vecteur unitaire n(x) normal a £ en € £ est défini par

vy
M) = 9@ T 12)

L’espace 7, tangent & £ en x € £ est par définition le sous-espace vectoriel de dimension
k — 1 donné par

T, = {t € RYn(x).t = 0}. (1.3)

Dans le cas ou € est une courbe plane (k = 2), l'espace tangent 7, est la droite D,
tangente a £ en x. Lorsque & est une surface (k = 3), 'espace tangent 7, représente le

plan tangent & £ en x. Ces deux situations sont illustrées par la FIG 1-1.
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1.1.3 Opérateurs de projections

Maintenant, nous introduisons deux opérateurs de projection orthogonaux complé-

mentaires définis en tout point & de £ par

Pt (z) = n(z) ® n(zx), (1.4)
P(x)=1—n(z)® n(x) (1.5)

ou I est le tenseur identité du second ordre. Ces deux opérateurs jouent un role fondamen-
tal dans nos études. Géométriquement, P(x) projette tout vecteur v € R¥ sur I’espace
tangent 7, de £ en z alors que P*(z) projette v sur la droite normale de £ dirigée suivant
n(x) et passant par x. Donc, tout vecteur v € R* peut se décomposer de fagon unique

en une composante normale v,, et une composante tangentielle vy :
— — pL —
v=v,+vy, v,=P v, vp=Po. (1.6)

Les opérateurs P et P+ étant des projecteurs orthogonaux, ils vérifient donc les relations

suivantes :
P’=pP, (P)’=P+, P)Y=P, (PHT'=P', PP =P'P=0 (17

Les deux opérateurs qui viennent d’étre introduits peuvent étre aussi utilisés pour décom-
poser un tenseur d’ordre supérieur & 1 a Paide de lidentité P+ + P = I. Par exemple,

pour un tenseur A du second ordre, nous pouvons écrire

A= (P'+P)A(P* +P)=P*AP' + PAP + P*AP + PAP'. (1.8)

1.1.4 Champs superficiels et courbes

Un champ typique intervenant dans 1’étude des surfaces ou des interfaces est un champ
tensoriel T du second ordre défini sur une surface courbée (ou une courbe plane) &, qui,
évalué en un point x € £, correspond a une transformation linéaire T(x) du plan tangent
7, dans R* (k = 2 ou 3). Un tel champ est plus difficile & traiter par rapport & un champ
tensoriel A du second ordre typiquement intervenant en mécanique des milieux continus,

qui, évalué en un point x, est une transformation linéaire A(x) de R* dans R*. Une facon
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efficace de surmonter cette difficulté est celle proposée par Gurtin et Murdoch [30] (voir
aussi Murdoch [1] et Gurtin et al. [31]). L’idée essentielle de Gurtin et Murdoch [30] est
d’assimiler T(z) & une transformation linéaire de R* dans R*.a condition de demander
que T(x) annihile tout vecteur normal a £ en . Cette demande est facilement satisfaite
moyennant le projecteur tangent P. Nous présentons ci-dessous les notions de base due
a Gurtin et Murdoch [30]. Pour alléger la présentation, nous nous limitons au cas ou &
est une surface. Quand &£ est une courbe plane, les notions présentées s’appliquent par
analogie si le mot "surface" et "superficiel" sont remplacés respectivement par les mots
"courbe plane" et "courbe".

Soit un champ tensoriel T du second ordre défini sur £. Par définition, T est un champ

superficiel si et seulement si

T(x)n(x) =0 (1.9)

pour tout point x € £. Cela revient a dire que T(x) annihile tout vecteur normal an(x)
avec a € R ou que tout vecteur normal an(x) appartient a I’espace noyau de T(x). Pour
un champ tensoriel quelconque H (x) du second ordre défini sur &, le champ T(x) =
H (x)P(x) est superficiel, car P(x)n(x) = 0. De plus, un champ tensoriel T défini sur

£ est superficiel si et seulement si
T(x)P(x) = T(x). (1.10)

pour tout point x € £. Pour avoir une idée précise sur la forme matricielle d'un champ
superficiel T, considérons le cas spécial ou £ est une surface plane dont le vecteur normal n
coincide avec le vecteur ez d’une base orthonormée {e;, e;, e3}. Relative a cette derniére,

la matrice de T a la forme
Ty T O

T= Ty Tn 0f- (1.11)
T3 T3 0

Un champ superficiel T'(z) défini sur £ est dit tangentiel si et seulement si [T(z) a].n(x) =

0 pour tout a € R? et tout x € &, a savoir
T" (z)n(x) = 0. (1.12)

Il est immédiat que tout champ tensoriel superficiel symétrique est nécessairement tangen-
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tiel. Ensuite, un champ superficiel est qualifié de normal si et seulement si P (x)[T(x)a] =

0 pour tout a € R3 et tout x € &, i.e.

P(z)T(z) =0 (1.13)

Reprenons I'exemple d’une surface plane de normale es. Dans ce cas, un champ superficiel

tangentiel T prend la forme
Ty Tia O
T=|Ty Tn 0. (1.14)
0 0 0

alors qu'un champ superficiel normal T a la matrice

0 0 0
T=10 0 0. (1.15)
T3 T3z 0

De fagon générale, tout tenseur superficiel T(x) peut étre décomposé de fagon unique en

une partie tangentiel et une partie normale comme suit

T=PT+n® (T'n). (1.16)

En effet, utilisant la définition du projecteur tangent P, nous pouvons écrire

T=P+n@n)T=PT+(n®n)T=PT+n (T n).

1.2 Opérateurs différentiels sur une courbe plane et

sur une surface

1.2.1 Gradients tangentiel et normal

Soit ¥ une fonction de R* dans R, R* ou R* x R*. Cette fonction est supposée suffi-

samment réguliére. La (premiere) variation de ¥ en x € R* due & un incrément v € R*
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attribué a x est définie par [95]

Sy (z) = dilT\I/(m—l—T'v) o . (1.17)

Si la fonction est au moins une fois contintiment différentiable, nous pouvons alors écrire
U, () =V (x)-v (1.18)

ou VW désigne le gradient habituel de V.
Ensuite, nous considérons une variété £ de dimension k — 1 dans l’espace ambiant R¥.

Quand x € & et quand la variation v € 7, nous avons v = P(z)v. Dans ce cas,
VWy(z) =V¥(x)v=VY¥Y(x)- [P(x)v]=V:¥(x)- v(x) (1.19)
o VeV est la dérivée tangentielle de W définie par
Ve¥(x) = VY (z)- P(x). (1.20)

Le gradient VW est également dite surfacique ou courbe suivant que £ est une surface
ou une courbe. Il est clair que VgW est un champ superficiel. De fagon complémentaire,

si x € £ et si la variation v appartient la droite normale a £ en x, nous pouvons écrire
v(z) = P(x)v(x) et
Wy(z) =VV¥(x)v=V,V(z) v (1.21)

ou V,V est la dérivée normale de ¥ donnée par
Va¥(z) = V¥ (x) - P(x). (1.22)
Le gradient V¥ se décompose uniquement comme suit :
VU =Ve¥(z)+ V, V. (1.23)

Suivant que ¥ représente une fonction scalaire f, une fonction vectorielle f ou une fonction
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T du second ordre, la décomposition précédente prend les formes respective :

Vf=Vf-P+Vf-P"=Vef+Vyf, (1.24)
Vf=Vf -P+Vf -P'=V:f +V.f. (1.25)
VIT=VT-P+VT-P*=V:T+V,T. (1.26)

1.2.2 Divergences tangentielle et normale

Les divergences tangentielle et normale d’un champ vectoriel f ou un champ tensoriel
T du second ordre défini sur une variété (surface ou courbe plane) £ sont également im-
portantes pour nos études. D’abord, notons que la divergence de f et celle de T admettent

les décompositions suivantes :
divf =Vf:I=Vf:P+Vf:Pt=divef +div, f,

divT=VT:I=VT:P+VT: P+ =dive T+div, T. (1.27)

Ci-dessus, dive f et div, f représentent les divergences tangentielle et normale de f ;
div T et div,, T désignent les divergences tangentielle et normale de T. Précisément, elles

sont, définies par

divef =Vf : P, div,f =Vf: Pt (1.28)

dive T=VT:P, div, T=VT:P*. (1.29)

Soit un champ vectoriel f (x) défini sur £, Popérateur divergence tangentiel (courbe

ou surfacique) est défini par :
dive f (x) =tr Vef (). (1.30)
et I'opérateur divergence se décompose
div f (z) = dive f () + divy, f () (1.31)

avec div,, f(x) = Vf(z): P
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De la méme fagon, pour un champ tensoriel T(x), il vient :
div T(z) = dive T(x) + div,, T(x) (1.32)

avec dive T(z) = VT (z) : P () et div, T(z) = VT (z) : P+ (z).

1.2.3 Dérivées tangentielles des fonctions composées et théo-

réme de divergence

Dans la suite, nous serons souvent amenés & calculer les dérivées tangentielles des
fonctions. Soient ¢ un champ scalaire, f et g deux champs vectoriels et T un champ
tensoriel définis sur une variété £ dans R*. En partant des définitions précédentes des
dérivées tangentielles et en faisant appel aux notations indicielles, nous pouvons sans

difficulté établir les formules suivantes [37] et [77] :

Ve(of) = ¢Vef +f @ Ve, (1.33)

dive (of ) = @ dive f + f.Veo, (1.34)
dive (o T) = pdive T+ TVeo, (1.35)
dive (f ® g) = (dive f) g+ (Vef ) Py, (1.36)
dive(T'f) = f.dive T+ T: Vef. (1.37)

Soit g un champ vectoriel défini sur £ qui est tangentiel au sens que g(x) - n(x) =0
pour tout x € £ et soit un champ tensoriel superficiel tangentiel T défini sur £. Pour
appliquer le théoréme de convergence & q et a T, nous considérons un sous-domaine
quelconque ¥ C £ dont la frontiere est désignée par 0%. Dénotant par v(x) le vecteur
unitaire tangent & ¥ mais normal & 0% en & € 9%, alors le théoréme de divergence

appliqué a q et & T s’écrit

/ q-vdl = / dive qdS, (1.38)
o )

Twdl — / dive TUS. (1.39)
ox b

Si ¥ est une surface, le membre gauche de chacune de ces expressions est une intégrale

curviligne et son membre droit est une intégrale surfacique. Si ¥ est une courbe plane,
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le membre gauche de chacune de ces expressions est une intégrale définie avec les deux
extrémités de X comme les bornes inférieure et supérieure alors que son membre droit est
une intégrale curviligne. En particulier, le membre gauche de chacune de ces expressions

précédentes est égal & zéro quand ¥ est une courbe plane ou surface fermée.

1.3 Tenseur de Weingarten et courbures

1.3.1 Variation du vecteur normal unitaire

Les principales propriétés locales essentielles d’une courbe plane ou d’une surface £
se découlent naturellement de I'étude de la variation du vecteur normal unitaire n de
& engendrée par un incrément tangentiel dx d’'un point & de €. Pour déterminer cette
variation, nous calculons d’abord le gradient de n(z). En utilisant (1.2) et (1.5), il vient

que

o Vo) (@) © vy(@) V), V(@)
V(@) = Toy@ 1 SZOIE Prosen 0

Sous I’hypothése que g est C?, le Hessien s7%g de ¢ est symétrique. Calculons maintenant

la variation de m(x) en x produite par un incrément tangentiel dx € 7, :

(. 82 — V(26w — Vig(z) _ Vig(z) -
bn(a, 6) = Vn(@)de = PrZ Crnde = Pro ronPs (141)

ol nous avons utilisé le fait que Pdx = dx. Définissant le tenseur de Weingarten L(x)

par (voir, par exemple, He et al. [49] et [51])

V2g(z)
L(@) = ~P1C P (1.42)

la variation dn(x, dx) s’exprime simplement par

on(xz,dx) = —L(x)dx. (1.43)

En fait, a un signe pres, le tenseur de Weingarten L(x) correspond au gradient tangentiel
de n(x), i.e.
L(z) = —Ven(z). (1.44)
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La définition explicite et compacte du tenseur de Weingarten L(x) indique clairement que :
(i) il est symétrique; (ii) il est un champ superficiel tangentiel. A I’aide de I'expression de

L(x), nous pouvons montrer les formules suivantes :

VPP=L®n+n®L, (1.45a)
VP: P =mntrL, (1.45b)
VL -P=n®L*+P-VL-P, (1.45c¢)
VL:P=ntrL?+P -VL: P, (1.45d)

ou le produit tensoriel L ® m est défini par (L ® n);jx = Liyn,.

1.3.2 Courbure d’une courbe plane

S’agissant d’une courbe plane &, le tenseur de Weingarten L(x) de cette derniére est

un tenseur de rang 1. La courbure x(x) de £ se calcule par [93] :

k(z) = Tr[L(z)] = ”V#g))”; P(z). (1.46)

En réalité, L(x) admet la représentation simple :

L(z) = k()P (x). (1.47)

1.3.3 Courbures d’une surface

Pour une surface £, nous définissons la courbure moyenne % et la courbure de Gauss

K via son tenseur de Weingarten :

A(z) = %Tr(L(a:)); [L(z)a] x [L(z)b] = K(z)(axb), VabeT,.  (148)

Les valeurs propres ¢;(z) (i = 1,2) de L(x), appelées courbures principales de £ en x,

sont reliées & %(z) et K (x) par [95] et [49] :
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F1c. 1-2 — Courbes paralléles

Les rayons de courbure principaux 7;(x) = 1/¢;(x) (i = 1,2) sont quelquefois utilisés a la

place des courbures principales ¢;(z).

1.4 Courbes et surfaces paralléles

A partir d’une courbe plane ou une surface £ donnée par (1.1), nous pouvons construire

une courbe plane ou une surface &; par
Ei={yeR|y=x+dn(x),zc&} (1.50)

ol d est une constante scalaire. La courbe plane ou surface &; est parallele & £ et sa
distance orientée a & est égale a d (FIG 1-2). Les propriétés locales de &; sont déterminées
par celles de £ et la distance d. En effet, le vecteur unitaire n (y) normal a £; en y €&,

colinéaire au vecteur unitaire n (x) normal a £ en x €€ si

1—dé(z) 20 (i #1,2). (1.51)
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Pour voir ceci, nous partons de la définition (1.50) et calculons la variation de y €&, due

A un incrément 0x €7, :

Jy = 0x + don(x, dx) = dx — dL(x)dx = [P(x) — dL(x)]0x. (1.52)

Comme L(x) est un champ superficiel, il s’ensuit de I’équation précédente que le vecteur
0y tangent & &; en 'y €&, est paralléle au vecteur 6x & £ en x €€. De plus, si la condition
(1.51) est vérifiée, il existe une correspondance univoque entre 0y et dx. Donc, sous la

condition (1.51), nous pouvons écrire

n(y) =n(x) (1.53)

ol 'y = x + dn(x).

Une implication importante de I'égalité (1.53) est que

Vn(x).n(x)=0. (1.54)

Pour prouver cette relation, nous notons d’abord que Vn (z).n (z) est la dérivée direc-

tionnelle de n (x) dans la direction n (), i.e.

Vi (x) 1 (z) = gi%n[x—{— dn(zl()] -n (x)
Ensuite, 'introduction de I'égalité (1.53) dans le membre droit de cette équation donne
immeédiatement la relation (1.54). Cette derniére signifie que la dérivée directionnelle
normale du champ vecteur normal unitaire défini dans un domaine feuilleté composé de
courbes ou surfaces paralleles est nulle. Ce fait sera exploité de fagon récurrente dans
nos études ultérieures des interphases. A I'aide de (1.53), (1.54) et I'expression (1.42) du

tenseur, nous pouvons obtenir les formules suivantes :

P(y) = P(z), (1.55)
VP(z).n(z) =0, (1.56)
VL(z).n(z) = L*. (1.57)

Nous nous proposons maintenant d’établir expression du tenseur de Weingarten L(y)
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de &; en y en fonction de L(x) et d. Par définition, nous avons
L(z) = -Vgn(z).P(z), L(y)=-Vyn(y).P(y).

En vertu de (1.53), (1.55) et (1.50), nous pouvons écrire

L(z) = ~Van(y).P(y) = ~Vyn(y) 2 P(y)

= —V,n(y).[I +dVzn(z).P(y)

= L(y) — dL(y)L(z).

Soit finalement

L(z) = L(y)[P(x) - dL(). (1.58)

Si la condition (1.51) est vérifiée, le tenseur P(x)—dL(x) est une transformation inversible

de 7, dans 7., ce qui nous permet d’exprimer
L(y) = [P(x) - dL(z)] ' L(x). (1.59)

Cette relation implique que L(y) posséde les mémes directions principales que L(x).
Autrement dit, les directions principale de courbure de L(y) sont identiques a celles de
L(x).

Quand & et &; sont deux courbes planes paralleles, nous déduisons de (1.59) la relation

entre les courbures x(z) et k(y) :

K(y) = %. (1.60)

Quand & et &; sont deux surfaces paralléles, il s’ensuit de (1.59) que

a(y) = _ag)(w>, (1.61)
z CQ(m)( (1.62)

qui expriment courbures principales ¢1(y) et ¢3(y) de &; en fonction des courbures prin-

cipales ¢1(x) et ¢a(x) de E.
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Chapitre 2

Relations de compatibilité

d’Hadamard

Dans les études ultérieures des interfaces imparfaites, nous allons fréquemment avoir
affaire a des fonctions continues partout mais dérivables seulement presque partout. Un
prototype de ces derniéres est une fonction continue ¥ (scalaire, vectorielle ou tensorielle)
définie dans un domaine 2 de dimension k£ = 3, dont la dérivée existe et continue en
tout point de 2 excepté sur une surface I' C 2. L’objet de ce chapitre est de fournir
I’expression explicite pour le saut de la dérivée de ¥ & travers I' suivant que ¥ est une
fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle. Cette expression pour le saut de la dérivée de W
est appelée "relation de compatibilité d’Hadamard" du fait qu’elle a été pour la premiére
fois établie par Hadamard dans son fameux traité "Lecons sur la propagation des ondes
et les équations de ’hydrodynamique". En mécanique, la meilleure référence sur le sujet
est, & notre avis, un article de synthese écrit par Hill [54] il y a 45 ans. Dans ce chapitre,
la présentation des relations de compatibilité d’Hadamard et la fagon de les démontrer
s’inspirent largement du cours de He [38].

En accord avec le chapitre précédent, la surface I' séparant (2 en deux sous-domaines

QW et Q) (FIG2-1) est caractérisée par une fonction scalaire g définie dans R? :

I'={zeR’|g(z)=0}. (2.1)
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Fic. 2-1 — Relations d’Hadamard

Le vecteur unitaire normal & I" est déterminé par

n(z) v9(z)

NEZOI (22)

2.1 Saut de la dérivée d’une fonction scalaire

Soit une fonction scalaire ¢ définie par

1 i (1)

oW (x) si xe

ply={ F , 23)
o? (z) si zeQ?

o(x) =W (z) = @ (x) si zeT, (2.4)

ot @ (i = 1,2) sont deux fonctions scalaires contintiment différentiables dans =
QW UQP UT. Considérant deux points voisins & et y sur I', le développement de Taylor

permet d’écrire

pW(y) = ¢W(z) + vl (@).(y — ) + 0(ly — 2|, (2.5)

P2 (y) = 0P (@) + 7P (@).(y — ) + 0(|ly — =|"). (2.6)
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En tenant compte de la condition de continuité (2.4), la différence ¢ (y) — o™ (y) donne

[P (@) - v (@)].(y — z) = 0(|ly — |"). (2.7)

Divisons les deux membres de cette égalité par ||y — || et calculons leurs limites lorsque

y tend vers z. Il en résulte que

[V<p(2)(a:) — V(p(l)(w)].t(a:) =0 si zeT, (2.8)

ol t(z) = limy_.o(y — x)/ ||y — || est par définition un vecteur unitaire tangent a la
surface I' en . L’équation (2.8) indique que 7p® () — 7M)(z) est un vecteur normal

A la surface I en x. Il s’ensuit
Ve (2) = Ve () =an(z) si zel, (2.9)

ou n (x) est le vecteur normal unitaire de Uinterface I' en & et « est un scalaire. Quand
a # 0, 'équation (2.9) constitue la relation d’Hadamard pour une fonction scalaire qui
n’est pas dérivable sur I'. Nous montrons ainsi que le saut & travers une surface I' de
la dérivée d’une fonction scalaire ¢ continue partout mais dérivable presque partout est
normale a la surface.

Par ailleurs, l'utilisation de la décomposition (1.6) et le fait que la discontinuité du

Vi soit portée par le vecteur normal (2.9) a I' permettent d’écrire
Vsp@(z) — VspM(x) =0 si x . (2.10)

Cette équation montre que le gradient de surface Vgp(x) est cependant continu & travers

I'interface I.

2.2 Saut de la dérivée d’une fonction vectorielle

Nous considérons maintenant une fonction vectorielle f (x) définie par

1) ; 1)
f(z) = @) S‘ ren : (2.11)
f@(z) size®

32



flx)=fY(x)=Ff?(x) sizel, (2.12)

ou f@ () (i = 1,2) sont deux fonctions vectorielles contintment différentiables dans Q.

Appliquons le développement de Taylor aux fonctions f @

FOy) =V (@) + vf V(@).(y — 2) + 0|y — 2|, (2.13)
FOy) =52 2) +vFP(2).(y —2) + 0|y — 2|, (2.14)

ol x et y sont deux points voisins de I'. En prenant considération (2.12), le calcul de

FPy) — W (y) conduit a

vi®(@) - vf V()| (y—2)=0(ly — |’ (2.15)

Divisant les deux membres de cette égalité par ||y — x|| et calculant leurs limites lorsque

y tend vers x, nous obtenons

vF (@)~ vf V()] .m(z) =0 (2.16)

ol le vecteur m est un vecteur unitaire tangent & I' en & comme ayant été défini dans le
paragraphe précédent. Il s’ensuit que le plan tangent 7, appartient a I’espace de noyau
Ker [Vf @ () — vf(l)(m)] du tenseur 7f ¥ (z) — vf M (z). D’aprés un théoréme bien

connu de 'algeébre linéaire, nous savons en méme temps que

dim | vf ?(@) - vf V()| = dim{ker | f (@) - vF (@)} (2.17)
}

+ dim{Im [vf @ (g) — vf(l)(a:)] : (2.18)

ou Im [v FO(x) —<7f (1)(:1:)] désigne 'espace d’image. Ainsi, nous en déduisons que le

tenseur 7f P (z) — vf V() est au maximum de rang 1 et a la forme
ViP(x)-VfV(z)=a@n(z) sizel (2.19)

ol a est un vesteur. Si @ # 0, f n'est pas dérivable sur I' et (2.19) est la relation
d’Hadamard pour une fonction vectorielle.

Il est immédiat que, méme lorsque V@ () # VFW () sur T, le gradient de surface
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est continu :

Vsf V(z) = vef@(x) si xel, (2.20)

ce qui implique aussi

divg f M (z) = divg f P () si = el (2.21)

2.3 Saut de la dérivée d’une fonction tensorielle

La démarche suivie pour établir la condition d’Hadamard pour une fonction vectorielle
permet d’établir des relations similaires pour une fonction tensorielle d’ordre supérieur.

Considérons une fonction tensorielle F'(x) définie par

FY (z) sizeQ®
F(z)= , (2.22)
FO(z) sizeQ®

F(zx)=FY(z)=F% (z) sizeTl, (2.23)

ot FY et F® sont deux fonctions tensorielle contintiment différentiables dans Q. Alors,

nous pouvons montrer que
VF? (z) - VFY () =A®n(x) sizel (2.24)

ou A est un tensor du méme ordre que F. Quand A # 0, F n’est pas dérivable sur
[ et (2.24) correspond & la relation d’Hadamard pour une fonction tensorielle. De cette

relation, nous tirons directement que

VsFW(z) = vsFP(z) si z €T, (2.25)

divs FY(z) = divg F@(x) si zeT. (2.26)

2.4 Sauts des dérivées élevées

Les relations qui viennent d’étre établies montrent que la dérivée d’une fonction conti-
nue au travers d’une surface I' peut étre discontinu mais son dérivée surfacique est toujours

continue. En exploitant ce fait par récurrence, nous pouvons prouver de facon générale
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que la dérivée tangentielle (ou surfacique) d’ordre quelconque d’une fonction continue
(scalaire, vectorielle ou tensorielle) est continue au travers d’une surface I'.
Par exemple, considérant la fonction scalaire ¢ définie par (2.3) et (2.4) ou ¢ sont

supposées deux fois continiiment différentiables dans €2, nous pouvons alors écrire
Vs(VspM) = Vs(Vsp®) sur T, (2.27)

ce qui implique encore que

NspV) = Agp® sur T (2.28)

ou Ag est le laplacien de surface.défini par

Ang(l) = VS(ngO(i))ZP. (229)
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Chapitre 3

Interfaces parfaites thermique,

mécanique et piézoélectrique

Considérons de nouveau une interface I' séparant deux domaines distincts Q) et Q).
Cette interface est dite parfaite vis-a-vis d’'une quantité physique si elle est continue au
travers de I'. Ce chapitre a pour double objectif de définir les interfaces parfaites au sens
thermique, mécanique ou piézoélectrique et d’appliquer les relations d’Hadamard & ces
trois phénomenes.

D’un point de vue mécanique, si le vecteur déplacement et le vecteur contrainte sont
continus au travers d’une interface, celle-ci sera dite parfaite. En se basant sur cette
définition, les conditions d’Hadamard établies au chapitre précédent permettent d’établir

les conditions de continuité des dérivées de la grandeur observée.

3.1 Interface thermique parfaite

Par définition, I'interface I' entre QM) et Q®) est une interface thermique parfaite si le
champ de température 0 et la composante normale du champ de flux de chaleur g dans

) sont continus au travers de I'. Plus précisément, nous définissons et g par

o) i el
0(x) = (@) si @ , (3.1)

02 (z) si ze€Q®

(1) i 1

gV (xz) si x €

q(z) = , : (3.2)
q? (z) si zecQ®
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avec

0(x) =00 () =0% (z) si zel, (3.3)

gn() = 4 (2) = 4 (z) si z €T, (3-4)

oll gn = gq.m et ¢ (z) = ¢".m.
Supposons que 6% défini dans Q) est dérivable. Alors, la relation d’Hadamard (2.9)
implique

VoD () — VoW () = an(x) si zel. (3.5)

En vertu de la relation (2.10), nous écrivons
Vs0? (z) — Vg (x) = 0. (3.6)

Les deux relations précédentes montrent qu’au travers d’une interface parfaite I', le gra-
dient de température est généralement discontinu mais sa partie tangentielle est continue.
Les mémes résultats peuvent étre obtenus pour le flux normal de chaleur. Pour voir que les
relations (3.4) et (3.6) sont complémentaires, nous les exprimons a l’aide des opérateurs

de projection P+ et P :
P(z).q%(z) = P*(z).q"(2),

P(z). V0 (z) = P(x).VoW (x),

ouzxel.
Par analogie, nous pouvons définir et traiter les interfaces parfaites pour les autres

phénomeénes de transport tels que la conduction électrique et la diffusion.

3.2 Interface mécanique parfaite

L’interface I' séparant © en QM et Q@) est une interface mécanique parfaite si le
champ de déplacement u(x) est continu au travers de I" et si le champ de contrainte o ()

est tel que le vecteur de contrainte t(x) = o(x).n () est continu au travers de I'. Nous
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précisons u(x) et o(x) par

u (z) si zec QW
u(x) = , 3.7
u® (z) si zeN?

oW (z) si zeQW
o(z) = , (3-8)
o@ (z) si xeQ®

u(x) =u (z) =u? () si zeTl, (3.9)
t(x) =tV (z) =t (x) si zel, (3.10)

ot £ = 50 p.

L’utilisation de la relation d’Hadamard (2.19) conduit directement aux égalités sui-

vantes :

Vu? (z) — Ve (z) = ay (z) @ n(z) si €T, (3.11)
Vt? (z) — ViV (z) = a; (z) @ n(x) si z . (3.12)

Avec (2.20), nous avons aussi
veu(z) = veu®(z) si z el (3.13)

Le méme résultat peut étre obtenu pour le champ de vecteur contrainte ¢2) (z).

Introduisant le tenseur de déformation infinitésimale
0 — Ligu® ()T
nous déduisons aisément de (3.11) que
1
e? (x) —eW (z) = 5[0,“ (r)@n(z)+n(r)@a,(x)] si zel. (3.14)
Cette relation a la conséquence que

eP(x) =€ (z) si zeT, (3.15)
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ol sg) est le tenseur de déformation surfacique (ou tangentielle) défini par

e (z) =P P. (3.16)

La relation (3.14) ou (3.15) formule le fait bien connu en mécanique : au travers d’une in-
terface parfaite I, les composantes tangentielles du tenseur de déformation sont continues
alors que ses composantes normales sont discontinues.

Il convient d’introduire deux opérateur de projection d’ordre 4, i.e.

P=PRQP, P'=IxI-P, (3.17)

ou le produit tensoriel ® est défini par (A®B);ju = (AiBj + AyBj;)/2 pour deux

tenseurs A et B du second ordre. Alors, les relations (3.10) et (3.15) s’écrivent
Pt (z)o® (z) =P (z) oW (z), (3.18)

P(z)e? (z) =P (x) e (x), (3.19)

ou x € I'. Dans le cas spécial ot I' est une interface plane dont le vecteur normal n
coincide avec le vecteur e; d’une base orthonormée {e;, ey, es}, les relations (3.10) et

(3.14) peuvent s’exprimer symboliquement sous les formes :

ja)
[a)
*

e? (x) —eW (z) =

)

0 * |, (3.20)

* x 0
c@ @) —eW(x)=| % % 0], (3.21)

0 00
ou le symbole "x" désigne une valeur non nulle. Nous voyons que les composantes de dé-
formation dans le plan I" sont continues alors que les composantes de contraintes normales

au plan I' sont continues. Donc, nous pouvons dire que les relations (3.10) et (3.14) sont

complémentaires et duales.
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3.3 Interface piézoélectrique parfaite

La piézoélectricité est un phénomene couplé. L'interface I' séparant © en Q) et Q%)
est une interface parfaite piézoélectrique si elle ’est pour la conduction électrique et si
elle I'est aussi sur le plan mécanique. Comme la conduction électrique est physiquement
similaire et mathématiquement identique a la conduction thermique, les définitions et
les formules présentées dans les deux sections précédentes doivent étre réunies pour une
interface parfaite piézoélectrique a condition de remplacer la température 6 et le flux de
chaleur q respectivement par le potentiel électrique ¢ et le déplacement électrique d. Afin

d’éviter la redondance, nous ne les répétons pas ici.
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Deuxiéme partie

Modélisation des interfaces

imparfaites
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Chapitre 4

Interfaces imparfaites thermiques

Quand deux solides sont en contact ou collés ensemble, une zone de transition mince
existe entre eux. Elle a des propriétés mécaniques et physiques tres différentes de celles des
solides et se comportent comme une interphase. En particulier, elle perturbe la conduction
thermique et donne naissance souvent & une résistance thermique. Le travail présenté
dans ce chapitre consiste a remplacer la zone de transition d’une certaine épaisseur h (en
général trés petite par rapport aux dimensions des solides) par une interface imparfaite
a épaisseur nulle. La modélisation d’une interphase comme une interface imparfaite a été
d’abord initiée par Sanchez-Palencia [84] et Pham Huy and Sanchez-Palencia [81] utilisant
une approche asymptotique dans ce cas de conduction thermique. Cette approche a été
ensuite étendue par Klarbring [62] au contexte de 1’élasticité linéaire. L’approche que nous
élaborons dans la suite pour modéliser une interphase comme une interface imparfaite
s’inspire de celle proposée par Bovik [16], Hashin ([46], [47]), Benveniste (][9], [10], [11]).
Notre approche a l'avantage d’étre indépendante de tout systéme de coordonnées. En
particulier, elle ne fait pas appel aux coordonnées curvilignes principales.

Ce chapitre se divise en quatre sections. D’abord, nous décrivons I'idée de base permet-
tant le remplacement d’une interphase par une interface. Ensuite, nous dérivons un modéle
générique d’interface imparfaite dont le degré d’approximation correspond & 0(h?) au sens
du développement de Taylor. Dans un troisiéme temps, nous établissons un modéle géné-
rique d’interface imparfaite dont le degré de précision est de 0(hN*V) avec N > 2. Enfin,
nous examinons le cas d’une interphase constituée d’un matériau hétérogéne suivant son

épaisseur.
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Conditions al’interface
T /—\
(1) S

(@] et [an] ? Q

Fic. 4-1 — Remplacement d’une interphase par une interface imparfaite : (a) Milieu
1/Interphase 0/Medium 2; (b) Milieu 1/Interface Imparfaite/Milieu 2.

4.1 Schéma de modélisation et équations de base

Dans la FIG. 4-1(a), une interphase d’épaisseur uniforme h, appelée la phase 0, se
trouve entre deux matériaux, nommés par les phases 1 et 2. La phase 0 est parfaitement
collée aux phases 1 et 2 & travers les surfaces S et S5. Pour la conduction thermique, le
fait que les interfaces Sy et S5 sont parfaites implique que la composante normale ¢, du

flux de chaleur et la température ¢ sont continues a travers Sy et S :

30(0) ‘51: (10(1) |51 ) ()0(0) |52: 90(2) |S’2 ) (418’)
qg?) |51: qs) |S1 ’ (]S)) |S2: qg) |S2 . (41b)

Les trois phases 0, 1 et 2 sont supposées individuellement homogeénes et linéaires. La loi

de Fourier pour la conduction thermique dans les trois phases s’écrit alors
q? = KO p (4.2)

ot K est le tenseur de conductivité de la phase i (=0, 1, 2) qui est symétrique et définie
positive, g¢¥) correspond au vecteur flux de chaleur de la phase i et h® est le négatif du

gradient de la température ¢ de la phase i , i.e.

h® = —ve®, (4.3)
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En régime stationnaire, la conservation de ’énergie en absence de source de chaleur se
traduit par

div ¢ = 0. (4.4)

Dans la configuration de la FIG. 4-1(b) ou l'interphase a été éliminée, la phase ¢ (= 1
et 2) est prolongée de la surface S; jusqu’a la surface Sy qui est géométriquement la surface
médiane de 'interphase et ou est localisée I'interface imparfaite. Les propriétés de cette
derniére restent & déterminer et doivent étre telles que les sauts de la composante normale
¢rn du flux de chaleur et de la température ¢ a travers 'interphase dans la configuration
(a) sont, & une erreur fixée pres, identiques aux sauts de ¢, et ¢ a travers la zone limitée

par les surfaces S; et Sy dans la configuration (b).

4.2 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h?)

4.2.1 Dérivation du modéle

Dans cette section, nous construisons un modele d’interface imparfaite thermique en
demandant que les développements de Taylor utilisés ne dépassent pas l'order 0(h?). Le
modele d’interface ainsi obtenu sera qualifié d’ordre 0(h?).

() évaluée sur le surface milieu Sy peut s’expri-

Dans la FIG. 4-1(a), la température ¢
mer en fonction de la température @ et de ses dérivées évaluées sur les surfaces S; et

S, par le développement de Taylor :

h

0O 5= 0 |g, +§V90(0)-n s, +0(R?), (4.5a)
h

0O 5= @ |s, —§V90(0)‘n s, +0(h?). (4.5b)

En soustrayant I’équation (4.5b) a (4.5a), nous aboutissons a
©) O | = " gso ) 2
¥ |S2 —¥ |31: §(V(p -n |Sl +V(,0 -n |S2) + O(h ) (46)
En tenant compte des conditions de continuité (4.1a), nous obtenons

90(0) |52 _30(0) |51: 90(2) |S2 _(p(l) |31 : (47)
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Ainsi, nous en déduisons que
(2) (1) hio0 (0) 2
O\ g, =0 |, = §(V90 n s, +Ve©.n|g,) +0(h%). (4.8)

Cette équation fournit le saut du champ de température & travers l'interphase Q) dans
la configuration de FIG. 4-1(a).

Rappelons que notre objectif est de remplacer I'interphase par une interface imparfaite
appropriée. Ceci implique I’élimination de phase 0 dans la configuration finale décrite par
la FIG. 4-1(b). Donc, les dérivées normales Vo(®.n |5 et V(® . n |g, dans (4.8) doivent
étre exprimées en fonction de certaines quantités définies dans les phases 1 et 2. Pour
réaliser ceci, comme la dérivée normale V() .n n’est pas continue a travers S;, il est
nécessaire de 'exprimer au préalable en terme de certaines quantités continues a travers
S;. Dans la section suivante, nous montrons que la dérivée du champ de température
V. dans la direction normale a une surface quelconque est une fonction linéaire du flux

normal de chaleur ¢, et de la dérivée tangentielle du champ de température Vg :
Vaup =Vo.n=Pi(Vp, qn; K) (4.9)

ou la fonction P; est définie par

Gn
nK.n

Pi(Vsp,qn; K) = — — 8.V (4.10)

avec le tenseur de conductivité K comme un parameétre, Vi = P.Vo et

n.K

S =

(4.11)

Remarquons que ¢, et Vg sont deux quantités continues a travers une interface parfaite
quelconque. A T'aide de la formule (4.9), nous pouvons donc écrire

Vol n|g= P (Vs ¢9; K(O)) lsi=P1 (V™ ¢; K(O)) |51 (4.12)

n n

Ve .n |g,= (Vi ¢0; KO |g,= Pi(Vp?, g2 KO) |5,

n n
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En introduisant I’équation (4.12) dans I’équation (4.8), nous obtenons

h
90(2) |5'2 _80(1) |51: 5 [Pl(vsgp(l), g)aK(O)) ’51 +P1(VSSO(2)7Q7(‘L2)’K(O)) |S2 + 0(h2)
(4.13)
Pour le flux normal de chaleur, une dérivation semblable a celle conduisant & (4.13)

nous donne

h
0 15, =4 1s,= 5 | @V, i) K©) |5, +Qu(Vap®, g2 KO) |5, | +0(h%).
(4.14)
Dans cette équation, la fonction () exprime la dérivée du flux normal de chaleur V,q,

dans la direction normale a une surface en termes de Vp et ¢y, :
Vatn = Q1(Vsp, qn; K) = divy(S.Vsp) — divs (sqn) (4.15)

ou le tenseur S est calculé par

(K.n)® (nK)

S=K —
nK.n

(4.16)

Pour clarté, la dérivation de la formule (4.15) est reportée a la section suivante.
Considérons maintenant la configuration de la FIG. 4-1(b) dans laquelle U'interface
imparfaite Sy séparant les phases 1 et 2 est imparfaite. Dans ce qui suit, les quantités
évaluées sur la surface Sy mais du coté de la phase 2 sont indiquées par un exposant
"(+)" alors que celles évaluées sur la surface Sy mais du coté de la phase 1 portent un

exposant "(4)". Avec ces notations, le développment de Taylor permet d’écrire

o he
PV 5= =5V n + 0(0?), (4.17)
h
0@ |g,= o + §v<p<+).n + 0(h?).

En faisant appel a la formule (4.9), nous pouvons écrire

Ve = Pi(Ve, g KW), (4.18)

n

Vo .p = Pl(VSQO(H, gt K(2)).

n
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En combinant (4.17) et (4.18), nous avons le saut

@ |g, =gV |5,= o) — o7 (4.19)

h
+3 PV g5 KW) + P (V™ ¢ K@) |+ 0(R?).

En méme temps, en insérant (4.17) et en négligeant les termes d’ordre égal ou supérieur

a 0(h?), il vient que

h
— |Pi(Vap), ¢S KOY + P(Veo™ gl K@) | +0(h%). (4.20)

90(2) |S2 _90(1) |51: 9
En comparant (4.20) avec (4.19), nous en déduisons le saut de la température que U'inter-

face imparfaite Sy doit avoir :

(+ (4.21)

DiKO) 4 P, 6l KO

PV
[Pl(sz(‘), ¢ KW) 4+ PV, ¢ K (2))] +0(h?),

[p] =

o> >

oil [e] = o(*) —e(7) désigne le saut a travers la surface imparfaite Sy dans la configuration

de la figure 4-1(b).
De fagon similaire, nous pouvons dériver le saut du flux normal de chaleur que 'inter-

face imparfaite Sy doit satisfaire :

h
[an] = 5 [Q1(Vs ¢ KO) + Qu(Vap™, gD K©) (4.22)
2
h e
-3 [Ql(Vsso( ) g KW + Ql(VssO(”,qif);K(?))] +0(R?).

Les équations (4.21) et (4.22) caractérisent 'interface imparfaite Sy dans la configu-
ration biphasée de la figure 4-1(b). Pour faciliter leur utilisation ultérieure, il convient de

les écrire explicitement en y introduisant les expressions des fonctions P; et Q)

=3 - ) - (+)
el = 2 Kn.K(O).n n.K(l).n) 't (n.K(O),n n.K(Q).n> Un ] (4.23)

_ g (50 — s1) V00 + (50 — s2) T,60] +0 (h2),
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h

aa] = 5 {aiv, [ (SO = 8©) V)] +div, [(5© - 5@) veD]} (a29)

- g [diva[(s@ — sM) 0] + diva[(s© — 5@) D)} +0 ().

Le modeéle d’interface thermique imparfaite venant d’étre construit est une approximation
d’order 0(h?) de l'interphase Q) dans la configuration triphasée de la figure 4-1(a). Ce
modele dépend a la fois des propriétés de 'interphase et des solides que cette derniére lie

et fait intervenir des opérateurs différentiels de surface.

4.2.2 Dérivation des opérateurs P, et (),

Afin d’établir les expressions explicites des opérateurs P; et (), utilisées ci-dessus, nous
rappelons qu’étant donnée une surface quelconque S, le gradient du champ de température

Vi évaluée sur S admet la décomposition unique suivante :
Vi =Vip+V,p. (4.25)
La loi de Fourier étant appliquée, le flux normal de chaleur est li¢ & V¢ par
@n=q.n=—(K.Vy).n (4.26)
En utilisant (4.25) dans (4.26), nous obtenons
@ = —(K.Vsp).n — (K.V,p).n (4.27)

Comme

(K.V,p).n = (K.P*Vy).n=(nK.n)Vemn, (4.28)

les formules (4.9), (4.10) et (4.11) en résultent.
Concernant la dérivation de I’expression de ()1, rappelons d’abord que dans le chapitre
1 sur la géométrie différentielle, nous avons montré que le vecteur normal unitaire n défini

dans un domaine formé de feuillets paralléles a la propriété spécifique

Vn.n=0. (4.29)
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En vertu de celle-ci, nous avons
Vouin = V(gn).n =Vq: P+ =div, q. (4.30)

Cette formule signifie que la dérivée du flux normal de chaleur g,, dans la direction normale
est égale a la divergence normale du vecteur de flux de chaleur q. En méme temps, la
décomposition

divg=Vgq:P +Vgq: Pt =div, qg+div, q (4.31)

est valable. La substitution de cette équation 1”équation d’équilibre (4.4) conduit a
div,, ¢ = —div; q. (4.32)
En utilisant la loi de Fourier (4.2) et la décomposition (4.25), nous calculons
div,g=Vq: P=-V(K.Vy): P=-V(K.PVy): P -V(K.P-Vy): P. (433)

Dans cette formule,
V(K.P+.Vyp)=VIK.n(Vy.n)] (4.34)

En tenant compte de Iexpression (4.9) de Vp.n, 'équation (4.34) devient

K.n (K.n)® (n.K)
1 —
V(K.P".Vp) =-V n.K.nq"+ n.K.n

Py (4.35)

La substitution de (4.35) dans (4.33) et la prise en compte de (4.32) conduisent a la
formule (4.15) avec (4.16).

4.2.3 Matériaux isotropes et homogeénes

Le modele d’interface imparfaite thermique établi ci-dessus est général : les phases et
I'interphase sont anisotropes et hétérogeénes. Dans cette sous-section, nous nous intéressons
au cas le plus simple mais aussi le plus important, ou les phases et 'interphase sont

isotropes et individuellement homogénes. Dans ce cas, nous avons simplement
K(x) = k(x)I, kx) => x"@k, (4.36)
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ot le scalaire k) est conductivité de la phase i (= 0,1,2) et xV(x) est la fonction
caractéristique de la phase i telle que y¥(x) = 1 si x € Q0 et xV(x) = 0si x ¢ Q0.
Avec (4.36), il est immediate que

nKn=%k s=n, S=EkP. (4.37)

Ces donnent les interprétations du vecteur s et du tenseur S dans le cas isotrope.

D’apres les définitions (4.10) et (4.15), les fonctions P; et ; sont déterminées par

1
PV, 4n; K) = =2dn: (4.38)
Q1(Vsp, gn; K) = kdivy(Vsp) + gn tr L, (4.39)

ou L = —Vn.P est le tenseur de Weingarten.
En introduisant les expressions (4.37), (4.38) et (4.39) dans (4.23) et (4.22), nous

obtenons finalement

h., 1 1 _ 1 1
el =5l — W)Qﬁl )+ o~ W)fo)] +0(h?), (4.40)
[gn] = g[(’f(o) — kW) dive (V™)) + (K = &) div (V™)) + 0(h?). (4.41)

Ces deux formules définissent le modeéle d’interface imparfaite thermique pour les phases

et I'interphase isotropes et individuellement homogénes.

4.2.4 Cas Extrémes

Dans cette sous-section, nous examinons les formes particuliéres que prennent le mo-
dele d’interface imparfaite général construit ci-dessus dans deux cas extrémes. Tout d’abord,
il s’agit du cas ou I'interphase a une conductivité largement inférieure a celle de chacune
des phases. Ensuite, nous sommes concernés par le cas ot 'interphase possede une conduc-
tivité largement supérieure a celle de chacune des phases. Pour bien traduire mathémati-
quement ce que signifient les mots "largement inférieure" et "largement supérieure", nous

utilisons un petit parameétre positif adimensionnel € < 1 et distinguons deux situations :
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Cas 1 - Interphase faiblement conductrice :
h=cehy, KO=ek KV=K K=K (4.42)

Cas 2 - Interphase fortement conductrice :

1
h=chy, KO = EK(()O), KY =K K®=K. (4.43)
Dans (4.42) et (4.43), ho, K", K\ et K sont des valeurs de référence qui faciliteront
notre analyse.

Dans le cas 1, I'insertion dans (4.23) des expressions de h, K O KW et K (()2) données

par (4.42) nous conduit &

ho 1

h 1
+) 4 o) —
—— (& + & ') +0(h)=—
2 n.K(()O).n( ) +00h)

Em(qs—) + q(_)) + O(h) (4.44)

[p] =

Notons que le développement ci-dessus contient un terme non nulle d’ordre inférieur a 0(h)
et qu’il n’est pas allé¢ jusqu’a l'ordre 0(h?) comme dans le modeéle d’interface imparfaite

général. L'introduction des expressions de (4.42) dans (4.24) fournit
[an] = O(h). (4.45)

En négligeant les termes d’ordre égal a et supérieur & 0(h) dans (4.45) et (4.44) (ou en

demandant que h tend vers zéro), nous pouvons écrire

G =q" = ¢ ou [gn] =0, (4.46)
lp] = —h—e (4.47)
nK® n .

Les équations (4.46) et (4.47) signifient que le flux normal de chaleur ¢, est continu
et proportionnel au saut de la température [p] a travers U'interface. Ces deux équations
caractérisent le modele d’interface imparfaite thermique le plus utilisé. La dérivation de ce
modeéle montre clairement qu’il s’applique cas d’une interphase trés mince et faiblement
conductrice. En particulier, si I'interphase est isotrope, (4.47) se simplifie :

] = —htn (4.48)

k()
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Dans le cas 2, la prise en compte des expressions de (4.42) dans (4.23) et (4.24) donne
[p] = 0(h), (4.49)

] = 2 {div,[SO.(V6) 1 V) +0(h). (4.50)

En négligeant les termes d’ordre égal a et supérieur a 0(h), il vient que
ou [p] =0, (4.51)

(qn) = B div, (S . V). (4.52)

Ces expressions veulent dire que la température est continue a travers l'interface mais le
flux normal de chaleur subit un saut qui est lié au gradient tangentiel de la température.

Dans le cas d’une interphase isotrope et homogene, la formule (4.52) se réduit a
[gn] = Wk div,(Vp) = BE® A, o, (4.53)

ol Agp = divs(Vsep) est le Laplacien surfacique. Rappelons la formule Ap = divy (V) =
V2o : P + (Vp.n) tr L montrant que A, = div,(V,p) = VZp : P si l'interface est une
surface minimale au sens que sa courbure moyenne est égale a zéro ou tr L = 0. Le mo-
dele d’interface imparfaite isotrope défini par (4.51) et (4.53) a été employé par Cheng et
Torquato [20] [21], Benveniste et Miloh [13] [74] et Lipton [67], [68].

4.3 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h" ™) avec

N >2

4.3.1 Dérivation du modéle

Dans la section précédente, nous avons établi un modéle d’interface imparfaite ther-
mique d’ordre 0(%?). Ce modéle permet de remplacer de fagon satisfaisante une interphase
entre deux solides par une interface imparfaite si I’épaisseur h de I'interphase est trés pe-
tite par rapport aux dimensions des solides. Par contre, quand h devient modérée, un

modéle d’interface imparfaite d’ordre supérieur & 0(h?) est nécessaire. Dans cette section,
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en nous inspirant du travail de Benveniste [10], nous construisons un modele d’interface
imparfaite d’ordre 0(hV*!) avec N > 2 a l'aide d’une approche indépendante de tout
systéme de coordonnées.

Dans la figure4-1(a), les développements de Taylor de ¢ |g, basés sur la valeur et

les dérivées de <p(0) évaluées sur les surfaces 5] et Sy s’écrivent :

N
h T 1 T T T T
0@ s= @ |5, +Z(§) (=) (V@ o n@") [s, +0(RVTY), (4.54)
—1 T
Y ho 1
P le= s +;<5>"g<w<m o n%) 5, OV, (4.55)

ou V" désigne la dérivée d’order r, o" le produit contracté r fois, ®” le produit tensoriel

d’ordre r et V' o" n®" la dérivée normale d’ordre r de ¢, Pour alléger les notations,

il convient d’utiliser V| pour dénoter la dérivée normale d’ordre r d’une fonction scalaire,

vectorielle ou tensorielle dans la suite. Ainsi, en soustrayant 1'équation (4.55) de (4.54), il

vient que

2 ho 1 2 b1

0 I, ~ 5= 3G Ve [, = SV (-1 Tae® s, +0(ANH).  (4.56)
r=1 ’ r=1 ’

Dans la dérivation du modele d’interface imparfaite d’ordre 0(h?), la dérivée normale

V.9, qui n’est pas continue & travers les interfaces S et Ss, a été exprimée en fonction

(0)

) et du flux normal de chaleur gy’ qui sont par contre

de la dérivée tangentielle V¢
continus & travers Sy et S;. Pour la méme raison et de fagon similaire, nous montrons
dans la sous-section suivante que la dérivée V] ¢ d’ordre r du champ de température dans
la direction normale a une surface quelconque peut s’exprimer en fonction du flux normal

de chaleur ¢, et de la dérivée tangentielle du champ de température Vg :
v;g& = vr(p o 'n,®7" = P,»(VSQO, dn; K) (457)

Dans cette expression, la fonction P, est déterminée par deux formules de récurrence :

N-1

PNI—M—S-Z

N —1)!
e ( )‘UVJN“ (4.58)
B r=0

(N—1-r)
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N— N-1-r (N—1-r k T
Z b0 e Vs (S LA VaPyoai) - L (4.50)
r=0 —1-7) —Vs(sQn-1—y) : L"
avec les définitions
Py= g et Qo= qn. (4.60)

Dans ces formules, L est le tenseur de Weingarden, le tenseur S est défini par (4.16)
et le vecteur s est caractérisé par (4.11). Dans la sous-section suivante, nous prouvons
également que la dérivée normale V] g, d’ordre r du flux normal de chaleur peut étre

calculée a l'aide de la fonction @), définie par (4.59) comme suit :
Vidn = V'@ " 1 = Q(Vsp, gn; K). (4.61)
L’application de la formule (4.57) & ¢© permet d’écrire

Vi = P (Vi ¢ KO |5,= P.(Vi®, ¢ KO) |, (4.62)

otl la continuité de V@ et qg) est évoquée dans la deuxiéme égalité. L’introduction de

cette équation a 'équation (4.54) aboutit a

N

ho 1
¢ s, = oVls, = D (5 PV, g KO, (4.63)
r=1 ’
Y h 1
=Y G P, g KOs, + 0( ).
r=1 ’

De facon similaire, nous pouvons obtenir le saut du flux normal de chaleur correspondant :

N
h
(2)|52 qs)|51:Z( ) QT‘( sP 7Qn 7K(0))| (464)
r=1
Y b1
=Y G D QU g2 KOs, + 0B,

Maintenant, considérons la configuration de la figure 4-1(b). En utilisant le dévelop-

pement de Taylor, nous avons

D o= <>+z Vel 4 0k, (4.65)
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N
hol_.
0 |s,= o) + 2(5) gvnw(ﬂ +0(RNH), (4.66)

hy 1

oD [s,=d +Z Vs + 0(hNHh, (4.67)
Noho1

07 |sy= qﬁﬁ+Z(§)’5V2q§)+0(h“1>- (4.68)
r=1 ’

La prise compte de ces expressions dans les celles de P, et (), conduit &

h

(E)rPr(gp(l), W, KO |y — (g)rpr(v#(—)’ 4O K©) (4.69)
h 7ﬂN—’/‘ 1 ]’L
)2 )=V [P, K@)+ 0(hN ),
p=1""

h h
(§)TPT(VS¢(2),q§3); K) |g,= (§)TPT(V590(”,(J£“;K(°)) (4.70)
N—r
+(g)’“ %(g)pvﬁ [PT(VSQD(+)>Q1(1+)§K(O)) +0(hVH),
p=1""
b 0) e =) ().
(5) Q- (Ve g KO |, (5) Q- (Ve ¢ K©) (4.71)
ho s~ 1,k P () (2). 7 (0) N+1
+(3) D (5 (1P VE Qi g KO)] + 0(n ),
p=1*"
h
(5 Y@V, 42 KO) ls:= (5)7Qr(Vap'™, g, K1) (4.72)
o TN {1k
5 Zl_' pvp |:Qr( 890 7QT(’L 7K(0 ):| +0<hN+1)
p:

A partir des définitions (4.57) et (4.61) des opérateurs P, et ()., nous obtenons
Ve = PV D60 KW), Vet = PV gD K@) (4.73)

= Q (Vo' ¢ KW, = Q. (VoD ¢ K@) (4.74)
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Vi [PV K )| = (VO g0 KO K ) (4.75)

Vi [ P, K )| = By(Vie ™, g KO, K@) (4.76)
Vi @ (Ve g K| = Qup(Vap s KO, KY) (4.77)
V2 Qa5 K@) = Qup(Vap™ g KO, K ) (4.78)

ou P, (e, 0; K O K (i)) ou@, (e, e K 0 K (i)) désigne la dérivée normale composée d’une
dérivée normale d’ordre r dans la phase 0 suivie d’une dérivée normale d’ordre p dans la

phase i. En introduisant les notations

Po(Vep, g K©) = PO(V,0,0),  Qr(Vip, 4 K©) = QO (V. 0,),
Pr(Vep, 4 KD) = POV, 40),  Qr(Vap, gn; K@) = QW (V0. qn),
Prp(Vep, i KO LKD) = POYV,0,¢0),  Qrp(Vep, 4n; KO K D) = QO(V,0, q,),

(4.79)
nous avons les formules de composition :
Pr(%i) — péi) o Pr(o)’ Q%i) _ QS) o ng)' (4.80)

Nous n’avons pas les relations de récurrence pour les termes mixtes Pr(,%i) et Qg?,;i) jusqu’a
maintenant. Donc pour calculer les terme mixtes, il faut utiliser la relation (4.80).

En combinant les équations (4.63)-(4.78) et en utilisant la condition de consistance
identique a celle sur laquelle est basée la construction du modele d’interface imparfaite

d’ordre 0(h?), nous déduisons les sauts :

S

[
(-
| >
—
3 -

PV, ¢ KO) — (=1)" P.(Vp™), gl K(O))] (4.81)

n

|
(-
N | >
S~—

<
2

PV, gt K@) = (—1)" PV, g0, K(l))i|

r=1
r=1 p=r 2 ,r! p' - (_1)T Pr,p(ngp(—’—); q'ﬁlf), K(O), K(Q)) 7
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0] = 357 [Q(Vap ) KO) = (1) @u(Vap ), g KO)] (482)

h,, 1 r (-
- )T [vas@“%q;ﬂ;K@)) — (1) (Ve g K Y)

~ h T+p (_1>pQrp(v (7)7Q£17)§K(0)aK(1)>
2

—|—0(hN+1).
Il
r=1 p=r " _( ) QTP( 7q$l )7K(0)7K(2))

Ces deux équations sont les conditions générales caractérisant le modele d’interface im-

parfaite thermique d’ordre 0(h¥ 1) avec N > 1.

4.3.2 Dérivation des opérateurs P, et (),

Le point de départ pour la dérivation des expressions de P, et (), est les deux formules

de récurrence de base :
PT = VPT,l.n, Qr = VQT,l.n. (483)

Pour démontrer celles-ci, il suffit de faire appel aux définitions P, = V@ " n®" et Q, =
Vg, @ n®" et au fait que Vn.n = 0 est valable pour les surfaces paralléles en questions.

Appliquant la premiere formule de (4.83), nous calculons d’abord P, comme suit :

an
nK.n

P=VP.n=V (— - S.ngp) n (4.84)

ou l'expression (4.10) de P; a été utilisée dans la deuxiéme égalité. Dans la suite, sauf
mention contraire, nous faisons I’hypothése que les phases et 'interphase sont individuel-

lement homogeénes. Sous cette hypothése et du fait que Vn.n = 0, nous avons

1
\Y [nKn] n=0, Vsn=0. (4.85)
Par conséquent,
1
P, = —n‘K‘ann.n — 8.V (Vsp).n

Dans cette expression,

V (Vsp).n=V (P.Vyp).n=Vp.VP.n+ P.Vn.
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Or, VP.n=—(Vn.n)®@n—n® (Vn.n) =0. Ainsi,
V (Vyp).n=PNV2p.n=P.[V(Ven)—Ve.Vn] =V, (Ven)+LV,o. (4.86)

En tenant compte des définitions de )1 et Py, nous arrivons a la forme finale de P, :

1
nK.n

Py = - Q1 — 5. (VP + L.Vsp). (4.87)

Nous constatons que les expressions (4.10) et (4.87) de P; et P, vérifient la formule générale
(4.58) avec (4.60). Nous procédons maintenant & prouver celle-ci par récurrence.

Supposons tout d’abord que (4.58) est valable pour calculer Py_1, & savoir

N—2
LTVP -
3; 2—r N—2—

Py_1=
En vertu de la premiére relation de (4.83), il vient que

N-2
N —2)!
Py =VPy_i.m—=— O + s Z ((—)LT.VPN_Q_T n.

nK.n (N —=2-r)!

_ 1 1
\ ( On— > N = VQy_2.n = VQn-1,
n nK.n

N-2
V<SZ Q_TLVPNQT).TL

N-2
= s. —(N—Q—r)!v<L VPy_ s ,).n
r=0
N-2
(N_ 2)' r+1 r
= 8. TZ:; m |:(7" + 1) L .VPN_Q_T + L 'VPN—I—T‘}
N-1
_ V- -,
RRD DY L".VPyx_1_,.

Ainsi, la formule de récurrence (4.58) est prouvée.
Il est facile de vérifier que I'expression (4.15) de @)y est dérivable de la formule générale
(4.59) avec (4.60). Cette formule peut étre également démontrée par récurrence.

A Taide de (4.58) et (4.59) et au vu de (4.80), les calculs de P,, et Q,,.se font

o8



facilement. Par exemple,

. 1 . )
RO 7<0) N Tyt e (@
Pl,l (@7 Gn; K 7K ) nK(O)n [leS(S VSQD) dlvs (3 qn)] (488)
+ 59 v, [q—"l) + s(i).VSgol — s(o).L.ngo,
n.K%.n
Q11 <<p,qu<° K@) —div, SOV, (-— I 0y, (4.89)
nK9n
+ div, (S(O).L.ngz)) v <s<0>.vs¢> L
_ div, [.s(O) divs(s@).P.w)} (4.90)
+ div, [3(0) div, (s(i)qn)] — Vs(s(o)qn): L.

Dans I’annexe, nous détaillons les modeles d’interface imparfaite thermique d’ordres 0(h3)

et 0(h?).

4.3.3 Matériaux Isotropes et homogénes

Dans la sous-section précédente, le modeéle d’interface imparfaite thermique d’ordre
0(hN*Y avec N > 1 est valable pour les phases et I'interphase anisotropes et individuelle-
ment homogenes. Dans cette sous-section, ce modele général est particularisé dans le cas
ou les phases et I'interphase deviennent isotropes. Ceci implique que I’expression (4.36)
de K et les expressions de n.K.n, s et S données par (4.37) s’appliquent. Il en résulte

que les formules de récurrence se simplifient et deviennent

Py =21, (4.91)
k
N— N—1—r
Z —1—r Z kvs L VPN 1—r— p) L" +QN 1— rtrLrJrl (492)
=0

avec Py = ¢ et Qg = qp.
Le modeéle d’interface imparfaite d’ordre 0(AN*" pour les phases et 'interphase iso-
tropes est caractérisé par les équations (4.81) et (4.82) dans lesquelles les fonctions P,

Qr, P,y et Q,,, sont calculées a l'aide de (4.91), (4.92) et (4.80). En particulier, pour
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expliciter le modele d’interface imparfaite d’ordre 0(h?), nous avons besoin de

Pl = —%, Ql - les(kvsSO) + qn tI‘L, (493)
1 1.
P2 = _EQl = _E [dlvs(kvsgp) + Gn tr L] ) (494)
P =~ [dive (K9V.9) + gntr L] (4.95)
Qs = div, [ws (—%)] +div, (kL.Vyp) + V, (kP.V) : L (4.96)

+ div,(kVsp) tr L + gy (tr L)? + gy tr L2

QYY) = div, [KOV, (~ 2] + div, (WOL.V.g) + V, (KOP.V) : L (497)

+ divy (k9V, @) tr L + ¢ (tr L)? + gy tr L.

4.4 Matériaux hétérogenes

Dans P'établissement du modele d’interface imparfaite d’ordre 0(h¥ 1) avec N > 2, les
phases et I'interphase sont supposées individuellement homogénes. Donc, les formules de
récurrence (4.58) et (4.59) ne sont valables que sous cette hypothése. Dans cette section,
nous discutons de la démarche & suivre pour construire les modéles d’interface imparfaite
quand les phases et I'interphase sont toutes hétérogenes. Cette discussion est importante
au vu du role joué par les matériaux "graduels" dans les technologies actuelles.

Notons tout d’abord que, dans la dérivation du modeéle d’interface imparfaite d’ordre
0(hN*1), Phypothése n’a pas été faite sur ’homogénéité individuelle des phases et de
'interphase. Par conséquent, les expressions (4.10) et (4.15) des fonctions P; et (1 restent
applicables dans le cas hétérogene. A partir de celles-ci, nous déterminons P, et Q,. (r > 2)

a Paide des formules de base (4.83). Ainsi, nous obtenons, par exemple,

Q1

P=—
2 nK.n

— 5. (VsPL+LV) —qn v/ ( > n—(vs.n).Vp, (4.98)

nK.n
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Q2 = div, (S.VsPy) + divs (S.L.Vp) + Vs (S.Vsp) : L — div, (sQ1)
—V(8¢n): L +div, [(VS.n) . Vo] — divs [(Vs.n) g, . (4.99)

Ci-dessus, les termes /[1/(n.K.n)|.n, (7s.n) et VS.n ne sont généralement pas nuls,
puisque les propriétés des phases et de l'interphase varient suivant la direction normale.
Quand ces matériaux sont tous isotropes, nous avons en particulier \7s. n = \yn.n = 0.

En utilisant la méme procédure, nous pouvons calculer explicitement P, et @, (r > 3).

Mais, nous n’avons pas trouvé de formule de récurrence comme dans le cas des matériaux

individuellement homogénes.
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Chapitre 5

Interfaces imparfaites élastiques

Les interfaces imparfaites apparaissent et ont des effets importants dans de nombreuses
situations en mécanique. En particulier, la prévision des propriétés effectives des maté-
riaux composites (multicouches, fibreux ou a inclusions) nécessitent souvent la prise en
compte des effets d’interfaces imparfaites. Les deux modeéles d’interface imparfaite les
plus répandus sont le modéle de ressort linéaire et le modéle d’interface cohérente li-
néaire. Le premier consiste a supposer qu’a travers une interface, le vecteur de contrainte
est continu alors que le vecteur de déplacement subit un saut proportionnel au vecteur de
contrainte. Le second est de postuler qu’a travers une interface, le vecteur de déplacement
est continu alors que le veteur de contrainte est discontinu & cause de la présence des
contraintes surfaciques dans l'interface, qui sont proportionnelles aux déformations surfa-

cique de la derniére et doivent vérifier les équations d’Young-Laplace. Ces deux modéles

Q32

Conditions al’interface
/_\ /\
[u] et [t] ? Q@ So
Ts

F1G. 5-1 — Schéma de modélisation : (a) phase 1/interphase 0/medium 2; (b) phase
1/interface imparfaite/phase 2
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ont été initialement proposés et formulés en se basant sur des considérations phénomé-
nologiques [44] [45] [37] [77]. Ils ont été ensuite justifiés par une approche asymptotique
(Klarbring [62] ; Benveniste et Miloh [14] ; Benveniste [9]). Outre les deux modeles venant
d’étre mentionnés, il en y a d’autres, par exemple, le modeéle e glissement libre [36].
Dans ce chapitre, inspirés des travaux de Bovik [16] et Benveniste [9], nous dévelop-
pons une approche pour modéliser une interphase entre deux solides par une interface
imparfaite. En comparaison avec les méthodes utilisées par Bovik [16] et Benveniste [9],
notre approche est indépendante de tout systéme de coordonnées et conduit & un modeéle
d’interface imparfaite élastique dont le degré de précision 0(hV*!) avec N > 1 pouvant

étre fixé en fonction de I'application envisagée.

5.1 Schéma de modélisation et équations de base

Le schéma de modélisation (FIG. 5-1) est similaire & celui utilisé pour 1’établissement
des modeles d’interface imparfaite thermique dans le chapitre précédent. Le vecteur de
déplacement u et le vecteur de contrainte ¢ remplacent respectivement la température ¢
et le flux normal de chaleur g,,. Dans la configuration de FIG. 5-1(a), 'interface S; entre le
phase 1 et I'interphase 0 et I'interface S5 entre le phase 2 et 'interphase 0 sont parfaites.
Donc, nous avons la continuité du vecteur de déplacement et la continuité du vecteur de

contrainte & travers S; et Sy :

u(O) ’51 = u(l) |S1a u(O) |5'2: U(Z) |5'2> (51&)

ot le vecteur de contrainte t* est donné par t¥) = o n avec o étant le tenseur de
contrainte de Cauchy.
Les phases 1 et 2 et I'interphase sont linéairement élastiques et en général anisotropes.

Leur comportement est donc caractérisé par la loi de Hooke :

PONYGORING (5.2)
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ott C? (i =0,1,2) est le tenseur de rigidité et € est le tenseur de déformation infinité-
simale défini par

e® = %[V'u,(i) + (vu®)T]. (5.3)

En absence de forces volumiques, les équations équilibre prennent la forme
dive® = 0. (5.4)

Dans la configuration de FIG. 5-1(b), I'interphase Q) est éliminée et remplacée par
une interface imparfaite Sy;. Comme dans le cas thermique, le probléme principal & ré-
soudre est de déterminer les conditions dont I'interface imparfaite Sy doit étre dotée afin

que l'interface imparfaite Sy soit équivalente & 'interphase & une erreur fixée pres.

5.2 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h?)

5.2.1 Forme générale du modéle

La procédure conduisant a I’établissement du modele d’interface imparfaite élastique
d’ordre 0(h?) est analogue a celle donnant lieu & sa contrepartie thermique. Pour évi-
ter la répétition, nous nous contentons ci-dessous de donner directement les expressions
définissant le modéle élastique. Au préalable, nous introduisons deux fonctions f, et g,

permettant de calculer les dérivées normales des vecteurs de déplacement et de contrainte :
Vou =vVun=f,(Vsu,t;C) (5.5a)

Vat=Vtn =g, (Vsu,t;C). (5.5b)

Les arguments de f, et g, sont la dérivée tangentielle V,u du vecteur de déplacement et
le vecteur de contrainte ¢, qui sont continus a travers une interface. Le tenseur de rigidité
C joue le role d'un parameétre et est évalué dans la phase ou l'interphase ot V,u et ¢
sont évalués. Les expressions explicites de f; et g, seront fournies dans la sous-section

prochaine.
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A Paide des formules (5.5a) et (5.5b), le modele d’interface imparfaite élastique d’ordre

0(h?) est formellement caractérisé par

V.u®), tH: cO V.u), t0): CO
[u]zﬁ 1 (Vo ) +£1 (Ve ) +0(h?),  (56)
20— [, (Vaul®) tD;CO) 4+ £, (Voul), ;€0
V.ub, ). CO V.u0), #5): CO
[t]zg 91 (Ve ) o (Ve ) +0(r%). (5.7

— gy (Voul), £9;C®) + g, (Vo) 40, CO)]

Ci-dessus, [¢] = e(*) — (7) représente le saut a travers I'interface imparfaite Sy dans la

configuration de la FIG. 4-1(b).

5.2.2 Dérivation des expressions de f, et g,

Décomposons d’abord le gradient Vu du vecteur de déplacement comme suit :
Vu=vVuP+VuP =Vau+v,u@n (5.8)

ou Visu = Vu.P et V,u = Vu.n. En tenant compte de la loi de Hooke et de cette

décomposition, le vecteur de contrainte s’exprime par
t=on=(C:vu)n=I[C: (V,u®n)].n+[C: Vsu|.n. (5.9)
Dans cette formule,
[C: (Vu.P")] .n=(n.Cn).V,u=Q.V,u (5.10)

ou

Q=nC.n (5.11)

est le tenseur acoustique qui est inversible en vertu de la définie positivité de C. Dénotant
I'inverse de Q par F', a savoir,

F=Q", (5.12)
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et introduisant (5.10) dans (5.9), il en résulte que
Vou=f,(Vsu, t;C)
avec
fi1(Vsu, t; C)=F.t— A :Vsu (5.13)

ou

A =F.(nC) (5.14)

est un tenseur d’ordre 3. Nous constatons que la détermination explicite de f, nécessite
essentiellement I'inversion du tenseur acoustique Q.

L’utilisation de 'expression explicite (5.13) de f dans (5.6) donne

[u] = [(F@) - F<1>) ) = (A0 — ADY . vsu<—>} (5.15)

h
>
+ g [(FO = F®) 4 — (A0 = A®) : 7,u] + 0 (n2).

Ensuite, décomposons la divergence du tenseur de contrainte :
dive =vo : P+ Vo : P+, (5.16)

Il est & noter que

Vot =Vtn=v9(o.n).n="vo: P* (5.17)

du fait que Vn.n = 0. En tenant compte des équations d’équilibre dive = 0, nous

obtenons

Vpt=—Vo: P =—div,0o. (5.18)

En y introduisant la loi de comportement et la décomposition (5.8), I’équation (5.18)

devient

Uyt = —div,[C: (Vu.P)] — div, [C: (Vu.P)]. (5.19)

div, [C: (Vu.P)] = div,[(C.n).(V,u)] = div,[(C.n).f,]. (5.20)
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Finalement, nous avons

Vnt=Vitn =g, (Vsu,t,C)

avec

g1 (Vsu, t;C) = —divy(C : Vu) — divy[(C.n).f,]. (5.21)

La prise en considération de I'expression (5.13) de f, dans cette équation donne
g, (Vsu, t;,C) = —divg(A : Veu) — divyg(0©.¢), (5.22)
ol le tenseur A d’odre 4 et le tenseur ® d’ordre 3 sont définis par
A=C—-(Cn).A, ©=(Cn).F. (5.23)
L’introduction de (5.22) dans (5.7) nous permet d’écrire

[t = g {div, [(AY — A©) : V,u] + div, [(0@F — @) ¢} (5.24)

+ g {div, [(A® — A©) : V,uD] + div, [(©®) — ©) ¢} +0 (r?).

Les équations (5.15) et (5.24) caractérisent explicitement le modele d’interface imparfaite
élastique du degré d’approximation 0(h?).

Avant d’étudier des cas particuliers, nous montrons que le tenseur A d’ordre 4 défini
par la premiére formule de (5.23) est un des opérateurs d’interface introduits par Hill
[55]. En effet, la prise en compte de (5.12) et (5.14) dans la définition de A nous permet
d’écrire

A=C-C:B:C (5.25)

avec

B — %[F@(n @ n) + (n® n)TF). (5.26)

Nous savons que le tenseur B d’ordre 4 donné par (5.26) et le tenseur A calculé par (5.25)

vérifient les relations suivantes (voir He [51]) :
B:(P-:C:PYH)=(P-:C:P"):B=P (5.27)

A:(P:S:P)=P:S:P):A=P, (5.28)
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ou S =C™! et les projecteurs complémentaires P et P+ ont été définis dans la premiére
partie de cette thése par P = PRP et P+ = I®I — PRP. Au sens de (5.27) et (5.28),
nous pouvons écrire B = (P+ : C : IP’L)f1 et A= (P:S:P)"". D’une facon générale, les

tenseurs C, S, A et B sont interconnectés par Hill [55]
C:B+A:S=B:C+S:A=1IxI. (5.29)

Les formules (5.25) et (5.26) montrent clairement que les tenseurs A et B ont les symétries
mineures et majeure d'un tenseur élastique habituel. Il est aussi important de noter que
A transforme un tenseur surfacique en un autre tenseur. Par conséquent, A : V,u = A :
[Vsu+ (Vou)T]/2 = A : g, correspon & un tenseur de contrainte surfacique.

Concernant le tenseur ® d’ordre 3 déterminé par la deuxiéme formule de (5.23), il est
intéressant de remarquer que les termes qui le font intervenir dans (5.24) peuvent s’écrire

sous une autre forme différente mais équivalente. En fait, nous avons
O.t=0.on=(C:B):0=(C:B):0on, (5.30)

oll o, = P* : o est une quantité continue & travers une interface parfaite. Cette expression
nous permet d’en déduire

O n=C:B, (5.31)

ou (O ®°n)ijm = (Oixm + Oy5n) /2. De fagon similaire, concernant le tenseur A d’ordre

3 défini par (5.14), nous pouvons obtenir
n® A=B:C, (5.32)
ou ('I’L ®° A)z’jkl = (niAjkl + ninkl)/Q.

5.2.3 Matériaux isotropes

Le modéle d’interface imparfaite présenté ci-dessus est général au sens que les phases
et I'interphase peuvent étre anisotropes et hétérogénes. Maintenant, nous détaillons ce
modeéle dans le cas particulier le plus important ot les matériaux en question sont isotropes

et homogenes.
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Quand les phases et 'interphase sont isotropes, le tenseur de rigidité prend la forme

C=M®I+2uIBI (5.33)

ol A et u sont les constantes de Lamé. A partir des définitions (5.11), (5.12), (5.14) et

(5.23), nous calculons

Q= (\+2u)P* + P, (5.34)
1 1
F = P'+-P, 5.35
A+ 2p 1 (5:35)
B ® I+ 21 nen@n+(PRn+P Qn) (5.36)
A2 A+2u ’ .
A p
= I P P .
Q) T ®n+)\+2un®n®n+ Kn+nQP, (5.37)
2\ —
= PP +2uPRP. 5.38
A+ 2p0 GE+pEE (5.38)

Ces expressions permettent de préciser les fonctions

1 1
= Ptt+-P.t— div, u — n.V,u, .
f1 o +H )\+2Mn ivsu — n.Vsu (5.39)
. 20U\ )
g, = — les [mp les u + 2M(P€P)1 (540)

A
—di P+PL) ¢ P. P.b)|.
leSK)‘JFQM + )tn+( Hon+n®( t)]

Dans ces formules, P.€.P représente le tenseur de déformation €, et div, u correspond a
la trace de €, i.e.

es=P:e, divyu=tre,. (5.41)
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Par conséquent, les sauts ont les expressions suivantes :

= g [( +12u‘ O AW +12u(1’) P (ﬁ - ﬁ) P} 7
()
% ( 0+ 2#‘ /\(1)1 2 ) mdiveut
+g [ 2O +2u(° B )\(2)+12M(2)> P+ (ﬁ‘ﬁ) P} )
g <)\ 2,0 @ )_iz;u(z)) ndiv, ut +0 (h2) : (5.42)
[t = —g div, K Ai’; :))2220) = Ai’; i)’;;zl)) P div,ut™) +2 (u® — ) sg—g}
r (0) (1)
_ gdivs _(/\(0) 102M(0) 0 /—\:2;1(1)> P(t(>,n)]
B gdiVS ( ,\i)éﬁm/z\izm a )\(22??;2220 P div, ut +2 (5 = p) 62”}
_ gdivs :(,\(0) 1(0;#(0) - /f;u(z)> P(t(+).n)} +0(h?). (5.43)

Remarquons que, jusqu’a présent, nous n’avons pas fait ’hypothése que les phases et
I'interphase sont individuellement homogeénes. Quand une telle hypothése est faite, la for-
mule (5.42) prend la méme forme alors que (5.43) se simplifie car les constantes matérielles

peuvent sortir de 'opérateur différentiel div,.

5.2.4 Cas extrémes

Comme ce que nous avons fait pour la conduction thermique, nous considérons deux

cas extrémes :

Cas 1 - Interphase trés rigide :

1
h=cehy, CO=-cP cW=cl, c®=cf; (5.44)
€
Cas 2 - Interphase trés souple :
h=c¢hy, CO=cC” cW=c, c@=cP. (5.45)

Ci-dessous, € est un paramétre adimensionnel positif trés petit alors hgy, C 0), ctV et C?
0 0
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sont des valeurs de référence pour notre analyse asymptotique.

Dans le cas 1, a partir des définitions (5.11), (5.12), (5.14) et (5.23), nous pouvons

écrire
1
FO = FO A0 AL @0 _@® A0 _ 0 (5.46)
€
FO=FD AD=AD @d=e AO=aAD (5.47)

ot i = 1,2. L’insertion de ces expressions dans les équations (5.15) et (5.24) nous conduire

a conclure que

[u] =0, (5.48)
(] = —hdiv,(A© : 7,u), (5.49)

ou les termes d’ordres égal et supérieur a 0(h) sont négligés. Ces deux relations caracté-
risent en fait le modeéle d’interface cohérente largement utilisé pour décrire les effets de
surface et d’interface dans les matériaux nanométriques ([26], [27]).

Dans le cas 2, les expressions dans (5.46) sont remplacées par
FO=-pP  AO =AY =0y, A®=c). 5.50
c 0 0 > 0> €89 ( )
En introduisant ces expressions et (5.47) dans (5.15) et (5.24), nous en déduisons que
[t} =0, (5.51)

[u] = hF© ¢, (5.52)

ot les termes d’ordres égal et supérieur a 0(h) ne sont pas pris en compte. Ces deux
relations correspondent & celles définissant le modeéle d’interface du type ressort qui est
souvent utilisé pour étudier les matériaux hétérogeénes (voir, par exemple, Duan et al [28§],
Lipton R. [66]).

L’interface imparfaite définie par (5.48) et (5.49) est une membrane collée & deux
solides. I’équation (5.48) traduit la continuité du vecteur de déplacement et I’équation
(5.48) provient de I’équilibre de la membrane. Pour voir ce dernier point, nous écrivons
I'équation (5.48) sous la forme

t] = — div, o, (5.53)
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avec

o, =C%:¢e,, C®=hpAO, (5.54)

Ci-dessus, (5.53) est la fameuse équation d’Young-Laplace et (5.54) est la loi de Hooke
pour la membrane. Quand l'interphase est isotrope, le tenseur de rigidité C) est déterminé

a ’aide de (5.38) par

C® =)\,P®P +2u,PRP. (5.55)
avec
21 (0) (0)

L’interface imparfaite définie par (5.51) et (5.52) est équivalent un ressort reliant deux

solides. 11 convient d’écrire I’équation (5.52) sous la forme
[u] = K.t (5.57)
avec
K® =pF©. (5.58)
Si I'interphase est isotrope, nous utilisons (5.35) pour obtenir

h PL+LP.

()"
K™ =020 110

Les discussions que nous venons d’effectuer montrent clairement que ’approche asymp-
totique permet non seulement d’établir de nouveaux modeéles d’interface imparfaite mais
aussi de mieux appréhender les modeles d’interface imparfaite existants qui ont été ini-

tialement proposés en se basant sur des considérations intuitives.

5.3 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h" 1) avec

N >2

5.3.1 Forme générale du modéle

Comme dans le cas thermique, quand ’épaisseur ~ d’une interphase entre deux solides

devient modérée, un modele d’interface imparfaite élastique dont le degré d’approximation
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est supérieur a 0(h?) est nécessaire. Dans cette section, nous développons un modele
général d’interface imparfaite dont le degré de précision est de 'ordre de 0(h™¥+1) avec N >
2 pouvant étre fixé selon le besoin. Le probléme principal & résoudre dans la construction
de ce modele général est de déterminer les dérivées normales supérieures du vecteur de
déplacement et du vecteur de contrainte sur une surface en fonction de certaines quantités
continues a travers cette derniére. Dans un premier temps, nous exprimons formellement
ces dérivées par

Viu=V'ue n® =f (V,u,tC), (5.59)
Vit=V"te n® =g, (Vsu,tC). (5.60)

Ci-dessus, V] u et V] t sont les dérivées normales d’ordre r respectivement du vecteur de
déplacement u et du vecteur de contrainte ¢. Les fonctions f. et g, avec r > 2 seront
déterminées dans la sous-section suivante.

Moyennant les formules (5.59) et (5.60), le modele général d’interface imparfaite

d’ordre 0(hV ') avec N > 1 est complétement caractérisé par

N
] = S (G) [, (Vo) £:C0) — (21 £, (Vo 6:€0)] (61)
r=1 ’
Ny
_Z(E) If. (Vs u ), @(2)) — (=1 f, (Voul), ( )’@(1))}
r=1
N N-r —1)\ V,u) ¢ cO ch
n Z g rp 1' 1' ( ) fr,p( u ) O(hNJrl)7
1 pr TPl —(=1) fr,p (Vsu(”,t(*);([?(o),([?@))
Y b1
1 =5 (9, (Voul ) 405C0) = (1) g, (T, £0;C)] (5.62)
r=1 :
Y ko1
=35 Lo (Veut), 4950 — (<1)" g, (Voul ), 10;C)]
r=1 ’
N N-r —1)? V,ul), t), cO, cW
+ZZ r+p ‘_‘ ( ) ;gr,p( u ) +O(hN+l).
r=1 p—r TP —(=1)" gy, (VsulD, t0;CO,CO)

Dans ces expressions, fnp(O,O;(C(O),(C(i)) ou gT’p(O,O;C(O),C(i)) représentent la dérivée

normale résultant d’abord d’une dérivée normale d’ordre r dans la phase 0 et ensuite
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d’une dérivée nomale d’ordre p dans la phase i. Ils se satisfont aux relations suivantes
Frp(0,0:COCO)=fDof et g, (o,0,CO CY)=glogl (563

Nous n’avons pas obtenu les relations de récurrence pour les termes mixtes f, , et g, .
Mais nous pouvons utiliser les relations (5.63) enfin d’obtenir les expressions des termes

mixtes f, , et g,

5.3.2 Dérivation des expression de f, et g,

Les définitions de f, et g, et le fait que Vn.n = 0 nous permettent immeédiatement

d’obtenir deux formules de base :
f.=Vf.n, g =Vg,.n. (5.64)

A partir de celles-ci et sous hypothése que les phases et I'interphase sont individuellement

homogeénes, nous obtenons les formules de récurrence :

N-1

fN = F-ngl —A: ; m (VSfolfr.L ) 5 (565)
N-—1
N —1)! )
r=0 ’
N-1 N-1-r
(N—1—r)!VS C' (N—1—r—k)!vSfN—1—’“—k'L .
r=0 k=0
avec les définitions
fo=u etgy=t (5.67)

Il est direct de vérifier que ces formules de récurrence fournissent effectivement les expres-
sions (5.13) et (5.21) de f, et g; quand N = 1.
Les formules (5.65) et (5.66) restent & démontrer par récurrence. Supposons qu’elles

sont vraies pour N — 1, c’est-a-dire que

= (v-2)
Fnaa=F.gyo— A ; M (vst—2—r.Lr) )
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Iva=— %vs [(Cn).fyi,]: L

N—

~

(N —2)!

S SAAR v
— (N—=2—r7)!

En accord avec (5.64), nous pouvons écrire

N-—2
fn=Vfyan=V[F.gy,—A: Z

r=

— N
A (et

=2 (N -2 NS (N—2— 1) i
_V{Z (]\g_—g_%«)[vé’ [C: ( (]\E—Z—r—)k)!VSszTk'L )

: LT} .M.

VIF.gny_o—A: Z % (Vof oy LT)]m

(N —2)!

—F.gy ,—A: o [(r+ 1) Vef yoon L'+ Vof y_q L]
r=0 ’
N—-1
N —2)! .
=F.gy.,—A: M (Vaf no1r L)
r=0 ’
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N-2 N—-2—r
v —2) (N=2-r) .
i s o -l LN

V{T_O(N_z— ),V C 2 (N—2_r_k)1va2rk n

N2 N—-2—r
_ (N -2) _ (N—2—7)! A
_Z;(N—Q—T) ( +1)vs (C i (N—Q—r—k)'vst_Q_T_kL L
. N-—2 (N—_Q)!v C. Nig:_r (N—=2—r1)! (k+1)Vofy o, o LM .

e A R = e R T BT S 7

V-1 i N—-1—r
- WV —1) : (N-1-7) V| .
- r=0 (N_l_r)!vs e P (N—l—r_]{)!vst*lfrfer : L

Ainsi, nous avons prouvé les formules (5.65) et (5.66).
Quand les phases et l'interphase sont isotropes, 'utilisation des expressions (5.35),

(5.36) et (5.33) de F', A et C dans (5.65) et (5.66) nous donne

1 1
= P-4+ -P|. :
I (A—|—2u +/~L > gn-1 (5.68)
N-1
(N —1)! A
— sfn_1_.: L" Nsfnv_q1_..L"|,
r:O<N_1_T_) )\+2 n(valT' )+nva17"
N- 2 py Pl) n.gy 1,
Z _1_ Vv, <A+2“ In-1 :L”  (5.69)
r=0 r) +(Pgy_1,)@n+n® (P.gy_,_,)
N-1 A N—-1—-r (N—-1-r)!
Z )\2Jf—2‘u ( k=0 (]S/ 1—r )lc SfN 1-r—k - Lk) - L".
r=0 \ 1 —7) +p [PVof yoro o L+ (P yoi oy LT

5.3.3 Modeéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h?)

Le modele d’interface imparfaite élastique d’ordre 0(h*) est celui le plus important
ayant le degré d’approximation supérieur & 0(h'?). La raison est qu’il a un lien trés étroit
avec la théorie des plaques et des coques quand l'interphase est tres rigide par rapport

aux phases. Dans cette sous-section, nous détaillons ce modele en appliquant les formules

générales (5.61), (5.62), (5.65) et (5.66).
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Il résulte de (5.61), (5.62) que

(=) $(5). C) ©)
ot Tt )+f4vﬂt ), C0)] 570,
21— [f (Vaul), £, C0) + £ (V,u t(+> @(2))}
cO)

h2 {f2 (Vs'u,(Jr)7 tH. C ) £ (Vs ul), }
S 2 (Vo 8,€@) — f, (VoulD), 0 Cwﬂ
2
* hZ [f 11 (Vou™, ;€0 C®) — g, (Voul?, #0;CO, V)]
n h_3 [fg (Vsu(ﬂ, t(+); @(0)) +fs (Vsu(*), t(—); C(O))}
18— [ (Voul?), #5;,C®) + £ (V,ul), £0;,C0)]
3
h_ [f1,2 (Vou™®, ¢, CO.C®) + £, (VoulD, e, cM)]

3
h [le(v uD ;O .Cc?) + £, (Vo ¢, cW)] + 0 (hY),

(V,u), £);CO Voulh
91 u )‘1“91( u (5.71)
9 H;CW) + g, (V,u® w»c2
o D45, C0) — g, (V,ul),
8 tH):C@) — g, (V,yul) t( ): <c M)
hz [911 V ult) ¢, ClO ),(C(Q)) — 911 (V ul), ¢, ¢, c
L] s (V) 609:00) 4 gy (Vo 805
8 — [gg (vsu(""), +)7 C(2)) + 93 (vsu , ) C(l)
3
+% (915 (Vou™ ¢ C?) + g1, (V,ul), ;O
3
& (g2 (o), £0,C0,€2) 1 g, (V.00 40500, )] 0 ().

Les expressions explicites des fonctions f; et g; ont été fournies précédemment. Qant

aux autres fonctions intervenant dans les deux équations ci-dessus, nous obtenons leurs
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expressions explicites en appliquant les formules de récurrence (5.65) et (5.66) :

f2 :F'gl_A: (vsfl—l—vs'U'L)
=F.[—divg(A: Vsu) — divg(®.t)] = A: [V, (F.t— A: Vu) + Vsu.L]
£ = FO.g0 — A0 (VP +V,uL)

= FO [~ div,(AD : V,u) — div,(©D.4)] — AO : [vs <F<i>.t ~AD Vsu> + Vs'u,.L}

g, = —divg [A: (Vef, + Vsu.L)] — V(A : Viu): L —divg(©.g,) — V4(0©.1): L
= —divg[A: (Vs {F.t—A:Vsu} +Vu.L)] - V(A:Vu): L
—divy {O@. [—divg(A : Viu) — dive(O.1)]} — V(O.1): L

gg?ii) = —div, [A(O) : (VS §i) + VﬂL.L)] - VS(A(O) :Vsu): L
— div,(0© ¢y - v, (0 1): L
= — div, [A(O) : (vs {F@.t — A0 Vsu} + vsu.L)] ~V,(A®:v,u): L

— div, {©©). [ div,(AD : v,u) — div,(@.t)]} — V,(©0©.1): L

_p ) divg[A: (Vo {F.t— A :Vsu} +V,u.L)— V,(A:Vu): L
] —diva {©. [~ divy(A : Veu) — divy(©.8)]) — V4(©.8): L

— A: V{F.[—divs(A: Viu) — divg(®.t)] — A : [V (F.t— A : Vsu) + Vsu. L]}
—2A: [V, (F.t—A:V,u).L+V,u.L’
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0,2 % 0,2
09 = 1007100

= FO. g0 — A0 (Vof +2V,f L+ 2V uL?)

_ pO { —divy, [A(i) : (vs {F(i),t— A - Vsu} —i—Vsu.L)] — V,(AD ;v u): L }

A0y, FO [~ divy(A® : v u) — divy(©©).1)]
yNOR [Vs (F(i).t— Al - Vsu) N Vsu.L}

— oA, [vs (F@.t _AD V3u> L+ vsu.Lﬂ

s =1 e ry
= FO. g0 = AO: (Vf %) + Vof O L+ Vof ) L+ 2V, L?)
~div. (4O 0 ¢ A - _V(AO  vow):

g ) v, [A : <vs {F £—AD Vsu} n vsu.Lﬂ Vo (AO : vou): L

—div, {©©. [—div,(AD : Vyu) — div, (09 .1)] } — V() 1): L

) [_ div.(A® - — div.(©W

_AD., FY. ] dlvs(A : Vu) — div, (1) )]

~AO) [vs (F@).t AW V3u> + Vsu.L]

—AO, [vs (F<0>.t YO V3u> L+V, (F@t AW, V3u> L+ QVSu.L2]

gs = —div, [A: (Vofy +2V,f . L +2V,u.L?)] =2V, [A: (V,f, + Veu.L)] : L
— 2V, (A: Vyu): L? — div,(©.g,) — 2V,(©.g,): L — 2V,(©.1): L*
— —div, [A: V, {F.[—divy(A : V,u) — div,(©.t)] — A : [V, (F.t — A : V,u) + V,u.L]}]
—2divy [A: (Vo {F.t—A:V,u} L+ VuL?)]
— 2V [A: (Vs {F.t—A:Vsu}+VuL): L-2V,(A:Vu): L?
_dvie { —div,[A: (Vo {F.t— A: Vou} + VL) — V(A Vou): L }
—div, {©. [~ divs(A : Vou) — divy(0.8)]} — V4(O.1): L
—2[Vy(©.{—divy(A: Vyu) —divy(©.1)}): L + V,(0.¢): L]
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— _div, [A(O) : (vsfé“ +ov UL+ zvsu.Lﬂ — 9V, [A(O) : (vsf O 4 Vsu.Lﬂ L

— 2V, (AQ : v u) : L2 — div, (09 .g{") — 2V, (@ ¢): L — 2V, (©©.1): L

@ [_dj (@) . Y i)
— _div, |[A@ . 7, F‘ . les(A : Vs@) div, (@ ¢)]
yNOR [VS (F(Z).t— A - Vsu> +VS’U,.L}

— 2div, [A(O) : (VS {F(i).t —AD Vsu} L+ Vs'u,.L2>]

—2v, (A0 (v, {FO.t =AY Vou} + VL) | L -2V, (A9 : v,0) : 12

_ div. (@0, { — div, [A(i) : (‘Vs {F(i).t_lA(i) : Vsu} +vsq.L>} _ VS(A(”': Vou): L })
—div, {09, [=div,(AD : Vyu) — div, (01 1)] } — V(@Y .1): L

—2 [V, (00 {—div,(AD : v,u) — div,(07.1)}): L+ V,(©©).¢t): L?]

gy = g o gy
— _div, [A(O) : (vs FO vt L+ V0L 2V8u.L2)}
— v, [A(O) : (vsf © Vsu.Lﬂ . L-V, [A(O) : (vsf @ 4 Vsu.L>] L
—2V, (A9 v,u) : L2 — div,(0©.g1%) — v,(©© ¢"): L
— v, (0 ¢y L —2v, (09 .1): L?

FO [ div,(A® : v,u) — div, (OO ¢
= — div, [A(O) AV { [ ( u) - ( )]

~A® [V, (FO.t - AD: V,u) + VuL]

— div, [A(O) : (vs {F(O).t — A Vsu} L+V, {F t— A0 Vsu} L+ 2V3u.L2>]
— V[0 (v, {FO.t- AV V) + VouL)] L
=V, (40 (v {F94 - AV Vou) + VouL)| L -2V, (A0 v,u) : L2
_ divy (@0, { —div, [A@: (v, {FO.t = AO: Vou| + VouL) | - V,(A0: v,u): L })

—div, {®). [= div,(AD : v,u) — div,(@.¢)] } — V,(©©).¢): L
— V(0O {—divy(A? : v,u) — divy(®.8)}): L
— V(0O {—divy(AD : v u) — divy(@W.4)}): L —2V,(0.¢): L?

Ces formules sont trés lourdes. Leur interprétation physique de chaque terme dans ces

formules est loin d’étre facile. A cause de cette difficulté, la portée du modele d’interface
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imparfaite d’ordre 0(h?) n’est pas clarifiée pour I'instant.

5.4 Matériaux hétérogéenes

Dans 1'établissement du modele d’interface imparfaite élastique d’ordre 0(h?), les
phases et l'interphase n’étaient pas contraintes a étre homogenes. Par contre, dans la
construction du modeéle d’interface imparfaite élastique d’ordre 0(hN*1) avec N > 2, nous
avons fait I’hypothése que les phases et l'interphase sont individuellement homogénes.
Pour relaxer cette hypothése, nous pouvons procéder de la fagon suivante.

A partir des expressions de f, nous calculons
fo=Vfin=V[F.t—A: (VuP)| .n
Comme les phases et I'interphase sont hétérogeénes, nous avons
VF.n#0, VAn+#0, VAn#0, VO.n#0.
Par conséquent,

fa(Vsu, t;C) = (VF.n).t+ (VA.n): Viu — F.div, (A.V,u) — F.divs (O.1)
—A:V(Ft)+ A: V,(A:Vsu)—A: (Vsu.L). (5.72)

D’une maniére similaire, nous obtenons

9> (Vu, t;C) = — div, [(VA.n) : V] — div, [(VO.n) .4 (5.73)
— div, (A: [V (F.t).P]) +div, [A: V, (A: V,u)]
—div, [A: (Vu.L)] -V, (A: V,u) : L
+ div, [©. div, (A: V,u)] + div, [©. div, (©.t)] — V, (©.t) : L

Les fonctions f 5 et gy (N > 3) peuvent étre déduites en suivant la méme démarche.
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Chapitre 6

Interfaces imparfaites

piézoélectriques

6.1 Schéma de modélisation et équations de base

Un champ électrique se produit dans certains corps sous 1’action d’une force mécanique.
Réciproquement, ces certains corps se déforment lorsque nous leur appliquons un champ
électrique. Ce phénomeéne, appelé la piézoélectricité, a été découvert en 1886 par Pierre
et Jacques Curie. Nous nous référons au livre de Nye [80] pour plus de détails sur la
piézoélectricité.

Les matériaux piézoélectriques jouent un réle important dans la fabrication des cap-
teurs et actionneurs. En particulier, les matériaux composites piézoélectrique sont large-
ment utilisés dans les technologies modernes. Dans la prédiction des propriétés effectives
de ces composites, les interfaces entre différentes phases sont souvent supposées parfaites.
En réalité, a cause de la fabrication et des effets physico-chimiques, '’hypothése des in-
terfaces parfaites n’est pas acceptable dans de nombreuses situations. Dans une étude
sur les composites fibreux piézoélectriques, Benveniste [6] considére I'existence d’une in-
terphase mince entre la matrice et les fibres. La modélisation des interfaces imparfaites
piézoélectriques s’appuie essentiellement est essentiellement basée sur le modéle d’inter-
face imparfaite du type ressort proposé de fagon phénoménologique [88] et [97].

Dans ce chapitre, nous développons une approche rigoureuse pour construire des mo-
deles d’interface imparfaites piézoélectriques. Cette approche est une extension des mé-

thodes élaborées dans les deux chapitres précédents a la prise en compte des effets couplés
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dans les matériaux piézoélectriques.
La loi de comportement des matériaux piézoélectriques linéaires est définie par (voir,

par example, [82] [80])

o=C:e—TI"e, (6.1)
d=T:c+M.e (6.2)

Dans ces deux relations, € est le tenseur de déformation infinitésimales qui est lié au

veteur de déplacement u par

g =

[v ut (w)ﬂ , (6.3)

N —

o est le tenseur de contrainte de Cauchy qui doit satisfaire aux équations d’équilibre

dive =0, (6.4)

en absence de force volumique, e est le champ électrique qui est dérivé d’un potentiel
électrique ¢ par

e=—-Vy (6.5)

et d est le déplacement électrique qui doit vérifier I’équation de Maxwell

divd =0 (6.6)

en absence de charge électrique. Dans (6.1) et (6.1), C représente le tenseur de rigidité, IT
le tenseur de piézoélectricité et M le tensur diéléctrique. Ces tenseurs ont les symétries
suivantes :

Cijit = Cjirg = Chij,  Wijr = Wiy, My = Mj;. (6.7)

Donc, en général, C, IT et M comportent respectivement 21, 18 et 6 constantes matérielles.
De plus, C et M sont définis positifs.

Comme dans les deux chapitres précédents, le schéma de modélisation considéré est
une interphase piézoélectrique d’épaisseur uniforme h, appelée phase 0, entre deux solides
piézoélectriques, dénotés comme étant les phases 1 et 2 (Fig. 7.1). Dans la configuration

(a), interface S; entre la phase 1 et linterphase et I'interface Sy entre la phase 2 et
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Q3

: Q'®? _—
Conditionsal’interface
/\ /\
[@], [dn], [u] et [t] ? Q'@ S
Q)
B S

F1G. 6-1 — Schéma de modélisation : (a) phase 1/interphase 0/medium 2; (b) phase
1 /interface imparfaite/phase 2

I'interphase sont parfaites. Donc, a travers les interfaces S; et S5, nous avons

09 1s,= oW s, 0@ |s= 0@ |s,, (6.8)
dg?) |S1: dsml) ’517 dg,)) |S2: dg) |Sz> (6'9)
tO g, =t |g, O |g=t@ |g, (6.11)

ol dslo ) = d.n est le déplacement électrique normal. Dans ce chapitre, nous allons établir

un modele général permettant le remplacement de I'interphase par une interface imparfaite
dans la configuration (b).

Il est intéressant de noter que, quand le tenseur piézoélectrique II traduisant le cou-
plage électricité-élasticité est égal & zéro, nous retrouvons les équations de base rappelées
dans les deux chapitres précédents. En effet, la conduction électrique est mathématique-
ment identique & la conduction thermique. Mais, dans ce chapitre, nous nous contentons
de construire le modeéle d’interface imparfaite piézoélectrique d’ordre 0(h?) et d’examiner
les cas extrémes physiquement parlants. Les modéles d’interface imparfaite piézoélectrique
du degré de précision supérieur a 0(h?) sont caractérisés par des relations complexes. Ils

ne seront pas développés dans cette these.
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6.2 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h?)

6.2.1 Forme générale du modéle

Le raisonnement sur lequel s’appuie la dérivation du modeéle d’interface imparfaite
piézoélectrique d’ordre 0(h?) est similaire & celui utilisé pour établir le modele d’interface
imparfaite thermique d’ordre 0(h?). Nous ne le répéterons pas ici. L’écriture finale du
modele piézoélectrique nécessite simplement les dérivées normales de ¢, d,,, u et t. Ces

dérivées seront exprimées en fonction de Vo, d,,, Vsu et t :

Vou=Vun=A(Vp d,, Vsu,t; C,.II, M) , (6.12)
Vap =Veon=DB(Vp,dy, Vsu, t; C. II, M),

Vuldy =Vdun=C(Vp,dn, Vsu, t;C, II, M),
Vat =Vitn =D (Vsp,dp,Vsu, t; C,TI, M),

avec les tenseurs matériels C, IT et M comme étant les parameétres.
Ensuite, le modéle d’interface imparfaite piézoélectrique d’ordre 0(h?) est formellement
caractérisé par les relations gouvernant les sauts [u], [¢], [d,] et [¢] & travers V'interface

dans la configuration (b).de la figure 7.1 :

h A [ngo(*) d,({),v u), ). CcO), H(O),M(O)}
=3 (6.13)
’ sw( Jdy), Vu), 10, ¢t ),H(l),M(l)}
h s<P+ 45,V u®, tH); CcO M(O)]
T3 +0(h?),
2 d(+) V. ult +); (C(Q),H (2) 71\4(2)]
h <>vu<>t< <c<>n<oM>}
wl=3 (6.14)
2 Vil dn  Veouls —);C(l),H(l),M(l)]
(+)- 0) 1100 (0)
L Vel d ’V“ ), CO. 10, M +0(h?),
’ V 90(“ A5 Va0, c® o), M(2>}
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Sgp )dn,Vu()t( -CO 11O M
(6.15)
Vo), dS), Vu), $0); cw, M(1
h Voo™, d5) V. u, €9):CcO T
+ —
2 v go<+> 45, Vu®, th); c® H<2>
h 890 n av U 7 _)aC( M(O)
[t = = (6.16)
2 d( ,Veu), 0, cO, 1m0
b D ngo dﬁﬁ,v u™), ), CO 1O, M ]
+2 +0(h?) .

[Vsso ), V5u<+>, £, C® 1@, M(ﬂ

Pour expliciter ce modeéle , il reste a obtenir les expressions explicites des fonctions dans

les quatre équations précédentes.

6.2.2 Expressions des fonctions A, B, C et D

Les gradients V¢ et Vu admettent les décompositions :

Vo =P.Vp+Prvp=v,0+ (V.0)n, (6.17a)

Vu=vVu.P + Vu.Pt=vVau+v,u®n. (6.17b)

Le vecteur de contrainte peut s’exprimer en fonction de € et e via la loi de comportement
(6.1) :
t=on=(C:¢e)n— (II".e).n. (6.18)

En introduisant les décompositions (6.17a) et (6.17b) dans I’équation précédente, nous

obtenons

t=n.C: Vyun+ (n.Cn).Vyu+nll" Vo + (nIl".n) v, (6.19)
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En méme temps, la composante normale du vecteur de déplacement électrique est calculée

par (6.2) :

dp=dn=(II:e).n+ (M.e).n (6.20)

= (nI): Viu+ (nILn).V,u —n.M.Vypo — (n.M.n) V,.

Dans les équations (6.19) et (6.20), il y a seulement Vu.n et Vp.n qui sont discontinues a
travers une interface parfaite. Donc, a partir de ces deux équations, nous pouvons déduire
les expressions explicites des fonctions A et B.

En divisant les deux cotés de I’équations (6.20) par n.M .n, il vient que

dnp, (nII): Vsu n (nIl.n).V,u nM.Vgp

V0= — . 6.21
7 n.M.n * n.M.n n.M.n n.M.n ( )
L’insertion de (6.21) dans (6.19) conduit a I’équation
(n.II".n) ® (n.II)
t= .C 1 Vs 6.22
nt n.M.n b (6:22)

T
+ [n.C.n+ (nIl.n) & (n.H.n)] v
n.M.n
nII".n) ® (n.M) nJII'.n
I’ — ( Vs — dp.
| n.M.n Vs n.M.n

Afin de exprimer V,u, nous calculons l'inverse du tenseur du second ordre dans le

deuxiéme terme du membre droit :

G=|nCn-+

(nII".n) ® (an)] -
nM.n
[F.(nII".n)] @ [F.(nILn)
1+ (nII".n).F.(nIln)

—F - , (6.23)

ou F = (n.C.n)~! a été déja défini par (5.12). En multipliant les deux cotés de 1'équation

(6.22) par G, nous obtenons

A=V,u=A"t+ A%d, + A%: V,u+ A?. V0 (6.24)
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avec

II''.n
At=G, A* =G> 6.25
T n.M.n’ (6.25)
nII".n) ® (n.II)
A= -G .C ( p
(n.C) + n.M.n ’
T
4= G |t (nII".n) ® (nM)] p
n.M.n
En utilisant (6.24) dans (6.21), nous avons
B=V,p=B't+ B™d, + B“: V,u+ B*.Vp (6.26)
avec
n.Il.n nIl.n 1
Bt = At B = ——— A% 2
nM.n n.M.n n.M.n’ (6.27)
n.Il.n n.Il1 n.Il.n n.M
B* = A P, B¥= AP — .
n.M.n + n.M.n SRl n.M.n n.M.n
Ensuite, nous décomposons la divergence div d comme suit :
divd=vd: P +vd: Pt =div,d+ vd: P*. (6.28)
I1 résulte de cette décomposition et de I’équation de Maxwell (6.6) que
vd: P+ = —div, d. (6.29)

De plus, du fait que Vn.n = 0, nous avons V,d, = Vd,.n = vd : Pt = —div, d. Avec

la loi (6.2), cette derniére relation s’écrit encore sous la forme

Vydn = —divy d = — div, (T1 : € + M.e) (6.30)
= —div, (IT : Vyu) — divs [(IL.n) .V, u]

+ divy (M. V4p) + divy (M .nV,p)

Dans cette équation, nous avons déja obtenu les expressions explicites (6.24) et (6.26)
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pour Vu.n et Vy.n. L'introduction de ces expressions dans (6.30) donne
C = Vudy, = div, [C*.t+ div,C™d, + C*: (Vu.P) + C?.P.Vy] (6.31)

avec

C'=—(Il.n) A + (M.n) ® B, (6.32)
O = — (IL.n) . A% 4 (M .n) B™,

C*=—(IL.n) A"+ (M.n)®@ B* -1 P,

C?=—(IL.n) A"+ (M.n)® B+ M.P.

Pour trouver I'expression de la fonction, nous faisons appel a la formule (5.18) et a la

loi (6.1). Ainsi,

Vot = —div,o. = —div, ((C: € — HT.e) (6.33)
= —div, [C: Vsu] — divs [(C.n) .V, u]

— div, (I".V,p) — div, (II".nV,¢) .
La substitution des expressions (6.24) et (6.26) de A et B dans cette équation aboutit &
D = V,t = div, (D"t + D™d, + D": V,u+ D?.V,p) (6.34)
ou

D'=—(C.m).A"— (IT".n) ® B, (6.35)

)

(C.m)
D*=—(Cn).A*— (II".n) @ B* - Co P,
(C.n).A? — (IT".n) ® BX —II" . P.

Enfin, nous examinons le cas particulier ott IT = 0. Dans ce cas, il est immédiat de la

formule (6.23) que G = F. En posant IT = 0 et G = F dans les expressions de A, B, C
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and D, nous obtenons

A=F.[t— (nC): Vvu|,

B_ dy, n.M.Vgp
- n.M.n nM.n '’

C = div, (M.7,p) — div, [(M.n) <

n.M.n n.M.n
D = —divs (C: Veu) — divg {(C.n) .F.[t — (n.C) : V,ul]}.

dn M.V,
)|

Nous constatons que les expressions de A et D correspondent a celles de f, et g, dans le
modele d’interface imparfaite élastique d’ordre 0(h?) alors que les formules de B et C sont
mathématiquement identiques a celles de P; et ()1 dans le modeéle d’interface imparfaite
thermique d’ordre 0(h?). Ces coincidences étaient attendues et constituent une vérification

pour notre modele d’interface imparfaite piézoélectrique d’ordre 0(h?).

6.2.3 Matériaux isotropes transverses

Dans un matériau isotrope, l'effet piézoélectrique ne peu pas se produire. Donc, la
particularisation du modeéle d’interface imparfaite piézoélectrique établi ci-dessus doit se
faire dans un cas anisotrope.

Nous supposons qu’une interphase isotrope transverse est située entre deux phases
qui sont elles-mémes isotropes transverses. De plus, leurs axes d’isotropie transverse sont
supposés coincidents. Soit m le vecteur unitaire définissant ’axe d’isotropie de I'interphase
et des deux phases. Il convient d’introduire deux opérateurs de projection complémentaires
du second ordre

Pi=m@m, P, =I-m®m, (6.36)

et deux opérateurs de projection complémentaires du quatriéme ordre
P, = P,@P;, P =1-P. (6.37)

Alors, les tenseurs matériels C, IT et M ont les formes invariantes suivantes [15] [101]
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[85] :

C — (Cll - 012) ]P) ‘I— 2044]P>J' + 012P1 ® P1

+ Ci3 (P1 ® Py + Py ® Py) + (C33 — 2Cy) Py @ Py, (6.38)
1 =1l3m @ Py + (133 — 2I115) m @ P{ + 2[;5m 1, (6.39)
7 =115, Py ® m + (Ilss — 2I115) P+ ® m + 20I1;51.m, (6.40)

M = M P, + Mss Py

Il est également utile d’écrire les matrices C, IT et M. Pour ceci, nous nous plagons dans

une base orthonormée {e;, es, e3} avec e3 = m. Par rapport a cette base, nous avons alors

| Cn Ci Ci3 0 0 0 ]
Ciz Cii Ci3 0 0 0
C_ Ciz Ciz3 Cs3 0 0 0 | (6.41)
0 0 0 %(CH —Cp) 0 0
0 0 0 0 Cy O
I 0 0 0 0 0 Cu |

0 0 0 0 0 I
O=| 0 0 0 0 1Is 0 |, (6.42)
II3; II3 IIs3 O 0 0O

My 0O 0
M = 0 My 0 |. (6.43)
0 0 DMss

En résumé, nous avons 5 constantes élastiques, 3 constantes piézoélectriques et 2 constantes
diélectriques.

Le tenseur G défini par (6.23) prend la forme

G- Ltpry_—Mu__pi,

2
B Pt 6.44
Ci My Cyy + 112, ! ( )

C111 - C112 2
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avec

P, =1-P"-P;i. (6.45)

Ensuite, nous calculons les différentes quantités nécessaires aux expressions explicites des

fonctions A, B, C et D comme suit :

1 M11 2
Al——pty — —— _pty__ = pt 6.46
Ci i Mi1Cyy + H%5 L Ci1 — Cho 2 ( )
115
Al = — 2
My Cyy + 113,
— (1o

A“:—<P®n—|—013—

C
o n®Pf+ﬁn®P),

Cll

I3,
AP =———n®m
Cn

Y

H15 C144

Bt=———> __m, BFn=——__— """ 6.47
M11044 —+ H%5 M11044 + H%E) ( )
B* =0, B¥=0;
P 151 dn _
C"=—m®n, (0"™=-—-n, (6.48)
Cn
o (Ci3 — Cra + C1y) g1 — Oy (33 — 21035) m® Pt
Cn
I3, (C2 = C
+ 31((1; 11)m®P—H15(P®m+P®m),
11
C¥ — (Mss — Mg> G+ Hgle + My, P;
11
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. Cll - 012

C Ci3—C
. P'ont+(Pen+n®@P)+SIgn+ 12
11

Dt =
Cll Cll

P ®n|,
(6.49)

D =,

OTR=O; _
Du:[%(PI‘X)PL+PL@PQ—(Cn—Cm)PL@PL

(Cll - ClQ) (013 - C(12) C(12 (013 - C112)
+
CH Cll

_ Ciy (Ch3 — C
+Cu (PLEP + PLoPY) + 12 (Chs 12)P1®Pf

Cll
C(122 C113 (Cl3 - C’12) 1 L 013012
—P,®P + P P+

Cyo Chy ! 1 Cy

—[C2 (Py® P+ P,®PY) +Cy3 (Pt @ Py + P{ @ PT + P, ® PY)

+ Pt e Pt P ®P

+ Py ® P]

+(Cn —20u) P1 ® Py + Cu (PRI + IQP)

+ (Ci1 — Cia — Cu) (2P1@P; — PT®P, — P,@P")],

I3, (011 - 012) n
= P - P
o ( X m 1 ® m)

Ci3ll3 — Cyq (I35 — 21155)
+
Cin

D¥

Pf®m+—2H15(PA®m—|—m®P).

Si nous posons Il;5 = 131 = 133 = 0, les expressions précédentes permettent d’obtenir les

modeles d’interfaces imparfaite élastique et thermique dans le cas isotrope transverse.

6.2.4 Cas extrémes

Comme nous 'avons vu dans les deux chapitres précédents, les discussions d’un mo-
dele général d’interface imparfaite par rapport & certains cas extrémes permettent d’une
part de mieux l'appréhender et d’autre part d’obtenir des modeles particuliers qui sont
importants d’un point de vue pratique. Dans cette sous-section, nous examinons les quatre
cas extrémes suivants, qui semblent physiquement fondés :

Cas 1 - Interphase trés rigide et fortement conductrice :

1 1
h=ehy, CO= Ecg(”, MO =-My, 1= ),

Ccl) — C(()i), MO — Méi), oo — H(()O)’ (i=1,2);
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Cas 2 - Interphase trés rigide et faiblement conductrice :

1
h=chp, CO=-C, MO=emp 10=1I1

cO=cy, MY-=Mp, nO-1my, (i=12)
Cas 3 - Interphase trés souple et fortement conductrice :

1
h=chy, CO=ec, MO=-M, 1 =ry

- ;
€

ch=cy, MO=My, nO-my, (i=12)
Cas 4 - Interphase trés souple et faiblement conductrice :

h=chy, CO=ec, MO=eM, [O=rmy
ch=cf, MO=-Mm{, nY-m (i=12)
Ci-dessus, € est un parameétre adimensionnel trés petit et hg, C(()O), M (()0), H[()O), (Céi), M (()i)
et Héi) sont quantités de référence.

Dans le cas 1, le modéle d’interface imparfaite piézoélectrique se réduit a

[p] =0, [u]=0, (6.50)
(M(O).n) ® <M(0).n)
[dy] = hdivy { [M© — V0 (6.51)
" ’ n.MO n U ’ '
[t] = —hdiv, {A? : yu}. (6.52)

Ces quatre relations sont en fait la combinaison de celles caractérisant les modeéles d’in-
terface imparfaite cohérente thermique et élastique. Il est & noter qu’aucun terme piézo-
électrique n’intervient dans ces relations. Donc, 'effet piézoélectrique n’est pas présent
dans ce modele particulier.

Concernant le cas 2, les relations décrivant les sauts deviennent

[da] =0, [u] =0, (6.53)
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n.I10).n (0) nIIOT . 1 d
n.MO n” "n.MO n n.M©O n n

[90] =h (0) (0) nIOT n)®(n.110) )
(s i e () + LR} o
(6.54)

[t] = —hdiv,{C?: v, u+ (IOT.n)[¢] /h} (6.55)

(nIO%n)dn n.CO: v, u

— hdivy (C(U),n).G(U)' _]\{n.H(O)T.n>(n_H(0): vou)

n.M©O n

Ci-dessus, les deux premiéres équations impliquent la continuité du déplacement électrique
normal d,, et la continuité du vecteur de déplacement u & travers 'interface; les deux
derniéres équations caractérisent le saut du potentiel électrique [p] et le saut du vecteur
de contrainte [¢] & travers U'interface. Contrairement au cas 1 ou l'interphase est fortement
conductrice, des termes de couplage interviennent dans les expressions de [¢] et [¢]. En
posant IT = 0, nous retrouvons le modeéle d’interface imparfaite électrique de Kapitza et
le modele d’interface imparfaite cohérente élastique comme nous nous y attendions.
Quant au cas 3, nous en déduisons du modeéle général d’interface imparfaite piézoélec-

trique les relations suivantes :

[p]=0, [t =0, (6.56)
[u] = hGO [ ¢ — [H(O)T‘ngp] N+ <n H(O)Tnz\d(:;lf(()).vsgp) : (6.57)
() = —hdiv, [(TI?.n) . [u] /] + div, <M(0).Vscp> (6.58)
n. (0)-7’& (0).71, (0).n .
+ hdiv, (M<0>.n) %.[u] h - [(M >n®l\£fl(:)/)1n )} Vet

Les deux premiéres relations montrent la continuité du potentiel et la continuité du vecteur
de contrainte & travers l'interface. Les deux derniéres équations contiennent des termes
de couplage et caractérisent les sauts [u] et [d,]. Quand IT = 0, nous avons les relations

décrivant le modéle d’interface cohérente électrique et le modele d’interface élastique du
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type "ressort".

Enfin, dans le cas 4, les sauts a travers 'interface sont définis par

h n.IIOT n
_ (0) [4(+) (=) (0) === TP ra(+) (=)
[u] = 2{G [+t + @ VIO [+ dy, )] (6.59)
(0) (o)r (0)
_ GY. (nO"".n) @ (n.I) .V, [u(” + u(,)}},
n.MO n
n.I10 n h 1 n. 10
_ - " ) = 7400 (=) >~ . (+) (=)
el = n.MO n [4] 2 {n.M(O).n [dn - dn } nMO n’ Ve [u T }}
6.60)
[dn] = — (H(O).n) Ju], [ =-— (H(O).n) [o] . (6.61)

Contre toute attente, la composante d,, du déplacement électrique et le vecteur de contrainte
t ne sont pas continus a travers I'interface. Quand IT = 0, nous retrouvons le modéle d’in-
terface imparfaite électrique associé a une interphase faiblement conductrice et le modele

d’interface imparfaite élastique associé a une interphase trés souple.
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Troisiéme partie

Propriétés effectives de matériaux
hétérogénes avec interfaces

imparfaites
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Chapitre 7

Méthodes d’Homogénéisation

Dans les méthodes d’homogénéisation classiques, les interfaces sont supposées par-
faites. Ainsi, si I'on souhaite déterminer les propriétés effectives d’'un composite avec
interfaces imparfaites, il est nécessaire de pouvoir incorporer les modeles d’interfaces dé-
veloppés dans la partie précédente.

Dans ce chapitre, on rappelle tout d’abord certaines définitions de base emicroméca-
nique. Dans une seconde section, on présente la méthode de 'inclusion équivalente due a
[30]. La démarche permet, en se basant sur un principe d’équivalence en énergie, de rem-
placer ’ensemble "inclusion et interface imparfaite" par une inclusion équivalente munie
d’une interface parfaite. Cette substitution étant réalisée, toutes les méthodes d’homogé-
néisation classique peuvent étre utilisées. On présente le principe général de détermination
de la conduction thermique, des propriétés élastiques et piézoélectriques de l'inclusion

équivalente.

7.1 Relations de base de la micromécanique

Dans cette premiére section, il s’agit de rappeler la définition des grandeurs moyennes
dans les milieux hétérogeénes. On s’intéresse successivement a la conduction thermique et
aux comportements élastique et piézoélectrique. Pour chaque cas, le lemme de Hill-Mandel
est rappelé.

On considére un volume 2 occupé par un matériau hétérogéne. Le contour du domaine

Q) est noté Of).
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7.1.1 Conduction thermique

Vecteur flux de chaleur homogéne au contour

]

o0Q

F1c. 7-1 — Conditions de vecteur flux de chaleur homogéne au contour

On impose un vecteur flux de chaleur homogene sur 99 (Fig 7-1) :
q(z).n(x)=q"n(x), zcd (7.1)

ou ¢° est un vecteur constant. Il en résulte aisément que la moyenne volumique de q ()

est donnée par

< q(zx) >q= %/ﬂq(w) dQ = %Aﬂ(q.n)wdﬂ =4q° (7.2)

Gradient de température homogéne au contour

Appliquons des conditions aux limites de type gradient de température homogeéne sur
o (7-2) :
© (x) = —h .z, x € 0Q (7.3)

ot h? est un vecteur constant. On montre alors que la moyenne volumique de h (z) est
donnée par

< h(z) >a= é /Q h(2)dQ = h? (7.4)
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Fic. 7-2 — Conditions de gradient de température homogéne au contour

Lemme de Hill-Mandel

Pour tout gradient de température h cinématiquement admissible (CA) et pour tout

vecteur flux de chaleur q statiquement admissible (SA), nous avons
<h:q>o=<h>q:< q>q (7.5)

si

/ (gn— < q>q .n)(p— < h>q.x¢)dS =0 (7.6)

7.1.2 Elasticité

Contraines homogénes au contour

Considérons les conditions aux limites homogenes en contraintes sur 02 (Fig 7-3) :
t(z)=Z.n(z), € (7.7)

ol ¥ est un tenseur constant. On en déduit que la moyenne volumique de o (z) est donnée

par :

<0'(:I:)>Q:§/Qa(m)d§2:% [ (®®a+e@es-x (19
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t°=3%n

0Q

Fic. 7-3 — Conditions de contrainte homogeéne au contour

La moyenne volumique de € (x) est définie par

<e(x) >Q:é/ﬂe(a})dﬂ

Déformation homogénes au contour

Applique les conditions aux limites homogenes en, déformations sur 02 (Fig 7-4) :
u’(z) = E.x, € 0 (7.9)
ol E est un tenseur constant. La moyenne volumique de € () est alors donnée par :

<e(x) >Q:$/Qs(w)dQ% , (W®n+n®u)dS=E (7.10)

La moyenne volumique de o (x) est définie par

<o (x) >Q:%/Qa(m)d9
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w = E.x

0Q

FiG. 7-4 — Conditions de déformation homogéne au contour

Lemme de Hill-Mandel

Pour tout champ de déformation e CA et pour tout champ de contrainte o SA, nous
avons

<e:0 >q=<€>q:< 0 >q (7.11)

si

/ (t— <o > .n)(u—<e>q.x)dS =0 (7.12)
o0

7.1.3 Piézoélectricité
Champs statiques homogénes au contour

Imposons des conditions aux limites statiques homogénes sur le contour, cela revient
a appliquer un champ de contrainte et un champ de déplacement électrique homogenes
sur 0f) :
(L (z),d) (z)) = (Zn(z),d n(z)), =
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ou X et d® sont respectivement un tenseur et un vecteur constants. on montre alors les

relations de moyenne :

Q

< d(z) >0= é/ﬂd(m)dQ _

<o (x) >Q:l/a(w)dQ:E

Et par définition, les moyennes volumiques de € (z) et de e (x) s’écrivent :

<e(x) >Q:$/Q€($)d9

< e(x) >Q:$/Qe(w)d9

Champs cinématiques homogénes au contour

(7.13)

(7.14)

Les conditions aux limites cinématiques homogénes consiste a imposer un champ de

déplacement et un champ électrique uniforme :

(v’ (2),¢° (2)) = (E.x, e’.x), = ecd

ou E et € sont respectivement un tenseur et un vecteur constants. Dans ce cas, les

relations suivantes peuvent étre établies :

<e(x) >Q:é/ﬂs(w)dQ:E
< e(x) >Q:%/Qe(:z:)dQ:eo

Par définition, on a :
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Lemme de Hill-Mandel [?]

Pour tous champs de déformation € et d’électricité e CA et pour tous champs de

contrainte o et de déplacement électrique d SA, nous avons
<e:0>g=<e>q<0>qg et <e:d>g=<e>q<d>q (7.17)
si

/ (t— < o > .n) (u— < € >0 .2) + (dn— < d >0 n)(p— < € >0 )] dS = 0
. (7.18)

7.2 Meéthode de l’inclusion équivalente

Dans ce qui suit, on détaille la démarche permettant la substitution d’une inclusion
avec interface imparfaite par une inclusion équivalente munie d’une interface parfaite. La
principe de la méthode présentée est dit & Duan et al. [30], [31] et repose sur une équi-
valence en énergie que ’on explicite pour la détermination des propriétés de conductions
thermique, élastique et piezoélectrique.

Commencons par expliquer le principe général de cette méthode en considérant le
probléme de conduction thermique illustré par la figure 7-5. Ainsi, supposons que 'on
plonge une hétérogénéité dans un milieu infini et homogeéne (matrice) et appliquons un
chargement de type température ou flux imposé a l'infini. Il s’agit de calculer 1’énergie

thermique dans tois cas :

1. soit wy I’énergie en ’absence d’inclusion ;

2. la présence de inclusion constituée du matériau de conductivite K, avec interface
imparfaite (fig. 7-5a), entraine une modification de I’énergie. Celle-ci est maintenant
donnée par :

W(a) = Wo + Aw; (7.19)

3. enfin, en présence d’une inclusion, constituée d’un matériau de conductivite K9,

avec interface parfaite (fig. 7-5b), I’énergie s’écrit :

Wy = Wo + Ateg. (7.20)
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AW = AWgq
- 1"*

@ (b)

Fic. 7-5 — Schéma du processus de remplacement d’une inclusion avec une interface
imparfaite par une inclusion avec une interface parfaite pour le probléme de conductivité

L’objectif de la procédure de substitution est de déterminer K “? telle que les énergies

w(,) et w) soient identiques, i.e. :
Aw = Aw,, (7.21)

11 s’agit d’expliciter cette équation pour les trois problémes étudiés (thermique, élastique

et piézoélectrique).

7.2.1 Probléme de conduction thermique

Considérons tout d’abord le modéle illustré par la figure 7-5a ott Q) est un milieu
infini et QM une inclusion dans Q). On note I' I'interface imparfaite entre QM) et Q)
au travers de laquelle le flux normale et la température sont discontinus. Des conditions

aux limites en température uniforme sont imposées :
(z) = —h'x, <€ (7.22)

L’énergie thermique du milieu est donnée par :

1
w = —/ q-hdV (7.23)
2 Ja
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En utilisant la loi de Fourier (4.2) et la condition d’équilibre (4.4), il vient :

w:—l/div(gpq)dV:—l/ (npdS (7.24)
2 Ja 2 Joo

ou I'on a fait appel au théoréme de divergence. En y injectant les conditions aux limites

7.22), 'équation précédente s’écrit :
(7.22), I'éq p

1
w=—3 / @ 0ds (7.25)
o0

En remarquant que 09 = 9QUT et en utlisant de nouveau le théoréme de la divergence,

on obtient aisément :

1 1
w = 5h,O. / q?dv — 3 / 2 0ds (7.26)
Q@ r

Finalement, en injectant la loi de Fourier (4.2) dans la premiére intégrale de (7.26), il
vient :
Q 1
w = EhO.K(Q).h,O +35 / (@ — ¢@)ds (7.27)
r
En notant que le premier terme de cette équation correspond a I’énergie dans le volume

en l'absence d’hétérogénéités, on identifie le terme

1
Aw = / (p?Pq2 — @ ¢P)ds (7.28)
I

Il s’agit maintenant de déterminer le terme Aw,, intervenant dans (7.21) et corres-
pondant au supplément d’énergie due a la présence de ’hétérogénéité dans le probleme
représenté a la figure 7-5b. Rappelant que dans ce probléeme, I'interface I'* entre la matrice
Q® et Vinclusion QM) est parfaite, on en déduit que la loi de comportement dans chaque

phase peut s’écrire sous la forme

g =K@ h dans Q% (7.29)

q=KY h=K® (h—-h") dans QW

ou h* est gradient de température libre équivalent a la notion de déformation libre intro-

duite par Mura [75].
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L’énergie thermique dans le milieu est donnée par

Q
W=7 < q.h > (7.30)

d’on, en utilisant le lemme de Hill-Mandel (7.5) et en introduisant (7.29) , il vient :

1
ho. K® hy — 5ho.K<2>. < h* >qu) (7.31)

w =

Q
2
et 'on identifie aisément le supplément d’énergie :
L, K@ b
Aweq = —§h0.K .<h >q) (7.32)
A Tinstar de Chen et Wang [19], on peut exprimer h* sous la forme
K = [K@).(K(?) Ky LK@ K(Q).SES’L] KO R (7.33)

ot SE5" est le tenseur d’Eshelby pour le probléme de conduction (cf. p. ex. [48]). En
injectant I'expression (7.33) de h* dans (7.32), on déduit I'expression de Aw,, sous la

forme :

Ve
2

AWeq =

(h°.K®). [K@).(K(?) ~_KE0)y LK@ K@SM] KO R (7.30)

Finalement, en insérant les expressions (7.28) de Aw et (7.34) de Aw,, dans (7.21),

on obtient ’équation permettant de déterminer la conductivité de I'inclusion équivalente

1
= /F (PPl — ¢ ¢P)dS (7.35)
eq

= (RO K®). [K@).(K(?) Ky LK@ K<2>.SEsh] 7K R

7.2.2 Probléme d’élasticité

La démarche qui vient d’étre détaillée pour la détermination de la conduction ther-
mique est maintenant étendue & un composite a phases élastiques linéaires. Le probléme
étudié est présenté a la figure 7-6. Il s’agit d’établir la relation d’équivalence en énergie

permettant de déterminer les propriétés élastiques C? de l'inclusion équivalente.
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— EX(9Q)

I AW = AWey

€) (b)

Fic. 7-6 — Schéma du processus de remplacement d’une inclusion avec une interface
imparfaite par une inclusion avec une interface parfaite pour le probléme d’élasticité

Des conditions aux limites de type déformation uniforme sont imposées sur le contour
o5 :
w'(x)=E.z, x €. (7.36)

Tout d’abord, calculons I’énergie élastique dans le milieu comportant une inclusion avec

interface imparfaite (Fig. 7-6-a), celle-ci s’exprime par :

1

w:—/a:st. (7.37)
2 Ja

En utilisant la définition du tenseur de déformation (5.3) et en invoquant le théoréme de

la divergence, on déduit :

1
w = —/ Jijuinde. (738)
2 Joo
Du fait que 9?2 = 9QUT, et en utilisant les conditions aux limites (7.36), il vient :

w=—-E; 0;:7dV + = | u;o; 2 n;dS. 7.39
2 ]/9(2) ’ 2 Jr S e

Par ailleurs, en injectant la loi de de comportement élastique de la phase 2, on déduit :

’Ll]

1
EUCWE,M 5 / (0o Pn; — SyuPny)ds. (7.40)
T

Le premier terme de I’énergie élastique qui vient d’étre calculé correspond a 1’énergie

élastique en l'absence d’hétérogénéités. Il est donc aisé d’identifier le second terme au
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supplément d’énergie Aw du a la présence de I'inclusion :

1
Etudions maintenant le probléme de la figure 7-6 -b; l'interface I'* entre le matrice
Q) et linclusion QM) étant supposée parfaite, on écrit de facon classique la loi de com-

portement dans chaque phase :

o =C® : ¢ dans Q¥
(7.42)
o=CW.c=C?: (e —¢*) dans QW

ou €* est la déformation libre dans l'inclusion. L’énergie élastique de déformation est
donnée par :
Q

w=g<o:ie> (7.43)

ce qui, a l'aide du lemme Hill-Mandel (7.11), s’écrit :

Q
§<C(2):(s—€*)>:E:

w =

Q 1
§E : C(2) E — EE : (C(2) < 5* >Q(eq) . (744)

En rappelant que la déformation libre ¢* peut étre exprimée en fonction de la déformation

macroscopique E par la relation (cf. p. ex. [75], [100], [79]) :
e*=[CP . (C® _cld)yL.c® _c? s (C?:E) (7.45)

ot S(Fsh) est le tenseur d’Eshelby, et en injectant (7.45) dans (7.44), on déduit I'expression

du supplément dénergie Aw, :

Awe, = %(E :CP): [CP . (C? — )7L c® 4 @ sE)-L (€@ E). (7.46)

Finalement, en introduisant I’expression de Aw donnée par (7.41) et celle de Aw,
fournie par (7.46) dans la condition (7.21), on obtient une équation dont les propriétés

élastiques de l'inclusion équivalente C? sont solutions.
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7.2.3 Probléme de piézoélectricité

En suivant par exemple [72] et [73], on introduit de nouvelles variables qui vont nous
permettre de réécrire les équations constitutives de la piézoélectricité sous une forme

condensée. Ces variables sont définies par :

U pour M(=m)=1,2,3

Un = (7.47)
% pour M =4
Enn  pour M(=m)=1,2,3
i = (7.48)
—e, pour M =4
Oij our J(=7)=1,2,3
d; pour J =4
; our J(=7)=1,2,3
—p pour J =4
Kijmn pour J M =1,2,3
IL,;; pour J =1,2.3, M =4
Fijnn = (7.51)
L5 pour J =4 M =1,2,3
—M;; pour J, M =4

\

Ainsi, les équations (6.1) et (6.2) peuvent étre écrites sous la forme

Yig = FiymnZunm (7.52)

et les équations (6.4) et (??) deviennent

Yigi = —pJ- (7.53)

Il est fréquent d’identifier les coefficients Fjj,;,, aux composantes Fig d’une matrice

9 x 9. La regle habituelle d’échange d’indices est la suivante

(11) = 1, (22) — 2, (33) — 3, (23) — 4, (13) — 6, (7.54)
(12) — 6, (14) — 7, (24) — 8, (34) — 9,
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AW = AWeq

Fic. 7-7 — Schéma du processus de remplacement d’une inclusion avec une interface
imparfaite par une inclusion avec une interface parfaite pour le probléme de piézoélectricité

et elle permet d’écrire I’équation (7.52) sous la forme :

( 011 \ ( Cll 012 C(13 014 C(15 CY16 Hll H21 H31 \ ( €11 \
022 012 022 023 C’24 025 026 H12 H22 H32 €22
033 C’13 C’23 C’33 C’34 C’35 C’36 1—113 HZS H33 2533
023 014 C’24 C(34 C’44 C(45 046 1_[14 H24 1_[34 2e 23
013 = 015 C’25 035 C’45 055 056 H15 H25 H35 2513
012 C’16 C’26 C’36 C’46 C’56 C’66 1—116 H26 H36 €12
dl 1_[11 H12 HlS 1_[14 1_[15 1_[16 _Mll _M12 _M13 —€
d2 H21 H22 H23 H24 H25 H26 _M12 _M22 _M23 —€2
L d3 ) L H31 H32 H33 1—134 H35 H36 _M13 _M23 _M33 ) L —€3 )
(7.55)

On notera que les équations (7.52) et (7.53) ont une structure mathématique similaire
a celles de I’élasticité, cette remarque nous permet de proposer une analogie et d’écrire

Aw dans le probléme de la figure 7-7-a sous la forme

1
Aw = 5 / U2 Pn; — DU n;)dv (7.56)
r

)

en référence a 'équation (7.41).

De la méme facon, le supplément d’énergie Aw,, dans le probleme de la figure 7-7-b
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est donné par

Aw,, = V;q (20 F) [FO (Fe) — F@)-1 O 4 @ g1 (F) 70) (7.57)

ou Z est une matrice colonn 9 x 1, F une matrice 9 x 9, et S est une matrice 9 x 9
reptésentant le tenseur d’Eshlby piézoélectrique et définie dans [72] et [73].
L’introduction des expressions (7.56) de Aw et (7.57) de Aw,, dans la condition d’équi-

valence en énergie (7.21) permet de déterminer les propriétés piézoélectriques de I'inclusion

équivalente.
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Chapitre 8

Conductivité thermique effective
d’un composite a inclusions

sphériques avec interface imparfaite

Ce chapitre est consacré a la détermination de la conductivité thermique effective
d’un composite a inclusions sphériques avec interface imparfaite. La résolution de ce pro-
bléme repose sur 1'utilisation de la méthode d’inclusion équivalente présentée au chapitre
précédent et du modeéle d’interface proposé au chapitre 5.

Le chapitre est décomposé en trois parties. Aprés avoir présenté le probléme, on dé-
terminera les propriétés de I'inclusion équivalente. La conductivité effective du composite
sera ensuite calculée en s’appuyant sur le schéma autocohérent généralisé. Dans cette der-
niére partie, les résultats obtenus pour plusieurs épaisseurs d’interface sont comparés au
modele & trois phases qui est ici la solution de référence, et au modeéle proposé par Hashin

146].

8.1 Position du probléme

On considére un VER d’un matériau biphasique constitué d’inclusions sphériques
(phase 1) plongées dans une matrice (phase 2). Les matériaux constitutifs sont suppo-
sés obéir a la loi de Fourier isotrope .

Sur le contour extérieur 92 du VER, des conditions aux limites en température uni-
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forme sont imposées ; celles-ci s’écrivent :
O(x) = —-h'z, xco. (8.1)

A Téchelle macroscopique, le composite est supposé satisfaire a la loi de Fourier et étre

isotrope, la loi de comportement macroscopique est ainsi donnée par
< q(z) >q= k* < h(z) >q= k*h". (8.2)

Par ailleurs, on suppose que l'interface entre les inclusions et la matrice est imparfaite.
Les sauts de température et de débit normal sont régis par les conditions (4.23) et (4.24).
En introduisant ’hypothése d’isotropie des matériaux, (4.23) et (4.24) s’écrivent sous la

forme :

h. 1 1 1 1
= (e — — Vg (— — — gD

[qn] = = [0 = ENV(P.VT) : P + (k9 — k@) V(P.Ve™) : P] (8.4)

NS

8.2 Conductivité de I’inclusion équivalente

La méthode de 'inclusion équivalente a été présentée de fagon générale pour le pro-
bleme de conduction au chapitre précédent. Le point essentiel réside dans le calcul du
supplément d’énergie Aw due a la présence de l'inclusion avec interface imparfaite dans
un milieu infini constitué de la matrice. On considére donc la microstructure de la figure
8-1, c’est a dire une inclusion §2; de rayon R plongée dans un milieu infini. On adopte
un repére cartésien dont 1’origine coincide avec le centre de I'inclusion et, au contour, des

conditions aux limites de type (8.1) sont imposées avec
h’ = Hes. (8.5)

La forme générale du champ de température dans chaque phase est donnée, par exemple,

par Torquato [92] :
B®)

r3

W = AV Hzs — —Hus (8.6)
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X3
e N ¢ = —h%x (0Q)

R O 'S
Rd N n
R4 N
./ g
K4 R \
! \
[N i R | X2
s .
<. o
- T
, /
X1 \ /
/ \ O v
/7
\.\ ‘/‘
Q Interface imparfaite [¢], [qn]
& J/

Fic. 81 — Détermination de la conductivité de I'inclusion équivalente : microstructure
étudiée.

ou AW et B sont des paramétres determininés par les conditions aux limites et aux

interfaces, I'exposant 7 = 1, 2 est relatif au milieu concerné et enfin

r=4/x3+ 2%+ 22 (8.7)

La température devant étre finie au centre de 'inclusion (r = 0), on en déduit direc-
tement que BM) doit étre nul,

BW =0. (8.8)

Des conditions aux limites sur le contour 92 (r — 00), il vient que
AP = 1. (8.9)

L’introduction de (8.8) et (8.9) dans la forme générale (8.6) implique que les champs de
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température dans chacun des milieux s’écrivent :

B® Hy,

r3

e = AWRO g, (8.10b)

©? = —Hzg — (8.10a)

Les deux paramétres AM) et B® vont étre determinés a I’aide des condtions de saut sur
I'interface.

En utilisant (8.10a), le flux de chaleur dans les milieux 1 et 2 est défini par

q? = —kDVe® = _@ (—H _b (ilH + SB::mH.a:) , (8.11a)
qV = kvl = _FWAVH (8.11b)
d’ot 'on déduit le flux normal de chaque coté de I'interface
(H) — g _ o (1, ,BY
4, =¢% (R). n=—k ( R+2R4>Hx3 (8.12a)
¢’ = ¢V (R).n= k“)A(”% (8.12b)

Le saut de température au travers de 'interface est donné en substituant ng+) et q(f) par

leurs expressions (8.12a) dans ’équation (8.3), il vient :

o h H:E3 (1) (1) 1 1 (2) 1 1 B(Z)
M_§T[_k ) ) (e ) 6

De la méme facon, en remplacant dans (8.4), ¢*) et (=) définis d’aprés (8.10a), par

B@ Hy,
R
o) = oW(R) = ADROL,, (8.14b)

o) = o (R) = —Huzs — (8.14a)

I’expression du saut de flux normal au travers de I'interface est obtenu sous la forme :

B®)
—AM (k(O) _ k(l)) + 2<k(0) _ k,(2))(1 + F) ) (8.15)

o] = 20
an 9 R2
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Ainsi, les conditions de discontinuités & 'interface,

@ ()
[an] = q q (8.16)

[p] = @ — W)

s’écrivent explicitement :

(8.17)
et permettent de déterminer les paramétres A et B® et donc de connaitre I’expression
du champ de température et de flux de chaleur dans I’ensemble du milieu.

La connaissance du champ de température et de flux de chaleur est nécessaire a la
détermination de la conductivité de I'inclusion équivalente par 1'utilisation de la condition

(7.35) d’équivalence en énergie. Le membre de gauche de (7.35) s’écrit

H 2
/S (pqQ — D) dS = /S _ap@ g gj) dS = —2rk®PH?B®  (8.18)
apres avoir fait appel a (8.5), (8.10a) et (8.11a) et avec @) = k? Hzs/R. Le membre
de droite de (7.35) est lui obtenu aisément du fait de ’hypothése d’isotropie des maté-
riaux. On notera que le tenseur d’Eshelby associé a ce probléme est donné par S = %I .

Finalement, il vient :

1—282
gl — = 7 R p(2) (8.19)
14 22
3

otl 'on rappelle que B est solution du systéme (8.17).

8.3 Conductivité effective

Ayant déterminé la conductivité de I'inclusion équivalente, la conductivité effective du
composite est déterminée par 1’étude classique d’un composite biphasique avec interface
parfaite. De ce fait, a ce stade, tous les schémas d’homogénéisation classiques peuvent

étre utilisés. On fait ici le choix du schéma autocohérent généralisé et il vient que la
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conductivité effective du matériau composite avec interface imparfaite est donnée par :

Co
/ (kd) — k@) 1 (1 — ) /3k®)

k= k® 4 - (8.20)
ou ¢y = ¢(1+h/2R)? est la fraction volumique d’inclusion équivalente qui intégre la moitié
de I’épaisseur de I'interface de maniére & étre cohérent avec le modéle d’interface construit.

Dans ce qui va suivre, il s’agit de comparer le résultat (8.20) a celui fourni par le
modele & trois phases (matrice, interface et inclusion) qui est la solution de référence de
ce probléme, et a celui issu de I'utilisation du modele d’interface proposé par Hashin [46].
Ainsi, commencons par rappeler 'expression de la conductivité effective correspondant a
chacun de ces modéles.

Le probléme de conduction thermique avec une microstructure de type trois phases a,

par exemple, été traité par Hashin [45]. La conductivité effective est donnée par :

1+4)3
k=K el 21
TR0 K@) + (1= o1 + 0)5) /360 (8:21)
avec d = h/R et

£(10) — 10 4 1 (8.22)

1/ (k® = k) 4+ (1 — ¢1) /3K©)
ouc; = (R/(R+h))3.
Hashin [46] a proposé un modéle d’interface différent de celui utilisé ici et ’a appliqué

au méme probléme. Le résultat obtenu est

S VP C I eu remry cTeE) o
_1-2[1- (RO/R0) ] (8.24)

T+ (kK@) 5
Les figures 8-2, 8-3 et 8-4 proposent une comparaison des modeles précités pour diffé-
rentes épaisseurs de 'interface, caractérisées par le parameétre  déja introduit, en fonction
du contraste de conductivité entre 'interface et la matrice.
La fraction volumique d’inclusion est fixée & ¢ = 0,4 et le contraste de conductivité
entre l'inclusion et la matrice est ¥ /k®) = 0,1. La figure 8-2 montre que pour une

faible épaisseur d’interface (6 = 0,001), les trois résultats coincident. Pour des épaisseurs
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k* /k(2)

e log1o(KO/k(2))
[TTT]TTTT]TTd [TTTTTTTTI]TTT
-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0

° Trois phase
Modeéle de Hashin

Modéle proposé

FIG. 8-2 — Evolution du rapport k*/k® en fonction de log;,(k® /k®)) pour 6 = 0.001.

d’interface plus importantes § = 0,01 (Fig. 8-3) et 0 = 0, 1 (Fig. 8-4), les résultats différent
notament pour des interfaces de conductivité élevée. On notera cependant que le modele
proposé reste plus proche de la solution de référence (modele a trois phases) que celui

présenté par Hashin [46].
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|0910(k0/ k(z))

Frrrryrrrryrrrrirrrryrrrryrrimi

-50 -25 00 25 50

F1G. 8-3 — Evolution du rapport k*/k®) en fonction de log,,(k® /k®) pour 6 = 0.01.
Modele proposé

Modele de Hashin
k*/k(2

l0g10(K?/k®))
rr—rrr 17 rrr -0y rvrrvryrrrrr7rrrrrr17TriTriTi

-5.0 -25 0.0 2.5 5.0

° Trois phase
Modéle proposé

Modele de Hashin

FIG. 8-4 — Evolution du rapport k*/k® en fonction de log;o(k® /k®) pour 6 = 0.1.
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Chapitre 9

Propriétés élastiques effectives d’un
composite a inclusions sphériques

avec interface imparfaite

Dans ce chapitre, on se propose de déterminer les propriétés élastiques d’un matériau
comportant des inclusions sphériques avec interfaces imparfaites. On fera appel a la mé-
thode de l'inclusion équivalente et au modéle d’interface imparfaite construit au chapitre
6.

Ce chapitre se décompose en trois parties. Aprés avoir présenté le probléme dans la
premiéere partie, la seconde est dédiée a la détermination du module de compressibilité
effectif et la troisiéme est consacrée au module de cisaillement effectif. Dans les deux cas,
on commence par déterminer le module correspondant de I'inclusion équivalente, puis le
module effectif est obtenu en utilisant le schéma autocohérent généralisé. Les résultats

obtenus sont comparés avec le modeéle & trois phases qui est ici la solution de référence.

9.1 Position du probléme

Soit le VER d’un matériau hétérogene constitué¢ d’une matrice (phase 2) renforcée par
des inclusions sphériques de rayon R (phase 1). Les matériaux constitutifs sont supposés

isotropes, élastiques linéaires. Le tenseur de rigidité de chaque phase s’écrit :

C® =3k0] + 2K (9.1)
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avec

J:%I@)I, K=1-1J (9.2)

et ot K est le module de compressibilité de la phase i et 1) est le module de cisaillement
de la méme phase. Des conditions aux limites uniformes en déformations sur le bord 0f2
du VER sont imposées :

u'(x) = E.x, xcof. (9.3)

A T’échelle macroscopique, le composite est supposé élastique linéaire et isotrope, la loi de
comportement s’écrit :

<o(x)>=C":<e>=C"E (9.4)

ou le tenseur de rigidité effectif C* est défini par
C*=3r"J+ 21K (9.5)

avec k*le module de compressibilité effectif et p* le module de cisaillement effectif. Par
ailleurs, I'interface entre les inclusions et la matrice est supposée imparfaites.

L’objectif est de déterminer les propriétés effectives k* et p*. Celles-ci sont classique-
ment obtenues en résolvant deux probléemes d’élasticité. Dans ce qui suit, on déterminera
tout d’abord les propriétés x(¢? et 1(¢9 de I'inclusion équivalente. Il nous suffira ensuite
d’appliquer le schéma autocohérent généralisé pour déduire les propriétés élastiques effec-

tives.

9.2 Module de compressibilité effectif

9.2.1 Module de compressibilité de I’inclusion équivalente

Il s’agit tout d’abord de déterminer le module de compressibilité de I'inclusion équiva-
lente. Pour ce faire, on considére la microstructure représentée a la figure 9-1, celle-ci est
constituée d’une inclusion sphérique 2; de rayon R, plongée dans un milieu infini ayant
les propriétés de la matrice (phase 2). Sur le contour des conditions aux limites uniforme

hydrostatiques sont imposées :
u? =E.x=FEx avec E=trE/3 (9.6)
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X3
f D uw = E.x (0Q)

e T N
e \'\ n
x4
K4 R \
! \
_I ______________________________ .‘ X2
;‘.’ \;I' -
I~ .
[ T O 1
- /
X1 \ ./'
/ .\. Ql /./
\’\ ke
\.\' . 7
Q Interface imparfaite [u], [t]
& J

F1G. 9-1 — Composite sphérique élastique avec I'interface imparfaite

Sous ces conditions, la forme générale du champ de déplacement est donnée par exemple
par Love [70] :
p(®

— () -
u=a"FEz — 3 Ex (9.7)

ot ¢ et b sont les paramétres qui seront déterminés par les conditions aux limites et
a l'interface.

Les condtions aux limites (9.6) sur la surface 02 (r — 0o0) conduisent a
a® =1 (9.8)
et du fait que le déplacement u doit étre fini au centre de l'inclusion (r = 0), on déduit :
b = 0. (9.9)

En introduisant (9.8) et (9.9) dans (9.7), le champ de déplacement dans chaque phase
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peut étre reécrit sous la forme :

u=Fx— %Em, x € Qy (9.10a)
r

u= BFEz, ¢ € (9.10Db)

ou les parameétres A et B vont étre déterminés par les conditions sur I'interface.

La dérivation du champ de déplacement fourni par (9.10a) induit :

Vu® = E [(1 — %) I+ SégPi] : (9.11a)
r r

Vul = BET (9.11b)
et 'on en déduit I'expression du champ de déformation
A A

e =F {(1 — ﬁ) I+ 35Pi} : (9.12a)

e = BEI. (9.12b)

La loi de comportement locale caractérisée par le tenseur de rigidité (9.1) fournit le champ

de contrainte dans chaque phase

o® = [3/42)1 + 2u<2>§3 (—I+ 3PL)} E, (9.13a)
o) = 3xWBEI (9.13b)
et le champ de vecteur contrainte
t2 = <3/<;(2)I + 4;&”%) En, (9.14a)
r
t1) = 3xVBEn. (9.14b)

Il s’agit ensuite d’exprimer les champs de gradient de déplacement et de vecteur

contraintes au voisinage de l'interface, afin d’expliciter les conditions d’interface (5.42)
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et (5.43). Il vient :

A A
Vut) = Vu(z)(R) - F {(1 — ﬁ) I+ 3ﬁPL] , (9.14c¢)
Vul?) = Vu(R) = BEI (9.14d)
et
A
) = {A(R) = (3,42)1 + 4,1(2)@) En, (9.15a)
t) = tV(R) = 3 BEn. (9.15b)

En introduisant (9.14c) et (9.15a) dans (5.42) et (5.43), on a :

h 1 1 A©) AW
R WY _ _ _
u=3 {3“ (A(m F2u©@ T D zum) 2 (w) T2 D ¢ zumﬂ BEn

(9.16)
b (5o — s ) (3@ + 44 3) .
2 9 A(0) A(2) 1 A
T4\ X012, T N@ 2@ ( - 73)
et
h A (0) A
- _r _ 1
[t] = 2Entr L[()\(o) T30 N 5 2 )3Bk
A0 A2 A
_ (2) (2
RO @@ B TS
200 1, B 220 () (9.17)
2O 12,0~ 2D 2,0
N 27(0),,(0) B 2)\(2)M(2) B i)
2O 12,0 T \@ 2, R3
A
2 = ) B +2(4 = u)(1 = ).

Finalement, les parameétres A et B sont solutions du systéme d’équations fourni par les

conditions aux interfaces :

[u] = u®(R) — ulV(R)

(9.18)
[t] = t?(R) — tV(R)
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En injectant (9.10a), (9.14a), (9.16) et (9.17) dans les équations du systeme (9.18), celles-ci

s’écrivent
A
(-4)-7
) 1 1 A
—Z _ (2) 2) 2
n 2{ (k(O) + %M(O) k@ 1+ %M(2)> [Sk +dp 33}
1 1
(1)
( TR §M<1>> SR8 (9.19)
k(©) k2 - 2,02 A
— 2 © 0 2 2# 2 (1- _3)
k) M() /f()JrgM() R
jAQ) kO —2,01)
— 2 (0 0 1 ilu 1 B}
kO) + M() /f()JrgM()
et
A
2 2 (1)
{31& )+ 4 >ﬁ} —3kMB
20 A
=4 - 3B
AO) 2,0 XD 4 2,1
1 (0) A2 A
+ ( - (363 + 4P =)
S o»
2\ 2\
+(0)u0_1M1)2B
27(0),(0) 222, A
A0 42,40 \® +2u(2)) (1~ @>
A
+2(u® = ) B+ 21 = p) (1 = 23]
S s h
ou 5 =R

A ce stade, tous les champs sont connus de fagon explicite dans le milieu, il est alors
possible de déterminer le module de compressibillité de I'inclusion équivalente en exploi-
tant la condition d’équivalence en énergie (7.21) ott Aw est donné par (7.41) et Aw,, est
fourni par (7.46).

Le calcul de Aw,, nécessite de rappeler que le tenseur d’Eshelby associé a ce probléme

s’écrit sous la forme

3k 6(k® +2u3)

esh __
S = 5 1@ T 530§ 40)

(9.21)
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'introduction de I’équation (9.21) dans I’équation (7.45) et en utilisant les conditions aux

limites définies par (9.6), on déduit

A wey = 2R3 (E)? ! : (9.22)

1 + 1
3(kle =k 3s()+4u()

La détermination de Aw est réalisée en substituant les expressions (9.13a) de o®),
(9.10a) de u® et (9.6) de ul® et en introduisant o® = 3k ET dans (7.41). Aprés
intégration, on a :

A
A w=2rR*(E)? (4u® + 35®) =5 (9.23)

En injectant dans la condition A w =A we, les équations (9.22) et (9.23), on obtient le

module de compressibilité x(°? de I'inclusion équivalente

® 4 4,®) A
o _ o, BrP+4p?) A 24
K K+ 3(1-2) (9.24)

ol A est solution du systéme d’équation (9.18).

9.2.2 Module effectif et applications

Le module de compressibilité de I'inclusion équivalente étant donné par (9.24), il s’agit
de déterminer le module de compressibilité effectif du matériau hétérogene avec interface
imparfaite. Rappelons que ’ensemble inclusion et interface imparfaite étant remplacés
par une inclusion équivalente, nous sommes ramenés a 1’étude d’un matériau hétérogene
avec interface parfaite. On choisit alors de déterminer le module de compressibilité effectif
en utilisant le schéma autocohérent généralisé. Ainsi, en s’appuyant sur le résultat de

Christensen et Lo [22], le module de compressibilité effectif est donné par :

Co
1
+

/Q(EQ) —5(2)

K =r® 4

(9.25)

3(1—co)
3/{(2) +4M(2)

ol cg = ¢(1 + h/2R)? est la fraction volumique d’inclusion équivalente.
Le modele a trois phases (inclusion, interphase et matrice) est le résultat de référence

de ce probléme, il est donc intéressant de comparer (9.25) avec celui-ci. Le module de
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compressibilité fournit par le modele a trois phases est donné par (cf. p. ex. [52]) :

c(1+9)?
3(1—c(1446
o ( (+4u<)2>)

(9.26)

avec
C1

1 _I_ (1 Cl)
,L;;(l) ,L;;(O) 3)4.;(0)-|—4p,(0)

(9.27)

ot ¢; = R/(R+ h). Les figures (9-2), (9-3) et (9-4) proposent une comparaison entre

K* / IJ(2>
6—

log;o(H°/p(2)
N
10 20

[TT T T TT1
-20 -10

° Modéle proposé

Trois phase

- en fonction de logw(u(g;) pour § = 0,001.

Fi1G. 9-2 — Evolution du rapport = .

les modules de compressibilité donnés par (9.25) et (9.26) pour différentes épaisseurs
d’interphase. Les coefficients de poisson considérés sont vV = 0.2, v = 0.35, et V(O) =
0.3; le contraste entre les modules de cisaillement des phases 1 et 2 a été fixé a “ =10
et la fraction volumique d’inclusions a été prise égale & ¢ = 0.4. Les figures (9—2), (9-
3) montrent que les deux résultats se confondent lorsque § = 0,001 et § = 0,01. Les
mémes résultats different légerement lorsque 6 = 0,1 (cf. Fig 9-4) et notamment pour des

interphases plus rigides que la matrice.
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log;o(KO/p?)
I O
-20 -10 0 10 20

° Trois phase

Modéele proposé

;E;) en fonction de loglo(/;i—g)) pour § = 0,01

=

FiG. 9-3 — Evolution du rapport

2
log;o(KO/n@)
[TTTT]TTTTT]TTTTT]TTTTT
-20 -10 (0] 10 20
Trois phase
° Modéle proposé

*

FiG. 9-4 — Evolution du rapport ;EQ) en fonction de loglo(%) pour § =0, 1.
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9.3 Module de cisaillement effectif

9.3.1 Module de cisaillement de I’inclusion équivalente

Il s’agit maintenant de déterminer le module de cisaillement de I'inclusion équivalente.
Pour ce faire, on considére de nouveau la microstructure représentée a la figure 9-1 et on

impose cette fois des conditions aux limites de type cisaillement simple :

wW(x) = Er, ul(x)=—-FEy, u2x)=0, x¢cadf (9.28)

Yy z

ol E est une constante non-nulle. La forme générale du champ de déplacement dans le

milieu est fourni, par exemple, par Christensen et Lo [22] :

u® = U () sin? 0 cos 2, uY) = U (r) sin 6 cos 0 cos 27, u) = U (r)sin0sin 27, (9.29)

ou l'on a introduit un systéme de ccordonnées sphériques, tel que

[ 2
+
r=/a?+ i+ ai, fanf = YL T2 pan o= 2L (9.30)

X3 X2

et ou U (r),Ue(i) (r) et Uy(i) (r) sont des fonctions scalaires définies par

. O OO 5 _ 5,0 D)

() = AD,p _ OV p@),3
U (r)=A%r 1_21/(1.)3 r°+3 " -1—1_2]/(1.) 2

| O ot pl)

() — A, LAY o 5 (9.31)
Ua (7") AWy - 2y(i)B T 2 o + 2
U (r) = U3 (r)

avec AW, BO_ 0 et DO des constantes & determiner par les conditions aux limites
et par les conditions de discontinuité du vecteur déplacement et du vecteur contrainte a
travers l'interface entre le matrice et I'inclusion et v est le coefficient de Poisson de la
phase i (i = 1, 2). De fagon équivalente, le champ de déplacement (9.29) peut étre exprimé
dans le systéme de coordonnées cartésiennes comme suit :

7 — A4y o po
O A B

— 1 2 4
L =20 e (9.32)
B 7100 g 3 _¢v DY
+ Bigningni( 1—200 T 1— 200 p2 * r4 )
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En utilisant le fait que le déplacement est nécessairement fini au centre de I'inclusion
(r =0), on obtient :
CH =0 et DW=0. (9.33)

Par ailleurs, les contitions aux limites sur le contour 02 (r — oo) permettent de déduire :
A® =1 et B®=0. (9.34)

En introduisant (9.33) et (9.34) dans (9.32), on obtient une expression du champ de

déplacement dans chacune des phases

@  p® 3 0O @)
@ C
U, " = Ezknz (T + 27 - 2’]“_4) + Eijninjnk <1 — 2]/(2) 7”2 +5 7"4 ) (935&)
— 4, _ 1)
1) _ (»0 A 1),.3 7—10v 1),.3

Par dérivation, le champ de gradient de déplacement s’écrit, dans la matrice :

il = By (1 - 2? + 2%?) + Eygniny (10% - 6%?) (9.36)
+ Eijningngny (—%% — 35¥> + E;n;ny <ﬁ$ — 10¥>
(1 _?;V(2) C;(;) 511(52)) Eijnin;o
et dans l'inclusion :
u,(ell) = (AW — I:—;LZEEB(I)TZ)E” — 2::—;11;83(1)7“2Eiknml (9.37a)
71__1—205((11)) W2 Bongng + 71__1—20;((11))3(1)7‘2Eijnmj5kl (9.37b)

On en déduit le champ de déformation dans chaque phase,

D ) 1 D®@ 12 C®
e = B (1255 255 ) 5 (Bunin + Bann) (205 + )
r T

2 rd 1—2v@) ¢3
(9.38)
15 (C® D® 3 ) D®
+ Ejjningngm (—1 —o,® 5 35 p; > + (1 —5,@ 3 +5 ;" ) Eijnin;op
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— 4@ 7 — 1000
(1) _ 4 [ 1),.2 v 1),.2
60 (1),.2
_ —1 — 2y(1) B\ (Ezmmk + Elknznl) (940)

La loi de comportement de chaque phase, caractérisée par le tenseur de rigidité C® défini

par (9.1), conduit & 'expression du champ de contrainte :

c® D@ @
U]g) S )( 6Emnznj )(Skl + 2H {Ekl (1 _ 2—r5 + 2?)

DO 6O C(2>)

+ (Egning + Eyning,) (10 5 + 1— 92,2 3

5 OO D (9.41)
+ Eijnmjnknl (— 1 21/(2) 7“3 —35 5 >
5 — 4@ 0®2) D@
(1—2y<2> PR )E“""”jé“}
nl—4
oy = kO (21BYr?Eynin;) o + 2pM{(AY — BY 1—;() ) Ei
—2v
6V(1) @),.2 4V(1) .2 5 (942)
_ mB T (Elmmk + Elknlnl) + mB r Eijnmj k:l}
Et le champ de vecteur contrainte dans le milieu en découle :
(2) D@ 10+ 20® Cc®
@ _ g2 @ _ R
t,) = —6k = Eijningny + 2p [( 20 = T, 3 )Ezjnzn]nk
D®  2(1+.,@)C® (5.43)
+ Euny | 148 T e ]
tl(l) = 21kM B2 B inim ny
7+ 2,0 2,1 (9.44)
W _1T2 O, — 27 pgM2p oo
+ 2u1 l(A T2, ) Eqgn; - 2y(1)B r Ewnmjnk]

L’introduction des différents champs dans les conditions d’interface (5.15) et (5.24)
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conduisent & la condition de saut de déplacement :

h 1 1
5{( A0 42400 XD 2,40
7+ 4
1 —201)
1 1
AO) 2,00 \®) 4 2u(2)) (
D@ 84+ 42 CO
BT 120 B

[u] = ) (n.E.n) n[21sY BY R?

+ 2M(1)(A(1) _ B(l)R2)]

(2)
n.E.n) n[—6m(2)%

+(

+2uP(1 - 12

9.45)
1 1 7+ 20 (
1 1 ) D@ 2(1+v3)C®
+ (W — Wﬂu( J(1+8 IE t 15,0 75 J[En— (n.E.n)n|
2@ AW 21 — 24
_ _ A 2 2 p() Rp2
()\(0) 2.0 A 2,u(1)) (n.E.n)n(—AY + 5,0 BYR?)
A0 A2 D@ 4442 O
_ ()\(0) 50 ~ T 2,u(2)) (n.E.n)n(—1+ 12 75 + = 2,0 7
et a celle de saut de contraintes :
h 20 A
= —— — 1) (1) p2
=3 Qo0 o/ B R
7+ 40
+2uM(AM — %Bmm)} [E.n—2n(n.E.n)
20 A2 c®?
+ (0) 0) )2 2 )[_6’%(2)_3
A0+ 24 A2 242 R
D@ 84 43 C®
+2uP(1 - 12 g + 5,0 B ) [E.n—2n(n.E.n)
27(0),(0) 221 (M) 212400
3O F 20 BRSO 2@ —AW 4 BTN BYR )J[E.n—2n(n.E.n)
22(0),(0) 202, D@ 4442 0@
BASYO T 2.0 @ 2M(2))(_1 +12 = T 10,0 B J[E.n—2n (n.E.n)
— 3200 14 — 140
+ (1 — N [E.n(-3AY + %B(DRQ) +4(n.E.n)n(AYV — — (”1) () R2)]
—2vu —2v
44+ 402 0@ D@ D@ 3 )
0 _ ,® _ _ _
+ (1O —p NEn(— 5 + 1605 —3) +4(nEn)n(l - T—r — — 5 —-)]}

Finalement, les paramétres A, BM, C®? et D® sont solutions de (9.18) qui conduit
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dans le cas présent aux quatres équations suivantes :

2 2 1
3 C()+5D() _7—10u<>B(1)R2
1—20@ R3 RS 1— 2,0
h ( 1 1 ) —6r(C2
T 2RI\ MO 200 XD +2u@ ) | o) (1 — 1222 4 B Cé?)

( 1 1 > 211 B R?

_|_ _

0) (0) (1) (1) (1)

AO) 42 AL+ 24 oM (AW — Laav) BWR?2)

o (L LN (q. D 24200 (9-47)
o T )T T e
1 1 7+ 200
EDWON S 1) _ L2V 7 paype
2 (M(m u“)) (A = R)
A A® D@ 414, 0O
- ()\(0> 2,0 T O +2M<2>> e ey
0 1 1
(A0 AN g 22 ey
2O 12,0 XD 12,0 1— 2,0
D@ c® 7 — 4D
o SV T L q) LT gy 2
(1 20 +2R3) (AW — — 5 BYR?)
2) V(z) 2) 9.48
_n [ (a5 -1) (14 s22 + 22550 .
B+ (g -1) (a0 - %B 1>R2)
DR 949,02 Q?) 7 + 2,1
2,u(2) (1 + 8 5 + 1 + 21/(2) 03 - 2M(1) (A(l) — %B(I)TQ)
T — 44U T — ZlU
_h 22(0) ,(0) 202, ) 44+ 42 0@ 12D(2)
A 200 0120 ) [\ T T T s T
4+ 43 CO D®
+ (p© ){ o, 5 T 163
A2 2 D® 84+ 4,2 ©®)
o + 2u(0 O+ 2,u(2)> [_65(2)7 +2u® (1 - 12 R —+2lj2) r3 ﬂ}
(0 1 1 1
B ﬁ{ 200, 220 (V) a2 240/ >B(1)r2
R\ O 4240 @ + 2uM) 1 — 92,1
35 — 3201
1 1),.2
(0 =) |34+ B0
AW 7+ 40
_ ()91 g1),2 W (g0 _ LT pay,2
+ ()\ T2 A0 +2M(1)> {Fa 21BYr 4+ 24 (A T 2y(1)B r )1}
(9.49)
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c®) D@ 10+ 20@ 0® 2,(1)
I C) i @ (_ _ 1 _9,m_=2 | g1),2
6K 3 +2u ( 20 p; + T —2,@ 3 ) [21/{ 21 ] BYr

_E{_ N0+ 2,0 2@ 42,2 )\ T T 1202 42 4
D@ 6 olt)
0 _ @ _ _
+2 (p = ) [2 W — ]
( A0 &) ) 6L
_ _ ; !
O +20 AR+ 240 )| 92 (121288 4 S22 00)

h 20(0) 1, (0) 221 (M) a , 21— 2411 1.2
“r2 50T 21 D 12,0 ) | 1—2m 7"

28 — 28,1
0 1 1 1)..2
+2(M()—M())[(2A()_m (1) )]

0 1 1
_5 ( A0 AW ) {/41)213(1)7‘2 + 24 (A(l) _ L“‘V(;B(l)ﬁ)]}

2O 1240 D 1 2,0
(9.50)

Les champs de déplacement et de contraintes étant entierement connus apres la réso-
lution du systéme constitué par les quatres équations (9.47), (9.48), (9.49) et (9.50), il est
maintenant possible d’utiliser (7.21) de manieére a déterminer le module de cisaillement
de l'inclusion équivalente. Il s’agit de calculer Aw,, donné par (7.46), il vient :

4 R3¢? 1

3 1 3(k®+2u(2)
2(/1,(6‘1) _M(2)) 5(3[@(2)4—4“(2))“(2)

A Weq =

et Aw donné par (7.41). En utilisant les conditions aux limites (9.28) et en introduisant

les champs de déplacement (9.36) et de contraintes (9.41), on obtient :

Aw

dme?RP [ 12 5 (5 —H2+ 68V C®
= ——KrY +
3 5 5(1—-20@) [ RS

L’égalisation de Aw,, fourni par (9.3.1) et de Aw donné par (9.3.1) permet de déduire
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Pexpression du module de cisaillement de I'inclusion équivalente. On a

1

(eq) — ,(2
K e+ e 3(x®)+2u)
a 5(35®+4p2) )

avec

a2 0 =524 680% OO
“ U5 H 51 —-20®) [ s

ott C® est obtenu par la résolution du systéme constitué¢ par (9.47), (9.48), (9.49) et
(9.50).

9.3.2 Module effectif et applications

Le module de cisaillement de l'inclusion équivalente étant déterminé, nous sommes
ramenés a 1’étude classique d’'un biphasé. Nous choisissons de déterminer le module de
cisaillement effectif en utilisant le modele autocohérent généralisé. En suivant [22], u* est

solution de I’équation :

o 1 _
A+ ) + B(+z) +C =0 (9.55)
I I
avec
2 ue
A= —[126¢7"% — 252¢°% + 50(7 — 120P 4 80P (|(1 — =)
I

eq

FA(7 — 100D [T + 5@ — 2L

4 — 5M(2)
L )

eq
B = [252¢7 — 504¢*3 4 150(3 — vP)v@ (] (1 — “—2)
1@
e (9.56)
= 3(7 = 150 [T + 50 — 2L~ (4 — 5
"
7/3 5/3 (2)2 pe
C = —[126¢"° — 252¢°7° + 25(7 — '9)7) (1 — (2))
0
e
— (7450 [~7 + 5@ — 2M(2) (4 —5u?)]

ou ¢ est la fraction volumique.d’inclusion.
Le modele & trois phases (inclusion, interphase et matrice) étant la solution de ré-

férence, il est intéressant de le comparer le résultat solution de (9.55). Le module de
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logyo(HC /K@)
L o
-20 -10 o 10 20

Trois phase

° Modele proposé

F1c. 9-5 — Evolution du rapport 44 en fonction de log /@ pour 6 = 0.001
e 10\ ,;®

cisaillement effectif fourni par le modeéle a trois phases est solution d’une équation du
méme type que (9.55) avec des coefficients A, B, C' et D définis dans Hervé et Zaoui [52]
en posant n = 3.

La comparaison des deux modeéles est fournie par les figures 9-5, 9-6 et 9-7 pour
trois épaisseurs d’interphase. Les propriétés élastiques utilisées sont v; = 0.2, vy = 0.35,
vg = 0.3 et 3 = 10GPa. Le contraste entre les modules de cisaillement des phases 1 et 2
est ™M/ =10 et la fraction volumique d’inclusion est égale a 0, 4.

Les résultats montrent de nouveau une bonne concordance entre les deux modeéles
notamment & faible épaisseur d’interphase (Fig. 9-5). Lorsque I’épaisseur augmente, on
constate un bon accord pour des interphases souples (Fig. 9-6 et 9-7), les résultats sont
légérement différents pour des interphases plus rigides. Dans ces derniers cas, il serait

nécessaire d’utiliser un modeéle d’interface d’ordre plus élevé.
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l0g;0(KO/ 1)

° Modéle proposé

Trois phase

F1G. 9-6 — Evolution du rapport 45 en fonction de log /@ pour 6 = 0.01
e 10\ ;@

e /u®

log0(HO/H(2)
[T T T T[T T T T [T T T T T TTT1]
-20 -10 10 20

o

Trois phase

° Modele proposé

*

1%
e

F1a. 9-7 — Evolution du rapport en fonction de loglo(%) pour § = 0.1
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Chapitre 10

Propriétés piézoélectriques effectives
d’un composite fibreux avec

interfaces imparfaites

Dans ce dernier chapitre, il s’agit de déterminer les propriétés piézoélectriques d’un
matériau composite a fibres avec interfaces imparfaites. On utilise la méthode de I'inclu-
sion équivalente et le modele d’interface établi au chapitre 7.

Ce chapitre est découpé en trois sections. aprés avoir présenté le probléme dans la
premiére section, on détermine les propriétés de 'inclusion équivalente. dans la troisiéme
section, les propriétés effectives sont calculées et comparées avec celles issues du modéle

a trois phases.

10.1 Position du probléme

On considére un VER d’un matériau biphasique (Fig. 10-1)constitué¢ d’inclusions cy-
lindriques (phase 1) plongées dans une matrice (phase 2). Les deux matériaux constitutifs
étant supposés piézoélectriques linéaires, leur comportement est décrit par les équations
(6.1) et (6.2). En outre, la direction longitudinale de la fibre, notée m, est paralléle a la
direction x3; ainsi m = (0,0,1)7.

Le probléme couplé est résolu en imposant des conditions aux limites de type défor-
mation et champ électrique uniformes au contour. En suivant Benveniste [5], [7] et [§], le

chargement électromécanique est décomposé en :

139



R
\\>n\ / Interface Imparfaite [¢], [dn)], [u], [t]

\_/ -
Qq 4
X2
° Qp W=Ex ¢°=—-e"x(0Q)
V4

(=)

F1G. 10-1 — Détermination des propriétés piézoélectriques effectives : micrsotructure étu-
diée.
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— un premier probléme ou l'on impose une déformation plane uniforme et un champ

électrique uniforme dans la direction m :

uf Enw Eip 0 T
Ug - E12 E22 0 To 5 QOO = —631’3 (101)
Ug 0 0 E33 x3

— un second probléme consistant & imposer une déformation antiplane et un champ

électrique uniforme dans une direction perpendiculaire a la fibre :

Ucl) 0 0 E13 T
uy | =1 0 0 Fy Ty |, ¢° = —elz —esmy (10.2)
ug Ei3 Ey 0 T3

Comme ’a montré Benveniste [5], le premier probléeme se raméne & un probléme pu-
rement élastique tel que celui étudié au chapitre précédent. On se consacre donc a I’étude
du second probléme qui va nous permetttre de déterminer les modules piézoélectriques
effectifs Cj,, M7, et 1155.

Enfin, on suppose que l'interface entre la matrice et I'inclusion est imparfaite et est

décrite par les équations (6.13), (6.14), (6.15) et (6.16).

10.2 Propriétés de I’inclusion équivalente

En considérant les conditions aux limites (10.2), les composantes non nulles du champ

de déplacement et du potentiel électrique s’écrivent :

uy’ = w™ (21, 22) (103)

") = o) (21, 2,)

ou r = 1, 2 fait référence a la phase considérée. On en déduit en utilisant leurs définitions

que le tenseur de déformation et le champ électrique sont donnés par :

0 0 wy o
eW==1 0 0 wy |, a=—]|¢y (10.4)
wff) w0 0
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et les lois d’état (6.1) et (6.2) permettent de déterminer les composantes non nulles des

champs de contrainte et de déplacement électrique :

_ 0w + DY)
7),(7) (r), (r)
o! =Cywy +105 ¢
13 44 15 (10.5)
dy) = 5w — MY

4 = WD — My

Il s’agit maintenant de déterminer w et ) qui, par les équations d’équilibre et de
Maxwell, vérifient :

Aw™ =0, Ap™ =0 (10.6)

Les champs w() et ¢ peuvent étre exprimés & partir de la partie réelle de deux

fonctions potentielles complexes W) (2) et &) (2) telles que
w™ =Re ¥ (2), o) =Red) (2) (10.7)

otl z = x1 + izo. Dans des régions annulaires, U (2) et ®) (2) peuvent étre développées

en série de Laurent :

T(2) = a* Inz + Z al"2*, o) (z) =" * In 2 + Z b\") (10.8)

k=—00 k=—o00

ot a*, p* a,(:) et b,(f) sont des constantes complexes a déterminer. Sans perte de
généralité, on choisit U (2) et &) (2) telles que Ej3 = 0, e; = 0 et on se limite & deux

termes dans la série de Laurent, il vient :
() _ (r _ A p0l pm )
U AY +A O(2)=i|B{-+B'z),z€Q (10.9)
z

ou les constantes réelles A(f%, AY), BY} et BY) doivent étre déterminées. Pour ce faire,
on va utiliser les conditions aux limites et a l'interface.
Du fait que le déplacement et le potentiel électrique sont finis au centre de la fibre

(| z|=0) , on déduit immédiatement :

AY = W — g (10.10)
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Par ailleurs, les conditions aux limites sur le contour imposent :
2 2
6&3) ’MHOO: E237 Gg ) ||z\%oo: 68 (1011)

et 'on a:

AP = —2F,;, B? = ¢} (10.12)

L’injection de w™ et ™ dans (10.5) permet de déterminer les expressions du champ

de vecteur contrainte et du déplacement électrique normal dans chaque phase. On obtient :

) @
- AL B
t;(f) = _72 (Cﬁ) 7“21 2044 Eas + H_%)‘ + H§5) 2)

) 73 (2 A%) (2) 170 B ) 0 1oL
d;) = T 5 z 2155 By — My 2 My ey
et
1D = % (_Cﬁ)A(l) _ H%)B(l))
1 _ T2 1) 4(1) (1) p(1) (10.14)
dp = 2 (- A0 + mP BY)

Les champs qui viennent d’étre déterminés sont ensuite insérés dans les conditions
d’interface (6.13), (6.14), (6.15) et (6.16) en faisant appel aux opérateurs A, B, C et D
définis pour les matériaux isotropes transverses. Finalement les équations (6.13), (6.14),

(6.15) et (6.16) conduisent respectivement a

A®)
- (2) _ 1
oA A
h Ml(?) Ml(i) (1) 401 (1)
+ﬁ[<M(o>C<0) 0~ MO (‘C AW — 1137 B¢ )>
11 Cag” + 15 11 Gy’ +
0(2)A
_ MY M ot — 205 By
My +mP* M eR +ny? BB L e (10.15)
Hg%) H%) (1)
+ - ( Y A® + M B())
0 0 0)2 1 1 1)2
MTCE I MDC 1D
71 @ HE?A@) 21'[15 By,
15 15
o 0) ~(0 02 2,2 A2 2)2 (2> @ ]
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@
B @ _

1
B =-BY
0 1
h Iy gy W) 1 pa)
[ © L 02 oA e | ("G A — g B
3R 000 1% Dol 4+l
Hﬁ%) H%) cf Rz — 205 Eng
B 0) ~(0 02 2) ~(2 2)2 2)
MPCH +uY? Mo+ @%@ (10.16)

(1) (1) (1)
— VA0 g )
0 0)2 1 1 1)2 15
MY + 1R Mycy) + 1o
2
N — 21 By

2) B®) ]
M11 ? - Ml(l)eg

0 2
Cid 054)
0) ~(0 0)2
MYCE + Hg5) MO + 10

Cs cy (

A B®
2 2 2 — 2 2 1 1
= (H( o I AY - ML - P B = (~PA® 4 M) BO)

h A(Q)
- oA (1) - 1) A0+ (1) - ) (—ﬁ — 2By (10.17)
(0) WY pa (0) 2) B%
- (Mll _Mll)B()+<M11_M11) R2 +ey ||}
AQ) B
- <C44 =+ cpA? + 1P —L = +1 B
= (—cfAn — ) BW) - — (o - o) A
A®) (10.18)
+ <Cﬁ) - Ci?) <—ﬁ - 2E23)

+

}

© (1) © ) BY)
<H15 — 15 > BY <H15 — 15 ) N2 + )

Ces quatres équations (10.15), (10.16), (10.17), et (10.18) permettent de déterminer les

quatre constantes Agl), A(_Qf, By,

1 2
B,

Les champs sont & ce stade, entiérement connus, il est alors possible d’utiliser la condi-

tion (7.21) de maniére & déterminer les propriétés de l'inclusion équivalente. Il s’agit de

calculer Aw,, donné par (7.57) et de Aw donné par (7.56).

Le supplément d’énergie Aw,, est obtenu en utilisant les définitions suivantes de Z°,
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F®_ Fled)

V2E3,
70 = ’
0
—68
202 0 0o vorn®
) _ o 20¥ Ve oo _
o van) My o |
Vom0 0 -y |
205, 0 0 V2II,
e) 0 205, V2II5, 0

0 VaIlgs MY, 0
VA, 0 0 —Mj

et, pour une inclusion cylindrique, le tenseur d’Eshelby s’écrit :

1000
g_ 0 % 00
00 % 0
0004
1l vient :
TR21/2
A Weq = /

CouMy + Cyu Mg, + Cf Mgy + TR + 112 + 215,115 + CF MY
# [B(~CD°ME — CD° M, + 0L COME + Cp, 0D M

-n®'cP —omgn@c® + 0l c + 2H§?2024>E§3

+8(C5 I MY + CPIE MY — 20115 M — C5 11 M

- H§25)H§52 + 044)1_[15 My, + H )E23€g

+2(~1052 M — oM MEP + 0P M 4 om1g, 1 u?

e e e e (2 2 2)2 2
- C’44 MllMl(l) - 21—‘[152‘]\411 + C(44 11) + Ml(l)H§5) )Gg ]

4@ g®

(10.19)

(10.20)

(10.21)

(10.22)

(10.23)

On peut montrer que R; et —5, solutions du systéme (10.15), (10.16), (10.17), et

R2 )
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(10.18), peuvent étre obtenus sous la forme :

AQ) B%

T = @l +bef, —

ou a, b, ¢ et d sont les fonctions des paramétres des matériaux. Cette remarque permet

d’écrire le supplément d’énergie Aw de la fagon suivante :

R2
(10.24)

+ Egg(—4ac4i> — 4cn§25)) + 632(2bn§? —2dM?)}

En posant 1’égalité entre Aw,, donné par (10.23) et Aw fourni par (10.24), on obtient
un systéme de trois équations duquel on déduit les modules piézoélectriques 1I5., Cf, et

M7, de Tinclusion équivalente. Ces équations s’écrivent :

2
) o 1o 2) 1 e 2)2 - J—r 2) (2
C’44]\/[1(1) + Ci M7 + O§4)M11 + Hg5) + 1152 + 2H15H§5) + Ci4)M1(1)
e e 2 2 2)2 e (2 2 10.25
(— H152M11 — Cy M7 M 1(1) + 024)M1(1) + 2H15H§5)M1(1) ( )

(2) 7 re 2 e e e 2)2 2)+(2)2 2 2
- 044)M11M1(1) — 201§, 2 My, + 044M1(1) + Ml(l)HgS) ) = 2ng5) - 2dM1(1)

8
O, M3 +024Mﬁ+044 "My + T2 + T2 + 211, 11 + O MY
(~C M — @My + o, O M + Ci, O M (1026)
-n® 042 —ong e + 1 C 1 an?°cy,) = —4a02 — i1
8
C5, M +Cz4Mf1+Cii)Mf1+H§5’ + 1152 +2Hi5H(2)+Ci?MS’
c @M + e Me —2c@neME) — cpn? g, (10:27)

2 e e
- H§5)H152 + 044 H15 My + Hg&s) ) = _45044 (2a - 4d> 15 - 2CM1(1)

10.3 Propriétés effectives et applications

Les propriétés de I'inclusion équivalente étant obtenues, le probléme se rameéne & ’étude
d’un composite biphasique avec interface parfaite. Pour le probléme de Piézoélectricité, on
adopte le schéma autocohérent généralisé proposé par Jiang et al. [59]. Ainsi, les modules

M7, II75 et C}, sont solutions d'un systéme constitué de quatre équations dont seulement
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trois sont indépendantes. Les quatre équations s’écrivent :

2[RI(1 — P) + RyP(CiuQa — TT§5Q2) — 2(R; — RY) P2(C,Q3 — I155Q1)

= Q1Q1 — Q2Q3

— (B3 — R})P3(C44Qa — I5;Qn) + [RY(1 — Py) + R3PyJ(C5Q5 — TT{5Q1) = 0
— [Ri(1 = P1) + RyPA(IT55Qa + MfyQ2) + (R — RY) P(IT35Q5 + Mf,Q1) = 0
2(R; — RY)P3(I13;Qq + M7y Q2) — 2[Ri(1 — P1) + Ry Py(IT55Q5 + M;) Q1)

= Q1Q4 — Q203

(10.28)

ol Ry et Ry sont tels que ¢ = (Ry/ R2)2 et ou les parameétres P; et (); sont donnés par :

2 2
(CF) + cHMY + @ + niHn?

P = <2> 2?2
2(Cyy M11 + 15 )
2_ngM9_n@Mg
- 2
20 MY + 1Y)
(e)17(2) (e) ~(e) (10'29)
) = C’44 1_[15 - 1_115 044
- 2
20 MY + 1)
}%_UM?+Mﬁxﬁ%uH%+H%m%
- 2
20 MY + 1)
<@?cm%m-na@%wm%a
+ M — 1) R2P + (1) 4+ 113, R2Py
( (2) 4)R2P2 + (044 + C'44)]“22]32
+ () — TI55) R (Py — 1) + (11 + IT5) RSPy (1030)
<mz mamua—w+m%+ngmﬂa
— (M® — My)R2Py — (MP + M) R3P;
aﬁ [15) R2 Py + (11 + I1}5) R3 Py
— (MY — M) R3(Py — 1) — (M) + M;,)R2P,

Les résultats obtenus sont comparés avec un modéle & trois phases obtenus de facon

itérative en utilisant (10.28), (10.29) et (10.30) deux fois :

— pour obtenir les propriétés de I’ensemble inclusion + interphase, noté 10, en faisant

les remplacements e < 1, 2 < 0 et * < 10.
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— pour obtenir les propriétés effectives par le remplacement e « 10.

Les deux modéles sont comparés en considérant les parameétres matériaux suivants :

oWy o
C\Y =353 Gpa, 9 = 244 D) — 24
2 10

H(l)

H%) =10 C/m?, H§2) _ 1_105

1 1
Ml(l) (2) _ M1(1)
2 ) 11 10

MY =151 nC?/Nm?, MY =

c=04.

Les Fig 10-2, 10-3, 10-4, 10-5, 10-6 et 10-7 présentent les évolutions des modules C,, M7,

et II; en fonction de Hg%) pour deux épaisseurs d’interphase § = Ril = 0.001 et 6 = 0.01.

Ces résultats montrent une trés bonne concordance entre les deux modéles.

0
Iy
[TTTTTTTITTTITT[TT7T]

-10,000  -5,000 0 5,000 10,000

e Modéle proposé

° Trois phase

F1G. 10-2 — Evolution du module Cf%, en fonction du module Hg%) pour 6 = 0.001.
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F1G. 10-3 — Evolution du module Cj, en fonction du module Hg%) pour 6 = 0.01.
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F1G. 10-4 — Evolution du module M7, en fonction du module Hg%) pour 6 = 0.001.
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F1G. 10-5 — Evolution du module M7, en fonction du module Hg%) pour 6 = 0.001.
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F1G. 10-6 — Evolution du module IIj; en fonction du module Hg%) pour ¢ = 0.001.
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F1G. 10-7 — Evolution du module IIj; en fonction du module Hg%) pour 6 = 0.01.
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Conclusion générale et perspectives

Ce travail de thése contribue & la modélisation des interfaces imparfaites et des effets
de ces derniéres en mécanique des matériaux et des structures. Cette contribution est

triple :

- Tout d’abord, une approche systématique et indépendante de tout systéme de repére
a été élaborée pour modéliser les interfaces courbées. I’avantage principal de cette
approche est qu’elle ne fait appel a aucun systéme de coordonnées curvilignes et peut
se traduire facilement dans un systéme de coordonnées cartésiennes. Par conséquent,
elle est tout a fait compatible avec la méthode "level-set" qui est numériquement

trés puissante pour traiter les phénomeénes de surface et d’interface.

- Ensuite, & partir de la configuration de base o une interphase d’épaisseur h uniforme
est située entre deux phases, ce travail a abouti a 'établissement : (i) d’un mo-
dele d’interface imparfaite thermique dont le degré de précision est de 0(hY) avec
N > 1 quelconque; (ii) d’'un modele d’interface imparfaite élastique dont le degré
d’approximation est de 0(h") avec N > 1 arbitraire; (iii) d’'un modeéle d’interface
imparfaite piézoélectrique qui est exact a une erreur 0(h) ou 0(h?) pres. L’idée sur
laquelle repose la construction de ces trois modeéles est de demander que le rempla-
cement de I'interphase par une interface imparfaite ne perturbe pas les champs en
question dans la zone de 'interphase et en dehors de celle-ci & une erreur fixée pres.
Cette idée a été réalisée grace au développement de Taylor. Par rapport aux résul-
tats existants dans la littérature sur la modélisation des interfaces imparfaites, les
expressions compactes caractérisant le modele d’interface imparfaite thermique avec
N > 1 quelconque & ’aide des formules de récurrence sont nouvelles ; le modéle d’in-
terface imparfaite élastique tridimensionnel avec N > 3 a été établi pour la premiére

fois ; le modele d’interface imparfaite piézoélectrique n’a jamais été proposé.

- Enfin, les effets des interfaces imparfaites ont été pris en compte par l'utilisation de
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la méthode d’inclusion équivalente dans la détermination des propriétés effectives
thermiques, élastiques et piézoélectriques des matériaux composites a inclusions et

a fibres. Ceci constitue une validation des modeles d’interface imparfaite établis.

Ces résultats contribuent en fait au développement de la mécanique des surfaces et
des interfaces.
A Tissue de ce travail de thése, de nouvelles perspectives sont ouvertes. Notamment,

nous pouvons citer les suivantes :

Le modeéle d’interface imparfaite élastique du degré de précision 0(h?) a été explicité
mais son interprétation n’est pour l'instant pas compléte du fait que de nombreux
termes interviennent dans le modéle. Une interprétation compléte du modele devra
étre surtout effectuée quand l'interphase est trés rigide par rapport aux phases

qu’elle relie.

Les modeéles d’interface imparfaite appliqués & I’homogénéisation des matériaux hété-
rogenes sont seulement du degré de précision 0(h?). 1l sera trés utile pour certains
cas de faire intervenir les modeéles d’interface imparfaite du degré de précision plus
élevé que 0(h?) dans 'homogénéisation des matériaux hétérogenes avec interfaces

imparfaites.

Les modeles d’interface imparfaite du degré de précision 0(h?) ont été appliqués a des
inclusions sphériques ou cylindriques dans une matrice. D’un point de vue micromé-
canique, il sera trés important de traiter des inclusions sphéroidales et ellipsoidales

dans une matrice

Les modeles d’interface établis sont tous linéaires. Quand une interphase non linéaire
se trouve entre phases non linéaires, le probléme de dériver un modele d’interface
reste entierement ouvert. L’extension de ’approche développée dans ce travail a la

résolution de ce probléme sera une des perspectives les plus importantes.

L’approche élaborée dans ce travail pour établir des modeéles d’interface imparfaite
pourra étre utilisée pour développer une théorie générale des plaques et une théorie
générale des coques. En particulier, ces théories permettront de retrouver la théorie

classique des plaques de Kirchhoff-Love et la théorie classique des coques de Koiter.
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Annexe A

Modéles d’interface imparfaite

thermique d’ordres 0(h%) et 0(h?)

A.1 Modéle d’interface imparfaite thermique d’ordre
0(h?)

Le modele d’interface imparfaite thermique d’ordre 0(h?) s’écrit par les relations sui-

vantes :

P, g5 KO) 4 P, giP: K©
[@]g{ [M ) h >] (A.1)

- [Pl( ) ¢ KW) + Py () qﬁf);K(Q))}

B2 [P2( ) gn ) K©) — Py(pl qﬁz),K(O))}
+[P2(90( ) g% K@) — Py(pl ),qn);K(l))}

PP, a0) = POV, a0 +0 ()

- [Ql(w(”,qﬁl LKD) 4+ Qi) g K
[Q2(¢(+)’ an; K@) = Qa(0 ), ar; K(O))]
+ [Qule, 6 K®) - Qu() 75 KW)]

h2 102, () (-) 3
+ |:Q1,1 ((10 7Qn ) Qll( >qn )] +0 (h )

(o), %’);K(O) ) g K(O)
[qn]ﬁ{ CICRY )+ Qile })} } (A.2)
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Gn
P =- — 8.V,
! nK.n 8-V

Ql - les(SvSQD) - divs (SQTL>

1
P2 = ’nK’an — 8. (VSPl + VSQOL)
o . Gn
=K [divg(S.Vsp) — divs (8gn)] — s. [VS <— e S.VSQD) + Vscp.L}
Pl(gz) = Kl( [leS(S V) — div, (s(i)qn)]
{ ( — s@).vsgp) + Vscp.L}

= {divs [S. (VsP, + Vsp.L)] + V4 (S.V4p) : L} — [div, (8Q1) + Vs(8qn) : L]

_ :divs [S. (vs {—annn - S.ngo} + VSQD.LH LV, (S.V,0) : L]

— [divs (s {divs(S.Vsp) — divs (sqn)}) + Vs(sqn) : L]

Q%) = |div, 8O, (v,d —— I O v ,l i vpL)| v, <S(O).Vscp>:L
’ L n.K9.n

_ [divs (5© {divs(s@.vs@) — div, (s7g,,) }) 4V, (s9g,) - L]
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A.2 Modéle d’interface imparfaite thermique d’ordre
0(h%)

Le modele d’interface imparfaite thermique d’ordre 0(h?) s’écrit par les relations sui-

vantes :

h [Pl(w‘ Jqn K )+P1(90(+),qu+);K(0))}
) T2 (-). g1 (). 12 (A.3)
[P KD) + Pue™), g K )
h2 [PQ( 7q51 )7K ) PQ( 7q51 )7K(O)):|
81 + [Pg(w(”,q% L K®) - Pg(w(_),qﬁf);K(l))]
h2
+Z[P1’1< e, glP) — P )7%(;))]
B3 [P3< (+) qn ,K(O)+P3( (-) ng)?K(O))]
+_
B - [P0, 6 K@) + P, g K W)
g [Pl(?él) (9,457 + PSP (o), qff))} A
TG O (=) () 0.2) () (+) +0 (A7)
_[PZ,l (90 ydn )+P21 (90 ydn )]
Q ,Qn 7K(0 +Q aqsl )’K(O)]
[¢n] = [ et : W ) (A.4)

2| - [l db ) K)o Qi K )]
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51 el k) - Q2<so<>q”K<”ﬂ
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HETR P 0.2)( (+) () +0 (A7)
[Q2,1 (), g5 7)) + QY (¢, g )]

165



ou

1
nK.n

_ 1 {div, [S. (Vs {—7%— — s.V,p} + V.o.L)| + V,(S.V,p) : L}
n.K.n — [div, {s[div,(S.V,p) — div, (5¢,)]} + Vs(s¢s) : L]

Py = Q2 — 5. (VP2 +2V,P.L + 2V p.L?)

Vs (ﬁ [d1V5<SV390) — divy (Sqn)] - 8. [V ( nKn - S VSSO) + V. L})

— S.
+2V, (=2 — s.V,p) .L +2V,p.L?
P%) =P o P
1 i
- — 5= QY — (v P9 4 ov, PO L + 2ng0.L2>
n.

1 { [divs SO (v, { ~ g — 80.Vap} + VL) | + 7, (89.9.0) 1 L] }

nKOn - [divs(s“') {diw(s@.vsso) div, (s”gn )}>+Vs(8(i)qn>‘L]

V( n'Kl(,.).n.[divS(S(i).ngo)—divs (smqn)] )
_sO | 7

— s, [Vs <— dr— — s(i).Vs<p> + ngo.L]

nKO.n

12V, (—ltrs = 80.V,p) L+ 29,017

P%) =P o P
B 1
 nKOn

1 { [divs [S(O)- (Vs {—Mg’(‘-) - s(“.VSQO} + V0. L)] TV, (S(O) 90) :L} }

- nKOn — [divs (s {le (8. Vp) — div, (sWgy, )}) + V(5" an) 'L}

v Tl(o)n [divs(S(i).ngo) — div, (s(i)qn)]
T\ =50, [V, (—m — 80.V) + Vep L]
— 50, ngo> L+ V, (—

P =50, (Vst,Of“ +v,POL+v,PYL+ 2ngo.L2>

_ 50

+V, ( - s(i).V5<p> L +2V p.L?

dn
n. K(O) nK®.n

166



Q3 = div, [S. (VP2 + 2V, PL.L 4 2V,0.L%)| 4+ 2V, [S. (V,P + Vp.L)] : L (A.5)
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