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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt ♣♦rté à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r P✐❡rr❡ ❉✉❤❛♠❡❧ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r②✱

❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ▲✉❝ ❱❛♥❞❡♥❞♦r♣❡ ❡t ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❍é❧❛r❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs

❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏✬❛❞r❡ss❡ t♦✉t ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉ Pr♦❢✳ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❍é❧❛r❞ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛❝✐❧✐té

❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❲❛❧✐❞ ❍❛❝❤❡♠ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡

♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡ ✸ ❛♥♥é❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛ssé❡s ❡♥ ✭❣r❛♥❞❡✮ ♣❛rt✐❡ à ❖r❛♥❣❡ ▲❛❜s ❡t ❡♥

♣❛rt✐❡ à ❙✉♣é❧❡❝✳ ❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❡t ❧✬❛❝❛❞é♠✐❡ s✬❡st ré✈é❧é êtr❡

très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t✳ ❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❖r❛♥❣❡ ▲❛❜s ♣♦✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ✜♥❛♥❝✐❡r ❛♣♣♦rté✱ ❡t t♦✉t

s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ✈♦②❛❣❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❛❧❧❡r ♣rés❡♥t❡r ♠❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ❡t

♣❛r❢♦✐s ❛✉ss✐ ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠♦♥ éq✉✐♣❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠ ♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡

❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡ q✉✬✐❧s ♦♥t s✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ▲❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s ♠❡♠❜r❡s

❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ à t♦✉s ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡

❜✉r❡❛✉ s✉❝❝❡ss✐❢s ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✐té ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ◆✐❝♦❧❛s ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés✱ ▼✐r❡✐❧❧❡

♣♦✉r s❛ ❣é♥ér♦s✐té ❡t s❡s s❛♥❞✇✐❝❤s ❧✐❜❛♥❛✐s ✿✲✮✱ P❛✉❧ ♣♦✉r s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t✱ ▼✐❝❤❡❧✱ ❆❣✐s ❡t

▼❛ss✐♥✐ss❛ ♣♦✉r ❧❡ ♠❡❧t✐♥❣✲♣♦t ❝✉❧t✉r❡❧ ❡t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡♥ t♦✉t ❣❡♥r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛✉s❡

❝❛❢é ❞❡ ❧✬❛♣rès✲♠✐❞✐✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❋ré❞ér✐❝ ♣♦✉r ♥♦s q✉❡❧q✉❡s ♣❛✉s❡s ❞✉ ♠❛t✐♥✱

s♦✉r❝❡s ❞❡ r❡✲♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❙✉♣é❧❡❝ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡

q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs ♣❛r ♠♦✐s ❀ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ▼❛r✐❛♥❛ ❡t ❞❡r♥✐èr❡♠❡♥t

❆t♦♦s❛✳✳✳ q✉✐ ♠✬❛ ❣❡♥t✐♠❡♥t tr❛♥s♠✐s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♦✛r❡ ❞✬❡♠♣❧♦✐ ❝❤❡③ ❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❆♥t♦✐♥❡✱ ❘❛♣❤❛ë❧ ❡t P❛❜❧♦ ♣♦✉r s✬êtr❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ❝♦✉rs

❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ❚♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ✈♦s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ♣♦✉r

♠✬❛✈♦✐r ♦✛❡rt ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ✈♦tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❆♥t♦✐♥❡ ♣♦✉r s♦♥ ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐❢✱ q✉✐ ♠✬❛ ♠♦t✐✈é ❧♦rs ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞♦✉t❡s✱ ❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à

♠❡s q✉❡st✐♦♥s ♠❛❧❣ré ✉♥ ❡♠♣❧♦✐ ❞✉ t❡♠♣s s♦✉✈❡♥t s✉r❝❤❛r❣é✳ ❏✬❛✐ ❛✉ss✐ ❛♣♣ré❝✐é ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r

é❝❤❛♥❣é❡ ♣♦✉r ❞✐s❝✉t❡r✱ ✈♦②❛❣❡r ❡t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛❣ré❛❜❧❡✳ ❏❡

t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❘❛♣❤❛ë❧ ♣♦✉r ♥♦s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡

✐✐✐



✐✈ ❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

à ❝❛❢é✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s à tr❛✈❡rs ♥♦s ❞é♣ôts ❞❡ ❜r❡✈❡t✳ ❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛✐♠é ❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛✲

t✐♦♥ ❛✉ sq✉❛s❤ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❝♦✉r❜❛t✉r❡s ♠é♠♦r❛❜❧❡s ❞❡s ✸ ❥♦✉rs s✉✐✈❛♥ts✳✳✳ ✦ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

r❡♠❡r❝✐❡r P❛❜❧♦ ♣♦✉r s❛ ❝ré❛t✐✈✐té✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐♠é ♥♦s ré✉♥✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s ❡t ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡s✳ ❏❡

t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡ ✐♥✈✐té ❞✉ ❥✉r②✳ ❊♥❝♦r❡ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ❧❡s tr♦✐s ♣♦✉r ✈♦tr❡

s②♠♣❛t❤✐❡✱ ❥✬❛✐ ✈r❛✐♠❡♥t ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✈♦✉s✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ ❈❙✶✱ s✐❣❧❡ ❢é❞ér❛t❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ❛♠✐s ❞❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡s très ♥♦♠❜r❡✉s❡s

s♦✐ré❡s✱ ✇❡❡❦✲❡♥❞s ❢✉♥❦② ❡t ✈❛❝❛♥❝❡s ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s ♣❛rt❛❣és ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▼❡r❝✐ ❞♦♥❝ à ●ré❣♦✐r❡✱ ❋❛❜✐❡♥✱

❙té♣❤❛♥❡✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❙♦❧❡♥♥✱ ❙té♣❤❛♥✐❡✱ ❋❛❜r✐❝❡✱ ❖❧✐✈✐❡r✱ ❏❡✛✱ P❡❣❣②✱ ▼♦r❣❛♥❡✱ P❛s❝❛❧❡✱ ❋r❡❞✱ ▲❛✉r❡♥t

❡t ❇❛♣t✐st❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❝✐té ♦✉ ❧❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts q✉❡ ❥❡ ♣❡✉① tr♦✉✈❡r ❛✉♣rès ❞❡ ✈♦✉s ✦ ❯♥❡

♣❡♥sé❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉① t❤és❛r❞s ❞✉ ❈❙✶✱ ♦✉ ❞❡✈r❛✐s✲❥❡ ❞✐r❡ ❛✉① ❞♦❝t❡✉rs ❞✉ ❈❙✶✳✳✳ ❀✲✮✱ ❝❡rt❡s✱

é❧♦✐❣♥és ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ q✉✐ ✐❧ ét❛✐t très t❡♥t❛♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r r❡❝❤❡r❝❤❡ ✦ ❏❡

t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡ ♣❡t✐t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❊❙❈✲❢♦r❡✈❡r q✉✐✱ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ ♣❡✉ ❞✐s♣❡rsé ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❞❛♥s

❧❡ ♠♦♥❞❡✱ r❡st❡ ✉♥✐ ❡t s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ❞❡ ❝✐t❡r ❋❧♦r❡♥❝❡

❡t s❛ t❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ♠✬✐♥✐t✐❡r à ❧✬♦❡♥♦❧♦❣✐❡✱ ❱✐♦❧❛✐♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❞❛♥s❡ ✐r❧❛♥❞❛✐s❡ ❡t

❧❡s ❜♦♥s ♣❧❛♥s ♣❛r✐s✐❡♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❙♦❧❡♥♥ ✭❞❡ P❛r✐s✱ ♦✉ ♣❧✉tôt✳✳✳ ❞❡ ❈❡ss♦♥✮ ♣♦✉r ❧❡s s♦✐ré❡s r❛❝❧❡tt❡

✭❡t ❛✉tr❡s✮✱ s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t s♦♥ s♦✉t✐❡♥✳

P♦✉r ✜♥✐r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✱ ❧❡✉r ❛✛❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❧❡✉r ♣❛✲

t✐❡♥❝❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r r❡❧✉ ❡t ❝♦rr✐❣é ❧❡

❢r❛♥ç❛✐s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿✲✮



❘és✉♠é

❈❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❞r❡ss❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬♦✛r✐r ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❤❛✉t❡s ❡✣❝❛❝✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ♣❛rt✐❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s

❤❛✉ts ❞é❜✐ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦✛❡rts ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡

❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠♦♥té❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❞é❜✐ts t❤é♦r✐q✉❡s

♣r♦♠✐s✳ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦♥t r❡♥❢♦r❝é❡s ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s✱ ❛✉ tr❛✈❡rs

❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞✬✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛❝❝r✉❡ ❡t ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✐♠♣❛❝t❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❀

♣❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ s♦♥t ét✉❞✐és ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

❜r✉✐té❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✱

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❛❞✐♦✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés

❞❡ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✈✐s❛♥t à ré❞✉✐r❡

❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✉ ❈❙■❚ ❡t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✜❛❜❧❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✛r❛♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❡❝

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛

❧✐tér❛t✉r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ P❆❘❈ ✭P❡r ❆♥t❡♥♥❛ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥ ❜♦✉❝❧❡

♦✉✈❡rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s✱ rés✉❧t❛♥t ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭▼❈❙✮✱ s♦♥t

♣rés❡♥ts ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té✳ ❯♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜s❡r✈é❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡t é❝❛rt

❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❡ t❡❧s s❝❤é♠❛s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❞✉✐r❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❡♥ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ✉♥ ❞é❜✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s à ❜✐ts ❡♥tr❡❧❛❝és

✭❙❚❇■❈▼✮✱ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❛♠è♥❡ à ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡

❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ♦❜t❡♥✉ t✐r❡ ❛✐♥s✐ ♣❛rt✐

❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ▼❈❙✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥

❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡

❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦✉t ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❝♦❞❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛✜♥

✈



✈✐ ❘és✉♠é

❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ s❝✐♥❞❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡♥ ❜❧♦❝s ❡t ❜é♥é✜❝✐❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡

❈❙■❚ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❘❡t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡

✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣❡r♠❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t

✉♥❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉

▼▼❙❊✲❙■❈ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t à ❡♥tré❡s

❞✐s❝rèt❡s ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ à ❝❡✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ❡♥

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r♦❜✉st❡ss❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✐♥❝❧✉t ❞♦♥❝ ❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❈❙■ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s

❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡

❛✜♥ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐❣♥❛✉① é♠✐s ❧✐♠✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

❧✐é❡ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❈❙■ r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✲

❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐♠♣❧❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t

s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs

♣ré❝✐s✐♦♥s ❞✉ ❈❙■ s♦♥t ét✉❞✐é❡s✱ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t

❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡st

❛❧♦rs ❝♦♠♣❛ré✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té ✭à ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ●❛✉ss✐❡♥✱ à é✈❛✲

♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✳✳✳✮ ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡

s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r s♦✐t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s❛♥s ❡rr❡✉r✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ♠♦✲

❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ s❡ ❞♦✐t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡ ♦ù ❧❡s ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é✲

♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❢❛✐t

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① r❛✣♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❤❛s❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❈❙■ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲✬✐♥térêt ❞✉

r❛✣♥❡♠❡♥t s✬❛✈èr❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❡st ❢❛✐❜❧❡✳



❆❜str❛❝t

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦✛❡r✐♥❣ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❍✐❣❤❡r ❞❛t❛ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❀ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♠✐s❡❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❘♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛

str❡❛♠s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐✈❡rs✐t② ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦✲

❝✉s❡s ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦ ❀ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♥♦♥✲❡rr♦r ❢r❡❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❞❥✉st ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■❚✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✇ tr❛♥s❝❡✐✈❡rs ❛✐♠✐♥❣ ❛t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❈❙■❚

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❖✉r ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ✐♥ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❛t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡

t❤❡ P❡r ❆♥t❡♥♥❛ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭P❆❘❈✮ s❝❤❡♠❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❛♥❦s

t♦ ❛ ❧♦✇✲r❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦❞❡s ❛t ❞✐s♣♦s❛❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

❛♥❞ ❈♦❞✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡s ✭▼❈❙✮✱ ❛r❡ ✐♥ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r✳ ❆ ❧♦ss ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s ❣❛♣ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts✱ t✇♦ tr❛♥s❝❡✐✈❡rs

s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡

t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦❞❡s✱ ❜② r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ ❧✐♠✐ts✳

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦❞❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❇✐t ■♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❈♦❞❡❞ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙❚✲

❇■❈▼✮✱ t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐t❤

s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡✇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ s✉♠✲❝❛♣❛❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉♠ ❞✐s❝r❡t❡✲r❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝❡s t❤❡ q✉❛♥t✐③❛✲

t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ▼❈❙✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡ ❡♥❛❜❧❡s t♦

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❧✐♥❦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❝♦❞❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s ❜❡❢♦r❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❀ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛② ❛✈♦✐❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆

✈✐✐



✈✐✐✐ ❆❜str❛❝t

s❡❝♦♥❞ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s s♦ ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❈❙■❚

r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ s❝❛❧❛r ❝♦❞✐♥❣ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡r ❧❛②❡r✮ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

♣❡r♠✐ts ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s s♣❧✐t ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▼▼❙❊✲❙■❈ ♣❡r ❧❛②❡r✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❀ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡

♠❡tr✐❝ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ▼❈❙✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ✇✐r❡❧❡ss s②st❡♠s ❣✉❛r❛♥✲

t❡❡✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ st✉❞② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❈❙■

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts

♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ ♠✉❧t✐✉s❡r s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❥♦✐♥ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡

tr❛♥s♠✐t s✐❣♥❛❧s s♦ ❛s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❙■ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉✐✛❡r❡♥t s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s

♣r♦♣♦s❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ▼▼❙❊ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ✜rst ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s✉♠✲♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠✲❝❛♣❛❝✐t②✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢

❈❙■ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❈❙■ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❧✐♥❦ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦✐s② ❝❤❛♥♥❡❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❛❞✐♥❣✱ ❛❞❞✐t✐✈❡

✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ✳✳✳✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s

♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❡rr♦r✲❢r❡❡✱ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❝❧✉❞❡

s✉❝❤ ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✐s② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡r❛s✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ r❡✜♥❡ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥

♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜✐ts✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❤❡♥

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦ ✐s s♠❛❧❧✳



❙♦♠♠❛✐r❡
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ✼
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✸✳✼ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2 ❝♦rré❧é ❛✈❡❝

α❘① = α❚① = 0.6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ P❆❘❈ ❡t ❞❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡

❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2 ♥♦♥ ❝♦rré❧é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ✭r❡♥❞❡✲

♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s✮ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭▼❈❙✮✳ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

❛✈❡❝ K = 2 ❡t |∆1| = |∆2| = 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝K ❣r♦✉♣❡s ✭K = {1, 2}✮✳

❈❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 4 ❛✈❡❝ |∆1| = |∆2| = 2 s✐ K = 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✹ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✐s❝rèt❡

❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✺ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r q✉❛♥t✐✜é❡ ♣♦✉r

✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

①✐✐✐



①✐✈ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✹✳✻ ❊✛❡t ❝♦♥❥♦✐♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ b ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ K ❛✈❡❝ ✉♥

♣ré❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✱ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✼ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r q✉❛♥t✐✜é❡ ❛✈❡❝ q = 3 s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts

❞❡s✐❣♥s ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✱ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ▲❙❚❈✲❘❈ ❡t P❲❋ ♣r♦♣♦sés✱ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳ ✳ ✻✻

✺✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ▼■▼❖ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❛✈❡❝ ✶ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, L =

4, NR = 4, Nk = 2 ❡t σ2
d = 0.01✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝ ✶ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

K = 2, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊✱ ❛✈❡❝ ✶ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

K = 2, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✺ ❚❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❛✈❡❝ ✶

✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, B = 20, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✻ ❈❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✶ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

K = 2, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✼ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♠✐té s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ✷ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

K = 2, B = 30, L = 4, NR = 2, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✽ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✷ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K =

2, B = 30, L = 10, NR = 2, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✷ ■♠♣❛❝t ❞✉ ❙◆❘❋❇ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♣♦✉r t = 1 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✱ ❛✈❡❝ L = 500✱ Ltr = 4 ❡t RQ,1 = 1 ❜✐t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♣♦✉r t = {1, . . . , 3} ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4× 2✱ ❛✈❡❝ L = 500✱ Ltr = 4✱ ❙◆❘❋❇ = 18 ❞❇ ❡t RQ,1 = · · · = RQ,t = 1

❜✐t ∀ t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡✱ ❙◆❘❋❇ = 10 ❞❇ ❡t γ = 1%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4×2✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ◗❆▼✱

L = 500✱ Ltr = 4✱ ❡t γ = 1%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✻ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ M ✲◗❆▼ ✭M = {4, 16}✮ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧

❆❲●◆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✸✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❡♥ ❜✐ts✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ NT ❡t NR ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✸ ❏❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✶ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✷ ❏❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

①✈



①✈✐ ▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

▲✐st❡ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s

▲❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❝r♦♥②♠❡ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❧♦rs ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥

✉t✐❧✐s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ♠❛♥s✉❝r✐t✱ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❡♥ ❡st

❢♦✉r♥✐❡✳

❆▼❈ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦❞✐♥❣ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢

❆❲●◆ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❲❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡ ❇r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥

❇❈ ❇r♦❛❞❝❛st ❈❤❛♥♥❡❧ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❇❊❘ ❇✐t ❊rr♦r ❘❛t❡ ❚❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s

❈❉■ ❈❤❛♥♥❡❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❈◗■ ❈❤❛♥♥❡❧ ◗✉❛❧✐t② ■♥❞✐❝❛t♦r ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧

❈❙■ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❈❙■❘ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❘❡❝❡✐✈❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r

❈❙■❚ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❚r❛♥s♠✐t✲

t❡r

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r

❉✲❇▲❆❙❚ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❇❡❧❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s ▲❛②❡r❡❞

❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡

❙❝❤é♠❛ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧❡

❉♦❋ ❉❡❣r❡❡ ♦❢ ❋r❡❡❞♦♠ ❉❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté

❉P❈ ❉✐rt② P❛♣❡r ❈♦❞✐♥❣ ❈♦❞❛❣❡ ❛✈❡❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t❡

❉❙▲ ❉✐❣✐t❛❧ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ▲✐♥❡ ▲✐❣♥❡ ❞✬❛❜♦♥♥é ♥✉♠ér✐q✉❡

❋❉❉ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉✐✈✐s✐♦♥ ❉✉♣❧❡① ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞✉♣❧❡① ❢réq✉❡♥t✐❡❧

❍❙❉P❆ ❍✐❣❤✲❙♣❡❡❞ ❉♦✇♥❧✐♥❦ P❛❝❦❡t ❆❝❝❡ss ▲✐❡♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t à ❤❛✉t ❞é❜✐t ❡♥ ♠♦❞❡

♣❛q✉❡t

✐✳✐✳❞✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ■♥❞é♣❡♥❞❡♥t ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é

■❙■ ■♥t❡r✲❙②♠❜♦❧ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ■♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s

❑❑❚ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❑❛r✉s❤✲

❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r

①✈✐✐



①✈✐✐✐ ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

▼❆❈ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡s ❈❤❛♥♥❡❧ ❈❛♥❛❧ à ❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡

▼❈❙ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦❞✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡

▼❋ ▼❛t❝❤ ❋✐❧t❡r ❋✐❧tr❡ ❛❞❛♣té

▼■▼❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡✲❖✉t♣✉t ▼✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s

▼▼❙❊ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

▼❙❊ ▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡

▼❯ ▼✉❧t✐✉s❡r ▼✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❖❋❉▼ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐✲

♣❧❡①✐♥❣

▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ♣❛r ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡

❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s

P❆❘❈ P❡r ❆♥t❡♥♥❛ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡

P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

◗❆▼ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥ q✉❛❞r❛t✉r❡

◗♦❙ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ◗✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

◗P❙❑ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❘❱◗ ❘❛♥❞♦♠ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❘① ❘❡❝❡✐✈❡r ❘é❝❡♣t❡✉r

❙❉▼❆ ❙♣❛❝❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss ❆❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

❙■❈ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

❙■◆❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲♣❧✉s✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ❘❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❧✉s ❜r✉✐t

❙■❙❖ ❙✐♥❣❧❡✲■♥♣✉t ❙✐♥❣❧❡✲❖✉t♣✉t ❊♥tré❡ ✉♥✐q✉❡ s♦rt✐❡ ✉♥✐q✉❡

❙◆❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ❘❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t

❙❚❇■❈▼ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❇✐t ■♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❈♦❞❡❞ ▼♦✲

❞✉❧❛t✐♦♥

▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❝♦❞é❡ à ❜✐ts

❡♥tr❡❧❛❝és

❙❚❈ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❈♦❞❡ ❈♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s

❙❯ ❙✐♥❣❧❡✲❯s❡r ▼♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r

❙❱❉ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❚❈▼ ❚r❡❧❧✐s ❈♦❞❡❞ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡ ❡♥ tr❡✐❧❧✐s

❚❉❉ ❚✐♠❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❉✉♣❧❡① ▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞✉♣❧❡① t❡♠♣♦r❡❧

❚① ❚r❛♥s♠✐tt❡r ❊♠❡tt❡✉r

❱✲❇▲❆❙❚ ❱❡rt✐❝❛❧ ❇❡❧❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s ▲❛②❡r❡❞

❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡

❈♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❲✐▼❛① ❲♦r❧❞✇✐❞❡ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ▼✐❝r♦✲

✇❛✈❡ ❆❝❝❡ss

❆❝❝ès ❧♦❝❛❧ s❛♥s ✜❧ ❤❛✉t ❞é❜✐t

❲▲❆◆ ❲✐r❡❧❡ss ▲♦❝❛❧ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦ ❘és❡❛✉ ❧♦❝❛❧ s❛♥s ✜❧



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ①✐①

◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡s

❧❡ttr❡s ❡♥ ❣r❛s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ♦✉ ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦✉ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✲

❧♦♥♥❡s✳ ▲❡s ❧❡ttr❡s ❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

s♦♥t ❧✐sté❡s ❝✐✲❛♣rès✳

C✱ R ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ré❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

|x| ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✬✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✳

⌈x⌉ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❡①❝ès✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ n ≥ x✳

⌊x⌋ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ n ≤ x✳

|X | ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥✉s

❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ✳

∆ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❣r♦✉♣❡✮ ❞✬✐♥❞✐❝❡s

π(K) ▲❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡♥ K ❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❝ts
{
∆1, . . . ,∆K

}
✳

σ ▲❡ K✲✉♣❧❡t ❞♦♥t ❧❡ k✐è♠❡ é❧é♠❡♥t σ(k) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ à ❞é❝♦❞❡r à

❧❛ k✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦r❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡st

σ = (1, . . . ,K)✳

X ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡s K é❧é♠❡♥ts X1, . . . , XK ✳

Xt ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡s t < K ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts X1, . . . , Xt✳

E{·} ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

CN (x,X) ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡

x ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ X✳

(·)∗ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é✳

(·)T ▲✬♦♣ér❛t❡✉r tr❛♥s♣♦sé✳

(·)† ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦sé ❝♦♥❥✉❣✉é ✭❍❡r♠✐t✐❡♥✮✳

(·)−1 ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✈❡rs❡✳

‖x‖ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭ℓ2✮ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r x✳

X P♦s♦♥s X ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✳

xi ▲❛ i✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✳

xj ▲❛ j✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✳

xi,j ♦r [X]i,j ▲✬❡♥tré❡ (i, j) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✳

I ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳

x P♦s♦♥s x ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✳

x∆ ❯♥ s♦✉s✲✈❡❝t❡✉r ❞❡ x ❝♦♥t❡♥❛♥t |∆| é❧é♠❡♥ts✳ ❆✈❡❝ ∆ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬✐♥❞✐❝❡s δ1, δ2, . . . , δ|∆|✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x∆ = [xδ1 ,xδ2 , . . . ,xδ|∆|
]T ✳

E∆ ❙♦✐t E∆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ x∆ = E∆x✳



①① ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

X∆ ▲❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ X∆ t❡❧❧❡ q✉❡ X∆ = XE∆✳

Σx ♦✉ Θx ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r x✳

tr(X) ▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳

❞❡t(X) ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❞❡ X✳

r❛♥❦(X) ▲❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X

❞✐❛❣(X) ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✳ ❞✐❛❣{x1,1, x2,2, . . . , xn,n} ❡st ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t x1,1, x2,2, . . . , xn,n s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧❡✳

vec(X) ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s

❞❡ X ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r✳

‖X‖F ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X

⊗ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

exp(·) ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

log2(·) ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t s✉✐✈✐ ✉♥ r❛♣✐❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡✱

t❛♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❜♦♥♥és q✉✬❡♥ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ▲❡ té❧é♣❤♦♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✉ ✐♥❝♦♥✲

t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛②s ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❡t r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s

❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✜①❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ❡♥ ✈♦✐❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ♠♦♥❞✐❛❧ ❞❡s té❧é❝♦♠s

❬✶❪ r❡❝❡♥s❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ✶✶✷✪ ❡♥ ❊✉r♦♣❡ ❞❡ ❧✬♦✉❡st✱ ❡♥tr❡ ✻✻ ❡t ✼✺✪

❡♥ ❆♠ér✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❊✉r♦♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✱ ❡t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✸✵✪ ❡♥ ❈❤✐♥❡ ❡t ❡♥ ❆❢r✐q✉❡✳ ▲✬✐♥t❡r♥❡t ♣♦✉r s❛

♣❛rt ❛ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✼✵✪ ❡♥ ❆♠ér✐q✉❡✱ ❛✉ ❏❛♣♦♥ ❡t ❡♥ ❈♦ré❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

✺✵✪ ❡♥ ❊✉r♦♣❡ ❞❡ ❧✬♦✉❡st✳ ❆✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡s ❝❤✐✛r❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s❛t✉ré✱ ❧❡ ♠❛r❝❤é ♠♦❜✐❧❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❡st

t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦rtés ♣❛r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ●❙▼

✈❡rs ❧❛ ✸●✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❧✉s ❛tt❡♥t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s❛♥s ✜❧✱ rés❡❛✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♦✉ rés❡❛✉ ❧♦❝❛❧ s❛♥s

✜❧ ✭❲▲❆◆✮✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦r♠❡s ❡st r❡♥❞✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ♦✉ ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈♦✐① r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✵ ❦❜✐t✴s✮

❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ 10−3✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s

❞é❜✐ts ❡①✐❣és s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭❡①♣r✐♠é ❡♥ ▼❜✐t✴s✮ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs très ❢❛✐❜❧❡

✭∼ 10−8✮ ❬✷❪✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❤❛✉t❡ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♠♦t✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s

tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✉❡❧s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣r♦♠❡tt❛♥t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡

❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s ✭▼■▼❖✮✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ▼■▼❖

✶



✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉

s②stè♠❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛❝❝r✉❡ ❡t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t

❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ s❛♥s ✜❧ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✐s♣❡rs✐❢

❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡♥tr❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❬✸❪✳

❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té

s♣❡❝tr❛❧❡ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♦✉ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é♠✐s❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ♣r♦✜t❡r ❞❡

❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❬✹✱ ✺❪✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ét❛♥t

❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✐♥t✲à✲♣♦✐♥t✳ ❊♥ t✐r❛♥t ❛✐♥s✐ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❞❡ s②stè♠❡s r♦❜✉st❡s ❤❛✉t ❞é❜✐t✱ ✉♥ ❛s♣❡❝t ❡ss❡♥t✐❡❧ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛✲

t✐❛❧❡ ✭❙❉▼❆✮ ❬✻❪✱ ❝♦♠❜❛tt❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st

♠♦✐♥s ❝r✐t✐q✉❡✳ ▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs s♦✐t s✉♣♣r✐♠é❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❧✐❛✐s♦♥ ♠♦♥t❛♥t❡✮ ❣râ❝❡ à

✉♥ ré❝❡♣t❡✉r à ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭❙■❈✮ s♦✐t t♦t❛❧❡♠❡♥t é✈✐té❡ ❡♥ ♣ré❝♦❞❛♥t

❧✬é♠✐ss✐♦♥ ✭❧✐❛✐s♦♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✮ ♣❛r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ ✭❉P❈✮ ❬✼❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥

tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ t❡r♠✐♥❛❧ ♠♦❜✐❧❡✱ s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

❛♥t❡♥♥❡s✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ t❡r♠✐♥❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ t♦✉t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞♦✐t ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❈❙■✮ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳

❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❈❙■ s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉és✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❈❙■ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❈❙■❘✮ ❡st ❞✐✲

r❡❝t❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥

✭❈❙■❚✮ ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ P♦✉r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞✉♣❧❡① t❡♠♣♦r❡❧ ✭❚❉❉✮✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ♠♦♥t❛♥t❡s

❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❈❙■❘ ♠❡s✉ré

s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❞é❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①

❝❛♥❛✉① ✭ré❝✐♣r♦❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✮✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞✉♣❧❡① ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭❋❉❉✮✱ ❧❡

❈❙■❚ ❡st ❛❝q✉✐s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r✳

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝❤èr❡ ♠❛✐s ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

s❛♥s ✜❧✳ ❙❛♥s ❈❙■❚ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣❡ss✐♠✐st❡ ♣♦✉r

❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ♣❛r❢❛✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s

❞é❜✐ts ♣❧✉s é❧❡✈és ♠❛✐s ❝❡❧❛ r❡❧è✈❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✬✉♥❡ ✉t♦♣✐❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❧✐♠✐té❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡

r❡t♦✉r ♦✉ ❞✬✉♥❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✐t ✉t✐❧✐sé❡

❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❚❉❉✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❛✐♥❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s

t♦✉t à ❢❛✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s❡ à ♠❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡

❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❀ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st

❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲❡s

❡✛♦rts ré❝❡♥ts ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ♣❛rt✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s

ré❛❧✐st❡s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s t♦✉t ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❛✉ss✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❡①trê♠❡s✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡



✸

❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① st❛♥❞❛r❞s✱ t❡❧s q✉❡ ▲❚❊ ♦✉ ❲✐▼❛①✱ ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s s❝❤é♠❛s ❛✈❡❝ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

r❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ♣❛rt✐❡❧ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ▲✬❛♣♣❡❧❛t✐♦♥ ✬♣❛rt✐❡❧❧❡✬ ♣❡✉t êtr❡

❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❡①♣r✐♠é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✕ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡

✐♥❝❧✉t ✸ ♥✐✈❡❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱ q✉✐ s♦♥t ✶✮ ❧✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té

❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❈◗■✮✱ ✷✮ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✭❈❉■✮ ❡t ✸✮ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ✭❈❙■✮ ❀

✕ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✉ ❈❙■❚ ✈❡♥❛♥t ❝♦♠♣r♦♠❡ttr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭♣❡✉ ✐♠✲

♣♦rt❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣♣♦sé✮ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✲

t❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à r❡✲

tr❛♥s♠❡ttr❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ✭é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✱ ❜r✉✐t✱ ❞é❧❛✐✳✳✳✮✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈✐s❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ♠♦❜✐❧❡s

❞❡ ❢✉t✉r❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

❧✐♠✐té❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

♣❛rt✐❡❧❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦♥t ét✉❞✐és✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡s

s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s ❞é♣❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧✬❡♥❥❡✉ ❡st ❛❧♦rs ❞❡

♣r♦♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✜❛❜❧❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

♥♦✉✈❡❛✉① s❝❤é♠❛s ♣r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♠❜❛ttr❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛✉ss✐ ❧❛r❣❡♠❡♥t

❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣r♦♣♦sés✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉♠é ❞✉

tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❡t ❞é❝r✐t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❖♥ ✈❡rr❛

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✲

❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❧❡s tr❛✐t❛♥t ♦✉ ❡♥ ❧❡s é✈✐t❛♥t✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ❡♥ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s

❞❡ ❝❛♥❛✉① ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❛❧✐tés ❞❡ ❈❙■✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s✳ ❊♥✜♥✱ q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r

❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✳

❆♣rès ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❞✐s❝ré✲

t✐sé❡✳ ▲❛ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s

❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❛❣❡ ✭▼❈❙✮ ✭❡♥tré❡s ❞✐s❝rèt❡s✮ ❝♦♥❞✉✐t à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t

❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ r❛♣♣❡❧ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té

❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡ ✭P❡r ❆♥t❡♥♥❛ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧ ✲ P❆❘❈✮ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ s♣❛t✐♦✲

t❡♠♣♦r❡❧✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♦❜t❡♥✉✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

✭▲❛②❡r❡❞ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❈♦❞❡s ✇✐t❤ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧ ✲ ▲❙❚❈✲❘❈✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ✉♥ ❞é❜✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❢✲

❢r✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t

❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r

❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ✉♥ ❡✛♦rt ❡st ♣♦rté s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ♠❡♥t✐♦♥és ❡st ♠❡♥é❡ ❛✉ss✐

❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏▲❛②❡r❡❞ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❈♦❞❡s ❢♦r ❉✐s❝r❡t❡ ❙✉♠✲❘❛t❡ ▼❛①✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✱✑ à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ▼❛r✳ ✷✵✵✾✳

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏❏♦✐♥t ❚r❛♥s♠✐t ❆♥t❡♥♥❛ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❛t❡ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥

❢♦r ❙♣❛t✐❛❧ ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✇✐t❤ ▲✐♠✐t❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦✱✑ ■❊❊❊ ❱❚❈❋❛❧❧✬✵✼✱ ❇❛❧t✐♠♦r❡✱ ▼❉✱ ❯❙❆✱

❙❡♣t✲❖❝t✳ ✷✵✵✼✳

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏❆❝❤✐❡✈✐♥❣ ❍✐❣❤ ❙♣❡❝tr❛❧ ❊✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▲❛②❡r❡❞

❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❈♦❞❡s ✇✐t❤ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧✱✑ ■❊❊❊ ■❈❈✬✵✼✱ ●❧❛s❣♦✇✱ ❙❝♦t❧❛♥❞✱ ❯❑✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳

❡t ❞✬✉♥ ❞é♣ôt ❞❡ ❜r❡✈❡t ✿

✕ ❘✳ ❱✐s♦③✱ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏Pr♦❝é❞é ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s

✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❛✐r❡ ❡t ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉✐ts ♣r♦❣r❛♠♠❡

❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡t s✐❣♥❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✑✱ ❞é♣♦sé ♣❛r ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✻✳

▲❡s s❝❤é♠❛s é✈♦q✉és ❝✐✲❞❡ss✉s tr❛✐t❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♥♥✉❧❛✲

t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧ ❞é❝♦❞é✳ ❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈✐té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉①

♣❛r❛❧❧è❧❡s ♦ù s❡✉❧ ✐♠♣❛❝t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ●❛✉ss✐❡♥✳ ❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡

❛✉ ♣ré✲❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sé✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠é✲

t❤♦❞❡s ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡♥t

t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r ❡st ❛❧♦rs r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛r✲

t✐❡❧ ♦ù s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st é✈✐té❡✳ ❊♥ ✜①❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥

❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡ ❛✈❡❝ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥

s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛

♣r♦♣♦sé ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛❝❝❡♥t✉é❡ ♣❛r



✺

❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ♣r♦♣♦sé✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❞♦✐t êtr❡ q✉❛♥t✐✜é✳ ❆ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡r

❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞✐s❝r❡ts ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❝♦❞❡❜♦♦❦✮ r❡❝❡♥s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡

♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ♣❧❛✐❞❡

❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛✣♥é❡✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❝❤❡r❝❤❡r à é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡

❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘ ♦ù ❧❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♣r♦♣♦sé✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② P❛rt✐❛❧ ❲❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r

❉✐s❝r❡t❡ ▲✐♥❦ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥✱✑ s♦✉♠✐s à ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ❏❛♥✳ ✷✵✵✾✳

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏P❛rt✐❛❧ ❲❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❘❡❞✉❝❡❞ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❙✉♠✲

❉✐s❝r❡t❡ ❘❛t❡ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❯✲▼■▼❖ ❙②st❡♠s✱✑ ■❊❊❊ P■▼❘❈✬✵✽✱ ❈❛♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t✳

✷✵✵✽✳

❡t ❞✬✉♥ ❞é♣ôt ❞❡ ❜r❡✈❡t ✿

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏Pr♦❝é❞é ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ✉♥

s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❛✐r❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s♣❛t✐❛❧✱ é♠❡tt❡✉r✱ ré❝❡♣t❡✉r ❡t

♣r♦❞✉✐ts ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✑✱ ❞é♣♦sé ♣❛r ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✼✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ ❛✉① s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st

❛ss❡③ ✐♠♠é❞✐❛t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✭❝❛s ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮ ❡t

❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭❝❛s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✉ ❈❙■✱ ❧✐é❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à tr❛♥s♠❡ttr❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ét✉❞✐❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✉❧t✐✲

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡ ❡t

♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣és✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ♣r♦♣♦sé✱ s❡

❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ✭❑❑❚✮✱ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❣❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❉❛♥s ✉♥

s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r à ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥

❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé rés♦✉❞ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦♠♠❡

❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s

❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❛❞❛♣t❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡

♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ❜r✉✐té✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ P✳ P✐❛♥t❛♥✐❞❛✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ✏❚r❛♥s❝❡✐✈❡r ❉❡s✐❣♥s ✉♥❞❡r ■♠♣❡r❢❡❝t ❈❤❛♥✲

♥❡❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❊rr♦rs ❢♦r ▼✉❧t✐✲❯s❡r ▼■▼❖ ❙②st❡♠s✱✑ s♦✉♠✐s à ■❊❊❊

❚r❛♥s✳ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✮✱ ✷✵✵✾✳

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ P✳ P✐❛♥t❛♥✐❞❛✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏❚r❛♥s❝❡✐✈❡r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❙✉♠✲▼❙❊ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▼■▼❖✲▼❆❈ ✇✐t❤ ■♠♣❡r❢❡❝t ❈❤❛♥♥❡❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥✱✑ ■❊❊❊ ❆s✐❧♦♠❛r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱

P❛❝✐❢❝ ●r♦✈❡✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ❖❝t✳ ✷✵✵✽✳

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ P✳ P✐❛♥t❛♥✐❞❛✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏❈❛♣❛❝✐t② ❇♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❋❛❞✐♥❣ ▼■▼❖

▼❆❈ ✇✐t❤ ■♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■❘✱✑ ■❊❊❊ ■❚❲✬✵✽✱ P♦rt♦✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ▼❛② ✷✵✵✽✳

❚♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❢♦♥t ✉s❛❣❡ ❞✬✉♥❡

✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ✐♥❢♦r♠❡r ❧✬é♠❡tt❡✉r s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ t♦t❛❧❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜❛s ❞é❜✐t ♥é❝❡ss✐t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛

♥❛t✉r❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛♥❛❧ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❧❡♥ts✮✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❡st

✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

✜♥✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✬❡rr❡✉rs s✉r✈❡♥❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❆❧♦rs

q✉✬❡♥❝♦r❡ ♣❡✉ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①✐st❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té

r❛✣♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❤❛s❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st

❞♦♥❝ s✉♣♣♦sé❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ét❛❜❧✐ ❝♦✉✈r❛♥t ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♦ù ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r

♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❈❙■❚ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡

q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❞é❥à ❜✐❡♥ ❛♠é❧✐♦ré❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢✱

♣ré✈❛❧❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ P✳ P✐❛♥t❛♥✐❞❛✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ✏❈❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❘❡✜✲

♥❡♠❡♥t ♦❢ ◗✉❛♥t✐③❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ◆♦✐s② ▲✐♥❦s✱✑ à s♦✉♠❡ttr❡ à ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss

❈♦♠♠✉♥✳✱ ✷✵✵✾✳

✕ P✳ ▲❛②❡❝✱ P✳ P✐❛♥t❛♥✐❞❛✱ ❘✳ ❱✐s♦③✱ ❆✳❖✳ ❇❡rt❤❡t✱ ✏❈❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡

❘❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ◗✉❛♥t✐③❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ◆♦✐s② ▲✐♥❦s✱✑ ■❊❊❊ ❙P❆❲❈✬✵✽✱ ❘❡❝✐❢❡✱ ❇r❛③✐❧✱

❏✉❧② ✷✵✵✽✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é♠❡tt❡✉r ❡t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✉❜✐t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t

❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t

✉♥ ♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❡ t❛✉① ♠❛①✐♠❛❧

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♠✐s s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❈❡ t❛✉① ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛ss❛♥t❡ ❡t ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✳ ❆ ❧❛ ✈✉❡ ❞❡s ❣❛✐♥s

r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❛❝q✉✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s à ❛♥t❡♥♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

t❤é♦r✐q✉❡ ✈✐s❡ ❛✐♥s✐ à q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✜❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡

❙❤❛♥♥♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥tré❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡st ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡❧♦♥ ❧❛

♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❈❙■ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❈❙■ ✐♥✢✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s

❣❛✐♥s ♦❜t❡♥✉s✳

P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r

❧❡s ❝❛♥❛✉① ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ♦✉ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❡t ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❛✐♥s✐ s✬❛❥✉st❡r ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❛❞✐♦✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛ s♦✉✈❡♥t r❡❝♦✉rs à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s t✐r❡♥t

❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦✐t

s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ s♦✐t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❡✣❝❛❝❡s✳ ❬✽❪ tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝❡ s✉❥❡t ❛✉t❛♥t ♣❛r s❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ♣❛r s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✼



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❡♥ ❬✾❪✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡

♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳

❊♥✜♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡s s❝❤é✲

♠❛s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ♣r❛t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é✈♦q✉é❡s✳

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ♦✉ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡

❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳ ❆♣♣❛r✉❡s ❞✬❛❜♦r❞ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥t ♣✉ êtr❡

♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s s②stè♠❡s ✸● ♦✉ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s

✉❧tér✐❡✉r❡s tr❛♥s♠❡tt❡♥t s✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥

❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s ✭■❙■✮ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ❞é❣r❛❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬■❙■ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦♥♦✲♣♦rt❡✉s❡✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❧✬é✈✐t❡r ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲

❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♥♦♥ sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ♥❡ s♦✉✛r❡

❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛♥❛❧ ♥♦♥ sé✲

❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ❖❋❉▼✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ▼■▼❖ ❡♥ s✬❛tt❛r❞❛♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡①♣❧♦✐t❛♥t ✉♥❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳

✷✳✷ ❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛♥❛✉① ❆❲●◆✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝❛✲

♥❛✉① à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡ ♠♦②❡♥♥é❡ s✉r ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s

s❝❤é♠❛s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❞❛♣t❛❜❧❡s ❛✉t♦r✐s❛♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

❛✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ✉♥ t❛✉① ❛tt❡✐✲

❣♥❛❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❧❛✐✮✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♦ù ✉♥ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ✜①é ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛❧✐té

❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞é❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té

▼■▼❖ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❈❙■❚ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✶✵❪✳ ❖♥

♣rés❡♥t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✐ s❡rt ❞❡ ❜❛s❡ ❛✉① s❝é♥❛r✐♦s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

▲❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ♥♦♥ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ NT ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t NR

❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

y = Hx + n ✭✷✳✶✮

♦ù x ∈ C
NT ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✱ y ∈ C

NR ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✱ H ∈ C
NR×NT

❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❡t n ∈ C
NR ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ ✭❆❲●◆✮ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡

❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
n✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❛❧♦rs

tr(Θx) = P ❛✈❡❝ Θx = E[xx†] = ❞✐❛❣(P1, . . . , PNT
)✳



✷✳✷ ❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ✾

✷✳✷✳✶ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❯♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✈❛r✐❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡

♣✉✐sq✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞♦✐t ❛♣♣♦rt❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ s♦✉✈❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✈♦✐❡

❞❡ r❡t♦✉r✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡r❣♦❞✐q✉❡✱ é❣❛❧❡ à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ❡st

❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r

C = EH

[
max

Θx:tr(Θx)≤P
log2

∣∣INT
+ HΘxH

†
∣∣
]
. ✭✷✳✷✮

P♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ H✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱

❚❡❧❛t❛r ❬✸❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❡t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ H✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡

❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❬✻❪✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ♣✉✐ss❡ ❛tt❡✐♥❞r❡✱

❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ s♦✐t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❈❙■❚ ♣❛r❢❛✐t✳

✷✳✷✳✷ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❈❙■❘✱ ❧❡ s②stè♠❡

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ✬❛❧❧❡r✬ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

C = max
Θx:tr(Θx)≤P

EH

[
log2

∣∣INT
+ HΘxH

†
∣∣
]
. ✭✷✳✸✮

❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♣❧❡①❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡

♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❬✶✶✱ ✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ét❛✐t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡✱ s♦✐t Θx = P
NT

INT
✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é

❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❣râ❝❡ à ❧❡✉r ✜❛❜✐❧✐té✳

✷✳✷✳✸ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ♠❡❛♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬é♠❡tt❡✉r s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ét❛❜❧✐❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s

❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛❝❤❡♠✐♥é❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r

❛✈❡❝ très ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à

✭✷✳✸✮✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t s❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥✲

❣❡♥❞r❛♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❛♣♣❡❧é ♠❡❛♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❬✶✷✱ ✶✸❪✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡

♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦✉✈❡♥t s✉♣♣♦sé❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❛❧♦rs q✉✬à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❬✶✹✱ ✶✺❪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❞♦♥t ❧✬❡✛❡t ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥✉✐s✐❜❧❡✱ ♣❡✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡✲

♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

✷✳✷✳✹ ❈❛♥❛✉① ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✐ s♦♥t ❧❡ ▼■▼❖ ▼❆❈ ✭❝❛♥❛❧ à

❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❡t ❧❡ ▼■▼❖ ❇❈ ✭❝❛♥❛❧ à ❞✐✛✉s✐♦♥✮✳ P♦✉r ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦♠♣♦rt❛♥t K ✉t✐❧✐s❛✲

t❡✉rs✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♥✬❡st ♣❧✉s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s K ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❬✶✻✱ ✷❪ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ P♦✉r ✉♥

❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ♠♦♥t❛♥t❡✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡

❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ●❛✉ss✐❡♥ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈❡✲

❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ▼■▼❖ ❇❈ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❝♦♥❥✉❣✉é❡ à ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs à ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡

❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❬✶✼❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡

♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛✲

❝✐té✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❈❙■ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♣r❡♥❞ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ♣❛r❢❛✐t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢ ❬✶✽❪ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧

♥✉♠ér✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ♠♦♥t❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ s✉r

s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧

▼■▼❖ ❇❈✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ▼❆❈ ❞✉❛❧ ❡t

▼■▼❖ ❇❈ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❬✶✾❪✳

✷✳✷✳✺ ❈❛s ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✐s❝rèt❡s

❏✉sq✉✬✐❝✐ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❛✲

t✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t

❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦❞❡s ❝❤♦✐s✐s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❧✐♠✐t❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ✭❡t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡✮ q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡✳ ❙♦✐t x ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ χ✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡

s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

I(X;Y) = −
∑

x∈χ

∫

y

p(x)p(y|x) log2

(∑
x′∈χ p(x

′)p(y|x′)

p(y|x)

)
dy ✭✷✳✹✮

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t s✬❛✈èr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♦✉ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡

❝❛s ❞❡s ❡♥tré❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✳



✷✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✶✶

✷✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

◗✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❝♦♥✈❡①❡✮✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s

s♦♥t t✐ré❡s ❞❡ ❬✷✵❪ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❬✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

min
x

f0(x) ✭✷✳✺✮

❛✈❡❝ fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, ✭✷✳✻✮

gj(x) = 0, j = 1, . . . , p, ✭✷✳✼✮

♦ù x ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ f0 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥✲

é❣❛❧✐té s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1, . . . , fm ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té s♦♥t ♥♦té❡s

g1, . . . , gp✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f0, . . . , fm s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❡t s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❣❛❧✐té

s♦♥t ❛✣♥❡s✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st q✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❛✉ss✐ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

✷✳✸✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❧✉s ❛✐sé à rés♦✉❞r❡✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛❜❧✐t q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦✉ ❞✉❛❧❡✱ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ à

❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

▲✬✐❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ r❡❧❛t✐❢ à ✭✷✳✺✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ t❡❧ q✉❡

L
(
x, λ, ν

)
= f0(x) +

m∑

i=1

λifi(x) +

p∑

j=1

νjgj(x) ✭✷✳✽✮

♦ù {λi}
m
i=1 ❡t {νj}

p
j=1 s♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ i✐è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té

❡t à ❧❛ j✐è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ g0(λ, ν) ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ s♦✐t

g0
(
λ, ν

)
= inf

x
L
(
x, λ, ν

)
✭✷✳✾✮

q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st

❡✛❡❝t✉é❡ s✉r t♦✉t ❧❡s x ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❡st ❞✐t ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧

s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞✉❛❧✱ s❛t✐s❢♦♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ f0(x) ≥ g0(λ, ν)

♣♦✉r t♦✉t x ❡t (λ, ν) ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠❛①✐♠✐sé❡ s✉r ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✉♠

❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉❛❧ ❡st ❛♣♣❡❧é é❝❛rt ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✭❞✉❛❧✐t② ❣❛♣✮✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥✉❧ ✭❞✉❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✮✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥✈❡①❡s s❛t✐s❢♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✈❛❧❛♥t ③ér♦✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

❈❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦✉ ❞✉❛❧ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚✱

é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s

st❛t✐♦♥♥❛r✐té ∇f(x∗) +

m∑

i=1

µi∇fi(x
∗) +

p∑

j=1

λj∇gj(x
∗) = 0, ✭✷✳✶✵✮

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ fi(x
∗) ≤ 0, ∀i = 1, . . . ,m ✭✷✳✶✶✮

gj(x
∗) = 0, ∀j = 1, . . . , p ✭✷✳✶✷✮

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ µi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m) ✭✷✳✶✸✮

r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ µifi(x
∗) = 0 ∀i = 1, . . . ,m. ✭✷✳✶✹✮

P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❣❧♦❜❛❧❡✳

✷✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

❖♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ ➓✷✳✷✮ q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ♣❛r❢❛✐t✱ ❬✸❪ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧

▼■▼❖ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ ♥♠✐♥, min(N,NR) ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣❡✉t

êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♥♠✐♥ t❡r♠❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r C =
∑♥♠✐♥

i=1 log2

(
1 + λiPi

σ2
n

)
♦ù λi ❡st ❧❛

i✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ HH†✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ✈✐s❡ ❛❧♦rs à rés♦✉❞r❡

max
{Pi}

NT
i=1

♥♠✐♥∑

i=1

log2

(
1 +

λiPi

σ2
n

)
✭✷✳✶✺✮

❛✈❡❝
♥♠✐♥∑

i=1

Pi ≤ P ✭✷✳✶✻✮

♦ù µ ≥ 0 ❡st ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥

s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r L(µ) =
∑♥♠✐♥

i=1 log2

(
1+ λiPi

σ2
n

)
−µ
(∑♥♠✐♥

i=1 Pi−P
)
✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s

♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Pi ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . ,♥♠✐♥✱

❛♠è♥❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Pi =
(

1
µ − σ2

n

λi

)+
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ µ = 0✱ ❛❧♦rs Pi = ∞ ❝❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❀ ❛✉ ✜♥❛❧ µ > 0 ❡t
∑♥♠✐♥

i=1 Pi = P ✳

✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢✳

❚r♦✉✈❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛



✷✳✹ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ ✶✸

❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡✱ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

max
{Θxk

}K
k=1

log2

∣∣I +

K∑

k=1

σ−2
n HkΘxk

H
†
k

∣∣ ✭✷✳✶✼✮

❛✈❡❝ tr(Θxk
) ≤ Pk, k = 1, . . . ,K.

❙❛♥s ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❬✶✽❪✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ✭✷✳✶✼✮ ❡♥ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞é✜♥✐s t❡❧s

q✉❡

max
Θxk

log2

∣∣Σk + σ−2
n HkΘxk

H
†
k

∣∣ ✭✷✳✶✽✮

❛✈❡❝ tr(Θxk
) ≤ Pk,

♦ù Σk = I+
∑K

j=1,j 6=k σ
−2
n HjΘxj

H
†
j ✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Θxk
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡✉① ❞❡ H

†
kΣ

−1
k Hk✳

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡✱

❛♣rès ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

✷✳✹ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ q✉✐

♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡

❧✬é♠❡tt❡✉r tr❛♥s♠❡tt❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❤❛✉t r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ♣r♦♠✐s

♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖✳

✷✳✹✳✶ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♥✈❡rt✐ss❛♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❡♥ ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❧❡s é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts s♦♥t ❧❡♥ts ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ s✉✐✈r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡t

❞✬✐♥❢♦r♠❡r ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛❝q✉✐s❡ à

❧✬é♠❡tt❡✉r ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ♣❛s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ r❡✲

✈❛♥❝❤❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❞❡s ✢✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥✲

♥é❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs

s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖✱ ♥♦té❡ H , UDV†✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ❛✈❡❝ F = V ❡t

G = U†✳ ▲❡s ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥✈♦②és s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥✈❡rt✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s②♠❜♦❧❡s r❡ç✉s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛♣✲

♣r♦♣r✐é ❛✜♥ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝♦❞és sé♣❛ré♠❡♥t✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t

❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ❛❞❛♣tés ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ ➓ ✷✳✷✳✶✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s❡✉❧s ❞❡s

❝♦❞❡s ●❛✉ss✐❡♥s ❛❧❧♦✉és s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳

✷✳✹✳✷ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❙❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❛❧♦rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡

❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ t✐r❛♥t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡

♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳

❊♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❱✲❇▲❆❙❚ ❬✷✶❪✱ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ ▲✬é♠❡tt❡✉r ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ❡♥ ✜①❛♥t ❝❡tt❡

❢♦✐s F = I✳ P❧✉s✐❡✉rs ré❝❡♣t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❝♦♥❥♦✐♥t à ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼▲✮ ❡t ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ▼▼❙❊ à ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r✱

♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♥❥♦✐♥t ▼▲✱ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❬✷✷❪✳ ▲❡s ✢✉①

❞é❥à ❞é❝♦❞és s♦♥t s♦✉str❛✐ts ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s②♠❜♦❧❡s r❡ç✉s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛♥♥✉❧❡r ❧✬✐♥t❡r❢é✲

r❡♥❝❡ q✉✬✐❧s ❣é♥èr❡♥t✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❱✲❇▲❆❙❚ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts

r❛♣✐❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❧❡♥ts✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❝❛r❛❝✲

tér✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s

❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❙■❈ ♦r❞♦♥♥é ❬✷✶❪ q✉✐

❞é❝♦❞❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ❙◆❘ ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s

s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✳

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❙❚❇■❈▼✳

P♦✉r ❛tté♥✉❡r ❝❡tt❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❧✐❡r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s✉r t♦✉t❡s

❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ♦❜t❡♥✉ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡

♠ét❤♦❞❡ ❛❥♦✉t❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❱✲❇▲❆❙❚ ✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❛✉ s✐❣♥❛❧



✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✺

tr❛♥s♠✐s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈❡ s②stè♠❡✱ ❛♣♣❡❧é ❉✲❇▲❆❙❚ ❬✺❪✱ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ à ❞é❝♦❞❡r✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❝♦❞é❡s à ❜✐ts ❡♥tr❡❧❛❝és

✭❙❚❇■❈▼✮✱ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛✈❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡ s✬❛✈èr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❬✷✸❪ ❬✷✹❪ ❬✷✺❪✱ ❛✈❡❝ ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭▲P✮ ❡t ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✳ ▲✬é♠❡tt❡✉r ❡st ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

▼❈❙ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ✭❙❚✲▼❈❙✮✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s♠✐s✳

✷✳✹✳✸ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ r❡♠♦♥t❡ ❞é❥à ❛✉① ❞é❜✉ts ❞❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✳ ❯♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥ ❬✷✻❪✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ♣r♦♠✐s ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛❝q✉✐s❡✳ ❙é✲

♣❛ré♠❡♥t ♦✉ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✱ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t✴♦✉ ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❧❧♦✉és

❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

♦♥t été r❡t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✼ ❞✉ ❍❙❉P❆✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ P❡r ❆♥t❡♥♥❛ ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭P❆❘❈✮ ❡t ❧❡

❉♦✉❜❧❡ ❚r❛♥s♠✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ❆rr❛② ✭❉❚①❆❆✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡✉r é♠❡tt❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❧❛

♠ê♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳

P❆❘❈ ✿ ❙✐ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t ❡st ❛✉t♦r✐sé❡✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❱✲❇▲❆❙❚ ✭F = I✮ ♣❡✉t êtr❡

❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❬✷✼❪ ❞é♠♦♥tr❡

q✉❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡

❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛♠é❧✐♦ré❡s✳

❉❚①❆❆ ✿ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐s✲

s❛♥❝❡ éq✉✐ré♣❛rt✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❝t✐❢s✳ ▲✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉① é♠✐s ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r

❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱

❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦♥t ❛✉t♦r✐sés✳ ❙✐ ✉♥ s❡✉❧ ✢✉① ❡st ❛❝t✐✈é ✭❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✮✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡

t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉①

s♦♥t ❛❝t✐✈és✱ ✐❧s s❡ r❡♣❛rt✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s

❡st ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉✐✛ér❡♥ts ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ♦♥t été ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✜❛❜❧❡ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs

❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚✳ ❆✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ é♠✐s❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❝♦♥✈❡①❡ s❡ ré✈è❧❡ s♦✉✈❡♥t très ✉t✐❧❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s s❝❤é✲

♠❛s ♣r❛t✐q✉❡s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡t

❝❡✉① ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❞②♥❛✲



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

♠✐q✉❡ ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛✐s s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉①

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❈❙■✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛❝❝❡♥t✉é ♣❛r ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r❛t✐q✉❡s ♣❡✉t ❡♠♣ê❝❤❡r ❝❡s s②stè♠❡s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈✐s❡ à r❡✈✐s✐t❡r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❝✐tés ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ♦✉ ♣❧✉s

r♦❜✉st❡s ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❈❙■ ✿ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à

❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❥❡✉ ✜♥✐ ❞❡ ▼❈❙ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❜r✉✐té✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s

❝♦❞❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥❥♦✐♥t ❛❧♦rs q✉✬❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥

♣❡r♠❡t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s

❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡✱

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ t✐r❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥

❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r

✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ♥♦r♠❛❧✐sés✱ ♦♥t été

♣rés❡♥tés✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❝❡✉① ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t

❛♥❛❧②sés✳ ❙❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❙❚❇■❈▼ ❬✷✸❪ ❬✷✹❪ ❬✷✺❪ ❡♠♣❧♦✐❡ ✉♥

❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ P❆❘❈ ❬✷✼❪✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛r

❛♥t❡♥♥❡✱ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❈◗■ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t P❆❘❈

t✐r❡ ♣❛rt✐ ❞❡ s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ✈♦✐❡ ♠♦♥t❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r

❞❡s ❡♥tré❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♦♣t✐♠✉♠ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ▼▼❙❊ ❡t

❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭▼▼❙❊✲❙■❈✮ ❬✷✷❪✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t P❆❘❈ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣✉✐sq✉❡

❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ r❡s♣❡❝té❡s✳ ▲❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s

s②stè♠❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❡t ♥♦♥✱ ✉♥

❝♦❞❛❣❡ ●❛✉ss✐❡♥ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧♦♥❣ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡s✲

s✉s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s♦✉✛r❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❈❡t ❡✛❡t ♣ré❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈✐té

♣❛r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣❛♣✱ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ❬✷✽❪✱ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✐s❝rèt❡s à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✳ ❉❛♥s

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❬✷✾❪ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡ ❥❡✉

✶✼



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞é❝♦✉❧❡ ♣❧✉tôt ❞❡ ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✱ ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦r✲

r❡❝t❡✉r ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ ❞♦♥❝ s✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♥♦r♠❛❧✐sés✳ ❈❡ ❥❡✉

❞❡ ▼❈❙✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t ❡♥ N▼❈❙ ✈❛❧❡✉rs ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sè✲

q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❆✐♥s✐ ❧❛

q✉❡st✐♦♥ s♦✉❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✿ ❝♦♠♠❡♥t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s

▼❈❙ ❄

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡❣ré ❞❡

❧✐❜❡rté ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✵✱ s❡❝t✐♦♥s ❱■✱ ❱■■ ❡t ❱■■■❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❬✸✶❪ ♣❡✉t

êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ré✈è❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r

❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❢❡❡❞❜❛❝❦✮ s✉♣✲

♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❡✣❝❛❝✐té s❡ ❥✉st✐✜❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ❞✐✈❡rs✐té ♦✛❡rt ❬✸✷❪✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡

♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ❛❝t✐✈é ❝♦♠♠❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s

♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬✸✵✱ s❡❝t✐♦♥ ❱■■■❪✳

❖♥ rés✉♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡

à r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡✮ ❞❡ P❆❘❈ ❡t à ❝♦♥s✐❞ér❡r

✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✮ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ✈♦✐❡ ♠♦♥t❛♥t❡✱ ♦♥

❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t P❆❘❈ ♣❡r♠❡t t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥t❡♥♥❡s

❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s

❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s✮✳ ▲❡s ❜é♥é✜❝❡s ❛♣♣♦rtés ❡♥ t❡r♠❡s

❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ s♦♥t ♠♦♥trés ❣râ❝❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦r✐❣✐♥❛✉① ♣r♦♣♦sés ✐♥❝♦r✲

♣♦r❛♥t ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞✉

♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✈✐❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❬✸✵✱ s❡❝t✐♦♥ ❱■■■❪✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡

❝♦♠♣❧été ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❬✸✸❪✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣t s♦♥t ❛✉ss✐ ❞é❝r✐ts

❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ➓ ✸✳✷ ❞é❝r✐t ❡♥ ❞ét❛✐❧

❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❞é♠♦♥tr❡ s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❜♦r❞é❡

❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ➓ ✸✳✸ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r❛t✐q✉❡s s♦♥t ❡①♣♦sés✳ ▲❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts ✭➓ ✸✳✹

❡t ✸✳✺✮ s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés ❛✉ ❝♦ût ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡t

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭➓ ✸✳✻✮ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s

❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳



✸✳✷ ❈♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ✿ ▲❙❚❈✲❘❈ ✶✾

✸✳✷ ❈♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡✲

♠❡♥ts ✿ ▲❙❚❈✲❘❈

✸✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❞é❧✐✈r❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■❘✮ ✐❞é❛❧❡✳ ❉✉ ❝ôté ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✱

✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧

✭❈◗■✮✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ❜❛s ❞é❜✐t ❡t s❛♥s

❡rr❡✉r✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ s✉♣♣♦sé s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❞❡s é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✱ s✉✐t

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❈❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❡♥❞❛♥t L ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥❛❧

✭❤②♣♦t❤ès❡ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡✮✱ ♣❡r♠❡t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s NT ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥

❡t ❧❡s NR ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥

❝♦♥s✐st❛♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡t ❛❝t✐✈❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✭s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ à s♣é❝✐✜❡r✮ nT

❛♥t❡♥♥❡s ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s NT ❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛❝t✐❢s ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r A ⊆

[1, NT ]✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ H ∈ C
NR×NT ✳ ❆✐♥s✐ à ❝❤❛q✉❡

✐♥st❛♥t m ∈ [1, L]✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❡st st♦❝❦é ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ym ∈ C
NR ❞é✜♥✐ ♣❛r

ym = H̃xm + nm, ✭✸✳✶✮

♦ù xm ∈ C
nT ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s②♠❜♦❧❡s tr❛♥s♠✐s✱ H̃ ∈ C

NR×nT ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s ❡t nm ∈ C
NR ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ●❛✉ss✐❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
n✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✱ ♥♦té❡ Θx✱ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ tr(Θx) ≤ P ♦ù

P ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st s✉♣♣♦sé❡

é❣❛❧❡ à σ2
n = 1 ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✳

✸✳✷✳✷ ❊♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ♣r♦♣♦sé

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡s nT ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st ❢r❛❝t✐♦♥♥é ❡♥ K ❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❝ts ✭❛♣♣❡❧é é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ❜❧♦❝s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✮ ∆1, . . .∆K q✉✐ r❡❝❡♥s❡♥t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✭❞és✐❣♥❛♥t

❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✮ ❡t r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑K

k=1 |∆k| = nT ✳ ❙♦✐t π(A|K) ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

▲❡s ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐t❡s✳ ▲❡ ✢✉① ❞✬✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s d ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①é ❡♥ K s♦✉s✲✢✉① {d1, . . . ,dK}✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡

❡✉① ❡st ❡♥❝♦❞é ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ✭❙❚✲▼❈❙✮✳ ▲❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡

s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ rés✉❧t❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ Xk ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |∆k| × L ♦ù

L ❞é♥♦t❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥❛❧✮✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ t♦t❛❧ à tr❛♥s♠❡ttr❡ X ❞❡



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲❙❚❈✲❘❈

❞✐♠❡♥s✐♦♥ nT × L ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r

X =

K∑

k=1

E∆k
Xk. ✭✸✳✷✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ✭❧❛②❡✲

r✐♥❣✮ ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts {Rk}
K
k=1✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❛♣✲

♣❧✐q✉és à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ♣❛r ❝♦✉❝❤❡

{Ck}
K
k=1 ✭❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✮✳ ❈❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥trô❧és ♣❛r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❈◗■s ✭✉♥

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✮✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ♣❛r ❡ss❡♥❝❡ ❛❞❛♣t❛✲

t✐❢✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s K ❡t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ π(A|K)

✈❛r✐❡♥t ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❝❛♥❛❧ à ✉♥ ❛✉tr❡ ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❞✬✉♥❡ r❡♠♦♥té❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ à

✉♥❡ ❛✉tr❡✮✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❈❤♦✐✲

s✐❡ ❝ôté ré❝❡♣t❡✉r✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ❡t

✐♠♣❛❝t❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♦✈❡r❤❡❛❞✮

♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s é♠❡ttr✐❝❡s ❡t ré❝❡♣tr✐❝❡s✳ ▲✬é♠❡tt❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛♣✲

♣❡❧é❡ ❝♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ✭♦✉ ▲❛②❡r❡❞ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❈♦❞❡s

✉♥❞❡r ❘❛t❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▲❙❚❈✮ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❡st ❞é❝r✐t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳

❆♣rès ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ r❛❞✐♦✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✲

♠❡♥t ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❝♦✉❝❤❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s r❡ç✉s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝tés ❞❛♥s

✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Y ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NR × L✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱

❧✬♦r❞r❡ s✉❝❝❡ss✐❢ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉✐t ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡

♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥❛❧✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❡st ♦♠✐s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ ♣r❡✲

♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ❞é❝♦❞é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ▼▼❙❊ x̂♠♠s❡∆1
❞❡ x∆1 ❞♦♥♥é❡ ♣❛r x̂♠♠s❡∆1

= F1y ♦ù

F1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |∆1| × NR✮✱ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❡①❛❝t❡

F1 =
[
I|∆1| + B1

]−1
Θx∆1

H
†
∆1

Θ−1
z1

✭✸✳✸✮



✸✳✷ ❈♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ✿ ▲❙❚❈✲❘❈ ✷✶

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲❙❚❈✲❘❈

✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

B1 = Θx∆1
H

†
∆1

Θ−1
z1

H∆1

Θz1
=
∑

j≥2 H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

+ INR

✭✸✳✹✮

✭♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ I|∆1|+B1 ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮✳ ▲❡s ❜✐ts ❞é❝♦❞és s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ré✲❡♥❝♦❞és ♣♦✉r ❣é♥ér❡r x̂❞❡❝∆1
✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✶ ✭❡t ❞❡s s✉✐✈❛♥t❡s✮ ❡st s✉♣♣♦sé s❛♥s ❡rr❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st

❧é❣✐t✐♠❡ ✈✉ ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ ❝❛♣❛❝✐té ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ❞é❝♦❞é❡

❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ▼▼❙❊ x̂♠♠s❡
∆2

❞❡ x∆2 ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r x̂♠♠s❡
∆2

= F2ỹ2

❛✈❡❝

ỹ2 = y − H∆1
x̂❞❡❝∆1

✭✸✳✺✮

❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❲✐❡♥❡r F2✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |∆2| ×NR✱ ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡

F2 =
[
I|∆2| + B2

]−1
Θx∆2

H
†
∆2

Θ−1
z2

✭✸✳✻✮

✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s

B2 = Θx∆2
H

†
∆2

Θ−1
z2

H∆2

Θz2
=
∑

j≥3 H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

+ INR

✭✸✳✼✮

✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ I|∆2| + B2 ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ré♣èt❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s

❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s♦✐❡♥t ❞é❝♦❞é❡s✳

✸✳✷✳✸ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥

❝❤❛î♥❡✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲

❙■❈ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ s✐ ❞❡s ❝♦❞❡s ✭♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✮

●❛✉ss✐❡♥s✱ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧♦♥❣s ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ s♦♥t ❡♠♣❧♦②és s✉r

❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❬✷✷❪✳ ❊♥



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s x∆k
s♦♥t

♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡

C , log det
(
INR

+ HΘxH
†
)

✭✸✳✽✮

♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ K t❡r♠❡s {Ck}
K
k=1 ✭✉♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✮✱ ❝❤❛❝✉♥❡

❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Ck = log det
(
I|∆k| + Bk

)
✭✸✳✾✮

❛✈❡❝✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱

Bk = Θx∆k
H

†
∆k

Θ−1
zk

H∆k

Θzk
=
∑

j≥k+1 H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

+ INR

✭✸✳✶✵✮

❈❡ rés✉❧t❛t r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ Θzk
✭❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✮✳ ❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡✲s♦rt✐❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ỹk ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ zk ❝♦❧♦ré

ỹk = H∆k
x∆k

+

K∑

j=k+1

H∆j
x∆j

+ n

︸ ︷︷ ︸
zk

✭✸✳✶✶✮

❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ x∆k
❡t zk s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ●❛✉ss✐❡♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tr❡r

q✉❡

I
(
x∆k

; ỹk

)
= log det

(
I|∆k| + Bk

)
= Ck. ✭✸✳✶✷✮

▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r Fk ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ k ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥ ✭▼❙❊✮

♠❛✐s ❢♦✉r♥✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r x∆k
✱ ❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿

I
(
x∆k

; ỹk

)
= I
(
x∆k

; x̂♠♠s❡∆k

)
. ✭✸✳✶✸✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ FkΘzk
F

†
k s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

r❛♥❦
(
FkΘzk

F
†
k

)
≤ r❛♥❦

(
Θzk

)
= NR. ✭✸✳✶✹✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ FkΘzk
F

†
k ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |∆k|×|∆k| ❡st ♥♦♥✲✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |∆k| >

NR✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①❝é❞❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞❡s✐❣♥ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t r❡s♣❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s❡

ré❢ér❛♥t à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ I(x;y) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

I
(
x;y

)
=

K∑

k=1

I
(
x∆k

;y
∣∣x∆1 , . . . ,x∆k−1

)
. ✭✸✳✶✺✮

❊♥ ✐♥✈♦q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳

I
(
x∆k

;y
∣∣x∆1 , . . . ,x∆k−1

)
= I
(
x∆k

; ỹk

)
✭✸✳✶✻✮



✸✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t r❡♥❞❡♠❡♥ts ✷✸

❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✸✳✶✸✮✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✜♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st

I
(
x∆k

;y
∣∣x∆1

, . . . ,x∆k−1

)
= I
(
x∆k

; x̂♠♠s❡∆k

)
. ✭✸✳✶✼✮

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t à ❧❛ k✐è♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r I
(
x∆k

;y
∣∣x∆1

, . . . ,x∆k−1

)
✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✸✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t r❡♥❞❡♠❡♥ts

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

P♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ π(A|K) ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡

❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ▼■▼❖ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❞❛♥s

❧❡ s②stè♠❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① à ❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡

✭▼❆❈✮ ❬✶✽❪ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❬✸✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❬✸✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st

C = max
{Θx∆k

}K
k=1

log det
(
INR

+

K∑

k=1

H∆k
Θx∆k

H
†
∆k

)

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ Θx∆k
≥ 0✱ ∀k ∈ [1,K] ❡t

K∑

k=1

tr
(
Θx∆k

)
≤ P

✭✸✳✶✽✮

♦ù P ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❙✐ K = 1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✽✮ ❡st

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❬✸❪✳ P♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ❬✸✵❪ ❡t ❬✸✻❪ ♣♦✉r ❞❡s

s②stè♠❡s P❆❘❈✱ ♠❛✐s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ▲❙❚❈✲❘❈✳ ❉❡ ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

♦❜t❡♥✉❡s à ❞✐✛ér❡♥ts ❙◆❘ ❬✸✻❪✱ ❞❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s✳ ❆ ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘ ❧❛

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♥t❡♥♥❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ t❛♥❞✐s q✉✬à ❢♦rt ❙◆❘ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ❛✈❡❝

✉♥❡ éq✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥❝♦r❡ q✉✬❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❜❧♦❝✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❝✳✲à✲❞✳✱

Θx =

K∑

k=1

PkE∆k
E

†
∆k

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ tr(Θx) ≤ P ✳

✭✸✳✶✾✮

❏✉sq✉✬✐❝✐ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❛ été ♠❡♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ q✉✐ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té s❡❧♦♥

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✐✮ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ✭✐✐✮ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡✱ ❡t ✭✐✐✐✮ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ tr❛♥s♠✐s❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣rés❡♥ts



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡

❡t✱ à ❧❛ ✈✉❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡r❛✐t tr♦♣ ✐♥t❡♥s❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❡♥ t✐r❛♥t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦✉s✲♦♣t✐♠❛✉①

❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐❞❡♥t✐✜és✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧❡s ❞❡✉①

♣r♦❝❤❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s tr❛✐t❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s

❞é❜✐t ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ✐♥❢♦r♠❡r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡t❡♥✉s ❀ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❞♦♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

❝♦♥s✐st❡ à ét❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥t❡♥♥❡s ❡t à ré♣❛rt✐r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥tr❡

t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ str❛té❣✐❡ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❧✬♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞✱ ❜✐❡♥

sûr✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡✳

✸✳✸✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ✶ ✿ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛❝t✐✈é❡✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ A = {1, . . . , NT }✳ ▲✬♦♣t✐✲

♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ (π⋆, σ⋆)

❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P⋆ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s K ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s q✉❛♥t✐✜é❡s {P ⋆
k }

K
k=1✳ ❈❡s

♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{P⋆, π⋆, σ⋆} = arg max
{P,π,σ}

Rs✉♠(P, π, σ), ✭✸✳✷✵✮

♦ù Rs✉♠(P, π, σ) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Rs✉♠(P, π, σ) =

K∑

k=1

Rk(P, π, σ). ✭✸✳✷✶✮

❈❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ✭♦✉ ❝♦✉❝❤❡✮ ∆k ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ✭❡t ✜♥✐❡✮ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

❞✐s❝r❡ts D∆k
✱ s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✳ ■❧

❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r

r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ∆k ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

Rk(P, π, σ) = arg min
R∈D|∆k|

∣∣∣Ck(P, π, σ) −R
∣∣∣

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ R ≤ Ck(P, π, σ)
✭✸✳✷✷✮

♦ù Ck(P, π, σ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✾✮✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts✳

◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❈♦♠♠❡ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ❢♦rt ❙◆❘✱ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♣❡✉✈❡♥t rés✉❧t❡r

❞✬✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❙♦✉s ❝❡t é❝❧❛✐r❛❣❡✱ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦✉s✲



✸✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t r❡♥❞❡♠❡♥ts ✷✺

♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✸✵✱ s❡❝t✐♦♥ ✽❪✱ ♣❛rt ❞❡ ❧✬éq✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐s❝r❡t

❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜✐ts✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞♦♥♥é❡ (π(A|K ), σ)✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❙❘P◗ ♣♦✉r ❙✉❝❝❡ss✐✈❡

❘❛t❡ ❛♥❞ P♦✇❡r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞é❝r✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ à s✉✐✈r❡✳ ❉❡ ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ét❛❜❧✐❡s s✉r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❙❘P◗✶

q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❧✐é à ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✜①é σ = (1, . . . ,K) ❡t

❙❘P◗✷ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❆♣rès ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t Rσ(k)✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡q✉✐s❡ Pσ(k) ❡st

❝❛❧❝✉❧é❡✳ P♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❡rr❡✉r Pσ(k) s❛t✐s❢❛✐t ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

Rσ(k) = log det
(
I|∆k| + Pσ(k)H

†
∆k

Θ−1
zk

H∆k

)
✭✸✳✷✸✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Pσ(k) ∈ [0, P ]✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡①✐st❡ t❛♥t q✉❡ |∆k| ≤ 4 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡

❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ Pσ(k) ❞♦♥♥é ♣❛r

det
(
I|∆k| + Pσ(k)H

†
∆k

Θ−1
zk

H∆k

)
=

1 +

|∆k|∑

j=1

|∆k|∑

i1=1

|∆k|∑

i2>i1

|∆k|∑

ij>ij−1

(Pσ(k))
j det

(
H∆k

(i1, . . . , ij)
†
Θ−1

zk
H∆k

(i1, . . . , ij)
) ✭✸✳✷✹✮

❛✈❡❝ H∆ (i1, . . . , ij) = [h∆i1
h∆i2

· · ·h∆ij
] ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ NR × j✳ P♦✉r |∆k| > 4✱

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✬❛✈èr❡♥t ✉t✐❧❡s✳ ▲❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t 2q ✈❛❧❡✉rs

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, P ]✳ ▲✬❛rr♦♥❞✐ s✉♣ér✐❡✉r s✬✐♠♣♦s❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r Pσ(k)

❛✜♥ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ R ≤ Ck(P, π, σ)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ❙❘P◗

Premaining = P ❀

❢♦r k = K t♦ 1 ❞♦

❙t❡♣ ✶ ❊q✉✐❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ✿ Pσ(k) = Premaining/k

❙t❡♣ ✷ ❈♦♠♣✉t❡ Cσ(k) ❢r♦♠ ✭✸✳✾✮✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❞✐s❝r❡t❡ r❛t❡

Rσ(k)✱ s❡❡ ✭✸✳✷✷✮

❙t❡♣ ✸ ❯♣❞❛t❡ Pσ(k) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✸✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐③❡ ✐t P̂σ(k)

❙t❡♣ ✹ ❈❤❡❝❦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✿

✐❢ (Premaining − P̂σ(k) < 0) t❤❡♥

❙t❡♣ ✹✳✶ ❚❛❦❡ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❞✐s❝r❡t❡ r❛t❡ Rσ(k)

❙t❡♣ ✹✳✷ ❯♣❞❛t❡ Pσ(k) ❛♥❞ q✉❛♥t✐③❡ ✐t P̂σ(k)

❡♥❞ ✐❢

Premaining = Premaining − P̂σ(k) ❀

❡♥❞ ❢♦r



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❙❘P◗✷ ❡①♣❧♦✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté

❧✐é à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❖❘P◗ ♣♦✉r ❖r❞❡r❡❞ ❘❛t❡s ❛♥❞ P♦✇❡r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✮ q✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡

✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ σ ♣ré❝✐s✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ π ❧♦rs ❞✬✉♥

tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr✐❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛✉ ♣✐r❡ ✭❡♥ ✉♥ s❡♥s à ❞é✜♥✐r✮✳ ❆✜♥

❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛❝q✉✐s❡✱ ♦♥ s✉❣❣èr❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱

❝✳✲à✲❞✳ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭❙❘P◗ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ r❡st❛♥t❡ ❡st

❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉❛♥t✐✜é❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s t♦✉r à

t♦✉r✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❝❧❛ssés ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r i1 ❛✉ ♣✐r❡ iK s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té✳ ❊♥

❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ik✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Dik
❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ▼▼❙❊ s✬é❝r✐t

Dik
=

[
E

†
∆ik

(
INT

+ ΘxH
†H
)−1

E∆ik

]−1

− I|∆ik
|. ✭✸✳✷✺✮

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

det
(
I|∆i1 |

+ Di1

)
≥ · · · ≥ det

(
I|∆iK

| + DiK

)
. ✭✸✳✷✻✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t ❢❛✈♦r✐t✐s♠❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Dik
❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ é❣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥

♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❙■❈✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t σ = (iK , . . . , i1)✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

❝♦✉❝❤❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✭❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉❝❤❡s✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡

i1 ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ❤❛✉t r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡q✉✐s❡ ❡st ❛❧♦rs ♠✐♥✐♠✐sé❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❝♦✉❝❤❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥ ❧❛r❣❡

❜✉❞❣❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡st❛♥t✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❖❘P◗ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳

✸✳✸✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ✷ ✿ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❡♥ ré♣❛rt✐ss❛♥t ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s ❡t s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥ ❜♦✉❝❧❡

❢❡r♠é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦rré❧és ♦✉ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ q✉✬❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱

✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ❞✐✈❡rs✐té ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❬✸✼❪ ❬✸✽❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t✱ ❧❛

❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♣r✐s❡ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡♥✈♦②é❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡t ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s s✬❛❝❤è✈❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A⋆ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s nT ❛♥t❡♥♥❡s

❛❝t✐✈❡s✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és {R⋆
k}

K
k=1✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ (π⋆, σ⋆)



✸✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t r❡♥❞❡♠❡♥ts ✷✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❖❘P◗

Premaining = P ❀

■♥✐t ❋✐♥❞ σ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✷✺✮ ✭✸✳✷✻✮

❢♦r k = K t♦ 1 ❞♦

❙t❡♣ ✶ ❆ss✐❣♥ t♦ Pσ(k) t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ✿ Pσ(k) = Premaining

❙t❡♣ ✷ ❈♦♠♣✉t❡ Cσ(k) ❢r♦♠ ✭✸✳✾✮✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❜✉t ✐♥❢❡r✐♦r

❞✐s❝r❡t❡ r❛t❡ Rσ(k)

❙t❡♣ ✸ ❯♣❞❛t❡ Pσ(k) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✸✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐③❡ ✐t P̂σ(k)

❙t❡♣ ✹ ❈❤❡❝❦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✿

✐❢ (Premaining − P̂σ(k) < 0) t❤❡♥

❙t❡♣ ✹✳✶ ❚❛❦❡ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❞✐s❝r❡t❡ r❛t❡ Rσ(k)

❙t❡♣ ✹✳✷ ❯♣❞❛t❡ Pσ(k) ❛♥❞ q✉❛♥t✐③❡ ✐t P̂σ(k)

❡♥❞ ✐❢

Premaining = Premaining − P̂σ(k) ❀

❡♥❞ ❢♦r

❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s A⋆✳ ❚♦✉s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t

{A⋆, π⋆, σ⋆} = arg max
{A,π,σ}

Rs✉♠(A, π, σ) ✭✸✳✷✼✮

♦ù Rs✉♠(A, π, σ) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Rs✉♠(A, π, σ) =

K(A|π)∑

k=1

Rk(A, π, σ) ✭✸✳✷✽✮

▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ∆k ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

Rk(A, π, σ) = arg min
R∈D|∆k|

∣∣∣Ck(A, π, σ) −R
∣∣∣

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ R ≤ Ck(A, π, σ)
✭✸✳✷✾✮

♦ù Ck(A, π, σ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✾✮✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s
∑NT

n=1

(
NT

n

)
❡♥s❡♠❜❧❡s

♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s A✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡

❞✬❡❧❧❡s ✭✸✳✷✽✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥

❡t ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s K! ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✭❝❢✳ ➓ ✸✳✺✮✳ ❆✜♥

❞❡ ❣ér❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ré❞✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡ à ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ré❞✉✐t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ✉♥❡

❛♥t❡♥♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✭♠♦❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✮✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♥❡ ❜❛❧❛②❡ ♣❧✉s t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

♣♦ss✐❜❧❡s A✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❯♥❡

ét❛♣❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ tr✐❡ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ à ❧❛ ♣✐r❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡

❛♥t❡♥♥❡ t ∈ [1, NT ] ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❙■◆❘ γt ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ▼▼❙❊

γt =

[(
INT

+ ΘxH
†H
)−1

]−1

t,t

− 1 ✭✸✳✸✵✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❙■❈✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡

rè❣❧❡✱ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t tr✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té✳ ▲❡ NT ✲✉♣❧❡t ✐♥✐t✐❛❧ S =

(t1, . . . , tNT
) ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿

γt1 ≥ · · · ≥ γtNT
✭✸✳✸✶✮

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ S✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❧❡

♣✐r❡ é❧é♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡①✐st❡ s✐ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✭❝♦♥tr✐❜✉t✐✈❡s✮✳ ❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✭✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r l✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛✈❡❝

Sl ⊆ S✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧✉s

❣r❛♥❞❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ✐♠♣✉té❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❯♥❡

é❝♦♥♦♠✐❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ✳ ❊♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✸✳✷✻✮✱

❧✬♦r❞r❡ ❛rr✐èr❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st σr❡✈ = (iK , . . . , i1) ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❛✈❛♥t ❡st σ❢✇❞ = (i1, . . . , iK)✳ ❊♥ r❛✐s♦♥

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❙■❈✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❛♥t ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés

♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ {C❢✇❞
ik

}K
k=1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ {C❢✇❞

ik
}K

k=1 ❡st ❝♦♥t❡♥✉

❞❛♥s [Cr❡✈
iK
, Cr❡✈

i1
] ❡t ❧❡ ❥❡✉ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t





C❢✇❞
i1

≤ Cr❡✈
i1

Cr❡✈
iK

≤ C❢✇❞
iK

✭✸✳✸✷✮

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦✉❝❤❡ C❢✇❞
i1

s♦✐t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ R♠❛①✱

♦ù R♠❛① ❡st ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ✭✸✳✸✷✮ ❞♦♥♥❡

R⋆
i1

= R♠❛① q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉♣♣♦sé✳ ◗✉❛♥❞ K = 2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥é❣❛❧✐té q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡st ♠❛①✐♠✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡

❛✈❛♥t✳ ◗✉❛♥❞ K > 2✱ tr♦✉✈❡r ❧✬♦r❞r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❡①tr✐❝❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣❡✉t êtr❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❡♥

♣rés❡r✈❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ✭ré❛❧✐s❡r ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❛♥t✮✳ ❆

♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ σ ❝♦♥s✐st❡ à tr✐❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ❙■◆❘

❞❡ ❧❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦t♦♥s γ
k
(π) = maxt∈∆

k
γt✱ ∀k ∈ [1,K(A|π)] ♦ù ❧❡s γt

s♦♥t ❝❡✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ S✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t

❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❛✈❛♥t σ❢✇❞ =

(i1, . . . , iK) ❡t ❛rr✐èr❡ σr❡✈ = (iK , . . . , i1) ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

γ
i1

(π) ≥ · · · ≥ γiK
(π) ✭✸✳✸✸✮



✸✳✹ ❈❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ✷✾

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✐tér❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❥♦✐♥t sé❧❡❝t✐♦♥

■♥✐t ❖r❞❡r S ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✶✮

■♥✐t✐❛❧✐③❡ Sl=1 t♦ S ❛♥❞ R
(0)
s✉♠ = 0

✇❤✐❧❡ l 6= NT ❞♦

❙t❡♣ ✶ ▲❡t ✉s ❡✈❡♥❧② ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ♦✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s ♦❢ Sl

❙t❡♣ ✷ ❙❝❛♥ ❛❧❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✿

❢♦r ❛❧❧ πj ❞♦

❙t❡♣ ✷✳✶ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ σ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✸✮

❙t❡♣ ✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉♠ ❞✐s❝r❡t❡✲r❛t❡ R
(l)
s✉♠ (Sl, πj , σ) ❛♥❞ st❛❝❦ t❤❡

s❡t ♦❢ r❛t❡s {Rk}
K
k=1

❡♥❞ ❢♦r

❙t❡♣ ✸ ❋✐♥❞ ❏ s✉❝❤ t❤❛t J = arg max
j
R(l)
s✉♠ (Sl, πj , σ)

❙t❡♣ ✹ ❈♦♠♣❛r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ✿

✐❢ R
(l)
s✉♠ (Sl, πJ , σ) > R

(l−1)
s✉♠ (A⋆, π⋆, σ⋆) t❤❡♥

❙t❡♣ ✹✳✶ ❯♣❞❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ✿ A⋆ = Sl✱ π
⋆ = πJ ❛♥❞ σ⋆ = σ

❙t❡♣ ✹✳✷ ❚❛❦❡ ♦✛ ✇♦rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ✿ Sl = Sl \ {Sl(last)} ❛♥❞ s❡t

l t♦ l + 1

❡❧s❡

❙t❡♣ ✹✳✶ ❊①✐t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞❡

❝r♦✐ss❛♥t ♦ù ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❡st ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❢♦✐s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡A✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧ A ❝♦♥t✐❡♥t r❛r❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣ré❢ér❛❜❧❡✱

s✉rt♦✉t à ❢♦rt ❙◆❘✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳

✸✳✹ ❈❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉

❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❞✐q✉❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡❣ré

❞❡ ❧✐❜❡rté ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡

❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❬✸✾✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸❪✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭N♠❝s✮ ❡st ❝♦♥st❛♥t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❣r♦✉♣❡

✭❜❧♦❝✮✳ ▲❡ ▼❈❙ ♥✉❧✱ ♣rés✉♠é ♣rés❡♥t✱ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ét❡✐♥t❡s✳ ▲❛ ❢❛ç♦♥

❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ n é❧é♠❡♥ts ❡♥❣❧♦❜❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

A′ ⊂ A✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡st ❞♦♥❝ ❣r❛t✉✐t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛

str❛té❣✐❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝♦ût❡ ♣❧✉s ❝❤èr❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❉❛♥s ❧❛

s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r N♣✇r ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ◗✉❡❧❧❡

q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱

N♣✇r = 1 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ✐♥❡①✐st❛♥t✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r S
(k,≤b)
n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣❛rt✐t✐♦♥s ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , n} ❡♥ k ❜❧♦❝s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ b✱

❡t S
(≤b)
n =

∑n
k=1 S

(k,≤b)
n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , n} ❡♥ ❜❧♦❝s

♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ b✳ S
(k,≤n)
n = S

(k)
n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❙t✐r❧✐♥❣ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡

❡s♣è❝❡ ❡t S
(≤n)
n =

∑n
k=1 S

(k)
n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡❧❧✳ ❈♦♠♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡①✐st❡

♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❙t✐r❧✐♥❣ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡s♣è❝❡ ❬✹✵❪

S(k)
n ≡ {n

k} =
1

k!

k∑

l=0

(
k
l

)
(−1)l(k − l)n ✭✸✳✸✹✮

❙♦✐t eb(z) = 1+ z+ . . .+ zb

b! ❧❛ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❊❋ ♣♦✉r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥✮

tr♦♥q✉é❡✳ ▲❡s S
(≤b)
n ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛t✐❝❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❡♥

❛♥❣❧❛✐s✱ ❊●❋ ♣♦✉r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥✮

S(≤b)(z) = eeb(z) − 1 ✭✸✳✸✺✮

s❡❧♦♥ S
(≤b)
n /n! = [zn]S(≤b)(z) ❬✹✵❪✳ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥ts

I(k,≤b)
n =

{
{i1, . . . , ik} ∈ [1, b]k :

∑k

l=1
il = n

}
, ✭✸✳✸✻✮

♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r S
(k,≤b)
n ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t

S(k,≤b)
n =

1

k!

∑
{i1,...,ik}∈I

(k,≤b)
n

(
n

i1 . . . ik

)
✳ ✭✸✳✸✼✮

❉❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥t été ❡♥✈✐s❛❣é❡s✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s

A⋆✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ ❡♥ K ❜❧♦❝s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❡t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts {R⋆
k}

K
k=1✳ ❈♦♥✈♦②❡r ❧❡

♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❧❡s K ✈❛❧❡✉rs ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡t ❧❡s K ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s

❞❡s s❧♦ts sé♣❛rés ✭❡t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ str❛té❣✐❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐ts r❡q✉✐s

❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r

N
(1)

❢❞❜❦ = Eπ{N
(1)
❢❞❜❦✱π} ✭✸✳✸✽✮

♦ù ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ♣r✐s❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♦ù N
(1)
❢❞❜❦✱π ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ π✳ ❙♦✐t πi ❧❛ iè♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

N
(1)

❢❞❜❦ =
⌈
log2 S

(≤NR)
NT

⌉
+

1

S
(≤NR)
NT

S
(≤NR)

NT∑

i=1

⌈
K(πi) log2 (N♠❝sN♣✇r)

⌉
✭✸✳✸✾✮



✸✳✹ ❈❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ✸✶

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

N
(1)

❢❞❜❦ =
⌈
log2 S

(≤NR)
NT

⌉
+

NT∑

k=1

S
(k,≤NR)
NT

S
(≤NR)
NT

⌈k log2 (N♠❝sN♣✇r)⌉ ✭✸✳✹✵✮

❇✐❡♥ q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r✱ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ✐♥tr♦✲

❞✉✐t ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❡ q✉✐✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ s❡♠❜❧❡ ♣❡✉ ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣❡✉t ❞✐✛ér❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❛

♣r✐♦r✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜✐ts ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s✱ à

s❛✈♦✐r

N
(1)
❢❞❜❦ =

⌈
log2 S

(≤NR)
NT

⌉
+ ⌈NT log2 (N♠❝sN♣✇r)⌉ ✭✸✳✹✶✮

r❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥

❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉❛♥t✐✜é❡s✱ ♣♦✉r

❡♥s✉✐t❡ ❞é♥♦♠❜r❡r ❝❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✳ ▲❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t

❞❡ ❜✐ts✱ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

N
(2)
❢❞❜❦ =

⌈
log2

NT∑

k=1

S
(k,≤NR)
NT

(N♠❝sN♣✇r)
k

⌉
✳ ✭✸✳✹✷✮

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s N
(1)
❢❞❜❦ ❞é♣❛ss❡ t♦✉❥♦✉rs N

(2)
❢❞❜❦✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞❡ ✜①❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡ ✭♠♦❞❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢✮✳ ■❧ ✈❛ ❞❡ s♦✐ q✉❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts é❝♦♥♦♠✐sés ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ➓ ✸✳✻✳✺ q✉❡ ❝❡tt❡

♦♣t✐♦♥ r✐✈❛❧✐s❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ P❆❘❈✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r P❆❘❈

♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ N
(2)
❢❞❜❦ ❝♦♠♠❡

N
✭♣❛r❝✮
❢❞❜❦ = ⌈NT log2 (N♠❝sN♣✇r)⌉ ✳ ✭✸✳✹✸✮

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ▼■▼❖ 4×4✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧✐stés

❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ♦ù ❧❡ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r |∆1| = |∆2| = 2✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✬❝❧❛ss✐q✉❡✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣♦✉r ▲❙❚❈✲❘❈ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❡♥ ❜✐ts✮

❉❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté P❆❘❈ ▲❙❚❈✲❘❈ ▲❙❚❈✲❘❈

NT = 4 ❡t NR❂✹ ✭♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢✮

❝❧❛ss✐q✉❡ ✶✹ ✶✺ ✼

♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉❛♥t✐✜é❡s

N♣✇r = 32 ✿ ✸✹ ✸✹ ✶✼

N♣✇r = 4 ✿ ✷✷ ✷✷ ✶✶

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✶✹ ✶✺ ✲



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

✸✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s {Ck}
K
k=1✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉✐t

❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❤②♣♦t❤ès❡

✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛✲

t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛♣♣❡❧é❡✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n ❝♦♠♣♦rt❡ n3/3 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦❧❡s❦②✮✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t

❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m × n ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × p ✐♠♣❧✐q✉❡

mnp ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡r♠✐t✐❡♥♥❡ n× n

♥é❝❡ss✐t❡ n3/3 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦❧❡s❦②✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té Ck

♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✿ ✭✐✮ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ NR ×NR Θzk
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✐✐✮ ♣❧✉s✐❡✉rs

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ k✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés {Ck}
K
k=1 ❡st ❞♦♥❝ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ π(A|K) ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ σ ❡①♣r✐♠é❡

♣❛r

f{Ck}K
k=1

(π, σ) =

K∑

k=1

(
|∆k|

3/3 + 2N2
R|∆k| +N3

R/3 +
K∑

j=k+1

NR|∆j |
2 +NR|∆j |

)
✳ ✭✸✳✹✹✮

❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ré❝✉rs✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❛♣♣❡❧❛♥t à ✉♥❡

✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

K∑

j≥k

H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

=
K∑

j≥k+1

H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

+ H∆k
Θx∆k

H
†
∆k
, ✭✸✳✹✺✮

❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❲♦♦❞❜✉r② ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à Θ−1
zk−1

❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r

Θ−1
zk−1

= Θ−1
zk

− Θ−1
zk

H∆k
A−1

k H
†
∆k

Θ−1
zk

Ak = Θ−1
x∆k

+ H
†
∆k

Θ−1
zk

H∆k
✳

✭✸✳✹✻✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ΘzK
= INR

✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r

q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♠❛✐s ✭❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✮ ♣♦✉r

✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t❡ |∆k| × |∆k| ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ |∆k| ≤ NR ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♦❜t❡♥✐r Θ−1
zk

✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♦✉ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

♠❛tr✐❝✐❡❧✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ré❞✉✐t à 2N2
R|∆k+1| + NR|∆k+1|

2 + |∆k+1|
3/3✳ ▲❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s {Ck}
K
k=1✱ t♦✉❥♦✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ π(A|K) ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

❞é❝♦❞❛❣❡ σ✱ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r

g{Ck}K
k=1

(π, σ) =

K∑

k=1

(
|∆k|

3/3 + 2N2
R|∆k| + 2N2

R|∆k+1| +NR|∆k+1|
2 + |∆k+1|

3/3

)
✭✸✳✹✼✮

✭❛✈❡❝ |∆K+1| = 0✮✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés g{Ck}K
k=1

♣♦✉r t♦✉t❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❣❛r❞❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡



✸✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✸✸

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❝❡ ♥♦♠❜r❡ ét❛♥t ❡♥ ❢❛✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❞❡s {|∆k|}
K
k=1 ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ K ❞♦♥♥é❡✮✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡

❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡ s✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s

g(k)
max = max

(π,σ):K(π)=K
g{Cl}k

l=1
(π, σ)✳ ✭✸✳✹✽✮

❙✐ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❧✐é à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st

❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

NT∑

k=1

k!S
(k,≤NR)
NT

g(k)
max✳ ✭✸✳✹✾✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣❛r❝♦✉rt t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦s✲

s✐❜❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

NT∑

k=1

S
(k,≤NR)
NT

g(k)
max✳ ✭✸✳✺✵✮

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✱ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s ❞❡ NT

❡t NR✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ NT ❧♦rsq✉❡

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ♦♣t✐♠✐sé✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ t❡r♠❡ k! ❞❛♥s ✭✸✳✹✾✮✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡

❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ NT !S
(NT ,≤NR)
NT

= NT ! ♣ré❞♦♠✐♥❡ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ✭✸✳✹✾✮✱ s✉❣❣ér❛♥t ❛✐♥s✐

❞✬é❝❛rt❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P❆❘❈ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡rt❡

❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥✬❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ❧♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ é✈❛❧✉é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ▼■▼❖ 4×4✳ ❙❛♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé✱ P❆❘❈ ♥é❝❡ss✐t❡ ✷✸✽ ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ❧❡s {Ck}
K
k=1 t❛♥❞✐s q✉❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❞♦✐t ❝♦♠♣t❡r s✉r ✸✽✸✽ ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ❛❝t✐✈é✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛ss❡♥t ❛❧♦rs à ✺✼✷✵ ❡t ✶✽✼✼✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ✸✵✪ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st à ✐♠♣✉t❡r à ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P❆❘❈✳

❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ NT ❡t NR

❋♦♥❝t✐♦♥ NT ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵

NR ≥ NT ✷ ✶✺ ✷✵✸ ✹✶✹✵ ✶✶✺✾✼✺

S
(≤NR)
NT

NR = 4 ✷ ✶✺ ✶✾✻ ✸✼✾✺ ✾✾✶✹✻

NR = 2 ✷ ✶✵ ✼✻ ✼✻✹ ✾✹✾✻

NR ≥ NT ✸ ✼✺ ✹✻✽✸ ✺✹✺✽✸✺ ✶✵✷✷✹✼✺✻✸
∑NT

k=1 k!S
(k,≤NR)
NT

NR = 4 ✸ ✼✺ ✹✻✼✵ ✺✹✸✶✸✵ ✶✵✶✺✶✾✷✺✵

NR = 2 ✸ ✻✻ ✸✻✾✵ ✸✽✺✺✻✵ ✻✹✼✺✶✹✵✵

NT ! ✷ ✷✹ ✼✷✵ ✹✵✸✷✵ ✸✻✷✽✽✵✵



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

✸✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

✸✳✻✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡

❘❛②❧❡✐❣❤ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♠♦②❡♥♥é❡s s✉r ✶✵✵✵ t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉

❝❛♥❛❧✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é s✬❡①♣r✐♠❛♥t

♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

H = R
1/2
NR

HwR
1/2
NT

✭✸✳✺✶✮

♦ù Hw ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❧❛♥❝❤❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ●❛✉s✲

s✐❡♥♥❡s à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ hi,j ∼ CN (0, 1)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ×N s✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❬✹✶❪

RN =




1 α · · · α

α 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ α

α · · · α 1




✭✸✳✺✷✮

♦ù α ∈ [0, 1] ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣✐r❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ ❡♥

♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❜❧♦❝✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ✐❧s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣❛r♠✐ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙✱ ❧✐stés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ▼❈❙

♥✉❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♦✉ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳

❚❛❜✳ ✸✳✸ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡

▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡♥❞❡♠❡♥t r❡♥❞❡♠❡♥t ♥♦✳

❝♦❞❛❣❡ ❝❛♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ✭❜✐ts✴❝✳✉✳✮ ▼❈❙

✲ ✵ ✵ ✵

◗P❙❑ ✶✴✼✻ ✵✳✵✷✻ ✶

◗P❙❑ ✶✴✸✻ ✵✳✵✺✺ ✷

◗P❙❑ ✶✴✽ ✵✳✷✺ ✸

◗P❙❑ ✶✴✹ ✵✳✺ ✹

◗P❙❑ ✶✴✷ ✶ ✺

◗P❙❑ ✸✴✹ ✶✳✺ ✻

✶✻◗❆▼ ✶✴✷ ✷ ✼

✶✻◗❆▼ ✸✴✹ ✸ ✽

✻✹◗❆▼ ✸✴✹ ✹✳✺ ✾



✸✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✸✺

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ r❡♥✲

❞❡♠❡♥ts✱ ♣r✐s ❞❡ ❬✹✷❪ ✭❝❛s ❖❋❉▼✮ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♣❛r❛ît r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s

❢✉t✉rs s②stè♠❡s ♠♦❜✐❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❣❛✐♥s ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞é♣❡♥❞❡♥t

❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞érés ✉t✐❧✐s❡♥t

❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❝♦❞é❡s à ❜✐ts ❡♥tr❡❧❛❝és ✭❙❚✲❇■❈▼✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts s❝❛❧❛✐r❡s ❬✹✷❪ ❡st

❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❇■❈▼✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥t ❞é❥à ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st

❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r

✐tér❛t✐❢ ✭❝❢✳ ❬✹✸❪✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t ♣❛r❢❛✐t❡ ✭s❛♥s ❡rr❡✉r✮✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥✬❡st

❥❛♠❛✐s ❡♥ ❝♦✉♣✉r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❙❚❇■❈▼ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❞❡s

❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts D|∆k| ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐t❡

❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙ ♣❛r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té |∆k|✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣♦✉r

▲❙❚❈✲❘❈ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs tr❛❝és ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✭♠♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ s✐ ❝❡❧❛ ❡st ♣ré❝✐sé✳

✸✳✻✳✷ P❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡
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❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s P❆❘❈ ❡t ▲❙❚❈✲❘❈ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 4 ♥♦♥

❝♦rré❧é✳ ❊✛❡t ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rré❧é ❡t ❝♦♠♣♦rt❡ ✹



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

❛♥t❡♥♥❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé❡ éq✉✐✲

t❛❜❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲❙❚❈✲❘❈ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

s✉r ❧❡ s②stè♠❡ P❆❘❈✱ ❣râ❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✶✵

❜✐ts✴✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥❛❧ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❜✐ts✴❝✳✉✳✮ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✶✳✹ ❞❇ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝q✉✐s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡

❢♦ssé ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s s✬❛❝❝r♦ît à ❢♦rt ❙◆❘ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ✶✻ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦♥t❡ à ✷✳✺ ❞❇✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭✐❝✐✱ r❡♥❞❡♠❡♥t ✸✴✹ ❡t ✶✻◗❆▼✮ ❧✬❡✣❝❛❝✐té

s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ✈❛ ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✐❝✐ ❞❡ ✶✽ ❜✐ts✴❝✳✉✳✮ q✉✐

❞é♣❡♥❞ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st

❛✉t♦r✐sé❡✱ ❞❡s ❣❛✐♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❛♣♣♦rtés q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✱ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❧❡s

♣ré❝é❞❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✸✵❪✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❧✐é à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st

♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s P❆❘❈ q✉❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ✈❛st❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

❝❛s ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛❝t✐✈é✱ s♦✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭❝❛s

P❆❘❈ ♦r❞♦♥♥é✮ ♦✉ s♦✐t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ✭❝❛s ▲❙❚❈✲❘❈✮✱ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s

s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❈❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s t❡sté❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳

❛✈❡❝ NT ≤ 6 ❡t NR ≤ 6✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞❡ ❜✐ts ❞❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♠♣✉té❡ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ✭✺✼✷✵ ♦♣ér❛t✐♦♥s✮ ♣❧❛✐❞❡ ♣❧✉tôt ❡♥

❢❛✈❡✉r ❞❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ✭✸✽✸✽ ♦♣ér❛t✐♦♥s✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉❡ ▲❙❚❈✲❘❈ r❡q✉✐èr❡ ✶ s❡✉❧

❜✐t ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❆✉ t♦t❛❧✱ ✶✺ ♦✉ ✶✹ ❜✐ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s

ét✉❞✐és✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ▲❙❚❈✲❘❈ é❝❛rt❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P❆❘❈ ❞❡ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❜✐ts r❡q✉✐s ❡st ❞❡ ✶✸ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡ tr♦✉✈❡ ❞✐♠✐♥✉é❡ ❞❡ ✻✪ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ▲❙❚❈✲❘❈ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❛s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P❆❘❈ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r

q✉❡ P❆❘❈ ❛✈❡❝ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✸✳✻✳✸ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

❉❡✉① q✉❛♥t✐✜❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦ssé❞❛♥t ✸✷ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡

❞❡✉①✐è♠❡ ♥✬❡♥ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ✹✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s✱ P❆❘❈ ❡t ▲❙❚❈✲❘❈ ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛

♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❛✈❡❝ ✸✹ ❡t ✷✷ ❜✐ts✳ ❯♥❡ ❜♦r♥❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❝é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ P❆❘❈ ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ✐❞é❛❧ ✭♥♦♥ q✉❛♥✲

t✐✜é✮ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡

♠✉❧t✐✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭✈♦✐❡ ♠♦♥t❛♥t❡✮ ♣♦✉r ✹ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❙✉r

❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✹✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❘P◗ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❙◆❘ ❢❛✐❜❧❡ à

♠♦❞éré ♣♦✉r ❧❡ q✉❛♥t✐✜❡✉r à ✸✷ ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬❖❘P◗ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❘P◗✷ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❖❘P◗✱ ✶ ❞❇ ❡t ✶✳✼✺ ❞❇ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣❛❣♥és ❧♦rs ❞✬✉♥❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✹ ❜✐ts✴❝✳✉✳ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙❘P◗✶ ❡t ▲❙❚❈✲❘❈ s❛♥s ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧❡ q✉❛♥t✐✜❡✉r à ✹ ♥✐✈❡❛✉① ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
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Average SNR (dB)

Power control upper bound (no quantization)
LSTC-RPC, ORPQ (q=5)
LSTC-RPC, vect. SRPQ2 (q=5)
LSTC-RPC, vect. SRPQ1 (q=5)
LSTC-RPC
LSTC-RPC, ORPQ (q=2)
PARC, SRPQ1 (q=2)
PARC

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❊✛❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜é ✭q = {2, 5}✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2

♥♦♥ ❝♦rré❧é✳

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡①❤✐❜❡♥t ❞❡ très ♠é❞✐♦❝r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ✐♠✲

♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ q✉✐ r❡♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❧✬✐♥térêt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜é❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞♦✐t

✐♠♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉✣s❛♥t✳

✸✳✻✳✹ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥✲

t✐✜é ♥✬❡st ♣❛s ♠❡♥é❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r très

❞✐✛ér❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✭❛✈❡❝ σ ♣ré✲✐♥✐t✐❛❧✐sé✮ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✭s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✱ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❬✸✸❪ ♣♦✉r P❆❘❈✶✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐✲

s✐r ❧❡s ▼❈❙ à ❛❧❧♦✉❡r ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s ❡t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❯♥❡

❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛❝é❡✱ s✬❛✈èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

❛✈❡❝ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ✐❞é❛❧s ✭♥♦♥ q✉❛♥t✐✜és✮✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❬✸✸❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❙■◆❘ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ▼▼❙❊✲❙■❈✳ ◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

✶❉❛♥s ❬✸✸❪✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ❛ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡✈r❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❡♥tré❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nT − i + 1✳ ◆♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦rr✐❣é❡✳
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Average SNR (dB)

Antenna selection upper bound (no quantization)
LSTC-RPC, exhaustive joint selection
LSTC-RPC, proposed joint selection, forward ordering
LSTC-RPC, proposed joint selection, reverse ordering
PARC, serial selection, forward ordering
PARC, serial selection, reverse ordering
PARC, disjoint antenna selection

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 4

❝♦rré❧é ❛✈❡❝ α❘① = α❚① = 0.6✳

❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ r❡q✉✐èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❝❝r✉❡✳

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✺✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❝♦rré❧é ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

α = 0.6✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❛s✐♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❛tt❡✐♥t❡s ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡

❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❛♥t σ❢✇❞✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ✶ ❞❇ ❡t ✷✳✼

❞❇ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✽ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ❡t ✶✹ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❬✸✸❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ σ❢✇❞ ♠♦♥tr❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ σr❡✈

❞❛♥s P❆❘❈✳ ▲❡s ♠ê♠❡s t❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝é❡s✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣♦ssé❞❛♥t ✹ ❛♥✲

t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ✷ ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❝❢✳ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ▲❙❚❈✲❘❈

❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ✶✺ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♠♣❛ré à ✶✹ ❜✐ts ♣♦✉r P❆❘❈✳ ▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ♦❜s❡r✈é❡ à ❢♦rt ❙◆❘ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❧❛r❣❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉❜✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s

❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ q✉❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✼✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ♠❛①✐♠❛❧

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
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Average SNR (dB)

Antenna selection upper bound (no quantization)
Exhaustive joint selection
LSTC-RPC, proposed joint selection, forward ordering
LSTC-RPC, proposed joint selection, reverse ordering
PARC, serial selection, forward ordering
PARC, serial selection, reverse ordering
PARC, disjoint antenna selection

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2

❝♦rré❧é ❛✈❡❝ α❘① = α❚① = 0.6✳

✸✳✻✳✺ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❆✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r ❡st ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝r♦ît✱ ♣❧✉s ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡q✉✐s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝NT = 4

❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t NR = 2 ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ✺✵✪ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❡✉t êtr❡ é❝♦♥♦♠✐sé ❡♥

❝❤♦✐ss❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✷ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ✷ ❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s♦♥t tr❛❝é❡s

s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ P❆❘❈ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡

❧✐❜❡rté ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé ♦✉ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛✉ s②stè♠❡ P❆❘❈✱

❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✵✳✼✺ ❞❇✳ ❈❡tt❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦✉ ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ éq✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡

❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r✐✈❛❧✐s❡r ❛✈❡❝

P❆❘❈ ❡♥ t✐r❛♥t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡

✭❛✮ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✭❜✮ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2 ❝♦rré❧é ❛✈❡❝

α❘① = α❚① = 0.6✳
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❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ P❆❘❈ ❡t ❞❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡

❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2 ♥♦♥ ❝♦rré❧é✳



✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✹✶

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t

❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡t ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡

♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡ ❞❡s✐❣♥ s❡ ♠♦♥tr❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t

❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ▼■▼❖ ▼❆❈ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

▲✬❛❧❧✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

❞é❝♦❞❛❣❡ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s

♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r✱ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱

❧✬✉t✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦rté❡s ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t ▲❙❚❈✲❘❈ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣❛r r❛♣♣♦rt

à P❆❘❈✱ ré❞✉✐s❛♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ▼❈❙✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t

❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▲❡ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❛✣❝❤❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ P❆❘❈

t♦✉t ❡♥ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ré❞✉✐t ✭✺✵✪✮✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① à ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ❝❛♥❛❧ ♠✉❧t✐tr❛❥❡ts ❛✈❡❝ é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❬✶✽✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹❪✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧

♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

♣r❛t✐q✉❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é✲

❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡

❞✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rts✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❈❙■ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ à ❞❡s ❡♥✲

tré❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♠❡r❝✉r②✴✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❬✹✹❪✳ ❚rès ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭▼▼❙❊✮ ❬✹✺❪✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞✐✜❡

❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ◗♦❙✲❜❛s❡❞ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❬✹✻❪✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✱

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❈❙■ r❡q✉✐s❡ r❡♥❞ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s très ❛r❞✉❡s

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✳

❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❈❙■ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r

❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ P❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ✿ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

s②stè♠❡ ▼■▼❖ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ♠♦♥t❛♥t❡ ♠❛✐s

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥

✹✸



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❛✜♥ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❜❧♦❝s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❜é♥é✜❝❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡

❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥

r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s

tr❛✈❛✉① ❬✸✹❪ ❡t ❬✸✺❪✱ ♦♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ✐❝✐ s✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t tr✐❜✉t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t ❛✉ tr❛✈❡rs

❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚ r❡ç✉✳

❈❡tt❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t ❡①✐❣❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♠♦♥té❡s à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳

▲❡s ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❥❡✉r❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❛ str❛té❣✐❡

❞❡ r❡♠♦♥té❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❬✹✼❪ ✿ ♦♥ q✉❛♥t✐✜❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❬✹✽❪✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦♣t✐♠✐sé

❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❬✹✾✕✺✸❪✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

♠♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞✐t ❞❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✱ ♠❡t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s

éq✉✐t❛❜❧❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ✭❜❡❛♠s✮ ❛❝t✐✈és ❬✺✹❪✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘ ❣râ❝❡ ❛✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛❝❝♦r❞é✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♠❡t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ré❞✉✐t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s

❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ é♠❡tt❛♥t s✉r ❞❡s s♦✉s✲

❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❧❛ ❜❛s❡

❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❛♥s

❝♦♠♣r♦♠❡ttr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♠❛rq✉é q✉✬❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❧❡

tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡ ✇❛t❡r✲

✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢✱ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s ♣❡r♠❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧

é❝❧❛✐r❛❣❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ➓ ✹✳✷ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✇❛✲

t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ❡t ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

❡♥tr❡ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❜♦r❞é❡ ❡♥ ➓ ✹✳✸ ♦ù s❡✉❧s ❧❡s ▼❈❙ ❞✐s❝r❡ts s♦♥t

♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ➓ ✹✳✹ ❡t s♣é❝✐✜❡

❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡

str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ét✉❞✐é❡ ❡♥ ➓

✹✳✺ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳



✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✹✺

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦✲

t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❞é❧✐✈r❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■❘✮ ✐❞é❛❧❡✳ ❈ôté é♠❡tt❡✉r✱

✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✳

❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛❝q✉✐s❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ❜❛s ❞é❜✐t ❡t s❛♥s ❡rr❡✉r✳ P♦✉r

❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r M ≤ NT ❝♦✉❝❤❡s✱ ♣✉✐s

❡♠♣❧♦✐❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ V q✉✐ ❝♦♥✈❡rt✐t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ s ❞❡ t❛✐❧❧❡ M ❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

NT ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞é♥♦té ♣❛r x = Vs✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ ♠✉❧t✐✲

❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts ❝♦♠♣r❡♥❛♥t NT ❛♥t❡♥♥❡s é♠❡ttr✐❝❡s ❡t NR ❛♥t❡♥♥❡s

ré❝❡♣tr✐❝❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡✲s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ s✬é❝r✐t

y = HVs + n, ✭✹✳✶✮

♦ù s ∈ C
M ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✱ y ∈ C

NR ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✱ H ∈ C
NR×NT ❡st

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❡t n ∈ C
NR ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ ✭❆❲●◆✮ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥

s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐s♣❡rs✐❢ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ H s♦✐❡♥t ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♣❧❡①❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s à

s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ hi,j ∼ CN (0, 1)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ x✱

♥♦té Θx✱ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ V ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

Σ = diag(P1, · · · , PM ) t❡❧❧❡ q✉❡ Θx = VΣV†✳ P♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à

❧✬é♠❡tt❡✉r P ✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr(Θx) ≤ P ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✬é❝r✐t Θn = σ2
nINR

✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉

❜r✉✐t ❡st s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à σ2
n = 1 ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✳

✹✳✸ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧

✹✳✸✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣✉✐s✲

s❛♥❝❡s ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❀ t♦✉s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ét❛♥t ❞②♥❛♠✐✲

q✉❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s

❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ▲❡s NT ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❢r❛❝t✐♦♥♥é❡s ❡♥ K ❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❝ts ∆1,∆2, . . . ,∆K

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑K

k=1 |∆k| = NT ✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳ ❉❡

♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡

♣ré❝♦❞❛❣❡ V ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝✱ ❛✈❡❝ K ❜❧♦❝s t❡❧s q✉❡

V = diag(V1, · · · ,VK)✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ k = 1, . . . ,K ré♣❛rt✐t s❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❛✉ ♣❧✉s Mk ≤ |∆k|

❝♦✉❝❤❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ét❛♥t ❡♥❝♦❞é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ▼❈❙ ❝❤♦✐s✐s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥tr❡r

❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ Vk ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |∆k| ×Mk✱ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❙♦✐t Σk✱ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ∆k✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Σ = diag(Σ1, · · · ,ΣK)✳

.
 
.
 
.

x∆K

|∆K |

VK
PδK,MK

PδK,1

|∆1|

x∆1V1
Pδ1,M1

Pδ1,1

▼❈❙

▼❈❙

▼❈❙

▼❈❙

MK

M1✐♥♣✉t

str❡❛♠

❋❡❡❞❜❛❝❦

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ▼■▼❖ ❞é❝r✐t s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

C♦♣t = log2

∣∣∣INR
+ HΘxH

†
∣∣∣ , ✭✹✳✷✮

♦ù Θx ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

|∆k| × |∆k| t❡❧ q✉❡ Θx∆k
= VkΣkV

†
k✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r K = 1✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡

❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♠✉❧t✐✲

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ▼❆❈ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s à ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ♣❛r

C♦♣t = max
{Θx∆k

}K
k=1

log2

∣∣∣∣INR
+

K∑

k=1

H∆k
Θx∆k

H
†
∆k

∣∣∣∣,

❛✈❡❝ Θx∆k
≥ 0,∀k,

∑K
k=1 tr

(
Θx∆k

)
≤ P.

✭✹✳✸✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

❬✸✺❪✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ Vk ✭❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✮ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆k rés✉❧t❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s Mk ♣r❡♠✐❡rs

✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ H
†
∆k

(
I+
∑

i 6=k H∆i
Θxi

H
†
∆i

)−1
H∆k

✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❡t ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ♦✉

s❝❛❧❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✸✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡



✹✳✸ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ✹✼

♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t s✉rt♦✉t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡♥❞❡♥t ❝❡ ❝❤♦✐①

très ❛ttr❛❝t✐❢✳

✹✳✸✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥

❘❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ x ♣❡r♠❡t ❞❡

❞ét❡❝t❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❯♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥

♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡

♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ q✉❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡✱

s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❡ ré❝❡♣t❡✉r q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝✲

t✐✈❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞é❣r❛❞❛♥t ♣❡✉ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

✭❝❢✳ ✹✳✼✮ ♠❛✐s ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❆♣rès ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✱

♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✭✹✳✷✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ K t❡r♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡

❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

C♦♣t = max{
Θx∆k

}K

k=1

K∑

k=1

log2

∣∣∣I|∆k| + Θx∆k
Bk

∣∣∣, ✭✹✳✹✮

≥
K∑

k=1

max{
Θx∆k

∣∣Θx∆k+1
···Θx∆K

} log2

∣∣∣I|∆k| + Θx∆k
Bk

∣∣∣, ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s 



Θx∆k
≥ 0,∀k

∑K
k=1 tr

(
Θx∆k

)
≤ P,

σ =
(
1, · · · ,K

)
✭✹✳✻✮

❡t s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉✐t ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✳

✭✹✳✺✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

Bk = H
†
∆k

Θ−1
zk

H∆k
,

Θzk
=
∑

j≥k+1 H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

+ INR
.

✭✹✳✼✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❡st ❞é♥♦té ❝♦♠♠❡

❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r q✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ✭s❝❛❧❛✐r❡✮

❡st ♦♣t✐♠❛❧ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❜❛s❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥ ✭✹✳✺✮ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ♦♣t✐♠❛✲

❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉✐t✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥

✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡ ❡st ❛❝❝♦♠♣❧✐❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ t②♣❡ ▼▼❙❊✲❙■❈✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛ été

❞é♠♦♥tré s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❬✺✺❪✳ ❆✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞ét❡❝té

s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ❛♣rès ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞é❥à ❞é❝♦❞é❡s ✭tr❛✐t❡♠❡♥t ❙■❈

s✉♣♣♦sé ♣❛r❢❛✐t✮ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡ç✉

ỹk = y −
∑

j<k

H∆j
x∆j = H∆k

x∆k
+ zk, ✭✹✳✽✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

♦ù ỹk ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆k ❡t zk ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❝♦❧♦ré✳ ❙♦✐t Fk

❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r t❡❧ q✉❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ▼▼❙❊ ❞❡ x∆k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r F
†
kỹk ❡t s✬é❝r✐t

F
†
k =

[
I + Θx∆k

Bk

]−1

Θx∆k
H

†
∆k

Θ−1
zk
. ✭✹✳✾✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ Fk ✐♠♣♦s❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱

q✉✐ ❞♦✐t ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ |∆k| ≤ NR ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Θzk
s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡✱ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❞❡ t②♣❡ ❛❞❛♣té✳ ▲❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆k s✬❡①♣r✐♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Θ
−1/2
zk

H∆k
❡t s❡

❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ UkΛkV
†
k✱ ♦ù Vk ✭❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡✮ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ✐❝✐ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❲✐❡♥❡r s❡ ré❞✉✐t ❛❧♦rs

à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ F
†
k = Vk

(
INR

+ ΣkΛ
2
k

)−1
ΣkΛkUkΘ

−1/2
zk

✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x∆k

❡st ❛❝❝♦♠♣❧✐❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜❧❛♥❝❤✐ r❡ç✉ Θ
−1/2
zk

ỹk ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ U
†
k ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |∆k| ×NR✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

x̌∆k
= V

†
kx∆k

y̌k = U
†
kΘ

−1/2
zk

ỹk

žk = U
†
kΘ

−1/2
zk

zk

✭✹✳✶✵✮

❡t ❛✐♥s✐ réé❝r✐r❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

y̌k = Λkx̌∆k
+ žk. ✭✹✳✶✶✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ x̌∆k
= s∆k

✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❞é❝♦✉♣❧é ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s

❬✺✻❪✳ ❙♦✐t δk,i ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ (k, i) t❡❧ q✉❡ δk,i s♦✐t ♥✉♠ér♦té ❞❡ 1 à M ❡t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛✉ s♦✉s✲✢✉① i ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆k✳ ❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❣❛r❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té C ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✹✳✺✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r

C =

K∑

k=1

Mk∑

i=1

log2

(
1 + Pδk,i

λ2
i (Λk)

)
=

K∑

k=1

Mk∑

i=1

Ck,i ✭✹✳✶✷✮

♦ù Ck,i = log2

(
1 + Pδk,i

λ2
i (Λk)

)
✱ ❛✈❡❝ λi(Λk) ❧❛ i✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Λk✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡ ❛tt❡✐♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❛✈❡❝

✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t H̃ = HV ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ♣❡✉t

êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡ ❬✸✵❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡

♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ M t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r

C =
K∑

k=1

Mk∑

i=1

log2

(
1 + ❙■◆❘δk,i

)
✭✹✳✶✸✮

❛✈❡❝





❙■◆❘δk,i
= Pδk,i

h̃
†
δk,i

Θ−1
zδk,i

h̃δk,i

Θzδk,i
=
∑

j≥ δk,i+1 Pj h̃jh̃
†
j + INR



✹✳✹ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✹✾

✹✳✸✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡

❆✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r à ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐té❡✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

q✉❛♥t✐✜é❡s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❝♦❞❡❜♦♦❦✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ r❡st❡

♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s♦✉✛r❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲✢✉①

rés✐❞✉❡❧❧❡s✳ ▲❡ ❙■◆❘ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❞✐✛èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ Pδk,i
λ2

i (Λk)✱ ❝❢✳ ✭✹✳✶✷✮✱

❡t s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❙♦✐t V̂k ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡ ❞❡ Vk ❞❡ r❛♥❣Mk✱

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ Vk ✭à ❞é✜♥✐r✮ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ Nk ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡

Vk =
{
V̂

(j)
k , 1 ≤ j ≤ Nk

}
, ✭✹✳✶✹✮

♦ù ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ V̂
(j)
k

†V̂
(j)
k = IMk

✳ ❙♦✐t A∆k
=

ΛkV
†
kV̂k ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ∆k✳ ❆♣rès ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r U

†
k✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té

♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s (k, i) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r gδk,i
=
√
Pδk,i

aδk,i
✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❙■◆❘ s✉✐✈❛♥t

❙■◆❘
(MF )
δk,i

=

∣∣g†
δk,i

gδk,i

∣∣2

σ2
ng

†
δk,i

gδk,i
+
∑

j 6=i

∣∣g†
δk,i

gδk,j

∣∣2 ✭✹✳✶✺✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✢✉① s♦♥t ❢♦r♠✉❧és ❝♦♠♠❡ s✉✐t

Ĉk,i = log2

(
1 + ❙■◆❘

(MF )
δk,i

)
, ∀(k, i). ✭✹✳✶✻✮

❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣é à tr❛✈❡rs ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ▼▼❙❊ ✭❧✐♥é❛✐r❡✮

❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥♥✉❧❡r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r✲✢✉① à ❢♦rt ❙◆❘✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ▼❋✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ▼▼❙❊ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ i✐è♠❡ ✢✉① ❞✉ k✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st

g
†
δk,i

=
√
Pδk,i

a
†
δk,i

(
I|∆k| +

∑Mk

j=1 Pδk,j
aδk,j

a
†
δk,j

)−1
✳ ▲❡ ❙■◆❘ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r

❙■◆❘
(MMSE)
δk,i

= Pδk,i
a
†
δk,i

(
I|∆k| +

∑

j 6=i

Pδk,j
aδk,j

a
†
δk,j

)−1
aδk,i

✭✹✳✶✼✮

❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r

Ĉk,i = log2

(
1 + ❙■◆❘

(MMSE)
δk,i

)
. ✭✹✳✶✽✮

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ▼▼❙❊

❛✈❡❝ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉

✜❧tr❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡✳

✹✳✹ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s

✹✳✹✳✶ ❈❛s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♥♦♥ q✉❛♥t✐✜és

❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✸✮ ♦✉ ✭✹✳✺✮ ❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ✭❑❑❚✮ s♦♥t ♥é❝❡s✲

s❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❬✽❪✳ ❋✐①❡r K ≥ 2 ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✈✐❛ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s s❡ s♦♥t ré✈é❧é❡s ♣r♦✲

❜❛♥t❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ✭✹✳✸✮✱ ♣✉✐s ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡

✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✜①é ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ✭✹✳✺✮✳

▼ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♣♣❛r✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛♥❛✉①

❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉és ♣♦✉r ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❬✸✺✱ ❛♥♥❡①❡ ❈❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ❬✶✽❪✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡❛✉ ❝♦♠♠✉♥ ✭✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝

êtr❡ ❛❞❛♣té❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ♣❧✉s ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù K ≤ 2 ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧

❞❡ ❬✸✹❪ s❡ ♠❡t ♣❛r❢♦✐s à ♦s❝✐❧❧❡r ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐✈❡r❣❡♥t❡s✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛s❝❡♥t✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♣❛s

❞❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t é❣❛❧ à 1
K ✱ ❞♦♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s❛ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ❡st ❧❡♥t❡✱ ❡t ❬✸✹❪ s✉❣❣èr❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

❝r♦✐ss❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞✬❤②❜r✐❞❡✳

▼ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✜①é

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✭✹✳✺✮ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s

❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛

♠ê♠❡ ❜❛s❡✳ ❈♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡

L
(
{Θx∆k

}, µ|σ
)

=
K∑

k=1

log2

∣∣∣I|∆k| + Θx∆k
Bk

∣∣∣+ µ
( K∑

k=1

tr(Θx∆k
) − P

)
✭✹✳✶✾✮

♦ù µ ❡st ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ∂Lk/∂Θ
∗
x∆k

= 0✳ ❈❡❧❛

❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

(
I|∆k| + Θx∆k

H
†
∆k

Θ−1
zk

H∆k

)−1
H

†
∆k

Θ−1
zk

H∆k
= µI|∆k| k = 1, . . . ,K. ✭✹✳✷✵✮

❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉✐t ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✱

❝✳✲à✲❞✳ σ = (1, . . . ,K)✳ ❖♥ ♣❛r✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Θx∆k
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ H∆k
❛✈❡❝ Θzk

= I +
∑

j>k H∆j
Θx∆j

H
†
∆j

❝♦♠♠❡ ❜r✉✐t✳ ❙✐ Θ
−1/2
zk

H∆k
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s UkΛkV

†
k✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

♦♣t✐♠❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ Θx∆k
= VkΣkV

†
k ❛✈❡❝ Pδk,i

=
(

1
µ−

1
λ2

i (Λk)

)+
✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❬✸✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸❪✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦♥tré❡ ❡♥

❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳



✹✳✹ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✺✶

✹✳✹✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① r❡♥❞❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦❞❡s ❡t s✉rt♦✉t ❧❡s

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡

❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❞❡s ❝♦❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r ❛♥t❡♥♥❡ ✭s❝❛❧❛✐r❡s✮✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡st

♠❡♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙✱ ♥♦té T ✳ ❈❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❈❙ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s

rè❣❧❡s ❞❡ ❞❡s✐❣♥ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦❝❤❛✐♥✱ ✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✭à tr❛✈❡rs

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✮✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❛♠è♥❡ à r❡❞é✜♥✐r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ✭✹✳✺✮ ❡♥

T = max
{Θx∆k

}K
k=1

K∑

k=1

Mk∑

i=1

Rk,i ✭✹✳✷✶✮

♦ù Rk,i ❡st ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ▼❈❙ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥é s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Rk,i = arg min
R∈T ,R≤Ck,i

φ
(
k, i
)
−R ✭✹✳✷✷✮

❛✈❡❝ φ(k, i) ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ∆k ❡t ❧❡ s♦✉s✲✢✉① i✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❙♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐t

φ(k, i) =





log2

(
1 + ❙■◆❘δk,i

)
s✐ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡

log2

(
1 + ❙■◆❘

(MF )
δk,i

)
s✐ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡✉① ét❛♣❡s ❛✈❡❝ ❜❛♥❝ ❞❡ ▼❋

log2

(
1 + ❙■◆❘

(MMSE)
δk,i

)
s✐ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡✉① ét❛♣❡s ❛✈❡❝ ❜❛♥❝ ❞❡ ▼▼❙❊

✭✹✳✷✸✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

Θx∆k
≥ 0,∀k, ❡t

∑K
k=1 tr

(
Θx∆k

)
≤ P. ✭✹✳✷✹✮

❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t ❞❡s ▼❈❙✱ ♥❡

♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡

q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t

✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r

❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣❛r

s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ér✐✈és ❞✉ ❝❛s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♥♦♥ q✉❛♥t✐✜és✳

✹✳✹✳✸ ▼❡s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ r❡q✉✐èr❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à

❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♠♣❛❝t❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥

❞✉ ❈❙■❚✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲✢✉① rés✐❞✉❡❧❧❡s✳ ◆♦t♦♥s π(K) ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s

NT ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ K ❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❝ts✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛♠❡♥é ♣❛r ✉♥

✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r

❞é✜♥✐r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × N ✈❛✉t N2 ✭✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✮✳ ■❧ ❢❛✉t



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

♥♦t❡r q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡tr♦✉✈és✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

F (π(K)) = NT +

K∑

k=1

|∆k|
2

︸ ︷︷ ︸
❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣♦✉r V

. ✭✹✳✷✺✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ❈❙■❚ ♣❛r❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱

❛♣♣❡❧é❡ ♠❡s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦

F̄ (π(K)) =
F (π(K))

F (π(1))
, ∀π(K) ✭✹✳✷✻✮

✹✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡

▲❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡✮ à

❧✬é♠❡tt❡✉r ❣râ❝❡ à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ B ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❝♦♥st✐✲

t✉❛♥t ❧❡ ❈❙■✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ ❞♦✐t êtr❡ q✉❛♥t✐✜é

❡t ❞♦♥❝ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✳ ◆♦t♦♥s N▼❈❙ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❈❙ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s

❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ T ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❀

❧✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❧❧♦✉é❡✱ ❧✬❛✉tr❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ♠♦❞❡s✳

✹✳✺✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢ ❜r✐è✈❡♠❡♥t

r❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧✐st❡ ❞✬❛rr♦♥❞✐

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s t❤é♦r✐q✉❡ ✭❝♦♥t✐♥✉✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s {Θx∆k
}K

k=1✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

t❤é♦r✐q✉❡s ❛✉① ▼❈❙ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✷✷✮✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts rés✉❧t❛♥t❡ ❢♦✉r♥✐t

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ très s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡

✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ∆Rk,i = φ(k, i) −Rk,i ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

▼ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉❛♥t✐✜é❡s

▲❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛✉① ▼❈❙ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❈❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❛❝❝❡♥t✉é ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♠❛①✐♠❛❧✳ P♦✉r



✹✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ✺✸

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❉✐s❝r❡t❡✲r❛t❡ ■❲❋

❢♦r k = K t♦ 1 ❞♦

❙t❡♣ ✶ ●❡♥❡r❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧

G∆k
= Θ

−1/2
zk

H∆k

❙t❡♣ ✷ ❲❛t❡r✜❧❧ ♦✈❡r G∆k
✇✐t❤ ♣♦✇❡r P∆k

✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Σk

❛♥❞ Θx∆k
✳ ❚❤❡♥✱ q✉❛♥t✐③❡ V̂k✳

❙t❡♣ ✸ ❆❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ▼❈❙ ✿

❢♦r i = 1 t♦ Mk ❞♦

❋r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡s φ(k, i) ✐♥ ✭✹✳✷✸✮✱ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❈❙

✭✹✳✷✷✮✳ ❋✐♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r t♦ ♠❡❡t t❤✐s r❛t❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ Pδk,i
✳

❡♥❞ ❢♦r

❚❤❡♥✱ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ❣r♦✉♣ ∆k ❛s

Pres = P∆k
−
∑Mk

i=1 Pδk,i
✭✹✳✷✼✮

❙t❡♣ ✹ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❈❙ ✿

▲❡t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Σk ❜❡ s♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳✱ Pδk,σ(1)
≥

· · · ≥ Pδk,σ(Mk)
✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s✳

❢♦r i = 1 t♦ Mk ❞♦

❲✐t❤ Pδk,σ(i)
= Pδk,σ(i)

+ Pres✱ ✜♥❞ t❤❡ ▼❈❙ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ φ(k, σ(i)) ✐♥

✭✹✳✷✸✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r✱ q✉❛♥t✐③❡ ✐t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ Pδk,σ(i)
❛♥❞

Pres✳

❈❤❡❝❦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✿

✐❢ Pr❡s ❁ ✵ t❤❡♥

❚❛❦❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❢❡r✐♦r ▼❈❙✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r✱ q✉❛♥t✐③❡

✐t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ Pδk,σ(i)
❛♥❞ Pres✳

❡♥❞ ✐❢

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉♣❞❛t❡ Θx∆k
= V̂kΣkV̂

†
k

❡♥❞ ❢♦r

❙t❡♣ ✺ ❆❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✇❡r Pres ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r

❜✉❞❣❡t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t tr❡❛t❡❞ ❣r♦✉♣✳

P∆k
= P∆k

− Pres

✐❢ k > 1, P∆k−1
= P∆k−1

+ Pres

❡❧s❡ P∆K
= P∆K

+ Pres

✭✹✳✷✽✮

❡♥❞ ❢♦r



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡✣❝❛❝❡ r❡q✉✐s❡ ❞ès q✉✬✉♥

▼❈❙ ❡st ❝❤♦✐s✐✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❡♥✲

❞❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ✭❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ▼❈❙ ❝❤♦✐s✐✮ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛

❜❛s❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝❤♦✐s✐s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡✱

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡

❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡

s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ à ❧✬✐♥✲

tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬✶✽❪✱ ♠❛✐s s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡tt❡

♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆k ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐t ✿ ✭✐✮

❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜①❡ ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ à {P∆k
}K

k=1 = Pt/K ❡t ✜①❡

❝❤❛q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ✭✐✐✮ ❧❛ n✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t

❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ♦♠✐s ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ✐tèr❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ✸ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡

♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❝❛❧❝✉❧é✳ ❆♣♣❡❧♦♥s Pres ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡✱ ✐♠♠é❞✐❛✲

t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ r❡♥❞❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ✢✉① s✉✐✈❛♥ts✳ ❊♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡

❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s✐ ❡♥

❛rr✐✈❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ ✺ ✐❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❛❧♦rs ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡

❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛tt❡✐♥t❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡st❛♥t❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ❝❡tt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉①

❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✳

▼❡s✉r❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐❢é❡ V̂k ❞❡ Vk ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r♠✐ ❧❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ Vk ❝♦♥t❡♥❛♥t

Nk ♠❛tr✐❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ q✉❛♥t✐✜❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❧✉✐ s✉♣♣♦sé ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r N♣✇r ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❞♦♥♥é

♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

B =

⌈
log2

(
NNT

▼❈❙N
M
♣✇r

K∏

k=1

Nk

)
⌉
, ✭✹✳✷✾✮

❞é♣❡♥❞ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ✈❛r✐❡ ❡❢✲

❢❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ π(K) ❝❤♦✐s✐❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡r♠❡
∏K

k=1Nk✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ∆k✳



✹✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ✺✺

✹✳✺✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❡♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ❞✐✈❡rs✐té ❬✺✼❪✱ ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉①

❛❝t✐✈és Mk ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✶ à ∆k✮ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❡st éq✉✐ré♣❛rt✐❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ❛❝t✐❢s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡s

♠♦❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❛❞✐♦✳

▼ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s ❛✈❡❝ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

❆❞❛♣t❛♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sés✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞❡s ✏♠❡✐❧❧❡✉rs✑ ♠♦❞❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ▲❛ rè❣❧❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

{Mk}
K
k=1 = arg max

{mk∈Mk}
T
(
m1, . . . ,mK

)
✭✹✳✸✵✮

❛✈❡❝ T
(
m1, . . . ,mK

)
= max

{Θx∆k
t✳q✳ r❛♥❦(Vk)=mk}

K∑

k=1

Mk∑

i=1

Rk,i ✭✹✳✸✶✮

♦ù Rk,i ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✳ Mk ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s✉♣♣♦rtés ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡

∆k✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❜✐✲♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Mk = {1, |∆k|}✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ❝❛s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝

Mk = {1, . . . , |∆k|}✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❛ ❜❛s❡

♠♦❞✐✜é❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❜❛s❡ ♦r✐✲

❣✐♥❡❧❧❡✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❝❢✳ ➓ ✹✳✻✮✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❜✉❞❣❡t

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❡st ✜①é❡ à P∆k
= P

K ✳

▼❡s✉r❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ✐♠♣♦s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡❜♦♦❦s ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s m ❛❝t✐✈és✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m ✐♥❞✉✐t ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❝♦♥t❡♥❛♥t Nm ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡

♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s Nk ❡①♣r✐♠é ♣❛r

Nk =
∑

m∈Mk

Nm. ✭✹✳✸✷✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ét❡✐♥ts s♦♥t s✐❣♥❛❧és à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▼❈❙ ♥✉❧✳ ❉❡

❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭❡t

❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ π(K)✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡

B✭♠✉❧t✐✮ =

⌈
log2

(
NNT

▼❈❙

K∏

k=1

Nk

)
⌉
, ✭✹✳✸✸✮



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❉✐s❝r❡t❡✲r❛t❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

■♥✐t ❙❡t ❡q✉✐♣♦✇❡r❡❞ ❣r♦✉♣ ❛s P∆k
= P

K ✳

❢♦r k = K t♦ 1 ❞♦

❙t❡♣ ✶ ●❡♥❡r❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧

G∆k
= Θ

−1/2
zk

H∆k

❙t❡♣ ✷ ❉❡❝♦♠♣♦s❡ G∆k
✇✐t❤ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇② ❞♦✐♥❣

s♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ✉♥q✉❛♥t✐③❡❞✮ ♣r❡❝♦❞❡r Vk ✇✐t❤ Mk =

min
(
NR, |∆k|

)
✳

❙t❡♣ ✸ ▼♦❞❡s ❛♥❞ ▼❈❙ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ T
(Mk+1)
k = 0✳

❢♦r m = Mk t♦ 1 ❞♦

❙❡t ❡q✉✐♣♦✇❡r❡❞ s✉❜str❡❛♠s ✇✐t❤ Σk =
P∆k

m Im✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣r❡✲

❝♦❞❡r V′
k ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ m ✜rst ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Vk✳ ❚❤❡♥ q✉❛♥t✐③❡ ✐t

✐♥t♦ V̂′
k

❢♦r i = 1 t♦ Mk ❞♦

❋r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡s φ(k, i) ✐♥ ✭✹✳✷✸✮✱ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

▼❈❙ Rk,i ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ kt❤ ❣r♦✉♣ s✉♠✲❞✐s❝r❡t❡ r❛t❡ T
(m)
k =

∑Mk

i=1Rk,i✳

❡♥❞ ❢♦r

✐❢ T
(m)
k ❃ T

(m+1)
k t❤❡♥

❯♣❞❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ✿ Mk = m✱ V̂k = V̂′
k ❛♥❞ Θx∆k

= V̂kΣkV̂
†
k✳

❡❧s❡

❊①✐t ❋♦r m✳

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r



✹✳✻ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✺✼

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à q✉❛♥t✐✜❡r ✭❝✳✲à✲❞✳✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❣r♦✉♣❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❛ |∆1| < |∆2| ❛❧♦rs ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆1 s❡r❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ∆2✳

✹✳✻ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❯♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ❡st ✉♥❡ ✐♠✲

♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❀ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞✉ s②stè♠❡ ♣r♦♣♦sé q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣ré❝✐té❡s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥

❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❛♥t✐✜❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡ ✭✢♦♣✮✱

♦ù ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ ❝♦♠♣t❡♥t ♣♦✉r ✶ ✢♦♣ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♣t❡♥t ♣♦✉r ✻ ✢♦♣s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❛✐ssé❡s ❞❡ ❝ôté ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉♥✐té ❝❤♦✐s✐❡

❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡✳ ▲❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛♣♣❡❧é❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

A ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×n ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n×p ✐♠♣❧✐q✉❡ mnp ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥

✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s r❡q✉✐èr❡♥t n3/3

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✭❙❱❉✮ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

m × n ❞❡♠❛♥❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t 4m2n + 22n3 ♦♣ér❛t✐♦♥s ❬✺✽❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭♣♦✉r ✉♥❡

✐tér❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣rés❡♥tés ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ♠é♠♦✐r❡s ♥❡ s♦♥t ✐❝✐ ♣❛s ❝♦♥s✐❞érés✳

P♦✉r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❣é♥èr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❡t ♠❡t ❡♥ ❥❡✉✱ s❡❧♦♥ ❧❡

❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❝♦❧♦ré

Θzk
♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s k ♣r❡♠✐❡rs ❣r♦✉♣❡s ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✱ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡st ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é ♣❛r





❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ✿
∑K

k=1

(
2N3

R

3 +N2
R|∆k| +

∑
j 6=k

(
|∆j |

2NR +N2
R|∆j |

))

❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ✿
∑K

k=1

(
2N3

R

3 +N2
R|∆k| +

∑
j>k

(
|∆j |

2NR +N2
R|∆j |

)) ✭✹✳✸✹✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❙❱❉ ❡t ♠❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♦❡✉✈r❡
∑K

k=1

(
4|∆k|

2NR+

22N3
R

)
♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬✸✹❪✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ✭t♦t❛❧✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r ❜❧♦❝ ♠❛✐s ♣❧✉tôt s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ G∆k
✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬é✈❛✲

❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s ✸ ❡t ✹ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡s ▼❈❙ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❙■◆❘✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ré✲

❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❧❡sM ❙■◆❘ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✭✐✮ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ NR×NR✱



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❡t ✭✐✐✮ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r

▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡ ✿
K∑

k=1

(
NR|∆k|

2 +

Mk∑

i=1

N3
R

3
+ (M − δk,i + 1)N2

R

)
. ✭✹✳✸✺✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ✭✹✳✶✷✮ r❡q✉✐èr❡♥t

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞é❥à ❧❛ ❙❱❉ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡

✭❝❢✳ ✭✹✳✶✻✮ ♦✉ ✭✹✳✶✽✮✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❙■◆❘ ❞✉ ❝❛♥❛❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞é♥♦té ♣❛r A∆k
✐♠♣❧✐q✉❡♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 



❜❛♥❝ ❞❡ ▼❋ ✿
∑K

k=1

(
|∆k|

2Mk

)

❜❛♥❝ ❞❡ ▼▼❙❊ ✿
∑K

k=1

(
4
3 |∆k|

3 + |∆k|
2Mk

) ✭✹✳✸✻✮

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▼✐s à ♣❛rt ❧❛ r♦✉t✐♥❡ ❞❡ tr✐ ❞❡♠❛♥❞❛♥t |∆k| log2 |∆k| ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❧✬ét❛♣❡

✹ r❡q✉✐❡rt ❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st

❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r

χ1 ≈ (
2

3
(M +K) + 22K)N3

R +N2
RKNT +

K∑

k=1

(
6|∆k|

2NR +
∑

j 6=k

|∆j |
2NR + 2

Mk∑

i=1

(M − δk,i + 1)N2
R

)

✭✹✳✸✼✮

♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ s❡rt ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r✱

❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ✹✳❆✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ ❧❡s ét❛♣❡s ✶ ❡t ✷ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡t

♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❧✬ét❛♣❡ ✸ r❡q✉✐èr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡Mk s♦♠♠❡s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts Tk✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✸✺✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝

❞❡
∑K

k=1

(
NRMk.|∆k|

2 +Mk.
∑Mk

i=1
N3

R

3 + (M − δk,i + 1)N2
R

)
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈

s❝❛❧❛✐r❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t

q✉❛♥t✐✜é❡s✱ ❧✬ét❛♣❡ ✸ ♥é❝❡ss✐t❡ Mk ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✸✻✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ♣♦✉r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡

♣❛r

χ2 ≈
(2
3
+22

)
KN3

R+N2
RKNT +

K∑

k=1

[
(4+Mk)|∆k|

2NR+
∑

j 6=k

|∆j |
2NR+Mk

Mk∑

i=1

(
(M−δk,i+1)N2

R+
1

3
N3

R

)]

✭✹✳✸✽✮

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❆♥♥❡①❡ ✹✳❆ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ χ2 ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐s✐✱ à s❛✈♦✐r ♣♦✉r ✉♥

s②stè♠❡ ♣♦ssé❞❛♥t NT = 4, NR = 2,K = 2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ |∆1| = |∆2| = 2✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ♥♦t❛✲

❜❧❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s

r❛♣✐❞❡✳ P❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♦❜s❡r✈é q✉✬❛♣rès ✷ ✐tér❛t✐♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t



✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✺✾

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❇❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❇❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❇❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ✰ ❇❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❇❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡

NR = 4, ✰ ▼▼❙❊✲❙■❈ ✰ ▼▼❙❊✲❙■❈ ❘① ❡♥ ✷ ét❛♣❡s ✰ ✷ ét❛♣❡s ✰ ✷ ét❛♣❡s

|∆1| = |∆2| = 2 s❝❛❧❛✐r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭♥♦♥ q✉❛♥t✐✜é {Vk}✮ ❛✈❡❝ ▼❋ ❛✈❡❝ ▼▼❙❊

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

✼✹✽✽ ✼✸✾✷ ✻✷✽✷ ✻✸✶✹ ✻✸✺✻

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✲ ✲✶✳✸✪ ✲ ✶✻✳✶✪ ✲✶✺✳✼✪ ✲✶✺✳✶✪

✭✷ ✐tér❛t✐♦♥s✮ ✭✷ ✐tér❛t✐♦♥s✮ ✭✷ ✐tér❛t✐♦♥s✮ ✭✷ ✐tér❛t✐♦♥s✮ ✭✷ ✐tér❛t✐♦♥s✮

✼✹✽✽ ✸✻✾✻ ✸✶✹✶ ✸✶✺✼ ✸✶✼✽

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✲ ✲✺✵✳✻✪ ✲ ✺✽✪ ✲✺✼✳✽✪ ✲✺✼✳✺✪

✭✷ ✐tér❛t✐♦♥s✮ ✭✶ ✐tér❛t✐♦♥✮ ✭✶ ✐tér❛t✐♦♥✮ ✭✶ ✐tér❛t✐♦♥✮ ✭✶ ✐tér❛t✐♦♥✮

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝❡ q✉✐

❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ ❢♦rt ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦♣♦sé ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧❛

❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣❡r♠❡t ✺✵✪ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ré❝❡♣✲

t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❣❛✐♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ✶✺ ❡t ✼ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡t ✺

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✹✳✼✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❥❡✉ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ❧✐stés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳ ❈❡s ▼❈❙✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t

✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s st❛♥❞❛r❞s✱ s♦♥t t✐rés ❞❡ ❬✺✾❪✳ ❈❡tt❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡

♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❛❝t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✜♥ ❞❡ t✐r❡r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❥✉st❡s ❡t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t

t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ✐❞é❛❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳✱

s❛♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐♠✐t❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ♦ù ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r s❡r❛✐t ✐♥✜♥✐❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

❡st ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐é❡s à ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ s♦♥t ét✉❞✐é❡s✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤♦✐①

❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❈❙✱ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ ♣❡r♠❡t



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❘❡♥❞❡♠❡♥t ❘❡♥❞❡♠❡♥t ♥♦✳

❝♦❞❛❣❡ ❝❛♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ✭❜✐ts✴❝✳✉✳✮ ▼❈❙

✕ ✵ ✵ ✵

◗P❙❑ ✶✴✽ ✵✳✷✺ ✶

◗P❙❑ ✶✴✹ ✵✳✺ ✷

◗P❙❑ ✶✴✷ ✶ ✸

◗P❙❑ ✸✴✹ ✶✳✺ ✹

✶✻◗❆▼ ✶✴✷ ✷ ✺

✶✻◗❆▼ ✸✴✹ ✸ ✻

✻✹◗❆▼ ✸✴✹ ✹✳✺ ✼

❞❡ ♣♦✉✈♦✐r réé❝r✐r❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs

B =
⌊
log2

(
NNT

▼❈❙

)⌋
+ b+M.q ✭✹✳✸✾✮

❛✈❡❝ b = log2

(∏K
k=1Nk

)
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❧✐é ❛✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡t q ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ q✉❛♥t✐✜é❡s

s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ✐✳✐✳❞✳ ✭s♦✐t ✉♥ ❞❡s✐❣♥ ❘❱◗✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉❛♥t✐✜é❡ V̂k q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡

❋r♦❜❡♥✐✉s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

V̂k = arg min
1≤j≤Nk

‖V†
kV̂

(j)
k − IMk

‖F . ✭✹✳✹✵✮

❉❡ ♣❧✉s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ k✐è♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

❡st ❞♦♥♥é ♣❛rMk = {1, . . . ,Mk} ❛✈❡❝Mk = min(|∆k|, NR) ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡

❞❡ ❢❛ç♦♥ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ Nk = MkNm✳ ◗✉❛♥t ❛✉ q✉❛♥t✐✜❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t

N♣✇r = 2q ✈❛❧❡✉rs s❝❛❧❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, P
2 ]✳

✹✳✼✳✷ ❊✛❡t ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡

❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡

(b, q) → ∞✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡

❡t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❛✉① r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ ❞✬❛rr♦♥❞✐ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t tr❛❝é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

♣♦ssé❞❛♥t ✹ ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ré♣❛rt✐❡s ❡♥ ✷ ❣r♦✉♣❡s ❛✈❡❝ |∆1| = |∆2| = 2✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

NR = 4✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é s♦♥t s✉♣❡r♣♦sé❡s q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

❧♦rsq✉❡ NR = 2 ❝❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘ ❛✈❡❝

✉♥ ❧é❣❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✽ ❞❇ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s
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❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ✭r❡♥❞❡♠❡♥ts

t❤é♦r✐q✉❡s✮ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭▼❈❙✮✳ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛✈❡❝ K = 2 ❡t

|∆1| = |∆2| = 2✳

s❡ ❝r❡✉s❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ✭♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✮✱ ♦ù ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❛♣♣♦rt❡

✶ ❞❇ ❞❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✐té à ❢♦rt ❙◆❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s

♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❝❛♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été r❡♠❛rq✉é ✭q✉❛♥❞ |∆1| = |∆2| = 2✮ q✉❡ ❧❛

❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❛ s❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ré♣❛rt✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❛

s♦✉✈❡♥t ❞❡✉① ♠♦❞❡s très ❜♦♥s✱ ❡t ❞❡✉① ❛✉tr❡s très ♠❛✉✈❛✐s✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞û à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡st é✈❛❧✉é ❣râ❝❡ à ❧❛ ❋✐❣✳

✹✳✸✳ ❈♦♠♠❡ ❡s♣éré✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ✭ét✐q✉❡té ✏❉✐s❝r❡t❡ r❛t❡

■❲❋✑✮ ❡①❤✐❜❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ ❞✬❛rr♦♥❞✐

✭ét✐q✉❡té❡ ✏❘♦✉♥❞❡❞ ■❲❋✑✮✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ❛tt❡✐♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✷ ❞❇ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥

❞❡ ♠♦②❡♥ à ❢♦rt ❙◆❘✳ ❈❡s t❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ✭♣❛r❛♠ètr❡ K✮ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s é♠❡ttr✐❝❡s ❡t ré❝❡♣tr✐❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t

❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ K = 1✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹✻❪ ❛♣♣❡❧é

◗♦❙✲❜❛s❡❞ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ q✉❛♥t✐✜é✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r

q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✏❘♦✉♥❞❡❞ ■❲❋✑ à ❝❛✉s❡ ❞✉

♠❛♥q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣♦✉r NT = 4 ❡t NR = 2✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞❡



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é
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Average SNR (dB)

QoS-based WF
Rounded WF
Discrete rate IWF
Rounded IWF

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝ K ❣r♦✉♣❡s ✭K = {1, 2}✮✳

❈❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 4 ❛✈❡❝ |∆1| = |∆2| = 2 s✐ K = 2✳

❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ◗♦❙✲❜❛s❡❞ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✭❝✳✲à✲❞✳✱ ❧♦rsq✉❡ K = 1✮ ❛tt❡✐♥t à ❢♦rt

❙◆❘ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

♣❛rt✐❡❧ ✭❝✳✲à✲❞✳✱ k > 1✮✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❞♦♥♥é ♣❛r min(NT , NR)✱ q✉✐ s❡

tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ é❣❛❧ à ✷✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s❡✉❧s ❞❡✉① r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

♥♦♥ ♥✉❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ♥✉❧s✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✬é❧è✈❡♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈❛❧❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s

❧❡ ▼❈❙ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐❢✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡

❧✐❜❡rté ❧✐é ❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ✭❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s ❡st é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡

✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ à ✶✷ ❞❇ ❡♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ❈❙■❚ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❧❡s s❝❤é♠❛s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥

❢❡❡❞❜❛❝❦ ré❞✉✐t✳ ▲❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❡st ❞♦♥❝ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡

❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥ à ❢♦rt ❙◆❘✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❛ss❡③ ✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st

✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦✲

♠✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✴♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛❧♦rs ♥♦té❡✳ P♦✉r

✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✹ ❜✐ts✴❝✳✉✳✱ ✶ ❞❇ ❞❡ ♣❡rt❡ ❡st ♠❡s✉ré ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡

F̄(π(2)) = 0.6 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ F̄(π(4)) = 0.4 s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥ é❝❛rt ❞❡ ✷ ❞❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉

❈❙■❚ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ✾✵✪ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♦❜t❡♥✉❡



✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✸
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Average SNR (dB)

QoS-based WF, norm. F=1 (K=1)
Discrete rate IWF, norm. F=0.6 (K=2)
Constr. rate IWF, norm. F=0.5 (K=3)
PARC w power control, norm. F=0.4 (K=4)
PARC no power control, norm. F=0 (K=4)

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s

✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳
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Average SNR (dB)

IWF capacity (K=4, b=0, q=0)
IWF capacity (K=4, b=0, q=3)
IWF capacity (K=2, b=1, q=3)
IWF capacity (K=2, b=4, q=3)
IWF capacity (K=1, b=4, q=3)
IWF capacity (K=1, b=8, q=3)
IWF capacity (K=1, b=inf, q=inf)

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r q✉❛♥t✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥

❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

❛✈❡❝ ❧❡ ◗♦❙✲❜❛s❡❞ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ✻✵✪ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡

♣❛rt✐t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❞❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s très ♣❡✉ ❞é❣r❛❞é❡s✳

✹✳✼✳✸ ❆❥♦✉t ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ q✉❛♥t✐✜é

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ✐♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛ s♦♠♠❡

❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❆✈❡❝ ✷ ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣✲

t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ✭s❝❛❧❛✐r❡✮✳ ❈❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜é❡s✱ ❡♥ ❡✛❡t t♦✉❥♦✉rs ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ♥❡ s♦✉✛r❡ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡

rés✐❞✉❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s t❡♥❞❛♥❝❡s s✐♠✐✲

❧❛✐r❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛♥s

♣ré❝♦❞❛❣❡ ✭K = 4✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣rés❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ✶ ❜✐t ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡

✭K = 2✱ b = 1✮ ❣❛❣♥❡ ✶ ❞❇ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r

✭K = 4✱ b = 0✮✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧✬❛❜❛✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❞❡ ✶✽ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ♣♦✉r ❧❛

❋✐❣✳ ✹✳✹ à ✶✹ ♣♦✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✺✮ ❡st à ✐♠♣✉t❡r à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t

r❛✣♥é❡ ❛❧♦rs q✉❡ s♦♥ rô❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t à ❢♦rt ❙◆❘✳
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PARC no power control
Multimode precoding (K=2, b=2)
Multimode precoding (K=2, b=3)
Multimode precoding (K=2, b=4)
Multimode precoding (K=1, b=4)
Multimode precoding (K=1, b=6)
Multimode precoding (K=1, b=10)

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❊✛❡t ❝♦♥❥♦✐♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ b ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ K ❛✈❡❝ ✉♥

♣ré❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✱ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜é ❡st ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❣râ❝❡ à

❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐t❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ éq✉✐❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥tr❡



✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✺

t♦✉s ❧❡s ✢✉① ❛❝t✐❢s✱ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♥♦té❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘ ❝♦♠♠❡ ❧❡

♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳ P❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♥♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡s ✭✹✳✹✮✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉

q✉❛♥t✐✜❡✉r ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✭❝✳✲à✲❞✳✱ K = 1✱ b = 10✮✱ ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧

✭K = 2, b = 4✮ s✉r♣❛ss❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦ù K = 1, b = 6 ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❜✐ts

❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡❜♦♦❦✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r K = 2 ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ b = 4 s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝❛s ✐❞é❛❧ ✭♦ù b→ ∞✮ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r K = 1, b = 6 ✐❧ r❡st❡

❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♥♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ❯♥ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t

à ♥♦t❡r ❡st q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙◆❘ ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ s❛♥s ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

q✉❛♥t✐✜é✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ét✉❞✐é s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ré❝❡♣t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡

❝❛s ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ✭❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ▼❋ s♦✉✛r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲

♠❡♥t à ❢♦rt ❙◆❘ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡ rés✐❞✉❡❧❧❡s ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡

♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦♣t✐♠✐sé

❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ❘❱◗ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ▼▼❙❊ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡✱ ❝❡

q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ très ❛ttr❛❝t✐❢✳
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❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r q✉❛♥t✐✜é❡ ❛✈❡❝ q = 3 s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts

❞❡s✐❣♥s ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✱ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

✹✳✼✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▲❙❚❈✲❘❈

❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s

s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝rét✐sés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛✈❡❝ ✹ ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ré♣❛rt✐❡s ❡♥ ✷ ❣r♦✉♣❡s ❛✈❡❝ |∆1| = |∆2| = 2 ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ P❲❋

✭K = 2✮✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s♦♥t tr❛❝é❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ▲❙❚❈✲❘❈ ❛✈❡❝ ✉♥

❝❤♦✐① ♦♣t✐♠✐sé ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❀ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡

éq✉✐❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙◆❘✱ ❧❡

s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭P❲❋✮ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❝❤é♠❛

▲❙❚❈✲❘❈✳ ❯♥ é❝❛rt ❞❡ ✷ ❞❇ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❙◆❘ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡

❧❡ P❲❋ ✭K = 2✮ ❡t ▲❙❚❈✲❘❈ s❡ ré❞✉✐t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡

❙◆❘ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ✶✽ ❞❇✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❙◆❘ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞✉

❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ❞❡s ❙◆❘ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s

❙◆❘ ❢❛✐❜❧❡s ♣❧❛✐❞❡♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❝✳✲à✲❞✳ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡

s❝❛❧❛✐r❡✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❙◆❘ ♣❧✉s é❧❡✈és ❢❛✈♦r✐s❡♥t ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❧✉s ré❞✉✐t ✭❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s ❝♦♥trô❧❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡✮✳
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❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ▲❙❚❈✲❘❈ ❡t P❲❋ ♣r♦♣♦sés✱ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✳



✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✻✼

✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ❛ été

♣r♦♣♦sé✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ♣❛r ❜❧♦❝ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ré✲

❞✉✐t ❡t q✉❛♥t✐✜é✳ ❊♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s✱ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥

tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s❡ ♠♦♥tr❡ êtr❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

❞é✜♥✐❡✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦♣t✐✲

♠✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❡✣❝❛❝❡s s♦✐t à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡✱ s♦✐t ❣râ❝❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣ré❝♦✲

❞❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❡

❞❡s✐❣♥ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡t ✈❛❧✐❞❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ r❡t❡♥✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✴♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉✬❛✈❡❝

✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣r♦♣♦sé✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥

❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ▼▼❙❊ ♣❡r♠❡t ✉♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙◆❘✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é

✹✳❆ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

ét✉❞✐é❡s

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ❡t s♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❛ss♦❝✐é❡ ♣♦ssè❞❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ✿ ✭✐✮ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✭✐✐✮

❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝❤♦✐s✐❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝✳✲à✲

❞✳✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❛✈❛✐t été ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡

♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣ré❝✐s❡r✳

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ϕ1 ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t

✉♥❡ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ▼▼❙❊✲❙■❈ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ χ1✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❡st

ϕ1 = χ1 −
K∑

k=1

k−1∑

j=1

|∆j |
2NR +N2

R|∆j | ✭✹✳✹✶✮

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ϕ1 s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ χ2 ✭✹✳✸✽✮ ❡t s✬❡①♣r✐♠❡

ϕ1 = χ2 −
K∑

k=1

k−1∑

j=1

|∆j |
2NR +N2

R|∆j | ✭✹✳✹✷✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ré❝❡♣t❡✉r

❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞✐✜é❡ s✬é❝r✐✈❡♥t

ϕ2 = ϕ1 − 2

K∑

k=1

(
N2

R|∆k|
2 +

Mk∑

i=1

[
N3

R

3
+ (M − δk,i + 1)N2

R

])
✭✹✳✹✸✮

ϕ3 = ϕ2 +

K∑

k=1

|∆k|
2Mk ✭✹✳✹✹✮

ϕ4 = ϕ2 +

K∑

k=1

(4|∆k|
3

3
+ |∆k|

2Mk

)
✭✹✳✹✺✮

♦ù ϕ2 ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✐❞é❛❧❡s {Vk}✳ ❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡✱

ϕ3 s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ❛❞❛♣tés ❡t ϕ4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡s ▼▼❙❊✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❉❡s✐❣♥s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s

❛✉① ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t

❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❤❛✉t ❞é❜✐t ♠♦❜✐❧❡s ♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛❝❝ès à ✉♥ ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ▲✬✐♥❝❡r✲

t✐t✉❞❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ét❛❜❧✐❡ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

◗✉❛♥t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ r❡ç✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s♦✐t ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ s♦✐t ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s

❞é❢❛✉ts ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭❈◗■✱ ❈❉■✮ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ à ❝❛✉s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉

❜r✉✐t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❜r✉✐té✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉①

❡rr❡✉rs ❞✉ ❈❙■ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s r♦❜✉st❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲

♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s

♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙ ❡st ét❛❜❧✐❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t

✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❧✉✐

❛✉ss✐ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✴❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡ s②stè♠❡

❡st ❛❧♦rs ❝♦♥ç✉ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ✭▼❙❊✮✳

▲✬ét✉❞❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ ❛ été ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❈❙■ ♣❛r❢❛✐t

✻✾



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❡♥ ❬✻✵❪ ❬✻✶❪✱ ❡t ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ❬✻✷❪✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r êtr❡ étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à

❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ▼❙❊ ❬✻✸❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞❡s✐❣♥s ✜❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❈❙■ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❉✬✉♥

❝ôté✱ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❘ ✐♠♣❛r❢❛✐t ❛♠è♥❡ ❬✻✹❪ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❧✉s ré✲

❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✻✺❪ ♦♥t tr♦✉✈é ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ré❝❡♣t✐♦♥ ❡♥

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛✐t r❡sté ♦✉✈❡rt ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❬✻✻❪✳ ❙❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❬✻✼✕✻✾❪✳ ❉❡

♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❬✼✵❪ ❛ ✉♥✐✜é ❝❡s ❝r✐tèr❡s à tr❛✈❡rs ❞❡✉①

❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❙❝❤✉r✲❝♦♥✈❡①❡ ♦✉ ❙❝❤✉r✲❝♦♥❝❛✈❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ s❡✉❧s

q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ❊♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❈❙■❘ ✐♠♣❛r✲

❢❛✐t✱ ❬✼✶❪ ❛ ❡♥✈✐s❛❣é ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❞❛♥s

❧❡q✉❡❧ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥

❜❧❛♥❝❤❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❈❙■ ♣❛r❢❛✐t ❛ été ♠♦♥tré❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

♠♦♥tr❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦rré❧é à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❬✼✷❪✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛ été ét✉❞✐é ❡♥ ❬✼✸❪ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛①✐♠✐♥✱ ♠❛✐s

♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡

r♦❜✉st❡ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝ ❛✉① tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ♠♦♥t❛♥t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥

❝❛♥❛❧ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❬✼✹❪✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉

❝❛♥❛❧ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥

é♠✐ss✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉❡s à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r ❝❤♦✐s✐

♣❛r♠✐ ✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ➓ ✺✳✷✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

❞❡s ▼❙❊✳ ▲❡ ❞❡s✐❣♥ ❧✐♥é❛✐r❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ➓ ✺✳✸✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚✳ ▲❛

r❡❧❛t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❝♦♥❞✉✐t à ét✉❞✐❡r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥ ➓ ✺✳✹✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t

♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ➓ ✺✳✺ ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉

s②stè♠❡ t✐r❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❡t ❝❡❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

❧✐♠✐té❡✳



✺✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✼✶

✺✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

✺✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞éré ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ K ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs éq✉✐♣és ❞❡ N1 · · ·NK

❛♥t❡♥♥❡s ✈❡rs ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦ssé❞❛♥t NR ❛♥t❡♥♥❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥

❧✐❛✐s♦♥ ♠♦♥t❛♥t❡✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é à é✈❛♥♦✉✐ss❡✲

♠❡♥ts ♣❧❛ts✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝ôté é♠❡tt❡✉r tr❛♥s✐t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s

❞é❜✐t s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r Mk ≤ Nk ✢✉①✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉

y ∈ C
NR×1 ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r

y =

K∑

k=1

HkFkxk + n ✭✺✳✶✮

♦ù xk ∈ C
Mk×1✱ Fk ∈ C

Nk×Mk ❡t Hk ∈ C
NR×Nk ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

tr❛♥s♠✐s✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k = 1, . . . ,K✳

❖♥ ♣♦s❡ sk = Fkxk✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❛❞❞✐t✐❢ ●❛✉ss✐❡♥ n ∈ C
NR×1 ❡st ✐✳✐✳❞✳ à s②♠étr✐❡

❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ0 = σ2
nINR

✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ Pk t❡❧❧❡ q✉❡ tr(Θsk
) = tr(E[sks

†
k]) = tr(FkE[xkx

†
k]F†

k) ≤

Pk ❛✈❡❝ E[xkx
†
k] = IMk

✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ♥♦té❡ P ✳ ▲❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s♦✉s ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r

Hk = R
1/2
NR

HW,kR
1/2
Nk

✭✺✳✷✮

♦ù HW,k ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❧❛♥❝❤❡✳ ▲❛ ♣❞❢ ❞❡ Hk ❡st ψHk
= CN (0,RNk

⊗ΣHk
)✱

♦ù ΣHk
= σ2

h,kRNR
✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t é❣❛✉① à ✶✳

❈ôté ré❝❡♣t❡✉r✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ▼▼❙❊✲❙■❈ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r r❡t❡♥✉✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❛❝q✉✐s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❛✈❛♥t ❞❡ tr❛♥s✲

♠❡ttr❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣❡✉t✱ ❣râ❝❡ ❛✉① Lk ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣✐❧♦t❡s tr❛♥s♠✐s

XT,k = (xT,k,1, · · · ,xT,k,Lk
)✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡st✐♠é❡ Ĥk ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs k = 1, . . . ,K✳ ❖♥ ❢❛✐t

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝❤♦✐s✐❡ X′
T,k ❛♥♥✉❧❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡

❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✱ ❝✳✲à✲❞✳ X′
T,k = R

−1/2
Nk

XT,k✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ ♣✐❧♦t❡ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r PT,k = 1
LkNk

tr(XT,kX
†
T,k)✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t YT,k = R

1/2
NR

HW,kXT,k+NT,k



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ▼▲✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R
1/2
NR

HW,k✱ ✉♥ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❞❡ NRNk é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞é❥à NR é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱

♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té Lk ≥ Nk✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ XT,k s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳ ❊♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t

❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❛r

Ĥk =
(
R

1/2
NR

HW,k + Ek,w

)
R

1/2
Nk

= H̃kR
1/2
Nk

✭✺✳✸✮

♦ù EW,k ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❧❛♥❝❤❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ XT,k ♦rt❤♦❣♦✲

♥❛❧❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❞❡s ❡rr❡✉rs✮ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛✉t σ2
e,k = ❙◆❘−1

T,k ❛✈❡❝ ❙◆❘T,k =
LkPT,k

σ2
n

✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣❞❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Ĥk s❛❝❤❛♥t Hk

ψĤk|Hk
= CN (Hk,RNk

⊗ ΣEk
) ✭✺✳✹✮

♦ù ΣEk
= σ2

e,kINR
✳ ▲❛ ♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✺✳✹✮ ❡t ψHk

✱ ❡t s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

ψ
Hk|Ĥk

= CN (Σ∆k
Ĥk,RNk

⊗ Σ∆k
ΣEk

) ✭✺✳✺✮

♦ù Σ∆k
= ΣHk

(ΣHk
+ ΣEk

)
−1

✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✭♠❛✐s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✮✱

❞❡ ♣❞❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ W (y |x1, . . . ,xK ,H )✱ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭❛♣rès

q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✮ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s✉✐✈❛♥t

W̃
(
y|x1, · · · ,xK , Ĥ

)
= CN

(∑K
k=1 Σ∆k

ĤkFkxk, Σ̃0

)

Σ̃0 = Σ0 +
∑K

k=1 tr(RNk
Fkxkx

†
kF

†
k) Σ∆k

ΣEk

✭✺✳✻✮

▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬✼✺✱ ❆♥♥❡①❡ ❇✳✶❪

✺✳✷✳✸ ❱♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r q✉❛♥t✐✜é❡

❆✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s

♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r♠✐ ✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♣ré❞é✜♥✐✳ ❙❛ t❛✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡

❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❡r♠✐s❡✳ ▲❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ♣❡✉t

êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é ♣❛r

Fk = F̂k + Dk ✭✺✳✼✮

♦ù Dk ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♣❧❡①❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s

à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
d,k✳ ◆♦t♦♥s B ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❜✐ts ❞❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✉t♦r✐sés ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣❛rt❛❣é ❡♥tr❡ ❧❡s K ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
d,k ❡st

❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ B ❡t K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❡✉r ❝❤♦✐s✐✱ ❞♦♥t ❧❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝✳✲à✲❞✳ s❝❛❧❛✐r❡✱ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳✳✳✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✉t✐❧✐sé❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ▲❧♦②❞✲▼❛①✳✳✳✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲

ré❝❡♣t❡✉r ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r

q✉✬❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡



✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ✼✸

❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s

❛✐♥s✐ ♦♣t✐♠✐sé❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✐✛✉sé❡s à t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ▼❆❈ ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐

ét✉❞✐é ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s✳

✺✳✸✳✶ ▼étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❈❙■❘ ✐♠♣❛r❢❛✐t ❡t ❈❙■❚ q✉❛♥t✐✜é

■❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s

▼❙❊ ✭❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✉s❡r✲▼❙❊✮ ❬✼✻❪ ♦✉ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧❡ ▼❙❊ ❞✉ ♣✐r❡ ✢✉① ❬✼✶❪✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡

❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡ ✈✐s❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ ♠étr✐q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ Gk ∈ C
Mk×NR ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st✐♠é rk✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

rk = Gky. ✭✺✳✽✮

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

.
 
.
 
.

HK

xK
F̂K

NK

❯s❡r ❑

N2

F̂2

x2

❯s❡r ✷ N1

F̂1

x1

❯s❡r ✶

H1

H2

NR

❇❛s❡ ❙t❛t✐♦♥

G1

y

GK

G2
r2

r1

rK

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ▼■▼❖ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡s✐❣♥ r♦❜✉st❡ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ▼❙❊✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

MSEk = E
[
(rk − xk)(rk − xk)†

]
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s

❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✭✺✳✻✮✮ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚ ✭✺✳✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

MSEk = Gk

[ K∑

i=1

Σ∆i
ĤiF̂iF̂

†
iĤ

†
iΣ∆i

+

K∑

i=1

Σ∆i
Ĥiσ

2
d,iĤ

†
iΣ∆i

+

K∑

i=1

tr(RNi
)Σ∆i

ΣEi
σ2

d,i

+σ2
nINR

+

K∑

i=1

tr(RNi
F̂iF̂

†
i )Σ∆i

ΣEi

]
G

†
k + IMk

− GkΣ∆k
ĤkF̂k −

(
GkΣ∆k

ĤkF̂k

)†
✭✺✳✾✮

✺✳✸✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ré❝❡♣t✐♦♥

❈❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Pk ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r

min
{Gk,Fk}

K∑

k=1

tr
(
MSEk

)
✭✺✳✶✵✮

❛✈❡❝ tr
(
F̂kF̂

†
k

)
≤ Pk, k = 1, . . . ,K ✭✺✳✶✶✮

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ét❛❜❧✐ s✉r

❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚✱ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ L({F̂k}, {Gk}, {µk})

❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✶✮ s✬é❝r✐t

L =

K∑

k=1

tr
(
MSEk

)
+

K∑

k=1

µk

(
tr(F̂kF̂

†
k) − Pk

)
✭✺✳✶✷✮

♦ù {µk ≥ 0}K
k=1 s♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s Pk✳ ▲❡

❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♥t

❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ✭✺✳✶✷✮✱ s❛t✐❢❛✐s❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ∂L
G∗

k

= 0 ❡t ∂L
F̂∗

k

= 0✱

❝❢ ❬✼✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷❪✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

Gk = F̂
†
kĤ

†
kΣ∆k

[∑K
i=1 Σ∆i

ĤiF̂iF̂
†
iĤ

†
iΣ∆i

+
∑K

i=1 Σ∆i
Ĥiσ

2
d,iĤ

†
iΣ∆i

+ σ2
nINR

+
∑K

i=1 Σ∆i
ΣEi

tr(RNi
F̂iF̂

†
i ) +

∑K
i=1 Σ∆i

ΣEi
σ2

d,itr(RNi
)

]−1 ✭✺✳✶✸✮

F̂k =

[∑K
i=1 Ĥ

†
kΣ∆k

G
†
iGiΣ∆k

Ĥk + µkINk
+
∑K

i=1 tr(GiΣ∆k
ΣEk

G
†
i )RNk

]−1

Ĥ
†
kΣ∆k

G
†
k

✭✺✳✶✹✮

❈❤❛q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r µk,∀k ❞♦✐t rés♦✉❞r❡ ❧✬é❣❛❧✐té

µk

[
tr
(
F̂kF̂

†
k

)
− Pk

]
= 0. ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡①✐st❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à

❝❡✉① ❡♠♣❧♦②és ❡♥ ❬✻✷❪✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❡♥ ➓ ✺✳❆✳✶✳



✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ✼✺

❈❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❊♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡

❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ✭{F̂k} ❡t {Gk}✮✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs {Pk = tr(F̂kF̂
†
k)} ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é✳ ❈❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✺✳✶✵✮ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑K

k=1 tr
(
F̂kF̂

†
k

)
≤ P ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡

L2

(
{F̂k}, {Gk}, {Pk}, µ

)
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

L2

(
{F̂k}, {Gk}, {Pk}, µ

)
=

K∑

k=1

tr
(
MSEk

)
+ µ

( K∑

k=1

tr
(
F̂kF̂

†
k

)
− P

)
, ✭✺✳✶✺✮

♦ù µ ❡st ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥

♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ✭✺✳✶✸✮ ❡t ✭✺✳✶✹✮ ❛❧♦rs q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡

♠✉❧t✐♣❧✐❡✉r µ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❑❑❚ r❡❧❛t✐✈❡ à F̂k ❞❡✈✐❡♥t

F̂k =

[ K∑

i=1

Ĥ
†
kΣ∆k

G
†
iGiΣ∆k

Ĥk + µINk
+

K∑

i=1

tr(GiΣ∆k
ΣEk

G
†
i )RNk

]−1

Ĥ
†
kΣ∆k

G
†
k ✭✺✳✶✻✮

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ µ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ µ ≥ 0 ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧✬é❣❛❧✐té µ
(∑K

k=1 tr
(
F̂kF̂

†
k

)
− P

)
= 0✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st

♦❜t❡♥✉❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✻✺❪✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♠❡♥é❡ ❡♥ ➓ ✺✳❆✳✷✳ ❙♦✐t

µ =
1

P
tr

[( K∑

k=1

GkG
†
k

)(
σ2

nI +

K∑

i=1

σ2
d,iΣ∆i

ĤiĤ
†
iΣ∆i

+

K∑

i=1

σ2
d,itr(RNi

)Σ∆i
ΣEi

)]
. ✭✺✳✶✼✮

✺✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t rés✉❧t❛♥t ✭❝♦❧♦ré✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ ❞❡ Gk ❡t ❞❡ F̂k✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛❧t❡r♥❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❧❡s ❞❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ét✉❞✐é❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛ss✉ré♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ ❡♥tr❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ré✲

❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♣♦✉r ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭✵✮✱

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐✲

r❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐sé❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ {F̂k,Gk}
K
k=1✳ ■❧

❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ K = 1✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ❬✼✽✱

❝❤❛♣✐tr❡ ✹❪ à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡

❛♥❛❧②t✐q✉❡✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❯♥✐✜❡❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♠✲▼❙❊

■♥✐t✐❛❧✐③❡ {F̂k}
K
k=1 t♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ✐ts (m,n)✲t❤ ❡♥tr② ✐s ❡q✉❛❧

t♦ ✵ ✐❢ m 6= n ♦r ❡q✉❛❧ t♦
√

Pk

Mk
❡❧s❡✇❤❡r❡ ❀

✇❤✐❧❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞♦

❙t❡♣ ✶ ✿ ❢♦r k = 1, . . . ,K ❞♦ ❈♦♠♣✉t❡ Gk ✉s✐♥❣ ✭✺✳✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▲▼▼❙❊ r❡❝❡✐✈❡r ❀

❙t❡♣ ✷ ✿ ❙❛t✐s❢② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ✿

✐❢ s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✷✮✱ ✉♣❞❛t❡ {µk}
K
k=1 ✇✐t❤ ✭✺✳✸✽✮✱

✐❢ s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✺✮✱ ✉♣❞❛t❡ µ ✇✐t❤ ✭✺✳✶✼✮ ❀

❙t❡♣ ✸ ✿ ❢♦r k = 1, . . . ,K ❞♦ ❈♦♠♣✉t❡ F̂k ✉s✐♥❣ ✿

✐❢ s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✷✮✱ ❝♦♠♣✉t❡ F̂k ❢r♦♠ ✭✺✳✶✹✮

✐❢ s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✺✮✱ ❝♦♠♣✉t❡ F̂k ❢r♦♠ ✭✺✳✶✻✮✳

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✺✳✹ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡

✺✳✹✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊

❙✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✱ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜✉t r❡❝❤❡r❝❤é ❡st ❞❡

♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❡♥✲

tré❡s s♦♥t ❝♦rré❧é❡s ❛✉ ❜r✉✐t ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥

s✉♣♣♦s❛♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡

✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡✮ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❬✼✾❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Ilow

(
x;y

∣∣Ĥ
)

= log2 det
(
I +

K∑

k=1

T−1Σ∆k
ĤkΘsk

Ĥ
†
kΣ∆k

)
, ✭✺✳✶✽✮

❛✈❡❝

T =
K∑

i=1

Σ∆i
Ĥiσ

2
d,iĤ

†
iΣ∆i

+ σ2
nINR

+

K∑

i=1

Σ∆i
ΣEi

tr(RNi
Θsi

) +

K∑

i=1

Σ∆i
ΣEi

σ2
d,itr(RNi

). ✭✺✳✶✾✮

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ ❛✉ ➓ ✺✳❇ ♦ù ✐❝✐ S = {1, . . . ,K}✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳ P♦✉r r❡✈❡♥✐r à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡

♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✉ t②♣❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ✐tér❛t✐❢ ❬✶✽❪ ❬✸✹❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s✱ ♦♥ ♣♦s❡

Θ′
sk

= R
1/2
Nk

Θsk
R

1/2
Nk

✳ ▲❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

max
{Θ′

sk
}K

k=1

log2 det
(
I +

K∑

k=1

T−1Σ∆k
R

1/2
NR

HW,kΘ
′
sk

H
†
W,kR

1/2
NR

Σ∆k

)
✭✺✳✷✵✮

❛✈❡❝ Θsk
≥ 0, k = 1, . . . ,K, ✭✺✳✷✶✮

R
1/2
Nk

Θsk
R

1/2
Nk

≥ 0, k = 1, . . . ,K, ✭✺✳✷✷✮



✺✳✹ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ✼✼

▲❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s r❡♥❞ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❖♥ s✬✐♥✲

tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ❬✻✵❪ ❬✻✸❪✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡

❛ été ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❬✹✺❪✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs t②♣❡s

❞❡ s✐❣♥❛✉① ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s❝❛❧❛✐r❡✱ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳✳✳✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ✭✺✳✶✵✮ ♣❡✉t êtr❡

sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❬✽❪ ❛♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s

▼❙❊

K∑

k=1

tr
(
MSEk

)
=

K∑

k=1

tr
(
IMk

)
− tr

(
INR

)
+ tr

[
I +

K∑

k=1

T−1Σ∆k
ĤkF̂kF̂

†
kĤ

†
kΣ∆k

]−1

. ✭✺✳✷✸✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ✿ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❛✉t♦r✐sés ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉

♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❝✳✲à✲❞✳
∑K

k=1Mk ≥ NR✱ ❛✈❡❝ NR ≤
∑K

k=1Nk✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ✢✉①

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à NR ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ❞❡ ✶✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ✿ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ r❛♥❣ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡

s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ {F̂k}✳ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❛❧♦rs Θsk
♣❛r F̂kF̂

†
k✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞é✜♥✐❡s

♣♦s✐t✐✈❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡

♣✉✐sq✉✬✐❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳

✺✳✹✳✷ ❉❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡

s✬é❝r✐t

max
{F̂k}

log2 det
(
I + T−1A

)
✭✺✳✷✹✮

❛✈❡❝ tr
(
F̂kF̂

†
k

)
≤ Pk, ✭✺✳✷✺✮

♦ù A =
∑K

k=1 Σ∆k
ĤkF̂kF̂

†
kĤ

†
kΣ∆k

✳ ▲❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ P♦✉r

rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t ✭s❝❛❧❡❞ ♣r♦✲

❥❡❝t❡❞ ❛s❝❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ st❡❡♣❡st ❛s❝❡♥t ❛✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s

s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦✐tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠✐s❡

à ❥♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s❡ ❢❛✐t s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✺✳✷✹✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣ré❝♦❞❡✉rs

F̂k✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❬✽✵❪✳ ❖♥ ❛

❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧✬é❣❛❧✐té ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ∂
(
ln
(
det(X)

))
= tr

(
X−1∂X

)
❀ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ∂
∂X∗ tr

(
AXX†C

)
= CAX✳ ❊♥



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ♠❛①✐♠✉♠ s✉♠✲❝❛♣❛❝✐t②

■♥✐t✐❛❧✐③❡ {F̂k}
K
k=1 t♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ✐ts (m,n)✲t❤ ❡♥tr② ✐s ❡q✉❛❧

t♦ ✵ ✐❢ m 6= n ♦r ❡q✉❛❧ t♦
√

Pk

Mk
❡❧s❡✇❤❡r❡ ❀

❈❤♦♦s❡ st❡♣ s✐③❡ s✳ ❈♦♠♣✉t❡ C ❛♥❞ s❡t Cold = C✳

✇❤✐❧❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞♦

❙t❡♣ ✶ ✿ ❈♦♠♣✉t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✻✮ ✿ ∇C =
(
δF̂1, · · · , δF̂K

)

❙t❡♣ ✷ ✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❢♦r k = 1, . . . ,K✱ s❡t δF̄k =
√

Pk

‖δF̂k‖2
F

δF̂k✳

✇❤✐❧❡ Cold > C ❞♦

❙t❡♣ ✸✳❛ ✿ Pr♦❥❡❝t ❣r❛❞✐❡♥t ✿ ❢♦r k = 1, . . . ,K✱ F̂′
k = F̂k + sδF̄k✳

❙t❡♣ ✸✳❜ ✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ✿ ❢♦r k = 1, . . . ,K✱ F̂′
k =

√
Pk

‖F̂′
k
‖2

F

F̂′
k✳

❙t❡♣ ✸✳❝ ✿ ❈♦♠♣✉t❡ s✉♠✲❝❛♣❛❝✐t② C ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡rs {F̂′
k}✳

✐❢ Cold > C t❤❡♥

❘❡❞✉❝❡ st❡♣ s✐③❡ s✳

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s é❣❛❧✐tés✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∂Ilow

∂F̂∗
k

❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à

∂Ilow

∂F̂∗
k

=
[
Ĥ

†
kΣ∆k

(
T + A

)−1
Σ∆k

Ĥk + tr
(
Σ∆k

ΣEk

[(
T + A

)−1
− T−1

])
RNk

]
F̂k ✭✺✳✷✻✮

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s❡ ❢❛✐t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ T✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t

✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭ét❛♣❡ ✷✮ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❛s s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛✲

t✐✈❡✳ ■❧ ❡st ré❞✉✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞ès q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞é❝r♦✐t✳ P❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡♥tr❡

♣❛s ❡♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ♣❛r✈✐❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥✲

♥❛✐r❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

❙❡✉❧ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣rès ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s F̂k ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✶ ❡t Nk ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡

❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s à

❥♦✉r ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✳ ▲❛

♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ s❡r❛✐t ❞é✜❝✐❡♥t

♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱

s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ré❞✉✐r❡ s♦♥ r❛♥❣ ❡♥

❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣

❞é✜❝✐❡♥t✳



✺✳✹ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ✼✾

✺✳✹✳✸ ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❊♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♠✐té❡ ♣❡✉t

êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

s♣❛t✐❛❧❡ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F̂k✳ ❈❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦♥❝t✉❡❧✲

❧❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡st❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡

❢❛ç♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛✲

t❡✉rs✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s ❛✉① é♠❡tt❡✉rs ❧✐♠✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ tr❛♥s✐t❛♥t s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r✳ ❉❡✉① s❝é♥❛r✐♦s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐s❡

à ❥♦✉r ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✿ ✭✐✮ st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✭✐✐✮ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❡♥✈✐s❛❣é✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❡st ✐❝✐ ❡✛❡❝t✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ Dk ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✺✳✼✮ ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡✲

t♦✉r q✉❛♥t✐✜é❡ s✬é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Fk = Vk

(
Λk +Dk

)
♦ù ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❡st ✐✳✐✳❞✳ ré❡❧❧❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡

à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
d,k✳

❙❝é♥❛r✐♦ ✶ ✿ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ▼■▼❖ ▼❆❈ ♦ù ❝❤❛q✉❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❬✽✶❪

s❛♥s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ❈❙■ ❡t s❛♥s ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡

❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t tr❛♥s♠❡ttr❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❞❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❈❙■

✐♥✢✉❡♥❝❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

max
{F̂k}K

k=1

EĤ

[
log2 det

(
I + T−1A

)]
, ✭✺✳✷✼✮

❛✈❡❝ tr
(
F̂kF̂

†
k

)
≤ Pk. ✭✺✳✷✽✮

◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❧❡ k✐è♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r RNk
, VkΥ

2
kV

†
k ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ RNk

✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ F̂k = VkΛk ♦ù Λk ❡st ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜é❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ✺✳❈✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

max
{Λk}K

k=1

EĤ

[
log2 det

(
I + T−1

K∑

k=1

Σ∆k
H̃kΥkΛ

2
kΥkH̃

†
kΣ∆k

)]
, ✭✺✳✷✾✮

❛✈❡❝ tr
(
Λ2

k

)
≤ Pk. ✭✺✳✸✵✮

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♦♥

ré❛❧✐s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❙❝é♥❛r✐♦ ✷ ✿ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

▲❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜❛s ❞é❜✐t ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✉① ✈❛✲

r✐❛t✐♦♥s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ♣❛rt✐❡❧✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s

♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣ré❝é❞❡♥t s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s s♦♥t à

♦♣t✐♠✐s❡r✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

EĤ

[
max

{Λk}K
k=1

log2 det
(
I + T−1

K∑

k=1

Σ∆k
H̃kΥkΛ

2
kΥkH̃

†
kΣ∆k

)]
, ✭✺✳✸✶✮

❛✈❡❝ tr
(
F̂kF̂

†
k

)
≤ Pk, ✭✺✳✸✷✮

F̂k = VkΛk. ✭✺✳✸✸✮

♦ù Vk ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ RNk
✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

♥✉♠ér✐q✉❡✳

✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✺✳✺✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts

❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ é❣❛❧ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st

❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s

❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐sé ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❡✉r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

s❝❛❧❛✐r❡✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❬✶✻❪✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r

❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r

σ2
d,k = 2

− B
KNkMk ✭✺✳✸✹✮

▲✬❡♥tré❡ ✭i, j✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r
[
R
]
i,j

= ρ|i−j|✱ ♦ù ρ ∈ [0, 1]

❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ R ✭r❡s♣✳ k✮ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭r❡s♣✳

❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r k✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s

Pk = P/K ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ♣♦s❡ σ2
h,k = 1✱ σ2

d,k = σ2
d✱ Nk = NT ✱

Lk = L✱ ρk = ρT ✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣✐❧♦t❡s ❡st ✜①é❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❞♠✐s❡

♣❛r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝✳✲à✲❞✳ PT,k = Pk✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥❡ ✹✲◗❆▼ ♥♦♥ ❝♦❞é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① tr❛♥s♠✐s✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t tr❛❝és

♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✷ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs éq✉✐♣és ❞❡ Nk = 2 ❛♥t❡♥♥❡s✱ ❡t ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦ssé❞❛♥t

NR = 4 ❛♥t❡♥♥❡s✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐sé ❞♦♥♥é ♣❛r

✭✺✳✶✵✮✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❇❊❘ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❆ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡



✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✽✶
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Optimized, (ρT=0.0; ρR=0.0)
Optimized, (ρT=0.5; ρR=0.5)
Optimized, (ρT=0.8; ρR=0.5)
Optimized, (ρT=0.5; ρR=0.8)
Optimized, (ρT=0.8; ρR=0.8)

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❛✈❡❝ ✶ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, L =

4, NR = 4, Nk = 2 ❡t σ2
d = 0.01✳

❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛

✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❧✉s ♥é❣❛t✐❢ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ρT = {0.5; 0.8}✱

❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ρR ❞❡ 0.5 à 0.8 ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ✸ ❞❇ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❇❊❘ ❝✐❜❧❡ ❞❡

10−3✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✺✳✺✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊

■♠♣❛❝t ❞❡ ❈❙■❚ q✉❛♥t✐✜é

▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❈❙■❚ q✉❛♥t✐✜é ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❈♦♠♠❡ ❡s♣éré✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❡✉t ❞é❣r❛❞❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ✭❝✳✲à✲❞✳ B = 10✮✱ ✉♥ ♣❛❧✐❡r ❞✬❡rr❡✉rs ❡st ♦❜s❡r✈é✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡

❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❡✉r ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♦✉ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞♦♥♥é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♦♣t✐♠✐sé

❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡s✐❣♥ ♥♦♥ ❛❞❛♣té ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P❛r ♥♦♥ ❛❞❛♣té✱ ♦♥ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧❡s

♣ré❝♦❞❡✉rs ❡t ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {Ĥk}
K
k=1 ❡t {F̂k}

K
k=1 ❝♦♠♠❡

❧❡s ✈r❛✐❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❙◆❘ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵ ❞❇✱ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♥♦♥ ❛❞❛♣té ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡

♣❡rt❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ B = 20

❞♦♥♥❡ ✶✳✷ ❞❇ ❞✬é❝❛rt ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❇❊❘ é❣❛❧❡ à 10−3✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛

❋✐❣✳ ✺✳✸ ❛✈❡❝✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ♠♦②❡♥♥é❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❉❡s

t❡♥❞❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐sé
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝ ✶

✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳
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❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊✱ ❛✈❡❝ ✶ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

K = 2, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳



✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✽✸

❡t ♥♦♥ ❛❞❛♣té ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❙◆❘✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s✐❣♥s

❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❀ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t

❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♠❛❥❡✉r s♦✐t

❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❙◆❘ ❞é♣❛ss❡ ✶✵ ❞❇✱ s♦✐t q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ✭✐❝✐✱

q✉❛♥❞ B = 10✮✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧

▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ❝♦♠♣❛r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♠❡tt❡✉rs✲ré❝❡♣t❡✉rs ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡

❈❙■✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ré✈è❧❡ q✉✬à ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❈❙■❚ q✉❛♥t✐✜é ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥

r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲

♥é❡s✳ ❯♥ ❈❙■❘ ♣❛r❢❛✐t ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

s✉r t♦✉t ❧✬✐♥✈❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❙◆❘✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ❡t

❝♦✉rt❡ ♣♦✉r ✉♥ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t ❡st ❞❡ ✷ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ❝✐❜❧❡ ❞❡ 10−3✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♦♥ tr❛❝❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ♣ré❝♦❞é ✭❝✳✲à✲❞✳✱ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡

s♦♥t ❧❛✐ssé❡s é❣❛❧❡s à ❧✬✐❞❡♥t✐té✮ s✉❥❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ❈❙■❘ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬✐♥✲

t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛❞❛♣té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳

❈❡ s②stè♠❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉❣❣ér❛♥t q✉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳
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❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❚❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❛✈❡❝ ✶

✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, B = 20, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳
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❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❈❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✶

✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, L = 4, NR = 4, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.5✳

▲❛ ✜❣✳ ✺✳✻ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ B ❛✉t♦r✐sés✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥s✐❞éré s✉♣♣♦s❡ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs éq✉✐♣és

❞❡ ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ♣♦ssé❞❛♥t ✹ ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ✭B = ∞✮ ❡st ❛✉ss✐ tr❛❝é ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉✬✉♥

❢❛✐❜❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❞étér✐♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡

❞é❜✐t ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs très ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✐❞é❛❧❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❛✈❡❝ B = ∞✮ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘ ❝♦♥❞✉✐t t♦✉t❡❢♦✐s

à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✼ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ B = 20 ❡t B = 30

s✬é❧è✈❡ à ✶ ❞❇✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t B = 30✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✼ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉

❈❙■❘ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❞❡ ✹ s②♠❜♦❧❡s ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳ ❉❡✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s♦♥t

tr❛❝é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t ❀ ❧✬é❝❛rt ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❈❙■❘ ❡rr♦♥é ✈❛✉t

✷✳✸ ❞❇✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❈❉■❚ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

❧✬é❝❛rt ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡t ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✷ ❞❇✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❉■❚

❛✈❡❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❛✣❝❤❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝❛s ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳

❈❡❧❛ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ❣r♦ss✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛♥s ❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱

❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✶✳✷ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✼ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❧❡
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 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 11

 12

 13

 14

 15

 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

A
ve

ra
ge

 s
um

-c
ap

ac
ity

 (
bi

ts
/c

.u
.)

SNR (dB)

imp. CSIR, imp. CDIT inst.
imp. CSIR, imp. CSIT
perf. CSIR, imp. CDIT inst.
perf. CSIR, imp. CSIT
perf. CSI

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♠✐té s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ✷ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

K = 2, B = 30, L = 4, NR = 2, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.3✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✉t♦r✐sés✳

▲❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❈❉■❚ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♦✉ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

s♦♥t tr❛❝és✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❝❛s ❛✈❡❝ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡✱ ♣❧✉s ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à

❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❝✳✲à✲❞✳ ♣❧✉s ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st ❣r❛♥❞✮✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✭s❛♥s

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ❈❙■❚✴❈❉■❚✮✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉♣♣♦sé❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥

❙◆❘ ❢❛✐❜❧❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♠♦❞éré ❛❧♦rs q✉✬❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❙◆❘ ♣❧✉s é❧❡✈é

❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❡✉r ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ ✸✵ à ✻✵ ❜✐ts✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡

❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ✸✳✺ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s str❛té❣✐❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ q✉❛♥t✐✜❡✉r ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❡✛♦rt à ❝♦♥s❡♥t✐r s✉r ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❡✉r ♦✉ s✉r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

r❡♣♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘ ❡①♣ér✐♠❡♥té ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳
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SNR=15 dB, Imp. CDIT inst.
SNR=15 dB, Imp. CDIT aver.
SNR=5 dB, Imp. CSIT
SNR=5 dB, Imp. CDIT inst.
SNR=5 dB, Imp. CDIT aver.

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✷ ✢✉①✴✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ K = 2, B =

30, L = 10, NR = 2, Nk = 2 ❡t ρ❚① = ρ❘① = 0.3✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✲ré❝❡♣t✐♦♥ r♦❜✉st❡s ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣rés❡♥t❡s

❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✮ ❡t ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ✭❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♦♥t été

♣r♦♣♦sés✳ ▲✬ét✉❞❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t

❝♦rré❧és ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❇✐❡♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♥✬❡①✐st❡✱

❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

♥✉♠ér✐q✉❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣és ✿ ✭✐✮ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ▼❙❊ ❞♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❡t ✭✐✐✮ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❧✐é❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❡t ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs✱

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝r✐tèr❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉

❣r❛❞✐❡♥t✳ ❊♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♥s✐st❡

❛✐♥s✐ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ✭❡t ♥♦♥ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✮✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✱ t✐r❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ♥♦♥ ❛❞❛♣té ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞étér✐♦r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❈❙■❚ q✉❛♥t✐✜é ❡st ♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❡s ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙◆❘✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s

❣❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡st❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳



✺✳❆ ❈❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✽✼

✺✳❆ ❈❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡

✺✳❆✳✶ ❈❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✺✳✶✹✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐✲

s❛t❡✉r k = 1, . . . ,K✱ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

Ck =

K∑

i=1

Ĥ
†
kΣ∆k

G
†
iGiΣ∆k

Ĥk +

K∑

i=1

tr(GiΣ∆k
ΣEk

G
†
i )RNk

Dk = Ĥ
†
kΣ∆k

G
†
k

✭✺✳✸✺✮

❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

F̂k =
(
µkI + Ck

)−1
Dk. ✭✺✳✸✻✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ µk ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ tr
(
F̂kF̂

†
k

)
=

Pk✳

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s Ck ❡t Dk ♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥♥✉❡s ❀ ❡♥

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ Ck ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té Ck = UkΣkU
†
k✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t

à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

tr
[(
µkI + Σk

)−2
U

†
kDkD

†
kUk

]
= Pk. ✭✺✳✸✼✮

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ Jk = U
†
kDkD

†
kUk✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥

NT∑

i=1

ji,i
(µk + σi,i)2

= Pk ✭✺✳✸✽✮

♦ù ji,i ❡t σi,i s♦♥t ❧❡s i✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ Jk ❡t Σk r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❡r♠❡ à ❣❛✉❝❤❡

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✽✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ µk ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r

ré❡❧❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ µk s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✺✳✸✽✮✱ s✐♥♦♥✱ µk = 0✳

✺✳❆✳✷ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❑❑❚ rés✉❧t❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ L2 ❡♥ ✭✺✳✶✺✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s

❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛r

Σ∆k
ĤkF̂k =

[∑K
i=1 Σ∆i

ĤiF̂iF̂
†
iĤ

†
iΣ∆i

+
∑K

i=1 σ
2
d,iΣ∆i

ĤiĤ
†
iΣ∆i

+ σ2
nINR

+
∑K

i=1 tr(RNi
F̂iF̂

†
i )Σ∆i

ΣEi
+
∑K

i=1 σ
2
d,itr(RNi

)Σ∆i
ΣEi

]
G

†
k

✭✺✳✸✾✮

Ĥ
†
kΣ∆k

G
†
k =

[∑K
i=1 Ĥ

†
kΣ∆k

G
†
iGiΣ∆k

Ĥk + µINk
+
∑K

i=1 tr(GiΣ∆k
ΣEk

G
†
i )RNk

]
F̂k. ✭✺✳✹✵✮



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣ré✲♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✺✳✸✾✮ ♣❛r Gk ❡t ✭✺✳✹✵✮ ♣❛r F̂
†
k✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

GkΣ∆k
ĤkF̂k = Gk

[∑K
i=1 Σ∆i

ĤiF̂iF̂
†
iĤ

†
iΣ∆i

+
∑K

i=1 σ
2
d,iΣ∆i

ĤiĤ
†
iΣ∆i

+ σ2
nINR

+
∑K

i=1 tr(RNi
F̂iF̂

†
i )Σ∆i

ΣEi
+
∑K

i=1 σ
2
d,itr(RNi

)Σ∆i
ΣEi

]
G

†
k

✭✺✳✹✶✮

F̂
†
kĤ

†
kΣ∆k

G
†
k = F̂

†
k

[∑K
i=1 Ĥ

†
kΣ∆k

G
†
iGiΣ∆k

Ĥk + µINk
+
∑K

i=1 tr(GiΣ∆k
ΣEk

G
†
i )RNk

]
F̂k.

✭✺✳✹✷✮

♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❡r♠✐t✐❡♥ à ✭✺✳✹✷✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t s✉r k = 1 . . .K ♣✉✐s ❡♥

♣r❡♥❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♠❡♥❛♥t ❛✉ rés✉❧t❛t

❛tt❡♥❞✉✱ s♦✐t

µ =
1

P
tr

[( K∑

k=1

GkG
†
k

)(
σ2

nI +

K∑

i=1

σ2
d,iΣ∆i

ĤiĤ
†
iΣ∆i

+

K∑

i=1

σ2
d,itr(RNi

)Σ∆i
ΣEi

)]
✭✺✳✹✸✮

✺✳❇ ❇♦r♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡ ❬✽✵❪✱ ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Ex

[
x†Ax

]
= tr

(
ΣA

)
+ m†Am s✐ x ∼ CN

(
m,Σ

)
✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st

✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✭✺✳✹✾✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♦♥ r❡❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉

y ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ {1, · · · ,K}✳

❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ▼❆❈ ❡st ❛✐sé♠❡♥t ❞é❞✉✐t✳

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ I
(
y;xS |xS̄ , Ĥ

)
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

I
(
y;xS |xS̄ , Ĥ

)
= H

(
xS |xS̄ , Ĥ

)
−H

(
xS̄ |y,xS̄ , Ĥ

)
, ✭✺✳✹✹✮

❛✈❡❝ xS ❡t xS̄ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ {xi}i∈S ❡t {xj}j∈S̄ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❡♥tré❡s ❞✉

❝❛♥❛❧ ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ H
(
xS |xS̄ , Ĥ

)

♣❡✉t êtr❡ ♦♠✐s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ xS ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

H(xS) =
∑

i∈S log2 |πeΘxi
|✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞✉

s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✺✳✹✹✮ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡s

H
(
xS̄ |y,xS̄ , Ĥ

)
=
∑|S|

i=1H
(
xS[i]|y,xS̄ ,xS[i−1], . . . ,xS[1], Ĥ

)
, ✭✺✳✹✺✮

❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ♦♥ ♣♦s❡

S̄i = S̄ ∪ {S[i− 1]} ∪ · · · ∪ {S[1]} ❛✈❡❝ S[i] ❧❡ iè♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ S✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s

❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ❊♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

H
(
xS |y,xS̄ , Ĥ

)
≤
∑

i∈S H
(
xi − FiỹSi

|xS̄i
, Ĥ
)
, ✭✺✳✹✻✮



✺✳❈ Pr❡✉✈❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❈❉■ ✽✾

❛✈❡❝ ỹSi
✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❝♦♥♥✉❡s✱

ỹSi
= y −

∑
j∈S̄i

Σ∆j
Ĥjxj . ✭✺✳✹✼✮

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ♠❛①✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱

✭✺✳✹✻✮ ❡st ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ E
[
(xi −

FiỹSi
)(xi − FiỹSi

)†
]
✳ ❙♦✐t Fi t❡❧ q✉❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ▼▼❙❊ ❞❡ xi ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r FiỹSi

✱

Fi = Θxi
Ĥ

†
iΣ∆i

(∑

j∈Si

Σ∆j
ĤjΘxj

Ĥ
†
jΣ∆j

+ ΣSi

)−1

. ✭✺✳✹✽✮

❛✈❡❝ ΣSi
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ●❛✉ss✐❡♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ ❆✐♥s✐✱ s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✬é❝r✐t

ΣSi
= Σ0 +

∑

k∈Si

tr(RNk
F̂kF̂

†
k)Σ∆k

ΣEk
+
∑

j∈S̄i

tr(RNj
F̂jxjx

†
jF̂

†
j)Σ∆j

ΣEj

+
∑

k∈Si

σ2
d,kΣ∆k

ĤkĤ
†
kΣ∆k

+
∑

j∈S̄i

σ2
d,jtr

(
xjx

†
j

)
Σ∆j

ĤjĤ
†
jΣ∆j

+
∑

k∈Si

σ2
d,ktr

(
RNk

)
Σ∆k

ΣEk
+
∑

j∈S̄i

σ2
d,jtr

(
RNj

)
tr
(
xjx

†
j

)
Σ∆j

ΣEj
✭✺✳✹✾✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ✭✺✳✹✹✮ à ✭✺✳✹✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ I(y;xS |xS̄ , Ĥ) ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s S ❛♣rès ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❞❡ ❝❡✉① ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s S̄✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

I
(
y;xS |xS̄ , Ĥ

)
≥
∑

i∈S

log2

∣∣∣∣I + Ĥ
†
iΣ∆i

(
I +

∑

j∈Si,j 6=i

Σ−1
Si

Σ∆j
ĤjΘxj

Ĥ
†
jΣ∆j

)−1

Σ−1
Si

Σ∆i
ĤiΘxi

∣∣∣∣

✭✺✳✺✵✮

◆♦t♦♥s Ilow(y;xS

∣∣xS̄ , Ĥ) ❧❛ ❜♦r♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✭✺✳✺✵✮✳

✺✳❈ Pr❡✉✈❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❈❉■

❙✐ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ s♦♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱

❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ F̂k = VkΛk ♦ù Vk ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ RNk
❡t Λk ❡st ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜é❡✳

P♦✉r ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ RNk
❞❛♥s ✭✺✳✷✹✮ ♣❛r s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❙❱❉ ❛♠❡♥❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

max
{F̂k}K

k=1

E
Ĥ

h

log
2
det

`

I + T
−1

K
X

k=1

Σ∆k

`

R
1/2

NR
HW,k + Ek,w

´

ΥkV
†
kF̂kF̂

†
kVkΥk

`

R
1/2

NR
HW,k + Ek,w

´†
Σ∆k

´

i

✭✺✳✺✶✮

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s HW,kVk ❡t HW,k ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✸❪✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

ΥkV
†
kF̂kF̂

†
kVkΥk ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❙❱❉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ UkΞkU

†
k✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

♠✐s❛t✐♦♥ s❡ réé❝r✐t t❡❧ q✉❡

max
{F̂k}K

k=1

EĤ

[
log2 det

(
I + T−1

K∑

k=1

Σ∆k

(
R

1/2
NR

HW,k + Ek,w

)
UkΞkU

†
k

(
R

1/2
NR

HW,k + Ek,w

)†
Σ∆k

)]

✭✺✳✺✷✮

= max
{F̂k}K

k=1

EĤ

[
log2 det

(
I + T−1

K∑

k=1

Σ∆k

(
R

1/2
NR

HW,k + Ek,w

)
Ξk

(
R

1/2
NR

HW,k + Ek,w

)†
Σ∆k

)]

✭✺✳✺✸✮

♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s HW,kUk ❡t HW,k ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t tr(F̂kF̂
†
k) = tr(U†

kΥ
−2
k UkΞk)✳ ❉✬❛♣rès ❬✽✷❪✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

s✉✐✈❛♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡

tr(Υ−2
k Ξk) ≤ tr(U†

kΥ
−2
k UkΞk) ≤ Pk.

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤♦✐s✐r Uk = I ♣❡r♠❡t ❞❡ t♦✉❥♦✉rs s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡

❛✐♥s✐ ❛✉ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉ ♦ù

F̂k = VkΥ
−1
k Ξ

1/2
k ✭✺✳✺✹✮

, VkΛk ✭✺✳✺✺✮



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛

✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s✉♣♣♦s❛✐❡♥t ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣❛rt✐❡❧❧❡ s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ▲❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❥❡tt❡ ❛✉① ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✱

❧❡s é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✱ ❧❡ r❡t❛r❞✳✳✳✮ q✉❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❀ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té ❡t ♥♦♥ ✜❛❜❧❡ s✬❛✈èr❡ ❞♦♥❝ ❥✉❞✐❝✐❡✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡✉rs ♦♣t✐✲

♠✐sés s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

ré❛❧✐st❡s✳

P❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s ✭♥✉♠ér✐q✉❡s✮ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s

▼■▼❖ ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❬✹✼✱ ✺✸✱ ✹✽❪ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡

❧✐♠✐té❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❜✐ts ♣❡✉t êtr❡ r❡t♦✉r♥é à ❧✬é♠❡tt❡✉r ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡

✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢réq✉❡♥t❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t

❧❡ ❈❙■ q✉❛♥t✐✜é à ❡♥✈♦②❡r ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♣ré❞é✜♥✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✱ ❬✽✸❪ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡

tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❝♦♠♣r❡ss❡r ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛

❞✐st♦rs✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à q✉❛♥t✐✜❡r ❬✺✵❪✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❡✉ ❛✉①

❝❛♥❛✉① ❞❡ r❡t♦✉r ré❛❧✐st❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❬✽✹❪

✾✶



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés

❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❛q✉❡ts à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✐r❡❝ts ❡t ❞❡ r❡t♦✉r✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱

✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❛♥s ❡rr❡✉r ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡s ♠ê♠❡

❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ♥♦♥ ✜❛❜❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❢♦❝❛❧✐s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s❛ ✜❛❜✐❧✐té s✉r

❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬❛❝❝✉sé ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❛♥s ❡rr❡✉r à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥st❛♥t❛♥é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❬✽✺✱ ✽✻❪✳ P♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r

✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❞✐r❡❝t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡

t❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♠♦♥♦✲❛♥t❡♥♥❡ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❧❡♥ts✳

❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs

❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ s✬ét❡♥❞ ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ▼■▼❖ ❝❛r ❞❛♥s ❝❡

❝❛s ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛❧♦rs à

❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s ❄

❖♥ ❞ér✐✈❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠♦♥♦✲❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧

❣é♥ér❛❧ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞✉ ❈❙■ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡rr♦♥é ♠✉❧t✐✲

♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❛ été ❛❜♦r❞é❡ ❡♥ ❬✽✼✕✽✾❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✐✛ér❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ♣❡r♠❡t à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✭❞✉ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t✮ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❈❙■ r❛✣♥é❡ ♣❛r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❖♥

s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥s✉✐t❡ à ✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧

❛tt❡✐♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t ❀ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❡rr❡✉rs

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❬✾✵❪✮✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❙■❙❖ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à

é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❡st tr❛♥s♠✐s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡t

❝♦❞❛❣❡ s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡s ❜✐ts✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ➓ ✻✳✷ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t

❡①♣♦s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ➓ ✻✳✸✳ ▲❡

s❝é♥❛r✐♦ ❡♥✈✐s❛❣é ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ➓ ✻✳✹

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣r♦♣♦sés✳

✻✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①

✻✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ét✉❞✐é ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧✱ ♦ù ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r

♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❈❙■❚ ♣❛rt✐❡❧✱ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡

❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❯♥ ♠❡ss❛❣❡ m ∈ Mn = {1, . . . ,Mn} ❛✈❡❝ Mn = ⌊2(nR)⌋ ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧

s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦té❡ {W
(n)
θ (y|x)}∞n=1 ♦ù R ❡st ❧❡



✻✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✾✸

r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞✉

❝❛♥❛❧ θ ∈ Θ✱ ❝♦♥♥✉s ♥✐ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♥✐ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❀ ✐❧s s♦♥t ❛✉ss✐ s✉♣♣♦sés

✐✳✐✳❞✳ ❡t ♦❜é✐ss❛♥t à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦té❡ ψθ✳ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♥♥❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ θ̂ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s

❞❡ ♣❞❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ψθ|θ̂ ✭♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ψθ✮✳ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r q✉❛♥t✐✜❡

❝❡tt❡ ❡st✐♠é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t T ✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❧✐tés

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡ s♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t r❛✣♥é❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠♦t ❞❡

❝♦❞❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❡st ❡♥✈♦②é❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ T ✲❝♦✉❝❤❡s ❀ ❝❤❛❝✉♥❡

❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡ n❋❇ ✭≪ n✮ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥❛❧ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡

❞❡ θ̃t ❡st λt✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥✬❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

λ0 = 1 −
∑T

t=1 λt✳ ▲❡s ❝♦✉❝❤❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s r❛✣♥❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❈❙■ ❛✈❡❝ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡

♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈✉❧♥ér❛❜✐❧✐té ❛✉① ❡rr❡✉rs✳ ▲✬❡♥❝♦❞❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts ❞✉ ❈❙■❚

θ̃1, . . . , θ̃T ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t θ̃t = (θ̃1, . . . , θ̃t) ❝♦♠♠❡ ❧❡ t✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❈❙■ q✉❛♥t✐✜é ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à

❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ t ∈ {1, . . . , T}✳

❯♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❜❧♦❝ (Mn, n) ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✭✐✮ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ❝♦♥✈❡rt✐ss❛♥t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m ∈ Mn ❡♥ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

❞❡ ♠❡ss❛❣❡s {mt ∈ Mn,t}
T
t=0✱

✭✐✐✮ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ t✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❈❙■ q✉❛♥t✐✜é✮ ✿




ϕ0 : Mn,0 7→ X ⌊n λ0⌋ s✐ t = 0,

ϕt : Mn,0 × · · · ×Mn,t × Θt 7→ X ⌊n λt⌋ s✐ t > 0,
✭✻✳✶✮

✭✐✐✐✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ φ : Yn ×Θ 7→ Mn ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ θ̂✮✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st s✉❥❡t à

✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦ût ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✮
∑Mn

m=1

∑T
t=0{Φ( ϕt(m, θ̃t))} ≤

nP❞❛t❛ ♦ù Φ(①) =
∑n

i=1 Φ(xi) ❡t Φ : X 7−→ R+✳

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t R ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ǫ > 0 ❡t n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❜❧♦❝ (Mn, n) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ (θ̃1, . . . , θ̃T ) ❡t

✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ θ̂✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

✭❊■❖ ❝❛♣❛❝✐t②✮ ❬✾✵❪ ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉♣ré♠✉♠ ❞❡ t♦✉s ❧❡s

r❡♥❞❡♠❡♥ts ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣♦✉r (1 − γ)✪ ❞❡s ❡st✐♠é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❝✳✲à✲❞✳ t♦✉s ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡

❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❈❙■❚ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡

à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡st ❝♦♥♥✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❣râ❝❡ à ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ❛❝❝✉sé ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳

✻✳✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞✉

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣♦sé✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞ér✐✈é ❞❡ ❬✾✶❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ γ ∈ [0, 1]✱ s✐ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ❬✾✵❪ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ Wθ(y|x) ❛✈❡❝ ✉♥ ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t

❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞✉ ❈❙■ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

C
(✐♥❢♦)
❊■❖

(
P❞❛t❛,Wθ, λ, θ̃, γ

)
=

T∑

t=0

λt sup
P∈ P

(t)

UX|θ̃

sup
Λ⊂Θ: Pr

(t)

θ|θ̃
(Λ|θ̃t)≥1−γ

inf
θ∈Λ

I (Ut;Yθ,t) , ✭✻✳✷✮

♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❡♥tré❡s Q(✐♥❢♦)(P❞❛t❛) =
{
P

(t)

UX|θ̃
(u, x|θ̃) = P

(t)

X|Uθ̃
(x|ut, θ̃t)PU (ut) :

∑T
t=0 λt EXt

{Φ(x)} ≤ P❞❛t❛, t = 0, . . . , T
}
✱ Pr

(0)

θ|θ̃
= ψθ ❡t

P
(t)

X|Uθ̃
(x|ut, θ̃1, . . . , θ̃t) =





1 s✐ x = ft(ut, θ̃1, . . . , θ̃t)

0 ❛✉tr❡♠❡♥t

❛✈❡❝ λ = (λ1, · · · , λT ) ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ❡rr❡✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡t {ft}
T
t=0

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✾✶❪ ❡t ❞❡ ❬✾✵❪✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿

✭✐✮ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ I (Ut;Yθ,t) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P
(t)

X|Uθ̃
(x|ut, θ̃)✱

✭✐✐✮ ut ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❛✉ t✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡t à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡

str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ét❛❜❧✐❡ s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ (θ̃1, . . . , θ̃t)✱ ❝♦♥♥✉

❛✉ ré❝❡♣t❡✉r✱

✭✐✐✮ T + 1 ❝♦❞❡❜♦♦❦s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à tr❛♥s♠❡ttr❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts ♣❛r ❜❧♦❝ ♠♦♥♦✲

✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❡♥tré❡s

❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳

✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❝❛♥❛✉① ▼■▼❖ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✻✳✷✮ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❛✈❡❝ ❈❙■

✐♠♣❛r❢❛✐t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞✉ ❈❙■ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r

✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐té❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts ♣❛r ❜❧♦❝ ❛✈❡❝ NT ❛♥t❡♥♥❡s é♠❡ttr✐❝❡s

❡t NR ❛♥t❡♥♥❡s ré❝❡♣tr✐❝❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞✉r❡ L ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥❛❧✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧

r❡ç✉✱ ♥♦té y ∈ C
NR ✱ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

WH(y|x) = CN (Hx,Σn), ✭✻✳✸✮

♦ù x ∈ C
NT ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ θ = H ∈ C

NR×NT ❡st s✉♣♣♦sé❡

❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✳ ▲❡s ❡♥tré❡s ❞❡ H s♦♥t ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♣❧❡①❡s



✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❝❛♥❛✉① ▼■▼❖ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ✾✺

●❛✉ss✐❡♥♥❡s à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ΣH = σ2
HINR

✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢

❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ●❛✉ss✐❡♥ ✐✳✐✳❞✳ à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σn = σ2
nINR

✳

✻✳✸✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

❏✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r s✬❡✛❡❝t✉❡♥t

à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❙■❙❖ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡ ❈❙■❚ ❡st ❡♥✈♦②é s❡❧♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s s✐♠♣❧❡s ❞❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❝♦❞é❡s ♦✉ ♥♦♥ ❝♦❞é❡s✱ ❡t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✴❞é❝♦❞❛❣❡ s✐♠♣❧❡s✱

t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❆ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r✱ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r r❡ç♦✐t ❧❡ t✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

q✉❛♥t✐✜é θ̃t = H̃t✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ R❋❇,t

✭❡♥ ❜✐ts ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥❛❧✮✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✱

❞✉ t❛✉① ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ RQ,t ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs à q✉❛♥t✐✜❡r N✈❛❧✉❡s✳ ▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

R❋❇,t =
N✈❛❧✉❡sRQ,t

nFB
. ✭✻✳✹✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ✭s❝❛❧❛✐r❡✱ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♦✉ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✮ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r N✈❛❧✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱

❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛✲

❣✐♥❛✐r❡✮✱ N✈❛❧✉❡s = 2NRNT ✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ N✈❛❧✉❡s = 1✳ ❈❡

s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❜✐ts é❣❛❧ à nFB

∑T
t=1R❋❇,t✱ ❝❡

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❜❛s ❞é❜✐t ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ nFB ≪ n✳ ❊♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥térêt ❡st RQ,t

❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥✳

▲✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té ✐♥❞✉✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs à ❝❤❛q✉❡

♥✐✈❡❛✉ t ∈ [1, T ]✱ q✉✐ s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t h❋❇✱ ❞✉ ❙◆❘❋❇,t ❡t ❞✬❛✉tr❡s

❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡ ❡♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧✐❜r❡ d❢r❡❡,t ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s

N❢r❡❡,t✳ ❙♦✐t P̄e,t = Eh❋❇

{
Pe,t(d❢r❡❡,t, N❢r❡❡,t,❙◆❘❋❇,t)

}
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❡♥

❞é❝♦❞❛♥t ❧❡ t✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ❞✬❛✈♦✐r θ̃t = (θ̃1, . . . , θ̃t) ❡st ❛❧♦rs

❞♦♥♥é❡✱ ∀ t > 1✱ ♣❛r

λt(P̄e,t) = λt−1(P̄e,t−1)
(
1 − P̄e,t

)n❋❇
✭✻✳✺✮

❛✈❡❝ λ1(P̄e,t=1) =
(
1− P̄e,1

)n❋❇ ❡t s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑T

t=0 ❙◆❘❋❇,t = ❙◆❘❋❇✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r

q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥ ✭✻✳✷✮ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡

❞❡ r❡t♦✉r✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {λt}
T
t=1 ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮

s❛♥s ❡rr❡✉r ❡t ❞❡ λ0 ♦ù ❛✉❝✉♥ ❈❙■ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés

✻✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥

❯♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ θ̂ = Ĥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲

t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❛✈❛♥t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

❞❡ Ltr ✈❡❝t❡✉rs ♣✐❧♦t❡s XT = (xT,1, · · · ,xT,Ltr
) ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❝♦♥♥✉s✱ ♦ù Ltr ❡st s✉♣♣♦sé ❜❡❛✉❝♦✉♣

♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r Ptr = 1
LtrNT

tr(XT X
†
T )✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✬é❝r✐t YT = HXT + NT ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡

❞ét❡❝t✐♦♥ ▼▲✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r H ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s NRNT é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡

❡♥ ❛♣♣♦rt❡ NR✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ltr ≥ NT s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ XT ❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳

❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à Ĥ = H + E✱ ♦ù E ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❧❛♥❝❤❡

✭♣♦✉r XT ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮✳ ❙❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st σ2
E = ❙◆❘−1

T ❛✈❡❝ ❙◆❘T = LtrPtr

σ2
n

✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣❞❢

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Ĥ s❛❝❤❛♥t H ❡st é❣❛❧❡ à ψbH|H = CN (H, INT
⊗ΣE) ❛✈❡❝ ΣE = σ2

EINR
✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛

♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ψ
H|Ĥ ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é❡ ✭❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✮ ❞❡ ψbH|H ❡t ψH✱ ❡t

s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

ψ
H|bH

= CN (Σ∆Ĥ, INT
⊗ Σ∆ΣE), ✭✻✳✻✮

♦ù Σ∆ = ΣH (ΣH + ΣE)
−1

= δINR
❡t δ =

σ2
H

σ2
H

+σ2
E

✳

❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✭♠❛✐s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✮✱ ❞❡ ♣❞❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡WH(y|x) =

CN (Hx,Σn) s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉

ŴĤ(y|x) = CN (δĤx, δΣE‖x‖
2 + Σn) ✭✻✳✼✮

✻✳✸✳✸ ❋❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é ❛✈❡❝ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ t✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st r❛♣♣❡❧é s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥✱

❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡

❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✾✷❪✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❈❙■ ❛✉ t✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❢♦♥t



✻✳✹ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✾✼

❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈





H̃t = H̃t−1 + Qt

[
Ẽt−1

]
,

Ẽt−1 = Ĥ − H̃t−1,
✭✻✳✽✮

♦ù Ẽt−1 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
Qt−1 > σ2

Qt
✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡

H̃t−1 ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ❡♥❝♦❞é❡ ❛✈❡❝ RQ,1 + · · · + RQ,t−1 ❜✐ts ♣❛r ✈❛❧❡✉r à q✉❛♥t✐✜❡r✱ t❡❧

q✉❡

σ2
Qt−1 = 2

−
N✈❛❧✉❡s(RQ,1+···+RQ,t−1)

NRNT . ✭✻✳✾✮

◗✉❛♥t ❛✉ q✉❛♥t✐✜❡✉r Qt[·] ✉t✐❧✐sé ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t✱ ✐❧ ❛ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ 2⌊RQ,t⌋✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ♣❞❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Ĥ s❛❝❤❛♥t (H̃1, . . . , H̃t) ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡

♣❛r

ψbH|eH1... eHt
≈ CN

(
H̃t, INT

⊗ σ2
Qt

INR

)
, ✭✻✳✶✵✮

♦ù σ2
Qt ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ q✉❛♥t✐✲

✜❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉ ▼❙❊ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t

❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐sé ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❡✉r✱ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡r❛✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛❝✐❧❡ à ❡①♣r✐♠❡r ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❡①✐st❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣❞❢ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ✭✻✳✶✵✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✻✳✻✮ ❡t ✭✻✳✶✵✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ θ = H ✭✐♥❝♦♥♥✉✮✱

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖

ψ
H|eH1... eHt

= CN
(
Σ∆H̃t, INT

⊗ Σ∆(ΣE + σ2
Qt

Σ∆)
)
. ✭✻✳✶✶✮

✻✳✹ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡

❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣é✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ♠❛❥❡✉r❡s ✿ ✭✐✮ ♣♦✉r

✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ❞ét❡r♠✐♥é✱ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✱ ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣

s♣❛t✐❛❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✳

✻✳✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✷✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q(✐♥❢♦)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① H̃ =



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés

(H̃1, . . . , H̃t)✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ x t❡❧❧❡ q✉❡

P
(t)

X|U eHt

(x|ut, H̃1, . . . , H̃t) =





1 s✐ x = utAt

0 ❛✉tr❡♠❡♥t
✭✻✳✶✷✮

♦ù At ∈ C
NT ×NT ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ à ❧✬é♠❡tt❡✉r H̃t✱ ❛✈❡❝ A0 = INT

✳

▲❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①❝é❞❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P❞❛t❛ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r

tr

(
T∑

i=0

λi Ex|t=i{xx†}

)
≤ P❞❛t❛. ✭✻✳✶✸✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✭✻✳✶✷✮ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ q✉✐ ❞✐r✐❣❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s

❞❛♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

❛✉①✐❧✐❛✐r❡s

PU1...UT
=

T∏

t=1

CN (0,
P❞❛t❛
NT

βtINT
), ✭✻✳✶✹✮

❛✈❡❝ βt ∈ [0, λ−1
t ]✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s {βt}

T
t=0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ϕt✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Φ
(
{βt,At}

T
t=0

)
=

T∑

t=0

λt
P❞❛t❛ βt

NT
tr
(
AtA

†
t

)
≤ P❞❛t❛. ✭✻✳✶✺✮

▲❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮ ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡

t = 0, . . . , T ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

I
(
Ut;YH,t

)
= log2

∣∣∣∣INR
+
P❞❛t❛
NT

βtHAtA
†
tH

†Σn
−1

∣∣∣∣. ✭✻✳✶✻✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖✱ ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♣t✐♠✐sé ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s H ♥❡

♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧é✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❛ss♦❝✐é❡ P
(t)
♦✉t ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞♦♥♥é Rt ≥ 0✱ ♣✉✐s ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✳ ❆✐♥s✐

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡rr❡✉rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ t✱ ♣❛r

Λ
(t)
♦✉t(P❞❛t❛, H̃, R

t) =
{
H :

L− Ltr

L
I
(
Ut;YH,t

)
< Rt

}
.

❛✈❡❝ H ❣é♥éré ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭✻✳✶✶✮ ♦ù Λ
(0)
♦✉t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ψH✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

L−Ltr

L r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s❛❝ré❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P
(t)
♦✉t(P❞❛t❛, H̃, R

t) = min
{βt,At}T

t=0: Φ
(
{βt,At}T

t=0

)
≤P❞❛t❛

Pr
(
Λ

(t)
♦✉t(P❞❛t❛, H̃, R

t)|H̃
)
. ✭✻✳✶✼✮

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ✈♦✉❧✉❡

C
(✐♥❢♦)
❊■❖ (P❞❛t❛,WH, λ, H̃, γ) =

T∑

t=0

λt sup
{
Rt : P

(t)
♦✉t(P❞❛t❛, H̃, R

t) ≤ γ
}
. ✭✻✳✶✽✮

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❀ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧❡ {βt}
T
t=0 ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ {At}

T
t=0 r❡st❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r✳



✻✳✹ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✾✾

✻✳✹✳✷ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ {At}
T
t=0 ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡

✜①é ❞❡ {βt}
T
t=0 q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✭✻✳✶✺✮✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ♦♣t✐♠✐sés✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦

q✉❛♥t✐✜é ❡t ❜r✉✐té ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❛tté♥✉és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ W̃eHt
(y|x) ✭❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❜r✉✐té✮✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉

t✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ✈r❛✐ ❝❛♥❛❧WH(y|x) s✉r ❧❛ ♣❞❢ ✭✻✳✶✶✮

❞✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ H ♥♦♥ ❝♦♥♥✉❡ s❛❝❤❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ H̃t à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱

♦♥ ❛

W̃eHt
(y|x) = CN

(
δH̃tx,Σn + δ(ΣE + δσ2

Qt
)||x||2

)
. ✭✻✳✶✾✮

▲❛ ❜♦r♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✭✻✳✶✾✮ ❡st ❞é♠♦♥tré❡

♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ➓ ✺✳❇ ❡t s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r

I
(
Ut;YeH,t

)
= log2

∣∣∣∣INR
+
P❞❛t❛
NT

βtδ
2Σ̃−1

t H̃tAtA
†
tH̃

†
t

∣∣∣∣, ✭✻✳✷✵✮

♦ù Σ̃t = Σn + δ(ΣE + δσ2
Qt

)tr(Θx)✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ✈r❛✐ ❝❛♥❛❧ ✭✻✳✶✻✮ s❡ tr♦✉✈❡♥t

❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t Σ̃t ❡t ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠é❡ ❜r✉✐té❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ H̃t✳

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ A∗
t ♦♣t✐♠✐sé ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡

A∗
t = arg

{
max

{At}T
t=0: tr(AtA

†
t )=NT

I
(
Ut;YeH,t

)}
. ✭✻✳✷✶✮

❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜①❡r tr(AtA
†
t) = NT ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❝❤❛q✉❡

♥✐✈❡❛✉ ❡st ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r βt✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

H̃❡q,t =
√

P❞❛t❛

NT
βtδ2 Σ̃

−1/2
t H̃t q✉✐✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ✭✻✳✷✵✮✱ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡

❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♣t✐♠✐sé ❞❡s

♣✉✐ss❛♥❝❡s
{
β∗

t

}T

t=0
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡

❢❛ç♦♥ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ H̃ ❞❡ ❈❙■ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

❝♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✈✐s❛♥t à

rés♦✉❞r❡
{
β∗

t

}T

t=0
= arg

{
max

{βt}T
t=0: Φ

(
{βt,At}T

t=0

)
≤P❞❛t❛

C❊■❖(P❞❛t❛,WH, λ, H̃, γ)
}
, ✭✻✳✷✷✮

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✭✻✳✷✶✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❝♦❞é❡✮ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣❡r♠❡t s♦✉✈❡♥t ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❧❡s ❜✐ts ❞❡

♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❜✐ts ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡♥✈♦②❡r ❜✐t ♣❛r ❜✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉✬✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ R♠❛① ❡①✐st❡✱ ❝❤❛q✉❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ RQ,t ❡st ❛❧♦rs sé❧❡❝t✐♦♥♥é

❞❛♥s ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✐s❝r❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r {1, 2, 3, · · · , R♠❛①}✳ ❙♦✐t ς ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❧❡s ❜✐ts s✉r ❧❡



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés

❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ς ✜①❡ ❧❡s {RQ,t}
T
t=1 ❡t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♥✐✈❡❛✉① T ✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

{
R∗

Q,t

}T

t=0
= arg max

ς
E eH

{
C❊■❖(Γ,WH, λ, H̃, γ)

}
. ✭✻✳✷✸✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜❛✐ss❡r ❧❛

❞✐st♦rs✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚ ♠❛✐s ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r

❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r✳

❊♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❛❜❧❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ♣réét❛❜❧✐❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t

❞❡ s✉♣♣❧❛♥t❡r ✉♥❡ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

✻✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✻✳✺✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❜r✉✐té ♣♦rt❡ s✉r ❧✬é✈❛✲

❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲✬é♠❡tt❡✉r ❡♥✈♦✐❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs NT = 4 ❛♥t❡♥♥❡s

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ NR = 2 ❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ♣✐❧♦t❡ Ptr ❡st

s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P❞❛t❛✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❙■❙❖✳ ▲❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s

❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✉♣❧❡① ✐♥té❣r❛❧ ✭❢✉❧❧ ❞✉♣❧❡① ✮✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❡st ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❧❡♥ts✳ ❙❛♥s ♣❡r❞r❡

❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ h❋❇ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❡st✐♠é ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ♠❛❧ ❡st✐♠é✱ ❛❧♦rs ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é♠✐s❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡

r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉❝❝ès ✜①é❡s ❛✈❡❝ h❋❇ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❝❤♦✐s✐❡✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞é❡ ❡♥ tr❡✐❧❧✐s ✭❚❈▼✮ ✽P❙❑ à ✹ ét❛ts✱ ❞♦♥t

❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ✈❛✉t R❋❇,t = 2 ❡t ❛✈❡❝ d❢r❡❡,t = 2 ❡t N❢r❡❡,t = 1✳ ▲❡s ❚❈▼ s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s

❛✉① ❝♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉rt❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❞é❧❛✐ ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r s②♠❜♦❧❡ Pe,t(d❢r❡❡,t, N❢r❡❡,t, h❋❇,❙◆❘❋❇,t) ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✾✸❪✳

P❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ✐♠♣♦s❡
∑T

t=0 ❙◆❘❋❇,t = ❙◆❘❋❇✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲❧♦②❞✲▼❛①✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉r❡ nFB = NTNR

✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥❛❧✳

✻✳✺✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❜r✉✐té

▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t é✈❛❧✉é❡s sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✻✳✷ ♣♦✉r ✉♥ s②s✲

tè♠❡ à T = 1 ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❛❧❧❡r✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡

❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ✜①é à L = 500✳ P♦✉r ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r s❛♥s ❡rr❡✉r ❛✈❡❝



✻✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✵✶

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 18

 20

 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

M
ea

n 
E

IO
 c

ap
ac

ity
 (

bi
ts

/c
.u

.)

SNR (dB)

Perf. CSI at Tx and Rx
Imp. CSIR, noiseless feedback
Perf. CSIR, quantized feedback
Imp. CSIR, quantized feedback
Perf. CSIR, noisy feedback (info), T=1
Imp. CSIR, noisy feedback (info), T=1
perf. CSIR, no feedback

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ■♠♣❛❝t ❞✉ ❙◆❘❋❇ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♣♦✉r t = 1 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡

❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✱ ❛✈❡❝ L = 500✱ Ltr = 4 ❡t RQ,1 = 1 ❜✐t✳

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✬q✉❛♥t✐③❡❞✬✮ ❡t s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✬♥♦✐s❡❧❡ss✬✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣✲

♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Ltr = {4,∞} ♣✐❧♦t❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

❝❛♥❛❧ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷ ❜✐ts✴❝✳✉✳✱ ✶ ❞❇ ❞❡ ♣❧✉s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❈❙■❘

✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣♦✉r ❞❡s ❙◆❘ ♣❧✉s ❢♦rts✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❈❙■❘ ❞✐s♣❛r❛ît ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

à t♦✉t ❙◆❘✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✬q✉❛♥t✐③❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✬ ❡t ✬♥♦✐s❡❧❡ss ❢❡❡❞❜❛❝❦✬ ✉♥

é❝❛rt ❞❡ ✹ ❞❇ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ à ✻ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡t é❝❛rt✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r

❜r✉✐té✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘❋❇ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❢❡r❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ❜r✉✐té ✈❡rs ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧✐♠✐t❛♥t❡ ❡st ✐❝✐ ❞✉❡ à

❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❙◆❘❋❇ ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐t ♣❧✉s

✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✻✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✈❡❝ T = {1, 2, 3} ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈❙■❚ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❙◆❘❋❇ = 18 ❞❇ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té λ0 = 2. 10−2✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✹ ❜✐ts✴❝✳✉✳✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é ❜r✉✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❙◆❘ ❞❡ ✷ ❞❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s

❈❙■❚ ✭❝✳✲à✲❞✳ λ0 = 1✮✳ ❆✈❡❝ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✉♥❡ ❧é❣èr❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣❛✐♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ❙◆❘✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ✷ ❜✐ts✴❝✳✉✳ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✷

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✈❛✉t ✶ ❞❇✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ ❙◆❘ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ❝❡t é❝❛rt ❛tt❡✐♥t ✷ ❞❇✳ ❉❡ ♣❧✉s✱



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés
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Perf. CSI at Tx and Rx
Imp. CSIR, noiseless feedback
Imp. CSIR, noisy feedback (info), T=3
Imp. CSIR, noisy feedback (info), T=2
Imp. CSIR, noisy feedback (info), T=1
Perf. CSIR, no feedback

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♣♦✉r t = {1, . . . , 3} ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡

❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✱ ❛✈❡❝ L = 500✱ Ltr = 4✱ ❙◆❘❋❇ = 18 ❞❇ ❡t RQ,1 = · · · = RQ,t = 1 ❜✐t ∀ t✳

❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛♠è♥❡ ✉♥ ❣❛✐♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ✵✳✼ ❞❇ à ❢♦rt ❙◆❘✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ét❛♥t éq✉✐❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s T ✲♥✐✈❡❛✉①✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ♣❛r s②♠❜♦❧❡ Pe,t✱

♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ t ❞♦♥♥é✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① T ❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜r✉✐té❡ ✈♦♥t êtr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡s ✭❡♥

T ✮✳

▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡

▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡ L ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t❛✐❧❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

Ltr = {4, 10} ❡t ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t = {1, 2, 3} ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❡♥

❜❧❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ❙◆❘ ❞❡ ✶✺ ❞❇ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❡♥ ♥♦✐r s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❙◆❘ ❞❡ ✶✵

❞❇✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡✳ ❆ ❧❛ ✈✉❡ ❞❡s

❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥té❡s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❙✐ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭Ltr = 4✮✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ tr❛♠❡ ❞❡ ✺✵ s②♠❜♦❧❡s s✉✣t ♣♦✉r

êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s②♠❜♦❧❡s Ltr✱ ✐❧

❢❛✉t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ tr❛♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭L > 150 s②♠❜♦❧❡s✮ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r

❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐♠✐t❡s✳
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Frame length L

Ltr=10, noiseless feedback
Ltr=10, noisy feedback (info), T=3
Ltr=4, noiseless feedback
Ltr=4, quantized feedback
Ltr=4, noisy feedback (info), T=2
Ltr=4, noisy feedback (info), T=1

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4× 2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞❡ ❧❛ tr❛♠❡✱ ❙◆❘❋❇ = 10 ❞❇ ❡t γ = 1%✳

■♥térêt ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥❢r♦♥té

❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❈❙■ ❡♥✈♦②é ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✹◗❆▼ s✐ T = 2 ✭RQ1 = RQ2 = 1✮✱ ♦✉ ✉♥❡ ✶✻◗❆▼ s✐ T = 1 ✭RQ1 = 2✮✳ ❖♥ ✜①❡

é❣❛❧❡♠❡♥t L = 500 ❡t Ltr = 4✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✻✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘❋❇ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ❞✉ ❙◆❘❋❇ = 20 ❞❇✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡

♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬❡♥✈♦②❡r t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st

❢❛✐❜❧❡✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✳✸ ❞❇✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ T = 2 ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥tr❡

❧❡s ❞❡✉① tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧❡

❙◆❘❋❇ = 10 ❞❇ ✐❧ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❞✉ ❈❙■❚✳ ▲❡

❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❛✈♦✐s✐♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s ✵✳✻ ❞❇✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ❡st é❧❡✈é❡ ❞ès

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞✐♠✐♥✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❝❡t ✐♠♣❛❝t ❡st ♣❧✉s ♠♦❞éré✳ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ♦♥ ❛ tr❛❝é ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞étér✐♦r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♥♦t❛❜❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡♥

✜①❛♥t ❙◆❘❋❇ = 10 ❞❇✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ t♦t❛❧ ❞✉ t❡♠♣s ♦ù ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❈❙■❚ ♣❛rt✐❡❧

❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐ T = 2 q✉❡ ❧♦rsq✉❡ T = 1✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉

❙◆❘❋❇ ✐♥❝❧✉t ❧❡s é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❛✉

❙◆❘ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳
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SNR (dB)

Perf. CSI at Tx and Rx
Imp. CSIR, noiseless feedback, RFB=inf
Imp. CSIR, quantized feedback
Imp. CSIR, noisy feedback (info), SNRFB=20 dB, T=1
Imp. CSIR, noisy feedback (info), SNRFB=20 dB, T=2
Imp. CSIR, noisy feedback (info), SNRFB=10 dB, T=1
Imp. CSIR, noisy feedback (info), SNRFB=10 dB, T=2
perf. CSIR, no feedback, RFB=0

❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ 4 × 2✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ◗❆▼✱

L = 500✱ Ltr = 4✱ ❡t γ = 1%✳
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡M ✲◗❆▼ ✭M = {4, 16}✮ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆✳
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✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❜r✉✐té❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t

s✉❝❝❡ss✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜é❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❣é♥ér❛✉① ♥♦♥ ❡r❣♦❞✐q✉❡s ✭st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✮ s❛♥s

♠é♠♦✐r❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ✉♥ ❈❙■ ♣❛rt✐❡❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r✳ ❆ tr❛✈❡rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡

❝♦✉♣✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭❊■❖✮✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s✳ ❖♥

ét✉❞✐❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦ù ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r✳

P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧✐❡♥

❞❡ r❡t♦✉r à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♠♦♥♦✲❛♥t❡♥♥❡✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ♣❛r ✉♥ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ♣❛r

♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ ♣✉✐s ♣❛r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t

❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ q✉❛♥t✐✜é✱ ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❊■❖ ♣❡✉t êtr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ❛✈❡❝ ✶ ❜✐t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭♣❛r ❡♥tré❡ à q✉❛♥t✐✜❡r✮✳

❈❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❡♠♣ê❝❤❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ❈❙■❚ ♣❛r❢❛✐t à ❢♦rt ❙◆❘✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ s♦✐t ❝♦♥s✐❞éré s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r✱ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❈❙■❚ ♣r♦✜t❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❊■❖✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❛✉ ❞❡❧à ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t

♣❧✉s ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞✐✈✐sé❡

❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥♦♥ r❛✣♥é ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r

❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé❡ s✉r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ à ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❛

♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬✾✹✱ ✾✺❪ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♦ù ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉t✐❧✐sé à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t

✐♥tér❡ss❛♥t✳



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❧✐❡♥s ❜r✉✐tés



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s✱ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡ ❤❛✉t❡s ❡✣❝❛❝✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❛✐♥s✐ ❝❡rt❛✐♥s

♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❛❞✐♦✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡✲

t♦✉r ♣❛rt✐❡❧ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✱ t♦✉t ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥❣❡♥❞ré❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉① ❞❡

❞♦♥♥é❡s ❡t✴♦✉ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❈❙■❚ ♦❜t❡♥✉✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r

❞é✜♥✐r ❧❡ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t✱ ♦♥ s✬❡st ❛tt❛❝❤é à ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡

✭❈◗■✱ ❈❉■ ❡t ❈❙■✮ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛✉s❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧❧❡s ❞✉❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛✲

t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ à ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❡t ❛✉① é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞❡ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé ✭✐✮ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s❝❤é♠❛s

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✉ ❈❙■❚ ❡t ✭✐✐✮ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❆♣rès ✉♥ ❜r❡❢ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❛❞✐♦✱

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ❡st ❝❡❧✉✐ ❧✐é ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ▼❈❙✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡

✐❞é❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P❆❘❈ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣❛r

❛♥t❡♥♥❡✱ t✐r❛♥t ❛✐♥s✐ ♣❛rt✐ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡r ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉

❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❞❛♣t❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱

❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡✳ ▲❡ s②s✲

tè♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦❞❛❣❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s

✶✵✼



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

r❡♥❞❡♠❡♥ts ✿ ▲❙❚❈✲❘❈✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ▲❙❚❈✲❘❈ ❡st ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✲s♦♠♠❡ ✭r❡sté❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ▼❈❙ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❊♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ré❞✉✐t✱

❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ♦✛r❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❡

❝♦♥❝❡♣t ♣rés❡♥té✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✜①é❡ ✭♥♦♥ ❛❞❛♣t❛❜❧❡✮✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞éq✉❛t

♣♦✉r ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ P❆❘❈ ❡t t✐r❡ ❛❧♦rs ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥✲

t✐té ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❛❝t✐✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

❧❡s ♠♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rts✱ ❛ ❛✉ss✐ été ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ét❛✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❢♦♥✲

❞és s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♦✉ ♥❡ ♣r❡♥❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✐ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡q✉✐s❡✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛✐♥s✐ à

s❝✐♥❞❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡♥ ❜❧♦❝s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❈❙■❚

♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❡❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡t s❡✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡

❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t é✈✐té❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠♣❛ré à ✉♥ ▼▼❙❊✲❙■❈ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❀ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐

❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❣r♦✉♣❡ ❛✈❡❝ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡

❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ❈❙■❚

q✉❛♥t✐✜é à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦s ❡st ❛✉ss✐ ❛❜♦r❞é ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✳ P♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥❣❡♥❞ré❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s

❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞ès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ♣❧❛✐❞❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té

s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛✣♥é❡✱ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞✉ ✇❛t❡r✜❧❧✐♥❣ ❡st

r❡❣❛❣♥é❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à ❢❛✐❜❧❡ ❙◆❘✳

P♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✱ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ r❡♥❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✱ rés✉❧t❛♥ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ sûr❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡

s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦♣t✐♠✐sés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❀ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❡st ❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♠♣❛❝ts

❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t ❛❧♦rs ét✉❞✐és✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥

♣❡r♠❡t✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs✱

❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❣❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❞étér✐♦r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s à t♦✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❙◆❘ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❧✐é❡s à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥t ✉♥

✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ ♣❧✉tôt à ❢♦rt ❙◆❘✳

▲✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❛❝q✉✐s❡s ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛✲



✶✵✾

t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈♦✐❡

❞❡ r❡t♦✉r à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té r❛✣♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ♣❛r ♣❤❛s❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛ été ét❛❜❧✐ q✉❛♥❞ ❧❡ ré✲

❝❡♣t❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡

❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ▼■▼❖ ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ♣❛r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❧❧♦✉é❡

❡t ♣❛r ❧❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡✱ ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❞é❥à ❜✐❡♥ ❛♠é❧✐♦ré❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①

✉t✐❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❛♣♣♦rt❛♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧♦rs ❢❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r✱ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡

t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s❡✉❧ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r

❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ❈❙■❚ ✐♠♣❛r❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s

❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛①❡s ❡t ✐❞é❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t ❧✐stés ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ ♣r♦♣♦s❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ▼❈❙✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡♥ ❝❛♣❛❝✐té

♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s

❡rr❡✉rs s♦♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s ❡t✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❙■❈✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞é❝♦❞é❡s✳

P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s

❡t t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ♦✉ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❞✉ ❇❊❘ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❬✾✻❪✱ ✐❧ r❡st❡r❛✐t ❛✐♥s✐ à ❞ét❡r♠✐♥❡r

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s✉♣♣♦s❛✐❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ✜①é✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞✬ét✉✲

❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✜①é✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ s❡r❛✐t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ▼❈❙ ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡t

❡♥ ✈❛❧❡✉rs✮ ❛ss♦❝✐❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦❞❡s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳

❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦ù

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✐♥❞✐q✉és sé♣❛ré♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣r♦♣♦sés ❛✉ ❝❛♥❛❧ à ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜✐t ❧♦❛❞✐♥❣ s♦♥t ♣❧✉s ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ét✉❞✐és✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s

s②stè♠❡s ❉❙▲✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❡s✐❣♥s r♦❜✉st❡s

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥❝❧✉r❡

✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✬❡rr❡✉rs ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡

s❡r✈✐❝❡✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❬✾✼❪✳ ❈❡❧❛ r❡✢ét❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés✱ ❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡st s✉♣♣♦sé éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❡♥tr❡ t♦✉s

❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s②stè♠❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❛✛❛✐✲

❜❧✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭♣❛t❤❧♦ss✮ ❡t ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡ ✭s❤❛❞♦✇✐♥❣✮✱ ❞❡✈r❛✐t ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ✉♥❡

❛s②♠étr✐❡ ❞✉ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡♥tr❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣❧✉s

❢♦rts✳ ■❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ q✉✐

s❡r❛✐t ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♥♦♥ ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❝❢✳ ❛r❣✉♠❡♥ts ♠❡♥t✐♦♥♥és ❛✉ ➓ ✸✳✹✮✳

❋❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té ✐♥tr♦❞✉✐t ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉ ❈❙■❚ ♠✉❧t✐✲

♥✐✈❡❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡ ❞é❧❛✐ ❡st ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❡t ✐❧ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱

❞✐♠✐♥✉❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t✱

✐❧ s❡♠❜❧❡ ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡

❜r✉✐t ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♠♦②❡♥ s✉r ❧✬❡st✐♠é❡ ✭♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✮ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❀ ❝❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛ss❡ s♦✐t

♣❛r ✉♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦♣t✐♠✐sé ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❡✉r ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✭♠❛tr✐❝✐❡❧✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① à ❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r à ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t

❛✐♥s✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ré❡❧s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡t♦✉r

❧✐♠✐té❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❜✐❡♥ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❢❛ss❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡

r❡t♦✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜r✉✐té à ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡

r❡t♦✉r ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❤②❜r✐❞❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ✉t✐❧✐s❡

❧❡ ❧✐❡♥ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✾✽❪✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❖r❛♥❣❡✱ ❈♦♥♥❡❝t ✿ ❧❡ ♠❛❣❛③✐♥❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s❛❧❛r✐és ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ♥♦✳ ✻✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✽✳

❬✷❪ ❆✳ ●♦❧❞s♠✐t❤✱ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✺✳

❬✸❪ ■✳❊✳ ❚❡❧❛t❛r✱ ✏❈❛♣❛❝✐t② ♦❢ ▼✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❈❤❛♥♥❡❧s✱✑ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❚r❛♥s✳ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✳✱

✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✺✽✺✕✺✾✺✱ ◆♦✈✳ ✶✾✾✾✳

❬✹❪ ❙✳▼✳ ❆❧❛♠♦✉t✐✱ ✏❆ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱✑ ❙❡❧❡❝t❡❞

❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✻✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣♣✳ ✶✹✺✶✕✶✹✺✽✱ ✶✾✾✽✳

❬✺❪ ●✳❏✳ ❋♦s❝❤✐♥✐✱ ✏▲❛②❡r❡❞ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❋❛❞✐♥❣

❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡♥ ❯s✐♥❣ ▼✉❧t✐✲❊❧❡♠❡♥t ❆♥t❡♥♥❛s✱✑ ❇❡❧❧ ❙②st✳ ❚❡❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♣♣✳
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