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NOTATIONS

PB(E,F) L’espace des fonctions bornées définies sur £ a valeur dans F pour une
métrique donnée.

€°(€) Espace des fonctions continues définies sur £ a valeur dans &.

¢ (E) Espace des fonctions différentiables sur £ a valeur dans €.

¢"(E) Espace des fonctions n fois différentiables sur £ a valeur dans €.

¢ (€) Espace des fonctions infiniment différentiables sur £ & valeur dans €.

grad® Opérataur gradient symétrisé. grad®(u) = 1 (grad(u) + grad” (u)).

L%(&,F) espace des fonctions de carré intégrable pour une métrique sur £ et un
produit scalaire donnés sur F.

M3 (R) Espace des matrices réelles symétriques carrées d’ordre n.

MSO(R) Espace des matrices réelles symétriques non définies d’ordre n.

MT(R) Ensemble des matrices réelles symétriques définies positives d’ordre n.

MFO(R) Ensemble des matrices réelles symétriques définies semi-positives d’ordre n.
Ces matrices ont des valeurs propres positives ou nulles.

SE; Ensemble de matrices aléatoires défini en V.3.1.

SEO Ensemble de matrices aléatoires défini en V.3.2.

SGF Ensemble de matrices aléatoires défini en V.3.2.
matrice identité.

Sp([M]) Spectre de la matrice [M], c’est-a-dire I’ensemble de ses valeurs propres.

T,.(R) Espace des tenseurs réels d’ordre n.

T9(R) Espace des tenseurs réels symétriques d’ordre n.

TH(R) Ensemble des tenseurs réels symétriques définis positifs d’ordre n.

Sauf mention contraire, la covention de sommation d’Finstein sera systématiquement
utilisée pour les expressions impliquant des notations indicielles d’objets tensoriels ou ma-
triciels.

Les matrices sont différentiées des tenseurs par des crochets, e.g. [A] représente ”1a matrice
A”. Le terme d’indices 7,5 € N d’une matrice A est noté [A];;. La matrice transposée
d’'une matrice [A] se note [A]T, son inverse [A]~! et la transposée de sa matrice inverse
[A]~T.

La notation diag() désigne les matrices diagonales ou diagonales par blocs. La matrice
diag(ay,...,an) représente la matrice diagonale d’ordre N dont les termes diagonaux sont
les ay,...,ay. La matrice diag([M],...,[My]) est la matrice diagonale par blocs dont
les N blocs sont les matrices carrées [M;] a [My].

Pour désigner un bloc matriciel de dimension (m x n) remplis de 0, on utilise la notation
[0,,,»]. Pour un bloc rempli de 1, on utilise [1,, ,].

Les vecteurs e; avec i < N sont les vecteurs de RY dont la composante i vaut 1 et les
autres 0.

Les grandeurs aléatoires seront notées du symbole ” 77 e.g. A.
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ACRONYMES

DDL Degré de liberté

CMM Continuous Mass Model (voir VI.3)
FDP Fonction de densité de probabilité
LMM Lumped Mass Model (voir VI.2)

p-s. presque strement,s.e. probabilité dont 1’espérance est égale a 1
PA Pic d’accélération défini en (VII.6)

PV Pic de vitesse défini en (VII.6)

PD Pic de déplacement défini en (VIL.6)
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PREFACE

L’analyse sismique des batiments a pour finalité de mesurer ’ampleur des conséquences
de I'activité sismique sur le milieu urbain en terme de pertes humaines et économiques et
de mettre en ceuvre des stratégies permettant de les atténuer. De nombreuses disciplines
telles que la mécanique des sols, la sismologie, la résistance des matériaux ou la dynamique
des structures sont mises en jeu.

La sismologie et la mécanique des sols donnent I'information sur le mouvement sismique
du sol mesuré a l'aide de sismographes ainsi que sur la nature physique du terrain.
Cette derniere information est capitale pour la prise en compte de I'interaction sol struc-
ture. L’observation sismologique est une science ancienne dont on trouve des traces dans
I’antiquité et qui n’a cessé de faire l'objet de théories au cours des siecles. Les premieres
bases de la théorie actuelle sont dues au géologue irlandais Robert Mallet qui, dans les
années 1850, réalisa les premieres mesures de vitesses de propagation d’ondes dans les sols.
Les théories actuellement utilisées en sismologie se développerent en grande partie durant

la premiére moitié du XX®™M€ sjecle et I’étude et la mesure des séismes commencent a se
développer en France en 1918 avec la construction du bureau central sismologique frangais.

Les regles de construction sismiques sont quant a elles beaucoup plus récentes. Il faudra
attendre les années 1960 pour voir les premieres constructions renforcées contre 1’activité
sismique. La prise en compte des effets dynamiques sur la construction fait son apparition
dans les années 1940 sur la cote ouest des USA. Les premieres regles francaises font leur
apparition dans les années 1950 avec les regles A.S. 55 qui firent suite au tremblement
de terre de 1954 a Orléans-ville en Algérie. Suivirent les regles PS62 qui firent suite au
séisme d’Agadir de 1962 puis les regles PS69 et finalement les regles PS92. Cependant
lapplication des regles est récente (1994) si bien que la majeure partie du parc immobilier
n’est pas construite suivant ces normes et leur généralisation ne se fera a priori qu’a long
terme.

Cette branche du génie civil qui s’est depuis beaucoup développée, tout particulierement
au Japon, est un domaine technologiquement tres ouvert et a grande portée humaine et
économique. La conception de constructions parasismiques a faible cott de construction
destinées aux zones sismiques les plus déshéritées du globe est un enjeu concernant la vie
de centaines de millions d’individus. Dans nos régions moins durement touchées, on estime
cependant que 'activité sismique répétée de faible magnitude, par exemple en Suisse, va
entrainer a terme des milliards d’euros de réhabilitation.

L’établissement de regles de construction parasismiques nécessite des méthodes rendant
possible I'estimation des sollicitations au sein d’une structure soumise a un séisme donné.
Les travaux présentés ici ont ainsi pour objectif de mettre au point des outils numériques
simulant le comportement dynamique d’un batiment en prenant en compte l'effet de
Iinteraction entre le sol et la fondation de la construction.

Au cours de la conception et du développement de ces outils, il est constamment question
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d’accorder au mieux la fiabilité et la simplicité d’utilisation ainsi que la légereté des modeles
en termes de ressources de calcul.

La premiere partie de ce document propose ainsi une méthode déterminant un modele
mécanique simplifié pour les batiments a étages multiples. L’architecture de ce type de
construction emploie des étages aux géométries similaires, si bien qu’une périodicité peut
s’observer dans ’ensemble. C’est a partir de cette redondance que la représentation du
batiment est réduite tout en conservant une fiabilité correcte quant aux propriétés de la
structure.

La dynamique du batiment avec prise en compte des déformations du sol autour de la
fondation fait I'objet de la seconde partie. L’expérience de I'ingénierie sismique montre que
ces déformations jouent un role important, mais les représentations mécaniques utilisées
pour le sol de fondation donnent des résultats de faible fiabilité. Ce manque de précision
est dii d'une part au manque d’information sur les propriétés physiques locales du sol au
voisinage direct du batiment et d’autre part a la simplicité de la modélisation mécanique.
Pour pallier a ces manques, on introduit des aléas au sein du modele mécanique de sol.
Les prédictions de la réponse dynamique d’un batiment a un séisme donné obtenues par
simulation numérique sont alors munies d’une probabilité mesurant leur niveau de fiabilité.
Grace a la modélisation simplifiée du batiment, ces méthodes probabilistes restent en outre
accessibles a des machines aux ressources numériques raisonnables.

En fin de seconde partie, on s’intéresse au décollement de fondations sous 'effet d’un
mouvement sismique. Cette étude permet entre autres de prédire I'intensité sismique qui
est susceptible d’entrainer un renversement de la construction.
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Chapitre 1

CHAPITRE 1
INTRODUCTION

Les constructions en génie civil sont des structures comportant souvent un grand nom-
bre d’éléments structuraux, surtout lorsqu’il s’agit de batiments a plusieurs étages. Des
calculs numériques cotiteux sont alors nécessaires pour estimer avec précision la réponse
mécanique de telles structures a des sollicitations extérieures. L’option usuelle consiste
alors a résoudre ces calculs a I'aide de la méthode des éléments finis [147]. Les systémes
d’équations a résoudre sont dans ce cas de taille importante, surtout si on souhaite utiliser
une description fine des composants de la structure. Les simulations de réponse dynamique
d’un batiment, telles qu’on peut en rencontrer dans le cadre des études sismiques, multi-
plient les besoins en ressources numériques par rapport aux calculs statiques qui s’averent
déja numériquement cotiteux. Si en outre, comme on le fera dans le chapitre V, on in-
troduit des incertitudes dans le modele mécanique de la structure étudiée, les estimations
probabilistes a l'aide de la méthode de Monte Carlo [113] impliquent I'exécution d’un
nombre important de calculs dynamiques.

Pour remédier a cet état de fait, il est impératif d’utiliser des modeles mécaniques plus
"1égers”. 1l existe divers procédés visant a "réduire” la complexité des modeles mécaniques.
Dans le cadre plus général des algorithmes de compression de I'information, il existe prin-
cipalement deux stratégies: supprimer les redondances et ne conserver que 'information la
plus pertinente. La premiere mene a une compression sans perte d’information. La seconde
permet d’obtenir une meilleure compression mais entraine une perte. Ces algorithmes sont
profondément ancrés dans notre quotidien, notamment dans le multimédia avec les tres
populaires formats MPEG layer 3 (mp3) pour 'information audio et JPEG et MPEG pour
la photographie et la vidéo. Les méthodes de réduction de modeles mécaniques utilisent
uniquement la deuxieme stratégie dans la mesure o un modele mécanique bien posé ne
contient pas d’information redondante.

Les secteurs aérospatial et aéronautique furent les premiers a développer de telles méthodes.
Ces secteurs de l'ingénierie étaient parmi ceux réclamant un niveau de sireté des plus
importants, la nécessité d’avoir des outils de simulation prédictifs s’est donc vite imposée,
notamment dans le secteur spatial ou il est impossible de tester les structures dans leurs
conditions réelles d’utilisation. Des modeles mécaniques simples représentant au mieux la
réalité ont dii étre développés afin d’étre utilisables avec les moyens numériques de 1’époque.
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Chapitre 1

Nombre des méthodes employées reposent sur la discrétisation de Galerkin appliquée a la
forme faible sur un espace de Hilbert ¢ du probleme différentiel mécanique a résoudre.
La réduction du probleme consiste alors a projeter la solution du probleme sur un sous
espace 7, C 2. D’un point de vue pratique, on choisit un espace .7¢, de dimension finie
suffisamment grande pour atteindre le niveau de précision escompté pour la description
de la solution. La réduction modale (description du champ de déplacement d’un corps
élastique par ses déformées modales) et les méthodes de sous-structuration qui en dérivent:
méthode de Craig-Bampton [37], Benfield-Hruda [10] sont de parfaits exemples de cette
approche dans le cas des problemes linéaires. La discrétisation de problemes continus par
la méthode de Galerkin est, outre la méthode des éléments finis déja évoquée, a l'origine
de nombreuses méthodes numériques impliquant une réduction de modele mécanique.

Une autre branche de méthodes de ”compression” de modeles mécaniques concernant
les structures complexes ou les milieux hétérogenes, consiste a les décrire par un milieu
continu équivalent présentant des résolutions analytiques accessibles. De tels procédés sont
qualifiés de méthodes d’homogénéisation. Lorsqu’on homogénéise un milieu hétérogene,
on donne une description du milieu a une échelle d’observation grande devant ”la taille
des hétérogénéités” tel que le milieu puisse étre vu comme homogene (voir par exemple
[146]). Bien qu’homogene, le comportement du milieu & cette échelle dite macroscopique
prend implicitement en compte la nature de la microstructure du matériau sans en faire
apparaitre le détail. Ces méthodes nécessitent de dégager trois échelles, chacune étant
identifiée par une dimension caractéristique. L’échelle macroscopique dont on a déja
parlé a pour dimension caractéristique la plus petite distance séparant deux points de
son bord. L’échelle dite mésoscopique est donnée par la plus petite dimension a laquelle
on observe encore un comportement homogene du milieu. Cette dimension permet de
définir les volumes élémentaires sur lesquels reposent la théorie de la mécanique des
milieux continus. L’échelle microscopique est propre aux hétérogénéités du milieu et sa
dimension caractéristique est celle des variations spatiales de la microstructure. Pour
que ’homogénéisation soit possible, il faut par conséquent que ces trois échelles soient
distinctes. Dans le cas particulier ou la microstructure est périodique dans le milieu, le
volume élémentaire de référence est défini par une période, il n’y a plus que deux échelles:
une échelle macroscopique grande devant les dimensions de la période et une échelle
locale propre a I’hétérogénéité de la cellule périodique. L’hypothese de périodicité mene
a une approche et une méthodologie différentes du cadre général d’étude des matériaux
a microstructure (voir [114] et chapitre IV de [104]). Les méthodes d’homogénéisation
des milieux périodiques s’appliquent a de nombreux cas industriels tels les matériaux
composites a fibres (voir par exemple [14]). La réduction de modele mécanique de
structures par homogénéisation s’applique en outre presque systématiquement au cas
d’assemblages périodiques. De nombreuses études ont ainsi été menées a propos des treillis
périodiques de grande dimension ([105],[86],[135],[101],) souvent utilisés dans le domaine
aérospatial pour les stations spatiales et les satellites de tailles importantes. On peut
également citer de nombreuses études concernant les plaques périodiques [25] et notamment
I'étude des murs en magonnerie [3],[30],[31]. L’idée a récemment été proposée par Boutin et
al. [19] et Hans [66] d’appliquer des méthodes d’homogénéisation périodique aux structures
de génie civil multi-étagées dont ’architecture des étages se répete identiquement. Ce type

4



Chapitre 1

de structure concerne aussi bien les gratte-ciel que les tours d’habitation de taille plus
modeste.

En outre, cette démarche vient étayer 'utilisation du modéle brochette (lumped mass
model) en ingénierie parasismique. Ce modele mécanique est utilisé pour décrire de fagon
simple le comportement dynamique des batiments a étages multiples. Il est constitué de
segments de poutre ayant pour longueur la hauteur d’un étage et étant connectés entre eux
par des masses ayant les caractéristiques inertielles d’un étage. Les caractéristiques des
éléments de poutre sont calculées a partir d’une section constituée de la réunion de sections
transverses des murs d’'un étage. La cinématique est décrite par les 6 degrés de liberté des
corps rigides contenant la masse des étages donnant un nombre total d’inconnues égal a 6
fois le nombre d’étages du batiment. Ces modeles donnent de bons résultats dans les basses
fréquences (en dessous de 50 Hz) ce qui est cohérent du point de vue de ’homogénéisation
car il est montré dans [6] et [115] que lorsque les longueurs d’ondes des vibrations dans
I’ouvrage deviennent de ’ordre de grandeur de la dimension d’une cellule, le comportement
dynamique d’une structure périodique n’est plus homogénéisable. L’approche utilisée pour
I’élaboration d’'un modéle brochette consiste a décrire de maniere directe la cinématique a
I’échelle locale par une cinématique de poutre. On peut citer a ce titre les travaux de Lee
[86] et Noor [105] relatifs aux treillis de grande dimension.

Les méthodes d’homogénéisation apportent une justification physique au modele méca-
nique réduit équivalent en le caractérisant comme un modele du comportement macro-
scopique de la structure. La méthodologie générale d’étude du comportement global d’'un
milieu périodique consiste a considérer un domaine contenant un grand nombre de périodes,
il apparait alors comme on I’a dit deux échelles: une échelle macroscopique caractérisée
par la dimension L du domaine et une échelle microscopique caractérisée par la dimension
[ de la cellule. On introduit alors un petit parametre sans dimension € = [/L qui est le
rapport d’échelles. Les champs inconnus du probleme (le champ de déplacement par ex-
emple) peuvent étre cherchés sous la forme d’un développement asymptotique de €. C’est
la démarche adoptée dans ce travail de these et dans [6],[101] [135], [22], [19], [66], [28].
Cette méthode dite des échelles multiples repose sur des développements asymptotiques
dont les séquences sont constituées de mondémes en puissance de e:

N
u= u(o) + Z u(n) E(In + O(€QN+1>

n=1

ol (g )n>1 est une suite strictement positive et strictement croissante. Pour un domaine in-
finiment vaste, les fonctions u(™ sont périodiques. Quel que soit le choix du développement
asymptotique, il doit permettre d’identifier les comportement macroscopique du milieu et
conduire a 'obtention des propriétés effectives. En outre, la méthode asymptotique mon-
tre qu'au premier ordre (ordre 1), le déplacement u(®) est constant & I’échelle de la cellule
suivant les coordonnées concernées par la périodicité. Il est donc courant de décomposer
le champ u en une partie u(®) dont les variations tendent vers 0 quand ¢ tend vers 0 et
une partie upe dont les variations sont périodiques d’une cellule a ’autre, cette dernicre
correspondant & la somme des u(™ pour n > 1.



Chapitre 1

Boutin et al. [19] et Hans [66], en appliquant ces méthodes au cas des batiments multi-
étagés, ont montré que le comportement global de ce type d’ouvrage correspondait a des
modeles de poutre de cisaillement, de poutre de flexion ou plus généralement de poutre
de Timoshenko. Ces résultats ont été obtenus a partir d’'une méthode d’homogénéisation
des milieux périodiques discrets également mise en ceuvre dans [101] et [135]. Il s’agit
de structures composées d’assemblage de poutres pour lesquelles les équations d’équilibre
sont écrites sous la forme d’équations aux différences finies a ’aide d’un opérateur aux
différences appliqué au champ de déplacement entre nocuds adjacents de la cellule. Cette
étape fonctionne d’autant mieux que dans le cas des milieux périodiques discrets, la mi-
crostructure est décrite par des éléments de type poutre ou plaque dont les équations
d’équilibre statique s’écrivent directement en fonction des déplacement des nceuds. Ces
termes sont ensuite développés a ’aide de séries de Taylor. Ainsi une composante Upn 1

du déplacement au nceuds N + 1 peut s’écrire en fonction de celle du déplacement au nceud
N:
dU L? d*U

En utilisant un développement asymptotique de Uy en puissances de ¢

Un(z,) =UO 4 eUD 4+ 20@ 4

on exprime ainsi les déplacements Uy et Uny_1 des nceuds adjacents au nceud N en
fonction du déplacement Uy et de ses dérivées:

du©)
Unir =UO(z,) + 5<U(1)(xn) + L g

du® 2 a2y
dz 2 da2 )
du® 12 a2y
iz T2 a2 )

" ) + &2 (U(Q)(:)sn) + L

du )
Un_1=UO(z,) + 5<U(1)(xn) ~L g

) + &2 (U(z)(a:n) — L
x

En introduisant ces expressions dans les équations aux différences issues des équations
d’équilibre dans la cellule, on aboutit a un systeme d’équations différentielles entre les
composantes du déplacement au noceud N dont on peut isoler les groupes de termes par
puissances de €. La séparation des échelles expose ainsi les équations d’équilibre nodales
aux différents ordres de grandeur. Les équations de comportement macroscopiques étant
obtenues, les parametres du modele mécanique équivalent sont directement exprimés en
fonction des propriétés des éléments discrets constituant une cellule du milieu.

Des méthodes basées sur le développement asymptotique de l'énergie de déformation
élastique ont également été élaborées. On peut citer a ce titre les travaux de Volovoi
et al. [139] sur le comportement asymptotique de structures prismatiques a parois minces.
La section du prisme est un assemblage de plaque minces, trois échelles sont dégagées: celle
de I’épaisseur des parois faible devant 1’échelle des dimensions de la section du prisme qui
est elle méme faible devant la hauteur du prisme. Apres avoir écrit ’énergie de déformation
élastique en fonction des déformations et courbures dans les plaques minces, une pertur-
bation est appliquée a leurs champs de déplacement. Le développement de l’expression
de I'énergie de déformation en fonction de cette perturbation caractérisée par le petit
rapport d’échelle entre la section du prisme et sa longueur permet d’identifier différents
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ordre de grandeur parmi les termes contribuant a ’expression de 1’énergie de déformation.
Les termes énergétiques indépendants de la perturbation (les plus élevés) correspondent a
I’énergie du comportement macroscopique (zeroth approximation), les raideurs effectives
sont alors facilement identifiables. Cette méthode est appliquée au calcul de raideur de
torsion pour des structures de type poutre en 1.

Les méthodes asymptotiques présentent I’avantage de ne pas supposer le modele mécanique
équivalent au préalable et donnent une relation algébrique des parametres des propriétés
effectives en fonctions des parametres des propriétés des éléments constituant la cellule.

Cependant, les méthodes asymptotiques ne permettent pas toujours, sur le plan pratique,
une évaluation aisée des propriétés effectives. Pour des milieux périodiques dont les cel-
lules ont une géométrie complexe, il est difficile d’obtenir une expression algébrique des
propriétés effectives en fonction de la géométrie locale et des propriétés physiques des
périodes. Il est alors nécessaire d’utiliser une approche différente du probleme mécanique
a 1’échelle de la cellule. A cette fin, on utilise le principe d’équivalence énergétique ([24],
[30], [31]) qui exprime que I’énergie de déformation élastique &1, d’une cellule obtenue par
sa description locale doit étre égale a 1’énergie de déformation élastique & macro Obtenue
par le modele mécanique équivalent:

gloc = gmacro

Ce principe se fonde entre autre sur le fait que chaque cellule périodique est un volume
élémentaire de référence pour la description macroscopique du milieu. Cette approche
que '’on mettra en ceuvre dans ce mémoire est tres utile lorsqu’on est capable d’écrire une
relation algébrique R bijective entre les parametres ¢, a identifier dans le modele équivalent
et son énergie de déformation élastique:

Sloc = / o:edv & macro = R(qk, k=12, )

S (gr, k=1,2,...) = R (Eoc)
En homogénéisation appliquée a la mécanique des milieux continus on utilise I'opérateur de
moyenne reliant les grandeurs macroscopiques aux grandeurs locales, e.g. la déformation
et la contrainte locales o, e et leur homologues macroscopiques X et E.

E—F<e> Y=F<o>

Cet opérateur qui est une moyenne sur le milieu est appliqué aux équations du probleme
local dans le but d’identifier la loi de comportement effective:

o=—ae — X=AnE

Cette approche est développée dans [94], [3] et [81].

L’une des premieres missions de I'ingénierie parasismique est de prédire I’endommagement
d’un batiment face a une excitation de nature sismique. Il est donc primordial de pouvoir
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évaluer les efforts au sein de la structure des ouvrages. Un modele mécanique réduit
de batiment doit donc pouvoir fournir cette information. Les cellules des structures
périodiques étant explicitement définis, la procédure d’homogénéisation permet alors de lo-
caliser les efforts dans les cellules pour un état donné du modele équivalent. Il s’agit d’une
amélioration en matiere de précision vis-a-vis du modéle brochette dont la localisation des
efforts est directement donnée par la théorie des poutres.

Tout en restant dans ’esprit du modele brochette, on souhaite construire un modele méca-
nique réduit permettant d’obtenir les parametres de raideur effectifs des segments de poutre
prenant en compte ’ensemble de 1’étage (y compris les planchers) et donnant acces a des
tables de localisation. Les calculs sur la cellule périodique décrivant la constitution d’un
étage sont menés par la méthode des éléments finis. Les données de localisation sont alors
des cartes qui donnent les efforts internes dans les éléments du modele pour un état donné
du modele équivalent.

Le chapitre II présente les bases théoriques sur lesquelles repose la méthode d’homo-
généisation mise en ceuvre au cours de ce mémoire. On pose en I1.1 le cadre général d’étude
des milieux a périodicité unidimensionnelle. La modélisation mécanique des poutres élasti-
ques a symétrie orthotrope qui sert par la suite de modélisation équivalente pour les
matérieux périodique est exposée en I1.2. Quelques résultats et commentaires sur le
comportement asymptotique des milieux périodiques sont donnés en II.3. On élabore
en II.4 une méthode d’homogénéisation pour les milieux a périodicité unidimensionnelle
en la replacant dans le contexte général des méthodes existantes. Quelques considérations
algébriques concernant la cinématique de poutre équivalente sont exposées en I1.5. Le
probleme des effets de bord est commenté en I1.6. La question de ’homogénéisation dy-
namique et des forces de volume est abordée en I1.7.

La mise en ceuvre numérique de la méthode élaborée en 11.4 fait 'objet du chapitre III.
La résolution numérique du probléeme de localisation est exposée en II1.2 et le calcul des
raideurs effectives de la poutre équivalente en II1.3. Des considérations algorithmiques
sont exposées et illustrées en I11.4. La procédure d’homogénéisation est ensuite appliquée
en III.5 a un batiment.



Chapitre 11 Description du probléeme périodique

CHAPITRE I
CONTEXTE THEORIQUE

II.1 Description du probleme périodique

La teneur de cette section est la description du cadre d’étude mécanique des milieux
a périodicité unidimensionnelle abordés dans cette section. Ces milieux ont une topologie
et des propriétés physiques qui varient périodiquement dans une direction de 1’espace dite
direction de périodicité ou direction longitudinale. Si le milieu est borné, il est alors
constitué d’une file ou d’une pile de cellules ou motifs identiques connectés entre eux par
des interfaces identiques (Figure I1.1). Les deux interfaces d’une cellule sont alors I'image
I’'une de I'autre par une translation de vecteur périodique T. Par souci de simplicité, on
choisira des interfaces planes et orthogonales a la direction longitudinale.

VR VARV ERNYZ VIRV AV VAN
A N A A A A A

Figure II.1 Exemple de milieu a périodicité unidimensionnelle.

Comme annoncé au chapitre I, un milieu borné avec un grand nombre de cellules pério-
diques, i.e. la dimension ||T| de sa période est faible devant sa longueur totale, présente
un comportement multi-échelle. L’identification du comportement macroscopique, i.e. le
comportement d’ensemble du milieu, a I'aide de méthodes d’homogénéisation fait I’objet
de cette premiere partie.

Lorsqu’on passe d’une observation locale du milieu a une observation a 1’échelle macro-
scopique, les détails de la microstructure du milieu ne sont plus visibles. Seul un comporte-
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ment d’ensemble moyen est visible. Ce changement d’échelle s’exprime mathématiquement
par une opération de moyenne qui permet de déterminer le comportement macroscopique-
ment homogene d’une cellule périodique du milieu (voir par exemple [94] chapitre 1 ou
[146] chapitre 1). Le milieu périodique est macroscopiquement homogene et continu et ses
volumes élémentaires de référence sont donnés par les cellules périodiques "moyennées”.
Bien que l'opération de moyenne appliquée aux milieux a périodicité unidimensionnelle
pour en déduire leur comportement macroscopique coincide avec celle qui mene aux efforts
de réduction (forces et moments internes) des poutres en résistance des matériaux, Buannic
et Cartraud [22], et Sankar et Marrey [117] montrent que I’homogénéisation d’un tel milieu
mene a un milieu ne pouvant a priori pas étre modélisé par une poutre homogene ayant
une section et un matériau défini.

Les propriétés de symétrie du milieu macroscopiquement équivalent dépendent d’une part
des propriétés de symétrie des matériaux constituants et d’autre part de la distribution
des hétérogénéités. Un milieu périodique hétérogene constitué de matériaux ayant un com-
portement élastique linéaire isotrope peut a priori présenter un comportement élastique
macroscopique a symétrie triclinique qui est la plus ”large” des 8 classes de symétrie exis-
tantes pour la loi de Hooke [71]. A titre d’exemple, les matériaux utilisés en génie civil tels
que les béton armés et les cloisons, présentent généralement un comportement mécanique
a symétrie orthotrope. On peut citer a ce titre les travaux de Silvestre et Camotim [121]
et [122] a propos des assemblages de panneaux composites stratifiés a symétrie orthotrope.
Les milieux a périodicité unidimensionnelle qui sont sujets aux approches par homo-
généisation dans cette premiere partie sont sollicités de maniere statique par leur extré-
mités. Quelques remarques sur 'homogénéisation des milieux périodiques soumis a des
forces de volume sont exposées en I1.7. La propriété de périodicité n’étant plus vérifiée
aux abords des extrémités, on observe des effets de bord dont on dira quelques mots en
I1.6. Les milieux étudiés sont donc supposés contenir un nombre suffisant de périodes pour
qu’un comportement macroscopique soit observable loin de ces effets.

On considere un milieu €2y ayant un comportement élastique linéaire et dont les pro-
priétés physiques sont périodiques de période he; avec e; unitaire. On note e et ez deux
vecteurs tels que (e1, ez, e3) forme une base orthonormée. Le milieu Qg est borné dans
les directions transverses ey et e3. On considere maintenant le milieu borné €2 obtenu par
troncature de €y suivant deux plans paralleles et perpendiculaires a la direction e; et dont
une représentation arbitraire est donnée a la Figure I1.2. Ce milieu est constitué d’'un
nombre fini N € N, N > 1 de périodes. Soit P(£2) le parallélépipede de plus faible volume
contenant ) (parallélépipede circonscrit). La direction e; se trouve alors étre parallele a
I'un des axes de P(€2), et on précise la définition des vecteurs ez et es de maniere a ce
que leurs directions soient paralleles aux deux autres axes du parallélogramme. La posi-
tion x = (x1,z2,x3) est définie par rapport au repere (O, ey, es, e3) dont le centre O est
I'isobarycentre de 2. Les dimensions de P(£2) sont H dans la direction longitudinale e;
et Ly, L3 dans les directions transverses e; et es. On note C le domaine matériel occupé
par une cellule périodique du milieu. La longueur d’une période suivant la direction de
périodicité e; est notée h. Le parallélépipede P(C) circonscrit a une cellule C du milieu a
pour dimensions h X Lo X Ls.
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LY/ <

o)

’ cellule périodique e

€3

Figure I1.2 Exemple de troncature de milieu a périodicité unidimensionnelle. Le bord du
milieu borné ) se décompose en trois sous domaines 0€) = 02_ U 0§y U 0€)..

On subdivise le bord 9€2 du milieu en 3 sous domaines: 92 = 9Q_ U, UOIS),;. Les bords
00 _ et 024 correspondent a l'intersection des faces de P(£2) de normales extérieures —e;
et e; avec 0f). On peut dire que ce sont les ”extrémités” du milieu. Ces bords sont soumis
a des forces de surface g4 (M) telles que:

o(x)n(x) =g_(x) Vx € 002

II.1
o(x)n(x) = g+ (x) Vx € 004 (IL1)
avec une force et un moment résultant nuls:
/ g_(x)dS + / g+(x)dS =0
o0 _ o0
i (11.2)
/ x X g_(x)dS + / X X g+(x)dS =0
a0 _ 0,

Le bord latéral 09 est défini par 0y = 0Q\{00Q2_ U 90, }. Ce bord est libre d’efforts
extérieurs, le vecteur des contraintes de surface y est donc nul:

o(x)n(x) =0 vV x € 0 (I1.3)
Le comportement élastique linéaire (petites déformations) du milieu 2 est caractérisé par

son tenseur de rigidité a(x). Le tenseur des contraintes o (x) et le tenseur des déformations
e(x) sont liés par la loi de Hooke:

Le champ tensoriel a(x) est & valeur dans T75 (R) 'espace des tenseurs d’ordre 4 symétriques:
aijkl(x) = ajikl(x) = Qklij (X) , i,j, k,l € {1, 2, 3, 4} Vxeq (II4>
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il est périodique suivant x; de période h:
a(ry,z,23) = a(ry +nh,zo,23) Vn € Z (IL.5)
défini positif de sorte que pour tout tenseur T € T5(R) symétrique réel d’ordre 2 :
a(x) € T;(R) <= 3Im>0tel que m7;7ij < aijr(X)7ijTes ¥V X € Q (IL.6)

borné dans €:
dM € Ry tel que M = sup a;jx(x) Vx € Q) (I1.7)
et de support €2:
a(x) € Tf(R) sixe
a(x) =0 sinon

Supp(a) =Q <~ {

Les propriétés du milieu 2 étant définies et les conditions a son bord posées, on peut
énoncer le probleme mécanique auquel il est soumis:

(x) = grad®(u)(x) (I1.8)

ou n(x) est le vecteur unitaire de la direction normale extérieure sur Jf2 et ou

1 i j : : :
{grad} (u)};; = 3 <g§ + ZZ] ) est le gradient symétrisé. La solution du probléeme (I1.8)
j i

est définie a un mouvement de corps rigide pres dans la mesure ou les conditions de bord
sur le bord du milieu sont des forces surfaciques ou absence de forces. Les mouvements de
corps rigide constituent le noyau du gradient symétrisé, on cherche alors des champs de
déplacement dans un espace %, dont l'intersection avec se noyau est réduite a 0 et tel
qu’en un point xy € 2 le milieu reste fixe et n’ait pas de rotation:

Ux, = {u € (H'(Q)*, u(xo) =0, rot(u)(x¢) = 0}

L’espace %, est un sous espace de l'espace de Sobolev (H(Q))3, ce qui garantit que
I’énergie de déformation élastique du milieu est finie. La condition rot(u)(xg) = 0 implique
une rotation locale nulle en xy. L’espace %, est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire:

(u,v) = /Qgradi(u)(x) ra(x) : grad) (u)(x) dx

et peut étre qualifié d’espace énergétique (voir par exemple [84]) pour la norme associée
[ally = (u,u).

12



Chapitre 11 Milieux élancés a symétrie orthotrope

II1.2 Milieux élancés a symétrie orthotrope

Les poutres droites forment la famille de milieux a périodicité unidimensionnelle dont
les caractéristiques géométriques sont les plus ”simples”, a l'instar des fonctions réelles
constantes qui sont de fait périodiques. La théorie de la résistance des matériaux permet
de décrire de maniere réduite le comportement de tels milieux. Comme on le verra en 11.3,
il est physiquement cohérent d’utiliser un modele de poutre pour décrire le comportement
d’ensemble ou comportement macroscopique des milieux a périodicité unidimensionnelle.
Le modele de poutre équivalent approxime le comportement macroscopique du milieu au
meéme titre que la théorie des poutres est une approximation des résultats de ’élasticité
tridimensionnelle. Les structures périodiques étudiées au chapitre III ont des propriétés
de symétrie telles que leurs modeles de poutre équivalents soient a symétrie orthotrope.
Cette section a pour objectif d’exposer quelques résultats concernant les problemes d’élas-
ticité liés a la résistance des matériaux pour les poutres élastiques a symétrie orthotrope.
Certains problemes concernant les plaques et les poutres constituées de matériaux aniso-
tropes sont traités dans les travaux de Lekhnitskii [88].

On considere un milieu 2 défini par I’extrusion d’une surface plane compacte . le long
d’une d’une droite perpendiculaire & cette derniere (Figure 11.3). On note O le centre de
masse d’une des deux sections aux extrémités du milieu et e; la vecteur unitaire longitu-
dinal du milieu. L’axe (Oeq) est I'axe neutre du milieu et les vecteurs ez, es donnent les
directions transverses et sont tels que (eq, e, e3) forment une base orthonormée. On utilise
un systéme de coordonnées cartésiennes (O, 1, T2, x3) orienté par la base (e1, ez, e3). Le
milieu a une longueur L et ’axe neutre qui passe par I’ensemble des centres de masse des
sections G € (Oeq), est paramétré par 1'abscisse 1 € [0, L] tel que G(x1) € [0, G(L)]. On
note 0Qo et 0y les bords correspondant aux sections extrémes de centres O et G(L).
Le bord latéral 90Q;,; = 0N\ (020 U 0€21) est libre d’efforts. La surface .7 est la section
droite du milieu on note S = |.¥| son aire et Iy, I5, I3 ses moments d’inertie.

Figure I1.3 Orientation d’une poutre prismatique. Les dimensions de la section sont
données par la hauteur a et la corde b(xs).

Le matériau constituant le milieu est élastique a symétrie orthotrope et ses axes d’ortho-
tropie coincident avec les directions de la base (e1,es,e3). La loi de Hooke donne la
relation o(x) = a(x)€e(x) entre le tenseur des contraintes o € T3 (R) et le tenseur des
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petites déformations € € T5(R), le tenseur a € T, (R) étant le tenseur de rigidité. En
utilisant le systeme d’indices contractés de Mandel, cette relation s’écrit:

[ 011 ] ai111 G122 1133 0 0 0 [ €11 ]
022 (2222 (2233 0 0 0 €22
033 _ 3333 0 0 0 €33 (IL.9)
V2023 2a2323 0 0 V2 €93 ’
V2013 Sym 2a1313 0 v2ers
V201, ] 2a1212/ Lv2e1 ]

La relation inverse est donnée par le tenseur de souplesse ou compliance b inverse du
tenseur de rigidité a. Le tenseur de souplesses peut s’exprimer en fonction des modules
d’Young F,, E3, F3, des modules de cisaillement Gs3, G13, G12 et des coefficients de
Poisson vo1, V19, V31, V12, V32, V13, Vo3. Ces coefficients sont définis par rapports aux axes
d’orthotropie e;, e, et e3. La relation €(x) = b(x) o(x) s’écrit:

1 v vs
E; Es Es
T N ¢ v 0]

[ €11 ] E; Es Esq [ o111 ]
€22 v v 1 022
€33 o E, Es FEs 033
V2es | 1 0 V2023 (IL.10)
\/5613 2G23 \/50'13

LV2ers ] 0] 1 [ V2015 ]

0
2G12

Ce tenseur étant symétrique, on a les relations suivantes entre les modules d’ Young et les
coefficients de Poisson:

Vo1 V12 V31 13 V32 V23
Ey, By Es By Es By

L’état de contrainte du milieu est dii & des distributions de forces go(x) et g1, (x) appliquées
aux extrémités longitudinales du milieu, i.e. sur les sections G(0) et G(L):

/ go(x) drodrs + / g1 (x)drodrs =Fg+F, =0
1019%6) o0y,

/ X X go(x)dradxs +/ X X gr(x)dredrs = Mo+ M, =0
00 o0y,

Les conditions aux limites sur 02 et 0§y, sont:
o(x)n(x) = go(x) Vx € 00 , o(x)n(x) = gr(x) Vx € 09,
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Le champ de déplacement u dans €2 étant alors défini a un déplacement de corps rigide
pres, on impose la condition de déplacement nul au point O (u(0)=0) et de rotation nulle
autour de ce point (rot(u)(0)=0). On se place dans le cadre du principe de St Venant
en considérant des états de contrainte régularisés loin des extrémités. On donne en outre
les relations de comportement des efforts de réduction du torseur des forces et moments
internes:

Vi | My
{VIM} =<¢ V1V, | M,
Va | M3

I1.2.1 Déformation par traction-compression

Lorsque le milieu élastique est comprimé ou mis en allongement suivant son axe longi-
tudinal (Oey), la distribution de forces aux extrémités est telle que la force et le moment
résultant sont F;, = F'e; et M = 0. On applique le principe de St Venant, qui permet
d’affirmer que loin du bord 07, I’état de contrainte est régularisé de telle sorte que I'on
ait la condition de bord équivalente:

o(x)n(x) = gel Vx € 0y,

L’état de contrainte vérifiant les équations de 1’élasticité et les conditions de bord est:
oO—=011€1 e; = §e1®e1

La loi de Hooke (I1.10) faisant intervenir le tenseur de compliance donne 'expression du
tenseur des déformations:

011
e= T (e1 ®e; — Vg€ ® ey — Vize3 @ €3)
1

Le champ de déplacement sans mouvement de corps rigide est:

u= 20 e — s 2l aves — i3 lage (I1.11)
= ——T1€1 — V2~ T2€2 — V13—~ T3€3 .
Ey Ey Ey

La force de réduction caractérisant les forces de traction-compression est ’effort normal
V1 défini par:

Vi = /y 011 d.’l?gd.’l?g =F= ElS €11 (IIl2)

La raideur de traction du milieu est E;.5.
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11.2.2 Déformation par flexion pure
La flexion pure intervient lorsqu’a l'extrémité G(L), le torseur est donné par :
{Fr|Mp} ={0| Mynp} avec mngy = cos(f)esy+ sin(f)es

La distribution de forces régularisées sur le bord 09y est gr(x) = My/Ip(x3cos(d) —
x9sin(6)) avec

lp = /y (3 cos(0) — @ 5in(0))” daadas = I cos®(6) — 2 I3 cos(0) sin(6) + I sin®(9)

I'inertie de section (moment quadratique) de la surface . par rapport a I'axe (Ong). L’état
de contrainte vérifiant les équations de I’élasticité et les conditions de bord est:

o(x) = ]\f—; (x3cos(f) — xosin(f)) e ® e;

La loi de Hooke (I1.10) donne les états de déformations correspondants:

My

e(x) = B,

(x3cos(f) — xosin(f)) (e1 ® e; —vi2es ® €3 — V13€3 ® €3)

La courbure de flexion du milieu est x = My/(E1lp). En intégrant la déformation et en
appliquant la condition de mouvement de corps rigide nul, le champ de déplacement s’écrit:

u(x) = x (r3cos(f) — xosin(h)) 1 eq
1
+x (— cos(0)viazoxs + 5 sin(6) (a:% + V1075 — 1/13333)) ey
1
+ x <sin(9)V13x2x3 + 5 cos(0) (z7 + vi2a3 — V13x§)> e;(11.13)

Le moment de réduction caractérisant le moment transmis le long du milieu 2 est le
moment fléchissant M = Msey + Mszesz = Myng défini par:

My = /5” (r3cos(0) — xosin(f)) o171 dradxs = Elg x (I1.14)

La raideur de flexion autour de ’axe ng est E11y.
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11.2.3 Milieu mis en flexion par une force transverse

s Milieu mis en flexion par une force de cisaillement

L’état de contrainte généré par un effort tranchant dans un corps prismatique vérifiant
les conditions de bord libre et les équations de compatibilité fait intervenir toutes les
composantes 0;; €; ®° e; du tenseur des contraintes (Muskhelishvili [103] §137). Ainsi,
bien que le probleme permettant de déterminer cet état de contrainte soit bien posé avec
des conditions ad hoc , les équations d’équilibre couplent toutes les dérivées partielles de
tous les termes de contraintes rendant la résolution analytique du probleme difficile. La
théorie des poutres considere alors un état de contrainte plane dont la variation suivant la
direction normale a la force de cisaillement est négligée dans chaque section droite. Cette
suppression des effets de bord correspond au cas d’une plaque infiniment large. Du fait
des bords libres, on voit apparaitre un effet de gradient longitudinal de contrainte axiale
le long du milieu.

Pour clarifier les choses, on va présenter le cas du milieu mis en flexion par une force
transverse F; = Fey appliquée sur lextrémité 0§02y, 'autre extrémité étant encastrée
dans un bati fixe. Les distributions de force régularisées aux extrémités 0Qp et 02y,
correspondant a I'application du principe de St Venant sont:

F
Vx e 0y : gL(x):§e2
o rr (IL.15)
VXE@QO : go(x):——eg-i-—xgel
S I3

Lorsque la section est rectangulaire pleine, on fait I’hypothese que le probleme est
bidimensionnel, i.e. indépendant de x3, et que la composante en cisaillement de la
contrainte est obtenue projection de la force transverse si bien que:

o(x) =o011€1 ®e; +2012e1 @° ey
Les équations d’équilibre élastique s’écrivent:

0 0 0
o11 012 _ g o 2912

61’1 6332 N 61’1 =0

La contrainte de cisaillement 015 est constante le long du milieu et la contrainte axiale est

de la forme:
0012

8332

La contrainte ¢(z2) est donnée par la condition de bord (ILI.15) a lextrémité 0Q20:

o111 = — xr1 + §(l’2> (IIl6>

FL 12FL
c(a2) = r11(e1 = 0,a) = go(x).(—ex) =~ wa = ——z: my
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La contrainte de cisaillement doit étre nulle sur 02y cependant, on a en moyenne:

/ 0‘12(332>dS:F
S

Pour obtenir les variations moyennées de la contrainte de cisaillement o195 suivant xs, la
méthode classique consiste a faire un bilan des forces appliquées a la surface d’un segment
de poutre de longueur dx; tronqué par un plan horizontal de coordonnée x5 constante
donnée (voir par exemple [133] §26). L’expression obtenue donne une variation quadratique

de la contrainte:

o12(22) = 5 — (a® —4x3) = 8T, (a® — 4x3) (IL1.17)
Etant donnée (I1.16), la contrainte axiale s’écrit:
12 F F
011 — W(L—Jfl)xg = I—S(L—{Ill).’lfg (IIlS)

L’état de contrainte donné par (I1.17) et (I1.18) est proche de la solution exacte pour une
section rectangulaire plate b > a.
Les termes de déformation correspondants sont déduits de la Ioi de Hooke (11.10):

011 F 011 F
11 El Ellg ( 1’1)332 ’ 22 V12 El V12 E1]3 ( 331)1’2
J12 1 F

(a? — 423)

2 Gi2  8Gi2l3
La déformation €33 n’est pas estimable compte tenu de I’hypothese simplificatrice con-
sistant a considérer que le probleme est bidimensionnel. En intégrant les termes de
déformation, les champs de déplacement correspondant a 1’état de déformation sont de
la forme:

F 1 1 F F
Lxy — =22 - S4+C D
uy(x1, x2) Fils (Lxy 25131)5132—1— 5 <G1213 +V12E113) 5+ Crxo + Do
F F FL
- L— 2 3 2 D
ug(z1, x2) V122E1I3( $1)$2+6E1[3$1 2E1[35131+O1£C1+ 1
avec :
Fa?
Ci+Cy =—
1+ Co $C1als

Les hypotheses simplificatrices sur ’état de contrainte empéchent de prendre en compte un
encastrement sur ’ensemble du bord 0€p; on choisit les conditions de bord u;(0,0) = 0,
u2(0,0) = 0 et Quy/0z2(0,0) = 0, le champ de déplacement est alors de la forme:

F 1 F F
u1(.’131,.’132) 2E1I3 ( xl)xl T2 + 6 (G12I3 +V12E1I3> x2
) (I1.19)
F F FL Fa
uz(z1, 72) Viz 2F 15 ( )Ty + 6L, 13 71 2F 15 = 8G1213 o

F
Le taux de courbure de la fibre moyenne est ' = A sa déflection et son champ de
143

rotation sont:
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1
93(331) = 5)(/ (2L — 331) T

(I1.20)
Us(x1) = X' (—xl — —Lzy — =

6 2

La raideur de poutre a l'effort tranchant V5, = F' est obtenue par équivalence énergétique
entre I’énergie de déformation calculée a partir du modele mécanique de poutre et I’énergie
élastique obtenue par ’élasticité tridimensionnelle:

1 1 Vg

& = _ —
2/01271261‘/ 5 GrakS

On exprime ’énergie & a l'aide de l'expression (I1.17) de la contrainte o192, la section
réduite kS intervenant dans la raideur G12kS est déterminée par identification a I’énergie

de poutre
—1

a/2
9
kS = 150 /(a2—4x§)2da:2 =—ab
—a/2

Lorsque la section est non rectangulaire, il n’est plus acceptable de prendre un état de
contrainte bidimensionnel, on doit au moins considérer un état de contrainte plan:

o(x)=o011e1 Qe +2012€1 ® ez +2013€1 ®° e3

Les contraintes de cisaillement sont tangentes aux bords libres. A titre d’exemple, une
poutre de section circulaire soumise a une force transverse, voit sa contrainte de cisaillement
s’orienter de maniere orthoradiale sur les bords de section ([133] §27). Les équations
d’équilibre élastique s’écrivent:

do11 + o1 + 8013 0012 . 8013

=0 , 0 et =0
(9.’131 81132 8:133 ©

81131 N 8:131

Les conditions de bord o117 = go.(—e1) sur 0Qp et 011 = gr.e; sur 9Ny, appliquées aux
équations d’équilibre impliquent que 'expression (I1.18) de la contrainte o1 est toujours
valable. La démarche présentée par Muskhelishvili dans [103] §137 permet de donner
une solution du probleme a 1’aide de fonctions harmoniques. Tout d’abord, on écrit les
équations d’équilibre sous la forme:

60‘12 0 <

_|_

+ al 0
— | o — Xox3 | =
D1y | O 13 223

I3

Les contraintes 015 et 013 solutions de cette équation s’écrivent a ’aide d’une fonction de
contrainte (g, z3) — ¥(xa,x3) telle que:

ov ovr F
t - _ I1.21
a12 0xs ¢ 713 Oxy I3 123 ( )

19



Chapitre 11 Milieux élancés a symétrie orthotrope

Les équations de compatibilité de St Venant peuvent étre écrites en terme de contraintes a
'aide de la loi de comportement (I1.10). En y injectant I’expression (I1.21) des contraintes
de cisaillement, on obtient les équations vérifiées par la fonction de contrainte W(xy, z3):

0 0 F G13
AgV¥)=0 VAVeh 1+2
8$2(G) ’ 8$3(G) Ig(+u13E1>
avec
0?U  Gi30°0
NV =
¢ 81’% + G12 89:%
La fonction A¢g est par conséquent de la forme:
F
AG UV=——11 + 27/13$ xr3 + C (IIQQ)
Ig Eq

On pose les changements de variables suivants:

|G
§2 = T2 ) §3 = G—B x3 =103 (H~23)
12

qui ramenent 'opérateur Ag a un simple Laplacien des variables & et £3:

0?v 9%V
c ¥(z2, 3) ¢ U(&2,83) oez + oe2
et on reformule la relation (I1.22) en fonction de ces variables:

_F Gz &
Ag\I}— Ig (1+2 13 El) 19 +C (1124)

La fonction de contrainte W est donc la somme d’une fonction harmonique (&2, £3) et de
la solution particuliere qui incombe au second membre de (I11.24):

U(2,&3) = 2};3 (1 + 2v13 %13) % <¢(§2,§3) + %5%53 + %fg’) + %(53 +&3)
avec
—+ o0
¢(§2, 53) = Z (An COS(pn§2) + Bn Sin<pn£2)) (Cn COSh(Qn&’)) + Dn Sinh<qn§3))
n=0
et p> —¢? =0.

L’expression (I1.21) permet de déterminer I’expression des contraintes de cisaillement:

F G 0
O1g = —— <1+2 13£) ( w(932,19933)+§2 + 9z )+019933

4[3 E1 8333
F Gis\ (1 0
- 14+2 9
013 5T, < + 2v13 E1) (19(9 2(332, x3) + xox3 | + C a2

La constante C caractérise un couple de torsion appliqué aux extrémités du milieu, dans
le cas présent C' = 0. On peut facilement montrer en appliquant la condition de bord
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libre 012 TLQ(I‘Q, 1‘3) + o013 ng(afg, 1‘3) = 0 avec n($2,$3> = ng(l‘g, 1’3)62 + ng(l‘g, 1’3)63 le
vecteur de normale extérieure sur 9€);,¢, que la fonction harmonique 1 vérifie un probleme
de Neumann sur le contour de la section . dans le systeme de coordonnées (&3, €3):

o o o _
/8y(9—ngds_/ <8—§2 n2(§2,f3)+¥"3(52,§3)) ds =0

Pour la résolution de ce probleme, le lecteur peut par exemple se reporter a [102]. Les
termes de déformation s’obtiennent par la loi de comportement élastique (I11.10):

F F o
1= —— (L — €oo = — I — Caq = — I_
11 By I ( 331) T2, Co2 = Vi By 1 ( l’l) To , €33 = — V13— Bils ( 3;1) To
G13 o s o s
€12 = — 14 2v 22— 9 9
12 Gl < + 2013 —— i3 ) < . (w2, Vx3) + x5 + ¥ s
G13 1 0y
€13 = 142 9
1 4G1315 ( T A3 Fy ) (19 0o (x2,Vx3) + x23
(I1.25)

La section réduite kS du milieu est déterminée par équivalence énergétique:

— 1 G13 81p ) 2 -
kS = [/y (8]3 (1 + 2v13—— B, ) ( B —(z,9x3) + 22 + 9’z dzodas

L’effort tranchant s’exprime & partir de la distorsion de section droite I';5 ou du taux de
courbure X' = F/(FE113):

‘/2 =F= Glgks Flg = Elfg X/ (II26)

s Poutre encastrée mise en flexion par une fleche imposée

On reprend le cas de la poutre de section rectangulaire. Cette fois, au lieu d’imposer une
force répartie sur l'extrémité 27, on impose une fleche ug(x1 = L2y = 0,25 = 0) = U).
A la force appliquée F dans Iexpression du champ de déplacement donnée en (I1.19) est
substitué le taux de courbure Y’:

1 1/ E
uy (w1, 2) = X’ <2(2L—x1)w1x2+ ( ! +V12> x%)

G2
1 1 1 1a?F,
uz(:vl,a:g) — X, <_§y12(L — :L'l)a:% + 61‘? — 5 :)3% — § G12 :L'l)

La condition de fleche imposée en x = (L, 0,0) permet de déterminer le taux de courbure

f_ 3Uo _ 3Uo (I1.27)

X =
L (L% + 3a2k, L(r2+ 3? Iy
( 8 G ) 4 GrokS
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A titre comparatif, on résout le méme probleme a partir de la théorie des poutres:

d?U,  dbs
Glgks <d—:13% - d—.’ljl) =0

G12kS (@ — 93) + Fq15

d:l)l

d26s3
dz?

T Lp? o T3
2L T ks ™t

avec le taux de courbure:
/ 3 UO

X —
Bl
(12
( +3G12k5)

(11.28)

Le taux de courbure donné ici est différent de I'expression (I1.27) et ce principalement &
cause des prises en compte de la condition d’encastrement qui ne sont pas équivalentes.
Dans I'une, ’encastrement n’a lieu qu’en un point de la section alors que dans 'autre, la
section entiere est encastrée.

I1.2.4 Milieu cisaillé par torsion

Le milieu  est soumis a des couples de torsion opposés a ses extrémités si bien que les
torseurs des efforts en 0Q¢ et 0, sont respectivement {0 | — Mye;} et {0O|Mye;}. Les
distributions de forces correspondantes sont:

My M,

go(x) = I, (—z3ex+a2e3) , gr(x)= I—lo (—x3€2 + x2€3) (I1.29)

[’état de contrainte est de la forme:
o = 2012€1 ®° ey + 2013e1 R° e3
La théorie de St Venant pose un champ de déplacement de la forme:
uy = X Y(w2, 13) U = —XT1T3 U3 = XT1T2 (I1.30)
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ou x est la courbure du milieu et ¥ (z2, x3) la fonction de gauchissement. Les termes non
nuls du tenseur de déformation sont:

1 o 1 oY
€12 = 5X (—333 + 8—1'2) €13 = 5X (372 + 8—333> (I1.31)

et les contraintes correspondantes sont:

0 0
o12 = Gia2X <—563 + a—;[;) o13 = Gi3X (332 + 8—;2)

En introduisant ces deux expressions dans les équations d’équilibre et en faisant appel au
changement de variables (I1.23), la fonction de gauchissement vérifie:

Aep(&2,83) =0

La condition de bord libre sur 0, implique que la fonction de gauchissement (&2, &3)
vérifie un probleme de Neumann:

o o O _
/85” ong ds = /85” (8—52 n2(§2,83) + 8—53”3(52753)) ds =0

Voir par exemple [102] pour la résolution de ce probleme. Etant donnée la distribution de
forces (I1.29) aux extrémités du milieu €2, le bilan de moment conduit & la relation suivante
entre le couple de torsion M; = Mj et la courbure x:

o o

My = | (G313 + G121 G — -G — | dxaod I1.32

1 {( 1343 + G2 2) +/§”< 13932(%3 1233383:2) 2 933} X ( )

Lorsque la section est circulaire, on a directement M; = (G13l3 + G1212) X, on introduit
alors des facteurs de correction a; et ay dans I'expression (I1.32):

My = (Gi2az2ls + Gizasls) x (I1.33)

II.3 Commentaires sur les méthodes asymp-
totiques

Les méthodes asymptotiques appliquées aux probléemes physiques reposent sur la dis-
parité des ordres de grandeur des différents termes d’équations d’équilibre ou équations
de bilan. Ces termes caractérisent des comportements physiques différents qui se pro-
duisent a différentes échelles, certains prédominant sur d’autres. Ces méthodes ont par
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exemple permis a Prandtl de développer le modele de couche limite dans un écoulement
fluide en contact avec un solide. En l'occurrence, le modele repose sur le fait que les
termes de viscosité sont prépondérants au voisinage du solide et négligeables au loin. En
mécanique des matériaux hétérogenes, ces techniques permettent d’identifier le comporte-
ment mécanique prépondérant que l'on qualifie de macroscopique et celui lié a la mi-
crostructure du matériau. L’utilisation des méthodes asymptotiques dédiées a I’homogé-
néisation des matériaux hétérogenes fut largement développée par les travaux de Sanchez-
Hubert et Sanchez-Palencia [114]. Caillerie [25] les a mises en ceuvre pour 1'étude du
comportement asymptotique homogene de plaques périodiques dans leur plan (périodicité
bidimensionnelle). Kolpakov [80] et plus récemment Buannic [21] et Buannic et Cartraud
[23] ont appliqué des méthodes asymptotiques dans le cadre de ’homogénéisation de mi-
lieux a périodicité unidimensionnelle.

Pour dégager les différentes échelles des phénomenes physiques ayant lieu dans un milieu,
il est souhaitable de déterminer l'ordre de grandeur de tous les parametres du modele
physique, puis adimensionner les équations d’équilibre afin de faire apparaitre les ordres
de grandeur relatifs des différents termes. La méthode d’adimensionnement consiste a
écrire les parametres physiques comme le produit d’une grandeur physique constante car-
actérisant leur ordre de grandeur par une fonction adimensionnelle dont "amplitude des
variations est de ’ordre de I'unité. Ainsi pour un tenseur T d’ordre quelconque et d’ordre
de grandeur 7', ’adimensionnement s’écrit:

T=T X7 avec T =0(1)

Par la suite, les grandeurs adimensionnées sont marquées d’'un surlignage "7”’. Cette
procédure permet de réécrire les équations sous forme adimensionnelle avec des coefhi-
cients sans dimension faisant apparaitre 'ordre de grandeur des différents termes. On
peut citer les tres connus nombres de Reynolds, de Froude ou de Biot issus du domaine de
la mécanique des fluide et de la thermodynamique du XIX° siecle. Toute la modélisation
physique repose sur 'ordre de grandeur relatif des différents termes du probleme. Les
études asymptotiques [23], [25] et [80] citées plus haut dans cette section posent le probleme
de facon différente. Au lieu d’adimensionner les équations, les ordres de grandeur des
forces appliquées a la surface du milieu et des densités de forces sont directement fixés.
Les contraintes étant directement liées a ces forces par les équations d’équilibre et les
conditions aux limites, on en déduit la forme du développement asymptotique des ter-
mes de contraintes puis des termes de déformation a 1’aide de la loi de comportement et
finalement du champ de déplacement. Auriault présente dans [6] et [7] des études asymp-
totiques du comportement mécanique de matériaux a hétérogénéité périodique reposant
sur ’adimensionnement des équations d’équilibre mécanique. Comme le montre I'auteur,
I’approche par adimensionnement permet de déterminer quelles sont les conditions que
doivent vérifier les ordres de grandeur des parametres physiques d’un probleme pour qu’il
soit homogénéisable.

La dimension du milieu et de la cellule sont données par celles des parallélépipedes
circonscrits P(£2) et P(C) définis en II.1. La cellule périodique est supposée d’épaisseur

faible devant la longueur du milieu, i.e. h < H. Lorsqu’on modélise un batiment par
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une structure périodique, cela revient a supposer qu'un étage est de petite taille devant la
hauteur totale du batiment ou encore que le batiment comporte un grand nombre d’étages.
On introduit le nombre sans dimension ¢ = h/H < 1 qui caractérise le rapport d’échelle
longitudinal entre la cellule C et le milieu €2. C’est ce petit parametre € qui permet dans
la suite de cet exposé de mettre en lumiere ’aspect multi-échelle du probleme.

Les variations du champ de déplacement ont un ordre de grandeur U tres petit devant la
longueur h de maniere a ce que I’hypothese des petites déformations soit valable aux échelles
locale et macroscopique. L’ordre de grandeur des déformations a 1’échelle macroscopique
est U/H. Le tenseur de rigidité a(x) a un ordre de grandeur ag qui doit caractériser au
mieux 'ordre de grandeur de I’ensemble des variations des termes de ce champ tensoriel.
Un moyen d’estimer ag peut étre d’utiliser une norme. Les composantes du champ a(x)
étant des fonctions bornées sur le domaine C et a(x) étant un tenseur symétrique, on
peut composer la norme ||.||2 de la représentation matricielle de Mandel du tenseur avec la
norme ||.|| 2y de I'espace L?(C). On énonce adimensionnement des grandeurs physiques
inconnues du probleme:

u=Unu

_ U

e(u) = 4 e() (I1.34)
_ = _ wU

O =000 = T o

Les champs de déplacement, déformation et contrainte sont recherchés sous forme de
développements asymptotiques en puissance de e:

a=u? +eal +2a® +o(e?)

em) =e V@) + eV (@) +2e? ) + o(?) (11.35)

=0 +e7V + 253 4 o(e?)
Cette méthode dite des échelles multiples pose la décomposition multi-échelle du probleme.
Bien évidemment, la contrainte adimensionnelle & s’exprime en fonction de la déformation
e(u) grace a la loi de comportement du milieu, en l'occurrence la loi de Hooke et la
déformation s’exprime elle-méme en fonction du champ de déplacement adimensionnel

u. Les champs tensoriels €™ et ™ sont symétriques et les champs a™ sont de carré
intégrable. La procédure d’homogénéisation consiste dans les étapes suivantes:

(1) Ecrire les problemes mécaniques aux différents ordres de grandeurs. Le probleme
P,, a lordre ™, n > —1 a pour solution le champ de déplacement T pour un champ
a1 donné.

(2) Localiser le probleme, c¢’est-a-dire exprimer les champs u™ en fonction du champ

macroscopique a©).

(3) Application d'un opérateur de moyenne pour obtenir les propriétés effectives du
milieu équivalent.

La direction longitudinale ey est caractérisée par deux échelles: 1’échelle du milieu qu’on a
appelée échelle macroscopique caractérisée par la longueur H du milieu dans cette direc-
tion, i.e. longueur suivant e; du parallélépipede P(£2), et I’échelle de la cellule périodique
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C ou encore échelle locale caractérisée par la longueur h, i.e. longueur suivant e; du par-
allélépipede P(C). On définit deux coordonnées adimensionnelles de position longitudinale
pour décrire la physique du probleme & chaque échelle. La variable Y dite coordonnée
lente varie peu a I’échelle d’une période et décrit les phénomenes propres a 1’échelle macro-
scopique:

x1

Y= 7 variable lente (échelle macroscopique) (11.36)
La variable Z; dite coordonnée rapide permet la description des phénomenes a 1’échelle

des cellules périodiques:

1
Z1 = E% variable rapide (échelle locale) (I1.37)

Plusieurs situations sont possibles pour la représentation des variations transverses des
propriétés physiques du milieu. Celle étudiée par Buannic et Cartraud dans [23] correspond
a un milieu dont les variations transverses sont de I'ordre de grandeur de la période, i.e.
faibles devant la longueur H du milieu et dont les dimensions transverses sont faibles devant
cette méme dimension. On va reprendre et commenter les raisonnements des auteurs qui
donnent un parfait exemple d’application des méthodes asymptotiques pour les milieux
a périodicité unidimensionnelle. On commence donc par énoncer I’adimensionnement des
variables d’espace transverses correspondant a la modélisation asymptotique adoptée.

Un milieu dont la morphologie a des variations transverses rapides en comparaison des
variations longitudinales implique I’adimensionnement suivant:

Za = —— avec a € {2, 3} (I1.38)
£

La méthode asymptotique mise en ccuvre est celle des échelles multiples, le champ de
déplacement est cherché sous la forme d’un développement asymptotique en puissances du
petit parametre e:

a=u(Y,%,%) +caV(Y1,71, %2, 73) + 202 (Y1, 21, %2, Z3) + 0(e?)

Le tenseur de rigidité adimensionnel caractérise la morphologie de la cellule et est par
conséquent indépendant de la variable macroscopique Y:

a(x) = apa(z1,%2,%3) (11.39)
Les dérivées partielles par rapport aux variables spatiales s’écrivent
o U /[0 L 1 0
6331 B H 8?1 € 621
0 U1l 0

%:Ega aveca€{2,3}

(I1.40)

26



Chapitre 11 Commentaires sur les méthodes asymptotiques

La divergence d'un tenseur adimensionnel T(Y1,z) € T5(R) s’écrit:

LTy | O _y

Comme le font remarquer Buannic et Cartraud, le modele homogénéisé va dépendre de
l'ordre de I'intensité des forces appliquées. Caillerie explique dans [25] que si toutes les com-
posantes des forces extérieures sont prises aux mémes ordres de grandeur, certaines forces
ou moment internes seront écartés du comportement macroscopique du milieu. Comme il
le fait remarquer, il est plus ”aisé” de faire fléchir une plaque en lui appliquant une force
normale a son plan plutot que des moments sur ses bords. Il faut prendre des distributions
de force similaires a celles de [22] aux extrémités 0Q2_ et 924 dont I'ordre de grandeur est:

g_(x) = oo (sggl_) (Z2,73) + 272 (52,23)) a=23

g+(x) = 00 (91} (22.%) + 290, (32 7) ) a=2.3

Les conditions de bord aux extrémités fixent la valeur du vecteur contrainte T(x) =
o(x)n(x) = g+ (x) pour tout x € Iy et se développent en puissance de e:

|
—

o011(Y1 = ii,fz,gs) = 6?52(52753)
(IL.41)

71a(Y1 = 4—‘5,?2,53) = ¢? §§12j)[(?2,§3)

Comme on I’a rappelé plus haut, cette différence d’ordre de grandeur entre les composantes
des forces de surface g_ et g est nécessaire pour que I’ensemble des déformations soient
observables a 1’échelle macroscopique. Pour ce type de chargement, Trabucho et Viano
[137] montrent que le développement asymptotique du champ de déplacement est de la
forme:

u :ﬁéo) (?1) ey + ﬁéo) (Yl) €3
=+ &Tﬁ(l)(?l,?l,gg,?g) + 62 ﬁ(z) (?1,51,52,53) + 0(62)

A T’échelle macroscopique, les variations de I'ordre de grandeur de la période ne sont plus
observables. Il ne reste par conséquent que les variations longitudinales caractérisées par
la variable Y. D’un certain point de vue, on peut dire que pour cette modélisation
asymptotique, la représentation équivalente du milieu se réduit a sa fibre neutre.

LaI _

i
<

(b)

N

I—I >

A

H

Figure II.4  (a) Description locale tridimensionnelle — (b) A I’échelle macroscopique, la
seule dimension non négligeable est la longueur H du milieu qui se réduit a sa fibre neutre.
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L’absence de composante longitudinale a ’ordre 1 traduit le fait que les déplacements de
fleche sont d’un ordre de grandeur supérieur a ceux d’élongation. Les variations transverses
suivant zo et z3 étant de I'ordre de grandeur h de la période, elles deviennent négligeables
a I’échelle macroscopique dont 'ordre de grandeur est la longueur H du milieu.

La premiere étape du processus d’homogénéisation consiste a localiser I’état macroscopique,
c’est-a-dire a exprimer le champ de déplacement aux ordres €™ pour n > 0 en fonction
de T®. A cette fin, on va résoudre successivement les problémes P, pour une cellule
périodique C donnée. Cette résolution itérative démarre au probleme P_; qui s’énonce de
la maniere suivante:

oo _

oz,

(P1) Ez('j) = Tijn é( ) (H(O),ﬂ(1)>

alt )(21,22,23) =1\ (Z) + h, %, %3) VZ, € OC_
_( ) =0 sur 0Co

D’aprés (I1.41) et les conditions de bord libres, le tenseur de contrainte () est nul et le
tenseur de déformation & lordre e° est @) = grads(u®) + gradg; (u(®) = 0 avec grad:
le gradient symétrisé usuel pour les variables spatiales Z; et:

0 1 d_ —(0) 1 d —(O)
grad%1 (u(o)) — %d71_(0) 0 O (11.42)
—(0)
5dy Ty 0 0

ou d71 signifie la dérivée par rapport & Y;. Le champ de déplacement ") solution du
probleme (P_1) s’écrit comme un mouvement de corps rigide de section droite:

ﬁ(l) = ﬁ(l)(Vl) + (,0(1)(?1) (52 €3 — 53 62) — Ea d?1ﬂg)) (S31

ott UM (Y) est un mouvement de centre de masse de section dont U T est 1 élongation du
milieu & son ordre prédominant, (M (Y1), dy ( ) et d+ ué ) sont des rotations de section
droite. On considere maintenant le probleme a 1 ordre €% = 1:

o7,
(%j
(Po) Egj) = Qijki é( ) (ﬂm,ﬂ@))

_( )(21,22,23) = UEC )(2’1 + h 22,Z3> Vzk e 0C_

_() ;=0 sur 9Cy
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Les contraintes 71, étant de 'ordre €2 et la contrainte axiale 1; étant indépendante de
Y1, on a de fagon similaire au probléeme (P_1), le tenseur de déformation a l’ordre e qui

est € = gradi(u®) + gradj; (uV) avec:
dy UV (V1) = 2o d2 0 Sym
grad‘g?l(u(l)) =| -5 <23d— M (Y1) + d— (1)> 0 (I1.43)
2 (%d?l@( (V1) - dy _(1)> o0

Ce gradient étant dépendant des variables (Z,Z3), le champ solution n’est plus un mou-
vement de section droite comme & 1'ordre précédent. Le champ T?) solution du probleme
(Po) fait intervenir des opérateurs de localisation Ag,,, A,,, A, et A, qui s’appliquent

. . ) : . o —=(1) &>
respectivement a la déformation d’extension longitudinale Ey; = dy U § )(Yl), aux cour-

bures de flexion x, = d2 8) et au taux angulaire de torsion y; = dylgo(l)(?l):

ﬁ(z) (?1,2) :U(z) (Yl) —+ (p(2) (?1) (EQ €3 — Z3 82) + Za dylﬂg) e
77(1) - _ _
+Ap, (@) dy Uy (Y1) + Ay, (@) dy ¢V (V1) + Ay (2) 3 )

Les opérateurs de localisation sont & valeurs dans R3. Le tenseur des contraintes & 1’ordre

€ s’obtient par la loi de Hooke:
e)(V,,2) =a(z) e V(V,.2)
= _(1) X _ (1) — _ 2 _(0) (II44)

=Kpg, (2)dy Uy (Y1) + Ky, (Z) dy 0 (Y1) + Ky, (Z) A T,

avec les opérateurs de localisation de la contrainte & valeur dans T35 (R):
N ¢ _
(Kp, i (2) = @i (2) + Aija (2) 7= { A, 31 (2)
(K., }i5(2) = @ij13(2) 22 — @iji2(z )2‘3 +aijn(z ) o7, A bk(2)

{Ky. }ij(Z) = —@i511(Z) + @ijr(Z ) o7, {Ay. 1i(Z)

Buannic et Cartraud [23] menent la résolution du probleme aux deux ordres suivants
de manitre similaire. Ils obtiennent alors des expressions du déplacement u'® et de la

contrainte ©? faisant intervenir les variables cinématiques macroscopiques dle 1 (Yl),
di ) et dylgo(l)(?l) et celles a 'ordre suivant. Les forces et moments de réduction,

i.e. Veffort normal Vi, les efforts tranchants V,, le couple de torsion M, et les moments
fléchissants M, sont calculés par 'opération de moyenne:

<'>C = / . dzZ1dZodZ3
C
V= <511 >C ) Vo= <610‘>c (I1.45)

M1=<§2513—§3512>C ; M2=<53511>C ; M3=<—52511>C
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et leurs équations d’équilibre s’obtiennent par ’application de cet opérateur a la forme
faible des équations d’équilibre mécanique pour des fonctions tests dépendant de Y; (équa-
tions d’équilibres des forces V;) et de la forme C, Z, (équations faisant intervenir les mo-
ments M;).

(1)

Les auteurs montrent que l'effort tranchant V, est d’ordre €2, i.e. V,,” = 0. Ce résultat
est une conséquence directe de la modélisation asymptotique adoptée, a savoir le choix de
variations transverses dont ’ordre de grandeur est celui de la période.

A Dordre e, la force V; et les moments M; s’expriment linéairement en fonction des
4 grandeurs cinématiques macroscopiques qui caractérisent la cinématique d’une poutre
mince de type Euler-Bernoulli. Les efforts tranchants V, se déduisent des moments
fléchissants M, a travers les équations d’équilibre qui les relient. La loi de comporte-
ment reliant Ieffort tranchant V, au mouvement macroscopique de déflection doit étre
cherchée aux ordres supérieurs.

La matrice de raideur [K;| exprime la modélisation du comportement macroscopique du
milieu par un modele de poutre de type Fuler-Bernoulli.

Vi U(ll)((zls
M, e (Y _
| =0 | e | = 16)
M 2 —(0)
3 d?1u3

On définit l'opérateur de localisation K(z):

K@)t ={Ken iy {KEk)} iz = {Kx b
K@) bijs = {Kyo big {K(Zk) bija = {Kys }ij

Les termes de la matrice de comportement sont directement obtenus par application de
I'opérateur de moyenne aux opérateurs de localisation de contrainte:

[Kilig = ({K(Zk) 11 )

[Kplag = (Z2 {K(Zk) }13¢ — Z3 {K(Zk) }134 )
[Kilsq = (Z3 {K(Zx) }11q )

[Kplag = ( — Z2 {K(Zt) 114 )¢

Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia ont montré pour des poutres hétérogenes dans leur
direction transverse (milieu prismatique hétérogene) que la matrice [Kj| est symétrique
définie positive. On peut supposer que pour un milieu a périodicité unidimensionnelle,
il en va de méme dans la mesure ou cette matrice de comportement définit 1’énergie de
déformation macroscopique:

1
1 _ _
Elgh = 'aUH 3 / S Ky SdY,
0
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On remarquera en outre que le modele mécanique de poutre (méme dans le cas de la

théorie de Timoshenko) ne rend a priori pas compte du comportement macroscopique

=(1) —(1) ()

d’une maniere exhaustive. Les contraintes 045, 035 €t 055 peuvent suivant la morphologie

du milieu ne pas étre nulles en moyenne, 1’énergie de deformatlon & 55])3 peut donc largement
sous-estimer I’énergie de déformation macroscopique (énergie & I'ordre £2) totale:

1 o _
@ﬁ(l) :€4CL0U2H§/<E(1) . e(1)>c dy, > g(El')B

La contrainte o) est donnée par l’expression (I1.44), la déformation e gécrit:

eV = gradi(Ap,,)(@) dy, U} (V1) + gradi(A,,)(@) d2 a0 (V1)
+ (gradz(A,,)(Z) + Z2e1 ®° e3 —Z3e1 ®° e2) dvlw(l)(?l)

Si bien que

W) = 4q U H - /KE : gradi(Ap,) (dy U")?

+ KXl : (gradE(Axl)(z) + Z2e1 ® es3 —z3e; ®S eg> (dylgp(l))2
. S 2 —(0)\2
+K,, :gradZ(A,,) (dvlugé))

+ (KEll : (gradg(AXJ + 22 €1 ®S €3 — z3 €1 ®S e2>

77(1)

+K,y,  gradi(Ag,,)) dg, U, dy o)

K

+ <KE11 : grad%(AXa) + KXa : gradg(AEn)) d_ U(l) di/lﬂg))
+(

: gradz(A,,)

X1
+ Ky, @ (gradz(Ay,) +Z2e1 ®° e3 —Z3€1 ®° ez)) d2 (O)d oM

+ (K, : gradi(Ay,) + Ky, © gradi(Ay,)) d2 @) d2 —<0> ) d?l

On peut a priori penser que les termes de raideur de la matrice [Kj| déterminée par la
relation (I1.46) doivent faire I'objet de facteurs correctifs destinés a prendre en compte
la totalité de 1’énergie de déformation élastique & (), La méthode numérique présentée
dans le chapitre III prend en compte l'intégralité de 1’énergie de déformation a 1’échelle,
approchant ainsi au mieux les raideurs effectives de la matrice [Kp).

Les aspects limitatifs de la théorie des poutres vis-a-vis de la modélisation de tels milieux
est qu’elle est construite pour des milieux curvilignes. Or, les termes de couplage de la
matrice [Kp] trouvent leur origine physique dans une combinaison entre ’anisotropie des
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matériaux constituant le milieu et 'asymétrie de la distribution des hétérogénéités et en
particulier la variation longitudinale de de I’asymétrie transverse que les milieux curvilignes
ne sont pas en mesure de représenter. Le couplage intervient dans le modele mathématique
au niveau des opérateurs de localisation Ag,,(z), Ay, (Z), A,,(Z) et Ay, (Z) qui dépendent
entierement du tenseur de rigidité a(z) qui définit la morphologie du milieu.

Les hypotheses (I1.38) sont physiquement cohérentes avec un milieu a périodicité unidi-
mensionnelle élancé. Ce qui est le cas par exemple de structures périodiques telles que les
antennes de satellites développées dans l'industrie aérospatiale ou encore de constructions
élancées comme certaines cheminées d’usine. Cependant pour la plupart des batiments
multi étagés qui font 1'objet de la premiere partie de ce mémoire de these, I’hypothese
(I1.38) n’est pas clairement valable. Hans [66] et Boutin et Hans [19] montrent d’ailleurs
par des approches asymptotiques conjuguées a ’auscultation in situ de batiments réels que
de nombreuses structures de génie civil multi-étagées ont un comportement mécanique du
type poutre de Timoshenko.

On peut envisager différentes alternatives a 1’hypothese (I1.38). On peut par exemple
considérer un milieu a périodicité unidimensionnelle dont 'ordre de grandeur des variations
et des dimensions transverses est grand devant la période h. Les dimensions transverses
de la cellule sont notées L, et les dimensions des hétérogénéités sont notées 9;.

Un milieu dont la morphologie a des variations transverses ”lentes” en comparaison
des variations longitudinales implique:

5~ h < H, 8y~ Loy~ H
v T avec o € {2, 3} (11.47)

“ H

Pour un tel milieu, la contrainte adimensionnelle o vérifie des équations d’équilibre qui
découplent totalement les variations longitudinales des variations transverses:

+ =4 =0
az1 8Y]

1 0oy 07 ; j
g

Le comportement macroscopique obtenu par homogénéisation donne un milieu équivalent
dont les fibres longitudinales sont indépendantes, i.e. elles glissent librement les unes sur
les autres. Les propriétés du milieu équivalent sont obtenues par une moyenne longitudi-
nale sur chaque fibre. Une des caractéristiques de cette modélisation est que si la fibre
rencontre un pore sa contribution au comportement mécanique du milieu est nulle. Cette
modélisation convient a des milieux constitués de cellules ”tres plates” dont la morphologie
varie peu dans la direction transverse comme représenté sur la Figure I11.5.

32



Chapitre 11 Commentaires sur les méthodes asymptotiques

Figure I1.5 Milieu périodique a cellules "plates” dont la morphologie a des variations
transverses faibles — Hypothése (11.47)

Les propriétés équivalentes étant déterminées par une moyenne sur chaque fibre indépen-
damment, on concoit immédiatement que ce type de modélisation est inadapté a un mi-
lieu fortement hétérogene ou ayant une distribution de porosité uniforme (Figure I1.6).
L’utilisation d’une telle modélisation pour un immeuble reviendrait a supprimer les planch-
ers pour ne garder que les murs sans fenétres !

A xl
|
>
() (a)
U
: LM
! ' (b)

Figure I1.6 (a) Milieu périodique — (b) Milieu équivalent.

Si on considere cette fois un milieu dont les hétérogénéités sont petites devant toutes
les dimensions de la cellule, on définit une double échelle dans toutes les directions de
I’espace. Cette configuration permet une homogénéisation tridimensionnelle, c’est-a-dire
que le milieu continu équivalent déterminé a partir d’une cellule du milieu peut étre utilisé
pour construire le modele de poutre équivalent.

0; < H, L,
> T _ oy (II.48)
1—E ) Zz—z

Cependant, comme le montrent Sankar et Marrey [117], lorsque les dimensions des hétéro-
généités ne sont plus faibles devant celles de la cellule le milieu tridimensionnel équivalent
ne permet plus de construire le modele de poutre équivalent. Lorsque les ordres de grandeur

du probleme vérifient:
0; ~h, Lo, < H (11.49)

on est dans le cadre des hypotheses (11.36), (I1.37) et (I1.38). On a une double échelle pour
décrire les variations longitudinales et une simple échelle pour chaque direction transverse.
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Certains milieux périodiques ont des profils de poutre épaisse:

Si~h, = ~e/2 Lo~H (I1.50)

)
H
Les fibres ne sont cependant pas indépendantes comme en (11.47).

Du point de vue asymptotique, le cas des batiment est assez particulier. Les différentes
échelles intervenant dans la constitution d’'un batiment sont par ordre de grandeur crois-
sant:

= (1) Echelle des hétérogénéités du béton

= (2) Epaisseur des murs et du plancher, échelle des ferraillages
» (3) Hauteur d’un étage

» (4) Hauteur du batiment

Suivant I’architecture adoptée, la dimension des salles varie entre les échelles (3) et (4). Les
structures de génie civil sont donc généralement des milieux tres creux dont la morphologie
a des variations transverses ponctuelles au niveau des murs. A ’échelle (3), les planchers
sont homogenes dans les directions transverses, la morphologie du milieu est donc discrete
dans toutes directions de ’espace. Ces remarques sont d’ailleurs valables pour la plupart
des structures périodiques.

Il s’agit d’une situation intermédiaire entre (I1.49) et (I1.47) sans étre non plus représen-
table par 'hypothese (I1.50). Les contraintes de cisaillement de membrane dans les murs
cisaillés entre deux planchers ne sont pas d’un ordre inférieur aux contraintes de mem-
brane axiales, ce que I'on peut vérifier dans les résultats de simulation des Table VIII.2
et Table I11.13. Ceux-ci sont obtenus pour une modélisation a ’échelle (3), les murs
et les planchers étant représentés par des plaques homogenes. Etant donné 'ordre de
grandeur des contraintes de cisaillement de membrane des murs, la poutre macroscopique-
ment équivalente au batiment est décrite a l'aide de la théorie de Timoshenko faisant
intervenir 6 déformations macroscopiques. Le batiment étudié en III.5 est volontaire-
ment choisi avec une symétrie orthotrope afin d’éviter les couplages entre les déformations
macroscopiques de poutre car un des objectifs de la seconde partie de ce document est
de caractériser les couplages introduits par le comportement mécanique du sol. La sec-
tion suivante donne les résultats généraux sur le comportement des milieux prismatiques
homogenes élastiques a symétrie orthotrope permettant de caractériser le comportement
macroscopique du batiment.
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II.4 Homogénéisation de milieux a périodicité
unidirectionnelle

Comme on I’a rappelé dans les chapitres précédents, lorsqu’un milieu est hétérogene,

on peut en se placant a une échelle grande devant la dimension de ces dernieres, observer
un comportement homogene du milieu. Le volume élémentaire de référence (VER) est
alors défini comme étant le plus petit volume d’échantillonnage du milieu pour lequel
ce comportement macroscopique est observable. C’est donc le VER qui fait I'objet des
méthodologies d’homogénéisation. L’approche a mettre en ceuvre differe suivant 1’infor-
mation que 1'on possede sur la microstructure du milieu: matériaux constituants, géo-
métrie, interfaces, etc.
On considere le cas d'un VER de microstructure quelconque que ’on notera €2, il est
constitué de matériaux a comportement élastique linéaire et est sollicité en petites défor-
mations. Apprécier le comportement global apparent du VER nécessite de connaitre sa
réponse mécanique pour divers types de sollicitations. On peut par exemple appliquer
une contrainte homogene X sur les bords de €2 dont le champ de déplacement vérifie le
probleme suivant:

Jmmm o) o

3
21 9 =2 el - amad'(w
w <! —>

H@ I% ™M
w< Q f —> =

THWIH

(IL51)

La contrainte macroscopique est la moyenne de la contrainte sur le VER 2. On montre
aisément (voir par exemple [146]) que dans le cas du probleme (I1.51), elle est égale a la
contrainte homogene 3 imposée sur le bord:

x)dx =X
o

Le volume du domaine € est noté |Q2|. Une fois la solution u(x) du probleme (II.51)
déterminée, on connait le champ de déformation €(u)(x) dans € en fonction de X. Cette

étape de localisation étant effectuée, on calcule le champ de déformation moyen sur le
VER:

dX—E B =B X
|Q|/ (=)
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L’opérateur linéaire B.g est le tenseur de souplesse (ou compliance) effectif du milieu
macroscopique. Pour un échantillon réel d’un matériau hétérogene, ce type d’essai corre-
spond & un essai triaxial. Au lieu d’imposer la contrainte sur le bord du VER, on peut lui
imposer une déformation homogene E en imposant sur son bord le champ de déplacement
u(x) =Ex:

Wmmw o

‘ |ﬁ' o = a(x)e(u)(x)
| lel Ié _
Rl |%: |t|11 u(x) = Ex sur le bord 99
El ﬁ| ‘ |ﬁ'

= WU ~

Cette fois-ci, c’est la déformation moyenne qui est égale a la déformation homogene E:

x)dx =
e

La localisation du probleme d’homogénéisation est donnée par la solution u(x) de (I11.52).
Celle-ci dépend linéairement de E. Le champ de contrainte o = a(x)e(u)(x) dépend donc
linéairement de E. On peut donc relier la contrainte moyenne ¥ a la déformation E a
I’aide du tenseur de rigidité effectif A.g du milieu macroscopique:

x)dx=3X=AE
a1 o

Lorsque le matériau a une microstructure périodique, I’ensemble de l'information sur les
propriétés du milieu est contenu dans n’importe quel échantillon dont les dimensions sont
celles d'une période. C’est pour cette raison que pour homogénéiser un milieu périodique,
on choisit comme VER un domaine €2 ayant la dimension d’une période. La réalisation d’un
test mécanique réel sur une période du milieu est en général difficilement réalisable, cepen-
dant la composition de la période est générale relativement bien connue dans la mesure
ou elle est observable et est souvent le produit d’un processus de fabrication industriel, on
peut par conséquent substituer au test réel un calcul analytique ou numérique.
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-- VER

Figure I1.7 Le VER d’un milieu périodique est donné par sa période.

Un domaine 2 contenant un grand nombre de périodes (ou cellules) C et soumis & un
chargement sur ses bords voit son champ de déplacement en un point x étre la somme
d’un champ de déplacement macroscopique U,s(x) = Ex issu d’un état de déformation
homogene, et d’'un champ de déplacement périodique upe,(x) (voir par exemple [94]). Cette
décomposition est asymptotiquement valable pour des cellules suffisamment loin des bords
du milieu périodique. L’état de déformation macroscopique E peut étre imposé au milieu
) de maniére similaire au probleme (I1.52). De part la périodicité du milieu, ’étape de
localisation dans le processus d’homogénéisation se ramene a un probleme périodique sur
une cellule C:

périodicité du déplacement f‘E'

diV(O’) +fg=0

frp =div(a(x)E)

o(x) = a(x) grad® (uper) (%)
Uper (x) périodique sur OC

N

(11.53)

Quawadedap

np @21poud
périodicité du
déplacement

périodicité du déplacement

Le champ de déplacement périodique solution dépend linéairement du champ de défor-
mation homogene macroscopique E si bien que le champ de déplacement dans le milieu
s’écrit: u(x) = Ex + upe(E)(x). A partir de cette relation, on en déduit le champ de
contrainte o = a (E + grad®(upe;)(E)) en fonction de E, on le moyenne et on récupere le
tenseur de rigidité effectif A.g du milieu.

|%l/Ccr(x)dx:E:AeffE

La résolution de ce probleme par la méthode des éléments finis peut étre menée par
différentes approches. Gusev [65] a par exemple développé un code basé sur des éléments de
volume tétraédriques dotés de degrés de liberté permettant d’incrémenter la déformation
des éléments par une déformation homogene. Ce code est combiné a un solveur permettant
d’obtenir le champ de déplacement périodique uper par un algorithme qui a partir d'un
état de déformation homogene cherche de maniere itérative la perturbation périodique
du champ de déplacement nodal minimisant ’énergie libre d’une cellule périodique. Plus
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récemment, Lusti et al. [92] ont appliqué cette technique numérique a I’homogénéisation
de composites a fibres.

J.-C. Michel et al. [16], [97] ont développé une procédure permettant de calculer la force
nodale correspondant a la densité de force fr pour une cellule périodique représentée a
I'aide d’éléments de volume. La matrice de raideur élémentaire [k.] d’un élément V, de
volume |V,| s’écrit:

1 T
k] = 17 /V [BI" ) [B] dx

ou [a] est la représentation matricielle du tenseur de rigidité a (e.g. représentation de
Mandel) et [B] la matrice permettant d’exprimer le représentation vectorielle €, du tenseur
de déformation homogene dans I’élément en fonction du vecteur des coordonnées nodales
élémentaire u, = [B]e. correspondant au champ de déplacement upe,. Le champ de
déplacement correspondant & la déformation homogene macroscopique est [B] E. avec E,
la représentation matricielle du champ de déformation macroscopique. La matrice de
raideur élémentaire correspondant aux degrés de liberté de E. s’écrit donc:

_ 1 T
k= | 1B el o

Le vecteur force élémentaire correspondant a fg s’écrit donc f = k.| E.
Toutes ces méthodes sont intrusives dans la mesure ou la structure interne du code du
solveur par éléments finis doit étre adaptée.

On introduit maintenant le cas d’un milieu §2 non périodique dont les bords sont soumis
a des conditions mixtes de bord libre sur un bord 9y et de déplacement partiellement
imposé (une partie des composantes seulement) sur un bord 02y tels que 921 = 9N\ 0.
Ce type de sollicitation correspond par exemple au cas d’un essai de traction uniaxial a
déplacement imposé décrit par le probleme mécanique suivant:

& div(c) =0
Qo |
< ! e o(x)n(x) =0 ¥x € 09
%
L ) > e T | vxeo0 :
up = By : :: ur = FEn 21 ui(x) = Er1 71
Ty =0 ~— @ ,’ :: Ty = Tr(x) = (o(x)e1).e2 = 012(x) =0
T3=0 v S Ty = Ts3(x) = (o(x) e1).e3 = o13(x) = 0
I1.54
FloR 90 o0, (56

Les conditions 75 = 0 et T5 = 0 sur les composantes transverses du vecteur contrainte
doivent étre vérifiées pour que la condition de bord libre soit satisfaite sur 0€2y. Cette
condition est d’ailleurs difficile a réaliser en pratique a cause de la friction des mors des
machines de traction. De maniere similaire au probleme (I1.52), on peut montrer que la
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déformation moyenne d’extension dans la direction de traction est égale a la déformation
imposée Eq1:

1 1

1 1 Eqq

— dv = — [ uids = =2 drodrs = E
ﬁw/ge“ ’ |Q|/Q“1 SE T o, T trs =B

On peut aisément montrer que la contraintes transverses moyennes Yoo et Y33 sont nulles:

1
|Q|/dev |Q|/ Oik ;) * dv = |Q| Jikxjnde

Oia TiNgdS + — oi1x;nidredrs o =2,3
|Q| o 9] Joo, "
Le terme de bord sur 0y s’annule. Pour (¢,7) = (2,2),(2,3) on a alors:

1

222 = — 012 T2 d(lﬁgd(lﬁg =0
€2 Jogq,
1

233 = — 0133 d(lﬁgd(lﬁg =0
€2 Jogq,

Le champ de déplacement u(x) solution du probleme (I1.54) dépend linéairement de E1q,
les contraintes moyennes transverses Yoo et Y33 étant nulles le calcul de la contrainte axiale
moyenne 11 fait donc apparaitre la rigidité axiale effective du milieu:

eff
Y1 = A1111 Ev

Le probleme d’homogénéisation faisant 1’objet de cette premiere partie du mémoire est
similaire au probleme (I1.54) sauf que cette fois, le milieu €2 présente une propriété de
périodicité dans une direction donnée de 'espace. La (Figure II1.8) expose le cas ou ce
milieu est soumis a une traction par élongation imposée dans sa direction de périodicité.

-- VER 9€do

3 _"';l%-

gN: e ¢ o@ (IS

Ty3=10 :

':]Ql 601
CL—'GJ_

€;

t = F{ i
T, 0
Ty =10

<:>

ASd i

Figure 11.8 Milieu a périodicité unidirectionnelle soumis a une traction suivant sa direction
de périodicité.

Comme pour le probleme d’homogénéisation périodique (I1.53), on rameéne le domaine
du test mécanique de localisation a une cellule périodique qui définit un VER pour le
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milieu. La cellule C considérée est supposée suffisamment éloignée du bord 92y pour que
le probleme soit considéré comme périodique dans la direction e;. Le bord de la période C
se scinde en une partie libre d’efforts extérieurs 0Cy = 92y NAC et deux parties IC_ et IC
correspondant aux interfaces de la cellule avec ses voisines. Le champ de déplacement est
somme du champ de déplacement macroscopique uys(x) correspondant a la déformation
moyenne imposée sur le bord 92y de €2 et d’un champ de déplacement upe,(x) périodique
par rapport a xi:

u(x) = up () + Uper(x)
Les cellules sont supposées d’une épaisseur h dans la direction de périodicité ey si bien que

le vecteur de périodicité du milieu est he;. Le probleme mécanique sur la cellule C se pose
de la facon suivante:

aCy fE/M// div(a grad®(upe)) +fr =0

fr = div(a grad®(uy))

aC._ aC, o(x)n(x) =0 Vx € 9 (IL.55)
r : % \V/(X_,X+) - 86_ X 3(3_,_
E \Xp =Xt hey
: E e] Uper (X4) = Uper(X—)
€3

Cecchi et Sab [30], [31] et [32] dont les travaux concernent I’homogénéisation des murs de
maconnerie posent le probleme de fagon similaire. Les cellules périodiques mises en jeu
possédant des propriétés de symétrie, la calcul du champ de déplacement ne fait inter-
venir qu’implicitement la décomposition u = ups + uper car les conditions de périodicité
sont ramenées a des conditions de bord classiques. Pour une cellule dissymétrique, il faut
néanmoins résoudre explicitement le probleme (I1.55). La résolution de ce probléme par la
méthode des éléments finis implique comme on I’a dit plus haut le développement d’un algo-
rithme spécifique pour le calcul de la projection nodale de la force fg. En outre, les codes
réalisant de tels calculs pour les problemes d’homogénéisation des milieux a périodicité
tridimensionnelle sont congus pour des cellules modélisées a partir d’éléments de volume
alors que dans le cas de I’homogénéisation des batiments, les cellules sont constituées
d’éléments non volumiques tels que des poutres, plaques ou coques. L’algorithme dans
ce cas serait d’autant plus lourd a construire qu’il faudrait tenir compte de 1’orientation
locale de chacun des éléments.

L’approche mise en place dans ce travail de recherche peut étre appliquée a l'aide de
n’importe quel code élément fini du commerce sans avoir a en modifier la structure. Au
lieu de chercher a résoudre directement le probleme (I1.55) en calculant explicitement la
force fr comme dans les travaux de J.-C. Michel et al. [97], on le résout en deux étapes. La
premiere étape consiste a imposer dans la cellule les composantes du champ de déplacement
prescrites par I’état de déformation macroscopique, les autres composantes du champ de
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déplacement étant assujetties par des conditions de périodicité entre les interfaces de la cel-
lule avec ses voisines. Ce champ de déplacement correspond a priori a un état d’équilibre
élastique pour un milieu homogene. Cependant en présence d’hétérogénéités, ce champ va
engendrer une densité de forces de réaction au sein de la cellule. Ces forces de réaction per-
mettent dans un second temps de déterminer la déformation périodique (et donc un champ
de déplacement périodique associé) caractérisant 1’écart par rapport a ’état d’équilibre
élastique solution du probleme (I1.55). Cette méthode est proche de celle développée par
Sankar et Marrey [117] qui imposent sur les interfaces de connexion de la cellule les com-
posantes du déplacement correspondant a 1’état de déformation macroscopique, les autres
composantes étant soumises a des conditions de périodicité entre ces méme interfaces. La
méthode présentée ici permet de déterminer le champ de déplacement périodique complet,
y compris les composantes superposées a celles du champ de déplacement macroscopique.
L’espace des champs de déformation macroscopiques admissibles est a priori de dimension
infinie. Néanmoins, il est usuel en ingénierie d’utiliser des modeles mécaniques de poutre
pour les corps élancés. L’espace des champs de déformation de poutre est de dimension 6
(extension-compression, 2 flexions, torsion, 2 cas de cisaillement par force transverse), ces
six types de déformation sont étudiés dans la section I1.2. On présente dans les paragraphes
qui suivent 'application du procédé d’homogénéisation pour chaque cas de déformation
macroscopique issu du modele mécanique de poutre. Bien que la microstructure ne soit
pas précisée, on conserve l'orientation de la figure du probleme (I1.55). Le milieu w est
supposé contenir un nombre suffisant de cellules pour que dans une cellule loin d’une de
ses extrémités (bord 0€);) les effets de bords libres soient essentiellement des déformations
locales dues aux hétérogénéités de la cellule. Ces déformations de bord libre sont donc
périodiques et comprises dans le champ de déplacement upe,. Le champ de déplacement
dans la cellule est défini & un mouvement de corps rigide pres. On va choisir un espace de
champs de déplacements admissibles excluant les mouvements de corps rigide. On choisit
donc de fixer le centre de section O(x = 0) (u(0) = 0) et d’exclure les mouvements de ro-
tation autour de ce point rot(u)(0) = 0). On définit ’espace des champs de déplacements
admissibles:

% ={ue (H'(C))* u(0) =0, rot(u)(0) =0} (I1.56)
Pour que u = ujs + uper soit dans 'espace %, on doit avoir uys € % et d’autre part uper
dans 'espace:

Uper = {u € (H'(C))?, u(0) = 0,
(IL57)
V(x_,x4) € 0C_ x 0C4 \ x4 = X_ + hey : Uper(x4) = uper(x_)}

les mouvements de rotation étant incompatibles avec les conditions de périodicité.

I1.4.1 Milieu périodique en déformation longitudinale

Lorsque le milieu est en traction sous une déformation d’élongation E le champ de
déplacement u € % s’écrit sous la forme:

ll(X) == Exl e + Uper = (Exl + Uper 1) e + Uper 2 €2 + Uper 3 €3
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avec X — E 1 e; dans % et Uper € % per- Le modele mécanique de poutre ne définit pas ex-
plicitement le tenseur de déformation macroscopique, il ne fait que préciser sa composante

suivant e; ®e1. On va donc résoudre un premier probleme ou seule la composante longitu-
(1) (1)

dinale du champ de déplacement est imposée. On note u'’) = E 1 e; FUper 2 €2+ Uper 3 €3
la solution de ce probleme:
div(a(x) grad®(u™)(x)) + £M(x) = 0
o(x)n(x) =0Vx € dC
(1)
uy ' (x)=Fxy VxeCl
1 (%) 1 (A1)

V(x_,x4) €0C_ x 0C4 \ x4+ =x_ + hey :

ud? (x4) = uf ()

ul (x4) = ufY (x_)

La densité de force de réaction f,. intervient pour rétablir I’équilibre qui n’est pas réalisé
pour le champ de déplacement ugl) = Fx,. L’équation d’équilibre s’écrit en notations
indicielles:

(aijin B + agjs (91U§,1) + aij12 81Ué1) + Qijap 3ﬂU&1))7j + fr(zl) =0

ou O désigne la dérivation partielle par rapport a x; et les indices grecs «, [ prennent
les valeurs 2 et 3. La seconde étape réalisée par la résolution du probléme (A2) ci-dessus
permet de calculer I’écart entre le champ de déplacement u®) solution du probleme (A1)
et le champ solution de I1.55. On applique a la cellule 'opposé de la densité de force de
réaction f,. et on impose des conditions de périodicité entre les bords C_ et Cy. On note
u® le champ de déplacement solution du probleme:

div(a(x) grad®(u?)(x)) — fM(x) = 0
o(x)n(x) =0 Vx € dCy
V(x_,x4) €0C_ x 0C4 \ x4+ =x_ + hey :
u® (x;) = u®(x )

La superposition u = u® + u® est par conséquent solution du probleme (II.55) pour

uy = Fxie;. La superposition des équations d’équilibre des problemes (Al) et (A2)
donne bien

(A2)

div(a(x) grad®*(u™® + u?))(x) =0
Les champs u = uV et u® impliquent:
oW (x)n(x) = a(x) grad®*(uM)(x)n(x) =0 Vx € dC
0@ (x)n(x) = a(x) grad®*(u?®)(x)n(x) =0 Vx € dC
Le déplacement périodique uper se compose des contributions périodiques des deux étapes:
s = w1 + (10 + o2) e + (1) 44

Le champ u = u® 4+ u® est 'unique solution du probleme élastique (I1.55).
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I1.4.2 Milieu périodique mis en flexion

Le milieu est mis en flexion avec une courbure constante y, pour une flexion autour d’un
axe (Ong) avec ng = cos(f) ez + sin(f) e3, 0 étant 'angle de que fait I’axe de flexion par
rapport a I'axe (Oey). En s’appuyant sur l'expression (I1.13), le champ de déplacement
est recherché sous la forme:

u(x) = x 1 (—z2 sin(f) + x3 cos(f)) e1 + Uper
= x 21 (—x2 sin(f) + x3 cos(f) + Uper1) €1 + Uper2 €2 + Upers €3
Les effets de bord libre dépendant des propriétés du milieu sont intégrés dans le champ de
déplacement périodique. Le déplacement macroscopique de flexion x — x x1 (—x2 sin(0) +
x3 cos(f)) e est dans l'espace % et Uper € X per- On va procéder en deux étapes comme
dans le cas de 'extension présenté en (II1.4.1). La procédure est menée pour ny = es

(0 =0) et ng = ez (0 =m/2), le cas d'une direction ng € (O, e, e3) quelconque s’obtient

ensuite par simple combinaison linéaire. L’étape 1 formulée par le probleme (B1) a pour

solution le champ u(®) = y 1 (—x5 sin(#) + x5 cos(6)) e; + “Sa)rz e + u&)r?, es:

div(a(x) grad®(u®)(x)) + £ (x) = 0
o(x)n(x) =0VYx € dC

ugl)(x) = x o1 (—x2 sin(f) + x5 cos(f)) VxeC
V(x_,x4) € 0C_ x 0C4 \ x4y =x_ + hey :

s (xy) = us” (x)

1 1
uf (xy) = uf (x )

(B1)

L’écriture indicielle de 1’équation d’équilibre permet de voir explicitement la contribution
des termes de déformations macroscopiques:

(aijll X(—x2 sin(f) + x3 cos(6)) + a;j13 (x 1 cos() + 81u§1))

+ aijia (=X 2 sin(0) + ul) + aijag g “&1)) +f =0
J

)

ou O est la dérivation partielle par rapport a x et les indices grecs o, § prennent les
valeurs 2 et 3. La seconde étape de la procédure est exprimée par le probleme (B2). On
note u® le champ de déplacement solution de ce probleme:

div(a(x) grad®(u?)(x)) — fM(x) = 0
o(x)n(x) =0Vx € dC
V(x_,x4) €0C_ x 0C4 \ x4 =x_ + hey :

u® (x4) = u® (x_)

(B2)

On a appliqué a la cellule, I'opposé de la densité de force de réaction f,. obtenue a l’issue
de la résolution du probleme (B1) tout en imposant des conditions de périodicité entre les
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bords C_ et C. La superposition u = u® +u® est 'unique solution du probleme (I1.55)
pour uy; = x x1 (—x2 sin() 4+ z3 cos(9)) e;.

I1.4.3 Milieu périodique cisaillé par une force transverse

Dans un milieu homogene isotrope s’étendant dans toutes les directions de 1’espace, la
contrainte de cisaillement est homogene et le vecteur contrainte est antipériodique sur les
bords de chaque sous-domaine du milieu (figure Figure I1.9); les contraintes de cisaillement
suffisant a maintenir 1’équilibre de la cellule.

Figure I11.9

Plusieurs difficultés se posent concernant ’homogénéisation des milieux a périodicité unidi-
mensionnelle déformés par une force transverse. La Figure I1.10 illustre le fait que ’absence
de contraintes sur les bords latéraux du milieu implique la création de contraintes longi-
tudinales venues équilibrer les contraintes de cisaillement. Ces contraintes longitudinales
sont réparties en un moment fléchissant et évoluent le long du milieu. C’est l'effet de
gradient de contraintes dont on appelle communément la résultante: ”bras de levier”.

Figure I1.10

L’état macroscopique évoluant d’une cellule a I’autre, le principe d’homogénéisation est
a priori mis en défaut. Pour s’affranchir de la superposition des déformations dues au
cisaillement a celles dues a la flexion, on considérera une cellule avec une déformation
macroscopique de flexion nulle en son centre. Du point de vue de la poutre équivalente,
cela correspond a un moment fléchissant nul en moyenne dans la cellule.

Une autre difficulté consiste a définir le champ de déplacement macroscopique pour cette
sollicitation en cisaillement. Comme on le rappelle au paragraphe 11.2.3, I’état de déforma-
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tion d’une poutre cisaillée par une force transverse est totalement tridimensionnel. Les ex-
pressions (I1.25) mettent en lumiére I’anisotropie de la déformation de la poutre équivalente
et sa forte dépendance vis-a-vis de la répartition des hétérogénéités. Sankar et Marrey [117]
montrent en outre que le milieu a périodicité tridimensionnelle construit a partir d’une cel-
lule périodique du milieu a périodicité unidimensionnelle mene a des propriétés effectives
(e.g. module de cisaillement et coefficient de Poisson) qui ne permettent en général pas
de retrouver les propriétés effectives de poutre sauf pour certaines morphologies partic-
ulieres du matériau (voir (I1.48)). Il est donc sans espoir d’appliquer une cinématique
macroscopique faisant intervenir les propriétés physiques d’un quelconque matériau ho-
mogene. D’ailleurs comme on peut 'observer dans le cas du batiment étudié en II1.5.1,
les propriétés effectives de poutre pour un milieu & périodicité unidimensionnelle ne cor-
respondent a priori & aucune modélisation de milieu curviligne constitué d’'un matériau
homogene.

Pour toutes ces raisons, il est incohérent d’appliquer une déformation macroscopique
dépendant explicitement des propriétés d’un milieu élastique homogene. Seules les défor-
mations ne faisant pas explicitement intervenir les propriétés du milieu sont utilisables et
c’est le cas du champ de rotation qui s’exprime en fonction d’'un taux de courbure constant
x'. C’est ce parametre qui va jouer le role de variable d’état macroscopique et le champ de
déplacement macroscopique uy; € % est le mouvement de rotation de section droite cor-
respondant donné en (I1.20). Pour un cisaillement avec un effort tranchant orienté suivant
les directions transverses es et ez, on a respectivement:

1

uy(x) = _§X/ Ty rie
1

uy(x) = 5)(' T3 1€

(11.58)

On applique de nouveau la stratégie en deux étapes pour résoudre le probleme (I1.55).

A Détape 1 exprimée par le probleme (C1), on impose la composante ugl) du champ de
déplacement solution u®) conformément au champs macroscopiques (I1.58). Contraire-
ment a [’étape 1 de la procédure pour les déformations longitudinale et de flexion en 11.4.1
et 11.4.2, les composantes transverses ugl) et ugl) ne peuvent pas faire ici ’objet de condi-
tions de périodicité. L’expression (I1.20) de la déformée de fibre neutre de poutre montre
que dans le cas d’une cellule périodique homogene a élasticité orthotrope, le déplacement
transverse est antisymétrique. Cependant, dans le cas d’une cellule non curviligne on prend
comme référence la cellule homogene a symétrie orthotrope, ce qui conduit a appliquer des

conditions d’antipériodicité sur les composantes ugl) et ugl). Le probleme mécanique de
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I’étape 1 s’écrit alors:
div(a(x) grad®(uM)(x)) + £H(x) = 0
o(x)n(x) =0VYx € dC
1
Effort tranchant suivant e ugl)(x) = _§X/ rox? ¥x el

V(x_,x4) € 0C_ x 0C4 \ x4y =x_ + hey :

ul! (x4) = —us (x_)

(C1)
div(a(x) grad®(u?)(x)) + £ (x) = 0
o(x)n(x) =0VYx € dC

1
Effort tranchant suivant es ugl)(x) = X' 2z327 VxeC

2
V(x_,x4) € 0C_ x 0C4 \ x4y =x_ + hey :

1 1
uf (x4) = —uf (x)

L’écriture indicielle de ’équation d’équilibre pour ’effort tranchant suivant e s’écrit:
/ L) 2 (1) (1) (1)
( — Q3511 X T2 1+ Q512 (—§X ]+ alug ) + Qijap 86 Ug ) T+ fm‘ =0
7.]
L’écriture indicielle de ’équation d’équilibre pour 'effort tranchant suivant ez s’écrit:

1
(aijll X T3 w1 + aijis (§X/ 23+ 01ul)) + aijp 9 ng) + V=0
’]

On peut remarquer qu’a la suite de cette premiere étape, le gauchissement est négligé, il

sera apporté par la composante uf) du champ déplacement u® solution du probleme:

div(agrad®(u®))— £ =0

o(x)n(x) =0Vx € dC

V(x_,x4) €0C_ x 0C4 \ x4y =x_ + hey :
u®(x) =u?(x)

Effort tranchant suivant e,

div(agrad®(u®))— £ =0
o(x)n(x) =0Vx € dC
V(x_,x4) €0C_ x 0C4 \ x4y =x_ + hey :

u®(xy) = u®(x.)

Effort tranchant suivant es
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Les expressions du champ de déplacement (I1.19) montrent que la composante longitudinale
du champ de déplacement est la somme d’un mouvement rigide de flexion et d’un champ
de gauchissement indépendant de la coordonnée longitudinale x; donc périodique. On en
déduit par unicité de la solution du probleme élastique que la procédure présentée ici donne
une solution proche de la solution exacte pour une cellule homogene. Comme on 1’observera
en I11.5.3, I’écart du champ u = u® + u® par rapport au champ de déplacement de la
cellule lorsque le milieu périodique est soumis a une force transverse, augmente lorsque la
cellule présente un niveau élevé d’hétérogénéité et en particulier de porosité.

I1.4.4 Milieu périodique cisaillé par torsion

Le cisaillement du milieu périodique €2 par des couples de torsion appliqués a ses
extrémités est un cisaillement du plan transverse tout comme le cisaillement par force
transverse. Coulomb a montré qu’un milieu prismatique de section circulaire soumis a des
couples de torsion se déforme en conservant la planéité des sections avec des rotations de
sections d’axe longitudinal. Ce n’est en outre plus le cas lorsque la section est de géométrie
différente. La théorie de St Venant décrit alors la déformation comme la somme du mou-
vement de section plane précédent plus d’une déformation de gauchissement constant le
long de la poutre (voir par exemple [134] chapitre 11). Le mouvement de torsion au sein
de la cellule est beaucoup plus complexe. Pour une cellule prismatique entrecoupée de
domaines plans horizontaux (e.g. planchers), le mouvement s’apparente aux phénomenes
de torsion génée décrits par la théorie de Vlasov [138]. Comme expliqué en 11.4.3, la
poutre équivalente n’a pas de géométrie définie, on n’a donc aucune information sur la
fonction de gauchissement 1 intervenant dans le champ de déplacement (I1.30). Le champ
de déplacement macroscopique est alors décrit par un mouvement de section circulaire
indépendant des propriétés élastiques du milieu. Le gauchissement est une déformation
périodique et est récupéré par le champ upe, du probleme (I1.55). Les déformations locales
dues a I’écart entre la géométrie de la cellule vis-a-vis d’un prisme a section circulaire sont
des perturbations périodiques prises en compte par upe-. La courbure de torsion macro-
scopique X est constante et le champ de déplacement macroscopique est une rotation de
section droite en petits déplacements:

uy (x) = x 21 (—ZL’3€2+ 93263) cEwU

En reprenant la procédure utilisée dans les paragraphes précédents, on effectue la premiere

étape consistant a résoudre le probleme ci-dessous dont la solution est de la forme u(*) =

1
u;e)rlel + X1 (—33'362 + 33’263)1

div(a(x) grad®(u?)(x)) + £ (x) = 0
o(x)n(x) =0Vx € dC
(%) = —xmias et uy(x) =xa1m VxeC (D1)

V(X_,X_|_> - 3(3_ X BC+ \X+ =X_ + he1

1 1
u? (x 1) = uf? (x)
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L’écriture indicielle de ’équation d’équilibre est:
(aijll o uﬁ” + aijia(—x 3 + 02 Ugl)) + aij13(x T2 + 03 Ugl)) )’j + f'r('}) =0

On obtient une partie du déplacement longitudinal de gauchissement suite de cette premiere
étape. Le reste de ce déplacement ainsi que la prise en compte de la non axisymétrie de la
cellule est obtenu dans la seconde étape formalisée par le probleme (D2). On note u® le
champ de déplacement solution de ce probleme:

div(a(x) grad®(u?)(x)) — fM(x) = 0
o(x)n(x) =0Vx € dC
V(x_,x4) €0C_ x 0C4 \ x4+ =x_ + hey :

u® (x4) = u® (x_)

(D2)

La solution du probleme (I1.55) s’exprime comme précédemment par la somme:

u=u® +u® = (ugl) + u§2>) e + (uéQ) — XT1T3)es + (uéz) + x T122) €3

La fonction de gauchissement décrite par la théorie de St Venant est donc donnée par:

1
(w2, 23) = Y(22,23) = X (Ugl) + “P)

II.5 Modélisation mécanique réduite

L’état de déformation de la poutre macroscopiquement équivalente au milieu est
construite a partir de 6 déformations élémentaires. Les champs de déplacements solutions
du probleme (I1.55) pour ces 6 déformations de poutre épaisse sont obtenus par les
méthodes en deux étapes décrites de 11.4.1 a I11.4.4 et sont les localisations de ces
déformations macroscopiques. La description locale du milieu a partir d’un calcul
macroscopique restreint les champs de déplacement admissibles a une combinaison linéaire
de ces 6 solutions.

I1.5.1 Déformations macroscopiques

Les champs de déplacement macroscopique uy; utilisés en 11.4.1, 11.4.2, 11.4.3 et 11.4.4
sont incomplets dans la mesure ou ils ne décrivent pas ’ensemble des déformations macro-
scopiques et en particulier les effets de bord libre. Ces termes de déformation manquants
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sont périodiques car invariants dans la direction de périodicité et sont intégrés dans le
champ de déplacement up., car ne pouvant étre a priori explicités. A titre de référence, la
section II.2 donne les champs de déformation et de déplacement pour un milieu prismatique
élastique a symétrie orthotrope. Les termes faisant intervenir les coefficients de Poisson
sont les pendants des termes macroscopiques non explicités. Les champs de déformations
macroscopiques forment un espace % g de dimension 6 dont une base £ g est:

By = (El(x) Eo(x), By(x), Ba(x), By(x), EG(X>) (I1.59)

avec

By (x) = —XoT1T2e1 @ ey + xoBaer ®° ey + E(()z)

" (I1.60)
—XoTze; ®° ey + xor2e; ®° e3+ Eg

XoT3€1 ®er+ ESB)

(%)
(x)
Es(x) =Xor1r3€1 ®ey + x,Bs el ®° es + Eég’)
(%)
(x)
(%)

= —XoZT2€1 X e + E(()G)

Les tenseurs E(()m), m = 1...6 correspondent aux déformations macroscopiques non ex-
plicitées dues aux bords libres. Les coefficients x¢ et x( désignent une courbure unitaire
et un taux de courbure unitaire. Les coefficients By et Bs homogenes a des surfaces sont
définis plus loin en (I1.67).

L’espace % i est isomorphe & R® et on note ® cet isomorphisme d’espaces. A chaque
champ tensoriel E € % i correspond un unique sextuplet S € R® dont les composantes
sont les variables d’état macroscopiques:

®(E) =Sp = (L1, X5, X2, X1+ X20 T X2%1, X30 + X321) (I1.61)
le champ macroscopique E se décomposant sur £ g:
/ /
E=FE, B+ 88, + 2k, + Mk, 4 X205, 4 X5 (IL.62)
Xo Xo X0 X0 X0

Les coordonnées du sextuplet sont:

E11 Déformation longitudinale du milieu.

X5 Taux de courbure du au cisaillement par force transverse suivant e
X5 Taux de courbure dii au cisaillement par force transverse suivant es
X1 Courbure de torsion

X20 Courbure de flexion pure autour de la direction es

X30 Courbure de flexion pure autour de la direction es

Soit (., .) le produit scalaire euclidien usuel sur R® tel que pour X, Y € R%, (X,Y) =
> X; Y;. On définit le produit scalaire < , . >E sur % g par:

E,F c%g (E,F), =(®(E),®(F))
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ainsi que sa norme associée:

IE()lz = (B, E)p

La base 4 g est orthonormée pour ce produit scalaire et sa norme et % g est un espace de
Hilbert.

11.5.2 Unicité de la solution

Ce paragraphe a pour objet de prouver I'unicité de la solution u = ups + Uper du
probleme périodique (I1.55) avec ups € % et Uper € Xper (les espaces % et U per sont
définis en (I1.56) et (I1.57)). En d’autres termes, on souhaite montrer que l'application qui
au champ de déplacement uy; € % tel que E = grad®(uy,) € g, donne le champ de
déplacement u est un isomorphisme.

L’opérateur grad”®(.) a pour noyau les champs de déplacement de corps rigide. Or, 'espace
U exclue ces champs de déplacement, par conséquent grad®(.) est bijectif de % dans T3 (R)
et Ujs est unique pour un E donné.

Les champs tensoriels a(x) et E(x) sont bornés sur C. Le champ tensoriel de rigidité a(x)
est a priori dérivable par morceaux, le champ x — a(x) E(x) est dérivable au sens des
distributions. La densité de force x — fg(x) = div(a(x) E(x)) est bornée presque partout
et est de carré intégrable au sens de Lebesgue car son travail est fini. Pour un champ de

force fg donné dans (LQ(C))S, la solution du probleme périodique (I1.55) est unique.
s Preuve :

On écrit la formulation faible des équations d’équilibre statique dans cet espace:

/ Oij,5 u;k dx +/ fEl u;k dx =0 \v/u;k S %per (II63>
C C

avec la mesure dx = dxidxsdrs. On integre par parties en utilisant les propriétés de
symétrie (I.4) du tenseur a:

/aijkl uf] Uk 1 dx:/aij n;u; dS—i—/fEiu;‘ dx (11.64)
C oC C

ou n est le vecteur unitaire de normale extérieure a 9C. L’intégrale de bord est nulle sur
0Cp qui est une surface libre (6.n = 0). La contrainte o(x), tout comme le déplacement
u(x) est he; périodique, le vecteur contrainte o(x)n(x) est lui antipériodique dans la
mesure oll les interfaces 9C~ et CT ont pour normales —e; et e;. Le déplacement virtuel
u* € %per étant he; périodique alors I'intégrale de bord sur dC_,. est 'opposée de celle

per

sur BCBLer. L’intégrale de bord sur 0C est nulle, la formulation (I1.64) s’écrit alors sous la
forme:

b(u*,u) =1l(u") YV u* € Zper (IL.65)
ol
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b(u*,u) = / grad®(u*) a grad®(u) dx
C
et

l(u*):/fE.udx
c

De par les propriétés (I1.6) et (II.7) de a, I'opérateur b est une forme bilinéaire continue

et coercive sur % per. La forme linéaire [(.) est bornée sur % e, car fp € (LQ(C))3 est de
carré intégrable sur C et % per est un sous espace de L?(C). La forme linéaire [(.) est par
conséquent continue sur %/ per-

Le théoreme de Lax-Milgram indique alors qu’il existe une unique solution u € %o au
probleme (I1.65), qui est la solution au sens faible du probleme (I1.55).

Il reste maintenant a étudier 'application F qui a un tenseur de déformation macroscopique
E donne la densité de force fg:

F {%E — ()
E — div@aE)=f

La remarque que 1'on peut faire est que le noyau de F, i.e. Ker(F), n’est pas réduit a 0
dans ’espace T5(R) et est constitué par ’ensemble des déformations élastiques de C en
I’absence de densité volumique de forces. L’application F est nulle sur Ker(F) N Z g et
bijective sur Z g\ (Ker(F)N% g). Comme expliqué plus haut, on sait d’une part qu’a
chaque E € % g correspond un unique champ de déplacement uy; € % et on a montré
d’autre part que pour une densité de force f5 donnée, le probleme (11.55) avait une unique
solution uper. Par conséquent:

Pour une déformation macroscopique E € % i donnée du milieu €2, il
existe un unique champ de déplacement:

U=y + Uper (11.66)

dans la cellule C vérifiant les conditions de bord libre sur 9Cg.

I1.5.3 Comportement macroscopique

Le comportement mécanique de la poutre équivalente est caractérisé par la matrice
de raideur effective [Kj] introduite en (I1.46) dans le cadre des approches asymptotiques.
Cette matrice exprime la relation linéaire entre les variables d’état de déformation de
poutre et les forces et moments internes F; pour le jeu de variables d’état S&, € RS tel que
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la relation F; = [K,] S%, s’écrit:

Vi Ky O 0 0 0 0 Ey

Vo 0 Ky O 0 0 0 NP

] | o 0o Ks3 0 0 0 I

M1 o 0 0 0 K44 0 0 X1 (1167>
M2 0 0 0 0 K55 0 XQ(.’El)

M3 0 0 0 0 0 K66 Xg(.’lfl)

La loi de comportement (I1.67) et les équations d’équilibre statique impliquent que les
courbures yo et x3 sont des fonctions affines:

x2(21) = x20 + B3 'Tisz1 = x20 + Xa 21,  x3(x1) = x30 + By ' Tiaz1 = X30 + X5 1

avec les coefficients By = —Kgg/ K22 et By = K55/ K33 introduits en (I1.60) qui relient les
distorsions moyennes I'12 et I';3 aux taux de courbures x5 et x5 liés au cisaillement par
force transverse.

Conformément aux relations de comportement de poutre (11.12), (I1.14), (I1.26) et (I1.33)
présentés en I1.2 pour les milieux prismatiques élastiques a symétrie orthotrope, 1’énergie
de déformation élastique d’un tel milieu est donnée par I'expression:

h/2
g = — / (ElS E121 + GlngS F%Q =+ G13k35 Fi)’ =+ (GlgOéQIQ =+ G13043I3) X%
—h/2 (I1.68)

+ Bl x3(z1) + Eil3 X§($1)> dx;

Le modele de poutre équivalent au milieu a périodicité unidimensionnelle €2 ne pouvant
pas étre caractérisé par une poutre homogene ayant une géométrie et un matériau donné,
son énergie de déformation s’exprime a ’aide des termes de raideur de la matrice [Kj]:

h/2
1
& = 5 / (Kll E121 + Koo F% + Koo Fg + Kyq X%
—hy2
+ Ks5 (XQO + B3 F13£C1)2 + Kes (X30 + By F12£C1)2) dx (11.69)
h/2
1
= 5 / SET [Kb] SE—; d{El
—hy2

Il est montré en 11.4.3 que le probleme d’homogénéisation est bien posé pour les variables
macroscopiques du vecteur Sg défini en (I1.61) qui fait intervenir les taux de courbure au
lieu des distorsions I'15 et I';3. On définit alors une matrice de passage:

[P]:diag(1,82,83,1,1,1>
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qui est une matrice diagonale telle que SL, = [P] Sg. L’expression (I1.69) peut étre refor-
mulée en fonction du vecteur d’état S et également en fonction du tenseur de déformation
E grace a I'isomorphisme ® introduit en I1.61:

h/2 h/2
1 1
s=5 | SEIPIKIPISsdn =5 [ ®7(8)PIT )P $(E) dey (1170)
—h/2 —h/2
h/2 2 2
1 K, K
& == Ky E? 286 24 55,72
2 / ( nEn Koy *° " Kas
—h/2
+ Kua X7 + Kss5 (X2 + X521)° + Koo (X3 + Xéxl)Z) dxy (IL.71)

La matrice [Kj] est dans I'ensemble MZ (R) des matrices symétriques définies positives
d’ordre 6 ce qui garantit d’une part la stabilité du systeme (définie positive) et assure
d’autre part que le troisieme principe de Newton est respecté (symétrie). La matrice
K] = [P]T [Kp] [P] qui intervenant dans I’expression (I1.70) est une matrice symétrique
définie positive. Elle est symétrique car [P] est une matrice diagonale et que le produit &
gauche et a droite de la matrice [K;] par une matrice diagonale est une matrice symétrique,
et définie positive car son déterminant est strictement positif:

det([K)]) = det([Kp)) det([P])? > 0

A partir de 'expression (I1.70), on définit le produit scalaire et la norme sur % g associée
qui pour E,F € % g s’expriment par:

h/2
1
B.F)g—5 [ @ ®)P )Pl 8F) s
—h/2
" (IL72)
1
[Ele =(B.E)s =5 [ ®7(B) P K) (P #(E) doy
—h/2
Muni de la norme || .|| ¢, 'espace % g est un espace de Hilbert. La base % g est en outre

orthogonale pour ce produit scalaire car le produit scalaire entre une déformation de flexion
simple et de flexion par cisaillement s’annule par intégration, e.g. :

h/2
X3 Xé’) - > 1 / /
22Eq, Z22E = — dr1 =0
< Yo 6 X6 2 & B X3X3T1 4Ty
—h/2

C’est grace a cette orthogonalité que I'on détermine numériquement les coefficients de [Kj)|
en (IIL.3).
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La propriété d’unicité (I1.66) permet de construire 'espace réduit %yeq des champs de
déplacement de cellule C. Cet espace est isomorphe a Z g et est donc de dimension 6.
L’espace des champs de déplacement compatibles avec les conditions de bord libre sur 9Cy
est de dimension infinie. L’espace %/;eq est un sous espace de dimension 6 et correspond
donc dans ce sens a une description réduite des champs de déplacement admissibles. On
définit une base de 'espace % req:

B reqa = (U1, U2, U3, Uy, Us, Ug) (I1.73)

On note ®,, 'isomorphisme entre les espaces Z g et %req- La base £ ,.q est construite a
partir de la base £ g:

Brea = (Ru(B1), @u(B2), @u(Er), Du(B1), 4 (Es), 2.(Eo)) (1L.74)

L’étape de localisation de la méthode numérique présentée au chapitre III consiste a
déterminer numériquement les champs de la base % ,.q correspondant a chacun des tenseurs
de déformation de la base % g.

II.6 Remarques sur les effets de bord

Que ce soit par voie analytique ou numérique, les méthodes d’homogénéisation passent
par une localisation du champ de déplacement ou de contrainte loin des bords du milieu,
c’est-a-dire la ot les conditions de périodicité s’appliquent au mieux. Cette solution est dite
intérieure et n’est en général pas compatible avec n’importe quelles conditions de bord aux
extrémités du milieu (conditions (II.1)). Cette incompatibilité se traduit par un champ de
déplacement et de contrainte issus de la superposition de la solution intérieure périodique
avec un champ résultant des conditions aux bords. Pour que les forces g1 du probleme
(I1.8) impliquent une solution sans effet de bord, il faut que le champ de déplacement soit
de la forme u = up; + Uper avec uy = grad®(E) et E € T3 (R) tels que up.e, soit solution
de:

div(a grad®(upe)) = —div(a E)

(a(x) (grad®(uper) + E)) n(x) =0 Vx € 99

(a(grad®(uper) + E))(x) = (a(grad®(uper) + E)) (x + he1) Vx € 90
avec a(grad’(uper) + E)(x) = £g4(x) Vx € 004

(IL.75)

L’effet de bord également appelé solution extérieure est composé d’'un champ de couche
limite localisé au voisinage des extrémités et d’une perturbation périodique da a la périodi-
cité du milieu. L’effet de couche limite décroit rapidement, on dit que les effets de bord se
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régularisent. Diverses approches ont été développées dans la littérature pour prendre en
compte l'effet local de couche limite et les perturbations dans les milieux périodiques.

Une méthode permettant de déterminer le champ de couche limite consiste a étudier I'effet
de bord a I’échelle locale, la condition aux limites est alors prise en compte de fagon exacte.
Cette description locale de 'effet de bord est ensuite reliée au modele macroscopique
du milieu. Une telle technique est décrite par Ben Dhia [9] ou est traité un probleme
d’élasticité 2D homogene par un modele de poutre de Timoshenko et par une modélisation
2D pres de ses bords.

La perturbation périodique peut étre obtenue par une approche menant a déterminer un
développement asymptotique extérieur satisfaisant les conditions aux limites du probleme
mécanique local. Ce probleme de ”développement de couche limite” a été abordé pour des
bords libres de milieux périodiques stratifiés dans les travaux de Auriault et Bonnet [8]
et ceux de Dumontet [42]. Des effets de bords en contrainte a ’ordre macroscopique sont
mis en lumiere, la contrainte au bord est alors estimée par la somme du développement
asymptotique intérieur en contrainte et du développement extérieur. Des développements
asymptotiques de correction pour les effets de bord dans les plaques sont donnés dans
[39]. Lefik et Schrefler [87] montrent comment estimer numériquement par la méthode
des éléments finis les correcteurs de couche limite en contrainte dans le cas de matériaux
composites. Le développement asymptotique extérieur peut aussi faire I’objet d’un raccord
avec le développement asymptotique intérieur comme le montre Sanchez-Palencia [116]. Le
comportement du milieu est alors décrit par 3 développements suivant que l'on se situe
dans la couche limite, a l'intérieur du milieu ou dans la zone intermédiaire.

Il est en outre possible de ne pas prendre en compte la configuration locale des conditions
de bord. Le probleme est alors entierement décrit a 1’échelle macroscopique, on utilise des
conditions de bord macroscopiques qui sont des moyennes des conditions a 1’échelle locale.
Une méthode présentée exposée par Gregory et Wan [63] conduit & la condition aux limites
macroscopique vérifiant en moyenne la condition de bord locale et assure une vitesse de
décroissance optimale de ses effets. Cette méthode a été appliquée a des poutres feuilletées
par Duva et Simmonds [43] et au cas des milieux longilignes cellulaires par Buannic [21],
Cartraud [27] et Buannic et Cartraud [23].

Dans le cadre de ce travail de recherche, on appliquera les conditions de bord macro-
scopiques les plus naturelles. Trois types de conditions aux limites sont appliqués aux
modeles de poutre équivalents utilisés pour modéliser le batiment faisant I’objet de 1’étude
sismique dans la seconde partie de ce mémoire: encastrement, bord libre et interac-
tion élastique. Concernant ’encastrement, on exprimera simplement une condition de
déplacement de fibre moyenne nul et de rotation de section nulle, ce qui coincide avec
les résultats donnés dans ([27], 5.3) au premier ordre. Le batiment reposant sur une fon-
dation rigide, la condition d’interaction élastique porte sur la fondation et le batiment a
proprement parlé est encastré avec la fondation. Concernant le bord libre, on est dans
le cas d’une contrainte imposée nulle, la condition de décroissance optimale implique un
mouvement de corps rigide de lextrémité (ce qui est toujours vérifié dans le cas de la
cinématique de poutre) et des forces et moments de réduction nuls. Le principe de St
Venant est donc a priori bien vérifié pour ces conditions. On vérifiera numériquement la
distance de régularisation des efforts. Les méthodes numériques mises en ceuvre dans le

55



Chapitre 11 Remarques sur les forces de volume

chapitre chapitre III donnent la localisation de 1’état macroscopique du milieu. Les ap-
plications numériques présentées montrent pour des cellules choisies creuses (type génie
civil), une décroissance sur une distance inférieure & la dimension longitudinale d’une cel-
lule. Les efforts étant régularisés a partir de la seconde cellule, on connait le systeme de
force appliqué a la partie supérieure de 1’étage inférieur concerné par I’encastrement au sol
(ou avec la fondation). Pour localiser 1’état macroscopique au niveau de la couche limite,

il suffit de faire un simple calcul statique sur une cellule encastrée avec le systeme de force
ad hoc.

II.7 Remarques sur les forces de volume

L’étude du comportement macroscopique des milieux a périodicité unidimensionnelle
menée dans ce chapitre et dans le suivant, décrit le comportement mécanique statique du
milieu. Lorsque le milieu est sollicité dynamiquement, il apparait une densité volumique
de forces inertielles dans le milieu. C’est le cas des batiments multi étagés sous séisme.
L’homogénéisation des milieux périodiques soumis a des forces de volume dont la fluctua-
tion dépend de la microstructure, comme c’est le cas pour les forces d’inertie ou de gravité,
ne sera pas développée dans ce travail. On se contentera d’évoquer les problématiques
liées a ce sujet faisant a I’heure actuelle I'objet d’études théoriques. On peut citer a ce
titre les travaux de Milton et Willis [99] concernant les propriétés inertielles effectives des
matériaux hétérogenes.

Pour mettre en lumiére certains aspects de ’homogénéisation en présence de forces de
volume de nature inertielle, on regarde le cas tres simple d’un assemblage de deux poutres
en série de section constante S, de longueurs L, et Ly avec L = Li + Lo, et de module
d’élasticité E; et F5. Les poutres ne travaillent qu’en traction-compression si bien que le
probleme mécanique est a une dimension et que la position des points est donnée par la
coordonnée cartésienne x. On note o(z) et €(x) la contrainte et la déformation axiale dans
les poutres et < o >, < € > leurs moyenne d’ensemble telles que pour une grandeur ¢(z):

L
<¢p>= | ¢(x)dx
/

Dans un premier temps, on cherche a déterminer par une approche statique le module
d’élasticité équivalent Ee, de 'ensemble tel que < 0 >= E.q < € > (Figure II.11.a).
L’équation d’équilibre statique dans I’assemblage implique que la contrainte est constante
et donc < ¢ >= 0. On a en outre: ¢ = Fie(zx) pour 0 < x < Ly et 0 = Ese(x) pour
L1 < x < Ly. On note les rapports de dimension, « = L1/L et 1 — a = Lo/L, il s’ensuit
des deux relations précédentes sur la déformation que le module d’élasticité équivalent est:

by By

Eoq =
4 OéEQ —+ (1 — Oé)El
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Le coefficient « caractérise 'influence de la géométrie interne de I’assemblage vis-a-vis de
I’hétérogénéité de comportement élastique introduite par la différence des modules E; et
Es.

(a) E].iL]_:S E2,L2,S

Q :
(b)§ E.. L., 5 E, L,5 m
§ :

N\ —
(C)§ E]_,L]_,S m]_ Ez, LZ,S m2
\ =
O I;1 L1'|I'L2 X

Figure I1.11

On considére maintenant le probleme dynamique (Figure II.11.b) ol une masse m est
située a l'extrémité x = L de 'assemblage et 'extrémité x = 0 est encastrée. On note
u(t) le déplacement en z = L et u;(t) le déplacement en z = L;, dépendant du temps
t. Si I’assemblage est soumis a une force F' a son extrémité x = L, on définit la raideur
équivalente keq de I'assemblage telle que F' = keq u, on a alors keq = S/L Eoq. De méme,
on note k1 = S/Ly Ey et ko = S/Ls Es les raideurs respectives deux barres telles que
keq = k1k2/(k1+k2). On se place maintenant dans la situation oli ’assemblage de la Figure
I1.11.b est soumis a une force inertielle d’entrainement d’accélération a(t). En appliquant
une transformée de Fourier au probléeme, la réponse du déplacement @ (w) fonction de la
fréquence w est:

ma(w)

Uw) = keq —w?m

A fréquence nulle, on trouve que le rapport d’'impédance —ma(w)/u(w) est égal a la raideur
équivalente statique k.q de I’assemblage.

Afin d’observer 'effet de la répartition d’inertie sur 'impédance statique équivalente, la
masse m de ’assemblage de la Figure I1.11.b est remplacée par une masse m; en x = L
et une masse mgo en x = Ls. Ce nouvel assemblage est représenté Figure I1.11.c. La
masse totale m = mq +ms est la méme que précédemment et on note les rapports inertiels
n=myi/m et 1 —n = mg/m. La réponse fréquentielle de I’ensemble & une force inertielle
d’accélération a(t) est:

_ komy + (k2 + k1)mo — w?myms i)
wimimg — w?((k2 + k1)ma + kamy) + k1ko

~

Ww)
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A fréquence nulle, le rapport d’impédance est:

md(w) klkg § E1E2
(W) (ki+k)A=m)+hkon  L((1—a)Er+aBs)(1—n)+naks

La raideur équivalente de I’assemblage dépend du facteur de répartition inertiel . Pour
n = 0, on retrouve la configuration de la Figure II.11.b et pour n = 1 la raideur de la
poutre extréme n’intervient plus: elle a un mouvement de corps rigide. Cette dépendance
du comportement mécanique vis-a-vis de la configuration interne d’un milieu continu
soumis a des forces de volume est plus difficile a formuler. Le cas des milieux conti-
nus périodiques soumis a des forces de volume dépendant de la configuration spatiale du
milieu est abordé par Boutin [18] qui met en lumiére le caractére non local du probléme.
Luciano et Willis [90] ont proposé une modélisation non locale des propriétés effectives
pour les matériaux hétérogenes soumis a des forces de volume qui a l'instar de la force
gravitationnelle dépendent de la microstructure.

La périodicité rendant possible 'analyse par échelles multiples, la dépendance entre les
échelles y est établie. L’équation d’équilibre vérifiée a 1’échelle macroscopique est de forme
similaire a I’équation générale du probleme mais avec la force de volume dont la dépendance
par rapport a la microstructure a été moyennée:

div(e) + pf =0 — div(a’ : e(U)+<p>f=0

Le champ p est la densité de la matiere dans le milieu, f est un champ de force intrinseque a
la configuration, a® est le tenseur de rigidité effectif du milieu, U° le champ de déplacement
macroscopique et < p > la densité moyenne dans le milieu (moyenne sur une période a
I’échelle locale). Le champ de déplacement aux ordres inférieurs vérifient des équations
différentielles linéaires dont les termes sources sont des champs faisant appel en chaque
point a I’ensemble du champ de déplacement d’ordre supérieur. Il est en outre montré
que plus 'hétérogénéité du milieu (de sa densité et de ses propriétés élastiques) est forte,
plus l'effet non local entre les différents ordres est important. Les propriétés élastiques
effectives d’'un milieu a microstructure aléatoire soumis a des forces de volume dépendantes
et indépendantes de la microstructure sont formulées dans [90] & 1’aide d’un opérateur non
local. Un tel opérateur a été introduit dans [11] pour un milieu & microstructure aléatoire
2. On y montre que la relation entre ’espérance de la contrainte en un point du milieu et
I’espérance du champ de déformation sur le milieu entier s’exprime a ’aide d’un opérateur
non local de la forme:

E{o}(x) = / C(x,£) E{e} d¢

Q

Les vecteurs x et § désignent la position dans ’espace, E{ } est I’espérance mathématique
et C(x,€) est un champ tensoriel d’ordre 4 défini sur 2 x Q.
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I1.8 Conclusions

Une modélisation de poutre homogene élastique a symétrie orthotrope basée sur
I’approche de la résistance des matériaux est construite en I1.2. Elle integre ce mémoire
de these a deux titres:

m en tant que modélisation de référence pour les poutres homogenes élastiques faisant
I'objet des applications de ce travail

m  pour permettre une comparaison entre la modélisation de poutre équivalente ho-
mogene d’'un milieu périodique et celle d'une poutre réellement homogene constituée d’un
matériau donné avec une géométrie donnée.

Les commentaires menés en I1.3 sur ’homogénéisation des milieux a périodicité unidimen-
sionnelle par une approche asymptotique rappellent ’état de I’art sur le sujet. Ce dernier
montre que le choix d’une modélisation macroscopique de ces milieux par un modele de
poutre homogene est physiquement pertinent. Il est en outre montré que ces travaux ren-
contrent tous une difficulté de principe vis-a-vis de la modélisation du cisaillement par
force transverse qui introduit un gradient de contraintes a 1’échelle macroscopique. La
plupart d’entre eux aboutissent a des modeles mécaniques dont les ordres de grandeur
correspondent a des poutres et des plaques minces.

On montre en outre que les raideurs équivalentes de poutre calculées peuvent étre sous-
estimées. Ces dernieres sont déterminées par identification en calculant les efforts de
réduction macroscopiques par une opération de moyenne sur les termes de contrainte.
Néanmoins, les contraintes considérées sont celles correspondant a 1’état de contrainte
plane sur lequel repose la théorie classique de la résistance des matériaux. Or, pour un
milieu périodique quelconque cet état de contrainte fait a priori intervenir un champ
de contrainte tridimensionnel. Ce qui implique que pour prendre en compte 1’état local
dans son intégralité, il est nécessaire d’utiliser une équivalence énergétique pour passer a
I’échelle macroscopique. Cette idée est d’ailleurs inhérente a la théorie de la résistance
des matériaux de Timoshenko qui introduit un facteur de correction de cisaillement pour
prendre en compte la répartition locale de contrainte liée au gauchissement. Méme dans le
cas d’une poutre homogene cette estimation de ’état local reste analytiquement difficile.
La question est abordée en I1.2.3 ou d’une part est présentée ’approche classique de la
théorie de la résistance des matériaux qui consiste a négliger ’effet des bords libres dans
la direction transverse au chargement et d’autre part une approche plus fine mais toujours
simplifiée.

On établit en I1.4 les principes d’'une méthode originale d’homogénéisation dont le calcul
de localisation s’effectue en deux étapes. L’idée centrale est d’appliquer a une période du
milieu un champ de déplacement correspondant a un état de déformation macroscopique
de ce dernier et de déterminer dans un second temps 1’écart par rapport a ce champ du a
I’hétérogénéité de la microstructure périodique du milieu. Cet écart est caractérisé par une
densité de force de réaction dans le milieu qui est due au déséquilibre élastique du champ
de déplacement macroscopique au regard de la présence d’une microstructure périodique.
Le probleme de localisation est résolu a I’issue de ce processus.
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Il est montré en I1.5 que le modele mécanique équivalent de poutre homogene et son état
local associé forment une structure algébrique d’espace linéaire de dimension finie.

La section I1.6 rappelle les limitations de la représentation macroscopique du milieu vis-a-
vis des perturbations dues a la présence de bords brisant sa périodicité. Ces perturbations
se trouvent étre de deux natures: 1'une est limitée a un domaine adjacent au bord et est
qualifiée de couche limite, I’autre est distribuée périodiquement dans le milieu.

Quelques commentaires sont faits en II.7 a propos de l'influence des forces de volume
et en particulier des forces d’inertie sur le comportement macroscopique équivalent des
matériaux. On montre que la raideur dynamique équivalente du milieu est a prior: diffé-
rente de sa raideur équivalente statique.
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CHAPITRE III

HOMOGENEISATION NUMERIQUE ET
APPLICATIONS

La plupart des milieux ou structures périodiques rencontrées dans les problemes d’ingé-
nierie sont trop complexes pour qu’on puisse les homogénéiser par des méthodes an-
alytiques. La difficulté se situe principalement au niveau de la localisation de 1’état
macroscopique du milieu. On constate ainsi que l'application des méthodes asympto-
tiques a I'homogénéisation est confrontée a une difficulté mathématique concernant la
détermination des opérateurs de localisation intervenant dans la solution du probleme
(Po) décrit en I1.3. Il est en général impossible de donner une expression algébrique de ces
opérateurs en fonction des parametres géométriques et physiques définissant le milieu. De
méme, le probleme périodique (I1.55) et ses problemes dérivés décrits de 11.4.1 a 11.4.4 ne
sont généralement pas résolubles par des méthodes analytiques. Ce chapitre présente une
méthode numérique pour résoudre ces problemes. Les grandes lignes de la méthode sont
exposées a 1’aide d'un cas simple en III.1. La résolution du probléeme de localisation pour
les structures périodiques complexes a 'aide la méthode des éléments finis fait 'objet de la
section II.3. Le calcul numérique des propriétés effectives de raideur de poutre est présenté
en II1.3. Les aspects algorithmiques liés au processus d’homogénéisation sont détaillés en
II1.4. Les caractéristiques du modele mécanique réduit du batiment utilisé pour illustrer
I’étude dynamique en seconde partie de ce document sont données en II1.5. La validité des
résultats du processus y fait également 'objet d’un contréle numérique.

II1.1 Exemple introductif

L’objet de cette section est I’étude d'un probleme unidimensionnel d’'un milieu pério-
dique représenté sur la FIG dont les cellules périodiques sont constituées de poutres
élastiques homogenes isotropes mises en série. Les poutres sont constituées de matériaux
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de modules d’élasticité E; et Fs5. Les longueurs des poutres sont notées Ly, Ly et leurs
sections S7, So. Le milieu est mis en élongation avec une déformation d’ensemble €17. On
considere une cellule périodique dont le point My est supposé fixe. On note Uy = 0, U;
et Us les déplacements des points My, M; et Ms. On cherche en premier lieu a localiser
la déformation moyenne €1; dans le milieu, 7.e. déterminer les déplacements Uy et Us. On
détermine ensuite la raideur effective en élongation du milieu. Le probleme étant simple,

une résolution directe est accessible.
1 | 1 - 1T - =-==717v 1

| L] |

L ! | S| - |

|

e SrigMo (Ep) T.V_if_.{@ ....... B sy -

i ] L
<« > o
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é[]0=0 _> U] E_> UZ

Figure I11.1

Résolution directe

La déformation moyenne de I’ensemble est:

ey = —22
n= T
L’effort normal est constant le long de la cellule:
S1 So
Vi=FE —Uy =Ey,— (U - U
1 1T, 27, (U2 1)

Les déplacements Uy et Uy sont donc solutions du systeme d’équations:

Uy =e11(Ly + Lo)
(E151Lo + E3SoLq)Uy — EgSo LUy =0

dont la solution est:
_ EQSQLl(Ll + L2>
LoFE1ST + L1E>Sy

U, €11 = Al €11 Uy = (Ll + L2)611 = A2 €11 (IIII)

Les facteurs A; et A; homogenes a une distance sont les coefficients de localisation de la
déformation moyenne €.
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Résolution par décomposition

On souhaite maintenant retrouver la solution (III.1) par la méthode en deux étapes
décrite en I1.4.1.

FEtape 1: Application de I’état macroscopique

On impose une déformation homogene €;; dans ’ensemble de la cellule a ’aide des

déplacements macroscopiques Ul(l) = e;1 L et Uz(l) = €11(L1 + L2). On récupere des

forces de réaction en My, M7 et Ms:

Fﬁg = —ElSl €11 FI&? = (Elsl — EQSQ)ell , Fﬁz) = EQS2611

FEtape 2: Probléme avec condition de bord périodique

On cherche maintenant les déplacements périodiques, i.e. USQ) =S UQ(Q) =0 et UI(Q) a
déterminer, tels que superposés a ceux de l’étape 1, on ait des déplacements totaux
U, = U,Sl) + U7(12) correspondant a une déformation moyenne €11 et un systeme de forces

extérieures Fyy, = —F), et Fiy, = 0 appliquées aux extrémités de la cellule périodique.
Pour déterminer Ul(z), on considere le probleme périodique Uéz) = 2(2) = 0 avec la force
intérieure Fﬁl) = —Fjgl) appliquée au point intérieur M;. Le bilan des forces appliquées

au point M; est égal a la somme des forces appliquées par chacune des barres plus la force
F ﬁ) :
1

S (2
_g 2t —E
Tt 2

S2
Ly

L1Ly(F2Sy — E1S)
U(2) EoSo —FE:S)es =0 _— U(Q) — 142 (&
1 (EaSe 151) enn 1 E1S1Ly + E2So Ly H

On somme finalement les déplacements de I'étape 1 et de 1’étape 2 pour retrouver la
solution (IIL.1):

U, = Ul(l) + U1(2) = Al e11 , U= Uz(l) + U2(2) = A2 €11

II1.2 Structures complexes

Les milieux ou structures a périodicité unidimensionnelle présentent généralement des
structures complexes dont la représentation et la résoltution des problemes mécaniques
associés nécessitent des moyens numériques. Un maillage d’une cellule périodique doit étre
construit et les calculs mécaniques des deux étapes exposées en I11.1 sont effectués a 'aide
de la méthode des éléments finis. Cette section a pour but de poser le formalisme propre a
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cette méthode dans le cadre de la résolution du probleme de localisation des déformations
macroscopiques de la base Z p de 'espace % p défini en 11.59. A ce titre, il s’agit en
quelque sorte d’'une traduction numérique des procédures I11.4.1 a 11.4.4.

Soit U un vecteur obtenu par 'interpolation du champ de déplacement sur les noeuds du
maillage C™**" d’une cellule C du milieu périodique. En un nceud donné, I'interpolation
du champ est définie par 6 composantes classées en 3 composantes de translation 717, 15,
T3 et 3 composantes de rotation Ry, Rs, Rs.

Table I11.1 Notations MEF

X1, X5, X3 Vecteurs des coordonnées nodales pour les composantes eq,es,es
T, (U), T2(U), T3(U) Vecteurs des composantes de translation de U suivant e,es,es.
R1(U), R2(U), R3(U) Vecteurs des composantes de rotation de U suivant ej,es,es.

Xy x X, Produit de vecteurs terme a terme.
X,k Vecteur dont les composantes sont élevées a la puissance k.
U ,U" Composantes du vecteur U pour les noeuds homologues corres-

pondant aux interfaces périodiques dC_ et 0C4 (voir (I1.55)).

II1.2.1 Déplacement macroscopique nodal

Ce sont les vecteurs des déplacements nodaux associés aux champs de déplacements
imposés dans la premiere étape de de la méthode de localisation qui sont présentés ici. Ces
vecteurs notés UMM introduisent la déformation macroscopique et contiennent en partie les
déplacements nodaux de la partie périodique du champ de déplacement.

Déformation de traction

La déformation macroscopique d’élongation longitudinale E = E1; El, avec 1:]1 € BE,
est introduite par le champ u(x) = Ej; 21 €1 + Upe, donné en I1.4.1. Les composantes
imposées du vecteur des déplacements nodaux sont les suivantes:

T, (UWY) = B X,

Ry(UM) =0

R3(UM) =0
La condition de périodicité entre les autres composantes du vecteur des déplacements
nodaux est appliquées a ’aide de contraintes linéaires (” Multi Point Constraint” = MPC)

entre les composantes des noeuds homologues:
T, (UMWY —Tp(u)= =0
T3(UW)T — 13Uy~ =0
Ry (UM)* — Ry(uW)~ =0
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Déformation de flexion

Les déformations macroscopiques de flexion sont E = x2/xo E5 et E = x3/x0 EG avec
]:]5, Ec € B . X2, X3 sont les courbures de flexion sans effort tranchant et xo une courbure
unitaire. Ces déformations sont introduites par les champs u(x) = x2 £123 €1 + Uper €t
u(x) = —x32172€1 + Upey donnés en 11.4.2. Les composantes imposées du vecteur des
déplacements nodaux sont les suivantes:

T (UW) = x2 (X1 * X3) Ty (UW) = —x3 (X;. * Xa)
Ro(UW) = y5 X, Ry(UW) =0
R3(UM) =0 R3(UW) = —y3 X,

Comme pour la cellule en élongation longitudinale, la condition de périodicité entre les
composantes du vecteur des déplacements nodaux associées aux nceuds homologues est:
TQ(U(l))Jr _ TQ(U(I))_ —0
T3(U(1))+ _ Tg(U(l))_ —0
RI(U(I))Jr _ Rl(U(l))_ =0

Cisaillement par force transverse

Les déformations macroscopiques de flexion par force transverse sont E = x4 /xj E,
et E = x,/x0Es avec Eo,Es € Z g, x5, x5 les taux de courbure constants et x; un
taux de courbure unitaire. Ces déformations sont introduites par les champs u(x) =
—1/2 X5 2329 €1 + Uper €t u(x) = 1/2 x4 2323 €1 + Upey donnés en 11.4.3. Les composantes
imposées du vecteur des déplacements nodaux sont les suivantes:

Ty (UMW) = —1/2x4 (X,.72X,) Ty (UMW) = 1/2 x5 (X4.2X3)
Ry(UW) =0 Ro(UW) =1/2y,X,.°2
Rs(UW) = —1/2 4 X,.72 Rs(UW) =0

En raison de P'effet de gradient, les composantes To(UM), T3(UM) et R (UM) du vecteur
de déplacements nodaux ne peuvent pas faire 'objet de conditions de périodicité entre les
noeuds homologues. Il est montré en I1.2.3 que pour une cellule homogene cisaillée avec un
moment fléchissant nul en son centre, la composante du déplacement est antisymétrique
dans la direction de l'effort tranchant. Une cellule périodique quelconque présentant a
priori une asymétrie longitudinale ne vérifie néanmoins pas cette propriété d’antisymétrie
(voir 11.4.3). Les composantes To(UM), T5(UM) et R; (UMW) sont donc laissées libres de
toute relation contrainte (MPC).
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Déformation de torsion

La déformation macroscopique de torsion E = x; E4, avec E4 € A g, est introduite par
le champ u(x) = x x; ( —x3€9+ To e3) + uper donné en I1.4.4. Les composantes imposées
du vecteur des déplacements nodaux sont les suivantes:

TQ(U(l)) = —X1 Xl. * X3
Tg(U(l)) = X1 Xl. * X2
Ry (UY) =1 X,

Une condition de périodicité entre les composantes longitudinales du vecteur des déplace-
ments nodaux associées aux noeuds homologues est imposée:

T (UMWY — 1 (u)= =0
Roy(UM)* — Ry(U)= =0
Rs(UM)* — Ry(U)= =0

I11.2.2 Calcul des perturbations périodiques

Les conditions exposées en II1.2.1 menent a des systemes d’équations linéaires réduits.
Le vecteur des déplacements nodaux UM de Détape 1 est donc composé pour une part
de termes imposés et de termes contraints par des conditions de périodicité (ou d’anti-
périodicité dans le cas du cisaillement) introduites pars des MPCs (MPC=Multi Point
Constraint) qui sont des relations linéaires entre degrés de liberté. Les composantes non
nulles du vecteur des forces nodales F(!) sont générées par les forces de réactions dues
au degrés de liberté imposés ne rélisant pas 1’équilibre élastique. Parmi ces composantes,
celles associées aux neeuds situés aux interfaces OC_ et 0C4 (voir (I1.55)) avec les autres
cellules correspondent aux forces appliquées par les cellules adjacentes. La densité de force
de réaction f, associée & F(1) (définie & l'issue de I’étape 1 des problemes de localisation
exposés en I1.4) a pour support 'ouvert C\OC. Un maillage ayant une topologie fermée,
la densité de force de réaction est approchée en ne conservant que les composantes non
nulles de F(1) n’étant pas associées & des nceuds d’interfaces. En faisant cette troncature,
on néglige a prior: une partie de la densité de force de réaction au voisinage du bord.
On note Fl(iz la troncature du vecteur F(!). Le vecteur des déplacements nodaux U
est solution du probleme consistant & appliquer le vecteur de forces nodales F(2) = —ng
aux neceuds de la cellule en bloquant les 6 degrés de liberté d’un nceud. Le vecteur des

déplacements nodaux associé a la solution du probleme (II.55) est obtenu par la somme
U=UuW L yu®,
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II1.3 Calcul des propriétés effectives de raideur

La résolution numérique des problemes (I1.4.1), (I1.4.2), (I1.4.3) et (I1.4.4) permet

d’obtenir une localisation approchée des champs de déformation macroscopiques de la
base A . Les champs de déplacement de la base % .q = (11, Uz, U3, Uy, U5, Ug) de 'espace
réduit % req défini en (I1.74) sont approchés par leurs interpolations aux nceuds du maillage
de la cellule périodique. On note Ijl, ﬁg, ﬁg, IUJ4, Ij5, Ij(; les approximations nodales des
champs de & eq.
La procédure d’homogénéisation s’acheve par le calcul des propriétés effectives du milieu
équivalent. Dans le cas d’un milieu a périodicité unidimensionnelle, il s’agit comme on I’a
vu en (I1.46), de déterminer la matrice de raideur de poutre [Kp]. Au lieu d’utiliser un
opérateur de moyenne spatiale, on utilise I’énergie de déformation élastique via le principe
d’équivalence énergétique entre les descriptions du milieu a ses différentes échelles.

Le principe d’équivalence énergétique entre le milieu périodique et son modele de
poutre équivalent implique que pour un état de déformation macroscopique de poutre
E I'énergie de déformation élastique est la méme que celle du milieu périodique déformé
par le champ de déplacement u = &, (E).

L’opérateur linéaire ®,, défini en (I1.74) est I'isomorphisme induit par le probleme (I1.55)
entre les espaces % g et %.eq- Le principe d’équivalence énergétique va permettre de
déterminer par identification les termes de raideur effectifs de poutre.

Pour un état de déformation macroscopique E = ME,, n € N* < 6, le champ de
déplacement dans la cellule est u = ®,(E) = )\n<I>u(1:]n) = A\, 1, et I'état de déformation
associé est e(u) = A\, €(u,). L'énergie de déformation élastique dans la cellule se décom-
pose sur la base X qq:

S =5 >N [ € () () ax) (i) (x) dx
nhoe (I11.2)

1<p<q<6

Les termes croisés d’indices (p,q) avec p # ¢ sont des termes d’énergie de couplage qui
s’annulent lorsque le milieu est a symétrie orthotrope. Les calculs a I’échelle locale menés
par la méthode des éléments finis sont décrits en I11.2. L’énergie de déformation approchée
est calculée par les produits matriciels suivants:

6

1 v ¥ o 9

&EEF 5 > XU KerlUn+ > A UL [Ker|U, (111.3)
n=1 1<p<g<6

L’énergie de déformation &'¢q de la poutre équivalente est donnée par la norme ||. || o définie

sur l'espace Z g en (I1.72):

6
bea=|Ele=> NlEalg+2 Y M (E,, Eg (I11.4)
n=1

1<p<g<6

67



Chapitre 11T Algorithme d’homogénéisation

Le principe d’équivalence énergétique implique que &eq = Eloc OU Eeq = & E}; Les expres-

sions (II1.2), (I11.3) et (II1.4) ont en outre des structures algébriques identiques correspon-
dant aux relations bi-univoques liant les différents éléments des bases B g et B req. On
identifie les termes énergétiques diagonaux entre eux V1 < p < 6:

o

y 1 } 5 1.
1B, s =5 [ € @)00 a0 efi)(x) dx = 5 UF [KeeU,  (11L5)
C
les indices p ne faisant pas 'objet de sommations implicites. Les énergies de couplage

vérifient V 1 < p # q < 6:

2(E,, E)p = / e’ (11,)(x) a(x) e(i1y) (x) dx = U? [Kgr|U, (I11.6)
C

Sur le plan pratique, les raideurs effectives [Kj],, sont déterminées a 1’aide de 6 calculs
de localisation pour des déformations macroscopiques colinéaires a chacun des champs
tensoriels de 4 g. Si bien que

Ny 261
E = Ell El — Kll = oc
hE%

/¥ _ Kg6X32h

261 — Kesx:2h3/12

K2 x2h
E=xBEs =  Kyp=_ g2 (IIL.7)
26@10(: — K55X3 h3/12
. 2815
E = x1E4 = Ky = . o
X1
Ny 2618
E=x2E; = Ks5 = 12
hx3
} o SEF
E = x3Es = Kge = . oo
X3

Les énergies de couplage sont a prior: difficilement identifiables dans la mesure ot un calcul
couplé superpose I’énergie de couplage avec deux autres énergies de déformation. Un calcul
direct de IUJ'Z [KEF]qu a partir des vecteurs nodaux [U]p et (ufq nécessite I'extraction de la
matrice de raideur du systeme. Cependant, les codes de calcul par éléments finis sont munis
d’un algorithme de post-traitement fournissant le vecteur des forces nodales F = [Kgp|U
pour un vecteur des degrés de liberté nodaux U. Il n’est donc pas nécessaire d’extraire la

matrice de raideur [Kgp] pour déterminer les énergies de couplage car

v EF v o V.
gloc,pq = UZ; [KEF]Uq = UZ; Fq (IIIS)

68



Chapitre 11T Algorithme d’homogénéisation

IT1.4 Algorithme d’homogénéisation

La méthodologie numérique dédiée a I’homogénéisation des milieux a périodicité uni-
dimensionnelle faisant I’objet des premieres sections de ce chapitre est mise en ceuvre par
un processus dont la structure algorithmique est présentée ci-dessous.

Données sur les
propriétés
physiques du milieu

Données topologiques
de la cellule
+ paramétres de maillage

Mailleur

( Processus directeur )7

Sorties

Graphiques

Stockage de masse
des données

_|
o o
=yt
C
g q
=)
& =
c
=
n
S o
C
5o
3 o
- c
c

- - bash ps
Feuille de calcul Feuille de résultats Lanceur
(fichier .bdf) (fichier .£06)

Liste des
processus actifs

! )
: w E bash

. Code de ca!c_ul ' Données d'homogénéisation
' Eléments Finis J . (fichier binaire)

! !

Figure II1.2 Diagramme algorithmique général du processus d’homogénéisation — Les
boites aux bords arrondis sont des algorithmes. Les boites a fond blanc sont des données
stockées au format ASCII.

Le code 1ié a cet algorithme est constitué de deux parties communicantes mais disjointes.
Un algorithme maitre dirige ’ensemble du processus et fait appel a un code de calcul
par éléments finis. Ce dernier est un code devant vérifier les fonctionnalités standards
disponibles dans le commerce. Il doit entre autre pouvoir communiquer avec 1’algorithme
maitre par le biais de fichiers de données de calcul et de résultats en caracteres (format
ASCII). De maniere plus générale, ce code doit pouvoir prendre en compte I’ensemble des
opérations matricielles liées aux conditions de bord des problemes mécaniques a résoudre:
degrés de liberté imposés, relations linéaires supplémentaires (MPC), etc. MSC Nastran
2005 est le code adopté pour ce travail de recherche et est mis en ceuvre pour chaque
résolution de probleme mécanique. L’algorithme maitre est I’algorithme d’homogénéisation
a proprement parler. Son code est "non intrusif’ vis-a-vis du code de calcul par éléments
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finis et dans le cas présent, a été développé pour MatLab développé par The Mathworks.
L’algorithme maitre communique avec le code éléments finis commercial en générant les
feuilles de calcul de ce dernier sous forme d’un fichier de caractere, en lui donnant ’ordre
d’exécuter ce fichier et en rapatriant les données du fichier de résultat au format texte.
Ce type d’approche présente un intérét évident du point de vue la portabilité du code de
I’algorithme maitre qui peut s’adapter a n’importe quel code de calcul par éléments finis
en modifiant simplement ses modules de traduction entrant et sortant. Le pilotage de
I’exécution du code de calcul est réalisé assez aisément sous un systeme d’exploitation de
type Linux. Le lanceur est développé a 1’aide de scripts MatLab et d’un interpréteur de
commandes de type shell, e.g. bash. Il scanne régulierement (a 1’aide du programme ps
via bash) la liste des processus actifs pour controler que le code de calcul a bien terminé
sa tache avant de redonner la main a l'algorithme maitre qui pourra alors rapatrier les
résultats de calcul.

I1I.4.1 Description de ’algorithme d’homogénéisation

Représentation du milieu périodique

La morphologie de la cellule et ses propriétés physiques sont les données d’entrée du pro-
cessus d’homogénéisation. Pour une cellule constituée de matériaux linéairement élastiques
et isotropes, les parametres physiques se limitent au module d’Young E et au module de
cisaillement G (ou tout autre couple équivalent). La topologie de la cellule est définie par
son maillage. Les tables de coordonnées des nceuds et de connectivité des éléments sont les
données d’entrée topologiques de 1’algorithme de 'algorithme maitre. Le maillage généré
doit vérifier les conditions propres aux conditions de périodicité (voir le paragraphe con-
cerné ci-apres). N'importe quel mailleur peut étre utilisé a condition de lui adjoindre un
module de traduction pour données matricielles au format MatLab. Les maillages utilisés
dans cette étude sont réalisés a I’aide d’un code développé a partir de ’algorithme présenté
en annexe A.2. Ce ”"mailleur maison” dédié a la représentation d’étages produit un assem-
blage d’éléments de plaque. N’importe quel type d’éléments est néanmoins admissible.
Des cellules périodiques peuvent étre obtenues par une infinité de découpages différents.
Ce choix est arbitraire, il faut cependant prendre garde a bien respecter les conditions
de bord propres au modele mécanique des éléments employés. Une cellule d'un batiment
multi étagé périodique peut par exemple étre obtenue par deux plans de coupe paralleles
passant par le milieu de deux planchers successifs. Ce choix respecte bien la dimension
de la période mais conduit a une modélisation mécanique erronée lorsque des éléments
de plaque sont utilisés pour représenter les demi planchers. Les plaques étant élaborées
a partir d’'une hypothese de bord libre sur leurs faces normales au plan neutre, le milieu
périodique correspondant aurait des demi planchers susceptibles de glisser les uns sur les
autres au lieu de planchers complets (Figure II1.3).

Les planches graphiques exposées en I11.4.3 et I11.5.3 décrivent la répartition des forces
et moments internes aux plaques. Ces efforts sont définis par rapport a une orientation
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locale aux éléments, cependant le mailleur utilisé génere des éléments aux orientations
similaires pour toutes les cellules ayant la morphologie a laquelle il est dédié. Les éléments
de plaques constituant les murs (plaques verticales) et les planchers (plaques horizontales)
seront toujours orientés conformément a la Figure I11.4

I - Uy
(a)

Figure II1.3 Deux plaques juxtaposées ne sont pas équivalentes a une plaque de double
épaisseur !

Figure II1.4 Orientation des éléments de type plaque dans les maillages mis en ceuvre.

La définition des forces et moments internes dans le repere local de plaque est indiquée sur

la Figure II1.5.
Ze /e Ze
Q 7 7
N

y Qy My
Figure II1.5 Orientation des efforts internes dans un élément de type plaque.

Les forces I, et Iy sont les forces normales de membrane et F,, est la force de cisaillement
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de membrane. Les forces @, et @, sont les efforts tranchants de plaque. Les moments M,
et M, sont les moments fléchissants et M, le moment de cisaillement.

Conditions de périodicité

Les conditions de périodicité concernent les nceuds correspondant aux interfaces 9C_ et
0C de la cellule avec ses voisines. Chacune de ses interfaces est donc représentée par deux
ensembles de noeuds A(IC_) et A(OC,) sous ensemble de #(C) I’ensemble de tous les
noeuds du maillage de la cellule C. Les interfaces 0C_ et 0C; sont 'image I'une de l'autre
par une translation de période heq, il doit en de méme pour les nuages de points associés a
N(OC_) et N(OC4). Tous les maillages étant sujets a des conditions de périodicité entre
leurs bords doivent vérifier de telles propriétés topologiques. Les conditions de périodicité
telles qu’elles sont présentées en II1.2 s’appliquent entre nceuds homologues c’est-a-dire les
couples de nceuds images I'un de 'autre par une translation de période comme illustré sur
la Figure II1.6.

5 C' o E'
Figure II1.6 Les nceuds A,C,E ont des homologues A’,C’,E’ , les conditions de périodicité
sont appliqués a ces nceuds dans I'étape 2.

Cette figure met en lumiere le cas ou la cellule d’'un batiment périodique est choisie a I'aide
de plans de coupes positionnés au pied des murs et juste au dessus des noeuds supérieurs.
La Figure I11.7 montre que dans ce cas particulier les interfaces correspondent a une coupe
des murs et que donc seuls les nceuds d’attache des murs correspondent aux interfaces 0C_

et (9C+ .

Figure II1.7 (a) Exemple de profil de coupe de batiment — (b) Maillage du plancher. Les
neeuds indiqués en rouge correspondent a la coupe des murs.
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L’algorithme doit donc en préliminaire, identifier les nceuds des ensembles A(IC_) et

A(0C4) parmi A(C). Pour ce faire, la table des coordonnées est scannée a la recherche

des nceuds dont la position a une coordonnée longitudinale extréme. Si cette valeur est

égale & min x = (x1,z2,x3) € A(C) alors le nceud est dans A(0C_), si elle est égale a
T1

max x = (x1,x2,x3) € A(C) alors le noeud est dans .#(0C;). Une table de concordance
z1

des noeuds homologues est construite en scannant de nouveau la table des coordonnées
nodales pour les noeuds de ’ensemble A (OC_) en cherchant a détecter pour chacun d’entre
eux quel est celui qui dans A4(JC) a les méme coordonnées transverses (2, 3) & un rayon
de tolérance pres. Ce rayon dépend de la structure étudiée, on choisira dans le cas du
batiment un rayon de ’ordre du centimetre. C’est cette table de concordance qui permet
d’appliquer les conditions de périodicité par la suite.

Etape 1 : Déformation macroscopique

Il s’agit de 1’étape décrite en II1.2.1 qui introduit la déformation macroscopique du
milieu. Les données du calcul mécanique a résoudre par la méthode des éléments finis sont
écrites dans un feuille de calcul (feuille de calcul Nastran avec l’extension .bdf ou .dat)
au format ASCII. Ces données se regroupent de la facon suivante:

. Données de maillage et propriétés physiques. Ces données sont inscrites dans un
fichier indépendant.

. Les valeurs imposées des composantes du vecteur des déplacements nodaux.

. Les conditions de périodicités sur les nceuds homologues pour les composantes du

vecteur des déplacements nodaux qui n’ont pas été imposées. Il faut également prévoir un
nceud ol 'on bloque les degrés de libertés de la cellule laissés libres afin d’empécher ses
mouvements de corps rigide.

Le calcul ayant été mené a son terme, le fichier de résultats (fichier .£06) au format ASCII
est lu et les données sont traduites et mises en mémoire. Trois types de données sont
extraites du fichier de résultat:

. Les composantes du vecteur des déplacements nodaux U défini en I11.2.1.

n Les composantes du vecteur des forces de réaction nodales F(1) dont il est question
en I11.2.2.

u Les 3 composantes de forces et les 3 composantes de moments internes de ’ensemble

des éléments sont rassemblés dans un tableau réel [Int(l)] de dimension Ngji; X 6 avec Ngit
le nombre d’éléments.

Etape 2 : Calcul des perturbations périodiques locales

Cette étape décrite en I11.2.2 utilise la méme feuille de calcul de données de maillage
qu’a Pétape 1. Le vecteur F(®) est calculé a partir de F(Y comme décrit en I11.2.2. Les
données écrites dans la feuille de calcul sont:

. Les forces et moments imposés par le vecteur F(®) aux nceuds intérieurs, i.e.

I’ensemble A(C) — (A(OC_) U A(0C)).

73



Chapitre 11T Algorithme d’homogénéisation

. Les conditions de périodicité sur I'ensemble des composantes cinématiques des
nceuds homologues.
n Encastrement d’'un nceud.

Deux types de données sont extraites du fichier de résultats:

n Les composantes du vecteur des déplacements nodaux U®) introduit en II1.2.2.
. Les forces et moments internes de 1’ensemble des éléments, rassemblés dans un
tableau réel [Int®] de dimension N x 6.

Le déplacement complet U = UM 4+ U®) et les efforts internes [Int] = [IntM] + [Int?)]
sont calculés par sommation et constituent les données de localisation du probleme.

Etape 3 : Calcul des propriétés effectives

La derniere étape de ’algorithme consiste a calculer les propriétés effectives de la poutre
énergétiquement équivalente a partir des données de localisation cinématiques obtenues a
I’issue de 'étape 2.

A cette fin, on réalise un essai mécanique qui consiste a imposer en chaque nceud du
maillage les composantes du vecteur des déplacements nodaux U. La structure n’a plus
aucun degré de liberté, ce qui peut poser une erreur dans l'algorithme du code de calcul.
Pour pallier a ce probleme, on crée un élément connecté a n’'importe quel nceud du maillage,
e.g. ressort ou poutre, qui va se contenter de suivre sans déformation les mouvements du
neeud auquel il est connecté. On récupere 'énergie de déformation élastique fournie par
un algorithme de post-traitement intégré dans tous les codes de calcul standards.

Les 3 étapes de 'algorithme étant exécutées pour 6 déformations colinéaires aux 6 déforma-
tions de la base #Z g de 'espace Z g, I'énergie de déformation associée a chacune d’elles
permet de calculer les termes diagonaux de la matrice de raideur de poutre équivalente
[K3] a laide des expressions (I11.7).

La derniere tache consiste a normer les données de localisation pour leur utilisation ulté-
rieure. Le calcul étant linéaire, il suffit de diviser U et [Int] par la valeur de la composante
associée a I'une des 6 déformations imposée de la base & g (voir (I11.62)). Les vecteurs des
déplacements nodaux obtenus sont notés (ﬁl,ﬁg,ﬁg,ﬁ4,ﬁ5,ﬁ6) et correspondent aux
6 champs de déplacement de la base & ,.,req définie en (I11.73).

II1.4.2 Remarques sur les ressources de calcul

L’essentiel du temps d’utilisation du processeur pour ce processus numeérique est con-
sommé par les calculs par éléments finis (~ 30%). La création et la lecture des fichiers
de données prennent aussi un temps important. Les ressources en terme de mémoire vive
sont principalement nécessitées par 'inversion matricielle du calcul par éléments finis de
I’étape 2.

L’un des défauts des méthodes non intrusives est la quantité de ressources (nombre d’opéra-
tions) nécessaire a la traduction entrante et sortante des données de calcul. Les données
transitent par des fichiers au lieu de directement transiter par la mémoire vive dont le
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temps d’acces est considérablement inférieur. Les données au format ASCII sont en outre
considérablement plus volumineuses: un nombre double précision est codé sur 64 bits, i.e.
8 octets, avec une mantisse de 52 bits correspondant a environ 16 décimales et un codage
d’exposant de 11 bits (-1022 & 1023), ce qui se traduit pour un stockage au format ASCII
par un nombre de digits pouvant aller jusqu’a 23 soit 23 x 2 = 46 octets. Dans le cas
du code Nastran, le nombre maximum de digits pris en compte par la feuille de calcul
et le fichier de résultat est 16 ce qui correspond a un maximum de 10 décimales apres la
virgule. On remarquera de plus que le besoin de précision augmente avec le raffinement du
maillage et donc 'augmentation du nombre de nceuds et d’éléments. Malgré ces défauts
numeériques, les méthodes non intrusives présentent ’avantage évident de pouvoir étendre
le cadre d’utilisation des codes de calculs commerciaux dont le code source est généralement
protégé.

I11.4.3 Illustration du processus algorithmique

On va maintenant présenter une application du processus d’homogénéisation a une
structure périodique simple. Cette structure est constituée de cubes creux formés d’un
assemblage de 6 plaques carrées de coté c et d’épaisseur e. La Figure III.8 représente
le maillage d’une cellule périodique constituée du cube privé de sa face inférieure. Les
plaques de dimensions: ¢ X ¢ X e = 2m X 2m x 0.1 m sont homogenes et constituées d’un
matériau élastique isotrope de module d’Young E = 10 GPa et de module de cisaillement
G = 3.85 GPa.

Dans ce qui suit, est présenté un test de validation numérique des données de localisation
dans le cas de la déformation macroscopique de torsion. La validation des données de
localisation pour la flexion sous effort tranchant est donnée en annexe A.3. Les propriétés
de raideur effectives de la poutre équivalente sont validées a 1’aide d’un calcul analytique.

Figure II1.8 Maillage de la cellule pour la procédure d’homogénéisation.

Localisation de la déformation macroscopique
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La déformation de cellule par le vecteur UM est illustrée par la Figure III.9. On peut

également observer les forces de réaction aux nceuds. L’essentiel des forces se situe sur
les interfaces de connexion aux cellules voisines C_ et OC4 correspondant aux ensembles
de noeuds A(0C_) et A(ICy). Aux extrémités des arétes longitudinales, on observe des
distributions de forces dues a l'incompatibilité de la géométrie de la cellule (proche d’un
tube carré creux) avec le mouvement de section circulaire pleine imposé.
Les données de localisation obtenues a I’issue du processus d’homogénéisation permettent
de trouver une répartition approchée des efforts dans une structure périodique a I’aide d’'un
simple calcul statique mettant en jeu la poutre équivalente. Ainsi on applique une rotation
de torsion a l'extrémité d’une structure multi cellulaire encastrée a son autre extrémité et
on localise le taux de torsion correspondant. Les Figure II1.11 et Figure II1.12 sont des
planches graphiques qui comparent simultanément les niveaux d’efforts dans les éléments
obtenus a partir des données de localisation du moment de cisaillement M, et de I'effort
tranchant normal @, avec ceux obtenus par un calcul numérique sur une structure a
plusieurs cellules. Le niveau d’écart des données de localisation par rapport a celles issues
de la structure multi cellulaire est également représenté. La construction de ces planches
graphiques est détaillée en I11.5.3.

x, asis

x, axis

Figure II1.9 Déformée du maillage de la cellule et forces de réaction aux nceuds (cénes
proportionnels a I'intensité de la force) a I'issue de I'étape 1.

Propriétés effectives de raideur

La théorie classique de la résistance des matériaux est construite pour les milieux
curvilignes et, comme on l'a expliqué en II.3, n’est plus valable dans le cadre général
des milieux a périodicité unidimensionnelle. Le milieu périodique défini par la cellule de la
Figure I11.8 peut étre vu comme un tube carré entrecoupé de plaques horizontales. Lorsque
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la structure est mise en torsion, le mouvement des segments de tubes creux est géné par
la présence de ces plaques. Le taux de torsion entre deux plaques consécutives n’est pas
constant et peut étre décrit analytiquement par un modele de torsion génée du type de
celui congu par Vlasov [138] ou plus récemment Gjelsvik [61]. Cependant, la démarche
n’est pas de chercher a déterminer la variation du taux de torsion au sein des différents
segments de la cellule, mais de calculer la raideur de poutre homogene procurant la méme
énergie de déformation qu’'une cellule périodique pour un taux de torsion moyen du milieu.
L’état local associé est décrit par les données de localisation.

Les raideurs effectives de poutre du milieu périodique calculées par ’algorithme d’homogé-
néisation sont données dans la Table II1.2. La structure multi cellulaire est assez proche
du tube carré creux obtenu par suppression des plaques transverses. Ce dernier étant un
milieu curviligne, on peut calculer ses raideurs de poutre par la théorie de la résistance des
matériaux pour les tubes minces.

Le tube creux en question est donc une poutre dont la section est une bande d’épaisseur e =
0.1m dont la ligne médiane est un carré de c6té ¢ = 2m représentée par la Figure I11.10.
Les raideurs de cette poutre tubulaire sont calculées d'une part a I’aide de ’algorithme
d’homogénéisation et d’autre part par des méthodes analytiques. Les caractéristiques
géométriques de cette section, a savoir la surface de section 5, le facteur de correction de
cisaillement k, les moments d’inertie de section I et I3 pour les flexions d’axes Ges et Ges
et le moment polaire I; de torsion sont donnés ci-dessous:

S=4ce=0.8m2

5 e?
=— |14+ —= ) ~041
K 12(+62) 0.419

I =ce=0.8m*

1
I, =13 = D ((c +e/2)* + (¢ — 8/2>4> ~ 0.5347m*

Le calcul détaillé du coefficient de correction de cisaillement k est donné en annexe A.l.
En ce qui concerne le moment polaire de torsion pour un tube mince fermé d’épaisseur
constante e dont .5,,, est la surface entourée par la ligne moyenne a mi-épaisseur et P,,, = 4 ¢,
le périmetre de cette méme ligne, son expression est:

:4ane 3

I P =c’e

La valeur de raideur de cisaillement obtenue par calcul analytique est supérieure de 5%
a celle obtenue par homogénéisation. Dans le calcul analytique, on fait 'hypothese que
la répartition de contraintes de cisaillement est constante dans 1’épaisseur, ce qui est in-
compatible avec la condition de bord libre a la surface de la paroi; on aboutit donc a une
surévaluation de I’énergie de déformation élastique et par conséquent a une raideur plus
faible d’ou la différence observée. Pour la méme raison mais dans une moindre mesure
(seulement 0.3 %), on observe un écart sur la raideur de torsion.

Les raideurs obtenues pour la structure multi-cellulaire (munie des plaques horizontales)
exposées (Table I11.2) sont tres proches de celles obtenues par homogénéisation du tube
creux (Table II1.3). C’est pour les raideurs de traction et de flexion que 1'on observe le
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plus grand écart qui est de I'ordre de 1%. La présence des éléments horizontaux gene la
réduction de section par effet Poisson ce qui entraine un léger raidissement. Cet effet de
raidissement est d’autant plus important que la cellule est massive, ainsi pour une épaisseur
de 0.3m, on aura plus de 2% d’écart. De la méme maniere, les planchers d’un batiment
vont peu raidir la structure du batiment.

=20m
&3
NS

(e
\/
3

C

ZL‘1r
L]

c=20m

Figure II1.10

Table I11.2 Multi cellulaire
K1 8.11.10° N
Koo 1.37.10° N
Kss 1.37.10° N
K4 3.10.10° Nm?
Kss 5.38.10° Nm?
Kes | 5.38.10° Nm?

Table II1.3 Tube creux
Homogénéisation Analytique
K11 =8.000.10° N ES 8.000.10° N
Koy =1.355.10° N GkyS 1.291.10° N
K33 =1.355.10° N GksS 1.291.10° N
Ky = 3.090.10° N GI 3.080.10° Nm?
Kss = 5.337.10° N EI, 5.347.10° Nm?
Kgs = 5.337.10° N El3 5.347.10° Nm?
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Story number 7/ Comp. M, , : deviation

Story number 7/ Comp. Mxv : inside structure

467.2

408.8

350.4

233.6

1752

?’- 116.8

Story number 7/ Comp. Mxv : relocated

584

525.6

467.2

1.8~ 408.8

350.4

233.6

1752

?). 1168
o5 . - 58.4

Figure II1.11 Planche comparative de la répartition de couple de torsion M xy (voir I11.5.3)

issue des données de localisation et de celle issue de la 10°™€ cellule d’une structure a
20 périodes. — (Haut) Niveau d’erreur en pourcentage du bleu (0%) au rouge (100%).

La couleur noire signale un niveau d’erreur supérieur a 100%. — (Milieu) Intensité de
Deffort dans la structure multi cellulaire. — (Bas) Intensité de 'effort issu des données de
localisation.
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Story number 7 / Comp. Qx : deviation

Story number 7 / Comp. QX : inside structure

Story number 7/ Comp. Q, : relocated

Figure II1.12 Planche comparative de la répartition de moment interne de gisaillement
Qx (voir II1.5.3) issue des données de localisation et de celle issue de la 10°™€ cellule
d’une structure a 20 périodes. — (Haut) Niveau d’erreur en pourcentage du bleu (0%) au
rouge (100%). La couleur noire signale un niveau d’erreur supérieur a 100%. — (Milieu)
Intensité de Deffort dans la structure multi cellulaire. — (Bas) Intensité de 'effort issu des
données de localisation.
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III.5 Application a un batiment

Cette section présente ’application du processus d’homogénéisation a un batiment
multi-étagé. Les étages étant identiques, la structure est périodique, ce qui garantit un com-
portement d’ensemble ou macroscopique du batiment. Les raideurs effectives de la poutre
macroscopiquement équivalente et les données de localisation associées sont déterminées
par le processus d’homogénéisation décrit en II1.2 et II1.3. Ce modele mécanique réduit
est utilisé dans la seconde partie de ce document afin d’étudier la dynamique du batiment.
Les caractéristiques du batiment qui illustre cette section d’applicative sont présentées en
II1.5.1. La validité des données de localisation issues du processus d’homogénéisation fait
ensuite I'objet de tests similaires a ceux exposés sur les Figure I11.11 et Figure I11.12. Les
grandes lignes de I’algorithme utilisé sont présentées en I11.5.2. Les sorties graphiques des
résultats de ces tests sont cataloguées en II1.5.3.

II1.5.1 Caractéristiques structurales

Le batiment dont il est question est une tour de 12 étages de type habitation. Ses
étages sont tous identiques et un schéma en coupe de I'un d’entre eux est donné par la
Figure II1.13. Les planchers, qui ne sont pas représentés, recouvrent exactement la coupe
de I’étage et ont une épaisseur de 0.3 m. La hauteur des murs est de 2.7m pour une
hauteur totale du batiment de 32.4m. Les murs et les planchers sont modélisés par des
plaques homogenes constituées d’un matériau élastique isotrope dont les caractéristiques
sont récapitulées dans la Table IIl./. Bien que le comportement élastique ne suive pas
la loi de Hooke, les caractéristiques du matériau en question, sont calculées a partir des
regles du BAEL 91 (voir par exemple [41] et [107]). Un béton standard ayant une résistance
caractéristique a la compression f.os = 20M Pa a ’age de 28 jours est considéré pour le
calcul du module élastique instantané dont la valeur en (MPa) est donnée par [41] chap.
2:

E = 10000 £} ~ 27.1 M Pa

Le fluage du béton est important si bien que la déformation totale atteint environ 3 fois la
déformation instantanée. Le module d’élasticité différé est donc égal au tiers du module
instantané. Le modele mécanique réduit du batiment étant destiné a son étude dynamique,
il est logique d’utiliser la valeur instantanée du module élastique. Le module de cisaillement
instantané G est calculé a partir de £ pour un coefficient de Poisson v = 0.2.

Table I11.}
module d’élasticité FE =27.1GPa
module de cisaillement G =11.3GPa

masse volumique p = 2400 kg.m~1
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La structure de référence est constituée d’un assemblage de plaques (modele de Reissner-
Mindlin) dont le maillage interpole la géométrie du batiment et dont les propriétés phy-
siques correspondent aux données de la Table III.4. Une représentation du maillage est
donnée a la Figure I11.14.

Le milieu périodique dont 'homogénéisation va permettre la réduction du modele méca-
nique de la structure de référence est donc une tour ayant une infinité d’étages. La cel-
lule périodique choisie est constituée de I'ensemble des murs d’un étage surmonté par un
plancher (voir Figure I11.15). La procédure de maillage de la cellule est développée a
Pannexe A.2. Les caractéristiques de son maillage sont résumées dans la Table II1.5.

Les Figure II1.16 a Figure 111.21 montrent les déformations du maillage de la cellule pour
les 6 états élémentaires grad®(u,) avec W, € A eq définis en 11.5.3. L’amplitude des
déplacements sur ces figures a été amplifiée en vue de mieux apprécier la déformation du
maillage. Les déformations du modele réduit du batiment sont donc obtenues par une
combinaison linéaire de ces 6 déformations. Les propriétés de raideur effectives du modele
de poutre équivalent sont données par Table III.6. Ce dernier ne fait pas intervenir de
raideurs de couplage car la structure a une symétrie orthotrope.

L’effet de bord de couche limite est mis en lumiere a l'aide des figures Figure II1.22 et
Figure I111.23. Ces figures donnent la répartition des forces internes verticales Fj dans
les murs (définies par les Figure III.4 et Figure II1.5) pour le 1°" et le geme étage du
batiment mis en flexion. On constate que 'effet de couche limite du a ’encastrement au
sol est régularisé a mis hauteur du 1°" étage. Les batiments sont des structures tres creuses
et la régularisation des efforts (application du principe de St Venant) se déroule a 1’échelle
des murs et non du batiment entier.

Table 1I1.5
Nombre de noeuds 9457
Nombre de degrés de liberté maximal (étape 2) 56736
Nombre d’élément de type plaque 9280
Table 1I1.6
Raideur d’élongation Ky =72.7.101' N

Raideur de cisaillement (dir. es) Koy =3.2.1010N
Raideur de cisaillement (dir. e3) K33 =6.0.101O N

Raideur de torsion Ky =9.71.10"2 Nm
Raideur de flexion d’axe Ges K55 = 86.4.102 Nm
Raideur de flexion d’axe Ges Kgs = 20.2.102 Nm
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30.00 m

e, 0.20 m
g =)

=4
2 e, 0— & 20m S
- g
0.14 m
3.75m

Figure I11.13 Vue en coupe d’un étage du batiment.

Figure II1.14 Maillage complet de la structure de référence du modéle mécanique du
batiment.
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Chapitre 111

SUBCASE1: Complete deformation.

Figure I11.16 Cellule en traction suivant la direction longitudinale

SUBCASEA4: Macroscopic deformation.

Figure II1.17 Cellule en torsion
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SUBCASE2: Complete deformation.

Figure I11.18 Cellule en flexion pure suivant Ges

SUBCASES3: Complete deformation.

Figure II1.19 Cellule en flexion sous effort tranchant V3
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Chapitre 111

SUBCASES5: Complete deformation.

SUBCASES: Complete deformation.

Figure II1.21 Cellule en flexion sous effort tranchant V,
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Story number 1/ Comp. F, : IntemalStruct

Figure I11.22 1°étage: légere perturbation des forces internes verticales aux pieds des
murs dues aux effets de bord par encastrement.

5.8493

Story number 6 / Comp. F, : InternalStruct 5.1993

illl {45408
1 m: I 38995
]mllh»
B
// E -3.2496

= 2.5997

1.9498
1.2998

0.6499

Figure I11.23 gome étage: forces internes verticales dans les murs non perturbée.
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I11.5.2 Algorithme de validation des données de localisa-
tion

L’idée consiste a modéliser des tests sous sollicitation statique sur la structure de

référence et a comparer la répartition d’efforts internes dans les éléments d’un de ses
étages a celles obtenues par localisation de 1’état équivalent du modele mécanique réduit.
Les résultats de ces tests de validation des données de localisation sont présentés en I11.5.3.
Les sollicitations appliquées a la structure de référence correspondent aux 6 déformations
de base de poutre (6 tenseurs de la base # g définie en (I1.59)). L’extrémité de la poutre
équivalente correspond au toit du batiment, c’est donc par les nceuds de la partie corre-
spondante du maillage que la structure est sollicitée. Les nocuds se trouvant sur le plan
d’altitude minimale sont encastrés.
Le test charge en mémoire le maillage de la structure de référence généré a I’aide du mailleur
décrit dans I'annexe A.2. La structure est soumise a un des 6 chargements a valider qui
sont imposés par des conditions cinématiques aux nceuds. On note (T, 7%, T3, R, R, R3)
les 6 degrés de liberté des noeuds de la zone de maillage de toit et (X7, X5, X3) leurs
coordonnées. Les réels Uy et 0y sont des déplacement et rotation imposés. La Table I11.7
récapitule les conditions cinématiques imposées:

Table II1.7
Elongation T, =Uy
Cisaillement par force suivant es T =U
Cisaillement par force suivant es T3 = Uy
Torsion To = —X3x 0y, T3 = X9 X b
Ry =6y
Flexion pure d’axe Ges T, = X3 x 6y
Flexion pure d’axe Geg T, = —X9 x 6

Le calcul par éléments finis est exécuté par MSC Nastran. Ce dernier fournit par post-
traitement les efforts internes dans les éléments de la structure qui sont stockés en mémoire.
Avant de localiser les efforts internes dans un étage donné a partir des résultats issus
de I'homogénéisation, des tables de correspondances sont dressées. Cette étape, numéri-
quement assez couteuse, a pour objectif d’identifier les nceuds et éléments du maillage de
cellule utilisé dans la procédure d’homogénéisation avec ceux du maillage de la structure
de référence pour un étage donné de géométrie identique a la cellule.

Pour terminer, I'algorithme compare les efforts internes des éléments de plaque dans le
maillage de I’étage concerné de la structure de référence avec ceux obtenus par localisation
de I’état macroscopique équivalent. Pour ce faire, on calcule le vecteur d’état macro-
scopique Sg défini en I1.4 pour chacune des sollicitations de la Table II1.7. Les données
de localisation sont les efforts internes dans les éléments du maillage de la Figure I11.15
pour les éléments Sg unitaires (base canonique de R®). Il suffit donc de multiplier ces
répartitions d’efforts unitaires par les composantes de Sg et de les sommer pour localiser
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un état macroscopique donné. Le batiment a une grandeur H = N X h , h étant la hauteur
d’un étage et N leur nombre. Les composantes du vecteur d’état macroscopique Sg pour
les différents cas de chargement sont dans un étage n € N < N donné:

Table I11.8
Elongation E1 =Uy/L
3U, 3U,
Cisaillement par force suivant e X3 = 0 ~ 220

L (L?+ 3 K¢s/K22) L3
xs=((n=3)h-L) xj
Cisaillement par force suivant e X = —7 o +:;[;§55/K33) N _3;]30
xe=((n—3)h—1)x

Torsion X1 =06o/L
Flexion simple d’axe Ges X2 =6o/L
Flexion simple d’axe Ges X3 =0o/L

Les taux de courbure x5 et x4 sont donnés par I'expression (I1.28). Ils sont utilisés a la
place des distorsions I'13 et I'15 lors de la procédure d’homogénéisation, les données de
localisation étant normées pour des dérivées de courbure unitaires.

I11.5.3 Affichage des tests de validité

Les planches graphiques qui suivent comparent la répartition des forces et moments
internes dans les éléments de plaque d’un étage donné du batiment pour les calculs sta-
tiques présentés en II1.5.2 appliqués a la structure de référence et au modele de poutre
équivalent. Chaque planche contient 3 figures et expose les résultats relatifs a I'une des 5
forces (F'x, Fy, Fxy, Qx, Qy) ou des 3 moments (Mx, My, Mxy) définis par la Figure
I11.5.

A chaque composante de force et moment interne et a chacun des 6 calculs de la Table
II1.7 est associée une planche graphique scindée en 3 zones comme sur la Figure I11.24.
La figure située en zone (2) expose la répartition de l'effort issu d’un des calculs sur la
structure de référence explicités par la Table I111.7.

La figure située dans la zone (3) présente la répartition de l'effort issu de la localisation
de 1’état de déformation du modele de poutre équivalent soumis a un des calculs sta-
tiques macroscopiques. Les problemes mécanique de la Table II1.7 entrainent des états de
déformation dont les composantes du vecteur d’état Sg sont données dans la table Table
111.8

L’échelle de couleur des efforts indiquée sur la droite des figures des zones (2) et (3) est la
méme. Ses bornes sont les valeurs extrémes des deux répartitions d’efforts:

Echelle = mkin {Rkl , R%ZOC} , max {Rkl , RLDC
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La figure dans la zone (1) indique le pourcentage d’erreur de l'effort localisé par rapport
a l'intensité de l'effort dans la structure de référence. On note Rj; l'intensité de 'effort
interne [ pour un élément k avec:

{Ri, l € N <8} = {Fx, Fy, Fxy, Mx, My, Mxy, Qx, Qy}®

dans les éléments de ’étage issu de la structure de référence. La table de localisation R%ZOC

est donc un tableau ayant 8 colonnes et autant de lignes que d’éléments dans le maillage

d’un étage. Le pourcentage d’écart &; pour un élément k£ donné est défini (sans sommation

indicielle) par:

Ry — REPC
R

Néanmoins, on pourra constater sur les planches qui vont suivre que la précision des
données de localisation n’est plus valable pour des intensités d’effort trop faibles. Lorsque
les Ry et R%ZOC sont trop faibles par rapport a l'intensité maximale d’effort de 1’étage,
on considere alors qu’il s’agit de bruit numérique vis-a-vis des données de localisation. Ce
filtrage par troncature s’exprime par la condition suivante:

gkl = 100 x

POUR k
SI ‘szl‘ < 10_4 mI?X\Rkl\ ET |R%ZOC‘ < 10_4 mI?X\Rkl\ ALORS
=0
FIN SI
FIN POUR

L’échelle de couleur utilisée mesure des niveaux d’erreur de 0 & 100 %. Les niveaux d’erreur
supérieurs a 100 % sont marqués par des zones en noir. Les zones de faibles sollicitations
sont donc souvent accompagnées par un niveau d’erreur important et marquée par des
zZones noires.

®
@

®

Figure 111.24 (1) Erreur — (2) structure de référence — (3) localisation

Les planches graphiques exposées ci-apres ne traitent que les efforts internes ayant atteint
un seuil significatif. Ainsi certaines composantes ou vues extérieures (vues avec plancher)
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ne seront pas présentées. La Table II1.9 jusqu’a la Table III.14 donnent 4 informations
sur la répartition de chacune des forces et moments internes ainsi que sur la répartition
du niveau d’erreur dont les planches graphiques font 'objet. La premiere information est
le taux d’erreur moyen tronqué E,{.}, c’est-a-dire la moyenne ne prenant en compte que
les éléments dont la valeur des efforts internes est supérieure a une fraction n de effort

maximal: .

E,{&} = Non Z&;z x Hy(|Rki|)
otk

out N est le nombre total d’éléments pris en compte et la fonction H,, est définie sur Rt
par:
1si o > max|Ry| xn
k
H, :zw—
0 sinon.

New = Y Hy(|Rpl)
k

L’autre information est £"%* le taux d’erreur de localisation au point ot la valeur absolue
de effort |Ry;| est maximale:

Elmax = EKZ avec RKl = mkaX‘Rkl‘

I est finalement donné la moyenne E(Ry;) de l'effort sur I’ensemble des éléments et sa
valeur absolue maximale max |Ry;|.

Structure en traction — page 97

Le modele équivalent réduit de la structure est particulierement précis lorsque la struc-
ture est sollicitée en traction. Ceci est di a la forme du déplacement macroscopique imposé
qui est "proche” du déplacement complet u € %,eq. Ainsi pour les forces de membrane
Fx et Fy illustrées de la Figure II1.25 a la Figure II1.27, on observe un niveau d’erreur
moyen de moins de 0.5 %. Pour les forces de cisaillement de membrane (composante Fxy)
on observe des niveaux d’erreur faibles (couleur bleu profond) dans les zones sollicitées. Le
cisaillement intervient particulierement aux intersections entre les murs et entre les murs
et le plancher.

Table I11.9 Uy =5.10"3m

Fx Fy Fxy | Mx My Mxy |Qx Qy
Eion{En (%) 1039 [0.14 [599 [7.89 139|258 053 | 1.62
EP(%) 0.00 0.31 0.02 0.31 1.49 1.83 0.05 1.00
E(Ry) 5.6e4 5.0ed 1.3e4 10.0el 8.7el 2.5el 2.7e2 3.1e2
max | Ry;| 1.4e5 |9.7e5 | 1.3e5 |1.1e3 4.0e3 |5.9¢2 |6.1e3 |2.8ed
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Structure en flexion — page 102

Le niveau de précision de localisation des forces de membrane Fx, Fy, Fxy est aussi
bon en flexion qu’en traction. Il s’agit d’une sollicitation mécanique dont le déplacement
macroscopique est également proche du déplacement complet u € %,.q dans la cellule.
En plus des forces de membrane, on observe du moment fléchissant d’axe vertical dans les
murs (moment My dans les Figure I11.35, Figure I11.43) qui présente une intensité élevée
dans les coins des murs extérieurs. Ce moment fléchissant est di aux efforts tranchants
(composante Qx, Figure I11.37 et Figure II1.46) généré par les angles extérieurs. On
observe un effet similaire plus faible au niveau de l'intersection avec les murs intérieurs.
Comme lillustre la Figure II1.4/4, la flexion autour de I’axe (e3) crée en outre des mo-
ments de flexion dans le plancher au lieu des extrémités des murs internes. Ces moments
sont néanmoins largement surestimés par la localisation. Cette méme flexion d’ensemble
crée des couples de cisaillement en haut et en bas des murs extérieurs (composante M yy
représentée sur la Figure I11.45) sous 'effet local de raidissement des murs intérieurs.

Table IIL10  x2 =% =510"4m™!

Fx Fy Fxy | Mx My Mxy |Qx Qy
Ewnl€a) 013|009 |1.97 1255 |4.01 [338 |080 |0.57
gmax 0.09 0.06 0.73 9.55 1.48 4.80 0.08 1.04
E(Ry) 1.6e6 1.6e7 4.4e5 3.6e3 4.7e3 8.9e2 9.1e3 9.7e3
max | Ry 8.2e6 5.4e7 5.9e6 5.8e4 1.9e5 3.1e4 2.8eH 1.3e6

Table I11.11 X3 =% =510"4m™!

Fx Fy Fxy | Mx My Mxy |Qx Qy
Erwnl€nt |156  |1.02  |6.31 |326 |7.38 |592 |15.2 |0.60
gmax 4.73 0.07 0.11 0.12 1.20 2.68 0.15 0.98
E(Rxk1) 7.6e5 6.7e6 1.8e5 2.0e3 1.9e3 6.3e2 5.9e3 6.3e3
max |Ry;| |2.1e6 |1.9e7 |2.5e6 |2.5e4 |8.4ed |1.2e4 1.3e5 | 6.0e5

Structure en cisaillement par une fleche imposée

»  (Cisaillement suivant e; — page 119
» (Cisaillement suivant es — page 127

Les tests de validation de localisation des déformations macroscopiques de flexion par
fleche imposée pour le batiment mettent en lumiere les limites de la méthode pour ce type
de sollicitation. L’un des principaux problemes est ’erreur commise sur le déplacement
transverse macroscopique. La partie antipériodique de cette composante du déplacement
ne peut étre corrigée au cours de I’étape 2 ou sont imposées des conditions de périodicité.
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Une source d’erreur est par exemple due au fait que les champs de déplacement (II.58)
négligent le gauchissement lors de 1’étape 1 du processus d’homogénéisation. Une autre
vient des conditions d’antipériodicité appliquées sur la composante du déplacement dans
la direction de la fleche. Néanmoins, méme si ces conditions ne sont vérifiées que pour
des cellules ayant un plan de symétrie transverse, ne pas les appliquer mene a des erreurs
importantes pour le cellules ayant des profils de coupe transverses non connexes ou ”profils
ouverts” comme en montre par exemple le plan Figure II1.13 du batiment. L’efficacité de la
méthode dépend donc beaucoup de la géométrie de cellule. Ainsi pour le milieu périodique
a cellules cubiques étudié en I11.4.3, annexe A.3 donne les tests de validité de localisation
ainsi que table donnant un bilan des niveaux d’erreur. Le niveau d’erreur est faible pour
les forces internes qui sont les plus sollicitées et assez bas pour les moments. De méme, le
niveau d’erreur pour le batiment mis en flexion par une fleche imposée dans la direction es
présente des niveaux d’erreur tres raisonnables. Par contre pour une fleche imposée dans
la direction eg le niveau d’erreur est beaucoup plus élevé.

Concernant la répartition des efforts, on observe que le cisaillement par fleche imposée
suivant es est caractérisé par des concentrations d’efforts aux angles des murs intérieurs
de plancher. La répartition des forces de membrane Fx, Fy et Fxy (Figure II1.47, Figure
I11.48, Figure II1.49) illustre cette répartition. On observe cette concentration dans le
plancher sous forme de moments fléchissants (composantes Mx et My dans les Figure
II1.50 et Figure I11.51 ) et leurs efforts tranchants associés (composantes Q) x et QJy dans
les Figure II1.53 et Figure II1.54 ) ainsi que par des couples de torsion (composante My
dans la Figure II1.52). Lorsque la fleche est imposée dans la direction eg, les forces et
moments internes sont distribués de fagon similaire a un facteur multiplicatif pres qui
varie suivant les composantes.

Les efforts obtenus par localisation pour le calcul de cisaillement par fleche imposée suivant
es sont tres largement sous-évalués. La distribution des forces de membrane présentée dans
les Figure I11.55, Figure I11.56 et Figure I11.57 varie de maniere similaire entre les deux
modeles avec un facteur de proportionnalité homogene qui se traduit par un niveau d’erreur
uniforme. Ce décalage est du au fait que la structure est tres particuliere et ne comprend
aucun raidisseur dans le plan moyen en dehors des planchers.

Table VIIL.2  Fleche suivant e Uy = 5.1073m

Fx Fy Fxy | Mx My Mxy |Qx Qy
Ewlu) 162  |226 |152 |7.09 |537 |9.83 [103 |11.3
gnax 6.88 6.21 5.34 2.72 2.79 2.81 2.66 2.79
E(Rk1) 9.8¢3 |5.Ted |2.5ed |7.9e2 |[6.2¢2 |2.5e2 1.2e3 | 8.3e2
max | Ry| 7.7e4 4.2eb 2.0e5 3.5e4 2.3e4 9.5e3 5.1ed 2.3e4
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Table II1.13  Fleche suivant e Uy = 5.10"3m

Fx Fy Fxy | Mx My Mxy |Qx Qy
E19%{&} |40.5 52.2 22.4 150 169 149 103 80.7
gnax 22.9 19.1 27.3 208 191 195 12.3 27.3
E(Rk1) 8.7e3 | 7.5ed |4.5ed |3.4e2 |1.6e3 |8.8el 1.5e2 | 2.2e3
max |Ry;| |5.6e4 |3.0e5 |2.1eb |3.8e3 |1.9e4 |2.5e3 |6.4e3 |7.6e4

Structure en torsion — page 132

Les forces et moments internes sont tres concentrés et principalement localisés dans les
angles entre les murs et le plancher. Comme on pouvait s’y attendre, la distribution des
efforts est a symétrie polaire en croissant du centre vers l'extérieur. Le niveau d’erreur est
assez bas dans I’ensemble. Cependant, il est nécessaire d’avoir un maillage suffisamment
raffiné pour obtenir ce taux d’erreur de localisation.

Table III.14 x1 =% =510"4m™!

Fx Fy Fxy | Mx My Mxy |Qx Qy
Eiwlu) |13.0 |345 |149 |7.72 |7.33 |4890 |78 |11.5
&nax 4.19 2.02 6.96 7.60 7.38 6.98 7.51 13.4
E(Rxk1) 3.1eb 1.0e6 2.8e6 4.2¢e4 5.4e4 1.9e4 6.0e4 8.7e4
max | Ry;| 7.0e6 |4.0e7 |1.8e7 |3.1e6 |2.2¢6 |8.8ed 4.6e6 | 2.9¢e6

I11.6 Conclusions

Ce chapitre a présenté la mise en ceuvre numérique de la méthode d’homogénéisation
établie en 11.4 ainsi que son illustration pour un batiment a plusieurs étages.

La section II1.3 présente notamment de quelle maniere les raideurs effectives de poutre sont
calculées par équivalence entre 1’énergie de déformation élastique d’une cellule périodique
du milieu avec cellule du segment de poutre macroscopiquement équivalent. Les raideurs de
poutre sont alors obtenues par identification. Cette approche permet d’intégrer I'intégralité
de I’état de déformation local dans le comportement mécanique macroscopique.

La structure et les étapes du processus algorithmique présentés en I11.4 mettent en lumiere
une architecture modulaire et souple. L’application du processus a un tube creux fournit
d’une part une validation et permet en outre de vérifier dans le cas du cisaillement par force
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transverse ’écart entre un calcul élastique tridimensionnel et la théorie de la résistance des
matériaux pour les tubes minces.

Les propriétés équivalentes d’'un immeuble d’habitation standard de 12 étages sont es-
timées en II1.5. On montre par des tests de validation numériques reposant sur un calcul
par éléments finis pour une modélisation tridimensionnelle du batiment que le calcul de
localisation et les propriétés effectives qui en découlent sont tres probants lorsque la struc-
ture est sollicitée en traction-compression et en flexion. La géométrie de la structure
étant tres particuliere et finalement assez éloignée de celle d’une poutre, on constate un
écart important suivant I'un des axes de cisaillement. Cette méthode permet néanmoins
d’identifier au mieux les propriétés de poutre équivalentes, tout en sachant que certains
milieux a périodicité unidimensionnelle ont une mécanique interne tres éloignée de celle
d’une poutre homogene.
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Story number 6 / Comp. F X" deviation

A 4
Story number 6 / Comp. F e inside structure x 10

o 4
Story number 6 / Comp. F e relocated x 10
141

12.69
11.28
9.87
8.46
7.05
5.64
4.23
2.82
141
0

Figure I11.25 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en traction (E(z) = E11E;).
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Story number 6 / Comp. F X" deviation

x 10"
14.1

12.69
11.28
9.87
8.46
7.05
5.64
4.23
2.82
141

0 4
Story number 6 / Comp. F e relocated x 10
141

12.69
11.28
9.87
8.46
7.05
5.64
4.23
2.82
141

Figure I111.26 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en traction (E(z) = E11E;).
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Story number 6 / Comp. F v: deviation

Story number 6 / Comp. F v inside structure )§1PS
1

8.739
7.768
6.797
5.826
4.855
3.884
2.913
1.942
0.971

Story number 6 / Comp. F v relocated )§1;)5
1

8.739
7.768
6.797
5.826
4.855
3.884
2913
1.942
0.971

Figure I11.27 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en traction (E(z) = E11Eq).
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Story number 6 / Comp. F XY+ deviation

Story number 6 / Comp. F xv* inside structure X 104

13
11.7
10.4
9.1
7.8
6.5
5.2
3.9
2.6
13

Story number 6 / Comp. F . : relocated )(1%04

11.7
10.4
9.1
7.8
6.5
5.2
3.9
2.6
13
0

Figure I11.28 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en traction (E(x) = E11E;).
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Story number 6 / Comp. F Xy’ deviation

A 4
Story number 6 / Comp. F Xy inside structure x 10

11.7
10.4
9.1
7.8
6.5
5.2
3.9
2.6
13

Story number 6 / Comp. F xv© relocated X 104

11.7
10.4
9.1
7.8
6.5
5.2
3.9
2.6
13

Figure 111.29 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en traction (E(x) = E11Eq).
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Story number 6 / Comp. F X" deviation

Story number 6 / Comp. F e inside structure 6

7.452
6.624
5.796
4.968
4.14

3.312
2.484
1.656
0.828

Story number 6 / Comp. F e relocated 6

Figure I11.30 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(x) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. F X" deviation

Story number 6 / Comp. F x- inside structure 6

7.452
6.624
5.796
4.968
4.14

3.312
2.484
1.656
0.828

Story number 6 / Comp. F e relocated 6

Figure I111.31 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(z) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. F v: deviation

Story number 6 / Comp. F v inside structure 107

544

4.896
4352
3.808
3.264
2.72

2.176
1.632
1.088
0.544

X1
4.896
4.352
3.808
3.264
2.72

2.176
1.632
1.088
0.544

Figure I11.32 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(x) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. F XY+ deviation

L 6
Story number 6 / Comp. F xv* inside structure )%jgo

Story number 6 / Comp. F Xy’ relocated )éjgoe

5.31
4.72
4.13
3.54
2.95
2.36
1.77
1.18
0.59
0

Figure I11.33 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(z) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. F Xy’ deviation

A 6
Story number 6 / Comp. F Xy inside structure %390

Story number 6 / Comp. F xv© relocated )éjgoe

5.31
4.72
4.13
3.54
2.95
2.36
1.77
1.18
0.59

Figure I11.34 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(z) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. M N deviation

Story number 6 / Comp. M N inside structure )%13%4

Story number 6 / Comp. M x* relocated )%13%4

5.715
5.08
4.445
3.81
3.175
2.54
1.905
1.27
0.635

Figure I111.35 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Mx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(z) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. M XY+ deviation

Story number 6/ Comp. M | - inside structure )5)’12()24

2.898
2.576
2.254
1.932
1.61

1.288
0.966
0.644
0.322

Story number 6 / Comp. M v relocated X 104

3.22

2.898
2.576
2.254
1.932
1.61

1.288
0.966
0.644
0.322

X

Figure I11.36 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Mxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(z) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. Q N deviation

L 5
Story number 6/ Comp. Q , : inside structure )(217()9

2511
2.232
1.953
1.674
1.395
1.116
0.837
0.558
0.279

X 10
279

2511
2.232
1.953
1.674
1.395
1.116
0.837
0.558
0.279
0

Figure I11.37 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Q)x des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oez) (E(z) = x2/Xx0Es).
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Story number 6 / Comp. F x* deviation

Story number 6 / Comp. F ,  inside structure )5106
A
1.89
1.68
1.47
1.26
1.05
0.84
0.63
0.42
0.21

Story number 6/ Comp. F  : relocated x 10°
1
1.89
1.68
1.47
1.26
1.05
0.84
0.63
0.42
0.21

0

Figure I111.38 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(x) = x3/x0Es).
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Story number 6 / Comp. F X" deviation

Story number 6 / Comp. F  : inside structure )&106
A
1.89
1.68
1.47
1.26
1.05
0.84
0.63
0.42
0.21

Story number 6/ Comp. F  : relocated x 10°
1
1.89
1.68
1.47
1.26
1.05
0.84
0.63
0.42
0.21

0

Figure I111.39 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(x) = x3/x0Es).
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Story number 6 / Comp. F v: deviation

Story number 6 / Comp. F v inside structure 6

)|

10

20 15

E 6
Story number 6 / Comp. F v relocated x 10
19.4

17.46
15.52
13.58
11.64
9.7
7.76
5.82
3.88
1.94
0

Figure I11.40 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. F XY+ deviation

Story number 6 / Comp. F xv* inside structure 5% 106

2.47

2.223
1.976
1.729
1.482
1.235
0.988
0.741
0.494
0.247

Story number 6 / Comp. F Xy’ relocated 5% 106
2.47

2.223
1.976
1.729
1.482
1.235
0.988
0.741
0.494
0.247

Figure III.41 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. F Xy’ deviation

A 6
Story number 6 / Comp. F Xy inside structure x 10

2.47

2.223
1.976
1.729
1.482
1.235
0.988
0.741
0.494
0.247

Story number 6 / Comp. F xv© relocated 5% 106
2.47

2.223
1.976
1.729
1.482
1.235
0.988
0.741
0.494
0.247

Figure II1.42 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. M N deviation

Story number 6 / Comp. M, : inside structure )(215()4

2.25

1.75
15
1.25

0.75
0.5
0.25

0 4
Story number 6 / Comp. M x* relocated X2150

2.25

1.75
15
1.25

0.75
0.5
0.25
0

Figure II1.43 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Mx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. M X" deviation

Story number 6 / Comp. M , : inside structure )(215()4

2.25

1.75
15
1.25

0.75
0.5
0.25

. 4
Story number 6 / Comp. M e relocated X2150

2.25

1.75
15
1.25

0.75
0.5
0.25
0

Figure I11.44 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Mx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. M XY+ deviation

Story number 6 / Comp. M xv© inside structure

12200
10980
9760
8540
7320
6100
4880
3660
2440
1220

Story number 6 / Comp. M v relocated

X

12200
10980
9760
8540
7320
6100
4880
3660
2440
1220

Figure II1.45 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Mxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. Q N deviation

11.52
10.24
8.96
7.68
6.4
5.12
3.84
2.56
1.28

139
11.52
10.24
8.96
7.68
6.4
5.12
3.84
2.56
1.28
0

Figure II1.46 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Q)x des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité en flexion autour de 'axe (Oes) (E(z) = x3/x0Es)-
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Story number 6 / Comp. F x* deviation

Story number 6 / Comp. F e inside structure )équ;

Story number 6 / Comp. F e relocated >§32054

7.425
6.6
5.775
4.95
4.125
33
2.475
1.65
0.825

Figure I11.47 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(x) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. F v: deviation

Story number 6 / Comp. F v inside structure X1 5
4\

4.005
3.56
3.115
2.67
2.225
1.78
1.335
0.89
0.445

Story number 6 / Comp. F v: relocated )21]2955

4.005
3.56
3.115
2.67
2.225
1.78
1.335
0.89
0.445

Figure II11.48 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(x) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. F XY+ deviation

L 5
Story number 6 / Comp. F xv* inside structure x 10

2.06

1.854
1.648
1.442
1.236
1.03

0.824
0.618
0.412
0.206

Story number 6 / Comp. F Xy’ relocated 5% 105
2.06

1.854
1.648
1.442
1.236
1.03

0.824
0.618
0.412
0.206

Figure I111.49 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(x) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. M X" deviation

A 4
Story number 6 / Comp. M e inside structure x 10
3.57

3.213
2.856
2.499
2.142
1.785
1.428
1.071
0.714
0.357

o 4
Story number 6 / Comp. M e relocated x 10
3.57

3.213
2.856
2.499
2.142
1.785
1.428
1.071
0.714
0.357

Figure I111.50 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Mx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(x) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. M v: deviation

Story number 6 / Comp. M v inside structure )%ISOA
.39

2.151
1.912
1.673
1.434
1.195
0.956
0.717
0.478
0.239

Story number 6 / Comp. M v relocated éjgo“
.39

2.151
1.912
1.673
1.434
1.195
0.956
0.717
0.478
0.239

Figure I111.51 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante My des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(z) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. M Xy deviation

Story number 6 / Comp. M Xy inside structure

10800
9720
8640
7560
6480
5400
4320
3240
2160
1080

Story number 6 / Comp. M xv© relocated

10800
9720
8640
7560
6480
5400
4320
3240
2160
1080

Figure I111.52 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Mxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(x) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. Q X" deviation

Story number 6 / Comp. Q Ve inside structure )%1204

4.689
4.168
3.647
3.126
2.605
2.084
1.563
1.042
0.521

Story number 6 / Comp. Q x- relocated )%1204

4.689
4.168
3.647
3.126
2.605
2.084
1.563
1.042
0.521

Figure I111.58 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante QQx des efforts internes dans les éléments pour l'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(x) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. Q v deviation

A 4
Story number 6 / Comp. Q  : inside structure XZ%OG

2.124
1.888
1.652
1.416
1.18

0.944
0.708
0.472
0.236

. 4
Story number 6 / Comp. Q v: relocated x 10
2.36

2.124
1.888
1.652
1.416
1.18
0.944
0.708
0.472
0.236
0

Figure I11.54 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Qy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant es (E(z) = x5/x(E2).
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Story number 6 / Comp. F x* deviation

offoel 4
Story number 6 / Comp. F e inside structure )%160

Story number 6 / Comp. F e relocated )%1604

5.04
4.48
3.92
3.36
2.8

2.24
1.68
1.12
0.56

Figure I11.55 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant e3 (E(z) = x5/x(E3).
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Story number 6 / Comp. F v: deviation

offoel 5
Story number 6 / Comp. F v inside structure x 10

2.7
24
21
18
15
1.2
0.9
0.6
0.3

Story number 6 / Comp. F v: relocated 5% 105

2.7
24
21
1.8
15
1.2
0.9
0.6
0.3

Figure I11.56 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant e3 (E(z) = x5/x(E3).
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Story number 6 / Comp. F XY+ deviation

Story number 6 / Comp. F xv* inside structure lejgf

1.926
1.712
1.498
1.284
1.07

0.856
0.642
0.428
0.214

Story number 6 / Comp. F Xy " relocated 5% 105
2.14

1.926
1.712
1.498
1.284
1.07
0.856
0.642
0.428
0.214
0

Figure I11.57 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant e3 (E(z) = x5/x(E3).

129



Chapitre 111 Conclusions

Story number 6 / Comp. M X" deviation

Story number 6 / Comp. M e inside structure

11600
10440
9280
8120
6960
5800
4640
3480
2320
1160

Story number 6 / Comp. M e relocated

11600
10440
9280
8120
6960
5800
4640
3480
2320
1160

Figure I11.58 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Mx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant e3 (E(z) = x5/x(E3).
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Story number 6 / Comp. M v: deviation

Story number 6 / Comp. M : inside structure 104

541

4.869
4.328
3.787
3.246
2.705
2.164
1.623
1.082
0.541

Story number 6 / Comp. M, : relocated )éhof

4.869
4.328
3.787
3.246
2.705
2.164
1.623
1.082
0.541

Figure I111.59 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante My des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment est sollicité par une fleche imposée suivant e3 (E(z) = x5/x(E3).
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Story number 6 / Comp. F X" deviation

Story number 6 / Comp. F e inside structure )%1306
.39

6.651
5.912
5.173
4.434
3.695
2.956
2.217
1.478
0.739

Story number 6 / Comp. F e relocated )171306
.39

6.651
5.912
5.173
4.434
3.695
2.956
2.217
1.478
0.739

Figure I11.60 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. F v: deviation

Story number 6 / Comp. F v inside structure )5110%7

3.627
3.224
2.821
2.418
2.015
1.612
1.209
0.806
0.403

Story number 6 / Comp. F v relocated )5110037

3.627
3.224
2.821
2418
2.015
1.612
1.209
0.806
0.403

Figure I11.61 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. F XY+ deviation

L 6
Story number 6 / Comp. F xv* inside structure )ﬁ_&07

149

16.83
14.96
13.09
11.22
9.35
7.48
5.61
3.74
1.87

Figure I11.62 Planche comparative (vue intérieure) des résultats de localisation de la
composante Fxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. M X" deviation

A 6
Story number 6 / Comp. M e inside structure x 10
3.34

3.006
2.672
2.338
2.004
1.67

1.336
1.002
0.668
0.334

E 6
Story number 6 / Comp. M e relocated x 10
3.34

3.006
2.672
2.338
2.004
1.67
1.336
1.002
0.668
0.334
0

Figure I111.63 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Mx des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. M v: deviation

A 6
Story number 6 / Comp. M v inside structure x 10
231

2.079
1.848
1.617
1.386
1.155
0.924
0.693
0.462
0.231

E 6
Story number 6 / Comp. M v relocated x 10
231

2.079
1.848
1.617
1.386
1.155
0.924
0.693
0.462
0.231
0

Figure I11.64 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante My des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. M Xy deviation

Story number 6 / Comp. M Xy inside structure 105

b2

8.478
7.536
6.594
5.652
471

3.768
2.826
1.884
0.942

Story number 6/ Comp. M . relocated 10°
b2

8.478
7.536
6.594
5.652
471

3.768
2.826
1.884
0.942

Figure I111.65 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Mxy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. Q X" deviation

Story number 6 / Comp. Q Ve inside structure 5% 06
4.]93

4.437
3.944
3.451
2.958
2.465
1.972
1.479
0.986
0.493

Story number 6 / Comp. Q x- relocated )2‘19036

4.437
3.944
3.451
2.958
2.465
1.972
1.479
0.986
0.493

Figure I111.66 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante QQx des efforts internes dans les éléments pour l'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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Story number 6 / Comp. Q v deviation

Story number 6 / Comp. Q v inside structure 6

2.628
2.336
2.044
1.752
1.46

1.168
0.876
0.584
0.292

Story number 6 / Comp. Q v: relocated 6

Figure I111.67 Planche comparative (vue extérieure) des résultats de localisation de la
composante Qy des efforts internes dans les éléments pour I'étage 6 dans le cas ou le
batiment soumis a un couple de torsion (E(z) = x1/x0E4).
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INTERACTION SOL-STRUCTURE






Chapitre IV

CHAPITRE 1V
INTRODUCTION

Le second volet de cette these s’attache a 1’étude de la réponse dynamique des batiments

sous séisme. Ces travaux traitent du cas des batiments multi-étagés reposant sur des fon-
dations rigides. Les modeles mécaniques mis en ceuvre utilisent la modélisation réduite ou
”compressée” présentée dans la section précédente pour ce type de batiment. L’interaction
entre un sol déformable et la fondation rigide est également prise en compte. Cette
intéraction dite interaction sol-structure (ISS) peut avoir une influence sur la réponse
dynamique d’une structure de génie civil. Les déplacements et rotations de la fondation
dus a la déformation du sol sont a 'origine d’un mouvement d’ensemble non négligeable
du batiment. Les forces d’inertie créées par les mouvements de la fondation accentuent la
déformation de la structure.
L’interaction sol-structure dépend des propriétés matérielles du sol, de la forme de la
fondation et des caractéristiques de la structure qui repose sur elle, ainsi que de la nature de
I’excitation sismique. Le probleme mécanique de 'interaction sol-structure posé dans son
cadre général est illustré par la Figure IV.1 ol un corps élastique borné ¢ (la fondation)
est en contact avec un milieu élastique semi-infini €)5 par une interface Xg. L’interaction
sol-structure est alors exprimée par la relation entre le champ de déplacement ugs de la
surface de contact entre le sol et la fondation et le champ de force fss appliqué par le sol
sur cette méme surface. La relation fiy = 2(ug) est donnée par l'application 2 appelée
impédance de fondation. Cette application renferme toute la modélisation physique de
I'interface sol-fondation. Une interaction viscoélastique linéaire s’exprime par exemple
dans le domaine fréquentiel par un opérateur d’impédance linéaire complexe dépendant
de w tel que fif(w) = Z(w)ug(w) = (H + iwP — W2l )ugy(w) ou K, D et M sont
respectivement les opérateurs linéaires de rigidité, de viscosité et de masse. Lorsque le
champ de déplacement est approximé par la méthode de Galerkin sur une base (¢1, ..., dn,,)
d’un espace de Hilbert 77 de dimension finie Ng:

Ugf = Z Ay On

nGINSNH

'opérateur d’impédance peut s’écrire sous forme matricielle [Z(w)] = [K] + iw [D] — w?[M]
ou [K], [D] et [M] sont des matrices de M}H (R) l'espace des matrices symétriques définies
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positives. Dans le cas particulier d’une fondation rigide, le champ de déplacement de
la surface de fondation est défini sur l'espace des mouvements de corps rigide dont la
dimension est Ny = 6 et les 6 fonctions ¢,, correspondent aux 3 rotations et 3 translations.

surface du sol

Figure IV.1 Interaction d’un corps élastique borné s (la fondation) avec un milieu
élastique semi-infini Qs (le sol) par une interface ¥y (surface de contact entre le sol et
la fondation).

Pour déterminer I'impédance d’interaction avec précision, de nombreuses approches numé-
riques ont été mises en ceuvre. La difficulté principale vient de la représentation du do-
maine )5 qui ne peut étre réalisée a 'aide d’'un simple modele par éléments finis. Les
deux méthodes numériques les plus classiques pour résoudre ce type de problemes sont la
méthode des éléments finis avec parois absorbantes et la méthode des éléments de frontiere
(boundary elements method). Ces méthodes respectent avec plus ou moins de précision,
les conditions de Sommerfeld qui s’énoncent de la maniere suivante: L’énergie irradiée par
une source doit se dissiper a linfini; aucune énergie ne doit étre irradiée en provenance
de linfini.

La méthode des éléments infinis utilise des éléments ”absorbants” aux bords non libres du
maillage d’un domaine borné de sol qui suppriment les composantes réflexives des ondes
incidentes. Ce principe est appliqué dans [5] pour le cadre de ’acoustique en milieu fluide
ou des éléments dits dipolaires absorbent les contributions radiatives d’'un développement
asymptotique du champ de pression hydrostatique aux deux premiers ordres. D’autres
méthodes de ce type avec un filtrage plus étendu ont été développées par la suite (e.g.
[38]). Une méthode plus directe consiste encore a utiliser des éléments de bord avec un
amortissement progressif ot les ondes vont venir ”s’absorber” sans étre réfléchies. D’autres
travaux utilisent une résolution analytique du probleme hors du domaine qui est utilisée
comme condition aux limites sur les éléments de bord non libres. Harari [68] combine
une telle technique avec des éléments infinis. Toutes ces techniques sont particulierement
bien adaptées aux problemes d’acoustique ou de maniere plus générale a ’observation des
propagations d’'une onde dans un sous-domaine borné d’un domaine infini.

La méthode des éléments de frontiere semble néanmoins la plus appropriée pour le probleme
de l'interaction sol-fondation dans la mesure ou elle ne fait intervenir que des maillages
d’interfaces et que les conditions de Sommerfeld y sont parfaitement respectées. En outre,
cette méthode nécessite une résolution analytique exacte qui limite son utilisation au cas
d’un sol homogene. Dominguez [40] et Karabalis et Beskos [77] appliquerent cette méthode
au cas d’'une fondation rectangulaire enfouie dans un sol élastique homogene. Mita et
Luco [100] proposerent une méthode combinant des éléments de frontiere sur I'interface sol
fondation et 'utilisation d’éléments finis dans le domaine de sol excavé (domaine de sol
déplacé par la fondation) afin de réduire les couts de calcul. Une méthode de ce type est
utilisée dans le code de calcul MISS développé par Clouteau a 'ECP et qui est utilisé par
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Cottereau et al. [35], [36] pour calculer des impédances avec fondation déformable.

Des modeles d’interaction sol-fondation destinés a ’ingénierie ont été élaborés de maniere
a donner des expressions algébriques des termes de raideur et d’amortissement radiatif
intervenant dans l’expression de l'impédance de fondation. De tels modeles (Wolf et
Somaini[144] et Jean et al. [73]) ont étés congus a partir d’assemblages de raideurs et
d’amortisseurs visqueux connectés a une fondation rigide; I’ensemble formant un systeme
mécanique dont les termes de la matrice d’'impédance sont recalés sur les valeurs de
référence issues de la littérature sur l'interaction de sol. Les résultats sont obtenus pour
chaque type de mouvement: pompage, tamis, roulis, basculement, lacet.

Nombre d’études assez anciennes portant sur les problemes d’interaction d’un solide avec
un milieu élastique sont basées sur des modeles de fondation de type Winkler [141] (Figure
IV.2) faisant intervenir un assemblage continu de raideurs: e.g. [85], [131], [123], [132].
Parmi les premiers travaux directement appliqués aux études sismiques, on peut citer les
publications de Kagawa et Kraft [76], Flores-Berrones et Whitman [49] et Kavvadas et
Gazetas [78]. Les fondations de type Winkler conduisent & des modeles mécaniques assez
simples utilisant des expressions analytiques qui comme dans [132] peuvent étre insérées
dans une résolution numérique. On trouve de nombreuses variantes de ce type de fon-
dation, Kagawa [76] utilise ainsi une ”pile” de ressorts horizontaux ou des amortisseurs
visqueux sont mis en parallele des raideurs (modele rhéologique de Kelvin-Voigt) pour
modéliser un comportement viscoélastique du sol afin de modéliser le débattement hori-
zontal d’une superstructure. Boulanger étudie dans [17] un probléme similaire en utilisant
des ressorts non-linéaires pour modéliser des comportements de sols argileux et sablon-
neux. Le principal défaut des fondations de type Winkler est I’absence de couplage entre
les ressorts ce qui revient pour une fondation horizontale a négliger la raideur de cisaille-
ment vertical. Pour remédier a ce défaut, des modeles utilisant des ressorts de couplage
ont été développés. C’est le cas par exemple du modele de décollement fondation qui est
utilisé dans le chapitre VIII sur le décollement de fondation. On peut également mention-
ner le modele de fondation de Kerr constitué de deux couches de ressorts de compression
interconnectées par des ressorts de cisaillement (voir [79]).

P(x)dx

kdx

—
dx

Figure IV.2 Le modéle de fondation de Winkler est un tapis de ressorts continu constitué
de raideurs (par unité de surface ou de longueur) indépendantes. Sur cette illustration 1D,
la fondation a une raideur élastique verticale par unité de longueur k et est soumise a un
champ de force par unité de longueur P(x).

Parmi les approches simplifiées pour I'ingénierie figurent les modéles de cone originellement
développés par Elhers [44] pour linteraction entre le sol et une fondation en translation
transverse (tamis). Meek et Veletsos [95] ont par la suite introduit la rotation couplée
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au déplacement transverse (roulis). Ce modele décrit 'interaction d’une fondation de
surface circulaire (disque) rigide reposant sur un demi-espace élastique. Le modele de cone
remplace alors le demi espace élastique par un cone tronqué que I’on peut considérer comme
une poutre élastique a section variable. Pour chaque type de mouvement de la fondation,
un cone est déterminé par une valeur tabulée de son facteur d’aspect défini comme étant
le rapport de la hauteur zy de la partie émergée du cone sur le rayon ry de la fondation
(Figure IV.3). Les valeurs tabulées en question dépendent du rapport de la vitesse des
ondes de pression sur celle des ondes de cisaillement dans le milieu élastique. Les termes
de la matrice d’impédance sont alors déterminés en fonction de zg, rg et des propriétés
physique du milieu élastique. Le modele a été depuis étendu par Meek et Wolf [96] au cas
des fondations circulaires enfouies par I'implication d’une superposition de cones doubles
et par Wolf et Deeks [143] au cas de fondations axisymétriques.

Figure IV.3 Fondation circulaire de surface de rayon ry reposant sur un céne de rapport
d’aspect 2.

To
Gazetas et al. [53], [55], [54], [50] ont mené des études sur les réponses statique et dy-
namique de fondations rigides de formes diverses a la surface du sol ou enfouies. Ces
travaux reposent sur des calculs par éléments de frontiere croisés avec des expressions an-
alytiques issues de la littérature. Sont obtenues au final des expressions semi-analytiques
ainsi que des abaques permettant de calculer aisément les termes de la matrice d’impédance
de sol. L’ensemble de ces résultats est synthétisé dans [51] et [52]. Ce sont ces modeles
d’interaction de sol pour I'ingénieur qui seront utilisés dans le chapitre V.

Toutes les modélisations mentionnées se rapportent a l'interaction entre une fondation et
un sol élastique homogene. Néanmoins, les sols sont en général des milieux hautement
hétérogenes et présentant de plus un comportement élastoplastique (e.g. Pastor [106]).
Les variations des propriétés du sol sont toujours difficiles a mesurer et encore plus au
voisinage direct de la surface de contact entre le sol et la fondation. On a donc recours a
des estimations statitisques et a des approches probabilistes.

Un probléeme courant pour les structures du génie civil est le différentiel d’affaissement
au niveau des appuis au sol qui se traduit par des fissures apparentes voire un effon-

146



Chapitre IV

drement. L’estimation de ce différentiel est en pratique menée par une estimation de
I’affaissement total calculée a partir d’une estimation des propriétés élastiques moyennes
du sol. Le différentiel d’affaissement est ensuite estimé a partir de données de corrélation
avec D'affaissement total issues de mesures expérimentales. Diverses études probabilistes
dressent des modeles prédictifs de I'affaissement. Gordon et Griffiths dans [47] et [48] es-
timent les densités de probabilité de I'affaissement d’un appui seul et du différentiel entre
deux appuis a 'aide d’un calcul par éléments finis sur un domaine de sol borné élastique
isotrope dont le module d’élasticité est un champ stochastique. Dans la méme lignée,
on peut citer les travaux de Breysse [20]. La densité de probabilité d’un appui seul est
obtenue a partir du champ stochastique du module d’élasticité et de la dimension de la
semelle d’appui de la fondation. Lorsque les appuis sont multiples, la densité de prob-
abilité du différentiel d’affaissement fait en outre intervenir le rapport entre la distance
d’écartement des appuis et la distance de corrélation horizontale du champ de module
d’élasticité en surface, ainsi que le rapport entre la dimension des semelles d’appui et cette
méme distance de corrélation.

Les incertitudes sur les propriétés mécaniques des sols sont le plus fréquemment prises en
compte par la modélisation probabiliste de parametres du modele. C’est le cas par exemple
de Jin et al. [75] qui présentent un calcul d’analyse fréquentielle d’'un modele brochette
(lumped mass model) de batiment dont 'interaction sol-fondation est exprimée par un
modele classique de matrice d’impédance de fondation rigide sur sol élastique homogene
isotrope dont les termes de raideur et d’amortissement dépendent des propriétés élastiques
du sol et des caractéristiques géométriques de la fondation. Le module de cisaillement
G = Go (1 + 61) et le coefficient de Poisson v = vy (1 + 62) font intervenir les variables
aléatoires réelles 61 et 65 suivant une loi uniforme. L’intégration de parametres aléatoires
dans le modele mécanique du sol ne changent néanmoins pas la nature physique du modele.
En introduisant par exemple des incertitudes sur le modules de cisaillement GG du sol, celui-
ciX est toujours représenté par un modele mécanique de milieu homogene isotrope.

Lorsqu’un batiment est soumis a une excitation sismique, le caractere hétérogene du sol
implique une réponse dynamique de la structure couplant les mouvements de la structure
dans toutes les directions de 1’espace. Le projet SMART-2 [91] illustre bien le phénomene.
Des tests vibratoires furent menés sur une maquette axisymétrique de centrale atomique
a ’échelle 1/4 pour y tester les effets de l'interaction de sol. Un systeme de deux ac-
tionneurs placés au centre du toit (donc sur 'axe d’axisymétrie) permettait d’exciter la
structure suivant les directions horizontales orthogonales (N-S) et (E-O). Il est observé un
fort couplage de la réponse de la structure dans ces deux directions et étant donné son
axisymétrie, ce couplage ne pouvait provenir que de ’axisymétrie du sol. Toubalem et al.
[136] utiliserent une interaction sol-fondation de type Winkler avec un champ de raideur
de surface stochastique pour modéliser les résultats observés lors du projet SMART-2. Ils
ont montré que pour un champ stochastique homogene en moyenne, la réponse moyenne
du systeme implique des couplages du type observé dans les mesures expérimentales.

L’implication de champs stochastiques dans la description des variations spatiales des
propriété du sol a trouvé toute son ampleur avec la méthode des éléments finis stochastiques
(Ghanem [59]). Ghanem et Brzakala [58] utilisent cette méthode pour représenter un sol
stratifié a deux couches avec interface aléatoire. La discontinuité de propriétés physiques
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est appliquée a ’aide d’une fonction de Heaviside et la matrice de raideur stochastique du
modele éléments finis du domaine de sol considéré est exprimée a I’aide d’un développement
en chaos polynomiaux. Ghiocel [60] utilise la méthode des éléments finis stochastiques pour
estimer la réponse d’un réacteur nucléaire reposant sur un sol aléatoire.

Toutes ces méthodes probabilistes sont dites paramétriques car les incertitudes portent
sur les parameétres du modele mécanique de sol. Ces représentations probabilistes sont
néanmoins limitées par la nature du modele déterministe. Introduire une variabilité
spatiale du module de cisaillement du sol ne rendra ainsi pas compte d’une éventuelle
anisotropie locale du sol ou de la présence de cavités remplies de fluide. Le modele proba-
biliste non-paramétrique élaboré par Soize [126] et [129] donne acces & une représentation
introduisant une ”classe” d’incertitudes plus large. Les incertitudes vont directement
porter sur les matrices de masse, amortissement et raideur issues de la discrétisation
du modele mécanique. Les incertitudes portent alors directement sur la modélisation
mécanique, ce qui permet de tenir compte en grande partie des simplifications utilisées
dans la construction du modele. Cette théorie des matrices aléatoires établit des densités
de probabilité construites sur le principe du maximum d’entropie (Shanon [119] et Jaynes
[72]), entropie définie au sens de I'information étant une mesure de 'incertitude. Ayant
cependant une certaine information sur les matrices aléatoires, les fonctions de densité de
probabilité obtenues sont celles vérifiant cette information avec un niveau d’incertitude
maximal. Le modele non-paramétrique a été appliqué a la construction de matrices
d’impédances d’interaction de sol avec une fondation élastique par Cottereau [35] et [36].

Le chapitre V qui suit immédiatement cette introduction présente le modele d’impédance
utilisé par la suite pour caractériser l'interaction sol-fondation du batiment. Les fonc-
tions de densité de probabilité des matrices aléatoires issues du modele probabiliste non-
paramétrique y sont également exposées ainsi que la mise en ceuvre pratique des générateurs
de matrices aléatoires. Il est finalement montré comment le modele non-paramétrique est
appliqué a I'impédance de fondation.

La modélisation mécanique du batiment reposant sur les propriétés effectives réduites du
chapitre III est détaillée dans le chapitre VI. Cette modélisation integre l'interaction de
sol stochastique présentée au chapitre précédent. Deux types de modeles ayant les mémes
propriétés statiques mais des répartitions inertielles différentes y sont en outre présentés.
L’analyse dynamique stochastique des résultats de simulation du batiment sous séisme est
menée au chapitre VII. L’effet de 'interaction de sol sur le comportement déterministe
de la structure est examiné dans un premier temps. La répercussion des incertitudes
d’impédance d’interaction sol-structure sur la réponse dynamique du batiment est étudiée
a l’aide de traitement statistiques.

Le chapitre chapitre VIII qui conclut la seconde partie de ce travail de these aborde le
probléeme du décollement de fondation. L’interaction de sol non-linéaire mise en jeu est
congue a ’aide d’'un calcul analytique issu d’une modélisation d’interaction sol-fondation
de type Winkler.
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Chapitre V

CHAPITRE V

IMPEDANCE D’INTERACTION SOL -
STRUCTURE

Les termes d’impédance de l'interaction sol-fondation issus des travaux de synthese de
Gazetas ([b1] et [52]) sont présentés dans ce chapitre et seront utilisés dans le cadre de la
modélisation mécanique du batiment au chapitre VI.

Le modele d’interaction sol-fondation présenté ici considere une fondation rigide de forme
quelconque reposant sur un sol élastique homogene isotrope. L’hypothese de fondation
rigide suppose qu’au sein de l'interaction, l’essentiel des déformations provient du sol.
La fondation est supposée de forme constante au cours du temps ce qui implique que la
structure reposant sur elle lui impose un niveau de déformation négligeable en comparaison
de celui du sol. Cette hypothese devient caduque pour les structures larges comme un
réacteur nucléaire mais se vérifie assez bien pour une construction élancée.

La fondation au repos représentée a la Figure V.1.b est orientée par une base orthonormée
(e1,ez,e3). Le point O est défini pour une semelle (fondation de surface) comme étant
son centre de masse. Pour une fondation profonde enfouie, le point O est, comme le
montre la Figure V.2, la projection du centre de masse de la fondation au repos sur
la face supérieure de la fondation au repos suivant la direction verticale e;. On note
x = (21, x2, x3) la position par rapport au point O et Z o = (O, e1, ez, e3, t) le référentiel
lié a ce point. En tant que corps rigide, le mouvement de la fondation est décrit par
le déplacement Ug(t) = (Uysi(t), Usa(t), Ups(t)) de son centre de masse et la rotation
0¢(t) = (071(t), O52(t), O3(t)) autour de son centre de masse. La fondation a une masse
my¢ ainsi qu'une matrice d’inertie [I¢]. Elle est supposée soumise & une force et a un
moment extérieurs F.(t) et M, (t) ainsi qu’a une force et un couple de réaction élastique
du sol Fg(t) et Mg(t). L’équation de conservation de la quantité de mouvement de la
fondation s’écrit:

d?U;

me st = Fo(t) + () (V.1)
(1) T = ML(t) + M. (1) (v.2)
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L’impédance de sol est caractérisée par une raideur et un amortissement visqueux appliqués
a chacun des degrés de liberté de la fondation de telle sorte que la force et le moment de
réaction du sol soient caractérisés par des matrices de raideur [K;] et d’amortissement [D]

de sol tels que: |
(fdss((tg)) =l (Iejff((tt;) — D] (‘g;((f;) (V.3)

ou le point ” ' signifie la dérivation par rapport au temps. Les équations (V.1) et (V.2)
sont alors des équations différentielles en temps du second ordre, linéaires et a coefficients
constants. La matrice de masse de fondation [M| est la matrice diagonale par blocs dont
le premier bloc est la matrice diagonale mg [lg] ou [lg] est la matrice identité d’ordre 6
et le second bloc la matrice d’inertie de fondation [If]. On donne I’équation temporelle
d’interaction sol-fondation en introduisant [IM]:

M) (gf((tt)>) D (gff(%)) LK (gff((tt))) _ (1512((2))) (V.4)
qui dans le domaine fréquentiel se traduit pour une pulsation w par:

(—w?[Mi] +iw [Dy] + [K]) (g:((j))) = [Z] (Igff&";) = (f;e((‘:))) (V.5)

*n

2 _ }

ou 1 —1, le chapeau ” °” désigne la transformée de Fourier par rapport au temps. La
matrice d’impédance de I'interaction sol-fondation est notée [Zg¢]. Les matrices [K], [Ds],
et [Mg] sont dans M (R) I'espace des matrices réelles symétriques définies positives. La
symétrie découle de la troisieme loi de Newton. Les matrices doivent en outre étre définies
positive afin d’assurer la stabilité du systeme, a savoir que pour une excitation extérieure
finie, le systeme a une réponse bornée.

A
€ ~~

-~

] ~

/ 6T ~~o
-~
’s\\\ Uw_ [7

e3 = ~o
O » ~~ ]
0x” Mgl .7

© [Ks] == [Ds]

Figure V.1.a Figure V.1.b
(a) Fondation rigide sur un sol élastique. (b) Modéle rhéologique de I'impédance de
fondation pour les composantes du déplacement Us et de la rotation 0¢ de la fondation
rigide.

Les expressions des termes d’impédance de fondation qui sont présentés sont des formules
semi-analytiques reposant sur des résultats issus de certaines des formulations exactes et
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approximatives obtenues a 1’aide de modeles physiques simples calibrés par des calculs
d’éléments de frontieres et de données issues de la littérature. Ces formules destinées a
I'ingénierie fournissent des expressions algébriques des termes d’impédance en fonction des
parametres physiques du sol et des parametres physiques et géométriques de la fondation.

V.1 Parametres du modele d’impédance

L’ensemble des parametres intervenant dans la définition des termes d’impédance de
sol est inventorié dans la Table V.1:

Table V.1
» Parametres physiques du sol
Gy Module élastique de cisaillement
Vs Coefficient de Poisson
Ps Masse volumique du sol
» Parametres de la fondation
L¢y, Lo, Les Dimensions de ’encadrement de fondation orienté

par les directions (e, eq, e3) (voir Figure V.2)

de Profondeur d’enfouissement de la fondation
me Masse de la fondation
[I¢] Matrice d’inertie de la fondation

En pratique, ces parametres sont connus avec des degrés de précision tres variables. Les
propriétés physiques et géométriques de la fondation sont par exemple bien connues dans
le cas d’une construction récente (moins de 30 ans). Les propriétés de sol sont le fruit de
processus naturels et leur mesure est in situ est difficile et imprécise. Les incertitudes sur
I'impédance d’interaction sol-fondation prises en compte par le modele probabiliste décrit
en V.3 sont donc a priori entierement dues a la méconnaissance des propriétés du sol.

Les parametres de la table Table V.1 servent a calculer diverses grandeurs physiques et
géométriques intervenant dans les expressions des termes de raideur et amortissement
d’interaction sol-fondation catalogués dans la section V.2.

La géométrie de la fondation intervient dans l'interaction sol-fondation via les dimensions
de son parallélépipede circonscrit mais également par les propriétés géométriques de la
surface de contact de la fondation avec le sol. On note Ay, Jp, Ipo, Ip3 respectivement la
surface et les moments d’inertie par rapport aux directions (ej,eq,e3) de la surface de
contact inférieure ("bottom surface”) de la fondation. Pour une fondation rectangulaire
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confondue avec son parallélépipede circonscrit, ces caractéristiques valent:

_ L?Q Lf3 + Lf2 L?3 Ib2 _ Lf2 L?g Ib3 _ L?Q Lf3

Ay =Ly L
b="Lels I 12 12 12

Figure V.2 Les longueurs L¢, Lgo, L sont les dimensions du parallélépipede qui circon-
scrit la fondation et dont les directions normales aux faces sont définies par (e1, ez, es).
La longueur ds est la profondeur de contact de la fondation avec le sol.

Lorsque la fondation est enfouie, la surface de contact latérale de la fondation A,, (”sidewall
-soil contact surface”) intervient. Si la fondation est rectangulaire et confondue avec son
parallélépipede circonscrit, et qu’elle est en outre entierement enfouie dans le sol (df = Ly ),
cette surface vaut:

Aw =2 (Lgy Lez + Ly Les)

Les caractéristiques inertielles de cette fondation parallélépipédique sont calculées de la
maniere usuelle. La fondation est creuse, d’épaisseur constante tf, homogene et de masse
volumique ps:

my ~ 2 pg ((—2 Lgp — 2 Lgp — 2 Lys) t? + 2 (Lgy Lo + Ly Lgs + Lo Ly3) tf)

Ifl ~

1
5P ((=6 L§ Ly — 6 Ly Ly — 6 Lgp Ly — 12 Ly Lo Les — 2 L, — 6 Ly Ly — 2 L) £f

+ (L Les + Ly Ly 4+ 3 Loy L Ly 4+ Lo Ly + 3 Ly L, Les + Ly L) t)
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If2 ~

1

5P ((=6 L Ley —6 Lgp L — 6 Lgs Ly — 12 Lgp Lyg Ly — 2 L5 — 6 Lyp L, — 2 L)) ¢7
+ (L Let + Lo LY + 3 Lep Ly L) + Lgs LYy + 3 Lo Ly Ly + Lo L) t)

If3 ~
1
5P ((=6 L{ Lep — 6 Lgg L, — 6 Ley Ly — 12 Lgg Ly Lyp — 2 L§ — 6 Ly L, — 2 L) ¢f

+ (L Lo + Lgs Ly 4+ 3 Les Ly L, 4+ Ly Ly, + 3 Les Ly Lo + Les L) ty)

De par sa répartition de masse et sa géométrie, la fondation est symétrique par rapport aux
plans (Oz123), (Oz1x3) et (Oxaxs), la matrice d’inertie de la fondation est donc diagonale
[I¢] = diag(If1, It2, It3) et la matrice de masse de la fondation s’écrit:

mg 0 0 0 0 0
0 m¢ 0O 0 0 0
0 0 me 0 0 0 |_ (mls] 0]
M=t 0 0 m o o ([0] [ 1] (V-6)
0 0 0 0 Ip 0
0 0 0 0 0 I

Le comportement élastique du sol est défini par son module de cisaillement G et son coeffi-
cient de Poisson v mais peut étre défini de maniere équivalente par les vitesses de propaga-
tion des ondes S (”shear” =cisaillement) et des ondes P (” Pressure” =traction-compression)

en son sein:
G 2(1-v)
VS_\/Z V’J_\/1—2VVS

Le calcul d’impédance d’interaction sol-fondation fait intervenir la vitesse de propagation
apparente des ondes de traction-compression par rapport a la fondation. Cette vitesse
notée Vi, s’exprime en fonction de la vitesse de propagation des ondes S:

3.4

Vig= —0——
Lo = 21 =v)

Vs

V.2 Raideurs et amortissements d’impédance

Les termes de raideur et d’amortissement sont donnés ici pour I'impédance d’interaction
sol-fondation d’une fondation parallélépipédique en surface et totalement enfouie.
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Les termes des matrices [Dy], [K¢] intervenant dans I’équation d’équilibre fréquentielle
(V.5) sont des fonctions de la fréquence:

[KoJij(w) = (K35 x k3" () et [Dyij(w)

La matrice [K5''] est la matrice de raideur statique et les k:?jyn(w) sont les coefficients sans
dimension de raideur dynamique dont le tracé est donné en VII.1.2. Les termes de raideur
[K)ij(w) seront approximés par la méthode des moindres carrés a des polynéomes du second
degré de la forme [K];;(w) ~ Ko+ Kjw?. Les termes Kjw? seront intégrés a la matrice de
masse sous la forme d’une matrice de masse [M,q| caractérisant les perturbations inertielles
de la fondation dues a des domaines du sol de fondation déplacés dans son mouvement.
Les termes K sont des raideurs effectives constantes qui seront données par une matrice
Ko

La dissipation d’énergie mécanique lors de l'interaction dynamique entre le sol et la fonda-
tion est issue de deux phénomenes physiques différents. On a d’une part 'amortissement
matériel du aux propriétés de dissipation des matériaux constituant le sol de fondation et
qu’on retrouve sous forme de frictions seches ou visqueuses et de déformations plastiques.
D’autre part, une partie de I’énergie vibratoire de la fondation est perdue par radiation.
Il s’agit d’un amortissement géométrique ou la fondation est la source vibratoire, un peu
comme une goutte tombée dans un lac dont on voit I’énergie se dissiper sous forme d’ondes
hémisphériques divergentes. Les propriétés de dissipation des matériaux sont dans bien des
cas difficiles a modéliser et font 'objet de nombreux travaux de recherche. L’une des car-
actéristiques que doit posséder un modele d’amortissement est la causalité, c¢’est-a-dire que
la réponse du systeme physique ne doit pas précéder 'excitation qui en est la cause. Les
relations de Kramers-Krénig [82] originellement développées pour des problemes d’optique
ondulatoire sans lien explicite avec la propriété de causalité permettent d’assurer qu’une
fonction f(w) a valeurs complexes définie dans le domaine fréquentiel est causale dans le
domaine temporel. Leur forme standard pour des fréquences positives s’énonce:

+o0 +oo
i) =2 [P w suen--2 [ G

Pour un exemple d’application a un probleme d’impédance acoustique, le lecteur peut
se reporter a [12]. Le modele d’amortissement hystérétique de sol consiste & prendre un
module de cisaillement complexe Gy(1 + 2in) ou Gy (MPa) et n (sans dimension) sont
des parametres indépendants de la fréquence. Ce modele fut tres utilisé en mécanique
des sols car donnant des résultats proches de la physique réelle et pour sa simplicité de
mise en ceuvre. Ce modele présente néanmoins un probléeme théorique car son applica-
tion directe est non causale contrairement a ’amortissement visqueux faisant intervenir
un terme d’amortissement proportionnel a la fréquence. Des modeles mécaniques de sol
dont ’amortissement vérifie la propriété de causalité ont été développés pour approcher
au mieux 'amortissement hystérétique. Parmi les modeles linéaires, on trouve les modeles
rhéologiques linéaires utilisant des assemblages de Kelvin-Voigt généralisés (assemblage
de cellules de Kelvin-Voigt en série) développés par Liu et al. [89] ou des assemblages
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de Maxwell généralisés (assemblage de cellules de Maxwell en parallele) comme dans les
travaux de Emmerich et Korn [45]. D’autres stratégies visant a concevoir des modeles
mécaniques avec un amortissement causal s’approchant au mieux de I’amortissement hysté-
rétique sont présentes dans la littérature. Cottereau [35], [36] adopte par exemple une
stratégie reposant sur les ”variables cachées” intervenant dans la construction d’un modele
mécanique d’impédance d’interaction sol-fondation. La matrice d’'impédance est un opéra-
teur explicité pour un jeu de variables d’état ne correspondant pas nécessairement aux
variables physiques du probleme. Sa construction fait intervenir un jeu de variables
n’apparaissant pas explicitement (les ”variables cachées”) et la méme impédance peut
étre définie pour différents jeux. Ainsi pour une matrice d’impédance donnée (avec de
l’amortissement hystérétique non causal par exemple), on identifie les variables cachées
correspondant a une modélisation causale et interpolant I'impédance cible pour un jeu de
fréquence choisi.

Le modele d’amortissement proposé dans la compilation de Gazetas [51], [52] fait inter-
venir au sein de la matrice d’impédance d’interaction sol fondation [Zg(w)] un terme
d’amortissement de la forme iw [Dg(w)] et donne les variations de ce terme dans le do-
maine fréquentiel sous forme d’abaques (charts). Pour assurer la causalité du modele de
maniere simple, on fixe les termes de cette matrice pour des valeurs choisies de la fréquence
ce qui nous ramene a une formulation de type lié au modele d’amortissement visqueux.
Ces fréquences radiales de calibrage sont concaténées dans un vecteur wg = (w1, ...,ws)
et sont choisies comme étant les premieres fréquences des modes associés aux 4 types de
vibration de ’ensemble batiment + fondation sans source de dissipation. Suite a cette
simplification, la matrice d’impédance s’exprime sous la forme:

[Zst(w)] = —w* ([M] + [Mag]) +iw [Ds(wo)] + [Kso] (V.7)

Le modele d’impédance d’interaction sol-fondation présenté dans les travaux de synthese
de Gazetas [51], [52] fait intervenir de la dissipation de nature exclusivement radiative.
De nombreuses études sur l'interaction sol-structure, aussi bien en ingénierie que dans le
monde académique, reposent sur la supposition que ’amortissement radiatif prédomine
sur 'amortissement matériel. C’est ce que déclarent par exemple, Richart et al. [112] au
sujet des ondes de Rayleigh. Sienkiewicz [120] arrive quant a lui a la conclusion que les
deux types d’amortissement participent de maniere égale. Wolf [142] montre en outre que
dans le cas d’une fondation reposant sur une strate de faible épaisseur établie sur une
couche rocheuse (” bedrock”), 'amortissement radiatif devient négligeable face aux effets
des propriétés de dissipation du sol. Plus récemment, Ambrosini [2] a montré que dans un
cadre général, I'ordre grandeur du partage des effets de dissipation dans le sol est de 70 %
pour amortissement radiatif et de 30 % pour ’amortissement matériel.

La matrice de masse ajoutée [M,q] mentionnée plus haut est déterminée a partir des termes
de raideur dynamique k?jyn(w). Ces termes sont déterminés par la méthode des moindres
carrés a partir des abaques donnant la variation de ces coefficients dynamiques. Ceci étant
fait, on peut déterminer la raideur effective [Kyo] € M{. La matrice [Muq] € M2 est
symétrique définie semi positive (valeurs propres positives ou nulles), la matrice de masse
totale [Mg;] = [Mg] + [Mag] € M§ est donc une matrice symétrique définie positive. Les
équations d’équilibre dynamique (V.4) et (V.5) s’écrivent en conséquence dans le domaine
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fréquentiel:

et temporel:
[M.] (gf(%)) + [Dy(wp)] (E;{f;) + [Keo] (E;g;) = (f{f&) (V.9)

Les matrices de raideur et d’amortissement d’impédance telles qu’elles sont décrites en
V.2.1 et V.2.2 ne font pas référence a l’expression (V.7) de I'impédance mais & son expres-
sion de départ (V.3).

V.2.1 Fondation de surface

Lorsque la fondation est simplement en contact avec la surface du sol, alors les matrices
[Dg], [Ks| sont diagonales:

Kqa O 0 0 0 0
0 Ko, O 0 0 0
10 0 Ks 0 0 0
KI=1 0o 0o 0 K. 0 o0
0 0 0 0 Ko 0

0 0 0 0 0 Kz

Dap 0 0 0 0 0

0 Do 0 0 0 0
1o o D3 0 0 o0
DJ=109 0o 0o Dy 0 0
0 0 0 0 Dp 0

0 0 0 0 0 Dsg

La matrice de masse [Mg] de la fondation parallélipipédique étant également diagonale
alors la matrice d’impédance [Zg] = —w?[My] +iw [Dg] + [Ks] est aussi et ses termes se
rapportent aux mouvements de la fondation explicités dans la Table V.2. Les termes de
raideur et d’amortissement donnés dans la Table V.2 reposent sur 'hypothese Lg < Lgs.

2
3

de la matrice [K5***] sont données dans la Table V.3. Chacun de ces termes est multiplié
par un coefficient de raideur dynamique qui sera précisé au cours des applications dans le
chapitre VII.

On introduit le coefficient sans dimension y = L—b. Les raideurs d’impédance statiques
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Table V.2

Z|11 = —w?mys +iwDy + Ky

Déplacement vertical (pompage)

= —w?my +iwDys + Ko

Déplacement horizontal (tamis)

Z)aa = —w?I +iwDyg, + Kio,

Rotation d’axe vertical (lacet)

Ztlss = —w?Is + iwDyg, + Ky,

[

[

[Z )33 = —w?mys + iwDy3 + K3

[

[

[Zst)66 = —w?It3 + iwDyg, + Ko,

Rotations d’axe horizontaux (roulis
et tangage)

Table V.3
Ly L
Kt = G (0.73+ 1.54X°7) Kot =G J) ™ 4+ 11 (1 — ﬁ)
1-— Vg Lf3
GstS 3Gs Lf3 019
Kstat 24 9. 0.85 Kstat — I0.75 His
2—VS( +25x ) 11—y, P2 Ly
0.1 Ly G Lz \ 0% Ly
Kt =Kp— ————GyLig (1 - — Kstat = I 24+0.5—
2075 — v, ® ( Lfg) 1—y, 0 Lg " Lgs

Les termes d’amortissement radiatif de la matrice [D;] sont donnés dans la Table V.4 et

. . . . . ) d
font intervenir les coeflicients dynamiques sans dimension d;;

en VII.1.2.

V.2.2

Y (w) dont le tracé est donné

Table V.4

Dy = p Vi Ay dY™(w)

Dy1 = p Vi Jy dY™ (W)

Dy = p Vi Ay d3™ (w)

D r2 = PVLa Ibgd ynl(u))

Dz ~ p Vs Ay

Dy3 = pViaIp3 dTgy, (w)

Fondation enfouie

On considere maintenant le cas ou la fondation est totalement enfouie dans le sol, sa
surface latérale est donc entierement en contact avec le sol.

Termes de raideur

Les termes de raideur statique pour la fondation enfouie s’expriment en fonction des
termes de raideur pour la fondation de surface exposés dans la Table V.3 et notés ici K™t
L’hypothese Lg < Lgg est toujours supposée.

Lorsque la fondation est enfouie, il s’exerce un couplage entre son déplacement horizontal
(tamis) et sa rotation d’axe horizontal orthogonal (balancement) par un bras de levier des
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forces appliquées sur la face supérieure de la fondation (Figure V.3). On note Oyop, le point
a la verticale du centre de masse O de la fondation se situant sur sa surface supérieure. Pour
une force Fh appliquée en Oiqp, on a alors un déplacement horizontal us et une rotation
(balancement) de fondation 03 tels que Fy = Kys us + Kyo,3 03. De méme pour un moment
M3 appliqué en Oyop, on a un déplacement horizontal uy et une rotation de fondation 63
tels que M3 = K,303 + K;9,3us. Les relations sont similaires pour le déplacement us3 et
la rotation #3. Les matrices de raideur et d’impédance s’écrivent alors:

K 0 0 0 0 0
0 Ky 0 0 0 Kiors
0 0 K3 0 —Kizro 0
K] = 0 0 0 K. 0 0
0 0 —Kizr2 0 K2 0
0  Kios 0 0 0 K3
Dy 0 0 0 0 0
0 Do 0 0 0 D3
0 0 Dy3 0 —Dy3p2 0
[Ds] o 0 0 0 D1 0 0
0 0 —Dy3r2 0 D,s 0
0 Doy 0 0 0 D3

ou Kyp, et K3p, sont des grandeurs positives.

Ly

Figure V.3 Fondation enfouie. Les efforts extérieurs sont appliqués a la fondation par sa
surface supérieure, 'interaction avec le sol crée un couplage entre le déplacement horizontal
et le balancement.
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Table V.5

, 2 L
Kt = Kt (1 + oo (1 + 1. 3x)> Kt = Koyt (1 +14 (1 + L—B)

A 2/3 Lﬂ)
1+0.2 2—
( (Ab) ) ( L2
T L 0.6
Kstat surf (1 + 0.15 2&) Kstat Kilélrf 1 + 0.92 (2_)
\ " Les Ly

14052 (420 A - x| 1.5+ 2Lf1
Les L2 ' Les
L L
1+0.15¢ /222 Kot = gt (1 42,5220
Ly Ly
+

X

Ktsg‘zat Kts;rf
L Ay \ ™ Lo, [L
(1 052 L“L ) ) <1+2L—“ L—f2>>
2 2 f3

1
Kiars = 5L Ky Kizro = 5L Ky3

Les coefficients dynamiques de raideur sont les mémes que dans le cas de la fondation de

surface. Les effets dynamiques sur les raideurs de couplage sont considérés comme nuls de
~ Jostat ~ Jostat

telle sorte que Kiop3 o K505 et Kispo >~ K505,

Table V.6
Dy1 = pViaLioLez Y™ (w) Drl = Lps Vi LinLis (L3, + L3 )ddynl (w)
+2p ‘/S<Lf2 + Lf?’)Lfl 2,05 VLa Lf1<L + L3 ) ddyn2 ((,u)
+1ps Vi Lt Lip Lis (Lo + Les) diy " (w)
Di2 = ps Ve LizLia ™" () Dyz = #5p:Via LisLiy 3" (o)
+2ps Vs L1 Lz + 2ps Vi L1 Lgs 3ps ViaL3 Lip d%3"% (w)

6 Ly, V, LflLfg,(Lf3 +4L3)d%"% (w)
+1ps VoL Lip L3d33" (w)

Dy = ps Vi Lo Lgz Dys = £psVia L(ff,L%2 a5 (w)
+2ps Vs L1 Les + 2ps Vg Lt Lo 3P5VLaL§’1 Lig d,.3" (w)

6 Ly, V, LflLfQ(LQ2 +4L2)d%"% (w)
+30s Vs LﬂLst?zdr%nz( )

1
Diors = 5L Dyo Dyzro = 3 Lii Dys

Les coefficients d2Y"%(w), d%3"*(w), %™ (w), d%y™ (w) sont représentés en VIL1.2.
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Chapitre V Modélisation stochastique de I'impédance de sol

V.3 Modélisation stochastique de 'ilmpédance de
sol

Les sections précédentes de ce chapitre ont dressé une méthode de calcul d’impédance

d’interaction sol-fondation pour l'ingénierie. Comme évoqué précédemment, les résultats
obtenus présentent de nombreuses incertitudes. Les données expérimentales qui fournissent
une estimation des parametres du modele d’impédance d’interaction subissent une vari-
abilité spatiale importante autour de la fondation. En outre, les modeles physiques utilisés
pour calculer I'impédance d’interaction sont eux-mémes approximatifs. Les modeles prob-
abilistes de variables aléatoires congu par Soize [126] permettent de prendre en compte
I'incertitude sur les parametres du modele d’impédance de sol présentés dans la Table
V.1e ainsi que sur la modélisation physique elle-méme.
Les incertitudes sur la matrice d’'impédance [Zg¢] sont introduites par une représentation
probabiliste des matrices intervenant dans sa décomposition (V.7). Ces matrices car-
actérisant les propriétés physiques et géométriques du systeme sol-fondation seront a priori
décrites par des modeles probabilistes indépendants.

V.3.1 Information sur les matrices aléatoires

Les matrices d'impédance aléatoire [Z] se décomposent de la méme maniére que la
matrice déterministe [Zg] en (V.7):

(Zt] = —w® ([Me] + [Mad]) + iw [Dy] + [K]

Les matrices aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (<7, .7, &) (voir par exemple
[124]) ou & est I’ensemble des causes, .7 la o—algebre associée des événements et & la
mesure de probabilité. Les matrices aléatoires sont des applications de .7 dans M un espace
matriciel donné. Les matrices [My], [Maq], [Ds] et [Kj] vérifient certaines propriétés
qui constituent I'information disponible sur leur modele probabiliste. En reprenant les
notations de [129], on montre que les matrices [M¢], [Ds] et [K ;] sont dans I’espace SE¢
de matrices aléatoires symétriques définies positives vérifiant 'information en question et
que [M,q] est dans I'espace SEF® de matrices aléatoires & valeurs dans M{°(R) vérifiant
également une information donnée. La premiere information que 'on ait sur les matrices
aléatoires est I’ensemble d’arrivée de leurs réalisations pour tout évenement 0 € o7:

[M(6)], [Ds(0)], [Ks(0)] € M5 (R) et [Maa(0)] € M3°(R) (V.10)

Le modele d’impédance déterministe défini par les matrices [M¢], [Maq], [Ds(wo)] et [Kso]
fournit en outre une information sur l’espérance mathématique des matrices aléatoires
associées:

B{} =My E{[Ma]} = M

B{D.} = D.(wo)] . E{K.]} =K. (V.11)
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L’équation temporelle stochastique d’équilibre dynamique pour une excitation déterministe
extérieure (F.(t), M. (t))T donnée s’écrit directement & partir de (V.9)

a1 () L p (U, g (G0 ( Fe)
M (éfm ) P <éf<t> ) e <9f<t>) <Me<f>) (V.12)
U:(0) =0, Ur(0) =0, 8:(0) =0, 6:(0) =0
Le champ stochastique solution de (V.12) est unique et fait intervenir I'inverse des matrices:
[Myf] = ([Mi] + [Mad]), [Ds], K],

Pour garantir que ce processus est du second ordre, i.e. E{||(ﬁf(t),6f(t))||2} < 400

(espérance mathématique de la norme 2 sur R%), I'inverse des matrices doit également étre
du second ordre:

E{IM 3} <00 o B{IDITE} <00, E{IKIE} < +oo (V.13)

ou ||[M]||r est la norme de Frobenius (ou encore norme de Hilbert-Schmidt) de la matrice
[M]. Cette norme est définie pour une matrice réelle [M] par ||[M]||r = tr([M] [M]7)1/2
et son carré correspond donc a la somme des carrés des valeurs propres. On va montrer
que la condition suffisante pour que [M] ™! soit du second ordre est que [M¢] ! le soit.

preuve : Soient~[1\~/I+] une matrice aléatoire a valeurs dans M (R) (définie positive) avec
n € N < 0o et [M; ] une matrice aléatoire & valeurs dans M;°(R) (valeurs propres positives
ou nulles). Soit A; = inf (Sp([M])) la plus petite valeur propre de [M] alors la norme

d’opérateur de [M ]! est:

IV = sup(Sp(INEL] ) = [inf(Sp(ML D))~ = 5

p{iwe e} - o)

On note p1 = inf(Sp([M] + [M.])), les valeurs propres de [M.| étant dans Ry ps., on
en déduit que gy > A p.s. On en déduit que la norme d’opérateur de ([M] + [M+0])
vérifie les relations suivantes:

et

(VL] + ML) 7 =

p{I + ) P} =B { b < { G -m{isnp) was

1

=
o F

et

I1 découle de (V.14) que si E {\[1\7[+]_1 HQ} < 400, i.e. [M4]~! est une matrice aléatoire du

second ordre, alors ([M,] 4+ [M_o])~" est également une matrice du second ordre pour la
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norme d’opérateur. Cette implication reste valable pour la norme de Frobenius. Sila norme
d’opérateur de [M ]! est finie alors le carré de sa norme de Frobenius qui est la somme
(finie car en dimension finie) des carrés de ses valeurs propres est une grandeur finie car A\
majore son spectre. Le méme raisonnement est valable pour la matrice ([M ]+ [M_o])~*
avec sa valeur propre ul_l qui majore son spectre. On en déduit finalement que:

B{M 73} <400 = BN+ Myo)) I3} < +o0 (V.15)

Les matrices aléatoires a valeurs dans M} (R) dont Pespérance est connue (condition du
type (V.11)) et dont la matrice inverse est une matrice du second ordre (condition (V.13))
forment 1'espace SEZ (R).

Outre les informations vérifiées par les éléments de SEZ (R), la matrice [My] vérifie des
informations supplémentaires. La matrice déterministe associée [M¢] qui caractérise une
fondation parallélépipédique creuse et homogene est donnée en (V.6). Les réalisations des
matrices de SE; (R) sont presque stirement pleines, si la matrice [Mg] était construite
sur la seule information de cet espace alors les réalisations [M¢(6)], € </ conduiraient
a des caractéristiques inertielles de fondation couplant les composantes de 1’accélération
entre elles ou avec les accélérations de rotation. Ce type de couplage étant physiquement
impossible, la matrice [M;] doit conserver la structure suivante:

(1) (o)
[Mf]‘< 0 [L])

ou My est une variable aléatoire scalaire positive dont I'information est la suivante:
me(0) ERL VO e/ | Efmet=my , E{m;*} <+ (V.16)

On peut montrer que pour une masse donnée, I’ensemble des morphologies d’un corps
solide engendre des matrices d’inertie dans ’ensemble des matrices symétriques définies
positives d’ordre 3. La matrice d’inertie aléatoire [If] est donc une matrice de SE5 (R)
vérifiant 'information suivante:

In 0 0
@) eri®voes  BE{I]}={ 0 I 0 |, BE{IEI7E} <40 (VA7)
0 0 Iy

La variable aléatoire scalaire m; est supposée indépendante de la matrice aléatoire [if]
On part du principe que pour une masse totale donnée, on peut trouver une répartition de
masse dont le solide associé a une matrice d’inertie pouvant étre n’importe quelle matrice
symétrique définie positive d’ordre 3.
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V.3.2 Normalisation des matrices aléatoires

Les matrices déterministes [I¢], [Ds] et [Kg| sont symétriques définies positives. Il est
donc possible de leur appliquer la décomposition de Cholesky:

L] = [Lre]" [Lzr] . [Ds(wo)] = [Lp]" [Lp] , [Kuo] = [Lx]" [Lk] (V.18)

ot [Lys], [Lp] et [Li] sont des matrices réelles triangulaires supérieures d’ordres 3, 6 et
6. Les matrices aléatoires [If], [Ds] et [K;] peuvent alors s’écrire:

L) = Lu]" [Gr] L] . [Ds)=[Lp]" [Gp][Lp] , [Ki=[Lx]" [Gk][Lx]
(V.19)
Les matrices [Gr], [Gp] et [Gx] sont des matrices aléatoires indépendantes. On définit
alors SG; C SE; I'espace des matrices aléatoires du second ordre normalisées, c’est-a-dire
P’ensemble des matrices aléatoires [G] vérifiant I'information suivante:

GO evi®Rwes , B{G} =[] . E{IG 3} <+ (V20)

Etant donnée I'information sur les matrices [G], la décomposition (V.19) implique directe-
ment 'information (V.11). Connaissant la décomposition de Cholesky d’une matrice de
SE, cette derniere peut ainsi étre engendrée par une matrice de SG,!.

La matrice de masse ajoutée [M,q] est quant a elle symétrique réelle définie semi-positive,
elle possede a priori des valeurs propres nulles, on ne peut donc pas lui appliquer de
décomposition de Cholesky. L’ensemble SE;F0 des matrices aléatoires a valeur dans M 7°(R)
est examiné dans [125]. Soit < 6 le rang de la matrice déterministe [M,q] avec son spectre:

Sp([Mad]) = {)\1, R VR O 0}
et
[<I>] = [Vl,...,VT,VT+1,...,V6]

la matrice concaténant ses vecteurs propres Vy associés aux valeurs propres A\x. On intro-
duit la matrice rectangulaire [Sjy;] de dimension r x 6 définie par:

Va0 T ||
[Su] = Sk
0] VAN 0 - 0

qui permet de décomposer la matrice [Mq]:

1" (V.21)

[Mad] = [Sa]” [Sw]

La matrice aléatoire [Mad] est alors engendrée par une matrice normalisée [G Mad) € SGF
telle que: )
[Maa] = [Su]" [Graa] [Su] (V.22)
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L’espace SEé" O auquel elle appartient est I'espace des matrices aléatoires & valeur dans
Mg O dont I'espérance est connue (information (V.11)) et étant engendrées par une matrice
|G] € SG;}, r < 6 a partir de la décomposition (V.22). Comme on a pu le voir dans la
démonstration en V.3.1, aucune condition probabiliste n’est requise sur [M,q] pour garantir
I’existence du moment d’ordre 2 de la matrice [M ] ™! intervenant dans I’expression du pro-
cessus stochastique solution de 1’équation temporelle (V.12). Par conséquent, 'existence
du moment d’ordre 2 de 'inverse de la matrice [G Mad), n’est pas une condition nécessaire.
Néanmoins, on conservera par souci de simplicité cette information superflue.

En ce qui concerne la variable aléatoire ms, on la normalise également a 1’aide d’une
variable aléatoire g telle que

me=meg, GO) ERLVOe . E{gt=1 , E{§°}<+o0 (V.23)

V.3.3 Modeles probabilistes et générateurs aléatoires

Les paragraphes V.3.2 et V.3.1 ont montré que les matrices aléatoires des espaces SE;
et SE O étaient toutes engendrées respectivement par une matrice normalisée des espaces
SG T et SGF avec r < n. La construction d’un modele probabiliste des matrices des espaces
SE;} et SEY s'obtient directement de la construction probabiliste des matrices de SG,}
par les relations (V.19) (V.22). Dans ce paragraphe, on va exposer les fonctions de densité
de probabilité des matrices de SG;I construites a partir du principe du maximum d’entropie
ainsi que de I'information (V.20) et présenter la construction de leurs générateurs aléatoires
associés. On fera de méme pour la variable aléatoire normalisée § définie en (V.23).

s Matrices de SG;}

Soit [G] une matrice normalisée de SG; dont la fonction de densité de probabilité (FDP)
est pg : [G] € M (R) — pa([G]) € [0,1]. Les matrices de SG;' sont a valeurs dans M} (R)
ce qui précise le support de pg:

Gl eVHR) /pGuG])dG:l (V.24)

MY (R)

ot dG est la mesure sur l’espace M5 (R) des matrices symétriques réelles. Les matrices de
SG sont d’espérance unité:

e{l@} =1 — [ Glra(c)de= (L] (v.25)
Mt (R)

Les matrices inverses [G] ! sont du second ordre, i.e. E{||[G]!||%} < +oc. Dans [126], il

164



Chapitre V Modélisation stochastique de I'impédance de sol

est montré que cette relation est équivalente a:

E {ln(det([f}]))} =v avec v € R et |v| < 400

— / In(det([G))) pe([G]) dG = v € R < +oc (V.26)

M (R)

La fonction de densité de probabilité pa est construite a ’aide du principe du maximum
d’entropie (maximisation de l'incertitude sur la loi) et des informations (V.24), (V.25),
(V.26) qui vont contraindre ce principe et restreindre I'incertitude. Soize montre dans
[127] que les FDP des matrices [G] € SG, sont de la forme:

p6([G)) = Lary gy ([G]) x Co x (det([G)) T 1) x exp (—{HISD) - (v.7)

avec
n(n+1)

(271_)—71(71—1)/4 (172,;—21 ) 262

)

Co =

—
'1

o3

ST
+

ol L+ gy est la fonction support de Mt (R) définie par Ly ) ([G]) = 1si[G] € MP(R) et 0

sinon, et ou I'(2) est la fonction Gamma définie pour z > 0 par I'(z) = O+OO t*=le~tdt. Le
parametre § provient de la contrainte (V.26) qui fait intervenir le parametre indéterminé
v. Ce parametre § qui permet de fixer le niveau de dispersion du modele probabiliste d'une

matrice [G] € SG,}, est défini par:

1/2

6 = E{||ﬁ]ﬂ;“g"”|F} - (%E{H[é] - [nnm%})m (V.28)

La valeur de ce parametre pour une matrice de SG; doit étre encadrée par:

n—+1

0<d<
n+5

(V.29)

Le générateur de matrices aléatoires normalisées élaboré dans [126] utilise une expression
algébrique des matrices [G] dépendant de variables aléatoires scalaires standards (variables
gaussiennes, variables gamma). Ces matrices étant symétriques définies positives, on peut

leur appliquer une décomposition de Cholesky:

ou [L] est une matrice aléatoire triangulaire supérieure dont les termes sont des variables
aléatoires scalaires indépendantes.
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Les variables diagonales sont données par [I:]kk = (n+ 1)_1/ 2/2V;. ou Vj, est une variable
aléatoire gamma a valeur dans Ry dont la fonction de densité de probabilité est py;, :

(0) = 1R, (V) VER " (V)
pv. (v) = — 25 exp(—
5 R T (L 4 1R

Les variables au dessus de la diagonale de [G] sont données par [L]y = 0 (n + 1)~1/2Uy,
k <1 ou Uy est une variable réelle gaussienne centrée de variance unitaire.

m Variable aléatoire scalaire g

Le principe du maximum d’entropie appliqué a l'information (V.23) conduit & une loi
gamma sur R* de moyenne 1 et d’écart type ¢ (voir [128]), la fdp de la variable g s’écrit:

N |
polo) =18, (9) (07) 5y e (—2) (V-30)

L’écart type dont la valeur devra étre fixée est tel que: 0 < § < 1/v/2. Pour fixer ce
parametre, on utilise une information du type: ”la masse a n % de chance d’étre comprise
entre mg, et my”, ce qui en termes de probabilités s’énonce:

P(m, < me(6) < mp) =Plga <§O) < go) = 105+ b€ (V.31)

avec g, €]0, 1] et gp €]1, +oo[. L’information (V.31) fait intervenir I’écart type ¢ a travers
I’expression

Pga < 3(6) < g) = / pelg) dg = / palg) dg — / pe(g) dg (V.32)
Ja 0 0

On pose x = 1/62, ce qui en utilisant (V.32) et 'expression (V.30) de la fonction de densité
de probabilité p,, mene a:

F(z) = P(z, gpr) — P(z, gax) = P(ga < §(0) < g)
avec la fonction gamma normalisée inférieure

Ji e le S de _ (w,a)
[(z) [(z)

P(x,a) =

Etant donné la définition de z, 'encadrement sur § implique que z €]2, +o0o[. La fonction
F' est positive sur cet intervalle et on observe numériquement qu’elle est croissante pour
(gas gp) €]0,1[%x]1,400[. On va donc pouvoir déterminer numériquement la valeur xg =
1/82 telle que F(z0) = 1/100.

La génération de variables aléatoires de loi gamma est une procédure standard implémentée
dans la plupart des bibliotheques de routines mathématiques pour le dévelopement. La
forme standard de loi gamma a deux parameétres (a, 3) d’une variable X est:

a—1

" 0 T(a)

xT

exp (—5) (V.33)

px(z)
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on identifie a = 1/§% et b = 62 pour p,.

V.4 Estimation du parametre de dispersion

Dans la pratique des constructions usuelles de génie civil, les données expérimentales
concernant les propriétés des sols de fondations présentent une grande incertitude et ce
pour plusieurs raisons. Tout d’abord, que les tests soient statiques ou dynamiques, ils
sont biaisés par I'hétérogénéité du sol. La majeure partie des tests dynamiques (crosshole
seismic survey, cone penetration test) consistent & mesurer la vitesse de propagation des
ondes P et S dans le sol. Ces équipements consistent en une source vibratoire en surface
ou enfouie dans le sol et d'un ou de plusieurs capteurs (géophones) de géométrie tubulaire
enfouis. L’analyse des profils (vitesse ou accélération instantanée) permet de déterminer
la vitesse moyenne de 'onde pendant son trajet entre la source vibratoire et le capteur.
Les sols étant des milieux anisotropes et la mesure dépendant du trajet de l’onde, ces
méthodes ne donnent pas acces a une mesure des propriétés isotropes moyennes. En outre,
le comportement du sol est en général significativement non linéaire de telle sorte que les
propriétés élastiques linéaires équivalentes mesurées a faible niveau de déformation cyclique
sont tres différentes de celles du sol soumis a une sollicitation sismique naturelle de forte
intensité.

La détermination expérimentale du parametre de dispersion 4 défini en (V.28) ne peut
en pratique pas étre réalisée. Ce type de parametre pourrait par exemple étre identifié a
I’aide d’une estimation statistique par la méthode du maximum de vraisemblance (MLE
= Maximum Likelihood Estimation, voir par exemple [118]) ou encore via une identifica-
tion par moindres carrés (voir [130]). Concernant les méthodes dédiées & 'identification
expérimentale du parametre § caractérisant la dispersion des modeles probabilistes de ma-
trices aléatoires on peut citer [129] (paragraphe 5.) ainsi que les travaux de Chen et al.
[33].

Pour appliquer ces méthodes a une structure industrielle, il est nécessaire d’en posséder
plusieurs exemplaires (au moins une dizaine afin de pouvoir estimer une moyenne) issus du
méme processus de production, e.g. des véhicules issus de la méme chaine de production.
On congoit immédiatement I'impossibilité d’appliquer ces méthodes a un batiment dans la
mesure ou ces derniers sont généralement construits en un nombre limité voire unique et
que de surcroit le sol au pied du batiment n’est pas de facture industrielle. Des mesures
sur des modeles réduits nécessiteraient en outre une quantité de travail importante de mise
a I’échelle (choix des matériaux et usinage) et n’apporteraient aucune information dans la
mesure ou la reconstitution d’un sol hétérogene d’échelle réduite présentant des propriétés
identiques au sol de fondation in situ reviendrait a connaitre ces dernieres.

V.4.1 Estimation probabiliste du facteur de dispersion
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La seule alternative possible est par conséquent une estimation du parametre ¢ par une
modélisation probabiliste des parametres du modele d’impédance d’interaction sol-fonda-
tion intégrant les incertitudes sur leurs mesures. Les parametres de sol sont modélisés par
des variables aléatoires Gs, Us, ps et les caractéristiques de la fondation Lfl, Lfg, Lf3 et
pr (masse volumique moyenne de la fondation) toutes définies sur un espace probabilisé
(o, T, ). Ces parametres sont connus en moyenne et on donne une incertitude sur cette
valeur a I’aide d’un encadrement. Pour les variables aléatoires associées, ces deux données
se traduisent par le fait que leur espérance est connu et que leur support est compact et
connu. Cette derniere information est basée sur une hypothese forte qui pour le module
de cisaillement G et la masse volumique p; est restrictive du point de vue physique. Une
meilleure forme d’information sur ces variables serait d’avoir en plus de l'espérance un
encadrement 1ié & une probabilité (deux valeurs de la fonction quantile) qui meénerait a des
variables aléatoires a support non borné.

Pour une variable scalaire X & valeurs dans R d’espérance E{X } = mx et de support
compact [a,b] C R%, le principe du maximum d’entropie donne une fonction de densité de
probabilité px déﬁnie pour tout x € R par (voir [128]):

px(r) = 1q 4 (x) exp(—Ao(a, b,mx) — A1 (a,b,mx)) (V.34)

ol A\g et A1 sont les valeurs qui minimisent la fonction convexe:
e Mo

H(Xoy A1) = Xo+ Aimx + \
1

(e7 M@ —e M) (V.35)

La condition de minimisation de la fonction H(\g, A1) est une expression de la con-
trainte imposée par linformation disponible sur X a sa fdp. Le couple (Ao, A1) qui
vérifie I'information disponible est donc unique. Le caracteére unitaire de la fdp donne
une premiere relation entre Ay et A\i:

b e_>‘0
/pX(CE) dr = / e—Aoe—Alx dr = X (e—)\la o e_)\lb) -1

R ' (V.36)

Al
— /\0:—111 <e—>\1a_e—>\1b>

La connaissance de ’espérance mx de X donne une information supplémentaire:

—Xo

/pr(x) dz = 67 (e_)\la(l + /\1&) — e_’\lb(l + )\1b)) =mx (V37>
1

R

En injectant la relation (V.36) dans (V.37), on exprime le terme €~ en fonction de \;
ce qui mene a une relation entre ’espérance mx et Aq:

e_Ala(l + )\1@) — e_A1b<1 —+ )\1b)
F(\) = e (oA = =) = mx (V.38)
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La fonction F est dans € °°(R*), on va étudier le signe de sa dérivée seconde afin de prouver
sa convexité:

32_;; _ (A:f(b _a)3 (e—Al(b—a) _ e—2>\1(b—a)> —6 (e—)\l(b—a) _ e—2)\1(b—a))
+9 (1 _ e—3A1(b—a)> ) <)\1 (1 _ e—)xl(b—a))>_3 _ AAL(A) —(12;4(2)\(31;-1- 243(M)

Compte tenu du fait que |a| < |b], le terme A4(A;) est toujours positif pour A; € RY. Le
terme A3 A1 (A1) est positif pour \; € R*% et domine —6A43(A1) 4+ 2A43(A1) sauf au voisinage
de 0. En faisant un développement limité & 'ordre O(A?) des termes en exponentielles, on
montre que

9
—645(M\1) +243(M) 5(z)—a)2A%+c>(A§)>o

La dérivée seconde de F'(\1) étant positive sur A; € R%, la fonction est donc convexe sur
cet intervalle. On calcule maintenant la limite de F' en A\ = 0. Le développement limité
a 'ordre O(A\?) du numérateur de 'expression (V.38) est

1
e—Ala(l + )\1CL) . e—>\1b(1 + )\lb) f(;/ 5 (b2 — CL2) +O()\%)

et le développement limité a 1’ordre O(A\?) du dénominateur:
A(em M —emMb) ~b—a+ o(\?)
par conséquent le développement limité de F'(A\1) est
1

La limite de F'(A1) en A\ = 0 est donc égale a 1/2(a+0b). Cette fonction peut étre complétée
par continuité sur R en une fonction F.. On regarde maintenant quelle est la limite de
cette fonction quand Ay tend vers +oo :

ae—>\1a _ be—)\lb ae—>\1a
~ ~
+00 e—)\la _ €_>‘1b +00 e—)\la

F(A)

F (A1) tend vers a quand A; tend vers +oo.

On peut montrer de maniere similaire que F' est concave sur R—* et que sa limite quand
A1 tend vers —oo, est b. On peut finalement en déduire que l'intervalle [a, b] a un unique
antécédent par F, noté [A], )\f] Comme myx est I'espérance de la variable aléatoire X a
valeur dans [a, b], on a alors nécessairement my € [a,b]. Le probleme F.(A1) = mx a donc
une solution unique sur [A],A\]]. La fonction F. étant décroissante sur cet intervalle, la
solution en question peut étre facilement déterminée par dichotomie ou n’importe quelle
autre méthode usuelle. Lorsque mx = 1/2(a + b), la variable A\; est fixée a 0 et la fdp px
dégénere en celle d’une loi uniforme sur 'intervalle [a, b]:

1

px () = Ljg (x)m (V.39)

*
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Chapitre V Estimation du parameétre de dispersion

V.4.2 Calcul numérique du facteur de dispersion

Le modele probabiliste des différents parametres étant fixé, on a besoin du générateur
de variable aléatoire associé a chacun d’entre eux. Dans le cas ou l'espérance myx est
centrée dans le support [a,b] de px alors les variables aléatoires associées a la fdp (V.39)
sont générées a partir d’un générateur standard de loi uniforme de densité de probabilité
pu : T +— T 1)(z). Pour un tirage U(0), 0 € o/ le tirage correspondant de la variable X
est:

XO0)=0b—-a)U(0) +a (b>a) (V.40)

Pour démontrer cette relation, il faut partir des valeurs = € [a,b] et u € [0, 1] telles que
pour les fonctions de répartition de Fx et Fy des variables X et U, on ait Fx(z) = Fy(u).
La fonction de répartition de la loi uniforme étant 'identité, on a Fy(u) = u et donc
Fx(z) = u. La fonction de répartition d’une variable aléatoire & valeurs dans R étant
bijective, on a x = F'y Y(u) ot F Y ! est la fonction réciproque de Fx. La relation entre les
variables aléatoires U et X est donc donnée par X = F'y L(U). On calcule Fy 1,

Fx(z) = Fx(Fx'(u) =u
ce qui en d’autres termes s’écrit
-1
Fy(u)

on en déduit la fonction réciproque F );1:
Filtu)=(b—a)uta comme 0 < u < 1 on vérifie bien a < Fy'(u) < b

ce qui démontre la relation (V.40).

On va maintenant montrer que les variables aléatoires associées a la fdp (V.34) peuvent
aussi étre générées a partir d’une variable uniforme. On applique le méme principe:

Fx(z) = Fx(Fx'(u)) = u
ce qui ici s’écrit
Fi'(u)

e~ .
[t ve g = S (e e ) <

a

on en déduit la fonction réciproque F );1:

1
F);l(u) = —)\—1 In (e_’\la — )\1€>\0 U)

Pour obtenir un tirage d’une variable aléatoire X dont la FDP est donnée par 1’expression
(V.34), on applique au tirage d’une variable aléatoire uniforme U(0) (6 € <) la transfor-
mation suivante:
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Chapitre V Estimation du parameétre de dispersion

X(0) = —Ail n (e — A e U()) (V.41)

Une fois que les parametres du modele d’impédance sont munis d’une modélisation prob-
abiliste et du générateur aléatoire associé, il est alors possible de générer des réalisations
aléatoires des matrices définissant la matrice d’impédance, ces dernieres résultant des
réalisations aléatoires des parametres du modele d’'impédance. De maniere plus formelle,
on a un vecteur des parametres:

Vpar = (G57 Vs, Ps, Ly, L2, Lys, Pf)

tel que d’apres (V.7), 'impédance de fondation moyenne exprimée dans le domaine fréquen-
tiel s’écrive:

[Zst(Vpar)] = _WZ([Mf(Vparﬂ + [Mad(Vpar>]) +iw [Ds(Vpar, wo)] + [Kso(Vpar)]

Les parametres du vecteur Vp,, sont donc ensuite représentés par des variables aléatoires
scalaires. Pour une réalisation de chacun de ces parametres, on a une réalisation V., (6)
(0 € &) du vecteur des parametres et on en déduit les réalisations

L (Vpar(0))] 5 [Maa(Vpar(0))], [Ds(Vpar(0)), wo)] et [Kso(Vpar(6))]

A partir de ces réalisations obtenues par les modélisations stochastiques des parametres du
modele moyen, on va calculer les réalisations correspondantes des parametres de dispersion
du modele probabiliste de SG;. 1l est donc nécessaire de commencer par déterminer
les réalisations des matrices normalisées associées pour pouvoir calculer la réalisation du
parametre de dispersion a I’aide de I'expression (V.28). Pour cela, on utilise les matrices
triangulaires supérieures des décompositions de Cholesky (V.18) et la matrice rectangulaire
quasi triangulaire supérieure issue de la décomposition (V.22). Les matrices triangulaires
[Lzt], [Lp] et [Lx] sont inversibles et la matrice rectangulaire [Sys] définie en (V.21) est
pseudo-inversible et une matrice pseudo-inverse ou matrice inverse généralisée est donnée

par:
/v 0]
0 :
: 1/vVA;
[SM]+ _ [@} /\/_
0
0 . 0
cette matrice est telle que [Sys][Sa]tT = [I:] et [Sa]T [Sa] = [L,] et vérifie toutes les

propriétés qui font d’elle la matrice inverse de Moore-Penrose de [Sy].
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Chapitre V Conclusions

Les réalisations des matrices normalisées sont déterminées par les produits matriciels
suivants pour une réalisation 0 €

Gy (0)] = (L] ™" [Be(Vue(0))] (L]

(Go(®)] = [Lo) T [Ds(Vyur(6)). w0)][L] ! .
(Grc(0)) = (L) KoV pur (), w0)] L]
(Garaa(0)] = [Sa1]* " Maa(Var ()] [S2s]*

Le parametre 6 dont on cherche & estimer I'ordre de grandeur est défini en (V.28) et
nécessite le calcul de Pespérance E{||[G] — [1,,][|%}. On introduit les variables aléatoires

dg = |[[G] — [W]IIF
dont on construit un échantillonnage S; a partir des réalisations des matrices normalisées:
Sy = {dg(@k), ke N<Ng, 0 € ,Q/}

A partir de cet échantillonnage, on utilise 'estimateur statistique standard de la moyenne
pour estimer E{dg}:

B{de} = B{[G] - 1]} ~ - ch; ()

On en déduit I'estimation correspondante du parametre 5 :

5= (% B|(G] - [ﬂnm%)% - (% E{JG})

[N

V.5 Conclusions

Dans ce chapitre on a introduit des incertitudes dans un modele mécanique d’inter-
action sol fondation issu de la littérature des sciences appliquées a l'ingénierie afin de
prendre en compte le caractere hétérogene du sol. Cette incertitude est introduite au
niveau des différentes matrices constituant la matrice d’impédance décrivant I'interaction
entre le sol et la fondation a ’aide de matrices aléatoires. Les densités de probabilités de ces
matrices maximisent ’entropie définie au sens de l'information, tout en vérifiant la seule
information disponible a propos des propriétés physiques et topologiques de 'interaction
entre le sol et la fondation.

L’avantage de cette approche est que la simplicité du modele moyen (modélisation déter-
ministe) d’interaction sol-fondation est conservée tout en prenant en compte la majeure
partie des incertitudes sur sa modélisation physique. Les seules données probabilistes que
I'utilisateur du modele a besoin de fournir sont des intervalles d’incertitude autour des
valeurs moyennes des parametres du modele.
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Chapitre VI

CHAPITRE VI

MODELISATION MECANIQUE DES
BATIMENTS SOUMIS AUX SEISMES

La modélisation du comportement mécanique du sol présentée au chapitre V va étre
intégrée dans des représentations du comportement dynamique d’un batiment soumis a
une excitation mécanique provenant du sol. Les modeles mécaniques dynamiques du
batiment reposent sur les maquettes réduites a 'aide de I’algorithme de ”compression”
par homogénéisation présenté en premiere partie. Les modeles élaborés seront mis en
ceuvre dans les simulations présentées au chapitre VII.

Les batiments sont des structures au comportement dynamique complexe. La plupart des
études en sismique du batiment ont pour finalité de pouvoir avancer quelques prédictions
sur sa vulnérabilité. On cherche donc a estimer avec le plus de précision possible la
répartition des charges dynamiques dans le batiment et leur amplitude pour un type
de séisme donné. D’un autre cété, on cherche a développer des outils d’ingénierie sim-
ples et rapides a mettre en ceuvre. Le modéle brochette a été développé dans cet état
d’esprit. Néanmoins, les hypotheses simplificatrices sur la modélisation du batiment et de
I'interaction de sol ainsi que le manque d’information précise sur cette derniere entrainent
un niveau d’erreur important sur les prédictions. Les modeles simplifiés de batiment con-
struits a partir d’éléments de poutre ne sont valables que pour les fréquences les plus basses
ou la dynamique du batiment est caractérisée par des mouvements d’ensemble. Au dela,
les éléments structuraux internes tels que les murs sont directement excités, la réponse
dynamique du batiment n’est donc plus descriptible par le modele simplifié.

La modélisation probabiliste introduite dans le comportement mécanique de l'interaction
sol-fondation introduit des aléas dans le comportement dynamique de 1’ensemble {sol +
fondation + batiment }. La réponse dynamique de cet ensemble est donc un proces-
sus stochastique indexé en temps dont il faudra caractériser les propriétés. Les modeles
mécaniques de batiment présentés ici sont néanmoins déterministes. Ce choix repose sur
I’hypothese que les structures concernées sont suffisamment récentes pour que leur état
soit connu avec une précision suffisante, et sur la motivation de cette étude qui vise a
caractériser 'effet de l'interaction de sol sur la dynamique de 'ouvrage.
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Chapitre VI Bilan énergétique

Les batiments a plusieurs étages ont généralement une fondation enfouie, et c’est ce type
de fondation décrit au chapitre V que 'on adoptera ici. La réduction de la maquette
virtuelle du batiment par homogénéisation étant une procédure purement statique, seules
les propriétés élastiques sont concernées par 1’algorithme de ”compression”. En outre,
comme on pu le voir en I1.7, la répartition de la masse joue un role important sur la raideur
dynamique apparente de la structure réduite. L’approche classique en génie parasismique
est, comme on 'a rappelé au chapitre I, I'utilisation de modeles brochette (lumped mass
models) ou la masse des étages est concentrée au niveau des planchers. La représentation
obtenue est discrete et assez proche d’une modélisation par la méthode des différences
finies d’un domaine prismatique par des éléments de type poutre. L’expérience montre
que cette répartition inertielle donne des résultats corrects pour les premieres fréquences
de résonance de la structure. Afin d’observer l'effet de cette distribution inertielle du
batiment, on construit un second modele mécanique ou la masse est disposée de facon
parfaitement homogene le long du batiment. Ces deux situations extrémes n’ont néanmoins
a priori pas valeur de "bornes” mais sont cependant supposées caractériser le sensibilité
de la représentation mécanique a sa répartition de masse.

Le probleme dynamique étant formulé de différentes manieres, la section VI.1 énonce un
bilan général des transferts de puissance mécanique. Ce bilan exposé par le théoreme de
I’énergie cinétique procure une expression commune qui est déclinée suivant les différents
cas abordés. Un modeéle brochette a masse concentrée de batiment est construit en VI.2.
Un autre modele de poutre est exposé en VI.3. Contrairement au modele modéle brochette,
celui-ci a une répartition de masse homogene.

VI.1 Bilan énergétique

Avant d’entrer dans le détail des différents modeles de batiment, on aborde la descrip-
tion mécanique de l’ensemble {sol + fondation + batiment } par un bilan énergétique.
Cette approche donne un exposé général a partir duquel des descriptions spécifiques pour-
ront étre déployées au cas par cas.

Les trois éléments mis en jeu sont le batiment qui occupe un domaine €3, la fondation rigide
occupant un domaine {2 et le sol de fondation qui est le domaine €24 situé au voisinage
de la fondation et en contact avec cette derniere. La position relative de ces domaines est
exposée sur la Figure VI.1. Le domaine de sol est borné mais il ne sera pas nécessaire
de préciser ses limites dans la mesure ou celles-ci sont liées au calcul des impédances de
fondation. On définit en outre le domaine 24y qui correspond a un domaine de sol éloigné
de €2, et supposé au repos donc non déformé. Ce domaine est donc le domaine infiniment
éloigné de €24 ou les conditions de Sommerfeld sont vérifiées.
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Chapitre VI Bilan énergétique

Figure VI. 1

Le vecteur position x = (x1, 2, x3) est défini par rapport au point O qui est le point de
I’axe moyen du batiment au repos coincidant avec la face supérieure de la fondation, et par
rapport a la base (ej, )es, e3) dont le vecteur e; donne la direction verticale et les vecteurs
e, et es les directions horizontales telles que les plans verticaux (O, e, e2) et (O, e, e3)
soient des plans de symétrie du batiment. Le référentiel % est lié au domaine de sol non
déformé Q9. Le référentiel # 4 est 1lié au sol de fondation et est mis en mouvement en
présence d’une excitation sismique. C’est donc a prior: un référentiel non inertiel.

La description du mouvement des corps {2, et )¢ est donnée dans le cadre des petites
déformations ou les descriptions eulériennes et lagrangiennes sont confondues. La descrip-
tion des grandeurs physiques fait intervenir le vecteur position x valable aussi bien pour
I'état de référence donné par I’assemblage {batiment+fondation} que pour la structure
dans toute autre configuration respectant I’hypothese des petites déformations (pour de
plus amples détail se reporter par exemple a [69]). La désignation des corps sera confondue
avec leur domaine de référence et leur configuration instantanée.

On considere un corps ) dont le champ de vitesse instantanée est v(x,t). L’opérateur
(Q,t) — A (Q,t) donne I’énergie cinétique du corps a la date ¢:

1
#1800 =5 [ o0 Vet do
Q
ou p(x) est la densité du corps, dv est I’élément de volume et [[v(x,t)| est la norme

euclidienne dans R® définie par [|v(x,t)||> = v(x,t).v(x,t). La puissance instantanée
transmise par les forces extérieures au corps §2 est donnée par 'opérateur (£2,t) — Z.(,1):

Le(t) = | t(x,t).v(x,t)ds+ [ £f(x,t).v(x,t)dv
I /

ou 02 désigne le bord du corps €2, ds est ’élément de surface sur 0, t(x,t) est le champ
des forces de surface extérieures appliquées a 0f2 et f(x,t) une densité de force de volume.
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On ne considere dans cette étude que la partie de I’énergie interne due aux forces internes
élastiques. La puissance instantanée de ces forces élastiques est donnée par l'opérateur

(Q,t) — Z;(Q,t):

2, 1) :/G(x,t) . e(v)(x, 1) dv
Q

ou o est le tenseur des contraintes de Cauchy, et €(v) la vitesse de déformation linéarisée
dans le cadre des petites perturbations mécaniques. On énonce le théoreme de 1’énergie
cinétique dans le référentiel &

dz

W(Q’ t) = L (Q,t) — Zi(Q, 1) (VL.1)
On considere maintenant que le corps €2 est ’ensemble 2 = Q, U ¢, on décompose en
conséquence 'expression (VI.1) en utilisant le fait que les opérateurs %, Z. et .£; sont
linéaires par rapport au domaine d’application:

%(Qb, t) + %(Qf,t) =L, t) + Le(Q,t) — ZLi(Q, t) — L3 (U, t) (VL.2)
Quelques commentaires sont a faire sur la nature des différents termes de ce bilan de
puissance. La dérivée de 'opérateur d’énergie cinétique appliquée au domaine )¢ fait
intervenir 'inertie de la fondation mais également celle de la masse additionnelle de sol
emportée par la fondation dans son mouvement Cette masse est décrite par la masse
additionnelle de ’équation (V.7) et son déplacement est solidaire de celui de la fondation.
Les efforts extérieurs appliqués a €2, sont d’une part des forces de volume inertielles dues
a Paccélération a, = (ae1, Ge2, ae3) du référentiel Z 4 (qui est supposé se translater sans
tourner) et d’autre part les forces t¢_; transmises par la fondation:

Le(Qp,t) = / tep(x,t).v(x,t)ds — /pb(x, t)ae(t).v(x,t)dv (VL3)
0, N Qp

ou pp est la densité sur le domaine €2;,. Les efforts extérieurs appliqués a la fondation se
décomposent de maniere similaire. Les forces extérieures de surfaces sont t,_.s = —t¢_p
la force appliquée par le batiment et t,_.¢ les forces appliquées par le sol de fondation 2.
La fondation est également soumise aux forces de volume inertielles dues au mouvement
du référentiel Z .

Le(Q,1) = ty_(x,t).v(x,t)ds + ts—r(x,1).v(x,t)ds
GeréQb aﬂfﬂ/GQs
TE [ au(t). (volt) + 00(t) x (x — o)) dv

——— [ a
|€2¢ ]
Q¢

(VI.4)

ou vq, Bp, xo et || sont respectivement la vitesse du centre de masse de la fondation,
son vecteur vitesse de rotation instantanée, la position de son centre et son volume. Le
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Chapitre VI Modeéle brochette

couple (torseur cinématique) {vq, 89} caractérise son champ de vitesse mouvement de
corps rigide. On notera que la masse volumique de la fondation est supposée homogene
de masse volumique pr = m¢/|Q¢|. La distribution surfacique de force t;_; est la force de
réaction du sol au mouvement de la fondation. Cette force est caractérisée par les matrices
de raideur et d’amortissement de sol définies au chapitre V de telle sorte que l'on ait la
relation suivante:

%(th)_ / tsﬁf<x,t>.v<x,t>ds:([Z(t)]*(‘éﬁéff))'(gﬁ)

0Q2:NO0N,

ou t +— [Z(t)] est 'opérateur d’impédance sol-fondation dans le domaine temporel et
(ug(t),00(t)) le couple déplacement / rotation de corps rigide (torseur cinématique) de
la fondation.

En dernier commentaire sur le bilan de puissance (VI.2), on remarque que le terme
Zi(Q,t) est nul dans la mesure ou la fondation est un corps non déformable.

V1.2 Modele brochette

Le modele de type brochette (LMM=Iumped mass model) est le plus couramment
utilisé en génie parasismique. De nombreux travaux utilise ce type de modélisation pour
des études de problemes dynamiques appliqués au génie civil. Gupta et Trifunac [64]
utilisent par exemple un modele brochette avec fondation mobile pour estimer ’amplitude
des réponses maximales (maximal peak responses) d’un batiment a multiples étages en
tenant compte de son interaction avec le sol. Jin et al. [75] et Lutes et al. [93] mettent
en jeu un modele de batiment similaire et introduisent le comportement mécanique du
sol par une impédance d’interaction sol-fondation de type Wolf. Les auteurs étudient
en outre les effets de I'incertitude de comportement du sol en modélisant les parametres
moyens de sol (densité, module de cisaillement, coefficient de Poisson) par des variables
aléatoires uniformes. De maniere similaire a la modélisation probabiliste employée en
V.4 pour déterminer les parametres de dispersion ¢, ces aléas sur les parametres moyens
inserent des incertitudes sur les termes d’impédance d’interaction sol-fondation. On peut
néanmoins remarquer que cette modélisation probabiliste n’assure pas que le processus
stochastique solution des équations dynamiques du batiment soit du second ordre. On
peut également citer Alame et al. [1] qui ont congu un modele & masse concentrées ex-
centrées pour les structures asymétriques non périodiques a multiples étages. L’attrait
pour le modele brochette au sein des sciences pour l'ingénieur appliquées a la dynamique
du batiment est que la mise en ceuvre de ce modele est de formulation simple et mene
directement a un systeme d’équations linéaires de type différences finies en discrétisant
une poutre par des éléments de type poutre de Timoshenko.

Les modeles brochette sont constitués d’inerties (masse et matrice d’inertie) ponctuelles
reliées par des poutre de Timoshenko sans masse. Les propriétés de ces poutres sont
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habituellement calculées comme étant celles d'une poutre droite prismatique dont la section
est constituée d’'une coupe horizontale des murs sans prendre en compte les planchers. La
précision de cette approche est limitée par celle de la théorie de la résistance des matériaux,
I'un des objectifs de la méthode de réduction de modele présentée en premiere partie de
ce mémoire de these est de conserver la simplicité de 1’élément de poutre comme outil de
modélisation du batiment tout en optimisant sa précision de représentation. Les propriétés
des poutres utilisées dans le modele brochette présenté dans cette section sont donc issues
de cette derniere approche.

Le batiment considéré a un nombre d’étages Ny, de hauteur h, chaque étage est représenté
par un élément de poutre de Timoshenko sans masse surmonté d’un corps rigide dont on
néglige les dimensions et ayant les mémes propriétés inertielles qu’un étage du batiment.
L’ensemble du modele mécanique est représenté a la Figure VI.2. Les corps rigides sont
positionnés aux points M (™. Ainsi, élément de poutre de Pétage n est paramétré par le
segment [M =DM (™)] concourant & 'axe (O, x;). Les raideurs de poutres utilisées sont
celles introduites par la matrice de comportement (I1.67) et déterminées numériquement
a l’aide des expressions (II1.7). La fondation est donc une masse supplémentaire reliée a
Pextrémité inférieure de 1’élément de poutre du premier étage (étage n=1 au niveau du
sol). La fondation est également liée au sol par I'impédance d’interaction sol-fondation.
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Figure VI.2 Modéle brochette d’un batiment a N, étages. Les corps rigides de centres
M) ont les propriétés inertielles des étages (en bleu) et de la fondation (M (). Ils sont
reliés par des éléments de poutre de Timoshenko (en gris).
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V1.2.1 Equation dynamique de la structure moyenne

Dans ce qui suit, on détermine le systeme d’équations d’équilibre dynamique du modele
brochette avec I'impédance d’interaction sol-fondation déterministe. A cette fin, on ex-
prime les relations de comportement élastique des différents éléments du modele, puis on
applique les relations fondamentales de la dynamique aux parties inertielles de la structure.

Les éléments de poutre étant sans masse, leur champ de déplacement et donc de défor-
mation est conditionné par les mouvements de leurs extrémités. Les mouvements en ques-
tion sont ceux des corps rigides qu’ils connectent. En comptant la fondation, le modele
emploie Ny, + 1 masses, son état est donc défini par leurs 6(Ng, + 1) degrés de liberté
(DDLs) de déplacements et rotations. On note (Ul(n),UQ(n),Uén)) et (9§n),9§n),0§n)) les
déplacements et les rotations a ’extrémité supérieure de 1’étage n. Les équations de com-
portement des éléments de poutre s’écrivent a ’aide des 10 raideurs ki1, ko, ki3, kr1, kro,
klo, krs, ki, ktors, kisr2 qui s’expriment en fonction des 6 raideurs de la matrice [Kp)
donnée en (I1.67) et de la longueur h de I’élément de poutre:

Ky, by — Ky
ktl = T rl L
o 12K o 4Ke6(h* + 3Kg6/ K22)
27 h(h2 + 12Kg6/ Ka2) "7 Th(h2 + 12Ke6/K2o)
12K55 / 2I(GG(h2 - 6K66/K22>
k - ]{j =
B 02 + 12Ky Kas) "2 = Thh2 + 12Kes/ Kaa) (VL5)
ktg 5 = 6K66 ]{7 . 4K55<h2 + 3K55/K33)
" h2 + 12K66/K22 s h<h2 + 12K55/K33)
Kysro = 0 K55 ,_ 2K55(h? — 6K55/Kss)
h? +12K55/ K33 " h(h? +12K55/K33)

Les équations de comportement des éléments de poutre relient les degrés de liberté des
extrémités d’un élément de poutre n (étage n € N < Ng,) a ses forces et a ses moments

internes (V" 3™, V™) et (M{"), Mg™, Mg"):

Vi=ka (U1 - 0"V
Vo = ki (Ué”) - UQ("‘”) ~ ks (eg’” + egn‘”) (VL6)

Ve = iz (U = US" ™) + huaya (057 + 65"
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My =k (687 = 6" )

kr k/ n n— Qk r n n—
M, = <72+ 2 (0§ + 05 ) + =2 (Ul — v ”)) (w1 — (n— 1)h)

I I
B I ) (o N . (U§”> - U§”‘”) (VL7)
(ks ks () pn—1) 2ki2r3 (1 (n) (n—1)
Mg,_(T(eg + ! )—T(U3 U ) (21 — (n — 1)h)

— K0 — ks Y + Kars (Uén) - U?Sn_l)>

Les forces et moments internes sont orientés en une section donnée x; = Xy par la con-
vention consistant a compter positivement les efforts appliqués par le segment supérieur
(x1 > Xo) et négativement les autres (r1 < Xo).

Il faut maintenant écrire la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel %
pour chacun des corps rigides du modele. Ceux-ci sont soumis aux forces et moments
transmis par les éléments de poutre adjacents ainsi qu’aux forces d’entrainement dues au
déplacement du référentiel Z 4. Les étages ont une masse totale mgt, et sont supposés avoir
les plans verticaux (O, eq, e3) et (O, e, e3) comme plans de symétrie ce qui implique que
leur matrice d’inertie est diagonale dans le repere (M (") eq,eq, e3). Les termes diagonaux
de la matrice d’inertie des étages sont notés .J;, Jo, J3. Dans les équations qui suivent,
on note d’un point ” "7 la dérivée par rapport au temps et d’un double point 77 la
dérivée seconde. Les relations (VI.8) et (VI.9) formulent les relations d’équilibre dynamique
des moments et des forces pour 1’étage n (0 < n < Ng,) en omettant les termes
d’amortissement structural du batiment qui seront précisés plus loin. Le bilan des
forces appliquées au point M (") g’écrit:

Meto UL =V1(UTD U)o, U Y) = migio e
. (Uf”“) U™ 4 U{”‘”) Mt el
Msto Ug(n) :VQ(UQ(R—’_l)a Uz(n)7 9:()’71-1-1), eén)) - V2<U2(n)7 UQ(n_l)a 9:()’71)’ 9:()’71—1)) — Msto Qe2
=k <U2(n+1) — 2U2(n) + Ug(n_l)> — ktors <9§n+1) — 9§H_1)> — Mo Ae2
B4 VRS, U 0, 000 V(050 U, 00 650D)
kg (U5 = 205" + U ) + rgga (6570 = 651) = s acs
(VI.8)
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Le bilan des moments au point M donne:

R =My (050, 007 — M (07, 67
o (37— 29 4 )

Jo0S™ =My (U™ U5 65 05wy = nh) — Map(US™, U8 05 08 Y 4y = nh)
= (67 ) — 2kl — g (U — U)

J36" =M (USTY us™ 05 0 2y = nh) — My(US U 0 080D 2y = )

_ k,/ﬂg <9:()’n+1) + eén—l)) . ri?’eén) + kt2r3 <U2(n—|—1) . UQ(n—l))
(VI.9)

On doit cependant aborder séparément le cas des masses aux extrémités, a savoir le dernier
étage et la fondation. Le dernier étage n = Ny, n’est soumis a aucun effort d’étage
supérieur. Le bilan des forces s’écrit:

Msto Ul(NStO) = - Vl(Ul(NStO)a Ul(NSto_l)) — Msto Qel

=—ku <U1(N“°) — UI(N“O_D) — Misto el

msto U2(Nsto) — _ VQ(UQ(NStO)’ U2(Nsto_1), eéNsto)’ 0§Nsto_1)) _ msto ae2
— _ th <U2(Nsto) _ 2(Nsto_1)) + kt2’r3 <9§Nsto) + 9§N5t0_1)> _ msto aeQ
Msto U?ENsto) — _ V3(U§Nsto)’ U?ENsto_l), eéNsto)’ géNsto_l)) — Masto CL@.?,
= — ky3 <U9§Nsm) - U?ENStO_l)) — ki3r2 <9§N5t°) + 9§N5t°_1)> — Mito Qe
(VI.10)
et celui des moments:
JlégNsto) — Ml(egNsto), egNsto_l))
— krl <9§Nsto) _ 9§N5t0_1)>
J2é§Nsto) — M2(U§Nsto)’ U3(Nsto_1), eéNsto)’ eéNsto_l)’ 1.1 — nh)
(VL.11)

Nsto ]\[sto_1 Nsto ]\[sto_1

= — krgeé ) k;29§ ) kizr2 <U3E ) — U?E )>
J3é§Nsto) — M3(U2(Nsto)’ U2(NStO_1), eéNsto)’ eéNsto_l)’ 1.1 — nh)

Nsto ]Vsto_1 Nsto ]Vsto_1
= — Fig 0" — K05 D gy (U — U
La fondation est comme on l’a spécifié en (VI.4), soumise a des efforts transmis par le
premier étage ainsi qu’aux efforts de réaction du sol et a la force d’inertie. On écrit les
bilans de forces et moments pour 'impédance d’interaction sol-fondation moyenne (sans

aléas) d’'une fondation enfouie en omettant volontairement les termes de masse
ajoutée introduits par la matrice [M,q]. Par souci de lisibilité, ces derniers seront ajoutés
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ultérieurement.

me U = (0, 0 - K U9 — Dy U — mypae
—kyy (Uf” - Ul“”) —Ka U9~ Da U —mpan
me U0 =V (U, U8V 00 0 — Ko U — K5 0
— Dyo UQ(O) — Dior3 ééo) — Mg Qe
ko (Ué” - U2<°>> ~ kiora (eg” + eg‘”) K UL~ Ky 6
. ' (VL12)
— Dy UQ(O) — Dyar3 eéo) — Mf Qe
me U =50, U 60 60y — K5 U — K50 08
— Dys Uéo) — Dy3r2 ééo) — Mg Q3

=ky3 (Uél) — U§O)> + K3r2 <9§1) + 0&0)) — Ky Uéo) — K372 0&0)

— Dys U;»EO) — Dy3r2 eéo) — Mg Q3

10 =2 U0, 01) = Kn U = Dn 0 = by (6 = 0”) = K1 0 — Do 617
Jo0 =My (USY, USY 08 08 — K0 0 + Kira USY — Dyo 68 + Dy U
= ko 08 = oz 08 — Ky (U5 = US”) = Koo 68 + Koo USY = Do 6
4Dy USY
3057 =Ms(UY U, 05, 08) — K505 + Kines US” — Dy 0 + Doy U
= k0 ks 00 4 Ko (Ué” - U2(°>) K300 4 Koy USY — D,y 6

+Dt2r3 UQ(O)
(VI.13)
Toutes ces équations peuvent étre écrites sous forme matricielle pour un vecteur d’état
X(t) dont on choisit de concaténer les degrés de liberté de la maniere suivante:

XT — (Ul(l) ... Ul(Nsto) U2(1) ... U2(Nsto) U?EI) ... U?ENsto) 9%1) . egNsto)

1 Nsto 1 Nsto 0 0 0 0 0 0
oV .. g{New) gV g >U1(>U2(>U§>9§>9§>9§>>

Le théoreme de I'énergie cinétique (VI.1) s’écrit:
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L’équation d’équilibre dynamique correspondante s’écrit:

[M] X (t) + [D] X(t) + [K] X(t) = F.(t) (VI.14)
avec les conditions initiales:
X0 =0 ot | _—o
dt |,

ou [M] est la matrice de masse de I’ensemble Q2 = €, U, [D] sa matrice d’amortissement,
[K] sa matrice de raideur et F.(t) le vecteur des efforts extérieurs. La matrice de masse
[M] est diagonale par bloc et en incluant cette fois les termes de masses ajoutées, omis
dans (VI.12) et (VI.13) elle s’écrit sous la forme:

My]  [0] [0]
M]={ [0 [M,] (0] (VL.15)
0] [0 [My] + [Maq]

Les matrices [My] et [M ] sont des matrices diagonales d’ordre 3Ny, qui s’écrivent:
[My] = mgto [I3n,,,] et [My] = diag(Jy [In,,.], J2 [IN,.. ], J3[IN,.])- La matrice de masse
de la fondation [My] est définie en (V.4) et la matrice de masse ajoutée [M,q] en (V.7).

La matrice de raideur [K] est symétrique définie positive et sa structure est la suivante:

_ ([ [Ky) (Kt
K] = <[be]T [KbO]J:[KSO]) (VI.16)

Kt [ o o] [0 [o]
o G o] o [0 K
K o | O 0 Ky O K[
o o 0 Ky o [
o o gL 0 Ky [0
RS O U R R

On définit les matrices tridiagonales [T4], [T2] et [T3] par:
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0 1 0 0
-1 0 1 0
0O -1 0 1 0
[To] = '
0O —1 0 1 0
0O -1 0 1
0 0 -1 -1
0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1 0
(T3] = '
0 1 0 1 0
: 0 1 0
0O -+« v . 0 1 0

Les blocs constituant [Kj| s’écrivent a ’aide de ces deux matrices. Les blocs diagonaux
s’écrivent:

[K31°] = K1 [T1] [K55°] = k1 [T4]
[K35°] = kea [T1] [K55] = kyo [T3] + Epa([T1] + [Ts])
[K35°] = ki3 [T] [K55] = ky3 (T3] + Epa([T1] + [Ts))

et les blocs extra-diagonaux:
[Kisrs] = kiars [T2]  [Ki50o] = —keara [T

Finalement le bloc matriciel rectangulaire [Kyp] de dimension Ny, X 6 s’écrit:

—ki1 0 0 0 0 0
[O(Nsto_1)76]
0 —kp 0 0 0 —FKis
[O(Nsto_l)aG]
0 0 —ktg 0 kt3r2 0
[be] = [O(Nsto_1)76]
0 0 0 —ky1 0 0
[O(Nsto_l)aG]
0 0 —ky3po 0 Kk, 0
[O(Nsto_1)76]
0 ko 0 0 0 Ly

ot [O(n,,,—1),6] désigne la matrice nulle rectangulaire de dimension (Ngo — 1) X 6. Le
dernier bloc matriciel intervenant dans l’expression concaténée (VI.16) de la matrice de
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raideur [K] est la matrice [Kyo] € Mg (R):

ki 0 0 0 0 0
0 ko 0 0 0 kior3
10 0 ki3 0 —kprg O
Keo] =] 0 0 ko 0 0
0 O —ktgrg 0 kr2 O
0 thTg 0 0 O kr3

La matrice d’amortissement [D] est constituée de termes dis a I'amortissement de sol
faisant intervenir les termes de la matrice [Dg(wp)] et de termes d’amortissement structural
du batiment (omis dans les équations d’équilibre (VI.8) a (VI.13)). La répartition de
I’amortissement est mal connue dans la structure et ’amortissement effectif des éléments
de poutre équivalents utilisés pour modéliser le batiment est difficilement estimable. Le
taux d’amortissement des éléments structuraux du batiment est néanmoins supposé faible,
ce qui justifie I’hypothese qui consiste a utiliser un amortissement de type Rayleigh (voir par
exemple [57] chapitre 3), c’est-a-dire un amortissement s’écrivant comme une combinaison
linéaire des matrices de masse et de raideur. On choisit ici un amortissement structural du
batiment proportionnel a la raideur et on donne un coefficient d’amortissement structural
Bo tel que la matrice d’amortissement [D] soit disposée de la maniere suivante:

_( 260[Ky)] 200Kty
D] = (250[be]T 2080[Kyo] + [DS(WO)]> (VL1T)

Si la structure n’interagissait pas avec le sol (batiment encastré), la restriction des matrices
aux degrés de liberté du batiment donnerait la relation de proportionnalité [D] = §y[K]
entre la matrice de raideur et celle d’amortissement. Cependant, I’amortissement radiatif
du a l'interaction sol-fondation brise cette proportionnalité.

Les forces extérieures appliquées a la structure sont de nature purement inertielles, elles
sont introduites par le déplacement du référentiel Z 4 et sont donc réparties suivant
la distribution de masse dans la structure. Le référentiel # 4 étant supposé avoir un
mouvement de translation d’accélération a., les efforts extérieurs ne s’appliquent pas aux
degrés de liberté de rotation qui ne seront excités qu’a travers le couplage avec les DDLs
de déplacement. On pose la matrice rectangulaire [II] de dimension (6 Ngto + 6 % 3) définie
par:
[1N.0,1)[ON 0, 1] [ON00,1]
(O 0,1)[XNui0,1][ON1o,1]
] = [ONstoal][ONstoal][1Nst071] (VI.18)
[03n.:,,3]
[1s]
[03,3]

Le vecteur F,(t) des forces extérieures peut étre décomposé suivant le produit matriciel

ci-dessous:
F.(t) = —[M] [IT] a(t) (VL19)
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V1.2.2 Réduction du systeme dynamique

Le systeme d’équations linéaires (VI.14) fait intervenir 6(Ng, + 1) inconnues, ce qui en
soit n’est pas énorme. On peut néanmoins le réduire en projetant le vecteur des degrés de
liberté X(t) sur la base des N, premiers modes de la structure moyenne non amortie.
Ces modes sont calculés a partir de ’équation d’équilibre dynamique sans second membre
(équation homogene correspondant aux oscillations libres), i.e. F.(t) = 0 et en prenant
[D] = [0].

M] X (t) + [K]X(t) =0 (V1.20)

Les modes de vibration issus de cette équation sont des fonctions harmoniques de la forme
b et ce qui implique la relation suivante:

(—«’M] + [K]) ¢ =0 (VL21)

Les fréquence propres wy, de la structure sont les 6( Ny, + 1) solutions de I’équation polyno-
miale det(—w?[M] + [K]) = 0 et on note les vecteurs propres associés ¢, € R6WNstot1) qui
vérifient w?[M]d, = [K]d,. En d’autres termes, les ¢, sont les vecteurs propres associés
aux valeurs propres w: de la matrice [M]~![K]. On note [®] la matrice modale contenant
les ¢, et telle que les w? se succedent par ordre croissant (wi < w? 1)

Le vecteur X(t) des degrés de liberté réels peut étre exprimé sur la base modale des ¢, a
’aide du vecteur des coordonnées généralisées Q(t) tel que

X(t)=[®]Qt) et Q) =[2]"X(t) (V1.22)

La réduction de la description du mouvement aux 1 < N, < 6(Ng, + 1) fait intervenir la
matrice modale réduite [@(T)] qui ne contient que les vecteurs modaux des N, premieres
fréquences propres, i.e. [<I>(r)] = [¢;--- by, ]. Cette matrice rectangulaire de dimension
(6(Ngto + 1) x N,.) vérifie également les relations (VI.22) avec le vecteur de coordonnées
généralisées réduit Q") (t) € RN». L’équation (VI.14) est alors réduite en étant multipliée
a gauche par [@(T)]T et introduisant le vecteur de coordonnées généralisées réduit Q) ()
a l’aide de la relation (VI.22).

@7 M][271QW (1) + [2]" D] [2]1QM) (1) + [#T]" [K] [#7]Q(¢)
= [®"]"F.(¢)

Cette équation introduit les matrices généralisées réduites (M ], [D], [K] et le vecteur des
efforts extérieurs généralisés réduit F (t) tels que le probleme dynamique en temps soit:
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MIQW (1) + [D]QM (1) + [X]Q (1) = F (1) (VL.23)

avec les conditions initiales héritées de (VI.14):

Qo) =0 e 99

=0
dt |,

Les matrices carrées [M ], [D] et [ ] sont symétriques définies positives et d’ordre NV,.. La
matrice [IM ] est une matrice diagonale dont les termes sont les masses modales. Les modes
étant définis a leur norme pres, on les normalise de maniére a ce que les masses modales
soient égales a 1, faisant de la matrice de masse modale la matrice identité. Suite a cette
normalisation, la relation (VI.21) implique que la matrice de raideur modale soit la matrice
diagonale dont les termes sont les carrés des pulsations propres (circular eigenfrequencies).

M) =[ln,] (K] = diag(w?, ..., w}) (VI.24)

Lorsque 'amortissement est proportionnel, c’est-a-dire quand la matrice d’amortissement
[D] s’écrit comme une combinaison linéaire des matrices de masse et raideur, la matrice
d’amortissement est diagonalisée par les vecteurs de la base modale calculée a partir de
I’équation d’équilibre dynamique homogene non amortie (VI.20). Le systéme d’équations
linéaires est alors découplé, ce qui réduit considérablement le nombre d’opérations né-
cessaires a la résolution du systeme. La matrice d’amortissement [D] ne possede cependant
pas cette propriété car la matrice [Dg(wg)] n’est pas une combinaison linéaire des matrices
[Mgt] = [Mg] + [Mad] et [Kso] ce qui implique que [D] ne vérifie pas la relation de
proportionnalité de Basile (Caughey [29]):

(M)~ [D]) (M) ™ [K]) = (ML)~ [K])([Mf] = [D]) )

En outre, la modélisation probabiliste de la matrice [D4(wp)] par la matrice aléatoire [Dy]
est décorrélée des matrices aléatoires [M¢] 4 [Maq] et [K,], par conséquent 1’amortissement
est presque stirement non proportionnel pour une réalisation donnée de I'impédance d’inte-
raction sol-fondation. Des méthodes ont été développées pour diagonaliser des systémes
avec amortissement non proportionnel (voir [46]), cette diagonalisation serait cependant &
recommencer pour chaque réalisation de I'impédance de sol ce qui anéantirait le gain de
temps de calcul obtenu par le découplage du systeme d’équations.

Du fait de la localisation des termes d’amortissement non proportionnel au niveau des
degrés de liberté de fondation, la proportionnalité des termes liés aux ddls structuraux
peut tout de méme étre mise a profit. On partitionne la matrice modale réduite [<I>(’")]
suivant les ddls associés au batiment et ceux associés a la fondation:

()
[(1,(1“)] — <[<I>b ])
Lol
D’apres la relation de diagonalisation (VI.24) sur [K] et son partitionnement (VI.16), on
aboutit a la relation

diag(w%, e W12V,.> =

7] () [B47] + 7] (K] [27)+ (2717 (o] [917] + [&]7]" [Koo] [2]7]

187



Chapitre VI Modeéle brochette

Connaissant le partitionnement (VI.17) de la matrice d’amortissement, on en déduit la
relation suivante

(D] = (@] [D] (2] = 200 [X] + (@] (D] - 260[Keo]) (2] (V1.25)
Le vecteur des forces nodales s’exprime en utilisant I’expression (VI.19) de la matrice de

projection [II] (VIL.18):
F (t) = —[@T)7 [M] [IT] a(¢) (VL.26)

VI.2.3 Equation dynamique stochastique

La structure du batiment étant supposée connue, sa modélisation est déterministe.
L’unique source d’aléas provient de la modélisation de 'impédance d’interaction sol-fonda-
tion. A cette fin, on substitue respectivement aux matrices moyennes [M¢|, [M.q], [Ds(wo)]
et [Kyo] les matrices aléatoires [My], [Ma,q], [Ds] et [K,] dans les expressions (VI.15),
(VI.16), (VI.17) et (VI.19) des matrices [M], [D], [K] et du vecteur F.(¢). Les matrices
et vecteurs aléatoires associés sont notés [M], [D], [K] et F.(t). L’équation temporelle
stochastique associée s’écrit:

[M] X(t) + [D] X(¢) + [K] X(t) = Fo () (V1.27)

Pour un jeu de conditions initiales donné, la solution de cette équation est un proces-

sus stochastique (0,t) — X(6,t) indexé par le temps, défini sur ./ x R, & valeurs dans
[R6(Nsto+1).

Pour des réalisations [M¢(0)], [Maq(0)], [Ds(0)], [Ks(0)] avec 0 € o7, les matrices [1\:/[(9)]
et [K(6)] ne sont plus diagonales dans ’espace modal des ¢;,. On note [AM] et [AK] les
matrices aléatoires donnant la différence

[AM] = [M] - [M]  [AK] = [K] - [K]

En suivant le raisonnement qui a permis d’exprimer [D] a l'aide de la relation (VI.25), on

exprime les matrices réduites aléatoires [M] et [K]:
(V] = (@) (V] [@)] = [M] + [@)]" [AN] [@]
= (M) + (@] ([M] + [Mad] — [M] — [Maa]) [@{”)
K] = (@) [K] (2] = [X] + [@)]" [AK] [@]
= K]+ [@"]" (K] - K] ) (7]

En ce qui concerne la matrice d’amortissement réduite aléatoire [D], elle s’écrit de la méme
maniere qu’en (VI.25):

D] = (@) [D] (@] = 26 K] + [@{”]" (D] - 260[K.0]) [@")]
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De maniere similaire aux décompositions des matrices [M], [D] et [X], on exprime le
vecteur aléatoire F (t) en fonction de F(t) le vecteur des forces modales calculé pour les
modes qui, on le rappelle, sont obtenus pour le modele d’interaction sol-fondation moyen
(déterministe) sans amortissement:

F(t) = F (t) = [{”)" (IM] + [Maa] — [M] — [Ma]) [T 2 (¢)

ot la matrice [IIg]” = [[13][03 3] | est la restriction de la matrice de projection [IT] définie
en (VI.18) aux degrés de liberté de la fondation. ) )
L’équation stochastique réduite met donc en jeu les trois matrices aléatoires [M], [D] et
[IC] et le vecteur aléatoire F (t):

~ oz (r) 2 (7)

M]Q () +[D]Q ) +[K]QM(t) =F(t) (VI.28)
avec les conditions initiales:
- dQ™
(r) _ _
Q" (0)=0 et 17 ~ 0

Le vecteur des coordonnées généralisées réduit QM (t) est un processus stochastique indexé
sur le temps & valeurs dans R™" et qui est lié au processus X (¢) par les relations:

Xt =[@"Q"w) Q) =[@"]"X()

VI.3 Modele avec répartition de masse homogene

Sur le plan inertiel, 'approche opposée au modele brochette décrit au cours de la
section VI.2 est la modélisation du batiment a ’aide d’une poutre avec répartition de
masse homogene (CMM = Continuous Mass Model). L’analyse modale de ce milieu continu
nécessite une approche ondulatoire. Les modes de vibration de la poutre sont obtenus par
la conjonction des conditions aux limites avec la forme générale du champ de déplacement
des ondes dans le milieu. Ce probleme a fait ’objet de travaux déja anciens tels que ceux
de Huang [70]. Ce papier considere les vibrations transverses d’'une poutre de Timoshenko
avec différentes conditions aux limites a ses extrémités (combinaison de bords libres et
de liaisons inélastiques) en prenant en compte les effets d’inertie de rotation. L’auteur
détermine tout d’abord la forme générale du champ de déplacement des ondes dans la
poutre, il écrit ensuite les équations fréquentielles découlant des conditions imposées aux
extrémités de la poutre. Les fréquences propres de la poutre sont les solutions de ces
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équations. En les intégrant dans la forme générale des champs de déplacement et de
rotation des ondes, on obtient les déformées des modes de vibration correspondant. C’est
cette démarche que ’on adoptera pour ’analyse modale du modele mécanique de batiment
présenté dans cette section. Geist et Mc Laughlin établissent dans [56] des formules
asymptotiques pour les fréquences propres d’une poutre de Timoshenko en vibrations
libres. Ces formules permettent de calibrer les fréquences modales de la poutre en fonction
de ses différents parametres physiques. Il n’existe néanmoins aucune formule algébrique
exacte exprimant les fréquences propres en fonction des parametres physiques de la poutre.
Celles-ci sont en pratique déterminées numériquement. L’analyse vibratoire des poutres de
Timoshenko fait toujours 'objet de travaux de recherche, on peut par exemple citer ceux
de Vu et al. [140] dans le domaine des mathématiques appliquées pour leur étude spectrale
des vibrations de la poutre de Timoshenko.

La décomposition modale de la cinématique de poutre présente deux avantages pratiques.
Elle permet d’une part d’utiliser une description continue réduite. La décomposition sur
un nombre fini de mode est une forme d’application de la méthode de Galerkin qui permet
une mise en ceuvre numérique.

La fondation qui dans le modele brochette était une masse parmi les inerties concentrées
est quant a elle toujours représentée par un corps rigide dont l'interaction avec le sol
est introduite a ’aide de I'impédance décrite au chapitre V. Le probleme des vibrations
transverses d’'une poutre de Timoshenko avec une inertie concentrée a l'une de ses
extrémités a par ailleurs été étudié par Grant [62].

La modélisation mécanique réduite d’un batiment multi étagé peut, comme on 1’a montré
dans la premiere partie de ce document, étre obtenue par homogénéisation. Les poutres
considérées ici sont donc définies a partir des propriétés effectives du modele de poutre
macroscopiquement équivalent au batiment.

La poutre continue est caractérisée par sa longueur qui est donnée par la hauteur H
du batiment, par ses parametres inertiels et sa matrice de raideur [K;|. Les variables
cinématiques sont le champ de déplacement U(zq,t) de fibre moyenne et le champ de
rotation moyen 0(x1,t), soit 6 composantes qui sont réunies dans un vecteur cinématique
X(IIJ 1, t) .

Les 4 parametres inertiels sont la masse par unité de longueur p; et g1, 02, 03 les moments
d’inertie par unité de longueur. Pour un milieu a périodicité unidimensionnelle dont le
domaine C est une cellule périodique, les parametres d’inertie sont définis a partir de la
densité p(x) dans le milieu:

1 _ 1
o= E/p(x) dx = kg.m™! , 01 = E/p(x) (23 + 23) dx = kg.m
C C
1 1
02= 7 /p(x) ridx = kg.m ) 03 =7 /p(x) radx = kg.m
c c

La matrice de raideur effective de poutre [Kj] d’un milieu a périodicité unidimensionnelle
est définie en (I1.67). Le milieu périodique considéré est a symétrie orthotrope, sa matrice
de raideur effective est par conséquent diagonale.
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VI.3.1 Equation des ondes dans une poutre de Timoshenko

L’équation des ondes dans une poutre est définie comme étant 1’équation dynamique
homogene des poutres sans amortissement. On exprime cette équation aux dérivées par-
tielles a l'aide de la matrice d’inertie par unité de longueur [M;] ainsi que l'opérateur
différentiel linéaire de raideur [Kg,,] pour le champ cinématique X(z1,t) inconnu:

0%X
[My] 57 + [Koa | X =0 (VI1.29)
L’expression du théoréeme de ’énergie cinétique énoncé en (VI.1) avec le travail des forces
extérieures nul (Z.(Q,t) = 0) s’écrit:
dxt oxT 0?X  oxXT
—(Q, 1)+ Zi(Q,t) = M +
ar S4Y (@0 =T Mlge + 7

La matrice de masse [M;] et 'opérateur de raideur [Kg,,| sont définis par:

Koz, ] X =0

[Ml] = diag (pl7pl7pl7 01, 02, Q3> S Mé’_([R)

—K1102, 0 0 0 0 0
0 — K902, 0 0 0 K990,,
_ 0 0 —K3302, 0 — K330, 0
[Koz,] = 0 0 0 ~ K402, 0 0
0 0 Kggarl 0 K33 — K55831 0
0 —Kggaxl 0 0 0 Koy — K66631
Les solutions de ’équation des ondes (VI.29) sont de la forme:
X, = X, exp (re; +iwt)  ne{l,2,3,4,5,6} (V1.30)

avec w la fréquence radiale (pulsation) de l'onde et r; des nombres d’onde, si bien que
I’équation peut étre réécrite de la maniere suivante:

(-J[Ml] +[K(r,w)] ) X = [H(r,w)] X = 0 (VL31)

Les solutions non triviales de cette équation correspondent aux ondes pouvant se propager

~

dans la poutre et impliquent la nullité du déterminant de la matrice [H(r,w)]:

A

det([H(r,w)]) =

KQQ?“Q + ple —Koor K337“2 + ple Kssr
Koor —Ko + Kger? + 03w —K33r — K33 + Kssr? + 00w
(K11T2 + plw2) (K44’I“2 + Qlu)2) = DQ(;(?“, w) D35(T, w) D, (7“, w) D4(T, w) =0

(VI1.32)
Les déterminants Dog et D35 caractérisent les ondes de flexion/cisaillement respectivement
dans les directions es et e3. Le déterminant D; est associé au ondes d’élongation et Dy
aux ondes de torsion. L’équation (VI.32) est la relation entre les nombres d’onde r; et la
pulsation w qui caractérise les ondes dans la poutre.
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Ondes de flexion et cisaillement couplées

Les équations Dayg(r,w) = 0 et D35(r,w) = 0 sont des équations polynomiales bicarrées
de degré 4:

rt + g (w)r? + ap(w) =0 , rt 4+ B1(w)r? + Bo(w) =0 (VL.33)
dont les coefficients sont:
Pl 2 Pl 2
a(w)=—+ — | w , w=|-—+-—""|w VI1.34
(@) (Kzz KGG) hrlw) (Kss KGG) ( )
Pl 2 03pP1 4 Pl 2 02p1 4
ap(w) = — w” + w w)=— w” + w VI1.35
o(w) Kee Koz Kee fo(w) Kss K33 K55 ( )

On pose le changement de variable R = r2. Les équations bicarrées en r s’écrivent comme
des équations du second ordre en R:

RPta(wR+apw)=0 , R+ B (w)R+Bo(w)=0 (VI.36)

dont les discriminants sont:

2 2

Pl 03 4 pPL 2 Pl 02 4 Pl o

Agw)= | — — =) *+4"0w? ., A w:<———)w—i—4—w
@) <K22 K66) Keg 5() K33  Kss Kss

Les fonctions w — Ay (w) et w — Ag(w) sont strictement positives pour toute pulsation
w € RT. Par conséquent, les deux ensembles de solutions des équations (VI.36) sont:

O Y RNy | R £ @RI oy )

Les fonctions w — ag(w) et w +— By(w) sont négatives, sur 'intervalle w € |0, win,| et
9 )
positives pour w > winr OU winy €st une fréquence seuil respectivement donnée par:

[ Koo [ Kss3
Wthr = Q— ou Wthr = Q—
3 2

Lorsque w < winy, o1 a les relations A, (w) > a1(w) et Ag(w) > [1(w) les ensembles
solutions de (VI.33) sont pour n € N < 4:

ron € {i\/ ( )+ \/a3(w) — 4o )) 4 \/% (al(w) +yazw) —4ao(w))}

ou

rgne{i\/ (611 + 57 0) — 4 >);ﬂ\/%(m< )+ /B ) — 40l >)}

Les nombres d’onde réels correspondent a des ondes évanescentes qui s’atténuent exponen-
tiellement. Lorsque w > wyny, on a les relations A, (w) < a1(w) et Ag(w) < Bi(w); les
ensembles solutions de (VI.33) sont alors:

Fan € {ﬂ \/% (al(w) — \Jo?(w) —4a0(w)) ki \/ ( )+ \/a2(w) — dao ))}

ou
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rsme{iz'\/ ( — /B3 (w) — 480 )) iz\/ ( )+ /B2 (w) — 460 >)}

Les champs de déflexion et de rotation s’écrivent en fonction des 4 nombres d’onde solu-
tions:

Ua(21,t) = (o1 €271 + hog €72271 4 o3 €731  ¢hog €72471) e (VL3T7).1

03(21,t) = (o1 €721"1 + Ppg €721 + g3 €237 4 gy €72471) et (VI.37).2
et

Us(z1,t) = (¢p31 €317 + p30 €73271 + hg3 73371 4 hgy 73471 elwt (VI.38).1

O2(z1,t) = (51 €737 + 50 €732 g5 €733 + (hgy €73471) eiwt (VI.38).2

Au dela de la fréquence seuil wyy,, les ondes évanescentes cessent de se propager. La vitesse
de phase v, = r(w)/w dépend de la fréquence; toutes ces ondes sont donc dispersives.

Ondes de traction-compression longitudinales

L’ensemble des solutions de 1’équation D (r,w) = K124 pjw? = 0 est pour n € N < 2:

T1n € {:I:zw1 / I?il }

Le champ de déplacement des ondes longitudinales s’écrit en fonction des deux nombres
d’onde: |
Ul(flll,t) = (¢11 eTITL 4 by er12x1) piwt (VI39)

Le nombre d’onde est un imaginaire pur, il n’y a par conséquent pas de propagation d’ondes
évanescentes de traction-compression. La vitesse de phase v, = r(w)/w est constante, la
propagation des ondes est donc non dispersive.

Ondes de torsion

Les ondes de torsion se propagent de facon similaire aux ondes de traction compression.
L’ensemble de solutions de I’équation D4(r,w) = K447? + 01w? = 0 est pour n € N < 2:

91
r Tiw
e { K44}
Le champ de rotation des ondes de torsion s’écrit en fonction des deux nombres d’onde:
91(331,(‘,) = (¢41 eI 4 g er421‘1) piwt (VI40)

Comme pour les ondes de traction compression, aucune onde évanescente de torsion ne se
propage. De méme, la propagation des ondes de torsion est non dispersive.
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VI.3.2 Modes de vibration de poutre

Les modes de vibrations de poutre sont déterminés pour une extrémité supérieure du
batiment libre d’efforts et deux type de conditions au niveau du sol. On considere d’une
part un encastrement rigide du pied de batiment et d’autre part 'interaction sol-fondation
présentée au chapitre V. Ces conditions de bord qui portent sur les composantes du vecteur
X en z; =0 et ;1 = H sont de type cinématique imposée ou force et moment interne
imposé. Pour les 16 coefficients ¢o,,, dgn, @3n €t @5, des ondes de flexion, il y a 8 relations
données par les conditions de bord. Le fait est, que pour les ondes de flexion, il y a une
dépendance spatiale entre les champs de rotation et leur champ de déflexion associé. Pour
une fréquence w donnée, les composantes 2,6,3,5 de I’équation des ondes (VI.29) s’écrivent:

0*Uy 003 0*Us 00,
K — | = K 2 ) =
W piUs + K2 ( o2 31‘1) 0 w?pUs + Ks3 ( o2 + 31‘1) 0
oU. 020 ouU. %0
20303 + [ 5= — 03 ) + Kgg——a =0 20005 — [ 5= 402 ) + Kss——2 =0
wo3b3 + B 3 666:6% w202 81+2 556:17%
On en déduit les deux relations de couplage spatial:
1 O3U. ou.
O3 = ———— ( Koo + | Koo + K- ALz ) 22
Ky — o3w? ox? Koo O0xy
I Kan 20 4 (K 4 K 2) 9Us e
2= T K — 0g? 55 6331 33 557> K33 )

Etant données ces relations, le nombre d’inconnues est ramené aux 8 coefficients ¢o,, et
¢3n. On remarquera qu’a la fréquence seuil wyy,, les relations de couplage s’écrivent:

1 30 0
Uy = "o (KGG—%x?? + Koo gﬁlj)
1““ 33912 96, (V1.42)
Up= - (Kss o2 + K
’ PIW < " 0 i oy 1)

Condition de bord libre

La condition de bord libre a 'extrémité x1 = H de la poutre se traduit par la nullité
des forces et des moments internes:

(HWVvi=0 (2)Vo=0 (3)V53=0 (4) M;=0 (5) Ma=0 (6) M3=0
Ces relations font intervenir les champs Uy, Us, Us et 01 (et leurs dérivées) en x1 = H et
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sont obtenues a l’aide des relations de couplage (VI.41) pour w # wip,:

oUy
1 - =
(1) 92, 0
oUy 03U, s Kes 5\ OUs
9) 2 _g,=0 Koo o2 266 972 9
(2) B 3 = {66 03 + (st + Kzzpzw 92,
oU. 03U K oU.
(3) —3+93:0 — K55—33+ Q5w2+£ le —3:0
6331 ox K33 6331
56 ! (V1.43)
(4) ==0
8{131
00 0*U. K 0*U.
0) oy =0 = Koo + (K?’S* K—EEWQ) 57 =
1 1
893 84U2 KGG 2 BQUZ
s _ Ko oo2 4 Kog + 256 -
(6> 8(1’51 0 = 66 61’111 +< 22+ K22plw 8[1’5% 0

Condition d’encastrement

On l'a précisé plus haut, deux types de conditions aux limites sont considérées pour le
pied du batiment situé en 1 = 0. La condition d’encastrement est une relation cinématique
se traduisant par la nullité du déplacement et de la rotation en x; = 0. En appliquant les
relations de couplage (VI.41) pour w # wyy,, cette condition s’écrit:

1) Uy=0 , (2) Us=0 , (3) Us=0 , (4) 6, =0

23U, pi oU,
5) 6y =0 = Kg—n + | Koo+ Kgg—w? | —= =0
(5) 0 66 50 +< 22 t+ 66K22w ) ) (V1.44)

03U oU.
(6) 0s=0 = Koymo + | Kay+ Kssow?) 22 =0
K33 8{131

Condition d’interaction sol-fondation

De maniere similaire a la représentation du batiment par un modele brochette, la condi-
tion d’interaction sol fondation est donnée par un bilan des forces et des moments appliqués
a la fondation. Ces efforts sont d’une part composés des forces et moments appliqués par
le sol qui sont introduits par I'impédance de fondation et d’autre part des sollicitations
provenant du batiment qui sont données par les forces et moments internes en x; = 0.
L’équation dynamique (V.9) correspondant & ce bilan s’écrit dans le cas présent:

M X (@1 = 0,1) + [Dy (w0)] X(@1 = 0,1) + [Koo] X (1 = 0,) = (V(xll Zo
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avec V € R3 et M € R? les vecteurs force et moment internes. Ces vecteurs s’expriment
eux-mémes en fonction du vecteur X et de 'opérateur différentiel linéaire [Lj,s] défini par:

V(x1,t) \ _ r.
(M(xll,t)) = ([Llnt] X) (xl,t)

avec
K110, 0 0 0 0 0
0  Koy0,, 0 0 0 — Koy
B 0 0  Ks30,, 0 K3 0
[Line] = 0 0 0 K440, 0 0 (VI.46)
0 0 0 0  Ks50., 0
0 0 0 0 0  KgOn,

La condition d’interaction sol fondation utilisée pour le calcul des modes de vibration est
écrite pour I'impédance moyenne (pas d’incertitude) d’une fondation enfouie en excluant
les termes de dissipation afin de calculer des modes réels. En reprenant 1’équation
(VI.45), la condition de d’interaction sol fondation en x; = 0 appliquée aux ondes s’écrit:

(—w®([M¢] + [Maa]) + [Kso] — [Lint]) X =0 (VL47)

On introduit alors la relation de couplage (VI.41) dans le systeme (VI.47) en omettant
les termes de masse ajoutée par souci de lisibilité, les 6 équations s’écrivent:

oU,

(1) (Kpn —mew?) Uy — Kug-=0
(2) (K2 — msw?)Us — ngg—lgf
et (g + (1o i) 52) =
(3) (K3 —mew?)Us — Kggg—gi”
+ %gt—]:j:; (K55a;—g{,3 + (K33 + g—zzﬂlwz) g—[a{f) =0
(4) (K —In)bh — K44g—zi =0 (VI1.48)
(5)  — Kizr2Us + m <K55 <K55684—;{113 — (Ky2 — If2w2)%3—xU§)
+ <K33 + g—ZZpluﬂ) <K556;—;]%3 — (K2 — If2w2>g—gf) > =0
(6) Kior3Us — W (KGG <K66884—5; — (Ky3 — If3w2)a;—g§,2)
+ (Kzz + g—zzp”ﬁ) <K66662—;]%2 — (Ky3 — If3w2)g—gf) > =0
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Déformées modales de poutre

Les 12 coefficients de déformée modale ¢11, @12, @21, ..., P24, O31,..., D34, €t P41, P42
sont déterminés par le systeme a 12 équations formé par les 6 équations de conditions de
bord libre (VI.43) et par les 6 équations de condition de bord au pied du batiment, que ce
soit pour un encastrement (VI.44) ou l'interaction sol fondation (VI.47). Etant donné la
forme harmonique (VI.30) des ondes et la dépendance en fréquence des nombres d’onde,
ces 12 équations forment un systeme linéaire dépendant de la fréquence. On note ¢ € R?
le vecteur des coefficients de déformée modale et on écrit le systeme d’équations donné par
les conditions de bord:

[Lpc(w)]d =0 (VL.49)

Les équations linéaires des conditions aux limites pour les modes de traction-compression,
de flexion et de torsion sont découplées si bien que le systeme (VI.49) peut étre décomposé
en 4 sous systemes indépendants. L’espace des modes vibratoires est donné par les solutions
non triviales de I’équation (VI1.49) et correspond & l’espace propre associé a la valeur propre
nulle de [Lpc(w)]. Les fréquences modales associées sont donc les fréquences wy,, n € N > 1
indicées par ordre croissant telles que le rang du systeme [Lpc(w)] soit inférieur a 12, i.e.
det([Lpc(w)]) = 0.

Dans un premier temps, on cherche les fréquences propres en calculant numériquement
les racines de ’application w +— det([Lpc(w)]). Pour chaque fréquence propre w,, on
détermine ’espace propre associé aux valeurs propres nulles de [Lpc(wy,)]. On note:

o) = (o), oy, o) 0L ol 0l ol 0l)

le vecteur de déformée modale associée au mode n de fréquence w,. Les composantes
modales de rotation de flexion qbg,? et gbg,z) (k=1,...,4) sont déterminées a 'aide des
relations de couplage (VI.41) et des expressions de dépendance en fréquence des nombres

d’onde 7o1,...,794 €t r31,...,7r34 associés:

(n) _ 1 Koo 3 Koo o e o (n)
6k~ Koy — o3w? < 66 T (wn) + < 22 + oy en rar(wn) | Py,
(n) —_ _ 1 K 3 K K55 2 (n)
5k Kas — 030? ( 55 T (wn) + ( 33 + Kag 1 r3k(wn) | O3k

les sommations implicites d’indices n’étant pas répétées. Connaissant tous les coefficients
de déformées modales pour un mode donné, les fonctions de déformées modales se déduisent
directement des expressions (VI.37), (VI.38), (VI.39) et (VI.40) des ondes dans le milieu,
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on les note de la maniére suivante:

o (1) = 61} exp(ri1(wn
¢(n)( ) ¢(n) P(T21(Wn
(
(

T eXp T12(Wn

(n)

(
7’22(wn Ty
(n) (

23 eXpl(Tros \wn )T 24 EXP(Tog Wn

(
(n) (
(

32 eXplr3z2(Wn

)+ 1)
)+ )a1)
( )+ (raa(wn)11)
o (= > o8y exp(ra1(wn)ar) + (wn)1)
+ 5 exp(raz(wn)1) + ¢y exp(raa(wn)ar)

o5 (1) = Yy exp( 1)+ S;;> exp 1)
( )+ )a1)

( )+ (r3a(wn)z1)

)+ 1)

)+ Ja1)

8

(7”42 (wn
52 exp(rgg (wn
(

(n)

expir w (n)
53 P(T33({Wn

(
¢(n)( 1) = 57 exp(rai(wn)a
( 54 eXp(r34\Wn

Ty

(n)

oo (x ) B5y) exp(ra1(wn)z1) + B8 exp(ras(wn )

)
)
)
)
)
r41(wWn)
)
)
)
)

63 exp(rgg(wn 1 64 exp(r24(wn

La déformée modale associée au mode n est alors notée:

B (@1) = (017 (2). 07, (01), 607 (1), 04, (@1). 04 (@), 6 (@) (VL50)

Remarque : lorsque w = wyyy, les relations de couplage des ondes de flexion sont données
par (VI1.42). L’introduction de ces relations dans 'expression des conditions aux limites
mene a un systeme d’équations homogenes dont le rang est maximal. Sa solution est par
conséquent triviale et aucun mode n’est associé a la fréquence wyyy.

V1.3.3 Equation dynamique du batiment sous séisme

Le probleme est posé dans le référentiel non inertiel Z ¢ en translation lié au sol de
fondation (voir Figure VI.1). L’accélération a.(t) de ce référentiel, introduite en (VI.3),
est la seule source de travail extérieur pour I'ensemble Q={batiment + fondation + sol de
fondation}.

Le batiment est supposé avoir un amortissement proportionnel a la raideur a l'instar de
celui introduit en (VI.46) pour le modele brochette. On note fy le coefficient d’amortisse-
ment structural du batiment. En reprenant ’équation dynamique (VI1.29), le probleme se
pose de la maniere suivante:

198



Chapitre VI Modeéle avec répartition de masse homogeéne

02X 0X
[Mi] 55 + 200[Koa, ] -
= Conditions de bord libre ([Line) X) (21 = H,t) = 0.

s Interaction sol fondation:

+ Koz, | X = —[M;] [IT] a, (VL.51)

(VL] X + (D (000)] X + [Kio] X — [Line] X)) (21 = 0,8) = ~[M] [T a (1)

X
s Conditions initiales: X = 0 et i 0 pour t = 0 et pour tout z; € [0, H].

L’opérateur de projection [IT] défini sur R? & valeurs dans R est défini par la représentation
matricielle suivante:

1) = HI?’] ] (VL.52)

V1.3.4 Equation dynamique réduite

Le probleme dynamique posé en VI.3.3 est un probleme différentiel continu en espace

sur [0, H] et en temps pour ¢t € R;. Sa résolution analytique est difficile, c’est pourquoi on
s’oriente vers une méthode numérique, d’autant plus que I'accélérogramme sismique a, ()
est en pratique un signal échantillonné au format numérique.
Le probleme différentiel en espace peut étre traité par diverses approches. Un schéma aux
différence menerait a une formulation similaire a celle du modele brochette décrit en VI.2.
On pourrait également utiliser une formulation par éléments finis a ’aide d’élément de
poutre épaisse. On dispose cependant d’une base modale de la poutre qui comme on I’a
montré en VI.3.2, est formulée a 'aide d’expressions semi-analytiques:

6

(wn, @) e R x (H'([0, H)))" ¥neN

L’espace &y des déformées modales est donc constitué de I’ensemble des applications de

(H'([0,H ]))6 vérifiant I’équation des ondes (V1.29) et les conditions de bord libre (VI.43) et
d’interaction de sol non dissipative (V1.47). Pour utiliser cet espace a des fins numériques,
on va le restreindre a un sous espace & ; engendré par les déformées modales d’un nombre
fini de modes tel que dim(&7,) = N € N. En général, on choisit les modes associés aux N
premieres fréquences propres w, < wy.

On a va écrire une formulation faible du probleme (VI.51) dans I'espace &. Soient ®”
une application de I'espace &, on multiplie alors I’équation dynamique (VI.51) par &7
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a gauche puis on integre par rapport a x; sur Uintervalle [0, H]:

H H H

. 92X . oX .
/<1> M) =—= o don +2ﬁ0/¢> TKsz,] - dan +/<I> Koz, | X dr;
0 0 0

(VL.53)
H

- / &7 dry (M| [Ma, V&7 &,
0

On introduit les opérateurs de masse <., > 1y €t de raideur <., > 5 définis pour &P et

&9 dans lespace E .

H
<<I,(p) , @ >M — @(p)T(O) [M] @(q)(o) + / (I’(p)T<.’L‘1) [M,] <I>(q)(a:1) day
0
H

T
o (P) oP (@)
(») () _&®T (2)
(@7, @) = @77 (0) [Kyo] 217(0) + / ( 3931) (K] =5 — da
0

+ [ @7 (21) (K33 €5 ® e5 + Ko eg @ eg) 29 (21) day (VL.54)

@
61’1

®P)T (1)) (—Kages @ €3 + Kazes @ e3) dx,

+

8{131

+
O\m C’\m C’\m

o @)
< ) (—K2262®66 +K33€3 ®e5) (i’(q)((l?l)dl’l

L’intégration par parties de la forme faible (VI.53) fait intervenir les conditions de bord et
on démontre en B.1 qu’elle s’écrit a ’aide des opérateurs de masse et de raideur:

(@, 55 )0 +260( @, 52 )+ (@7, X))+ 77 (0) [Dy(w0)] Dt |,_y (VL55)

=(®", Ma.), Ve ed&,

La matrice de dissipation [Ds(wp)] introduite en (V.7) est symétrique définie positive et
les opérateurs de masse < oy > 4y et de raideur < .. > 5 le sont également. Pour une date ¢
donnée, la formulation (VI.55) est de la forme:

* * *T Is
(@, X) = 1(®*) VT € &

ou, compte tenu des propriétés de < > A €t < > la forme bilinéaire b( ., .) est con-
tinue et coercive et la forme hnealre I(.) est contmue Le théoreme de Lax-Milgram
garantit alors que le probleme faible a une unique solution dans I’espace & 25
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La décomposition du champ X sur la base modale génératrice de cet espace se fait a 'aide
de l'opérateur modal réduit [®"(z1)] construit par concaténation des N déformées modales

™ 1 <n< N etdu vecteur Q(t) des coordonnées généralisées:

N

X(z1,t) =Y Qu @ (21) = [®"(21)] Q(t) (VL56)

n=1

De méme, on décompose le champ test ®* & 1’aide de V'opérateur [®"(x1)] et du vecteur
de coordonnées généralisées Q* indépendant du temps:

Z@ 1) 8" (1)) = [&"(21)] Q" (VL57)

On démontre en B.1 que ’ensemble des déformées modales forme une base orthonormale
de I'espace &4 pour le produit scalaire défini par 'opérateur de masse. L’orthogonalité et
les relations de normalisation (B.7) et (B.8) impliquent que pour deux déformées modales
&P ot &9 on écrit sans sommation implicite:

w§< &P ’ & >M = 0pq < &P ’ & >K ot <<I>(p) ’ & @) >M -1 (VI.58)

On introduit les expressions (VI.56) et (VI.57) dans la formulation (VI.55). Etant donné
la propriété (VI.58), on aboutit & I’expression matricielle suivante:

’Q 3Q 0Q
*T [| 2 *T *T @’I‘ T Ds P i
+ Q" [wi]Q() = Q*Ts—"< ) vQ" e RY
avec [w3,] = diag(w?,...,w?% ) la matrice diagonale des pulsations modales au carré.
L’équation dynamique matricielle réduite sur ’espace modal & ; s’écrit:
0? 0
[M] 5 2 +[D] (9? + [K]Q(t) =F (1) (VIL.60)
avec les conditions initiales héritées de (VI.51) :
0Q
=0 et —— =0
Q(0) B,

Les modes étant orthonormés, la matrice de masse modale est 'identité:
[M]pg = <(I’(p) , 3@ >M = Opq

La matrice de raideur est la matrice diagonale dont les termes sont les carrés des fréquences
radiales par ordre de croissant

(K ]pg = <<I>(p) ) @ >K = Opq w?
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La matrice d’amortissement est proportionnelle a la matrice de raideur pour un coefficient
d’amortissement structural Gy:

[D] =26 [K] + [@"(0)]" ([Ds(wo)] — 260 [Kso)) [27(0)]
Le vecteur des forces nodales issues de I'accélération du sol de fondation est donné par:
Falt) = (@™, [Ma.(t)),,

La résolution du probleme temporel (VI.60) est menée a l'aide du schéma au différences
de Newmark dont le principe est présenté en B.2.

V1.3.5 Equation dynamique stochastique

La modélisation probabiliste du probleme dynamique a pour but de prendre en compte
les incertitudes sur le comportement mécanique du sol. Les aléas sont par conséquent
introduits a travers la condition d’interaction sol fondation du probleme (VI.51) a 'aide
des matrices aléatoires définies en (V.3) (marquées d’un tilde):

(VL] X + (DL X+ (Ko X = [Lin] X) (21 = 0,8) = =[NLo] [Mac(t)  (VL6D)

La forme faible (VI.53) de I’équation dynamique (VI.51) est toujours valable. Comme
précédemment, cette formulation est intégrée par partie, ce qui fait intervenir les conditions
de bord du probleme dont la condition stochastique (VI.61).

En introduisant les décompositions modales (VI.56) et (VI.57), on aboutit a I’équation
modale réduite (VI.60) plus des termes de perturbation aléatoires. L’équation stochastique
réduite s’écrit:

M| ggﬂﬁ]a—?ﬂﬁ]qu) =F(t) (VL62)
avec les perturbations [AM], [AD] et [AK] telles que:
(V] = [M] + [@7(0)] ([Mt] — [Myt]) [27(0)]
(D] = [D]+[®"(0)]" ([Ds] — [Ds(wo)]) [@"(0))
(K] = [K] + [@7(0)]" ([Ks] [Kso]) [27(0)]
F(t) =F (1) — [27(0)]" (Mt — [Myt]) [IT] ac(t)

Pour chaque réalisation des matrices aléatoires [Maq(6)], [M¢(0)], [Ds(6)] et [K4(8)] pour
un évenement 6 de ’ensemble des causes de ’espace probabilisé (7, 7, &) défini en V.3.1,
on résout le probleme temporel (VI.62) a I’aide du schéma aux différences de Newmark.
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Chapitre VI Conclusions

V1.4 Conclusions

Dans ce chapitre, une modélisation tridimensionnelle de batiments a plusieurs étages est
établie a I’aide de modeles mécaniques de poutre: 1'un a inerties concentrées et I’autre dont
I’inertie est distribuée de facon homogene. L’interaction sol fondation est introduite comme
faisant partie intégrante de la structure si bien que les modes structuraux calculés pour
le batiment la prennent en compte. Ceci aboutit en pratique a une meilleure convergence
modale lors des calculs dynamiques.

La modélisation stochastique de I'interaction sol-fondation est intégrée via ’écart entre la
réalisation des matrices aléatoires d’impédance de sol et leur valeur moyenne. Lors d’une
simulation de Monte Carlo, seule la partie des matrices de masse, raideur et amortisse-
ment liée a I'impédance de sol est recalculée ce qui réduit considérablement la quantité
d’opérations.
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CHAPITRE VII

ETUDE NUMERIQUE D’UN PROBLEME
SISMIQUE

L’objet de ce chapitre est la mise en ceuvre de ’ensemble des méthodes numériques
présentées dans ce document pour I’étude de la réponse dynamique d’'un batiment sous
séisme. La construction utilisée pour illustrer cette application est la structure multi étagée
présentée en II1.5. Cette structure est soumise a un séisme dont les caractéristiques sont
exposées en VIL.1. Les propriétés du sol sur lequel repose la construction sont données
dans la méme section.

L’étude des propriétés dynamiques de la structure seule et avec interaction de sol sans aléa
(modele moyen) fait I'objet de la section VII.2.

L’étude dynamique stochastique dont 1’objet est I'influence des incertitudes du comporte-
ment mécanique du sol sur la réponse sismique d’'un batiment est présentée en VIIL.3.

VII.1 Caractéristiques sismiques et propriétés
mécaniques de sol

Les séismes sont des phénomenes difficiles a observer dans leur ensemble. On se borne
en général a mesurer le mouvement du sol sous leur action. A cette fin, on utilise des
sismometres. Ces appareils sont utilisés pour mesurer ’accélération du sol dans les 3
directions de l’espace au point de mesure. Il s’agit de laccélération a.(t) dont il est
question au chapitre VI et qui en pratique, est disponible sous la forme de 3 signaux
échantillonnés pour un pas de temps At:

ae1(tn) = ae1(NAt) | aea(tn) = ae2(NAL) ,  ae3(tn) = aes(nAt) , neN
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Les deux composantes horizontales orthogonales a2 (ty,), ae3(t,) et la composante verticale
ae1(ty,) définissent le mouvement de translation d’ensemble du sol. Le séisme qui va illustrer
I’ensemble des résultats numériques qui vont suivre est est le tremblement de terre de
Parkfield du 28 septembre 2004. L’épicentre de ce séisme de magnitude 6.0 se situait
dans les environs de Parkfield pres de Joaquin Canyon dans la région de la faille de San
Andreas en Californie et I’accélérogramme tracé sur la Figure VII.1 provient de la station
de sismologie Donna Lee a 14.5 km de la. Davantage d’informations sont disponibles dans
le rapport de Borcherdt et al. [15].

Dans cette région, le sol est de nature rocheuse avec des vitesses de propagation homogenes
des ondes P et S qui sont respectivement de I’ordre de grandeur de 5 km.s~! et 3 km.s~!
pour une masse volumique ps = 2500kg.m~3. L’objet de cet étude étant entre autre
d’observer l'effet de I'interaction du batiment avec un sol meuble, on va considérer que le
batiment est construit sur un dépot de silt et d’argile. L’ordre de grandeur des ondes P et S
est respectivement de 700 m.s~! et 350 m.s~! avec une masse volumique p, = 1700 kg.m 3.
Connaissant les vitesses moyennes de propagation des ondes P et S ainsi que la masse
volumique, on est en mesure de calculer un module de cisaillement moyen G ainsi qu’un
coefficient de Poisson moyen vs. La Table VII. 1 expose les 3 propriétés mécaniques de sol
homogene du dépot.

Table VII.1 Propriétés de sol

Gs =208 M Pa
ve = 0.33
ps = 1700 kg.m=3

—directione,

—directione, |

I
25 30

T

___direction e3‘

I I I I
0 5 10 15 20 25 30

temps (s)

Figure VII.1 Accélérogramme du séisme Parkfield 2004 mesuré par la station Donna Lee
[109)].
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VII.1.1 Présentation du signal sismique

Les spectres de réponse élastique des 3 composantes du signal sismique sont tracés sur
la figure Figure VII.2. La construction de ces spectres est expliquée en B.3. Ces spectres
donnent une information concernant le niveau d’excitation des fréquences propres d’une
structure mise en mouvement par le séisme. La Figure VII.2.a montre par exemple que la
composante verticale du séisme entraine un niveau de réponse structural important dans
la bande de fréquence [4, 20] Hz. Le spectre de la composante nord-sud représentée sur la
Figure VII.2.b met en lumiere une réponse élastique principalement localisée a 'intérieur
[7, 11] Hz. Les spectres( Figure VII.2.c) de la composante est-ouest présentent une zone
de l'intervalle de réponse moins restreinte dont ’essentiel se situe dans le domaine [3, 12]
Hz.

30¢ &
L A
[y
HEE (b)
20 R
0 :‘ jr"" \“'- ..
g LA I'._' N \\I'\j' +
101 ri’::\~v‘N:I' ‘"“:‘:‘.:\\
!’:“;‘j?" — “-‘\'\'\."’;~ [y P Ir ITS
0 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
15F R
1! "
! At
AN (©)
10r e
; - ': ’ ‘,' 7";‘ s ‘1 l“\ )
e 01 e’ ‘-‘\'-.t~,‘, *.! Vel 3 "'
Ay Sy PN PPt S
0 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
(Hz)
Figure VII.2 Spectre élastique — (a) composante verticale e1, (b) composante Nord-

Sud es, (c) composante Est-Ouest es — Taux d’amortissement de 1% (tirets-points), 5%
(tirets), 10 % (trait plein).
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Les spectres de puissance des composantes du signal sismique sont représentées sur la fig-
ure Figure VII.3. La construction des spectres est expliquée en B.3. Ce spectre donne
la répartition fréquentielle de la puissance du signal. Le spectre de puissance de la com-
posante verticale (Figure VII.3.a) est étalé sur [0, 20] Hz a I'instar de la réponse élastique
donnée par la Figure VII.2.a. L’essentiel de la puissance se situe néanmoins pour les
fréquences [0, 11] Hz. La répartition fréquentielle de la puissance de la composante nord-
sud représentée par la Figure VII.3.b présente une puissance essentiellement contenue dans
le domaine [0, 10] Hz. Celle de la composante est-ouest (Figure VII.3.c) se situe elle dans
[0, 12] Hz.

(a)

25 30

(b)

() -

(Hz)

Figure VII.3 Spectre de puissance — (a) composante verticale e1, (b) composante Nord-
Sud ey, (¢) composante Est-Ouest es.
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20
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0 20 40 60 80 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Spectre de puissance (s)
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mewwl i

Signal (m.s'z)
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0 50 100 150 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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3 T T T T
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Figure VII.5 Créte de transformée en ondelettes de la composante Nord-Sud es.
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0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Spectre de puissance (s)
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Figure VII.6 Créte de transformée en ondelettes de la composante Est-ouest es.

Les arétes (ridges) des transformées en ondelettes des composantes du signal sont données
par la Figure VII./, la Figure VIL.5 et la Figure VII.6. Ce sont des courbes dans le plan
temps / fréquence ou ’énergie du signal se concentre, c’est-a-dire les arétes du module de
la transformée en ondelette complexe pour un seuil donné. Ces transformées en ondelettes
sont obtenues a ’aide d’une méthode dite de "recuit simulé” (”simulated annealing”). Une
autre application de cette technique est proposée dans les travaux de Le et al. [83]. La
puissance du signal est assez faible et se situe principalement dans les basses fréquences
pour ¢t € [0, 3] s. On remarque ensuite des contributions fréquentielles régulieres (crétes
a fréquence constante) pour les trois composantes du signal. La Figure VII./ montre que
la composante verticale présente une contribution fréquentielle stable de 4 Hz a 8 Hz sur
la plage de temps ¢ € [3, 13] s. Le signal faiblit et devient diffus au dela de cette limite.
La Figure VIIL.5 correspondant a la composante nord-sud montre un contenu fréquentiel
stable du signal de 1.5 Hz a 11 Hz pour t € [3, 15] s, le signal faiblissant au dela. La
Figure VII.6 présente un contenu fréquentiel stable de 2 Hz a 14 Hz pour t € [3, 13] s et
des composantes stables autour de 10 Hz et 13 Hz pour ¢ € [13, 16] s. Au dela, on constate
un affaiblissement du signal.

La distribution spectrale de puissance du signal de la Figure VII.3 est donc dans ’ensemble
assez stable sur la période t € [3, 13] s. Les zones de réponse importantes du spectre
élastique sont donc excitées avec constance pendant la durée du séisme.
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VII.1.2 Impédance moyenne d’interaction sol fondation

Connaissant les propriétés élastiques et inertielles moyennes du sol, on est a méme de
représenter le comportement mécanique de l'interaction sol fondation a I’aide du modele
exposé au chapitre V. Les coefficients de I'impédance dynamique moyenne associée a ce
modele sont déterminés a partir des expressions cataloguées en V.2.

La fondation est un parallélépipede dont les dimensions et les propriétés physiques sont
données par la Table VII.2 et sont proches de celles d’un étage. Cette fondation est enfouie
et est en contact avec le sol sur toute sa hauteur.

Table VII.2 — Propriétés de fondation
géométriques inertielles
Ly =27Tm pr = 2400 kg.m =3
L =14m Msto = 6.19.10° kg
Lz = 30m It1 = 6.40.107 kg.m?
tr =0.3m Ity = 5.23.10" kg.m?
Ity = 1.33.107 kg.m?

Termes d’impédance élastiques

Les termes de la matrice d’'impédance de fondation sont comme expliqué en V.2 le
produit [KStt],; x k?jyn(w) d’un terme statique et d’un terme dynamique dépendant de
la fréquence. Les abaques exposées par Gazetas [52], donnent des courbes de variation
des coefficients de raideur dynamique. Par minimisation au sens des moindres carrés, on
détermine les fonctions paraboliques de la forme k?jyn(w) ~ Kij — uijwz les plus proches des
coefficients de raideur dynamique. Les raideurs statiques effectives de la matrice [Kyo] sont
donnés par les produits [K5%],x;; et les termes de masse ajoutée constituant la matrice
[M,q4] sont obtenus par les produit [K5%];;u;;. Les termes de la matrice d’impédance
élastique [K5%!| sont calculés a laide des Table V.3 et Table V.5 et I'identification des
coefficients k;; et 1;; est représentée par les Figure VII.7 et Figure VII.§. Les termes des
matrices [Kso] et [Maq] sont exposés dans la Table VII.3 et la Table VII.j.

Table VII.3 — Termes de [Ko]

Ky = 1.715.1019 Nom 1 K, = 4.082.10'2 N.m.rad=!
Ko =1.723.101° Nom ! K,5 = 1.063.102 N.m.rad=!
K3 = 1.669.101° N.m~—1! K,3 =1.079.102 N.m.rad=!

Koy = 1.551.101°N Ko = 1.521.1010N
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Table VII.4 — Termes de [M,q]

[Madli1 = 8.46.10°kg  [Maglas = 11.13.107 kg.m?
[Maalsz = 3.59.10° kg [Mag]ss = 6.59.107 kg.m?
[M.,a)es = 6.69.107 kg.m?

dyn

Coefficient de raideur dynamique k ldly" Coefficient de raideur dynamique k @

Hz Hz

Figure VIL.7 (De gauche & droite) Coeflicients dynamiques k", k™. (&) — Points tirés
des abaques de [52]. (trait plein) — approximation parabolique.

Coefficient de raideur dynamique k 2’" Coefficient de raideur dynamique k 2’" Coefficient de raideur dynamique k fg"

[ 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
Hz Hz Hz

Figure VIL.8 (De gauche & droite) Coeflicients dynamiques k5", k%™ et k™. (&) —
Points tirés des abaques de [52]. (trait plein) — approximation parabolique.

Termes d’impédance en dissipation

Les termes de dissipation sont calculés a partir de la Table V.6 pour la premiere
fréquence propre des modes associés a chacun des 4 types de vibration de 1’ensemble
batiment + fondation sans source de dissipation. La Table VII.5 donne ces fréquences
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pour chaque modele réduit du batiment. Les termes d’impédance dissipatifs de la matrice
[D(wo)] sont donnés par la Table VIL.7.

Les coefficients dynamiques de dissipation sont issus des abaques données dans [52]. Les
valeurs de ces coefficients sont données par la Table VII.6 pour une fondation rectangulaire
de rapport Lgs /L ~ 2. Pour une telle fondation, certains de ces coefficients sont constants,
e.9. A (w), d3™ (W), dY™(w). La valeur des autres est fixée pour les fréquences de la Table
VII.5 par les courbes des Figure VII.9, Figure VII.10, Figure VII.11 issues des abaques
données en [52] pour les coefficients d&¥™!, dfyn! et diY™! et par les formules suivantes:

aj(w)
ad(w) + 5(Lgs/Lg) =15

2Lf —-1/4
dgzn2<w) =0.25 + 0.65\/ CLQ((.,L)) (L—l)
f2

97, —-1/4
d;l;/nQ(u)) =0.25 + 0.65\/ CLQ((.,L)) <L—f1>
f3

Ly
2V,
Les fréquences modales de la Table VII.5 présentant des valeurs proches pour les deux
modeles réduits du batiment, les valeurs des coefficients dynamiques données par la Table
VII.6 sont valables pour les deux modeles.

4 w) =

avec ap(w) = w

Table VII.5 — Premiéres fréquences modales des modéles réduits
de batiment avec interaction sol fondation non amortie.
Mode Modele brochette Mod. masse continue
Elongation 6.94 Hz 7.00 Hz
Torsion 449 Hz 4.66 Hz
Flexion d’axe es 2.02Hz 216 Hz
Flexion d’axe es 241 Hz 2.53 Hz
1

0.5

.
LML B A (R N B e A

0. 4. 8. 12. 16.
Hz

Figure VII.9 Abaque représentant les variations du coefficient dynamique df{n en fonction
de la fréquence.
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¥ ¥ ¥
i
oS} g
0 . 1 | i
0 4. 8. 12. 16.

Hz

Figure VII.10 Abaque représentant les variations du coefficient dynamique dfgn en fonction

de la fréquence.

= 1.

0. 4 1 i
0. 4, 8. 12. 16.
Hz

Figure VII.11 Abaque représentant les variations du coefficient dynamique dfg " en fonction

de la fréquence.

Table VII.6 — Coefficients d’amortissement dynamiques

A" =1,d3" =1, dy" =1

d™ = 0.36 A% = 0.67
iyt =0.13 A9y = 0.70
dy™ =015 A = 0.75
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Table VIL.7 — Termes de [Dg]

Dy =4.04.103 N.m~1t.s D, = 1.83.10'° N.m.s
Dys = 4.05.108 N.m~1.s D,5 = 1.67.101° N.m.s
Dy =3.23.103 NNnm~1l.s D,s3 = 0.58.10'° N.m.s

Dtgrg == 365108 N.s Dt37n2 = 290108 N.s

VII.2 Etude dynamique déterministe

La structure Q = {batiment + fondation + sol de fondation} est, comme on l’a
expliqué en VI.1, constituée d’une partie déterministe €2, = {batiment} et d’une partie
avec incertitudes Q¢ UQg = {fondation + sol de fondation}. Dans un premier temps, on va
étudier la dynamique de la partie { batiment} seule, i.e. 'analyse modale du corps élastique
Qp, avec encastrement sur son interface 02, NAY¢, pour les différentes modélisations réduites
de poutre présentées au chapitre VI ainsi que pour la modélisation par éléments finis (MEF)
non réduite. Dans un second temps, on étudiera le comportement dynamique de I’ensemble
Q) pour la modélisation moyenne de l'interaction sol fondation.

Les propriétés élastiques des différents modeles sont données dans les Figure I11.4 et Figure
II1.6. La Table VII.§ présente les parametres inertiels des deux modeles réduits.

Table VII.§ — Propriétés géométriques
M. brochette M. masse continue
Msto = 5.05.10° kg pr = 1.87.10% kg.m™!

Ji = 6.20.107 kg.m? 01 = 2.30.10" kg.m
Jo = 6.42.107 kg.m? 02 = 2.38.10" kg.m
J3 = 6.24.10" kg.m? 03 = 2.31.10" kg.m

VII.2.1 Analyse modale du batiment

Ce que l'on souhaite faire ici est établir une comparaison entre les modes vibratoires
des deux modeles réduits du batiment et de la modélisation non réduite par éléments finis
(voir Figure II1.14) pour des conditions de bord équivalentes.

Le modele brochette (LMM) et le modele de poutre a masse continue (CMM) sont en-
castrés a leur extrémité inférieure (z; = 0) et libres de ’autre (1 = H). La modélisation
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non réduite du batiment par la méthode des éléments finis est soumise a des conditions de
bord équivalentes, a savoir le blocage des 6 degrés de liberté (3 translations et 3 rotations)
de chacun des noeuds correspondant a 'interface du batiment avec la fondation et absence
de conditions cinématiques et de forces ou couples appliqués aux nceuds de la toiture.

La comparaison des modes issus de différentes modélisations d’un méme corps nécessite
I'identification des modes entre les modeles en question. Cette identification ne peut se
faire que par le biais des déformées modales. Or, les trois modeles concernés n’utilisent pas
les mémes variables cinématiques, il est donc nécessaire d’établir une description commune.
Le seul choix pertinent est d’adopter la description cinématique du modele brochette qui
est le plus ”concis” des trois. On va donc ”projeter” la cinématique des deux autres
modeles sur celle du modele brochette.

Projection de la modélisation non réduite

La cinématique de cette modélisation est constituée par les 3 composantes de déplace-
ment et les 3 composantes de rotation associées a chaque nocud. Le modele brochette
décrit quant a lui les mouvements des étages de facon rigide, si bien qu’a chaque étage
sont associés les 6 degrés de liberté de corps rigide.

On note (UIS”) ,p = 1,...,6) les 6 degrés de liberté du nceud n du maillage complet

du batiment et .45 Pensemble des nceuds constituant le maillage du ficme étage. Pour
obtenir le mouvement de corps rigide équivalent de I’étage k, on utilise une simple opération
de moyenne telle que celle définie en (I1.45) pour chaque degré de liberté p:

1
<U, >pn= —"-— Ul VII.1
p < (k) C&I‘d(:/l/;to) %:Vsto p ( )
ne k

avec card( ) qui désigne le nombre cardinal.

Projection du modele de poutre a masse continue

La description cinématique de ce modele est assez proche de celle du modele brochette
et est définie par les champs correspondant aux 6 degrés de liberté de section droite. Ainsi
la restriction de ces champs a l'intervalle [(k — 1)h, kh| est associée a la cinématique de
I’étage k, h étant la hauteur d’un étage. Pour obtenir le mouvement de corps rigide de
I’étage, il suffit donc de calculer les moyennes des ces 6 champs formant le champ vectoriel
X défini en VI.3 sur l'intervalle concerné:

kh
1
< Xp(flll,t) > (k)= E / Xp<.’131,t) dx Vp=1,...,6 (VIIQ)
(k—1)h

La forme analytique des ondes dans la poutre est déterminée en VI.3.1, étant donnée
celle-ci, on a:

kh
1 n T —Tr
< Xp(x1,t) >0)= ; / > ppertidn =Y 2@ nkh(] _ g7rnh) (VIL3)
(k—1)h " " "
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Identification des déformées modales

Les déformées modales des trois modeles ont maintenant une description cinématique
commune par des vecteurs de RVsto avec Ny, le nombre d’étages du batiment. On note
< ., . > le produit scalaire euclidien usuel sur R™Vst et || .|| sa norme associée. On utilise
la matrice [MAC] (Modal Assurance Criterion) élaborée par Allemang et Brown [108]

pour mesurer la corrélation entre les déformées modales @gf‘) € R¥sto d’un modele (a) et

<I>((1b) € RNste d’un modele (b). La matrice [MAC] est définie par:

(a (b) 2
<o, 3l >

<o @ >< P ") >

[MAC],, = (VIL4)

ou les @g’) et @gb) sont classées par ordre de fréquence croissante.

En observant de maniere brute les résultats obtenus pour la matrice de MAC entre la
modélisation complete du batiment par éléments finis et les modélisations réduites, on
observe tantot une absence de corrélation de certains modes de la représentation par MEF
avec les modes des LMM et CMM et tantot des corrélations multiples pour un mode donné
des modeles réduits. Certains modes issus du modele complet mettent en jeu d’importantes
vibrations des éléments internes de la structure tels que les planchers et les murs. Ces vi-
brations des éléments structuraux internes s’accompagnent généralement d’un mouvement
macroscopique. Seul ce mouvement peut étre caractérisé par la représentation réduite issue
de l'opération de moyenne (VII.1). On peut par conséquent parler de modes d’ensemble ou
modes macroscopiques et de "modes internes”. Deux situations se produisent alors: soit
le mouvement moyen du mode interne est proportionnellement proche d’'un mode macro-
scopique, on observe a ce moment des corrélations multiples ou ce n’est pas le cas et le
mode interne correle peu avec les modes des modeles réduits. La Figure VII.12 représente
graphiquement la matrice de [MAC] entre les modes de torsion de la représentation MEF
et du LMM et illustre les remarques prédédentes concernant les "modes internes”. Les
modes de torsions 1, 2 et 3 de la MEF correlent avec le LMM et correspondent a des
modes macroscopiques. Le mode 4 issu de la MEF est un mode interne dont le mouvement
moyen correle bien avec le mode 3 du LMM. Les Figure VII.13 et Figure VII.14 donnent
une représentation tridimensionnelle des modes 3 et 4 issus de la MEF. Le mode 5 est un
mode interne ne corrélant avec aucun mode du LMM.

Un critere permettant de faire le tri entre les modes macroscopiques et les modes internes
est 'indicateur énergétique donnant la fraction de la puissance maximale de déformation
locale. On note &g 'énergie de déformation de la déformée modale pour un mode donné
issu de la MEF et ® la déformée modale macroscopique associée déterminée a 'aide de
I'opération de moyenne (VIL.1). L’énergie de déformation macroscopique &g (®) se
calcule a 'aide de l'expression (II.71). La fraction de puissance de déformation interne
0 < mint < 1 caractérise un mode macroscopique pour une valeur proche de 0 et un mode
a vibration interne pour une valeur 1:

B é{)(p _ éaglacrO(Q)
Nint =
Ep
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Figure VII.12 MAC entre les modes de torsions de la représentation MEF et du LMM.
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Figure VII.13 Le 38M€ 116de de torsion est macroscopique.
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X, axis

X2 axls

Figure VII.14 Le 4°M€ o6t une vibration de planchers accompagnée d’un mouvement de
torsion proche de celui du mode 3.

Figure VII.15 L’essentiel des déformations élastiques de ce mode interne provient des
éléments d’acces latéraux.

Les résultats de corrélation entre les modes des différents modeles a 1’aide de matrices
de MAC sont représentés graphiquement par les Figure VII.16, Figure VII.17 et Figure
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VII.18 pour la corrélation entre les modes issus de la représentation du batiment par
la MEF et ceux issus du modele brochette (LMM). Les résultats de corrélation entre la
modélisation par MEF et le modele réduit a masse continue (CMM) sont similaires. Les
autoMAC, i.e. la matrice de MAC des modes d’'un modele avec lui-méme, sont présentés
afin de donner une information sur le niveau de corrélation entre les déformées modales
issues d'un méme modele. On voit ainsi que les déformées des composantes de rotation
des 3 premiers modes de flexion ont une forte autocorrélation que ’on retrouve dans les

matrices de MAC.
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Les fréquences propres des modes corrélés sont rassemblées dans le tableau Table VII. 9.
De maniere générale, le modele CMM avec distribution de masse continue, donne une
meilleure approximation des fréquence propres du modele complet. On peut en déduire
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qu’une distribution optimale de la masse pourrait étre obtenue en construisant un modele
mixte CMM/LMM dont 'inertie par unité de longueur serait associée a celle des murs et
auquel on adjoindrait des inerties concentrées pour les planchers.

L’estimation par les modeles réduits LMM et CMM de la fréquence propre du premier mode
d’élongation de la modélisation complete est bonne (1.3% et 6% d’écart). Par contre,
elle se dégrade rapidement pour les modes supérieurs en raison des vibrations internes,
dont on a parlé plus haut, accompagnant les modes macroscopiques. Ces vibrations étant
principalement des vibrations de membrane des planchers et des vibrations des rampes
d’acces du batiment sur les cotés.

Le niveau d’erreur de I’estimation des fréquences propres de torsion est en revanche plus
stable. Il est de 10 & 15% pour les 3 premiers modes et entre 20 et 25% pour les modes 4 et
5. On peut penser que cet écart est en bonne partie di a une sous estimation de la raideur
de torsion du batiment durant la phase d’homogénéisation du processus de réduction du
modele MEF.

Les fréquences propres des modes de flexion d’axe bfes sont bien estimées avec un niveau
d’erreur inférieur & 7% pour le LMM et inférieur a 3% pour le CMM, et ce, malgré la sous
estimation de la raideur K33 indiquée par les tests de localisation pratiqués en I11.5.3.

/N

/ \ zone souple

/

P o o oF

| |

V] () (b)
I

Figure VII.19 (a) zone souple associée aux ressorts de cisaillement du modeéle a deux
poutres (b).

Ces méme tests des données de localisation indique une bien meilleure estimation de la
raideur équivalente de poutre Ko5. Pourtant, les fréquences propres des modes de flexion
d’axe ez sont mal évaluées. La fréquence du premier mode est donnée par les modeles
LMM et CMM avec une erreur respective de 9% et 6%. Cependant, on observe des le
second mode un important écart au alentours de 35% que l’on retrouve pour les modes
suivants. Ce saut brutal est du a la topologie particuliere du batiment choisi. Comme
le montre la Table I1I1.13, les étages du batiment sont constitués de deux blocs de murs
reliés par les planchers. On a donc au centre de la structure une zone souple dont la
rigidité est exclusivement assurée par les planchers. Les deux blocs de murs tendent alors
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a avoir des mouvement indépendants. Comme l'illustre la Figure VII.19, le comportement
mécanique d’ensemble de la structure correspond donc davantage a deux poutres paralleles
reliées par des ressorts de cisaillement (milieu des planchers). La Figure VII.20 est une
représentation tridimensionnelle du second mode de flexion d’axe e3 ou I'on voit tres nette-
ment le gauchissement brutal au centre des planchers. On observait déja ce gauchissement
sur la Figure I11.21. Néanmoins ce probleme de modélisation dynamique n’en est pas un
en statique. Conformément aux remarques faites en I1.7 sur 'homogénéisation dynamique,
les limitations des modeles réduits par homogénéisation ne sont pas les mémes en statique
et en dynamique.

Les normes sismiques PS92 donnent une estimation du mode fondamental de vibration
transverse d’un batiment multi étagé avec sol rigide. Cette estimation est basée sur une
modélisation de type LMM et donne une fréquence fondamentale f; par la formule ex-
trinseque suivante:

VL [2L+H
- 0.06H H

h

avec L (en m) la dimension du batiment dans la direction d’excitation et H (en m) la
hauteur de la construction. Cette formule donne des fréquences fondamentales de 4.76 Hz et
2.63 Hz pour les premiers modes de flexion respectivement d’axe e et es. Cette estimation
est bonne pour les les modes de flexion d’axe e; mais mauvaise pour les modes de flexion
d’axe ez en raison de la structure particuliere de la construction évoquée par la Figure
VII19.

Figure VII.20
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Table VII.9 — Fréquences propres
des modes impliqués par les MAC.

s Modes d’élongation

MEF (Hz) | LMM (Hz) | CMM (Hz)

14.3 14.5 15.2
34.4 43.6 45.6
43.3 71.8 76.1
»  Modes de torsion
5.6 4.8 5.0
17.1 14.4 15.0
30.1 23.7 25.1
43.2 32.6 35.1
56.1 41.1 45.1
»  Modes de flexion d’axe e-
4.7 4.3 4.6
13.0 12.1 12.7
19.0 17.8 18.4
24.1 23.3 24.7
s Modes de flexion d’axe es
3.2 2.9 3.0
11.7 7.3 7.6
19.5 12.1 12.6
24.0 16.8 17.8
37.0 22.2 23.2

VII.2.2 Analyse modale avec interaction sol fondation

La Table VII.5 donne un premier résultat sur le comportement vibratoire du batiment
avec interaction sol fondation. Ces premiers modes sont ceux ol I’essentiel des déformations
est situé au niveau du sol. Plus le sol est souple vis-a-vis de la construction et plus les
modes en question tendent vers les modes de vibration d’'un corps rigide interagissant
avec le sol. Le corps rigide en question a une masse totale M} correspondant a celle de
I'ensemble €, U Q¢ = {batiment + fondation} (voir Figure VI.1) et une matrice d’inertie
[Jy] = diag(Jp1, Ju2, Jps) par rapport aux axes du référentiel Z o défini au début du
chapitre V. Les fréquences propres d’oscillations du corps rigide en interaction avec le sol
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sont solutions de 1’équation:

(Mo 5y ) -

Il y a deux fréquences propres pour chaque mode de balancement, on ne conservera que la
premiere. Les 4 premieres fréquences propres sont données dans le tableau Table VII.10.
On note immédiatement que ces fréquences sont bien supérieures a celles des premiers
modes de la Table VII.5. Cet écart implique que les premiers modes de vibrations de la
construction en interaction avec le sol mettent en jeu une déformation non négligeable de
celle-ci. Plus I’écart est faible et moins le batiment se déforme. On peut par exemple en
déduire que le batiment se déforme peu dans son premier mode vertical avec interaction
de sol.

=0

Table VII.10
Mode Fréquence (Hz)
Elongation 7.60
Torsion 10.6
Flexion d’axe eq 2.99
Flexion d’axe es 3.04

La fonction de réponse en fréquence normalisée d’un systeme dynamique linéaire caractérisé
par une matrice de masse [M] € M (R), une matrice d’amortissement [D] € MY*(R) et une
matrice de raideur [K] € M} (R) est définie par:

FRF : w i |[K] (—?[M] + iw[D] + [K]) " | (VIL5)

Cette fonction peut étre définie pour différentes normes matricielles. La norme d’opérateur
qui est égale au plus grand module des valeurs singulieres fait particulierement ressortir les
pics de résonance. La norme de Frobénius qui est égale a la somme des modules des valeurs
singulieres caractérise ’énergie du systeme dans son ensemble. Pour la norme de Frobénius
il faut néanmoins renormer ’application par rapport a la norme de 'unité ||[1,]||r = /7.
La Figure VII.22 donne la fonction FRF du LMM définie a partir de la norme d’opérateur
pour différents taux d’amortissement structural. Le cas By = 0 en trait plein correspond
a la réponse en fréquence pour le seul amortissement d’impédance de fondation. On ob-
serve une importante atténuation de la réponse en fréquence entre 0% et 1%. Le taux
d’amortissement structural pour une construction étant de l'ordre du pourcent, on en
déduit que la plus grande partie de 1’énergie mécanique est dissipée dans la structure
plutot qu’irradiée par le sol.

Les fonctions FRF pour le CMM et le LMM sont tres proches. La Figure VII.22 présente
les FRF du LMM et du CMM en absence d’amortissement structural. Les réponses de la
structure pour chaque modélisation s’écartent a partir de 20 Hz a cause de la différence de
distribution inertielle de ces deux derniers.
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Figure VII.21 Fonctions de réponse en fréquence FRF du LMM en échelle logarithmique

pour différents taux d’amortissement structural: (trait plein) Sy = 0 — (tirets) By =
0.011 (0.1 % sur le 1°*mode) — (tiret point) By = 0.11 (1% sur le 1" mode).
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Figure VII.22 Fonctions de réponse en fréquence FRF du LMM (trait plein) et du CMM
(tirets) en échelle logarithmique en absence d’amortissement structural (o =0).

Les systemes d’équations linéaires dynamiques en temps (VI.23) et (VI.60) sont résolus a
I’aide du schéma aux différences de Newmark dont le détail est donné en annexe B.2. La
Figure VII.23 et la Figure VII.24 donnent la réponse en accélération pour les deux modeles
réduits du batiment. Le séisme est I’évenement de Parkfield du 28 septembre 2004 et la
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structure est munie d'un amortissement structural de Rayleigh proportionnel a la raideur
et calibré a 3% sur la premiere fréquence modale. La valeur de ce taux d’amortissement
s’appuie sur l'ordre de grandeur des mesures expérimentales réalisées par Hans et al. dans
[67], en particulier celles se rapportant au batiment C dont la morphologie est proche du
batiment de la Figure II1.13. Les modeles sont réduits sur les modes de fréquence propre
inférieure a 200 H z, a savoir 71 modes pour le LMM et 97 pour le CMM.

Le déplacement de I’étage n du batiment est défini par:

U (1) = (X (1), Xt N (0, X2, (1)) (LMM)
U™ (1) = (Xl(asl — nh,t), Xo(z1 = nh,t), X3(zx1 = nh, t)) (CMM)

Les pics maximaux d’accélération (PA), de vitesse (PV) et de déplacement (PD) en un
étage n du batiment sont définis par

PA = max Ht'ﬂ”)(t)H . PV = max HU<”>(t)H . PD=max HU(") (t)H (VIL6)

Leur valeurs au sommet du batiment sont exposées pour chaque modele dans la Table
VII.11. La réponse des deux modeles concorde bien (environ 1% d’écart) pour le taux
d’amortissement structural de 3%.

Table VII. 11

LMM CMM
PA (m.s™?) 5.87 5.94
PV (m.s™1) 2.49 2.27
PD (m) 1.39 1.24

Les courbes de convergence Figure VII.25 montrent que la réduction modale aux modes de
fréquences propres inférieures a 200 Hz peut étre restreinte. Deux indicateurs de conver-
gence modale basés sur la réponse en accélération sont employés. Celle est tres prisée par
I'ingénierie sismique car elle est liée aux forces d’inertie. L’indicateur ConVILn;d(p) donne
le carré de la norme L5 de la réponse en accélération pour une réduction aux modes 1 a p

sur la durée complete du signal (0 <t <T):
) T
Convp(p) = [UC2(0)]2, = 7 [ < U (0), UW7(t) >
0

olt < .,. > est le produit scalaire euclidien sur R3 et U()» (t) le déplacement de 1’étage
pour la réduction au mode p. Cet indicateur donne une mesure globale du signal qui
garantit une convergence de 1’énergie du signal de réponse.

Le second indicateur noté Conv's9 (p) est tout simplement le pic d’accélération PA défini
en (VIL.6). Cet indicateur s’avere utile si on dimensionne la structure par rapport a son

pic d’accélération au sommet.
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Figure VII.23 Réponse temporelle du LMM pour 3y = 3 %.
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La Table VII. 12 indique le nombre de modes nécessaires pour que les indicateurs soient a
moins de 1% de la valeur limite ainsi que les fréquences de troncature associées. L’indi-
cateur Convy) 4(p) converge moins vite que l'indicateur Conv’p%?(p), ce qui est dit au
pic de la composante verticale de réponse en accélération a 5.7s. On peut montrer par
une étude de convergence sur la composante verticale que indicateur Convp%® (p) dépend
principalement des 3 premiers modes d’élongation. On constate en outre qu ces indicateurs
convergent plus rapidement pour le CMM que pour le LMM.
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Figure VII.25 Indicateurs de convergence modale Convy

Table VII.12
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VII.3 Etude dynamique stochastique

On va étudier ici I'influence des incertitudes dans le comportement mécanique du
sol sur le comportement dynamique du batiment. La mise en ceuvre numérique de la
modélisation probabiliste présentée en V.3 est réalisée a 1’aide de simulations de Monte
Carlo (voir par exemple [113]).

Les simulations de Monte Carlo s’articulent en 3 étapes:
n  Générer des réalisations indépendantes de I’ensemble des variables et matrices
aléatoires paramétrant le modele conformément & leurs lois de probabilités.

n  Calculer la réponse du systeme pour chaque réalisation des variables et matrices
aléatoires.

»  Etudier les propriétés statistiques des échantillons obtenus pour la réponse du
systeme.

Cette méthode s’applique a n’importe quel type de probleme dont on sait calculer la
solution pour une réalisation donnée des parametres le définissant.

VII.3.1 Calcul des parametres de dispersion

Les parametres stochastiques du modele d’interaction sol fondation défini en V.3 sont:

meg ) [If] ) [Mad] ) [Ds] ’ [Ks]

Les parametres de dispersion et les références des fonctions de densités de probabilité
(FDP) dans lesquelles ils interviennent sont exposés dans la Table VII.13. Deux remarques
sont a faire concernant les parametres de dispersion de la masse de fondation my et de la
matrice [D,] d’amortissement radiatif de fondation. Le parameétre de dispersion de la
variable m¢ ne pouvant étre estimé, on le suppose égal a celui de la matrice d’inertie de
fondation [If]. Le parametre de dispersion de la matrice d’amortissement radiatif [D] est
sous estimé car ne faisant pas porter d’aléas sur les coefficients dynamiques de dissipation.
La valeur obtenue est § = 0.3. Or, on sait que 'incertitude sur ’amortissement intrinseque
n’est pas pris en compte, on adoptera alors la valeur § = 0.5.

Le calcul de ces parametres a été mené par une simulation de Monte Carlo pour leurs
modélisations paramétriques présentées en V.4. Ces modélisations sont basées sur deux
informations: le support et la moyenne. On donne ci-dessous ces informations pour la
modélisation stochastique des parametres de sol et de fondation concernés:

G, € [0.5G,, 1.5G,] = [104, 312) MPa  , i, €[0.2,0.5]
ps € [0.5p5, 1.5p,] = [850, 2250] kg.m >
Le; €]0.95,1.05] Le; , i =1,2,3 , 1t €[0.95,1.05]t , pe < [0.9p¢, 1.1pg]
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Table VII.13
5 FDP
1] 0.10 SEF (V.27)
me 0.10 Gamma (V.33)
[Mq] 0.33 SEJT (V.27)
[D,] 0.5 SEF (V.27)
K] 0.32 SEF (V.27)

VIL.3.2 Evolution de I’énergie mécanique du systeme

L’énergie mécanique des modeles réduits de batiments s’exprime en coordonnées généra-
lisées réduites a partir des matrices modales réduites aléatoires [M ], [D] et [IC]| définies
en VI.2.3 pour le modele a masses concentrées (LMM) et en VI.3.5 pour le modele a masse

continue (CMM):

N | 1 S

F() = Q0" Q) + 5 Q)" Y] Q()
L'énergie & (t) est donc un processus stochastique indicé sur le temps. On va estimer
certaines propriétés de ce processus par une simulation de Monte Carlo a 20000 tirages.
La Figure VII.26 représente le tracé de ’énergie pour le modele d’interaction sol fondation
moyen (représentation déterministe) et celui de la moyenne du processus &(t) pour la
modélisation réduite CMM. Ces deux réponses sont tres proches. Leurs normes Lo different

d’a peine 1 % pour le CMM et le LMM.

Energie totale
w
I

t
4 6 8 10 12 14 16
temps (s)

Figure VII.26 (Trait plein) — Energie mécanique pour le modele d’interaction sol fondation
moyen. (tirets) — Moyenne du processus stochastique & (t).

On note @ ¢ (Fo) la fonction quantile d’une variable aléatoire X pour une probabilité P,
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donnée. On rappelle que Q¢ (Fp) est la valeur de la variable aléatoire X telle que sa
probabilité d’étre inférieure a @ ¢ (FPo) est égale a Py. La fonction quantile Q (;@(Po,t) du

processus stochastique & (t) indicé par le temps pour une probabilité Py est définie par:

0.1 x[0,T] — R
Q(? ) P(),t — an(Po,w = Qé«)(t)(PO)

La Figure VIL.27 et la Figure VII.28 représentent le tracé de la moyenne du processus & (t)
ainsi que ses quantiles a 5 % et 95 % pour chaque date ¢, i.e. le tracé des fonctions ¢ +—
Q 5(0.05, t)ett— Q 5(0.95, t). Ces deux dernieres courbes délimitent approximativement
I'intervalle de confiance & 90 %:

P (ng(o.%,t) < &(t) < ng(0.95,¢)) — 0.95 % (1 — 0.05) = 0.90

Energie totale

s 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
temps (s)

Figure VIL.27 [LMM] : (tirets) — Moyenne du processus stochastique &(t). (zone bleue) —
Intervalle de confiance a 90 % encadré par les courbes Qg(0.05, t) et Qg(0.95, t).

Energie totale
L o [~
I I I

©
I

3
10
temps (s)

Figure VIL.28 [CMM] : (tirets) — Moyenne du processus stochastique &(t). (zone bleue)
— Intervalle de confiance a 90 % encadré par les courbes Q3(0.05, t) et Qéy(O.%, t).
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Les normes Lo des quantiles & 95 % sont supérieures a celle de 1’énergie pour le modele
d’interaction sol fondation moyen de 28 % et 23 % pour le LMM et le CMM respectivement.
Les normes Lo des quantiles & 5 % sont inférieures a celle de I’énergie pour le modeéle moyen
de 52 % et 38 % pour le LMM et le CMM respectivement. Le modele & masses concentrées
LMM est donc plus sensible a 'incertitude que le modele a masse continue CMM.

Les moyennes du processus & (t) pour les modeles LMM et CMM sont tracées sur la Figure
VII.29. On observe un signal plus amorti pour le CMM, ce qui est logique puisque le
CMM est plus raide (fréquences modales plus élevées) que le LMM et que I’amortissement
structural est proportionnel a la raideur.

Pour vérifier la convergence de la simulation de Monte Carlo, on définit ’estimateur
Coan(ga (Ns) donnant le carré de la norme Lo du quantile ¢ — Q(;@(O.95, t) pour un nombre

de tirage Nj:

COHVQ

N |

T
/ (N,,0.95,t)%dt
0

out +— an(Ns, 0.95,t) est le quantile approché par simulation de Monte Carlo pour Nj
tirages. Le graphique de convergence pour cet estimateur est donné par la Figure VII.30
de 1 a 20000 tirages. La simulation converge a partir de 3500 tirages environ.

Energie totale

4 6 8 10 12 14 16
temps (s)

Figure VIL.29 Moyennes du processus stochastique &(t) pour le LMM (tirets) et le CMM
(trait plein).
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0.8 —

0.6 =

0.4 \ \ \ \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18 2

Figure VII.30 Convergence de la norme Lo du quantile t — Qg)(().%, t) par l'estimateur
Coang (Ns).

VII.3.3 Forces et moments internes macroscopiques

Les forces et moments internes macroscopiques du batiment sont définis en (I1.45) et

reliés aux déformations macroscopiques, i.e. les déformations d’ensemble du batiment, par
la relation (I1.67).
On va observer les valeurs maximales de ces forces et moments au niveau du plancher
supérieur de chaque étage. A cette fin, on définit les 6 variables aléatoires Vmax Vmax
Vrrlax 1\/Imax 1\/IInax et 1\/IInax a valeurs dans R™Vst>_ en 'occurrence R'2, associées & chaque
force et moment interne. Pour chaque étage 1 < n < Ny = 12, on a:

(v, = max Vi(z1 = nh,t) {Mpaxy = max Mi(z1 = nh,t)
(Ve — max Vo(z1 = nh,t) (M1, = max My(xy =nh,t)  (VILT)
{Vénax}n = max V3(x1 = nh,t) {VgﬂaX}n = max Ms3(z1 = nh,t)

Les Figure VII.31 et Figure VII.32 représentent graphiquement les valeurs maximales des
forces et moments internes pour le modele d’interaction sol fondation moyen, la moyenne
des variables aléatoires (VIL.7) et leurs quantiles & 5 % et 95 %.

La moyenne des variables aléatoires (VIL.7) est 1égerement inférieure aux valeurs maximales
des forces et moments internes calculées pour le modele d’interaction sol fondation moyen.
Seuls le couple de torsion M; et le moment fléchissant My présentent le résultat inverse.
Les symétries du batiment étant telles que son mouvement de torsion est découplé des
autres, le couple de torsion est issu des couplages d’interaction sol fondation introduits par
la modélisation probabiliste.
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On remarquera que les forces et moments internes au dernier étage (n=12) ne sont pas
nulles dans le cas du LMM car les efforts du dernier élément de poutre correspondent a
une valeur moyenne sur cet élément.

Les densités de probabilité des variables (VIL.7) peuvent étre calculées a partir des échan-
tillonnages issus de la simulation de Monte Carlo grace a un estimateur p (N7, Ng) qui
estime la fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire scalaire X en N; points
a partir d’une statistique X (6,,) de Ny échantillons. Les tirages 6,, sont donc dans un sous
ensemble &7y C &7 de I'’ensemble des causes de ’espace probabilisé associé a la modélisation
probabiliste. Le support de la FDP de la variable X est approché par 'intervalle:

su Ni,Ny)=| min X(0,), max X(0,)] =[s_, s
pP(Px ) (N1, Ns) o n, (0) 8% (0n)| = [s—, s4]

Les points d’estimation successifs sont tous écartés d’'une distance
AX = [supp(Px ) (N, Ns)|/Nr

et 'estimateur de sa FDP en un point z; = (k — 1)AX + s_ avec 1 < k < Ny s’écrit:

N,
1 S
Px (N1, No)(zr) = NAX n§:1 17, (X(0n))  avec I =[xk, v + AX]

Les graphiques Figure VII.33 et Figure VII.3j représentent les estimations des FDP des
variables {V"ax}, {Vipax}y, —{vpaxl, - Vpmax),  IMPax), | {MP@), e les forces et
moments internes au niveau du premier étage du batiment, la ou ils sont les plus impor-
tants.

Les courbes de convergence des normes Lo de ces estimations de FDP par rapport au
nombre d’échantillons Ny sont données par les Figure VII.35 et Figure VII.36. On constate
que la simulation de Monte Carlo converge pour toutes les variables aléatoires a partir de
Ny = 12000 échantillons environ.

Les moyennes et les quantiles & 5 % et 95 % des variables aléatoires sont exposés en Table
VII.14 et Table VII.15. Les efforts issus du calcul avec le modele a masses concentrées
(LMM) sont supérieurs de 10 % en moyenne a ceux issus du calcul avec le modele a masse
homogene (CMM) sauf dans le cas du couple de torsion.

Table VIL.14 — LMM

Q(5%) moy. mod. moy. Q(95%)

{vipaxl | 428105N | 5.43.105N | 5.09.106 N 6.92.106 N
{Vpaxl | 545109N | 6.55.105N | 7.13.106N 7.49.10° N
{Vpaxl, | 565.10N | 6.90.105N | 6.93.106 N 8.20.10° N
(M2}, 12.86.10 N.om | 6.04.10% N.m 0N.m 10.39.10 N.m
(M1, 11.22.10° Nom | 1.54.10% Nom | 1.37.10% Nom | 1.93.10% N.m
(M2}, 11.39.10° Nom | 1.74.103 Nom [ 1.73.10° Nom | 2.09.10% N.m
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Table VII.15 — CMM

Q(5%) moy. mod. moy. Q(95%)

{Vraxl | 4.06.105N | 5.09.105N | 4.83.106N 6.39.10° N
(Vyaxl, | 499.10N | 5.88.105N | 6.03.10° N 6.65.106 N
{Vypaxl, | 4.96.10 N 6.25.106 NV 6.59.106 vV 7.59.106 N
(M2}, 13.97.10 Nom | 8.16.10° N.m 0N.m 13.94.10° N.m
(M}, [1.11.10° Nom | 1.38.10% Nom | 1.32.10° Nom | 1.71.10% N.m
(M2}, 10.97.103 Nom | 1.18.103 N.m | 1.21.103 N.m | 1.39.10% N.m

235



Chapitre VII FEtude dynamique stochastique
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Figure VII.31 [LMM] : (cercles) — Modele de sol moyen. (carré) — Moyenne des variables
aléatoires. (triangles gauche et droite) — Quantiles a 5 % et 95 %.
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Figure VII.32 [CMM] : (cercles) — Modeéle de sol moyen. (carré) — Moyenne des variables
aléatoires. (triangles gauche et droite) — Quantiles a 5 % et 95 %.
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Figure VII.33 [LMM] : fonctions de densité de probabilité des forces et moments internes
maximaux au premier étage: { V"™ }q, {Vy**}, {V5a*}s {MP*}, {M5P**}, {MP**}H
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Figure VII.34 [CMM] : fonctions de densité de probabilité des forces et moments internes
maximaux au premier étage: {Va*} {Vaxy, {vipaxt, SMpaxt, {Myex}t  {MPex}y
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Figure VII.35 [LMM)] : Convergence du carré de la norme Ly des estimations de FDP de
la Figure VII.33.
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Figure VII.36 [CMM] : Convergence du carré de la norme Lo des estimations de FDP de
la Figure VII.3j.
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VII.3.4 Dimensionnement du batiment

Les données de localisation stockées lors de la procédure d’homogénéisation (voir I11.4)
permettent a I'aide des estimations statistiques des forces et moments macroscopiques des
Table VII.14 et Table VII.15 de calculer le niveau de sollicitation au sein de la structure.
Bien que les forces et moments macroscopiques au niveau du premier étage n’atteignent
pas simultanément leur niveau maximal au cours du séisme, on considere la situation
extréme ou cela se produit. La localisation des forces et moments macroscopiques donne
I’amplitude des efforts au sein de la structure si bien que ces efforts seront sommés en valeur
absolue pour chaque déformation macroscopique. En reprenant la notation introduite en
II1.4.1, on note [Int;| avec i = 1...6 les matrices de localisation liées aux 6 composantes
du vecteur d’état macroscopique Sg défini en (II.61). Chaque ligne de ces matrices est
associé a un élément de la modélisation par éléments finis d’un étage de la construction
et leurs 8 colonnes sont associées aux 8 forces et moments internes définis par les Figure
I11.4 et Figure II1.5. Pour un état macroscopique donné, la matrice des efforts internes
est donnée par:

[Int] = E1q [Inty] + x5 [Ints] + x5 [Ints] + x1 [Inty] + x2 [Ints] + x5 [Intg)
Etant donnée la loi de comportement macroscopique (I1.67), le niveau de dimensionnement

des efforts internes locaux est, pour des forces et moments macroscopiques donnés, calculé
par:

V; V- V-
[Int?] = '—1 Int,]| + '——2 [Inty]| + '—3 [Ints]| +
K1 Kee Kss (VILS)
‘%[Int] +‘%[Int] +‘%[Int] |
Ky ! Kss ° Kee 0

Les planches graphiques de la Figure VII.37 exposent la répartition des forces de membrane
pour les moyennes des forces et moments macroscopiques maximaux calculés a 1’aide du
modele a répartition de masse continue (CMM) et dont les valeurs sont données par la
Table VII.15. Les répartitions obtenues pour le modele brochette (LMM) sont similaires.
Les Table VII.16 et Table VII.17 donnent la valeur maximale dans I’étage, et en ’occur-
rence dans le batiment tout entier, des forces de membrane calculées a partir de la moyenne
et du quantile & 95 % des variables {Vipaxy fVmaxy Crymaxy) NVfRaxl VIpex )
{MZ?*}, ainsi que celle calculée a partir des forces et moments internes issus de la simu-
lation avec le modele moyen (déterministe) d’interaction sol fondation.

La moyenne du niveau maximal des forces de membrane, obtenu a partir du modele bro-
chette (LMM) et de la modélisation stochastique d’interaction sol fondation, est inférieure
d’environ 1 % au niveau maximal des forces de membrane calculé avec le modele moyen
d’interaction sol-fondation. Ce qui tout compte fait, est un écart assez faible. La moyenne
du niveau maximal des forces de membrane obtenu a partir du modele CMM et de la
modélisation stochastique d’interaction sol fondation est par contre supérieure d’environ
4 % au niveau maximal des forces de membrane calculé avec le modele moyen d’interaction
sol-fondation.
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Que ce soit pour le modele brochette ou a masse homogene, on vérifie que les efforts de
torsion contribuent & environ 4 %. Au vu de la Figure VIL.27 et de la Figure VII.28, qui
montrent que la variation moyenne de ’énergie est sensiblement la méme que la variation
de I’énergie du batiment avec le modele d’interaction sol fondation moyen, et compte
tenu du faible écart entre le niveau d’effort issu de ces deux mémes approches, on peut
en déduire que, sous l'effet des hétérogénéités du sol, I’énergie mécanique est répartie de
facon uniforme sur la structure.

Le quantile a 95 % des variables (VIL.7) permet d’estimer 'incertitude sur la valeur max-
imale des forces au sein de la structure. Les forces de membrane ont ainsi au moins 95 %
de chance d’étre inférieures aux valeurs indiquées dans la colonne ”quant. 95%” des Table
VII.16 et Table VII.17. Le coefficient de sécurité correspondant est d’environ 1.2 pour
chacun des modeles réduits. La contribution des efforts de torsion augmente jusqu’a 5-6 %
pour le modele brochette et 8-9 % pour le modele a distribution de masse continue qui est
plus sensible au couplage.

Table VII.16 — LMM
force mod. moyen moyenne quant. 95%
Fy 2.308.10° N 2.305.10° N 2.751.10° N
Fy 1.301.106 N 1.296.106 N 1.544.106 N
Fxy 5.358.10° N 5.269.10° N 6.233.10° N
Table VII.17 — CMM
force mod. moyen moyenne quant. 95%
Fx 1.986.10° N 2.072.10° N 2.469.10° N
Fy 1.122.106 N 1.172.10 N 1.395.106 N
Fxy 4.580.10° N 4.797.10° N 5.680.10° N
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Figure VII.37 Répartition des forces Fx (horizontale), Fy (verticale), Fxy (cisaillement
dans le plan) de dimensionnement issues des colonnes 1,2,3 de la matrice [Int®] pour la
moyenne du niveau maximal des forces et moments macroscopiques.
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VII.4 Conclusions

Ce chapitre met en application la modélisation réduite du batiment construite en
premiere de ce mémoire ainsi que les modeles dynamiques établis au chapitre précédents.
L’influence sur le comportement dynamique du batiment de I'incertitude sur le comporte-
ment mécanique du sol est étudiée pour le tremblement de terre de Parkfield du 28 septem-
bre 2004. Le batiment est supposé construit sur dépot de silt et d’argile aux propriétés
standards.

Apres avoir déterminé numériquement tous les parametres des modeles dynamiques de
batiment avec interaction de sol, une analyse modale de la construction est menée. On
identifie et compare les modes issus de la modélisation tridimensionnelle du batiment par
éléments finis avec ceux donnés par les modeles de poutre. On constate que les modes
d’ensemble du batiment sont identifiés pour les basses fréquences et les modes a caractere
interne c’est-a dire les modes impliquant des vibrations d’éléments structuraux de petite
taille devant celle du batiment ne le sont pas. On met également en lumiere certaines
limites de la modélisation équivalente statique proposée en premiere partie vis-a-vis du
comportement dynamique de la structure tres particuliere du batiment.

La littérature concernant les propriétés dissipatives du sol montrent que ’amortissement
radiatif est généralement prédominant face a ’amortissement matériel du sol et qu’au
mieux il est du méme ordre de grandeur. Or, les simulations réalisées montrent que toute
facon ces deux sources de dissipations sont secondaires par rapport a un amortissement
structural de 3% qui est un ordre de grandeur standard pour le type de constructions
étudiées. La répartition inertielle des modeles de poutre joue également un role dans la
mesure ou ’on observe un amortissement plus important du modele a distribution de masse
homogene, l'effet allant en s’accroissant avec la fréquence.

L’étude stochastique de l'effet des incertitudes dues au comportement mécanique du sol
aboutit a une réponse de la structure qui, en moyenne, est assez proche de la réponse
du modele moyen (modélisation déterministe). On observe cependant un écart significatif
entre les réponses moyennes obtenues pour chacun des modeles de poutre. Cette étude
montre également comment obtenir une majoration des efforts subis a 1’échelle locale des
murs et planchers de la construction lors du séisme avec une fiabilité qui en ’occurrence
est de 95%.

Une conclusion de ces simulations est que ce type d’étude est fortement lié a la structure
étudiée, a la classe de sol pris en compte ainsi qu’au séisme. Ces résultats ne perme-
ttent a prior: aucune extrapolation concernant le comportement dynamique du méme
batiment construit sur un autre type de sol ou soumis a un autre séisme. L’introduction
d’incertitudes sur le signal sismique mettrait tres certainement en lumiere d’autres effets
de l'incertitude de comportement mécanique du sol.
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Chapitre VIII

CHAPITRE VIII
DECOLLEMENT DE FONDATION

Les mouvements sismiques du sol excitant latéralement une structure sont susceptibles,
au dela d’une certaine intensité, d’induire des moments créant une décohésion partielle
entre la structure et le sol, voire de la faire totalement basculer avec les conséquences
que 'on peut imaginer. De tels phénomenes ont étés observés pour des structures basses
telles que des réservoirs et plus rarement pour des batiments a multiples étages. Les
premieres observations sismiques se rapportant au décollement proviennent des travaux
expérimentaux de Milne au Japon [98] & la fin du XIX° siecle. Milne constate que les
balancements de faible amplitude d’un prisme sur le sol ont un retour élastique similaire a
celui d’une balle qu’on fait rebondir mais que pour de plus grandes amplitudes, il observe
un retard du retour élastique.

La performance des structures face au décollement varie beaucoup suivant leur géométrie.
On a ainsi pu observer une stabilité au renversement inattendue de la part de chateaux
d’eau dont la forme élancée chapeautée d’un réservoir présupposait le contraire.

La modélisation mécanique du décollement présentée dans ce chapitre repose sur quelques
approximations. Il s’agit tout d’abord d’une modélisation quasi statique: le caractere
inertiel du sol n’est donc pas pris en compte. Les mouvements de glissement sont
négligés et seuls les déplacements latéraux associés a une déformation du sol sont pris
en compte. Jennings et Bielak [74] ont par exemple montré que ce mouvement était de
faible importance en comparaison de celui de rotation pour les structures hautes, ce qui
n’est néanmoins pas le cas pour les structures courtes. Trois phénomenes de dissipations
amortissent le mouvement de la structure: la dissipation matérielle, 1’amortissement
radiatif et la perte d’énergie par impact de la fondation sur le sol. Les deux premiers
ont déja été abordés au chapitre V, le dernier est, lui, spécifique au décollement. L’impact
est pris en compte par une restitution partielle de la vitesse de la structure apres impact.
Psycharis et Jennings [111] proposent une modélisation mécanique de ce type. Aucun de
ces phénomenes de dissipation n’est cependant inclus dans le modele proposé ici car on
souhaite dans un premier temps observer des oscillations libres non amorties d’un bloc
rigide et dans un second temps, on simule la réponse dynamique d’un batiment dont
I’amortissement structural est supposé prépondérant.

Comme pour la plupart des modélisations mécaniques récentes du décollement de fon-
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dation, on utilise ici un modele de Winkler. Néanmoins, afin de prendre en compte les
effets de cisaillement vertical du sol en bord de fondation, un modele de Winkler a ressorts
couplés est utilisé. L’effet du décollement sur la réponse élastique horizontale du sol est en
outre prise en compte. Le mouvement dynamique vertical de la structure est également
pris en compte. On peut citer les travaux de Psycharis [110] qui a récemment abordé le
sujet. En fin de ce chapitre sont menées des simulations d’une structure déformable (un
immeuble) a plusieurs degrés de liberté avec décollement du sol. Yim et Chopra [145]
présenterent de telles simulations pour une structure a 1 degré de liberté. A propos du
renversement, on se bornera a déterminer 'intensité limite du signal applicable & une con-
struction pour un profil de signal donné. Apostolou et al. [4] ont assez récemment proposé
une étude paramétrique de stireté sur le renversement vis-a-vis des propriétés géométriques
des structures.

VIII.1 Modélisation mécanique du décollement de
fondation

Les principes sur lesquels repose ce modele mécanique de décollement de fondation
sont exposés dans la communication [13] de Betbeder-Matibet. Ce modele est élaboré pour
un radier rigide de forme quelconque. On se bornera néanmoins au cas d’'une géométrie
parallélipipédique.

VIII.1.1 Profil d’écrasement du sol

Le sol est représenté par un demi espace élastique homogene isotrope. L’interaction sol
fondation est décrite par un modele de Winkler a ressorts couplés représenté par la Figure
VIII. 1.a. Chaque élément de surface dS = drsdrs de la surface de contact 02 entre le
sol et le radier repose sur un ressort vertical de raideur kq dS, qui est couplé aux éléments
voisins par des raideurs de cisaillement K, et sur un ressort de cisaillement de raideur ks dS.
La fondation est orientée de maniere identique aux chapitre V et chapitre VI. Comme
le montre la Figure VIII.1.b la position x = (z1, z2, x3) est définie par les directions
(e1, e, e3) et la position de référence du radier définie par le point O, centre de masse
de la fondation au repos et sans enfoncement dans le sol. La fondation est excitée suivant
la direction es, a une largeur 2a dans cette direction et une épaisseur 2d avec d petit par
rapport a a. Les composantes du déplacement du centre de masse G de la fondation sont
notées Uy, Us, Us, avec Uy supposée nulle, et 'angle de roulis de la fondation par rapport
a la verticale est noté 6.
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(a) (b) 23 4 X

2dt 0 X3

A >
L/

A
\

A

5,50, 5R,
T

Figure VIII.1 (a) Modéle de Winkler & ressorts couplés. — (b) Radier parallélipipédique
de demi épaisseur d et demi largeur a.

(b) . (Up, Uy, Ug) o)

( a ) er\O X3

Figure VIII.2 (a) Le centre de masse de la fondation a un déplacement U = (Uy, Us, Us)
et une rotation 0 €3 — (b) w(xs, x3) est I'’écrasement par rapport a la position de référence
centrée en O.

On note w(zg,z3) I'écrasement du sol par la fondation. En faisant un bilan des forces
appliquées a un élément de surface rectangulaire, on aboutit a une équation différentielle
du second ordre pour I’écrasement w(ze, x3):

Pw  Pw  w p(x2, z3)
- =2 VIII.1
z3 * dz3 2 k1c? ( )

ou p(xwe,x3) est la pression d’écrasement du sol (orientée vers le bas) et ¢ = \/K/ky est
la longueur de couplage du modele. Cette équation va permettre d’exprimer la réaction
élastique du sol en prenant en compte la contribution des ressorts de couplage au bord I'g¢
de la surface de contact 9€;.

On multiplie I’équation (VIII.1) par un champ de déplacement virtuel w* € H!(R?) et on
'integre sur R? ce qui meéne & sa formulation faible suivante:

1 1
R2 R2 ' R2
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En décomposant cette formulation sur 9§k et son complémentaire dans R? et en intégrant
par parties, on obtient:

/ grad(w) grad(w™) dS + / grad(w) grad(w*) dS + ciQ ww* dS
R2\00. 02 R2
1
= /grad(w) n. w* dl + / grad(w)n, w*dl+ — [ pw*dS

kc?
Dsr j R2

avec dl 1’élément de contour sur I'ys et n., n; respectivement les vecteurs unitaires de
direction normale extérieure et intérieure au contour fermé I'y;. Les forces appliquées par
le sol sur un élément de contour dl sont par conséquent:

ow ow
dFr = - K dl VIII.2
r (61’16 + 6nz) ( )
La résultante Fgo = —||Fyso1|| €1 des forces de réaction du sol écrasé par la fondation est
alors:
Fsol = / p($2,$3> ds €1 + /de
GQSf st
L’écrasement sous le radier est w(x3) = —U; — 62 x3 si bien que la force de réaction sous
un élément de surface du radier est p = —kdS(U; + 62 x3) 1. Etant donnée I’expression

(VIIL.2) des forces de contour, on a:

2 0
Fool = k1S | Up + 62 X¢ + % a;f dl | e — k3SUses (VIIL3)
st ‘
Le gradient de w dans la direction n; s’obtient a partir de ’expression w(z3) = —U; — 03 3

de I’écrasement, si bien que son intégrale sur le contour du radier est nulle. Le gradient
suivant n. se calcule a partir de la solution de I’équation (VIIIL.1) a extérieur de la surface
de contact 0€2s. L’abscisse X est la coordonnée x3 de l'isobarycentre de la surface de
contact 0S¢l dans la position de référence. On a par conséquent Xg = 0 lorsque la
fondation est entierement en contact avec le sol. Cette abscisse varie en cas de décollement
comme on le verra plus loin.

On calcule maintenant le moment Mg, = —|| Mg, || €2 résultant des forces de réaction du
sol:

Msol = / T3 p(asg, 1‘3) ds €1 + / I3 dFF
8QSf st

En développant cette expression de la méme fagon que pour le calcul de la force de réaction
F,.1, on trouve que:

ow
on,

2
Mo = 1S leg+92<R2+c2)+% 3

Dgt

dl | e (VIIL4)
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ou R est le rayon de giration du radier par rapport a ’axe de rotation (Oxs):

1
R? = S /IIJ%d.’IJgd(L‘g
Qsr

VIII.1.2 Approximation des ressorts périphériques

L’approximation des ressorts périphériques consiste a supposer que chaque élément de
contour du bord I'ys se comporte comme une semelle filante pour laquelle une solution
analytique de 1’équation (VIIL.1) existe. Une semelle filante suivant x5 est invariante dans
cette direction et 1’équation d’écrasement est réduite a une dimension. On [’écrit dans le
domaine libre R?\9Qqs:

Pw  w

dx3 T2
Les conditions de bord vérifiées par w(x3) sont:

lim w(zs)=0 , w(—a)=-U;+6a

e , (VIIL5)
w(a)=-U; —b0za hrﬂ w(xz) =0
xr3——+00
Les solutions de chaque coté du radier sont:
w(zs) = (U1 + 62 a) exp((z3 + a)/c) Vag €] —oo, —al
w(zg) = (—=U; — 02a) exp(—(z3 +a)/c) Vazs € la, +0]
Le gradient suivant la direction extérieure n. en x3 = —a et x3 = a est:
Ow _ v _ Uit hts (VIIL6)

on, c c

On suppose cette relation vraie sur tout le contour I'y si bien que les expressions (VIII.3)
et (VIIL.4) de la force et du moment de réaction Fy, et Mo s’écrivent:

S S

2 Fs
) Uy + <R2 et %) 92) e (VIILS)

L'y Iy
Fso = —kS ((1 + d f|) U + (XG + it Oﬁg) 92) e —k3SUses (VIILT)

C|st|
S

Msol = —kS ((XG +

L’abscisse x4 est la coordonnée x3 de l'isobarycentre du contour de la surface de contact.
La longueur || est le périmetre de ce méme contour et r est son rayon de giration par

rapport a ’axe de rotation Oxs:
)
2 2
re = xzdl
|st| ’
st
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ou dl est I’élément d’intégration du contour, i.e. +dxo ou +dx3 pour la section rectangu-
laire.

VIII.1.3 Situation de décollement

Le décollement de la fondation se produit lorsque les contraintes s’annulent au bord de
sa surface de contact. Pour le modele Winkler classique, cela se produit lorsque le bord de
la fondation atteint la surface du sol. Pour le modele Winkler avec ressorts de couplage,
le décollement intervient lorsqu’on a égalité entre la pente du radier et celle du sol. La
Figure VIII. 3 illustre la situation de début de décollement pour ces deux modeles et fait
apparaitre la longueur de couplage c.

(a)

Figure VIII.3  Apparition du décollement de fondation pour (a) le modéle de Winkler
avec ressorts de couplage et (b) le modéle de Winkler classique.

Compte tenu de la relation (VIIL.6) de approximation des ressorts périphériques, ’égalité
entre la pente du radier et la pente du sol s’écrit en fonction du front de décollement
x3 =14 € [—a, al:

(62 >0) —ezzaw = -92:&:%
on, c p

(02 <0) - o= 0 g W Uit
on, c B

Cette relation permet de déduire ’angle 6,,, de début de décollement:

Pour |03] < 6,p, on a décollement de la fondation, le front de décollement x4 est alors:

U U
rg=—g =20 (62>0) ., ag=-7 +ec<0 (62<0)
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La fraction d’adhérence ¢ est définie comme la fraction de la surface du radier toujours en
contact avec le sol:

1 U1 c
=—1|1- ——]1 0 1 0 II1.
£ 2 ( CE|92| a) jup< 2) + cﬂco( 2) (V 9)

avec Sy, (Ur) =] —00, —04p (U1)[U]04p(Ur), +00[ le domaine de décollement de la fondation,
I o(U1) = [—0up(U1), 0up(Ur)] le domaine de contact. Pour des rotations extrémes, la
fondation est susceptible de se retourner. Définir un critere de renversement dynamique
est assez complexe et met en jeu deux contributions : on a d’une part le couple engendré
par le poids de la fondation appliqué en son centre de gravité et d’autre part son moment
d’inertie. Yim et Chopra [34] et Betbeder-Matibet [13] proposent par exemple le critere

statique définissant un moment
Movt = Fsol a (VIIIlO)

appliqué a la fondation au dela duquel un renversement est possible. Ce critere est donc a
priori une limite inférieure a ’occurrence dynamique du renversement.

On note Qg (&) la surface de contact entre le sol et la fondation pour une fraction d’adhé-
rence £ donnée. La Figure VIII.j présente la fondation rectangulaire partiellement décollée.
Les grandeurs S(£), X (§), R(§), x4(&), |Tse(€)| et 7(§) qui entrent dans les expressions
(VIIL.7) et (VIIL.8) de la force et du moment de réaction du sol dépendent de la fraction
¢. On donne leur expression:

|-b

st(g)

Figure VIII.J Surface de contact Qs (&) pour une fraction d’adhérence & et un angle de
rotation 0 > 0,y,.

S(€) = dabe

Xg(&) = a(§ — 1) sign(6s) avec sign(z) = Z]

R*(¢) =a” (352 — 26+ 1)
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24(§) = Xa(£) = a(§ — 1) sign(62)
st (§)] = 4(ag + )

r2 (&) = a§1+ ba®(26% — 26 +1) + %a3§(4§2 — 6€ + 3))

o
VR

VIII.2 Dynamique du batiment avec décollement

La fondation est maintenant surmontée d’un batiment multi-étagé du type de ceux
modélisés au chapitre VI. Le batiment a une masse my, si bien que I’enfoncement au repos
de l'ensemble {fondation + batiment} est pour £ = 1:

(me+mp)g my, g

Uwo = _k(S(l) i C|st(1)‘) - _k: (S(l) + C‘st(l)‘)

La fondation est excitée par un mouvement du sol dans la direction es uniquement et
est soumise a la gravité —gep, Paccélération du sol est a.(t)es. On écrit le principe
fondamental de la dynamique appliqué a la fondation au point O(0,0,0) dans le référentiel
X o 1ié au sol de fondation g défini en VI.1:

me Uy (z1 = 0) +mpg = Fiso1(Ui(z1 =0),02(x1 =0)) + F1 b =0
meUs(z1 = 0) = F3501(Ur(z1 = 0), 02(z1 = 0)) + F5 pst — ms ac(t) (VIIL.11)
Ioba (21 = 0) = Myoi(Uy (21 = 0), 02(1 = 0)) + Moyt — ms dac(t)

ol my est la masse de la fondation, If; est le moment d’inertie de la fondation par rapport
a son axe de rotation (Oz3), g 'accélération de la gravité. Les forces et moments Fj1,_.¢
et M; ¢ sont les efforts transmis par le batiment a la fondation.

On utilise le modele de poutre & masse continue (CMM) présenté en VI.3 pour représenter
le batiment. L’ensemble {fondation + batiment} est modélisé par sous-structuration a
l'aide de la méthode de Craig Bampton [37]. La fondation étant un corps rigide, les 6
degrés de liberté de son mouvement sont également ceux du mouvement de son interface
rigide avec le batiment. Soit [®"(x1)] 'opérateur modal réduit défini en (VI.56) pour les
au N premiers modes avec conditions d’encastrement (VI.44) en x; = 0. La cinématique
de la structure avec interaction de sol est donnée par:

Ul(l‘l,t) Ul(O,t)
X(z1,t) = | Us(z1,t) | = [®(21)] Q(t) + [S(z1)] | Us(0,t) (VIIL12)
02(.’131, t) 92(0,t)

252



Chapitre VIII Dynamique du batiment avec décollement

avec Q(t) le vecteur des coordonnées généralisées associées aux déformées des modes avec
encastrement et [S(x1)] la matrice de relevement statique:

1 0 0
[S(l’1>] = 0 1 —I
0 0 1

On choisit une fonction test X* de la forme:
X*(w1,t) = [®@"(21)] Q*(t) + [S(z1)] | U3(0,1)

Pour une fonction test X*, I’équation (VI.55) s’écrit de la maniére suivante:

<X* gﬁ >M+250<X*’66 >K+<X* X>K__<X* ](g,ae(t),O)T>M VX

avec l'opérateur de projection [II] défini en (VI.52) qui se restreint ici a:
1] = diag(1,1,0)

En omettant les termes d’impédance de sol des expressions (VI.54) dans les opérateurs de
masse et de raideur, on aboutit a ’équation dynamique de la sous-structure €, restreinte
au batiment:

9%X 0X

57z +Du] 5+ [(Ku]X =, (VIIL.13)

[M]
avec le vecteur d’état :

XT(1) = (Q7(1), Un(0,1), Us(0,1)., 62(0,1) )
La matrice de masse [My,] de la sous structure {batiment} s’écrit:

_ [ (@7 (1)) [MU][@" (1)) [@7(20)]" MU][S(z1)] ) [ ( Mgg]  [Mogs]
[Mb]_/ ( Sz IMU[®@"(z1)]  [S(zn)]" [ML][S(z1)] ) o <[ ’ )

avec l'opérateur de masse de la poutre :
[M] = diag(pi, p1, 02)

Les blocs de la matrice de masse du batiment se développent de la maniere suivante :

[Mgg] = [In]
H /?z<l5(Ull) Pl¢§]13) Q2¢§i) - /?z331<f>(Ul3)
[M¢S] :/ dxq
0 Pzﬁbw) PZCZ)(N) Qzﬁbéjj) - Pll‘1¢(U]Z)
owH 0 0
M| = 0 o H —%pZHz

0 —spH? 0H + 3pH?
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La matrice de raideur de la sous structure {batiment} se décompose aussi en 4 blocs:

| Keg]  [Kgs)
[Kb]‘<[K¢sJT [Kss])

avec
[Kgp) = [wi] = diag(w?, ..., w)

ou les pulsations w; sont les pulsations propres des modes du batiment avec encastrement

au sol. La matrice de raideur de couplage entre 'interface et le batiment est:

H H

[Kgs] = / 8@;:?)] (K] 6[255;1)] dry + K3 /[‘I’T(xl)]Tei% ® e3 [S(z1)] dzy

" H
O L ST e

= [0]

e ® €3 [S({El)] d.’l?l

Le couplage entre le batiment et la fondation est de nature purement inertielle. La matrice
de raideur d’interface s’écrit:
7 a[S T 0[S 7
x x
Kl = [ 25 g A g0 4 gy (18017 e @ s [8(00)] o
(9.’131 (9.’131
0 0
9[S(z1)]
6331

H
o[S(z)]"

dxy + K33 / By
0

—|—K33 /[S(a:l)]Teg(X)eg 82®63 [S({El)] d.’l?l

= [0]

L’amortissement structural introduit par la matrice [Dy] s’écrit pour un taux d’amor-

tissement 3y donné :
[Dy] = 2060 (K]

On développe également ’expression du vecteur des forces extérieures F:

o (1) == [ () e (o0

T T
:—pl/<g(¢§}f---¢gf) 100) +ac(t) (o) o) 010) )dazl
0

Les termes en ¢§Jn1) n’ont en pratique pas d’influence sur le comportement dynamique du
batiment car ils correspondent a la compression statique du batiment sous l'effet de son
propre poids. On récupere le poids total du batiment sur le degré de liberté N + 1.
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On assemble finalement ’équation dynamique (VIII.13) de la sous structure {batiment}
avec I’équation non linéaire (VIII.11) de la sous structure {fondation}, ce qui meéne a :

Equation compléte de la structure {fondation + batiment}:

0?X
0 t2

Y (g [D]% + [K]X = Fp, + Fyp(X) (VIIL.14)

La matrice de masse complete s’écrit:

_( Mg [Mgs)
M) = <[M¢S1T M.+ [M;s])

avec :
[M,] = diag(m¢, mg, Irp)

La matrice d’amortissement [D] = [D}] est de nature purement structurale. La matrice

de raideur [K] = [K,] € M#ﬂr?,([l?) est symétrique définie semi-positive. Elle a N valeurs

propres positives correspondant au carré des fréquences radiales des N modes de structure
et 3 valeurs propres nulles. Néanmoins, on peut montrer que ’application X +— X T[K]?C —
X TFyp,(X) définit une norme pour tout vecteur d’état X correspondant & une situation
de contact partiel.

Le vecteur des forces extérieures F; s’écrit :

avec

Les efforts non linéaires de réaction du sol sont donnés par:

Fiso1(U1(0,1), 62(0,1)) Fisot({X Ins1(t), {X Ins(t))
Frn(X) = [ Faea(U1(0,1), 62(0,8)) | = | Fysat({X }nga(t), {X Inys(t))
My o1 (U1(0,1), 62(0,1)) My o1 ({X g (t), {X Y nps(t))

La partie linéaire de I’équation dynamique (VIII.14) est intégrée a 'aide du schéma de
Newmark (voir annexe B.2) et la partie non linéaire est traitée de manieére explicite, c’est-
a-dire que pour le calcul du vecteur X (¢,,41) au rang n+ 1, on utilise Fnp, (X (¢,,)) la force
de réaction non linéaire au rang n.
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VII1.3 Etude numérique du décollement

Il faut avant toute chose, déterminer les parametres du modele de Winkler a ressorts
couplés. Ce modele est défini par les densités de surface de raideur k; et ks ainsi que
par la distance de couplage c¢. Ce modele de Winkler ne concorde pas avec le modele
d’interaction sol fondation présenté en V.2 pour toutes les géométries de fondation. Sachant
qu’il concorde avec les impédances élastiques de la Table V.3 dans le cas d’'une fonction
carrée, on va identifier ses 3 parametres avec les raideurs K1, K;3 et K,5. Lorsque la
fondation est totalement en contact avec le sol (£ = 1), on a d’apres les expressions (VIIL.7)

et (VIIL8):

c|Ts
Fyor = —kS ( ‘Sf|> Uy =-KuU

r2c |yl

Mo = —kS (R2 + 62 + S

) 92 = _KT‘2 92

ce qui implique les relations suivantes:

labk (1 “+b )
f

4 4 a—|—3b c\?

Sachant que les inconnues k et ¢ sont positives, ce systeme d’équations a pour solution:

2 1 [1/1 1 1
C:—a——g+—[— (—-l——) Kr2+—<(a6+6a5b—3a4b2) K3

6b Ky |2\a b 6ab

1/2
— 6 (a* +4a’b — 3a°b*) K11 K2 +9 (a® + 2ab+ b°) KT22> }

(w1 (5+4)7)) s

La solution positive pour ¢ implique la solution positive pour k. On considere un sol
ayant les mémes caractéristiques que celui adopté au chapitre VII et dont les propriétés
mécaniques sont données dans la Table VII.I. On calcule les impédances élastiques
d’interaction pour une fondation parallélipipédique dont la surface de contact a pour di-
mensions L = Lgg = 2m. La Table VIII.1 donne les valeurs des impédances élastiques
ainsi que des parametres du modele de Winkler a ressorts couplés.

Table VIII.1 Propriétés de sol

Impédances (Table V.3) mod. de Winkler
K =1.409.10° N.m~! kp = 1.288.108 N.m ™3
K3 =1.121.10° N.m~! ks = 2.802.108 N.m—3
K, = 1.156.10° N.m c=0.867
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Chapitre VIII Etude numérique du décollement

VIII.3.1 Oscillations libres

Dans un premier temps, on va étudier I'oscillation libre d’un bloc rigide avec décollement
puis celle d’'un batiment reposant sur une semelle rigide. A cette fin, on utilise une onde
de choc transverse:

Asin(27 - B - t) te|0,0.25/B|
Qe .t +— Acos(27r -10- B - (t — 2.5.10_3)) te [0.25/B, 0.25-(1/B+1/(10- B))[
0 sinon
(VIIIL.15)
of
1.5F
0.5¢
OO l 2 3 4 5
temps (s) -3

x 10

Figure VIII.5 Onde de choc dont le signal est défini par 'expression (VII1.15) pour une
amplitude A = 2.

On considere un bloc rigide creux de dimensions Ly = 1m, Ly = 2m et Lgg = 2m,
d’épaisseur t¢ = 0.2m, de masse m¢y = 5760 kg et de moment d’inertie par rapport a son
axe (Oey) Ip = 2528 kg.m?. La Figure VIII. 6 illustre ses oscillations pour I’onde de choc
de la Figure VIIL.5. Le signal et les composantes Uy (t), Us(t) et 02(t) y sont tracés, ainsi
que la fraction algébrique de décollement (1 — &(t)) sign(f2(t)) et I'énergie mécanique:

T
_ 10X g %X LT () - (16,0,0)) (K] (X (1) — (U10,0,0)7)

E®) =55 M5y +3

on note que la position du systéme au repos est: X (0) = (Uig,0,0)” avec Uy le déplace-
ment vertical du centre de masse de la fondation au repos en équilibre élastique avec son

propre poids:
ms g

k(S + c|Ty)

Apres la montée en vitesse due a ’onde de choc, le bloc oscille librement avec des décolle-
ments intermittents. Le systéme étant conservatif, I’énergie mécanique devrait donc de-
venir constante apres 'onde de choc. Or, on observe des fluctuations importantes qui
coincident exactement avec les phases de décollement. Le modele de décollement est con-
struit dans un cadre quasi statique alors que la fondation est soumise aux forces d’inertie.

Uig =
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Chapitre VIII Etude numérique du décollement

La conséquence est que lorsque l'angle 65 entre dans le domaine de décollement, le sol
se décolle de la fondation et atteint instantanément sa position d’équilibre élastique alors
que la fondation se déplace progressivement sous l'effet de l'inertie et de la gravité. La
diminution de la surface de contact entraine une perte de raideur de l'interaction sol fon-
dation qui n’est pas instantanément compensée par le mouvement de la fondation, ce qui
explique le profile "morcelé” des fluctuations de 1’énergie mécanique. Finalement, c’est
I’énergie cinétique du sol qui est manquante. La fluctuations de la fraction de décollement
(1 — &(t)) sign(f2(t)) sont ainsi contigués a celles de I'angle de rotation 05(t) alors que le
déplacement vertical Uy (t) varie peu de sa position d’équilibre.

Les variations non linéaires dues au décollement de la structure sont comme on I’a dit,
abordées de maniere explicite. Cependant 'instabilité du schéma a un effet minime pour
le pas de temps At = 107°s choisi, car on constante un accroissement de l’ordre de
1075 % sur une durée de 0.1 s. Cet effet sera en outre totalement ”absorbé” en présence
d’amortissement comme c’est le cas pour le batiment.

Le batiment illustrant les applications numériques en IIL.5 et au chapitre VII et dont
le schéma d’un étage est exposé sur la Figure II1.13 est soumis a une onde de choc de
parametres A = 40m.s~2 et B = 20 s~ !. Sa modélisation établie en VIIL.2 est réduite &
11 degrés de liberté généralisés pour la sous-structure {batiment} a savoir ses 3 premiers
modes d’élongation et ses 8 premiers modes de flexion. Avec les 3 DDLs de fondation, cela
porte le nombre de DDLs de la structure complete {fondation + batiment} a 14. Ce nombre
de modes est plus que suffisant étant donné que la plupart des études expérimentales et
numériques montrent qu’en général seuls les deux premiers modes sont excités pour les
ondes sismiques. On a néanmoins souhaité étendre la description modale par rapport a la
simulation de vibration libre par onde de choc de la structure. Sa réponse est donnée par
la Figure VIII.7. 1’énergie mécanique de la sous-structure {batiment} définie par :

1ox” oxX 1..r
=557 [GIM][G] —— + 5 X7 (1) [G] [K] [G] X (1)

In] 0] )

G| = [

=o' s

Elle est tracée sur la Figure VIII.7 en trait plein. En pointillé est tracée 1’énergie de la
méme sous-structure mais pour une réponse sans décollement. On observe un léger ”effet
de détente” du batiment lors des phases de décollement. Cependant, comme le montrent

Yim et Chopra [145], le décollement accentue la part de mouvement de corps rigide dans
le déplacement de la structure.

E(t)

avec
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Figure VIII.6 Réponse d’un bloc rigide pour I'onde de choc (VIII.15) avec une amplitude

A=2m.s 2 et B=100s"1.
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Figure VIII.7 Réponse de I'immeuble a l'onde de choc (VIII.15) avec une amplitude
A=40m.s72 et B=20s"1.
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Chapitre VIII Etude numérique du décollement

VIII.3.2 Réponse a un séisme

Le batiment est maintenant mis en mouvement par la composante Est-Ouest de la
mesure de ’événement sismique de Parkfield du 28 septembre 2004 mesuré a la station
Donna Lee a 14.5 km de ’épicentre (voir VIL.1).

On remarque que le batiment est a la limite du décollement 10 ms apres le pic maximal
d’accélération du séisme & t = 5.755s dont 'amplitude est 3.656 m.s~2. On excite la
construction avec un signal de profil identique mais avec un pic maximal d’accélération a
10m.s~2. La réponse donnée par la Figure VIII.9 montre que la fondation se décolle &
plus de 60 %. L’énergie de déformation du batiment est tracée en trait pointillé pour une
réponse sans décollement du sol et en trait plein avec décollement. Encore une fois, 'effet
de détente du batiment est assez faible. On peut déterminer la limite de renversement
par dichotomie aux alentours de 12.3m.s~2, soit environ 3.37 fois 'amplitude du séisme

d’origine.
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signal(t)

u,®
&
g

2 4 6 8 10 12 14 16

Figure VIII.8 Réponse de I'immeuble soumis a la composante Est-Ouest d’une mesure de
I’événement sismique de Parkfield du 28 septembre 2004 (voir VII.1)
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Figure VIII.9 Réponse de I'immeuble soumis a la composante 1’événement sismique de

Parkfield avec un pic d’accélération a 10 m.s~

2
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Chapitre VIII Conclusions

VIII.4 Conclusions

Contrairement aux approches linéaires présentées jusqu’ici, les non-linéarités liées au
décollement ont nécessité de sous-structurer le batiment et son interaction avec le sol. La
méthode de Craig-Bampton est alors mise en ceuvre dans un cadre particulier qui permet
de coupler un modele de poutre du batiment avec un modele de Winkler a ressorts couplés.

L’étude des oscillations libres avec décollemnt d’un bloc rigide et d’un batiment soumis a
une onde de choc met en lumiere 'effet du couplage entre la flexibilité de la structure et le
décollement au sol. Les mouvements dynamiques verticaux et horizontaux de la fondation
sont de plus pris en compte. On s’apercoit que les premiers jouent un role important dans
I'initiation du décollement.

Les "creux” observés pour les variations de 1’énergie mécanique du bloc rigide démontrent
la nécessité de prendre en compte le caractere inertiel du sol dans le modele mécanique du
décollement.

On estime la limite de renversement du batiment dans le cas d’un signal sismique propor-
tionnel a celui du tremblement de terre de Parkfield déja étudié dans le précédent chapitre,
dont on fait croitre 'amplitude de maniere itérative. Ce type d’approche s’avere utile pour
des structures élancées sujette au renversement.
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CONCLUSION

Les différents apports de ce mémoire se situent dans le cadre de la mécanique des struc-

tures avec application au génie parasismique. D’une fagon générale, les structures de génie
civil de hauteur moyenne a haute sont caractérisées par une structure périodique, la struc-
ture étant reproductible d’'un étage a ’autre.
La premiere partie de ce mémoire porte sur 1'utilisation de la méthode d’homogénéisation
de structures périodiques de type ”poutre”. Cette méthode permet de formaliser la
méthode d’ingénierie construisant une poutre équivalente a un batiment élancé ou "modele
brochette”. Les principaux apports dans ce domaine sont:

» la mise au point d’'une technique numérique non-intrusive, par comparaison avec
les méthodes mises au point antérieurement, grace a I'utilisation d’une technique originale
en "deux étapes”’. La premiere étape permet d’appliquer la déformation macroscopique
a la période et fait apparaitre des déséquilibres locaux. La deuxieme étape permet de
rétablir ’équilibre et de finaliser I’lhomogénéisation.

m l’extension de la méthode afin de calculer les raideurs de cisaillement d’une poutre
de Timoshenko.

m ['utilisation de la technique d’homogénéisation et sa validation pour des structures
de génie civil pour lesquelles I’hypothese des poutres (dimensions transversales faibles
devant la longueur) n’est pas vérifiée. Les résultats montrent en particulier que la méthode
se trouve en limite d’utilisation: d’une part, le rapport entre la longueur d’une période est
petite mais non négligeable devant la longueur de la structure, d’autre part les dimensions
transversales de la structure ne sont pas faibles devant la hauteur.

La deuxieme partie du mémoire porte sur ’application de la méthode en génie parasis-
mique.

Le modele de "poutre équivalente” calculé en premiere partie est utilisé systématiquement
pour représenter la raideur de la structure et deux hypotheses simplificatrices sont adoptées
pour la répartition des masses.

La représentation de l’interaction sol-structure est en général effectuée en utilisant
un modele de sol déterministe, dont on fait varier les propriétés dans une fourchette donnée.
L’application d’une méthode de modélisation stochastique de I'impédance du sol a permis
de prendre en compte I'incertitude sur la modélisation de I'impédance. L’utilisation d’un
modele moyen fondé sur une modélisation simplifié de 'impédance a permis de déterminer
I’effet de la prise en compte des incertitudes de sol sur la réponse de la structure. Il est
possible ainsi de retrouver que la prise en compte de cette incertitude met en torsion le
batiment, méme si le batiment est symétrique. Ce résultat est important car il est connu
que les batiments conventionnels résistent mal a la mise en torsion.

Le mémoire se termine sur la modélisation des effets non-linéaires dus au décolle-
ment de la fondation. Le traitement de ce probleme non linéaire est traité par la méthode
de sous structuration de Craig et Bampton, qui permet de traiter le probleme en couplant



le traitement modal de la structure avec la réponse non linéaire de la fondation.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses.

Concernant la technique d’homogénéisation, les résultats obtenus dans le cas des poutres
épaisses peuvent s’étendre de fagon simple aux plaques épaisses périodiques et méme,
en ce qui concerne la méthode d’homogénéisation numérique non intrusive, aux matériaux
composites tridimensionnels. Par ailleurs, I’étude a montré que dans certains cas extrémes,
la raideur en cisaillement de la structure n’est pas convenablement obtenue par la méthode
d’homogénéisationadoptée. L’étude plus approfondie de tels cas pathologiques et leur
traitement reste un probleme ouvert.

La partie portant sur ’application au génie parasismique a été développée dans le cadre
de la méthode de la "poutre équivalente”. La méthode de réduction modale adoptée
pour prendre les effets aléatoires et les effets non linéaires sur I'interaction sol-structure
peut s’étendre au cas de la structure complete, permettant ainsi d’étendre le domaine
d’application de la méthode d’analyse modale.
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ANNEXE A



A.1 Correction de cisaillement pour poutres rectan-
gulaires

Cette annexe présente le calcul du facteur de correction de cisaillement pour une section
rectangulaire (voir par exemple [26]). On considere une section rectangulaire homogene de
cotés b et h et d’épaisseur e.

%’m 2 e
v
EE— ~ ] -
: A '
s : ! o | h
: 0 :
b
Figure A.1

Le point O est le centre de masse de section et (Ozz), (Ox3) ses axes transverses. La
courbe médiane est notée % ,,. On considere la situation ou la section est soumise & un
effort tranchant V5. On ouvre la section au point A(xy = h/2, 23 = 0) de 'axe (Ox2). Soit
M un point de la courbe médiane ¢ ,,, la surface (M) est alors le domaine délimité par
le segment I'(M) normal & €, (Figure A.2). Le moment statique S5 (M) est défini par:

SE(M) = / 22 dS

(M)

ou dS est I’élément de surface sur X(M).

Figure A.2

Calcul du moment statique
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La section ayant (Oz2) pour axe de symétrie, on donne I’expression des moments statiques
sur le circuit [A, B, C, D], 'expression sur le reste de la courbe %, pouvant en étre déduit.
L’abscisse curviligne s; ayant pour origine le point A(s; = 0) décrit le segment [AB],
I'abscisse curviligne ss ayant pour origine le point B(se = 0) décrit le segment [BC] et
’abscisse curviligne s3 ayant pour origine le point C(s3 = 0) décrit le segment [C D] (Figure
A.3).

e
B A A 4
\ < | A
S
@ &
T3 T h
< ©
0
S3
—
C
b
Figure A.3

Moment statique sur le segment [AB]

Ce segment est décrit par I’abscisse curviligne s; de sorte que [AB] = {M(s1), 0 < 51 <

b/2}.

sy (h+e)/2 b
* * (&
52 (M) = SQ (81) = / / T2 dl’gdl’g, = 781 (Al)
0 (h—e)/2

Moment statique sur le segment [BC]

Ce segment est décrit par I’abscisse curviligne so de sorte que [BC| = {M(s2), 0 < so < h}.

(b+e)/2  h/2 "
e e
S;(M) = S;(SQ) = S;(B) + / / T2 d.’l?gd.’l?g = T + 5 (h — 82)82 (A2)
(b—e)/2 h/2—s2

Moment statique sur le segment [CD]

Ce segment est décrit par I’abscisse curviligne ss de sorte que [CD] = {M (s3), 0 < s3 <
b/2}.
b/2 —(h—e)/2
. . . bhe he
SQ (M) = SQ (Sg) = SQ (C) + / / i) dl‘gd(lﬁg = T — 783 (A3>
b/2—s3 —(h+e)/2

Dans une section a paroi mince, les contraintes sont approximativement orientées dans
le plan de la section et constantes dans 1’épaisseur. Le flux de contrainte ® a travers la
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portion de section (M) est donné par:

(M) = (122 + 013 13) ds = / (o122 + 013 13) ds (A.4)
0% (M) I'(M)

Le bord 0% (M)\I" est un bord libre. La section étant soumise a un effort tranchant V3, le
flux de contrainte ®(M) est donné par la relation:

Le flux constant ®( est du au fait que la section soit une paroi fermée. Le moment statique
est calculé avec une ouverture du profile en A, alors le flux constant correspond a la valeur
du flux au point A: &g = P(A). Le segment I'(A) a pour direction normale n = es.
Or, sous l'effet de V'effort tranchant V5 la contrainte en A est o(A) = o121 ®° ey. Par
conséquent ’expression (A.4) donne:

D(A) :/F(A)(O'lg x0+0xn3)ds=0

Le coefficient de correction de cisaillement s’exprime en fonction du flux de cisaillement
par la relation suivante:

2 12
ko = Vs 1 = €3 (A.5)
S 7{ (M))? S 7{ S3(M))? ds
%ﬂm( ( )) e(M) (gm( 2( ))
La surface de section est S = 2e(h + b), le moment d’inertie de section I3 = %hz)’ e+

%bh2e + %he?’ + %be?’, I'intégrale sur le contour fermé %,, se développe a l'aide des
expressions (A.1), (A.2) et (A.3) de S5:

f%m(SS(M))st =2x </Ob/2(55(81))2 dsi + /Oh(S§(52))2 dss + /Ob/Q(s;(sg)y d33)

1 1 1
=2 — h%2e?b3 + —— e2h5 +1/24bh*e? + 1/16 b2h3e? + — h2e%?
X<96 U F g M L2 e+ 1 ST

1
= o0 h*e? (5b° + 2 h* + 10 bh* + 15 hb?)

En posant o = b/h, 'expression (A.5) du facteur de correction de cisaillement donne:

(h2+3ah2+362+a62)2
h*(1+a)(ba+2+10a+ 1502)

)
]{7225

Ainsi pour une section carrée (o = 1) de paroi mince (e? ~ 0), le facteur de correction de
cisaillement vaut approximativement 5/12 soit la moitié de celui d’une section pleine.
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A.2 Algorithme de maillage périodique

Cette annexe expose le principe de fonctionnement du mailleur développé pour con-
struire le maillage associé a la structure de référence du batiment présentée en IIL1.5.1.
Ce mailleur est dédié aux structures prismatiques entrecoupées de planchers, ce qui est
le cas d’'un batiment a plusieurs étages identiques. A partir d’un fichier de données for-
maté, le mailleur génere un maillage constitué d’éléments de type plaque pour un nombre
quelconque d’étages.

La description des données dont se sert le mailleur pour construire un étage se fait en deux
étape:

m Description du plancher.

Il s’agit de découper le plancher en domaines rectangulaires correspondants a

ses interconnexions avec les murs. Pour chaque sous-domaine rectangulaire est

précisé le raffinement du maillage ainsi que I’épaisseur de la plaque.

m  Extrusion des murs.
Apres avoir découpé le plancher, on indique le tracé d’extrusion des murs. Ces
segments doivent coincider avec le découpage du plancher pour assurer la connex-
ion. On précise la hauteur d’extrusion des murs, le rafinement de leur maillage
ainsi que leur épaisseur.

Toutes ses données sont écrites dans un fichier ASCII destiné a étre lu par le mailleur.
Le fichier ayant servi a ’élaboration de la maquette virtuelle du batiment est donné a
titre d’exemple a la Figure A.5. Chaque ligne fournit la description d’un sous-domaine
rectangulaire et est composée de 7 groupes de données. Le premier est une étiquette
arbitraire ici indiquée 'plate #+#’. Les groupes 2-5 sont des triplets de nombres décimaux
indiquant les coordonnées des sommets du domaine rectangualaire. Le groupe 6 indique
I’épaisseur de la plaque. Le groupe 7 indique le nombre d’éléments que le mailleur doit
créer dans le domaine suivant chacun de ses axes locaux.

A partir de ces données, le mailleur va traiter chaque domaine rectangulaire en le qua-
drillant de noeuds et en raccordant les noeuds par des éléments plaques. Le mailleur répete
cette opération pour tous les étages. Reste ensuite a connecter les nceuds des éléments en
contact. Pour cela, un algorithme de tri teste ’écart entre les noeuds. En dessous d’une
tolérance les nceuds sont considérés comme confondus. Une partie des nceuds est alors
supprimée de la table de coordonnée nodale et est remplacée par une autre dans la table
de connectivité des éléments.

Cet algorithme permet d’obtenir des maillages de batiments avec un cotit de temps de con-
ception assez faible et des fiabilités de connectivité et de régularité du maillage élevées. Le
raffinement du maillage est en outre facilement modifiable. Néanmoins, I’étape consistant
a "souder” les éléments adjacents peut prendre un temps de 'ordre d’'une a trois heures
pour des grandes structures comme le batiment étudié en II1.5.
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LABEL ¢ POINTL1 . POINTZ . POINT3 . POINTS ¢ thick., mesh. prec.

Bfloor: 41

plate 1 , 0,7,-15 ¢, 0,3,-15 f 0,3,-10.714 f 0,7,-10.714 , 0.3 ¢ 8.8
plate 2 , 0,7,-10.714 , 0,3,-10.714 , 0,3,-6_.429 , 0,7,-6.429 , 0.3 , 8.8
plate 3 , 0,7,-6.429 . 0,3,-6.429 . 0,3,-2.143 . 0,7,-2.143 . 0.3 . 8.8
plate 4 , 0,7,-2.143 , 0,3,-2.143 ¢ 0,3,2.143 e 0,7,2.143 , 0.3 8.8
plate 5 , 0,7,2.143 . 0,3,2.143 ¢, 0,3,6.429 ¢, 0,7,6.429 . 0.3 . 8.8
plate 6 , 0,7,6.429 ¢, 0,3,6.429 ¢ 0,3,10.714 ¢, 0,7,10.714 ;0.3 8.8
plate 7 , 0,7,10.714 . 0,3,10.714 r 0,3,15 . 0,715 , 0.3 8.8
plate 8 , 0,3,-18.75 . 0,1,-18.75 . 0,1,-15 , 0,3,-15 . 0.3 . 8.8
plate 9 , 0,3,-15 . 0,1,-15 f 0,1,-10.714 f 0,3,-10.714 , 0.3 8.8
plate 10, 0,3,-10.714 . 0,1,-10.714 . 0,1,-6.429 e 0,3,-6.429 . 0.3 . 8.8
plate 11, 0,3,-6.429 . 0,1,-6.429 , 0,1,-2.143 . 0,3,-2.143 . 0.3 . 8.8
plate 12, 0,3,-2.143 , 0,1,-2.143 f 0,1,2.143 ¢, 0,3,2.143 , 0.3 8.8
plate 13, 0,3,2.143 , 0,1,2.143 r 0,1,6.429 . 0,3,6.429 . 0.3 . 8.8
plate 14, 0,3,6.429 ¢, 0,1,6.429 ¢, 0,1,10.714 ¢, 0,3,10.714 , 0.3 ;8.8
plate 15, 0,3,10.714 . 0,1,10.714 . 0,1,15 . 0,3,15 . 0.3 . 8.8
plate 16, 0,3,15 . 0,1,15 . 0,1,18.75 . 0,3,18.75 . 0.3 . 8.8
plate 17, 0,1,-18.75 , 0,-1,-18.75 f 0,-1,-15 ¢, 0,1,-15 , 0.3 8.8
plate 18, 0,1,-15 . 0,-1,-15 . 0,-1,-10.714 , 0,1,-10.714 . 0.3 . 8.8
plate 19, 0,1,-10.714 f 0,-1,-10.714 , 0,-1,-6.429 r 0,1,-6.429 , 0.3 ¢ 8.8
plate 20, 0,1,-6.429 , 0,-1,-6_429 , 0,-1,-2.143 , 0,1,-2.143 , 0.3 , 8.8
plate 21, 0,1,-2.143 ¢, 0,-1,-2.143 , 0,-1,2.143 , 0,1,2.143 . 0.3 . 8.8
plate 22, 0,1,2.143 , 0,-1,2.143 r 0,-1,6.429 ¢, 0,1,6.429 , 0.3 8.8
plate 23, 0,1,6.429 . 0,-1,6.429 . 0,-1,10.714 . 0,1,10.714 . 0.3 . 8.8
plate 24, 0,1,10.714 , 0,-1,10.714 f 0,-1,15 , 0,1,15 ;0.3 8.8
plate 25, 0,1,15 , 0,-1,15 . 0,-1,18.75 . 0,1,18.75 , 0.3 8.8
plate 26, 0,-1,-18.75 , 0,-3,-18.75 , 0,-3,-15 . 0,-1,-15 0.3 . 8.8
plate 27, 0,-1,-15 r 0,-3,-15 s 0,-3,-10.714 , 0,-1,-10.714 , 0.3 8.8
plate 28, 0,-1,-10.714 , 0,-3,-10.714 , 0,-3,-6.429 ¢, 0,-1,-6.429 . 0.3 . 8.8
plate 29, 0,-1,-6.429 ¢, 0,-3,-6.429 ¢, 0,-3,-2.143 ¢, 0,-1,-2.143 . 0.3 . 8.8
plate 30, 0,-1,-2.143 f 0,-3,-2.143 r 0,-3,2.143 ¢, 0,-1,2.143 , 0.3 8.8
plate 31, 0,-1,2.143 . 0,-3,2.143 . 0D,-3,6.429 e 0,-1,6.429 . 0.3 . 8.8
plate 32, 0,-1,6.42%9 r 0,-3,6.429 f 0,-3,10.714 f 0,-1,10.714 , 0.3 ;8.8
plate 33, 0,-1,10.714 . 0,-3,10.714 . 0,-3,15 , 0,-1,15 . 0.3 . 8.8
plate 34, 0,-1,15 . 0,-3,15 . 0,-3,18.75 . 0,-1,18.75 . 0.3 . 8.8
plate 35, 0,-3,-15 ¢, 0,-7,-15 f 0,-7,-10.714 , 0,-3,-10.714 , 0.3 8.8
plate 36, 0,-3,-10.714 , 0,-7,-10.714 , 0,-7,-6.429 ¢ 0,-3,-6.429 . 0.3 . 8.8
plate 37, 0,-3,-6.429 r 0,-7,-6.429 f 0,—7,-2.143 r 0,—3,-2.143 , 0.3 ¢ 8.8
plate 38, 0,-3,-2.143 , 0,-7,-2.143 , 0,-7,2.143 , 0,-3,2.143 , 0.3 , 8.8
plate 39, 0,-3,2.143 , 0,-7,2.143 ¢, 0,-7,6.429 ¢ 0,-3,6.429 . 0.3 . 8.8
plate 40, 0,-3,6.429 ¢, 0,-7,6.429 f 0,-7,10.714 , 0,-3,10.714 , 0.3 8.8
plate 41, 0,-3,10.714 , 0,-7,10.714 ¢  0,-7.15 . 0,-3,15 . 0.3 . 8.8
Bwalls: 36 heighkt-> 2.7

plate 42, 0,3,-18.75 , 0,-3,-18.75 e 2.7,-3,-18.75 , 2.7,3,-18.75 , 0.2 24,16
plate 43, 0,7,-15 . 0,3,-15 e 2.7,.3,-15 ¢ 2.7,7,-15 . 0.2 . 8,16
plate 44, 0,7,-10.714 . 0,3,-10.714 r 2.7,3,-10.714 , 2.7,7,-10.714 , 0.14 , 8,16
plate 45, 0,7,-6.429 . 0,3,-6.429 f 2.7,3,-6.429 , 2.7,7,-6.42% , 0.14 , 8,16
plate 46, 0,7,-2.143 . 0,3,-2.143 f 2.7,3,-2.143 , 2.7,7,-2.143 , 0.14 , 8,16
plate 47, 0,7,2.143 , 0,3,2.143 f 2.7,3,2.143 ¢ 2.7+742.143 . 0.14 . 8,16
plate 48, 0,7,6.429 . 0,3,6.429 ¢ 2.7,3,6.429 ¢ 2.7,7,6.429 . 0.14 . 8,16
plate 49, 0,7,10.714 ¢, 0,3,10.714 f 2.7,3,10.714 , 2.7,7,10.714 , 0.14 , 8,16
plate 50, 0,7,.15 ., 0,3,15 e 2.7,3,15 e 2.7,7.,15 . 0.2 . 8,16
plate 51, 0,3,-15 . 0,1,-15 e 2.7,.1,-15 ¢ 2.7,3,-15 . 0.2 . 8,16
plate 52, 0,3,-10.714 , 0,1,-10.714 , 2.7,1,-10.714 , 2.7,3,-10.714 , 0.14 , 8,16
plate 53, 0,3,-6.429 . 0,1,-6.429 e 2.7,1,-6.42% , 2.7,3,-6.42% , 0.14 , 8,16
plate 54, 0,3,-2.143 , 0,1,-2.143 f 2.7,1,-2.143 , 2.7,3,-2.143 , 0.14 , 8,16
plate 55, 0,3,2.143 , 0,1,2.143 p 2.7.1,2.143 f 2.7.3,2.143 , 0.14 . 8,16
plate 56, 0,3,6.429 . 0,1,6.429 e 2.7,1,6.429 ¢ 2.7,3,6.429 . 0.14 . 8,16
plate 57, 0,3,10.714 , 0,1,10.714 , 2.7,1,10.714 , 2.7,3,10.714 , 0.14 , 8,16
plate 58, 0,3,15 . 0,1,15 e 2.7,1,15 f 2.7,3,15 . 0.2 . 8,16
plate 59, 0,-3,-15 , 0,-1,-15 ¢ 2.7,-1,-15 ¢ 2.7,-3,-15 . 0.2 . 8,16
plate 60, 0,-3,-10.714 , 0,-1,-10.714 , 2.7,-1,-10.714, 2.7,-3,-10.714, 0.14 , 8,16
plate 61, 0,-3,-6.429 ¢, 0,-1,-6.429 ¢ 2.7,-1,-6.429 , 2.7,-3,-6.429 , 0.14 , 8,16
plate 62, 0,-3,-2.143 r 0,-1,-2.143 p 2.7,-1,-2.143 , 2.7,-3,-2.143 , 0.14 , 8,16
plate €3, 0,-3,2.143 . 0,-1,2.143 f 2.7,-1,2.143 , 2.7,-3,2.143 , 0.14 , 8,16
plate €4, 0,-3,6.429 . 0,-1,6.429 f 2.7,-1,6.42% , 2.7,-3,6.42% , 0.14 , 8,16
plate 65, 0,-3,10.714 , 0,-1,10.714 , 2.7,-1,10.714 , 2.7,-3,10.714 , 0.14 , 8,16
plate 66, 0,-3,15 . 0,-1,15 e 2.7,-1,15 ¢ 2.7,-3,15 . 0.2 . 8,16
plate 67, 0,-7,-15 r 0,-3,-15 f 2.7,-3,-15 ¢ 2.7,-7,-15 , 0.2 ;8,16
plate €8, 0,-7,-10.714 , 0,-3,-10.714 , 2.7,-3,-10.714, 2.7,-7,-10.714, 0.14 ., &,16
plate 69, 0,-7,-6.429 ¢, 0,-3,-6.429 f 2.7,-3,-6.429 , 2.7,-7,-6.429 , 0.14 , 8,16
plate 70, 0,-7,-2.143 f 0,-3,-2.143 p 2.7,-3,-2.143 , 2.7,-7,-2.143 , 0.14 , 8,16
plate 71, 0,-7,2.143 . 0,-3,2.143 f 2.7,-3,2.143 , 2.7,-7,2.143 , 0.14 , 8,16
plate 72, 0,-7,6.429 r 0,-3,6.429 p 2.7,-3,6.42%  , 2.7,-7,6.42% , 0.14 , 8,16
plate 73, 0,-7,10.714 , 0,-3,10.714 s 2.7,-3,10.714 , 2.7,-7,10.714 , 0.14 , 8,16
plate 74, 0,-7,15 . 0,-3,15 e 2.7,-3,15 ¢ 2.7,-7,15 . 0.2 . 8,16
plate 75, 0,3,18.75 . 0,-3,18.75 , 2.7,-3,18.75 , 2.7,3,18.75 , 0.2 24,16
plate 76, 0,7,-15 . 0,7,15 e 2.7,7,15 ¢ 2.7,7,-15 . 0.15 . 56,16
plate 77, 0,-7,-15 , 0,-7.15 e 2.7,-7,.15 ¢ 2.7,-7,-15 . 0.15 . 56,16

Figure A.J Données de maillage pour la structure présentée en I11.5.1.
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A.3 Milieu périodique mis en flexion par une force

transverse

Cette annexe expose les planches graphiques
des tests de validation des données de locali-
sation issues de l'application de la procédure
d’homogénéisation présentée en II1.4.3 a la

structure périodique a cellule cubique décrite
en I11.4.3.

Pour les forces et moments internes dont la
répartition présente des niveaux peu élevés

(e.9. Qx, Qy, Mxy), on observe un bruitage
numérique important.

De méme il arrive qu’on observe un niveau
d’erreur important au centre de la plaque hori-
zontale (les Figure A.8 et Figure A.10 en par-
ticulier) qui est du & une concentration des
efforts dans cette zone pour les données de lo-
calisation. Cette concentration d’efforts pro-
vient de ’étape 2 (voir II1.4.1) du processus
d’homogénéisation ou la cellule est soumise a
un systeme de forces qui est théoriquement
a ’équilibre. Cependant d’'un point de vue
numérique, ce champ subit des troncatures en
chaque noeud ou il s’applique. Le déséquilibre
numérique créé se répercute donc au niveau
du noeud d’encastrement.Cette concentration
d’effort est en général peu visible, sauf quand
I'intensité des forces et moments atteint des
niveaux faibles.

Figure A.5 Maillage de la structure

périodique a 12 cellules.

La table ci-dessous donne d’une part les niveaux d’erreur moyen sur l'intensité des forces
et moment internes dans les éléments ainsi que ’erreur sur 'intensité maximale et d’autre
part le niveau moyen d’effort et sa valeur maximale. La méthode de calcul des données de

ce tableau est détaillée en I11.5.3.

Table VIIL.2  Fleche suivant e Uy = 5.1073m
Fx Fy Fxy Mx | My |Mxy |Qx Qy
Eio%{&} |5.08 0.56 2.78 546 |2.79 |18.1 1.74 3.14
&naex 3.12 0.92 2.29 1.21 5.03 8.11 1.24 6.01
E(Ry) 3.3¢2 [8.6e3 [8.4e2 |42 |70 |11 25 23
max | Ry;| 2.1e3 |1.6e4 |2.0e3 |26 44 3.8 3.8¢2 | 4.3e2
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Story number 6 / Comp. F 55 deviation

Story number 6 / Comp. F X" inside structure

——

Story number 6 / Comp. F 528 relocated

Figure A.5 Planche comparative des résultats de localisation de la composante Fx des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™¢ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant es (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. F ° deviation

Story number 6 / Comp. F | inside structure

Story number 6 / Comp. F L relocated

Figure A.6 Planche comparative des résultats de localisation de la composante Fy des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™¢ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant es (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. F 5578 deviation

Story number 6 / Comp. F Xy " inside structure

Figure A.7 Planche comparative des résultats de localisation de la composante Fxy des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™¢ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant es (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. M 525 deviation

Story number 6 / Comp. M N inside structure

Story number 6 / Comp. M 25 relocated

Figure A.8 Planche comparative des résultats de localisation de la composante Mx des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™° cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant e; (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. M L deviation

Story number 6 / Comp. M v: inside structure

Story number 6 / Comp. M v° relocated

Figure A.9 Planche comparative des résultats de localisation de la composante My des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant e; (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. M 5575 deviation

Story number 6 / Comp. M Xy " inside structure

Story number 6 / Comp. M s relocated

Figure A.10 Planche comparative des résultats de localisation de la composante M xy des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™¢ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant es (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. Q 528 deviation

Story number 6 / Comp. Q X" inside structure

Story number 6 / Comp. Q 25 relocated

Figure A.11 Planche comparative des résultats de localisation de la composante () x des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™¢ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant es (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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Story number 6 / Comp. Q v° deviation

Story number 6 / Comp. Q v: inside structure

Story number 6 / Comp. Q v° relocated

Figure A.12 Planche comparative des résultats de localisation de la composante (Qy des
efforts internes dans les éléments pour la 6°™¢ cellule du milieu sollicité par une fleche
imposée suivant e; (E(z) = v12E2 + x3Eg).
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ANNEXE B



B.1 Opérateurs de masse et rigidité pour la poutre
de Timoshenko

Les opérateurs de masse et de rigidité intervenant en VI.3.4 dans la réduction de
I’équation dynamique de poutre sont sont déterminés a partir de 1’équation des ondes
(VI.29). Les solutions considérées pour cette équations sont a variation harmonique en
temps et ’équation des ondes s’écrit pour une fréquence radiale w donnée:

—w?[M;] X + Ky, ] X =0 (B.1)

avec X(z1,t) = X(z1) e*t et X (1) une application de Iespace (H([o, H]))6. On multiplie
a4 gauche (B.1) par une fonction test X*(z1) de l'espace (Hl([O,H]))6 et on integre sur

[0, H] par rapport & x1 ce qui meéne a sa forme faible sur ’espace (Hl([O, H]))6:

H
/ Ml Xd{El + /X Kﬁml] Xd{El =0 (B2>
0

Le terme de raideur de la formulation (B.2) est ensuite intégré par partie de maniere a faire
intervenir les conditions aux limites du probleme en z; = 0 et 1 = H. Si les conditions
de bords ne font pas intervenir de termes inertiels dépendant de w?, e.g. masse concentrée,

alors I'opérateur de masse < , .>M est défini pour X,Y € (L2([O, H]))6 par:
(X,Y), = /XT(;CI) [M] Y (1) das (B.3)

Comme la matrice [M;] est dans 'ensemble Mg (R) alors 'opérateur de masse (., .) 2 ©st
une application bilinéaire, symétrique, définie positive.
L’opérateur de raideur s’obtient a partir du terme de raideur de la formulation faible (B.2):

H R

. N 92X 0*X, 92X

/X*T[Kaxl]Xdﬂn :—/ <K11X1 52 1 + KX} 52 +K22X2 92 2
0

L0Xg L0X, s A*32X6 wa?fcg
o <X2 Py a—> KXo Xo o+ Koo X§ oy + KanXs o
0X5 X5 62X5
Kyg | X3225 - X7 Kaa X X: + Kes X7 d
+ 33( 38931 6931> 3385 X5 + K55X5 522 T

On integre par parties les termes en dérivée seconde de cette formulation et on fait ap-
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paraitre des termes de bord:

H N N N N N N
0X7{ 00X, 0X; 00Xy 0X3 0X5 0X3 09X,
Ky 2L I g 924024 g O3 022 X222 | xp 22
/( 1922 8x%+ 022 8x%+ 2942 9?2 22( 68:61 601,
0

o 0X: 0Xe 0X* 0Xs 0X: 0X3
Koo XiXe+ Keg———o —— + K3zg—o = + K33 | Xs—o + X7 =
T H2Xede Koo e T Nas a5 TS ( “oan 00w | (B
OXr 0X;5

Kas X3 X5 + Kgg—0 =2
+ K33X5 X5 + 55(933%833%

) dz1 — [Xf Vl(X)]: - [X;f Ml(X)]:
- [Fvm) - [xm®)]) - [Kem) - (x5 mE)])

Avec pour i = 1,2,3, les forces internes V;(X) et moments internes M;(X) de poutre
obtenus par Dapplication & X de I'opérateur [Liy| défini en (VL.46). Les termes de bord
sont le travail virtuel des forces et moments appliqués aux extrémités de la poutre et
s’écrivent:
. 1 H
X (L] X]
0
Les conditions de bord dans le cadre du calcul modal sont nécessairement homogenes.
Trois cas de figure sont envisagés et sont énoncés ci-dessous.
Si on impose des conditions de Dirichlet a une extrémité de la poutre alors la solution au
sens faible de (B.1) est recherchée dans I’espace des applications de (H Lo, H ]))6 dont les
composantes sont nulles a cette extrémité. Par conséquent les termes de bord correspon-
dants s’annulent.
Le cas d'un bord libre est associé a des conditions de Neumann (effort normal, couple de
torsion et moments fléchissant) et des conditions mixtes (effort tranchants) qui impliquent
la nullité des forces et moments internes.
Si on impose des conditions de bord élastiques, les forces et moments internes aux extrémi-
tés correspondent, comme on le verra plus bas, a des conditions mixtes associées a une
valeur imposée des forces et moments internes donnés par un opérateur linéaire dont la
représentation matricielle est dans un ensemble de matrices symétriques définies positives.
Moyennant ces trois types de conditions de bord, les termes de raideurs (B.4) s’écrivent
sous la forme d’un opérateur de raideur < oy > - bilinéaire, symétrique, défini positif
appliqué a X* et X. La forme faible (B.2) se traduit par une relation entre 'opérateur de
masse et I'opérateur de raideur:

WX, X ), = (X, X)) (B.5)
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Application de la condition de bord libre

Dans le probleme sismique faisant I’objet de V1.3, la condition de bord libre au sommet
du batiment (appliquée en 27 = H) se traduit par la nullité des forces et moments internes
du modele équivalent de poutre. Les termes restants parmi les termes de bord de (B.4)
sont:

[Xf VI(X)} (z1 = 0) + [X;; M1<X)} (1 = 0) + {XQ VZ(X)} (1 = 0)
+ | X5 Ms(X)| (@1 = 0) + [ X3 B(X)| (21 = 0) + | X3 Ma(X)] (21 = 0)

ou encore R R
<X*T [Line] X) (21 = 0)

Condition d’encastrement au sol

Il s’agit d’une condition de Dirichlet qui impose la nullité de X et par conséquent celle
de X* en ;1 = 0. La condition de bord libre conjuguée a la condition d’encastrement
amene la nullité de tous les termes de bord. L’opérateur de raideur est alors réduit pour

tous X, Y € (L2([0, H]))® a:

\T .
A 0X oY
(X,Y >K = <—8:L'1> K] 0z, dxy

X" (21) (K33 e5 ® 5 + Kaz e ® eg) Y (1) das

_|_

(B.6)

. oY
XT((El) (—K2266 X eq + K3365 X e3) 6—331 del

_|_

O\m O\m O\m O\m

A

~ T
0X
—+ < ) (—K22e2 X €g + K3363 X 65) Y(CE1> dl’l

Oz,

Aucune condition de bord inertielle n’étant appliquée, I’expression de I'opérateur de masse
est donnée par (B.3).
Condition d’interaction sol fondation

Cette condition est exprimée a I’aide de 'impédance d’interaction sol fondation présentée
au chapitre V. Les modes de vibrations réels (dissipation nulle) et déterministes étant
recherchés, la condition de bord d’interaction de sol est donnée par la relation (VI1.47). Les
termes de bord en x; = 0 s’écrivent donc:

(X7 i) X) (a1 = 0) = (X7 (~w([M] + [Maa) + [Kol) X)) (@1 = 0)
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Les termes inertiels de fondation en w? sont directement intégrés a I'inertie de la structure
par 'opérateur de masse, le terme élastique de sol:

(X*T K 0] X) (21 = 0)

faisant donc partie de I'opérateur de raideur. Les expressions des opérateurs de masse et
de raideur sont données en (VI.54). Les matrices [Mgt] = [Mg] + [Maq] et [Kso] étant
symétriques définies positives, on en déduit aisément que les opérateurs de masse et de
raideur le sont également.

Orthogonalité des modes

Les déformées modales (VI.50) sont les solutions de 1’équation des ondes (B.1) vérifiant
les conditons de bord {Bord libre + Encastrement} ou {Bord libre + interaction sol fon-
dation}. Ces déformées vérifient la relation (B.5) de sorte que pour deux modes p et ¢ on
aie d’une part:

w§< &P ) >M — <¢,(p) , @) >K

en prenant la déformée &P comme fonction test. Et en prenant &9 comme fonction
test, on aboutit d’autre part a:

w12,< &) , &) >M — <¢,(p) , @) >K

de par la propriété de symétrie des opérateurs. On écrit alors la différence de ces deux
relations:
2 2
() (2 80), =0

Si p # q alors wg — wg = 0, deux modes distincts sont par conséquent orthogonaux pour le

produit scalaire défini par 'opérateur de masse. Etant donnée la relation (B.5), il en est
de méme pour l'opérateur de raideur.

La déformée modale pour un mode donné étant définie a un facteur multiplicatif non nul
pres, on la choisie de sorte a ce que la valeur de sa norme soit égale a 1 pour la norme
héritée du produit scalaire défini par 'opérateur de masse:

@My = (@™, &™) =1 vnen (B.7)

On déduit de cette normalisation et de la relation (VI.55) que la norme des modes pour la
norme associée a I’opérateur de raideur est égale au carré de la fréquence radiale du mode:

H‘I’(n)HK = <<I>(”) 1) >K =w? Vn € N* (B.8)
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B.2 Schéma de Newmark

Le shéma aux différence de Newmark est utilisé dans ce document pour intégrer des
problemes différentiels de la forme:

2
M 2+ [D) 2% 4 [D] X (1) = F(1)
x (B.9)
— =vg et X0=mug
ot |,_,  °

ou [M] € ML (R), [D] € ME°(R), [K] € ML (R) sont respectivement les matrices de masse,
d’amortissement et de rigidité du probleme, et ou F(t) est le vecteur des forces extérieures.
L’application ¢ — X(¢) solution du probléme est & valeur dans RY avec N € N*.

Le temps est échantillonné pour un pas At et on note t, = nAt avec n € N. Par
commodité, on note X(t,) et X(t,) les dérivées seconde et premiére approchées de X au
pas de temps n, et X(¢,) la valeur approchée de X. Le schéma de Newmark s’écrit de la
maniere suivante:

X(tni1) = X(tn) + ((1 = H)X(tn) + A (tns1)) At

X (tni1) = X(tn) + X(t,) At + ((% — a) X(t,) + aX(tn+1)) At?(B.10)

Les parametres réels a et 8 déterminent la précision et la stabilité de 'intégration numé-
rique. Pour que le schéma converge, ces parametres doivent vérifier les relations suivantes:

B>05 et a>02505+0)>

Les valeurs optimales sont @ = 0.25 et § = 0.5.

En supposant X(t,), X(t,) et X(t,) connus au rang n, on considére équation (B.9) au
rang n + 1 et on remplace X et sa dérivée premiere par les expressions de X(tn+1) et
X(tp+1) données par les relations de récurence (B.10). On aboutit alors a un algorithme
d’intégration en 3 étapes dont les calculs préliminaires sont les suivants:
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Préliminaire

(1) Calcul de la dérivée seconde initiale

X(0) = [M] ™! (F(0) — [D]vo — [K]uo)

(2) Calcul des coefficients constants d’intégration:

_ 1 B L _ 1
aO_aAt2 ’ al_aAt ’ GQaAt ’ a3_2a
At
CE4:£—1 P CE5:—(£—2) P a6_At(1_ﬁ> 9 CL?ZﬁAt
o 2 a

(3) Calcul de la matrice de raideur effective:

[Ket] = [K] + ao[M] + a; [D]

Les calculs préliminaires étant achevés, ’algorithme itératif ci-dessous donne des valeurs
approchées de X et ses dérivées premiere et seconde aux rangs n > 0.

Algorithme

(1) Calcul de la force extérieure effective Feg au rang n + 1:

Foit(tut1) =F(tns1) + [M] (a0X (1) + a2X (ta) + asX (1) )
+ D] (01X (k) + s X(t) + a5 X (1))
(2) Calcul de X au rang n + 1 par inversion du systeme d’équation effectif:
[Kest] X(tn+1) = Fegr(tnt1)

(3) Calcul approché des dérivées de X au rang n + 1:

X(tn1) = ao (X(tns1) = X(tn)) — aaX(t) — azX(tn)
X(tm—l) = X(tn) + aGX(tn> + a7X(tn+1)
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B.3 Spectres élastiques

Spectre de réponse élastique

Le spectre de réponse élastique est construit en considérant un oscillateur a 1 degré de
liberté excité par le signal sismique. On trace alors ’amplitude maximale de ’accélération
absolue de cet oscillateur pour une plage de fréquences propres de ce dernier. Le spectre
de réponse élastique peut étre tracé pour différents taux d’amortissement de 1’oscillateur.
Soit wq la pulsation propre de l'oscillateur et £ son taux d’amortissement. Le degré de
liberté de loscillateur est noté ¢ — wu(t), le signal sismique est noté ¢ — s(t) et son
équation dynamique s’écrit:

d?u du 9

Le signal sismique étant échantillonné, on integre (B.11) a I'aide du schéma aux différences
de Newmark décrit en B.2. Une fois le signal u(t) et ses dérivées calculés pour une pulsation
propre wy donnée, on calcule accélération absolue i, (w, t) de I'oscillateur:

d?u

iia(t) = a2

+ s(t)
Le spectre de réponse élastique wg — 7 ¢;(wp) est alors donné par:

S et(wo) = max |tig (wo, t)]

Spectre de puissance

Le spectre de puissance caractérise la distribution de I'intensité du signal sur un domaine
de fréquence. Il s’agit du module au carré de la transformée de Fourier du signal. On note
Z () la transformée de Fourier par rapport a la variable temps ¢ avec la fréquence radiale
w sa variable duale et w — ., (w) le spectre de puissance du signal t — s(t):

S pw) = F(s(t))(w) F(s()(w) = |7 (s())(w)]

En pratique, la transformée de Fourier du signal échantillonné s,, = s(nAt) est calculée a
I’aide de 'algorithme de transformée de Fourier rapide ou encore fft.
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