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vi TABLE DES MATIÈRESRésuméLes proessus pontuels spatiaux forment une branhe de la statistique spa-tiale utilisée dans des domaines d'appliation variés (foresterie, géo-marketing,sismologie, épidémiologie,. . .) et développée par de réents travaux théo-riques. Nous nous intéressons prinipalement dans ette thèse à l'apportde la théorie des proessus pontuels spatiaux pour des problèmes de po-sitionnement optimal, ainsi que pour la dé�nition de nouveaux indies deonentration basés sur les distanes en éonométrie.Le problème de positionnement optimal s'érit souvent omme un pro-blème d'optimisation prenant en ompte des données geo-référenées aux-quelles peuvent être assoiées des aratéristiques. Pour prendre en omptel'aléa, nous onsidérons es données issues d'un proessus pontuel spa-tial pour résoudre un problème de positionnement stohastique plus réa-liste qu'un modèle déterministe. A travers l'étude du positionnement opti-mal d'une nouvelle aserne de pompiers dans la région toulousaine, nousdéveloppons une méthode de résolution stohastique permettant de jugerde la variabilité de la solution optimale et de traiter des bases de donnéesvolumineuses. L'approhe implémentée est validée par des premiers résul-tats théoriques sur le omportement asymptotique des solutions optimalesempiriques. La onvergene presque sure des solutions optimales empiriquesde l'étude de as préédente est obtenue dans un adre i.i.d. en utilisant lathéorie de Vapnik-Cervonenkis. Nous obtenons aussi la onvergene presquesure des solutions optimales empiriques, dans un adre plus général, pourun problème de positionnement dérivé du problème de transport de Monge-Kantorovih.Nous nous intéressons ensuite à des indies de onentration basés surdes distanes en éonométrie. Ces indies de onentration peuvent s'érireomme des estimateurs de aratéristiques du seond ordre de proessuspontuels marqués. Nous dé�nissons ensuite un estimateur non-paramétriqued'une nouvelle aratéristique d'un proessus pontuel spatial marqué dé�nis-sant ainsi un nouvel indie de onentration améliorant eux déjà existants.Dans un adre asymptotique ave fenêtre d'observation bornée, notre esti-mateur est asymptotiquement sans biais.Mots lés : Proessus pontuels spatiaux marqués, problème de loalisation-alloation, aratéristiques du seond ordre, non et semi-paramétrique, pro-blème de transport, M-estimation, Vapnik-Cervonenkis, indies de onen-tration, asymptotique sur domaine borné.
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Chapitre 0Introdution
0.1 MotivationsPendant ma thèse, je me suis tout d'abord intéressé à l'apport de la théoriedes proessus pontuels spatiaux pour l'étude de la solution optimale d'unproblème de positionnement. La détermination d'une loalisation optimaleest un problème fréquent dans de nombreux domaines, malheureusementette problématique est souvent traitée d'un point de vue déterministe, alorsque la nature des données est en général aléatoire.La partie I de e mémoire onerne une étude de as relative au positionne-ment optimal d'une nouvelle aserne de pompiers dans la région toulousaine.L'originalité de l'étude est de onsidérer les données du problème d'optimi-sation omme aléatoires et issues d'un proessus pontuel spatial. L'étapepréliminaire d'analyse exploratoire de la base de données des sinistres et lamodélisation par un proessus pontuel marqué est réalisée dans le hapitre1 (Bonneu, 2007). La méthode �SPP loation-alloation� introduite et im-plémentée dans le hapitre 2 (Bonneu et Thomas-Agnan, 2008) fournit unereprésentation de la variabilité de la position optimale.La partie II de e mémoire étudie le omportement asymptotique dessolutions de problèmes de loalisation-alloation empiriques vers la solutiondu problème de positionnement théorique. Ces résultats théoriques sont im-portants ar ils permettent de justi�er en pratique l'approximation d'unesolution théorique inonnue par la solution d'un problème d'optimisationempirique. Dans un problème de loalisation-alloation dérivé du problèmede transport de Monge-Kantorovih, le hapitre 3 (Bonneu et Daouia, 2008)établit la onvergene forte de l'estimateur de la position optimale dans un1



2 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONadre général où les données peuvent être orrélées ou indépendantes. Latehnique de preuve est basée sur les propriétés des distanes de probabili-tés dans les problèmes de transport optimal. Dans le adre du problème deloalisation d'une nouvelle aserne de pompiers, des résultats asymptotiquessont obtenus pour les solutions de problèmes d'optimisation empiriques dansle hapitre 4. Pour des données indépendantes et identiquement distribuées(i.i.d.), la onvergene forte des solutions optimales empiriques est démontréeen s'appuyant sur la théorie de Vapnik-Chervonenkis.En�n, la partie III de e mémoire présente des propriétés asymptotiquesde aratéristiques du seond ordre pour des proessus pontuels spatiauxmarqués. Ces aratéristiques du seond ordre sont diretement liées à la dé-�nition d'un nouvel indie de onentration basé sur les distanes amélioranteux déjà existants en éonométrie. Ces indies de onentration permettentpar exemple d'analyser les déterminants de la loalisation des entreprises.La reherhe des fateurs in�uant sur la onentration des entreprises peutaboutir à la dé�nition des orientations d'une politique générale d'aménage-ment du territoire. Même si e n'est pas le as aujourd'hui, leur utilisationpourrait ainsi s'étendre aux problèmes de positionnement optimal.Cette introdution rappelle de façon onise quelques notions essentiellesà la leture des hapitres de e mémoire et présente les ontributions de lathèse dans les domaines onsidérés.0.2 Proessus pontuels spatiaux0.2.1 PrésentationLes proessus pontuels spatiaux représentent une branhe de la statistiquespatiale où l'on étudie des olletions d'évènements loalisés par leur oordon-nées géographiques, appelées semis de points. Grâe aux moyens tehnolo-giques atuels, es jeux de données apparaissent dans de nombreux domainesd'appliation (foresterie, géo-marketing, sismologie, épidémiologie,. . .) et sontde plus en plus volumineux. On peut ainsi être amené à étudier la disposi-tion des arbres dans une forêt, la loalisation d'entreprises, les épientres deseousses sismiques, des adresses de patients atteints d'une maladie,. . .Desvariables de di�érents types (réelles, entières, booléennes,. . .) peuvent être as-soiées à haque évènement et seront appelées �marques�. A titre d'exemple,la position d'une entreprise est souvent plus intéressante lorsque l'on a desinformations sur son seteur d'ativité, son nombre d'employés, son hi�re



0.2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX 3d'a�aire,. . .Une marque un peu partiulière est la marque temporelle dontla onnaissane permet d'ajouter une omposante dynamique à l'étude dusemis de points. Les ouvrages de référenes traitant de proessus pontuelsspatiaux sont les monographies de Moller et Waagepetersen (2004), Cressie(1993), Stoyan et Stoyan (1994) ou Diggle (2003).Un semis de point est la réalisation d'un proessus pontuel sur un espaepolonais (A, d) et se dé�nit omme une olletion non ordonnée de points xide A, pour tout i = 1, . . . , n ; notée {xi; i = 1, . . . , n}. Un proessus pontuelspatial représente don une on�guration aléatoire de positions dans A notée
{ξi; i = 1, . . . , N} où le nombre total d'évènements N est aussi aléatoire.Bien qu'envisageable, la répétition de points ξi = ξj pour i 6= j est exluedans diverses dé�nitions ou propriétés des proessus pontuels spatiaux. Sansrépétition de points le proessus est dit simple. De plus, toute on�gurationd'un proessus pontuel spatial doit être loalement �nie, 'est à dire qu'ellene doit pas avoir de points d'aumulation.0.2.2 Caratéristiques du 1er et 2nd ordreLes proessus pontuels spatiaux possédent des aratéristiques dé�nies àpartir des moments de leur mesure de omptage aléatoire Φ (Cressie, 1993).Ces aratéristiques jouent le même r�le que les moments dé�nis pour unevariable aléatoire. Ainsi, la onnaissane de quelques unes de es statistiquesélémentaires ne permet pas d'identi�er omplètement un proessus pontuelspatial. Cependant, l'utilisation d'estimateurs de es statistiques est abon-dante en analyse exploratoire ou en modélisation lors de l'ajustement et lavalidation d'un modèle. De manière générale, nous rappelons les mesures demoments d'ordre p ∈ N∗ et présentons plus préisément les aratéristiquesdu seond ordre pour des proessus pontuels inhomogènes.Caratéristiques théoriquesNous ommençons par rappeler la dé�nition de la aratéristique du premierordre.Définition 0.1. La mesure d'intensité µ se dé�nit pour tout borélien Dde A par

µ(D) = E
∑

ξ∈X

1I[ξ ∈ D].



4 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONSi la mesure intensité peut s'érire sous la forme
µ(D) =

∫

D

λ(ξ)dξ,ave λ une fontion positive, alors λ est appelée fontion intensité.Lorsque λ est onstante le proessus est dit homogène ou stationnaire dupremier ordre. Dans e as, l'intensité λ représente l'espérane du nombrede points par unité de volume. Si λ n'est pas onstante, le proessus est ditinhomogène et de façon heuristique, on dit que λ(ξ)dξ est la probabilité d'o-urene d'un point dans une boule in�nitésimale de entre ξ et de volume dξ.Nous rappelons maintenant les mesures moments d'ordre p de la mesurealéatoire Ξ =
∑

ξ∈X
1

λ(ξ)
δξ, ave λ(ξ) > 0 presque sûrement pour tout ξ ∈ X.Ces mesures introduites dans Baddeley et al. (2000) sont une extension desmesures µ(p) et α(p) dé�nies à partir de la mesure de omptage Φ (voir parexemple Moller et Waagepetersen, 2004).Définition 0.2. Pour un proessus pontuel X d'intensité λ dans A ettout p ∈ N∗, on dé�nit la mesure de moment d'ordre p de Ξ, ν(p) sur Ap par

ν(p)(D) = E
∑

ξ1,··· ,ξp∈X

1I[(ξ1, · · · , ξp) ∈ D]

λ(ξ1) · · ·λ(ξp)où D est un borélien de Ap, et la mesure fatorielle de moment d'ordre p de
Ξ, β(p) sur Ap par

β(p)(D) = E

6=∑

ξ1,··· ,ξp∈X

1I[(ξ1, · · · , ξp) ∈ D]

λ(ξ1) · · ·λ(ξp)où D est un borélien de Ap. La notation∑6=
ξ1,··· ,ξp∈X indique que les ξ1, · · · , ξpsont distints.Par la suite, on s'intéressera plus partiulièrement à la mesure fatorielle

β(2) pour dé�nir des aratéristiques théoriques du seond ordre d'un proes-sus pontuel.Définition 0.3. Le proessus pontuel X est stationnaire du seond ordreave pondération par l'intensité (�seond-order intensity-reweighted stationa-ry�) si β(2)(D1 ×D2) = β(2)((D1 + x)× (D2 + x)) pour tout D1, D2 boréliensde A et x un veteur de A, où D1 + x désigne la translation de D1 par leveteur x.



0.2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX 5Des exemples de proessus pontuels stationnaires du seond ordre avepondération par l'intensité sont les proessus pontuels de Poisson inhomo-gènes, ertains proessus Log Gaussiens inhomogènes et tous les proessuspontuels obtenus par élairissement (�thinning�) d'un proessus station-naire par un hamp aléatoire indépendant.La fontion K introduite par Ripley (1976) pour des proessus pontuelsstationnaires se généralise à des proessus pontuels stationnaires du seondordre ave pondération par l'intensité (Baddeley et al., 2000).Définition 0.4. Soit X un proessus pontuel stationnaire du seond ordreave pondération par l'intensité λ. La fontion Kinhom de X est dé�nie par
Kinhom(r) =

1

|A|
E
∑

ξi∈X

6=∑

ξj∈X

1I(‖ξi − ξj‖ ≤ r)

λ(ξi)λ(ξj)
, r ≥ 0.où |A| désigne l'aire de A (mesure de Lebesgue).Nous présentons des onditions néessaires pour assurer l'existene d'unefontion Kinhom pour des proessus pontuels inhomogènes et montrons lelien ave la fontion de orrélation des paires. Si les mesures µ et β(2) sedé�nissent respetivement à partir de fontions positives notées λ et ρ(2)alors on a

β(2)(D1 × D2) =

∫

D1

∫

D2

ρ(2)(u, v)

λ(u)λ(v)
dudv =

∫

D1

∫

D2

g(u, v)dudvoù g(u, v) = ρ(2)(u, v)/(λ(u)λ(v)) pour tout u, v ∈ A est la fontion de or-rélation des paires de X.Si g est invariant par translation, 'est à dire g(x, x + h) = g0(h) pourune fontion g0 : A → [0, +∞), alors X est stationnaire du seond ordre avepondération par l'intensité et la fontion Kinhom est donnée par
Kinhom(r) =

∫

B(0,r)

g0(h)dhD'autres fontions dérivées de Kinhom peuvent être dé�nies omme dansle as stationnaire, omme par exemple la fontion Linhom = (Kinhom/π)1/2.Dans le as Poissonien, Kinhom(r) = πr2 et don Linhom(r) = r. Les valeurs dees aratéristiques obtenues pour des proessus pontuels de Poisson serventde référene pour tester l'hypothèse Poissonienne d'un proessus pontuel.La setion suivante présente quelques estimateurs de es aratéristiques etles di�ultés renontrées.



6 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONEstimationPour simpli�er la présentation on onsidèrera dans ette setion que A estun sous-ensemble borné de R2.L'estimation de l'intensité est la première étape dans l'analyse d'un semisde point. Compte tenu de la dé�nition de la mesure intensité, un estima-teur naturel et sans biais dans le as homogène s'érit n/|A|. Dans le adreinhomogène, les estimateurs de l'intensité dérivent des méthodes d'estima-tions non paramétriques de la densité multidimensionnelle (Silverman, 1986),où l'on tient ompte du fait que l'intégrale de l'intensité sur le domaine estégale à l'espérane du nombre de points. Malheureusement, des problèmesde sous-estimation apparaissent aux bords du domaine, e qui nous onduità onsidérer l'estimateur de l'intensité dans A proposé par Diggle (1985)
λ̂(x) =

∑n
i=1 h−2w(h−1(x − xi))

ĉA,h(x)
(0.1)où ĉA,h(x) est un estimateur du fateur de orretion de bord ∫

A
h−2w(h−1(x−

u))du. Si le hoix du noyau w n'est pas essentiel en revanhe elui de la fe-nêtre de lissage h s'avère souvent primordial. Berman et al. (1989) proposentde hoisir h à partir de la minimisation d'une estimation de la moyenne deserreurs au arré, mais ette méthode ontribue à fournir une valeur de hprohe de zéro quand les variations de λ sont trop fortes, omme dans lehapitre 1 ou Diggle et al. (2007). Les méthodes paramétriques d'estima-tion sont possibles mais �nalement peu répandues à l'inverse de méthodessemi-paramétriques utilisant des ovariables onnues ou estimées. Il est ainsifréquent d'estimer λ par̂
λ(x) = exp(α̂ +

J∑

j=1

β̂jĈj(x)),où les Ĉj sont estimés lors d'une étape préliminaire si elles sont inonnueset où les paramètres α, β1, · · · , βJ peuvent être estimés par maximum depseudo-vraisemblane. Les ovariables estimées Ĉj peuvent être par exemple,la densité d'espèes d'arbres, la densité de population ou tout autre densitéd'une variable pouvant expliquer l'inhomogénéité de la réalisation. Dans lehapitre 1, on onsidère omme ovariable une estimation de la densité depopulation.D'autres estimations de l'intensité existent dans des as partiuliers. Pourdes données bruitées, Cuala (2008) introduit un estimateur prenant en



0.2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX 7ompte l'erreur de positionnement. Baddeley et al. (2000) introduisent unnouvel estimateur λ̄ pour minimiser le biais de l'estimateur de Kinhom parrapport à elui onstruit ave l'estimateur lassique (0.1).Lorsque λ est onnue, un estimateur sans biais de Kinhom s'érit
K̂inhom(r) =

1

|A|

∑

xi∈X

6=∑

xj∈X

wxi,xj ,r1I(‖xi − xj‖ ≤ r)

λ(xi)λ(xj)
, 0 ≤ r < r∗.où wxi,xj,r est un terme de orretion de bord et r∗ := max{d(x, ∂A); x ∈ A},ave ∂A désignant le bord du domaine A. Un terme de orretion de bordproposé par Ripley (1977) s'érit wxi,xj ,r = |(W + xi) ∩ (W + xj)|. Dans lagrande majorité des as λ est inonnue et doit être estimée. Ave l'estimateur(0.1), l'estimateur de Kinhom qui en résulte est biaisé. Une diminution du biaisest obtenue en prenant l'estimateur λ̄ présenté dans Baddeley et al. (2000).0.2.3 Quelques proessus pontuelsLes proessus de PoissonLe modèle de proessus pontuels le plus élémentaire est le proessus pontuelde Poisson. Dans le adre homogène, e proessus orrespond à l'hypothèsenulle du test de répartition spatiale totalement aléatoire (�Complete SpatialRandomness�). Les proessus pontuels de Poisson inhomogènes sont entière-ment aratérisés par leur fontion intensité d'après le théorème de Slivnyak-Meke (voir par exemple Moller et Waagepetersen, 2004). Ces proessusservent à modéliser une répartition inhomogène de points dans l'espae répar-tis de façon indépendante. Les proessus de Poisson sont tels que les variablesaléatoires Φ(B1), . . . , Φ(Bm) pour tout B1, . . . , Bm dans A sont indépen-dantes et de loi de Poisson de paramètre respetif ∫

B1
λ(x)dx, . . . ,

∫
Bm

λ(x)dx.De plus, onditionnellement au nombre de points dans A les positions ξ1, . . . , ξnsont indépendamment distribuées selon la densité bidimensionnelle λ(x)∫
A

λ(x)dx
.Au hapitre 1, es modèles de proessus sont utilisés pour tester le aratèrePoissonien du proessus sous-jaent à notre réalisation.Les proessus de CoxLes proessus de Cox sont des modèles pour des réalisations de proessusprésentant des agrégats ausés par une hétérogénéité environnementale aléa-toire. Le proessus de Cox est une extension naturelle d'un proessus dePoisson, obtenu en onsidérant la fontion intensité d'un proessus de Pois-son omme la réalisation d'un hamp aléatoire Λ. C'est pour ette raison



8 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONqu'ils ont été introduits par Cox (1955) sous le nom de �proessus de Poissondoublement stohastiques�. Certains proessus de Cox sont obtenus en re-groupant les points autour de eux d'un autre proessus pontuel omme lesproessus d'agrégats de Matern ou de Thomas qui appartiennent à la familledes proessus de Neyman-Sott (voir par exemple, Moller et Waagepetersen,2004). Dans les appliations, à moins de onnaissanes a priori, il n'est paspossible de distinguer un proessus de Cox X d'intensité Λ du proessus dePoisson orrespondant X|Λ quand seulement une réalisation du proessusest disponible. Les proessus de Cox Log Gaussiens X (Moller et al. (1998))sont tels que Y = log Λ est un hamp Gaussien, 'est à dire que pour toutentier n > 0, toutes positions ξ1, . . . , ξn ∈ A, et tous nombres a1, . . . , an ∈ R,∑n
i=1 aiY (ξi) suit une loi normale. Le aratère agrégatif des proessus deCox nous a onduit à envisager un ertain nombre de modèles au hapitre 1.Les proessus de MarkovCette famille de proessus sert le plus souvent à modéliser un omportementrépulsif entre les points, ependant des possibilités existent pour modéliseraussi de l'attration. Ces modèles sont onstruits en spéi�ant pour le pro-essus pontuel une densité par rapport à un proessus de Poisson et enimposant des onditions pour satisfaire une propriété de Markov. Le leteurpourra se référer à la monographie de Van Lieshout (2000) pour un état del'art réent sur les proessus pontuels Markoviens. Au hapitre 1, l'aspetagrégatif de notre semis de points nous a onduit à ne pas onsidérer demodèles de proessus pontuels de Markov.0.2.4 Proessus pontuels marquésNous présentons dans ette setion la dé�nition de proessus pontuel mar-qué de Poisson, une introdution aux tests de orrélation des positions et uneprésentation suinte de l'étude de la orrélation des marques.Proessus pontuels marqués de PoissonDéfinition 0.5. Un proessus Y = {(ξ, mξ) : ξ ∈ X} est un proessuspontuel marqué de Poisson si X est un proessus pontuel de Poisson et siles marques {mξ : ξ ∈ X} sont indépendantes entre elles, onditionnellementà X.Par ette dé�nition, on a que tout proessus pontuel de Poisson Y dansun espae produit T × U est un proessus pontuel de Poisson marqué ave



0.2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX 9positions dans T et marques dans U . L'inverse est faux en général. La Pro-position 3.9 dans Moller et Waagepetersen (2004, p.26) fournit une onditionsous laquelle l'équivalene est véri�ée. Ainsi, si un proessus pontuel marquéde Poisson est tel que, onditionnellement à X, haque marque mξ a une den-sité ne dépendant pas de X\ξ alors Y est un proessus pontuel de Poissondans l'espae produit et sous une ondition d'intégrabilité {mξ : ξ ∈ X estun proessus pontuel de Poisson dans l'espae des marques.Corrélation des positionsLa nature des marques assoiées à des positions est souvent de deux sortes :disrète ou ontinue. Dans le as de marques disrètes prenant k valeurs dis-tintes, on onsidère le proessus multivarié X = (X1, . . . , Xk). La struturede orrélation entre les points de Xi et Xj , pour i, j = 1, · · · , k ave i 6= j,est étudiée en utilisant des aratéristiques roisées du seond ordre (�rosssummary statistis�). Ces aratéristiques sont dé�nies à partir des ara-téristiques du seond ordre omme les fontions K,L ou g. Tout d'abordintroduites dans un adre stationnaire, la généralisation à ertains proes-sus inhomogènes (�ross seond order intensity reweighted�) se trouve dansBaddeley et al. (2000) et se déduit de la setion préédente. Le leteur peutse référer à Moller et Waagepetersen (2004) pour une présentation plus ap-profondie des aratéristiques roisées. Dans le as de proessus pontuelsbivariés, Bar-Hen et Piard (2006) réalisent une omparaison entre 9 indiesde dissimilarité.Dans le as de marques ontinues, nous présentons deux approhes pos-sibles pour étudier la orrélation des positions en tenant ompte de la marque.La première onsiste à disrétiser la marque et à appliquer les aratéris-tiques présentées dans le paragraphe préédent. La seonde méthode onsisteà analyser le aratère séparable de l'intensité du proessus pontuel mar-qué (X, M) par les méthodes présentées dans Shoenberg (2004). En e�et, sil'intensité du proessus pontuel marqué peut s'érire omme le produit del'intensité du proessus pontuel des positions par la densité de la variablealéatoire des marques alors les proessus marginaux sont indépendants. Nousappliquons ette méthode au hapitre 1 pour tester la dépendane deux àdeux entre les positions, les marques et le temps.Corrélation des marquesL'analyse de la orrélation des marques s'appuie sur les aratéristiques duseond ordre de proessus pontuels marqués et s'appuie sur les méthodes



10 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONemployées en géostatistique. On étudie ainsi l'espérane de fontions desmarques onditionnelement aux positions. Le variogramme empirique ondi-tionnel est ainsi une adaptation au adre des proessus pontuels du vario-gramme dé�ni en géostatistique. Le leteur peut se référer à Stoyan et Stoyan(1994), Shlather (2001), Mateu (2000) ou au hapitre 5 pour une présenta-tion plus détaillée. Nous rappelons maintenant brièvement quelques notionsd'indépendane. L'hypothèse dite de �random labelling� onsiste à supposerque les marques sont indépendantes entre elles et indépendantes des positionsalors que l'hypothèse dite de �geostatistial marking� suppose seulement queles marques sont indépendantes des positions.0.2.5 Analyse exploratoire et modélisation de sinistrespar proessus pontuels spatiaux marquésLe hapitre 1 réalise l'analyse exploratoire et la modélisation de sinistresontenus dans une base de données fournie par le Servie Départementald'Inendies et de Seours de Haute-Garonne (SDIS31). Cette base ontientles positions et les aratéristiques (temps, durée, nombre de pompiers enintervention) de 20820 sinistres survenus au ours de l'année 2004 dans lesenvirons de Toulouse. Chaque sinistre i sera identi�é par sa positionXi et unemarque Di mesurant une harge de travail (durée × nombre de pompiers).L'analyse exploratoire de e jeu de données et l'ajustement d'un modèle deproessus pontuel spatial marqué onstituent une étape préliminaire impor-tante pour la méthodologie employée au hapitre 2.Une étude des dépendanes entre positions et temps, marques et positionsainsi que marques et temps a été réalisée par des méthodes graphiques et/oudes tests de séparabilité présentés par Shoenberg (2004). Cette analyse desdépendanes deux à deux a permis de supposer raisonnablement que le mo-dèle de proessus pontuel spatial marqué pouvait être obtenu en modélisantséparément les réalisations marginales.Sous l'hypothèse de séparabilité, il est possible de modéliser séparémentles harges de travail et l'ensemble des positions des sinistres. Un problèmemajeur dans la modélisation d'un semis de point est toujours de séparer l'in-homogénéité expliquée par l'intensité λ et les intérations mesurées par lafontion Linhom. La répartition des sinistres étant bien évidemment liée àla répartition hétérogène de la population, nous devons onsidérer des mo-dèles de proessus pontuels spatiaux d'intensité λ non onstante. Le hoixdu modèle adéquat se fera grâe à un test d'interation alulé par méthode



0.3. PROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATION 11Monte-Carlo pour obtenir une enveloppe de la fontion Linhom. Une atten-tion partiulière a aussi été prêtée à l'intensité estimée et à la répartition despoints d'une réalisation simulée issue du modèle ajusté.L'ine�aité des méthodes paramétriques, dans notre étude de as, nousonduit à étudier l'estimation de l'intensité par des méthodes non-paramétriques.Les estimations non-paramétriques λ̂ et λ̄ proposées respetivement par Diggle(1985) et Baddeley et al. (2000) ne permettent pas d'aboutir à des modèlessatisfaisants du point de vue de la représentation de la fontion Linhom. Le faitd'estimer λ et Linhom sur un même jeu de données apparait problématique.C'est pour ette raison que nous introduisons deux méthodes d'estimation de
λ semi-paramétriques basées sur la ovariable densité de population, estiméeà partir du nombre d'habitants par unité administrative (IRIS). Les meilleursrésultats sont obtenus pour une intensité alulée à partir de la densité depopulation estimée par la méthode des k-plus prohes voisins.

Ĉ2(s) =
1

NPophs

296∑

i=1

Nike

(
s − si

hs

)où si est le entre de l'IRIS i, Ni son nombre d'habitants, NPop =
∑296

i=1 Ni,
ke(s) = 3

4
(1 − ‖s‖2) et hs = ‖s − ξ‖(5) est la inquième statistique d'ordredes distanes entre s et le entre des IRIS.Plusieurs modèles de proessus de Cox sont testés (Matern, Thomas, LogGaussien). L'inhomogénéité est inorporée par la méthode d'élairissementomme dans Waagepetersen (2006). Cette méthode permet de onnaître l'ex-pression de la fontion K inhomogène théorique en fontion de paramètres κet ω pour les modèles explorés. Ces paramètres sont ensuite estimés grâe àla minimisation du ontraste

∫ a

0

(K̂inhom(t)q − K(t; κ, ω)q)2dtoù K est une fontion onnue pour les modèles onsidérés et où q = 1/4et a = 4000 sont hoisies selon les reommandations dans Diggle (2003).Les modèles de proessus pontuels de Poisson et Log Gaussien apparaissentsatisfaisants dans notre étude de as.0.3 Problèmes de loalisation-alloationDans ette setion, nous introduisons de façon générale le problème de posi-tionnement optimal et quelques méthodes de résolution. L'approhe stohas-



12 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONtique des problèmes de loalisaton-alloation est peu répandue alors que lesdonnées sont souvent les réalisations de proessus aléatoires. La setion 0.3.3présente la méthodologie développée au hapitre 2 pour le positionnementd'une nouvelle aserne de pompiers dans la région toulousaine. La setion0.3.2 présente le problème probabiliste de transport optimal et établit le lienave le problème de positionnement optimal. La formulation du problèmede transport sera ensuite reprise dans la setion 0.4.4 et au hapitre 3 pourdémontrer la onvergene de solutions optimales empiriques d'un problèmede positionnement partiulier.0.3.1 Positionnement optimalLes problèmes de positionnement optimal sont nombreux et divers : où plaerune nouvelle aserne de pompiers, une nouvelle formation d'enseignement, unpoint de stokage de bois, un silo agriole,. . .En reherhe opérationnelle, eproblème est souvent traité d'un point de vue déterministe. En e�et, la posi-tion optimale résulte souvent d'un problème d'optimisation onstruit sur ununique semis de points obtenu par exemple au ours d'une seule année. Lesproblèmes de positionnement sont souvent appelés problèmes de loalisation-alloation ar la reherhe d'une position optimale est indissoiable de l'ob-tention d'une fontion d'a�etation. La di�ulté de e problème est que lareherhe du ouple (position,a�etation) optimal se trouve dans un espaede grande dimension et que position et a�etation sont orrélées.Le problème de positionnement optimal d'une nouvelle aserne de pom-piers appartient à la famille des problèmes de loalisation-alloation ondi-tionnels. Le mot onditionnel indique que le positionnement d'une nouvelleaserne de pompiers doit tenir ompte des asernes existantes. Notre pro-blème de positionnement ne onsiste pas à redistribuer l'ensemble des a-sernes sur le domaine d'étude. Le leteur peut se référer à ReVelle et Eiselt(2005) pour une présentation omplète sur les problèmes de loalisation-alloation.Même si une grande partie de la littérature est axée sur l'approhe derésolution déterministe, ertains papiers introduisent la dimension aléatoiredu problème (positions, temps de trajet,. . .). Cependant, l'approhe par pro-essus pontuels spatiaux semble n'avoir jamais été envisagée. Snyder (2006)fournit un état de l'art sur la prise en ompte de l'aléa des problèmes depositionnement et sur les modèles probabilistes développés pour la loalisa-tion robuste. Cooper (1974) a onsidéré l'extension du problème de Weber(où la fontion de oût s'érit omme la distane Eulidienne) au as où les



0.3. PROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATION 13positions sont indépendantes et issues de variables aléatoires Gaussiennes.Drezner (1985) analyse la robustesse de la position optimale d'un problèmede Weber lors de petites �utuations des positions des lients. Le aratèrealéatoire des demandes de lients est onsidéré dans Logendran et Terrel(1988).Le as du positionnement optimal d'une nouvelle aserne de pompiers esttraité dans Serra et Marianov (1998) pour la ville de Barelone mais sansprendre en ompte l'aléa. Les problèmes de positionnement optimal d'unservie d'urgene (aserne, h�pital,. . .) sont parfois traités sous l'aspet d'unproblème de ouverture où le temps d'aés d'un servie d'urgene ne doit pasdépasser un ertain seuil et où on prend en ompte une éventuelle indisponi-bilité temporaire (Daskin (1982), Goldberg et Paz (1991), ReVelle (1991)).Du point de vue de la résolution de es problèmes, Cooper (1964) introduitles algorithmes heuristiques qui fournissent des solutions approhées au pro-blème en alternant des phases de positionnement et d'a�etation optimale.Brimberg et al. (1997) fournissent un résumé intéressant sur les algorithmesheuristiques utilisés pour des problèmes de loalisation-alloation. Parmi lesméthodes réentes, on peut iter la reherhe Tabou (Brimberg et Mlade-novi, 1996), les algorithmes génétiques (Houk et al., 1996), les olonies defourmis (Bisho� et Dahert, 2007),. . .Nous présentons dans la setion suivante le problème de transport deMonge-Kantorovih qui nous permet ensuite de dé�nir un problème de posi-tionnement optimal à partir de e problème probabiliste.0.3.2 Transport optimalLe leteur pourra se référer aux monographies de Villani (2003), Rahev(1991), Rahev et Rüshendorf (1998) pour davantage de détails.Le problème de transport optimal a été introduit par Monge (1781) lorsde l'étude d'un problème de déblais et de remblais. Le problème onsistaità transporter une pile de sable X dans un trou Y de même volume en unoût minimal. Ce problème se modélise par le transfert optimal de la mesure
µ de l'espae mesuré X vers la mesure ν de l'espae mesuré Y . On doit né-essairement avoir µ(X) = ν(Y ). Le transport du sable néessite un ertaine�ort, modélisé par une fontion de oût mesurable et positive c dé�nie sur
X × Y telle que c(x, y) représente le oût de transport de la partiule en xvers la loalisation y. Dans le as de l'a�etation de sinistres aux asernes



14 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONde pompiers, si les positions des sinistres et des asernes sont onnues alorsl'alloation optimale est la solution d'un problème de transport. Cependant,dans le as du positionnement optimal d'une nouvelle aserne de pompiers,on a évidemment la mesure ible ν qui dépend de la position de la nouvelleaserne et n'est don pas déterminée.Pare que le problème de Monge est non-linéaire et parfois di�ile à ré-soudre (ou n'admet pas de solution), Kantorovih (1942, 1948) a dé�ni leproblème de transport relaxé portant son nom. Dans le problème de Kan-torovih on appelle plans de transfert les mesures π sur l'espae produit
X × Y . dπ(x, y) mesure la quantité de masse transférée de x vers y. La pos-siblité d'avoir une ou plusieurs solutions pour le problème de Kantorovih etauune pour le problème de Monge réside essentiellement sur une di�érenemajeure. En e�et, dans le problème de Kantorovih la masse en un point xpeut être déoupée et a�etée à plusieurs loalisations y. Cette possibilité nesemble pas inongru en pratique si l'on onsidère l'a�etation de lients à desmagasins où les lients peuvent hoisir d'aller à plusieurs magasins qui leursont prohes.Le problème de Kantorovih onsiste à minimiser le oût de transporttotal

I[π] =

∫

X×Y

c(x, y)dπ(x, y) pour π ∈ Π(µ, ν)où Π(µ, ν) est l'ensemble des mesures sur X × Y de marginales µ et ν. Leoût de transport optimal entre µ et ν est don la valeur
Ac(µ, ν) = inf

π∈Π(µ,ν)
I[π]Les π orrespondant à la minimisation de e oût de transport sont appe-lés plans de transfert optimaux. Le leteur peut se référer à Villani (2003)pour une ériture probabiliste du problème de transport ave des paires devariables aléatoires.Dans le problème de Monge, pare que haque position se voit a�etée àune seule destination y, les plans de transfert π s'érivent sous la forme

dπ(x, y) = dπT (x, y) ≡ dµ(x)δ[y = T (x)],où T est une appliation mesurable de X → Y . La ondition pour πT d'ap-partenir à Π(µ, ν) se réérit ν = T♯µ qui signi�e que
ν(B) = µ(T−1(B)), pour tout ensemble mesurable B ⊂ Y.



0.3. PROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATION 15Le problème de Monge s'érit don omme le problème de minimisationdu oût total
I[T ] =

∫

X

c(x, T (x))dµ(x),sur l'ensemble des appliations mesurables T telles que T♯µ = ν.La littérature dans le domaine du problème de transport de Monge-Kantorovih est très abondante en e qui onerne les questions d'existeneet d'uniité des solutions (voir par exemple, Rahev 1985, Gangbo and M-Cann 1996). La onvergene des plans de transfert (ou des fontions d'af-fetation) oupe aussi une plae importante lorsque l'on onsidère des pro-blèmes de transport où les mesures soures µ et ibles ν onvergent (voir parexemple, Villani 2003). Nous présentons i-dessous un théorème énoné dansVillani (2003, p.207) sur les distanes de Wasserstein et employé au hapitre3. Pour ela, on onsidère (X, d) un espae polonais et des fontions de oût
c(x, y) = d(x, y)p, ave p ≥ 0. On prend pour onvention que d(x, y)0 = 1Ix 6=y.Les mesures µ et ν sont des mesures de probabilité dé�nies sur X.Théorème 0.1. (Distanes de Wasserstein).(i) Pour tout p ∈ [1,∞), Wp = A

1/p
c dé�nit une métrique sur Pp(X).(ii) Pour tout p ∈ [0, 1), Wp = Ac dé�nit une métrique sur Pp(X).où Pp(X) est l'ensemble des mesures de probabilité ave des moments d'ordre

p �nis.Le hapitre 3 présente les résultats de onvergene des solutions de pro-blèmes de loalisation dérivés du problème de transport de Monge-Kantorovih.0.3.3 Proessus pontuels spatiaux et problèmes deloalisation-alloationCette setion traite l'étude de as relative au positionnement d'une nouvelleaserne de pompiers. L'approhe théorique de e problème est présentée auhapitre 2.L'étude du problème de positionnement d'une nouvelle aserne de pom-piers est réalisée au hapitre 2. La méthodologie utilisée se généralise aisémentà tout problème de loalisation-alloation. Dans une approhe d'optimisation



16 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONmultiritère où l'on souhaite à la fois minimiser la distane totale d'interven-tion et les harges de travail des pompiers, nous onsidérons le problèmeempirique mono-objetif suivant
(s∗, α∗) = argmin

s,α
λ

N∑

i=1

‖ Xi − sα(i) ‖
2

+ (1 − λ)ΦN (α, {(X1, D1), · · · , (XN , DN)}).où s est la position de la nouvelle aserne, α la fontion d'a�etation dessinistres aux asernes et ΦN une fontion mesurant le déséquilibre dans la ré-partition des harges de travail des asernes (fontion entropie, indie de Giniou éart maximum entre les marques). Le hoix du paramètre de régularisa-tion λ est lié au ompromis aeptable pour les pompiers entre détériorationd'un objetif et amélioration de l'autre. La solution à e problème n'a pas deformule expliite mathématique et néessite l'utilisation d'algorithmes pourapproximer ette solution. De plus, nous souhaitons disposer d'une représen-tation de la variation de ette solution optimale.La méthode proposée au hapitre 2, appelée �SPP loation-alloation�, sedéompose selon les étapes suivantes :
• L'ensemble des loalisations des sinistres et leurs marques est onsi-déré omme la réalisation d'un proessus pontuel spatial marqué pourlaquelle la reherhe du modèle sous-jaent a été réalisée au hapitre 1.
• Plusieurs réalisations simulées issues du modèle ajusté sont générées. Aette étape, il est possible de générer des éhantillons plus petits que lejeu de données réel pour des questions de performane de l'algorithmed'optimisation employé à l'étape suivante.
• Sur haque réalisation simulée, le problème de positionnement optimalest résolu par un algorithme d'optimisation.Trois algorithmes d'optimisations sont introduits et omparés : naïf, géné-tique et heuristique. La méthode naïve est une méthode d'évaluation de lafontion objetive lorsque la position de la nouvelle aserne peut se trouversur un noeud d'une grille régulière �xé par l'utilisateur. Suivant les tehniquesde résolution héritées de Cooper (1964), nous avons développé un algorithmeheuristique adapté à notre problématique. En�n, l'algorithme génétique estune méthode évolutionniste intéressante pour résoudre notre problème degrande dimension qui n'a pas de solution expliite.



0.4. PROCESSUS EMPIRIQUES ET M-ESTIMATION 17Cette tehnique permet d'obtenir un ensemble de positions optimales se-lon di�érents sénarios. On peut ainsi juger de la variabilité de ette positionoptimale, des foyers de loalisation éventuels et permettre aux déisionnairesde proposer une position optimale robuste et envisageable en pratique.0.4 Proessus empiriques et M-estimationDans la partie II, la onvergene forte de solutions optimales de problèmesde positionnement empiriques vers la solution du problème théorique a étéobtenue en s'appuyant sur les méthodes de M-estimation. Nous rappelonsquelques dé�nitions et résultats importants de la théorie des proessus em-piriques en M-estimation. Pour une présentation plus approfondie, le leteurpeut se reporter aux monographies de Pollard (1984), van der Vaart et Well-ner (1996), van der Vaart (1998) ou van de Geer (2000).0.4.1 Convergene de M-estimateursPour illustrer la méthode de M-estimation, nous onsidérons (Xi)i≥1 unesuite de variables aléatoires indépendantes et identiquemment distribuées is-sues d'une variable aléatoire X à valeurs dans un espae mesurable (X ,A) etde loi P . Nous verrons par la suite que le théorème lassique de M-estimationne suppose pas que les données sont i.i.d. Supposons qu'un paramètre θ0, réelou fontionnel, appartenant à un espae métrique (Θ, d), est rattahé à la loi
P . Alors, nous nous intéressons à l'estimation de e paramètre θ0 ∈ Θ. La mé-thode de M-estimation onsiste à prendre un estimateur θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn)qui maximise une fontion objetive du type θ ∈ Θ 7→ Mn(θ). Sous ertaineshypothèses relatives à la onvergene de la fontion Mn vers une fontion M ,on obtient la onvergene de θ̂ vers θ0 le maximum de la fontion θ 7→ M(θ).La méthode des moments généralisée est une méthode populaire en éonomé-trie où la fontion objetive Mn s'érit omme un moment empirique. Pourprésenter ette méthode, nous dé�nissons d'abord la mesure empirique quimet un poids 1/n à haque observation Xi.Définition 0.6. La mesure empirique Pn assoiée à X1, . . . , Xn est la me-sure dé�nie par Pn = n−1

∑n
i=1 δXi

, où δa désigne la mesure de Dira aupoint a.Soit F l'ensemble des fontions mesurables f : X → R et P -intégrables, alorsla mesure empirique permet de dé�nir une appliation de F dans R donnéepar f 7→ Pnf := n−1
∑n

i=1 f(Xi). Dans le as de la méthode des momentsgénéralisée, la fontion ritère s'érit don Mn(θ) = Pnmθ, où mθ : X → R̄



18 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONest une fontion onnue. Si l'espérane M(θ) = Pmθ =
∫

mθdP existe, alorsla loi des grands nombres indique que Mn(θ)
p.s.
−−→ M(θ) quand n tend versl'in�ni. Par onséquent, il semble raisonnable d'espérer la onvergene de

θ̂n := argmax
θ∈Θ

Pnmθvers
θ0 := argmax

θ∈Θ
Pmθ.Cependant, ette onvergene fontionnelle de Mn vers M est trop faible.Nous rappelons i-dessous un théorème lassique de onvergene en probabi-lité de quasi-maximums θ̂n vers θ0 présenté dans van der Vaart (1998, p.45).Ce théorème requiert la onvergene uniforme des fontions Mn vers M . Ilest aussi demandé à θ0 d'être un maximum �bien séparé� de la fontion M .Il faut noter que e théorème est général et ne suppose rien sur la façon dontles fontions Mn et M sont dé�nies, en partiulier, e théorème s'appliqueaussi à des données dépendantes.Théorème 0.2. Soient Mn des fontions aléatoires réelles et soit M unefontion de θ telles que pour tout ε > 0,

sup
θ∈Θ

|Mn(θ) − M(θ)|
Pr.
−−→ 0

sup
θ:d(θ,θ0)≥ε

M(θ) < M(θ0).Alors toute suite d'estimateurs θ̂n ave Mn(θ̂n) ≥ Mn(θ0)−op(1) onverge enprobabilité vers θ0.La ondition de onvergene uniforme de Mn vers M est parfois trop forte enpratique et di�ile à véri�er. Cependant, des résultats utiles existent dans leadre de la méthode des moments généralisée. En e�et, lorsque Mn = Pnmθet M = Pmθ alors ette ondition s'érit omme une loi des grands nombresuniforme.Dans la partie II, nous nous sommes intéressés à la version presque sûredu théorème 0.2. Au hapitre 3, la ondition de onvergene uniforme a étéobtenue grâe au théorème 0.1. En revanhe, dans le hapitre 4, nous avonsdû étudier des onditions néessaires pour satisfaire une loi forte des grandsnombres uniforme, même si notre fontion objetive ne s'érit pas omme unmoment ou une fontion lassique en M-estimation.



0.4. PROCESSUS EMPIRIQUES ET M-ESTIMATION 190.4.2 Loi forte des grands nombres uniformeOn s'intéresse don à la onvergene uniforme des proessus Pnf sur deslasses de fontion. Le théorème de Glivenko-Cantelli étend la loi des grandsnombres à la onvergene uniforme sur la lasse de fontions F := {f : t ∈
R 7→ 1I]−∞,t]}. On note la distane uniforme ‖Pnf − Pf‖F = supf∈F |Pnf −
Pf |. Lorsque F est dé�ni omme préédemment, Pnf représente une valeurprise par la fontion de répartion empirique pour tout f ∈ F et ‖Pnf −
Pf‖F = supt∈R

|Fn(t) − F (t)| est onnue omme étant la statistique deKolmogorov-Smirnov (ave Fn et F désignant respetivement les fontionsde répartition empirique et théorique).Théorème 0.3. (Glivenko-Cantelli). Soit (Xi)i≥1 une suite de variablesaléatoires indépendantes et identiquement distribuées issues d'une même va-riable aléatoire X de fontion de répartition F alors
sup
t∈R

|Fn(t) − F (t)|
p.s.
−−→ 0.Nous rappelons maintenant la dé�nition d'une P-lasse de Glivenko-Cantelli.Définition 0.7. Une lasse F de fontions f : X → R est appelée une

P -lasse de Glivenko-Cantelli si elle véri�e
‖Pnf − Pf‖F

p.s.
−−→ 0 quand n → ∞.La propriété d'être une P -lasse de Glivenko-Cantelli dépend de la �taille�de la lasse. Ainsi, un ensemble �ni de fontions intégrables est toujoursGlivenko-Cantelli. Une façon de mesurer la taille d'une lasse s'exprime enterme d'entropie. Des théorèmes ave des onditions su�santes basées surl'entropie ave rohets (�entropy with braketing�) existent, mais le aluldu nombre minimum N[](ε,F , L1(P )) de ε-rohets dans L1(P ) pour reou-vrir F s'avère ompliqué à aluler en général. Ces onditions ne sont pasnéessaires, ependant les exemples ouverts sont nombreux. Il est possibled'utiliser d'autres onditions su�santes plus simples basées sur l'entropie dé-�nie par le nombre uniforme de reouvrement (�uniform overing numbers�).On appelle nombre de reouvrement N(ε,F , ‖ · ‖) le nombre minimal deboules de la forme {g ∈ F : ‖g−f‖ < ε : f ∈ F} de rayon ε néessaires pourreouvrir l'ensemble F . Le théorème qui suit néessite une ondition sur lafontion envelope F dé�nie par x 7→ supf∈F |f(x)|.Théorème 0.4. (Glivenko-Cantelli). Soit F une lasse de fontions mesu-rables ave supQ N(ε‖F‖Q,1,F , L1(Q)) < ∞ pour tout ε > 0. Si PF < ∞,alors F est une P -lasse de Glivenko-Cantelli.



20 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONUne famille importante de lasses de fontions où le nombre de reou-vrement est borné orrespond aux lasses de Vapnik-Chervonenkis (appeléesVC-lasses). Les VC lasses se dé�nissent au travers de propriétés ombina-toires et omprennent de nombreux exemples.0.4.3 Théorie de Vapnik-ChervonenkisUne lasse de fontions F := {1ID : D ∈ D}, où D est une olletion d'en-sembles dans X , est dé�nie omme étant une VC-lasse de fontions si D estune VC-lasse d'ensembles. Nous rappelons ii la dé�nition d'une VC-lassed'ensembles (Vapnik et Chervonenkis, 1971).Définition 0.8. Soit D une olletion d'ensembles dans X .Pour x1, . . . , xn ∈ X , dé�nissons
∆D(x1, . . . , xn) = card{D ∩ {x1, . . . , xn} : D ∈ D},tel que ∆D(x1, . . . , xn) est le nombre d'ensembles di�érents de la forme D ∩

{x1, . . . , xn}, D ∈ D.On dé�nit mD(n) = sup{∆D(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ X} et l'indie V (D)de la lasse D par
V (D) = inf

n≥1
{mD(n) < 2n}.Une olletion d'ensembles D est une VC-lasse si V (D) < ∞.En d'autre termes, une VC-lasse d'ensembles D est une olletion d'en-sembles telle que, si le nombre de points n d'une on�guration {x1, . . . , xn}est su�samment grand alors on ne peut pas érire tous les 2n sous-ensemblesommeD∩{x1, · · · , xn}. On généralise la notion de VC-lasse à des ensemblesde fontions F par la dé�nition suivante.Définition 0.9. On appelle sous-graphe d'une fontion f : X → R l'en-semble

subgraph(f) := {(x, y) ∈ X × R : f(x) < y}.Une lasse de fontions F est une VC-lasse si
{subgraph(f) : f ∈ F}est une VC-lasse d'ensembles.Pour une VC-lasse de fontions van der Vaart et Wellner (1996, Théo-rème 2.6.7, p.141) démontre que supQ N(ε‖F‖Q,r,F , Lr(Q)) est borné pourtout r ≥ 1 et 0 < ε < 1. Par onséquent, la ondition su�sante est véri�ée



0.4. PROCESSUS EMPIRIQUES ET M-ESTIMATION 21dans le Théorème 0.4 et si PF < ∞ alors F est P-Glivenko-Cantelli. Ainsi,toute VC-lasse de fontions est P -Glivenko-Cantelli, mais une olletionde fontions P -Glivenko-Cantelli n'est pas néessairement une VC-lasse defontions.La propriété de VC-lasse est préservée par de multiples opérations en-semblistes omme l'intersetion, l'union, le omplémentaire, le passage à l'en-velope onvexe,. . .Les espaes vetoriels de dimension �nie sont aussi desVC-lasses. Les lasses dé�nies par des fontions s'érivant omme la sommeou le produit de fontions appartenant respetivement à des VC-lasses sontaussi des VC-lasses. Le leteur peut se référer aux monographies de vander Vaart et Wellner (1996), van der Vaart (1998) ou van de Geer (2000)pour d'autres exemples de VC-lasses. Certaines propriétés de stabilité de lanotion de VC-lasse se retrouvent aussi lorsque l'on étudie le fait d'être unelasse de Donsker (ou une lasse de Glivenko-Cantelli).La monographie de Peskir (2000) traite de façon omplète les approhesutilisées pour montrer la loi forte des grands nombres uniforme. Le théo-rème dû à Vapnik et Chervonenkis (1981) présentant une ondition nées-saire et su�sante pour satisfaire la loi forte des grands nombres uniforme yest présenté (Theorem 3.11, p.82) dans le adre de données indépendantes etidentiquement distribuées. On dé�nit le nombre aléatoire de reouvrement
Nn(ε,F) assoié à (Xi)i≥1 omme étant le plus petit nombre de boules derayon ε > 0 (pour la métrique sup de Rn) néessaire pour reouvrir l'ensemble
Fn := {f(X1), . . . , f(Xn)|f ∈ F} ave n ≥ 1.Théorème 0.5. (Vapnik-Chervonenkis, 1981). Soit (Xi)i≥1 une suite devariables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors la loiforte des grands nombres uniforme est valide :

sup
f∈F

|n−1

n∑

i=1

f(Xi) − Pf |
p.s.
−−→ 0 quand n → ∞,si et seulement si la ondition suivante est satisfaite :

lim
n→∞

E(log Nn(ε,F))

n
= 0pour tout ε > 0.Cette ondition est satisfaite pour des VC-lasses de fontions. Peskir(2000) présente une généralisation de e théorème au as de séries station-naires β-mélangeantes. Des résultats similaires existent pour des struturesde dépendane di�érentes, notamment pour des données α-mélangeantes (Yu,1994).



22 CHAPITRE 0. INTRODUCTION0.4.4 Convergene des solutions aux problèmes deloalisation-alloation empiriquesProblèmes de positionnement dérivés du problème de transport deMonge-KantorovihDans le hapitre 3, nous étudions le omportement asymptotique des solu-tions d'un problème de loalisation-alloation empirique dérivé du problèmeprobabiliste de transport de Monge-Kantorovih. Nous onsidérons le pro-blème du positionnement d'un nouvel établissement onditionnellement àdes établissements existants, par exemple des magasins, en fontion des po-sitions des lients. Le adre asymptotique orrespond au as où la taille del'éhantillon des positions des lients, supposées identiquement distribuées,dépendantes ou non, tend vers l'in�ni. Nous nous intéressons au transfert op-timal de la mesure soure µ de la population des lients vers la mesure ible
ν des établissements. Cependant, le support de la mesure ible dépend de laposition du nouvel établissement yJ+1 'est pourquoi elle est notée ν(yJ+1).Dans e adre, la politique d'a�etation est spéi�ée par le hoix d'une dis-tribution jointe Q dans la lasse Pµ,ν(yJ+1) des lois sur U ×U de marginales µet ν(yJ+1). Si c(x, y) est une fontion ontinue positive sur U ×U , interprétéeomme le oût de transport du lient positionnée en x vers l'établissementloalisé en y, alors le oût total minimal de l'alloation de la population delients vers l'ensemble des établissements est donné par

Ac(µ, ν(yJ+1)) = inf
Q∈Pµ,ν(yJ+1)

∫

U×U

c(x, y)Q(dx, dy) (0.2)qui existe sous ertaines onditions sur µ et c (Gangbo et MCann, 1996).La position optimale théorique y∗
J+1 du nouvel établissement est hoisie telleque la fontionnelle (0.2) soit minimale parmi l'ensemble des positions pos-sibles yJ+1 de U pour l'implantation du nouvel établissement. La solution auproblème théorique s'érit alors

y∗
J+1 = argmin

yJ+1∈U
Ac(µ, ν(yJ+1))et la solution au problème empirique

ŷ∗
J+1 = argmin

yJ+1∈U
Ac(µn, ν(yJ+1))Remplaer µ par µn dans Ac(µ, ν(yJ+1)) donne la version disrète du pro-blème de Monge-Kantorovih. Sous la ondition lassique en M-estimationde �minimum bien séparé� de la fontion yJ+1 7→ Ac(µ, ν(yJ+1)) qui s'érit

inf{Ac(µ, ν(yJ+1)) : yJ+1 ∈ U, d(yJ+1, y
∗
J+1) > ε} > Ac(µ, ν(y∗

J+1)),



0.4. PROCESSUS EMPIRIQUES ET M-ESTIMATION 23pour tout ε > 0, et pour une fontion de oût c dans la lasse des fontions
c(·, ·) = d(·, ·)p telle que p > 0 et ∫

U

c(x, a)dµ(x) < ∞ pour tout point a ∈ U,nous démontrons que d(ŷ∗
J+1, y

∗
J+1)

p.s.
−−→ 0 quand n → ∞.Nous avons aussi obtenu la onvergene en probabilité pour des quasi-minimums

ŷ∗
J+1, 'est à dire véri�ant

Ap(µn, ν(ŷ∗
J+1)) ≤ inf

yJ+1∈U
Ap(µn, ν(yJ+1)) + oP (1) (0.3)ave Ap(·, ·) = [Ac(·, ·)]

min(1,1/p) étant la distane de Wasserstein.Une étude numérique du résultat de onvergene préédent est réaliséesous R en utilisant l'algorithme semiLAPJV d'assignement de Volgenant(1996) sur des éhantillons simulés.Problèmes de positionnement ave ontraintesDans le hapitre 4, on étudie la onvergene asymptotique des solutions deproblèmes de positionnement optimal empiriques vers la solution du problèmethéorique dans le adre de la loalisation d'une nouvelle aserne de pompiers.Les problèmes d'optimisation théorique et empirique s'expriment alors de lamanière suivante
y∗

J+1 = argmin
yJ+1∈Ω

inf
α∈Λ

M(yJ+1, α) (0.4)
ŷJ+1,n = argmin

yJ+1∈Ω
inf
α∈Λ

Mn(yJ+1, α), (0.5)où, dans le as de données i.i.d., M(yJ+1, α) := E(‖X − yα(X)‖
2) + λΦ(α)et Mn(yJ+1, α) := 1

n

∑n
i=1 ‖Xi − yα(Xi)‖

2 + λΦn(α). Les fontions Φn et Φ,dé�nies au hapitre 2, sont des fontions empirique et théorique mesurant lesinégalités de répartition des harges de travail. La fontion objetive équi-libre ainsi le oût de transport et les harges de travail. Le paramètre derégularisation λ dont le hoix est disuté au hapitre 2 est supposé �xé.Notre approhe est di�érente des proédures de M-estimation standard utili-sées en éonométrie ar la fontion empirique infα∈Λ Mn(yJ+1, α) à minimiserne s'érit ni sous la forme d'une moyenne empirique, ni sous la forme d'unefontion dépendant d'un paramètre fontionnel estimé Mn(yJ+1, α̂), ommedans Chen et al. (2008) en Z-estimation.Hors adre des proessus pontuels, lorsque les ouples positions et marques
(X1, M1), . . . , (Xn, Mn) sont supposés indépendants et issus d'une même va-riable aléatoire (X, M) alors la onvergene presque sûre de la solution empi-rique vers la solution théorique est démontrée sous des onditions naturellesen pratique.



24 CHAPITRE 0. INTRODUCTION(H1) inf
k∈{1,...,J+1}

inf
α∈Λ

E[M1Iα−1(k)(X)] > 0.(H2) inf
y:d(y,y∗

J+1)≥ε
inf
α∈Λ

M(y, α) > inf
α∈Λ

M(y∗
J+1, α), pour tout ε > 0.(H3) {α−1(j); α ∈ Λ} est une lasse d'ensembles de Vapnik-Chervonenkis,pour tout j = 1, · · · , J + 1.Une généralisation de la théorie de Vapnik-Chervonenkis à des séries

(Xi)i≥1 β-mélangeantes est présentée dans Peskir (2000). Compte tenu dees résultats de loi forte des grands nombres uniformes, les perspetives d'ex-tension de notre théorème de onvergene au as dépendant existent.0.5 Indies de onentration et proessus pon-tuels marquésL'étude de la loalisation d'ativités éonomiques s'appuie sur la mesure del'inégalité de leurs répartitions dans l'espae et surtout sur leurs onen-trations en ertains points. De nombreux indies de onentration ont étéintroduits en éonométrie pour mesurer des inégalités géographiques à par-tir de données agrégées (masse salariale, taux d'emploi,. . .) dans des zones�xées. Nous en présentons quelques exemples au hapitre 5.Cependant, e déoupage en zones présente plusieurs désavantages, no-tamment elui d'être biaisé par rapport au hoix de l'éhelle géographique.Cet inonvénient majeur est à l'origine de nouveaux indies de onentrationbasés sur les distanes omme les indies de Duranton et Overman (2005) etMaron et Pueh (2007). Malheureusement, il n'apparait pas rigoureusementquelles sont les quantités théoriques estimées par es indies de onentra-tion. C'est pour ette raison que nous avons herhé à exprimer es indiessous la forme d'estimateurs de aratéristiques de proessus pontuels mar-qués. Nous rappelons au hapitre 5 les notations et dé�nitions néessairespour présenter des aratéristiques du seond ordre d'un proessus pontuelspatial marqué. Ensuite, nous dé�nissons l'indie IDO de Duranton et Over-man (2005) et l'indie IMP de Maron et Pueh (2007), et les érivons enfontion d'estimateurs de aratéristiques de proessus pontuels marqués.Compte tenu de l'ériture des indies IDO et IMP , nous introduisons unnouvel indie de onentration basé sur la dé�nition d'une nouvelle araté-ristique générale du seond ordre d'un proessus pontuel marqué. Le premier



0.5. INDICES DE CONCENTRATION ET PROCESSUSPONCTUELS MARQUÉS 25avantage de notre indie de onentration est d'être présenté omme l'estima-teur d'une quantité théorique du proessus pontuel sous jaent. Le seondavantage est de pouvoir onsidérer des proessus pontuels des positions in-homogènes, à l'inverse des indies IDO et IMP .Dans la dernière partie du hapitre 5, nous dé�nissons un adre asymp-totique ave domaine d'observation borné, dans lequel nous étudions le om-portement asymptotique de notre indie de onentration.
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Chapitre 1Analyse exploratoire etmodélisation de sinistres parproessus pontuels spatiauxmarqués
Sommaire1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321.2 Bakground on summary statistis . . . . . . . . . 351.3 Time variation and spatial variation . . . . . . . . 381.4 Analysis of the workload mark . . . . . . . . . . . 411.5 Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45Two density estimates . . . . . . . . . . . . . . . . 48Models based on density estimate Ĉ1 . . . . . . . . 49Models based on density estimate Ĉ2 . . . . . . . . 521.6 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53Abstrat :We examine a database of �remen emergenies in the surroundings of theity of Toulouse during the year 2004, using methods of statistial analysisfor spatial point patterns. Firemen emergenies are haraterized by theirpositions and di�erent features (time, duration, type, . . .) that one an mo-del as a spatio-temporal marked point proess. For our study, we onsiderthe following harateristis for �remen emergenies : positions, time of o-urenes and marks whih take into aount the duration and the number of29



30 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRES�remen involved. We use graphial methods to explore the struture of theunderlying spatial point proess with a �nal objetive of hoosing a suitablemodel for future work. We �rst review the basi onepts and methods usedin the paper. Considering the marginal spatio-temporal point pattern, wepropose to evaluate the importane of the variation of intensity over timein omparison with spatial variation and to test the dependene betweenpositions and time. Afterwards, we ondut an exploratory analysis of themarks to test their dependene with positions as well as their dependenewith time. Our resulting framework of independene allows us to explore thedependene between ategories in order to test the random labeling hypo-thesis. Then, under the hypothesis of random labeling and invariane in timewhih have been established in the �rst two parts, we �t a spatial point pro-ess model to the unmarked spatial point pattern aggregated over the wholeyear. Finally, we analyze the goodness-of-�t of our models by exploring the�rst and seond order harateristis of simulations from the �tted model.Throughout this artile, the exploratory analysis is made using mainly theR pakage spatstat.1.1 IntrodutionThe database of �remen emergenies, provided to us by the �re departmentSDIS 31, ontains the loations and harateristis (time, duration, num-ber of �remen, . . .) of emergenies whih have required an intervention of�remen in the surroundings of the ity of Toulouse, the largest town of theMidi-Pyrénées region in Frane, during the year 2004. Examples of emer-genies inlude �res but also ar aidents, assistane to injured people, . . ..After removing outliers and emergenies with missing values, we have theloations of 20820 emergenies with 5433 distint points in an area of 620km2. The important number of dupliations for this spatial point pattern isaused by a positional error. The loation of emergenies has not been reor-ded exatly but approximated by a nearby loation whih an be the entroidof the street for example. No information is available for this positional er-ror even if we an think that it is losely linked with the level of urbanization.This problem arises quite frequently in pratie, for instane in eonometrisor epidemiology (Benes et al., 2005). For eah emergeny, we have in thisdataset the loation in the Lambert II extended oordinate system, the timeof ourene (in seonds sine 1970) and the orresponding month. The markwe onsider is the produt of the duration of emergeny by the number of�remen alloated to eah emergeny (number of man-hours) whih thus re-



1.1. INTRODUCTION 31presents a measure of total workload. Therefore, for us, an emergeny with alow duration time and a high number of �remen will be onsidered as impor-tant as an emergeny with a high duration time and a low number of �remen.The exploratory analysis of this dataset is a preliminary step in the study ofthe following problem : �nd the optimal position of a new �re station in thisarea. The aim of the present paper is to analyze the point pattern in orderto guide the hoie of a well-founded spatio-temporal marked point proessmodel to be used in Bonneu & Thomas-Agnan (2008).The exploratory analysis for spatial point patterns often uses nonparametriestimates of various summary statistis based on �rst and seond order pro-perties of point proesses. First of all, these harateristis are useful to testthe hypothesis of Complete Spatial Randomness (CSR), whih onsists indetermining whether the point pattern derives from a homogeneous Poissonproess. Indeed, Poisson point proesses model the absene of interation bet-ween points. The intensity funtion is an important �rst order property whihan be interpreted for homogeneous point proesses as the mean number ofpoints per unit area. Various funtional summary statistis measure aggre-gation/lustering or regularity at distanes less than di�erent thresholds. Inpartiular, we will introdue the L funtion derived from the so-alled Kfuntion introdued by Ripley (1976) for stationary proesses and extendedto a more general lass by Baddeley et al. (2000).The generalization of these statistis to spatio-temporal marked point pro-esses is theoretially feasible but is not yet implemented in software dueto the large dimensions whih does not allow straightforward graphis. Ho-wever, for spatial point proesses with ategorial marks (multitype pointproesses), there is a generalization of these statistis whih allows one tojudge whether the point patterns orresponding to the di�erent ategoriesare generated by the same point proess model (Stoyan & Stoyan, 1994 andShlather, 2001). The hypothesis of Complete Spatiotemporal Randomness(CSTR), whih orresponds to a spatio-temporal point proess where thereis an absene of struture in time as well as in spae, an be tested by ge-neralizing the summary statistis to the temporal ase (Cressie, 1993). Inpratie one often ignores the variation in time and the dependene betweenmarks and positions in order to analyze the point pattern aggregated overtime and to separately �t a spatial point proess model for positions.We suggest two di�erent methods illustrated by graphis to evaluate the im-portane of the variation in time of the intensity in omparison with the



32 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRESvariation in spae. The �rst one onsists in omputing the intensity funtionfor the point patterns assoiated with eah month, for example, and ompa-ring the graphs of their estimates. In the seond one, we introdue estimatesof a measure of the variation in time and variation in spae and we om-pute the resulting ratio. This ratio enables us to understand if the temporalvariation an be viewed as negligible ompared to the spatial variation. Fortesting the dependene between positions and time, we present the results ofseparability tests of the marginal spatio-temporal point proess introduedin Shoenberg (2004) whih involve a omparison of the intensity and theprodut of marginal onditional intensities.We then test the hypothesis of random labeling, i.e. whether the marks arei.i.d. and independent on the positions and time. The dependene betweenmarks and positions an be explained by several aspets : intrinsi heteroge-neity of the domain spae, onurrene e�ets, et. (Shlather et al., 2004).We an use geostatistial methods to test this dependene if the hypothesisthat the point pattern is a realization of a stationary and isotropi spatialpoint proess is reasonable. In our ase, we have a high heterogeneity in thepopulation density. Consequently, we disretize the marks into di�erent a-tegories and graphially ompare the intensity estimates. We also use themethod in Shoenberg (2004) for testing the dependene between marks andpositions, and settle with the same separability tests the matter of the de-pendene between marks and time. Our framework of independene betweenmarks and positions, and also between marks and time, allows us to test thedependene between the workload ategories by omputing a funtion de-noted by Lcross. The absene of orrelation between the workload ategoriessuggests the random labeling of the marks. Thid leads us to the searh foran adequate model for the marginal distribution of the marks.The results thus obtained suggest that it is reasonable to aggregate the spatialpoint pattern over time. But, beause of the high number of emergeniesand dupliated loations, the modelling of the whole point pattern is verydi�ult. Consequently, we hoose to analyze the emergenies of a partiularmonth, for example, June. In this analysis, the major di�ulty in hoosinga suitable model onsists primarily in adjusting the intensity funtion aswell as possible. We present three methods of estimation of the intensity :parametri, nonparametri and semiparametri. For eah di�erent estimateof the bakground intensity, we test the absene of interation for this pointpattern by plotting an estimate of the L summary statisti and the pointwiseenvelope from simulations of an inhomogeneous Poisson proess. Finally, wehoose a �tted model whih presents approximately the same �rst and seond



1.2. BACKGROUND ON SUMMARY STATISTICS 33order properties as those of the spatial point pattern.In this paper, we mainly use the R pakage spatstat for analyzing the spatialpoint proess (Baddeley & Turner, 2005 and Baddeley & Turner, 2006).1.2 Bakground on summary statistisBy de�nition, a spatial point proess X is a random ountable subset of aspae S. As in our example, we fous on point proesses X whose realiza-tions are �nite subsets of a ompat set W ⊂ S. A spatio-temporal markedpoint proess Y = {(x, mx, tx) : x ∈ X} with points x ∈ S, marks mx ∈ Mand times tx ∈ T is de�ned to be a spatial point proess on the produtspae S × M × T . In the sequel, the de�nitions are given for a spatial pointproess X in W ⊂ R2 but an be generalized to higher dimensions. Foronveniene, we number the points of a realization x = {x1, · · · , xn} even ifwe must keep in mind that a point pattern is unordered. For a spatial pointpattern with dupliated points, we often plot the distint points with theirnumber of dupliations. However, due to the high proportion of dupliatedpoints in our ase, we hoose to plot perturbed loations for a better rea-dability. For the perturbation of loations, we use Gaussian noise with zeromean and standard deviation equal to 50 in eah oordinate. Our hoie forthe standard deviation follows from the empirial distribution study of theinter-events distanes. Figure 1.1 (Left) plots the perturbed loations of 2007emergenies in June, suggesting a high inhomogeneity in the distribution ofemergenies due to the density of population. In the sequel, we always onsi-der the perturbed loations of emergenies obtained from the same Gaussiannoise. This hoie is justi�ed later by the di�ulty in using methods based onthe K funtion for a point pattern with a high number of dupliated points(envelope, minimum ontrast estimation, . . .).Estimation of the intensity λThe proess �rst-order harateristi is its intensity funtion λ de�ned as
λ(s) = lim

dδ→0

E [N(dδ)]

dδwhere dδ is the elementary area around s and N(dδ) the number of eventsin this area.If λ is onstant, then X is said to be homogeneous with intensity λ, otherwiseit is inhomogeneous. The estimation of λ is the �rst step in any exploratoryanalysis of a point pattern and aims to evaluate the homogeneity of the



34 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRESproess. In our ase, it is inappropriate to assume homogeneity beause ofthe spatial orrelation of emergenies with the human settlement patternwhih is not stationary. Due to the presene of inhomogeneity, we use akernel method to estimate the intensity funtion. Our absene of informationabout the positional error of emergenies does not allow us to use the newkernel estimators introdued in Cuala (2008). Consequently, we hoose toestimate the intensity funtion on the loations perturbed by the Gaussiannoise de�ned before. The hosen estimate is presented in its anisotropi formwith a border e�ets orretion (Diggle, 1985) :
λ̂(s) =

∑n
i=1 KH(s − xi)

ĉW,H(s)where KH is the kernel with ovariane matrix H de�ned by KH(s) =

|H|−1k2(H
− 1

2 s), k2 is the density funtion of a standard bi-dimensional Gaus-sian variable and ĉW,H(s) is an estimate of the edge orretion fator cW,H(s) =∫
W

KH(s−u)du. In its isotropi form Kh is the kernel with standard deviation
h de�ned by Kh(s) = h−2k(h−1s).The hoie of a good bandwidth h is di�ult in pratie, notably with verywide variations in λ as mentioned in Diggle et al. (2007). Indeed, the methodproposed in Berman et al. (1989) of minimizing an estimation of the meansquare error of λ̂ produes in our ase a value of h lose to zero. For seletingan optimal diagonal matrix H we an use a plug-in method implementedin the R pakage ks with binned pilot estimation (Wand & Jones, 1994).The diagonal terms of the bandwidth matrix obtained are su�iently smallto apture hanges in population density between urban and rural environ-ments and to avoid problems of under-smoothing. For the point pattern ofemergenies in June, the smoothing parameter is between 700 and 900 metersfor both oordinates. We subsequently use the isotropi form with bandwidth
h = 800. Figure 1.1 (Right) represents the logarithm transformation of theintensity estimate of emergenies in June. This transformation ahieves anenhanement of variations of intensity around ities smaller than Toulouse.Estimation of the K-funtionTo study the spatial dependene over a wide range of sales, we an usesummary statistis based on a number of known seond order properties.Here, we only onsider the L funtion derived from the K funtion intro-dued by Ripley (1976) for stationary proesses and extended to the lassof seond order intensity-reweighted stationary proesses by Baddeley et al.(2000). The theoretial K funtion for a stationary spatial point proess is
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Figure 1.1 � Left : Perturbed loations of the 2007 emergenies in June.Right : Logarithm transformation of the intensity of emergenies in June.the expetation of the number of extra events within distane r ≥ 0 of arandomly hosen event, divided by the intensity λ. The L funtion is de�nedby L(r) =
√

K(r)/π for all r ≥ 0. At least for small values of r, L(r)− r > 0indiates aggregation/lustering at distanes less than r, and L(r) − r < 0indiates regularity. More preisely, beause K is a umulative funtion, asigni�ant peak of L above 0 shows the maximum range of aggregation andshould be interpreted with are beyond this point. For seond order intensity-reweighted stationary point proesses X, we use the following estimate of theinhomogeneous K funtion introdued in Baddeley et al. (2000) :
K̂inhom(r) =

1

|W |

n∑

i=1

∑

j 6=i

ŵxi,xj ,r1I(‖xi − xj‖ ≤ r)

λ̂(xi)λ̂(xj)
, r ≥ 0where ŵxi,xj ,r is a boundary orretion fator and |W | the area of W . Themore ommon boundary orretion fator is the translation orretion fator

wxi,xj ,r = |W ∩ Wxi−xj
|−1, where Wxi−xj

= {ξ + xi − xj : ξ ∈ W}, but isomputationally expensive for large point patterns. So, in our ase, we preferthe border orretion fator implemented in spatstat,
ŵxi,xj ,r =

1I(d(xi, ∂W ) > r)
∑n

k=1

(1I(d(xk, ∂W ) > r)/λ̂(xk)
)where ∂W is the boundary of the observation window.Afterwards, in order to study the orrelation struture in multivariate pointproesses suh as X = (Y, Z), ross summary statistis Kcross

inhom(Y, Z) havebeen introdued for the non-stationary ase in the same way as the K fun-tion. The de�nition of Kcross
inhom(Y, Z) onerns ross seond order intensityreweighted stationary proesses ; an estimate is given by



36 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRES
K̂cross

inhom(Y, Z)(r) =
1

|W |

ny∑
i=1

nz∑
j=1

ŵyi,zj ,r1I(‖yi − zj‖ ≤ r)

λ̂Y (yi)λ̂Z(zj)
, r ≥ 0 (1.1)The Lcross

inhom funtion is the extension to the multivariate ase of the Linhomfuntion for the univariate ase. For onveniene and where there is no pos-sible onfusion, we use the notations K, L and Lcross respetively for Kinhom,
Linhom and Lcross

inhom.EnvelopeIn general, let us onsider a statisti L(r) and a given hypothesis H0. Ty-pially, the null hypothesis an be the absene of interation, the randomlabelling hypothesis or the goodness-of-�t of a given model. Critial intervalsare neessary to judge the deviane from the null hypothesis of a nonpara-metri estimate of a summary statisti. Let L̂(r) be the estimate omputedfrom the observed point proess X in W , and L̂1(r), · · · , L̂m(r) those ob-tained from i.i.d. simulations X1, · · · , Xm under H0. For eah value of r, wean estimate any quantile for the distribution of L̂(r) under H0 from the em-pirial distribution of L̂1(r), · · · , L̂m(r), if m is large enough. The quantiles
Ll(r) and Lu(r) used to onstrut the ritial interval are alled respetivelythe lower and the upper envelope. We obtain a pointwise envelope beausewe have a ritial interval for eah value of r. Throughout this paper, the en-velope is omputed from 39 simulations with pointwise minima and maximain order to have for eah r a 5% probability that the estimate of L(r) fallsoutside the interval.1.3 Time variation and spatial variationIn this setion, we fous on omparing the relative importane of time va-riation and spatial variation in the intensity of the spatio-temporal pointproess. In pratial situations, unless the importane of time is well-knownand predominant (earthquakes,. . .), the dependene on time is often ignoredby aggregating the spatial point proess over time. Even so, there does existsome literature on spatio-temporal point proesses models (Diggle (2006)).We would like to make sure this aggregation is justi�ed in our ase. Beauseit will be impratiable to simultaneously model spae, time and marks, wehoose to ignore here the possible dependene between marks and time. Wethus perform this investigation by aggregating the marked proess into a



1.3. TIME VARIATION AND SPATIAL VARIATION 37single unmarked one. Diggle et al. (2005) propose a Monte Carlo test to in-vestigate temporal hanges. We propose to deompose the spatio-temporalproess into 12 monthly realizations. A �rst approah is to ompare the loga-rithm transformation of estimates of the intensities for eah month (Figure1.2). At �rst sight, the estimates of intensities do not show important mo-di�ations in shape and seem to present a temporal trend with a low rateof hange. Indeed, we note a slight trend in the total number of emergeniesthrough the year.
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Figure 1.2 � Logarithm transformation of intensity by month.A seond approah onsists in omputing the ratio between an estimateof the time variation and an estimate of the spatial variation of intensity. Tomeasure the time variation at a loation s, we introdue
TMSE(s) =

1

12

12∑

k=1

(λ̂k(s) − λ̄(s))2where λ̂k is the intensity estimate of the month k and λ̄ = 1
12

∑12
k=1 λ̂k isthe mean intensity. This measure is omputed on a regular grid of m pointss = {s1, · · · , sm} in the domain spae. We denote TMSE the pixel imagegiving the value at eah point of the grid.To measure the spatial variation, we introdue



38 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRES
SMSE =

1

m

m∑

i=1

(
λ̂(si) −

n

|W |

)2

The image ratio TMSE/SMSE indiates that the time variation is negli-gible in omparison with the spatial variation. Indeed, the time variationrepresents 0.5 perent of the spatial variation at most. Figure 1.3 shows thelogarithm of this ratio whih re�ets well the high spatial inhomogeneity inthis domain.
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Figure 1.3 � Logarithm of the image ratio between the time variation andthe spatial variation of intensity.Finally, we investigate the separability of the intensity funtion of thespatio-temporal point proess (X, D) as in Shoenberg (2004), i.e. we testwhether we have
λX,D(s, t) = λX(s)fD(t), s ∈ W and t ∈ T.where λX,D and λX are respetively the intensities funtions of (X, D) and X,and fD the density funtion of D. We denote by λ̂ the estimate of λX,D andby λ̃ that of λXfD. We want to judge the di�erene between the two. The fatthat s ∈ W ⊂ R2 and t ∈ T ⊂ R do not allow us to present straigthforwardgraphis as in setion 1.4 where we disuss dependene between marks andtime. To ompare the two estimates, we ompute four statistis de�ned in theShoenberg's artile on a regular grid of m points (s,t) = {(si, tj) ∈ W ×T :

i = 1, · · · , ms; j = 1, · · · , mt}.



1.4. ANALYSIS OF THE WORKLOAD MARK 39
S1 = sup

i,j
{|λ̂(si, tj) − λ̃(si, tj)|/

√
λ̃(si, tj); (si, tj) ∈ (s,t)}

S2 = inf
i,j
{|λ̂(si, tj) − λ̃(si, tj)|/

√
λ̃(si, tj); (si, tj) ∈ (s,t)}

S5 =
1

m

∑

(si,tj)∈(s,t)(λ̂(si, tj) − λ̃(si, tj))
2

S6 = sup
i,j

{(λ̂(si, tj) − λ̃(si, tj))
2; (si, tj) ∈ (s,t)}Abnormally large value of these tests statisti indiate a departure from theseparability hypothesis. The intensities and the probability density are om-puted with the kde funtion in the R pakage ks, initially programmed fordensity estimation. This funtion allows omputing of the density/intensityfor three dimensional point pattern. So, in order to obtain intensity esti-mates, we multiply the result by the number of points. These estimates arenot adjusted by a orretion fator for border e�ets. To judge the signi�-ane of these statistis, we onstrut one-sided Monte-Carlo tests from 19simulations of a Poisson point proess under the null hypothesis of separabi-lity. If the statisti test S is lower than the maximum value obtained from thesimulations then we aept the separability assumption at level 5%. For om-putational reasons, we limit our study to a subsample of 2000 emergeniesrandomly hosen. Here, the four tests onlude to the separability assump-tion. Note that this Monte-Carlo inferene is based on simulations from thePoisson model, an assumption that we will disuss later in the paper.The di�erent approahes show that the variation in time is negligible in om-parison with the variation in spae and that there is independene betweenpositions and time. We therefore onsider that we an aggregate the pointpattern over time without loosing important information.1.4 Analysis of the workload markDependene between marks and positionsMarks and positions are often assumed to be independent but this may nothold in pratie. For instane, in forestry, the diameters of trees an be de-pendent on the nature of the soil and of the presene of others trees nearby.In the ase of �remen emergenies, it is possible that the frequeny of largeworkloads emergenies is higher in some areas. Another type of dependenearises from the fat that an ourene may have an in�uene on the marks of



40 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRESfuture emergenies around it. The �rst type of dependene seems more likelyhere.Summary statistis for marked point proesses are introdued in Stoyan &Stoyan (1994) and Shlather (2001) to test the dependene between onti-nuous marks and positions. However, these statistis are just de�ned for sta-tionary and isotropi marked point proessses. In these artiles, the marksproess is modeled as a random �eld and the authors an apply geostatistialmethods. In Shlather (2004), the test of dependene is valid for any random�eld model where the marks are given by a stritly monotone transformationof a Gaussian random �eld. This last assumption on the marks is not nees-sary for the test based on the onditional expetation of marks developed inGuan (2006). Guan's method allows the treatement of examples with bimo-dal distribution of marks. However, to our knowledge, tests of dependenebetween ontinuous marks and positions in the ase of inhomogeneous pointproesses are not available.We next use two empirial approahes to test the validity of the inde-pendene. We �rst use the same method developed for testing the temporaltrend. We disretize the logarithm of workloads, to mitigate the in�uene ofoutliers, into three ategories : Low, Medium, and High. This disretization isperformed by applying the k-means method minimizing the within ategoryvariane. Figure 1.4 represents the logarithm transformation of the estima-ted intensity for the di�erent ategories of the multitype point patterns. Thepatterns of estimates are lose together aross ategories but di�erent in totalmass. This suggests that the point patterns ould be generated by the samepoint proess model with a di�erent expetation of the number of points.
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Figure 1.4 � Logarithm transformation of intensity by ategory.Left : Smallworkloads. Middle : Medium workloads. Right : High workloads.To on�rm the onlusion of independene between marks and positionsgiven by the previous approah we now investigate the Shoenberg's method.



1.4. ANALYSIS OF THE WORKLOAD MARK 41The statisti tests based on S1 and S2 aept the separability assumptionwhereas those based on S5 and S6 rejet this hypothesis. This situation isnot lear-ut and allows us to onsider one of the two ases. However, takinginto aount this dependene implies looking for a more ompliated model.One an �nd some reasons to believe in dependene between marks andpositions for some ategories of emergenies (�res, ar aidents, . . .) but wethink that this dependene is not very important when onsidering all typesof emergenies simultaneously.Finally, taking into aount the di�erent methods used, the hypothesis ofindependene between the ourenes of emergenies and the workload marksis not as learly established as in the ase of time and loation. Nevertheless,we maintain this hypothesis of independene in order to avoid an intratablemodel.Dependene between marks and timeWe investigate the dependene between marks and time through the sepa-rability method. In this ase, the bidimensional framework allows to presentstraightforward plots of the estimates of λ̂ and λ̃ for the marginal markedtemporal proess (Figure 1.5).
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Figure 1.5 � Left : Intensity estimate λ̂. Right : Intensity estimate λ̃.The graph supports the separability assumption. This onlusion is emphasi-zed by the Monte-Carlo separability tests whih do not rejet the separabilityassumption.Dependene between mark ategoriesNext, we test the dependene between the emergenies of di�erent ategoriesof marks by estimating the funtions Lcross for all pairs of ategories. These



42 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRESfuntions measure the dependene between the points of types i and j atdistanes r ≥ 0. The alulation of Lcross requires a great deal of memory, so,we restrit our study to the June emergenies. We estimate the overall inten-sity of all the emergenies by a semiparametri method using a model with asingle ovariate (population) as is done in setion 1.5. As in Moller & Waa-gepetersen (2004), the estimated intensity for eah ategory is hosen to beproportional to the overall intensity estimate in order to have an expetationof the number of points equal to the number of emergenies in eah ategory.The 39 simulations for the envelope alulation are obtained by taking thesame positions of the multitype point pattern but with a random permutationof ategories. Figure 1.6 presents the estimates and envelopes of Lcross or-responding to the three pairs of ategories : (Low,Medium), (Low,High) and(Medium,High). For the three pairs of ategories the estimated Lcross(r)− rlies within the envelope even though it appears to trak the upper envelopeboundary and sometimes exeed it in a few instanes. So, we an onsiderthat the emergenies of di�erent ategories of marks are independent. Theindependene is not a surprising hypothesis in this pratial example and isveri�ed under the assumption of independene between marks and loations(proportional intensities).
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Figure 1.6 � Estimated Lcross(r)−r for the three pairs of ategories on emer-genies in June (solid line), average and envelope from 39 multitype pointpatterns with same loations but ategories given by a random permutation(dashed lines).Marginal distributionThe previous setions have onluded that we an model the marginal pointpattern of positions and marks separately in order to avoid a more om-



1.5. MODEL 43pliated model. This is the reason why now we analyse now the marginaldistribution of marks. Figure 1.7 (Left) presents the histogram of the loga-rithm of workloads. At �rst sight, one may think that a log-normal modelis aeptable onsidering the empirial marginal distribution of marks. Ho-wever, the Normal Q-Q plot of the logarithm of marks in Figure 1.7 (Right)show that it is not a reasonable hoie. The kurtosis value is far away fromthe kurtosis value of the adjusted normal model. Many others transformationwith the aim to obtain a normal distribution as well as di�erent models wereattempted but none of these were satisfatory. The transformations onside-red inlude the Box-Cox transformation with an optimal parameter hosenby boxox.�t (pakage geoR), inverse transformation,. . .. Moreover, we havetried in vain to �t several models from the logarithm of marks (Cauhy,Gaussian Mixture, . . .) or diretly from the marks (Exponential, GeneralizedPareto, Generalized Extreme Values, . . .). This di�ulty in obtaining a sa-tisfatory model for the workload marks suggests that we should onsider abootstrap proedure for generating �simulated� samples.
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Figure 1.7 � Left : Histogram of the logarithm of workloads. Right : NormalQ-Q plot of the logarithm of workloads (xaxis : Theoretial Quantiles, yaxis :Sample Quantiles).1.5 ModelOn the basis of the previous analysis, we deide to onsider in this setion themarginal spatial point pattern of positions aggregated over the year for �ttinga spatial point proess model ignoring the marks. But, due to the high numberof loations, we take a subsample of this point pattern orresponding toemergenies of a partiular month, for example, June. For testing the absene



44 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTRESof interation, we hoose to apply a Monte-Carlo test by omputing simulatedenvelopes of the inhomogeneous L funtion under an inhomogeneous Poissonproess model. The �rst step in order to estimate the L funtion and tosimulate realizations of an inhomogeneous Poisson proess is to estimate theintensity funtion. We investigate three methods for estimating the intensity :parametri, nonparametri and semiparametri with one ovariate.Parametri and Nonparametri estimationThe parametri method onsists in estimating the logarithm of the intensitywith a polynomial in the oordinates. We estimate the polynomial oe�-ients by the method of maximum pseudo-likelihood (Moller & Waagepeter-sen (2004)). However, parametri models with a reasonable degree (< 5) areoften unsatisfatory in the presene of high inhomogeneity of the loationsof points in the domain. The resulting intensity is a rough estimate and theoe�ients are di�ult to ompute for higher degrees.An alternative is to use nonparametri methods that are more adaptable. Amajor problem is always to separate inhomogeneity explained by the intensity
λ and interations measured by the L funtion. Figure 1.8 (Left-Middle1)shows that our hoie of h = 800 yields an intensity estimate and a simulatedpoint pattern lose to the point pattern of emergenies in June. So, fromthe point of view of the �rst order harateristi, an inhomogeneous Poissonpoint proess seems to be an appropriate model. The hoie of the bandwidthfor the kernel estimation is of primary importane. As in Diggle (2003), theestimated L(r)−r in Figure 1.8 (Middle2) shows that the seleted bandwidthis too small and involves an over-�tting problem. Figure 1.8 (Right) alsodisplays the estimated L(r)− r and envelope when we use the leave-one-outestimate λ̄ of the intensity funtion introdued in Baddeley et al. (2000) toorret the bias in the estimate of L(r) − r. Its formula is given by

λ̄(s) =
1

ĉW,h(s)

n∑

i=1

Kh(s − xi)1I(xi 6= s)If λ̂ and λ̄ are approximated by their values evaluated at a �xed grid ofpoints, the two estimators of the intensity surfae agree with probability 1.The di�erene with the usual estimator onsists in not taking into aount inthe summation the point of the pattern at whih we estimate the intensity.The use of this estimate in the estimation of K gives a better bias in thesimulation example of Baddeley et al. than the lassial one. The bandwidth
h = 800 with the leave-one-out estimator gives here an envelope whih is



1.5. MODEL 45di�ult to interpret due to the surprising form of the mean urve under thenull hypothesis of a Poisson proess (Figure 1.8 (Right)).
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Figure 1.8 � Left : Nonparametri density estimation with bandwidth
h = 800 (June emergenies). Middle1 : A simulation from an inhomoge-neous Poisson proess model. Middle2 : Estimated L(r) − r on emergeniesin June (solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomo-geneous Poisson proess (dashed lines) with λ̂. Right : As previously withthe leave-one-out estimation λ̄ of the intensity.Moreover we think that the use of the same data to estimate nonparame-trially both λ and L is problemati. Indeed, we obtain better results byusing the emergenies in May for the estimation of λ, whih is then usedin the estimate of the L funtion for the point pattern in June. Figure 1.9shows that this method allows to �t a Poisson proess model with a similar�rst order harateristi, a good simulated proess and a better graph for
L(r)−r. Finally, the envelope of L(r)−r implies that we onlude to neitheraggregation nor repulsion in the point pattern ; neither do we onlude to anover-�tted model. However, in this ase, the envelope is highly dependent onthe hoie of the subsample for the estimation of λ. For instane, the hoieof the month of July for the estimation of λ would involve �artifat� on theenvelope estimate. This is a reason why we did not pursue this diretionfurther.Semiparametri estimation with one ovariateIn many ases, the intensity of the spatial point pattern depends on ova-riates. For instane, our spatial point pattern is in�uened by environmentaland eonomi ovariates : population, presene of woods,. . .. In our study,we have a population ovariate whih allows us to estimate the intensity ofemergenies from an estimate of the population density. Our population ova-riate is the number of inhabitants in 296 INSEE administrative units namedIRIS. We know the total population and the entroid of eah IRIS. Figure
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Figure 1.9 � Left : Nonparametri intensity estimation with bandwidth
h = 800 (May emergenies). Middle : A simulation from an inhomogeneousPoisson proess model. Right : Estimated L(r) − r on emergenies in June(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneousPoisson proess (dashed lines).1.10 represents these units with a irle entered at those entroids with ra-dius proportional to the number of inhabitants. We denote by ξ1, · · · , ξ296the entroids of the administrative units and by N1, · · · , N296 their num-ber of inhabitants. It is neessary to know the values of this ovariate atevery point in the window in order to estimate the bakground intensity.Consequently, we predit the ovariate on a regular grid with a nonparame-tri preditor and then estimate the oe�ient α and β in the expression
λ(s) = exp(α + β log(Ĉ(s))) by maximum pseudo-likelihood, where Ĉ(s) isthe estimate of the ovariate.Two density estimatesWe present two nonparametri methods to estimate the population density.The �rst one Ĉ1(s) is a lassial nonparametri kernel method with a seletedglobal bandwidth h = 900 and a border orretion fator. The seond kernelmethod uses an adaptive hoie of bandwidth based on the k-nearest neigh-bors. At eah point of a regular grid, we estimate the population density byapplying an Epanehnikov kernel ke with its support adapted in order to takeinto aount only k entroids. We arbitrarly hoose k = 5. The expression ofthis estimator is

Ĉ2(s) =
1

NPophs

296∑

i=1

Nike

(
s − ξi

hs

)where NPop =
∑296

i=1 Ni, ke(s) = 3
4
(1 − ‖s‖2) and hs = ‖s − ξ‖(5) is the �fth



1.5. MODEL 47order statisti of distanes between s and the IRIS entroids. We do not usehere any orretion fator for border e�ets.Figure 1.10 displays the logarithm transformation of these two density es-timates. We note that the seond approah has the advantage of learlyidentifying the biggest ities in this region. Infortunately, the intensity isunder-estimated near the boundary of the observation region.
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Figure 1.10 � Left : Proportionnal symbol map of number of inhabitantsper IRIS. Middle & Right : Logarithm transformation of the population den-sity estimated by a nonparametri kernel method with a global bandwidth(Middle) and a loal bandwidth obtained by k-nearest neighbors (Right).Models based on density estimate Ĉ1First of all, we fous on models onstruted from the density estimate Ĉ1obtained by the �rst method. By maximum pseudo-likelihood, we obtain α̂and β̂ and write λ̂1(s) = exp(α̂ + β̂ log(Ĉ1(s))) for all s in the regular grid.Figure 1.11 shows a simulation of a Poisson point proess with intensity λ̂1and an envelope whih lead us to rejet the hypothesis of no interation, andsuggests aggregation for r ≤ 1500.We tested three inhomogeneous point proesses models of lustering : theMatern luster proess and the Thomas luster proess whih belong to thelass of Neyman-Sott proesses and the Log Gaussian Cox Proess (Molleret al. (1998)). Neyman-Sott proesses and Log Gaussian Cox proesses areluster proesses in the lass of Cox proesses. A Cox proess is obtainedby onsidering the intensity funtion of the Poisson proess as a realisa-tion of a random �eld. Neyman-Sott proesses are obtained by lusteringpoints around a homogeneous Poisson point proess with intensity κ (�mo-ther� proess). A realization of a Neyman-Sott proess is obtained by all therealizations of independent Poisson proesses at eah �mother� point. Thisdaughter point proess has an intensity funtion whih depend on a kernel
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Figure 1.11 � Left : A simulation from an inhomogeneous Poisson proessmodel with intensity λ̂1. Right : Estimated L(r) − r on emergenies in June(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneousPoisson proess (dashed lines).funtion. The two point proess models onsidered here are given by a spei-� kernel (Moller & Waagepetersen (2004)). For a Log Gaussian Cox proess,the intensity funtion is the exponential transformation of a Gaussian �eld(Moller et al. (1998)).The inhomogeneity an be inorporated by di�erent methods (Jonsdottir(2004)). But, for the lass of Neyman-Sott proesses, it is neessary to inor-porate this inhomogeneity by thinning as in Waagepetersen (2006). Indeed,this method is the only one that allows to get an inhomogeneous Neyman-Sott proess whih is seond-order intensity reweighted and for whih theinhomogeneous K funtion is well de�ned. Thinning is an easy method bywhih to simulate inhomogeneous point proesses : we simulate a realiza-tion of a stationary point proess X and afterwards apply an independentthinning method by the �eld de�ned from λ̂1 to obtain a realization of an in-homogeneous point proess Y . The advantage is also that the inhomogeneous
K funtion of Y oinides with the K funtion of X. This fat allows us toestimate the parameters κ and ω of the point proess model by minimizingthe ontrast

∫ a

0

(K̂inhom(t)q − K(t; κ, ω)q)2dtwhere K(t; κ, ω) is known for the lass of point proess models presentedbefore. For the hoie of a and q, Diggle (2003) reommends to hoose aonsiderably smaller than the dimension of the observation plot and q = 1/4.We take a = 4000 meters.The thinning method modi�es the struture of the point proess model. For



1.5. MODEL 49example, Figure 1.12 (Left) displays a simulation of the �tted inhomogeneousThomas luster proess whih shows that the expeted number of points perluster is di�erent. If we inorporate the inhomogeneity by onsidering aninhomogeneous Poisson point proess for the �mother� points, then the usualstruture is maintained in omparison with the stationary ase. Indeed, theexpeted number of points per luster is onstant in this ase. Figure 1.12presents a simulation of the �tted Thomas point proess whih looks quitedi�erent from the emergenies in June. The minimum ontrast estimationyields an expeted number of �mother� points and a sale parameter whihare too small. By onstrution, the seond order harateristi of this �ttedpoint proess model is lose to that of the point pattern (Figure 1.12 (Right)).
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Figure 1.12 � Left : A simulation from an inhomogeneous Thomas pointproess model obtained by thinning. Right : Estimated L(r) − r on emer-genies in June (solid line), average and envelope from 39 simulations of aninhomogeneous Thomas point proess model obtained by thinning (dashedlines).We now generalize to the ase of Log Gaussian Cox proesses (LGCP) themethod proposed in Waagepetersen (2006) for Neyman-Sott proesses.The simulation of the �tted LGCP in Figure 1.13 (Left) features aggregationareas as in our point pattern. However, these areas are wider and mainlyonentrated around the ity of Toulouse. Moreover, several areas exhibitno points or very few points in the simulation whereas they are importantareas of emergenies in the point pattern. This is the ase of the area inthe bottom-left of the region whih orresponds to the large ity of Muret.We also note that the boundary of the region has generally few points inthe simulation. The envelope of L(r) − r is large due to the fat that thevariability of the expeted number of points in the simulations is relativelyimportant. The envelope suggests that the goodness-of-�t of this model issatisfatory.
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Figure 1.13 � Left : A simulation from an inhomogeneous LGCP modelobtained by thinning. Right : Estimated L(r) − r on emergenies in June(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneousLGCP model obtained by thinning (dashed lines).
Models based on density estimate Ĉ2We onsider the ase where the bakground intensity estimate λ̂2 is derivedfrom the density estimate Ĉ2. Compared to the simulation of a Poisson pointproess with estimated intensity λ̂1, the simulation in Figure 1.14 (Left) nowfeatures more aggregated areas and reveals the area of the ity of Muretin the bottom-left of the region. From the �rst order harateristi point ofview, this point proess is a good model of the emergenies. The Monte-Carlotest of no interation in Figure 1.14 onludes that our point pattern is moreaggregated for approximately r ≤ 1500 and more regular for large r than thePoisson model. We rejet the hypothesis of no interation and �t a LGCPmodel next.The parameters of the LGCP are estimated as previously by the minimumontrast method and the inhomogeneity is inorporated by thinning. The ob-tained simulation shows that this point proess model is interesting beausethe distribution of the aggregated areas is lose to those of our point pattern(Figure 1.15 (Left). There is no void large area exept near the boundary ofthe region. Therefore, the inhomogeneous LGCP model obtained from thethinning by the �eld λ̂2 yields a satisfatory model of the point pattern ofemergenies in June. We only add that the estimate λ̂2 should be improvedby onsidering an edge orretion fator in the density estimate Ĉ2.
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Figure 1.14 � Left : A simulation from an inhomogeneous Poisson proessmodel with intensity λ̂2. Right : Estimated L(r) − r on emergenies in June(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneousPoisson proess (dashed lines).
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Figure 1.15 � Left : A simulation from an inhomogeneous LGCP modelobtained by thinning. Right : Estimated L(r) − r on emergenies in June(solid line), average and envelope from 39 simulations of an inhomogeneousLGCP model obtained by thinning (dashed lines).1.6 ConlusionsThe study of this spatio-temporal marked point pattern of emergenies du-ring one year underlines the numerous di�ulties faed when analyzing om-plex and large data sets. First of all, the high inhomogeneity and the manydupliated points are a major problem in the estimation of the bakgroundintensity of the emergenies. These di�ulties result in problems in �ndinga good bandwidth h whih does not lead to over-�tting.In the ase of inhomogeneity of the positions, the global test of indepen-dene between positions, time and ontinuous marks is intriate. So, we have



52 CHAPITRE 1. ANALYSE ET MODÉLISATION DESINISTREStested this dependene two by two on di�erent subsamples for omputationalreasons. It seems hard to make a de�nite hoie between the di�erent pointproess models onsidered here. Indeed, the Poisson point proess with in-tensity estimated nonparametrially yields a simulation with loalizations ofevents lose to that of our point pattern, but the estimate of the L funtionpresents some over-�tting. It is di�ult to deide whether this phenomenonis due or not to an �artifat� in the estimate of L.With the semiparametri approah, we observe that the adaptive kernelestimation of the population density yields better point proess models thanthe lassial kernel estimation with a global bandwidth. So, we retain as a-eptable models for our data set, the Poisson point proess with intensity λ̂2and the LGCP with inhomogeneity obtained with the thinning by λ̂2. Thegoodness-of-�t is satisfatory for the �rst order harateristi for the Pois-son model while it is good for the �rst and seond order harateristis forthe LGCP model. In spite of the boundary errors generated by the adaptivekernel estimation and the variability of the number of points per simulation,the LGCP appears to us as a good enough model of the June emergenies.The generalization to the other months is made by onsidering intensi-ties proportional to λ̂2 aording to the expeted number of points for eahmonth. The marks realizations are obtained by a bootstrap proedure andare a�eted independently to the point pattern of positions.



Chapitre 2Modèles de proessus pontuelsspatiaux pour des problèmes deloalisation-alloation
Sommaire2.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.2 Literature on loation-alloation problems . . . . 572.3 The ase of the �re stations loation problem . . 582.3.1 The data set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.3.2 The optimization problem . . . . . . . . . . . . . . 592.4 SPP loation-alloation . . . . . . . . . . . . . . . . 612.4.1 Fitting the point proess model . . . . . . . . . . . 622.4.2 Bootstrapping the spatial loations . . . . . . . . . 622.4.3 Optimization strategy . . . . . . . . . . . . . . . . 63Seleting the ompromise between distane andequilibrium improvement . . . . . . . . . 63The naive method . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64The geneti algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . 65The stohasti heuristi algorithm . . . . . . . . . 66Toy example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 672.4.4 Analyzing the results on the �remen data . . . . . 712.5 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7553



54 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONAbstrat :The problem of �nding an optimal loation frequently ours in geomar-keting, eonomis and other �elds : positioning a new branh of a bank, asupermarket, a �re station, a plant, designing a tra� network, et. Theoptimal loation of the soure faility is the argument-minimum of an opti-mization problem parameterized by some harateristis of the lients. Therandom nature of some of these harateristis has already been reognized,but few stohasti models for loation alloation problems address the issue ofunertainty of the loations of the lients, and even then they do it with verynaive tools. It is proposed to reognize unertainty in the spatial positionsof the lients, and possible spatial autoorrelation as well, by onsideringthe random inputs of the optimization as one realization of a spatial markedpoint proess. The method, alled SPP loation-alloation, involves �ttinga point proess model, simulating from the adjusted proess, and solving afamily of optimization problems for eah simulated set of observations. Theadvantage of this approah over the deterministi one is twofold : it gives anindiation of the spatial variability of the optimal solution, and it allows oneto solve larger problems. Finally an appliation to the optimal positioningof a new �re station in the Toulouse area (Frane)is presented with someheuristi algorithms.Key words : Spatial point proesses, onditionally multisoure loation-alloation problem, optimal loation.2.1 IntrodutionWe onsider the general problem of �nding the optimal loation of a set ofa given number of soure failities for lients so as to minimize a given ostfuntion and balane the workload of failities. Classial examples of suhproblems inlude loating a new store so as to minimize the transportationost of supplies to stores in order to satisfy ustomers' demand, or loating anew plant so as to minimize the transportation ost of workers to plants. Weuse a pratial ase to illustrate our method, whih is loating one or possiblyseveral new �re stations in order to minimize the total aess time of �remento emergenies, and reah a relative equilibrium of �remen workload.As one an tell from the above examples, the di�erent inputs into the pro-blem are random quantities. However this random nature is often ignored bythe lassial operational researh algorithms. Where random approahes tosuh problems (see random or stohasti or unertain programming models)have been used, they usually ignore unertainty about loation, or assume



2.2. LITERATURE ON LOCATION-ALLOCATIONPROBLEMS 55independent random inputs, or even sometimes identially distributed ran-dom inputs. The problem with these assumptions is that they ignore thefats that the loations of the lients (ustomers, workers, emergenies) maybe unevenly distributed aross spae, and there may be some spatial orre-lations between loations and/or harateristis of the lients. To take thisinto aount, we propose modeling these inputs as realizations of a spatialpoint proess (possibly marked). The purpose of this paper is to illustratethe advantages of this novel perspetive through a ase study, whih is pre-sented in the next setion, about loating a new �re station, using standardoptimization tools and standard statistial tehniques.2.2 Literature on loation-alloation problemsThe �re station optimization problem we onsider in the next setion onsistsof loating a new �re station, given the loations and harateristis of pastemergenies, and given the loations of existing �re stations. This problembelongs to the loation-alloation family and is a onditional multisoureWeber problem ; this �eld is very ative in the operations researh ommunity.The word onditional refers to the fat that only new �re stations have tobe loated. We refer the reader to ReVelle and Eiselt (2005) for a survey onloation-alloation problems and to Brimberg et al. (1997) for a survey onheuristi algorithms for the multisoure Weber problem.Although most of this literature deals with deterministi formulations, somepapers onsider that the environment may hange, and introdue a randomdimension to the problem. Snyder (2005) o�ers a good review of stohas-ti and robust faility loation models. Cooper (1974) onsiders a stohastiextension of the Weber unonditional problem with independent Gaussianrandom loations but minimizing the expeted ost. Stohasti demand isonsidered in Logendran and Terrell (1988), who treat the ase of an un-apaitated transportation plant loation-alloation problem, and in Zhouand Liu (2003), who introdue a hybrid intelligent system for a apaitatedloation-alloation problem. Drezner (1985) analyses the sensitivity of theoptimal loation in a Weber problem to small �utuations in the demandloations.A number of papers fous more spei�ally on the siting of �re station oremergeny servies, but with di�erent viewpoints. Daskin (1982), Goldbergand Paz (1991) and ReVelle (1991) address the problem of adjusting thenumber of emergeny medial servie vehiles to obtain a given overagerate in a given time period. Serra and Marianov (1998) treat the ase ofloating a �re station in the region of Barelona but their approah does



56 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONnot take into aount unertainty on the loations of emergenies. Daskin(1982) develops an expeted overing loation model for emergeny servies,aounting for the possibility of a vehile being busy.From the algorithmi point of view, these are di�ult problems beause oftheir high dimensionality and the existene of many near-maximal solutions.Cooper(1964) introdued heuristi algorithms for these problems, alternatingbetween a loation step and an alloation step. Even today, they are useful toget satisfying loal solutions in a reasonable omputing time, and are oftenombined with other methods. Among reent methods let us mention D.C.programming (Chen et al., 1998), tabu searh (Brimberg et al., 1996), genetialgorithms (Houk et al., 1996), ant olony algorithms (Bisho� and Dähert(2007) and Huang, Liu and Chandramouli (2006)) and swarm optimization.We have restrited attention to tehniques that were already or ould easilybe implemented in the R software in order to be able to ouple it easily withthe modeling phase, whih is most easily done with R.2.3 The ase of the �re stations loation pro-blem2.3.1 The data setThe data set has been provided to us by the SDIS 31, �Servie Départe-mental d'Inendie et de Seours de la Haute-Garonne� (Haute-Garonne isthe �département� in whih Toulouse is the main ity). It onsists of the lo-ations and harateristis of about 20, 000 emergenies in and around theity of Toulouse during 2004 (this area will be denoted by Ω). We de�nean emergeny as any event resulting in a all to a �re station : it inludes�res but also aidents, and all sorts of inidents. Let N be the total numberof emergenies, X1, · · · , XN in R2 be the loations of the emergenies, and
D1, · · · , DN be their assoiated workload (duration in minutes from �rst arri-val of �remen on site until last departure, times number of �remen involved).
N , X1, · · · , XN and D1, · · · , DN will be modelled as random in setion 2.4.1.We are given the loations of J = 6 existing �re stations (sj, j = 1, · · · , J)and their respetive number of �remen zj (Z =

∑
zj) : J and the zj arenaturally onsidered as non random quantities. The median number of �re-men per �re station is around 64 and the median workload is around 174minutes in this base. The data base also ontains some other harateristisof the emergenies suh as the number of vehiles involved, and the type ofemergeny (�re, aident, and so on). The two most frequent emergeniesare aidents and siknesses in the street or the road. We have deliberately



2.3. THE CASE OF THE FIRE STATIONS LOCATIONPROBLEM 57ignored these other harateristis of the emergenies in order to �rst taklea simpler problem. The SDIS 31 would like to reate one (or several) new �restations in order to redue the overall travel time to the emergeny loationsand to relieve the overload of some of the existing ones. The emergeniesloations and durations are intrinsially random : they vary over time andthe data base is just a partiular piture of the situation at a given timeupon whih we base the long term deision of building a new �re station.We will restrit attention to the ase of positioning one new �re station al-though most of the presentation an be adapted to the ase of positioningseveral new �re stations. An equivalent problem is that of reloating a site(for satisfying administrative onstraints) and it is in fat this one that theSDIS 31 was onerned with in the �rst plae. We assume that the numberof �remen in the new �re station (numbered J + 1) is given (equal to 60 inthe appliation).To evaluate the relevane of a loation for the new �re station we need tore-alloate the emergenies to the set of stations inluding the new one : let
α(i) denote the index of the �re station alloated to emergeny i. Let ∆jdenote the mean workload in minutes of a �reman in �re station j

∆j =

∑
i:α(i)=j Di

zj

,and pj =
∆j

D
denote the fration of total workload supported by an average�reman in �re station j, where D =

∑N
i=1 Di is the overall workload. Notethat given the de�nition of the durations Di, this workload does not inludetravel time.2.3.2 The optimization problemThe �rst objetive we want to minimize in that problem is related to the totaltravel time to the emergeny sites. Given the loation of an emergeny, thetravel time ould also be onsidered as being random, beause onditions oftra� vary aording to the time of the day. However, modeling this random-ness would inrease the degree of omplexity of the optimization algorithmand obsure our purpose so we ignore it in a �rst stage. A good proxy forthe travel time would then be the Eulidian distane between an emergenyand the losest �re station. Indeed for �remen, it is important to penalizelarge distanes beause a large travel time may have disastrous onsequenes,whih is why we deided to use the square of the Eulidian distane to proxythe ost of travel time. We are fully aware that this hoie may indue alarge in�uene of outliers if any. However a areful inspetion of large dis-tanes in the data set should be able to disriminate between outliers due to



58 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONreporting errors (whih should be eliminated) and true large distanes (theyrepresent a small fration of the total and our in rural areas). An alterna-tive hoie would be to use the maximum distane objetive as a proxy foran upper bound on aess to a �re but it would indue the same problemswith respet to outliers. In addition, the hoie of squared distane turns outto simplify the optimization problem further as we will see below.Our seond objetive is to ahieve a relative equilibrium in the workloadof �remen aross failities. To measure this objetive, we need to hoose ariterion ΦN (α, {(X1, D1), · · · , (XN , DN)}) whih is minimal when the meanworkloads of �re stations are equal. A simple hoie is to use the maximumdi�erene of workloads
ΦN = max

j=1,...,J+1
∆j − min

j=1,...,J+1
∆j. (2.1)This riterion is minimal and equal to zero when all mean workloads areequal. However it ignores the behaviour of the intermediate workloads. Moreelaborate hoies that take into aount the whole of the distribution wouldbe the Gini index or the entropy riterion, but the �rst one has the advantagethat its value is diretly interpretable and this is the reason why we use forparameter seletion it in the sequel. Reall the de�nition of the Gini index

ΦN =

∑
j,l

zj

Z
zl

Z
|∆j − ∆l|

2
∑

j
zj

Z
∆j

=

∑J+1
j=1 zj

∑J+1
l=1 zl|∆j − ∆l|

2ZD
. (2.2)We then have

ΦN = 0 ⇔ ∆j = D/Z ∀j = 1, · · · , J + 1. (2.3)For the entropy riterion, we have
ΦN =

Z∑

k=1

pj(k) log pj(k) =

J+1∑

j=1

zjpj log pj, (2.4)where j(k) is the index of the station to whih �reman k belongs. Thisriterion is minimal when p1 = · · · = pJ+1 = 1
Z

and in that ase ΦN =
− log(Z).As mentioned above, when loating a new faility, we need to re-alloate theentire set of lients to the set of failities inluding the new one. Therefore theproblem of �nding the optimal loation annot be separated from the problemof �nding an optimal alloation map α : Ω −→ {1, · · · , J +1}. Of ourse, thisoptimal alloation has limited pratial use, sine it alloates emergenies of



2.4. SPP LOCATION-ALLOCATION 59the past in a situation of the future : it is just a tool in the model. Even ifwe were onsidering a dynami version of the alloation problem, a dynamioptimal alloation would have no sense for the �remen, who onsider that anemergeny has to be assigned in real time to the losest-available �re station,the equality of workloads being just a long run goal. Finally the positionof the new �re station sJ+1 = s and the alloation α of emergenies to �restations must be optimized simultaneously, but the optimal alloation is anuisane parameter in our framework.To keep the omputations manageable, some other onstraints have beendeliberately ignored in our �rst pass at the problem, suh as bounds on thetotal workload of a station, but these would be easy to inlude. Using a mul-tiriteria optimization approah (Ehrgott, 2005), we onsider the followingmono-objetive problem
(s∗, α∗) = arg mins,αλ

N∑

i=1

‖ Xi−sα(i) ‖
2 +(1−λ)ΦN (α, {(X1, D1), · · · , (XN , DN)}).(2.5)We later disuss the hoie of the respetive weights assigned to eah partof the objetive funtion.2.4 SPP loation-alloationThe method we propose here onsists of several steps. In the �rst step, weonsider that the loations of the emergenies X1, · · · , XN in R2, and theirdurations D1, · · · , DN , onstitute a realization of a marked point proess

(X, D). The statistial theory of marked point proesses is well establishedand they an be readily simulated ; see for example Moller and Waagepe-tersen (2004). For the parameter estimation as well as the simulations, theimplementation an be done with the R pakage �spatstat� of Baddeley andTurner 1(2005 and 2006). Model �tting is disussed in setion 2.4.1.The aim of the seond step is to obtain small-size repliations of the phe-nomenon under study. We argue in setion 2.4.2 that the smooth bootstrapis a good solution for this. The size of the data set for eah of the opti-mization problems is ontrolled by the user, so the �rst advantage of thisapproah is that, even though one has to repeat the optimization, eah ofthe optimization problems is small.A ommon approah in stohasti loation is to minimize the expetedvalue of the objetive funtion. This leads to a unique �nal optimal loation1http ://ran.r-projet.org/sr/ontrib/Desriptions/spatstat.html



60 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONand this is why we argue that it is preferable to apply an optimization algo-rithm (see setion 2.4.3) to eah repliation, �nd a set of optimal loations forthe new �re station and then analyze its statistial properties. From the setof optimal loations thus obtained, one an produe ontour plots of optimalloations, as we will see in setion 2.4.4, assoiated with levels of on�dene.This onveys a sense of the spatial variability of the solution, and is the se-ond advantage of this method. A deision maker an use the ontour plotsto determine an optimal zone orresponding to a given on�dene, and thenuse other arguments (land availability for example) to selet a loation inthis zone.2.4.1 Fitting the point proess modelIn Bonneu (2007), several models are explored for modeling this data set.Di�ulties arise from the fat that there is a strong lak of homogeneity, andfrom the presene of dupliated points (positions of emergenies are approxi-mated by the nearest point of a given network). It is found that variationin spae is more important than variation in time, and that temporal statio-narity is justi�ed so we an aggregate over time. Separability issues betweentime and spae, spae and workload, workload and time are also onsideredonluding to pairwise independene. Three methods are tested to �t the in-tensity : a parametri approah with polynomials in the oordinates, a purelynon-parametri method by kernel smoothing, and a semi-parametri estimateinvolving a non-parametri density estimation of the population with adap-tive bandwidth. In the parametri and semi-parametri ase, the intensityis �tted by maximum pseudo likelihood (Moller and Waagepetersen, 2004).The semi-parametri estimate λ̂ inluding population density as a ovariateturns out to yield the best results. The seond order properties of the model(presene of interation) is then explored with three models : the Maternluster proess, the Thomas luster proess and the Log Gaussian Cox pro-ess (LGCP). Finally, two models are onsidered as aeptable : a Poissonpoint proess model and an LGCP model. The marginal distribution of theduration proved di�ult to approximate in a parametri family so we usedsimple bootstrap in the simulations of the workloads.2.4.2 Bootstrapping the spatial loationsA basi bootstrap onsists of sampling from the empirial distribution fun-tion of the data, whereas a smooth bootstrap onsists of sampling from someestimated d.f. obtained by �tting some model to the data, or by smoothingthe e.d.f. The di�ulty for bootstrapping dependent data suh as point pro-



2.4. SPP LOCATION-ALLOCATION 61esses is to �nd a proedure that retains the dependene struture of the data.For spatial data, Hall (1985) appears to have been the �rst to use some kindof blok resampling proedure. Davison and Hinkley (1997) give a brief over-view of methods for spatial bootstrap. In the ase of stationary and isotropipoint proesses, Loh and Stein (2004) introdue a nonparametri methodwhere marks are omputed and assigned to observed points before perfor-ming bootstrap. Cowling, Hall and Phillips (1996) desribe the resamplingmethods for an inhomogeneous Poisson proess, inluding the smooth boots-trap, for onstruting on�dene regions for the intensity funtion. Guan andLoh (2007) use a thinned blok bootstrap proedure on a stationary pointproess derived from a seond-order reweighted stationary point proess inorder to make inferenes on the regression parameters. The problems en-ountered with the resampling methods and the blok bootstrap proedureare, for example, that too many events oinide in the bootstrapped samplesompared to the original one, or that events are abnormally lose or far awayfrom one another. Moreover these bootstrap methods give poor results forthe lass of non-stationary point proesses. Snethlage (1999) ritiizes thebootstrap approahes and proposes alternatives for variane estimation ofthe pair orrelation funtion and on�dene regions for the intensity of aninhomogeneous Poisson proess. Finally, the smooth bootstrap seems to usto be the best alternative.2.4.3 Optimization strategyAlthough the emphasis in this paper is not on disussing optimization algo-rithms for this type of problem, we present in this paragraph the partiularhoies we have made in our ase study. We have seleted three types ofalgorithms : a naive algorithm onsisting in evaluating on a �nite grid, aso alled heuristi algorithm, and a geneti algorithm. In order to selet anappropriate method for our spei� ase, we have tested these algorithms ona simulated toy example.Seleting the ompromise between distane and equilibrium impro-vementIn the objetive funtion (2.5), one has to selet the parameter λ that regu-lates the balane between the distane term and the need to equalize work-loads (equilibrium term). It is lear that this deision has to be made byexperts (in our ase : the �remen). In order to guide them for this hoie,we use a slightly di�erent way of writing the objetive funtion. We dividethe distane part of this objetive funtion Q7 by the value of the sum of



62 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONsquared distanes between the emergenies and the losest �re stations in theinitial situation Q6 (with 6 �re stations) and all it the distane improvementrate. Similarly, we divide the equilibrium part C7 by its value in the initialsituation C6 and all it the equilibrium improvement rate. In this way, thetwo ontributions an be interpreted as rates of hange from the initial tothe �nal situation. We found that riterion (2.1) was easier to work with forinterpretation purposes.The objetive funtion (2.5) an then be written M = λQ7

Q6
+ (1 − λ)C7

C6
.Two sets of loation-alloation outomes orresponding respetively to

Q1
7, C

1
7 and Q2

7, C
2
7 yielding the same value of the objetive must satisfy

λ

1 − λ

C6

Q6
=

C2
7 − C1

7

Q1
7 − Q2

7

. (2.6)The parameter τ = λ
1−λ

C6

Q6
an then be interpreted as follows. In theinitial situation, the mean distane of an emergeny to its nearest �re stationis 3, 600 meters and the maximum di�erene of workload (2.1) is 8.57 hours.If the �remen are ready to improve the mean distane by 500 meters withthe prie of inreasing the maximum di�erene of workload by 1 hour, thishoie orresponds to a value of λ, given by (2.6), equal to 0.86. We applythe same priniple in the toy example, whih results in a di�erent value ofthe parameter for eah draw.The naive methodOur naive method onsists of searhing for an optimal loation for the new�re station out of a �nite set of loations. This set of loations an be theloations of the observed emergenies, or nodes on a retangular grid. Weadopt this seond option, whih allows us to ontrol the amount of alula-tion required by seleting the number of evaluation points. For eah positionin this �nite set, we ompute the objetive funtion (2.5) by alloating theemergenies automatially to their nearest �re station, and then derive theorresponding optimal loation. The auray of the optimal loation de-pends on the dimension of the grid hosen by the user. Graphs of eah termof the objetive at the grid points an bring information about their respe-tive behaviors. The drawbak of this method is that in the ase of several �restations the problem dimensionality of the naive algorithm (size of the grid)beomes rapidly intratable. The following method improves on that point.



2.4. SPP LOCATION-ALLOCATION 63The geneti algorithmGeneti algorithms attempt to onstrut improved solutions from predees-sors, in an evolutionary type proess (Holland, 1975), like the idea of �naturalseletion� in biology introdued by Darwin. In loation-alloation problems,this type of stohasti algorithm has already been developed for the resolu-tion of a multisoure Weber problem by Houk et al (1996).The general sheme is as follows : the �rst step is to introdue a po-pulation of feasible solutions, alled individuals. These individual solutionsare omposed of one or several hromosomes whih an also be omposed ofone or several genes. A �tness funtion is hosen to evaluate the quality ofthe solutions. A proportion of the existing population is seleted through a�tness-based proess, to breed a new generation. There are several tools forobtaining new individuals like the rossover operator, the mutation rate, andso on. We repeat the generation of this new population until a terminationours using a riterion hosen by the user. Several formulations of genetialgorithms are possible for our problem and we need to make a areful hoiein order to onverge in a reasonable amount of time.The dimensionality of the loation-alloation variable is very large and ge-neti algorithms with a large feasible domain of individuals are greedy, so wehave two options : optimize on the variable alloation, using the fat that theoptimization on the variable loation, knowing alloation, is straightforwardin some ases, or optimize on loation, using alloation to the nearest �restation. These two alternatives involve individuals made of one hromosomewith several genes (N or 2 respetively).The �rst method onsists of onsidering a hromosome of N genes, wheregene i is the index of the �re station to whih the emergeny xi is alloa-ted. At the initialization step, this index is randomly hosen among all �restations {1, . . . , J + 1}. A faster version is to restrit the set of indies foreah emergeny to a few stations like the nearest �re station and the newone : J + 1. This last option allows the problem to onverge to a solution ina reasonable time for larger data sets.In the seond alternative, a hromosome is omposed of 2 genes. The �rstgene represents the x-oordinate and the seond one the y-oordinate of theposition of the new �re station. Given the dimensionality of our problem, weonsider this approah in our problem. We desribe below the di�erent stepsand the parametrization of our geneti algorithm, whih we implementedwith R.
• Step 1 : Generate uniformly 100 di�erent initial loations.
• Step 2 : For eah position, ompute the �tness funtion whih onsists



64 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONof the objetive funtion with alloation to the nearest �re station.
• Step 3 :Repeat (1) through (5)1. Draw, with replaement, 50 ouples of positions from the initialpopulation and retain one position per ouple with the tournamentmethod. This method onsists of seleting the loation that yieldsthe minimum �tness riterion.2. Mix pairs of seleted loations with a rossing operator of rate

0.8 to reate new loations. For a ouple of loations (x1, y1)and (x2, y2), new loations are : (1/3)(x1, y1) + (2/3)(x2, y2) and
(2/3)(x1, y1) + (1/3)(x2, y2).3. Modify the new solutions with a mutation operator of rate 0.01.The mutation of a loation onsists of hanging a randomly hosenoordinate by another value uniformly drawn in the observationwindow.4. Insert the solutions into the initial population.5. Retain 100 positions orresponding to the best 100 evaluations ofthe �tness.Until number of generations equals to 15.At the end of the geneti algorithm, we obtain a population of 100 feasiblepositions. Our optimal position for the new �re station is the solution thatminimizes among these 100 positions the objetive funtion omputed withan alloation to nearest �re station.Compared to the naive method, the geneti algorithm is easily adaptableto the ase of several �re stations and an treat larger size problems. Ho-wever, these two methods present the drawbak of searhing in the subsetof alloations to the nearest �re station. The following method improves onthat point.The stohasti heuristi algorithmWe propose a heuristi algorithm for this problem based on the fat that,given the alloation funtion, we know the analyti solution to the optimi-zation problem beause of the simple form of the ost funtion : it is simplythe entroid of the emergenies alloated to the new station. The proedureis as follows :
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• Step 1 : initialize the position and the alloation of emergenies for thenew �re station by the optimal solutions obtained by the naive method.Then ompute the resulting workloads ∆j , for j = 1, . . . , J + 1.
• Step i → Step i+1 : m∆ = 1

J+1

∑J+1
j=1 ∆j is the mean of the work-loads ∆j. For eah �re station, ompute a seletion probability spj =

|∆j−m∆|∑J+1
j=1 |∆j−m∆|

. These seletion probabilities re�et the ontribution ofeah �re station to the workload unbalane. Randomly selet a �restation d using these seletion probabilities. Searh for the nearest �restation j to the �re station d. If ∆d < ∆j then searh for the emergenyalloated to j whih is nearest to �re station d, and re-alloate it to d.Otherwise, searh for the emergeny alloated to d whih is nearest tothe �re station j, and re-alloate it to j.
• Compute the new ∆j for j = 1, . . . , J + 1 and the position of the new�re station orresponding to the entroid of the emergenies alloatedto it.
• Repeat this proedure until the objetive annot be improved uponduring 50 iterations.Note that this heuristi is only valid for loating a single new �re station butould be adapted to the ase of several.Toy exampleIn order to test the methods on di�erent situations, we adopt the followingtwo models to simulate the emergenies. The observation window is the unitsquare and there are initially four stations with 15 �remen eah, the newstation having 20 of them. We simulate 100 independent realizations of eahmodel and keep the points falling in the observation window. Sine the pur-pose here is just to test the optimization, we restrit attention to simplemodels without interation. In the �rst senario, the loations of the �restations are the points (0.2, 0.2), (0.5, 0.6), (0.7, 0.8), and (0.8, 0.6), and theemergenies are obtained by drawing 20 i.i.d. points from 3 Gaussian distri-butions whose means are loated at the points (0.2, 0.3), (0.4, 0.5), (0.7, 0.6),and whose standard deviations are respetively 0.07, 0.08 and 0.12. Figure2.1 represents the positions of the �re stations (in red) and their workload(size of the orresponding bubble) and for one draw the positions of theemergenies and their duration (size of the bubble).For the naive algorithm, Figures 2.2 (for the �rst senario) and 2.5 (forthe seond) represent at the grid points, from left to right
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Figure 2.1 � Left : Initial loations of �re stations (red triangle) and emer-genies (blak irle) with workload (proportional size), right : initial alloa-tions to nearest �re station.
• the distane improvement rate (Q7

Q6
),

• the Gini improvement rate (C7

C6
for C de�ned by Gini),

• the maximum di�erene of workload improvement rate (C7

C6
for C de�-ned by the maximum di�erene riterion) and

• the objetive funtion based on riterion (2.1).There is little di�erene between the graphs of Gini and maximum di�e-rene improvement rates on Figure 2.2 whih means that one does not loosemuh by onsidering only the end points of the distribution of workloads(with a better interpretability). The omparison of the distane riterionand the objetive funtion on Figure 2.3 shows that, for this hoie of λ, theobjetive is mainly driven by the �rst term.Table 1 shows the simulation results with, for eah of the naive, heuristiand geneti methods, the mean omputing time, the mean distane improve-ment rate, the mean Gini improvement rate, the mean maximum di�ereneof workload improvement rate, and the objetive funtion with standard de-viations in parenthesis. The �rst line of the table shows, for referene, theresults of the optimization of the distane alone without the equilibrium partof the objetive.In the seond senario, the loations of the �re stations are the points
(0.6, 0.63), (0.48, 0.08), (0.71, 0.25) and (0.24, 0.62), and the emergenies are
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Figure 2.2 � Left to right : Gini and maximum di�erene improvement rates.
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Figure 2.3 � Left to right : distane and objetive funtion.Table 1Method Time Distane Gini Maxdi� Objetive(in seonds) rate rate rate funtionDistane alone 0.495 0.923 0.756(0.055) (0.161) (0.139)Naive 8.569 0.497 0.895 0.732 0.53(0.107) (0.055) (0.17) (0.147) (0.048)Heuristi 11.012 0.504 0.825 0.661 0.526(0.799) (0.058) (0.169) (0.157) (0.049)Geneti 15.587 0.493 0.884 0.714 0.524(0.349) (0.055) (0.164) (0.149) (0.049)



68 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONobtained by drawing 100 i.i.d. points uniformly in the square. The numberof �remen per station is 15 for the old ones and 20 for the new one.Figure 2.4 represents the positions of the �re stations (in red) and theirworkload (size of the orresponding bubble) and for one draw the positionsof the emergenies and their duration (size of the bubble).
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Figure 2.4 � Left : Initial loations of �re stations (red triangle) and emer-genies (blak irle) with workload (proportional size), right : initial alloa-tions to nearest �re station.Figure 2.5 shows that in the seond senario and for this hoie of λ, thereis a better equilibrium between the two parts of the objetive funtion.
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Figure 2.5 � Left to right : distane, maximum di�erene improvement ratesand objetive funtion.Table 2 ontains the simulation results for senario 2 presented as in Table1. Overall from Tables 1 and 2, the heuristi method yields the best im-provement in the balane of workloads between the failities, whereas the



2.4. SPP LOCATION-ALLOCATION 69Table 2Method Time Distane Gini Maxdi� Objetive(in seonds) rate rate rate funtionDistane alone 0.755 1.371 1.113(0.036) (0.62) (0.459)Naive 8.681 0.775 1.053 0.845 0.785(0.113) (0.053) (0.489) (0.361) (0.065)Heuristi 11.353 0.796 0.713 0.554 0.762(0.628) (0.061) (0.435) (0.326) (0.056)Geneti 15.809 0.775 1.019 0.816 0.781(0.491) (0.054) (0.464) (0.35) (0.065)naive and geneti methods fous on the minimization of the distane rate.Globally, we an say that the heuristi and geneti methods outperform thenaive method from the point of view of minimizing the objetive funtion.In the sequel, we test the performane of our methods on our real data set.2.4.4 Analyzing the results on the �remen dataFigure 2.6 represents the same results as in Figure 2.5 but for the �remendata.
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Figure 2.6 � Left to right : distane, maximum di�erene rates and objetivefuntion.Figures 2.7 and 2.8 represent, as in Figure 2.1, the results of the heuristiand geneti methods respetively for the set of emergenies in June. On thisexample, the optimal loations of the new �re station are nearly identialfor the naive and the heuristi method, ompared to the loation obtainedwith the geneti method so we omitted the naive method in the �gures. On



70 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONthe other hand, the alloation of emergenies in the heuristi method di�ersfrom the other two, partiularly near the boundary of the alloation map,notably between the green region and the red one. This disrepany is alsolear in Table 3, and is due to the importane given by the heuristi methodto the workloads equilibrium riterion.
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Figure 2.7 � Left : Final positions (existing �re station in red triangle, opti-mal position in green solid triangle), right : �nal alloations for the heuristimethod.Table 3 shows the results of the optimization methods de�ned previouslyon the �remen data set during the month of June. The �rst line of the tableexhibits the results of the optimization of the distane alone without the equi-librium part of the objetive. The naive method is the fastest method andahieves the smallest distane improvement rate here. The heuristi methodis the only one to searh the whole set of alloations without being restritedto the nearest neighbors, whih is why it ahieves the lowest rate of the dif-ferene of workloads riterion (0.583). However, the Gini improvement ratesare similar for the heuristi method and the geneti algorithm. Finally, thelowest objetive value is obtained with the heuristi method. Consequently,we keep this algorithm for our SPP loation-alloation method.Assuming time stationarity, one ould slie the data base into twelvemonths and onsider them as independent repetitions of a same proess,thus obtaining 12 repetitions of around 2000 emergenies eah. Figure 2.9shows the density of optimal loations that one an onstrut by solving theoptimization problem for eah month separately with the heuristi method.
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Figure 2.8 � Left : Final positions (existing �re station in red triangle,optimal position in green solid triangle), right : �nal alloations for the genetimethod.
Table 3Method Time Distane Gini Maxdi� Objetive(in seonds) rate rate rate funtionDistane alone 0.707 1.087 0.963Naive 222.42 0.708 1.103 0.845 0.727Heuristi 413.06 0.727 0.808 0.583 0.707Geneti 505.36 0.712 1.04 0.803 0.725



72 CHAPITRE 2. PROCESSUS PONCTUELS SPATIAUX ETPROBLÈMES DE LOCALISATION-ALLOCATIONThis number of repetitions is quite low and indues an unreliable densityestimation but seems to indiate a unimodal behavior of the distribution ofthe optimal loation.

Figure 2.9 � Contour plot of the estimated density of optimal loationsbased on 12 months of data. Existing �re station (red triangle), optimalposition (green irle).Finally, after �tting the two models presented in setion 2.4.1, the densityof optimal positions obtained with 100 simulations of the �tted inhomoge-neous Poisson point proess and the �tted LGCP proess and optimizedwith the heuristi method are presented in Figure 2.10. The exeution timefor the simulation step are respetively 45.95 seonds for the Poisson modeland 13, 203 seonds for the LGCP model, whereas the exeution time for theoptimization step are respetively 11, 560 for the Poisson model and 13, 187for the LGCP model.Figure 2.10 learly shows that the LGCP model implies a high variabilityin the distribution of the optimal loation of the new �re station in ompari-son with the results obtained with the Poisson model. The variability of theoptimal solutions seems to be too large with an LGCP model, in omparisonwith the results obtained in Figure 10. The representation of the optimalsolutions from di�erent simulated realizations from the �tted Poisson modelis more informative than the single optimal position in Figure 8. This me-thod allows one to obtain optimal regions, whih an be useful when there
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Figure 2.10 � Contour plots of the estimated density of optimal loationsbased on 100 simulations of the Poisson model (left) and LGCP model (right).Existing �re station (red triangle), optimal position (green irle).are several nearly-optimal solutions. Note that multi-modality may arise asis the ase in the right panel of Figure 2.10.2.5 ConlusionsBy �tting a spatial point proess to the data we take into aount the en-tire dimension of the natural randomness of this problem. Moreover, thisapproah allows one to solve larger problems : the statistiian summarizesthe large data set in a small number of parameters and then ontrols thesample size when simulating the repliations, thus applying the optimizationalgorithms to smaller-size problems. In addition, the method allows one toapture the spatial variability of the phenomenon and to possibly identifyseveral areas for possible optimal loation. The deision maker has to takeinto aount other onsiderations (quanti�able or not) in the �nal deisionand thus needs the extra information ontained in maps like Figure 2.10.From a theoretial point of view, statistial onvergene of estimates of theoptimal position in suh a problem is urrently under study. The ase of iden-tially distributed positions is treated in Bonneu and Daouia (2008) using alink between optimal position problems and mass transferene in the ase of
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Chapitre 3Consistane de positionsempiriques onditionnelles
Sommaire3.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 793.2 Optimal poliy spei�ation . . . . . . . . . . . . . 813.3 Consisteny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823.4 A numerial illustration . . . . . . . . . . . . . . . . 833.4.1 Optimization proedure . . . . . . . . . . . . . . . 843.4.2 Simulated samples . . . . . . . . . . . . . . . . . . 843.5 Appendix : Proofs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87Abstrat : We onsider the problem of �nding the optimal loations ofnew failities given the loations of existing failities and lients. We analyzethe general situation where the loations of existing failities are determi-nisti while the loations of lients are stohasti with the same unknownmarginal distribution. We show how this onditional loation-alloation pro-blem an be modeled as a variation of the standard Monge-Kantorovih masstransferene problem. We provide a probabilisti formulation of the optimalloations of the new failities and derive onsistent estimators of these theo-retial loations from a sample of identially distributed random lients.3.1 IntrodutionIn loation theory, the standard problem is to �nd optimal loations of a setof failities in suh a way as to minimize the global ost involved by the allo-77



78CHAPITRE 3. CONSISTANCE DE POSITIONS EMPIRIQUESCONDITIONNELLESation of lients to the failities with presribed apaity onstraints. This isa frequent problem in regional siene and eonomis, whih an be modeledas a mass transport problem. In the literature on loation researh, whilethe soure distribution µ of the population of lients is often assumed to beknown, the target distribution ν of failities is supported on a �nite numberpoints to be determined simultaneously with the transport plan so that theost is minimal (see MAsey and Mou 1998, and the referenes therein forexamples). In probability theory, this problem of �nding the loation of thesupport of ν with the optimal alloation map orresponds to optimal ou-pling of random variables (see e.g. Cuesta-Albertos, Matran and Tuero-Diaz1997, Rahev 1985).The range of appliations where the soure measure µ is unknown beingwider, we fous in this paper on the estimation of the optimal support ofthe target measure ν from a sample of random lients drawn from the unk-nown measure µ. We onsider the following general situation : the loationsof failities and lients are supposed to belong to (U, d), a omplete sepa-rable metri spae. We denote by P(U) the set of all probability measureson U and by X1, . . . , Xn ∈ U a sequene of random loations of n lientswhih an be dependent or independent. Let y1, . . . , yJ ∈ U be the deter-ministi loations of J existing failities and let q1, . . . , qJ ∈ [0, 1] be theirrespetive apaity onstraints. Our aim is to handle an optimal poliy ofthe loation yJ+1 ∈ U of a new faility with known apaity onstraint qJ+1.For example, the loation of a new branh of a management, or publi fa-ility, an be searhed in a ity in order to minimize the transportation oflients under the ondition that eah branh has a given number of lients.Suh a problem of best loation poliy should be realized in suh a way asto minimize the total ost involved by the alloation of lients to the wholeset YJ+1 = {y1, . . . , yJ+1} of failities with the presribed positive masses
q1, . . . , qJ+1 suh that ∑J+1

j=1 qj = 1.In Setion 2, we show how this onditional loation-alloation probleman be modeled as a variation of the standard Monge-Kantorovih mass trans-ferene problem. We introdue empirial versions of the resulting theoretialoptimal loation based on the sample {X1, . . . , Xn}. Here the optimal loa-tion of the new faility is obtained onditionally to the existing ones. Whenall the failities positions are unknown, this probabilisti formulation an befound in MAsey and Mou (1998) where the authors show in Theorem 2 theexistene of an optimal support for ν. However, in their proedure the souremeasure µ is assumed to be known, whih is not the ase in our approah.In Setion 3, we establish the onsisteny of the onstruted estimators



3.2. OPTIMAL POLICY SPECIFICATION 79under quite general onditions. To our knowledge, the onsisteny of empi-rial optimal loations derived from a Monge-Kantorovih formulation hasnever been studied. Only the onvergene of the total transportation osthas been analyzed in several ontexts (see e.g. Villani 2003, Rahev andRüshendorf 1998, Bouhitté, Jimenez and Rajesh 2002). We also extendour approah to the more general setting of �nding the optimal loations of
k ≥ 1 new failities relative to the loations of existing ones. In Setion 4, wepresent a heuristi algorithm to solve the empirial loation-alloation pro-blem and we illustrate our proedure through a simulation study to onfronttheoretial results with empirial behavior. The proofs are reported in theappendix.3.2 Optimal poliy spei�ationIn this setion, we deal with the simple ase of �nding the optimal loation
yJ+1 of a new faility (k = 1) given the loations of existing failities andlients. Assuming that yJ+1 has been found, the problem of optimal alloa-tion of the lients to the �xed set YJ+1 of failities an be modeled by thestandard Monge-Kantorovih mass transferene problem. Let δyj

be the pointmass onentrated at yj for j = 1, . . . , J +1. Then the soure measure µ andthe target measure ν(yJ+1) =
∑J+1

j=1 qjδyj
desribe respetively the mass dis-tribution of the population of lients and that of the set YJ+1 of failities,with equal total weight given by 1. The initial distribution of mass µ is to betransported from the population of lients to the set YJ+1 so that the resultis the �nal distribution of mass ν(yJ+1). An alloation poliy is spei�ed bythe hoie of a joint distribution Q in the lass Pµ,ν(yJ+1) of all laws on U ×Uwith marginals µ and ν(yJ+1). If c(x, y) is a given ontinuous non-negativefuntion on U ×U , interpreted as the ost of transferring the mass from x to

y, then the minimal total ost of the alloation of the population of lientsto the set YJ+1 of failities is given by the minimum
Ac(µ, ν(yJ+1)) = inf

Q∈Pµ,ν(yJ+1)

∫

U×U

c(x, y)Q(dx, dy), (3.1)whih exists under general onditions on µ and c (see e.g. Rahev 1985,Gangbo and MCann 1996). Therefore, the desired optimal onditional loa-tion y∗
J+1 of the new faility an be hosen suh that the funtional (3.1) isminimal among all possible points yJ+1 in U , i.e.,

y∗
J+1 = argmin

yJ+1∈U
Ac(µ, ν(yJ+1)). (3.2)



80CHAPITRE 3. CONSISTANCE DE POSITIONS EMPIRIQUESCONDITIONNELLESThe existene of (3.2) ould be derived under fairly general onditions on µand c by adapting for example Theorem 2 of MAsey and Mou (1998) to ouronditional setup.The statistial problem is now to estimate the theoretial optimal loation
y∗

J+1 from the sample of random loations of lients X1, . . . , Xn. A naturalestimator is given by replaing the unknown soure distribution of mass µ in(3.2) with the empirial measure µn = (1/n)
∑n

i=1 δXi
, that is

ŷ∗
J+1 = argmin

yJ+1∈U
Ac(µn, ν(yJ+1)). (3.3)Replaing µ with µn in Ac(µ, ν(yJ+1)) yields the disrete version of theMonge-Kantorovih problem (see e.g. Rahev and Rüshendorf 1998 ; Cuesta-Albertos et al. 1996, and the referenes therein). We will not expliit herethe tehnial onditions whih ensure the existene of the estimate (3.3). Inwhat follows, we assume that both values (3.2) and (3.3) exist.3.3 ConsistenyWe �rst prove that the estimator ŷ∗

J+1 is strongly onsistent under the stan-dard ondition in M-estimation that y∗
J+1 should be a well-separated pointof minimum of the map : yJ+1 7→ Ac(µ, ν(yJ+1)), that is

inf{Ac(µ, ν(yJ+1)) : yJ+1 ∈ U, d(yJ+1, y
∗
J+1) > ε} > Ac(µ, ν(y∗

J+1)) (3.4)for every ε > 0. We also need the ost funtion c to be in the lass offuntions :
c(·, ·) = d(·, ·)p suh that p > 0 and ∫

U

c(x, a)dµ(x) < ∞ for any point a ∈ U.(3.5)Theorem 3.1. Let the onditions (3.4) and (3.5) hold. Then for any se-quene of estimators ŷ∗
J+1 satisfying (3.3), we have

d(ŷ∗
J+1, y

∗
J+1)

a.s.
−→ 0 as n → ∞.Condition (3.5) is only needed to guaranty the uniform almost sure onver-gene of Ac(µn, ν(·)) to Ac(µ, ν(·)). Theorem 3.1 an then be extended to anylass of ost funtions c(·, ·) for whih this uniform onvergene holds.We also obtain the weak onsisteny for estimators ŷ∗

J+1 that nearly mi-nimize Ap(µn, ν(·)), i.e.,
Ap(µn, ν(ŷ∗

J+1)) ≤ inf
yJ+1∈U

Ap(µn, ν(yJ+1)) + oP (1) (3.6)with Ap(·, ·) = [Ac(·, ·)]
min(1,1/p) being the Wasserstein distane.



3.4. A NUMERICAL ILLUSTRATION 81Theorem 3.2. Under the onditions of Theorem 3.1, we have d(ŷ∗
J+1, y

∗
J+1)

P
−→

0 as n → ∞, for any sequene of estimators ŷ∗
J+1 satisfying (3.6).A general problem an be stated as follows. Given J existing failities withdeterministi loations y1, . . . , yJ in U , a population of lients drawn from aprobability measure µ ∈ P(U), presribed positive masses q1, . . . , qJ+k with

q1 + · · · + qJ+k = 1, �nd loations yJ+1, . . . , yJ+k ∈ U of k ≥ 1 new failitiessuh that the minimal total ost of alloation of the population of lients tothe set of J + k failities {y1, . . . , yJ+k}, given by
Ac[µ, ν(yJ+1, . . . , yJ+k)] = inf

Q∈Pµ,ν(yJ+1,...,yJ+k)

∫

U×U

c(x, y)Q(dx, dy),is minimal among all loations yJ+1, . . . , yJ+k in U , where ν(yJ+1, . . . , yJ+k) =∑J+k
j=1 qjδyj

is the target measure and Pµ,ν(yJ+1,...,yJ+k) is the lass of all pro-bability measures on U × U with marginals µ and ν(yJ+1, . . . , yJ+k). Theresulting theoretial optimal loations
(y∗

J+1, . . . , y
∗
J+k) = argmin

(yJ+1,...,yJ+k)∈Uk

Ac[µ, ν(yJ+1, . . . , yJ+k)],an be estimated from a random sample of loations of n lients {X1, . . . , Xn}drawn from the unknown soure measure µ, by
(ŷ∗

J+1, . . . , ŷ
∗
J+k) = argmin

(yJ+1,...,yJ+k)∈Uk

Ac[µn, ν(yJ+1, . . . , yJ+k)].Then the onsisteny of eah estimate ŷ∗
J+ℓ with ℓ = 1, . . . , k, an be easilyderived by modifying the ondition (3.4) and adapting the proofs of Theorems3.1-3.2. Indeed, if (3.5) holds with

inf{Ac[µ, ν(yJ+1, . . . , yJ+k)] : yJ+1, . . . , yJ+k ∈ U, d(yJ+ℓ, y
∗
J+ℓ) > ε}

> Ac[µ, ν(y∗
J+1, . . . , y

∗
J+k)] for every ε > 0,then it is easy to see that d(ŷ∗

J+ℓ, y
∗
J+ℓ)

a.s.
−→ 0. Likewise d(ŷ∗

J+ℓ, y
∗
J+ℓ)

P
−→ 0when (ŷ∗

J+1, . . . , ŷ
∗
J+k) nearly minimizes Ap(µn, ν(·)), i.e.,

Ap[µn, ν(ŷ∗
J+1, . . . , ŷ

∗
J+k)] ≤ inf

(yJ+1,...,yJ+k)∈Uk
Ap[µn, ν(yJ+1, . . . , yJ+k)] + oP (1).3.4 A numerial illustrationOur simulation experiments illustrate how the onvergene results work outin pratie.



82CHAPITRE 3. CONSISTANCE DE POSITIONS EMPIRIQUESCONDITIONNELLES3.4.1 Optimization proedureThe determination of the optimal loation (3.2) annot be separated fromthe determination of an optimal alloation (3.1). Our optimization methodis based on an assignment algorithm introdued by Jonker and Volgenant(1987) named LAPJV, that we have implemented in the R software. Thisaugmenting path algorithm has a good and stable average performane fromthe point of view of omputational time as it is shown in the state of the art ofalgorithms for assignment problems by Dell'Amio and Toth (2000). In orderto use it, we transform our semi-assignment problem into an assignment pro-blem by �dupliating� the olumns of the initial ost matrix of size n×(J +1)into a matrix of size n×n, taking into aount the apaity onstraints. Thistransformation indues an important omputational time in the resolutionstep. Many possibilities exist to redue this omputational time by using thesemiLAPJV algorithm or a version for sparse matrix named semiLAPMod(Volgenant 1996), whih are spei�ally built for semi-assignment problems,and by making the implementation in the C++ language.Our 2-step proedure to ompute ŷ∗
J+1 : In the �rst step, we introduea regular grid whose nodes represent a set of feasible loations for the newfaility. For eah onsidered node, we searh the optimal alloation with theLAPJV algorithm and ompute the resulting optimal total ost. At this step,the best loation for the new faility, among the evaluated nodes, orrespondsto the position assoiated with the minimal total ost. The auray of theoptimal loation at this stage depends on the size of the grid but we donot know whether this dependene is linear, exponential... As often, the userhave to make a ompromise between the auray of the solution and theomputational time. The seond step is optional beause it depends on theonsidered ost funtion. Sine we know the lients alloated to the newfaility, we an ompute for ertain ost funtions an optimal loation forthe new faility. For example, in the ase of a ost funtion derived fromthe Eulidean distane, the optimal loation orresponds to the entroïd ofthe loations of lients whih are alloated to it. But in the ase of a ostfuntion derived from the ℓ1 distane, the optimal loation of the new faility,when we know the lients alloated to it, is the solution to the Fermat-Weberproblem whih is not easy to approximate by algorithms.3.4.2 Simulated samplesOur toy example derives from a set of optimal on�gurations of 2 to 11 en-ters of prodution, in a unit square domain in R2, with uniformly distributed



3.4. A NUMERICAL ILLUSTRATION 83onsumers, introdued in Bolton & Morgan (2002). In their paper, the aim isto loate simultaneously several failities. Our framework is di�erent in thesense that we want to loate a new faility onditionally to the existing ones.We onsider in Figure 3.1 (Left) the on�guration with 4 enters withthe loation y∗
J+1 = (0.75, 0.75) being the one to be estimated. Here, the�xed J = 3 existing failities are represented by the triangles and the knowntheoretial loation of the new faility is given by the green irle. We hoosethe ost funtion c(·, ·) := d(·, ·)2, with d being the Eulidean distane, and weuse equal apaity onstraints (0.25, 0.25, 0.25, 0.25). For a simulated sampleof small size, n = 40 lients, the obtained empirial optimal loation ŷ∗

J+1 isdisplayed in Figure 3.2 (blue irle). Here we use the same olor to indiatethe lients alloated to eah faility. Figure 3.1 (Right) shows the value ofthe objetive funtion at eah node when it is hosen as the loation of thenew faility.
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Figure 3.1 � Left � existing failities (triangles) and theoretial new one(green irle), with Voronoï tessellation, under a uniform distribution oflients. Right � values of the optimal total ost with the new faility lo-ated at a node of a regular grid of points (20 × 20).In Table 3.1, we ompute the sample mean and standard deviation of thedistane between the estimated optimal loations and the theoretial one,with di�erent values of n = 40, 100, 200, for 100 iterations of eah on�gura-tion. As expeted, the empirial optimal loation of the new faility is all themore loser to the true theoretial optimal loation as the number of lientsinreases.Figure 3.3 represents the ontour lines of the density estimates of theoptimal loation, with di�erent numbers of lients in the upper-right squareof the initial domain. It is di�ult in this partiular ase to judge whether
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Figure 3.2 � Estimated optimal loation (blue irle) and its orrespondingalloations (blue data points) with 40 i.i.d. simulated lients.
n 40 lients 100 lients 200 lientsmean 0.018 0.004 0.002std 0.051 0.004 0.002Table 3.1 � Auray of the empirial optimal loation evaluated with 100simulations, with di�erent numbers of lients, represented by the samplemean and standard deviation.



3.5. APPENDIX : PROOFS. 85the asymptoti law of the empirial optimal loation is normal. It would bethen interesting to investigate the preise asymptoti distribution of ŷ∗
J+1.Another important topi of interest for future researh is the study of thease where the random loations of lients X1, . . . , Xn are not identiallydistributed. The range of appliations in this ase is wider.
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Figure 3.3 � Contour lines of the estimated densities of the optimal loationfor the on�gurations orresponding respetively to n = 40, 100, 200 lientsonsidered in the square (0.5, 1) × (0.5, 1).3.5 Appendix : Proofs.Proof of Theorem 3.1 LetAp(Q1, Q2) = infQ∈PQ1,Q2 [
∫

U×U
d(x, y)pQ(dx, dy)]p

′with p′ = min(1, 1/p). Then we have
y∗

J+1 = argmin
yJ+1∈U

Ap(µ, ν(yJ+1)) and ŷ∗
J+1 = argmin

yJ+1∈U
Ap(µn, ν(yJ+1)).Moreover Ap(·, ·) is a metri on the spae Pp(U) of probability measureson U with �nite moment of order p aording to Villani (2003, Theorem7.3, p.207). Sine µ, µn ∈ Pp(U) and ν(yJ+1) ∈ Pp(U) for all yJ+1 ∈ U ,we obtain supyJ+1∈U |Ap(µ, ν(yJ+1)) − Ap(µn, ν(yJ+1))| ≤ Ap(µn, µ) by thetriangle inequality. On the other hand, by the generalized Glivenko-Cantelli-Varadarajan Theorem (see Rahev 1991, Corollary 11.1.2, p.215), we have

Ap(µn, µ) = [Ac(µn, µ)]p
′ a.s.
−→ 0 as n → ∞.Whene

sup
yJ+1∈U

|Ap(µ, ν(yJ+1)) −Ap(µn, ν(yJ+1))|
a.s.
−→ 0 as n → ∞. (A.1)
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Wn := Ap(µn, ν[y∗

J+1]) −Ap(µ, ν[y∗
J+1])

a.s.
−→ 0 as n → ∞. (A.2)From now on let ŷ∗

J+1(n) := ŷ∗
J+1 in (3.3). SineAp(µn, ν[ŷ∗

J+1(n)]) ≤ Ap(µn, ν[y∗
J+1])by de�nition (3.3) of ŷ∗

J+1(n), we obtainAp(µn, ν[ŷ∗
J+1(n)]) ≤ Ap(µ, ν[y∗

J+1])+
Wn. Whene
0 ≤ Ap(µ, ν[ŷ∗

J+1(n)]) −Ap(µ, ν[y∗
J+1])

≤ Ap(µ, ν[ŷ∗
J+1(n)]) −Ap(µn, ν[ŷ∗

J+1(n)]) + Wn

≤ sup
yJ+1∈U

|Ap(µ, ν(yJ+1)) −Ap(µn, ν(yJ+1))| + Wn.It follows from (A.1) and (A.2) that Ap(µ, ν[ŷ∗
J+1(n)])−Ap(µ, ν[y∗

J+1])
a.s.
−→ 0as n → ∞, whih is equivalent to say that

lim
n→∞

P [|Ap(µ, ν[ŷ∗
J+1(m)]) −Ap(µ, ν[y∗

J+1])| ≤ η, ∀m ≥ n] = 1 (A.3)for eah η > 0 (see, e.g., Ser�ing 1980, p. 6, for this equivalent ondition ofthe almost sure onvergene). Now in order to prove d(ŷ∗
J+1(n), y∗

J+1)
a.s.
−→ 0as n → ∞, it su�es to show

lim
n→∞

P [d(ŷ∗
J+1(m), y∗

J+1) ≤ ε, ∀m ≥ n] = 1, (A.4)for eah ε > 0. Let ε > 0. By (3.4) there exists η > 0 suh that
inf{Ap(µ, ν(yJ+1)) : yJ+1 ∈ U, d(yJ+1, y

∗
J+1) > ε} − Ap(µ, ν(y∗

J+1)) > η.(A.5)Then, for eah m ≥ 1, the event {d(ŷ∗
J+1(m), y∗

J+1) > ε} implies
{Ap(µ, ν[ŷ∗

J+1(m)]) > Ap(µ, ν[y∗
J+1]) + η}. This is equivalent to say that

{|Ap(µ, ν[ŷ∗
J+1(m)]) −Ap(µ, ν[y∗

J+1])| ≤ η} is ontained in the event
{d(ŷ∗

J+1(m), y∗
J+1) ≤ ε}, for all m ≥ 1. Therefore, for all n (large enough),the event {|Ap(µ, ν[ŷ∗

J+1(m)]) − Ap(µ, ν[y∗
J+1])| ≤ η, ∀m ≥ n} is ontainedin {d(ŷ∗

J+1(m), y∗
J+1) ≤ ε, ∀m ≥ n}. Thus (A.4) follows immediately from(A.3). �Proof of Theorem 3.2 Sine Ap(µn, ν[ŷ∗

J+1]) ≤ Ap(µn, ν[y∗
J+1]) + oP (1) byde�nition (3.6) of ŷ∗

J+1, we have Ap(µn, ν[ŷ∗
J+1]) ≤ Ap(µ, ν[y∗

J+1]) + Wn +
oP (1). Whene
0 ≤ Ap(µ, ν[ŷ∗

J+1]) −Ap(µ, ν[y∗
J+1])

≤ sup
yJ+1∈U

|Ap(µ, ν(yJ+1)) −Ap(µn, ν(yJ+1))| + Wn + oP (1).
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J+1]) − Ap(µ, ν[y∗

J+1])
P

−→ 0 by (A.1) and (A.2). It followsfrom (A.5) that
lim

n→∞
P [d(ŷ∗

J+1, y
∗
J+1) > ε] ≤ lim

n→∞
P [|Ap(µ, ν[ŷ∗

J+1])−Ap(µ, ν[y∗
J+1])| > η] = 0for every ε > 0, whih ends the proof. �
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Chapitre 4Estimation de positions optimalesave ontraintes
Sommaire4.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 914.2 Main result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.3 Appendix : Lemmas and proof. . . . . . . . . . . . 95Abstrat : The searh of the optimal loalization of a new faility oftendepends on the existing ones and an optimal alloation map of lients tothem. We onsider this loation-alloation problem when harateristis ofthe population of lients are available. The riterion funtion to minimize isthen the ombination of a transportation ost and an equilibrium measureof workloads between the failities, and it is natural to try to inorporatethis information into the estimation proedure. We provide quite generaland natural su�ient onditions for the strong onsisteny of nonparametriestimators of this lass of optimal loations where the riterion funtion tominimize is unsmooth and depends on an in�nite dimensional parameter.We investigate in this paper the setting where the pairs of lients and theirworkload marks are supposed independent and identially distributed.Key words : Loation-alloation, Strong onsisteny, Vapnik-Cervonenkislasses.4.1 IntrodutionThe searh of the optimal loalization of a new faility often depends on theexisting ones and an optimal alloation map of lients to them. The optimal89



90 CHAPITRE 4. ESTIMATION DE POSITIONS OPTIMALESAVEC CONTRAINTESloation represents the parameter to estimate whereas the alloation map oflients to failities is a tool parameter in our setup. The optimal loation ofthe soure faility an be written as the argument-minimum of a riterionfuntion based on an eonometri model with an unknown distribution ofpositions and harateristis of lients. However, beause the theoretial op-timization problem is intratable or di�ult to evaluate, we searh optimalloation estimators whih are solutions of empirial optimization problems.We an distinguish between two somewhat related estimation proeduresto our approah : M- and Z-estimation. In M-estimation problems, the solu-tion parameter is the argument-minimum (or argument-maximum) of a rite-ron funtion, whereas in Z-estimation, the solution parameter is the uniquesolution where the riterion funtion is null. A partiular ase of M- andZ-estimation losely related to our approah is the Generalized Method ofMoments (GGM), a popular method in eonometris. In GGM the rite-rion funtions have the form of a theoretial moment and a sample moment,whereas the objetive funtion in our formulation is expressed as the opti-mum over a funtional spae of a funtion of moments. The existing theoriesallow either for unsmooth riterion funtions of �nite dimensional parame-ters (e.g., Pakes and Pollard 1989) or smooth objetive funtions of both�nite and in�nite dimensional parameters (e.g., Bikel, Klaassen, Ritov andWellner 1993) or unsmooth riterion funtions with simultaneously �nite andin�nite dimensional parameters (e.g., Chen, Linton and Van Keilegom 2003).To our knowledge, there exists no M-estimation formulation where the ob-jetive funtion of a �nite parameter is written as an in�nimum funtiontaken over a funtional spae. We explore this estimation problem throughthe ase study presented in Bonneu and Thomas-Agnan (2008) and followvery losely their notations.We onsider the loation-alloation problem whih onsists in loating anew �re station, onditionally to the existing ones, by minimizing the totalaess time of �remen emergenies, and reahing a relative equilibrium of�remen workload. The originality in Bonneu and Thomas-Agnan (2008) isto take into aount the random nature of the harateristis through themodeling of a spatial point proess and to solve a family of optimizationproblems for several simulated observations from the �tted model. Despitean elegant statistial formulation of their loation-alloation problem is avai-lable, no attention however was devoted to theoretial bases. In this paper,we investigate the asymptoti properties of this new statistial tehnique inorder to establish the integrity of the optimal loation estimators, in thesense that when a large sample is available the method should not be grossly



4.1. INTRODUCTION 91ine�ient.Let n be the total number of emergenies, {X1, . . . , Xn} be their loationsin a bounded subset1 Ω ⊂ R2, endowed by a metri d, and {W1, . . . , Wn}be their assoiated workload marks. Suppose the loations y1, . . . , yJ of Jexisting �re stations and their number of �remen z1, . . . , zJ are available. Wedenote by yJ+1 and zJ+1 the unknown loation of the new �re station andits �xed number of �remen. The optimal loation of the new �re station islinked to an optimal alloation of emergenies to �re stations. Consequently,the searh of a loation minimizing the ost funtion is done over a set Λ ofmeasurable alloations α from Ω to the set of �re stations' indexes {1, . . . , J+
1}. The theoretial optimal loation an be expressed as

y∗
J+1 = argmin

yJ+1∈Ω
inf
α∈Λ

M(yJ+1, α),and its empirial ounterpart as
ŷJ+1,n = argmin

yJ+1∈Ω
inf
α∈Λ

Mn(yJ+1, α), (A.1)where M(yJ+1, α) = E(‖X−yα(X)‖
2)+λΦ(α) and Mn(yJ+1, α) = 1

n

∑n
i=1 ‖Xi−

yα(Xi)‖
2 + λΦn(α), with

Φ(α) =

J+1∑

j=1

E(hj,α(X, W ))

E(W )
log

E(hj,α(X, W ))

zjE(W )
,

Φn(α) =

J+1∑

j=1

∑n
i=1 hj,α(Xi, Wi))∑n

i=1 Wi
log

∑n
i=1 hj,α(Xi, Wi)

zj

∑n
i=1 Wi

,and hj,α(x, w) = w1Iα−1(j)(x). The objetive funtion balanes a transporta-tion ost and an equilibrium measure of workloads to �nd an optimal loa-tion of the new �re station. The regularization parameter λ is used to givemore or less importane at eah term of the objetive funtion and is �xedin advane. See Bonneu and Thomas-Agnan (2008) for a disussion on thehoie of this regularization parameter. The equilibrium riteria Φn(α) and
Φ(α), based on the entropy funtion, are minima when all �re stations haveidential workloads. In this di�ult ontext, we fous in Setion 4.2 on thepartiular setting where the positions and marks are independent and iden-tialy distributed, showing that the built estimator ŷJ+1,n onverges to theoptimal loation y∗

J+1 with probability one.1Our onvergene results are also valid if we onsider a bounded subset Ω in anyomplete separable metri spae (X , d).



92 CHAPITRE 4. ESTIMATION DE POSITIONS OPTIMALESAVEC CONTRAINTES4.2 Main resultWe suppose here that the pairs of loations and workload marks (X1, W1), . . . ,
(Xn, Wn) are independent opies sampled from (X, W ) with positive distri-bution measure π on Ω×Ψ, where Ψ is a bounded subset of (0,∞). We denoteby µ the marginal distribution of X and by ν the marginal distribution of
W . We use the notations µn and νn respetively for the empirial measuresof (X1, . . . , Xn) and (W1, . . . , Wn). The following onditions will be neededto prove the almost sure onvergene of ŷJ+1,n to y∗

J+1.(H1) inf
k∈{1,...,J+1}

inf
α∈Λ

E[W1Iα−1(k)(X)] > 0.(H2) inf
y:d(y,y∗

J+1)≥ε
inf
α∈Λ

M(y, α) > inf
α∈Λ

M(y∗
J+1, α), for all ε > 0.(H3) {α−1(j); α ∈ Λ} is a Vapnik-Chervonenkis lass of sets, for eah j =

1, . . . , J + 1.Assumption (H1) is quite natural sine it supposes that in expetany theminimum workload �re station is positive. (H2) is a standard ondition inM-estimation whih assumes that y∗
J+1 is a well-separated point of minimumof the funtional inf

α∈Λ
M(·, α). Assumption (H3) gives a quite natural and ge-neral ondition to prove the almost sure onvergene infα∈Λ Mn(yJ+1, α)

a.s.
−−→

infα∈Λ M(yJ+1, α), uniformly in yJ+1 ∈ Ω. In Appendix we assume that thereader is familiar with the theory of empirial proesses in M-estimation in-volving VC lasses (see, e.g., van der Vaart (1998, Setion 19) or van de Geer(2000, Setion 3)). The following examples present two well-known methodsin loation-alloation literature whih satisfy (H3), but there exist manyother examples.Example 1. The set Λ of alloations α suh that {α−1(1), . . . , α−1(J + 1)}forms a Voronoi partition satis�es the ondition (H3).Example 2. Let {A1, . . . , Ak} be a partition of the population of lients Ω,where the number k of alloation zones is at least equal to the number J + 1of failities. Consider the mode of alloation for whih eah zone Al in Ωshould be alloated to a unique faility yj, and eah faility should have atleast one alloation, that is the set of alloation maps α ∈ Λ suh that
∀l = 1, . . . , k, ∃!j = 1, . . . , J + 1 s.t. Al ⊂ α−1(j)with α−1(j) 6= ∅ ∀j = 1, . . . , J + 1.



4.3. APPENDIX : LEMMAS AND PROOF. 93This zoning system whih allows to view the loation-alloaton problemas a matter of alloating building bloks, satis�es Assumption (H3). Thismethod is well-known in loation theory where the bloks are often delimitedby a grid with a �nite number of nodes. However, every kind of partition ofthe domain an be onsidered and the number of bloks an be as large asdesired.Theorem 4.1. For any sequene of estimators ŷJ+1,n satisfying (A.1), wehave
ŷJ+1,n

a.s.
−−→ y∗

J+1 as n → ∞provided the onditions (H1)-(H3) hold.4.3 Appendix : Lemmas and proof.We need the following lemma whih extends the weak onsisteny of M-estimators (see e.g. van der Vaart 1998, Theorem 5.7) to the almost suresense.Lemma 4.1. Let Θ be a metri spae and θ∗ = argminθ∈Θ M(θ), where M isa nonrandom real-valued funtion de�ned on Θ. Let θ̂n = argminθ∈Θ Mn(θ),where Mn is a real-valued funtion depending on a random sample of size n.If,
sup
θ∈Θ

|Mn(θ) − M(θ)|
a.s.
−−→ 0 as n → ∞, (A.1)

inf
θ:d(θ,θ∗)≥ε

M(θ) > M(θ∗), for all ε > 0. (A.2)then θ̂n onverges almost surely to θ∗ as n → ∞.Proof: By Condition (A.1), we have
Zn := Mn(θ∗) − M(θ∗)

a.s.
−−→ 0 as n → ∞. (A.3)Sine Mn(θ̂n) ≤ Mn(θ∗) by de�nition of θ̂n, we obtain Mn(θ̂n) ≤ M(θ∗)+Zn.Whene

0 ≤ M(θ̂n) − M(θ∗) ≤ M(θ̂n) − Mn(θ̂n) + Zn ≤ sup
θ∈Θ

|Mn(θ) − M(θ)| + Zn.It follows from (A.1) and (A.3) that M(θ̂n)−M(θ∗)
a.s.
−−→ 0, whih is equivalentto say that

lim
n→∞

P [|M(θ̂k) − M(θ∗)| ≤ η, ∀k ≥ n] = 1 (A.4)



94 CHAPITRE 4. ESTIMATION DE POSITIONS OPTIMALESAVEC CONTRAINTESfor any η > 0 (see, e.g., Ser�ing 1980, p.6, for this equivalent ondition on thealmost sure onvergene). In order to prove that d(θ̂n, θ∗)
a.s.
−−→ 0 as n → ∞,it su�es to show

lim
n→∞

P [d(θ̂k, θ
∗) ≤ ε, ∀k ≥ n] = 1 (A.5)for any ε > 0. Let ε > 0. By Condition (A.2) there exists η > 0 suh that

inf
θ:d(θ,θ∗)≥ε

M(θ) − M(θ∗) > η.Then, for eah k ≥ 1, the event {d(θ̂k, θ
∗) ≥ ε} implies {M(θ̂k) > M(θ∗)+η}.This is equivalent to say that {|M(θ̂k)−M(θ∗)| ≤ η} is ontained in the event

{d(θ̂k, θ
∗) < ε}, for all k ≥ 1. Therefore, for all n (large enough), the event

{|M(θ̂k)−M(θ∗)| ≤ η, ∀k ≥ n} is ontained in {d(θ̂k, θ
∗) ≤ ε, ∀k ≥ n}. Thus(A.5) follows immediately from (A.4). �We also need to prove the almost sure onvergene to zero of the followingquantities :

Aj,n := sup
α∈Λ

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

‖Xi − yj‖
21Iα−1(j)(Xi) −

∫

Ω

‖x − yj‖
21Iα−1(j)(x)dµ(x)

∣∣∣∣∣ ,ave 1 ≤ j ≤ J + 1,

Bn := sup
yJ+1∈Ω

AJ+1,n

Ck,n := sup
α∈Λ

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

hk,α(Xi, Wi) − E[hk,α(X, W )]

∣∣∣∣∣ , k = 1, . . . , J + 1.Lemma 4.2. If (H3) holds, then(i) Aj,n
a.s.
−−→ 0 as n → ∞, for eah j = 1, . . . , J .(ii) Bn
a.s.
−−→ 0 as n → ∞.(iii) Ck,n

a.s.
−−→ 0 as n → ∞, for eah k = 1, . . . , J + 1.Proof: (i) For eah j = 1, . . . , J , we denote Fj := {fj,α : α ∈ Λ} the setof funtions fj,α : x ∈ Ω 7→ ‖x − yj‖

21Iα−1(j)(x). Sine a olletion of setsis a VC lass of sets if and only if the olletion of orresponding indiatorfuntions is a VC lass of funtions (see e.g. van der Vaart 1998, p.275), weobtain by Assumption (H3) that F := {fα : α ∈ Λ}, the set of funtions
fα : x ∈ Ω 7→ 1Iα−1(j)(x), is a VC lass of funtions with envelope 1 (an enve-lope for a lass of funtions F is any funtion F ∈ L1(µ) suh that |f | ≤ Ffor all f ∈ F). On the other hand, it is obvious that {f : x ∈ Ω 7→ ‖x−yj‖

2}



4.3. APPENDIX : LEMMAS AND PROOF. 95is a VC lass of funtions beause it is a set of a single funtion. Then, byLemma 2.14 in Pakes and Pollard (1989), Fj is also a VC lass of fun-tions with envelope given by the funtion f whih belongs to L1(µ) in viewof the boundedness of Ω. Therefore, it follows from Corollary 3.12 in van deGeer (2000) that supf∈Fj
|
∫

fdµn−
∫

fdµ|
a.s.
−−→ 0, whih ompletes the proof.(ii) Here also, it su�es to show that FJ+1 := {fyJ+1,α : yJ+1 ∈ Ω, α ∈ Λ},the set of funtions fyJ+1,α : x ∈ Ω 7→ ‖x−yJ+1‖

21Iα−1(J+1)(x), is a VC lass offuntions with an envelope in L1(µ). To do this, we �rst need to prove that theset GJ+1 = {gyJ+1
: yJ+1 ∈ Ω} of funtions gyJ+1

: x ∈ Ω 7→ ‖x − yJ+1‖
2 is aVC lass of funtions. Following van der Vaart (1998, p.275), for the olletion

GJ+1 to be a VC lass of funtions, it su�es to show that the olletion ofall subgraphs {(x, t) ∈ Ω × R : gyJ+1
(x) < t} =: subgraph(gyJ+1

) forms a VClass of sets in Ω × R. By de�nition, to show that D := {subgraph(gyJ+1
) :

yJ+1 ∈ Ω} is a VC lass of sets it su�es to prove that its orresponding VCindex denoted by V (D) is �nite (for the desription of this index, see e.g. vande Geer 2000, De�nition 3.3, p.40). Let G on Ω × R be the 5-dimensionalvetor spae spanned by the following basis funtions linearly independentto eah other
Φ1(x, t) = ‖x‖2; Φ2(x, t) = x(1); Φ3(x, t) = x(2); Φ4(x, t) = t; Φ5(x, t) = 1,where x = (x(1), x(2)), and let pos(G) be the olletion of sets

pos(g) := {(x, t) ∈ Ω × R : g(x, t) > 0}, g ∈ G.Aording to Dudley (1978, Theorem 7.2, p.920), we have V (pos(G)) = 6. Itis easy to see that, for any yJ+1 ∈ Ω, we have subgraph(gyJ+1
) = {(x, t) ∈

Ω × R : t − gyJ+1
(x) > 0} = pos(g), where g(x, t) := t − gyJ+1

(x) belongsto the vetor spae G. Hene, D is ontained in pos(G). It follows that
V (D) ≤ V (pos(G)) = 6 and thus D is a VC lass of sets. Therefore, GJ+1 is aVC lass of funions with envelope given by the onstant diam(Ω)2 ∈ L1(µ).Finally, sine F = {1Iα−1(j) : α ∈ Λ} is a VC lass of funtions with envelope
1, we onlude by Lemma 2.14 in Pakes and Pollard (1989) that FJ+1 is aVC lass of funtions with envelope given by the onstant diam(Ω)2.(iii) Following the same lines of the proof of (i), for eah j = 1, . . . , J +1,it is not hard to verify that the set Hj = {hj,α : α ∈ Λ} of funtions
hj,α : (x, w) ∈ Ω × Ψ 7→ w1Iα−1(j)(x) is a VC lass of funtions with anenvelope in L1(π), given by the funtion (x, w) ∈ Ω × Ψ 7→ w. The desiredonlusion follows immediately from Corollary 3.12 in van de Geer (2000).
�



96 CHAPITRE 4. ESTIMATION DE POSITIONS OPTIMALESAVEC CONTRAINTESFinally, we need to show the following result.Lemma 4.3. Under Conditions (H1) and (H3), sup
α∈Λ

|Φn(α) − Φ(α)|
a.s.
−−→ 0as n → ∞.Proof: Putting rj,n(α) :=

∑n
i=1 hj,α(Xi,Wi))∑n

i=1 Wi
, rj(α) :=

E(hj,α(X,W ))

E(W )
for eah j =

1, . . . , J + 1, and W̄n := (1/n)
∑n

i=1 Wi, we have
sup
α∈Λ

|rj,n(α) − rj(α)| = sup
α∈Λ

∣∣∣∣

∑n
i=1 hj,α(Xi, Wi))∑n

i=1 Wi
−

E(hj,α(X, W ))

E(W )

∣∣∣∣

≤
1

E[W ]W̄n

(sup
α∈Λ

E[hj,α(X, W )]|W̄n − E[W ]| + E[W ]Cj,n).Sine, sup
α∈Λ

E[hj,α(X, W )] ≤ E[W ] < ∞, |W̄n −E[W ]|
a.s.
−−→ 0 by the strong lawof large numbers and Cj,n

a.s.
−−→ 0 by Lemma 4.2 (iii), we have sup

α∈Λ
|rj,n(α) −

rj(α)|
a.s.
−−→ 0 for eah j. Now, putting v(x) = x log(x) for x > 0, we get

sup
α∈Λ

|Φn(α) − Φ(α)| = sup
α∈Λ

J+1∑

j=1

∣∣∣∣rj,n(α) log
rj,n(α)

zj
− rj(α) log

rj(α)

zj

∣∣∣∣

≤
J+1∑

j=1

(
log(zj) + sup

α∈Λ
|v′(λj,αrj,n(α) + (1 − λj,α)rj(α))|

)
sup
α∈Λ

|rj,n(α) − rj(α)|where λj,n(α) ∈]0, 1[. To end the proof it is enough to show that
sup
α∈Λ

|v′(λj,αrj,n(α) + (1 − λj,α)rj(α))| is bounded, for all n su�iently large,with probability 1. Sine infα∈Λ rj(α) > 0 by (H1) and
| inf

α∈Λ
[λj,αrj,n(α) + (1 − λj,α)rj(α)] − inf

α∈Λ
rj(α)| ≤ sup

α∈Λ
|rj,n(α) − rj(α)|

a.s.
−−→ 0,we have for all n large enough

inf
α∈Λ

[λj,αrj,n(α) + (1 − λj,α)rj(α)] > inf
α∈Λ

rj(α)/2 (A.6)with probability 1. On the other hand, we have
sup
α∈Λ

|v′(λj,αrj,n(α) + (1 − λj,α)rj(α))|

≤ 1 − log{ inf
α∈Λ

[λj,αrj,n(α) + (1 − λj,αrj(α)]}

≤ 1 − log{ inf
α∈Λ

rj(α)/2}.



4.3. APPENDIX : LEMMAS AND PROOF. 97The last inequality follows from (A.6) and holds for all n large enough withprobability 1. The upper bound is �nite and stritly larger than 1 sine
0 < infα∈Λ rj(α) ≤ 1. This ompletes the proof. �Proof of Theorem 4.1 Aording to Lemma 4.1, it su�es to show that
sup

yJ+1∈Ω
| inf

α∈Λ
Mn(yJ+1, α)− inf

α∈Λ
M(yJ+1, α)|

a.s.
−−→ 0 as n → ∞. This is immediateby applying the fat that

sup
yJ+1∈Ω

| inf
α∈Λ

Mn(yJ+1, α)− inf
α∈Λ

M(yJ+1, α)| ≤
J∑

j=1

Aj,n+Bn+λ sup
α∈Λ

|Φn(α)−Φ(α)|in onjuntion with Lemmas 4.2-4.3. �
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102 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUESDans e hapitre, nous présentons de façon non exhaustive une revuebibliographiques des indies de onentration introduits en éonométrie. Du-ranton et Overman (2005) dé�nissent les propriétés fondamentales requisespour être un �bon� indie de onentration. Pour s'a�ranhir d'un déou-page du domaine d'observation en zones, de nouveaux indies basés sur lesdistanes ont été introduits. Ensuite, nous rappelons quelques aratéris-tiques du seond ordre d'un proessus pontuel spatial marqué et dé�nissonsde nouvelles aratéristiques lorsque le proessus pontuel des positions eststationnaire du seond ordre ave pondération par l'intensité λ. Puis, nousprésentons les indies basés sur les distanes introduits par Duranton et Over-man (2005) puis Maron et Pueh (2007), et les érivons en fontion d'estima-teurs de aratéristiques théoriques de proessus pontuels spatiaux marqués.Nous obtenons ainsi lairement quelle quantité théorique est estimée par esindies. En�n, nous présentons un nouvel indie de onentration issu del'estimation d'une aratéristique du seond ordre d'un proessus pontuelmarqué.5.1 Indies de onentrationPendant des années, l'étude de la onentration géographique s'est limitée àonsidérer des mesures d'inégalités de données agrégées dans des zones dé-terminées (départements, antons, IRIS, . . .). Le leteur pourra se reporter àCurry et George (1983) pour une présentation détaillée des indies de onen-tration suivant : onentration ratio, Rosenbluth index (1961), Comprehen-sive onentration index (1970), Pareto slope (1971), Linda index (1976),Hannak-Kay index (1977), U index (1980) et les mesures basées sur l'en-tropie. Beauoup d'autres indies ont été dé�nis plus réemment mais enl'absene d'un artile de référene établissant un état de l'art il est di�-ile d'établir une liste exhaustive. Nous rajouterons malgré tout à la listed'indies préédents l'indie de Theil (1967), l'indie d'Atkinson (1996) etl'indie de Krugman (1991). D'autres référenes présentent une introdutionaux questions de la mesure de la onentration géographique omme les ar-tiles de Valeyre (1993) et Houdebine (1999). Les indies d'Her�ndahl (1950),de Gini (1991) et d'Ellison-Glaeser (1997) sont d'ailleurs présentés dans Hou-debine (1999) omme les plus utilisés en pratique. L'indie d'Ellison-Glaeserest fondé sur une desription probabiliste du omportement des entreprises.Cet indie présente l'avantage d'améliorer les indies de Her�ndahl et de Ginidu point de vue des propriétés fondamentales requises pour être un �bon� in-die de onentration. Ces propriétés fondamentales énonés par Duranton et



5.1. INDICES DE CONCENTRATION 103Overman (2005) sont présentés par la suite. Pour des unités géographiques,notées R1, · · · , RM et des industries positionnées en x1, · · · , xN ave des ef-fetifs respetifs m1, · · · , mN , l'indie d'Ellison-Glaeser s'érit
IEG =

GEG − H

1 − H
ave GEG =

∑M
j=1(uj − vj)

2

1 −
∑M

j=1 v2
j

,où uj :=
∑N

i=1 mi1I(xi ∈ Rj)/
∑N

i=1 mi ; vj :=
∑N

i=1 mi/N et
H =

∑M
j=1 m2

j/(
∑M

j=1 mj)
2 est l'indie d'Her�ndahl. Maurel et Sédillot (1999)proposent un indie de onentration onstruit dans les mêmes lignes que e-lui d'Ellison-Glaeser mais ave des estimateurs quelque peu di�érents. L'in-die de Maurel et Sédillot (1999) présenté omme plus naturel dans sa onstru-tion que elui d'Ellison-Glaeser s'érit

IMS =
GA − H

1 − H
ave GA =

∑M
j=1 u2

j −
∑M

j=1 v2
j

1 −
∑M

j=1 v2
j

.Cependant, l'agrégation de données relatives à des établissements au ni-veau de zones spatiales �xées introduit de fausses orrélations entre les va-riables agrégées. Ce problème est onnu sous le nom MAUP (�Modi�ableAreal Unit Problem�). De plus, e déoupage souvent arbitraire peut sinderun regroupement d'établissements d'un seteur d'ativité dans deux zonesgéographiques et ainsi perdre la struture réelle de la répartition. Cei estd'autant plus préjudiiable que la majorité des indies de onentrationtraitent des unités spatiales prohes de la même façon que si elles étaientd'un bout à l'autre du territoire onsidéré. Pour orriger e dernier désan-vantage, Dawkins (2004) a introduit un indie de Gini spatial pour tenirompte de la notion de régions voisines. Il est à noter que des indies d'au-torrélation spatiale omme l'indie de Moran ou de Geary (voir par exemple,Cli� et Ord, 1981) ne sont pas onvenables pour mesurer de la onentrationspatiale. C'est pour ette raison qu'Arbia et Piras (2009) dé�nissent un teststatistique dérivé de es indies pour mesurer la onentration spatiale.Ainsi, depuis les années 70, les éonomistes ont amélioré la mesure desindies de onentration géographique pour évaluer plus préisément l'ag-glomération de seteurs d'ativités, et permettre de répondre aux questionsd'aménagement éonomique du territoire. Cette amélioration s'est faite grâeà la détermination de propriétés fondamentales demandées pour un �bon� in-die de onentration. Duranton et Overman (2005) suggèrent qu'un �bon�indie de onentration doit :(i) être omparable entre les di�érents seteurs d'ativité,



104 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES(ii) ontr�ler la tendane globale d'agrégation,(iii) ontr�ler la onentration produtive de haque seteur d'ativité autravers de leur taille,(iv) être non biaisé par rapport au hoix de l'éhelle géographique,(v) permettre de tester la signi�ativité des résultats.La propriété (ii) onsiste à prendre en ompte les fateurs entrainant né-essairement une agrégation des seteurs d'ativité. Par exemple, on peutlogiquement s'attendre à e qu'un seteur d'ativité ait un taux d'emploiimportant dans des zones où la densité de population est forte. Cette pro-priété naturelle est à distinguer de la propriété (iii) qui onsiste à prendreen ompte la struture produtive de haun des seteurs d'ativité onsi-dérés. En e�et, des seteurs ave peu d'établissements auront une struturede prodution onentrée les empêhant de se répartir de façon homogènesur le territoire. Ainsi, la onentration géographique des seteurs dont l'a-tivité est, par nature, très dispersée (par exemple les servies de proximité)ne peut pas être diretement omparée à elle de seteurs où la onentrationprodutive est plus importante (par exemple l'industrie automobile). Il estainsi néessaire d'utiliser la onnaissane de la taille des établissements, parexemple en nombre d'employés, pour orriger ette onentration inhérente àhaque seteur. Ces propriétés, lassées dans l'ordre hronologique d'appari-tion, ont permis d'a�ner la détermination de �bons� indies de onentration.Grâe aux moyens atuels, il est de plus en plus fréquent de béné�ierdes informations sur le positionnement exat des établissements. Ainsi, ilest dommageable de perdre de l'information en agrégeant les données surles établissements dans des zones administratives souvent éonomiquementarbitraires. Les développements onernant la mesure d'indies de onen-tration à partir de données pontuelles dans un espae ontinu sont relati-vement réents en éonomie. Les artiles de Duranton et Overman (2005),puis Maron et Pueh (2007), ouvrent la voie à de nouveaux indies baséssur les distanes, qui s'a�ranhissent ainsi d'un déoupage en zones à l'in-térieur desquelles des données pontuelles sont agrégées. Malheureusement,les liens entre es indies et les quantités théoriques qu'ils estiment ne sontpas lairement établis en l'absene d'un adre mathématique adapté. Par lasuite, nous uniformisons l'ériture de es indies dans le adre de la théoriedes proessus pontuels spatiaux marqués. Pour ela, nous rappelons et in-troduisons des dé�nitions de aratéristiques théoriques du seond ordre.



5.2. CARACTÉRISTIQUES DU SECOND-ORDRE POUR DESPROCESSUS PONCTUELS MARQUÉS 1055.2 Caratéristiques du seond-ordre pour desproessus pontuels marquésDans ette setion, nous revenons tout d'abord sur les dé�nitions de ara-téristiques du seond-ordre dans le adre stationnaire, pour des proessuspontuels marqués. Ensuite, nous introduisons une généralisation dans leadre non-stationnaire, mais stationnaire du seond-ordre ave pondérationpar l'intensité (�seond-order intensity reweighted�).5.1 Proessus pontuels spatiaux marqués stationnairesDes aratéristiques du seond ordre de proessus pontuels marqués dans leadre stationnaire ont été dé�nies et employées notamment dans Stoyan etStoyan (1994), Shlather (2001) ou Mateu (2000).Soit (X, M) = {(ξ, mξ) : ξ ∈ X} un proessus pontuel marqué station-naire simple sur un espae borné A ⊂ R2 ave marques positives, et notonsla σ-algèbre de A par A. Pour simpli�er les notations, on notera le proessuspontuel marqué {(ξi, mi)(i≥1) : ξi ∈ X}. Une aratéristique du seond ordred'un proessus pontuel marqué anisotrope (resp. isotrope) est une quantitéonditionnelle sahant que les points sont éloignés d'une diretion t (resp.distane r). Pare que la probabilité de trouver une paire de points éloignésd'une diretion t (resp. distane r) est nulle pour des proessus pontuelssimples dans un domaine borné, nous onsidérons la mesure de moment ré-duit du seond ordre d'une fontion f , notée α
(2)
f .Définition 5.1. Pour toute fontion mesurable positive f sur R2

+, la me-sure α
(2)
f sur A2 est dé�nie par

α
(2)
f (B1 × B2) = E

[
∑

ξ1∈X

6=∑

ξ2∈X

f(m1, m2)1IB1(ξ1)1IB2(ξ2)

] ave B1, B2 ∈ A.Si α
(2)
f est absolument ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue alors ilexiste une fontion densité notée ρ

(2)
f . Dans le but d'analyser les marques, onintroduit une version normalisée de ρ

(2)
f , en divisant par la aratéristique duseond ordre du proessus non marqué ρ(2). Sous l'hypothèse d'anisotropie(resp. isotropie), on note κf(t) = ρ

(2)
f (t)/ρ(2)(t) (resp. κf(r) = ρ

(2)
f (r)/ρ(2)(r))où κf (t) (resp. κf(r)) orrespond à l'espérane onditionnelle de f(mi, mj)sahant qu'il existe deux points ξi et ξj de X tels que ξi − ξj = t (resp.

‖ξi − ξj‖ = t) de marques respetives mi et mj . Le hoix de la fontion f



106 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUESdépend de la nature des marques et du ontexte d'étude. On peut iter parexemple :(ii) f(mi, mj) = 1I(mi = mj) quand les marques sont disrètes,(ii) f(mi, mj) = mimj , quand les marques représentent des tailles d'objet,(iii) f(mi, mj) = min{|mi − mj|, π − |mi − mj|}, quand les marques sontdes angles ompris entre 0 et π.Dans le adre de marques ontinues, de nombreuses aratéristiques du se-ond ordre ont été onstruites à partir de κf pour des fontions f partiu-lières. Une aratéristique très onnue est le variogramme des marques (Cres-sie, 1993) pour laquelle f(m1, m2) = (m1 − m2)
2. Nous renvoyons le leteurà Shlather (2001) et aux référenes qu'il ontient pour d'autres exemples.5.2 Proessus pontuels spatiaux marqués non-stationnairesDans ette setion, nous dé�nissons la mesure aléatoire β

(2)
f à partir de β(2),en suivant le même shéma permettant de dé�nir α

(2)
f à partir de α(2). Nousreprenons les notations et hypothèses de la setion préédente ave (X, M) =

{(ξ, mξ) : ξ ∈ X} un proessus pontuel marqué simple dont le proessusmarginal des positions X est stationnaire du seond ordre ave pondérationpar l'intensité λ.On onsidère que f(m1, m2) s'érit omme le produit k(m1)q(m2). Nousverrons par la suite que les fontions f prises par Duranton et Overman(2005) et Maron et Pueh (2007) appartiennent à ette famille de fontions.Nous pouvons dé�nir la aratéristique du premier ordre λk à partir de lamesure aléatoire µk.Définition 5.2. Pour toute fontion mesurable k sur R+, la mesure µksur A est dé�nie par
µk(B) = E

[
∑

ξ∈X

k(m)1IB(ξ)

] ave B ∈ A.Si µk et µq sont absolument ontinues par rapport à la mesure de Le-besgue alors on note respetivement λk et λq leur densité. Nous introduisonsmaintenant une mesure aléatoire d'ordre 2, notée β
(2)
f .



5.2. CARACTÉRISTIQUES DU SECOND-ORDRE POUR DESPROCESSUS PONCTUELS MARQUÉS 107Définition 5.3. Pour toute fontion mesurable positive f sur R2
+, s'éri-vant f(m1, m2) = k(m1)q(m2), la mesure β

(2)
f sur A2 est dé�nie par

β
(2)
f (B1×B2) = E

[
∑

ξ1∈X

6=∑

ξ2∈X

f(m1, m2)

λk(ξ1)λq(ξ2)
1IB1(ξ1)1IB2(ξ2)

] ave B1, B2 ∈ A,si λk(x) > 0 et λq(x) > 0 presque sûrement pour tout x ∈ A.Sous l'hypothèse d'absolue ontinuité de β
(2)
f par rapport à la mesure deLebesgue, on note gf la densité assoiée. Nous obtenons sans di�ulté que

gf s'érit sous la forme
gf(x1, x2) =

ρ
(2)
f (x1, x2)

λk(x1)λq(x2)
=

E [k(mi)q(mj)|ξi = x1, ξj = x2] ρ
(2)(x1, x2)

E[k(mi)|ξi = x1]E[q(mj)|ξj = x2]λ(x1)λ(x2)

=
E [k(mi)q(mj)|ξi = x1, ξj = x2]

E[k(mi)|ξi = x1]E[q(mj)|ξj = x2]
g(x1, x2).On rappelle que la fontion de orrélation des paires g est égale à 1 pourun proessus pontuel de Poisson d'après le théorème de Slivnyak-Meke.Si l'on onsidère un proessus pontuel marqué de Poisson YP = (XP , MP )pour lequel onditionnellement à XP , haque marque mξ a une densité nedépendant exlusivement que de ξ alors on obtient

ρ
(2)
f (x1, x2) = E [k(mi)|ξi = x1, ξj = x2] E [q(mj)|ξi = x1, ξj = x2] ρ

(2)(x1, x2)

= E [k(mi)|ξi = x1] λ(x1)E [q(mj)|ξj = x2] λ(x2)

= λk(x1)λq(x2).Par onséquent, gf est égale à 1 pour des proessus pontuels de la mêmefamille que YP . On pourrait ainsi dé�nir un test nous permettant d'indiquersi une on�guration de points peut être une réalisation d'un proessus pon-tuel marqué de Poisson où en haque point ξ la densité de mξ ne dépendpas de X\ξ, bien que e ne soit ertainement pas une ondition néessaire etsu�sante.La aratéristique du seond ordre gf que nous introduisons pour desproessus pontuels marqués, dont le proessus pontuel des positions eststationnaire du seond ordre ave pondération par l'intensité, va permettrede dé�nir notre nouvel indie de onentration.



108 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES5.3 Indies de onentration basés sur les dis-tanesNous présentons dans ette setion deux indies de onentration basés surles distanes, l'un introduit par Duranton et Overman (2005) et l'autre parMaron et Pueh (2007). Nous utilisons les notations (xi, mi) pour dé�nirrespetivement la position et la marque assoiée, orrespondant au nombred'employés, de l'établissement i.5.1 Indie de Duranton et Overman (2005)La mesure de la onentration de l'emploi dé�nie par Duranton et Overman(2005) est donnée par l'indie suivant :
IDO(r) =

∑
i

∑
j>i h

−1w
(

r−‖xi−xj‖

h

)
mimj

∑
i

∑
j>i mimjoù h est une fenêtre de lissage et w est une fontion noyau. Cet estimateurnon-paramétrique onsiste à aluler la densité des distanes entre toutes lespaires d'établissements d'un seteur, pondérées par une fontion du nombred'employés. Cette fontion f est telle que f(mi, mj) = mimj . Dans le as d'unproessus stationnaire isotrope, un estimateur non paramétrique de ρ

(2)
f (r)est dé�ni dans Stoyan et Stoyan (1994) sans orretion de bord par

ρ̂
(2)
f (r) =

1

2πr|A|

∑∑

i6=j

h−1w

(
r − ‖xi − xj‖

h

)
mimj , ∀r > 0.Etant donné qu'un estimateur de λ2 dans la as stationnaire est donné par

n(n − 1)/|A|2, on a
IDO(r) =

∑∑
i6=j h−1w

(
r−‖xi−xj‖

h

)
mimj

∑∑
i6=j mimj

=
2πrρ̂

(2)
f (r)

|A|Ê[m]2λ̂2
.Un lien est ainsi établi entre la dé�nition de l'indie de onentration IDO etles estimations de aratéristiques de proessus pontuel marqué. On entre-voit ainsi la quantité théorique qui est estimée et pouvons nous demander siet indie est légitime ompte tenu du fateur multipliatif 2πr/|A|. Il serait



5.3. INDICES DE CONCENTRATION BASÉS SUR LESDISTANCES 109préférable de hoisir omme indie ρ̂
(2)
f (r)/Ê[m]2λ̂2 qui est un estimateur de

gf dans le adre d'un proessus pontuel marqué stationnaire isotrope sousl'hypothèse de �random labelling� ('est à dire, marques indépendantes despositions et indépendantes entre elles). De plus, et indie ne présente pas deorretion de bord e qui peut ertainement aboutir à une sous estimationde la quantité théorique.5.2 Indie de Maron et Pueh (2007)Maron et Pueh (2007) soulignent que l'indie de Duranton et Overman(2005) ne permet pas une interprétation des résultats bien qu'il satisfasseles propriétés fondamentales pour être un �bon� indie de onentration. Cetinonvénient les pousse à dé�nir un nouvel indie de onentration que nousnoterons IMP . En e�et, Maron et Pueh (2007) reprohent à l'indie deonentration IDO de ne pas permettre de quanti�er les di�érenes en termede nombre d'employés ou de nombre d'établissements. Cet inonvénient neparaît ependant pas rédhibitoire étant donné qu'il apparaît aussi pour desindies largement utilisés omme par exemple l'indie de Gini. L'indie deMaron et Pueh (2007) onsiste à regarder pour haque établissement d'unseteur s, loalisé en xi,s, le ratio entre le nombre d'employés des établis-sements voisins appartenant au seteur s et le nombre d'employés de tousles établissements voisins. Tous es indies loaux sont ensuite additionés,puis une normalisation est e�etuée en divisant par le ratio entre le nombred'employés total du seteur s et le nombre total d'employés. L'indie IMP estainsi dé�ni par
IMP (r) =

Ns∑

i=1

∑Ns

j=1,j 6=i mj1I(‖xi,s − xj,s‖ ≤ r)
∑N

j=1,j 6=i mj1I(‖xi,s − xj‖ ≤ r)
/

Ns∑

i=1

∑Ns

j=1,j 6=i mj
∑N

j=1,j 6=i mj

∀r > 0,où Ns est le nombre d'établissements du seteur s, N le nombre totald'établissements et xi,s la position d'un établissement d'indie i appartenantau seteur s. Pour simpli�er, on onstate que l'indie IMP (r) peut s'ériresous la forme id(r)/id(∞) où
id(r) =

Ns∑

i=1

∑Ns

j=1,j 6=i mj1I(‖xi,s − xj,s‖ ≤ r)
∑N

j=1,j 6=i mj1I(‖xi,s − xj‖ ≤ r)Ce type de normalisation d'une fontion par sa valeur en l'in�ni n'est passurprenante et apparait aussi quand on onsidère les aratéristiques du se-ond ordre de proessus pontuels marqués (voir par exemple, Mateu (2000)).



110 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUESNous établissons maintenant l'ériture de l'indie id(r) en fontion de ara-téristiques estimées d'un proessus pontuel marqué.
id(r) =

Ns(Ns − 1)

|A|2(N − 1)

Ns∑

i=1

Ns∑

j=1,j 6=i

mj1I(‖xi,s − xj,s‖ ≤ r)

Ns(Ns−1)
|A|2

∑N
j=1,j 6=i

mj1I(‖xi,s−xj‖≤r)

N−1

=
Ns(Ns − 1)

|A|2(N − 1)

Ns∑

i=1

Ns∑

j=1,j 6=i

mj1I(‖xi,s − xj,s‖ ≤ r)

λ̂2Ê[mj1I(‖ξi,s − ξj‖ ≤ r)|ξi,s = xi,s]Cet indie id(r) est proportionnel à l'estimateur d'une version pondéréede la fontion K prenant en ompte les marques. On onstate que les pro-essus pontuels marqués onsidérés sont tels que, pour haun d'entre eux,le proessus pontuel des positions est stationnaire et isotrope. Cependant,Maron et Pueh (2007) prennent en ompte la dépendane des marques aveles positions voisines. La prise en ompte de l'ensemble des seteurs pour lealul de leur indie de onentration sur un seteur ne permet pas de orri-ger l'inhomogénéité des positions, ni d'apporter une orretion de bord maisde prendre en ompte la dépendane des marques ave les positions voisines.5.3 Nouvel indie de onentrationNous hoisissons d'introduire dans ette setion un indie de onentrationbasé sur la même forme que l'estimation de densité dans l'indie IDO etnon pas sous une forme umulative omme l'indie id dé�ni dans IMP . Cehoix est simplement dû à la plus grande failité d'interprétation de notreindie par rapport à l'indie umulatif assoié que nous aurions pu onstruire.La formulation des indies préédents qui ne prennent pas en ompte larépartition hétérogène des points nous onduit à introduire un estimateurde gf pour dé�nir un nouvel indie de onentration. Si gf est invariant partranslation l'estimateur proposé s'érit
ĝf(t) =

N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

h−2w
(

t−ξi+ξj

h

)
k(mi)q(mj)

|A ∩ (A − ξi + ξj)|λ̂k(ξi)λ̂q(ξj)
∀t,où λ̂k(x) peut être hoisi omme égal à Ê [k(mξ)|ξ = x] λ̂(x), ave λ̂ l'estima-teur de l'intensité dé�ni par Diggle (1985).



5.4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE NOTREINDICE DE CONCENTRATION 111Si gf est aussi invariant par rotation alors on peut dé�nir
ĝf(r) =

1

2πr

N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

h−1w
(

r−‖ξi−ξj‖

h

)
k(mi)q(mj)

|A ∩ (A − ξi + ξj)|λ̂k(ξi)λ̂q(ξj)
∀r > 0,Il est à noter que nous aurions pu aussi dé�nir un indie de onentrationumulatif omme le font Maron et Pueh (2007).5.4 Comportement asymptotique de notre in-die de onentrationDans ette setion, nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques del'estimateur ĝf,n(t) d'un proessus pontuel marqué (Xn, Mn) dans un adreasymptotique spéi�que.5.1 NotationsNous notons A ⊂ R2, un ouvert borné, la région où les réalisations des pro-essus pontuels marqués sont observées. Soit |A| l'aire de A, h une onstantepositive et w un noyau produit symétrique et borné de support C ×C ⊂ R2dé�ni par

w(x) = w0(x(1))w0(x(2)), ∀x = (x(1), x(2)) ∈ R
2,où le noyau w0 satisfait don

∫

C

zw0(z)dz = 0 et ∫
C

z2w0(z)dz < ∞.Pour alléger les notations, nous introduisons whn(·) = h−2
n w( ·

hn
).5.2 Cadre asymptotiqueEn estimation de densité dans Rd, le adre asymptotique onsiste à fairetendre la taille de l'éhantillon n vers l'in�ni alors que la fenêtre de lissage htend vers 0 de telle sorte que nhd tend vers l'in�ni.En théorie des proessus pontuels, plusieurs adres asymptotiques sontpossibles. Tout d'abord, on peut hoisir d'augmenter l'espérane du nombrede points du proessus par l'aroissement de la région d'observation A (Cres-sie, 1993). Guan et al. (2007) établissent ainsi la onsistane et la normalité



112 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUESasymptotique du variogramme empirique des marques κ̂f (t) sahant les po-sitions, pour un proessus pontuel marqué stationnaire et anisotrope. Dansle adre géostatistique, Garía-Soidán et al. (2004) introduisent un estima-teur de Nadaraya-Watson du variogramme et démontre la onsistane pourun hamp stationnaire isotrope. Un autre adre asymptotique adoptée parDiggle et Marron (1988) onsiste à aroître l'intensité du proessus pontuel.Nous verrons que notre adre asymptotique est très prohe de e dernier. Unadre mixte où intensité et fenêtre d'observation augmentent a aussi étaitonsidéré. En�n, un adre plus prohe de elui de l'estimation de densitéserait de onsidérer plusieurs réalisations d'un même proessus et de fairetendre n vers l'in�ni (Kutoyants, 1998).En statistique spatiale, le adre asymptotique ave domaine borné appa-rait impopulaire, ependant il ne semble pas inongru en pratique. En géo-statistique, Stein (1999) souligne l'importane de onsidérer l'interpolationen des points non observés (krigeage) lorsque le nombre de points à proximitéaugmente et non lorsque le nombre de points éloignés augmente par le biaisde l'agrandissement du domaine. Dans le adre des proessus pontuels, noussommes souvent onfrontés en pratique à des domaines d'observation �xéspour des raisons tehniques ou réelles dont le nombre de points d'une réali-sation augmente. Nous avons don déidé d'étudier la onvergene de notreestimateur vers la aratéristique théorique pour des proessus hétérogèneslorsque l'intensité du proessus augmente dans un domaine �xé.Nous allons maintenant dé�nir notre adre asymptotique ave la région
A �xée. Considérons une séquene de proessus pontuels (Xn, Mn) dontles aratéristiques assoiées sont notées λn, ρ

(2)
n , gn et gf,n. On onsidèreune séquene de fenêtre de lissage hn. On dé�nit par λ, ρ(2), g et gf lesaratéristiques assoiées à (X0, M0). On suppose que gf est une fontion aumoins di�érentiable jusqu'à l'ordre 2 et de dérivées partielles jusqu'à l'ordre

2 bornées. Notre adre asymptotique est bâti sur les hypothèses suivantes :(H1) λn = nλ et ρ
(2)
n (x1, x2) = n2ρ(2)(x1, x2),(H2) E [k(mi)|ξi ∈ Xn] = E [k(mi)|ξi ∈ X0] [λk,n = λk]

E [q(mj)|ξj ∈ Xn] = E [q(mj)|ξj ∈ X0] [λq,n = λq](H3) E [k(mi)q(mj)|ξi, ξj ∈ Xn] = E [k(mi)q(mj)|ξi, ξj ∈ X0]pour tout n ∈ N,(H4) hn = O(n−β) ave β ∈]0, 1[.



5.4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE NOTREINDICE DE CONCENTRATION 113L'hypothèse (H1) est une hypothèse véri�ée lorsque l'on onsidère que
X0 est l'�aminissement�(thinning) de Xn ave une probabilité de rétentiononstante égale à 1/n (Proposition 4.2 p.31, Moller et Waagepetersen 2004).Cette hypothèse est naturelle dans notre adre asymptotique où l'on sou-haite que Xn soit une �intensi�ation� de X0. Les hypothèses (H2) et (H3)onsistent à dire que les espéranes de fontion des marques, onditionnelle-ment aux positions, ne dépendent pas des paramètres du proessus pontueldes positions mais de la famille à laquelle il appartient. Cependant, lorsque
n augmente, l'espérane du nombre de points et l'espérane de la sommedes marques augmentent. Ces hypothèses sont naturelles si l'on onsidèreque le nombre d'industries et le nombre d'employés dans toute une région Aaugmentent mais que la dépendane spatiale du nombre d'employés d'un éta-blissement dépend uniquement de sa position et pas des aratéristiques duproessus pontuel sous jaent. En�n, les hypothèses (H1), (H2) et (H3) im-pliquent que gf,n(x1, x2) = gf(x1, x2). Quand n tend vers l'in�ni, l'hypothèse
(H4) implique que hn → 0 et nhn → ∞.5.3 Biais asymptotiqueDans ette setion, le théorème présenté montre que notre estimateur de gfest asymptotiquement sans biais. Pour ela, nous avons besoin des hypothèsessuivantes :(H5) g(x1, x2) = g(x1 − x2),(H6)

(E [k(mi)q(mj)|ξi, ξj ∈ X0])

(E [k(mi)|ξi ∈ X0])(E [q(mj)|ξj ∈ X0])
= γk,q(x1 − x2).Les hypothèses (H5) et (H6) orrespondent à des hypothèses d'invarianepar translation et permettent d'obtenir l'invariane par translation de gf ,'est à dire que gf(x1, x2) = gf(x1 − x2).Théorème 5.1. Sous les hypothèses (H1) − (H6), nous avons

E[ĝf,n(t)] = gf(t) +
h2

n

2

(
∂2gf

∂x2
(1)

(t) +
∂2gf

∂x2
(2)

(t)

)∫

C

z2w0(z)dz + O(h3
n)
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E[ĝf,n(t)] = E

[
N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

h−2
n w((t− ξi + ξj)h

−1
n )k(mi)q(mj)

|A ∩ (A − ξi + ξj)|λk,n(ξi)λq,n(ξj)

]

= E

[
N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

h−2
n w((t − ξi + ξj)h

−1
n )E [k(mi)q(mj)|ξi, ξj ∈ Xn]

|A ∩ (A − ξi + ξj)|λk,n(ξi)λq,n(ξj)

]D'après la Proposition 4.1 dans Moller et Waagepetersen (2004, p.31), etteespérane est égale à
∫

A

∫

A

whn(t − x1 + x2)

|A ∩ (A − x1 + x2)|

ρ
(2)
f,n(x1, x2)

λk,n(x1)λq,n(x2)
dx1dx2

=

∫

A

∫

A

whn(t − x1 + x2)

|A ∩ (A − x1 + x2)|
gf,n(x1 − x2)dx1dx2Puis par les hangements de variables u = x1 − x2 et v = x2, on a

∫

A−A

∫

A∩(A−u)

whn(t − u)

|A ∩ (A − u)|
gf(u)dvdu =

∫

A−A

whn(t − u)gf(u)du

=

∫

t+A−A
hn

w(v)gf(t − hnv)dvD'après le développement de Taylor-Lagrange
gf(t − hnv) = gf(t) − hn

(
v(1)

∂gf

∂x(1)

(t) + v(2)
∂gf

∂x(2)

(t)

)

+
h2

n

2

(
v2
(1)

∂2gf

∂x2
(1)

(t) + v2
(2)

∂2gf

∂x2
(2)

(t) + v(1)v(2)
∂2gf

∂x(1)∂x(2)

(t)

)
+ O(h3

n),et en introduisant I(hn) :=
∫

t+A−A
hn

w(v)dv, l'expression de E[ĝf,n(t)] devient
gf(t)I(hn) − hn

∂gf

∂x(1)

(t)

∫

t+A−A
hn

v(1)w(v)dv − hn
∂gf

∂x(2)

(t)

∫

t+A−A
hn

v(2)w(v)dv

+
h2

n

2

∂2gf

∂x2
(1)

(t)

∫

t+A−A
hn

v2
(1)w(v)dv +

h2
n

2

∂2gf

∂x2
(2)

(t)

∫

t+A−A
hn

v2
(2)w(v)dv

+
h2

n

2

∂2gf

∂x(1)∂x(2)
(t)

∫

t+A−A
hn

v(1)v(2)w(v)dv + O(h3
n)I(hn)



5.5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES 115Pour n assez grand, C × C ⊂ (t + A − A)h−1
n , et puisque w est un noyauproduit symétrique, on a

(1) I(hn) =

∫

C

w0(z)dz = 1,

(2)

∫

t+A−A
hn

v(1)w(v)dv =

∫

t+A−A
hn

v(2)w(v)dv = 0,

(3)

∫

t+A−A
hn

v2
(1)w(v)dv =

∫

t+A−A
hn

v2
(2)w(v)dv =

∫

C

z2w0(z)dz,

(4)

∫

t+A−A
hn

v(1)v(2)w(v)dv =

(∫

C

zw0(z)dz

)2

= 0,Par onséquent, on obtient
E[ĝf,n(t)] = gf(t) +

h2
n

2

(
∂2gf

∂x2
(1)

(t) +
∂2gf

∂x2
(2)

(t)

)∫

C

z2w0(z)dz + O(h3
n)

�Si l'on étudie et estimateur dans le as où f(m1, m2) = m1m2, on a uneversion de l'indie IDO onvenablement normalisée qui s'applique à ertainsproessus pontuels marqués hétérogènes. Le résultat du théorème montreque notre estimateur est asymptotiquement sans biais et que la orretionde bord joue un r�le primordial. En e�et, sans orretion de bord on obtientque l'estimateur noté ĝf,n,scb est asymptotiquement biaisé.
E[ĝf,n,scb(t)] =

∫

A−A

∫

A∩(A−u)

whn(t − u)

|A|
gf(u)dvdu →

|A ∩ (A − t)|

|A|
gf (t).Ce résultat asymptotique est une première étape dans l'étude des pro-priétés asymptotiques de notre indie de onentration.5.5 Conlusion et perspetivesLe adre mathématique de la théorie des proessus pontuels a permis deprésenter les indies de onentration basés sur les distanes, introduits parDuranton et Overman (2005) et Maron et Pueh (2007) en éonométrie,omme des estimateurs de aratéristiques du seond ordre de proessuspontuels spatiaux marqués. Nous avons dé�ni un nouvel indie de onentra-tion onstruit omme l'estimateur d'une nouvelle aratéristique du seond



116 CHAPITRE 5. INDICES DE CONCENTRATION ETPROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUESordre pour ertains proessus pontuels marqués inhomogènes, en onsidé-rant une fontion des marques de la forme f(m1, m2) = k(m1)q(m2).Nous avons prouvé que notre nouvel indie de onentration est asymp-totiquement sans biais et une perspetive de travail intéressante serait d'étu-dier le omportement asymptotique de la ovariane entre ĝf,n(t1) et ĝf,n(t2).Cei permettrait d'avoir un résultat de onvergene en probabilité de notreestimateur. Une autre perspetive d'extension serait d'étudier les propriétésasymptotiques de notre estimateur dé�ni lorsque gf est invariant par rota-tion. D'un point de vue numérique, nous envisageons une étude basée sur dessimulations pour illuster les résultats théoriques de onvergene.En�n, dans une approhe omparative, des exemples simulés de répar-tition de seteurs d'ativités permettraient de juger de la qualité de notreindie de onentration, par rapport aux indies de onentration agrégés eteux existants basés sur les distanes.



Chapitre 6ConlusionDans ette thèse, nous nous sommes intéressés à l'apport de la théorie desproessus pontuels spatiaux pour des problèmes de positionnement optimal,ainsi que pour la dé�nition de nouveaux indies de onentration basés surles distanes en éonométrie.Dans un premier temps, l'étude de as relative au positionnement opti-mal d'une nouvelle aserne de pompiers a permis de proposer une nouvelleméthode de résolution prenant en ompte la nature aléatoire des positionset de leurs aratéristiques. Déoupée en une phase de modélisation et d'op-timisation, ette méthode a permis de juger de la variabilité de la solutionoptimale et de permettre de traiter des bases de données volumineuses. Laprise en ompte de l'aléa est souvent limitée en reherhe opérationnelle etl'utilisation de la théorie des proessus pontuels spatiaux permet d'intro-duire une méthode d'optimisation stohastique innovante pouvant prendreen ompte d'éventuelles intérations des positions. L'analyse exploratoire dela base de donnée des sinistres demande un travail onsidérable et on peutenore se poser quelques questions pour améliorer l'étude qui en est faite.Ainsi, il peut être intéressant de herher à étudier globalement l'indépen-dane ou à éviter le déoupage en lasses de la marque pour tester la dépen-dane entre marques et positions. Ces perspetives d'amélioration montrentle degré de omplexité de notre jeu de données et semblent non triviales àmettre en ÷uvre. De plus, la phase de modélisation est rendue di�ile dansnotre étude de as par l'erreur de positionnement et la forte inhomogénéitéde la répartition des positions. Dans e as, une perspetive d'améliorationserait de onsidérer un modèle hiérarhique où les positions des sinistres se-raient issues d'un proessus pontuel latent et ensuite agrégées à leur n÷ud leplus prohe sur la grille prédé�nie par les pompiers. La orretion de l'erreurd'agrégation par la prise en ompte du modèle de proessus pontuel latent117



118 CHAPITRE 6. CONCLUSIONest une possibilité d'amélioration de la phase d'analyse pour notre étude deas. A ma onnaissane, e problème d'erreur d'agrégation a été onsidéré enéonométrie spatiale mais pas en théorie des proessus pontuels et repré-sente une perspetive de reherhe intéressante, notamment pour l'étude dearatéristiques du premier et seond-ordre d'un proessus pontuel.Dans un seond temps, des résultats de onvergene forte ont été démon-trés pour les solutions optimales de problèmes de positionnement optimaux.Dans le adre de notre étude de as, la onvergene presque sure des solu-tions optimales empiriques a été prouvée sous l'hypothèse i.i.d. des ouplesformés par les positions et les marques, ainsi que sous d'autres hypothèsesnaturelles. Il paraît raisonnable de penser généraliser e théorème à un pro-essus de Poisson. Limité au adre i.i.d. par la théorie de Vapnik-Cervonenkissur la loi des grands nombres uniforme, la perspetive de reherhe immé-diate est de travailler sur la monographie de Peskir (2000) a�n de généralisernotre résultat à des données dépendantes. Cette étape pourrait onstituer ungrand pas vers l'ériture d'un théorème de onvergene pour des proessuspontuels spatiaux dans le adre asymptotique ave domaine d'observationborné. En�n, dans le as d'un problème de positionnement optimal dérivé duproblème transport de Monge-Kantorovih, nous avons démontré la onver-gene presque sure des positions optimales empiriques.La théorie des proessus pontuels spatiaux est utilisée depuis peu enéonométrie où de nouveaux indies de onentration basés sur les distanesont été introduits. Nous avons présenté un indie de onentration s'érivantomme l'estimateur d'une nouvelle aratéristique du seond ordre d'un pro-essus pontuel marqué. L'avantage de et indie est de prendre en omptel'inhomogénéité du premier ordre, la dépendane entre marques et positionset une orretion de bord, de façon à pouvoir omparer les indies de onen-tration du seond ordre entre les di�érents seteurs d'ativité. Dans un adreasymptotique ave fenêtre d'observation bornée, nous avons prouvé que notreestimateur est asymptotiquement sans biais dans une forme anisotrope. Uneperspetive de reherhe serait d'étudier le omportement asymptotique duterme de ovariane a�n d'en déduire une éventuelle onvergene en proba-bilité. Ensuite, l'extension au adre isotrope permettrait d'établir la onver-gene de notre indie de onentration vers la aratéristique du seond ordredu proessus pontuel marqué. En�n, une étude approfondie sur des donnéessimulées permettrait de souligner la pertinene de et indie et de l'utiliserensuite sur des données réelles. L'introdution de es indies de onentrationpermet aussi d'envisager leur utilisation pour la détetion d'agrégats lorsquel'on onsidère des réalisations de proessus pontuels marqués.
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