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Introduction

0.1 Généralités

L'analyse statistique, prise au sens large, est centrée sur la description,
et, lorsque les circonstances le permettent, la modélisation quantitative, des
phénomènes observés, pour peu que ces derniers possèdent une part d'incer-
titude, et donc, qu'ils soient soumis aux lois du hasard. Dans cette activité
scienti�que, le plus grand soin doit être apporté à la validation des hypo-
thèses de modélisation, nécessaires à l'interprétation des résultats. Ce prin-
cipe général s'applique d'ailleurs à toutes les sciences expérimentales, et tout
aussi bien aux sciences humaines (en psychologie), qu'en économie, et dans
bien d'autres disciplines. Une théorie scienti�que repose, au départ, sur des
hypothèses de modélisation, qui sont ensuite soumises à l'épreuve de l'expé-
rimentation. Celle-ci est basée sur le recueil de données, dont il est nécessaire
de décider la nature, compatible ou non, avec les modèles choisis, aboutissant,
soit au rejet, soit à l'acceptation, de ces derniers. La statistique a développé,
dans ce but, une technologie basée sur les tests d'hypothèses, dont nous nous
abstiendrons ici de discuter les bases et les fondements. Dans cette thèse, nous
aborderons l'étude de certains tests d'ajustement (dits, en Anglais, "tests of
�t"), de nature paramétrique et non paramétrique. Les aspects techniques de
ces tests d'hypothèses ont été abordés, dans le contexte particulier de notre
étude, en particulier par [33], pour les tests de type Cramér-von Mises. On
ne manquera pas de citer l'approche de [34], initialement utilisée pour les
tests de type Kolmogorov-Smirnov. En�n, l'ouvrage de [74] est une référence
de base particulièrement adaptée à la nature de notre recherche.

L'objectif principal de notre thèse est d'évaluer la puissance asymptotique
de certains tests d'ajustement, relevant de la catégorie générale des tests
de Cramér-von Mises. Nous évaluerons cette puissance, relativement à des
suites convenables d'alternatives locales, qui seront décrites plus loin. Le
présent travail a pour objet secondaire de compléter des recherches récentes
de P.Deheuvels et G.Martynov (voir [30]), qui ont donné l'expression explicite
des fonctions propres et valeurs propres des développements de Karhunen-
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Loève de certains ponts browniens pondérés à l'aide de fonctions de Bessel.

La suite de notre introduction est composée de deux paragraphes. Dans
le premier, nous exposons les fondements des développements de Karhunen-
Loève [D.K.L], ainsi que les applications qui en découlent en probabilités et
statistiques. Le deuxième paragraphe est consacré à un exposé de la compo-
sante de la théorie des tests d'hypothèses adaptée à la suite de notre mémoire.
Dans ce même paragraphe, nous montrons l'intérêt qu'apporte une connais-
sance explicite des composantes d'un développement de Karhunen-Loève, en
vue de l'évaluation de la puissance de tests d'ajustement basés sur les statis-
tiques de type Cramér-Von Mises qui sont liées à ce D.K.L.

0.2 Développements de Karhunen-Loève d'un
processus gaussien

Les bases de la théorie générale correspondant à ces développements sont
dues, pour l'essentiel, aux travaux initiateurs de Karhunen, Loève, Kac et
Seigert (voir ([57], [58], [62], [63], [64], [54] et [55]).

Soit X = (X(t))t∈T un processus gaussien centré dé�ni sur un pavé T ⊆
Rp (p ≥ 1), muni d'une mesure positive bornée µ. Notons

K(s, t) = E
(
X(s)X(t)

)
, s, t ∈ T

la fonction de covariance du processus X(·). La théorie générale des dévelop-
pements de Karhunen-Loève montre que, sous la condition :∫

T

K(s, s)dµ(s) <∞,

la fonction K(., .) peut s'écrire, pour tout s, t ∈ T, sous forme d'une série
convergente dans L2(T, µ),

K(s, t) =
∞∑
j=1

λjej(s)ej(t), (0.2.1)

où les couples {(λj, ej(.)) : j ≥ 1} représentent les valeurs propres et les
fonctions propres normalisées de l'opérateur intégral

I : L2(T, µ) → L2(T, µ)

f → I(f) :=

∫
T

K(s, .)f(s)dµ(s)
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associé au noyau K(.,.). Les valeurs propres, (λj)j≥1, sont nécessairement
positives ou nulles. Avec les fonctions propres, (ej(.))j≥1, elles véri�ent, pour
tout i, j ≥ 1, ∫

T

K(s, .)ei(.)dµ(s) = λiei(.), (0.2.2)

∫
T

ei(s)ej(s)dµ(s) =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

Le processus X = (X(t))t∈T peut alors se décomposer presque sûrement
en un développement de Karhunen-Loève (ou de Kac-Seigert), noté D.K.L.,
comme suit

X(t) =
∞∑
j=1

√
λjξjej(t), t ∈ T, (0.2.3)

où {ξj : j ≥ 1} est une suite de variables i.i.d N(0, 1).

Lorsqu'un tel processus est dé�ni sur un espace compact T , et que sa
fonction de covariance y est continue, le D.K.L (0.2.3) est un résultat clas-
sique obtenu à l'aide du théorème de Mercer, et démontré dans de multiples
ouvrages (voir par exemple [65] paragraphe 37.5 page 143-144, [73] proposi-
tion 3.11 p. 49 et [3] le paragraphe 4.6 p. 198 etc). Mais, malheureusement,
un grand nombre de processus d'intérêt statistique sont dé�nis sur des es-
paces non-compacts (comme l'intervalle (0, 1) pour le processus d'Anderson-
Darling [5], et l'intervalle (0, 1] pour certaines valeurs du paramètre, dans le
cas des ponts browniens pondérés étudiés par Deheuvels et Martynov [30]).
La non-compacité de T nécessite des preuves spéci�ques (voir ainsi [3] le
paragraphe 4.6 p. 198 et [87] théorème 2 p. 210).

Pour certains processus gaussiens, les valeurs propres λj et les fonctions
propres associées ej(.) dans le D.K.L (0.2.3) s'obtiennent à partir de fonc-
tions spéciales, en particulier les fonctions trigonométriques, les fonctions de
Legendre et les fonctions de Bessel (voir [1] et [95]).

Rappelons que le pont brownien standard B = {B(t) : t ∈ [0, 1]}, est un
processus gaussien centré, à trajectoires continues (p.s.), tel que B(0) =
B(1) = 0, et ayant une fonction de covariance donnée par

E
(
B(s)B(t)

)
= min(s, t)− st ∀ s, t ∈ [0, 1].

Pour ce processus, nous avons le D.K.L

B(t) =
∞∑
j=1

(πj)−1ξj{
√

2 sin(πjt)} ∀ t ∈ [0, 1].
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Pour le processus d'Anderson-Darling, nous avons sur l'intervalle (0, 1)

(
t(1− t)

)− 1
2B(t) =

∞∑
j=1

1√
j(j + 1)

ξj
2√

j(j + 1)

√
t(1− t)P ′

j(2t− 1),

où P
′
j est la dérivée du polynôme de Legendre Pj (voir l'annexe A).

Un autre processus récent dont le D.K.L s'écrit comme suit, a fait l'objet
d'une étude par Deheuvels et Martynov [30].

Pour θ > 0, β > −1
2
(θ + 1) et υ = θ

2β+θ+1
,

tβB(tθ) =
∞∑
j=1

(
2υ

zυ,j
√
θ
)ξj

{√
θ t

θ
2υ
− 1

2

{ Jυ(zυ,jt
θ
2υ )√

υJυ(zυ−1,j)

}}
,

où Jυ(.) est la fonction de Bessel de première espèce d'indice υ (voir l'annexe
A).

La convergence des séries (0.2.1) et (0.2.3) a lieu dans di�érents espaces,
notés G et H, et pour di�érentes normes, qui seront étudiés en détail au
premier chapitre du présent mémoire. L'expression explicite de ces séries
permet de nombreuses applications dans l'étude probabiliste des processus
correspondants. Par exemple, l'étude des grandes déviations de ces processus,
relativement à la norme L2, fait intervenir des probabilités de la forme

P
( ∫

T

X2(t)dµ(t) ≥ x2
)

lorsque x→∞.

L'évaluation de celles-ci peut être faite selon un procédé uni�é pour la plu-
part des processus gaussiens. On fait usage à cet e�et d'un résultat de Zo-
lotarev [99], qui montre que cette probabilité peut être évaluée à partir de
la connaissance du D.K.L du processus X. À l'opposé, la probabilité des
"petites boules", faisant intervenir les probabilités

P
( ∫

T

X2(t)dµ(t) ≤ ε2
)

lorsque ε→ 0,

donne lieu à des comportements très variables, d'un processus gaussien à
l'autre. De ce fait, ces probabilités de "petites boules" sont souvent très dif-
�ciles à étudier. À ce sujet, on pourra consulter [30], [96] et [97] qui donnent
de nombreuses références et applications. La connaissance du D.K.L du pro-
cessus (X(t))t∈T se révèle ici encore d'une grande utilité, grâce à des résultats
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comme le Théorème 1.4 Page 63 de [30] que nous reverrons au chapitre sui-
vant. Les résultats concernant les grandes déviations ont à leur tour des ap-
plications statistiques, notamment en permettant d'obtenir des lois du loga-
rithme itéré pour certains processus empiriques. Ces résultats seront discutés
en �n de chapitre.

Dans la suite, nous discuterons tout particulièrement les D.K.L. de pro-
cessus, s'écrivant dans un intervalle T ⊂ R, sous la forme

X(t) =
√
q(t)B

(
p(t)

)
, (0.2.4)

où p : T → [0, 1] est une fonction de classe C1 strictement monotone ; et q
est une fonction positive (dite fonction de poids) dé�nie sur T . Ces fonctions
seront supposées telles que

(i) lim
t↓0

(
p(t)

)2
q(t) = lim

t↑1

(
1−p(t)

)2
q(t) = 0 (ii)

∫
T

p(t)
(
1−p(t)

)
q(t)dt <∞.

(0.2.5)
Comme ces conditions permettent à la fonction q de n'être ni continue ni
sommable sur le compact [0, 1], le D.K.L. du processus (0.2.4) devient plus
di�cile à établir, car ne relevant plus d'une conséquence directe du théorème
de Mercer. C'est pourquoi, une partie importante du chapitre suivant de notre
thèse sera consacrée à la démonstration d'une généralisation du théorème de
Mercer, sous des conditions permettant la résolution de ce problème.

La connaissance explicite des composantes du D.K.L (0.2.3) a de nom-
breuses applications statistiques. Un bon nombre d'entre elles sont discutées,
par exemple, dans [87] au chapitre 5. Nous verrons, dans le paragraphe sui-
vant, certaines de ces applications, dans le cadre de l'évaluation de la puis-
sance de tests d'ajustement basés sur la statistique de type Cramér-von Mises
associée à ce D.K.L. Avant d'en entamer un exposé détaillé, il est nécessaire
de dé�nir, comme de décrire, dans leurs grandes lignes, la structure de ces
tests.

0.3 Puissance d'un test d'ajustement de type
Cramér-Von Mises

La théorie des tests d'hypothèses a fait l'objet d'innombrables travaux.
Dans la perspective qui est la nôtre, on pourra citer, tout particulièrement, le
traitement des tests du Khi-deux par [33], l'approche du test de Kolmogorov-
Smirnov par les principes d'invariance (voir [34]), sans oublier de mentionner
l'approche de Neyman-Pearson (voir [75]).
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Le principe de base des tests d'hypothèse consiste à formuler deux hy-
pothèses alternatives, désignées par H0 et Ha, entre lesquelles un choix dé-
cisionnel sera pris sur la base de la réalisation (x1, . . . , xn) d'un échantillon
(X1, . . . , Xn). Il est classique de supposer que les variables aléatoiresX1, . . . , Xn

sont indépendantes et identiquement distribuées [i.i.d.], à valeurs dans R, et
ayant une fonction de répartition commune F (x) = P(X1 ≤ x) continue.
Dans un cadre paramétrique, F (x) est supposée dépendre d'un paramètre θ,
réel ou multidimensionnel. Notons F l'ensemble de toutes les distributions
continues. Alors F ∈ F , et l'ensemble F est supposé décomposé en deux
sous-ensembles disjoints, F0 et F1 tels que

F = F0 ∪ F1 et F0 ∩ F1 = ∅.

Sous ces hypothèses, le problème de test s'énonce comme suit. La fonction
F , inconnue, appartient-elle à F0 ou à F1 ? Il est possible de formuler deux
hypothèses :

H0 : F ∈ F0 à tester contre l'alternative Ha : F ∈ F1.

En statistique, H0 s'appelle l'hypothèse nulle ou privilégiée. Une hypothèse
est dite simple si elle se réduit à un seul élément ; dans le cas contraire elle
est dite multiple. Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux tests d'hy-
pothèses simples. En fait, les tests que nous allons considérer ici se ramènent
à des procédures de décision, basées sur des statistiques de la forme géné-
rale Tn(X) = T (X1, X2, . . . Xn), et qui nous permet de choisir entre les deux
hypothèses H0 et Ha, exclusives l'une de l'autre.

Région critique du test

La description générale d'un test se ramène à la caractérisation des réali-
sations x = (x1, x2, . . . , xn) pour lesquelles la décision du rejet H0 sera prise.
Celles-ci constituent la région critique du test. Dans le cas où le test est as-
socié à une statistique Tn(x), il est classique d'utiliser des régions critiques
de la forme

{x : Tn(x) ≥ c},

où c est une constante réelle donnée, parfois appelée niveau de signi�cation.

Nous décrivons la taille et la puissance du test en faisant usage des dé�-
nitions suivantes.

Taille et puissance du test

Un test constitue une procédure de décision basée sur un échantillon aléa-
toire. Par ce fait même, il n'est généralement pas possible de prendre des
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décisions ayant une probabilité d'erreur nulle. Ceci est une conséquence na-
turelle du fait qu'on ne dispose, par l'observation d'un échantillon aléatoire,
que d'une information partielle de la structure du phénomène étudié. Toute-
fois l'utilisation d'échantillons aléatoires nous permet de quanti�er, en termes
de probabilistes, les risques d'erreur associés aux décisions prises. On mesure
ainsi la puissance du test.

Soit PF la loi associée à la fonction de répartition F. Lors du jugement,
deux types d'erreur peuvent être commis. Nous les décrivons ci-dessous dans
le cadre d'hypothèses simples. Au vu de la réalisation (x1, x2, . . . , xn) de
l'échantillon (X1, X2, . . . , Xn), on a décidé de rejeter H0, alors que H0 devait
être admise. Le rejet à tort de H0 est quali�é d'erreur de première espèce.
Au vu de la même réalisation, on a décidé d'accepter H0, alors que H0 est
fausse. L'acceptation à tort de H0 est quali�ée d'erreur de deuxième espèce.
Alors, chacune de ces erreurs, est associée à une probabilité. On désigne ainsi
par risque d'erreur de première espèce, noté α, la probabilité de rejeter à tort
H0 :

α = P(Tn ≥ c|H0 est vraie).

De manière duale, on désigne par risque d'erreur de deuxième espèce, noté
β1, la probabilité d'accepter à tort H0 :

β1 = P(Tn ≤ c|H0 est fausse ).

À partir de ces erreurs, nous donnons les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 0.3.1 ( Taille d'un test )

La taille d'un test est dé�nie par

sup
F∈F0

{PF (Tn ≥ c)}.

On dit qu'un test est de niveau α, si sa taille est inférieure ou égale à α.

Dé�nition 0.3.2 (Fonction puissance d'un test )

La fonction puissance d'un test est une application dé�nie comme suit

P : F1 → [0, 1]

F 7→ PF (Tn ≥ c) = 1− β1. (0.3.6)

On dit qu'un test est puissant suivant la statistique Tn, si sa taille est faible
et sa puissance est forte.

Le calcul de β1 est un élément crucial dans l'analyse des performances d'un
test. Nous verrons que, sous certaines alternatives bien précises, nous pouvons
évaluer asymptotiquement cette quantité. Ceci sera l'une des préoccupations
essentielles de la suite de cette thèse.
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Statistiques et tests de type Cramér-Von Mises

Supposons qu'on veuille tester l'hypothèse simple

H0 : F = F0 ∈ F ,

où F (x) = P
(
X1 ≤ x

)
est une fonction de répartition continue provenant de

variables aléatoires réelles i.i.d X1, . . . , Xn. Notons Fn la fonction de réparti-
tion empirique associée à ces variables. Donc

Fn(x) :=
1

n

n∑
i=1

1I{Xi≤x} ∀ x ∈ R.

Pour tester H0, de nombreuses statistiques �historiques� basées sur la di�é-
rence {Fn−F0} ont été suggérées (voir par exemple [59] et [21]). La statistique

W 2
n,q :=

∫ +∞
−∞ q

(
F0(x)

)[
Fn(x)− F0(x)

]2
dF0(x) q ≥ 0 (0.3.7)

a été suggérée par Cramér [20] p.145-147 et Von Mises [94] p 316-335 (voir
aussi [93]). Si on suppose que la distribution F à tester appartient à une
famille paramètrique, un choix judicieux de la fonction q permet parfois
d'obtenir un test d'e�cacité asymptotique optimale au sens de Bahadur.
La référence de base concernant la notion d'e�cacité au sens de Bahadur
est [12]. L'application de cette notion aux tests de type Cramér-Von Mises
est abordée par exemple dans [74]. Smirnov a démontré dans [89] que, sous
l'hypothèse H0, la distribution asymptotique de W 2

n,q est indépendante de
F0. L'utilisation des statistiques de type Cramér-Von Mises dans le cas pa-
ramétrique avec paramétres estimés à partir de l'échantillon est exposée au
chapitre 3 où l'on trouvera également d'autres références bibliographiques
sur le sujet.

Sous l'hypothèse nulle, les variables Ui := F0(Xi) (i = 1, . . . , n) sont
uniformément réparties sur (0, 1) et on peut toujours se ramener à tester
l'hypothèse

(H0) : G = I, (0.3.8)

où G(t) = F
(
F−1

0 (t)
)
, F−1

0 (t) =
{
x : F0(x) ≥ t

}
est la fonction de quantile

et I est l'application identité.

Dans la suite, nous chercherons à tester l'hypothèse nulle (0.3.8). À cet
e�et, nous introduisons le processus empirique uniforme

αn(t) :=
√
n
(
Gn(t)− t

)
∀ t ∈ [0, 1], (0.3.9)
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où Gn est la fonction de répartition empirique associée à l'échantillon U1, . . . , Un
dé�nie par

Gn(t) := Fn
(
F−1

0 (t)
)

=
1

n

n∑
i=1

1I{Ui≤t} ∀ t ∈ [0, 1].

Ainsi, αn(.) est un processus stochastique sur [0, 1] décrivant l'écart entre la
fonction de répartition empirique Gn(.) et la fonction de répartition d'une loi
uniforme sur [0, 1]. Ce processus a été abondamment étudié dans la littérature
scienti�que. Son intérêt statistique est évident, et de nombreuses statistiques
s'expriment en fonction de celui-ci. Doob [36] et Donsker [35] ont montré que
sous l'hypothèse (H0) nous avons

αn
faiblement−→ B, (0.3.10)

où la convergence faible est dé�nie comme dans Billingsley [15]. Araujo et
Giné ont donné dans [6] p. 205, ex. 14 une méthode pour avoir la convergence
faible. Certaines propriétés asymptotiques se déduisent donc des propriétés
du pont brownien B(·). Dans ce cas, de nombreuses applications statistiques
possibles portent sur des processus empiriques de la forme

Xn(t) :=
√
q(t)αn

(
p(t)

)
, t ∈ T.

En particulier, pour p(t) = t, nous dé�nissons les statistiques

w2
n,q :=

∫ 1

0

q(t)α2
n(t)dt

loi
= W 2

n,q, (0.3.11)

où q est une fonction positive (dite fonction de poids) véri�ant∫ 1

0

t(1− t)q(t)dt <∞. (0.3.12)

La condition nécessaire et su�sante sur q pour avoir la convergence faible du
processus {

√
q(t)B

(
t
)

: t ∈ T} se trouve dans [76].
Pour q ≡ 1 nous retrouvons la statistique de Cramér-Von Mises. Pour le cas
�historique� q(t) =

(
t(1 − t)

)−1
nous obtiendrons la statistique introduite

par Anderson et Darling dans [3] et [5]. D'autres exemples de statistiques
de type de Cramér-Von Mises ont été étudiées par Rodriguez-Viollaz dans
[81] avec q(t) = (1 − t)−1 et q(t) =

(
t(2 − t)

)−1
et par Scott dans [86] avec

q(t) = t−1. Deheuvels et Martynov ont généralisé dans [30] la statistique de
Scott en prenant q(t) = t2β pour les réels β > −1. Nous reviendrons plus loin
sur cette généralisation.
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En termes de processus, le raisonnement est le suivant. La convergence
faible (0.3.10) implique que, sous l'hypothèse (H0), la statistique w2

n,q converge
en loi vers la variable

w2
q :=

∫ 1

0

q(t)B2(t)dt

qui est presque sûrement �nie sous la condition (0.3.12). Or le D.K.L du
pont brownien pondéré {

√
q(t)B(t) : 0 ≤ t ≤ 1} nous permet d'en déduire

aisément que

w2
q
loi
=

∞∑
j=1

λjξ
2
j , (0.3.13)

et la fonction caractéristique de cette somme pondérée de variables χ2
1 est

donnée par

ψq(u) = E
(
eiuw

2
q
)

=
∞∏
j=1

(1− 2iuλj)
− 1

2 ∀ u ∈ R.

Smirnov a montré dans [89] et [91] que l'inversion de cette fonction caracté-
ristique nous permet de trouver la fonction de répartition de w2

q . Sa formule,
établie dans le cas où les valeurs propres de l'opérateur de Fredholm associées
au processus gaussien limite sont distinctes (ce qui revient à supposer que
les λj = 1/νj de (0.3.13) sont distincts), montre que, pour tout x ≥ 0

P
(
w2
q ≤ x

)
= 1− 1

π

∞∑
j=1

(−1)j+1

∫ ν2j

ν2j−1

e−
tx
2

t
√
|F(t)|

dt, (0.3.14)

où les νj sont les valeurs qui annulent le déterminant de Fredholm

F(ν) =
∞∏
j=1

(1− ν

νj
)

associé au noyau

Kq(s, t) =
√
q(s)q(t)

(
min(s, t)− st

)
, ∀ s, t ∈ [0, 1].

Pour q ≡ 1 nous avons νj = (jπ)2 et nous connaissons donc théoriquement
la distribution asymptotique correspondante (dite de Cramér-Von Mises)

w2
n :=

∫ 1

0

α2
n(t)dt.
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Plus généralement, si Xn est un processus empirique qui converge faible-
ment (ou, de manière moins restrictive, en norme L2(T, µ)) vers un processus
gaussien centré X, dont le D.K.L est donné par (0.2.1), nous avons∫

T

X2
ndµ(t)

loi−→
∫
T

X2dµ(t) =
∞∑
j=1

λjξ
2
j

et la fonction caractéristique de cette somme pondérée de variables χ2
1 est

donnée par

ψX(u) =
∞∏
j=1

(
1− 2uλj

)− 1
2 ∀ u ∈ R.

L'inversion de cette fonction conduit à une probabilité de type (0.3.14) et
la distribution de la variable aléatoire

∫
T
X2dµ(t) constitue, pour n assez

grand, une approximation de celle de la statistique
∫
T
X2
ndµ(t). On peut

ainsi appliquer ces résultats pour développer des tests d'ajustement.

Le développement suivant de la statistique w2
n,q, tel qu'elle est dé�nie dans

(0.3.11), se trouve être très utile dans la pratique. Il sera justi�é au troisième
chapitre du présent mémoire.

Proposition 0.3.3

Soit (U(1), . . . , U(n)) la statistique d'ordre associée à l'échantillon (U1, . . . , Un)
telle que

U(0) := 0 < U(1) ≤ . . . ≤ U(n) ≤ U(n+1) := 1.

Alors, w2
n,q peut s'écrire comme suit

w2
n,q = 2

n∑
j=1

ψ2(U(j))−
1

n

n∑
j=1

(2j − 1)ψ1(U(j)) + n

∫ 1

0

(1− t)2q(t)dt,

où ψ1 et ψ2 sont deux fonctions dé�nies par

ψ1(t) =

∫ t

0

q(u)du et ψ2(t) =

∫ t

0

uq(u)du.

En particulier, pour q(t) = t2β, avec β > −1 tel que β 6= −1
2
, nous obtenons

w2
n,β :=

∫ 1

0

t2βα2
n(t)dt

=
1

n(2β + 1)

n∑
j=1

{
(1− 2j)U2β+1

(j) +
n(2β + 1)

β + 1
U2β+2

(j)

}
− n

2(2β + 3)(β + 1)
,
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et, pour β = −1
2
,

w2
n,− 1

2
= −3n

2
+ 2

n∑
j=1

{
U(j) −

(j − 1
2
)

n
logU(j)

}
.

C'est la statistique w2
n,q (en particulier w2

n,β) que nous étudierons dans notre
travail. Deheuvels et Martynov ont donné l'expression explicite (voir [30]) des
fonctions propres et valeurs propres du D.K.L du processus {tβB(t) : 0 < t ≤
1} à l'aide de fonctions de Bessel. On ne manquera pas, non plus, de citer
la généralisation de ce D.K.L e�ectuée par P.Deheuvels dans [31] en prenant
T = Rd. Nous avons pour tout s, t ∈ (0, 1] et β = 1

2υ
− 1 > −1 (ou υ > 0),

(st)β
(

min(s, t)− st
)

=
∞∑
j=1

λjej(s)ej(t)

et

tβB(t) =
∞∑
j=1

√
λjξjej(t) presque sûrement.

Ici, les variables aléatoires {ξj : j ≥ 1} sont i.i.d., chacune, de la loi nor-
male centrée réduite N(0, 1), et les valeurs propres et les fonction propres du
développement sont données par

λj =
( 2υ

zυ,j

)2
et ej(t) = t

1
2υ
− 1

2

{ Jυ(zυ,jt
1
2υ )√

υJυ−1(zυ,j)

}
, j ≥ 1, t ∈ (0, 1].

Ainsi
∞∑
j=1

λj =
1

2(β + 1)(2β + 3)
et

∫ 1

0

ei(t)ej(t)dt =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

Décomposition orthogonale en composantes principales

La décomposition orthogonale en composantes principales des statistiques
de type Cramér-Von Mises sert à évaluer asymptotiquement la puissance des
tests d'ajustement. Nous trouvons des exemples de cette décomposition pour
le processus empirique uniforme αn(t) et le processus empirique d'Anderson-
Darling

(
t(1 − t)

)−1
αn(t) dans [40] et [43] respectivement. Cette technique

est basée sur le fait que les fonctions {ej(.), j ≥ 1} du D.K.L (0.2.3) forment
un système orthogonal dans L2(T, µ), ce qui implique que, pour tout j ≥ 1,
la convergence en loi

lim
n→∞

∫
T

Xn(t)ej(t)dt =
√
λjξj.
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La variable aléatoire du membre de droite suit une loi N(0, λj), ce qui nous
permet, ici, encore, de construire un test d'ajustement pour chaque choix de
j ≥ 1.

Puissance du test relative à une suite d'alternatives locales

Supposons que l'hypothèse (H0) ne se tienne pas et que les variables
aléatoires U1, . . . , Un sont indépendantes et équidistribuées de fonction de
répartition G(n)(.) véri�ant, pour δn(t) :=

√
n
(
G(n)(t)− t

)
, la condition∫ 1

0

q(t)
(
δn(t)− δ(t)

)2
(t)dt→ 0 lorsque n −→∞, (0.3.15)

où δ(.) est une fonction telle que∫ 1

0

q(t)δ2(t)dt <∞. (0.3.16)

Nous considérons alors la suite d'alternatives locales

(Ha) : G = G(n).

Cette modélisation des hypothèses alternatives a été discutée, en particulier,
par Chibisov dans [18]. Sous les conditions (0.3.15) et (0.3.16) et l'alterna-
tive (Ha), le processus empirique uniforme αn(.) converge faiblement vers le
processus limite B(.) + δ(.), et nous avons

w2
n,q

loi−→ w2
(δ,q) :=

∫ 1

0

q(t)
[
B(t) + δ(t)

]2
dt. (0.3.17)

Donc, l'hypothèse (H0) est rejetée pour un risque α ∈ (0, 1) si l'inégalité
w2
n,q > wα est vraie pour n assez grand. La constante wα s'obtient à partir

de l'égalité

P
( ∫ 1

0

q(t)B2(t)dt > wα

)
= α.

Pour q(t) = t2β et une selection de valeurs β > −1, une tabulation numérique
des quantiles wα pour α =10%, 5%, 1%, 0.5%, 0.1% est mentionnée dans
[30]. Donc la puissance asymptotique du test basé sur la statistique w2

n,q,
sous l'alternative locale (Ha), est donnée par

P
(
w2

(δ,q) > wα

)
= lim

n→∞
P
(
w2
n,q > wα|Ha

)
. (0.3.18)
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Le calcul de cette probabilité est, comme on pourrait s'y attendre, très déli-
cat. Dans ce qui suit, en faisant usage du D.K.L (0.2.3), et de sa décompo-
sition orthogonale, nous allons présenter une nouvelle méthode pour évaluer
asymptotiquement cette probabilité. Pour simpli�er les notations, nous po-
sons

g(t) :=
√
q(t)δ(t), η :=

wα − τ0 −
∫ 1

0
g2(t)dt

2
,

τ0 :=

∫ 1

0

s(1− s)q(s)ds, gj :=

∫ 1

0

g(t)ej(t)dt, pour tout j ≥ 1.

En utilisant le D.K.L de la page 6, nous obtenons les expressions suivantes

Λ :=

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

g(s)Kq(s, t)ds
]2

dt =
∞∑
j=1

(λjgj)
2,

D2 :=

∫ 1

0

∫ 1

0

g(s)g(t)Kq(s, t)dsdt =
∞∑
j=1

λjg
2
j ,

T :=

∫ 1

0

q(t)B2(t)dt− τ0 =
∞∑
j=1

λjξ
2
j − τ0 presque sûrement,

S :=

∫ 1

0

g(t)
√
q(t)B(t)dt =

∞∑
j=1

√
λjgjξj presque sûrement.

Nous remarquons que la variable aléatoire S suit la loi normale N(0, D2). À
l'aide de ces expressions, nous pouvons réécrire la variable w2

(δ,q) dé�nie dans
(0.3.17) comme suit

w2
(δ,q) = T + 2S + wα − 2η. (0.3.19)

Cette égalité joue un rôle très important pour évaluer asymptotiquement la
probabilité (0.3.18). Le résultat principal concernant cette évaluation sera
résumé dans le théorème suivant. Soit ϕ (respectivement Φ) la densité (resp.
la fonction de répartition) de la loi normale N(0, 1). C'est à dire

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 et Φ(x) =

∫ x

−∞
f(y)dy.
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Théorème 0.3.1 (Puissance asymptotique du test de type Cramér-von Mises)

Nous avons

P
(
w2

(δ,q) ≤ wα
)

=

Φ
( η
D

)
+

1

D

k∑
m=1

(−1)m

2mm!

∂m−1

∂xm−1

{
ϕ
( x
D

)
E

(
Tm | S = x

)}∣∣∣
x=η

+ εk(η),

où le reste εk(.) véri�e

sup
x∈R

|εk(x)| ≤
C(

D2 − Λ
λ1

) k+1
2

, (0.3.20)

et C est une constante ne dépendant que de k et q dé�nie par

C :=
M

(k − 1)!

{ τ k+1
0 λ

3
2
1

2(k− 1
2
)(k + 1)

Γ(
3

2
) +

2
3
2λ

k+ 5
2

1

k + 1
Γ(k +

5

2
)
}
,

avec

M :=
2
k+3
2 Γ

(
k+1
2

)(
λ1 − λ2

)− 1
2
√
e(

2π
)2

( λ1

λ2k+3

)k+1

Ik,

où

Ik :=

∫ +∞

0

∞∏
j=2k+4

[
1 + (2uaj)

2
]− 1

4du et aj :=
λ1λj
λ1 − λj

, ∀ j ≥ 2k + 4.

Cas pratiques

1) Pour k = 1, nous obtenons

P
(
W 2

(δ,q) ≤ wα

)
= Φ

( η
D

)
+

Λ

2D3

[
1− (

η

D
)2

]
ϕ

( η
D

)
+ ε1(η).

2) Si nous remplaçons δ(.) par aδ(.) (avec a ≥ 0) dans la condition (0.3.16),

nous avons
sup
x∈R

|εk(x)| = o
(
a−

k+1
2

)
lorsque a→∞. (0.3.21)
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Chapitre 1

Développement de

Karhunen-Loève d'un processus

gaussien et applications

statistiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats généraux concernant les
processus gaussiens et certains processus empiriques. Le résultat principal
qui retient notre intérêt est le théorème 1.6.1, page 36, qui porte sur le dé-
veloppement de Karhunen-Loève d'un processus gaussien centré. Lorsqu'un
tel processus est dé�ni sur un espace compact T , et que sa fonction de cova-
riance y est continue, le théorème 1.6.1 est un résultat classique, conséquence
directe du théorème de Mercer, et démontré dans de multiples ouvrages. On
consultera, par exemple, [65] paragraphe 37.5 p. 143-144, [73] Proposition
3.11 p.49 et [2] Théorème 3.16 p.75. Malheuresement, de nombreux proces-
sus d'intérêt, en statistique, sont dé�nis sur des espaces non-compacts. Il en
est ainsi pour le processus d'Anderson-Darling, où T = (0, 1), et pour le pro-
cessus étudié par Deheuvels et Martynov [30], pour lequel T = (0, 1]. Dans
ces cas particuliers, il existe, bien sûr, des résultats spéci�ques. On citera, par
exemple, dans [3] le paragraphe suivant la relation (4.6) p. 198, ou, dans [87],
le théorème 3 p. 210. Mais de tels résultats nécessitent, dans chacun des cas
étudié, de faire appel aux propriétés particulières des noyaux de covariance
et n'ont pas été systématiquement développés dans un cadre général.

Le théorème 1.6.1, page 36, de ce document ne fait intervenir que deux
hypothèses, assez faibles et simples, portant sur la fonction de covariance
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(voir (1.5.20) et (1.5.21) page 33). Celles-ci sont satisfaites dans l'immense
majorité des cas intéressants en statistiques, ce qui justi�e leur intérêt.

Donnons un exemple , pour illustrer l'utilité d'un tel résultat. Un des sous-
produits des D.K.L concerne le calcul des puissances des tests. Ce dernier
fait un appel privilégié à la théorie des fonctions spéciales. La résolution de
l'équation intégrale (0.2.2) permet alors d'obtenir un développement du type
(0.2.1) fournissant, par contre-coup, des égalités intéressantes.

Les fonctions de Bessel (voir l'annexe A) joue un rôle privilégié dans le
D.K.L. des ponts browniens et processus de Wiener pondérés. Par exemple
pour le paramètre β = 1

2υ
− 1 > −1, on a

(st)β
(
min(s, t)− st

)
=

∞∑
j=1

λjej(s)ej(t) pour s, t ∈ (0, 1], (1.1.1)

où les valeurs propres, λj, et les fonctions propres, ej(.), sont données par

λj = (
2υ

zj,υ
)2 et ej(t) = t

1
2υ
− 1

2
Jυ(zυ,jt

1
2υ )√

υJυ−1(zυ,j)
. (1.1.2)

En particulier, pour β = 0, nous obtenons le développement associé au pont
Brownien standard. Celui-ci fait intervenir les fonctions trigonométiques

min(s, t)− st = 2
∞∑
j=1

sin(πjs) sin(πjt)

(πj)2
. (1.1.3)

Le domaine de dé�nition du pont Brownien standard est l'intervalle compact
T = [0, 1], et le théorème de Mercer garantit, dans ce cas, la convergence
uniforme dans (1.1.3). Plus généralement, par une extension directe de ce
résultat, il est possible d'établir, sans hypothèse additionnelle, la convergence
de la série (1.1.3), dans L2(T × T ). La convergence uniforme de cette même
série a lieu, lorsque la fonction de covariance est continue sur le compact T×T.
Cette propriété n'est plus satisfaite, en général, dans (1.1.1), lorsque T n'est
plus compact. On peut, néanmoins, pour chacune de ces séries, a�rmer que
la convergence est ponctuelle sur tout ouvert, et uniforme sur tout compact.

Les fonctions de Legendre (voir l'annexe A) ont été utilisées par Pyke [80]
pour trouver le développement suivant : Pour tout a ∈ R et s, t ∈ (0, 1), nous
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avons

{ min(s, t)− st√
s(1− s)t(1− t)

}a

=
∞∑
j=1

a

(a+ i− 1)(a+ i)

(2a+ 2i− 1)Γ(2a+ i)

(i− 1)!
×

P−a
a+i−1(2s− 1)P−a

a+i−1(2t− 1).

Pour le cas particulier a = 1, nous retrouvons le développement introduit par
Anderson-Darling [87].

Nos démonstrations, présentées par la suite, reposent sur les propriétés des
espaces gaussiens, et de leurs noyaux auto-reproduisant associés, dont nous
rappelons les propriétés plus loin. Un résultat clé dans la suite de cet exposé
est la proposition 1.3.1. Les derniers paragraphes de ce chapitre énoncent
diverses propriétés asymptotiques du processus empirique uniforme, dont une
loi du logarithme itéré pour le pont brownien pondéré.

En préambule, nous rappelons certaines notions de base sur les processus
gaussiens, et donnons une série de dé�nitions utiles.

1.2 Dé�nitions

La notion de mesure gaussienne s'étend aux espaces vectoriels topolo-
giques localement convexes. Dans cette thèse, nous nous limitons au cas des
espaces d'Hilbert.

Dé�nition 1.2.1 (Processus stochastique)

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. On appelle processus stochastique indexé
par un espace métrique T, toute famille (mesurable) de variables aléatoires
réelles dé�nies sur Ω× T .

Dé�nition 1.2.2 (Processus Gaussien)

On appelle processus Gaussien (resp. Gaussien centré) indexé par T, tout
processus (X(t))t∈T tel que, pour toute famille �nie (t1, . . . , tp) des points
de T, le vecteur aléatoire (X(t1), . . . , X(tp)) suit une loi Gaussienne (resp.
Gaussienne centrée) dans Rp.

Dé�nition 1.2.3 (Semi-métrique intrinsèque)
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Soit (X(t))t∈T un processus tel que

X(t) ∈ L2(P), pour tout t ∈ T.

On dé�nit la semi-métrique sur l'ensemble T par

%X(s, t) =

√
E

(
X(s)−X(t)

)2
.

Dé�nition 1.2.4 (Modi�cation d'un processus)

Soit (X(t))t∈T un processus dé�ni sur l'espace probabilisé (Ω,A,P). On dit
qu'un processus (Y (t))t∈T est une modi�cation de (X(t))t∈T si, pour tout
s, t ∈ T, on a

X(t) = Y (t) presque sûrement.

(Remarquons que deux processus modi�ent l'un de l'autre ont la même semi-
métrique).

Dé�nition 1.2.5 (Processus séparable)

On dit qu'un processus (X(t))t∈T indexé par un espace métrique (T, |.|) est
séparable s'il existe un sous ensemble dénombrable T

′ ⊂ T tel que, pour tout
ouvert O de (T, |.|), on a

sup
t∈O

X(t) = sup
t∈O∩T ′

X(t) avec probabilité 1.

Dé�nition 1.2.6 (Mesure Gaussienne)

Soit (E, ‖ . ‖) un espace d'Hilbert. On dit qu'une mesure de probabilité η
sur les boréliens de (E, ‖ . ‖) est une mesure Gaussienne lorsque toute forme
linéaire continue sur (E, ‖ . ‖) suit une loi Gaussienne sous η. On dit que
la mesure Gaussienne η est centrée lorsque toute forme linéaire continue sur
(E, ‖ . ‖) suit une loi centrée sous η.

Dé�nition 1.2.7 (Mesure de Radon)

On dit qu'une mesure de probabilité η dé�nie sur un espace topologique
(E,O) est de Radon, lorsque pour tout borélien B de (E,O), et pour tout
ε > 0, il existe un compact C de (E,O) inclus dans B véri�ant

η(B) ≤ η(C) + ε.

Les propriétés de linéarité des mesures Gaussiennns nous permettent de dé-
�nir les notions suivantes.
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Dé�nition 1.2.8

Soit η une mesure Gaussienne centrée sur un espace d'Hilbert (E, ‖ . ‖).
Nous notons E

′
le dual topologique de (E, ‖ . ‖), et, comme E

′ ⊂ L2(η),
nous dé�nissons E∗ comme la fermeture de E

′
dans l'espace d'Hilbert L2(η).

Dé�nition 1.2.9 (Espace auto-reproduisant)

On appelle espace auto-reproduisant d'une mesure Gaussienne (noté Hη)
l'adhérence de l'image de E∗ par l'application g → zg.

Proposition 1.2.10

Pour tout élément g ∈ E∗, il existe un unique élément de E, noté zg tel que,
pour tout f ∈ E∗, on a

f(zg) = Eη(fg). (1.2.4)

L'application g → zg est linéaire injective et est L2(η)−continue sur E∗.

1.3 Espaces d'Hilbert associés à un processus
gaussien

1.3.1 Notations

Soient p ≥ 1 un entier et un pavé T = T1 × . . . × Tp ⊆ Rp, où pour
i = 1, . . . , p, Ti est un intervalle de R. Nous notons par T la tribu des
boréliens de T pour la topologie induite par la topologie usuelle de Rp. Soit
µ une mesure de Radon positive sur T absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue, notée (dt). Nous désignons m(.) sa densité, de sorte
que nous avons dµ(t) = m(t)dt. Nous munissons l'espace L2(T, µ) par (.|.) et
‖ . ‖2 respectivement le produit scalaire et la norme dé�nis par :

(f |g) =

∫
T

f(t)g(t)dµ(t) et ‖ f ‖2= (f |g)
1
2 ∀ f, g ∈ L2(T, µ).

Soit X = {X(t) : t ∈ T} un processus gaussien réel centré dé�ni sur l'espace
probabilisé (Ω,A,P). La fonction de covariance K(., .) du processus X est
dé�nie pour tout couple (s, t) ∈ T × T par

K(s, t) = E
(
X(s)X(t)

)
.
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Elle est telle que la matrice {K(ti, tj) : 1 ≤ i, j ≤ N} est symétrique positive,
pour tout N -uplet {t1, . . . , tN} ⊆ T . De plus,

K(s, s) ≥ 0, (1.3.5)

K(s, t) = K(t, s), (1.3.6)

K2(s, t) ≤ K(s, s)K(t, t). (1.3.7)

Pour la démonstration des propriétés suivantes, nous nous référons à [73],
chapitres 1-3. En résumant, nous pouvons toujours associer à un processus
gaussienX de fonction de covarianceK(., .) deux espaces d'Hilbert qui seront
notés respectivement G et H.
L'espace gaussien G est la fermeture dans L2(Ω,A,P) de l'espace vectoriel
de variables aléatoires gaussiennes qui s'écrivent sous la forme

ϑ(X) =
n∑
i=1

αiX(ti), (1.3.8)

où pour tout 0 ≤ i ≤ n et n ∈ N∗, le couple (αi, ti) ∈ R× T.

L'espace G est muni du produit scalaire dé�ni par :

(g1 | g2)G = E(g1g2) pour tout g1, g2 ∈ G.

Ensuite, l'espace d'Hilbert H introduit par Aronszajn (voir [7]) est dé�ni
comme suit. On part de l'espace H0(X) de fonctions réelles h(.), dé�nies sur
T , par

h(s) =
n∑
i=1

αiK(ti, s), (1.3.9)

où pour tout 0 ≤ i ≤ n et n ∈ N∗, le triplet (αi, ti, s) ∈ R× T × T.

Cet espace est muni du produit scalaire (. | .)H, dé�ni pour deux fonctions

h1(.) =
n∑
i=1

αiK(ti, .) et h2(.) =
m∑
i=1

βiK(ti, .)

par

(h1 | h2)H =
n∑
i=1

αih2(ti) =
m∑
j=1

βjh1(tj) =
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβjK(ti, tj). (1.3.10)

Pour toute fonction h ∈ H0(X), nous avons la propriété, dite d'auto-reproduction,

h(t) = (h | K(t, .))H pour tout t ∈ T. (1.3.11)
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L'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit donc, pour tout (t, h) ∈ T ×H, sous la
forme

h(t) = (h | K(t, .)H ≤
√

(h | h)H
√
K(t, t). (1.3.12)

Nous déduisons de tout ceci une norme, en posant

‖ h ‖H=
√

(h | h)H. (1.3.13)

L'espace d'Hilbert H auto-reproduisant, associé au processus gaussien X, est
donc le complété de H0(X) pour cette norme.

Nous avons donc l'isomorphisme d'espaces d'Hilbert

ι : G → H
g 7→ E(gX(.)).

En vertu de l'isomorphisme précédent, nous avons, pour tout g1, g2 ∈ G,

(g1 | g2)G = (g1 | g2)H = (ι(g1) | ι(g2))H.

Si les espaces G et H sont séparables, alors, ils admettent des bases ortho-
normales hilbertiennes de même cardinal �ni ou in�ni, noté nX . Dans ce cas,
grâce à la proposition 1.3.1 qui suit, nous avons un premier résultat utile,
pour le développement de X en série de variables aléatoires gaussiennes or-
thogonales. Pour démontrer cette propriété, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 1.3.1

Soit (zn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, symétriques à
valeurs dans un espace de Banach réel F , muni de la topologie induite par
la norme correspondante. Posons sn =

∑n
i=1 zi. Alors sn converge presque

sûrement, si et seulement si, il existe une variable aléatoire s à valeurs dans
F , telle que pour tout s∗ appartenant au dual topologique de F, nous ayons
la convergence en probabilité suivante : s∗(sn) → s∗(s).

Preuve. Ce lemme est cité dans [2] lemme 3.9 p. 71 et démontré dans [52]
théorème 4.1 p. 40.�

Proposition 1.3.1

Soit X = {X(t) : t ∈ T} un processus gaussien centré de fonction de co-
variance K(., .), dont l'espace gaussien G, et l'espace auto-reproduisant H,
associés sont séparables. Si nous désignons par {ξi : 1 ≤ i ≤ nX}, une base
orthogonale de G, et par {ei(.) = ι(ξi) : 1 ≤ i ≤ nX}, la base orthonormée

25



de H, qui lui correspond par l'isomorphisme ι, alors, nous avons, pour tout
t ∈ T

X(t) =

nX∑
i=1

ξiei(t) dans (G, ‖ . ‖G) presque sûrement , (1.3.14)

K(t, .) =

nX∑
i=1

ei(t)ei(.) dans (H, ‖ . ‖H), (1.3.15)

et, pour tout (s, t) ∈ T × T,

K(s, t) =

nX∑
i=1

ei(s)ei(t). (1.3.16)

La série (1.3.16) est absolument convergente. Si, de plus K(., .) est continue
sur T×T, alors, elle est uniformément continue sur Tε×Tε, pour tout compact
Tε ⊆ T.

Preuve. Mise à part la convergence presque sûre dans (1.3.14), et la conver-
gence absolue dans (1.3.16), cette proposition découle de [73] proposition 3.7
p. 42. Pour la convergence presque sûre dans (1.3.14), nous appliquons le
lemme 1.3.1, avec les choix particuliers de F = G, Zi = ξiei(s) et Sn =∑n

i=1 Zi. Comme tout élément du dual topologique de G est de la forme
E(g.), avec g ∈ G, nous obtenons que, d'après la première assertion dans
(1.3.14),

E(gSn) → E(gX(s)) presque sûrement lorsque n→∞.

Ceci signi�e que, pour tout s ∈ T, la suite Sn admet une limite presque sûre
S(s). La convergence a, bien sûr, également lieu en probabilité. Nous nous
référons à [73], lemme 1.5 p. 16. Pour une telle suite gaussienne, la conver-
gence en probabilité implique la convergence en moyenne quadratique. Donc,
cette convergence a bien lieu, relativement à la norme ‖ . ‖G . Or pour cette
norme, Sn converge vers X(s), comme conséquence de la première assertion
dans (1.3.14). L'unicité de la limite nous garantit l'égalité S(s) = X(s). Par
conséquent, la convergence presque sûre dans (1.3.14) est établie. Quant à
la convergence absolue de la série (1.3.16), elle est une conséquence de sa
convergence simple. En e�et, soient s, t ∈ T et ε > 0, les séries

∑nX=∞
i=1 e2i (s)

et
∑nX=∞

i=1 e2i (t) convergent respectivement vers K(s, s) et K(t, t). Donc, il
existe un entier N assez grand tel que, pour tout p, q ≥ N, nous ayons

q∑
i=p

e2i (s) < ε et
q∑
i=p

e2i (t) < ε.
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Alors, nous déduisons de l'inégalité de Cauchy-Shwarz que
q∑
i=p

|ei(s)ei(t)| ≤ [

q∑
i=p

e2i (s)]
1
2 [

q∑
i=p

e2i (t)]
1
2 < ε.

Le résultat cherché en découle naturellement.�

On a, de plus, le résultat additionnel suivant pour les processus à trajectoires
presque sûrement continues.

Lemme 1.3.2

Si le processus X a des trajectoires presque sûrement continues, la conver-
gence de la série (1.3.14) est presque sûrement uniforme sur tout compact
Tε ⊆ T.

Remarque 1.3.1

Dans [2] théorème 3.8 p. 71, nous trouvons un énoncé similaire aux résul-
tats précédents, mais sans la restriction que le processus est dé�ni sur un
ensemble compact. Dans ce théorème, T est supposé compact. En e�et, si
nous ignorons la compacité, nous perdons le sens de la convergece uniforme
presque sûre dans (1.3.14) comme le montre le contre-exemple du processus
d'Anderson-Darling que nous allons étudier dans la suite. Pour la preuve
du lemme 1.3.2 dans le cas général, nous reprenons la démonstration du
théorème 3.8 p.71 dans [2], en l'adaptant au cas où T n'est pas compact. La
première étape consiste à reformuler le lemme 3.10 p. 71 dans [2], sur laquelle
cette démonstration s'appuie. Ce lemme s'énonce comme suit.

Lemme. Si {ei(.) : i ≥ 1} est une base orthogonale de l'espace H, alors la
série

∑
i≥1 e

2
i (s) est convergente uniformément sur T vers K(s, s).

Ce lemme est établi sous l'hypothèse que T est compact. Lorsque cette
condition n'est pas satisfaite, le résultat n'est plus valable, comme le montre
le contre-exemple suivant, construit à partir du développement D.K.L. du
processus d'Anderson-Darling (où B(·) est un pont brownien)

B(t)√
s(1− s)t(1− t)

.

Supposons que nous ayons la convergence uniforme du D.K.L. de ce pro-
cessus. Il su�t, dans ce cas, de prendre pour chaque i ≥ 1, la fonction de
Legendre P−1

i (2t− 1), continue sur le compact [0, 1] et qui s'annule en t = 0.
Donc, sous l'hypothèse d'une convergence uniforme de la série, nous aurions

lim
t→0

B(t)√
s(1− s)t(1− t)

= 0 presque sûrement.
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Autrement dit, pour ε = 1
2
, il existerait un η > 0, tel que pour tout t ≤ η,

nous aurions, presque sûrement ;

B(t)√
s(1− s)t(1− t)

≤ 1

2
=⇒ EB2(t)

s(1− s)t(1− t)
= 1 ≤ 1

2
.

Ce qui est manifestement impossible.

Lorsque T n'est pas compact, l'application du théorème du Dini nous
permet d'énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.3.3

La relation (1.3.16) implique la convergence simple de
∑

i≥1 e
2
i (s) sur T vers

K(s, s), ainsi que la convergence uniforme de cette série sur tout compact
Tε ⊆ T.

Nous utiliserons ce résultat dans notre démonstration.

Preuve du lemme 1.3.3. D'après ([2] p. 72), si le processus X est à tra-
jectoires presque sûrement continues, alors X est continu en moyenne qua-
dratique, ce qui implique que sa fonction de covariance est continue. Donc,
les fonctions de base {ei(.) : i ≥ 1} sont aussi continues (voir [2] proposition
3.6 p. 40). Soient Tε ⊆ T un compact et Fε l'espace de Banach des fonctions
réelles continues sur Tε. Notons par X̃ et ẽi(.) les restrictions respectivement
de X et ei(.) sur le compact Tε. Il est clair que X̃ et Zi := ξiẽi(.) sont des
variables aléatoires dans Fε. De plus, tout élément µ∗ du dual topologique de
Fε est une mesure borélienne signée �nie sur Tε. Rappelons Sn =

∑n
i=1 Zi,

nous avons

E|µ∗(Sn)− µ∗(X̃)| = E
∫
Tε

|Sn(t)− X̃(t)|dµ∗(t)

≤
∫
Tε

E|Sn(t)− X̃(t)|dµ∗(t)

≤
∫
Tε

{E|Sn(t)− X̃(t)|2}
1
2dµ∗(t)

≤
∫
Tε

[
∑
i≥n+1

ẽ2i (t)]
1
2d|µ∗|(t),

où |µ∗|(.) désigne la variation totale de la mesure µ∗. La convergence uniforme
de

∑
i≥n+1 ẽ

2
i (t) vers 0 obtenue au lemme 1.3.3 et l'inégalité de Tchebiche�

nous permettent de conclure que µ∗(Sn) tend en probabilité vers 0 quelle
que soit µ∗. Finalement, le lemme 1.3.1 nous assure que Sn converge presque
sûrement vers X̃ pour la norme ‖ . ‖∞ .�
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1.4 Conditions sur la fonction de covariance K

Dans ce paragraphe, nous allons introduire deux conditions importantes,
notées C1 et C2, sur la fonction de covariance (ou noyau) K(., .). Avant tout,
en utilisant la dé�nition 1.2.3, nous rappelons qu'un processus gaussien X est
continu en probabilité au point t ∈ T si et seulement si lims→t %X(s, t) = 0
(voir [73], proposition 3.6 p. 40).

Nous pouvons aisément montrer que

K(t, t) +K(s, s)− 2K(s, t) = %2
X(s, t).

Soient maintenant les conditions :

C1 : Pour tout t ∈ T, la fonction s→ %2
X(s, t) est µ-presque continue.

C2 :
∫
T
K(s, s)dµ(s) <∞.

La condition C1 est équivalente à la continuité en probabilité du processus
gaussien X, µ-presque partout sur T. Nous nous référons à [47] théorème
1 p. 219, et à la remarque 1, p. 221 de [47], pour montrer l'existence d'un
processus X̃, séparable au sens de la dé�nition 1.2.5 et qui modi�e X, au
sens de la dé�nition 1.2.4. On a, en d'autres termes,

P
(
X(t) = X̃(t)

)
= 1 pour tout t ∈ T.

Nous concluons donc que, sous la condition C1, nous aurons deux implica-
tions. La première est que le processus de départ X est séparable. Quant à
la deuxième, les deux fonctions (s, t) → K(s, t) et t→ K(t, t) sont continues
µ-presque partout respectivement sur T × T et T.

En e�et, nous pouvons observer que

xy − x0y0 = (x− x0)(y − y0) + (x− x0)y0 + (y − y0)x0

Pour tout (s, t), (s0, t0) ∈ T 2, nous avons

|K(s, t)−K(s0, t0)| = |E[X(s)X(t)−X(s0)X(t0)]|

≤ |E[(X(s)−X(s0))(X(t)−X(t0))]|+ |E(X(s)−X(s0))X(t0)|
+|E(X(t)−X(t0))X(s0)|

≤ %X(s, s0)%X(t, t0) + %X(s, s0) ‖ X(t0) ‖2 +%X(t, t0) ‖ X(s0) ‖2 . (1.4.17)

En conséquence, sous la condition C1, le membre droit de (1.4.17) tend vers 0
lorsque (s, t) → (s0, t0). Ceci implique la continuité de K(., .) sur T 2. Concer-
nant la continuité de t→ K(t, t), il su�t de prendre s = t et s0 = t0.�
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Lemme 1.4.1

Si le noyau K(., .) véri�e C1 et C2, on a

1) H ⊆ L2(T, µ)

2) Pour tout h ∈ H, ‖ h ‖2
2≤‖ h ‖2

H
∫
T
K(t, t)dµ(t).

Preuve. D'après l'inégalité (1.3.12), pour tout t ∈ T, nous avons

h2(t) ≤‖ h ‖2
H K(t, t).

En intégrant sur T par rapport à µ, sous C2, nous obtenons∫
T

h2(t)dµ(t) ≤‖ h ‖2
H

∫
T

K(t, t)dµ(t) <∞.

Le lemme en découle.�

Proposition 1.4.1

Les conditions C1 et C2 impliquent les propriétés suivantes.

R1 :
∫
T×T K

2(s, t)dµ(s)dµ(t) <∞;

R2 : E
∫
T
X2(s)dµ(s) =

∫
T
K(s, s)dµ(s);

R3 :
∫
T
X2(t)dµ(t) <∞ presque sûrement.

Preuve. Sous C1, nous avons vu que le noyau K(., .) est continu sur T 2, et
donc, mesurable. Par l'inégalité (1.3.7) page 24, et, faisant usage du théorème
de Fubini, nous obtenons que∫

T×T
K2(s, t)µ(s)dµ(t) ≤

∫
T×T

K(s, s)K(t, t)µ(s)dµ(t)

= [

∫
T

K(s, s)dµ(s)]2 <∞.

On en déduit le résultat R1. Pour les résultats R2 et R3, il su�t de remarquer
que l'opérateur intégral

∫
T
est une application linéaire. Donc, nous obtenons

aisément que

E
∫
T

X2(s)dµ(s) =

∫
T

EX2(s)dµ(s) =

∫
T

K(s, s)dµ(s) <∞.

Ce qui implique que∫
T

X2(s)dµ(s) <∞ presque sûrement.

Le lemme est ainsi démontré.�
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1.5 Endomorphisme associé au noyau K

Dans ce paragraphe, nous supposerons que le noyau K satisfait la condi-
tion R1 de la proposition 1.4.1. Sous cette condition, il existe un endomor-
phisme continu I(.) de L2(T, µ) sur lui-même, dé�ni par

f ∈ L2(T, µ) → If :=

∫
T

K(s, .)f(s)dµ(s) ∈ L2(T, µ). (1.5.18)

On consultera, à ce sujet, et pour plus de détails, par exemple, [50] chapitre
3. L'application I est bien dé�nie par (1.5.18). En e�et, pour tout t ∈ T , et
pour tout f ∈ L2(T, µ), nous avons

(If)(t) =

∫
T

K(s, t)f(s)dµ(s) ≤ [

∫
T

K2(s, t)dµ(s)]
1
2 ‖ f ‖2 . (1.5.19)

Donc, sous R1, nous avons la relation∫
T

(If)2(t)dµ(t) ≤
∫
T×T

K2(s, t)dµ(s)dµ(t) ‖ f ‖2
2<∞.

Tout ceci montre que l'endomorphisme de (1.5.18) est bien dé�ni, et continu,
d'après (1.5.19).�

L'opérateur I est symétrique (i.e ∀f, g ∈ L2(T, µ), (If | g) = (g | If))
et compact (l'image de la boule unité a une adhérence compacte). Nous nous
référons à ([46], chapitres 4 et 5), pour la justi�cation des propriétés suivantes.

� Il existe une base orthogonale de L2(T, µ) formée de fonctions propres
de I ;

� La valeur 0 est le seul point d'accumulation possible pour l'ensemble
des valeurs propres de I ;

� L'espace propre associé à une valeur propre non nulle est de dimension
�nie ;

� Deux fonctions propres associées à deux valeurs propres distinctes sont
orthogonales.

Rappelons aussi qu'un endomorphisme A est dit positif si pour tout f ∈
L2(T, µ), on a (Af | f) ≥ 0, et si de plus il est symétrique compact, il est
équivalent de dire que toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles. Nous
allons utiliser ces propriétés pour obtenir une décomposition de L2(T, µ) en
somme directe de sous espaces propres de I.
Nous résumons comme suit l'essentiel de ces propriétés, en disant que, si K
véri�e les conditions C1 et C2, alors, nous pouvons lui associer l'endomor-
phisme (ou l'opérateur) I dé�ni dans (1.5.18)-(1.5.19). Cet endomorphisme

31



est symétrique et compact. Le lien entre cet endomorphisme et l'espace auto-
reproduisant associé au processus gaussien X est maintenant établi, dans le
lemme suivant.

Lemme 1.5.1

Soit K(., .) véri�ant les deux conditions C1 et C2. Alors, pour tout f ∈
L2(T, µ), on a If ∈ H et pour tout h ∈ H

(If |h)H =

∫
T

fhdµ := (f |h).

Preuve. Dans la démonstration qui suit, les résultats R1, R2 et R3 de la
proposition 1.4.1 jouent un rôle essentiel. On sait que X(.) ∈ L2(T, µ). Donc
pour tout f ∈ L2(T, µ), nous pouvons dé�nir une forme linéaire continue sur
G de la manière suivante :

f ∗ : G −→ R

g 7−→ E{g
∫
T

X(s)f(s)dµ(s)} = E{g(X|f)}.

Remarquons que, pour tout t ∈ T, f ∗(X(t)) =
∫
T
K(s, t)f(s)dµ(s) = (If)(t).

La forme f ∗ est un élément du dual topologique G∗ de l'espace d'Hilbert G.
En e�et, la continuité de f ∗ s'obtient facilement d'après le calcul suivant :

|E{g(X|f)}| ≤ {E(g2)}
1
2{E(X|f)2}

1
2

≤ {E(g2)E ‖ X ‖2
2‖ f ‖2

2}
1
2

= ‖ f ‖2 {
∫
T

K(s, s)dµ(s)}
1
2 ‖ g ‖G .

Par conséquent, d'après la proposition 1.2.10 page 23, il existe un unique
élément gf ∈ G tel que, pour tout g ∈ G, nous avons f ∗(g) = E(ggf ). En
particulier, pour le processus X(.), nous obtenons

f ∗(X(.)) = E(X(.)gf ) = ι(gf ) = If ∈ H.

De plus, pour tout t ∈ T, nous avons

(If |K(., t))H = (ι(gf )|ι(X(t)))H = (gf |X(t))H

= f ∗(X(t)) =

∫
T

K(s, t)f(s)dµ(s) = (f |K(., t)).
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Soit maintenant h ∈ H0(X). Cette fonction se décompose nécessairement
sous la forme h(.) =

∑n
i=1 αiK(ti, .). Nous pouvons écrire, en conséquence,

que

(If |h)H =
n∑
i=1

αi(If |K(ti, .))H =
n∑
i=1

αi(f |K(ti, .))H = (f |h).

Comme les deux formes linéaires h → (If |h)H et h → (f |h) sont continues
et coïncident sur l'espace H0(X), qui est dense dans H, nous en déduisons
qu'elles coïncident sur H tout entier. Nous avons donc

(If |h)H = (f |h) ∀ h ∈ H.

La continuité des formes linéaires découle du lemme 1.4.1.�

Corollaire 1.5.1

Si le noyau K véri�e les conditions C1 et C2, alors l'endomorphisme I est
positif.

Preuve. On sait que l'endomorphisme I est symétrique compact, donc il
su�t de montrer que ses valeurs propres sont positives ou nulles. Soient λ
une valeur propre non nulle de I et f ∈ L2(T, µ) la fonction propre non nulle
associée. Suivant le lemme 1.5.1, nous avons λf = If ∈ H donc f ∈ H et
par conséquent (If |f)H = (λf |f)H = (f |f). Ce qui implique la positivité de
la valeur propre λ = (f |f)

(f |f)H
> 0. De plus 0 est le seul point d'accumulation

pour toutes les valeurs propres possibles.�

Soient λ1 ≥ λ2 ≥ ... > 0 les valeurs propres non nulles de I. Prenons pour
chaque espace propre Eλi (i = 1, 2...,) une base orthonormale Bλi et nλ =∑

i≥1 dimEλi (éventuellement �ni ou in�ni). Les Eλi étant orthogonaux, alors
il existe un système de fonctions {ei : i = 1, ..., nλ} ⊆ L2(T, µ) tel que pour
tout i, j = 1, ...nλ

Iei = λiei, (1.5.20)

et

(ei|ej) =

∫
T

ei(s)ej(s)dµ(s) =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

(1.5.21)

Nous avons donc (voir [50] chapitre 3, théorème 14 p. 63) dans l'espace L2(T×
T, µ⊗ µ) l'égalité suivante :

K(s, t) =

nλ∑
i=1

λiei(s)ei(t) ∀ (s, t) ∈ T × T (1.5.22)
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et nous obtenons, en conséquence, que∫
T×T

K2(s, t)dµ(s)dµ(t) =

nλ∑
i=1

λ2
i . (1.5.23)

Notons Pnλ = Vect(ei)1≤i≤nλ le sous espace vectoriel de L2(T, µ) engendré
par le système (ei)1≤i≤nλ . Posons ci(f) = (f |ei) pour tout f ∈ L2(T, µ) et
1 ≤ i ≤ nλ.

Proposition 1.5.2

Soit Pλ la projection orthogonale de L2(T, µ) sur le sous espace Pnλ . On a
Pnλ ⊕ P⊥

nλ
= L2(T, µ), ainsi que

Pλf =

nλ∑
i=1

ci(f)ei := sn

et

inf
g∈Pnλ

‖ f − g ‖2
2=‖ f − sn ‖2

2=‖ f ‖2
2 −

nλ∑
i=1

(ci(f))2. (1.5.24)

Preuve. Remarquons que pour tout i = 1, ..., nλ, ci(f) = (f |ei) = (sn|ei).
Donc (f−sn|ei) = 0. Autrement dit, f−sn ∈ P⊥

nλ
. Comme f = sn+f−sn avec

sn ∈ L2(T, µ) nous déduisons Pnλ ∩ P⊥
nλ

= {0}. D'où L2(T, µ) = Pnλ ⊕ P⊥
nλ
.

Puisque sn et f − sn sont orthogonaux, alors Pλf = sn et

‖ sn ‖2
2 + ‖ f − sn ‖2

2=‖ f ‖2
2 .

Par ailleurs, pour tout g ∈ Pnλ , nous avons

‖ f − g ‖2
2=‖ f − sn + sn − g ‖2

2=‖ f − sn ‖2
2 + ‖ sn − g ‖2

2≥‖ f − sn ‖2
2 .

D'où l'égalité (1.5.24).�

La formule (1.5.24) montre que la série
∑nλ

i=1(ci(f))2 est convergente car

nλ∑
i=1

(ci(f))2 ≤‖ f ‖2
2= (f |f) =

∫
T

f 2(s)dµ(s) <∞.
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Remarque 1.5.1

L'égalité (1.5.20) signi�e que, pour tout f ∈ L2(T, µ) et t ∈ T

If(t) = λiei(t) µ-presque sûrement

Si K est continue sur T × T, alors les fonctions du système {ek : k =
1, . . . , nλ} sont continues (voir [83] p. 350). Comme dans ce cas la fonction
t→

∫
T
K(s, t)f(s)dµ(s) est également continue, nous avons

If(t) = λiei(t) pour tout t ∈ T.

Lemme 1.5.2

Si K véri�e les conditions C1 et C2, nous avons

Pnλ = V ect{ek : k = 1, . . . , nλ} ⊆ H,

et l'orthogonal du système {ek : k = 1, . . . , nλ} dans H est réduit à la fonction
nulle.

Preuve. Soient i ∈ {1, . . . , nλ} et h ∈ {ek : k = 1, . . . , nλ}⊥. La fonction
ei est un vecteur propre de I, donc d'après le lemme 1.5.1, ei ∈ H. Ainsi
Pnλ ⊆ H. Ensuite, en utilisant l'égalité (1.5.22), nous obtenons

(ei|h)H = 0 ⇒ (λiei|h)H = (Iei|h)H = (ei|h) = 0

⇒ Ih = 0 ⇒ (Ih|h)H = (h|h) = 0

⇒ h = 0.�

Nous concluons que, si K véri�e les conditions C1 et C2, alors la famille
{
√
λiek : k = 1, ..., nλ} constitue une base orthonormale de H. Ceci nous

permet de dire
dimL2(T, µ) = dim H = nλ = nX .

Rappelons que nous sommes toujours dans le cas où les espaces G et H
sont séparables. Dans le paragraphe suivant, nous allons énoncer un théorème
fondamental sur la décomposition de Karhunen-Loève.

1.6 Théorème sur la décomposition de Karhunen-
Loève

Des résultats précédents, en particulier de la proposition 1.3.1 page 25 et
du lemme 1.3.2 page 27, découle le théorème suivant.
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Théorème 1.6.1

Soit X = {X(t) : t ∈ T} un processus gaussien centré dont la fonction
de covariance K véri�e la condition C1. Alors K est mesurable, et à une
équivalence près, X est mesurable et séparable.

SiK véri�e en outre la condition C2, alorsX ∈ L2(T, µ) presque sûrement
et les espaces associés G et H sont séparables. De plus, il existe une famille

{(λi, ei) : 1 ≤ i ≤ nλ} ⊆ (0,∞)× L2(T, µ)

véri�ant les relations (1.5.18)-(1.5.21) ci-dessus et telle que le système

{
√
λiei : 1 ≤ i ≤ nλ}

constitue une base orthonormale de l'espace H. Il existe également une suite
{ξi : 1 ≤ i ≤ nλ} de variables aléatoires (i.i.d), chacune de loi normale centrée
réduite N(0, 1), formant une base orthonormale de G, et telle que, pour tout
t ∈ T, nous ayons, presque sûrement

X(t) =

nλ∑
i=1

√
λiξiei(t) dans G. (1.6.25)

Si, de plus, X a des trajectoires presque sûrement continues, alors, la série
(1.6.25) converge presque sûrement uniformément sur tout compact Tε ⊂ T ,
et nous avons

K(s, t) =

nλ∑
i=1

λiei(s)ei(t) ∀ (s, t) ∈ T × T. (1.6.26)

La série (1.6.26) converge absolument, et, si, de plus, K est continue sur
T × T, alors, elle converge uniformément sur tout compact Tε × Tε ⊆ T × T.

De l'égalité (1.6.25), nous déduisons que

X0 :=

∫
T

X2(t)dµ(t) =

nλ∑
i=1

λiξ
2
i . (1.6.27)

Nous donnons dans la proposition suivante, la moyenne, la variance et la
fonction caractéristique de la variable aléatoire X0.
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Proposition 1.6.2

Sous les conditions du théorème 1.6.1, nous avons

E(X0) =

nλ∑
i=1

λi =

∫
T

K(t, t)dµ(t) <∞, (1.6.28)

Var(X0) = 2

nλ∑
i=1

λ2
i = 2

∫
T

K2(s, t)dµ(t)dµ(s) <∞, (1.6.29)

et, pour tout u ∈ R,

E exp(iuX0) =

nλ∏
j=1

(1− 2iuλj)
− 1

2 . (1.6.30)

Preuve. Rappelons que si une variable aléatoire y suit la loi normale centrée
réduiteN(0, 1), alors son carré y2 suit la loi de χ2

1. Donc E(y2) = 1, Var(y2) =
2, et la fonction caractéristique de y2 est donnée par

E exp(iuy2) = (1− 2iu)−
1
2 . (1.6.31)

La condition C2, et le théorème de la convergence monotone appliqués à la
série

∑nλ
i=1 λie

2
i (t) = K(t, t), nous permettent d'obtenir l'égalité (1.6.28).

L'égalité (1.6.29) découle de l'indépendence des ξi et du fait que ξi suit
la loi normale centrée réduite.

Quant à la fonction caractéristique (1.6.30), il su�t de remplacer u par
λiu dans (1.6.31).�

Le lemme suivant illustrera l'in�uence de la première valeur propre du
D.K.L d'un processus gaussien dans la théorie des grandes déviations.

Lemme 1.6.1

Soit X un processus gaussien satisfaisant la décomposition de Karhunen-
Loève décrite dans le théorème 1.6.1. Si λ1 désigne la première valeur propre
associée à cette décomposition, alors

lim
x→∞

{ 1

x2
log P(

∫
T

X2(t)dµ(t) ≥ x2)
}

= − 1

2λ1

. (1.6.32)

Preuve. Il su�t de prendre les logarithmes dans [99], relation (6).�

Pour écrire le D.K.L d'un processus gaussien X, nous utiliserons la notation

X(.) =
∞∑
i=1

√
λi ξiei(.).
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Le terme de gauche de ξi correspondra toujours à la racine carrée d'une valeur
propre. Quant au terme de droite, c'est la fonction propre normalisée associée
à la valeur propre. La nature de la convergence est précisée dans le théorème
1.6.1.

1.7 Convergence en norme L2 du processus em-
pirique pondéré

Dans ce paragraphe, nous établissons un résultat concernant la conver-
gence en norme d'un processus empirique pondéré. Ce résultat trouvera son
utilité dans le domaine des tests d'ajustement. Nous parlerons de l'hypothèse
nulle pour le processus empirique uniforme αn, lorsque ce processus est, ef-
fectivement, construit à partir d'une suite de v.a.i.i.d. uniformes sur (0, 1).
L'alternative correspond au cas où ces v.a. sont de loi commune quelconque.

Proposition 1.7.1

Soit p : T → [0, 1], une fonction, de classe C1 et strictement monotone. Soit
q, une fonction de pondération, p et q étant dé�nies sur T, et telles que∫

T

q(t)p(t)
(
1− p(t)

)
dµ(t) <∞. (1.7.33)

Alors, sous l'hypothèse nulle, nous avons la convergence en loi suivante :

lim
n→∞

∫
T

q(t)α2
n(p(t))dµ(t) =

∫
T

q(t)B2(p(t))dµ(t). (1.7.34)

Si de plus il existe un réel γ ∈ [1, 2) tel que∫ b

a

{∫ x

a

q(t)p(t)dµ(t)
}γ

p′(x)dx <∞ (1.7.35)

et ∫ b

a

{∫ b

x

q(t)
(
1− p(t)

)
dµ(t)

}γ

p′(x)dx <∞, (1.7.36)

alors il existe une constante C(p, q, γ) telle que, pour tout x > 0, n ≥ 1, nous
avons

γn(p, q, γ) =
∣∣∣P( ∫

T

q(t)α2
n(p(t))dµ(t) ≤ x

)
− P

( ∫
T

q(t)B2(p(t))dµ(t) ≤ x
)∣∣∣

≤ C(p, q, γ)

nγ−1
. (1.7.37)
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De plus

γn(p, q, γ) = ◦( 1

nγ−1
). (1.7.38)

Preuve. Pour p(t) = 1, les relations (1.7.33) et (1.7.34) sont équivalentes
(voir par exemple [22] théorème 3.3 p. 325). Le cas général s'y ramène par le
changement de variable u = p(t). Remarquons que nous pouvons écrire, en
notant m la densité de µ (i.e dµ(t) = m(t)dt),

P
( ∫

T

q(t)α2
n(p(t))dµ(t) ≤ x

)
= P

( ∫ 1

0

Q(u)α2
n(u)du ≤ x

)
, (1.7.39)

P
( ∫

T

q(t)B2(p(t))dµ(t) ≤ x
)

= P
( ∫ 1

0

Q(u)B2(u)du ≤ x
)
, (1.7.40)

où Q est une fonction dé�nie sur [0, 1] par

Q(u) =

{
( qm
p′

) ◦ p−1(u) si u ∈
(
p(a), p(b)

)
,

0 si u /∈
(
p(a), p(b)

)
.

D'après le théorème 1.4 p. 89, de [78], (1.7.37) et (1.7.38) seront établis, dès
que nous aurons prouvé les trois inégalités∫ 1

0

Q(u)u(1− u)du <∞, (1.7.41)∫ 1

0

{∫ x

0

uQ(u)du
}γ

dx <∞, (1.7.42)∫ 1

0

{∫ 1

x

(1− u)Q(u)du
}γ

dx <∞. (1.7.43)

Nous avons, tout d'abord,∫
T

q(t)p(t)
(
1−p(t)

)
m(t)dt =

∫ p(b)

p(a)

u(1−u)(qm
p′

)◦p−1(u)du =

∫ 1

0

u(1−u)Q(u)du.

Donc (1.7.41) découle de l'inégalité (1.7.33). Ensuite, nous pouvons écrire∫ 1

0

{
∫ x

0

uQ(u)du}γdx =

∫ 1

p(a)

{
∫ x

p(a)

uQ(u)du}γdx

=

∫ p(b)

p(a)

{
∫ x

p(a)

uQ(u)du}γdx+ (1− p(b)){
∫ p(b)

p(a)

uQ(u)du}γ

=

∫ p(b)

p(a)

{
∫ p−1(x)

a

p(t)q(t)m(t)dt}γdx+ (1− p(b)){
∫ b

a

p(t)q(t)m(t)dµ(t)}γ

=

∫ b

a

{
∫ y

a

p(t)q(t)dµ(t)}γp′(y)dy + (1− p(b)){
∫ b

a

p(t)q(t)dµ(t)}γ.
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Si p(b) = 1, le terme de droite dans la somme ci-dessus disparait. Sinon, nous
avons la majoration∫ b

a

q(t)p(t)dµ(t) ≤ 1

1− p(b)

∫ b

a

q(t)p(t)(1− p(t))dµ(t)

par (1.7.37) et donc la condition (1.7.35) implique (1.7.42). De même, (1.7.36)
implique (1.7.43).�

Cas particulier. Si nous prenons T = (0, 1), µ la mesure de Lesbsque et,
pour un paramétre θ > 0,

p(t) = tθ, q(t) = tβ. (1.7.44)

Les conditions (1.7.33), (1.7.36) et (1.7.37) sont remplies dès que
∫ 1

0
tθtβ(1− tθ)dt <∞,∫ 1

0
{
∫ x

0
tθtβdt}γxθ−1dx <∞,∫ 1

0
{
∫ 1

x
(1− tθ)tβdt}γxθ−1dx <∞.

Autrement dit 
θ + β > −1,
(θ + β + 1)γ + θ − 1 > −1,
(β + 1)γ + θ − 1 > −1.

Ces relations sont satisfaites pour γ ≥ 1 dès que l'inégalité suivante sera
véri�ée.

θ + β + 1 > 0. (1.7.45)

1.8 Une loi du logarithme itéré du type Chung-
Mogulski

Proposition 1.8.1

Soient p : T → [0, 1], une fonction de classe C1 strictement monotone, et q,
une fonction de poids, dé�nie sur T . Supposons ces fonctions telles que∫

T

q(t)p(t)
(
1− p(t)

)
dµ(t) <∞. (1.8.46)

Supposons que, pour la suite {λj : j ≥ 1} des valeurs propres du D.K.L du
processus X(t) =

√
q(t)B(p(t)), il existe deux constantes c > 0 et d ∈ R

telles que
∞∑
j=1

|c(j + d)2λj − 1| <∞. (1.8.47)

40



Alors, sous l'hypothèse nulle, nous avons presque sûrement

lim inf
n→∞

(log2 n)

∫
T

q(t)α2
n(p(t))dµ(t) =

π2

8c
. (1.8.48)

Preuve. Posons k0 = inf{k ≥ 1 : k + d > 0}. Nous avons donc

k0 − 1 + d > −1

et la condition (1.8.47) implique

∞∑
j=k0

|c(j + d)2λj − 1| <∞.

En utilisant le théorème 2 page 3 dans [96], nous avons lorsque x→∞,

P
( ∞∑
j=k0

λjξ
2
j < x2

) ∞∏
j=k0

{cλj(j + d)2} ∼ P
( ∑
j≥k0

ξ2
j

c(j + d)2
< x2

)
.

En prenant les logarithmes dans l'équivalence ci-dessus et en utilisant le
corollaire 4 p. 12 puis la formule (3.4) p. 14 dans [96] (ce qui est légitime
puisque k0 − 1 + d > −1), il vient successivement

log P
( ∞∑
j=1

λjξ
2
j < x2

)
∼ log P

( ∞∑
j=k0

λjξ
2
j < x2

)
∼ log P

( ∞∑
j=k0

ξ2
j

c(j + d)2
< x2

)
∼ log P

( ∞∑
j=1

ξ2
k0+j

c(j + k0 + d− 1)2
< x2

)
∼ − π2

8x2c
.

Finalement, nous pouvons écrire

log P
( ∫

T

X2(t)dµ(t) < x2
)
∼ − π2

8x2c
:= −g(x). (1.8.49)

La fonction inverse de g est donnée par

g−1(x) =
π

2
√

2cx
.
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Nous pouvons utiliser [72], théorème 1 dont les hypothèses (2-1)-(2-4) p.
400-401 sont véri�ées vu les relations (1.7.34), (1.7.37), (1.8.49) et (1.6.32)
respectivement. Nous obtenons presque sûrement,

lim inf
n→∞

( ∫
T
X2
n(t)dµ(t)

) 1
2

g−1(log2 n)
= 1,

où le processus Xn(t) =
√
q(t)αn(p(t)), n ∈ N. Comme la fonction x → x2

est continue, nous en déduisons aisément (1.8.48).�

Corollaire 1.8.2

Soient θ et β deux paramètres tels que θ+β+1 > 0. Alors, sous l'hypothèse
nulle, nous avons presque sûrement

lim inf
n→∞

(log2 n)

∫ 1

0

tβα2
n(t

θ)dt =
θ

2(θ + β + 1)2
. (1.8.50)

Preuve. Prenons l'intervalle T = (0, 1) muni de la mesure de Lebesgue dt.
Pour le processus t

β
2B(tθ), nous avons (voir [30]), pour tout j ≥ 1,

λj =
4υ2

θz2
υ,j

avec υ =
θ

θ + β + 1
,

où zυ,j est la j-ième racine de la fonction de Bessel Jυ(.) (voir l'annexe A)
véri�ant, lorsque j est assez grand,

zυ,j = {j +
1

2

(
υ − 1

2

)
}π − 4υ2 − 1

8{j + 1
2

(
υ − 1

2

)
}π

+O(
1

j3
).

Donc

zυ,j = {j +
υ

2
− 1

4
}π +O(

1

j
) =⇒

{j + υ
2
− 1

4
}π

zυ,j
= 1 +O(

1

j2
)

C'est à dire{(
j + υ

2
− 1

4

)
π

zυ,j

}2
= 1 +O(

1

j2
) =⇒

∑
j≥1

|θπ
2

4υ2

(
j +

υ

2
− 1

4

)2
λj − 1| <∞.

La condition (1.8.47) est satisfaite pour

c =
θπ2

4υ2
=

(θ + β + 1)2π2

4θ
et d =

υ

2
− 1

4
.

D'où,
π2

8c
=

4θπ2

8(θ + β + 1)2π2
=

θ

2(θ + β + 1)2
.

Ainsi, le corollaire est prouvé.�

42



Chapitre 2

Le processus empirique uniforme

sur [0, 1]

2.1 Introduction

Dans toute la suite du chapitre, les variables considérées sont dé�nies sur
un espace probabilisé (Ω,B,P), où B est une tribu borélienne d'événements,
Ω un ensemble d'événements élémentaires, et P une probabilité sur (B,P).
Nous considérons ici des tests d'ajustement destinés à tester l'hypothèse nulle

H0 : G(.) = I(.) contre l'alternative Ha : G(.) = G(n)(.), (2.1.1)

où I(t) = t désigne l'application identité, et G(n)(.) est une suite de fonctions
de répartition, véri�ant, lorsque n→∞,

sup
t∈[0,1]

|G(n)(t)− t| −→ 0 et δn(t) :=
√
n
(
G(n)(t)− t

)
−→ δ(t). (2.1.2)

Les conditions précises imposées sur les fonctions δn(.) et δ(.), ainsi que sur
la convergence (2.1.2), seront détaillées par la suite. Nous débutons le présent
chapitre par l'énoncé d'un ensemble de résultats utiles, concernant le compor-
tement asymptotique presque sûr, lorsque n → ∞, du processus empirique
uniforme αn. Après pondération, ce processus prend ses valeurs dans des es-
paces, désignés par Dψ[0, 1] et Hψ[0, 1]. L'étude de cette convergence nous
mène à la description d'une famille générale de statistiques qui s'expriment
à partir de fonctionnelles continues φ(αn) du processus empirique uniforme
αn sur [0, 1]. Dans le cas précis de notre étude de tests d'ajustement, nous
montrerons que, sous des hypothèses convenables, lorsque n→∞,

L[φ(αn)|H0] −→ L[φ(B)], (2.1.3)

et
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L[φ(αn)|Ha] −→ L[φ(B + δ)]. (2.1.4)

Ici, B désigne un pont Brownien, et la notation L[X] désigne la loi de la
variable aléatoireX (voir [60], [77] et [44]). Le formalisme décrivant les limites
(2.1.3) et (2.1.4) a été utilisé à maintes reprises dans la littérature scienti�que
pour l'étude des perfomances de certaines familles de tests d'ajustement (voir
[4]). Cependant, les conditions de validité justi�ant ces convergences n'ont
pas toujours systématiquement été éudiées dans leurs details. Au cours du
présent chapitre, nous nous pencherons sur ce problème, a�n de fournir des
conditions simples justi�ant leur validité.

2.2 Comportement asymptotique des processus
empiriques uniformes pondérés

Soit (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées [i.i.d.] de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout n ≥ 1, le
processus empirique uniforme basé sur U1, . . . , Un est dé�ni sur [0, 1] par

αn(t) =
√
n(Gn(t)− t) ∀ t ∈ [0, 1],

où

Gn(t) := n−1

n∑
i=1

1I{Ui≤t},

désigne la fonction de répartition empirique associée à U1, . . . , Un. Ce pro-
cessus a été abondamment étudié dans la littérature scienti�que. De nom-
breuses statistiques d'intérêt ont des expressions simples à partir de celui-ci.
Nous sommes ici, plus spéci�quement intéressés par le cas des statistiques
du type de Cramér-Von Mises. Toutefois, bien d'autres tests d'ajustement
partagent cette propriété (voir [74]), comme, par exemple, la statistique de
Kolmogorov-Smirnov (voir [34]). Ces propriétés sont décrites, de manière
approfondie, entre autres dans les ouvrages de Shorack-Wellner [87], Csörgö-
Révész [23] et Nikitin [74]. Par application des principes d'invariance forts
de Komlós, Major et Tusnády (voir [59]), nous pouvons supposer, sans perte
de généralité, que l'espace de probabilités orginal (Ω,B,P), éventuellement
élargi par produits, supporte les variables aléatoires {Ui : i ≥ 1} ainsi qu'une
suite de ponts Browniens {Bn;n ≥ 1}, véri�ant, pour des contantes univer-
selles positives C,K, λ convenables, pour tout n ≥ 1 et x ≥ 0, l'inégalité

P
(

sup
0≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)| ≥
C log n+ x√

n

)
≤ K exp(−λx). (2.2.5)
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Cette inégalité, permet, dans une large mesure, de ramener l'étude de αn à
celle de Bn. Ainsi, par application de cette inégalité et du lemme de Borel-
Cantelli, nous obtenons que, presque sûrement

sup
0≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)| = O
( log n√

n

)
lorsque n→∞. (2.2.6)

Les meilleurs choix possibles des constantes C,K, λ dans l'inégalité (2.2.5)
sont inconnues. On sait, cependant (voir [16]) que les choix suivants

C = 12, K = 2 et λ =
1

6
,

sont possibles.
Les théorèmes suivants sont déjà prouvés dans [24]. Cependant, ils ont des

conséquences importantes pour étudier les processus empiriques pondérés.

Théorème 2.2.1

Dans un espace probabilisé su�samment élargi (Ω∗,A∗,P), nous pouvons
trouver une suite {Un}n de variables aléatoires i.i.d sur (0, 1) et une suite de
processus pont Brownien {Bn}n véri�ant, pour tout d > 0,

P(
√
n sup

0≤t≤ d
n

|αn(t)−Bn(t)| > C log d+ x) ≤ K exp (−λx), (2.2.7)

P(
√
n sup

1− d
n
≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)| > C log d+ x) ≤ K exp (−λx), (2.2.8)

où C,K et λ sont des constantes positives.

Ces inégalités ont des applications importantes concernant le comporte-
ment asymptotique des processus empiriques pondérés. Maintenant, nous ver-
rons comment la construction de [24] et les inégalités (2.2.7)-(2.2.8) peuvent
être employées pour donner le comportement asymptotique du processus αn
pondérés.

Théorème 2.2.2

Dans un espace probabilisé su�samment élargi (Ω∗,A∗,P), nous pouvons
trouver une suite de ponts Browniens (Bn)n véri�ant

sup
0≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)| = O(
log n√
n

) presque sûrement (2.2.9)
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et

n
1
2
−υ sup

λ
n
≤t≤1−λ

n

|αn(t)−Bn(t)|
[t(1− t)]υ

= OP(1) pour tout 0 < υ ≤ 1

2
et λ > 0.

(2.2.10)
Preuve. En utilisant (2.2.7) avec d = n et x = 2

λ
log n, nous obtenons que

P( sup
1≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)| >
log(2/λ+ C)√

n
) ≤ 1

n2
.

En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, nous en déduisons facilement l'égalité
(2.2.9). Quant à l'égalité (2.2.10), nous la prouvons tout d'abord pour le cas
λ = 1, et nous déduisons, ensuite, de ce premier résultat, la forme générale
pour un λ quelconque.

Pour tout 0 < υ ≤ 1
2
, nous notons

Λn,υ,1 = n
1
2
−υ sup

1
n
≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)|
tυ

Λn,υ,2 = n
1
2
−υ sup

0≤t≤1− 1
n

|αn(t)−Bn(t)|
(1− t)υ

.

Montrons alors que Λn,υ,i = OP(1) (pour i = 1, 2,). Fixons tout d'abord
0 < e < d <∞ et dé�nissons les éléments suivants

di =

{
id si i = 1, 2, ..., in−1,
n si i = in = max{j : dj−1 ≤ n},

et

δn,i = sup
0≤t≤ di

n

{|αn(t)−Bn(t)|}, Ii =

{
[ 1
n
, d1
n

] si i = 1,

[di−1

n
, di
n
] si i = 2, ..., in.

Donc

P{Λn,υ,1 > (C + 1) log d} ≤ P{δn,1 > n−
1
2 (C + 1) log d}

+
in∑
i=2

P{δn,i > n−
1
2 (C + 1) log dυi−1} :=

in∑
i=2

Pn,i(d).

En utilisant (2.2.7) et le fait que dυi−1 ≥ log d, nous avons pour d assez grand,

Pn,1(d) ≤ K exp(−λ log d) = Kd−λ
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et
Pn,i(d) ≤ K exp(−λdυi−1) ≤ K((i− 1)d)−2.

Ainsi

in∑
i=2

Pn,i(d) ≤ K
1

dλ
+K

1

d2

∞∑
i=1

1

i2
−→ 0, lorsque d −→∞.

Ceci implique que Λn,υ,1 = OP(1) pour λ = 1.

Pour tout 0 < λ < 1, nous constatons que [λ
n
, 1
n
] ⊂ [0, 1] et nous avons donc

la relation

n
1
2
−υ sup

λ
n
≤t≤ 1

n

|αn(t)|
tυ

≤ λ−λ(nGn(
1

n
) + 1) = OP(1)

Comme la variable aléatoire nGn(
1
n
) converge faiblement vers une variable

suivant la loi de Poisson, l'inégalité suivante en découle

n
1
2
−υ sup

λ
n
≤t≤ 1

n

|Bn(t)|
tυ

≤ λ−λn
1
2 sup

0≤t≤ 1
n

|Bn(t)|

loi
= λ−λ sup

0≤t≤1
|W (t)− 1

n
W (n)| = OP(1).�

Théorème 2.2.3 (Birnbaum-Marshall)

Soit {|St|,Ft}0≤t≤θ une sous-martingale, continue à droite, et admettant une
limite à gauche. Supposons que S0 = 0 et v(t) = E(S2

t ) < ∞ sur [0, θ]. Soit
g > 0 une fonction croissante et continue à droite sur [0, θ]. Alors,

P{ sup
0≤t≤θ

| St
g(t)

| ≥ 1} ≤
∫ θ

0

1

g2(t)
dv(t).

Preuve. Voir l'inégalité 4 page 873 dans [88].�

Puisque

{αn(t)
1− t

: 0 ≤ t < 1}

est une martingale, nous obtenons à l'aide de ce théorème la proposition
suivante.
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Proposition 2.2.1

Soit q > 0 une fonction symétrique par rapport à l'axe t = 1
2
, croissante et

continue sur [0, θ] (pour tout θ ∈ [0, 1
2
]). Alors, pour tout x > 0,

P{ sup
0≤t≤θ

|αn(t)
q(t)

| ≥ x} ≤ 1

x2

∫ θ

0

1

q2(t)
dt.

Preuve. En e�et, pour tout x > 0, nous dé�nissons la fonction

g(t) =
xq(t)

1− t
.

Nous avons donc pour la martingale {αn(t)
1−t : 0 ≤ t < 1}, v(t) = t

1−t . En
utilisant le théorème de Birnbaum-Marshall, nous obtenons que

P{ sup
0≤t≤θ

|αn(t)
q(t)

| ≥ x} ≤
∫ θ

0

1

g2(t)
dv(t) =

∫ θ

0

1

g2(t)
(1− t)−2dt

=
1

x2

∫ θ

0

1

q2(t)
dt.�

Cette proposition a un intérêt pour donner un résultat sur la convergence en
probabilité du processus αn suivant la norme sup :

‖ f/q ‖= sup
0<t<1

|f(t)

q(t)
|.

Théorème 2.2.4

Soit q une fonction strictement positive, symétrique par rapport à l'axe t = 1
2
,

croissante sur [0, 1
2
] et véri�ant∫ 1

0

1

q2(t)
dt <∞.

Alors, il existe un espace probabilisé su�samment élargi (Ω∗,A∗,P) sur lequel
est basé un processus de pont Brownien B tel que

‖ αn −B

q
‖ P−→ 0, lorsque n→∞.

Preuve. Voir le théorème 1 page 140 dans [88].�
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Dé�nition 2.2.2

On dit qu'une fonction réelle f dé�nie sur [0,1] est C.A.R.L.A.G, lorsqu'elle
est continue à droite en tout point de [0,1[ et admet une limite à gauche en
tout point de ]0,1].
Notons

FC0 : = {q : inf
δ≤t≤ 1

2

q > 0 ∀ δ > 0, q ne décroît pas au voisinage de 0},

Eq,c : =

∫ 1
2

0

s−
3
2 q(s) exp(−cq

2(s)

s
)ds,

Iq,c : =

∫ 1
2

0

1

s
exp(−cq

2(s)

s
)ds,

FC0,1 : = {f est C.A.R.L.A.G telle que inf
δ≤t≤1−δ

f(t) > 0 ∀ δ > 0}.

Lemme 2.2.1

Soit q ∈ FC0. Alors

(i) si Iq,c <∞, alors Eq,d <∞ ∀ d > c et limt→0
q(t)
t

= ∞.

(ii) si Eq,c <∞ et limt→0
q(t)√
t

= ∞, alors Iq,c <∞.

Preuve. La propriété (ii) est facile à établir. En e�et, considérons la constante

C := inf{0 < t ≤ 1

2
:
q(t)√
t
> 0}

qui est strictement positive. Alors

Eq,c ≥ CIq,c.

Pour prouver (i), nous remarquons tout d'abord que si Iq,c1 < ∞, alors
Iq,c1 <∞ pour tout c2 > c1. Par conséquent, nous pouvons considérer c > 1.
Soit ε > 0 tel que la fonction q ne décroît pas sur l'intervalle (0, ε]. Alors,
pour tout t ∈ (0, ε

c
], nous avons∫ ct

t

1

s
exp

(
− c

q2(s)

s

)
ds ≥

∫ ct

t

1

s
exp

(
− c

q2(s)

t

)
ds

≥
∫ ct

t

1

s
exp

(
− c

q2(ct)

t

)
ds

= (log c) exp
(
− c2

q2(ct)

ct

)
.
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Par conséquent, cette inégalité conduit à limt→0
q(t)√
t

= ∞, et nous avons, pour
tout d > c,

q(t)√
t
≤ exp

(
(d− c)

q2(t)

t

)
∀ t ∈ (0, ε].

D'où ∫ ε

0

1

t
(
q(t)√
t

) exp
(
− d

q2(t)

t

)
dt ≤

∫ ε

0

1

t
exp

(
− c

q2(t)

t

)
dt.

Ceci complète la démonstration du lemme.�

Lemme 2.2.2

Soit q ∈ FC0 telle que
∫ 1

2

0
1

q2(t)
dt <∞. Alors, pour tout c > 0, on a Iq,c <∞.

Preuve. On sait que pour tout x, c > 0, nous avons x exp
(
− cx

)
≤ 1. En

prenant donc x = q2(t)
t
, nous obtenons∫ 1

2

0

1

t
exp

(
− c

q2(t)

t

)
dt =

∫ 1
2

0

1

q2(t)

q2(t)

t
exp

(
− c

q2(t)

t

)
dt ≤

∫ 1
2

0

1

q2(t)
dt.�

Les lemmes ci-dessus nous seront très utiles pour établir les théorèmes qui
vont suivre.

Nous récapitulons, dans le corollaire suivant, les conséquences les plus utiles
des résultats ci-dessus, pour caractériser la norme sup de ‖ B/q ‖∞.

Corollaire 2.2.3

Soit q ∈ FC0,1. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) sup0<t<1 |
B(t)
q(t)
| <∞ presque sûrement.

(ii) il existe c > 0 véri�ant

Îq,c :=

∫ 1

0

1

s(1− s)
exp

(
− c

q2(s)

s(1− s)

)
ds <∞.

(iii) limt→0
q(t)√
t(1−t)

= limt→1
q(t)√
t(1−t)

= 1, et il existe c > 0 véri�ant,

Êq,c :=

∫ 1

0

(
s(1− s)

)− 3
2 q(s) exp

(
− c

q2(s)

s(1− s)

)
ds <∞.

À l'aide de ce corollaire, nous pouvons démontrer les théorèmes de Chibisov-
O'Reilly. Nous renvoyons à [33] pour le détail de leurs démonstrations.
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Théorème 2.2.5 (Comportement asymptotique suivant la norme sup)

Soit q ∈ FC0,1. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) il existe une suite de ponts Browniens {Bn(t) : 0 ≤ t ≤ 1} telle que

sup
0<t<1

|αn(t)−Bn(t)|
q(t)

= oP(1).

(ii) il existe c > 0 tel que

Îq,c :=

∫ 1

0

1

s(1− s)
exp

(
− c

q2(s)

s(1− s)

)
ds <∞.

Théorème 2.2.6 (Loi asymptotique suivant la norme sup)

Soit q ∈ FC0,1. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i)

sup
0<t<1

|αn(t)|
q(t)

loi−→ sup
0<t<1

|B(t)|
q(t)

.

(ii) il existe c > 0 tel que

Îq,c :=

∫ 1

0

1

s(1− s)
exp

(
− c

q2(s)

s(1− s)

)
ds <∞.

2.3 La convergence faible du processus empi-
rique uniforme avec des paramètres estimés

Une étude générale de la convergence faible du processus empirique estimé
a été e�ectuée par Durbin dans [42]. Dans cette section, nous présentons une
approche nouvelle de ces résultats, basée sur des approximations fortes.

Soit X1, . . . , Xn une suite de variables aléatoires réelles (i.i.d) dont la
fonction de répartition F (x, θ) = P(X1 ≤ x), continue en x ∈ R, dépend
d'un paramètre multidimensionnel θ qui appartient à un sous-ensemble Θ de
Rk. Notons

F := {F (., θ) : θ ∈ Θ}.

Introduisons le processus empirique avec paramètres estimés

α
bθn
n (x) :=

√
n
(
Fn(x)− F (x, θ̂n)

)
∀ x ∈ R,
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où θ̂n est une suite d'estimateurs de θ véri�ant

√
n(θ̂n − θ) =

1√
n

n∑
i=1

l(Xi, θ) + oP(1),

où l(X1, θ) :=
(
l1(X1, θ1), . . . , lk(X1, θk)

)
est une fonction centrée, ayant des

moments d'ordre 2 �nis.

Exemple. Supposons que F (x, θ)(∈ F) ait une densité f(x, θ) = ∂
∂x
F (x, θ)

véri�ant ∫ +∞

−∞

∂ log f(x, θ)

∂θ
dF (x, θ) = 0

et∫ +∞

−∞

[∂ log f(x, θ)

∂θ

][∂ log f(x, θ)

∂θ

]T
dF (x, θ) = −

∫ +∞

−∞

∂2 log f(x, θ)

∂2θ
dF (x, θ)

:= I(θ).

Choisissons alors θ̂n, comme l'estimateur du maximum de vraisemblance as-
socié à la fonction

v(θ) :=
n∑
i=1

log f(Xi, θ).

On a donc

v′(θ) =
n∑
i=1

∂ log f(x, θ)

∂θ
et v′′(θ) =

n∑
i=1

∂2 log f(x, θ)

∂2θ
.

Par une application directe de la loi des grands nombres, nous obtenons que,
presque sûrement

1

n
v′′(θ) −→ −I(θ).

Un développement de Taylor de v′ au voisinage de θ donne alors les relations
suivantes :

1√
n

(
v′(θ̂n)− v′(θ)

)
=

1

n
v′′(θ)

√
n
(
θ̂n − θ

)
+ oP(1)

= −I(θ)
√
n
(
θ̂n − θ

)
+ oP(1).

Puisque v′(θ̂n) = 0, ceci implique donc que

√
n
(
θ̂n − θ

)
=

1√
n

n∑
i=1

l(Xi, θ) + oP(1),
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où

l(x, θ) = I(θ)−1∂ log f(x, θ)

∂θ
.

Il est clair que cette fonction véri�e les identités∫ +∞

−∞
l(x, θ)dF (x, θ) = 0

et ∫ +∞

−∞

[
l(x, θ)]

[
l(x, θ)

]T
dF (x, θ) = I(θ)−1I(θ)I(θ)−1 = I(θ)−1.�

Posons maintenant, pour tout t ∈ [0, 1],

H(t, θ) :=
∂F

(
F−1(t, θ), θ

)
∂θ

et L(t, θ) := l
(
F−1(t, θ), θ

)
.

Ici, F−1(t, θ) =
{
x : F (x, θ) ≥ t

}
désigne la fonction de quantiles associée à

F (x, θ).

À l'aide du processus empirique uniforme αn(.), tel qu'il est dé�ni dans
le paragraphe précédent, nous obtenons un estimateur de αbθn

n (x), en écrivant

α
bθn
n (x) =

√
n
(
Fn(x)− F (x, θ)

)
−
√
n
(
F (x, θ̂n)− F (x, θ)

)
= αn

(
F (x, θ)

)
− ∂F (x, θ)

∂θ

T√
n
(
θ̂n − θ

)
+ oP(1)

= αn
(
F (x, θ)

)
− ∂F (x, θ)

∂θ

T 1√
n

n∑
i=1

l(Xi, θ) + oP(1)

= αn
(
F (x, θ)

)
− ∂F (x, θ)

∂θ

T ∫ +∞

−∞
l(x, θ)dαn

(
F (x, θ)

)
+ oP(1)

= αn
(
F (x, θ)

)
−H(F (x, θ), θ)T

∫ 1

0

L(t, θ)dαn(t) + oP(1)

:= α̂n
(
F (x, θ)

)
+ oP(1),

où le processus empirique uniforme estimé α̂n(t) est dé�ni par

α̂n(t) := αn(t)−H(t, θ)T
∫ 1

0

L(s, θ)dαn(s) ∀ t ∈ [0, 1]. (2.3.11)

Nous rappelons ici que (voir [87]), pour n'importe quelle fonction h continue
sur [0, 1], nous avons l'identité∫ 1

0

h(s)dB(s) = −
∫ 1

0

B(s)dh(s), (2.3.12)
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où B(.) est un pont brownien. De plus l'intégrale stochastique
∫ 1

0
h(s)dB(s)

est une variable aléatoire gaussienne centrée de fonction de covariance donnée
par

Var
( ∫ 1

0

h(s)dB(s)
)

=

∫ 1

0

h2(s)ds−
( ∫ 1

0

h(s)ds
)2
.

En se basant sur le résultat (2.3.12), nous obtenons alors que

|
∫ 1

0

h(s)dαn(s)−
∫ 1

0

h(s)dBn(s)| ≤ sup
0≤t≤1

|αn(t)−Bn(t)|
∫ 1

0

d|h(s)|,

Bn(.) est suite de ponts browniens.

Nous pouvons résumer, maintenant, l'essentiel des arguments précédents,
dans le théorème suivant.

Théorème 2.3.1

Si H(t, θ) et L(t, θ) sont continues sur [0, 1]. Alors, on peut dé�nir un pro-
cessus empirique uniforme αn et une suite de ponts browniens Bn(.) véri�ant
presque sûrement

sup
0<t<1

|α̂n(t)− B̂n(t)| = O(
log n√
n

),

où B̂n(t) := Bn(t)−H(t, θ)T
∫ 1

0
L(s, θ)dBn(s) est un processus gaussien centré

avec la fonction de covariance

K̂(s, t) = min(s, t)− st−H(t, θ)T
∫ s

0

L(x, θ)dx−H(s, θ)T
∫ t

0

L(x, θ)dx

+ H(s, θ)T
[ ∫ 1

0

L(x, θ)L(x, θ)Tdx
]
H(t, θ). (2.3.13)

Si θ̂n désigne l'estimateur de maximum de vraisemblance de θ, alors cette
fonction de covariance se réduit à

K̂(s, t) = min(s, t)− st−H(t, θ)T I(θ)−1H(t, θ).

Dans ce dernier cas, cette fonction de covariance peut s'exprimer sous la
forme

K̂(s, t) = min(s, t)− st−
k∑
i=1

φi(s)φi(t),
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où les fonctions φi sont bien déterminées (voir l'exemple suivant). Une étude
très complète du développement de Karhunen-Loève des processus gaussiens
ayant ce type de fonction de covariance a été e�ectuée dans [92].

Exemple. Soit G0(.) une fonction de répartition dont la densité est notée g0.
Considérons le cas où F est donné par F = {G0(

.−µ
σ

) : θ = (µ, σ) ∈ R×R∗
+}.

Alors

H(t, θ) = − 1

σ
g0

(
G−1

0 (t)
) [

1
G−1

0 (t)

]
et

I(θ) =
1

σ2

[ ∫ g20(x)

g0(x)
dx

∫
x
g20(x)

g0(x)
dx∫

x
g20(x)

g0(x)
dx

∫
x2 g

2
0(x)

g0(x)
dx− 1

]
.

Nous pouvons donc écrire

I(θ)−1 = σ2

[
σ11 σ12

σ21 σ22

]
,

où les éléments σij ne dépendent que de G0, et non pas de µ, ou de σ. Nous
avons alors

K̂(s, t) = min(s, t)− st− φ1(s)φ1(t)− φ2(s)φ2(t),

où

φ1(t) = −

√(
σ11 −

σ2
12

σ22

)
g0

(
G−1

0 (t)
)

et
φ2(t) = − σ12√

σ22

g0

(
G−1

0 (t)
)
−
√
σ22g0

(
G−1

0 (t)
)
G−1

0 (t).

Dans le cas particulier où G0(.) est la fonction de répartition de la loi normale
N(0, 1), nous obtenons les relations

I(θ)−1 = σ2

[
1 0
0 2

]
.

Ainsi, σ11 = 1, σ22 = 1
2
, σ12 = σ21 = 0 et

K̂(s, t) = min(s, t)− st− g0

(
G−1

0 (s)
)
g0

(
G−1

0 (t)
)

− 1

2
g0

(
G−1

0 (s)
)
G−1

0 (s)g0

(
G−1

0 (t)
)
G−1

0 (t).
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Dans le cas gaussien précédent, et bien que la fonction L ne soit pas bornée sur
[0, 1], nous obtenons que α̂n(.) converge faiblement, dans D[0, 1] et L2[0, 1],
vers le processus limite dé�ni par

{α̂n(t)}t
w−→

{
B(t) + g0

(
G−1

0 (s)
) ∫ 1

0

(
G−1

0 (s)
)
dB(s) +

1

2
g0

(
G−1

0 (t)
)
G−1

0 (t)

∫ 1

0

(
G−1

0 (s)2 − 1
)
dB(s)

}
t
.�

2.4 Rappels concernant la théorie de la mesure

Nous poursuivons ici le but de donner un cadre théorique su�sant pour
nos besoins, portant sur la convergence faible (et en loi) de lois de probabili-
tés, dé�nies sur des espaces métriques, tels que ceux que nous verrons dans la
suite. Avant d'aborder un exposé plus détaillé de ces notions, nous rappelons
quelques dé�nitions et résultats classiques de la théorie de la mesure.

Dans ce qui suit, nous aurons besoin des notions suivantes.

Soit (E, E , ρ) un espace métrique, muni de sa tribu borélienne E , et d'une
métrique spéci�ée ρ.

2.4.1 Notations et dé�nitions

Notons par µ, (µn)n, ν et (νn)n une suite de mesures dé�nies sur E . Ici,
P0 et E0 (respectivement P1 et E1) désignent la probabilité et l'espérance
mathématique sous l'hypothèse H0 (resp. sous H1).

Posons également

Λ : = {h : [0, 1] → [0, 1] telle que h soit continue et croissante},
D[0, 1] : = {f : [0, 1] → R telle quef est C.A.R.L.A.G},
‖ f ‖: = sup

0≤t≤1
|f(t)| désigne la norme sup usuelle,

Aε := {x ∈ E : inf
y∈A

ρ(x, y) < ε}, ∀ A ∈ E , ∀ ε > 0, (2.4.14)

d(f, g) := inf
h∈Λ

max
{
‖ f − g ◦ h ‖, ‖ h− I ‖

}
, ∀ f, g ∈ D[0, 1]. (2.4.15)

Plus loin, E désignera un espace métrique de fonctions dé�nies sur le
compact [0, 1]. La mesure (µn)n≥1 désignera, pour n = 1, 2, . . ., la loi du
processus empirique αn sous H0, notée

µn := L[αn|H0].
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La mesure µ désignera la loi du pont brownien B, et sera également notée

µ := L[B].

La suite de mesures (νn)n≥1 sera associée aux lois du processus empirique
uniforme αn sous Ha, et sera notée

νn := L[αn/Ha].

La mesure ν désignera la loi du processus B + δ :=
{
B(t) + δ(t) : t ∈ [0, 1]

}
,

et sera notée
ν := L[B + δ].

En fait, pour que la mesure µ ait un sens, il est nécessaire de supposer que
l'espace E est séparable, et que ses ouverts sont mesurables, relativement à
la tribu engendrée par les ensembles de la forme :

{f < ci : i = 1, . . . , k}.

Pour permettre l'existence de la mesure µn, il nous faut supposer que la
métrique ρ rende l'application

(U1, . . . , Un) → αn

mesurable.

Dé�nition 2.4.1 (Convergence au sens de Skorokhod)

On dit qu'une suite (fn)n≥1 de fonctions réelles dé�nies sur [0, 1] converge
vers f au sens de Skorokhod, s'il existe une suite de fonctions (hn)n≥1 de Λ
véri�ant hn(0) = 0, hn(1) = 1 et

lim
n→∞

sup
0≤u≤1

{
|fn(hn(u))− f(u)|+ |hn(u)− u|

}
= 0. (2.4.16)

Dé�nition 2.4.2 (Convergence faible)

On dit que la suite de mesures (µn)n≥1 converge faiblement vers la mesure µ,
(notée µn =⇒ µ), si pour toute fonction réelle continue et bornée f dé�nie
sur E, on a

lim
n→∞

∫
E

fdµn =

∫
E

fdµ.
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Dé�nition 2.4.3 (Convergence en loi)

On dit que (µn)n≥1 converge en loi vers µ, si pour tout ensemble B ∈ E tel
que µ(∂B) = 0, on a

lim sup
n→+∞

µn(B) = µ(B).

Ici ∂B désigne la frontière de B.

Dé�nition 2.4.4

Soient µ1 et µ2 deux mesures dé�nies sur E . La distance entre µ1 et µ2 est
dé�nie par :

L(µ1, µ2) = max(ε12, ε21), (2.4.17)

où pour tout fermé F ∈ E ,

ε12 = inf{ε : µ2(F ) ≤ µ1(F
ε) + ε} et ε21 = inf{ε : µ1(F ) ≤ µ2(F

ε) + ε}.

Nous rappelons maintenant quelques résultats bien connus concernant la
convergence faible,

µn =⇒ µ et νn =⇒ ν,

dans l'espace métrique (E, E , ρ).

Théorème 2.4.5

Les propositions suivantes sont équivalentes :

P1) La suite (µn)n≥1 converge faiblement vers µ :

µn =⇒ µ

P2) Pour tout ensemble fermé F ∈ E , on a

lim sup
n→+∞

µn(F ) ≤ µ(F )

P3) Pour tout ensemble A ∈ E tel que µ(∂A) = 0, on a

lim sup
n→+∞

µn(A) = µ(A)

P4) Pour toute fonction f continue sur E à valeurs dans E, on a

µfn =⇒ µf ,
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où µfn et µf désignent les mesures images respectivement de µn et µ par la
fonction f .

Preuve. Voir [15].�

Théorème 2.4.6

Si l'espace métrique (E, ρ) est complet et séparable alors, lorsque n → ∞,
on a l'équivalence suivante :

L(µn, µ) → 0 ⇐⇒ µn =⇒ µ.

Preuve. Voir le théorème 1.11, et le lemme 1.2 de [77] .�

Théorème 2.4.7

Soit f une fonction mesurable dé�nie sur E à valeurs dans E telle que

µ{x : ρ(f(x), x) ≥ δ} < ε pour tout δ > 0 et ε > 0.

Si l'espace métrique (E, ρ) est complet et séparable, alors

L(µf , µ) ≤ max(ε, δ). (2.4.18)

Preuve. Voir le théorème 1.11, et le lemme 1.2 de [77] .�

2.5 Propriétés des espaces vectoriels Dψ[0, 1] et
Hψ[0, 1]

Dans ce paragraphe, nous allons dé�nir deux espaces particuliers sur les-
quels nous étudions la nature des convergences (2.1.3) et (2.1.4). Ces résultats
sont très importants pour la suite de notre travail. Pour cette raison, nous
donnerons le détail des démonstrations correspondantes.

Commençons par rappeler certaines propriétés concernant l'espace métrique
(D[0, 1],d), en renvoyant à [77] pour les démonstrations correspondantes. Ici,
nous ne rentrerons pas dans les détails, en nous limitant à l'énoncé de trois
propriétés essentielles (voir par exemple [87] et [88]).

� L'espace (D[0, 1],d) est complet et séparable.

� La convergence d'une suite de fonctions (fn)n≥1 vers une fonction conti-
nue f , relativement à la métrique d, est équivalente à la convergence
uniforme de ces fonctions vers leur limite.
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� La convergence dans l'espace (D[0, 1],d) est équivalente à la conver-
gence au sens de Skorokhod.

Ainsi, les conditions d'existence des mesures µ et µn mentionnées plus haut
sont justi�ées. La convergence faible de ces mesures est également caractéri-
sée dans [77]. En fait, l'espace (D[0, 1],d) fournit la base essentielle pour la
construction des espaces vectoriels suivants.

2.5.1 Dé�nition de l'espace vectoriel Dψ[0, 1]

Soit ψ une fonction positive, bornée sur tout intervalle ]τ, 1− τ [ (τ > 0)
et véri�ant les conditions suivantes :

Il existe un réel u0 > 0 tel que pour tout u ∈]0, u0[,

ψ(u) ≤ ψ1(u) :=
1√

uh1(u)
et ψ(1− u) ≤ ψ2(u) :=

1√
uh2(u)

, (2.5.19)

où les fonctions h1(u) et h2(u) véri�ent

lim
u→0

h1(ku)

h1(u)
= lim

u→0

h2(ku)

h2(u)
= 1 ∀ k > 0, (2.5.20)

et pour une constante l > 0,∫ u0

0

u−1 exp
{
− l2h2

i (u)
}
du <∞ pour i = 1, 2. (2.5.21)

Remarque 2.5.1

Les conditions (2.5.20) et (2.5.21), nous donnent presque sûrement

lim
u→0

ψi(u)|B(u)| = 0, pour i = 1, 2. (2.5.22)

Ce résultat peut être démontré à l'aide du lemme 2.2.1 de la page 49.

Dé�nition 2.5.1 (l'espace vectoriel Dψ[0, 1])

Soit ψ une fonction véri�ant (2.5.19). L'espace métrique (Dψ[0, 1],dψ) est
alors dé�ni comme suit :

f ∈ Dψ[0, 1] si et seulement si ψf ∈ D[0, 1]

et
dψ(f, g) = d(ψf, ψg) ∀ f, g ∈ Dψ[0, 1]. (2.5.23)

Cet espace est complet et séparable. Ainsi, l'existence des mesures µ et µn
est justi�ée. Leur convergence faible découle du théorème 2.6.1, dans le cas
particulier δ = 0 (voir la page 62).
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2.5.2 Dé�nition de l'espace de Hilbert Hψ[0, 1]

Soit ψ une fonction strictement positive véri�ant∫ 1

0

u(1− u)ψ(u)du <∞. (2.5.24)

Dé�nition 2.5.2

Soit ψ une fonction satisfaisant (2.5.24). L'espace de Hilbert (Hψ[0, 1], ‖ . ‖ψ)
est alors dé�ni comme suit :

f ∈ Hψ[0, 1] si et seulement si ψf ∈ L2[0, 1]

et

‖ f ‖ψ:=‖
√
ψf ‖2=

[ ∫ 1

0

ψ(u)f 2(u)du
] 1

2 . (2.5.25)

Cet espace est complet et séparable. Ainsi, l'existence des mesures µ et µn,
ainsi que leur convergence faible, sont bien justi�ées (voir par exemple, dans
[77], le � 1.6 et l'exemple 1).

2.6 Convergence en loi sous Ha dans Dψ[0, 1]

L'objectif de ce paragraphe est de caractériser la convergence faible (ou
en loi) des mesures νn et µn, telles qu'elles sont dé�nies, dans la page 56 du
présent mémoire. Dans ce qui suit, nous supposerons, bien évidemment, que
ces mesures sont dé�nes sur les boréliens de l'espace (Dψ[0, 1],dψ).

Nous rappelons la dé�nition du test d'ajustement décrit dans la page 43,
et nous posons

rn := dψ(δn, δ).

Théorème 2.6.1

Soit δ0 une fonction, positive et continue sur [0, 1], telle que

lim
t→0

ψ(t)δ0(t) = 0 si lim
t→0

ψ(t) = ∞, (2.6.26)

et
lim
t→1

ψ(t)δ0(t) = 0 si lim
t→1

ψ(t) = ∞. (2.6.27)

Alors, en posant S :=
{
δ : |δ(t)| ≤ δ0(t),∀ t ∈ [0, 1]

}
, nous avons, dans

l'espace (Dψ[0, 1],dψ),

L(νn, ν) −→ 0 lorsque n→∞ et sup
δ∈S

rn → 0.
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Preuve. La preuve de ce théorème s'obtient directement à l'aide des lemmes
suivants.�

Lemme 2.6.1

La mesure νn coïncide avec la loi du processus αn
(
G(n)(.)

)
+ δn, sous l'hypo-

thèse H0. En d'autres termes,

νn = L
[
αn(G

(n))/H0

]
+ δn.

Preuve. Puisque la fonction de répartition G(n)(.) est continue, alors, sous
Ha, les variables aléatoires

{
G(n)(Ui)

}
1≤i≤n sont uniformément équidistri-

buées sur [0, 1] et nous avons l'égalité en loi

L[Gn(.)/Ha] = L[Gn

(
G(n)(.)

)
/H0].

Par conséquent,

νn = L
[
αn/Ha

]
= L

[√
n
(
Gn − I

)
/Ha

]
= L

[√
n
(
Gn(G

(n))−G(n)
)/
H0

]
+
√
n
(
G(n) − I

)
= L

[
αn

(
G(n)

)
/H0

]
+ δn.

Ceci su�t à démontrer le lemme.�

Lemme 2.6.2

Soit ψ une fonction telle que

lim
t→0

ψ(t) = ∞.

Alors, pour tout couple ε, η > 0, il existe τ, r′ > 0 et n0 ∈ N, tels que, si
supδ∈S rn ≤ r′, alors, pour tout n ≥ n0,

P1{ sup
0<t≤τ

ψ(t)|αn(t)| > η} < ε. (2.6.28)

Preuve. Compte tenu du lemme 2.6.1, on constate que l'inégalité (2.6.28)
est équivalente à

P0

{
sup

0<t≤τ
ψ(t)|αn(t+

δn(t)√
n

) + δn(t)| > η

}
< ε. (2.6.29)
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Fixons 0 < λ < η/2. Alors la condition du théorème ( limt→0 ψ(t)δ0(t) = 0)
nous permet de déterminer deux constantes, τλ et rλ, strictement positives,
et telles que, lorsque rn < rλ,

sup
0<t≤τλ

ψ(t)|δn(t)| < λ <
η

2
.

Notons

I1 :=
{
0 < t ≤ τ : t ≥ δn(t)√

n

}
et I2 := (0, τ ]− I1.

Compte tenu de ces relations, pour établir (2.6.29), il su�t de démontrer que
les relations

P0

{
sup
Ii

ψ(t)|αn(t+
δn(t)√
n

)| > η

2

}
<
ε

2
pour i = 1, 2 (2.6.30)

sont satisfaites, lorsque τ < τλ et r′ < rλ. En e�et, commençons par �xer
t ∈ I1. Nous voyons alors (voir [18]) que, si ψ1 véri�e la condition (2.5.19),
nous avons la relation

lim
τ→0, n→∞

P0

{
sup

0<t≤τ
ψ1(t)|αn(t)| > ε

}
= 0 ∀ ε > 0. (2.6.31)

Posons

v(t) :=

{
t+ δn(t)√

n
pour t ∈ I1,

2t pour t ∈ I2.

Cette fonction est croissante, et telle que, pour tout t ∈]0, τ ], v(t) ≤ 2t. De
plus, les conditions (2.5.19)-(2.5.20) impliquent que

lim
t→0

ψ1(t/2)

ψ1(t)
=
√

2.

Donc, pour tout c >
√

2 et t su�samment petit, cette égalité se ramène à :

ψ(v−1(t)) ≤ ψ1(v
−1(t)) ≤ cψ1(t).

Cette dernière relation implique que

P0

{
sup
t∈I1

ψ(t)|αn(t+
δn(t)√
n

)| > η

2

}
≤ P0

{
sup

0<t≤2τ
cψ1(t)|αn(t)| >

η

2

}
.

En faisant tendre τ vers 0, et à l'aide de (2.6.31), nous déduisons aisément
l'inégalité (2.6.30) pour le cas i = 1.
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Pour le cas i = 2, nous �xons t ∈ I2. Alors, s := t + δn(t)√
n
> 2t et nous

avons, lorsque τ < τλ et rn < rλ,

ψ(t) <
λ

δn(t)
=

λ√
n(s− t)

<
2λ

s
√
n
.

Ainsi, en posant τn := τ + δn(τ)√
n
, nous obtenons que

sup
t∈I2

ψ(t)

∣∣∣∣αn(t+
δn(t)√
n

)

∣∣∣∣ ≤ sup
0<s≤τn

2λ

s
√
n
|αn(s)|.

Or, lorsque s est su�samment petit, le processus αn(s) a le même compor-
tement que le processus

γn(s) :=
√
n

(
p(ns)

n
− s

)
,

où p(s) est un processus de Poisson homogène de paramètre 1 (voir [18],
lemme 3). De plus, pour γn(s), nous avons presque sûrement

sup
0<s≤τn

2λ

s
√
n
|γn(s)| ≤ 2λ sup

0<t<∞
|p(t)
t
− 1| <∞.

Finalement, en faisant tendre λ vers 0, nous obtenons (2.6.30) pour i = 2.
Ceci achève la démonstration du lemme.�

Dans la suite, pour simpli�er les notations, nous poserons, pour tout f, g ∈
D[0, 1],

d(f, g) = d,

ρ = ρ(f, g) := sup
0<t<1

|f(t)−g(t)| et w(f, τ) := sup
0≤t1<t2<t1+τ≤1

|f(t2)−f(t1)|.

Lemme 2.6.3

Pour tout f, g ∈ D[0, 1], nous avons

d ≤
(
1 + 2

√
2
)
ρ < 4ρ et ρ ≤ d+ min

{
w(f,d), w(g,d)

}
.

Preuve. Ces inégalités s'obtiennent à l'aide de la dé�nition de d (Voir [77]).�

Lemme 2.6.4

Si la fonction ψ est bornée sur le compact [0, 1], alors la topologie dé�nie par
la métrique dψ est plus faible que la topologie dé�nie par la métrique d.

Preuve. Ce résultat découle de l'équivalence entre la convergence relative à
la métrique d, et la convergence au sens de Skorokhod (Voir [77]).�
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Corollaire 2.6.2

Si la fonction ψ est bornée sur le compact [0, 1], alors, lorsque n→∞,

µn =⇒ µ dans Dψ[0, 1].

Preuve. En e�et, d'après le lemme 2.6.4, il existe une constante C0 > 0
telle que dψ ≤ C0d. Ceci signi�e que la convergence faible dans l'espace
(D[0, 1],d) implique la convergence faible dans (Dψ[0, 1],dψ).�

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 2.6.1. La dé-
monstration comprend deux parties. Dans la première, nous supposons que
la fonction ψ est bornée. Dans la seconde, nous traitons le cas où ψ est non
bornée au voisinage de 0, et bornée au voisinage de 1.

Commençons par étudier le cas où ψ est bornée sur [0, 1]. Il existe alors
une constante positive C telle que

sup
0≤t≤1

ψ(t) ≤ C.

En utilisant le lemme 2.6.1, et le théorème 2.4.7 de la page 59, nous obtenons,
dans ce cas, que

L(µ′n, µ) → 0 lorsque n→∞ et sup
δ∈S

rn −→ 0, (2.6.32)

où µ′n désigne la loi du processus αn
(
G(n)

)
dans l'espace Dψ[0, 1]. En e�et,

puisque la fonction δ0 est continue sur le compact [0, 1], alors elle est bornée
sur [0, 1]. Par conséquent, la suite des fonctions δn est uniformément bornée
sur [0, 1]. Donc, il existe une constante k > 0 telle que

sup
0≤t≤1

|δn(t)| ≤ k ∀ n ∈ N.

Cette inégalité implique que, pour tout entier n > k2

τ2 , et tout t ∈ [0, 1],

|δn(t)|√
n

≤ τ.

À l'aide du lemme 2.6.3, nous obtenons donc que

dψ
(
αn(G

(n)), αn
)
≤ 4Cω(αn, τ).

Puisque la fonction x → ω(x, τ) est µ-presque sûrement continue, alors par
une application du corollaire 2.6.2, et du théorème 2.4.5, nous en déduisons,
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que, pour tout τ > 0, la loi de ω(αn, τ) converge faiblement dans Dψ[0, 1]
vers la loi de ω(B, τ). Or, puisque ω(B, τ) → 0 µ-presque sûrement lorsque
τ → 0, nous déduisons du théorème 2.4.7, la convergence (2.6.32) recherchée,
pour le cas où ψ est bornée.

Si maintenant, nous supposons que ψ n'est pas nécessairement bornée au
voisinage de 0, tout en demeurant bornée au voisinage de 1, la démonstration
de (2.6.32) se déduit du cas précédent, au prix des modi�cations suivantes.
Posons

- pour toute fonction f et pour tout τ > 0,

f τ (u) =

{
f(u) pour τ ≤ u ≤ 1,
0 0 ≤ u ≤ τ.

- notons ντ la loi de probabilité image de ν par la fonction f τ .

Nous obtenons alors que

L(νn, ν) ≤ L(νn, ν
τ
n) + L(ντn, ν

τ ) + L(ντ , ν).

À l'aide de la remarque 2.5.1 de la page 60 et les lemmes 2.6.2 et 2.6.3, la
condition du théorème : ψ(t)δ0(t) → 0 ( lorsque t → 0), nous permet de
trouver des constantes τ, r′ > 0 et n0 ∈ N telles que, pour tout n > n0,
supδ∈S rn < r′ implique que

P1

(
dψ(ατn, αn) >

ε

3

)
<
ε

3
et P

(
dψ(Bτ + δτ , B + δ

)
>
ε

3

)
<
ε

3
∀ ε > 0.

Nous obtenons donc, grâce au théorème 2.4.7,

L(νn, ν
τ
n) <

ε

3
et L(ντ , ν) <

ε

3
.

Et si, nous notons par Lτ la distance entre deux mesures de l'espace Dψτ [0, 1],
nous avons

L(ντn, ν
τ ) = Lτ (νn, ν).

Puisque la fonction ψτ est bornée, selon la première partie de la démons-
tration, alors il existe r′′ > 0 et n′0 ∈ N tels que, si supδ∈S rn < r′′ pour
tout n > n′0, nous avons L

τ (νn, ν) <
ε
3
. Par conséquent, si rn < min(r′, r′′)

pour tout n > max(n0, n
′
0), nous obtenons L(νn, ν) < ε. Ceci conclut la

démonstration du théorème.�
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2.7 Convergence en loi sous Ha dans l'espace
de Hilbert Hψ[0, 1]

Dans ce paragraphe, nous étudions, dans l'espace de Hilbert (Hψ[0, 1], ‖
. ‖ψ), la convergence faible des mesures νn et ν, telles qu'elles sont dé�nies
dans la page 56 du présent document. Dans toute la suite, nous noterons
rn :=‖ δn − δ ‖ψ, et poserons, pour tout δ0 ∈ Hψ[0, 1],

S := {δ : |δ(t)| < |δ0(t)|, ∀ t ∈ [0, 1]}.

Théorème 2.7.1

Soit δ0 ∈ Hψ[0, 1]. Alors,

L(νn, ν) −→ 0 lorsque n→∞ et sup
δ∈S

rn → 0.

Preuve. La démonstration de ce théorème est très semblable à celle du
théorème 2.6.1, à un changement notable près. Dans le cas présent, nous
essayons de montrer, tout d'abord, que, lorsque n→∞ et supδ∈S rn → 0,

L(µ′n, µ) → 0,

où µ′n désigne la loi de probabilité du processus {αn(t+ δn(t)√
n

) : t ∈ [0, 1]}.

Posons maintenant

mn :=

∫ 1

0

δn(u)ψ(u)du et sn :=‖ δn ‖2
ψ . (2.7.33)

Il est alors clair que

E0

∫ 1

0

[
αn(t+

δn(t)√
n

)− αn(t)
]2
ψ(t)dt =

mn√
n
− sn

n
. (2.7.34)

En e�et, nous avons les relations

E0

∫ 1

0

[
αn

(
t+

δn(t)√
n

)
− αn(t)

]2

ψ(t)dt = E0

∫ 1

0

[
αn

(δn(t)√
n

)]2

ψ(t)dt

=

∫ 1

0

E0

[
αn(

δn(t)√
n

)
]2

ψ(t)dt

=

∫ 1

0

δn(t)√
n

(
1− δn(t)√

n

)
ψ(t)dt.
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Sous les conditions du théorème, l'intégrale mn peut être in�nie. Si c'est le
cas, nous pouvons construire un autre processus, noté α

′
n(t), qui coïncide,

presque sûrement sous Ha, avec le processus αn, et tel que son intégrale
associée, m

′
n, véri�e

m
′
n√
n
−→ 0 lorsque n −→ et sup

δ∈S
rn −→ 0.

Finalement, la preuve du théorème découle de cette relation, en combinant
(2.7.34), pour α

′
n, avec l'inégalité de Chebyshev et le théorème 2.4.7.

Pour établir ceci, posons, pour tout ε > 0,

tn := inf{t : G(n)(t) >
2ε

n
}, tn := inf{t : G(n)(1− t) < 1− 2ε

n
}

t∗n := min(tn,
ε

n
), t

∗
n := min(tn,

ε

n
).

Dé�nissons des variables aléatoires (Vi)1≤i≤n, et une suite de fonctions (λn)n≥1,
comme suit :

Vi :=


Ui si t∗n < Ui ≤ 1− t

∗
n,

t∗n si Ui ≤ t∗n,
1− t

∗
n si Ui > 1− t

∗
n.

λn(t) :=


δn(t) pour tout t∗n < t ≤ t

∗
n,

−t
√
n pour tout 0 ≤ t ≤ t∗n,

(1− t)
√
n pour tout t

∗
n < t ≤ 1.

Les variables (Vi)1≤i≤n sont indépendantes, et sous Ha, ont comme fonction
de répartition :

Hn(t) := t+
λn(t)√
n
.

Notons α′n(.) le processus empirique uniforme associé aux variables (Vi)1≤i≤n,
et posons ν ′n = L[α′n/Ha]. Nous avons alors, pour ce processus, les inégalités

P1

(
α′n(t) 6= αn(t)

)
≤ n

{
P1(Ui ≤ t∗n) + P1(Ui > t

∗
n)

}
≤ 4ε.

En utilisant le théorème 2.4.7, nous obtenons que

L(νn, ν
′
n) ≤ 4ε.

De plus, il est clair que, lorsque n→∞ et rn →∞,

r′n :=

∫ 1

0

(
λn(t)− δ(t)

)2
ψ(t)dt→ 0.
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Fixons η > 0. Alors, en utilisant (2.5.21), page 60, et la condition du
théorème, nous montrons l'existence d'un τ > 0, tel que∫ τ

0

tψ(t)dt < η,

∫ 1

1−τ
(1− t)ψ(t)dt < η

∫ τ

0

δ2
0(t)ψ(t)dt <

εη

4
,

∫ 1

1−τ
δ2
0ψ(t)dt <

εη

4
.

Choisissons maintenant un r > 0, tel que l'inégalité rn < r implique que
r
′
n <

εη
2
. Nous obtenons alors que∫ τ

0

λ2
n(t)ψ(t)dt < εη et

∫ 1

1−τ
λ2
n(t)ψ(t)dt < εη. (2.7.35)

Posons m′
n :=

∫ 1

0
|λn(t)|ψ(t)dt. Nous obtenons la relation

m′
n :=

∫ τ

0

|λn(t)|ψ(t)dt+

∫ 1−τ

τ

|λn(t)|ψ(t)dt+

∫ 1

1−τ
|λn(t)|ψ(t)dt. (2.7.36)

Montrons maintenant que, lorsque n → ∞, m
′
n√
n
→ 0. Fixons s0 >‖ δ0 ‖ψ . Il

découle des relations précédentes que, lorsque rn est su�samment petit,

sup
0≤u≤1

|λn(u)| < s0.

À l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons les inégalités

1√
n

∫ 1−τ

τ

|λn(t)|ψ(t)dt ≤ 1√
n

{∫ 1−τ

τ

λ2
n(t)ψ(t)dt

∫ 1−τ

τ

ψ(t)dt
}1/2

≤ s0√
n

( ∫ 1−τ

τ

t(1− t)ψ(t)dt
)1/2 −→ 0 lorsque n→∞. (2.7.37)

D'autre part, si nous posons

S1 := {0 ≤ t ≤ τ : |λn(t)| > ε/
√
n} et S2 := [0, τ ]− S1,

nous obtenons, à l'aide de la première de (2.7.35), que

1√
n

∫
S1

|λn(t)|ψ(t)dt ≤ 1

ε

∫
S1

λ2
n(t)ψ(t)dt <

1

ε

∫ τ

0

λ2
n(t)ψ(t)dt < η. (2.7.38)

Puisque, pour tout t ∈ S2,
1√
n
|λn(t)| ≤ ε

n
≤ t, on en déduit que

1√
n

∫
S2

|λn(t)|ψ(t)dt ≤
∫ τ

0

tψ(t)dt < η. (2.7.39)
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En procédant d'une manière analogue sur l'intervalle [1−τ, 1], nous obtenons
l'inégalité

1√
n

∫ 1

1−τ
|λn(t)|ψ(t)dt ≤ η. (2.7.40)

Il découle donc de (2.7.36)-(2.7.40), que, lorsque n→∞, m′
n√
n
→ 0.�

2.8 Convergence en loi sous Ha dans un espace
métrique (E, ρ)

L'objectif de ce paragraphe est d'obtenir des conditions nécessaires pour
que la convergence faible de µn et νn reste valable dans un espace métrique
(E, ρ), pourvu que la métrique ρ véri�e les conditions introduites dans le
paragraphe 2.4.1, page 56. Ici, δn, δ sont des fonctions absolument continues
véri�ant δn(0) = δ(0) = δn(1) = δ(1) = 0. Les fonctions ∆n et ∆ représentent
respectivement la dérivée de δn et δ. Soit s :=‖ ∆ ‖2

2<∞ et notons

rn :=‖ ∆n −∆ ‖2
2=

∫ 1

0

(
∆n(t)−∆(t)

)2
dt.

Dans ce paragraphe, nous adoptons les notations suivantes. On pose

J :=
{
g ∈ L2[0, 1] :

∫ 1

0

g(t)dt = 0
}
,

M :=
{
g ∈ J : g′ continue et bornée

}
,

Σ :=
{
δ : {∆ : δ ∈ Σ} := S est un compact de L2[0, 1]

}
.

Nous nous référons à [22] pour constater que l'ensemble M est dense dans
l'ensemble J .
Supposons que :

(a) µn converge faiblement vers la mesure µ dans (E, ρ) : µn =⇒ µ.

(b) Pour tout h ∈M, la métrique ρ rend l'application

f ∈ E →
∫ 1

0

f(t)h′(t)dt, (2.8.41)

continue.
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Théorème 2.8.1

Soit A un borélien de E tel que µ(∂A) = 0. Alors, sous les conditions (a) et
(b) ci-dessus, on a

νn(A) → ν(A) lorsque n→∞ et sup
δ∈Σ

rn → 0.

Remarque 2.8.1

Si ‖ ∆ ‖2
2< ∞, la mesure ν est absolument continue par rapport à µ (voir

2.8.42) et on a ν(∂A) = 0.

Preuve. La preuve de ce théorème est basée sur le théorème de Hajek-Shepp,
et les lemmes suivants que nous démontrerons ultérieurement.�

Théorème 2.8.2 (Hajek-Shepp)

Soit δ0 ∈ L2[0, 1] telle que δ0 :=
∫ 1

0
δ0(u)du = 0. Alors, en posant Λ(t) :=∫ t

0
δ0(u)du, la loi νΛ := L[B + Λ] est absolument continue par rapport à µ,

et on a

log
dνΛ

dµ
=

∫ 1

0

δ0(t)dB(t)− 1

2

∫ 1

0

δ2
0(t)dt.

Preuve. Voir le théorème 5, pp 157, de [87].�

Il découle du théorème précédent que la densité dνn
dµn

peut s'exprimer, en
fonction du processus αn, de la manière suivante. On a

dνn
dµn

= fn(αn).

Lemme 2.8.1

Sous les hypothèses du théorème 2.8.1, on a

log fn(αn) =

∫ 1

0

∆n(t)dαn(t)−
1

2

∫ 1

0

∆2(t)dt+ κn

où, pour tout η > 0,

P0(|κn| ≥ η) → 0 lorsque n→∞ et sup
δ∈Σ

rn → 0.

Compte tenu de tout ce qui précède, on constate que la densité f := dν
dµ
,

véri�e la relation

log f
(
B(.)

)
=

∫ 1

0

∆(t)dB(t)− 1

2

∫ 1

0

∆2(t)dt. (2.8.42)
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Par ailleurs (voir [87]), le processus stochastique
∫ 1

0
∆(t)dB(t) suit une loi

normale N(0, ‖ ∆ ‖2
2), et on a, pour tout g ∈M,∫ 1

0

g(t)dB(t)dt = −
∫ 1

0

B(t)dg(t) = −
∫ 1

0

B(t)g′(t)dt. (2.8.43)

Lemme 2.8.2

Soient ε > 0 et η > 0. Alors, ils existe un κ > 0, et un entier n0, tels que, si
∆ ∈ S et g ∈M véri�ent∫ 1

0

[g(t)−∆(t)]2dt < κ et rn < κ ∀ n ≥ n0,

alors, pour tout n ≥ n0, on a

µn{|fn(αn)− h(B)| > ε} < η, (2.8.44)

où h désigne la fonction dé�nie par

h(x) := exp
{
−

∫ 1

0

x(t)g′(t)dt− 1

2

∫ 1

0

g2(t)dt
}

∀ x ∈ E. (2.8.45)

Remarque 2.8.2

Si λ désigne la loi du processus B +
∫ .

0
g(u)du, alors les relations (2.8.42) et

(2.8.43) impliquent que λ est absolument continue relativement à µ, et véri�e

dλ

dµ
= h(B).

Notons, pour tout γ > 0,

w(γ) = sup
A:µ(A)≤γ

ν(A) et wn(γ) = sup
A:µn(A)≤γ

νn(A).

Lemme 2.8.3

Soient λ et ν deux mesures (positives), absolument continues relativement à
µ, et telles que

f =
dν

dµ
, h =

dλ

dµ
, µ(|f − h| ≥ ε) ≤ γ.

Alors,

sup
A:A⊂E

|ν(A)− λ(A)| = 1

2

∫
|f − h|dµ ≤ ε+ w(γ). (2.8.46)
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Lemme 2.8.4

Soit h(.) une fonction positive sur E telle que

µn
(
|fn − h| ≥ ε

)
≤ γn.

Alors, en posant Hz := {x ∈ E : h(x) < z}, on a les relations∫
HN

|fn − h|dµn ≤
(
1−

∫
HN−ε

hdµn
)

+ 2ε+ 2Nγn. (2.8.47)

Lemme 2.8.5

Soient A un borélien de E tel que µ(∂A) = 0, et h(.) une fonction, continue
et bornée sur A. Alors, lorsque n→∞,∫

A

hdµn →
∫
A

hdµ. (2.8.48)

Preuve du théorème 2.8.1. Nous sommes maintenant en mesure de dé-
montrer le théorème 2.8.1. Posons

Fz = {x ∈ E : f(x) < z}.

À l'aide de (2.8.42), et, en utilisant le fait que le processus
∫ 1

0
∆(t)dB(t) suit

une loi normale N(0, s), nous obtenons que

µ(Fz) = Φ
( log z + s2

2

s

)
(2.8.49)

et

ν(Fz) =

∫
Fz

fdµ = Φ
( log z − s2

2

s

)
, (2.8.50)

où Φ(.) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N(0, 1).
En faisant usage du lemme de Neyman-Pearson (voir [74]), nous en déduisons
que

ω(γ) = ν(F c
zγ ) = 1− Φ(uγ − s). (2.8.51)

Ici, Ac désigne le complémentaire de A, et les constantes uγ et zγ s'obtiennent
à partir des égalités :

Φ(uγ) = 1− γ et µ(F c
zγ ) = γ.

Le fait que l'ensemble S soit un compact borné implique l'existence d'une
constante s0 véri�ant

s ≤ sup
∆∈S

‖ ∆ ‖2
2<

√
s0.

73



Cette inégalité implique que, lorsque γ → 0,

ω(γ) ≤ 1− φ(uγ − s0) := ω0(γ) → 0. (2.8.52)

Soient ε, γ > 0, et N ∈ N, tels que ω0(γ) < ε et µ(F c
N−1) < γ. Alors,

ν(F c
N−1) < ε et ν(FN−1) > 1− ε.

Par application du lemme 2.8.2, nous pouvons donc trouver un entier n0 ∈ N,
et une constante κ > 0, dépendant de ε et η := min( ε

N
, γ) tels que les

propriétés suivantes soient satisfaites. Puisque S est un compact de J , et du
fait queM est dense dans J , il existe une famille �nie d'ensembles Kκ ⊂M
telle que, pour tout ∆ ∈ S, il existe g ∈ Kκ véri�ant ‖ ∆ − g ‖2

2< κ. Ceci
implique que, si pour tout n ≥ n0, rn < κ, alors, nous avons l'inégalité

µn(|fn − h| > ε) < η, (2.8.53)

où h est la fonction dé�nie dans (2.8.45). Donc, d'après le lemme 2.8.3, nous
avons

sup
A⊂E

|
∫
A

fdµ−
∫
A

hdµ| = 1

2

∫
E

|f − h|dµ ≤ 2ε. (2.8.54)

En particulier, si nous posons Hz = {x : h(x) < z}, alors, pour tout ε < 1
2
,∫

Hc
N−1/2

hdµ ≤
∫
Hc
N−1/2−ε

(f + ε)dµ+

∫
{|f−h|>ε}

hdµ

≤ ε+ ε+

∫
{|f−h|>ε}

fdµ+ 2ε

≤ 5ε. (2.8.55)

Soit A ⊂ HN tel que µ(∂A) = 0. Nous avons l'inégalité

|νn(A)− ν(A)| ≤∫
HN

|fn − h|dµn +

∫
E

|f − h|dµ+ |
∫
A

hdµn −
∫
A

hdµ|. (2.8.56)

À l'aide du lemme 2.8.4, nous obtenons donc que∫
HN

|fn − h|dµn ≤
(
1−

∫
HN−1/2

hdµn
)

+ 2ε+ 2N × ε

N

≤
(
1−

∫
HN−1/2

hdµn
)

+ κ′n + 4ε

≤ 9ε+ κ′n, (2.8.57)
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où κ′n est une constante donnée par

κ′n := |
∫
HN−1/2

hdµn −
∫
HN−1/2

hdµ|.

Comme la fonction h(.) est continue (voir (2.8.41)), et du fait que z → µ(Hz)
dé�nit également une fonction continue (parce qu'elle peut s'exprimer d'une
manière analogue à (2.8.49)), alors, pour tout z > 0, µ(∂Hz) = 0. En utilisant
le lemme 2.8.5, nous obtenons donc que

κ′n → 0 lorsque n→∞ et sup
g∈Kκ

rn → 0.

Ainsi, nous en déduisons que

|
∫
A

hdµn −
∫
A

hdµ| → 0, lorsque n→∞ et sup
g∈Kκ

rn → 0.

Par conséquent, en utilisant les inégalités (2.8.54), (2.8.56) et (2.8.57), nous
constatons que, pour tout A ⊂ HN ,

|νn(A)− ν(A)| ≤ 13ε+ υ1(rn, n), (2.8.58)

où υ1(rn, n) → 0 lorsque n→∞ et rn → 0.

D'autre part, en utilisant les deux inégalités (2.8.54) et (2.8.55), nous
obtenons l'inégalité

ν(HN) =

∫
HN

fdµ ≥
∫
HN

hdµ− 2ε ≥ 1− 7ε. (2.8.59)

Ceci implique que
ν(Hc

N) ≤ 7ε+ υ2(rn, n), (2.8.60)

où υ2(rn, n) → 0 lorsque n→∞ et rn → 0.

Nous utilisons maintenant le fait que µ(∂Hn) = µ(∂Hc
n) = 0, et les inéga-

lités (2.8.58)-(2.8.60). Nous déduisons de tout cela que

|νn(A)− ν(A)| ≤ |νn(HN)− ν(HN)|+ |νn(Hc
N)− ν(HN)| ≤ 27ε+ υ(rn, n),

où υ(rn, n) → 0 lorsque n → ∞ et rn → 0. Puisque ε > 0 peut être choisi
arbitrairement, nous complétons donc par ces relations la démonstration du
théorème 2.8.1.�

Nous allons maintenant donner les démonstrations des lemmes 2.8.1,
2.8.2, 2.8.3, 2.8.4 et 2.8.5.
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Preuve du lemme 2.8.1. Rappelons tout d'abord que la densité de la
variable aléatoire U1, sous l'hypothèses H0 et Ha, est donnée, respectivement,
par

g0(u) = 1 et g1(u) = 1 +
∆n(u)√

n
.

À l'aide d'un développement limité de Taylor-Lagrange à l'ordre 3, nous
obtenons que, pour un ϑi ∈ (0, 1),

log fn(αn) =
1√
n

n∑
i=1

log(1 +
∆n(u)√

n
)

=
1√
n

n∑
i=1

∆n(Ui)−
1

2n

n∑
i=1

∆2
n(Ui) (2.8.61)

+
1

3n3/2

n∑
i=1

∆3
n(Ui)(1 +

ϑi∆n(Ui)√
n

)−3.

Puisque
∫ 1

0
∆n(u)du = δn(1) − δn(0) = 0 (voir [87]), le premier terme de

(2.8.61) peut s'écrire sous la forme :

1√
n

n∑
i=1

∆n(Ui) =

∫ 1

0

∆n(u)dαn(u). (2.8.62)

Nous nous intéressons maintenant au second terme de (2.8.61). Choisissons
un ε > 0, et un ensemble �ni Kε ⊂ M, tels que, pour tout ∆(.) ∈ S, il
existe une fonction g ∈ Kε véri�ant ‖ ∆− g ‖2

2≤ ε. Comme l'ensemble S est
compact (et borné), il existe une constante s0 véri�ant

s0 > sup
∆∈S

‖ ∆ ‖2
2 .

Du fait que les variables aléatoires Ui sont indépendantes et identiquement
distribuées, d'espérance �nie, la loi des grands nombres implique que, pour
tout η > 0,

max
g∈Kε

P0

{
| 1
n

n∑
i=1

g2(Ui)−
∫ 0

1

g2(u)du| > η
}
→ 0 lorsque n→∞. (2.8.63)

Supposons maintenant rn < ε, de sorte que

E0|
1

n

n∑
i=1

(
∆2
n(Ui)− g2(Ui)

)
| ≤ E0|

(
∆2
n(U1)− g2(U1)

)
| (2.8.64)

= E0|
(
∆n(U1)− g(U1)

)
| × |

(
∆n(U1) + g(U1)

)
| ≤ 4s0ε.
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À l'aide de l'inégalité de Chebyshev, nous en déduisons que

P0

{
| 1
n

n∑
i=1

(
∆2
n(Ui)− g2(Ui)

)
| > η

}
≤ 4s0ε

η
. (2.8.65)

Nous procédons d'une manière analogue à (2.8.63), pour obtenir que∫ 1

0

g2(u)du−
∫ 1

0

∆2(u)du ≤ 2s0ε. (2.8.66)

Puisque rn est su�samment petit, il existe un n0 ∈ N tel que, pour tout
n ≥ n0, et ‖ ∆n ‖2

2< s0, nous ayons

1

n

n∑
i=1

∆2
n(Ui) =

1

n

n∑
i=1

g2(Ui) +
1

n

n∑
i=1

(
∆2
n(Ui)− g2(Ui)

)
. (2.8.67)

D'où, en utilisant (2.8.63) et (2.8.65)-(2.8.67), nous en déduisons que

1

n

n∑
i=1

∆2
n(Ui)

P0→
∫ 1

0

∆2(u)du lorsque n→∞ et sup
∆∈S

rn → 0. (2.8.68)

Considérons maintenant le troisième terme de (2.8.61). Montrons tout
d'abord que

max
1≤i≤n

|∆n(Ui)√
n

| P0→ 0 lorsque n→∞ et sup
∆∈S

rn → 0. (2.8.69)

Soit g ∈M telle que ‖ ∆n− g ‖2
2≤ 2ε. La fonction g est bornée, posons donc

ϕ0 = max
g∈Kε

max
0≤u≤1

|g(u)|.

Ainsi,

∆n(Ui) = g(Ui) +
[
∆n(Ui)− g(Ui)

]
,

P0

(
|∆n(Ui)| > z

)
≤ P0

(
|∆n(Ui)− g(Ui)| > z − ϕ0

)
≤ 4ε2

(z − ϕ0)2
,

P0

{
max
1≤i≤n

|∆n(Ui)√
n

| > η
}
≤ nP0

{
|∆n(Ui)| > η

√
n
}
≤ 4ε2

(η − ϕ0√
n
)2
.

Puisque le choix de ε > 0 est arbitraire, nous obtenons donc (2.8.69).

Il est clair que

1

3n3/2

n∑
i=1

∆3
n(Ui)

(
1 +

ϑi∆n(Ui)√
n

)−3

≤
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max
1≤i≤n

|∆n(Ui)√
n

| ×max (1 +
ϑi∆n(Ui)√

n
)−3 × 1

n

n∑
i=1

∆2
n(Ui).

Donc, puisque le premier facteur de cette inégalité tend vers 0, le second vers
1 et le dernier vers

∫ 1

0
∆2(u)du, nous constatons que

1

3n3/2

n∑
i=1

∆3
n(Ui)(1 +

ϑi∆n(Ui)√
n

)−3 P→ 0 lorsque n→∞ et rn → 0.

Ceci complète la démonstration du lemme 2.8.1.�

Preuve du lemme 2.8.2.Avant de prouver ce lemme, justi�ons tout d'abord
la propriété suivante : Soient X,Y deux variables aléatoires telles que EX2 ≤
s2, et q(.) une fonction continue. Pour tout ε, η > 0, posons δ := δ(s, ε, η) > 0.

Si P(|X − Y | > δ) < δ alors P(|q(X)− q(Y )| > ε) < η.

En e�et, d'après l'inégalité de Chebyshev, la condition EX2 ≤ s2 implique

que P
(
|X| > s

√
2
η

)
< η

2
. Comme la fonction q(z) est uniformément continue

sur tout intervalle borné, il existe donc une constante η0 > 0, telle que, si

|z1 − z2| ≤ η0, |z1| ≤ s
√

2
η
, alors, nous avons

|q(z1)− q(z2)| < ε.

Prenons en particulier δ = min(ε, η0,
η
2
), donc si P(|q(X) − q(Y )| > δ) < δ,

alors

P(|q(X)− q(Y )| > ε) ≤ P(|X − Y | > η0) + P(|X| > s

√
2

η
)

≤ P(|X − Y | > δ) + P(|X| > s
√

2/η) ≤ η.�

Si nous prenons X = log h(αn), Y = log fn(αn), q(z) = ez et P = µn, les
conditions de la propriété précédente sont véri�ées d'après le lemme 2.8.1 et
l'égalité (2.8.42) de la page 71. Ceci complète la démonstration du lemme
2.8.2.�

Preuve du lemme 2.8.3. Fixons ε > 0, et posons

Dε = {x ∈ E : |f(x)− h(x)| < ε}.

Nous avons∫
E

|f − h|dµ ≤
∫
Dε

|f − h|dµ+

∫
Dcε

fdµ+

∫
Dcε

hdµ. (2.8.70)
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Nous obtenons, sous la condition µ(Dc
ε) < γ,∫

Dε

|f − h|dµ ≤ ε,

∫
Dcε

fdµ = ν(Dc
ε) ≤ ω(γ)

et∫
Dcε

hdµ = 1−
∫
Dε

hdµ ≤ 1−
∫
Dε

(f − ε)dµ ≤ 1− [1− ω(γ)− ε] = ω(γ) + ε.

Par conséquent,
1

2

∫
|f − h|dµ ≤ ω(γ) + ε.

D'où, la preuve du lemme 2.8.3. �

Preuve du lemme 2.8.4. Posons

Dnz = {x ∈ E : |fn(x)− h(x)| < z}, Fnz = {x ∈ E : fn(x) < z}. (2.8.71)

Sous la condition µn(Dc
nε) < γn, nous avons les inégalités∫

HN

|fn − h|dµn = (

∫
Dnε∩HN

+

∫
DN∩Dcnε∩HN

+

∫
DcN∩HN

)|fn − h|dµn.

Donc ∫
HN

|fn − h|dµn ≤ ε+Nγn +

∫
F cnN∩HN

fndµn

= ε+Nγn + 1−
∫
FnN∪Hc

N

fndµn. (2.8.72)

Or, puisque∫
FnN∪Hc

N

fndµn ≥
∫
Dnε∩HN−ε

(h− ε)dµn

≥
∫
HN−ε

hdµn −
∫
HN−ε∩Dcnε

hdµn − ε

≥
∫
HN−ε

hdµn − (N − ε)γn − ε, (2.8.73)

nous en déduisons, par (2.8.72) et (2.8.73), que∫
HN

|fn − h|dµn ≤ 2(ε+Nγn) + (1−
∫
HN−ε

hdµn).

Nous obtenons donc le résultat du lemme 2.8.4.�

Preuve du lemme 2.8.5. La preuve de ce lemme s'obtient à partir de
l'observation que l'ensemble des fonctions étagées est dense dans l'ensemble
des fonctions continues. Autrement dit, toute fonction étagée est une limite
d'une suite de fonctions continues.�
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2.9 Conditions nécesssaires pour qu'une statis-
tique φ(αn) converge en loi sous Ha

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement asymptotique de la
statistique φ(αn) sous les hypothèses H0 et Ha. Nous nous plaçons sous les
hypothèses et notations utilisées dans le paragraphe précédent. Nous établis-
sons le théorème suivant.

Théorème 2.9.1

Soit (E, ρ) un espace métrique, dé�ni à l'aide d'une distance ρ, satisfait les
conditions du théorème 2.4.7 page 59. Soit φ une fonction véri�ant

L[φ(αn)/H0] → L[φ(B)] lorsque n→∞.

Supposons, de plus, que, pour tout ε > 0, il existe un n0 ∈ N, et une fonction
φε, µ-presque continue, de telle sorte que

P{|φ(B)− φε(B)| > ε} < ε,

et
P0{|φ(αn)− φε(αn)| > ε} < ε pour tout n ≥ n0.

Alors, nous avons la convergence en loi

L[φ(αn)/Ha] → L[φ(B + δ)] lorsque n→∞ et rn → 0.

Preuve. Ce théorème se déduit des lemmes 2.9.1, 2.9.2 et 2.9.3 ci-dessous.�

Lemme 2.9.1

Pour tout γ ∈ [0, 1] et δ ∈ Σ, nous avons

ωn(γ) → ω(γ) lorsque n→∞, et rn → 0.

(Les dé�nitions de ωn(γ) et ω(γ) sont données dans le lemme 2.8.3 page 72).

Preuve. En rappelant les notations Dnz, Fnz, Dz, Fz et Hz, introduites dans
le paragraphe précédent, nous posons

T 0
n(z) = µn(Fnz), T 0(z) = µ(Fz),

Tn(z) = νn(Fnz), T (z) = ν(Fz),
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les fonctions T 0(z) et T (z) étant dé�nies, respectivement, par les égalités
(2.8.49) et (2.8.50). Montrons maintenant que

Tn(z) → T (z) et T 0
n(z) → T 0(z) lorsque n→∞ et rn → 0.

Fixons ε > 0. Alors, par application du lemme 2.8.2, on obtient l'existence
d'un n0 ∈ N, d'une constante κ = κε > 0, et d'un η := min(ε, ε

z+ε
), tels que,

pour tout g ∈M, on ait ∫ 0

1

(∆(u)− g(u))2du < κ.

On a donc, pour tout n ≥ n0, et rn < κ,

µn{|fn − h| > ε} < η et µ{|fn − h| > ε} < η,

où la fonction h est dé�nie dans (2.8.45). Nous obtenons donc les inégalités

Tn(z) =

∫
Fnz

fndµn

=

∫
Fnz∩Dnε

fndµn +

∫
Fnz∩Dcnε

fndµn

≤
∫
Hz+ε

(h+ ε)dµn + zη

≤
∫
Hz+ε

hdµn + 2ε. (2.9.74)

Puisque µ(∂Hz+ε) = 0, à l'aide du lemme 2.8.5, nous obtenons que

lim
n→∞

∫
Hz+ε

hdµn =

∫
Hz+ε

hdµ

=

∫
Hz+ε∩Dε

hdµ+

∫
Hz+ε∩Dcε

hdµ

≤
∫
Fz+2ε

(f + ε)dµ+ (z + ε)η

≤
∫
Fz+2ε

fdµ+ 2ε = T (z + 2ε) + 2ε. (2.9.75)

De ceci et des relations (2.9.74) et (2.9.75), nous déduisons que

Tn(z) ≥ T (z − 2ε)− 2ε.

81



Ceci implique que

Tn(z) → T (z) lorsque n→∞ et rn → 0.

Finalement, si nous prenons en particulier, dans (2.9.74) et (2.9.75), fn ≡
f ≡ h ≡ 1, nous obtenons aisément que

T 0
n(z) → T 0(z) lorsque n→∞ et rn → 0.

Par ces relations, et au vu des dé�nitions de ωn(γ) et ω(γ), nous avons bien
démontré le résultat annoncé.�

Lemme 2.9.2

Si une suite d'ensembles mesurables An ⊂ E véri�e

µn(An) → 0 lorsque n→∞,

alors,
νn(An) → 0 lorsque n→∞ et sup

δ∈Σ
rn → 0.

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.9.1.�

Lemme 2.9.3

Si une suite de fonctions φn(.) véri�e la condition

P0{|φn(αn)| > η} → 0 lorsque n→∞

alors,

P1{|φn(αn)| > η} → 0 lorsque n→∞ et sup
δ∈Σ

rn → 0.

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.9.2.�

En conclusion de ce paragraphe, on constate bien que le théorème 2.9.1 se
déduit directement des lemmes précédents, et plus spéci�quement, du lemme
2.9.3.
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Chapitre 3

Illustrations

Les principes généraux relatifs à la construction et aux caractéristiques
d'un test d'hypothèse ont été rappelés au chapitre 1. Nous reprenons ici la
même démarche dans le cadre de tests non-paramétriques d'ajustement.

Les tests paramétriques supposent d'admettre a priori que la loi de pro-
babilité des observations appartient à une famille spéci�ée de distributions,
indexée par un paramètre variant dans un espace de dimension �nie. Les
tests non paramétriques admettent des familles plus générales de lois de pro-
babilités. Ceci les rend plus �exibles et plus �ables, lorsqu'on n'a peu de
renseignements sur la répartition des observations.

3.1 Tests non-paramétriques d'ajustement

Soit un échantillon (X1, . . . , Xn) de la variable aléatoire X, de fonction
de répartition F (x) = P(X ≤ x) continue. Nous nous intéressons, dans ce
qui suit, à des tests de l'hypothèse simple

H0 : F = F0,

où F0 est une fonction de répartition continue donnée, contre l'alternative
que F 6= F0. Soit ψ une fonction positive et continue sur (0, 1) véri�ant les
conditions

(i) lim
t↑0

t2ψ(t) = lim
t↓1

(1−t)2ψ(t) = 0 et (ii)

∫ 1

0

t(1−t)ψ(t) <∞. (3.1.1)

Pour tester l'hypothèse (H0) contre l'alternative que F 6= F0, nous ferons
usage de statistiques de type Cramér-Von Mises, de la forme

W 2
n,ψ :=

∫ +∞
−∞ ψ

(
F0(x)

)[
Fn(x)− F0(x)

]2
dF0(x).
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Il est facile de véri�er, à l'aide de la transformation de quantiles que, sous
H0, la distribution asymptotique de W 2

n,ψ est indépendante de F0, et ne dé-
pend que des variables réduites Ui := F0(Xi) (i = 1, . . . , n), elles-même,
uniformément réparties sur [0, 1]. On peut toujours donc se ramener à tester
l'hypothèse

(H0) : G = I, (3.1.2)

contre l'alternative que G 6= I. Ici, on pose G(t) = F
(
F−1

0 (t)
)
, et on désigne

par I l'application identité. Nous notons F−1
0 (t) =

{
x : F0(x) ≥ t

}
la fonction

de quantile associée à F0.

Dans la suite, nous chercherons à tester l'hypothèse (H0), réduite sous la
forme (3.1.2). À cet e�et, nous ferons usage du processus empirique unuiforme

αn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(
1I{Ui≤t} − t

)
=
√
n (Gn(t)− t).

Sous l'hypothèse (H0), on a l'identité en loi

W 2
n,ψ

loi
= w2

n,ψ :=

∫ 1

0

ψ(t)α2
n(t)dt,

et la statistique w2
n,ψ converge en loi vers la variable

w2
ψ :=

∫ 1

0

ψ(t)B2(t)dt,

où B(·) est un pont brownien. On remarquera que l'intégrale w2
ψ, ci-dessus,

est presque sûrement �nie sous la condition (3.1.1). À partir du D.K.L du
pont brownien pondéré {

√
ψ(t)B(t) : 0 < t < 1} (dont on ne fait usage que

des valeurs propres λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0), on déduit aisément de ces relations
que

w2
ψ
loi
=

∞∑
j=1

λjξ
2
j .

La fonction caractéristique de cette somme pondérée de variables χ2
1 est alors

donnée par

ψψ(u) = E
(
eiuw

2
ψ
)

=
∞∏
j=1

(1− 2iuλj)
− 1

2 , ∀ u ∈ R.

Smirnov a donné, dans [89] et [91], des formules explicites d'inversion de cette
fonction caractéristique, permettant une évaluation numérique (relativement)
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simple de la fonction de répartition de w2
ψ. Sa formule de base est établie dans

le cas où les valeurs propres λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0, de l'opérateur de Fredholm
associé au processus gaussien limite {

√
ψ(t)B(t) : 0 < t < 1}, sont distinctes.

On obtient alors que, pour tout x ≥ 0,

P
(
w2
ψ ≤ x

)
= 1− 1

π

∞∑
j=1

(−1)j+1

∫ γ2j

γ2j−1

e−
tx
2

t
√
|F(t)|

dt,

où les γj = 1/λj pour j ≥ 1, sont les valeurs qui annulent le déterminant de
Fredholm

F(γ) =
∞∏
j=1

(1− γ

γj
)

associé au noyau de covariance Kψ(s, t) = E(
√
ψ(s)B(s)

√
ψ(t)B(t)). Ce

dernier est donné, explicitement, par la relation

Kψ(s, t) =
√
ψ(s)ψ(t)

(
min(s, t)− st

)
, ∀ s, t ∈ (0, 1).

Le développement suivant de la statistique w2
n,ψ nous sera utile dans la suite

de notre exposé.

Proposition 3.1.1

Soit (U(1), . . . , U(n)) la statistique d'ordre associée à l'échantillon (U1, . . . , Un),
véri�ant les inégalités

U(0) := 0 < U(1) ≤ . . . ≤ U(n) ≤ U(n+1) := 1.

Alors, w2
n,ψ peut se décomposer sous la forme

w2
n,ψ =

n∑
j=1

{
2ψ2(U(j)) +

(1− 2j)

n
ψ1(U(j))

}
+ n

∫ 1

0

(1− t)2ψ(t)dt,

où les fonctions ψ1 et ψ2 sont dé�nies par les relations

ψ1(t) =

∫ t

0

ψ(u)du et ψ2(t) =

∫ t

0

uψ(u)du.

En particulier, pour ψ(t) = t2β, avec β > −1 tel que β 6= −1
2
, nous obtenons

w2
n,β :=

∫ 1

0

t2βα2
n(t)dt

=
1

n(2β + 1)

n∑
j=1

{
(1− 2j)U2β+1

(j) +
n(2β + 1)

β + 1
U2β+2

(j)

}
− n

2(2β + 3)(β + 1)
,
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et pour β = −1
2
,

w2
n,− 1

2
= −3n

2
+ 2

n∑
j=1

{
U(j) −

(j − 1
2
)

n
logU(j)

}
.

Preuve. Rappelons que, pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

Gn(t) =


0 si 0 ≤ t < U(1),
j
n

si t ∈ [U(j), U(j+1)[, j = 1, . . . , n− 1
1 si U(n) ≤ t ≤ 1.

Nous avons

w2
n,ψ = n

∫ 1

0

ψ(t)(Gn(t)− t)2dt = n
n∑
j=0

∫ U(j+1)

U(j)

ψ(t)(
j

n
− t)2dt

= n
n∑
j=0

∫ U(j+1)

U(j)

ψ(t)
[
(
j

n
)2 − 2(

j

n
)t+ t2

]
dt

= n

∫ 1

0

t2ψ(t)dt− 2
n∑
j=1

j

∫ U(j+1)

U(j)

tψ(t)dt+
1

n

n∑
j=1

j2

∫ U(j+1)

U(j)

ψ(t)dt

= n

∫ 1

0

t2ψ(t)dt− 2
[ n∑
j=1

jψ2(U(j+1))−
n∑
j=1

jψ2(U(j))
]

+
1

n

[ n∑
j=1

j2ψ1(U(j+1))−
n∑
j=1

j2ψ1(U(j))
]

= n

∫ 1

0

t2ψ(t)dt− 2
[ n+1∑
j=1

(j − 1)ψ2(U(j))−
n∑
j=1

jψ2(U(j))
]

+
1

n

[ n+1∑
j=1

(j − 1)2ψ1(U(j))−
n∑
j=1

j2ψ1(U(j))
]

= n

∫ 1

0

t2ψ(t)dt− 2nψ2(1) + 2
n∑
j=1

ψ2(U(j)) + nψ1(1)

+
1

n

n∑
j=1

(
1− 2j

)
ψ1(U(j))

= n

∫ 1

0

(
t2 − 2t+ 1

)
ψ(t)dt+ 2

n∑
j=1

ψ2(U(j)) +
1

n

n∑
j=1

(
1− 2j

)
ψ1(U(j)).�
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En particulier, lorsque ψ(t) = t2β (pour β 6= −1
2
), nous avons

ψ1(u) =

∫ u

0

t2βdt =
1

2β + 1
u2β+1, ψ2(u) =

∫ u

0

t2β+1dt =
1

2β + 2
u2β+2

et∫ 1

0

(
1− t)2ψ(t)dt =

∫ 1

0

(
t2 − 2t+ 1

)
t2βdt

=
1

2β + 3
− 2

2β + 2
+

1

2β + 1
= − 1

2(2β + 3)(β + 1)
.

Le développement annoncé de w2
n,β découle de ces trois égalités, ce qui achève

la démonstration de la proposition, lorsque β 6= −1
2
.

Dans le cas où β = −1
2
, nous faisons usage du procédé suivant. Il est clair

que

w2
n,− 1

2
= n

∫ 1

0

t−1(Gn(t)− t)2dt

= n

∫ U(1)

U(0)

t2

t
dt+ n

n−1∑
j=1

∫ U(j+1)

U(j)

1

t
(
j

n
− t)2dt+ n

∫ U(n+1)

U(n)

1

t
(1− t)2dt

=
n

2
U2

(1) + n
n−1∑
j=1

∫ U(j+1)

U(j)

{
(
j

n
)2 1

t
− 2j

n
+ t

}
dt+ n

∫ U(n+1)

U(n)

[1

t
+ t− 2

]
dt.

Or, puisque∫ U(n+1)

U(n)

[1

t
+ t− 2

]
dt =

[
log t+

t2

2
− 2t

]U(n+1)

U(n)

=
[
logU(n+1) +

U2
(n+1)

2
− 2U(n+1)

]
−

[
logU(n) +

U2
(n)

2
− 2U(n)

]
= −3

2
−

[
logU(n) +

U2
(n)

2
− 2U(n)

]
,
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n−1∑
j=1

∫ U(j+1)

U(j)

(
j

n
)2 1

t
dt =

n−1∑
j=1

(
j

n
)2 logU(j+1) −

n−1∑
j=1

(
j

n
)2 logU(j)

=
n∑
j=1

(
j − 1

n
)2 logU(j) −

n−1∑
j=1

(
j

n
)2 logU(j)

=
n∑
j=1

(
(
j − 1

n
)2 − (

j

n
)2

)
logU(j) + logU(n)

=
n∑
j=1

(1− 2j)

n2
logU(j) + logU(n),

n−1∑
j=1

∫ U(j+1)

U(j)

(
2j

n
)dt =

n−1∑
j=1

(
2j

n
)U(j+1) −

n−1∑
j=1

(
2j

n
)U(j)

=
n∑
j=1

(
2j − 2

n
)U(j) −

n−1∑
j=1

(
2j

n
)U(j)

=
n∑
j=1

(
(
2j − 2

n
)− (

2j

n
)
)
U(j) + 2U(n)

= − 2

n

n∑
j=1

U(j) + 2U(n),

et

n−1∑
j=1

∫ U(j+1)

U(j)

tdt =
1

2

n−1∑
j=1

U2
(j+1) −

1

2

n−1∑
j=1

U2
(j)

=
1

2

n∑
j=2

U2
(j) −

1

2

n−1∑
j=1

U2
(j) =

U2
(n)

2
−
U2

(1)

2
,

nous obtenons, après simpli�cations et regroupement des termes, que

w2
n,− 1

2
= −

n∑
j=1

(
2j − 1

n
) lnU(j) −

3n

2
+ 2

n∑
j=1

U(j)

= −3n

2
+ 2

n∑
j=1

[
U(j) −

(j − 1
2
)

n
lnU(j)

]
.

Ceci achève la démonstration de la proposition.�
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On constatera ici que, sous les conditions (i) − (ii), les processus αn(.)
et B prennent leurs valeurs dans l'espace de Hilbert séparable L2((0, 1), ψ),
composé de l'ensemble des fonctions réelles f , telles que

‖ f ‖2
ψ=

∫ 1

0

ψ(t)f 2(t)dt <∞,

cet espace étant muni de la norme

‖ f ‖ψ:=‖
√
ψf ‖2 .

Avec ces notations, on peut écrire que w2
n,ψ =‖ αn ‖2

ψ . La convergence
en loi de w2

n,ψ vers w2
ψ n'est alors rien d'autre qu'une convergence faible

(désignée par ma suite par le symbole "w" pour l'anglais emphweak) de lois
de probabilité dans un espace de Banach. Le résultat suivant sera, à cet e�et,
particulièrement utile.

Théorème 3.1.1 (Araujo et Giné, 1980) Dans L2((0, 1), ψ), on a

αn
w−→ B ⇐⇒ (ii) :

∫ 1

0

t(1− t)ψ(t)dt <∞.

Dans ce cas, on a sous (H0),

w2
n,ψ

w−→‖ B ‖2
ψ=

∫ 1

0

ψ(t)B2(t)dt
p.s
=

∞∑
j=1

λjξ
2
j .

Donc, l'hypothèse (H0) est rejetée si l'inégalité w2
n,ψ > wα est satisfaite. Ce

test possède un risque tendant vers α ∈ (0, 1), lorsque n → ∞, si on choisit
wα par l'identité

P
( ∫ 1

0

ψ(t)B2(t)dt > wα

)
= α.

Pour ψ(t) = t2β et une sélection de valeurs de β > −1, une tabulation
numérique des quantiles wα pour α =10%, 5%, 1%, 0.5%, 0.1% est donnée
dans [30].

3.2 Evaluation de la puissance relativement aux
suites d'alternatives locales

Nous supposons maintenant que l'hypothèse (H0) n'est pas satisfaite, et
que, pour chaque n ≥ 1, les variables aléatoires U1, . . . , Un sont indépendantes
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et équidistribuées, de fonction de répartition G(n)(.), véri�ant la condition,
lorsque n→∞,

‖ G(n) − I ‖= sup
0≤t≤1

|G(n)(t)− t| → 0. (3.2.3)

Supposons, de plus, que, lorsque n→∞, la fonction δn(t) :=
√
n
(
G(n)(t)−t

)
converge, dans L2([0, 1], ψ), vers une fonction δ, de sorte que

‖ δn − δ ‖ψ→ 0. (3.2.4)

Considérons alors la suite d'alternatives locales :

(Ha) : G(t) = G(n)(t) = t+ n−1/2δn(t) pour t ∈ R.

Il sera commode, dans la suite, de poser

g(t) :=
√
ψ(t) δ(t), τ0 :=

∫ 1

0

Kψ(s, s)ds =

∫ 1

0

s(1− s)ψ(s)ds

η :=
wα − τ0 −

∫ 1

0
g2(t)dt

2
, gj :=

∫ 1

0

g(t)ej(t)dt, ∀ j ≥ 1.

La propriété suivante s'obtient aisément, à l'aide du théorème de la conver-
gence monotone, compte tenu du fait que les fonctions {ej(.), j ≥ 1} du
[D.K.L.] forment un système orthonormal dans L2[0, 1], et en faisant usage
du théorème du Mercer.

Propriété 3.2.1

Si ψ est prolongeable par continuité sur [0, 1], nous obtenons à l'aide du
[D.K.L.],

Λ :=

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

g(s)Kψ(s, t)ds
]2

dt =
∞∑
j=1

(λjgj)
2,

D2 :=

∫ 1

0

∫ 1

0

g(s)Kψ(s, t)g(t)dsdt =
∞∑
j=1

λjg
2
j ,

T :=

∫ 1

0

ψ(t)B2(t)dt− τ0
p.s
=

∞∑
j=1

λjξ
2
j − τ0,

S :=

∫ 1

0

g(t)
√
ψ(t)B(t)dt

p.s
=

∞∑
j=1

√
λj gjξj.

Ici, la suite {ξj : j ≥ 1} est composée de variables i.i.d., de même loi normale
centrée réduite N(0, 1).
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Remarque 3.2.1

� Ces quatres séries sont convergentes. De plus les séries T et S sont (p.s)
uniformément convergentes sur [0, 1].

� La variable aléatoire S suit la loi normale N(0, D2).

Sous les conditions (3.2.3)-(3.2.4) et l'alternative locale (Ha), nous avons dans
L2((0, 1), ψ) :

αn
w−→ B + δ.

Ainsi,

w2
n,ψ

w−→‖ B + δ ‖2
ψ=

∫ 1

0

ψ(t)[B(t) + δ(t)]2dt := w2
(δ,ψ).

Donc, la puissance asymptotique du test basé sur la statistique w2
n,ψ, sous

(Ha), est donnée par

P
(
w2

(δ,ψ) > wα

)
= lim

n→∞
P
(
w2
n,ψ > wα|Ha

)
. (3.2.5)

Le calcul exact de cette probabilité est, généralement, très délicat. Dans ce
qui suit, en faisant usage de techniques basées sur les [D.K.L.] et les décom-
positions orthogonales associées, nous allons présenter une nouvelle méthode,
permettant d'évaluer cette quantité.

À l'aide de la propriété (3.2.1), nous pouvons décomposer la variable w2
(δ,ψ)

de (3.2.5) en
w2

(δ,ψ) = T + 2S + wα − 2η.

Cette égalité jouera, dans la suite, un rôle très important pour évaluer la
probabilité (3.2.5). Le résultat principal concernant ce problème sera résumé
dans le théorème ci-dessous.

Dans la suite, nous noterons ϕ (resp. Φ), la densité (resp. la fonction de
répartition) de la loi normale centrée réduite N(0, 1). De manière explicite,

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 et Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(y)dy.

Théorème 3.2.1 (Puissance asymptotique)

Supposons que ψ est prolongeable par continuité sur [0, 1], et que la première
valeur propre λ1, liée au [D.K.L.] du processus {

√
ψ(t)B(t) : 0 ≤ t ≤ 1},

véri�e :
λ1 >

√
2λi ∀ i = 5, 6, . . . .
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Alors, pour tout entier k = 1, 2 . . . ,

P
(
w2

(δ,ψ) ≤ wα
)

=

Φ
( η
D

)
+

1

D

k∑
m=1

(−1)m

2mm!

∂m−1

∂xm−1

{
ϕ
( x
D

)
E

(
Tm | S = x

)}∣∣∣
x=η

+ εk(η),

où le reste εk(.) véri�e (voir les expressions de D2 et Λ dans la page 90)

sup
x∈R

|εk(x)| ≤
C(

D2 − Λ
λ1

) k+1
2

, (3.2.6)

et C est une constante dé�nie par

C :=
M

(k − 1)!

{ τ k+1
0 λ

3
2
1

2(k− 1
2
)(k + 1)

Γ(
3

2
) +

2
3
2λ

k+ 5
2

1

k + 1
Γ(k +

5

2
)
}
,

avec

M :=
2
k+3
2 Γ

(
k+1
2

)(
λ1 − λ2

)− 1
2
√
e(

2π
)2

( λ1

λ2k+3

)k+1

Ik,

où

Ik :=

∫ +∞

0

∞∏
j=2k+4

[
1+(2uaj)

2
]− 1

4du <∞ et aj :=
λ1λj
λ1 − λj

∀j ≥ 2k+4.

Cas pratiques

1) Pour k = 1, nous obtenons

P
(
w2

(δ,ψ) ≤ wα

)
= Φ

( η
D

)
+

Λ

2D3

[
1− (

η

D
)2

]
ϕ

( η
D

)
+ ε1(η).

2) Si nous remplaçons δ(.) par aδ(.), (avec a ≥ 0), nous avons

sup
x∈R

|εk(x)| = o
(
a−

k+1
2

)
lorsque a→∞. (3.2.7)

Exemple 3.2.1

La fonction de pondération ψ(t) = t2β (β ≥ 0) remplit toutes les conditions
souhaitées.

La preuve de ce théorème sera donnée dans le paragraphe suivant.�
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3.3 Preuve du théorème 3.2.1.

La preuve du théorème 3.2.1 repose sur les lemmes suivants. Ici, nous
reprenons les notations des éléments dé�nis dans les paragraphes précédents
(voir la page 90).

Lemme 3.3.1

Soit n ∈ N∗. La variable aléatoire X = (ξn, S) suit la loi binormale de
moyenne

µ =

[
0
0

]
et de matrice de variance Σ =

[
1

√
λngn√

λngn D2

]
.

La loi de ξn/S = s est une loi normale d'espérance

E[ξn/S = s] =

√
λngn
D2

s =
ρ

D
s

et de variance
Var[ξn/S = s] = (1− ρ2).

Nous déduisons de ceci que la densité conditionnelle de ξn sachant S = s est
donnée par

fS(t) =
1√

1− ρ2
√

2π
exp

{
−

(t− ρ
D
s)2

2(1− ρ2)

}
∀ t ∈ R.

Preuve. Soit n ∈ N∗ �xé, on a (voir l'annexe B)

X = [ξn, S]

= [ξn,
√
λngnξn +

∑
k 6=n

√
λkgkξk]

=

[
1 0√
λngn 1

] [
ξn∑

k 6=n
√
λkgkξk

]
.

Or, puisque les variables aléatoires ξn et
∑

k 6=n
√
λkgkξk sont normales et

indépendantes, alors le vecteur

[
ξn∑

k 6=n
√
λkgkξk

]
est gaussien. De plus, en

remarquant que le déterminant de la matrice

[
1 0√
λngn 1

]
est non nul, nous
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en déduisons que [ξn, S] suit la loi binormale de moyenne µ =

[
0
0

]
et de

matrice de covariance

Σ =

[
1

√
λngn√

λngn D2

] [
1 0
0

∑
k 6=n λkg

2
k

] [
1

√
λngn√

λngn D2

]′

=

[
1

√
λngn√

λngn D2

]
.

Ainsi, par identi�cation selon l'annexe B, nous obtenons

ρ =

√
λngn
D

, E[ξn/S] =
ρ

D
S et Var[ξn/S] = (1− ρ2).

Par conséquent, la densité conditionnelle de ξn sachant S = s peut s'écrire

fS(t) =
1√

1− ρ2
√

2π
exp

{
−

(t− ρ
D
s)2

2(1− ρ2)

}
∀ t ∈ R.�

Lemme 3.3.2

Désignons par ρ(t, s) la fonction densité jointe du vecteur aléatoire (T, S).
Alors, pour tout k = 1, 2 . . . , on a

sup
s∈R

| ∂
k

∂sk
ρ(t, s)| ≤ M(

D2 − Λ
λ1

) k+1
2

√
t+ τ0 exp

(
− t+ τ0

2λ1

)
∀ t ≥ −τ0.

Preuve. La preuve de ce lemme sera reportée ultérieurement.�

Nous sommes en mesure de prouver le théorème 3.2.1. En rappelant la
forme de w2

(δ,ψ), nous avons

P
(
w2

(δ,ψ) < wα

)
= P

(1

2
T < η−S

)
=

1

D

∫ +∞

−∞
P
(1

2
T < η−s|S = s

)
ϕ
( s
D

)
ds.
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Par changement de variable u = η − s, nous pouvons écrire

P
(
w2

(δ,ψ) < wα
)

=
1

D

∫ +∞

−∞
P
(1

2
T < u|S = η − u

)
ϕ
(η − u

D

)
du

=
1

D

∫ 0

−∞
P
(1

2
T < u|S = η − u

)
ϕ
(η − u

D

)
du+

1

D

∫ +∞

0

P
(1

2
T < u|S = η − u

)
ϕ
(η − u

D

)
du

=
1

D

∫ 0

−∞
P
(1

2
T < u|S = η − u

)
ϕ
(η − u

D

)
du+

1

D

∫ +∞

0

{
1− P

(1

2
T ≥ u|S = η − u

)}
ϕ
(η − u

D

)
du

= Φ(
η

D
) +

1

D

∫ 0

−∞
P
(1

2
T < u|S = η − u

)
ϕ
(η − u

D

)
du−

1

D

∫ +∞

0

P
(1

2
T ≥ u|S = η − u

)
ϕ
(η − u

D

)
du

= Φ(
η

D
) +

∫ 0

−∞

∫ 2u

−∞
ρ(t, η − u)dtdu (3.3.8)

−
∫ +∞

0

∫ +∞

2u

ρ(t, η − u)dtdu.

Puisque la fonction x→ ρ(t, x) est de C∞ sur R, en posant a = η, b = η− u
et ρm(t, η) = ∂m

∂xm
ρ(t, x)

∣∣
x=η

, nous obtenons à l'aide de la formule de Taylor
avec reste intégral

ρ(t, η − u) =
k−1∑
m=0

(−u)m

m!
ρm(t, η) +

(−u)k

(k − 1)!

∫ 1

0

(1− θ)k−1ρk
(
t, η − uθ

)
dθ.

(3.3.9)
D'après (3.3.8)-(3.3.9), nous constatons que

P(w2
(δ,ψ) < wα) = Φ(

η

D
)+

k−1∑
m=0

(−1)m

m!

{∫ 0

−∞

∫ 2u

−∞
umρm(t, η)dtdu−

∫ +∞

0

∫ +∞

2u

umρm(t, η)dtdu
}

+ εk(η),

(3.3.10)
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où le reste εk(.) est donné par

εk(η) =
∫ 1

0
(1−θ)k−1

(k−1)!

{∫ 0

−∞

∫ 2u

−∞
(−u)kρk

(
t, η − uθ

)
dtdu−∫ +∞

0

∫ +∞

2u

(−u)kρk
(
t, η − uθ

)
dtdu

}
dθ.(3.3.11)

Considérons ρ(t|η) la densité conditionnelle de la variable aléatoire T sachant
S = η. Nous avons donc

ρ(t, η) =
1

D
ϕ(

η

D
)ρ(t|η).

En utilisant le lemme 3.3.2, l'intégration par partie et la dérivation sous
signe intégral, nous obtenons, après une simpli�cation, le calcul des intégrales
�gurant dans (3.3.10)∫ 0

−∞

∫ 2u

−∞
umρm(t, η)dtdu = − 1

2m+1(m+ 1)

∫ 0

−∞
um+1ρm

(
u, η

)
du

= − 1

2m+1(m+ 1)D

∂m

∂xm

{
ϕ
( x
D

) ∫ 0

−∞
um+1ρ

(
u|x

)
du

}∣∣∣
x=η

(3.3.12)

et ∫ +∞

0

∫ +∞

2u

umρm(t, η)dtdu =
1

2m+1(m+ 1)

∫ +∞

0

um+1ρm(u, η)du

=
1

2m+1(m+ 1)D

∂m

∂xm

{
ϕ
( x
D

) ∫ +∞

0

um+1ρ
(
u|x

)
du

}∣∣∣
x=η

. (3.3.13)

En remplaçant (3.3.12) et (3.3.13) dans (3.3.10), nous obtenons aisément

P
(
w2

(δ,ψ) < wα

)
=

Φ(
η

D
) +

1

D

k∑
m=1

(−1)m

2mm!

∂m−1

∂xm−1

{
ϕ
( x
D

)
E

(
Tm|S = x

)}∣∣∣
x=η

+ εk(η).

Pour le cas particulier (k = 1), nous obtenons

P
(
w2

(δ,ψ) < wα

)
= Φ(

η

D
)− 1

2D
ϕ
( x
D

)
E

(
T |S = η

)
+ ε1(η). (3.3.14)
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Or, d'après le théorème de la convergence monotone, nous obtenons

E
(
T |S = η

)
=

∞∑
j=1

λjE
(
ξ2
j |S = η

)
− τ0.

Puisque la variable ξj|S = η suit la loi normale (voir le lemme 3.3.1) d'espé-
rance mathématique√

λjgj

D2
η et de variance 1− λjgj

2

D2
,

nous obtenons pour tout j = 1, 2, . . . ,

E
(
ξ2
j |S = η

)
= Var

(
ξj|S = η

)
+

[
E

(
ξj|S = η

)]2

= 1− λjgj
2

D2
+
λjgj

2

D2
η2.

C'est-à-dire

E
(
T |S = η

)
=

∞∑
j=1

λjE
(
ξ2
j |S = η

)
− τ0

=
∞∑
j=1

λj

[
1− λjgj

2

D2
+
λjgj

2

D4
η2

]
− τ0

=
[
− Λ

D2
+

Λ

D4
η2

]
=

[
(
η

D
)2 − 1

] Λ

D2
.

Si nous remplaçons cette dernière égalité dans (3.3.14), nous obtenons la
formule paticulière du théorème.�

On s'occupe maintenant du reste εk(η) dé�ni dans (3.3.11). Nous avons

|εk(η)| ≤
1

(k − 1)!
sup
θ∈[0,1]

∣∣∣ ∫ 0

−∞

∫ 2u

−∞
(−u)kρk

(
t, η − uθ

)
dtdu−

∫ +∞

0

∫ +∞

2u

(−u)kρk
(
t, η − uθ

)
dtdu

∣∣∣. (3.3.15)

À l'aide du lemme 3.3.2 et le fait que ρ(t, η) = 0 pour tout t ≤ −τ0, nous
obtenons après une petite simpli�cation

|εk(η)| ≤
M

(k − 1)!
(
D2 − Λ

λ1

) k+1
2

{∫ 0

− τ0
2

∫ 2u

−τ0
(−u)k

√
t+ τ0 exp

(
− t+ τ0

2λ1

)
dtdu
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+

∫ +∞

0

∫ +∞

2u

uk
√
t+ τ0 exp

(
− t+ τ0

2λ1

)
dtdu

}
.

En utilisant l'intégration par partie de ces deux intégrales, nous obtenons,∫ 0

− τ0
2

∫ 2u

−τ0
(−u)k

√
t+ τ0 exp(−t+ τ0

2λ1

)dtdu =

1

2k+1(k + 1)

∫ τ0

0

(τ0 − t)k+1
√
t exp(− t

2λ1

)dt ≤ τ k+1
0 λ

3
2
1

2(k− 1
2
)(k + 1)

Γ(
3

2
).

Et ∫ +∞

0

∫ +∞

2u

uk
√
t+ τ0 exp(−t+ τ0

2λ1

)dtdu =

1

2k+2(k + 1)

∫ +∞

τ0

(t− τ0)
k+1 exp(− t

2λ1

)dt ≤ 2
3
2λ

k+ 5
2

1

k + 1
Γ(k +

5

2
).

Ces deux inéqualités nous permettent donc d'avoir aisément l'inégalité (3.2.6) ;
et nécessitent la constante

C =
M

(k − 1)!

{ τ k+1
0 λ

3
2
1

2(k− 1
2
)(k + 1)

Γ(
3

2
) +

2
3
2λ

k+ 5
2

1

k + 1
Γ(k +

5

2
)
}
.

En�n, le théorème 3.2.1 est complètement prouvé.�

Preuve du lemme 3.3.2. Pour démontrer ce lemme, nous utiliserons le
théorème de dérivation sous signe intégral. Pour cela nous essayerons de
trouver une fonction intégrable A telle que, pour tout s ∈ R et k ∈ N,

| ∂
k

∂sk
κ(t, s)| ≤

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
A(t, u, v)dudv < à une constante bien déterminée.

Ici, κ(t, s) désignera la densité jointe du vecteur aléatoire

(T0, S) := (T + τ0, S).

Dans un premier temps, nous remarquons que ρ(t, s) = κ(t + τ0, s) et nous
reprendrons la méthode utilisée par Zolotarev (voir [99]). Pour tout x, y ∈ C,
nous considérons la transformation de Laplace

E exp(−xT0 − yS) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
exp(−xt− ys)κ(t, s)dtds = exp

(
ψ(x, y)

)
,
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où

ψ(x, y) := −1

2

∞∑
j=1

log
(
1 + 2xλj

)
+

1

2
y2

∞∑
j=1

λjg
2
j

1 + 2xλj
.

La formule d'inversion de la transformation de Laplace dans R2 nous permet
d'écrire, pour tout c1, c2, s ∈ R et t > 0,

κ(t, s) =
1

(2πi)2

∫ c1+i∞

c1−i∞

∫ c2+i∞

c2−i∞
exp

(
tx+ sy + ψ(x, y)

)
dxdy.

En particulier, pour c1 = 0, c2 = − 1
2λ1

+ 1
2t
, x = c2 + iu

t
et y = iv, nous

obtenons

κ(t, s) =
t−1

(2π)2
exp

{1

2
− t

2λ1

}
×∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
exp

{
iu+ isv − 1

2

∞∑
j=1

log uj(t, u) + h(t, u, v)
}
dudv,

où

uj(t, u) = 1− λj
λ1

+
λj
t

+ i
2uλj
t

et h(t, u, v) = −1

2
v2

∞∑
j=1

λjg
2
j

uj(t, u)
. (3.3.16)

La fonction complexe uj(t, u) peut s'écrire sous la forme

uj(t, u) = `j(t, u)
1
2 exp

(
i arctan

( 2uλj
t

1− λj
λ1

+
λj
t

))
,

avec

`j(t, u) :=
(
1− λj

λ1

+
λj
t

)2
+ (

2uλj
t

)2 ≤
(
1 +

λ1

t

)2
+ (

2uλ1

t
)2. (3.3.17)

Donc

∞∑
j=1

log uj(t, u) =
1

2

∞∑
j=1

log `j(t, u) + i
∞∑
j=1

arctan
( 2uλj

t

1− λj
λ1

+
λj
t

)
(3.3.18)

et la partie réelle de h(t, u, v) s'écrit

Re
(
h(t, u, v)

)
= −1

2
v2

∞∑
j=1

λjg
2
j

{
`j(t, u)

}−1[
1− λj

λ1

+
λj
t

]
. (3.3.19)
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Notons par Υ(t, s, u, v) la dérivée partielle d'ordre k ∈ N par rapport à
l'argument s de la fonction située à l'intérieur de l'intégrale de κ(t, s). Soit
donc

Υ(t, s, u, v) :=
t−1

(2π)2
exp

{1

2
− t

2λ1

}
×

(iv)k exp
{
iu+ isv − 1

2

∞∑
j=1

log uj(t, u) + h(t, u, v)
}
. (3.3.20)

En passant au module de la fonction complexe Υ(t, s, u, v), nous obtenons à
l'aide de (3.3.18) et (3.3.19),

|Υ(t, s, u, v)| = t−1

(2π)2
exp

{1

2
− t

2λ1

}
×

|v|k exp
{
− 1

4

∞∑
j=1

log `j(t, u)
}

exp
{
Re

(
h(t, u, v)

)}

=
t−1

(2π)2
exp

(1

2
− t

2λ1

){
`1(t, u)

}− 1
4 ×

∞∏
j=2

{
`j(t, u)

}− 1
4 |v|k exp

{
Re

(
h(t, u, v)

)}
. (3.3.21)

Posons, pour j = 2, 3 . . . ,

ηj := 1− λj
λ1

et rj(t, u) :=
[(

1 +
λj
ηjt

)2
+ (

2uλj
ηjt

)2
]− 1

4
. (3.3.22)

Puisque la suite (ηj)j est croissante et converge vers 1 (car (λj)j est décrois-
sante et converge vers 0), alors{

`1(t, u)
}− 1

4 ≤ (
λ1

t
)−

1
2 et

∞∏
j=2

{
`j(t, u)

}− 1
4 ≤ η

− 1
2

2

∞∏
j=2

rj(t, u).

Ainsi
|Υ(t, s, u, v)| ≤ A(t, u, v),

où

A(t, u, v) :=
t−1

(2π)2
exp

{1

2
− t

2λ1

}(λ1

t

)− 1
2×
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η
− 1

2
2

∞∏
j=2

rj(t, u)|v|k exp
{
Re

(
h(t, u, v)

)}
. (3.3.23)

Posons

σ :=
∞∑
j=1

λjg
2
j

{
`j(t, u)

}−1[
1− λj

λ1

+
λj
t

]
.

Alors, Re
(
h(t, u, v)

)
= −σ

2
v2, et à l'aide de (3.3.17), nous obtenons

σ ≥
[
(1 +

λ1

t
)2 + (

2uλ1

t
)2

]−1(
D2 − Λ

λ1

)
. (3.3.24)

C'est-à-dire∫ +∞

−∞
|v|k exp

(
Re

(
h(t, u, v)

))
dv = 2

∫ +∞

0

vk exp(−σ
2
v2)dv

= 2
k+1
2 Γ(

k + 1

2
)σ−

k+1
2

≤ 2
k+1
2 Γ(

k + 1

2
)
[(

1 +
λ1

t

)2
+ (

2uλ1

t
)2

] k+1
2

(
D2 − Λ

λ1

)− k+1
2
.(3.3.25)

En posant aj :=
λj
ηj
, nous remarquons que, pour tout 2 ≤ j ≤ 2k + 3,

η−1
j ≥ η−1

2k+3 et λj ≥ λ2k+3.

À l'aide des dé�nitions de ηj et rj(t, u) dans (3.3.22), nous obtenons

aj ≥ a2k+3 et rj(t, u) ≤ r2k+3(t, u) ∀ 2 ≤ j ≤ 2k + 3.

Donc
∞∏
j=2

rj(t, u) =
2k+3∏
j=2

rj(t, u)
∞∏

j=2k+4

rj(t, u)

≤
[
(1 +

a2k+3

t
)2 + (

2ua2k+3

t
)2

]− k+1
2

∞∏
j=2k+4

[
1 +

(2uaj
t

)2
]− 1

4
.(3.3.26)

En utilisant (3.3.25) et (3.3.26), nous avons la majoration suivante∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∞∏
j=2

rj(t, u)|v|k exp
(
Re

(
h(t, u, v)

))
dudv ≤

2
k+1
2 Γ

(
k+1
2

)(
D2 − Λ

λ1

) k+1
2

∫ +∞

−∞

(
ω(t, u)

) k+1
2

∞∏
j=2k+4

[
1 + (

2uaj
t

)2
]− 1

4
du, (3.3.27)
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où la fonction

ω(t, u) :=
(t+ λ1)

2 + (2uλ1)
2

(t+ a2k+3)2 + (2ua2k+3)2
.

Cette fonction véri�e, sous la condition du théorème : λ1 >
√

2λj, pour tout
j ≥ 5,

ω(t, u) ≤ (
λ1

a2k+3

)2 ≤ (
λ1

λ2k+3

)2. (3.3.28)

Cette inégalité implique que, en posant

Ik :=

∫ +∞

0

∞∏
j=2k+4

[
1 + (2uaj)

2
]− 1

4du <∞,

∫ +∞

−∞

(
ω(t, u)

) k+1
2

∞∏
j=2k+4

[
1 + (

2uaj
t

)2
]− 1

4
du ≤ 2t

( λ1

λ2k+3

)k+1
Ik. (3.3.29)

Finalement, d'après (3.3.23)-(3.3.29), nous concluons que

sup
s∈R

|Υ(t, s, u, v)| ≤ A(t, u, v) (3.3.30)

et ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
A(t, u, v)dudv ≤ M

(D2 − Λ
λ1

)
k+1
2

√
t exp(− t

2λ1

) <∞. (3.3.31)

La constante M est déterminée donc par

M = 2
k+3
2 (2π)−2Γ

(k + 1

2

)(
λ1 − λ2

)− 1
2
√
e
( λ1

λ2k+3

)k+1
Ik.

En�n, comme

| ∂
k

∂sk
κ(t, s)| = |

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Υ(t, s, u, v)dudv|

≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|Υ(t, s, u, v)|dudv

≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
sup
s∈R

|Υ(t, s, u, v)|dudv

≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
A(t, u, v)dudv

≤ M

(D2 − Λ
λ1

)
k+1
2

√
t exp(− t

2λ1

) <∞,
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alors

sup
s∈R

| ∂
k

∂sk
κ(t, s)| ≤ M

(D2 − Λ
λ1

)
k+1
2

√
t exp(− t

2λ1

) <∞.

Conclusion : puisque ρ(t, s) = κ
(
t+ τ0, s

)
pour tout t ≥ −τ0, alors le lemme

est complètement prouvé.�
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Annexe A

Résultats fondamentaux sur

quelques fonctions spéciales

Dans cet annexe, nous présentons les résultats les plus utiles que nous
avons exploités dans cette thèse.

A.1 Fonctions de Legendre

L'équation di�érentielle homogène

(1− z2)
d2y

dz2
− 2z

dy

dz
+

(
n(n+ 1)− m2

1− z2

)
= 0 (A.1.1)

possède les solutions particulières Bm
n et Dm

n dites fonctions de legendre de
première et de seconde espèce respectivement. Lorsque la variable z appar-
tient à l'intervalle (0, 1), on note ces fonctions Pm

n (fonction de première es-
pèce) et Qm

n (fonction de seconde espèce). Elles véri�ent, pour tout x ∈ (0, 1),
l'équation di�érentielle :

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+

(
n(n+ 1)− m2

1− x2

)
= 0. (A.1.2)

Une expression explicite de Pm
n (voir Robin (1959) formule (91) page 52 ou

Magnus et al. (1966) page 166-174) est donnée par :

Pm
n (x) =

{
Γ(1−m)−1(1+x

1−x)
m
2 F (−n, 1 + n, 1−m, 1−x

2
), si m 6= 1, 2, ...

(−1)m(1− x2)
m
2
dm

dxm
Pn(x), si m = 1, 2, ...

où F désigne la fonction Hypergéometrique

F (a, b, c, z) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
k!(c)k

zk,
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où (x)k = x(x+ 1)...(x+ k − 1) désigne le symbole de Pochhammer.
Pour tout x ∈ (0, 1) et k = 0, 1, ..., posons

P−m
m+k(x) =

(−1)k

2m+kΓ(m+ k + 1)
(1− x2)−

m
2
dk

dxk
(1− x2)m+k. (A.1.3)

Les fonctions du système {P−m
m+k : k = 0, 1, ...} sont orthogonales et véri�ant

la relation suivante (voir Robin (1959) formule (357) page 183) :∫ 1

−1

P−m
m+k(x)P

−m
m+l(x)dx =

{
0 si k 6= l,

2k!
(2m+2k+1)Γ(2m+k+1)

, si k = l.
(A.1.4)

A.2 Fonctions de Bessel

Pour une consante υ ∈ R, nous désignons par Jυ(.) (respectivement Yυ(.))
la fonction de Bessel de premier ordre (respectivement de deuxième ordre )
d'indice υ. Nous rappelons quelques propriétés importantes de ces fonctions
(voir [60] et [95] pour plus en détails). L'équation di�érentielle suivante

x2y′′ + xy′ + (x2 − υ2)y = 0 (A.2.5)

admet des solutions fondamentales sur ]0,∞[ de la forme

y(x) = Cxυ
∑
k≥0

akx
k,

où C et ak sont des constantes réelles. Nous référons à [1], ces solutions sont
proportionnelles aux fonctions de Bessel Jυ(.) et Yυ(.) que nous allons dé�nir
explicitement. Pour tout υ ∈ R, nous avons

Jυ(x) =
(1

2
x)υ

Γ(υ + 1)
F1(υ + 1,−1

4
x2) = (

1

2
x)υ

∑
k≥0

(−1
4
x2)k

Γ(υ + k + 1)Γ(k + 1)
,

(A.2.6)
où la fonction Hypergéométrique F1(., .) dé�nie par

F1(b, z) =
∑
k≥0

1

(b)k

zk

k!
∀ b ∈ R, z ∈ C, (A.2.7)

avec {
(b)0 = 1,
(b)k = b(b+ 1)...(b+ k − 1), k ≥ 1.

Remarque A.2.1
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Pour υ ≥ 0 et x ≥ 0, la fonction de Bessel Jυ(.) est bornée et véri�e l'inégalité
suivante (voir théorème 8, p. 21 dans [82]) :

|Jυ(x)| ≤ min{1,
(x

2
)υ

Γ(υ + 1)
}. (A.2.8)

De plus, si la constante υ 6= n n'est pas entier, les deux fonctions Jυ(.) et
J−υ(.) sont linéairement indépendantes et solutions de l'équation (A.2.5).
Dans le cas où υ = n est un entier, Jn(.) et J−n(.) sont linéairement dépen-
dantes véri�ant la relation suivante :

J−n(x) = (−1)nJn(x). (A.2.9)

A.3 Quelques fonctions de Bessel particulières

Nous donnons quelques formes explicites pour les fonctions de Bessel
Jm+ 1

2
(.), où l'entier relatif m = −1, 0, 1, ...

Pour m = −1, nous avons

J− 1
2
(x) =

√
2

πx
cos(x), J 1

2
(x) =

√
2

πx
sin(x). (A.3.10)

Pour m ≥ 0,

Jm+ 1
2
(x) = (−1)mx

√
2

πx

∂m

∂xm
(
sin(x)

x
). (A.3.11)

En général, pour tout entier m ≥ −1, la fonction Jm+ 1
2
(.) peut s'écrire sous

la forme : √
2

πx
Jm+ 1

2
(x) = Qm(

1

x
) sin(x)− Pm(

1

x
) cos(x), (A.3.12)

où les polynômes Qm(.) et Pm(.) véri�ent les relations de récurrence sui-
vantes :

P−1(u) = −1, Q−1(u) = 0, P0(u) = 0, Q0(u) = 1, (A.3.13)

Qm+1(w) = (2m+ 1)wQm(w)−Qm−1(w), (A.3.14)

Pm+1(w) = (2m+ 1)wPm(w)− Pm−1(w). (A.3.15)

Maintenant, nous nous intéressons à la dé�nition de la fonction Yυ(.) (voir
th. 8, pp. 21 [82]).
Si l'indice υ 6= n n'est pas un entier relatif, pour tout x > 0, nous avons

Yυ(x) =
Jυ(x) cos(υπ)− J−υ(x)

sin(υπ)
.
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Si l'indice υ = n est un entier naturel, nous avons

Yυ(x) = lim
υ→n

Jυ(x) cos(υπ)− J−υ(x)

sin(υπ)
=

2

π
Jn(x)[γ + log(

x

2
)]+

− 1

π
(
x

2
)−n

n−1∑
m=0

(n−m− 1)!

m!
(
x2

4
)m − 1

π
(
x

2
)n

∞∑
m=0

(−x2

4
)m

m!(m+ n)!
{
n+m∑
k=1

1

k
+

m∑
k=1

1

k
},

où γ = 0.577215... désigne la constante d'Euler.
Au voisinage de zéro, pour tout υ > 0, la fonction Yυ(.) s'écrit

Yυ(x) = (1 + ◦(1))
(1

2
x)−υ

Γ(1− υ)sin(υπ)
= (1 + ◦(1))Γ(υ)

π
(
1

2
x)−υ lorsque x ↓ 0,

(A.3.16)
où la fonction Gamma véri�e Γ(υ)Γ(1− υ) = π/ sin υπ.
D'après (A.2.6) (voir aussi [60]), nous avons, pour tout υ > 0, la relation de
récurrence suivante :

Jυ+1(x) =
2υ

x
Jυ(x)− Jυ−1(x) ∀ x ∈ R. (A.3.17)

Nous dérivons (A.2.7), nous obtenons

∂

∂x
F1(b, x) =

∞∑
m=1

1

(b)k

xk−1

(k − 1)!
=

1

b
F1(b+ 1, x). (A.3.18)

Nous aurons donc, pour tout x ∈ R∗,

∂

∂x
Jυ(x) =

υ

x
Jυ(x)− Jυ+1(x) = Jυ−1(x)−

υ

x
Jυ(x) (A.3.19)

=
1

2
{Jυ−1(x)− Jυ+1(x)}.

En particulier, nous remarquons que, pour tout x > 0

Jυ(x) = 0 ⇐⇒ Jυ−1(x) = −Jυ+1(x) = J ′υ(x) (A.3.20)

et
J ′υ(x) = 0 =⇒ Jυ−1(x) = Jυ+1(x) =

υ

x
Jυ(x). (A.3.21)

Pour υ > −1, (voir [95], p. 479) l'équation Jυ(z) = 0 admet une in�nité de
solutions positives croissantes, notées 0 < zυ,1 < zυ,2 < . . . . Ces racines sont
intercalées avec celles de l'équation Jυ+1(z) = 0 de la manière suivante :

0 < zυ,1 < zυ+1,1 < zυ,2 < zυ+1,2 < zυ,3 . . . . (A.3.22)

Par exemple, pour υ = ∓1
2
, nous avons

z 1
2
,j = πj et z− 1

2
,j = (j − 1

2
)π pour tout j = 1, 2 . . . .
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Proposition A.3.1

Les racines zυ,j véri�ent les propiétés suivantes.

a) La fonction υ → zυ,j est continue et croissante sur l'intervalle ]− 1,+∞[.

b) Lorsque j →∞, nous avons

zυ,j =
{
j +

1

2

(
υ − 1

2

)}
π − 4v2 − 1

8
{
j + 1

2

(
υ − 1

2

)}
π

+O(
1

j3
). (A.3.23)

c) En particulier,
zυ,j > zυ,1

√
2 pour tout j ≥ 5. (A.3.24)

Preuve. voir [95] chapitre 5, page 478-521 et [60] page 96 .�
Pour tout z > 0, il y a une autre expression pour la fonction Jυ(.) qui

véri�e les équalités suivantes (voir [95], p. 498) :

Jυ(z) =
( z

2
)υ

Γ(υ + 1)

∏
k≥1

{1− z2

z2
υ,k

} (A.3.25)

et

Jυ+1(z) = −zJυ(z){
∑
k≥1

1

zυ,k(z − zυ,k)
−

∑
k≥1

1

zυ,k(z + zυ,k)
}. (A.3.26)

Soient a, b > 0 (a 6= b) et υ > −1, nous avons toujours∫ 1

0

tJυ(at)Jυ(bt)dt =
aJυ(b)J

′
υ(a)− bJυ(a)J

′
υ+1(b)

b2 − a2
(A.3.27)

=
bJυ(a)Jυ+1(b)− aJυ(b)Jυ+1(a)

b2 − a2

=
aJυ(b)Jυ−1(a)− bJυ(a)Jυ−1(b)

b2 − a2

et ∫ 1

0

tJ2
υ(at)dt =

1

2
{J2

υ(a)− Jυ−1(a)Jυ+1(a)} (A.3.28)

=
1

2
{J2

υ(a) + J2
υ+1(a)−

2υ

a
Jυ(a)Jυ+1(a)}

=
1

2
{J2

υ(a) + J2
υ−1(a)−

2υ

a
Jυ(a)Jυ−1(a)}.
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Lemme A.3.1

Soit υ > −1. Alors, pour tous entiers i, j ∈ N, nous avons∫ 1

0

tJυ(tzυ,i)Jυ(tzυ,j)dt = 0, si i 6= j (A.3.29)

et ∫ 1

0

tJ2
υ(tzυ,j)dt =

∫ 1

0

tJ2
υ−1(tzυ,j)dt (A.3.30)

=
1

2
J2
υ+1(zυ,j) =

1

2
J2
υ−1(zυ,j).

Remarquons que les deux fonctions
√
tJυ(zυ,it) et

√
tJυ(zυ,jt) (i 6= j) sont

orthogonales dans L2[0, 1].

Preuve. Soient i, j ∈ N. Prenons a = zυ,i > 0 et b = zυ,j > 0. Nous savons
que Jυ(zυ,k) = Jυ(zυ,l) = 0. Donc, selon (A.3.27)-(A.3.28), nous obtenons
aisément le lemme 1 .�
Soient γ > 0 et β > 0 deux constantes données. Alors, l'équation di�érentielle

y′′ + γx2βy = 0 (A.3.31)

admet comme solutions sur ]0,∞[ les fonctions suivantes :

x
1
2J 1

2(β+1)
(

√
γxβ+1

β + 1
) et x

1
2Y 1

2(β+1)
(

√
γxβ+1

β + 1
). (A.3.32)

Ces deux solutions sont linéairement indépendentes. Ce qui signi�e que la
solution générale de l'équation di�érentielle (A.3.31) est donnée par :

y(x) = Ax
1
2J 1

2(β+1)
(

√
γxβ+1

β + 1
) +Bx

1
2Y 1

2(β+1)
(

√
γxβ+1

β + 1
), (A.3.33)

où A et B sont des constantes réelles.
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Annexe B

Généralités sur les vecteurs

aléatoires réels

B.1 Changement de variables dans une densité

Soient X = (X1, . . . , Xp) et Y = (Y1, . . . , Yp) deux vecteurs aléatoires
réels. On désigne par f la densité deX. E�ectuons le changement de variables
aléatoires dé�ni par :

Yi = ϕi(X1, . . . , Xp).

Les fonctions ϕi telles que le passage de (X1, . . . , Xp) à (Y1, . . . , Yp) est C1-
di�éomorphisme. Nous désignerons, en abrégé, par ϕ la transformation :

X
ϕ−→ Y Y = ϕ(X).

La densité du vecteur Y s'obtient alors par la formule :

g(y) =
f(ϕ−1(y))

| det J |
,

où det J, appelé Jacobien de la transformation, est tel que :

det J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂y1
∂x1

... ∂yp
∂x1

... ... ...
∂y1
∂xp

... ∂yp
∂xp

∣∣∣∣∣∣∣ et det(J)−1 = det(J−1).

La démonstration de cette propriété �gure dans tous les ouvrages consacrés
à l'intégration (changement de variable dans les intégrales multiples).

Si la transformation ϕ est linéaire de matrice A constante, Y = AX (A
doit être régulière) on a det J = |A|. En particulier, si A est orthogonale le
Jacobien vaut 1.
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B.2 Fonction caractéristique

Soit a un vecteur non aléatoire de composantes (a1, . . . , ap).

Dé�nition B.2.1

On appelle fonction caractéristique du vecteur aléatoire X la fonction dé�nie
par :

ϕX(a) = E exp(ia′X) = E exp
(
i(a1X1 + ...+ apXp)

)
.

Théorème B.2.1

Les composantes X1, . . . , Xp de X sont indépendantes si et seulement si la
fonction caractéristiques de X est égale au produit des fonctions caractéris-
tiques de ses composantes :

ϕX(a) =

p∏
i=1

ϕXi(ai).

Ce théorème signi�e que la loi de X est entièrement déterminée par celles de
toutes les combinaisons linéaires de ses composantes.

Dé�nition B.2.2

On dit que le vecteur X est gaussien à p dimensions si toute combinaison
linéaire de ses composantes a′X suit une loi normale à une dimension.

On remarquera que la normalité de chaque composante ne su�t nullement
à dé�nir un vecteur gaussien.

La fonction caractéristique deX dont la matrice de covariance Σ se déduit
aisément (on supposera ici que X est centré ce qui ne nuit pas à la généralité)
comme suit :

ϕX(a) = exp(−1

2
a′Σa).

B.3 Espérance et matrice de covariance

Dé�nition B.3.1

Si µi désigne E(Xi), on appelle par dé�nition espérance de X = (X1, . . . , Xp)
le vecteur

µ = E(X) =

 µ1

...
µp
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La matrice de covariance, notée Σ, de X est dé�nie par

Σ =


σ2

1 cov(X1, X2) . . . cov(X1, Xp)
. σ2

2 . . . .
. . . . . .
. . . . . σ2

p

 = E(XX ′)− µµ′

c'est une matrice carrée symétrique d'ordre p.
Si les variables Xi sont réduites, Σ s'identi�e avec la matrice de corréla-

tion :

Σ =


1 ρ12 . . . ρ1p

. 1 . . . .

. . 1 .

. . . 1

 .

B.4 Transformations linéaires

E�ectuons un changement de variable linéaire Y = AX où A est une
matrice quelconque de constantes (pas nécessairement carrée), alors :

µY = Aµ et ΣY = AΣA′.

En particulier, si A est une matrice uniligne, Y est alors une variable aléatoire
unidimensionnelle. Si a′ désigne cette ligne,

Y =

p∑
i=1

aiXi et V(Y ) = a′Σa.

On a donc pour tout a, a′Σa ≥ 0. Car une variance est toujours positive.

B.5 Densité de la loi normale à p dimensions

En général, on notera Np(µ,Σ) la loi normale à p dimensions d'espérance
µ et de matrice de variance Σ. Celle-ci n'existe que lorsque Σ est régulière.

Théorème B.5.1

Soit X = (X1, . . . , Xp) une variable aléatoire gaussienne dont l'espérance est
égale à µ et la matrice de covariance est égale à Σ. Supposons que Σ soit
régulière. Alors, X admet pour densité :

f(x1, . . . , xp) =
1

(2π)
p
2 det(Σ)

1
2

exp
{
− 1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

}
.
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En e�et, Y = Σ− 1
2 (X−µ) est alors un vecteur gaussien dont les composantes

sont centrées réduites et indépendantes. Donc, Y a pour densité :

g(y) =

p∏
i=1

1√
2π

exp(−1

2
y2
i ) =

1

(2π)
p
2

exp
(
− 1

2

p∑
i=1

y2
i

)
.

Il su�t alors d'appliquer la formule du changement de variable ; le jacobien
J vaut ici

det(Σ
1
2 ) = det(Σ)

1
2 6= 0

ce qui établit le résultat.

B.5.1 Cas particulier de la loi normale à deux dimen-

sions

Ici, on réduit la variable aléatoire X = (X1, X2) à deux dimensions. Si
l'on introduit ρ coe�cient de corrélation linéaire entre les deux variables
aléatoires réelles X1 et X2, on peut partitionner

µ = (m1,m2) et Σ =

[
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
.

D'où

det Σ = (σ1σ2)
2(1− ρ2) et Σ−1 =

1

det Σ

[
σ2

2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

]
.

Dans ce cas, X admet pour densité

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

×

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[
(
x−m1

σ1

)2 − 2ρ
(x−m1)(y −m2)

σ1σ2

+ (
y −m2

σ2

)2
]}
.

B.5.2 Loi conditionelle

Si l'on cherche la loi du X1 conditionnée par X2, notée X1/X2, on a les
résultats suivants (voir par exemple Filler [45]).

Théorème B.5.2

La loi de X1/X2 est une loi normale à une dimension :
� d'espérance : E[X1/X2] = m1 + ρσ1

σ2
(X2 −m2);
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� de variance : Var[X1/X2] = σ2
1(1− ρ2).

On constate que la variance conditionnelle ne dépend pas des valeurs prises
par X2.

La densité conditionnelle de X1 sachant X2 = x2 est donnée donc par

fX2(x1) =
1

σ1

√
2π

√
1− ρ2

exp
{
− 1

2

(x1 −m1 − ρσ1

σ2
(x2 −m2)

σ1

√
1− ρ2

)2}
.
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Abstract. We consider in this paper goodness-of-�t tests of the
null hypothesis that the underlying d.f. of a sample F (.), belongs
to a given family of distribution functions. We propose a me-
thod for deriving approximate values of the power of a weighted
Cramér-von Mises type test of goodness of �t. Our method re-
lies on Karhunen-Loève [K.L] expansions on (0, 1) for weighted
Brownian bridges.

Résumé. Nous proposons dans ce document une méthode pour
calculer approximativement, sous certaines suites d'alternatives
locales, la puissance d'un test non paramétrique d'ajustement
basé sur une statistique de Cramér-von Mises pondérée. Notre
méthode repose sur le développement de Karhunen-Loève [K.L]
sur (0, 1) d'un pont brownien pondéré.

Mots clés : Tests de type Cramér-von Mises, Tests d'ajustement,
Puissance d'un test, Processus empirique, Convergence faible et
en loi, Processus Gaussien, Développement de Karhunen-Loève.
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