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Chapitre 1
Introduction

L’étude des automates commence avec article d’Alan Turing [Tu36] et

sa description d’un modeéle de calcul : les machines (ou automates) de Turing.
Ces machines théoriques sont constituées d’une bande infinie, d’une téte de
lecture/écriture (ayant un nombre fini d’états possibles) pouvant parcourir
la bande et d'un programme dictant & la machine son fonctionnement : les
actions de la téte dépendent de son état et de la lettre lue sur la bande.
Ces modéles permettent de définir des langages : un mot est accepté par
un automate si ’application de son programme sur une bande contenant
(uniquement) ce mot ameéne la téte de lecture dans un état final prédéfini.
[’ensemble des mots acceptés par une machine forme ainsi le langage accepté
par la machine. En restreignant ce modéle de sorte que 1’écriture ne se soit
pas possible et que la téte ne se déplace que dans un sens, on obtient le mo-
déle théorique des automates finis. Les langages acceptés par ces machines
restreintes sont exactement les langages clos par union, intersection et itéra-
tion : ce sont les langages réguliers.
En 1956, Stephen Kleene montre que les automates finis reconnaissent exacte-
ment les langages réguliers [KI56]. Ce résultat, appelé le théoréme de Kleene,
est obtenu en considérant d’'une part la description d’une machine par ses
composants locaux, un réseau fini de neurones de McCulloch et Pitts [MP43],
mais aussi en définissant une machine par un nombre fini d’états globaux.

En se basant sur la description formelle des automates finis, Rabin et Scott
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[RS59] reformulent le théoréme de Kleene en termes algébriques. Les langages
acceptés par les automates finis forment une algébre de Boole qui est de plus
close par concaténation et itération de la concaténation. Il en résulte que
I'inclusion des langages réguliers est décidable. Le lecteur pourra se reporter
a la synthése de Dominique Perrin sur 'histoire des automates finis [Pe95].
Dans ce document, nous représentons les automates par des relations binaires,
décrivant les transitions du programme de la machine, entre un nombre fini
d’éléments. Cette similarité entre automates et structures algébriques a été
mise en exergue par Marcel-Paul Schiitzenberger [Schd]. Une représentation
naturelle de ces structures se fait par graphes finis : les sommets sont les états
de automate et les arcs étiquetés expriment les relations de transition. Le
langage accepté par un automate est alors donné par les traces du graphe le
représentant : les langages réguliers sont les traces des graphes finis.

En terme de complexité, on peut classer les langages selon la hiérarchie de
Chomsky [Ch56]. Dans sa recherche d’'une grammaire de mots pour expri-
mer la richesse de la langue anglaise, Noam Chomsky dégage la notion de
grammaire algébrique. Les grammaires algébriques engendrent les langages
dits algébriques incluant les langages réguliers.

Tout comme les automates finis reconnaissent les langages régulier, les auto-
mates le plus souvent associés aux langages algébriques sont les automates a
pile. Ces machines sont une restriction des machines de Turing : la téte ne
peut que lire et est uni-directionnelle. En 1985, David Miiller et Paul Schupp
IMS85] ont étudié la structure des graphes de fonctionnement de ces auto-
mates : les sommets sont les configurations de la machine et ils sont reliés
par des arcs décrivant ses actions. Ils montrent que ces graphes de transition
coincident avec la classe des graphes de degré fini qui sont finiment décom-
posables par distance. Ils donnent ainsi une description de la structure des
graphes de transition des automates a pile.

On a alors cherché a construire ces graphes par I'utilisation de grammaires,
non plus de mots mais de graphes associant & un arc, dit non-terminal, un
unique graphe fini (JCo89|). Par récritures itérées a partir d’un graphe fini,
on engendre un graphe dit régulier. Ces graphes sont une généralisation des

graphes des automates & pile : les graphes réguliers de degré fini sont les
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graphes de transition des automates a pile.

Néanmoins, les traces des graphes réguliers sont exactement les langages
algébriques. La représentation externe des graphes réguliers par ces gram-
maires fournit alors un nouvel outil pour I'étude des langages algébriques.
Nos lecteurs pourront trouver dans [Cal7| une synthése sur ces grammaires
de graphes.

Contrairement aux langages réguliers, les langages algébriques ne forment
pas une algebre de Boole, notamment ’'intersection de deux langages algé-
briques n’est pas nécessairement un langage algébrique. De plus, par réduc-
tion du probléme de correspondance de Post, on déduit que l'inclusion des
langages algébriques n’est pas décidable. Ceci reste valable pour de nombreux
sous-ensembles stricts de ces langages. Citons notamment les langages déter-
ministes « finite-turn » [VaZ74], les algébriques déterministes & un compteur
[VP75] ou les langages simples [Er76]. Indiquons que ¢’est pour les langages
simples qu’a été donné un premier algorithme d’équivalence des langages al-
gébriques déterministes [KH66).

Néanmoins on peut définir des sous-ensembles de langages algébriques dé-
terministes partageant les propriétés de cloture des langages réguliers. Dans
[AMO4], Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan ont défini une restric-
tion des automates a pile, appelés visible, qui sont une simple extension des
automates «input-driveny [Mel80)] : le fonctionnement de "automate ne dé-
pend que des caractéres d’entrée de la bande de lecture. Outre le fait que les
langages (algébriques) visibles, acceptés par ces automates, soient détermi-
nistes, ils forment une algeébre de Boole close par concaténation et étoile de
Kleene étendant ainsi les propriétés de cloture de base des langages réguliers.
D’autres travaux ont alors étendu ces résultats définissant des ensembles
plus larges (par inclusion) de langages algébriques ayant ces propriétés. Dans
[Ca06], Caucal définit par transducteur fini une relation, dite de synchroni-
sation, entre les graphes réguliers engendrés par des grammaires de graphes
synchronisées. Il montre alors que pour un transducteur donné, I’ensemble
des traces des graphes réguliers synchronisés forme une algebre de Boole.
Citons également dans ce domaine les travaux sur les automates a hauteur
de pile déterministe par Dirk Nowotka et Jiri Srba [NS07]. Un automate a
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pile est a hauteur de pile déterministe si aprés chaque lecture d’'un mot la
hauteur de la pile est la méme. Partant des travaux de Caucal, Nowotka et
Srba définissent une relation de synchronisation entre automates a pile basée
sur la hauteur de pile : deux automates sont synchronisés si pour tout mot
lu, les hauteurs de pile possibles sont identiques. Cette relation est une rela-
tion d’équivalence sur les automates a pile. Ils montrent alors que I’ensemble
des langages algébriques acceptés par les automates a hauteur de pile déter-
ministe d’'une méme classe d’équivalence est clos par union et intersection.
De plus, pour les cas ot ces automates sont temps-réels et déterministes, cet
ensemble de langages est clos par complémentaire.

Le travail présenté ici vise a étendre ces résultats. Nous avons cherché un
nouveau moyen de définir des sous-ensembles de langages algébriques conte-
nant les langages réguliers et formant des algébres de Boole. Pour cela, nous
définissons une relation de synchronisation entre grammaires de graphes. A
partir d’'une grammaire, on définit un poids sur les sommets du graphe en-
gendré, ce que I'on pourrait assimiler & la hauteur de pile chez [NSO7]. Ainsi,
une grammaire de référence synchronise une autre grammaire si tout mot
étiquetant un chemin initial dans le graphe engendré par cette autre gram-
maire étiquette également un chemin initial dans le graphe référent (i.e. le
graphe engendré par la grammaire référente) et que ces chemins terminent en
des sommets de méme poids. Dans cette étude, nous considérons une classe
de grammaires particuliéres : les grammaires pondérées. Ces grammaires en-
gendrent des graphes possiblement non-déterministes mais vérifient la pro-
priété suivante : si il existe deux chemins de méme étiquette partant d’un
méme sommet alors les buts de ces chemins ont le méme poids. Nous étudions
alors les ensembles de langages algébriques composés de ceux engendrés par
les grammaires synchronisés par une grammaire de référence donnée. Nous
montrons que cet ensemble de langages synchronisés contient les langages
réguliers (inclus dans le langage de référence) et forme une algébre de Boole.
Les constructions mises en ceuvre dans I’obtention de ce résultat utilisent une
généralisation du produit de synchronisation qui est une opération classique
sur les graphes finis. De plus, nous montrons que les graphes engendrés par

des grammaires pondérées sont déterminisables et que de fait, les langages
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synchronisés forment une sous-classe des langages algébriques déterministes.
Nous montrons que dans le cas général ’ensemble des langages synchronisés
par une grammaire n’est pas clos par concaténation. Néanmoins, nous don-
nons une condition suffisante sur la grammaire synchronisante pour que cet
ensemble soit clos non seulement par concaténation mais aussi par étoile de
Kleene.

Les algébres de Boole définies par synchronisation sont des sous-ensembles de
langages algébriques déterministes. On peut généraliser ces résultats en consi-
dérant des langages plus généraux. Un langage algébrique est non-ambigu s’il
est engendré par une grammaire algébrique admettant une unique dérivation
gauche pour tout mot accepté [HUT9]. En ramenant ce principe au niveau
des graphes, on définit les grammaires de graphes non-ambigués dont les
graphes engendrés acceptent ces langages. Par synchronisation sur ces gram-

maires, on peut définir des algébres de Boole de langages non-ambigus [Ca08].
Plan

Chapitre 2 : Préliminaires

Dans ce chapitre, nous définissons les notations de base et nous décrivons les
concepts de mots et de graphes. On trouvera notamment dans ce chapitre
les définitions de mots et de langages ou encore la définition des graphes
(coloriés, étiquetés,...) et de notions s’y rapportant telles que les chemins, les

traces, le degré, etc.

Chapitre 3 : Des automates finis

Nous commencerons ici par donner des objets finis permettant de décrire
des objets infinis. Le premier paradigme défini ici est la grammaire de mots
qui permet d’engendrer des langages. Nous décrirons différentes grammaires
avant de situer ce travail dans la hiérarchie de Chomsky. Nous nous inté-
resserons alors & une classe particuliére de langages : les langages réguliers.
Pour ceux-ci, nous donnons deux maniéres finies de les construire (ou de les
accepter). En premier lieu, on décrit les grammaires de mots engendrant ces

langages, puis nous donnons un moyen structurel de les reconnaitre : les au-
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tomates finis. Enfin, nous définissons les propriétés algébriques des langages
réguliers que nous souhaitons étendre avec le travail présenté dans ce docu-

ment.

Chapitre 4 : Aux automates réguliers

Dans ce chapitre, nous présentons des systémes finis permettant de travailler
avec les langages algébriques. En premier lieu, nous rappelons une forme
particuliére de systémes de récriture de mots, a savoir les automates a pile
qui sont des machines munies d’'une mémoire et permettant suivant un pro-
gramme donné de construire (ou reconnaitre) les langages algébriques. Uti-
lisant la représentation structurelle des transitions de ces automates, on in-
troduit la notion de grammaires de graphes qui est une extension directe de
celle des grammaires de mots : on ne récrit plus des lettres mais des rela-
tions. C’est sur ces grammaires que nous travaillons pour définir la relation

de synchronisation.

Chapitre 5 : Synchronisation de grammaires

Dans ce chapitre, basé sur [CHOS|, nous définissons la synchronisation de
grammaires de graphes. Nous commencons par définir les grammaires pon-
dérées sur lesquelles portent notre étude. Puis nous définissons la relation de
synchronisation sur ces grammaires. En utilisant des généralisations du pro-
duit de synchronisation de grammaires, nous montrons alors que les gram-
maires pondérées sont déterminisables. Nous pouvons alors construire des
algébres de Boole de langages algébriques déterministes et nous donnons de
plus une condition suffisante sur les grammaires pour que ces algébres soient

closes par concaténation et étoile de Kleene.

Chapitre 6 : Une extension

Dans cette derniére partie, basée sur [Ca08], nous étendons les résultats du
chapitre précédent. En considérant des grammaires dites non-ambigués, on
construit par synchronisation des algébres de Boole de langages algébriques
non-ambigus qui sont les langages algébriques tels que pour tout mot, il

n’existe qu’un arbre de dérivation le définissant.



Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce nous fixons quelques notations de base notamment des notations
ensemblistes utilisées dans le reste du document. Nous décrivons ensuite deux
structures élémentaires autour desquelles se construisent nos propos : les mots

et les graphes.

2.1 Notations

Pour tout ensemble F, on note 2¥ = {P | P C E} '’ensemble des parties
de E. Si E est fini, on note |F| son cardinal, et w désigne le cardinal d’un

ensemble dénombrable. Pour tout ensemble E d’ensembles, I’'union est notée

UE = {e|IP€E, ecP}

au lieu de |J P. On utilise 'abréviation [n] = {1,...,n} pour désigner les
PEE
n premiers entiers naturels non nuls.
Soit u = (ay, .. .,a,) un n-uplet, on désigne par m;(u) sa i composante :
mi(u) = a; .

Soit un ensemble F de symboles munis d'une arité p: £ — IN. On note E,
I’ensemble des symboles de F d’arité n : E, = {a € E | p(a) = n}. Les

symboles de Ej sont appelés des constantes.

13
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2.2 Mots

La premiére structure de base que nous décrivons, et qui est la plus simple,
est celle du mot.
On décrit un mot a 'aide d’un ensemble fini non vide ¥ de symboles. Ces
symboles sont appelés lettres et constituent 1’alphabet Y. Soit X* I’'ensemble

des suites finies de lettres de 3, i.e.
¥ = {(a1,...,a,) | n>0 A ay,...,a, € X}
On munit ¥* d’'une opération binaire interne, la concaténation, notée « . » :

(al,...,an).(bl,...,bm) = (&1,...7an7b17...,bm).

Tout élément u = (aq,...,a,) de ¥* est un mot de longueur |u| = n. On
représente ce mot par a; ...a, en identifiant (a) par a et en omettant la
concaténation. Le mot vide (), de longueur 0, est désigné par €. Ainsi (X, ., ¢)
est le monoide libre engendré par X..
Tout mot v admet une décomposition de la forme u = xyz avec x,y, 2z € ¥*
et on appelle x un préfize de u et z un suffize de u.

Pour tout mot v € ¥* et pour tout 1 < i < |ul, u(i) désigne la i®™® lettre
de w:u = wu(l)...u(|u]). Pour toute lettre a € %, on note |ul, le nombre
d’occurrences de a dans u : |ul, = [{i € [Ju|]] | uw(i) = a}| et 'ensemble

Occ(u) des lettres d'un mot u est donné par :
Occ(u) = {aeX | |uls #0} = {u(l),...,u(|u|)}.
On appelle un langage toute partie de X*.

Exemple 2.2.1. Considérant ’alphabet latin, these est un mot de 5 lettres
et these(2) = h. Le mot t (respectivement se) est un préfixe (respectivement
suffixe) de these. De plus Occ(these) = {t, h,e, s} et |these|. = 2.

En terme de structure, les mots sont des objets linéaires : une lettre a
au plus un successeur. Une extension naturelle consiste a définir des objets
a structure arborescente. Ces objets, les termes, ne sont pas considérés dans

ce document mais nous étudions une généralisation des termes : les graphes.



CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES 15

2.3 Relations binaires

Une relation binaire R d'un ensemble E dans un ensemble F' est une
partie de E' x F. On note aussi eRf pour (e, f) € R.
Le domaine Dom(R) et I'image Im(R) de R sont donnés par

Dom(R)={ec€ E|3f € F, eRf} et Im(R)={f € F|3Je€ E, eRf}.

[’image d’une partie A de E est R(A) = {f € F | Je € A, eRf}. En
particulier, on a Im(R) = R(E).
Pour £ = F, on dit que R C FE x E est une relation binaire sur E. Dans ce
cas,

— R est réflexive si eRe pour tout e € F;

~ R est symétrique si R~ = R;

— R est anti-symétrique si pour tout eRf et fRe,onae= f;

— R est transitive si pour tout eRf et fRg on a eRg.

2.4 Graphes

On se restreint aux graphes dits simples (c¢’est-a-dire sans multiplicité) et
orientés.
Un graphe G = (S,.A) est défini par un ensemble S de sommets et un
ensemble 4 C S x § d’arcs. On dit qu’'un arc (s,t) € A est de source s et
de but t et qu’il relie s & t. Un graphe G est fini si son ensemble de sommets
S est fini.
Le graphe fini ({p, ¢, 7, s},{(p, q), (q,7), (r,q)}) est représenté ci-dessous. Pour

~~ X

0 —————— @ L

(») @0 ©
FiG. 2.1 — Un graphe fini.

ce graphe, le sommet s n’est ni source, ni but d’un arc; on dit alors que s
est un sommet isolé.

On étend cette notion de graphe en ajoutant de l'information sur les arcs
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sous la forme d’étiquettes. Ainsi, un graphe est un ensemble d’arcs étiquetés.
Soit E un ensemble fini d’étiquettes d’arcs. Un graphe G sur un ensemble de
sommets S est une partie de S x E x S. Tout élément (p,a,q) € G est un
arc de source p, de but q et d’étiquette a. L’ensemble Sg des sommets d’un

graphe GG est donné par :
S¢ = {peS|JackE, Jg€S8, (p.a,q) €G V (g,a,p) € G}

Dans ce cas, GG ne contient pas de sommet isolé. De plus, on considére 1’en-

semble
Eg = {a€E|3p,qeS, (paq) cCG}

des étiquettes du graphe G.
Par exemple le graphe fini G = {(p,a,q), (¢,b,7), (r,a,q)} est représenté ci-

dessous. Un graphe G est déterministe si pour chaque sommet s de G tous

b
a X

o — @

) (Q)\é/ Q)

F1G. 2.2 — Un graphe fini étiqueté.

les arcs de source s ont des étiquettes différentes : Vs € Sg, (s,a,p) €

G A (s,a,q) € G = p=q. Tout arc (p,a,q) € G pourra étre noté p % q

ou simplement p — ¢ si le graphe G est sous-entendu. De la méme maniére
que 'on a ajouté de l'information sur les arcs, on peut en ajouter sur les
sommets d’un graphe. Soit C' un ensemble fini d’étiquettes de sommets. Pour
différencier les étiquettes des arcs des étiquettes des sommets, on appellera
ces derniéres des couleurs.

Un graphe G sur un ensemble S est une partie de S x £ xS U C' x S. Tout
élément (¢, p) € G, noté aussi cp, est la donnée d’un sommet p colorié par la
couleur c.

Prenant a et b des étiquettes d’arcs et ¢ et f des couleurs de sommets, on
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) b ¢
La i f
(p) (q)‘\a/ ) 6]

F1G. 2.3 — Un graphe fini étiqueté et colorié.

figure 3 Dans un soucis de clarté, on représente un sommet par son nom
entre parenthéses afin de le différencier d’une couleur.

Remarquons que dans ce formalisme, on autorise les sommets isolés s’ils
sont, coloriés; c’est le cas du sommet s a la figure
En plus de ’ensemble S des sommets d’un graphe G et de ’ensemble Fg

des étiquettes, on définit I’ensemble
Ce = {c|3peSqg cpeG}

des couleurs des sommets de G, et on note Sg . I'ensemble des sommets de

G coloriés par une couleur c :
Sge = {s€Sq|cseGY.

Le degré entrant (respectivement le degré sortant) d’un sommet s € Sg,
dg(s) (resp. di(s)), ou simplement d~(s) et d™(s) 8’il n’y a pas d’ambiguité

sur le nom du graphe, est le nombre d’arcs dont s est le but (resp. la source) :
da(s) == |G N Sg x E x{s}| di(s) == |G N {s} x E x Sg.
Le degré d°(s) d'un sommet s est la somme de ses degrés entrant et sortant :
d’(s) = d (s)+dF(s).
Le degré d(G) d’un graphe G est le maximum des degrés de ses sommets.

Pour le graphe de la figure 23, d*(p) =1, d (q) =2 et d’(s) = 0.

Un chemin d’étiquette u = a; ...a, dans un graphe GG est une suite de n

arcs consécutifs de GG

(po, a1, p1)(p1, a2, p2) - .. (Pn—1, An, Pn) € G™.
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Un tel chemin est de longueur n > 0 et est aussi désigné par le mot

Poa1P1G2Ps - - - Pr—10nPn € Sc(EcSa)*

en supposant l'absence d’ambiguité entre sommets et étiquettes de G i.e.
ScNEg=0.

Si ce chemin existe dans G, on dit que p,, est accessible & partir de py (ou po
est co-accessible a partir de p,) par un chemin de G étiqueté par u, ce que
I’on note py :2> pn. On pourra s’abstraire de I'étiquette :G> ou du nom du
graphe == lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Pour le graphe de la figure 23 p est un chemin d’étiquette ¢ et de longueur
0. De plus, pagbraq est un chemin d’étiquette aba de longueur 3 allant de p
aq.

Un chemin poaypiasps . . . pp_1a,p, de longueur n > 0 ayant les mémes extré-

mités pg = p, est appelé un circuit.

Un mot v € Ef. est une trace de G s’il étiquette un chemin entre deux
sommets de G. On définit L(G, I, F') 'ensemble des traces de G allant des

sommets de [ a des sommets de F' :
L(G,I,F) == {ucE;|3scl, ItCF, 5:Z>t}.

Le graphe inverse G=! de G est 'ensemble des sommets coloriés de G et des

arcs inverses de G :
Gl i={tSs|s5t} U{eseG|ceFiNnsecSs).

Une chaine (respectivement un cycle) de G est un chemin (respectivement
un circuit) de G U G™1. La distance dg(s,t) entre deux sommets s,t € Sg

d’un graphe G est la plus petite longueur des chaines de G entre s et ¢ :
dg(s,t) == min({ju| | s = t} U {w}).
GUG—!
Si tout sommet p € S est accessible a partir d’'un sommet 7 :

r :G> D pour tout p € S,
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on dit de r qu’il est une racine de G.
La restriction GG|p d'un graphe G' a un ensemble P de sommets est le sous-

graphe induit par P :
Gp = {(s,a,t) eG | s,te PyU{cpe G |p € P}

Le sous-graphe accessible a partir d’'un sommet s est la restriction de G aux

sommets accessibles a partir de s :

Gls = G\{q | s = ¢}

On définit également le sous-graphe de G accessible (resp. co-accessible) a
partir d'une couleur c¢. G._, (resp. G_,.) est la restriction de G’ aux sommets

accessibles (resp. co-accessibles) a partir des sommets coloriés par ¢ :

GCH = U Gls
cseG
Goe = Gisea | =t s = t A cteG}

et on introduit la notation G.,_., pour désigner la restriction de G aux

sommets accessibles par la couleur ¢; et co-accessibles par la couleur c,.



Chapitre 3
Des automates finis

Notre étude concerne les langages de mots. Il existe différents types de
langages que I'on regroupe par classes. On peut citer notamment les langages
réguliers ou encore les langages algébriques. Pour chaque classe de langages,
il existe une classe de générateur : les grammaires de mots. Dans le premier
paragraphe, aprés avoir rappelé ce que sont les grammaires de mots, nous dé-
crirons la classification des langages selon Chomsky [Ch56]. Les grammaires
de mots ne sont pas les seuls objets qui nous permettent de travailler sur
les langages. Nous utilisons également des graphes coloriés et étiquetés : les
automates. Pour chaque classe de langage, on décrit une classe d’automates
de sorte que les traces de ces automates correspondent aux langages. Dans
le paragraphe 2 de ce chapitre, nous décrivons les automates finis qui recon-
naissent les langages réguliers, I’étude des automates associés aux langages

algébriques se faisant au chapitre suivant.

3.1 Grammaires de mots

Dans ce paragraphe, nous décrivons un objet qui permet d’engendrer les
langages de mots : les grammaires de mots. Ces langages (et les grammaires
associés) peuvent étre classifiées en fonction de leur compléxité. Ceci a été

fait par Noam Chomsky en 1956.

20
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3.1.1 Définition

Une grammaire R = (3, N, D, 0) est un quadruplet ou

— X est un alphabet de symboles dits terminauz (notés par des lettres
minuscules),

—~ N est un alphabet de symboles dits non-terminauz (notés par des
lettres majuscules),

— un non-terminal de départ D appelé axiome,

— un ensemble fini § de régles de la forme

u — w
telles que u € (N UX)T et w € (N UX)*;
et on appelle u le membre gauche de la régle et w son membre droit.

Alinsi, ¢ est une relation binaire sur les mots :
§CNUD)T x (NUD)*™.

Dans ’exemple suivant, nous donnons une grammaire et une représenta-

tion schématique des régles.

Exemple 3.1.1. La grammaire R = ({a,b},{A}, A, {(A,¢), (A,aAb)}) est
un premier exemple de grammaire. Pour plus de lisibilité, nous décrivons ses

régles a la figure Bl
A —» ¢

A —» aAb

F1G. 3.1 — Une grammaire de mots.

On différencie les grammaires de mots en fonction de la forme de leurs
régles. Ceci a été fait par Noam Chomsky [Ch56| et est discuté au paragraphe

suivant.
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L’ensemble § des régles définit une relation binaire de récriture sur (X UN)*.
Un mot u = v/zu” se récrit selon la grammaire R en un mot v = v'wu”, et

on note
uw=uzu — vwu" =v
R

si ¥ — w est une régle de R, i.e. (z,w) € 0.
Dans I’exemple suivant, nous détaillons les premiéres récritures en fonction

des régles de I'exemple Bl

Exemple 3.1.2. Les récritures suivant la régle (A, aAb) sont représentées

horizontalement et celles suivant (A, ) le sont verticalement.

A — aAb — aaAbb — aaaAbbb

! ! ! !
15 ab aabb aaabbb

La fermeture réflexive et transitive de la relation de récriture (suivant une
grammaire R) est notée ?* et on parle alors de dérivation (selon R). Le
mot u se dérive en le mot v, noté u 7* v, si il existe une suite de n > 0
récritures selon R de v a v :

U=1Uy — ... — Uy = 0.
R R

Le langage engendré L(R) par une grammaire R = (X, N, D, ) est I'en-

semble des mots de X* qui peuvent se dériver a partir de 'axiome D :
L(R) = {uGZ*|D?*u}

Le langage engendré par la grammaire de I’exemple Bl est {a"b™ | n > 0};
autrement dit, cette grammaire engendre tous les mots commencant par n

occurrences de la lettre a, suivies par n occurrences de la lettre b.

3.1.2 La hiérarchie de Chomsky

En 1956, Noam Chomsky [Ch56] classa les langages en fonction de leur

complexité d’expression. Il définit quatre classes de langages de compléxité
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croissante, constituant ainsi la hiérarchie de Chomsky.

A chacune de ces classes, on fait correspondre un type de grammaire de mots
engendrant la famille de langages. Ces types de grammaires se différencient
par la structure syntaxique des régles. Ces informations sont regroupées dans

le tableau suivant,

Niveau Langage Grammaire | Forme des régles
3 régulier linéaire droite A —aB
ou gauche ou A — Ba
2 algébrique algébrique A—w
contextuel contextuelle sAt — sut
0 récursivement générale v —w
énumérable

dans lequel A, B e N, s,t € ¥*, u,v,w € (BUN)* et u # e.

On peut distinguer des sous-classes dans cette hiérarchie. Une subdivision
est donnée a la figure B2l avec les notations suivantes :
— RE est la classe des langages récursivement énumérables (acceptés par
les machines de Turing),
— CONT est la classe des langages contextuels (acceptés par les machines
de Turing linéairement bornés),
— ALG est la classe des langages algébriques (acceptés par les automates
a pile),
— DALG est la classe des langages algébriques déterministes (acceptés
par les automates a pile déterministes),
— REG est la classe des langages réguliers (acceptés par les automates
finis) et
— FIN est la classe des langages finis.
Dans ce document, nous nous intéressons principalement aux niveaux trois
et deux de la hiérarchie, c’est-a-dire aux langages réguliers et aux langages
algébriques. Les langages étant généralement des ensembles infinis, il n’est
pas possible de les spécifier en donnant tous leurs mots. C’est pourquoi nous

utilisons des outils finis pour les décrire, afin ainsi de dégager des propriétés
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RE

F1G. 3.2 — La hiérarchie de Chomsky

sur les langages en observant les propriétés de leur description.

Nous verrons dans le prochain paragraphe 'utilité des automates finis pour
travailler sur les langages réguliers. Cette classe des langages posséde bien
des propriétés de décidabilité comme par exemple la cloture par intersection
et par complément, ce qui permet notamment de décider de I'inclusion (la
vacuité d’un langage régulier étant décidable). Mais ces propriétés ne sont
pas nécessairement valables pour toutes les autres classes de la hiérarchie de
Chomsky. Par exemple la famille des langages contextuels posséde les pro-
priétés de cloture des langages réguliers mais la vacuité de ces langages n’est
pas décidable. Un autre exemple est la classe des langages algébriques qui
n’est pas close par intersection. Néanmoins, nous montrons qu’il est possible
de généraliser les propriétés de cloture et de décidabilité des langages ré-
guliers & des sous-classes (strictes) de langages algébriques en utilisant une
méthode dite de synchronisation. Aprés avoir décrit les propriétés qui nous

intéressent sur les langages réguliers, nous verrons comment les étendre.
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3.2 Automates finis

Dans la hiérarchie de Chomsky, les langages réguliers sont au niveau 3. Ils
sont parmi les langages infinis ceux qui ont le plus petit pouvoir d’expression
(cf. exemple BZZT]).

Pour un alphabet X, on note Reg(X*) 'ensemble des langages réguliers dont
les mots sont construits sur l'alphabet ..

Rappelons que Reg(3*) est la plus petite famille de langages telle que, pour
tout langage L, L' € Reg(3*) :

— () est un langage régulier ;

~Va e ¥, {a} € Reg(¥*);

— Reg(¥*) est clos par union : LUL" = {u|ue€ LVuelL} € Reg(X*);

— Reg(¥*) est clos par concaténation :

LL = {uwl|uel Nwvel} € Reg(¥"),
— Reg(X*) est clos par I’étoile de Kleene qui est la fermeture réflexive et
transitive de la concaténation :
L' = {u...up [ n>0 A uy,...,u, € L} € Reg(X¥).

Exemple 3.2.1. Le langage X* de tous les mots sur X est un langage régulier.
Sur l'alphabet {a,b}, le langage L = a*b* = {a™b" | m,n > 0} des mots
commencant par une suite de a de longueur quelconque, suivie par une suite
de b de longueur quelconque est aussi un langage régulier.

Mais le langage L' = {a"b" | n > 0} C L n’est pas régulier : on ne peut pas

exprimer ’égalité par un langage régulier.

Il existe bien des fagons de définir un langage régulier. Nous donnons ici
deux types de machines abstraites pour reconnaitre les langages réguliers, a

savoir les grammaires linéaires gauches et les automates finis.

3.2.1 Les grammaires linéaires gauches

En théorie des langages, il est bien connu que les langages réguliers sont
les langages engendrés par les grammaires linéaires gauches.

Une grammaire de mots R = (X,N,D,d) est linéaire gauche si chaque
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membre gauche de ses régles est un unique non-terminal et chaque membre
droit est un mot terminal ou un mot composé d'un non-terminal suivi par

un mot terminal :
V(A,w)ed, Ae N N weNZ U X

ou . est la concaténation sur (N U X)*.

Remarque : Dans la littérature, il existe également les grammaires
linéaires droites pour lesquelles, dans le membre droit des régles, le non-
terminal se trouve a droite du mot terminal. Comme les deux modéles sont

équivalents, nous en avons choisi un arbitrairement.

Les grammaires de mots offrent une fagon de spécifier la structure syntaxique
des langages. Une autre facon de décrire ou reconnaitre les langages réguliers
est 'utilisation des traces des automates finis. Ceux-ci permettent en effet de

donner une maniére géométrique de description des langages réguliers.

3.2.2 Les automates finis

Un automate fini est une machine abstraite composée d’états et de tran-
sitions. Un automate fini M = (S, A, %, I, F') est la donnée
— d’un ensemble fini S d’états,
— d’un ensemble A de transitions entre les états, étiquetées sur X :
ACSxY xS,
— d’un ensemble I C S d’états initiaux,
— et d'un ensemble F' C S d’états finaux.
Tout automate fini M = (S, A,%, I, F) est le graphe colorié et étiqueté
G = (S, A) tel que
— les sommets correspondants aux états initiaux sont coloriés par une
couleur particuliére, disons i : I = S¢; et
— les sommets correspondants aux états finaux sont coloriés par une cou-
leur particuliére, disons f : F' = Sg ;.
Un automate M = (S, A,%, [, F) est déterministe si son graphe (S,.A) est

déterministe et qu’il ne posséde qu’un seul état initial |I| = 1. Par la suite,
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nous identifierons un automate fini avec son graphe colorié.
Nous utilisons ici les automates comme accepteurs de langages. Un langage
L(M) construit sur 3 est accepté (ou reconnu) par un automate M = (S, .A)

s’il est ensemble des traces de M entre les sommets initiaux et ceux finaux :
L(M) = L(M,I,F) C X~

Les langages réguliers qui ont été définis par cloture des langages finis par
union, concaténation et étoile, sont exactement les langages acceptés par les
automates finis. Ce résultat est di a Kleene [KIZ0].

Théoréme 3.2.2. Les langages réquliers sont les langages acceptés par

les automates finis.

On peut transformer tout automate fini en un automate fini déterministe

et, complet équivalent.

Propriété 3.2.3. Tout langage réqulier est accepté par un automate fini

déterministe et complet.

Par 'opération de déterminisation Det appliquée & un graphe fini GG, on
construit le graphe fini Det(G) déterministe tel que L(G) = L(Det(G)) :

D@t(G) = {Sli>52|51§8g/\ Vit (tESQ < 38651, S%t)}

U {i{p|ipe G}}
U {fP|PCScANIpeP, fpeG}

La propriété est effective : tout automate fini M est transformé en un
automate fini M’ déterministe et complet tel que L(M) = L(M’). La
construction est illustrée a la figure B3l

Notons que, de maniére générale, nous ne représentons pas les sommets
non accessibles a partir du sommet initial. C’est en utilisant les automates
finis que nous allons décrire les propriétés de cloture par intersection et com-
plémentation des langages réguliers. Nous les étendrons ensuite a des sous-

familles de langages algébriques.
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b
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(P)\(r) a
a b O

o — o

) / ® ®
1

@

Fia. 3.3 — Déterminisation d’un automate fini.

3.2.3 Propriétés de fermeture

Par définition, la famille des langages réguliers sur un alphabet X est close
par union, par concaténation et par 1’étoile de Kleene. Elle est aussi fermée
par intersection et par complémentaire.

Nous donnons ici les constructions habituelles sur les automates finis pour la
cloture par intersection, par complémentaire, mais aussi pour la cloture par

concaténation et sa fermeture réflexive et transitive.

L’intersection

Soient L et Ls les langages réguliers sur > reconnus respectivement par
des automates finis G et H. Nous construisons un automate fini qui accepte
le langage L; N L. Pour cela on utilise le produit de synchronisation G x H

de G par H défini comme suit :
GxH = {(sp) > (tg) [ s>t A p—a}
U {i(s,p) |ise G N ipe H}
U {f(sp)[fseG A fpeH}

[’automate ainsi construit est fini et on a
L(Gx H,i,f) = LN Ls.

Ainsi, Reg(X*) est clos par intersection.
Prenons les automates G et H représentés a la figure B4 qui reconnaissent
les langages L(G) = a(ba)*b et L(H) = a*b(a +b)*. On a L(G) C L(H).



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 29

i o f
G= 2 N,
() (q)‘\/ )

a b
[OR: BLON
o

FIG. 3.4 — Deux automates finis G et H.

La figure illustre la construction de I'automate G' x H qui reconnait le
langage L(G) N L(H) = L(G) mais n’est pas isomorphe a G.

. a

i a b f

o — @ —T— @

(p,S) (q,S) (r t)&/ (qvt)
b

Fia. 3.5 — L’automate G x H.

Le complémentaire

Soit G un automate fini reconnaissant le langage régulier L = L(G).
Nous voulons construire un automate reconnaissant le complémentaire de L,
asavoir ¥* — L = {ue X |ué¢L}.

La construction se fait en deux étapes :
— on construit 'automate H déterministe et complet qui reconnait le
langage L(G),
— on construit 'automate H en interchangeant les sommets finaux et
non-finaux de H :
H = (H—-fSy) U {fs|seSy N fs¢ H}.
L’automate H est fini et reconnait le complémentaire de L.
Pour 'automate G défini a la figure B2, automate H de la figure recon-

nait le complémentaire de L(A).
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if a {rss p {4 O

.—».—».—».f

{p.q}

b

FIG. 3.6 — L’automate complément de celui a la figure

La concaténation

Soient L et Ly deux langages réguliers reconnus respectivement par des
automates finis G et H. On peut supposer que les sommets de G et de H
sont distincts : Sg NSy = 0.

Pour construire I'automate qui accepte Li.Lo, on relie les sommets finaux de

G aux buts des transitions initiales de H (en leur retirant leurs couleurs si
9 ¢ LQ) :
GH = (G-—{fseG|ec¢ L(H)})
U (H—iSy)
u {slt|fseG/\3p,ipeH/\p%>t}

En prenant les automates G et H définis a la figure B4, on construit ’auto-
mate G.H de la figure B

b

b/\b
I a /\\aQb

e — o O(t)f

() (q)\g/ 0] ®

a

Fia. 3.7 — L’automate G.H.
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On peut remarquer que ’automate qui reconnait la concaténation des lan-
gages peut ne pas étre déterministe, et cela méme si les automates reconnais-
sant ces langages le sont. Mais on peut toujours le déterminiser.

En appliquant Det a Pautomate de I’exemple précédent, on obtient 1’au-
tomate déterministe de la figure ol on s’est restreint aux sommets co-

accessibles & partir des sommets finaux.

a @ b 1 a a9 a () op Of
@ —73 @ > > {S} > {t}
{p} b
(rg!
{St}o
a

Fi1G. 3.8 — Déterminisation de I'automate de la figure B

L’étoile de Kleene

Soit L un langage régulier reconnu par un automate fini G (que 'on
peut supposer déterministe). Nous cherchons & construire un automate fini
G* acceptant le langage L*. Pour cela, on transforme ’automate G' en un
automate équivalent G’ de sorte que le sommet initial de G’ ne soit but

d’aucun arc. Soit p un nouveau sommet :

G = (G—{is|is € G}) U {ip}
U {p>t|3Is(iseG A sSte@)}
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A partir de G’, on construit G : pour tout arc ayant pour but un sommet

final on ajoute un arc de méme source et ayant pour but le sommet initial
de G’ :

Gt = G'U{sSp|3t fteG ns St}

Cette grammaire reconnait le langage L™. Tl ne reste plus qu’a rajouter I’ac-

ceptation du mot vide :
G* = GTU{fp}.

G* est donc bien un automate fini reconnaissant L(G)*. A titre d’exemple,
considérons 'automate fini H de la figure B4l L’automate obtenu par cette

construction et donc acceptant L(H)* est représenté a la figure B0

b
a b
L/ a O
fo—» o —— o (t)f
®) © @)
a a
b

Fia. 3.9 — L’automate H*.

L’utilisation des automates finis dans I’étude des langages réguliers nous
donne une méthode efficace et simple d’obtenir 'effectivité des propriétés
de cloture de ces langages. Dans le chapitre suivant, nous décrivons les lan-
gages algébriques. Cette classe de langages n’étant pas close pour plusieurs
des opérations présentées ici, ces constructions ne leur sont pas extensibles.
Néanmoins, nous verrons dans le chapitre 4 comment définir des sous-classes
strictes de langages algébriques pour lesquelles on étendra les constructions
de ce chapitre pour prouver leurs propriétés de cloture par les opérations que

nous avons décrites.



Chapitre 4

Aux automates réguliers

4.1 Automates a piles

Dans le chapitre précédent, nous avons traité des langages acceptés par les
automates a états finis : les langages réguliers. Dans la hiérarchie de Chomsky,
ils sont strictement inclus dans les langages algébriques. De méme que pour
les langages réguliers, il existe différents formalismes finis pour engendrer (ou
reconnaitre) les langages algébriques. Nous donnons la maniére historique de
les construire & savoir a l'aide des grammaires algébriques (de mots). Nous
voyons ensuite que ces grammaires de mots ont le méme pouvoir d’expression
que les automates a pile. En représentant les transitions de ces machines
par des graphes, on définit la classe des graphes réguliers. Une propriété
géométrique de ces graphes a permis de définir un type de grammaires sur

les graphes, qui étend les grammaires de mots.

4.1.1 Les grammaires algébriques

Un langage est algébrique s’il est engendré par une grammaire de mots
dite algébrique. Les régles de ces grammaires sont telles que tout membre
gauche est réduit a une lettre dite non-terminale et que tout membre droit
est un mot composé de non-terminaux et d’autres lettres dites terminales.
La grammaire R = (X, N, D, §) telle que

V(Au) €0, Ae N AN ue (NUD)*

33
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est algébrique. La grammaire représentée a la figure Bl est algébrique et
engendre le langage algébrique L(R) = {a™b" € ¥* | n > 0}.

4.1.2 Les automates a piles

Un automate a pile est une machine abstraite composée d’une bande de
travail munie d’une téte de lecture a états finis et d’une mémoire sous la
forme d’une pile LIFO (Last In First Out i.e. dernier entré, premier sorti).
Les mouvements de la téte de lecture sont uni-directionnels et sont condi-
tionnés par un ensemble de régles appelé relation de transition (ou également
programme de la machine). La figure représente un automate a pile dont
la téte de lecture dans I’état p lit une lettre a sur la bande de travail et

posséde le mot AU dans sa pile, avec A en sommet de pile.

[ofcfd]- - [afe]

4 o

F1G. 4.1 — Un automate a pile.

Nous réservons un symbole de fond de pile, 1, que I'on ne peut ni empiler ni
dépiler.
Un automate a pile M = (S, I, 3, so, F,0) est défini par

— un ensemble fini S d’états,

— un alphabet I" de lettres de pile tel que L ¢ T,

— un alphabet X d’étiquettes,

— un état initial sg € S,

— un ensemble F' C S d’états finaux,

— une relation de transition § entre les configurations de I'automate.
Une configuration d’un automate a pile est un mot de ST L décrivant 1’état

de 'automate et le mot de sa pile.

Ayant p,g € S, a € ¥ U{e}, A e TU{L} et B € I', la relation de

transition 0 est donnée comme un ensemble fini de régles normalisées de la
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forme
pA L gBA
ou I'on empile la lettre B si le sommet de pile est la lettre A, ou
pA 5 g avec A # |
ott 'on dépile la lettre A # 1 en sommet de pile, ou encore
pA 5 ¢A

ou l'on effectue un changement d’état sans modifier la pile.
Les régles de la premiére forme sont qualifiées de régles d’ajout, celles de la
seconde forme de régles de retrait (mais L ne peut étre dépilée) et celles de

la derniére forme de régles d’action interne.

Exemple 4.1.1. Soit I’automate a pile M suivant :

M = ({QOa q1, 42, Qf}a{A}’{aabve}aqm{qf}’al‘/f)

avec 0); donné par les régles suivantes :

ol = qAL
gA 5 g AA
nA % a2

g2 A % a2
gL N qu_

Pour la régle d’ajout pA % gBA, 6 réalise la transition suivante :
pAU % qBAU (ajout)

oit AU € T'*L. De méme l'application d’une régle de retrait pA % ¢ fait
passer 'automate de la configuration pAU a la configuration qU, et une
action interne pA = ¢A déclenchera le passage de la configuration pAU a la

configuration qAU :

pAU % qU (retrait)

pU % qU (action interne)
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Prenant M = (5,1, %, s, F,d) un automate a pile, nous définissons son

graphe des transitions dont les sommets sont des configurations de M :
Hy = {pAU % qVU | pA S qV €6 N AU €T L}

Plus particuliérement, nous nous intéressons aux configurations accessibles
par la relation de transition a partir de la configuration initiale sy L et nous

notons
Gy = (Hy U{i(so L)} U{f(sU) | s € FAU €T*L}) (s01)

le graphe de transition des configurations de 'automate M.

Notons que cette définition d’automate a pile correspond dans la littérature
aux automates a piles dits »faibles « : chaque transition ne modifie la taille de
la pile d’au plus un. Mais les automates a pile faibles et les automates a pile
définissent les mémes graphes de transition (& isomorphisme prés) [Ca06)].
Le langage L(M) reconnu par M est 'ensemble des traces entre le sommet

colorié par i et les sommets coloriés par f :
L(M) = L(Gu,t, f)-

Un automate a pile M est complet si L(M) = ¥*.
Le graphe de transition de 'automate a pile M défini a 'exemple ELT.T] est
représenté a la figure 2, et L(M) = {a™b™ | n > 0}.

(@l) o (@4D) 4 (@AAL),  (nAAAL)

o - < e e

@D (@) b (@A) P (@Adl) P @addl)
F1G. 4.2 — Graphe de transition de 'automate a pile de I'exemple EET.T1
Les automates a pile reconnaissent les langages engendrés par les gram-
maires algébriques.

Propriété 4.1.2. Les langages reconnus par les automates a piles sont

exactement les langages algébriques.
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Un automate a pile est déterministe si
— d’une part pour chaque configuration, la configuration que 1’on obtient
par la relation de transition est unique :
pASqV ed AN pAS GV €d = q=q¢ NV =V
— et d’autre part a partir d’'une configuration, on ne peut avoir que soit
des transitions étiquetées par des lettres de ¥ — {c}, soit des transitions
étiquetées par € :
pAS gV ed N pAS ¢V €d = a=c.
Les langages engendrés par les automates a pile déterministes sont les lan-
gages algébriques déterministes.
Un automate a pile est temps réel s’il ne posséde aucune transition étiquetée

par € :
chded = ac¥—{e}.

Les automates a pile temps réel reconnaissent les langages algébriques.
Ces diverses restrictions d’automates a pile reconnaissent des sous-familles

différentes de langages algébriques, comme indiqué par le schéma ci-dessous :

Alg. dét.
tps réel

FiG. 4.3 — Sous-familles de langages algébriques.

Le langage {a"b" | n > 0} accepté par 'automate de I’exemple EETT] est un
langage algébrique déterministe et temps réel.

Le langage {a"b" | n > 0} U {a"V*" | n > 0} est un langage algébrique non
déterministe.

Donnons un langage algébrique déterministe mais non déterministe temps

réel. Considérons I'automate a pile déterministe M suivant :
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il % pAl|pA % pAA|pB 5 pBB
gA S pA | pA LA P pB 4, P

gB 5 ¢ pA S pBA|pB 5 ¢B
pl S il |[pA S ¢A

d’état initial et final 7. Son graphe de transition G, est représenté comme
suit :

(iL)
i f

a
ET\b\(pAL) a_  (pAAl)a

o E—— e

i\
£ |
(qAJ-). e C ° e C «“€
d

o od 4
(gBAL)e<C—(a) ENL. “i<el, avec a = pBAL
el d le e 4 e 5| d( c
(@BBAL)e=S- | e e<®
| (PBBAL)

|
| | |
|
F1G. 4.4 — G est déterministe et non temps réel.

Le langage L(M) reconnu par M est un langage algébrique déterministe
mais il ne peut pas étre reconnu par un automate a pile déterministe temps

réel.

Indiquons que la forme particuliére des régles des automates a piles (ajout,
retrait, action interne) n’est pas une restriction pour les langages engendrés,
méme en se restreignant aux automates déterministes et/ou temps réel. En

fait, ils définissent les mémes familles de graphes de transition [Ca06].

Muller et Schupp furent les premiers a étudier les automates a pile du

point de vue de la géométrie de leurs graphes de transition [MS83]. A leur
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sens, un graphe de degré fini est régulier si on peut le décomposer par dis-
tance a partir d'un sommet en un nombre fini de composantes connexes (a
isomorphisme preés).

Pour une meilleure compréhension des graphes que nous utilisons dans ce
document, attardons nous sur cette notion de décomposition finie par dis-
tance. On se restreint aux graphes G dont tout sommet est connecté (par
une chaine) & un sommet initial : toute composante connexe de G posséde
au moins un sommet initial. Dans ce cas, la distance de tout sommet s de GG

définie par

dg(s) = min{dg(s,t) | it € G}

= mi 3t (it = ¢
min{|u| | 3t (¢ EG/\SGEE1 )}

est finie. En particulier, les sommets de distance nulle sont les sommets ini-
tiaux : dg(s) =0 <= is € G.

Définissons la décomposition de G & partir de ses sommets initiaux. La pre-
miére étape de la décomposition de GG consiste a retirer les sommets initiaux
de G, a savoir les couleurs et les arcs portant sur un sommet initial, et a
prendre pour sommet initial tout nouveau sommet d’'un arc retiré; autre-

ment dit, on obtient le graphe suivant :
G\ = G|{SESG | is¢G} U {’LS | 1S §é GA3t (S G—G>1 tAit € G)}
UG~

Puis, itérativement, on continue la décomposition a partir du graphe G ob-

tenu, a savoir :
GV =G et G+ = G pour tout n > 0.

On dit que G est de décomposition finie par distance si {@" | n >0} n'a
qu’un nombre fini de composantes connexes non isomorphes.

Par exemple, le graphe suivant :
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I a . a A .
e T o T ¢

est de décomposition finie par distance n’ayant par décomposition que les
trois composantes connexes ci-apres :

i. a _ a [ ] a [ ]
; C [ ] C [ ] C [ ]
la__a_
b‘ b b‘ - - =
i. [ ] [ ] [ ]
f o c c
l—a>0_a>.
} C ’ C ’ C ’

F1G. 4.5 — Décomposition par distance d’un graphe.
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Par contre, la grille ci-aprés n’admet pas de décomposition finie par distance.

| a . a . a .

b b b‘ b‘

e_a a a

b b bj bj -----
.—a>°—a> o—a>o

b b b‘ b‘
°—a>. a a

Un résultat majeur, établi depuis plus de vingt ans, est que les graphes des
automates a pile sont les graphes de degré fini et admettant une décomposi-

tion finie par distance.

Théoréme 4.1.3. Muller et Schupp [MS83] Les graphes de transition des
automates a pile sont les graphes de degré fini, accessibles a partir d’un unique

sommet initial et de décomposition finie.

Démonstration :
= : nous montrons d’abord que le graphe de transition de tout automate a
pile est un graphe de degré et de décomposition finis. Soit M = (S, T, ¥, s¢, F}, )
un automate a pile.
Par définition, son graphe de transition Gj; a un unique sommet initial sq_L
qui est racine de G ;.

Vérifions que G, et plus généralement
Hy = {pAU % qVU | pA 5 qV € SANAU €T 1)

est un graphe de degré fini.
Le degré sortant de tout sommet (pAU) est égal au nombre de régles de

domaine pA, donc est borné par le nombre |§| de régles. Vérifions que le
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degré entrant de tout sommet (gWW) est fini.

Supposons qu’il existe une infinité d’arcs de but (¢gW) :

pour tout n > 0, p,A,U, 1%; gW avec (p;A;U;, a;) # (p;A;Uj, aj) pour i # j.
Pour tout n > 0, soit ¢,V,, le membre droit de la régle (p,A,, a,) i.e.

Ainsi, on a
gV = gVt = ... = ¢,V,U, = ...

doung=q¢=...=¢,=...et W=V U =...=V,U,=...

Comme la relation § est finie, il existe ¢ # j tels que
(pi, Aiy aiy i, Vi) = (pj, Ay, ag, q5, Vi)

Comme V; = V;, on a U; = U; d'ou (p;A;U;,a;) = (p;A;Uj,a;), ce qui est
contradictoire. Donc Gy est de degré fini.

On montre que G, est de décomposition finie par distance en deux étapes.
La premiére étape montre 1'identité entre la décomposition finie par distance
et le fait d’étre engendré par distance par une grammaire (voir proposition
EZ7). La deuxiéme étape montre que tout graphe régulier de degré fini et
accessible est finiment décomposable par distance ([Cal7]).

< : soit G un graphe de degré fini, ayant un unique sommet initial r qui
est racine de GG, et de décomposition finie par distance. Montrons que G est
isomorphe au graphe de transition d’un automate a pile. On note Comp(H)
I’ensemble des composantes connexes d'un graphe H.

Soient Gy, ...G), des graphes non isomorphes tels que

Vi€ lp], In>0, 3H € C’omp(@"), G;,~H
Vn >0, YH € Comp(G™), 3j € [p], G;~ H.

On suppose que les sommets initiaux des graphes G; sont distincts entre eux :
S6,iNSc.i=0 pourtout 1 <k <[<p.

Pour tout j € [p], il existe des applications injectives f1, ..., f", ..., fl,...., fi7

telles que
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Gj = fL(GHU...UfG)HU. ..
U fL(G)U.. .U f2(G,)

et ou les unions sont disjointes.

On construit un automate a pile dont I’ensemble S des états est
S:SGl,iU---USGP,i ,

I'alphabet T" des lettres de pile (L ¢ T") est

U= {(,k1) | jkelp] AlE [}

et la relation de transition § est définie par les régles ci-dessous.

On a les régles d’ajout :
p(x, j,y) = q(j, k,m)(z, j,y) si p Gi> (q)
les régles de retrait :
q(j, k,m) = p si f71.(q) Gi;p
et les régles d’action interne :

p(z, j,y) = q(z,j,y) sip=q.

J

On suppose que GG; = G et on ajoute les régles :

rl % q(lk,m)L si o7 G% flmk(q)
q(1,k,m)L S rl si f(a) Gg r
1
rl Lol sir 7
G1

L’état initial est r et 'ensemble des états finaux est
F = {SESGJ.J‘ |j€ [p]/\fSEGj}.

Ainsi, le graphe de transition de cet automate a pile, accessible a partir de

r_L, est isomorphe au graphe G.
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La construction de ce théoréme appliquée a ’exemple précédent donne 1’au-
tomate a pile M suivant :

rl % sAl | sA-S pBA |pB = pCB

rl % tAL | sA2 gBA | pB 2 ¢CB

gB S5t pC = pCC

¢CSq | pC L gCC
avec A =(1,2,1), B=1(2,3,1),C = (3,3,1), d’état initial et d’unique état
final ¢t. Le graphe de transition de M est le graphe

1 a
(TL). o e

4 -

(tAly <=0 <——>¢ .

f C (gBAL) © (qCBAL) ¢ (¢CCBAL)

Suivant cette idée, il a été développé un outil pour engendrer ces graphes, a
savoir les grammaires HR (Hyperedge Replacement) [Co90| dites aussi gram-

maires déterministes de graphes.

4.2 Automates réguliers

Les grammaires algébriques et les automates a pile sont des machines abs-
traites pour engendrer ou reconnaitre les langages algébriques. Le théoréme
de Muller et Schupp a établi que les graphes des automates a pile sont les
graphes ayant une régularité de structure : ils admettent une décomposition
finie par distance a partir des sommets initiaux. Au lieu de partir du graphe
d’un automate a pile et de le découper itérativement, on préfére I’engendrer
itérativement a partir du graphe vide (en ajoutant des sommets au lieu d’en

enlever) a I'aide d’une grammaire déterministe de graphes.

4.2.1 Les grammaires déterministes de graphes

On étend la notion de grammaire de mots en la notion de grammaire de

graphes. La ot une grammaire de mots engendre un langage, une grammaire
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déterministe de graphes engendre un graphe. Néanmoins, le principe qui régit
la construction du langage dans une grammaire de mots, la récriture, s’étend
aux grammaires de graphes.

Pour définir une grammaire de graphes, nous prenons un alphabet F de
symboles, appelés fonctions, munis d’une arité p.

Un hyperarc est un arc portant sur plusieurs sommets. Il est étiqueté par une
fonction ayant pour arité le nombre de sommets sur lesquels I’hyperarc porte.
L’hyperarc fs;...s,y) est étiqueté par f, de sommets successifs si,...,s,.s).
De plus, on divise F en deux sous-ensembles distincts 7 = N W T. Les
éléments de N sont appelés les non-terminauzr et ceux de T' les terminauz.
Pour tout n > 0,

Fn = NyWT,

ou N, et T,, sont respectivement les non-terminaux et les terminaux d’arité

n. On étend la notion d’arité des symboles a ’arité des hyperarcs et on dit

que fsy...s,p est d’arité p(f) :

p(fsi...sypy) = p(f) pour tout f € F.

Un hyperarc fs;...s,) est qualifié de non-terminal (respectivement ter-
minal) si f est un non-terminal (resp. un terminal). On fera également ré-
férence & un hyperarc vu comme un mot de F&* pour un ensemble § de

sommets. Notamment, la premiére lettre d’'un hyperarc est son étiquette :

(fs1---spp)(1) = f.

La figure suivante présente I'hyperarc Astuv d’arité 4.

A
©® O © O
Un hypergraphe G est un sous-ensemble de | J F,S™ pour un ensemble S de

n>0
sommets. L’ensemble des sommets de G est

Se == {s€8 | FS'sS* NG #0).
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Prenant un ensemble F d’étiquettes, on définit 'ensemble S¢ i des sommets

de G qui sont sommets des hyperarcs étiquetés par un symbole de E :
SG,E = {8 e S | ES*sS* NG 7é @} = S¢ n Es*

ou G N ES* est la restriction de G aux hyperarcs étiquetés dans F.
Pour faire le paralléle avec les notions d’étiquettes et de couleurs du para-
graphe 1.4, nous utiliserons le terme « étiquette d’arcs »pour désigner les ter-

minaux d’arité 2 et le terme « couleur » pour désigner les terminaux d’arité 1.

Une grammaire de graphes R = (3, N, D, ) est composée de :

un ensemble fini ¥ d’étiquettes,

— un ensemble fini N de symboles non-terminaux,

— un hypergraphe fini D dit axiome de la grammaire, et
— un ensemble fini § de couples tel que § C NS* x 2(30NS™,

[’ensemble 0 des régles de la grammaire est un ensemble de couples pour
lesquels la premiére composante (le membre gauche) est un hyperarc non-
terminal reliant des sommets distincts et la deuxiéme composante (le membre
droit) est un hypergraphe fini.

On se restreint aux grammaires déterministes de graphes, c¢’est-a-dire qu'’il

n’y a qu'une seule régle pour chaque non-terminal :
(X, H),(V.K) €5 AX(1) = Y(1) — (X.H)=(V.K).

Désignons par
— Npg 'ensemble des étiquettes des membres gauches de 9, aussi appelées
les non-terminaur de R :
Ng = {feN|3IX,Y)es X(1)=f}
— Tr 'ensemble des terminauzr apparaissant dans les membres droits de
R:
Tp = {feT |IX,Y)€dIsi...sn5), [s1...5x5) €Y}
— Fr 'ensemble des étiquettes de R :
Fr := NrUT}R.
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Pour notre étude, nous ne considérons que des terminaux d’arité un ou deux.
En effet, nous utilisons les grammaires comme générateurs de graphes éti-
quetés et coloriés : les terminaux d’arité 1 sont les couleurs des sommets et
ceux d’arité 2 étiquettent les arcs. Ainsi T C F; U Fo.

Pour toute régle (X,Y) € 4, on spécifie ’ensemble Iy des entrées qui sont
les sommets de Y qui apparaissent dans X, et ’ensemble Oy des sorties de
Y qui sont les sommets qui appartiennent & un hyperarc non-terminal dans

Y .
]y = SxﬂSy et Oy = SY,NR

Comme pour les grammaires de mots, on donne un axiome, D, qui est un
point de départ pour la grammaire. Dans le cas des grammaires de graphes,
D est un hypergraphe fini. Pour toute grammaire R, on pose Z € Ny —
Fr un non-terminal particulier n’apparaissant pas dans la grammaire et on
ajoute a R la régle (Z, D). Une grammaire de graphes se résumera alors au
triplet (3, N, R) et plus généralement, on omet les ensembles d’étiquettes et
une grammaire R se résume a son ensemble de régles. Ainsi, Dom(R) (resp.

Im(R)) est 'ensemble des membres gauches (resp. droits) des régles de R.

Exemple 4.2.1. Soit la grammaire de graphes

R ={(Z {Axy, iz, fy}), (A12,{alp, bp2, Apq, bq2})}
avec Np = {Z, A} et Tg = {a, b, i, f}. La forme littéraire pouvant étre difficile

a lire, on a représenté R a la figure FL0O

(). () @45 ®

° f o
) @] )] (@)

F1G. 4.6 — Une grammaire déterministe de graphes.

Nous avons vu précédemment le fonctionnement des grammaires de mots.

Nous étendons le principe de récriture aux grammaires de graphes. Pour les
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mots, on remplace un non-terminal par un mot. Dans le cas des graphes, un
hyperarc non-terminal P d’un hypergraphe H est remplacé par le membre
droit d’une régle (X,Y) en identifiant les entrées de Y avec les sommets
correspondants de P, la correspondance ne se faisant que si P et X ont
la méme étiquette. Un hypergraphe H se réerit en un hypergraphe H' en
remplagant un hyperarc non-terminal P suivant une grammaire R , et on

note H — H’, si
P

)

(X, Y)eR, X(1)=P(1) A H = (H— P)Uh(Y)

ol h est une application qui a toute entrée X (i) associe le sommet P(7)
(pour i € [2, p(X(1))]), et associe injectivement aux autres sommets de Y de

nouveaux éléments de S :
h : X@i@)ely — P(i) pour tout i € [2, p(X(1))].
Sy — [y — 8 — SH

Pour une régle de R représentée par

(X)e (X)e
el A — Y

(2o (2

la récriture d’un hyperarc Apqr d’un hypergraphe H est représenté par

avec h(z) = p, h(y) = q, h(z) = r et h(s) ¢ Sy pour tout s € Sy — {z,y, z}.
On représente a la figure les premiéres étapes de récriture en fonction
de la grammaire de 'exemple EL2.T1.
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F1G. 4.7 — Récritures de graphes.

La récriture — d’un hyperarc P selon une grammaire R est étendue
R

)

a la récriture — d’un ensemble () d’hyperarcs non-terminaux selon R. En

)

particulier, la récriture paralléle compléte :R> est la récriture de tous les
hyperarcs non-terminaux d’un hypergraphe :
H— H' si H — H.
R R,HNNS},

Pour un hypergraphe H, on note [H] la restriction aux arcs terminaux et aux
sommets coloriés : [H] := H — NSj;.

Une grammaire (déterministe de graphes) R engendre, a partir de tout hy-
pergraphe H étiqueté dans Ny U F; U F; et en itérant la récriture paralléle,

une infinité de graphes mais tous isomorphes :

Re(H) = {UHa] | H=Ho= ... Hy = Hopr.o )

n>0

En particulier, 'ensemble R“(Z) (ou plus simplement R¥) des graphes en-
gendrés par R est la fermeture par isomorphisme d’un graphe engendré. On
parlera aussi du graphe engendré par R (4 isomorphisme prés).
Remarquons que a chaque étape de récriture paralléle, le nombre de som-
mets nouvellement atteint est fini. On peut remarquer également que dans la
définition de R“, la récriture paralléle est utile afin d’éviter qu'un hyperarc
non-terminal ne soit pas récrit mais aussi afin d’éviter la non confluence de
la récriture liée a la non multiplicité des graphes, comme le montre I'exemple
suivant (les graphes obtenus par récriture sont ceux encadrés). Pour la gram-
maire R ci-dessous

A A B A

— L]

J —— e . . . . H

5 W ® @ M
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on a
A B o
Z]—-0 L e .20 ep
R Z |p R, Ar | () (9 R.Br| () RAr [0 |
®
N .
° ° ° ¢ Rw

M| RAr | 0]

On peut également définir le graphe canonique Gen(R) d’une grammaire R :
chaque sommet s de Gen(R) est un mot de N*Sypyr) qui est la suite de
non-terminaux et le sommet non-entrée utilisés pour accéder a s par récri-
tures a partir de Z. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 3.5 de [Ca07]| pour

une construction détaillée.
Un graphe G est régulier si il existe une grammaire de graphes qui ’en-
gendre.

A la figure suivante, on représente le graphe régulier engendré par la gram-

maire de exemple EE2T1
i. a L] a L] a L]
/ / / R
f L] L] L] L]
b b b

FiG. 4.8 — Un graphe régulier.

Deux grammaires R et S sont équivalentes si elles engendrent le méme
graphe : R¥ = S¥.

Pour un graphe régulier G engendré par une grammaire de graphes R, on
définit le niveau (E(s) d’'un sommet s comme étant le nombre minimum de
récritures de R a partir de son axiome nécessaires pour atteindre le sommet

s, a savoir pour G = U [H,| avec Z = Hy...= H, = ...,
n>0 R R R

1&(s) = min{n | s € Sy, }.
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En particulier, les sommets de I’axiome sont de poids 0. On pourra utiliser la
notation simplifiée I(s) si la grammaire engendrant le graphe G est entendue.
On représente a la figure le niveau des sommets du graphe engendré par

la grammaire

o
Ay
I \V ]

Q

o

Q

R
———-Ye--——

X

—h

(op
O

F1G. 4.9 — Niveau des sommets du graphe engendré par la grammaire

Les grammaires de graphes peuvent étre normalisées de différentes ma-

niéres.

On considére que toute grammaire est terminale auz sorties (TS). Dans
tout membre droit, chaque hyperarc terminal relie au moins un sommet qui

n’est pas une entrée :
V(X,Y) € R, stl...sp(f) eYNTrS* = {81,...,Sp(f)}ﬁ(8y—fx) %@

en particulier, toute couleur ne porte pas sur une entrée. La grammaire pré-
sentée a la figure est terminale aux sorties.

L’intérét d'une grammaire R d’étre TS est que pour G = |J[H,] avec
n>0
Z?HO...?Hn?..., on a pour tout n > 0,

[Ha] = Gigs | 1(s)<n}-

Ceci n’est pas une restriction : toute grammaire peut étre transformée en une

grammaire TS équivalente.

Lemme 4.2.2. Toute grammaire R peut étre transformée en une grammaire

TS équivalente S préservant les niveaux : pour tout G € R*,

1B(s) = 12(s) pour tout s € Sg.



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES REGULIERS 52
Démonstration :
Pour tout X € Dom(R), on détermine le graphe fini
Hxy = GNTRrSk pour tout G € R¥(X);

en particulier R(X) NTrS% C Hx.

On définit la grammaire suivante :
I = {(X,HxU{X})| X € Dom(R)}
et pour tout X € Dom(R), on associe le graphe
Kx = H — Hx tel que R(X) = H.
11 suffit alors de prendre la grammaire
S = {(X,Kx) | X € Dom(R)}

qui est terminale aux sorties. Par construction, R¥ = S* et pour tout graphe
G € R°, 1&(s) = 12(s) pour tout sommet s de G.

0

La mise en forme terminale aux sorties de la grammaire a la figure 10
est illustrée a la figure LTIl Cette grammaire est TS et équivalente, et les

grammaires définissent la méme relation de niveau.

i 0 @ a .
7 B B —— b B
: © o ¢

FiG. 4.10 — Une grammaire non terminale aux sorties.
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i @ M a .
Z — b B B -_— b B
f ® @ c ¢

F1G. 4.11 — Mise sous forme terminale aux sorties (TS).

Dorénavant, toute grammaire est supposée étre TS.

Une autre normalisation nous permet de ne considérer que des grammaires
connexes. Une grammaire R est une grammaire connexe si de tout membre

gauche qui n’est pas une constante, R engendre un graphe connexe :
VX € Dom(R) — Fy, VG € RY(X), G est connexe.

Toute grammaire peut étre mise sous forme connexe.

Lemme 4.2.3. Toute grammaire R peut étre transformée en une gram-

maire équivalente S connexe et préservant les niveaus.

Démonstration :
A toute régle Az ... x,4) — Ha de R et pour tout 1 < i < p(A), on associe
I'ensemble Con(A,i) des sommets de H,4 connectés au sommet x; dans le
graphe R¥(Aw;...%,4)). L'ensemble des Con(A, i) est le plus petit point

fixe du systéme suivant, :

Con(Ayi) = {x;}UU{Sx | X € HANX(1) € TR ASx NCon(A,i) # 0}
U W{U@() | Y € Dom(R), Y (1)U € Hy
A 3k, U(k) € Con(A,i) Nz; € Con(Y(1),k)}.
On compléte ces ensembles en définissant, pour tout non-terminal A € Npg,

I’ensemble

Con(A) := {Con(A,q) | 1 <i<p(A)}U{0}.
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Pour chaque hyperarc non-terminal X € Dom(R) et chaque P € Con(X (1)),
on associe un nouveau symbole X (1)p d’arité |PN{xy,..., z,x )}, et I'hy-

perarc

XP = X(l)P.ZL’“ R 7}

P

avec {x;,...,x;,} = PN{zy,...,2yxq)} et i1 < ... < ip. En particulier
Xp = X(1)y est une constante.

On définit alors la grammaire suivante :
I = {(X,{Xp| PeCon(X(1)}) | X € Dom(R)}

ce qui découpe chaque X € Dom(R) en hyperarcs en fonction de Con(X (1)).
Pour chaque régle (X, H) de R, il y a un unique hypergraphe Kx tel que
H :I> Kx, et on note

<X > = Sk, —JCon(X(1))

I’ensemble des sommets de Hy qui ne sont pas reliés & un sommet de Sx. La

grammaire suivante :

S = {(Xp,(Kx)p) | X € Dom(R) AP € Con(X(1)) —{0}}
U {Xp, (Kx)<«xs | X € Dom(R)}

est connexe. De plus, R¥ = S¥ et pour tout G € R, I&(s) = [2(s) pour

tout sommet s de G.

La construction du lemme 2.3 appliquée & la grammaire suivante :

i @ D a
¢ @ @ b

donne la grammaire connexe équivalente et préservant les niveaux :
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| . Al Al a Al AQ b Al
Z — . ° ° ° . ° ° °
. (1) 4 B () A,
£ Ay

F1G. 4.12 — Mise sous forme connexe de grammaire.

Engendrer un graphe par une grammaire est dual de le décomposer fini-
ment : au lieu de partir de tout le graphe, on commence par le graphe vide
(c’est-a-dire du non-terminal Z) et on ajoute itérativement par récriture pa-
ralléle ce que I'on enléve par décomposition. Ainsi, décomposer finiment par
distance un graphe de degré fini correspond a I’engendrer par une grammaire

de graphes, de sorte que le niveau de tout sommet du graphe est sa distance.

Proposition 4.2.4. Pour tout graphe G de degré fini et pour tout P C Sg
fini,
G est de décomposition finie par distance a partir de P
< @ est engendré par une grammaire R telle que dg(s, P) = 1&(s)
pour tout s € Sg.

Démonstration :
= : soit G un graphe de degré fini de décomposition finie par distance a
partir de P C Sg. On suppose que i ne colore pas G et on note G := GU{iP}

de sorte que
da(s, P) = dg(s) = min{dg(s,t) | t € P}.

Soient Gy, ..., G, des graphes non isomorphes représentant les composantes

connexes de la décomposition par distance de G :

~Nn

Vi € [p] EInZOEIHEAComp(@)Gj:H

Vn>0VH € Comp(G ) 3j € [p] G; ~ H.
Pour tout j € [p], on note r; le nombre de sommets de G; coloriés par i :
Ty = |GJ N iSGjl

et on suppose que ses sommets sont 1,...,7; :
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G;NiSq, = {il,...,ir;}.

A tout j € [p], on associe un nouveau symbole [j] d’arité r; et la régle

suivante :

Ult...r; — (G —iSq,) — G
U{[kIf(1)... f(r) | 3H € Comp(G;), H = f(Gk)
A f injective }.
On suppose que G est isomorphe a GG. On ajoute aux régles précédentes
la régle Z — [1]1...7r; pour obtenir une grammaire R engendrant G par

distance :
1&(s) = dg(s, P) pour tout s € Sg.

Par le lemme EE22 on transforme R en une grammaire TS équivalente et
préservant les niveaux des sommets.

<= :s0it R une grammaire engendrant par distance croissante. Soit G € R*.
On a

1&(s) = dg(s, P) pour tout sommet s de G

ou P ={s € S| &) =0} Dapres le lemme EEZ3 on peut supposer que
R est connexe. Comme G est connexe a partir de P, Np N Fy = {Z}. On

considére 'ensemble fini suivant :
E = U{Comp(Hs,-sy) | (X,H) € R}.

Pour toute composante connexe H obtenue par décomposition par distance
de G a partir de P, il existe K € F tel que H € R“(K). Comme E est fini,

G est de décomposition finie par distance a partir de P.
O

Nous avions déja indiqué que les automates a pile et les grammaires de
graphes avaient la méme expressivité en termes de langages. Nous donnons
ici une construction permettant de transformer un automate a pile en gram-
maire de graphes, de sorte que le graphe de transition de I’automate a pile

est régulier par longueur croissante.
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Proposition 4.2.5. On peut transformer tout automate a pile M en une
grammaire de graphes R de sorte que Gy € R* et |s| = I&(s) + 2 pour tout
S € ’SGM-

Démonstration :
Soit M = (S,T', %, 59, F,0) un automate a pile. On ordonne les états de M :
S = {p1,...pm}.- A toute lettre de pile A € I', on associe un symbole

A € Fy d’arité m. On définit la grammaire (déterministe de graphes) R

suivante :
R = {(Z H L)} U{(Apr...pm, Ha) | A€ T}

ou pour tout A € 'U {1},

Hy = {pLq|pA % qA} action interne
U {p>qB]|pA % qBA} ajout
U {pB>%q|pB % q} retrait
U {B(pB)...(pmB)| BT} propagation
U {iso | A= 1} état initial
U {fplperF} états finaux.

Par construction, Hy, € R et |s| =i (s)+2 pour tout s € Sy,,. Il ne reste
plus qu’a appliquer le lemme EEZ2 pour que R soit bien formé (TS) puis la
propriété pour engendrer Gy = (Har)|soL-

0

La construction de la proposition appliquée a automate a pile de
I’exemple LTIl donne la grammaire de la figure (en forme TS et ac-
cessible a partir de ¢) Nous disposons donc d’'un outil, les grammaires de
graphes, ayant autant de pouvoir d’expression que les automates a pile. En
utilisant ces grammaires, on étend la notion d’automate fini a celle d’auto-

mate régulier, nous permettant de définir le langage d’une grammaire.
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(110)3 o(204) (q0) (qo0) ® «(04)
a

(q1)e o{(q1A) (q1)* (q1) o2 (@A)
Y/ —> b A H A . - A

(q2)e <—b +{(g24) (g2) » (g2) o =——— (g2 A)

€
° (ar)e .
(g f)t-_ “las) (ar) ar (47 4)

F1G. 4.13 — Transformation d’un automate a pile en grammaire de graphes.

4.2.2 Les automates réguliers

Comme pour les automates finis, on prend deux couleurs particuliéres, 7
et f, afin de distinguer respectivement les états initiaux et les états finaux
d’un automate. Un automate régulier G = (S, .A) est un graphe régulier; on
note I I'ensemble de ses sommets initiaux et F' ’ensemble de ses sommets

finaux :
I = SGJ' et F = SG,f.

Le langage L(G) accepté par un automate régulier G est défini comme étant

I'ensemble des traces de G d’un sommet initial & un sommet final :
L(G) = L(G,1,F).

Nous distinguons également le langage initial L(G,i) de G qui est le langage

des traces de G d’'un sommet initial & n’importe quel sommet de G :
L(G,i) == L(G,I,S8q).

De plus, si G est engendré par une grammaire de graphes R, on dit que le
langage L(R) accepté par la grammaire R est le langage accepté par G, de
méme pour le langage initial L(R,i) de R :

L(R) = L(G) et  L(Rji) = L(G,i).

Pour la grammaire de la figure L8, on a L(R) = {a"b" | n > 0} et
L(R,i) = {a™b" | 0<n <m}.
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Par la suite, nous ne considérerons que des automates réguliers dont les
sommets initiaux n’apparaissent que dans 1’axiome des grammaires qui les
engendrent. Nous montrerons (proposition B32) que ce n’est pas une res-
triction pour notre étude.

Pour toute grammaire R engendrant un graphe G, il existe une grammaire
engendrant la restriction de G aux sommets accessibles a partir de ¢ et pré-

servant le niveau des sommets.

Propriété 4.2.6. On peut transformer toute grammaire R en une gram-
maire S telle que pour tout G € R¥, le graphe H = G, € SY et
1B(s) = 13,(s) pour s € G;_..

Démonstration :

Soit R une grammaire engendrant le graphe GG. Nous construisons une gram-
maire R’ telle que G,_, € R"“.

Au renommage de sommets prés, on considére que les membres gauches des
régles de R sont de la forme Al...p(A) o A € Np.

Pour chaque régle Al...p(A) — H,4 de R et chaque I C [p(A)], on associe
I’ensemble Acc(A, I) des sommets de H 4 accessibles a partir d’un sommet de
I dans le(s) graphe(s) R“(ALl...p(A)). L'ensemble des Acc(A,I) est le plus

petit point fixe du systéme suivant :

Acc(A 1) = TU{s|is€ Hp}
{s| 3t € Acc(A, 1), 3a, t > s € Hp}
{(Y(i) | 3B € Np, BY € H,
Ni€ Ace(B,{j | Y(j) € Acc(A,1)})}.

U

U
A chaque couple (A, I) tel que I = Acc(A, I)N[p(A)], on associe un nouveau
non-terminal A; d’arité |I| et on définit la régle suivante

Arji. g — Hayr avec ji < ... < g et {ji,.... gt =1

et ou
Har = [R(A)]|ace(an

U {B,Y(b)...Y(by) | BY € HiAB € Ny Aby < ...<b,
AT ={br,... by} = Acc(A, 1) N {Y(1),....Y([Y])}.
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Par restriction aux non-terminaux accessibles a partir de Z, on obtient la

grammaire R’ souhaitée.

O
En appliquant cette construction a la grammaire suivante,
[ () @ .
1 a
Z — > B B —— >< B
° ° ° C °
f @ @)
on obtient la grammaire présentée ci-apres
&) W . & @ c
7 — ° . ° ° ° ° °
By By By By By

Pour toute grammaire R, on note
Ry = {G, | G € R¥}

la restriction des graphes engendrés aux sommets accessibles a partir des
sommets initiaux.

L’inverse d’'une grammaire R est une grammaire R~ construite a partir de
R en échangeant les sommets initiaux et finaux, et en inversant le sens des

arcs :
RY':={(X,HY) | (X,H) € R}
avec H~! le graphe inverse de H :
HY o= {t5s s S U~ [H)
U {is| fseH} U {fs|ise H}.
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(x)f (}) @, ®

o —=—— o

Rl Z — A A—»/A
b

o —— 0

o' @ @ @

F1G. 4.14 — Inverse de la grammaire de la figure

L’inverse d'une grammaire R reconnait donc le langage des miroirs @ des mots
u reconnus par R : L(R™!) = E(\/R) Et plus généralement, 1'ensemble des
graphes engendrés par la grammaire inverse de R est I’ensemble des graphes
inverses des graphes engendrés par R : (R71)* = (R*)"' ={H! | H € R*}.
Notons que on a (R™')~! = R.

Maintenant que nous avons défini les outils que nous allons manipuler,
nous allons entrer dans le vif du sujet. En effet, nous allons nous baser sur
les niveaux des sommets de graphes engendrés par des grammaires pour
définir une relation de synchronisation entre grammaires. Par cette relation
de synchronisation, nous allons étre a méme de déterminer des classes de
langages algébriques qui vont s’avérer étre des extensions booléennes des

langages réguliers.



Chapitre 5
Synchronisation de grammaires

Dans ce chapitre, nous développons une relation de synchronisation entre
grammaires de graphes. Une grammaire R synchronise une grammaire S' si
le graphe engendré par S est simulé niveau par niveau par R. Pour une
grammaire R donnée, nous étudions les propriétés algébriques de I'ensemble
des langages acceptés par les grammaires synchronisées par R. Nous prou-
vons que cet ensemble forme une algébre booléenne de langages algébriques.
Les travaux évoqués dans la partie contexte ci-aprés traitent également de
la problématique d’extension des propriétés des langages réguliers en défi-
nissant des algébres booléennes de langages algébriques déterministes. Notre
concept de synchronisation requiert néanmoins que nous considérions des
grammaires plus générales que les grammaires engendrant des graphes dé-
terministes, les grammaires pondérées : deux arcs de méme étiquette et de
sources de méme niveau ont des buts de méme niveau. Mais nous montrons
que les graphes pondérés sont déterminisables et nous obtenons ainsi une
nouvelle maniére de définir des algébres booléennes de langages algébriques
déterministes qui, sous certaines conditions, sont closes par concaténation et

par étoile de Kleene.

62
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5.1 Contexte

Il est bien connu que les langages algébriques ne sont pas clos par in-
tersection et par complémentaire. Un exemple classique prend les langages
{a™"c™ | m,n > 0} et {a™b"c™ | m,n > 0} dont U'intersection est le langage
{a"b"c" | n > 0} qui n’est pas algébrique. Connaissant cela, notre travail
ne consiste pas a étendre les propriétés de cloture des langages réguliers aux
langages algébriques, mais de trouver des sous classes (strictes) de langages
algébriques pour lesquelles ces propriétés sont vérifiées. Différents travaux
portant sur I’extension des langages réguliers ont été faits ces derniéres an-

nées.

Les langages input-driven

En 1980, Kurt Mehlhorn considére le dallage de graphes d’automates a
pile dont la hauteur de pile est fonction du temps [MeI80)]. Tl montre ainsi
que les langages reconnus par les automates a pile déterministes input-driven,
qui sont les automates a pile temps-réel (sans mouvement & vide) dont les

transitions sont définies par la lettre d’entrée, sont reconnaissables en espace
O((logn)?/log logn).

Les langages visibles

En 2004, Alur et Madhusudan [ANMO04] ont défini les langages visibles.
Cette approche consiste a diviser I'alphabet d’entrée en trois parties : les
symboles d’empilement (X,,,), les symboles internes (3;,:) et les symboles
de dépilement (X,,,). Sont alors définis les automates a pile visibles sur cette
partition, de sorte que I’ajout d’une lettre sur la pile (resp. le retrait d’une
lettre, une action interne) ne peut se faire qu’a la lecture d’une lettre de 3,
(resp. Xpop, 2int)- Ainsi, la hauteur de pile est directement lice aux lettres
présentes dans le mot lu. Les automates visibles sont donc une extension des
automates input-driven. Un langage est visible si il existe un automate visible

reconnaissant ce langage (en fonction d’une certaine partition).

Théoréme 5.1.1. L’ensempble des langages visibles sur une partition
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donnée est un sous-ensemble des langages algébriques déterministes, clos par
union, intersection, complémentaire, concaténation et étoile de Kleene. De

plus, tout langage régulier est visible.

Synchronisation par transducteurs finis

En 2006, Caucal [Ca06] définit une relation de synchronisation d’auto-
mates a pile déterministes par un transducteur. Les transducteurs considérés
sont des automates finis M = (S,3 X Z) (les entrées sont sur X et les sorties

sur Z) déterministes sur les entrées

(a,v) (a,y) . .
qu N p7'r’ — =y Ng=r

g ireM — q=r.

On dit aussi que M est un transducteur séquentiel.

Le langage reconnu par M est
L(M) = {(wug...up, y ;) | (u1,21)(ug, x2) ... (un,x,) € L(M,i)}
i=1

dont le domaine Dom(L(M)) est le langage des entrées de M. A toute entrée
u € Dom(L(M)) est associé son poids ||u|l, i.e. (u,||u||) € L(M). Un auto-
mate a pile déterministe A est synchronisé par un transducteur M si tout
mot u € L(A) est une entrée de M et la hauteur de pile de la configuration
acceptante est la valeur absolue de ||u||. Un langage L est synchronisé par M
s’il existe un automate a pile synchronisé par M et acceptant L. On définit

I'ensemble Sync(M) des langages synchronisés par M comme étant
Sync(M) = {L(A) | M synchronise A}

I’ensemble des langages acceptés par les automates synchronisés par M. Pour
un transducteur M donné, la famille des langages synchronisés par M est une

algébre de Boole de langages algébriques déterministes.

Les automates a hauteur de pile déterministe

En 2007, Nowotka et Srba [NSO7| définissent une classe d’automates a

pile complets (le langage initial est I’ensemble de tous les mots) et pour
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lesquels la hauteur de pile est déterminée par le mot d’entrée. En notant
N(A,w) I'ensemble des hauteurs de pile pour toute exécution de 'automate
A sur le mot d’entrée w, un automate & hauteur de pile déterministe A vé-
rifie |N(A,w)| < 1. Deux automates A et B sont synchronisés si pour tout
mot w, N(A,w) = N(B,w). Cette relation est une relation d’équivalence
et 'ensemble des langages acceptés par les automates d’'une méme classe
d’équivalence sont clos par union et intersection. De plus, si les automates
sont temps-réel et déterministes, ces sous-familles de langages algébriques

sont également closes par complémentaire.

Ces trois approches ont toutes un but commun : étendre des propriétés
de cloture des langages réguliers a des sous-familles de langages algébriques.
Bien qu’utilisant des approches différentes, les techniques d’extension ont un
point commun : les langages algébriques « synchronisés » forment des sous-
ensembles remarquables de langages algébriques partageant bien des proprié-
tés de cloture avec les langages réguliers. Cette relation de « synchronisation
» prend différentes formes : dans les travaux de [AMO4], la synchronisation
se fait entre les lettres composant un mot et la hauteur de pile de la confi-
guration acceptante ; dans ceux de [NSO7], c’est la hauteur de pile de toutes
les configurations acceptantes des automates qui établit la relation ; dans les
travaux de [Ca(7], la synchronisation se fait entre le poids d’un mot (selon un
transducteur fini donné) et la hauteur de pile de la configuration acceptante.
On peut citer deux points communs a ces approches. Premiérement, la rela-
tion de synchronisation existe dans I'unicité d’un poids (la hauteur de pile)
pour les mots acceptés. Le deuxiéme point commun est dans l'utilisation des
automates a pile pour décrire des propriétés de langages algébriques. Dans
le travail qui va vous étre présenté ici, le premier point reste valable. Par
contre, nous n’utilisons pas d’automates a pile pour établir une relation de

synchronisation mais directement les grammaires de graphes.
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5.2 Les grammaires pondérées

Pour un automate déterministe G engendré par une grammaire R, on
définit le poids ||u||g d'un mot initial v € L(G,i) selon R. Ce poids est

donné par le niveau du dernier sommet du chemin initial étiqueté par wu :
l|ul|r = E(s) tel que Jdir e G, r :Z> s.

Par exemple, si on nomme R la grammaire présentée a la figure L0l le graphe
engendré par R est présenté a la figure oll on représente également le ni-
veau des sommets : deux sommets de méme niveau sont a la verticale I'un

de lautre. Ainsi, pour tout m > n > 0, [|a"b"||g = m — n.

Néanmoins, nous ne nous restreignons pas aux grammaires engendrant
des graphes déterministes. Mais les grammaires que nous considérons ont la

propriété de définir un poids unique pour tout mot du langage initial.

Une grammaire déterministe de graphes R est une grammaire pondérée si

les chemins initiaux de méme étiquette aboutissent a des sommets de méme

poids :
3:2>q’ A 3’:Z>q’ A isyis' € G = 1E(q) = 1&(q).
if @ D a f D a_ f
@
Z —= C B B — c B b c
A
. a
L] @ T @ A.
A @ (2)‘7./

F1G. 5.1 — Une grammaire pondérée.

La grammaire figurant a la figure Bl nous donne un exemple de grammaire
engendrant le graphe de la figure qui est non-déterministe mais pondéré.
En effet, il existe deux chemins initiaux étiquetés par le mot caa et le niveau

de leurs buts est le méme : 2.
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fa_fa_fa_|
C‘ C‘ C‘ C‘ —————
._a>a a

a_,_ 4
~— " N~
b b b
f a f

F1G. 5.2 — Graphe engendré par la grammaire pondérée de la figure BTl

En particulier, toute grammaire engendrant un graphe déterministe est
pondérée. De plus, nous verrons au lemme que toute grammaire pon-
dérée est déterminisable.

On peut également noter que tout graphe engendré par une grammaire pon-
dérée est de degré sortant fini (au méme titre que les graphes déterministes)
puisque l'alphabet des étiquettes est fini et que le nombre de sommets de

méme poids est aussi fini. Enfin, nous montrons que le caractére pondéré est

décidable.
Lemme 5.2.1. On peut décider si une grammaire de graphes est pondérée.

Démonstration :
Soit R une grammaire. On suppose que chaque régle de R est de la forme
(Al...p(A), R(A)) pour tout A € Ng. Pour tout n € [p(A)], on détermine
I'ensemble Out(A,n) des étiquettes des arcs de source n dans le graphe en-

gendré par R a partir de I'hyperarc Al...p(A) :
Out(A,n) = {a|3s, nLsec R(A)}.

Cet ensemble est le plus petit point fixe du systéme suivant :
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Out(A,n) = {a|n >
(An) = faln % )

U U{Out(B,m) | B€ Np AN 3X, BX € R(A) N X(m) =n}.

Le plus petit point fixe existe car Out(A,n) C T N Fy est fini.
Pour tout A, B € Ni avec v € Spa) et y € Sgp), on associe 'ensemble
Synca,p(x,y) de sommets synchronisés dans Sg(a) X Sr(p) & partir de (z,y)

qui se définit comme le plus petit point fixe du systéme :

SynCA7B(:E7 y) = {(ZL‘, y)}

U t, I(s,p) € Synca p(z,y), Ja, s — t A .
{(t,q) | A(s,p) € Synca p(z,y) o P iy q}
U {(X(m),Y(n)) | 30X € R(A), 3DY € R(B), 3j, k,

(X(7), Y (k) € Syncap(z,y)
A (m,n) € Syncop(j, k) A m € [p(C)] A n € [p(D)]}.

A partir des sommets initiaux, on calcule ’ensemble Sync des sommets syn-

chronisés. Sync est le plus petit point fixe du systéme suivant :

Sync = {(Z,s,Z,t) | is,it € R(Z)}
U {(A,s,B,t) | 3x,y, (A ,x,B,y) € Sync
A (s,t) € Synca p(z,y)}
U {(C,m,D,n) | 34, B € Na, 3CX € R(A), 3DY € R(B),
(A, X(m),B,Y(n)) € Sync}.

R n’est pas pondérée si et seulement si, soit on peut synchroniser un sommet
d’entrée avec un sommet qui ne soit pas une entrée, soit pour (A, s, B,t) €
Sync, la production d’un arc de source s ne nécessite qu’une étape de récriture
(par la régle pour A) alors que la production d’un arc de méme étiquette de

source t se fait en plusieurs étapes (par la régle pour B) :
3(A,s, B,t) € Syne, (s € [p(A)] A t ¢ [p(B)

)
VAREE [R%‘)}, 3CX € R(B), 3j € [p(C)], X(j) =t AN a € Out(C,j).

Mlustrons la construction du lemme B2l par la grammaire R suivante :
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i (.1) @O a f [h) 1 .

7 — lA lA —_— B \.
b

. .,/\. @) B (2).}b/

2 %)

® ®
engendrant le graphe fini ci-dessous et dont les sommets sur une méme ver-

ticale sont de méme niveau.

b
On a
Syncpp(1,1) = {(1,1),(%,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
Syncaa(1,1) = {(1,1),(r,7),(s,5),(s,2),(2,5),(2,2)}
Synczz(p,p) = {(®:p) (¢.9)}
et donc

Sync - {(Z’p7 va)7(Z’Q7 Z?Q))(A’ ]'7A’ 1)7(A7T7A7T)7
(A;s,A,s),(A,s,A,2), (A2, A,s),(A,2,A,2)}

Comme (A, 2, A, s) € Syncet s ¢ {1,2}, la grammaire R n’est pas pondérée.

5.3 La synchronisation

Dans ce chapitre, aprés avoir défini la relation de synchronisation entre
grammaires pondérées, nous décrivons les opérations de graphes qui vont
nous permettre d’obtenir nos résultats. Enfin, nous montrons que les lan-
gages acceptés par les grammaires pondérées sont les langages algébriques

déterministes.

Soit R une grammaire pondérée. Une grammaire pondérée S est synchro-

nisée par R, et on note R>.S (ou symétriquement S < R), si
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— tout mot initial de S est un mot initial de R : L(S,7) C L(R, i) et
— pour tout mot initial u € L(S,1), le poids de u défini par S est le méme
que celui par R : |u||ls = [|u]|z-
La grammaire de la figure synchronise celle de la figure

jof L) De_a

A —» \Ff

« b

N
—
>

3
|

1) N~ — f

L]
—
[
~
.
.

1) ~>_ —f

F1G. 5.3 — Un synchronisateur pour la grammaire de la figure

Comme la relation > n’est pas symétrique, on différencie R de S en appe-
lant R un synchronisateur. La relation > n’est pas antisymétrique mais elle
est transitive et réflexive.

Deux grammaires R et S sont bi-synchronisées et on note S <1t Rsi S et R
sont des synchronisateurs I'un pour 'autre. Par ailleurs, elles reconnaissent

le méme langage initial :
RS <= Rv S A L(R,i) = L(S,1).

Une premiére propriété de la relation > concerne le degré des graphes. En

effet, > préserve la finitude des degrés des graphes engendrés.

Lemme 5.3.1. R>S A RY de degré fini A S¥ accessible (a partir de i)
= SY de degré fini.
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Démonstration :
Nous prouvons cette propriété par contraposée : supposons R > .S et S¥ de
degré infini. Montrons que R est de degré infini.
Soient G et H des graphes engendrés respectivement par R et S. Par le
lemme B8 on peut considérer G et H déterministes. Il existe donc un
sommet p € Sy de degré entrant infini. De plus, H étant régulier, le nombre

de sommets de méme niveau est fini :
Vn>0, {s€Su|lx(s)=n}<w.
Donc il existe une infinité de sommets {py, ...} C Sy de poids différents
12:(po) < I3(p1) < ... tel que py a—;> P
pour tout k > 0 avec a, € Ey.
Comme S“ est accessible a partir de 7, on prend pour tout n > 0 un mot
u, € L(S,1) étiquetant un chemin initial d’arrivée p,, :
dir € H, Vn >0, T%pn.
Comme R synchronise S, il existe dans G un ensemble {qo, q1, ...} tel que :
Jir' e G, Yk >0, o' % i %j sk A L& (qr) =15 (pr) A 1E(sk) = 15 (p).

Comme le nombre de sommets de G ayant le méme poids est fini

{sn € S | 16(sn) =15 (P)} <w,

il existe un sommet s € Sg et une suite infinie jp < 77 < ... tels que pour
o
tout & > 0, g, f s. Comme les niveaux des sommets ¢;, sont tous différents,

s est de degré entrant infini.
OJ

Au cours de notre étude, il s’est avéré plus commode de ne considérer
que des automates réguliers dont les sommets initiaux sont de niveau 0. La
propriété décrit comment on transforme une grammaire et son syn-
chronisateur en des grammaires synchronisées équivalentes dont les sommets

initiaux sont au niveau 0, quand le nombre de sommets initiaux est fini.
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Propriété 5.3.2. On peut transformer toute grammaire R (0t |Sge ;| <
w en une grammaire équivalente R’ de sommet initial dans l'axiome et

telle que
{S“ | S<R} = {S*| S <R}

Démonstration :
Soit Z — G la régle axiome d'une grammaire R. Soit G ? . ? G, ? e
une dérivation paralléle infinie & partir de GGy. Soit. P ’ensemble des niveaux

des sommets de | J[G,] coloriés par i. On considére la grammaire
n

R = (R—{(Z,G0)}) U{(Z, Grnaz(nen | ner))}-

Ainsi R = R¥ et les sommets initiaux de R’ sont dans son axiome. De plus,
pour S<R,on a S <aR et S¥=5".

0

Une opération usuelle sur les graphes finis (notamment utilisée pour mon-
trer la cloture par intersection des langages réguliers) est le produit de syn-
chronisation de graphes. On donne ici une extension de ce produit et on y
rajoute un coloriage pour préserver 'information des sommets finaux des
graphes dont on fait le produit.

Le produit de synchronisation G x H des graphes G et H est défini par

GxH = {(s;p) > (tg) [ s>t A pa}
U {i(s,p) |ise GANipe H}U{f(s,p) | fs€ GA fpe H}
U {fils,p) | fseGApeSuNfp¢ H}
U {fa(s,p) | s€ScANfs¢GAfpe H}
ou fi et fo sont deux nouvelles couleurs finales.

Le produit de synchronisation ne préserve pas la régularité des graphes. Il

suffit de considérer les graphes réguliers suivants :
G = {nSn+1|neNtu{n>n|neN}u{io}
et H = {ngn+1 |neN}U{n5n|neN}uU{i0}

représentés ci-apres :
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b b b b
.. () a Oa Oa O
') ® @ ©)
a a a a
H: Q b Q b Q b Q ______

Le produit de synchronisation G x H est le graphe non régulier suivant :

GxH = {(m,n)
{(m,n)
{i(0,0)}

que 'on représente ci-dessous :

(m+1,n) | m,n € N}
(m,n+1) | m,n € N}

a
—

b
—

U
U

00 a2 (10 a @0 5 (B0

b b b b
a a a

(011) S e —— e——> o (3,1)
(1) ()
b b b b -

(012) e —a> ¢ —— 0 ——— o
w2 @2 32
b b b b

. a a a
(0!3) —— g ———— 3 0 ——— 3 @ (3’3)

13 (23

73

Nous restreignons ce produit de synchronisation pour ne travailler que

niveau par niveau. Etant données des grammaires R et S, on définit le produit

de synchronisation par niveau de leurs graphes engendrés par

R %, 8% := {K|3G € R*,3H € 5*, K ~ G x, H}

ou le produit de synchronisation par niveau G x; H de G € R* et H € S¥

est

GxiH = (G x H)j((sp) | 16()=1u(p)}-
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Construisons une grammaire R x; S engendrant R“ x; S“. A tout couple
(A, B) € Ng x Ng de non terminaux de chaque grammaire et a toute relation

E C [p(A)] x [p(B)] sur les entrées dites de méme niveau :
EGNEG)£0 — EB(@)=EG)  pour tout i,j € [p(A)],

on associe un nouveau symbole [A, B, E] d’arité |E| , sauf que [Z, Z,0] = Z.
A chaque hyperarc non-terminal Ary...r,, de R (A € Ng et m = p(A)) et
a chaque hyperarc non-terminal Bs;...s, de S (B € Ng et n = p(B)), on

associe I'hyperarc suivant :

[Ary...rp, Bsy ... 50, E] = [A,B,El(r1,81)E ... (r1,82)E - - -

(o, $S1)E -+ (T, Sn) B

(ri,s;) si(i,j) €E

€ sinon.

avec (r;,8j)p = {

Le produit de synchronisation par niveau R x;S de R par S est la grammaire

constituée des régles ci-dessous :

[AX,BY,E] — ([P]x[Q])&
U {[CUDV,E||CUe€PANCeNrADV €QAND € Ng}

pour toutes régles (AX, P) € R et (BY,Q) € S, et pour tout E C [p(A)] x
[o(B)] avec

E = {(X(i),Y(j)) | (i,j) € B}U(Sp - Sx) x (Sq — Sv)
et B = {(i.j) € [o(C)] x [o(D)] | (U(), V(})) € B}.

En restreignant R x; .S aux non-terminaux accessibles a partir de Z, on ob-
tient une grammaire engendrant le produit de synchronisation par niveau de
leurs graphes engendrés.

Pour illustrer cette construction, nous prenons deux grammaires S et 7' don-
nées a la figure B4
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i
(e A a

A ~— XA
S Z —_— b . — . .
[N D~~~
(C b
f
A @ a @

(e

| o=k 4=

v f e

O ? @ b w)
b

F1G. 5.4 — Deux grammaires synchronisées par un méme synchronisateur.

Le produit de synchronisation par niveau S x; T est présenté a la figure
Edon C = [A, B, {{1,1},{1,2}}]

7

(p,x) o
C
(py) e J2 (1) y.—a . ,(r2
(q X) ° b (1’2) ¢ (1,2) . <—b ° (r,W)
fi
(an)°
f

F1G. 5.5 — Le produit de synchronisation par niveau S x; T'.

Cette grammaire R x;S engendre le produit de synchronisation par niveau

R* x; §“ des graphes engendrés par R avec ceux engendrés par S.

Lemme 5.3.3. Pour toutes grammaires R et S, (R x;S)* = R x;S%.

Démonstration :
Soient G € R¥ et H € S¥. Il existe une dérivation Z = G ? Gy... ? G, ...
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telle que |J [G,] = G et une dérivation Z = H % H ... % H, ... telle que
n>0

L>JO[Hn] —H.
i) Vérifions que J[G,] x [H,] = G x H.
Pour tout n > O,n[Gn] CGet[H, CH.

Donc [G,] x [H,) € G x H d’ou J[G,] x [H,] € G x H.
Réciproquement, soit (s, p) o (t,q). On a donc s = tetp ¢

Soit k (resp. I) le plus petit entier tel que s = t € G}, (resp. p — q € H)).

Pour m := maz{k,l}, on a s Gi> tetp 1% q, donc

(s.p) = (t,q) € [Gi] X [Hyl.
De fagon identique pour tout c(s,p) € G x H, il existe m tel que
C(Svp) S [Gm] X [Hm]

ii) On veut montrer que G x; H € (R x; S)“.
Posons E = {(s,p) € S¢ X Sy | la(s) =1lg(p)}. On a

Gx H = (GxH)g
= (UIGu] x [Ha])p  d’apres (i)

n>0

= U (G.] x [Hn])\E

n>0

On étend le produit de synchronisation par niveau des graphes aux hyper-
graphes.

Soient un hypergraphe P d’ensemble d’étiquettes Fp C Np U F} U F; et une
application [p : Sp — N.

Soient un hypergraphe ) d’ensemble d’étiquettes Fiy C Ng U F} U F; et une
application lg : S — N.

On définit le produit de synchronisation par niveau P x; (Q de P avec ()

comme suit :

PxQ = ([P]x[@Q)1epa) | o=t}
U {[A,B,E](Tl,sl)E...(’I"m,Sn)E|A€NR/\BENS
/\ATl...TmEP/\le...SnEQ}
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avec = {(i, j) € [p(A)] X [p(B)] | lp(ri) = lo(s;)}-
En particulier [P x; Q] = [P] %, [Q].
Soient P = PletQ = Q' et posons

m = max({lp(s) | s € Sp}U{lg(s) | s € Sg}).

On définit

po(s) = Ip(s) si s€Sp
r o m+1 si s€Sp—Sp

et

lo(s) si seS
ZQ/(S) = Q( ) . @
m-+1 si SESQ/ —SQ.
Ainsi, P x Q R:,>S P’ X1 Ql.
X1
Par récurrence sur n > 0, on obtient G,, x; H,, R:g Gpi1 X Hyyq.
X1

Ainsi, J [Gy, x; H,,] € (R x; S)“. Finalement,

n>0

Gx H= | (G x [Hu]) g = UI[Grn xi Hy] € (R x; S)“.

n>0 n>0

0

Le produit de synchronisation par niveau des automates réguliers est une
généralisation du produit de synchronisation standard des automates finis :
en considérant que tous les sommets d’un automate fini ont le méme niveau

(par exemple 0) les deux produits effectuent la méme opération.

Le produit de synchronisation G x; H des graphes GG et H ne conserve
que les arcs de GG et de H qui peuvent étre synchonisés. Donnons un produit
plus général permettant de conserver tous les arcs de G et H.

On prend deux nouvelles couleurs, f! et f2, et un nouveau symbole L.
Le produit de synchronisation généralisé G @ H de graphes G et H est défini

par
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GoH = GxH
U {(sp) = (L) s 2 tApeSHU{L}A=(Eq, p > a)}
U {(sp) 5 (L) | pans €SaU{LI At s > 1)
U {f s, D] fse GYU{f*(Lp) | fre H}
Comme pour le produit de synchronisation standard, on restreint ce nouveau
produit aux sommets de méme niveau. Etant données des grammaires R et
S, on définit le produit de synchronisation généralisé par niveau de leurs

graphes engendrés par
RY®, S = {K|3Ge€R*,IH € S¥, K ~G®, H}

ou le produit de synchronisation généralisé par niveau G ®; H de G € R* et
H € 5% est
GeorH = Gx H
U {(s:0) % (1) [ 55 £ A((5.) € Sayn Vo = 1)
AYa(p— q = la(t) # ln(q))}
U {(sp) = (La) [P aA((5,9) € Saxur Vs = 1)
AVH(s >t = la(t) # ln(9)}
U {fis, L) [ fs€e GYU{f*(Lp) | fpe H}
La définition précédente, R x; S, est étendue pour définir une grammaire
R®; S.

On considére que tout les sommets des membres droits des régles sont tous
des sommets de sortie. Pour cela, il suffit de prendre un nouveau terminal

T € Ny d’arité 1 et on prend les grammaires R’ et S’ telles que
R = {(X,HU{Ts|se€Sy—Su_m}) | (X,H) € R}
U {(T1{T1})}.

Cette normalisation est nécessaire pour que la récriture de tout non-terminal
d’une des grammaires puisse étre parallélisé par un non-terminal de I'autre.
Notons ainsi que pour le cas o R et S sont synchronisés par un méme
synchronisateur, cette complétion n’est pas nécessaire.

Reprenant la définition de R x; S, on considére maintenant que le symbole
[A, B, E] est d’arité |E| + p(A) + p(B) avec la définition
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[Ary .. .r, Bs1 ... 80, E] = [A,B,E|(r1,81)E - (Tm, Sn)E
(ri, L)oo (r, L)(L, s1) - (L sp)
et dans le membre droit de la régle de [AX, BY, E], on remplace
([P] x [Q])\E par  ([P]® [Q])@ U Spx{l} U {1}xSq"

Pour les grammaires S et T de la figure B4 le produit de synchronisation

généralisé par niveau S ®; T' est représenté a la figure ol
C=[A, B, {1,1},{1,2}].

f .
. l‘TZ' () ) (1, 1y (1, 1) —2 e (r2)
f f:
02 (p,y) (1,2)e (1,2y <=——o( (7, w)
(a:y b
C o C
C — a
s ((p, L) 1, Ly O A A (O
b
<f1 , o\ e 1 L1y —F=-((L,2)
q,T
f2Q (L,y) (L2 (l»2)<T’ (L, w)
b

FiG. 5.6 — Le produit de synchronisation généralisé par niveau S ®; T'.

Le lemme n’est plus vrai pour ce nouveau produit : en général on a
(R®; S)“ # RY ®; S¥.

Par exemple, prenons la grammaire R suivante :

f A a fA

A A L
@ ® (O

b b

7 e

et la grammaire S < R suivante :

i
)+ B

Z —_— b . —_— ¢ —— o

1) @ @
»-B
f
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Le graphe (R ®; S¥);_. obtenu par application de ®; aux graphes engendrés
par R et S et le graphe ((R®;)*S);_. engendré par la grammaire R ®,; S sont
représentés a la figure B, en se restreignant aux accessibles par ¢ dans les

deux cas.

F1G. 5.7 - (R®; S)¥ # R* @, S

Pour tout C' C F; — {i} et toute grammaire R, on note R la grammaire
obtenue a partir de R en remplacgant la couleur des sommets coloriés dans C

par f et en enlevant f sur les autres sommets :
Re ={(X,(H ={f}Su) U{fp|3ceC, cpe H}) | (X,H) € R}.
Bien que (R®;S5)% et R¥®;S* sont différents, ils sont bisimilaires par niveau.

Lemme 5.3.4. Pour toutes grammaires R et S synchronisées par un méme

synchronisateur, on a
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(R @18) 1. 11.51))ig R ((R®1 S) s, 12,52y )iog DS
(R @1 9)ge})img DA((R %1 S)iey)ims Ve € LS, f1, f2}

Le produit de synchronisation étendu permet de montrer que 'on peut

décider si une grammaire est synchronisée par une autre.
Lemme 5.3.5. La relation > est récursive.

La démonstration de ce lemme est donnée dans un cadre plus général par
celle du lemme B39

La caractérisation de la synchronisation en terme de graphes nous améne
a voir cette relation de la maniére suivante : si R est un synchronisateur pour
S alors, grossiérement parlant, les chemins initiaux du graphe H engendré
par S « grandissent »a la méme vitesse que dans le graphe GG engendré par
R. Ceci est illustré a la figure dans laquelle sont représentés le graphe
engendré par la grammaire de la figure EL ainsi que le graphe engendré par

le synchronisateur de la figure B3l

// // ---------
f7 b | b; b | z<—b%
fi/f\—/fvf\_b/f\‘b/f _________

F1G. 5.8 — Le graphe synchronisé croit comme celui du synchronisateur.

Remarque : On retrouve cette notion de « croissance synchronisée »sur
des piles dans [NSO7| par définition des automates & hauteur de pile détermi-
niste, dans [AM04] comme conséquence de la partition de ’alphabet et dans
[Ca06] par identification entre le poids d’'un mot et la hauteur de pile.
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La propriété 3.8 illustre cette notion. En effet, si le graphe engendré par un
synchronisateur R est fini, alors le graphe de toute grammaire synchronisée

par R est fini.

Propriété 5.3.6. Pour toute grammaire R engendrant un graphe fini,

st RS alors S engendre un graphe fini.

Démonstration :
Soit R une grammaire engendrant un graphe G fini et soit une grammaire S
engendrant un graphe H telle que R> S.
Pour tout p € Sy, il existe un sommet s € Sg tel que I5(p) = 1&(s). Comme

le nombre de sommets de méme poids est fini, le graphe H est fini.
O

Comme nous 'avons dit précédemment, les grammaires pondérées sont
déterminisables : pour chaque grammaire pondérée R, il existe une grammaire
Rger bisynchronisée avec R (en particulier, L(R4;) = L(R)) telle que le
graphe engendré par Ry soit déterministe. Nous avons vu une procédure
de déterminisation pour les automates finis mais sa mise en ceuvre sur les
automates réguliers ne nous permet pas forcément d’obtenir des automates
réguliers : la classe des automates réguliers n’est pas close par 'opération
de déterminisation Det qui & un graphe G associe le graphe déterministe

suivant :

Det(G) == ({P%{q|3peP, p>q}|PCSe A IpeP p>}

et qui est restreint par accessibilité a partir de 7.
Cette construction appliquée au graphe régulier G' de la figure donne le
graphe Det(G) non régulier présenté a la figure

Pour déterminiser les grammaires pondérées, nous utilisons les gram-
maires dites de chemins. Une grammaire de chemins R est une grammaire
d’arcs Fr C Fy U Fo U{Z} telle que pour toute régle (A12, R,), la premiére
(respectivement la deuxiéme) entrée de R4 n’est but (respectivement source)

d’aucun arc terminal :
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.
S—— — ~—
b b b b
b b b o ___
L B B S
‘—b/a a a
c C C
Pl
C /—‘./—*./—*.
~— — ~—
b b b b
b b b
L2t f { ,
~—
b a a a
I
I
I
I

F1G. 5.9 — L’opération Det appliquée au graphe de la figure B2

V(A12,Ry)) € R, Ya € TprNFy, % 1 N 2 %
[Ral [Ra]

et pour toute régle (A1, R4), entrée de R4 n’est but d’aucun arc terminal :

\V/(Al,RA) S R, Va € TR N FQ, [}—;/l-)} 1.
A

La déterminisation

La déterminisation d’une grammaire pondérée R s’effectue en trois étapes.
On commence par normaliser R en une grammaire d’arcs : tout hyperarc non-
terminal est scindé en arcs non-terminaux. Puis, on transforme la grammaire
normalisée en une grammaire de chemins pondérée < R . Enfin, la gram-
maire < R > est transformée en une grammaire R4, engendrant un graphe
déterministe telle que Ry R et L(< R =) = L(Rge;). Dans le lemme suivant

sont regroupés les deux premiéres étapes de la construction.

Lemme 5.3.7. Pour toute grammaire R, il existe une grammaire de chemins
< R > telle que R < R > et L(< R >) = L(R).

Démonstration :

Soit R une grammaire pondérée. On considére que les régles de R sont de la
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forme Al...p(A) — R4 et on suppose que 0 n’est pas un sommet de R. On
prend deux nouveaux ensembles de fonctions non-terminales : un ensemble
Ny ={A; | A€ Np A1 <i<p(A)} C Fy — Fg de symboles d’arité 1 et un
ensemble Ny := {A;; | A€ NpAl<i,j<p(A)} C F,— Fr de symboles
d’arité 2. Le découpage < G > d’un hypergraphe G est le graphe défini par :
<G> = [G]
U {sA—iBjt | Ac Np A 1<4,5 <p(A) A Tsi,..., 5,4,
Asy...sp0) EGNSs;=5Ns; =1}
U {Ais| AeNg A 1<i<p(A) A Tsi,..., 850,
Asy...sp4) € GNs; = s}

On nomme 0 ¢ Sg un nouveau sommet. Pour tout sommet p, g € Sg et toute

partie P C Sg, on définit les graphes suivants :

Gpar = ({s % tlaeFy, Nt#p AN s#q N s, t¢ P}
<G>
U (RG>0 (F1 = Ni)S))|fs | pors—rq} pour p # q
= %t Fy At t¢ P o @
Gppp (s o tla€FR At#p AstgPrU{s50]s = p}
U <‘< G — ﬁ(Fl — NI)SG))\{S ‘ pﬂ*sﬂ*o}
Gpr = ({s % tlaeFy, Nt#p A s,t¢ P}
<G>

U (=G >N F156))|(s | p—s A Vae(P U {p}), ~(s—*a)}-

Le découpage < R > de la grammaire R est la grammaire de chemins pon-

dérée donnée par :

<R» = {Z—><Ry+}
{A4ij12 = hi j((Ra)ij o) —figy) | A€ Np AL <14,j < p(A)}

U
U {AL = hiif((Ra)ijpay-iy) | A€ Np A1 <i<p(A)}
avec h;; un renommage de sommets défini par

;.j(x) = x sinon, avec i # j

;i(x) = x sinon.

Ainsi, R et < R > sont bi-synchronisés et reconnaissent le méme langage :
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R < R > et L(R,i, f) = L(< R >,i,f).

Finalement, on peut mettre < R > sous une forme réduite en supprimant
tout non-terminal A; ; engendrant un graphe sans chemin de ¢ a j, et tout

non-terminal A; engendrant un graphe sans état final.

0

Cette construction appliquée a la grammaire pondérée de la figure Bl produit

la grammaire de chemin présentée a la figure B0

if Wa f
o Al
—_— L] —_— C
Z c| | Bia O ‘) B2
BQ’Q BQ,Q
1) Ma f D )

F1G. 5.10 — Transformation d’'une grammaire en une grammaire de chemin.

Bien que cette transformation ne préserve pas la structure du graphe
engendré, la mise sous forme de grammaire de chemins préserve le caractére

pondéré d’une grammaire :
si R est pondérée alors < R > est pondérée.

Lorsque 'on étudie les propriétés des langages réguliers par la manipula-
tion d’automates finis, on est amené a considérer des graphes non-déterministes.
Nous avons vu précédemment que contrairement aux graphes finis, les graphes
réguliers ne sont pas clos par l'opération usuelle de déterminisation Det.
Néanmoins nous montrons comment 1’utiliser pour construire, a partir d’une
grammaire pondérée R, une grammaire qui engendre un graphe déterministe

et qui est bi-synchronisée par R.
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Lemme 5.3.8. Tout grammaire pondérée peut étre transformée en une gram-
mazire bi-synchronisée, acceptant le méme langage et engendrant un graphe

déterministe.

Démonstration :

Soit R une grammaire pondérée. Par le lemme B3, on peut considérer que
R est une grammaire de chemins.

Considérons I'ensemble Nz N F, des parties des non-terminaux d’arité 2 de R
muni d'un ordre tel que ) soit le plus petit élément. Soit N’ = Np — {Z}. A
chaque partie P C N’ différente de ’ensemble vide, on note P, = PNF, et on
associe un nouveau symbole P" € Fyr, et un hyperarc <P> = P'p;...p,
tels que {p1,...,pm} = 22 et p; < ... < p,,. Pour tout graphe G tel que
Eq C Fr —{Z}, on définit 'hypergraphe

G = Det(|G))
U U{<A6NR|336Q,5£>>
[Q/0,{t | 3s € Q, HAGP,s%t}/Q)#PgN’]
| Q CSe N ds €, HAENR,S%}.

Pour chaque partie P C N’, on prend un graphe Hp tel que
(03 A|AePyu{Ad | A€ P—FR}u{il} = Hp.
La grammaire S définie par
S = {(<P>,(Hp)[0/{0}] = {i0}) | P < N'}
est pondérée, bi-synchronisée par R et on a L(R) = L(S).
O

Prenant la grammaire de chemins de la figure BET0 avec le nommage de som-
mets donné a la figure suivante. Rappelons que cette grammaire est la mise

sous forme de grammaire de chemins de la grammaire pondérée de la figure

BTl
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o " 0
Z —> CL>B12 (.1) Cl B2
A1l G
Bg 2 BZ 2
(.1) (.1) a .f(x) (€] 1)

@ @ QO o b Bss
B 2
. 0 0 ¢ 0 ]
if . voa  Hay b o
zZ — ci A ; tA — lc A tc — \'Qc
° ‘/b{Z}
@) {B1,2} {B12} b {yC}DC {Ba2} {Bas}
B
p e ". b, a_ Haz)
jB — /lc ) Ci R
. . o{{s} . . b!
{B2,2} {Ba2k_ b O ) {B1,2} 5 {B1,2} {v}
\B D ' —_— 2
° b
b O\ {B2,2} {Ba,2} « =——{{z}
c C
° {s,z} {By2,Basa}te (Bi2. Bas}e =2 1y 2}

Q

F1G. 5.11 — Déterminisation d’une grammaire de chemin.

On applique la construction du lemme pour obtenir la grammaire de la

ﬁgure m, avec A = {BLQ},, B = {Ah 3272},, C = {3272},, D = {32727 BLQ}/
et {BLQ} < {B2’2} < {BLQ,BQ,Q}.

En se restreignant aux sommets accessibles a partir de 7, on obtient la

grammaire de la figure B.12

Cette grammaire engendre bien un graphe déterministe que nous représentons

a la figure BET3 Le graphe engendré par la grammaire pondérée de la figure

BTl est représenté a la figure B2l Ces deux graphes acceptent le méme langage

et on peut remarquer de plus que les grammaires engendrant ces graphes sont,

bisynchronisées.
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i f o Wa_ f &) &)
K " oa ] (! S
7 — Ci>A : jA — Cl)A ; tc . \'OC
. ! ! , h
@ @ b QO @ @
c
O 5 f (1) D a f
@) /: l b lc
D
B . (D @ D~ (2)e b
j @ O %)
@ b B Job |
O ® ® O
et C

Fic. 5.12 — Grammaire engendrant un graphe déterministe acceptant le
méme langage que la grammaire pondérée de la figure BTl

F1G. 5.13 — Graphe engendré par la grammaire B.T2)

Munis de la relation de synchronisation de grammaires, nous nous inté-
ressons aux langages acceptés par les grammaires synchronisées. Le premier
constat est que, comme les grammaires pondérées sont déterminisables et
que toute grammaire engendrant un graphe déterministe est pondérée, les

langages acceptés par les grammaires pondérées sont les langages algébriques
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déterministes. Dans le chapitre suivant, nous définissons les langages syn-

chronisés par une grammaire pondérée et nous montrons qu’ils forment une

algébre booléenne.
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5.4 Les langages synchronisés

Nous allons maintenant nous intéresser aux langages des grammaires que
I’on met en relation par synchronisation. Soient deux grammaires R et S
telles que R S. On dit alors que le langage de S restreint aux mots acceptés
par R est un langage synchronisé par R et on note Sync(R) ’ensemble des

langages synchronisés par R :
Sync(R) = {L(S)NL(R) | R>S A S est pondérée}.

Par exemple, les langages a*, (ac*)* et {a"c™b* | m,n > 0Ak <n+ 1} sont

des langages sychronisés par la grammaire de la figure

Nous montrons que pour une grammaire R donnée, cet ensemble de lan-

gages généralise les langages réguliers. En particulier, nous montrons que :

1. tout langage régulier inclus dans L(R) est un langage synchronisé par
R,
2. 'ensemble des langages synchonisés par R est clos par :
— intersection,
— union,
— complémentaire par rapport a L(R),

— concaténation et étoile de Kleene (sous certaines conditions).

Commencons pas montrer le premier point cité ci-dessus.

Lemme 5.4.1. Pour toute grammaire R et pour tout langage réqulier L,
LN L(R) € Sync(R).

Démonstration :
Nous cherchons a construire une grammaire S synchronisée par R telle que
L(S) = L(R)N L. Comme L est régulier, il existe (propriété BZZ3) un auto-
mate K fini et déterministe reconnaissant L : L(K,1i, f) = L.
Posons Sk = {s1,...,Sm}. A chaque non-terminal A € Ng, on associe un
nouveau symbole A" d’arité p(A) x m sauf que Z’ = Z. On construit alors une
grammaire S reconnaissant le langage LNL(R). Pour toute régle (X, H) € R,

on associe une nouvelle régle (X, H') telle que



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 91

H = [H] XKU{A(SL’l,Sl)...(I‘l,Sm)...
(Tn,$1) o (Tny Sm) | A€ Np ANAzy .. 2, € HY.

Cet ensemble de régles restreint par accessibilité a partir de ¢ nous donne la
grammaire S. En effet, on a L(S) = L(R) N L et S est synchronisée par R.

O

En prenant la grammaire R de la figure et L le langage accepté par
l’automate H de la figure B4l la construction du lemme B4 est illustrée a
la figure BT41

le Sl) El)—a> [}
A A —> b B
ya —
. b
f L] * - @
(2 2 f
) 1 a (€N D a
B —— b C C — b B
a a
(@] (27‘\—b/ f (2 (27‘\—b/ f

F1G. 5.14 — Les langages réguliers inclus dans L(R) sont synchronisés par R.

Notons Reg(L(R)) = {L € Reg(T},) | L C L(R)} I'ensemble des lan-
gages réguliers inclus dans le langage accepté par une grammaire R. Pour un
synchronisateur R, tout élément de Reg(L(R)) est un langage synchronisé
par R. De plus, par la propriété B30, cette inclusion est une égalité si R

engendre un graphe fini.

Corollaire 5.4.2. Si R engendre un graphe fini, Sync(R) = Reg(L(R)).
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L’intersection

Pour montrer que la classe des langages synchronisés par une grammaire

R est close par intersection, nous utilisons le lemme B33
Lemme 5.4.3. Sync(R) est clos par intersection.

Démonstration :
Soient L et Ly deux langages de Sync(R). Il existe donc deux grammaires S
et T synchronisées par R telles que Ly = L(S)N L(R) et Ly = L(T) N L(R).
En coloriant par f les sommets coloriés par f; et fo dans la définition de
I'opération x;, on a

L(Sx;T) = L(S¥x,;T¥) par le lemme 33
L(SYxT“) car S,T<R
= L(S)NL(T) par définition de x .

La cloture de Sync(R) est donnée par 1'équation :

L(S <, T)NL(R) = (L(S)NL(T)) N L(R)
= (L(S)NL(R)) N (L(T) N L(R))
— LN L.

O

Les grammaires S et T" de la figure B4 sont toutes deux synchronisées par la

grammaire de la figure 10 que I’on nomme R.

a

| B /_\\B
7 — B-:)b o — . .
f ) Q~———~"f

F1G. 5.15 — Un synchronisateur pour les grammaires de la figure B4

Ainsi, L(S) = {u | Vo < u, |v]y < |Jv]s A |uly = |ul, + 1} (aussi appelé
langage de Lukasiewicz) et L(T) = {a"b™ | n > 0 A m > n} sont des
langages synchronisés par R.

La figure illustre la construction de l'intersection. Le langage accepté

par la grammaire ainsi construite est bien L(S) N L(T) = {a™b" ™ | n > 0}.
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i @) ) a .
zZ — AB ABl — /lAB
P, f ° LI e ——— ]
b @ @ P

F1G. 5.16 — Intersection de langages synchronisés par utilisation du produit
de synchronisation par niveau (restreint aux accessibles de i a f).

Le complémentaire

Pour construire un automate fini acceptant le complémentaire d’un lan-
gage régulier L, on considére un automate déterministe acceptant L, on le
compléte et on inverse les états finaux et non finaux. Concernant les langages
synchronisés par une grammaire R, on va procéder de méme. La différence
la plus notable se situe au moment de la complémentation. En effet, dans
le cas des langages réguliers, on compléte par rapport a I'ensemble de tous
les mots. Pour les langages synchronisés par R, si on appliquait ce principe,
on perdrait la synchronisation avec R, le langage initial de la grammaire
complétée pouvant contenir des mots non présent dans L(R, 7). Donc on ne

compléte que par rapport a L(R).

Lemme 5.4.4. Pour toute grammaire R pondérée, Sync(R) est clos par

complémentaire par rapport o L(R).

Démonstration :

Pour une grammaire R, on définit la grammaire

engendrant R* auquel on a retiré la couleur f. Dans ce cas, L(R™/) = ().

De plus, on pose
R = {(X,(H—fSH)U{fS | SGSH—Sx/\fS¢H}) | (X,H) GR}

la grammaire engendrant R“ dans lequel on intervertit les sommets finaux
et non finaux. Notons que ces transformations ne modifient que le coloriage

et que donc les grammaires ainsi construites restent synchronisées par R. De
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plus, L(R) = L(R,i) — L(R) quand R engendre un graphe déterministe.

Soit .S une grammaire synchronisée par R : R>S. On construit la grammaire

Det(R~f ®; S) synchronisée par R. Comme R~/ n’a aucun sommet final, les
seules couleurs finales de Det(R™7 ®; S) sont fy et f2 En identifiant ces
couleurs avec f, la définition de L(Det(R~/ ®; S)) est par construction

L(Det(R~F ®;S)) = L(Det(R7 ®;85),i) — L(Det(R~7 ®, S))
= LR ® S,i)— LR ®8)
(L(R,i) U L(S,i)) — L(S)
= L(R,i) — L(9).

La cloture de Sync(R) par complément (par rapport & L(R)) est alors donnée

par :
L(R) — L(S) = (L(R)NL(R,i)) — L(S5)
= L(R) N (L(R, i) — L(5))

= L(R) N L(Det(R 7 @, 9)).

)N
)N

Appliquons la construction aux grammaires R et S suivantes :

i B _— B
Z —» B (p . — . - (9
R f 6N " f
b
i
(x)e A a
A /A T
S|z —s b . = . . ——= ()
@) O~_ @ €)
w-T b
f

Dans la grammaire .S, on a colorié le sommet y par un non-terminal inutile
T afin que tout sommet non d’entrée est sommet de sortie.On construit la
grammaire R~/ ®; S représentée ci-aprés (ou f remplace fo et f? dans la
définition de ®;) pour X = [B, A, {(1,1)}] et Y = [B,T,{(1,1)}] :
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i
(P, ) (1,1) « (1,1) S N @)
b ~__~
b X
a
of X
z—= PYNx  ano(x == 60 e
b b
a
(P L) » (1,1) « Ly« .
bo v b (L, =2)
(L,x) »
b (1,1) « (L, e . (a,7)
(Lyy) e Y

(1,1) (Y — (1, 1) ovo (g, L)
(L,1) » (L,1) » e (L,7)

que l'on peut restreindre par accessibilité a partir de ¢ en la grammaire :

i
bj W, W .
X e
z — fo |X — al [X
b - (2)./_\ .
Y N~
b
Q)
- We a
v a
- e W —— . Ly
@e @ W ~—
b

Le calcul du complémentaire d’'un langage régulier requiert de considérer
des graphes finis déterministes. Nous étendons la construction vue dans le
paragraphe 2.2.3. Pour déterminiser la grammaire précédente, on va lui ap-
pliquer la construction du lemme Pour cela, considérons la grammaire

de chemins ci-dessous obtenue par le lemme BE3.7 :
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L X X1,1
o I @2 )
” b X2 : X1 e b
Y12 O
Fo b (2)e (2)e
b O
Y22
(1)e @ a @s o a
Yoo ; Wii Wi
Wia (2)e 4;.0
(2 (2)e T.O (2)e b
Xo2
(2)e @- a @D Do 2 o OO
1.2 Wi s ; Xoo
(2)e (2)e ‘T‘O (2)e (2)e

Par le lemme G338 la grammaire de la figure suivante (avec A = {X;,},
B = {X272,}/272},, C = {}/172},, D = {X272,W171}/ et £ = {Wl,l}/) engendre
un graphe déterministe et accepte L(R™/ ®,; S).

o) A
I 0 e 0 o2 o QQ
f./_\(\o?)
b () {X1.1}e {X11}e
b
0 e 1) o—2 ae 0. 0 . N
{X2,2} {X2,2} ¢ @ . ‘C \
B—— , —_— E
Y- . Y- .
{¥2,2} {Y2,2} (Y12} {Y1’2}.<T.O
{X2,2,Y22} {X2,2,Y22}

0. [ —, 0 e 0 a

{X2,2} N {X2,2}e p : ‘E —_— \ E
{Wi1}e {Wi1}e {Wi1}e {Wl,l}’T’Q
{X22, Wy 1}

{X2,2,Wy,1}e

Imitant les opérations sur les graphes finis, on échange les sommets finaux

avec les non-finaux pour obtenir la grammaire Det(R~/ ®; S) dont la res-
triction aux sommets accessibles de i est présentée a la figure T Comme
L(R,i) = ¥*, cette grammaire accepte le complémentaire du langage de Lu-

kiasiewicz.

L’union

Par cloture par complément et intersection, on obtient la cloture par

union. Nous donnons ici une construction directe.
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A A
I IO D (l)oL IQ
zZ bj . ‘A R /
— %) ®
S
b €)
(1) e 4 @ N
C
R— \ o o \f 2
f @- .
® (2).<;b .O @) b Q
e @ a @+ @ a
D . ‘E S \ E
PR (2).<7IO
@e e - O (2 b

FiG. 5.17 — Grammaire acceptant le complémentaire du langage de Lukasie-
wicz.

Lemme 5.4.5. Sync(R) est clos par union.

Démonstration :
Prenons L; et Ly deux langages de Sync(R). Soit A; (resp. Ay) une gram-
maire synchronisée par R telle que Ly = L(A;) N L(R) (resp. Ly = L(As) N
L(R)). Par construction, on a L(A; ® As) = L(A;) U L(Az) en identifiant

fi, fY fo, f*a f. La cloture par union est donnée par :

LiULy, = (L(A;)NL(R))U(L(Ay) N L(R))
(L(A1) U L(A)) N L(R)
= L(A; ® Ay) N L(R).

O

La grammaire de la figure est obtenue a partir de la grammaire S ®; T
(présentée a la figure par restriction aux accessibles par i. Pour H cette
grammaire, on a L(Hy g 1, 11 r23) = L(S) U L(T) pour les grammaires S et
T de la figure B4

Par les lemmes B43] B2 et B38 on obtient que, pour une grammaire
R fixée, Sync(R) est une algébre de Boole de langages algébriques détermi-

nistes.
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f.<T. (1). (1). —»a .
b
b f
Z — f. o D (2Qe( D —> (2)-<—IO (D
b a
a
. @ @
fe b ‘\b/

Fia. 5.18 — Grammaire acceptant I’'union des grammaires S et 1" de la figure

5y

Théoréme 5.4.6. Pour toute grammaire pondérée R, Sync(R) est de fagon
effective une algébre de Boole (relativement a L(R)) de langages algébriques

déterministes et contenant les langages réguliers inclus dans L(R).

Dans [AM04], Alur et Madhusudan montrent que les classes de langages
qu’ils définissent sont également closes par concaténation. Dans le cas pré-
sent, nous présentons une grammaire R dont I’ensemble Sync(R) des langages
synchronisés par R n’est pas clos par concaténation. Pour cela, il suffit de
considérer comme synchronisateur une grammaire R dont le langage L(R)
n’est pas clos par concaténation. Pour R la grammaire de la figure B3, le
mot abab est un mot de L(R).L(R) mais pas un mot de L(R).

Nous pouvons donner des conditions suffisantes sur un synchronisateur
pour que la classe des langages qu’il synchronise soit close par concaténation

et étoile de la concaténation.

La concaténation

Une condition naturelle pour que 'ensemble Sync(R) des langages syn-
chronisés par une grammaire R soit clos par concaténation consiste a dire que
le langage L(R) accepté par R soit clos par concaténation avec lui méme :
L(R).L(R) C L(R). Cette condition est évidemment nécessaire mais elle n’est
pas suffisante. En effet considérons la grammaire R ci-dessous acceptant le
langage L(R) = {a™b" | n > 1}(a + b)*.
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@ @ a
ol . e — o
7 — = A ; A — b A
b
b ° f o o —w=—— o
CQ ) )

a

F1G. 5.19 — R telle que Sync(R) n’est pas clos par concaténation.

On a bien L(R).L(R) C L(R). De plus, la grammaire acceptant le langage
{a™™ | n > 1} (cf. figure ECG) est synchronisée par R mais la concaténation
de ce langage par lui méme, i.e. {a"b"a™b™ | n,m > 1}, n’est pas inclus
dans Sync(R). Néanmoins, si I'on considére des contraintes plus fortes que
la simple cloture par concaténation, on peut montrer que I’ensemble des lan-
gages synchronisés par une grammaire est clos par concaténation, simplement

en étendant les constructions existantes pour les automates finis.

Une grammaire R est cyclique si elle engendre un graphe G déterministe
et que 'unique sommet initial de G est son unique sommet final : is € G <~
fsed.

Remarquons que pour tous mots u,v € L(R), uv € L(R) et |[uv||lg =
lullg + l[v]lr = 0.

Théoréme 5.4.7. Les langages synchronisés par une grammaire cyclique

sont clos par concaténation et étoile de Kleene.

Démonstration :
Soit R une grammaire cyclique. Commengons par montrer que Sync(R) est
clos par concaténation. Soient L; € Sync(R) et Ly € Sync(R). Soient S < R
et T'<a R deux grammaires telles que Ly = L(S) et Ly = L(T). On peut
supposer que Ng N Ny = {Z} et que les graphes engendrés par R, S et T
sont accessibles par i et co-accessibles par f. De plus, comme R est cyclique,
les sommets finaux de S (et de T') sont des sommets de 'axiome S(Z) (T'(Z)).

Soit Z' € F} un nouveau non-terminal. La concaténation S.T de S par T est



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 100

la grammaire :

ST = {(X,(H-fSy) U Z'Su;) | (X,H) € S}
U T—{(Z,T(2)} U {(Z7T(Z)—{ir}) | ir € T(Z)}.

Nous étendons donc le principe de concaténation des automates finis aux

grammaires de graphes. On a donc

De plus, méme si (S.7')“ est non-déterministe, S.T est une grammaire pondé-
rée synchronisée par R. Par le lemme 38 il existe une grammaire (S.7") e
synchronisée par R et telle que L((S.T)4et) = L(ST) = L;.Ly. Donc
Ly.Ly € Sync(R).

Maintenant que la cloture de Sync(R) par concaténation est établie, mon-
trons qu’il en est de méme pour sa fermeture réflexive et transitive : I’étoile de
Kleene. Soit L € Sync(R). Comme R est cyclique, L* C L(R)* C L(R). Soit
S < R une grammaire telle que L = L(S). On construit une grammaire pon-
dérée S* synchronisée par R et reconnaissant L(S)*. A chaque non-terminal
A # Z et a chaque P C [p(A)], on associe un nouveau non-terminal Ap
d’arité p(A) + 1. On pose 0 un nouveau sommet. Les non-terminaux de la

grammaire S* sont donnés par
Ng- = {Z} U {Ap | Ae Ns—{Z} N PC[p(A)]}
et 'axiome de S est donné par la regle
Z — [S(Z2))uU{sZr|irecS(Z) A3t s [S%Z)}t N fte S(Z2)}

U {A@m | fanes@z)701 ... apay | i1 € S(Z)
N Aal...ap(A) - S(Z) N A€ NS}

Pour toute régle (Al...p(A),S(A)) et toute partie P C [p(A)], on définit la

régle :

ApOL...p(A) — [S(A)] U {s>0]3FpeP, s [sé)} o}
U {Bpn | baepy0b1- . by | Bbr.. by € S(A) A B € Ns}.
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Ainsi, L(S*) = (L(5))* = L* et S* est une grammaire pondérée syn-
chronisée par R : S* < R. Par le lemme B3 il existe une grammaire S bi-
synchronisée avec S* telle que S est déterministe et L(S") = L(S*) = L*.
Ainsi L* € Sync(R), c’est-a~dire que Sync(R) est clos par étoile de Kleene.

0

Le graphe présenté a la figure B220 n’est pas le graphe d’une grammaire cy-
clique mais la famille des langages qu’il synchronise est close par concaténa-

tion (nous discuterons de ceci dans la partie suivante). Nous cherchons donc

b

m a a a

. 7 XN XN X
| . . .
b b b

F1G. 5.20 — Un synchonisateur pour les langages visibles.

a étendre le critére de cyclicité & la recherche d’un critére moins restrictif

pour la cloture par concaténation.
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Une grammaire R est itérative si R est déterministe, que L(R) est clos

par concaténation et que

Yu € L(R), Yv € L(R,i),uv € L(R,i) A |luv|lg = ||ullr + ||v]|r-
i. a L] a L] a L]
b
f. L] L] L] —
a a
b N, >

F1G. 5.21 — Un graphe de grammaire itérative non cyclique.

En suivant la preuve du théoréme L7 on montre que la famille des langages
synchronisés par une grammaire itérative est close par concaténation et étoile.
Néanmoins il n’est pas nécessaire qu'une grammaire soit itérative pour que
I’ensemble des langages qu’elle synchronise soit close par concaténation. En

effet, la grammaire

R =A{(Z,{bx,ix, fx, Ax}), (AL, {aly, byl, fy, Ay})}

qui engendre le graphe n’est pas itérative mais la famille des langages
synchronisés par cette grammaire forme exactement les langages visibles
(JAMO4]) définis sur les alphabets X,,,, = {a} et ¥,, = {b}. Dans
la partie suivante, nous discutons de la relation entre les langages synchroni-
sés et les familles de langages définis dans [AMO4] et [NSO7].

Langages synchronisés et autres formalismes

Une motivation de notre travail fut de généraliser les travaux de [ANM04]

et de [NSOT].

Dans un premier temps, nous décrivons les langages visibles comme des lan-

gages synchronisés par un automate régulier. Soit X = X, & X, W Xy
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une partition de l’alphabet . L’ensemble des langages visibles sur ¥ est
I’ensemble des langages synchronisés par la grammaire V PL présentée a la
ﬁgureoﬁpgq = {pLqlac}).

i
Z — B D Zint ) Zpop

f
Epush
B ~ X
° ° ° :) Eint
Q) D>~—7¢
b

pop

F1G. 5.22 — La grammaire V PL synchronisant les langages visibles.

Proposition 5.4.8. Les langages synchronisés par la grammaire V PL sont

les langages visibles.

Démonstration :
i) Commengons par vérifier que tout langage visible L accepté par un au-
tomate visible M (sur la partition ¥ = ¥, & 2,0, W X)) est un langage
synchronisé par la grammaire V PL.
D’apreés le lemme 2.3, il existe une grammaire S engendrant G, par lon-

gueur (de sommets) croissante a partir de 2 :
12.,,(s) = |s| — 2 pour tout s € Sg,, .
Comme M est visible, S <V PL donc L = L(S) € Sync(VPL).
ii) Vérifions maintenant que toute grammaire S synchronisée par V PL ac-
cepte un langage L visible.

La réciproque du lemme EEZH (donnée dans [Ca07|) construit un automate
a pile M tel que

Gu € S¥ et Vs € Sy, |s| =12, (s) +2.

Comme S <V PL, M est visible.
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0

Nous avons aussi rappelé (cf. chapitre 4.1) la synchronisation par trans-
ducteurs finis donnée dans [Ca06]. L’ensemble des langages synchronisés par
un transducteur fini peut étre obtenu par synchonisation avec une grammaire
linéaire. Une grammaire est linéaire si pour chaque régle, le membre droit ne

contient qu’au plus un hyperarc non-terminal.

Proposition 5.4.9. Pour tout transducteur M, on peut construire une gram-

maire linéaire R telle que RY soit déterministe et Sync(R) = Sync(M).

Démonstration :
Soient m = max{|z| | T x {x} N Fy # 0} la valeur absolue maximale des
entiers des étiquettes de M et n = [%] + 1.
Le graphe défini par

Moo= {(pg) S (@i+a) |0 qnje Ty
U A{i(p,0) [ipe MYU{f(p.j) [p€SuNjeL}

est synchronisé par M et L(M,i) = Dom(L(M,4)). On engendre M par

sommets (p, 7) selon |j| croissant a I'aide de la grammaire linéaire R :

Z — PQ U {Zl}
Zl — P1 U {ZQ}

Zn—l - Pn—l U {Zn}
Zn — P, U {Z.}

avec les non-terminaux satisfaisant

(Z A1) # .. # Za(1) = Zuna(1)

et pour chaque 0 <[ < n, les arcs terminaux présents dans le membre droit

de Z; est I'ensemble

Poi= Ap.0) % @ k) | p S g Amax{]jl, [k} = 1)
U {0 | fp € Su}
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et I’ensemble des sommets de I'hyperarc non-terminal Z; est
Sz = Sy x VAP, ) [ 7 <IA3(q, k) < (pg), k] > 1}

Pour tout 2 < j < |Z,| et pour Z,(j) = (p,z), on a

(p,x+1) si >0
(p,x—1) si x<0.

Zn+1(j) = {

Ainsi, R engendre M avec ||(p, )||r = |j], et donc Sync(R) = Sync(M).

b/-1 a/-1

F1a. 5.23 — Un transducteur fini.

Prenons par exemple le transducteur fini ci-dessus. Par la proposition

B2 on construit la grammaire représentée & la figure BE241
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ief b
. @ Q) Y
> a
/a\f c
L @ CEGDY
b ) B —» b B
% f Cc /a\f c
@ (D)o —25 3)e @ e
\_/ b
> b B b ¢
a o . !
N\ c @ @
@° @~ b a
\y
e
f

F1aG. 5.24 — Grammaire synchronisant les mémes langages que le transducteur
de la figure .23

Nous comparons également la synchronisation de grammaires avec la syn-
chronisation des automates a hauteur de pile déterministe [NSOT|.
Un automate a hauteur de pile déterministe est un automate a pile complet

satisfaisant les conditions suivantes :
iso €M A sog = pr A S = qy —> lz| = |y|
GM GM

Nowotka et Srba ont défini la synchronisation de deux automates a hauteur

de pile déterministe M et M’ par
iso € M N isp € M A s G:q;;p:c N s é?qy = x| =y
et la famille de langages synchronisés par un automate M par
Sync(M) = {L(M’) | M" synchronisé par M }.

La synchronisation d’automates a hauteur de pile déterministe correspond a

la synchronisation de grammaires.

Proposition 5.4.10. On peut transformer tout automate a hauteur de pile
déeterministe M en une grammaire de graphes R tel que RY soit déterministe,

de degré fini et Sync(R) = Sync(M).
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Démonstration :
Par la propriété 20 il suffit de transformer M en une grammaire pondérée
R tel que R* est de degré fini et Sync(R) = Sync(M). Le théoréme 5.6 de
[Ca07]| stipule que toute restriction réguliére d’un graphe préfixe est régulier
par longueur. On peut donc transformer M en une grammaire déterministe
de graphes R); engendrant G,; par longueur croissante.
En notant tout sommet non entrée de R,; par f, on obtient la grammaire

suivante :
Ry = {(X,HU{fc|ceSy—Sx})|(X,H) € Ry}

Comme M est compléte, L(Ry) = ¥*. De plus, comme M est & hauteur de
pile déterministe, R, est une grammaire pondérée.

Il reste & prouver que Sync(Rys) = Sync(M).

Vérifions que Sync(M) C Sync(Ryy).

Soit L € Sync(M) i.e. L = L(M') pour un automate a hauteur de pile dé-
terministe M’ synchronisé par M. Comme R); est une grammaire pondérée

engendrant G, par longueur croissante, Ry <Ry;. Ainsi,
L=L(M")=L(Ry) = L(Ry)NY* = L(Ry) N L(Ryy) € Sync(Ray).

Vérifions que Sync(Ry) C Sync(M).

Soit L € Sync(Ryy) i.e. L = L(R') pour une grammaire pondérée R’ < Ry;.
On suppose que L(R',1) = L(Gyr,1) = X*. Si ce n’est pas le cas, on remplace
R’ par R’ ® Rj;. Par le lemme et la propriété 26l on considére que
R™ est un graphe déterministe dont tout sommet est accessible & partir de
1.

Comme Gy € RY, le graphe Ry, est de degré fini et par le lemme B3] R
est également de degré fini.

Par le lemme 5.7 de [Ca07], on peut transformer R’ en un systéme de
récriture de mots M’ dont le graphe de transition préfixe Pre(M') restreint
aux accessibles a partir de 7 est égal a GT(R’) obtenu & partir du graphe ca-
nonique Gen(R’) en remplacant chaque sommet pAU par (p, A)U_L. Comme
L(R',i) = ¥*, Pautomate S’ est complet. Et comme R“ est déterministe,
S’ est un automate a hauteur de pile déterministe. Nommant z le som-

met de I'axiome de R’ étiqueté par ¢, on prend pour configuration initiale
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co = (x,Z)L. Ainsi, Gg» = Gen(R') et donc S’ est synchronisé¢ par S. Et

finalement on a
L=L(R")=L(Gg) = L(S") € Sync(S).
OJ

Prenons comme exemple 'automate & hauteur de pile déterministe M =
({q07 41,92, 43, qla qf}7 {A7 Ba Ca D}7 {a’7 b}; qo0, {q37 qf}}7 5) avec 0 défini par

qo-L — @B @B — @AB | 3B 2 41
wB > a RA 5 g BA S g
pA S pAA| g = ¢A 5 qAA
¢B % ¢AB|¢A 5 ¢CA|¢A > ¢DA
¢B % ¢CB | ¢B LA ¢DB | ¢D LA ¢ DD
¢D = ¢ ¢C 5 gCC| g0 S ¢
qui reconnait le langage (cf. théoréme 8 [NSO7])
Ly = {a™0"w | m>n>0, |w|,=|wl, w(l)=asiw#ec}

et dont le graphe de transitions accessibles a partir de ¢ est le suivant :

(@l) o (@B, (@ABL, (@A4ABL)
i. S e
b b b -
(2B L) (¢2ABL) (q2AABL)
@y b |f b |f b |f
a a a
(¢'BLy .

Il est engendré par longueur croissante par la grammaire a la figure B.25)

qui définit la méme classe de langages synchronisés que M.
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i M W a
7z — A A — b A
) Y ° A—b Of
@) @) aj
Be D
C
B b f :
[ ] [ ] [ ] C a
(@) @) - ./—\
(@) "
b
D /b\\
[} —— . .
(@) O~—"p
a

109

FI1G. 5.25 — Automate a hauteur de pile en grammaire : la grammaire.

La synchronisation permet par ailleurs de décrire des sous-familles connues

de langages algébriques. Par exemple, on considére la famille des langages

équilibrés [BB02] sur un alphabet ¥ = AW BWA avec A = {ay,...

G}

les symboles d’empilement, A = {a7,...,a,} les symboles de dépilement et

B les symboles d’action interne. Ces langages sont les langages synchronisés

par la grammaire engendrant le graphe de la figure 26

F1G. 5.26 — Graphe d’un synchronisateur pour les langages équilibrés.



Chapitre 6
Une extension

Jusqu’alors, les algébres de Boole que nous définissions étaient des sous-
ensembles de langages algébriques déterministes. En considérant des synchro-
nisateurs acceptant des langages non déterministes, on étend les propriétés
de la synchronisation & des ensembles de langages algébriques non-ambigus
pour lesquels I'inclusion est décidable (JANQOQ]).

6.1 Les langages non-ambigus

Une grammaire algébrique R est non-ambigué si pour tout mot de L(R)
il n’existe qu'une dérivation gauche I'acceptant, ou de maniére équivalente
qu'un seul arbre de dérivation. Ainsi, toute grammaire algébrique détermi-
niste est non-ambigué.
Un langage algébrique L est non-ambigu s’il est engendré par une grammaire
algébrique non-ambigué. De plus, on dit qu’un langage est intrinséquement
ambigu s’il n’existe pas de grammaire non-ambigué ’acceptant.
Par exemple, la grammaire d’axiome S donnée a la figure est ambigué
puisqu’il existe deux maniéres d’engendrer le mot ab. Néanmoins le langage
que cette grammaire accepte, {a™0" | n > 0} U {a"*" | n > 0}, n’est pas
intrinséquement ambigu, puisqu’il est accepté par la grammaire non-ambigué
de la figure

110
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S —» aAb 4+ aBbb 4+aC + ¢ C —» b

A —» aAb + ¢ B —» aBbb + ¢

F1G. 6.1 — Une grammaire algébrique ambigué.
S —» aAb + aBbb + ¢

A —» aAb -+ ¢ B —» aBbb + ¢

F1G. 6.2 — Une grammaire algébrique non-ambigué.

6.2 Les grammaires non-ambigués

On étend la notion de non-ambiguité aux grammaires de graphes. Un

graphe G est non-ambigu si deux chemins acceptant ont des étiquettes diffé-

rentes :
a1 an
80281... E>Sn
to%tl...a—;)tn - SZ:tZVZG[O,n]

'l.S(), ith fsna ftn G
Par abus de langage, on appelle grammaire de graphe non-ambigué toute
grammaire engendrant un graphe non-ambigu.
La grammaire de la figure est non-ambigué et reconnait le méme langage
que la grammaire algébrique de la figure précédente.

| f W o , ® @ 5

o —— @

Ay
7 . H A —— / A, ; A2 —_— .9/ AQ
— je f y
b

A2 e = o

(5) © @) @b b
of

F1G. 6.3 — Une grammaire de graphe non-ambigué.

Nous avions vu précédemment comment restreindre une grammaire (en-

gendrant un graphe déterministe) de sorte que le sommet étiqueté par la
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couleur initiale soit un sommet de 'axiome (32)). Nous présentons ici une
transformation qui nous permet de ne considérer que des grammaires dont
les sommets initaux et finaux appartiennent a I'axiome.

Une grammaire R est initiale si les seuls sommets étiquetés par ¢ ou f ap-

partiennent a son axiome :
(X,H)ER/\X;AZ — SHJ':@:SH’}C.

Soient ¢, ¢ € Fy deux nouvelles étiquettes d’arcs (¢, ¢ ¢ Fgr). Et on considére

de plus deux nouveaux sommets ¢ et ¢ qui n’appartiennent pas a R.

Proposition 6.2.1. On peut transformer toute grammaire R en une gram-

maire initiale [R, 1, @] telle que L([R, ¢, ¢]) = tL(R)¢.

Démonstration :
Soit R une grammaire de graphes et deux nouveaux symboles ¢ et ¢.
A chaque non-terminal A € Np — {Z}, on associe un nouveau symbole A, ,

d’arité p(A) + 2. La grammaire [R, ¢, @] est construite comme suit :
[R,0,¢] = {(Z,H.oU{iv, fo}) | (2, H) € R}
U {(A¢Xwp,.Hy) | (AX,H) € RNA#Z}
ou H, 4 est le graphe obtenu a partir [ en effectuant les opérations suivantes :
HL7¢ = [H]—{Z,f}SH U {AL7¢XL¢|AX€H/\A€NR}
U {t5s|iseHY U {s2¢]|fseH}.
La grammaire [R, ¢, ¢| est bien initiale et reconnait ¢L(R)g.

0

Comme pour le cas déterministe, on définit la relation de synchronisation
par niveau. Une grammaire R est non-ambigué par niveau si pour tout chemin
acceptant A\, p étiquetés par le méme mot u et pour chaque préfixe v de u,
les chemins préfixes de A et p étiquetés par v se terminent a des sommets de
méme niveau : pour G € R,

S0 % S1...— Sp
to % ot T = 1&(s;) = 1E&(t;) Vi € [0,n)]
189, ity, [Sn, ft, € G
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La notion de non-ambiguité par niveau est une généralisation de la notion de
non-ambiguité. En effet, toute grammaire non-ambigué est non-ambigué par
niveau et sous la condition de déterminisme par niveau (que nous définissons),
les deux propriétés sont équivalentes (c¢f. lemme E2Z2).

Une grammaire R est déterministe par niveau si pour tout G € R“ les niveaux
des sommets initiaux et ceux des buts d’arcs de méme source et de méme

étiquette sont différents :

is,itEG\/(r%s/\r%t) = s=1tVlig(s) #la(t).

?a;; a;:a§

i ° f ° .
o '@ & ®
F1G. 6.4 — Graphe de grammaire déterministe par niveau.
Lemme 6.2.2. Pour toute grammaire R déterministe par niveau, R est non-
ambigué par niveau si et seulement si R est non-ambigué.

Démonstration :
On doit vérifier la non-ambiguité d’une grammaire R déterministe par niveau

et non-ambigué par niveau. Soit G € R* et
a an a an . .
50 ?31...2 sn A to étl...?tn/\zso,zto,fsn,ftn cq.

Comme R est non-ambigué par niveau, on a I(s;) = I(¢;) pour tout i € [0, n].
De plus, comme R est déterministe par niveau, et par récurrence sur i € [0, n,

S; = tz

6.3 Synchronisation

On considére une nouvelle définition de la synchronisation. Plutot que

de synchroniser des grammaires en fonction des chemins initiaux de leurs
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graphes, la relation se base sur les étiquettes et les niveaux des chemins
acceptants. Ainsi, si on restreint les graphes des grammaires aux sommets
co-accessibles (par f), les deux définitions sont équivalentes. Notons que pour
I’étude des langages synchronisés, il suffit de considérer des grammaires res-
treintes aux accessibles (par i) et aux co-accessibles (par f).

Dorénavant, on dit qu'une grammaire R synchronise une grammaire .S si pour
(tout graphe) G € R et (tout graphe) H € S¥ on a :

pour tout sg a—; S1... a—};@ S, avec 1Sy, fs, € H
il existe 7y % ... a—g r, avec irg, fr, € G
et 1&(r)) =13(s;) Vi € [0,n].
La premiére chose que nous vérifions est la préservation du critére de

non-ambiguité par niveau par synchronisation.

Lemme 6.3.1. Pour toute grammaire non-ambigué par niveau R, on a

SaR = S est non-ambigué par niveau
SR <= S<R A L(S)=L(R).
Démonstration :
Nous commengons par montrer la premiére assertion. Soit R une grammaire

non-ambigué par niveau et S telle que S < R. Prenons G € R¥ et H € S%.

Considérons un mot u = a; . ..a, étiquetant deux chemins dans H :

a .
Sg — S1...— 8, avec 1Sy, fs, € H
H

H
) ai / an g -/ /
A Sy Sie. S, avec s, fs, € H.

Comme S < R, il existe des chemins étiquetés par u dans G

al a .
To?ﬁ---?% avec 1irg, fr, € G

al a .
A rggr’l...éﬁr; avec iry, fri € G

tels que pour tout 1 <i < n, IS(r;) = I%(s;) et (5(r]) = I5(s)).

Comme R est non-ambigué par niveau, on a pour tout i € [0,n], ($(r;) =
[S(rl). Ainsi, I5(s;) = 13,(s]) pour tout 0 < i < n et donc S est non-ambigu@
par niveau.

Concernant la deuxiéme assertion, on a par définition
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S<R = S<RAL(S) = L(R).

Pour 'implication inverse, considérons une grammaire S< R telle que L(S) =
L(R). Vérifions que R<S. Soient G € R¥, H € S¥, et 1 G—G1> ri... a—g Ty avec
irg, frn € G. Le mot a;...a, est un mot de L(R) = L(S). Il existe donc

. a a . . .
un chemin sy = s;... —= s, avec isy, fs, € H. Comme S < R, il existe un
H H

/

. a an .
chemin r{, é .. = 7y avec irh, frl, € G avec IE(r]) = I3,(s;) pour tout

i € [0,n]. Comme R est non-ambigué par niveau, on a [Z(r;) = IE(r!) et donc
1B(r;) = 1%(s;). Ainsi, R< S,
U

On étend la propriété 2.8 et on montre que restreindre une grammaire
par co-accessibilité a partir des sommets finaux ne modifie par la synchroni-

sation.

Lemme 6.3.2. Toute grammaire R peut étre transformée en une grammaire
S telle que SR N S* = Ry .

Démonstration :
En plus de 'ensemble Acc(A, I') défini dans la propriété 26, on définit, pour
chaque A € Ng et I C [p(A)], 'ensemble CoAcc(A, I) des sommets de Sy,
qui sont co-accessibles par I et f dans R¥(H) :

CoAcc(AI) :={s € Su, | sRﬁ)t/\(ftGRw(HA)\/tEI}.

De la méme maniére que pour Acc(A, I'), on construit les ensembles CoAcc(A, I)
par plus petit point fixe.
Pour chaque A € Ny et I C [p(A)], on associe le mot

<A, I>:=my...m, avecmy <...<myet {my,...,m,} =1
et on prend un nouveau symbole A; d’arité |I|. On définit alors la grammaire

S :={(Ar<A,I> Har) | A€ Ne AT C [p(A)]}
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avec
Har = [Haljce(A,NCoAce(AD)
U {B,Y(<B,J>(1))...Y(<B,J>(|J|)) | BY € Hy AN B € Ng}
avec J=A{k|Y(k) € Acc(A, 1) N CoAcc(A, 1)}

en se restreignant aux régles dont les non-terminaux sont accessibles a partir
de Z = Zy. Par construction, SR et S* = R ;.

O

La transformation d’une grammaire en une grammaire initiale (BE2.TI)
préserve la synchronisation, la non-ambiguité et la non-ambiguité par niveau
des grammaires. Voici quelques propriétés des grammaires initiales obtenues

par cette construction.

Proposition 6.3.3. Pour toutes grammaires R et S, on a

a) pour tout G € R* avec v, ¢ ¢ S¢, G,s U {it, fo} € [R, ¢, P|*

b) SaR <= [S,i,9] <R, ¢, ]

c) S"<[R,1,¢] <= 3TIS<R, [S,¢, ¢S’

d) R est non-ambigué par niveau <= [R, i, $| est non-ambigué par niveau

e) R est non-ambigué <= [R,, | est non-ambigué.

D’aprés la proposition B3] la synchronisation par grammaire détermi-
niste préserve la finitude du degré (entrant) des graphes engendrés. On étend
ce résultat a la synchronisation pour toute grammaire. Pour cela, on utilise

différentes propriétés sur les grammaires inverses.

Lemme 6.3.4. Pour toutes grammaire R et S, on a
a) S4R < S '<R!
b) R est non-ambigué par niveau <= R~' est non-ambigué par niveau

¢) R est non-ambigué <= R™' est non-ambigué.

Ceci étant, il en résulte que la synchronisation préserve la finitude du

degré (entrant ou sortant) des graphes engendrés.

Lemme 6.3.5. Pour R> S, on a

R¥ est de degré entrant fini = S, ; est de degré entrant fini
R est de degré sortant fini =S¢, est de degré sortant fini.
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Démonstration :
Soient G € R et H € S ;.
Commencons par montrer la premiére assertion, par contraposée. On suppose
que H est de degré entrant infini et on montre que G est aussi de degré entrant

infini. Il existe donc un sommet p de H tel que

poﬂ’pa---apn@’pa---
H H

avec p; # p; pour tout ¢ # j. Par définition du niveau d’un sommet, 1'en-
semble des sommets de méme niveau est fini : Vn > 0, [{q € Sy | I3,(q) =
n}| < w. Donc on peut supposer que 1% (pg) # 13(p1) # ... # U5 (pn) # - . ..
Par accessibilité des sommets p, a partir de 7, il existe pour tout n > 0,
un sommet r, et un mot u, tels que r, % Pn €t ir, € H. De méme, par
co-accessibilité de p a partir de f, il existe (au moins) un sommet ¢ € H et
un mot v tels quepz}}qet fqe H.

Comme S < R, il existe pour tout n >0

sl = s, B t, =t avec is), ft! € G
G a G
A G (sn) = Ui (pn) A 15 () = L (D).

En particulier, on a

B(s0) #18(s1) # ... # 18(sn) # ..
et 1B(to) =18(t) =...=18t,) =....

Par finitude du nombre de sommets de méme poids dans G, il y a un sous-
ensemble infini I C IN tel que pour tout m,n € I, t,, = t,. En posant t le
sommet associé & I, on a s, % t pour tout n € I. Et donc ¢ est de degré
entrant infini.

Concernant la deuxiéme implication, considérons que R“ est de degré sor-
tant fini. Donc, (R71)¥ = (R¥)~! est de degré entrant fini. Par la premiére
propriété du lemme B34, on a R~ S~ et par la premiére implication, on

w

a (S*l)‘igf est de degré entrant fini. Comme (S’l)iﬁf = ( g;f)ila on a Sy’

est de degré sortant fini.
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Par les lemmes BE4T] et A0, on a montré que ’ensemble des langages
synchronisés par un synchronisateur R engendrant un graphe déterministe
d’une part contient les langages réguliers inclus dans L(R) et d’autre part, est

clos pas I'union ensembliste. On étend ce résultat pour tout synchronisateur.

Proposition 6.3.6. Pour toute grammaire R, l’ensemble Sync(R) des lan-
gages synchronisés par R est clos par union et contient L(R) N L pour tout

langage régulier L.

Démonstration :
Commengons par établir que Sync(R) est fermé par union.
Soient S et S’ deux grammaires synchronisées par R. On note (Z, H) (res-
pectivement (Z, H')) la régle de Paxiome de S (respectivement S’). A renom-
mage prés, on suppose que Sy NSy = () et Ng N Ngv = {Z}. On définit la

grammaire
S+ = {(ZHUH)}U(S —{(Z )} U(S ~ {(Z.H)}).
Ainsi,ona S+ S'< R et
(S+ 857 = {GUG |GeSYNG € S NSgNSq =0}

et donc L(S +5") = L(S) U L(S5").
Il reste a établir que Sync(R) contient L(R) N L pour tout langage régulier
L. Pour cela, il suffit d’appliquer la construction du lemme B2

0

Dans les chapitres précédents, nous avons montré que pour une grammaire
pondérée R, I’ensemble Sync(R) des langages synchronisés par R forme une
algébre de Boole (théoréme BZH). On étend ce résultat en considérant R
non-ambigué. Néanmoins, les opérations utilisées précédemment ne sont pas
suffisantes. En effet, la non-ambiguité est une propriété globale et non pas
une propriété locale comme le sont la pondération et le déterminisme de
graphes. Mais la synchronisation et la notion de non-ambiguité par niveau
permettent de se ramener a un niveau local, et plus exactement niveau par

niveau.
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On utilise d’autres couleurs en plus de i et f. Rappelons que pour tout
C C Fy — {i} et toute grammaire R, on note Ro la grammaire obtenue a
partir de R en remplacant la couleur des sommets coloriés dans C' par f et

en enlevant f sur les autres sommets :
Re = {(X,(H —{f}Su) U{fp|3ceC cpe H})| (X H)c R}

En utilisant le produit de synchronisation par niveau, et par recoloriage des

sommets finaux, on a les propriétés ci-dessous.
Lemme 6.3.7. Pour toutes grammaires R et S on a :

(R X1 S)w = R" X1 S« ; (R X1 S){f,ﬁ} AR et (R X1 S){f7f2} QS,'
S<4R — S < Rx; S

Démonstration :
Etablissons la premiére égalité. Soient G € R et H € S5“. On veut montrer

que G x; H € (R x; S)“. Il existe une dérivation
Z:GO?GL..?G”... avec (J,>o[Gn] = G
et une dérivation
Z:HO?Hl...?Hn... avec (J,~q[Hn| = H.

Ainsi, G x;H = |J,,50[Gx] xi[Hy]. On étend le produit de synchronisation par
niveau des graphes _aux hypergraphes. Soit P un hypergraphe étiqueté dans
Nr U Fy U F; et une application [p : Sp — IN associant & chaque sommet
s € Sp son niveau [p(s). Soit () un hypergraphe étiqueté dans Ng U F} U F)
et une application Iy : S — IN associant a chaque sommet s € Sg son
niveau [o(s). On définit le produit de synchronisation par niveau de P par

() comme suit :

PXlQ = [P]XI[Q]
U {[AX,BY,E] | AX EPABY € QA A€ Ny A B € Ng}

avec B = {(i,]) € [p(A)] x [p(B)] | Ip(X (i) = lo(Y (7))}

En particulier, [P x; Q] = [P] X; [@]. Soient P = P et Q = @'. Prenant
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m :=maz({lp(s) | s € Sp} U{lg(s) | s € Sg})

on définit

[ i S [ i S,
i (s) = p(s) s? s € Sp et lo(s) = o(s) s? s € 8g
m+1siseSp —Sp m+1sise Sy —Sg.

" / /
Ainsi, P x; Q = P’ ' x; Q.
RXZS
Par récurrence surn > 0,ona G, x; H, R?S Gri1x1Hpyq et donc |, < [Gr X
l >

Hn] € (R X1 S)w
Finalement, G x; H = |, 50[Gn] X1 [Ha] = U,,50[Gn X1 Ha] € (R x; S)*.

O

Le résultat de cloture de Sync(R) par intersection (lemme 23 s’étend alors

si R est non-ambigué par niveau.

Lemme 6.3.8. Pour toute grammaire R non-ambigué par niveau et pour

tout S, S"< R, L(S x; 8") = L(S) N L(S5").

Démonstration :
Par le lemme[E37, S x;5"<S et §x;57<S5", et donc L(S%x;5") C L(S)NL(S").
Concernant I'inclusion inverse, soit u = a; . ..a, € L(S)NL(S"). Pour H € S¥
et H € S™, il existe

al a al a . .
50351...;’35”/\36—;5'1...—’}s;/\zso,fsneH/\zs{),fs;LEH’.
H H

Comme S, S’ < R et pour G € R¥, il existe

ai a al a . .
7’0?7’1...E’ﬁrn/\r(’)?r’l...?r%/\zro,zré,frn,f'r’geG

tel que pour tout i € [0,n], (&(r;) = 13(s;) et 1E(r]) = 13(sh).
Comme R est non-ambigué par niveau, pour tout i € [0,n], (&(r;) = I&(r])
et donc 19, (s;) = 15,(s").

Ainsi, (so, sp) H:—?H, (s1,5)) ... HZ—ZL)H’ (Sn, sh) avec i(so, s), f(Sn, Sh) € H X
H'

Et donc, uw € L(H x; H') i.e. uw € L(S x; 5") par le lemme 371
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0

Dans le chapitre précédent, nous avions défini le produit de synchronisa-
tion étendu par niveau, que nous réutilisons ici pour montrer d’une part la
décidabilité de la synchronisation par une grammaire déterministe par niveau

et d’autre part la cloture par complémentaire.

Lemme 6.3.9. Pour toutes grammaires R et S, si R est déterministe par

niveau alors R> S est décidable.

Démonstration :
D’apreés le lemme B33, on suppose que R et S ont un unique sommet initial
qui est situé dans I'axiome. Par la propriété 220, on construit une grammaire
(R®;S);— qui engendre (R®; S)“ restreint aux sommets accessibles a partir

de i. Il reste a vérifier que
R>S <= (R®;S),. n’a pas de sommets étiquetés par f, ou f2.

Soient G € R¥ et H € S“.

(<) : on montre par contraposée que si (R®;5);_, n’a aucun sommet étiqueté
par f, ou f? alors R S. Supposons que R ne synchronise pas S. Il existe
alors un chemin dans H tel que

togtl...%tnavecito,ftnelf

et qui n’est synchronisé par aucun chemin acceptant dans G.

Soit m < n I'entier maximum tel qu’il existe

So % S1... %” Sm avec 18y € G et lg(sl-) = [IS{(,;Z.) pour tout i € [m].

Ainsi, (sg,t0) G§>H (s1,t1) ... GgH (Sm, tm) et i(so, tg) € G &, H.
On distingue deux cas :

a) si m =n.

Par hypothése, fs, ¢ G et donc fo(s,, t,) € (G ®, H);. Donc (R ®; S);—, a
un sommet étiqueté par fs.

b) si m < n.
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Par maximalité de m, on a (Sm,tm) ' (L tms1) - = (L t,).
G®LH G®1H
Ainsi, f2(L,t,) € (G ®, H); et donc (R ®; S);—, a un sommet étiqueté par

2.

(=) : on montre par contradiction que si R> .S alors (R ®; S),—, n’a pas de

sommet colorié par f, ou f2. Supposons que RS et qu’il y a un chemin

t) = t)... = t
(SOa 0) GgZH (Sla 1) Gg;H (Sna n)

avec i(sg, to) € G @ H et fo(sp,t,) €E G H V f*(sy,t,) € G H.

On a alors
tO%tl...%tn avec ity, ft, € H
et pour m = max{i | s; # L},

Comme R > S, il existe
o a—G1> Ty a—(:} rn avec irg, fr, € G et lg(r;) = lg(t;) pour tout i € [n).

Comme R est déterministe par niveau et par récurrence sur ¢ € [m], on a
r; = s;. On distingue les deux cas suivants :

a):m < n.

On a s,, a%'l Tm+1. Par définition de G ®; H, on a lg(rmy1) # lg(tme1) ce
qui est contradictoire.

b) : m = n.

On a fo(sp,t,) et donc fs, ¢ G, ce qui est contradictoire avec r,, = s,,.
O

La synchronisation selon les chemins acceptant permet d’étendre le lemme

B34 pour toutes grammaires.
Lemme 6.3.10. Pour toutes grammaires R et S, on a

(R @1 S) s, 01y <R (R ®p S)(f.f052) D25
(R ®l S)CM(R Xl S)C vc € {f7 f17f2}
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Le langage L(R)— L(S) pour S<R est 'ensemble des mots non-acceptants
étiquetant dans (R ®; S)¥ un chemin initial se terminant par un sommet

colorié par f; ou f!:

L(R) - L(S) = L(R)— (L(R)NL(S))
(R &1 S)p.0.01) — LR @ 5)
(R S)ip,my) — LIR® S).

Quand (R ®; S)ys,,51} est non-ambigué, le langage

~— —

= L
= L

L((R @i S)¢py,p1y) — LR @1 S)

est ’ensemble des mots étiquetant les chemins initiaux finissant a des som-
mets non-finaux coloriés par f; ou f!. Plus précisément, pour f, une nouvelle
couleur, on note par fo— f (respectivement fy+ f) pour désigner les sommets

non-finaux (resp. finaux) coloriés par fj.

Lemme 6.3.11. Pour toute grammaire R telle que Ry y, est non-ambigué,
on a L(Ry,—y) = L(Ry,) — L(R) et L(Rypy45) = L(Ry,) N L(R).

Démonstration :

Pour toute grammaire R, on a
L(Ry,) — L(R) € L(Ry,—y) et L(Ry1p) C L(Ry,) N L(R).

Soit G € R*. Pour tout mot u € L(Ry,_y), il existe un sommet p de G tel

que
s:g>p Ais, fop€G N fpéG.

En particulier, u € L(Ry,). Comme Ry 7, est non-ambigué, on a u ¢ L(R).
Ainsi, L(Rfoff) Q L(Rfo) — L(R)

Concernant 'autre inclusion, soit u € L(Ry,) N L(R), il existe
s :Z>p A s :Z>p’ A s, fop,is’, fpl € G.

Comme Ry s, est non-ambigué, on a p = p'. Ainsi, u € L(Ry,1y).
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0

Par les lemmes B3 T et B3] (R®;S) s 7,1} est non-ambigué par niveau
si R est non-ambigué par niveau. Pour obtenir la cloture par complément de
Sync(R) pour R non-ambigué par niveau, on transforme R en une gram-
maire non-ambigué S équivalente. Plus exactement on veut que pour Ry s
non-ambigué par niveau, on ait S non-ambigué et L(S;p) = L(Ry) et
L(S{yy) = L(R{sy)- Cette transformation permet alors de déterminiser les
chemins acceptants de méme étiquette. Comme pour les produits de synchro-
nisation par niveau, on restreint la construction usuelle de déterminisation
(dite du "powerset") pour qu’elle préserve les niveaux.

La déterminisation par niveau de toute grammaire R est
Det)(R*) == {K|Ge R N K ~ Det;(G)}

ou la déterminisation par niveau Det;(G) de tout graphe G € R“ est défini

par

Dety(G) = {P5Q|PQcTIlAQ C Succy(P)A
Vq € Succ,(P) — Q,Q U{q} ¢ 11}
U {iP|PellAVpe PipeGA
Vo(lige GNq¢& P — PU{q} ¢11)}
U {cP|PellAhce Fi—{i} NTpe P cpeG}

restreint aux sommets accessibles a partir de 7 et tel que II est ’ensemble des

sous-ensembles des sommets de méme niveau :
IT := {P|0#PCScAVp,qe Plp) =1(q)}

et Succ,(P) est 'ensemble des successeurs des sommets de P € Il par a €
FG N FQ .

Sucea(P) = {q|3p € Plp— 9}

Contrairement, au produit de synchronisation, Det; ne préserve pas la régu-
larité. Néanmoins, Det;(R¥) peut étre engendré par une grammaire quand R
est en forme normale que ’on peut obtenir par bi-synchronisation.

La construction présentée au lemme B3 préserve la non-ambiguité.
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Lemme 6.3.12. Toute grammaire initiale (resp. non-ambigué) peut étre

transformée en une grammaire de chemins (resp. non-ambigué) bi-synchronisée.

Pour toute grammaire de chemins R, Det;(R“) peut étre engendré par
une grammaire Det;(R) que 1'on peut définir.
Soit R une grammaire de chemins restreinte aux accessibles a partir de 1.
Pour chaque non-terminal A € Np — {Z}, on associe un nouveau symbole A
d’arité 2 et on définit la grammaire R & partir de R en ajoutant les régles
A12 — H, pour tout A € Ng — {Z}, et en remplacant dans les membres

droits des régles tout arc non-terminal s B9 par s EDR

R = {(Z,Hy)}
U {(AlQ,(HA—NRSHAQ)U{ESQ‘BENR/\BSQEHA})

| A€ Np—{Z}}
U {(A12,(Hy — NpSy,2)U{Bs2 | B € N A Bs2 € H,})
| A€ Np —{Z}}.

Soit < un ordre sur 2%}, Pour chaque sous-ensemble () # P C Ng —
{Z}, on associe un nouveau symbole P’ d’arité 2/”! et un hyperarc <P> =
P'py...pmavec {p1,...pm} = 2P et py < ... < pn, et on considére un graphe
Hp tel que

(74 A Ae PYu{iZ} = Hp
R
et pour P = (), on définit <()> = Z et Hy = Hy.

Pour chaque P C N —{Z}, on applique a Hp la déterminisation par niveau

pour obtenir le graphe

Hp = (Det,(Hp) — {i{Z}})[0/{Z}]
ol le niveau [ d'un sommet est défini par

I[(A) = 0 VAe P— Ng
(A) = 1 YAe PN Ng
I(s) = 2 VseSu,—(PU{Z}).

Pour chaque P C Ni; — {Z} on associe la régle suivante :
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<P> — [Hp|U{<Q>[U/0|[Ur/Elotpcq | U € Su, AQ # 0}
avec

Q = {AcNgy|3sel, 51%}

A
Up = {t|3IseU, JA€ E, sit} pour tout ) # E C Q.
Hp

En prenant toutes les régles accessibles a partir de Z, on obtient une gram-
maire Det;(R) engendrant Det;(R*).
Remarquons que pour R non-ambigué, on peut restreindre la définition des

hyperarcs en prenant <P> = P'p;...p,, avec {p1,...,pm} = P.

Appliquons cette construction a la grammaire R suivante :

i ) O a @ Sl) a_ .,
Z —— A B A — clle) a B —— bHe B
£ ) @ d @ @ d

Prenant [(A) = [(B) = 1 et l(p) = l(q) = l(r) = I(s) = 2, on a la récriture
paralléle suivante :

(s @ a ()

(Z) 4 <L [ —— )
A/ \3 — A L8l bHe B
G Od @  ®da

dont le membre droit H 4 g donne par déterminisation par niveau le graphe
Det)(H 4 p) suivant :

{2 —2 o ({p.5})
c’
({ap « <4 o]l
b,B

By o <20 e

e

({A,BY}) <4 ({g;t})
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et la grammaire Det;(R) décrite ci-dessous

) (@) o @ oe—2 o .
i Ci
(A} o ({4} e <94,
y/ —  [{A BY {A, By —» bl ) (4, By
fe ({B}) » (B} e <4
e
({A,BY) (A8 « <4

F1G. 6.5 — Determinisation par niveau.

qui engendre le graphe

Lemme 6.3.13. Pour toute grammaire de chemins R, on a

(D@tl(R))w = Detl(R“)
D@tl (R) > R
Det)(R) est déterministe par niveau

R est non-ambigué par niveau —>  Det)(R) est non-ambigué.
Par les lemmes 6312 et B3T3 les grammaires non-ambigués par niveau
et les grammaires non-ambigués définissent les mémes familles de langages

synchronisés.

Proposition 6.3.14. Les grammaires (de graphes) non-ambigués reconnaissent

les langages algébriques non-ambigus.

Démonstration :
a) Soit R une grammaire non-ambigué. Par le lemme B33 [R,, ¢] est une

grammaire initiale non-ambigué reconnaissant L([R, ¢, ¢]) = tL(R)¢. Par le
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lemme BE3T12 on transforme [R,:,¢| en une grammaire de chemins non-
ambigué S reconnaissant L(S) = tL(R)¢.
Pour chaque non-terminal A € Ng, on définit un renommage de sommets h 4

du membre droit H,4 tel que pour A # Z

ha(l) = Aet hy(2) =¢

Im(ha) N Im(hg) = {e} pour tout B € Ng — {A, Z}

Im(ha) N Im(hz) = 0.
(

ha) | A € Ng}. On définit la grammaire algé-

Soit un symbole I ¢ (J{Im

brique suivante P :
P = {(h,A 3),ahA(t)) ‘ A€ NgAs Hg f}}
A

{(I,hz(s)) | is € Hz}
{(hz(s),e) | fs € Hz}.

Le langage engendré par P a partir de I'axiome [ est

U
U

L(P,I) = L(S) = tL(R)¢.

On vérifie que P est non-ambigué et, en remplacant les terminaux ¢ et ¢ par
¢ dans les régles de P, on obtient une grammaire non-ambigué engendrant
L(R).

b) Soit P une grammaire algébrique non-ambigué d’axiome 7. On peut sup-
poser qu’il n’y a aucune occurrence de I dans les membres droits de P, et
que P n’a aucune e-régle sauf pour I — e sie € L(P,1).

On transforme P en la grammaire de chemins suivante :

R = {(Z.{I12,i1, f2YU{f1 | € L(P,S)})}
U {(A12,H4) | A € Dom(P)}

tel que pour chaque non-terminal A € Dom(P), le graphe H 4 est I’ensemble

des membres droits de A dans P, commencant en 1 et finissant en 2 :

Hy = {12 (B, V)| (A BV)EPA|Bl=1AV #£¢}
U {(UBV)Z (UB,V)| (A, UBV)EPAIBl=1AUV #¢}
U {(UB) 52| (A UB) € PA|B|=1AU # ¢}
u {122, B ePA|B =1}
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On a alors L(R) = L(P, ) et R est une grammaire de chemins non-ambigué.
UJ

[llustrons ces consructions. Tout d’abord considérons la grammaire de che-

mins non-ambigué suivante :

@ @ a @) @ a C

©) 1 )
B B —— A C —_— b

® ® @ @

Cette grammaire accepte le méme langage que la grammaire algébrique sui-

vante, obtenue par la construction précédente.

I = P ;P = e+ AQ ; Q = ¢
A = aR+BR ; R = b+CR ; B = aS
S = A ; C = al T = b+ CT.

Pour illustrer la construction inverse, considérons la grammaire algébrique

suivante :
I = ¢+A ; A = a+bAA

On la transforme en la grammaire de chemin non-ambigué suivante :

&) 2 0 D b

o —— ©®

¥
A A —— a A

Z—»I I =

@ @ @ @ A
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Proposition 6.3.15. Les grammaires non-ambigués par niveau reconnaissent

les langages algébriques non-ambigus.

Démonstration :
Par la proposition B34, les grammaires non-ambigués reconnaissent les
langages algébriques non-ambigus. Il reste & démontrer que L(R) est un
langage algébrique non-ambigu pour toute grammaire R non-ambigué par
niveau. On considére deux nouveaux symboles ¢ et ¢ d’arité 2 et par le
lemme B33 [R,t,¢] est une grammaire initiale non-ambigué par niveau
reconnaissant L([R,t,¢]) = (tL(R)¢. Par le lemme BE3T2 on transforme
[R, ¢, ¢| en une grammaire de chemins S non-ambigué par niveau reconnais-
sant L(S) = tL(R)¢. Par le lemme B3T3, Det;(S) est une grammaire non-
ambigué reconnaissant L(S). Par la proposition 314 ¢ L(R)¢ est un langage

algébrique non-ambigu et donc L(R) 'est aussi.
(]

Une autre conséquence des lemmes B3.T7 et B3T3 est la cloture par

complément de Sync(R) quand R est non-ambigué par niveau.

Lemme 6.3.16. Pour R une grammaire non-ambigué par niveau et S < R,

on a L(R) — L(S) € Sync(R).

Démonstration :
a) Considérons que R est initiale. Donc R®;S est également initiale (par rap-
port a {f, f1, f'}). Conformément au lemme BE3T2, on construit une gram-
maire de chemins R’ bi-synchronisée par R®; S par rapport a { f, fi, f'}. Par
le lemme B3T3, Det,(R') I'est également. Donc (R ®@; S) s,z 51} et Ry p oy
sont non-ambigués par niveau donc (Det;(R'))¢y s, ;13 est non-ambigué. Par
le lemme B3.TT],

L(Det(R)) ) = L(Det(R) iy, 1) — L(Det(R)
= L
= L

b) Par le lemme £33, la grammaire [R, ¢, ¢] est non-ambigué par niveau telle
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que [S,t,¢] <[R,t,d]. D’aprés (a), L([R, ¢, d]) — L([S, ¢, ¢]) € Sync([R, ¢, @)]).
Donc tL(R)p—1L(S)p € tSync(R)p  i.e. (L(R)—L(S))¢ € tSync(R)e.
Donc L(R) — L(S) € Sync(R).

Illustrons la construction du lemme B3.T0

Considérons la grammaire de chemins non-ambigué initiale R suivante :

(1 W a ()€

i
(X). ¢ ——— O

(@

) ]: 22) )

qui reconnait le langage L(R) = ac*b.

Prenons la grammaire de chemins non-ambigué initiale S suivante :

i & @ a

©e . e

7 B B — a jc
(‘”; © @ b ©

Donc S< R et L(S) = {ab, acb}. Appliquons la construction précédente pour
construire une grammaire synchronisée par R et acceptant L(R) — L(S) =
accc*b. La grammaire R ®; S est la grammaire présentée a la figure ol

C = [ABA{zy L} x{p.q L} —{(L L)}

2 est une fleche d’une entrée vers une non-entrée

b est une fleche d'une non-entrée vers une entrée

C N ,
— est une fléche entre deux non-entrées.
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i
x.p)e
(X!q)' 2
vP)el f1

V.ol £

(L,p)e

(J-;q) °

f2

(x.p)e

(x,09)e

(y.p)e

(v.q)e
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(X,p) e— —— o (Z,r)

(qu).
(y.p)e
(y.0)e o (2.9
CcC —»
(X5J-) ° 'Q
(z,1)
(y,L) @
(Lp)e o (Lr)

L

(J_,q) ¢ E=—— o (J_,S)

F1G. 6.6 — Produit de synchronisation par niveau de grammaires.

Notons que (R ®; S)¢ys,, 1y est non-ambigué par niveau (pour le langage
accc*b). Suivant le lemme B3, la restriction de R ®; S par accessibilité a

partir de i et par co-accessibilité a partir de {f, fi, f'} est la grammaire

suivante :

i
(x.p)e
Z —  (a<(D
f
(vsl)e
fl
avec D = Cy 46 et
Ace(Z,0) = CoAce(Z,0)

Acc(C,{1,4,6}) =

CoAcc(Z,{1,4,6}) =

1) @2 o (@)
a c
2e(D— (2 e (29
b C
@ @e =& (z,1)
b
C

= {(z.p), (y,9), (v, L)}
{1,4,6,(z,7),(z,5),(z, L)}

Par le lemme BE3T2, on transforme cette grammaire en la grammaire de

chemin R’ suivante :
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A ' () @, ® o) o, ©
a
7 —— fe B 3 JA —— a ‘C 5 LB —_— V{C(S)
le
%) @ b @ (;) (.2) b O(t)
f.1 C

Par déterminisation par niveau, on obtient la grammaire Det;(R’) suivante

i
L]

({=}) (@) )
() o ——— o ({P,q,7,5})
b c
Z — ({y})°f ({A})e
{A,B} {A/B} - ({A7B}).<_b. ({q, S,t})
({Z})f ({B})e c
! ({B})e <Td)({t})
{y.zhe ({A, B})e -
fl

Ainsi, on a bien L(R) — L(S) = accc*b = L(Dety(R'), i, f* — f) € Sync(R).

Par la proposition B30 et les lemmes B3 8 et E3.T0, on étend le théoréme

.26l pour des synchronisateurs non-ambigus par niveau.

Théoréme 6.3.17. Pour toute grammaire R non-ambigué par niveau, la
famille Sync(R) forme de maniére effective une algébre booléenne (relative-
ment 4 L(R)) de langages algébriques non-ambigus et contenant les langages

réguliers inclus dans L(R).

Comme pour le cas déterministe, on peut donner une condition suffisante
sur une grammaire R pour que Sync(R) soit close par les opérations de
concaténation et d’étoile de Kleene. Cette condition est une extension de la
condition d’itérativité a des grammaires pouvant engendrer des graphes non-

déterministes.
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De la méme maniére que nous avons étendu la relation de synchronisation,
i.e. au lieu de définir sur les chemins initiaux on définit sur les chemins
acceptants, on étend également la notion d’itérativité en tenant compte des
couleurs finales. Ainsi, on dit qu’une grammaire R est itérative si

— tout sommet initial est un sommet de l'axiome

— si pour tout G € R¥ et tout mot u =ay...a, :

a a .
roérl...?"rn/\zro,frn,fseG

= s a—G1> S1... a_c? s, tel que fs, € G et 18(s;) = 18(s) + 1&(r;) Vi € [n]

Proposition 6.3.18. Pour toute grammaire R non-ambigué par niveau et

itérative, Sync(R) est fermée par concaténation et par étoile de Kleene.

Démonstration :
i) Soit S une grammaire dont les sommets initiaux sont des sommets de son
axiome K. Commencons par monter que 1’on peut construire S’ S tel que
S™ n’a qu’'un unique sommet initial qui n’est but d’aucun arc.
Pour chaque non-terminal A € Ng —{Z} et chaque P C [p(A)], on prend un
nouveau symbole Ap d’arité p(A) + 1.
On suppose que 1 n’est pas un sommet de S. L’ensemble des non-terminaux

de S’ est donné par

No = {Z}U{Ap | A€ Ny~ {Z} A P C [p(A)]}.
L’axiome de S’ est décrit par la régle

Z — [KJu{inlu{l1 5t|3s,s B tNnisc K}

U {Ap | ixmery1X | AX € SAAe Ng}
et pour tout (AX, H) tel que A # Z et pour tout P C [p(A)], on prend la
régle
AplX — [HJU {1 5¢t|3peP, X(p)[%]t}
U {Bp | vmery1Y | BY € HA B € Ng}.

ii) Intéressons nous a la cloture par concaténation. Soit S< R et S'< R avec
R itérative.
On suppose que Ng N Ngr = {Z} et soit K 'axiome de S’ i.e. (Z,K) € S'.
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Par le lemme B3, on suppose que S’ est réduit aux sommets accessibles
par i et co-accessibles par f. Par (i) on peut supposer que K a un unique
sommet initial 7 qui n’est but d’aucun arc dans S’. Soit Z’ un nouveau
symbole d’arité 1.

La concaténation S.S" de S par S’ est la grammaire suivante :

S.S = {(X,(H - fSy)U{Z's| fse HY) | (X,H) € S}
U (& =A{(Z,K)})u{(Z'r, K —{ir})}

obtenu a partir de SUS’ en remplacant les couleurs finales de S par Z’ et en
ajoutant une régle qui a ’hyperarc non-terminal Z'r associe le graphe K sans
sommets initiaux. Comme R est itérative, S.5" <R et L(S.5") = L(S).L(S5").
iii) Intéressons nous a la cloture par itération de la concaténation. Soit S <«
R. Par (i) on suppose que l’axiome K de S a un unique sommet initial r.
Prenon un nouveau symbole Z" d’arité 1. L’itération S’ de S est la grammaire

suivante :

St = {(X,HU{Z's| fse H}) | (X,H) € S}
U {(Z'r,(K—={ir})u{Z's| fse€ H})}

obtenu & partir de S en ajoutant la régle qui a partir de 'hyperarc Z'r produit
le graphe K sans couleur initiale et dans toutes les régles, les sommets coloriés
pas f sont aussi coloriés par Z'.

Ainsi ST <R et L(ST) = (L(S))+. Donc (L(S))" € Sync(R).

O

On a ainsi étendu les résultats de cloture de sous-ensembles de langages
algébriques déterministes [CHOS|. La synchronisation de grammaires non-
ambigués permet de définir des algébres de Boole de langages algébriques

non-ambigus qui étendent celles des langages réguliers.



Chapitre 7
Conclusion

Nous avons présenté divers travaux qui visaient a étendre des proprié-
tés de base des langages réguliers (fermeture par concaténation, par com-
plémentaire,...) & des sous-ensembles de langages algébriques. Les langages
algébriques sont les langages acceptés par les automates a pile et c’est en tra-
vaillant sur ces objets que Mehlhorn [Mel80], Alur et Madhusudan [ANMO04],
Caucal [Ca06| et Nowotka et Srba [NSOT7| ont défini des algebres de Boole
de langages algébriques déterministes étendant les langages réguliers. Nous
avons étendu les automates finis aux automates réguliers acceptant les lan-
gages algébriques. Ces automates réguliers sont engendrés par les grammaires
de graphes. Ces outils finis, associent a des symboles non-terminaux des
graphes finis étiquetés par des symboles terminaux et non-terminaux. Partant
d’un symbole non-terminal, I’application successive itérée de la grammaire,
par récriture des symboles non-terminaux, engendre les graphes réguliers
[Ca07]. En terme de langages, les grammaires de graphes ont la méme ex-
pressivité que les automates a pile : les traces des graphes réguliers sont les
langages algébriques.

Nous avons défini [CHOS| une relation binaire de synchronisation entre gram-
maires de graphes pondérées. Les grammaires pondérées engendrent de

graphes possiblement non-déterministes mais tels que le poids de tout mot
initial est unique. Nous montrons que ces graphes sont déterminisables. Ainsi,

les langages acceptés par les grammaires pondérées sont les langages alge-

136
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briques déterministes. Une grammaire pondérée R synchronise une gram-
maire S si d’une part le langage initial accepté par S est inclus dans le
langage initial accepté par R et d’autre part, les chemins initiaux de R et
de S étiqueté par un méme mot se terminent en des sommets de méme ni-
veau. En utilisant cette notion, nous avons montré que I’on peut définir, pour
une grammaire R donnée, un sous-ensemble (strict) de langages algébriques
clos par intersection et par complémentaire (par rapport au langage accepté
par R). Néanmoins, dans le cas général, ces algébres de Boole ne sont pas
closes par concaténation. Mais nous donnons des conditions suffisantes sur les
grammaires pour que les langages synchronisés soient clos par concaténation
et son itération.

On a donc défini des sous-ensembles de langages algébriques déterministes
étendant les langages réguliers : ils sont clos par intersection, complémen-
taire, concaténation et étoile de Kleene.

[’argument essentiel que 'on peut dégager des travaux sur les grammaires
pondérées est I'unicité du niveau d’un mot. Considérant cela, Caucal [Ca0S|
a étudié les propriétés de synchronisation de grammaires engendrant des
graphes non-ambigus. Un graphe est non-ambigu si tout mot accepté éti-
quette un unique chemin acceptant. En caractérisant les grammaires non-
ambigués par niveau, une généralisation des grammaires de graphes non-
ambigués, Caucal montre que la synchronisation par une grammaire non-
ambigué par niveau donnée définit une algébre booléenne de langages non-
ambigus, permettant ainsi de faire sortir les propriétés de synchronisation de
la classe des langages algébriques déterministes.

Dans [Ca08], Caucal prouve également la réponse affirmative & une ques-
tion soulevée lors des travaux de [CHO8] : deux grammaires engendrant des
graphes isomorphes définissent les mémes ensembles de langages synchroni-

sés.
Théoréme 7.0.19 ([Calf|). Pour toutes grammaires R et S,
RY =S5 = Sync(R) = Sync(9).

Le théoréme [LO.TY permet ainsi de faire passer les considérations de syn-

chronisation de grammaires & des problémes de synchronisation de graphes,
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indépendamment de la maniére dont ceux-ci sont engendrés. Ceci implique
que l'on puisse définir une relation de synchronisation qui ne tienne pas
compte du niveau des sommets des graphes (ou du niveau des mots du lan-
gage accepté par un graphe). Les propriétés des langages (ou des graphes) qui
permettraient d’étendre la synchronisation & un niveau purement structurel
sont encore & découvrir.

Une autre propriété a exhiber concerne la cloture par concaténation. Dans
les travaux présentés ici, la classe des langages synchronisés par une gram-
maire est close par concaténation si cette grammaire est itérative. Mais cette
condition n’est pas sine qua non. On peut donc se poser la question de I’exis-
tence d’'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une classe de langages
synchronisés par une grammaire soit close par concaténation.

D’autres extensions & ces travaux pourraient voir le jour en considérant
d’autres classes de langages. Une extension des travaux de [AMO4] a été ef-
fectuée par La Torre, Madhusudan et Parlato. Dans [LMP07], les auteurs s’in-
téressent aux langages des automates « visibles » a deux piles. Ils montrent
alors que ces langages contextuels sont clos par les opérations booléennes et
que des problémes tels que I'inclusion et le vide d'un langage sont décidables.
La mise en ceuvre de la synchronisation de grammaires a permis par ailleurs
de caractériser des classes connues de langages algébriques. A titre d’exemple,
nous avons donné des grammaires synchronisant exactement les langages vi-
sibles (JAMO4]) ou encore les langages équilibrés ([BB02]). Néanmoins, cette
mise en ceuvre n’est pas si évidente et il reste a caractériser par synchronisa-

tion de grammaires les classes booléennes connues de langages algébriques.
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Résumé : Les langages réguliers sont des langages qui ont été largement
étudiés, notamment du point de vue de leurs propriétés de cloture ensem-
bliste : ’ensemble des langages réguliers (pour un alphabet donné) forme une
algebre de Boole close par concaténation et étoile de Kleene. Ces propriétés
ne se généralisent pas toutes a ’ensemble des langages algébriques qui est un
sur-ensemble de I’ensemble des langages réguliers. Notamment les langages
algébriques ne sont pas clos par intersection. Pour engendrer ces langages,
nous utilisons les grammaires déterministes de graphes. Une grammaire de
graphes est un systéme fini de récriture d’hypergraphes finis. Par récriture
itérée a partir d'un non-terminal, la grammaire engendre un graphe régulier
dont les traces forment un langage algébrique. En définissant une relation de
synchronisation entre ces grammaires, on montre que l'on peut définir des
sous-ensembles stricts de langages algébriques non-ambigus qui forment des
algebres de Boole effectives contenant les langages réguliers. Nous donnons
également des conditions suffisantes pour que ces algebres booléennes soient
closes par concaténation et étoile de Kleene.

Mots-clés : algebres de Boole, langages algébriques non-ambigus, grammaires
de graphes, synchronisation de grammaires, graphes réguliers

Abstract : The regular languages have been studied for quite a long time,
specially from their closure point of view : the set of regular languages (for
a given alphabet) is a boolean algebra which is also closed by concatenation
and the Kleene star operation. These properties do not generalize to the set
of context-free languages which strictly contains the regalar languages. One
can cite the fact that the context-free langages are not closed by intersec-
tion. To generate these languages, we use the deterministic graph grammars.
A graph grammar is a finite set of rules defining a finite hypergraphs rewrite
relation. By iterative application of this relation, we build a regular graph
whose traces are a context-free language. By definition of a binary relation
between grammars, the synchronisation relation, we show that one can de-
fine strict subsets of non-ambiguous context-free languages forming effective
boolean algebras containing the regular languages. We also give sufficient
conditions for these algebras to be closed by concatenation and the Kleene
star operation.

Key words : boolean algebras, non-ambiguous context-free languages, graph
grammars, synchronization of grammars, regular graphs
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