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Chapitre 1Introdu
tionL'étude des automates 
ommen
e ave
 l'arti
le d'Alan Turing [Tu36℄ etsa des
ription d'un modèle de 
al
ul : les ma
hines (ou automates) de Turing.Ces ma
hines théoriques sont 
onstituées d'une bande in�nie, d'une tête dele
ture/é
riture (ayant un nombre �ni d'états possibles) pouvant par
ourirla bande et d'un programme di
tant à la ma
hine son fon
tionnement : lesa
tions de la tête dépendent de son état et de la lettre lue sur la bande.Ces modèles permettent de dé�nir des langages : un mot est a

epté parun automate si l'appli
ation de son programme sur une bande 
ontenant(uniquement) 
e mot amène la tête de le
ture dans un état �nal prédé�ni.L'ensemble des mots a

eptés par une ma
hine forme ainsi le langage a

eptépar la ma
hine. En restreignant 
e modèle de sorte que l'é
riture ne se soitpas possible et que la tête ne se dépla
e que dans un sens, on obtient le mo-dèle théorique des automates �nis. Les langages a

eptés par 
es ma
hinesrestreintes sont exa
tement les langages 
los par union, interse
tion et itéra-tion : 
e sont les langages réguliers.En 1956, Stephen Kleene montre que les automates �nis re
onnaissent exa
te-ment les langages réguliers [Kl56℄. Ce résultat, appelé le théorème de Kleene,est obtenu en 
onsidérant d'une part la des
ription d'une ma
hine par ses
omposants lo
aux, un réseau �ni de neurones de M
Cullo
h et Pitts [MP43℄,mais aussi en dé�nissant une ma
hine par un nombre �ni d'états globaux.En se basant sur la des
ription formelle des automates �nis, Rabin et S
ott7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 8[RS59℄ reformulent le théorème de Kleene en termes algébriques. Les langagesa

eptés par les automates �nis forment une algèbre de Boole qui est de plus
lose par 
on
aténation et itération de la 
on
aténation. Il en résulte quel'in
lusion des langages réguliers est dé
idable. Le le
teur pourra se reporterà la synthèse de Dominique Perrin sur l'histoire des automates �nis [Pe95℄.Dans 
e do
ument, nous représentons les automates par des relations binaires,dé
rivant les transitions du programme de la ma
hine, entre un nombre �nid'éléments. Cette similarité entre automates et stru
tures algébriques a étémise en exergue par Mar
el-Paul S
hützenberger [S
55℄. Une représentationnaturelle de 
es stru
tures se fait par graphes �nis : les sommets sont les étatsde l'automate et les ar
s étiquetés expriment les relations de transition. Lelangage a

epté par un automate est alors donné par les tra
es du graphe lereprésentant : les langages réguliers sont les tra
es des graphes �nis.En terme de 
omplexité, on peut 
lasser les langages selon la hiérar
hie deChomsky [Ch56℄. Dans sa re
her
he d'une grammaire de mots pour expri-mer la ri
hesse de la langue anglaise, Noam Chomsky dégage la notion degrammaire algébrique. Les grammaires algébriques engendrent les langagesdits algébriques in
luant les langages réguliers.Tout 
omme les automates �nis re
onnaissent les langages régulier, les auto-mates le plus souvent asso
iés aux langages algébriques sont les automates àpile. Ces ma
hines sont une restri
tion des ma
hines de Turing : la tête nepeut que lire et est uni-dire
tionnelle. En 1985, David Müller et Paul S
hupp[MS85℄ ont étudié la stru
ture des graphes de fon
tionnement de 
es auto-mates : les sommets sont les 
on�gurations de la ma
hine et ils sont reliéspar des ar
s dé
rivant ses a
tions. Ils montrent que 
es graphes de transition
oïn
ident ave
 la 
lasse des graphes de degré �ni qui sont �niment dé
om-posables par distan
e. Ils donnent ainsi une des
ription de la stru
ture desgraphes de transition des automates à pile.On a alors 
her
hé à 
onstruire 
es graphes par l'utilisation de grammaires,non plus de mots mais de graphes asso
iant à un ar
, dit non-terminal, ununique graphe �ni ([Co89℄). Par ré
ritures itérées à partir d'un graphe �ni,on engendre un graphe dit régulier. Ces graphes sont une généralisation desgraphes des automates à pile : les graphes réguliers de degré �ni sont les



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 9graphes de transition des automates à pile.Néanmoins, les tra
es des graphes réguliers sont exa
tement les langagesalgébriques. La représentation externe des graphes réguliers par 
es gram-maires fournit alors un nouvel outil pour l'étude des langages algébriques.Nos le
teurs pourront trouver dans [Ca07℄ une synthèse sur 
es grammairesde graphes.Contrairement aux langages réguliers, les langages algébriques ne formentpas une algèbre de Boole, notamment l'interse
tion de deux langages algé-briques n'est pas né
essairement un langage algébrique. De plus, par rédu
-tion du problème de 
orrespondan
e de Post, on déduit que l'in
lusion deslangages algébriques n'est pas dé
idable. Ce
i reste valable pour de nombreuxsous-ensembles stri
ts de 
es langages. Citons notamment les langages déter-ministes � �nite-turn � [Va74℄, les algébriques déterministes à un 
ompteur[VP75℄ ou les langages simples [Fr76℄. Indiquons que 
'est pour les langagessimples qu'a été donné un premier algorithme d'équivalen
e des langages al-gébriques déterministes [KH66℄.Néanmoins on peut dé�nir des sous-ensembles de langages algébriques dé-terministes partageant les propriétés de 
l�ture des langages réguliers. Dans[AM04℄, Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan ont dé�ni une restri
-tion des automates à pile, appelés visible, qui sont une simple extension desautomates �input-driven� [Mel80℄ : le fon
tionnement de l'automate ne dé-pend que des 
ara
tères d'entrée de la bande de le
ture. Outre le fait que leslangages (algébriques) visibles, a

eptés par 
es automates, soient détermi-nistes, ils forment une algèbre de Boole 
lose par 
on
aténation et étoile deKleene étendant ainsi les propriétés de 
l�ture de base des langages réguliers.D'autres travaux ont alors étendu 
es résultats dé�nissant des ensemblesplus larges (par in
lusion) de langages algébriques ayant 
es propriétés. Dans[Ca06℄, Cau
al dé�nit par transdu
teur �ni une relation, dite de syn
hroni-sation, entre les graphes réguliers engendrés par des grammaires de graphessyn
hronisées. Il montre alors que pour un transdu
teur donné, l'ensembledes tra
es des graphes réguliers syn
hronisés forme une algèbre de Boole.Citons également dans 
e domaine les travaux sur les automates à hauteurde pile déterministe par Dirk Nowotka et Jiri Srba [NS07℄. Un automate à



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 10pile est à hauteur de pile déterministe si après 
haque le
ture d'un mot lahauteur de la pile est la même. Partant des travaux de Cau
al, Nowotka etSrba dé�nissent une relation de syn
hronisation entre automates à pile baséesur la hauteur de pile : deux automates sont syn
hronisés si pour tout motlu, les hauteurs de pile possibles sont identiques. Cette relation est une rela-tion d'équivalen
e sur les automates à pile. Ils montrent alors que l'ensembledes langages algébriques a

eptés par les automates à hauteur de pile déter-ministe d'une même 
lasse d'équivalen
e est 
los par union et interse
tion.De plus, pour les 
as où 
es automates sont temps-réels et déterministes, 
etensemble de langages est 
los par 
omplémentaire.Le travail présenté i
i vise à étendre 
es résultats. Nous avons 
her
hé unnouveau moyen de dé�nir des sous-ensembles de langages algébriques 
onte-nant les langages réguliers et formant des algèbres de Boole. Pour 
ela, nousdé�nissons une relation de syn
hronisation entre grammaires de graphes. Apartir d'une grammaire, on dé�nit un poids sur les sommets du graphe en-gendré, 
e que l'on pourrait assimiler à la hauteur de pile 
hez [NS07℄. Ainsi,une grammaire de référen
e syn
hronise une autre grammaire si tout motétiquetant un 
hemin initial dans le graphe engendré par 
ette autre gram-maire étiquette également un 
hemin initial dans le graphe référent (i.e. legraphe engendré par la grammaire référente) et que 
es 
hemins terminent endes sommets de même poids. Dans 
ette étude, nous 
onsidérons une 
lassede grammaires parti
ulières : les grammaires pondérées. Ces grammaires en-gendrent des graphes possiblement non-déterministes mais véri�ent la pro-priété suivante : si il existe deux 
hemins de même étiquette partant d'unmême sommet alors les buts de 
es 
hemins ont le même poids. Nous étudionsalors les ensembles de langages algébriques 
omposés de 
eux engendrés parles grammaires syn
hronisés par une grammaire de référen
e donnée. Nousmontrons que 
et ensemble de langages syn
hronisés 
ontient les langagesréguliers (in
lus dans le langage de référen
e) et forme une algèbre de Boole.Les 
onstru
tions mises en ÷uvre dans l'obtention de 
e résultat utilisent unegénéralisation du produit de syn
hronisation qui est une opération 
lassiquesur les graphes �nis. De plus, nous montrons que les graphes engendrés pardes grammaires pondérées sont déterminisables et que de fait, les langages



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 11syn
hronisés forment une sous-
lasse des langages algébriques déterministes.Nous montrons que dans le 
as général l'ensemble des langages syn
hroniséspar une grammaire n'est pas 
los par 
on
aténation. Néanmoins, nous don-nons une 
ondition su�sante sur la grammaire syn
hronisante pour que 
etensemble soit 
los non seulement par 
on
aténation mais aussi par étoile deKleene.Les algèbres de Boole dé�nies par syn
hronisation sont des sous-ensembles delangages algébriques déterministes. On peut généraliser 
es résultats en 
onsi-dérant des langages plus généraux. Un langage algébrique est non-ambigu s'ilest engendré par une grammaire algébrique admettant une unique dérivationgau
he pour tout mot a

epté [HU79℄. En ramenant 
e prin
ipe au niveaudes graphes, on dé�nit les grammaires de graphes non-ambiguës dont lesgraphes engendrés a

eptent 
es langages. Par syn
hronisation sur 
es gram-maires, on peut dé�nir des algèbres de Boole de langages non-ambigus [Ca08℄.PlanChapitre 2 : PréliminairesDans 
e 
hapitre, nous dé�nissons les notations de base et nous dé
rivons les
on
epts de mots et de graphes. On trouvera notamment dans 
e 
hapitreles dé�nitions de mots et de langages ou en
ore la dé�nition des graphes(
oloriés, étiquetés,...) et de notions s'y rapportant telles que les 
hemins, lestra
es, le degré, et
.Chapitre 3 : Des automates �nisNous 
ommen
erons i
i par donner des objets �nis permettant de dé
riredes objets in�nis. Le premier paradigme dé�ni i
i est la grammaire de motsqui permet d'engendrer des langages. Nous dé
rirons di�érentes grammairesavant de situer 
e travail dans la hiérar
hie de Chomsky. Nous nous inté-resserons alors à une 
lasse parti
ulière de langages : les langages réguliers.Pour 
eux-
i, nous donnons deux manières �nies de les 
onstruire (ou de lesa

epter). En premier lieu, on dé
rit les grammaires de mots engendrant 
eslangages, puis nous donnons un moyen stru
turel de les re
onnaître : les au-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 12tomates �nis. En�n, nous dé�nissons les propriétés algébriques des langagesréguliers que nous souhaitons étendre ave
 le travail présenté dans 
e do
u-ment.Chapitre 4 : Aux automates réguliersDans 
e 
hapitre, nous présentons des systèmes �nis permettant de travaillerave
 les langages algébriques. En premier lieu, nous rappelons une formeparti
ulière de systèmes de ré
riture de mots, à savoir les automates à pilequi sont des ma
hines munies d'une mémoire et permettant suivant un pro-gramme donné de 
onstruire (ou re
onnaître) les langages algébriques. Uti-lisant la représentation stru
turelle des transitions de 
es automates, on in-troduit la notion de grammaires de graphes qui est une extension dire
te de
elle des grammaires de mots : on ne ré
rit plus des lettres mais des rela-tions. C'est sur 
es grammaires que nous travaillons pour dé�nir la relationde syn
hronisation.Chapitre 5 : Syn
hronisation de grammairesDans 
e 
hapitre, basé sur [CH08℄, nous dé�nissons la syn
hronisation degrammaires de graphes. Nous 
ommençons par dé�nir les grammaires pon-dérées sur lesquelles portent notre étude. Puis nous dé�nissons la relation desyn
hronisation sur 
es grammaires. En utilisant des généralisations du pro-duit de syn
hronisation de grammaires, nous montrons alors que les gram-maires pondérées sont déterminisables. Nous pouvons alors 
onstruire desalgèbres de Boole de langages algébriques déterministes et nous donnons deplus une 
ondition su�sante sur les grammaires pour que 
es algèbres soient
loses par 
on
aténation et étoile de Kleene.Chapitre 6 : Une extensionDans 
ette dernière partie, basée sur [Ca08℄, nous étendons les résultats du
hapitre pré
édent. En 
onsidérant des grammaires dites non-ambiguës, on
onstruit par syn
hronisation des algèbres de Boole de langages algébriquesnon-ambigus qui sont les langages algébriques tels que pour tout mot, iln'existe qu'un arbre de dérivation le dé�nissant.



Chapitre 2PréliminairesDans 
e nous �xons quelques notations de base notamment des notationsensemblistes utilisées dans le reste du do
ument. Nous dé
rivons ensuite deuxstru
tures élémentaires autour desquelles se 
onstruisent nos propos : les motset les graphes.2.1 NotationsPour tout ensemble E, on note 2E = {P | P ⊆ E} l'ensemble des partiesde E. Si E est �ni, on note |E| son 
ardinal, et ω désigne le 
ardinal d'unensemble dénombrable. Pour tout ensemble E d'ensembles, l'union est notée
⋃

E = {e | ∃P ∈ E, e ∈ P}au lieu de ⋃
P∈E

P . On utilise l'abréviation [n] = {1, . . . , n} pour désigner les
n premiers entiers naturels non nuls.Soit u = (a1, . . . , an) un n-uplet, on désigne par πi(u) sa ième 
omposante :

πi(u) = ai .Soit un ensemble E de symboles munis d'une arité ρ : E → IN . On note Enl'ensemble des symboles de E d'arité n : En := {a ∈ E | ρ(a) = n}. Lessymboles de E0 sont appelés des 
onstantes.13



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES 142.2 MotsLa première stru
ture de base que nous dé
rivons, et qui est la plus simple,est 
elle du mot.On dé
rit un mot à l'aide d'un ensemble �ni non vide Σ de symboles. Cessymboles sont appelés lettres et 
onstituent l'alphabet Σ. Soit Σ∗ l'ensembledes suites �nies de lettres de Σ, i.e.
Σ∗ = {(a1, . . . , an) | n ≥ 0 ∧ a1, . . . , an ∈ Σ}.On munit Σ∗ d'une opération binaire interne, la 
on
aténation, notée � . � :

(a1, . . . , an).(b1, . . . , bm) = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm).Tout élément u = (a1, . . . , an) de Σ∗ est un mot de longueur |u| = n. Onreprésente 
e mot par a1 . . . an en identi�ant (a) par a et en omettant la
on
aténation. Le mot vide (), de longueur 0, est désigné par ε. Ainsi (Σ∗, ., ε)est le monoïde libre engendré par Σ.Tout mot u admet une dé
omposition de la forme u = xyz ave
 x, y, z ∈ Σ∗et on appelle x un pré�xe de u et z un su�xe de u.Pour tout mot u ∈ Σ∗ et pour tout 1 ≤ i ≤ |u|, u(i) désigne la ième lettrede u : u = u(1) . . . u(|u|). Pour toute lettre a ∈ Σ, on note |u|a le nombred'o

urren
es de a dans u : |u|a = |{i ∈ [|u|] | u(i) = a}| et l'ensemble
Occ(u) des lettres d'un mot u est donné par :

Occ(u) = {a ∈ Σ | |u|a 6= 0} = {u(1), . . . , u(|u|)}.On appelle un langage toute partie de Σ∗.Exemple 2.2.1. Considérant l'alphabet latin, these est un mot de 5 lettreset these(2) = h. Le mot t (respe
tivement se) est un pré�xe (respe
tivementsu�xe) de these. De plus Occ(these) = {t, h, e, s} et |these|e = 2.En terme de stru
ture, les mots sont des objets linéaires : une lettre aau plus un su

esseur. Une extension naturelle 
onsiste à dé�nir des objetsà stru
ture arbores
ente. Ces objets, les termes, ne sont pas 
onsidérés dans
e do
ument mais nous étudions une généralisation des termes : les graphes.



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES 152.3 Relations binairesUne relation binaire R d'un ensemble E dans un ensemble F est unepartie de E × F . On note aussi eRf pour (e, f) ∈ R.Le domaine Dom(R) et l'image Im(R) de R sont donnés par
Dom(R) = {e ∈ E | ∃f ∈ F, eRf} et Im(R) = {f ∈ F | ∃e ∈ E, eRf}.L'image d'une partie A de E est R(A) = {f ∈ F | ∃e ∈ A, eRf}. Enparti
ulier, on a Im(R) = R(E).Pour E = F , on dit que R ⊆ E × E est une relation binaire sur E. Dans 
e
as,� R est ré�exive si eRe pour tout e ∈ E ;� R est symétrique si R−1 = R ;� R est anti-symétrique si pour tout eRf et fRe, on a e = f ;� R est transitive si pour tout eRf et fRg on a eRg.2.4 GraphesOn se restreint aux graphes dits simples (
'est-à-dire sans multipli
ité) etorientés.Un graphe G = (S,A) est dé�ni par un ensemble S de sommets et unensemble A ⊆ S × S d'ar
s. On dit qu'un ar
 (s, t) ∈ A est de sour
e s etde but t et qu'il relie s à t. Un graphe G est �ni si son ensemble de sommets

S est �ni.Le graphe �ni ({p, q, r, s}, {(p, q), (q, r), (r, q)}) est représenté 
i-dessous. Pour
(p) (q) (r) (s)Fig. 2.1 � Un graphe �ni.
e graphe, le sommet s n'est ni sour
e, ni but d'un ar
 ; on dit alors que sest un sommet isolé.On étend 
ette notion de graphe en ajoutant de l'information sur les ar
s



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES 16sous la forme d'étiquettes. Ainsi, un graphe est un ensemble d'ar
s étiquetés.Soit E un ensemble �ni d'étiquettes d'ar
s. Un graphe G sur un ensemble desommets S est une partie de S × E × S. Tout élément (p, a, q) ∈ G est unar
 de sour
e p, de but q et d'étiquette a. L'ensemble SG des sommets d'ungraphe G est donné par :
SG = {p ∈ S | ∃a ∈ E, ∃q ∈ S, (p, a, q) ∈ G ∨ (q, a, p) ∈ G}.Dans 
e 
as, G ne 
ontient pas de sommet isolé. De plus, on 
onsidère l'en-semble

EG = {a ∈ E | ∃p, q ∈ S, (p, a, q) ∈ G}des étiquettes du graphe G.Par exemple le graphe �ni G = {(p, a, q), (q, b, r), (r, a, q)} est représenté 
i-dessous. Un graphe G est déterministe si pour 
haque sommet s de G tous
(q)(p) (r)

b
a

aFig. 2.2 � Un graphe �ni étiqueté.les ar
s de sour
e s ont des étiquettes di�érentes : ∀s ∈ SG, (s, a, p) ∈

G ∧ (s, a, q) ∈ G =⇒ p = q. Tout ar
 (p, a, q) ∈ G pourra être noté p
a
→
G

qou simplement p
a
→ q si le graphe G est sous-entendu. De la même manièreque l'on a ajouté de l'information sur les ar
s, on peut en ajouter sur lessommets d'un graphe. Soit C un ensemble �ni d'étiquettes de sommets. Pourdi�éren
ier les étiquettes des ar
s des étiquettes des sommets, on appellera
es dernières des 
ouleurs.Un graphe G sur un ensemble S est une partie de S ×E ×S ∪ C ×S. Toutélément (c, p) ∈ G, noté aussi cp, est la donnée d'un sommet p 
olorié par la
ouleur c.Prenant a et b des étiquettes d'ar
s et i et f des 
ouleurs de sommets, onreprésente le graphe �ni G = {(p, a, q), (q, b, r), (r, a, q), ip, fr, is, fs} à la
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(r)(p) (s)(q)

f
b

a

a

i fiFig. 2.3 � Un graphe �ni étiqueté et 
olorié.�gure 2.3. Dans un sou
is de 
larté, on représente un sommet par son nomentre parenthèses a�n de le di�éren
ier d'une 
ouleur.Remarquons que dans 
e formalisme, on autorise les sommets isolés s'ilssont 
oloriés ; 
'est le 
as du sommet s à la �gure 2.3.En plus de l'ensemble SG des sommets d'un graphe G et de l'ensemble EGdes étiquettes, on dé�nit l'ensemble
CG = {c | ∃p ∈ SG, cp ∈ G}des 
ouleurs des sommets de G, et on note SG,c l'ensemble des sommets de

G 
oloriés par une 
ouleur c :
SG,c := {s ∈ SG | cs ∈ G}.Le degré entrant (respe
tivement le degré sortant) d'un sommet s ∈ SG,

d−
G(s) (resp. d+

G(s)), ou simplement d−(s) et d+(s) s'il n'y a pas d'ambiguïtésur le nom du graphe, est le nombre d'ar
s dont s est le but (resp. la sour
e) :
d−

G(s) := |G ∩ SG × E × {s}| d+
G(s) := |G ∩ {s} × E × SG|.Le degré d�(s) d'un sommet s est la somme de ses degrés entrant et sortant :

d�(s) := d−(s) + d+(s).Le degré d(G) d'un graphe G est le maximum des degrés de ses sommets.Pour le graphe de la �gure 2.3, d+(p) = 1, d−(q) = 2 et d�(s) = 0.Un 
hemin d'étiquette u = a1 . . . an dans un graphe G est une suite de nar
s 
onsé
utifs de G

(p0, a1, p1)(p1, a2, p2) . . . (pn−1, an, pn) ∈ Gn.
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hemin est de longueur n ≥ 0 et est aussi désigné par le mot
p0a1p1a2p2 . . . pn−1anpn ∈ SG(EGSG)∗en supposant l'absen
e d'ambiguïté entre sommets et étiquettes de G i.e.

SG ∩ EG = ∅.Si 
e 
hemin existe dans G, on dit que pn est a

essible à partir de p0 (ou p0est 
o-a

essible à partir de pn) par un 
hemin de G étiqueté par u, 
e quel'on note p0
u

=⇒
G

pn. On pourra s'abstraire de l'étiquette =⇒
G

ou du nom dugraphe u
=⇒ lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté.Pour le graphe de la �gure 2.3, p est un 
hemin d'étiquette ε et de longueur

0. De plus, paqbraq est un 
hemin d'étiquette aba de longueur 3 allant de pà q.Un 
hemin p0a1p1a2p2 . . . pn−1anpn de longueur n > 0 ayant les mêmes extré-mités p0 = pn est appelé un 
ir
uit.Un mot u ∈ E∗
G est une tra
e de G s'il étiquette un 
hemin entre deuxsommets de G. On dé�nit L(G, I, F ) l'ensemble des tra
es de G allant dessommets de I à des sommets de F :

L(G, I, F ) := {u ∈ E∗
G | ∃ s ∈ I, ∃ t ∈ F, s

u
=⇒

G
t}.Le graphe inverse G−1 de G est l'ensemble des sommets 
oloriés de G et desar
s inverses de G :

G−1 := {t
a
→ s | s

a
→ t} ∪ {cs ∈ G | c ∈ F1 ∧ s ∈ SG}.Une 
haîne (respe
tivement un 
y
le) de G est un 
hemin (respe
tivementun 
ir
uit) de G ∪ G−1. La distan
e dG(s, t) entre deux sommets s, t ∈ SGd'un graphe G est la plus petite longueur des 
haînes de G entre s et t :

dG(s, t) := min({|u| | s
u

=⇒
G∪G−1

t} ∪ {ω}).Si tout sommet p ∈ SG est a

essible à partir d'un sommet r :
r =⇒

G
p pour tout p ∈ SG,



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES 19on dit de r qu'il est une ra
ine de G.La restri
tion G|P d'un graphe G à un ensemble P de sommets est le sous-graphe induit par P :
G|P = {(s, a, t) ∈ G | s, t ∈ P} ∪ {cp ∈ G | p ∈ P}.Le sous-graphe a

essible à partir d'un sommet s est la restri
tion de G auxsommets a

essibles à partir de s :

G↓s = G|{q | s =⇒ q}.On dé�nit également le sous-graphe de G a

essible (resp. 
o-a

essible) àpartir d'une 
ouleur c. Gc→ (resp. G→c) est la restri
tion de G aux sommetsa

essibles (resp. 
o-a

essibles) à partir des sommets 
oloriés par c :
Gc→ =

⋃
cs∈G

G↓s

G→c = G|{s∈G | ∃t, s =⇒
G

t ∧ ct∈G}et on introduit la notation Gc1→c2 pour désigner la restri
tion de G auxsommets a

essibles par la 
ouleur c1 et 
o-a

essibles par la 
ouleur c2.



Chapitre 3Des automates �nisNotre étude 
on
erne les langages de mots. Il existe di�érents types delangages que l'on regroupe par 
lasses. On peut 
iter notamment les langagesréguliers ou en
ore les langages algébriques. Pour 
haque 
lasse de langages,il existe une 
lasse de générateur : les grammaires de mots. Dans le premierparagraphe, après avoir rappelé 
e que sont les grammaires de mots, nous dé-
rirons la 
lassi�
ation des langages selon Chomsky [Ch56℄. Les grammairesde mots ne sont pas les seuls objets qui nous permettent de travailler surles langages. Nous utilisons également des graphes 
oloriés et étiquetés : lesautomates. Pour 
haque 
lasse de langage, on dé
rit une 
lasse d'automatesde sorte que les tra
es de 
es automates 
orrespondent aux langages. Dansle paragraphe 2 de 
e 
hapitre, nous dé
rivons les automates �nis qui re
on-naissent les langages réguliers, l'étude des automates asso
iés aux langagesalgébriques se faisant au 
hapitre suivant.3.1 Grammaires de motsDans 
e paragraphe, nous dé
rivons un objet qui permet d'engendrer leslangages de mots : les grammaires de mots. Ces langages (et les grammairesasso
iés) peuvent être 
lassi�ées en fon
tion de leur 
ompléxité. Ce
i a étéfait par Noam Chomsky en 1956.
20



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 213.1.1 Dé�nitionUne grammaire R = (Σ,N , D, δ) est un quadruplet où� Σ est un alphabet de symboles dits terminaux (notés par des lettresminus
ules),� N est un alphabet de symboles dits non-terminaux (notés par deslettres majus
ules),� un non-terminal de départ D appelé axiome,� un ensemble �ni δ de règles de la forme
u → wtelles que u ∈ (N ∪ Σ)+ et w ∈ (N ∪ Σ)∗ ;et on appelle u le membre gau
he de la règle et w son membre droit.Ainsi, δ est une relation binaire sur les mots :

δ ⊆ (N ∪ Σ)+ × (N ∪ Σ)∗.Dans l'exemple suivant, nous donnons une grammaire et une représenta-tion s
hématique des règles.Exemple 3.1.1. La grammaire R = ({a, b}, {A}, A, {(A, ε), (A, aAb)}) estun premier exemple de grammaire. Pour plus de lisibilité, nous dé
rivons sesrègles à la �gure 3.1.
εa bAA ARFig. 3.1 � Une grammaire de mots.On di�éren
ie les grammaires de mots en fon
tion de la forme de leursrègles. Ce
i a été fait par Noam Chomsky [Ch56℄ et est dis
uté au paragraphesuivant.



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 22L'ensemble δ des règles dé�nit une relation binaire de ré
riture sur (Σ∪N )∗.Un mot u = u′xu′′ se ré
rit selon la grammaire R en un mot v = u′wu′′, eton note
u = u′xu′′ −→

R
u′wu′′ = vsi x −→ w est une règle de R, i.e. (x, w) ∈ δ.Dans l'exemple suivant, nous détaillons les premières ré
ritures en fon
tiondes règles de l'exemple 3.1.Exemple 3.1.2. Les ré
ritures suivant la règle (A, aAb) sont représentéeshorizontalement et 
elles suivant (A, ε) le sont verti
alement.A → aAb → aaAbb → aaaAbbb

↓ ↓ ↓ ↓ . . .

ε ab aabb aaabbbLa fermeture ré�exive et transitive de la relation de ré
riture (suivant unegrammaire R) est notée −→
R

∗ et on parle alors de dérivation (selon R). Lemot u se dérive en le mot v, noté u −→
R

∗ v, si il existe une suite de n ≥ 0ré
ritures selon R de u à v :
u = u0 −→

R
. . . −→

R
un = v.Le langage engendré L(R) par une grammaire R = (Σ,N , D, δ) est l'en-semble des mots de Σ∗ qui peuvent se dériver à partir de l'axiome D :

L(R) = {u ∈ Σ∗ | D −→
R

∗ u}Le langage engendré par la grammaire de l'exemple 3.1 est {anbn | n ≥ 0} ;autrement dit, 
ette grammaire engendre tous les mots 
ommençant par no

urren
es de la lettre a, suivies par n o

urren
es de la lettre b.3.1.2 La hiérar
hie de ChomskyEn 1956, Noam Chomsky [Ch56℄ 
lassa les langages en fon
tion de leur
omplexité d'expression. Il dé�nit quatre 
lasses de langages de 
ompléxité
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roissante, 
onstituant ainsi la hiérar
hie de Chomsky.A 
ha
une de 
es 
lasses, on fait 
orrespondre un type de grammaire de motsengendrant la famille de langages. Ces types de grammaires se di�éren
ientpar la stru
ture syntaxique des règles. Ces informations sont regroupées dansle tableau suivant,Niveau Langage Grammaire Forme des règles3 régulier linéaire droite A → aBou gau
he ou A → Ba2 algébrique algébrique A → w1 
ontextuel 
ontextuelle sAt → sut0 ré
ursivement générale v → wénumérabledans lequel A, B ∈ N , s, t ∈ Σ∗, u, v, w ∈ (Σ ∪N )∗ et u 6= ε.On peut distinguer des sous-
lasses dans 
ette hiérar
hie. Une subdivisionest donnée à la �gure 3.2, ave
 les notations suivantes :� RE est la 
lasse des langages ré
ursivement énumérables (a

eptés parles ma
hines de Turing),� CONT est la 
lasse des langages 
ontextuels (a

eptés par les ma
hinesde Turing linéairement bornés),� ALG est la 
lasse des langages algébriques (a

eptés par les automatesà pile),� DALG est la 
lasse des langages algébriques déterministes (a

eptéspar les automates à pile déterministes),� REG est la 
lasse des langages réguliers (a

eptés par les automates�nis) et� FIN est la 
lasse des langages �nis.Dans 
e do
ument, nous nous intéressons prin
ipalement aux niveaux troiset deux de la hiérar
hie, 
'est-à-dire aux langages réguliers et aux langagesalgébriques. Les langages étant généralement des ensembles in�nis, il n'estpas possible de les spé
i�er en donnant tous leurs mots. C'est pourquoi nousutilisons des outils �nis pour les dé
rire, a�n ainsi de dégager des propriétés
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RE

ALG

REG

CONT

FIN

DALG

Fig. 3.2 � La hiérar
hie de Chomskysur les langages en observant les propriétés de leur des
ription.Nous verrons dans le pro
hain paragraphe l'utilité des automates �nis pourtravailler sur les langages réguliers. Cette 
lasse des langages possède biendes propriétés de dé
idabilité 
omme par exemple la 
l�ture par interse
tionet par 
omplément, 
e qui permet notamment de dé
ider de l'in
lusion (lava
uité d'un langage régulier étant dé
idable). Mais 
es propriétés ne sontpas né
essairement valables pour toutes les autres 
lasses de la hiérar
hie deChomsky. Par exemple la famille des langages 
ontextuels possède les pro-priétés de 
l�ture des langages réguliers mais la va
uité de 
es langages n'estpas dé
idable. Un autre exemple est la 
lasse des langages algébriques quin'est pas 
lose par interse
tion. Néanmoins, nous montrons qu'il est possiblede généraliser les propriétés de 
l�ture et de dé
idabilité des langages ré-guliers à des sous-
lasses (stri
tes) de langages algébriques en utilisant uneméthode dite de syn
hronisation. Après avoir dé
rit les propriétés qui nousintéressent sur les langages réguliers, nous verrons 
omment les étendre.
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hie de Chomsky, les langages réguliers sont au niveau 3. Ilssont parmi les langages in�nis 
eux qui ont le plus petit pouvoir d'expression(
f. exemple 3.2.1).Pour un alphabet Σ, on note Reg(Σ∗) l'ensemble des langages réguliers dontles mots sont 
onstruits sur l'alphabet Σ.Rappelons que Reg(Σ∗) est la plus petite famille de langages telle que, pourtout langage L, L′ ∈ Reg(Σ∗) :� ∅ est un langage régulier ;� ∀a ∈ Σ, {a} ∈ Reg(Σ∗) ;� Reg(Σ∗) est 
los par union : L∪L′ = {u | u ∈ L ∨ u ∈ L′} ∈ Reg(Σ∗) ;� Reg(Σ∗) est 
los par 
on
aténation :
L.L′ = {uv | u ∈ L ∧ v ∈ L′} ∈ Reg(Σ∗),� Reg(Σ∗) est 
los par l'étoile de Kleene qui est la fermeture ré�exive ettransitive de la 
on
aténation :

L∗ = {u1 . . . un | n ≥ 0 ∧ u1, . . . , un ∈ L} ∈ Reg(Σ∗).Exemple 3.2.1. Le langage Σ∗ de tous les mots sur Σ est un langage régulier.Sur l'alphabet {a, b}, le langage L = a∗b∗ = {ambn | m, n ≥ 0} des mots
ommençant par une suite de a de longueur quel
onque, suivie par une suitede b de longueur quel
onque est aussi un langage régulier.Mais le langage L′ = {anbn | n ≥ 0} ⊂ L n'est pas régulier : on ne peut pasexprimer l'égalité par un langage régulier.Il existe bien des façons de dé�nir un langage régulier. Nous donnons i
ideux types de ma
hines abstraites pour re
onnaître les langages réguliers, àsavoir les grammaires linéaires gau
hes et les automates �nis.3.2.1 Les grammaires linéaires gau
hesEn théorie des langages, il est bien 
onnu que les langages réguliers sontles langages engendrés par les grammaires linéaires gau
hes.Une grammaire de mots R = (Σ,N , D, δ) est linéaire gau
he si 
haque



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 26membre gau
he de ses règles est un unique non-terminal et 
haque membredroit est un mot terminal ou un mot 
omposé d'un non-terminal suivi parun mot terminal :
∀(A, w) ∈ δ, A ∈ N ∧ w ∈ N .Σ∗ ∪ Σ∗où . est la 
on
aténation sur (N ∪ Σ)∗.Remarque : Dans la littérature, il existe également les grammaireslinéaires droites pour lesquelles, dans le membre droit des règles, le non-terminal se trouve à droite du mot terminal. Comme les deux modèles sontéquivalents, nous en avons 
hoisi un arbitrairement.Les grammaires de mots o�rent une façon de spé
i�er la stru
ture syntaxiquedes langages. Une autre façon de dé
rire ou re
onnaître les langages réguliersest l'utilisation des tra
es des automates �nis. Ceux-
i permettent en e�et dedonner une manière géométrique de des
ription des langages réguliers.3.2.2 Les automates �nisUn automate �ni est une ma
hine abstraite 
omposée d'états et de tran-sitions. Un automate �ni M = (S,A, Σ, I, F ) est la donnée� d'un ensemble �ni S d'états,� d'un ensemble A de transitions entre les états, étiquetées sur Σ :

A ⊆ S × Σ × S,� d'un ensemble I ⊆ S d'états initiaux,� et d'un ensemble F ⊆ S d'états �naux.Tout automate �ni M = (S,A, Σ, I, F ) est le graphe 
olorié et étiqueté
G = (S,A) tel que� les sommets 
orrespondants aux états initiaux sont 
oloriés par une
ouleur parti
ulière, disons i : I = SG,i et� les sommets 
orrespondants aux états �naux sont 
oloriés par une 
ou-leur parti
ulière, disons f : F = SG,f .Un automate M = (S,A, Σ, I, F ) est déterministe si son graphe (S,A) estdéterministe et qu'il ne possède qu'un seul état initial |I| = 1. Par la suite,



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 27nous identi�erons un automate �ni ave
 son graphe 
olorié.Nous utilisons i
i les automates 
omme a

epteurs de langages. Un langage
L(M) 
onstruit sur Σ est a

epté (ou re
onnu) par un automate M = (S,A)s'il est l'ensemble des tra
es de M entre les sommets initiaux et 
eux �naux :

L(M) = L(M, I, F ) ⊆ Σ∗.Les langages réguliers qui ont été dé�nis par 
l�ture des langages �nis parunion, 
on
aténation et étoile, sont exa
tement les langages a

eptés par lesautomates �nis. Ce résultat est dû à Kleene [Kl56℄.Théorème 3.2.2. Les langages réguliers sont les langages a

eptés parles automates �nis.On peut transformer tout automate �ni en un automate �ni déterministeet 
omplet équivalent.Propriété 3.2.3. Tout langage régulier est a

epté par un automate �nidéterministe et 
omplet.Par l'opération de déterminisation Det appliquée à un graphe �ni G, on
onstruit le graphe �ni Det(G) déterministe tel que L(G) = L(Det(G)) :
Det(G) := {S1

a
→ S2 | S1 ⊆ SG ∧ ∀t (t ∈ S2 ⇐⇒ ∃s ∈ S1, s

a
→
G

t)}

∪ {i{p | ip ∈ G}}

∪ {fP | P ⊆ SG ∧ ∃p ∈ P, fp ∈ G}La propriété est e�e
tive : tout automate �ni M est transformé en unautomate �ni M ′ déterministe et 
omplet tel que L(M) = L(M ′). La
onstru
tion est illustrée à la �gure 3.3.Notons que, de manière générale, nous ne représentons pas les sommetsnon a

essibles à partir du sommet initial. C'est en utilisant les automates�nis que nous allons dé
rire les propriétés de 
l�ture par interse
tion et 
om-plémentation des langages réguliers. Nous les étendrons ensuite à des sous-familles de langages algébriques.
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(p)

(q)

(r)

(s) (t)

{t}

{r}

{p,q} {r,s} {r,t}

∅

bai aai bf a a b f ab ab a a b ba b ffi
Fig. 3.3 � Déterminisation d'un automate �ni.3.2.3 Propriétés de fermeturePar dé�nition, la famille des langages réguliers sur un alphabet Σ est 
losepar union, par 
on
aténation et par l'étoile de Kleene. Elle est aussi ferméepar interse
tion et par 
omplémentaire.Nous donnons i
i les 
onstru
tions habituelles sur les automates �nis pour la
l�ture par interse
tion, par 
omplémentaire, mais aussi pour la 
l�ture par
on
aténation et sa fermeture ré�exive et transitive.L'interse
tionSoient L1 et L2 les langages réguliers sur Σ re
onnus respe
tivement pardes automates �nis G et H . Nous 
onstruisons un automate �ni qui a

eptele langage L1 ∩ L2. Pour 
ela on utilise le produit de syn
hronisation G × Hde G par H dé�ni 
omme suit :
G × H := {(s, p)

a
→ (t, q) | s

a
→
G

t ∧ p
a
→
H

q}

∪ {i(s, p) | is ∈ G ∧ ip ∈ H}

∪ {f(s, p) | fs ∈ G ∧ fp ∈ H}L'automate ainsi 
onstruit est �ni et on a
L(G × H, i, f) = L1 ∩ L2.Ainsi, Reg(Σ∗) est 
los par interse
tion.Prenons les automates G et H représentés à la �gure 3.4 qui re
onnaissentles langages L(G) = a(ba)∗b et L(H) = a∗b(a + b)∗. On a L(G) ⊆ L(H).
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(r)(p) (q)

(s)
(t)

G =

H =

f
b

a

a

i

b
i

a b

f

aFig. 3.4 � Deux automates �nis G et H .La �gure 3.5 illustre la 
onstru
tion de l'automate G × H qui re
onnaît lelangage L(G) ∩ L(H) = L(G) mais n'est pas isomorphe à G.
(p,s) (q,s) (r,t) (q,t) 

ai b f

b

a

Fig. 3.5 � L'automate G × H .Le 
omplémentaireSoit G un automate �ni re
onnaissant le langage régulier L = L(G).Nous voulons 
onstruire un automate re
onnaissant le 
omplémentaire de L,à savoir Σ∗ − L = {u ∈ Σ∗ | u /∈ L} .La 
onstru
tion se fait en deux étapes :� on 
onstruit l'automate H déterministe et 
omplet qui re
onnaît lelangage L(G),� on 
onstruit l'automate H en inter
hangeant les sommets �naux etnon-�naux de H :
H = (H − fSH) ∪ {fs | s ∈ SH ∧ fs /∈ H}.L'automate H est �ni et re
onnaît le 
omplémentaire de L.Pour l'automate G dé�ni à la �gure 3.3, l'automate H de la �gure 3.6 re
on-naît le 
omplémentaire de L(A).



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 30
{t}

{r}

{p,q}

{r,s} {r,t}

∅

a b ab a
b a a b ba bf

fi f
Fig. 3.6 � L'automate 
omplément de 
elui à la �gure 3.3.La 
on
aténationSoient L1 et L2 deux langages réguliers re
onnus respe
tivement par desautomates �nis G et H . On peut supposer que les sommets de G et de Hsont distin
ts : SG ∩ SH = ∅.Pour 
onstruire l'automate qui a

epte L1.L2, on relie les sommets �naux de

G aux buts des transitions initiales de H (en leur retirant leurs 
ouleurs si
ε /∈ L2) :

G.H := (G − {fs ∈ G | ε /∈ L(H)})

∪ (H − iSH)

∪ {s
a
→ t | fs ∈ G ∧ ∃p, ip ∈ H ∧ p

a
→
H

t}En prenant les automates G et H dé�nis à la �gure 3.4, on 
onstruit l'auto-mate G.H de la �gure 3.7.
(p) (q) (r)

(t)
(s)

b
a

a

i a b

a b

f

a

b

Fig. 3.7 � L'automate G.H .



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 31On peut remarquer que l'automate qui re
onnaît la 
on
aténation des lan-gages peut ne pas être déterministe, et 
ela même si les automates re
onnais-sant 
es langages le sont. Mais on peut toujours le déterminiser.En appliquant Det à l'automate de l'exemple pré
édent, on obtient l'au-tomate déterministe de la �gure 3.8 où on s'est restreint aux sommets 
o-a

essibles à partir des sommets �naux.
{t}{s}

{q} {r}

{p}

{q,s}

{r,t}

{s,t}

a a

ai a ab

b

a

a

b

b

b

f

f

b

f

b

Fig. 3.8 � Déterminisation de l'automate de la �gure 3.7.
L'étoile de KleeneSoit L un langage régulier re
onnu par un automate �ni G (que l'onpeut supposer déterministe). Nous 
her
hons à 
onstruire un automate �ni
G∗ a

eptant le langage L∗. Pour 
ela, on transforme l'automate G en unautomate équivalent G′ de sorte que le sommet initial de G′ ne soit butd'au
un ar
. Soit p un nouveau sommet :

G′ := (G − {is | is ∈ G}) ∪ {ip}

∪ {p
a
→ t | ∃s (is ∈ G ∧ s

a
→ t ∈ G)}



CHAPITRE 3. DES AUTOMATES FINIS 32A partir de G′, on 
onstruit G+ : pour tout ar
 ayant pour but un sommet�nal on ajoute un ar
 de même sour
e et ayant pour but le sommet initialde G′ :
G+ := G′ ∪ {s

a
→ p | ∃t, ft ∈ G′ ∧ s

a
→ t}Cette grammaire re
onnaît le langage L+. Il ne reste plus qu'à rajouter l'a
-
eptation du mot vide :

G∗ := G+ ∪ {fp}.

G∗ est don
 bien un automate �ni re
onnaissant L(G)∗. A titre d'exemple,
onsidérons l'automate �ni H de la �gure 3.4. L'automate obtenu par 
ette
onstru
tion et don
 a

eptant L(H)∗ est représenté à la �gure 3.9.
(p)

(t)
(s)

i a b

a b

f

a

b

f

a

bFig. 3.9 � L'automate H∗.L'utilisation des automates �nis dans l'étude des langages réguliers nousdonne une méthode e�
a
e et simple d'obtenir l'e�e
tivité des propriétésde 
l�ture de 
es langages. Dans le 
hapitre suivant, nous dé
rivons les lan-gages algébriques. Cette 
lasse de langages n'étant pas 
lose pour plusieursdes opérations présentées i
i, 
es 
onstru
tions ne leur sont pas extensibles.Néanmoins, nous verrons dans le 
hapitre 4 
omment dé�nir des sous-
lassesstri
tes de langages algébriques pour lesquelles on étendra les 
onstru
tionsde 
e 
hapitre pour prouver leurs propriétés de 
l�ture par les opérations quenous avons dé
rites.



Chapitre 4Aux automates réguliers
4.1 Automates à pilesDans le 
hapitre pré
édent, nous avons traité des langages a

eptés par lesautomates à états �nis : les langages réguliers. Dans la hiérar
hie de Chomsky,ils sont stri
tement in
lus dans les langages algébriques. De même que pourles langages réguliers, il existe di�érents formalismes �nis pour engendrer (oure
onnaître) les langages algébriques. Nous donnons la manière historique deles 
onstruire à savoir à l'aide des grammaires algébriques (de mots). Nousvoyons ensuite que 
es grammaires de mots ont le même pouvoir d'expressionque les automates à pile. En représentant les transitions de 
es ma
hinespar des graphes, on dé�nit la 
lasse des graphes réguliers. Une propriétégéométrique de 
es graphes a permis de dé�nir un type de grammaires surles graphes, qui étend les grammaires de mots.4.1.1 Les grammaires algébriquesUn langage est algébrique s'il est engendré par une grammaire de motsdite algébrique. Les règles de 
es grammaires sont telles que tout membregau
he est réduit à une lettre dite non-terminale et que tout membre droitest un mot 
omposé de non-terminaux et d'autres lettres dites terminales.La grammaire R = (Σ,N , D, δ) telle que

∀(A, u) ∈ δ, A ∈ N ∧ u ∈ (N ∪ Σ)∗33



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 34est algébrique. La grammaire représentée à la �gure 3.1 est algébrique etengendre le langage algébrique L(R) = {anbn ∈ Σ∗ | n ≥ 0}.4.1.2 Les automates à pilesUn automate à pile est une ma
hine abstraite 
omposée d'une bande detravail munie d'une tête de le
ture à états �nis et d'une mémoire sous laforme d'une pile LIFO (Last In First Out i.e. dernier entré, premier sorti).Les mouvements de la tête de le
ture sont uni-dire
tionnels et sont 
ondi-tionnés par un ensemble de règles appelé relation de transition (ou égalementprogramme de la ma
hine). La �gure 4.1 représente un automate à pile dontla tête de le
ture dans l'état p lit une lettre a sur la bande de travail etpossède le mot AU dans sa pile, ave
 A en sommet de pile.
ab c d e

p

−  − 

A

UFig. 4.1 � Un automate à pile.Nous réservons un symbole de fond de pile, ⊥, que l'on ne peut ni empiler nidépiler.Un automate à pile M = (S, Γ, Σ, s0, F, δ) est dé�ni par� un ensemble �ni S d'états,� un alphabet Γ de lettres de pile tel que ⊥ /∈ Γ,� un alphabet Σ d'étiquettes,� un état initial s0 ∈ S,� un ensemble F ⊆ S d'états �naux,� une relation de transition δ entre les 
on�gurations de l'automate.Une 
on�guration d'un automate à pile est un mot de SΓ∗⊥ dé
rivant l'étatde l'automate et le mot de sa pile.Ayant p, q ∈ S, a ∈ Σ ∪ {ε}, A ∈ Γ ∪ {⊥} et B ∈ Γ, la relation detransition δ est donnée 
omme un ensemble �ni de règles normalisées de la
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pA

a
→ qBAoù l'on empile la lettre B si le sommet de pile est la lettre A, ou

pA
a
→ q ave
 A 6= ⊥où l'on dépile la lettre A 6= ⊥ en sommet de pile, ou en
ore

pA
a
→ qAoù l'on e�e
tue un 
hangement d'état sans modi�er la pile.Les règles de la première forme sont quali�ées de règles d'ajout, 
elles de lase
onde forme de règles de retrait (mais ⊥ ne peut être dépilée) et 
elles dela dernière forme de règles d'a
tion interne.Exemple 4.1.1. Soit l'automate à pile M suivant :

M = ({q0, q1, q2, qf}, {A}, {a, b, ε}, q0, {qf}, δM)ave
 δM donné par les règles suivantes :
q0⊥

a
→ q1A⊥

q1A
a
→ q1AA

q1A
b
→ q2

q2A
b
→ q2

q2⊥
ε
→ qf⊥Pour la règle d'ajout pA

a
→ qBA, δ réalise la transition suivante :
pAU

a
→ qBAU (ajout)où AU ∈ Γ∗⊥. De même l'appli
ation d'une règle de retrait pA

a
→ q faitpasser l'automate de la 
on�guration pAU à la 
on�guration qU , et unea
tion interne pA

a
→ qA dé
len
hera le passage de la 
on�guration pAU à la
on�guration qAU :

pAU
a
→ qU (retrait)

pU
a
→ qU (action interne)



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 36Prenant M = (S, Γ, Σ, s0, F, δ) un automate à pile, nous dé�nissons songraphe des transitions dont les sommets sont des 
on�gurations de M :
HM = {pAU

a
→ qV U | pA

a
→ qV ∈ δ ∧ AU ∈ Γ∗⊥}.Plus parti
ulièrement, nous nous intéressons aux 
on�gurations a

essiblespar la relation de transition à partir de la 
on�guration initiale s0⊥ et nousnotons

GM := (HM ∪ {i(s0⊥)} ∪ {f(sU) | s ∈ F ∧ U ∈ Γ∗⊥})↓(s0⊥)le graphe de transition des 
on�gurations de l'automate M .Notons que 
ette dé�nition d'automate à pile 
orrespond dans la littératureaux automates à piles dits �faibles � : 
haque transition ne modi�e la taille dela pile d'au plus un. Mais les automates à pile faibles et les automates à piledé�nissent les mêmes graphes de transition (à isomorphisme près) [Ca06℄.Le langage L(M) re
onnu par M est l'ensemble des tra
es entre le sommet
olorié par i et les sommets 
oloriés par f :
L(M) = L(GM , i, f).Un automate à pile M est 
omplet si L(M) = Σ∗.Le graphe de transition de l'automate à pile M dé�ni à l'exemple 4.1.1 estreprésenté à la �gure 4.2, et L(M) = {anbn | n > 0}.

(q0⊥)
(q1A⊥)

(q2A⊥) (q2AA⊥)

(q1AAA⊥)

(q2AAA⊥)

(q1AA⊥)

(qf⊥) (q2⊥)

i abb abb abbf εFig. 4.2 � Graphe de transition de l'automate à pile de l'exemple 4.1.1.Les automates à pile re
onnaissent les langages engendrés par les gram-maires algébriques.Propriété 4.1.2. Les langages re
onnus par les automates à piles sontexa
tement les langages algébriques.



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 37Un automate à pile est déterministe si� d'une part pour 
haque 
on�guration, la 
on�guration que l'on obtientpar la relation de transition est unique :
pA

a
→ qV ∈ δ ∧ pA

a
→ q′V ′ ∈ δ =⇒ q = q′ ∧ V = V ′� et d'autre part à partir d'une 
on�guration, on ne peut avoir que soitdes transitions étiquetées par des lettres de Σ−{ε}, soit des transitionsétiquetées par ε :

pA
a
→ qV ∈ δ ∧ pA

ε
→ q′V ′ ∈ δ =⇒ a = ε.Les langages engendrés par les automates à pile déterministes sont les lan-gages algébriques déterministes.Un automate à pile est temps réel s'il ne possède au
une transition étiquetéepar ε :

c
a
→ c′ ∈ δ =⇒ a ∈ Σ − {ε}.Les automates à pile temps réel re
onnaissent les langages algébriques.Ces diverses restri
tions d'automates à pile re
onnaissent des sous-famillesdi�érentes de langages algébriques, 
omme indiqué par le s
héma 
i-dessous :

Alg.tps réelAlg.dét.Alg.
dét.Fig. 4.3 � Sous-familles de langages algébriques.Le langage {anbn | n ≥ 0} a

epté par l'automate de l'exemple 4.1.1 est unlangage algébrique déterministe et temps réel.Le langage {anbn | n ≥ 0} ∪ {anb2n | n ≥ 0} est un langage algébrique nondéterministe.Donnons un langage algébrique déterministe mais non déterministe tempsréel. Considérons l'automate à pile déterministe M suivant :
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i⊥

a
→ pA⊥ pA

a
→ pAA pB

c
→ pBB

qA
ε
→ pA pA

b
→ p pB

d
→ p

qB
ε
→ q pA

c
→ pBA pB

e
→ qB

p⊥
ε
→ i⊥ pA

e
→ qAd'état initial et �nal i. Son graphe de transition GM est représenté 
ommesuit : a aab b b 





 ddd

ee
e e ee e eε

ε ε

ε ε

ε

ε

e
i f

ε ε εd dd
(i⊥)

(pA⊥) (pAA⊥)

(qA⊥)

(p⊥)

(qBA⊥)

(qBBA⊥)

(α) ave
 α = pBA⊥

(pBBA⊥)

Fig. 4.4 � GM est déterministe et non temps réel.Le langage L(M) re
onnu par M est un langage algébrique déterministemais il ne peut pas être re
onnu par un automate à pile déterministe tempsréel.Indiquons que la forme parti
ulière des règles des automates à piles (ajout,retrait, a
tion interne) n'est pas une restri
tion pour les langages engendrés,même en se restreignant aux automates déterministes et/ou temps réel. Enfait, ils dé�nissent les mêmes familles de graphes de transition [Ca06℄.Muller et S
hupp furent les premiers à étudier les automates à pile dupoint de vue de la géométrie de leurs graphes de transition [MS85℄. A leur



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 39sens, un graphe de degré �ni est régulier si on peut le dé
omposer par dis-tan
e à partir d'un sommet en un nombre �ni de 
omposantes 
onnexes (àisomorphisme près).Pour une meilleure 
ompréhension des graphes que nous utilisons dans 
edo
ument, attardons nous sur 
ette notion de dé
omposition �nie par dis-tan
e. On se restreint aux graphes G dont tout sommet est 
onne
té (parune 
haîne) à un sommet initial : toute 
omposante 
onnexe de G possèdeau moins un sommet initial. Dans 
e 
as, la distan
e de tout sommet s de Gdé�nie par
dG(s) := min{dG(s, t) | it ∈ G}

= min{|u| | ∃t (it ∈ G ∧ s
u

=⇒
G∪G−1

t)}est �nie. En parti
ulier, les sommets de distan
e nulle sont les sommets ini-tiaux : dG(s) = 0 ⇐⇒ is ∈ G.Dé�nissons la dé
omposition de G à partir de ses sommets initiaux. La pre-mière étape de la dé
omposition de G 
onsiste à retirer les sommets initiauxde G, à savoir les 
ouleurs et les ar
s portant sur un sommet initial, et àprendre pour sommet initial tout nouveau sommet d'un ar
 retiré ; autre-ment dit, on obtient le graphe suivant :
Ĝ := G|{s∈SG | is/∈G} ∪ {is | is /∈ G ∧ ∃t (s −→

G∪G−1
t ∧ it ∈ G)}.Puis, itérativement, on 
ontinue la dé
omposition à partir du graphe Ĝ ob-tenu, à savoir :̂

G0 := G et Ĝn+1 =
̂̂
Gn pour tout n ≥ 0.On dit que G est de dé
omposition �nie par distan
e si {Ĝn | n ≥ 0} n'aqu'un nombre �ni de 
omposantes 
onnexes non isomorphes.Par exemple, le graphe suivant :
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a

c

a

c

a

c

b b bb

f

i

est de dé
omposition �nie par distan
e n'ayant par dé
omposition que lestrois 
omposantes 
onnexes 
i-après :
c

a

b

c

a

b

c

a

bb

i

f

c

a

b

c

b

c

a

b

i

i

c

a

b

f c

b

c

a

b

i

i

Fig. 4.5 � Dé
omposition par distan
e d'un graphe.
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ontre, la grille 
i-après n'admet pas de dé
omposition �nie par distan
e.
a

b

a

b

a

b

a

b

a a

a a

a

a a

a

b

b b b

bb

b b

i

Un résultat majeur, établi depuis plus de vingt ans, est que les graphes desautomates à pile sont les graphes de degré �ni et admettant une dé
omposi-tion �nie par distan
e.Théorème 4.1.3. Muller et S
hupp [MS85℄ Les graphes de transition desautomates à pile sont les graphes de degré �ni, a

essibles à partir d'un uniquesommet initial et de dé
omposition �nie.Démonstration :
⇒ : nous montrons d'abord que le graphe de transition de tout automate àpile est un graphe de degré et de dé
omposition �nis. Soit M = (S, Γ, Σ, s0, F, δ)un automate à pile.Par dé�nition, son graphe de transition GM a un unique sommet initial s0⊥qui est ra
ine de GM .Véri�ons que GM et plus généralement

HM = {pAU
a
→ qV U | pA

a
→ qV ∈ δ ∧ AU ∈ Γ∗⊥}est un graphe de degré �ni.Le degré sortant de tout sommet (pAU) est égal au nombre de règles dedomaine pA, don
 est borné par le nombre |δ| de règles. Véri�ons que le



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 42degré entrant de tout sommet (qW ) est �ni.Supposons qu'il existe une in�nité d'ar
s de but (qW ) :pour tout n ≥ 0, pnAnUn
an→

HM

qW ave
 (piAiUi, ai) 6= (pjAjUj, aj) pour i 6= j.Pour tout n ≥ 0, soit qnVn le membre droit de la règle (pnAn, an) i.e.
pnAn

an→ qnVn ∈ δ.Ainsi, on a
qW = q1V1U1 = . . . = qnVnUn = . . .d'où q = q1 = . . . = qn = . . . et W = V1U1 = . . . = VnUn = . . .Comme la relation δ est �nie, il existe i 6= j tels que

(pi, Ai, ai, qi, Vi) = (pj, Aj, aj , qj, Vj).Comme Vi = Vj , on a Ui = Uj d'où (piAiUi, ai) = (pjAjUj, aj), 
e qui est
ontradi
toire. Don
 GM est de degré �ni.On montre que GM est de dé
omposition �nie par distan
e en deux étapes.La première étape montre l'identité entre la dé
omposition �nie par distan
eet le fait d'être engendré par distan
e par une grammaire (voir proposition4.2.4). La deuxième étape montre que tout graphe régulier de degré �ni eta

essible est �niment dé
omposable par distan
e ([Ca07℄).
⇐ : soit G un graphe de degré �ni, ayant un unique sommet initial r quiest ra
ine de G, et de dé
omposition �nie par distan
e. Montrons que G estisomorphe au graphe de transition d'un automate à pile. On note Comp(H)l'ensemble des 
omposantes 
onnexes d'un graphe H .Soient G1, . . . Gp des graphes non isomorphes tels que

∀j ∈ [p], ∃n ≥ 0, ∃H ∈ Comp(Ĝn), Gj ≃ H

∀n ≥ 0, ∀H ∈ Comp(Ĝn), ∃j ∈ [p], Gj ≃ H.On suppose que les sommets initiaux des graphes Gi sont distin
ts entre eux :
SGk,i ∩ SGl,i = ∅ pour tout 1 ≤ k ≤ l ≤ p.Pour tout j ∈ [p], il existe des appli
ations inje
tives f 1

j,1, . . . , f
n1
j,1, . . . , f

1
j,p, . . . , f

np

j,ptelles que
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Ĝj = f 1

j,1(G1) ∪ . . . ∪ fn1
j,1(G1) ∪ . . .

∪ f 1
j,p(Gp) ∪ . . . ∪ f

np

j,p(Gp)et où les unions sont disjointes.On 
onstruit un automate à pile dont l'ensemble S des états est
S = SG1,i ∪ . . . ∪ SGp,i ,l'alphabet Γ des lettres de pile (⊥ /∈ Γ) est

Γ = {(j, k, l) | j, k ∈ [p] ∧ l ∈ [nk]}et la relation de transition δ est dé�nie par les règles 
i-dessous.On a les règles d'ajout :
p(x, j, y)

a
→ q(j, k, m)(x, j, y) si p

a
→
Gj

fm
j,k(q)les règles de retrait :

q(j, k, m)
a
→ p si fm

j,k(q)
a
→
Gj

pet les règles d'a
tion interne :
p(x, j, y)

a
→ q(x, j, y) si p

a
→
Gj

q.On suppose que G1 = G et on ajoute les règles :
r⊥

a
→ q(1, k, m)⊥ si r

a
→
G1

fm
1,k(q)

q(1, k, m)⊥
a
→ r⊥ si fm

1,k(q)
a
→
G1

r

r⊥
a
→ r⊥ si r

a
→
G1

r.L'état initial est r et l'ensemble des états �naux est
F = {s ∈ SGj ,i | j ∈ [p] ∧ fs ∈ Gj}.Ainsi, le graphe de transition de 
et automate à pile, a

essible à partir de

r⊥, est isomorphe au graphe G.
�
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onstru
tion de 
e théorème appliquée à l'exemple pré
édent donne l'au-tomate à pile M suivant :
r⊥

a
→ sA⊥ sA

a
→ pBA pB

a
→ pCB

r⊥
b
→ tA⊥ sA

b
→ qBA pB

b
→ qCB

qB
c
→ t pC

a
→ pCC

qC
c
→ q pC

b
→ qCCave
 A = (1, 2, 1), B = (2, 3, 1), C = (3, 3, 1), d'état initial r et d'unique état�nal t. Le graphe de transition de M est le graphe

(sA⊥) (pBA⊥) (pCBA⊥)

(qCCBA⊥)(qCBA⊥)(qBA⊥)

(tA⊥)

(r⊥)
a
 a
 a
b b bbifSuivant 
ette idée, il a été développé un outil pour engendrer 
es graphes, àsavoir les grammaires HR (Hyperedge Repla
ement) [Co90℄ dites aussi gram-maires déterministes de graphes.4.2 Automates réguliersLes grammaires algébriques et les automates à pile sont des ma
hines abs-traites pour engendrer ou re
onnaître les langages algébriques. Le théorèmede Muller et S
hupp a établi que les graphes des automates à pile sont lesgraphes ayant une régularité de stru
ture : ils admettent une dé
omposition�nie par distan
e à partir des sommets initiaux. Au lieu de partir du graphed'un automate à pile et de le dé
ouper itérativement, on préfère l'engendreritérativement à partir du graphe vide (en ajoutant des sommets au lieu d'enenlever) à l'aide d'une grammaire déterministe de graphes.4.2.1 Les grammaires déterministes de graphesOn étend la notion de grammaire de mots en la notion de grammaire degraphes. Là où une grammaire de mots engendre un langage, une grammaire



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 45déterministe de graphes engendre un graphe. Néanmoins, le prin
ipe qui régitla 
onstru
tion du langage dans une grammaire de mots, la ré
riture, s'étendaux grammaires de graphes.Pour dé�nir une grammaire de graphes, nous prenons un alphabet F desymboles, appelés fon
tions, munis d'une arité ρ.Un hyperar
 est un ar
 portant sur plusieurs sommets. Il est étiqueté par unefon
tion ayant pour arité le nombre de sommets sur lesquels l'hyperar
 porte.L'hyperar
 fs1 . . . sρ(f) est étiqueté par f , de sommets su

essifs s1, . . . , sρ(f).De plus, on divise F en deux sous-ensembles distin
ts F = N ⊎ T . Leséléments de N sont appelés les non-terminaux et 
eux de T les terminaux.Pour tout n ≥ 0,
Fn = Nn ⊎ Tnoù Nn et Tn sont respe
tivement les non-terminaux et les terminaux d'arité

n. On étend la notion d'arité des symboles à l'arité des hyperar
s et on ditque fs1 . . . sρ(f) est d'arité ρ(f) :
ρ(fs1 . . . sρ(f)) = ρ(f) pour tout f ∈ F .Un hyperar
 fs1 . . . sρ(f) est quali�é de non-terminal (respe
tivement ter-minal) si f est un non-terminal (resp. un terminal). On fera également ré-féren
e à un hyperar
 vu 
omme un mot de FS∗ pour un ensemble S desommets. Notamment, la première lettre d'un hyperar
 est son étiquette :

(fs1 . . . sρ(f))(1) = f .La �gure suivante présente l'hyperar
 Astuv d'arité 4.
A

(s) (t) (u) (v) Un hypergraphe G est un sous-ensemble de ⋃
n≥0

FnSn pour un ensemble S desommets. L'ensemble des sommets de G est
SG := {s ∈ S | FS∗sS∗ ∩ G 6= ∅}.



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 46Prenant un ensemble E d'étiquettes, on dé�nit l'ensemble SG,E des sommetsde G qui sont sommets des hyperar
s étiquetés par un symbole de E :
SG,E := {s ∈ SG | ES∗sS∗ ∩ G 6= ∅} = SG ∩ ES∗où G ∩ ES∗ est la restri
tion de G aux hyperar
s étiquetés dans E.Pour faire le parallèle ave
 les notions d'étiquettes et de 
ouleurs du para-graphe 1.4, nous utiliserons le terme � étiquette d'ar
s �pour désigner les ter-minaux d'arité 2 et le terme � 
ouleur � pour désigner les terminaux d'arité 1.Une grammaire de graphes R = (Σ, N, D, δ) est 
omposée de :� un ensemble �ni Σ d'étiquettes,� un ensemble �ni N de symboles non-terminaux,� un hypergraphe �ni D dit axiome de la grammaire, et� un ensemble �ni δ de 
ouples tel que δ ⊆ NS∗ × 2(Σ∪N)S∗ .L'ensemble δ des règles de la grammaire est un ensemble de 
ouples pourlesquels la première 
omposante (le membre gau
he) est un hyperar
 non-terminal reliant des sommets distin
ts et la deuxième 
omposante (le membredroit) est un hypergraphe �ni.On se restreint aux grammaires déterministes de graphes, 
'est-à-dire qu'iln'y a qu'une seule règle pour 
haque non-terminal :

(X, H), (Y, K) ∈ δ ∧ X(1) = Y (1) =⇒ (X, H) = (Y, K).Désignons par� NR l'ensemble des étiquettes des membres gau
hes de δ, aussi appeléesles non-terminaux de R :
NR := {f ∈ N | ∃(X, Y ) ∈ δ, X(1) = f}� TR l'ensemble des terminaux apparaissant dans les membres droits de

R :
TR := {f ∈ T | ∃(X, Y ) ∈ δ ∃s1 . . . sρ(f), fs1 . . . sρ(f) ∈ Y }� FR l'ensemble des étiquettes de R :

FR := NR ∪ TR.
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onsidérons que des terminaux d'arité un ou deux.En e�et, nous utilisons les grammaires 
omme générateurs de graphes éti-quetés et 
oloriés : les terminaux d'arité 1 sont les 
ouleurs des sommets et
eux d'arité 2 étiquettent les ar
s. Ainsi TR ⊂ F1 ∪ F2.Pour toute règle (X, Y ) ∈ δ, on spé
i�e l'ensemble IY des entrées qui sontles sommets de Y qui apparaissent dans X, et l'ensemble OY des sorties de
Y qui sont les sommets qui appartiennent à un hyperar
 non-terminal dans
Y :

IY := SX ∩ SY et OY := SY,NRComme pour les grammaires de mots, on donne un axiome, D, qui est unpoint de départ pour la grammaire. Dans le 
as des grammaires de graphes,
D est un hypergraphe �ni. Pour toute grammaire R, on pose Z ∈ N0 −

FR un non-terminal parti
ulier n'apparaissant pas dans la grammaire et onajoute à R la règle (Z, D). Une grammaire de graphes se résumera alors autriplet (Σ, N, R) et plus généralement, on omet les ensembles d'étiquettes etune grammaire R se résume à son ensemble de règles. Ainsi, Dom(R) (resp.
Im(R)) est l'ensemble des membres gau
hes (resp. droits) des règles de R.Exemple 4.2.1. Soit la grammaire de graphes

R = {(Z, {Axy, ix, fy}), (A12, {a1p, bp2, Apq, bq2})}ave
 NR = {Z, A} et TR = {a, b, i, f}. La forme littéraire pouvant être di�
ileà lire, on a représenté R à la �gure 4.6.
(p)

(q)

(1)

(2)

(1)

(2)

(x)

(y)

a

b A

b

AZ A

i

f

;
R Fig. 4.6 � Une grammaire déterministe de graphes.Nous avons vu pré
édemment le fon
tionnement des grammaires de mots.Nous étendons le prin
ipe de ré
riture aux grammaires de graphes. Pour les
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e un non-terminal par un mot. Dans le 
as des graphes, unhyperar
 non-terminal P d'un hypergraphe H est rempla
é par le membredroit d'une règle (X, Y ) en identi�ant les entrées de Y ave
 les sommets
orrespondants de P , la 
orrespondan
e ne se faisant que si P et X ontla même étiquette. Un hypergraphe H se ré
rit en un hypergraphe H ′ enremplaçant un hyperar
 non-terminal P suivant une grammaire R , et onnote H −→
R,P

H ′, si
∃ (X, Y ) ∈ R, X(1) = P (1) ∧ H ′ = (H − P ) ∪ h(Y )où h est une appli
ation qui à toute entrée X(i) asso
ie le sommet P (i)(pour i ∈ [2, ρ(X(1))]), et asso
ie inje
tivement aux autres sommets de Y denouveaux éléments de S :

h : X(i) ∈ IY 7→ P (i) pour tout i ∈ [2, ρ(X(1))].

SY − IY →֒ S − SHPour une règle de R représentée par
(x)

(y)

(z)

(y)

(x)

(z)

YA

la ré
riture d'un hyperar
 Apqr d'un hypergraphe H est représenté par
(p)

(q)

(r)

(p)

(q)

(r)R,Apqr

H : A h(Y)

ave
 h(x) = p, h(y) = q, h(z) = r et h(s) /∈ SH pour tout s ∈ SY − {x, y, z}.On représente à la �gure 4.7 les premières étapes de ré
riture en fon
tionde la grammaire de l'exemple 4.2.1.
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i

f

i

ff

i a

b

b

A

a

b

b

a

b A

b

AZ Fig. 4.7 � Ré
ritures de graphes.La ré
riture −→
R,P

d'un hyperar
 P selon une grammaire R est étendueà la ré
riture −→
R,Q

d'un ensemble Q d'hyperar
s non-terminaux selon R. Enparti
ulier, la ré
riture parallèle 
omplète =⇒
R

est la ré
riture de tous leshyperar
s non-terminaux d'un hypergraphe :
H =⇒

R
H ′ si H −→

R,H∩NS∗
H

H ′.Pour un hypergraphe H , on note [H ] la restri
tion aux ar
s terminaux et auxsommets 
oloriés : [H ] := H − NS∗
H .Une grammaire (déterministe de graphes) R engendre, à partir de tout hy-pergraphe H étiqueté dans NR ∪ F1 ∪ F2 et en itérant la ré
riture parallèle,une in�nité de graphes mais tous isomorphes :

Rω(H) = {
⋃

n≥0

[Hn] | H = H0 ⇒
R

. . .Hn ⇒
R

Hn+1 . . .}En parti
ulier, l'ensemble Rω(Z) (ou plus simplement Rω) des graphes en-gendrés par R est la fermeture par isomorphisme d'un graphe engendré. Onparlera aussi du graphe engendré par R (à isomorphisme près).Remarquons que à 
haque étape de ré
riture parallèle, le nombre de som-mets nouvellement atteint est �ni. On peut remarquer également que dans ladé�nition de Rω, la ré
riture parallèle est utile a�n d'éviter qu'un hyperar
non-terminal ne soit pas ré
rit mais aussi a�n d'éviter la non 
on�uen
e dela ré
riture liée à la non multipli
ité des graphes, 
omme le montre l'exemplesuivant (les graphes obtenus par ré
riture sont 
eux en
adrés). Pour la gram-maire R 
i-dessous
(1) (1) (1) (1)

A

B

A B Aa
Z ; ;
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(r) (s)(r)

(r)
(s)(r) (r)

(s)

(t)

(r) (s)

A

A

BR, Z

R, Br

R, Ar

B

R, Ar

R, ArR, Br

A
∈ Rω

/∈ Rω
aa aaa

Z

On peut également dé�nir le graphe 
anonique Gen(R) d'une grammaire R :
haque sommet s de Gen(R) est un mot de N∗S∪Im(R) qui est la suite denon-terminaux et le sommet non-entrée utilisés pour a

éder à s par ré
ri-tures à partir de Z. Nous renvoyons le le
teur au 
hapitre 3.5 de [Ca07℄ pourune 
onstru
tion détaillée.Un graphe G est régulier si il existe une grammaire de graphes qui l'en-gendre.A la �gure suivante, on représente le graphe régulier engendré par la gram-maire de l'exemple 4.2.1.
a a a

b

b b

b b

b

i

f Fig. 4.8 � Un graphe régulier.Deux grammaires R et S sont équivalentes si elles engendrent le mêmegraphe : Rω = Sω.Pour un graphe régulier G engendré par une grammaire de graphes R, ondé�nit le niveau lRG(s) d'un sommet s 
omme étant le nombre minimum deré
ritures de R à partir de son axiome né
essaires pour atteindre le sommet
s, à savoir pour G = ∪

n≥0
[Hn] ave
 Z ⇒

R
H0 . . . ⇒

R
Hn ⇒

R
. . .,

lRG(s) := min{n | s ∈ SHn
}.



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 51En parti
ulier, les sommets de l'axiome sont de poids 0. On pourra utiliser lanotation simpli�ée lG(s) si la grammaire engendrant le graphe G est entendue.On représente à la �gure 4.9 le niveau des sommets du graphe engendré parla grammaire 4.6.
1 2 30

a a a

b

b b

b b

b

i

fFig. 4.9 � Niveau des sommets du graphe engendré par la grammaire 4.6.Les grammaires de graphes peuvent être normalisées de di�érentes ma-nières.On 
onsidère que toute grammaire est terminale aux sorties (TS). Danstout membre droit, 
haque hyperar
 terminal relie au moins un sommet quin'est pas une entrée :
∀(X, Y ) ∈ R, ∀fs1 . . . sρ(f) ∈ Y ∩TRS∗ =⇒ {s1, . . . , sρ(f)}∩ (SY −IX) 6= ∅en parti
ulier, toute 
ouleur ne porte pas sur une entrée. La grammaire pré-sentée à la �gure 4.6 est terminale aux sorties.L'intérêt d'une grammaire R d'être TS est que pour G =

⋃
n≥0

[Hn] ave

Z ⇒

R
H0 . . . ⇒

R
Hn ⇒

R
. . ., on a pour tout n ≥ 0,

[Hn] = G|{s | l(s)≤n}.Ce
i n'est pas une restri
tion : toute grammaire peut être transformée en unegrammaire TS équivalente.Lemme 4.2.2. Toute grammaire R peut être transformée en une grammaireTS équivalente S préservant les niveaux : pour tout G ∈ Rω,
lRG(s) = lSG(s) pour tout s ∈ SG.



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 52Démonstration :Pour tout X ∈ Dom(R), on détermine le graphe �ni
HX = G ∩ TRS∗

X pour tout G ∈ Rω(X) ;en parti
ulier R(X) ∩ TRS∗
X ⊆ HX .On dé�nit la grammaire suivante :

I = {(X, HX ∪ {X}) | X ∈ Dom(R)}et pour tout X ∈ Dom(R), on asso
ie le graphe
KX := H − HX tel que R(X) ⇒

I
H .Il su�t alors de prendre la grammaire

S := {(X, KX) | X ∈ Dom(R)}qui est terminale aux sorties. Par 
onstru
tion, Rω = Sω et pour tout graphe
G ∈ Rω, lRG(s) = lSG(s) pour tout sommet s de G.

�La mise en forme terminale aux sorties de la grammaire à la �gure 4.10est illustrée à la �gure 4.11. Cette grammaire est TS et équivalente, et lesgrammaires dé�nissent la même relation de niveau.
(1)

(2)

(1)

(2)

Z B

i

B

c

a

b B

fFig. 4.10 � Une grammaire non terminale aux sorties.
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(1)

(2)

(1)

(2)

b BZ

i

B

c

a

f f

b BFig. 4.11 � Mise sous forme terminale aux sorties (TS).Dorénavant, toute grammaire est supposée être TS.Une autre normalisation nous permet de ne 
onsidérer que des grammaires
onnexes. Une grammaire R est une grammaire 
onnexe si de tout membregau
he qui n'est pas une 
onstante, R engendre un graphe 
onnexe :
∀X ∈ Dom(R) − F0, ∀G ∈ Rω(X), G est 
onnexe.Toute grammaire peut être mise sous forme 
onnexe.Lemme 4.2.3. Toute grammaire R peut être transformée en une gram-maire équivalente S 
onnexe et préservant les niveaux.Démonstration :A toute règle Ax1 . . . xρ(A) → HA de R et pour tout 1 ≤ i ≤ ρ(A), on asso
iel'ensemble Con(A, i) des sommets de HA 
onne
tés au sommet xi dans legraphe Rω(Ax1 . . . xρ(A)). L'ensemble des Con(A, i) est le plus petit point�xe du système suivant :

Con(A, i) = {xi} ∪
⋃
{SX | X ∈ HA ∧ X(1) ∈ TR ∧ SX ∩ Con(A, i) 6= ∅}

∪
⋃
{U(j) | ∃Y ∈ Dom(R), Y (1)U ∈ HA

∧ ∃k, U(k) ∈ Con(A, i) ∧ xj ∈ Con(Y (1), k)}.On 
omplète 
es ensembles en dé�nissant, pour tout non-terminal A ∈ NR,l'ensemble
Con(A) := {Con(A, i) | 1 ≤ i ≤ ρ(A)} ∪ {∅}.
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haque hyperar
 non-terminal X ∈ Dom(R) et 
haque P ∈ Con(X(1)),on asso
ie un nouveau symbole X(1)P d'arité |P ∩{x1, . . . , xρ(X(1))}|, et l'hy-perar

XP := X(1)Pxi1 . . . xipave
 {xi1 , . . . , xip} = P ∩ {x1, . . . , xρ(X(1))} et i1 < . . . < ip. En parti
ulier

X∅ = X(1)∅ est une 
onstante.On dé�nit alors la grammaire suivante :
I := {(X, {XP | P ∈ Con(X(1))}) | X ∈ Dom(R)}
e qui dé
oupe 
haque X ∈ Dom(R) en hyperar
s en fon
tion de Con(X(1)).Pour 
haque règle (X, H) de R, il y a un unique hypergraphe KX tel que

H ⇒
I

KX , et on note
≪ X ≫ := SKX

−
⋃

Con(X(1))l'ensemble des sommets de HX qui ne sont pas reliés à un sommet de SX . Lagrammaire suivante :
S := {(XP , (KX)|P ) | X ∈ Dom(R) ∧ P ∈ Con(X(1)) − {∅}}

∪ {X∅, (KX)|≪X≫ | X ∈ Dom(R)}est 
onnexe. De plus, Rω = Sω et pour tout G ∈ Rω, lRG(s) = lSG(s) pourtout sommet s de G.
�La 
onstru
tion du lemme 4.2.3 appliquée à la grammaire suivante :

AZ A AA

(1)

(2)

(1)

(2) b

ai

fdonne la grammaire 
onnexe équivalente et préservant les niveaux :
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i

f

(1) (1) (1)(1)

A1

A2

A1
A1

A2

A1

A2

A2Z ; a ; b
Fig. 4.12 � Mise sous forme 
onnexe de grammaire.Engendrer un graphe par une grammaire est dual de le dé
omposer �ni-ment : au lieu de partir de tout le graphe, on 
ommen
e par le graphe vide(
'est-à-dire du non-terminal Z) et on ajoute itérativement par ré
riture pa-rallèle 
e que l'on enlève par dé
omposition. Ainsi, dé
omposer �niment pardistan
e un graphe de degré �ni 
orrespond à l'engendrer par une grammairede graphes, de sorte que le niveau de tout sommet du graphe est sa distan
e.Proposition 4.2.4. Pour tout graphe G de degré �ni et pour tout P ⊆ SG�ni,

G est de dé
omposition �nie par distan
e à partir de P
⇐⇒ G est engendré par une grammaire R telle que dG(s, P ) = lRG(s)pour tout s ∈ SG.Démonstration :

=⇒ : soit G un graphe de degré �ni de dé
omposition �nie par distan
e àpartir de P ⊆ SG. On suppose que i ne 
olore pas G et on note G := G∪{iP}de sorte que
dG(s, P ) = dG(s) = min{dG(s, t) | t ∈ P}.Soient G1, . . . , Gp des graphes non isomorphes représentant les 
omposantes
onnexes de la dé
omposition par distan
e de G :
∀j ∈ [p] ∃n ≥ 0 ∃H ∈ Comp(Ĝ

n

) Gj ≃ H

∀n ≥ 0 ∀H ∈ Comp(Ĝ
n

) ∃j ∈ [p] Gj ≃ H.Pour tout j ∈ [p], on note rj le nombre de sommets de Gj 
oloriés par i :
rj := |Gj ∩ iSGj

|et on suppose que ses sommets sont 1, . . . , rj :
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Gj ∩ iSGj

= {i1, . . . , irj}.A tout j ∈ [p], on asso
ie un nouveau symbole [j] d'arité rj et la règlesuivante :
[j]1 . . . rj → (Gj − iSGj

) − Ĝj

∪{[k]f(1) . . . f(rK) | ∃H ∈ Comp(Ĝj), H = f(GK)

∧ f inje
tive }.On suppose que G1 est isomorphe à G. On ajoute aux règles pré
èdentesla règle Z → [1]1 . . . r1 pour obtenir une grammaire R engendrant G pardistan
e :
lRG(s) = dG(s, P ) pour tout s ∈ SG.Par le lemme 4.2.2, on transforme R en une grammaire TS équivalente etpréservant les niveaux des sommets.

⇐= : soit R une grammaire engendrant par distan
e 
roissante. Soit G ∈ Rω.On a
lRG(s) = dG(s, P ) pour tout sommet s de Goù P = {s ∈ SG | lRG(s) = 0}. D'après le lemme 4.2.3, on peut supposer que

R est 
onnexe. Comme G est 
onnexe à partir de P , NR ∩ F0 = {Z}. On
onsidère l'ensemble �ni suivant :
E :=

⋃
{Comp(H|SH−SX

) | (X, H) ∈ R}.Pour toute 
omposante 
onnexe H obtenue par dé
omposition par distan
ede G à partir de P , il existe K ∈ E tel que H ∈ Rω(K). Comme E est �ni,
G est de dé
omposition �nie par distan
e à partir de P .

�Nous avions déjà indiqué que les automates à pile et les grammaires degraphes avaient la même expressivité en termes de langages. Nous donnonsi
i une 
onstru
tion permettant de transformer un automate à pile en gram-maire de graphes, de sorte que le graphe de transition de l'automate à pileest régulier par longueur 
roissante.



CHAPITRE 4. AUX AUTOMATES RÉGULIERS 57Proposition 4.2.5. On peut transformer tout automate à pile M en unegrammaire de graphes R de sorte que GM ∈ Rω et |s| = lRG(s) + 2 pour tout
s ∈ SGM

.Démonstration :Soit M = (S, Γ, Σ, s0, F, δ) un automate à pile. On ordonne les états de M :
S = {p1, . . . pm}. A toute lettre de pile A ∈ Γ, on asso
ie un symbole
A ∈ FM d'arité m. On dé�nit la grammaire (déterministe de graphes) Rsuivante :

R = {(Z, H⊥⊥)} ∪ {(Ap1 . . . pm, HA) | A ∈ Γ}où pour tout A ∈ Γ ∪ {⊥},
HA = {p

a
→ q | pA

a
→
δ

qA} a
tion interne
∪ {p

a
→ qB | pA

a
→
δ

qBA} ajout
∪ {pB

a
→ q | pB

a
→
δ

q} retrait
∪ {B(p1B) . . . (pmB) | B ∈ Γ} propagation
∪ {is0 | A = ⊥} état initial
∪ {fp | p ∈ F} états �naux.Par 
onstru
tion, HM ∈ Rω et |s| = lRHM

(s)+2 pour tout s ∈ SHM
. Il ne resteplus qu'à appliquer le lemme 4.2.2 pour que R soit bien formé (TS) puis lapropriété 4.2.6 pour engendrer GM = (HM)↓s0⊥.

�La 
onstru
tion de la proposition 4.2.5 appliquée à l'automate à pile del'exemple 4.1.1 donne la grammaire de la �gure 4.13 (en forme TS et a
-
essible à partir de i) Nous disposons don
 d'un outil, les grammaires degraphes, ayant autant de pouvoir d'expression que les automates à pile. Enutilisant 
es grammaires, on étend la notion d'automate �ni à 
elle d'auto-mate régulier, nous permettant de dé�nir le langage d'une grammaire.
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f

abb abb
ε

AA(q1A)

(q2A)

(qfA)

Z ; A (q0A)
(q0A)

(q0)

(q1)

(q2)

(qf )

(q0)

(q1)

(q2)

(qf )

(q0)

(q1)

(q2)

(qf )

(q1A)

(q2A)

(qfA)Fig. 4.13 � Transformation d'un automate à pile en grammaire de graphes.4.2.2 Les automates réguliersComme pour les automates �nis, on prend deux 
ouleurs parti
ulières, iet f , a�n de distinguer respe
tivement les états initiaux et les états �nauxd'un automate. Un automate régulier G = (S,A) est un graphe régulier ; onnote I l'ensemble de ses sommets initiaux et F l'ensemble de ses sommets�naux :
I := SG,i et F := SG,f .Le langage L(G) a

epté par un automate régulier G est dé�ni 
omme étantl'ensemble des tra
es de G d'un sommet initial à un sommet �nal :

L(G) := L(G, I, F ).Nous distinguons également le langage initial L(G, i) de G qui est le langagedes tra
es de G d'un sommet initial à n'importe quel sommet de G :
L(G, i) := L(G, I,SG).De plus, si G est engendré par une grammaire de graphes R, on dit que lelangage L(R) a

epté par la grammaire R est le langage a

epté par G, demême pour le langage initial L(R, i) de R :

L(R) = L(G) et L(R, i) = L(G, i).Pour la grammaire de la �gure 4.6, on a L(R) = {anbn | n ≥ 0} et
L(R, i) = {ambn | 0 ≤ n ≤ m}.
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onsidérerons que des automates réguliers dont lessommets initiaux n'apparaissent que dans l'axiome des grammaires qui lesengendrent. Nous montrerons (proposition 5.3.2) que 
e n'est pas une res-tri
tion pour notre étude.Pour toute grammaire R engendrant un graphe G, il existe une grammaireengendrant la restri
tion de G aux sommets a

essibles à partir de i et pré-servant le niveau des sommets.Propriété 4.2.6. On peut transformer toute grammaire R en une gram-maire S telle que pour tout G ∈ Rω, le graphe H = Gi→ ∈ Sω et
lRG(s) = lSH(s) pour s ∈ Gi→.Démonstration :Soit R une grammaire engendrant le graphe G. Nous 
onstruisons une gram-maire R′ telle que Gi→ ∈ R′ω.Au renommage de sommets près, on 
onsidère que les membres gau
hes desrègles de R sont de la forme A1 . . . ρ(A) où A ∈ NR.Pour 
haque règle A1 . . . ρ(A) → HA de R et 
haque I ⊆ [ρ(A)], on asso
iel'ensemble Acc(A, I) des sommets de HA a

essibles à partir d'un sommet de

I dans le(s) graphe(s) Rω(A1 . . . ρ(A)). L'ensemble des Acc(A, I) est le pluspetit point �xe du système suivant :
Acc(A, I) := I ∪ {s | is ∈ HA}

∪ {s | ∃t ∈ Acc(A, I), ∃a, t
a
→ s ∈ HA}

∪ {Y (i) | ∃B ∈ NR, BY ∈ HA

∧ i ∈ Acc(B, {j | Y (j) ∈ Acc(A, I)})}.A 
haque 
ouple (A, I) tel que I = Acc(A, I)∩ [ρ(A)], on asso
ie un nouveaunon-terminal AI d'arité |I| et on dé�nit la règle suivante
AIj1 . . . j|I| −→ HA,I ave
 j1 < . . . < j|I| et {j1, . . . , j|I|} = Iet où

HA,I := [R(A)]|Acc(A,I)

∪ {BJY (b1) . . . Y (bn) | BY ∈ HA ∧ B ∈ NR ∧ b1 < . . . < bn

∧ J = {b1, . . . , bn} = Acc(A, I) ∩ {Y (1), . . . , Y (|Y |)}}.
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tion aux non-terminaux a

essibles à partir de Z, on obtient lagrammaire R′ souhaitée.
�En appliquant 
ette 
onstru
tion à la grammaire suivante,

(1)

(2)

(1)

(2)

Z

i

BB

f

B
a

con obtient la grammaire présentée 
i-après
(1) (1) (1) (1)Z i

B1 B1

a
B2 B2



B1Pour toute grammaire R, on note

Rω
i→ := {Gi→ | G ∈ Rω}la restri
tion des graphes engendrés aux sommets a

essibles à partir dessommets initiaux.L'inverse d'une grammaire R est une grammaire R−1 
onstruite à partir de

R en é
hangeant les sommets initiaux et �naux, et en inversant le sens desar
s :
R−1 := {(X, H−1) | (X, H) ∈ R}ave
 H−1 le graphe inverse de H :

H−1 := {t
a
→ s | s

a
→
[H]

t} ∪ (H − [H ])

∪ {is | fs ∈ H} ∪ {fs | is ∈ H}.
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(x)

(y)

(p)

(q)

(1)

(2)

(1)

(2)

Z Afi ;
R−1

ab AbA
Fig. 4.14 � Inverse de la grammaire de la �gure 4.6L'inverse d'une grammaireR re
onnaît don
 le langage des miroirs ũ des mots

u re
onnus par R : L(R−1) = L̃(R). Et plus généralement, l'ensemble desgraphes engendrés par la grammaire inverse de R est l'ensemble des graphesinverses des graphes engendrés par R : (R−1)ω = (Rω)−1 = {H−1 | H ∈ Rω}.Notons que on a (R−1)−1 = R.Maintenant que nous avons dé�ni les outils que nous allons manipuler,nous allons entrer dans le vif du sujet. En e�et, nous allons nous baser surles niveaux des sommets de graphes engendrés par des grammaires pourdé�nir une relation de syn
hronisation entre grammaires. Par 
ette relationde syn
hronisation, nous allons être à même de déterminer des 
lasses delangages algébriques qui vont s'avérer être des extensions booléennes deslangages réguliers.



Chapitre 5Syn
hronisation de grammairesDans 
e 
hapitre, nous développons une relation de syn
hronisation entregrammaires de graphes. Une grammaire R syn
hronise une grammaire S sile graphe engendré par S est simulé niveau par niveau par R. Pour unegrammaire R donnée, nous étudions les propriétés algébriques de l'ensembledes langages a

eptés par les grammaires syn
hronisées par R. Nous prou-vons que 
et ensemble forme une algèbre booléenne de langages algébriques.Les travaux évoqués dans la partie 
ontexte 
i-après traitent également dela problématique d'extension des propriétés des langages réguliers en dé�-nissant des algèbres booléennes de langages algébriques déterministes. Notre
on
ept de syn
hronisation requiert néanmoins que nous 
onsidérions desgrammaires plus générales que les grammaires engendrant des graphes dé-terministes, les grammaires pondérées : deux ar
s de même étiquette et desour
es de même niveau ont des buts de même niveau. Mais nous montronsque les graphes pondérés sont déterminisables et nous obtenons ainsi unenouvelle manière de dé�nir des algèbres booléennes de langages algébriquesdéterministes qui, sous 
ertaines 
onditions, sont 
loses par 
on
aténation etpar étoile de Kleene.
62



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 635.1 ContexteIl est bien 
onnu que les langages algébriques ne sont pas 
los par in-terse
tion et par 
omplémentaire. Un exemple 
lassique prend les langages
{anbncm | m, n ≥ 0} et {ambncn | m, n ≥ 0} dont l'interse
tion est le langage
{anbncn | n ≥ 0} qui n'est pas algébrique. Connaissant 
ela, notre travailne 
onsiste pas à étendre les propriétés de 
l�ture des langages réguliers auxlangages algébriques, mais de trouver des sous 
lasses (stri
tes) de langagesalgébriques pour lesquelles 
es propriétés sont véri�ées. Di�érents travauxportant sur l'extension des langages réguliers ont été faits 
es dernières an-nées.Les langages input-drivenEn 1980, Kurt Mehlhorn 
onsidère le dallage de graphes d'automates àpile dont la hauteur de pile est fon
tion du temps [Mel80℄. Il montre ainsique les langages re
onnus par les automates à pile déterministes input-driven,qui sont les automates à pile temps-réel (sans mouvement à vide) dont lestransitions sont dé�nies par la lettre d'entrée, sont re
onnaissables en espa
e
O((log n)2/ log log n).Les langages visiblesEn 2004, Alur et Madhusudan [AM04℄ ont dé�ni les langages visibles.Cette appro
he 
onsiste à diviser l'alphabet d'entrée en trois parties : lessymboles d'empilement (Σpush), les symboles internes (Σint) et les symbolesde dépilement (Σpop). Sont alors dé�nis les automates à pile visibles sur 
ettepartition, de sorte que l'ajout d'une lettre sur la pile (resp. le retrait d'unelettre, une a
tion interne) ne peut se faire qu'à la le
ture d'une lettre de Σpush(resp. Σpop, Σint). Ainsi, la hauteur de pile est dire
tement liée aux lettresprésentes dans le mot lu. Les automates visibles sont don
 une extension desautomates input-driven. Un langage est visible si il existe un automate visiblere
onnaissant 
e langage (en fon
tion d'une 
ertaine partition).Théorème 5.1.1. [AM04℄ L'ensemble des langages visibles sur une partition



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 64donnée est un sous-ensemble des langages algébriques déterministes, 
los parunion, interse
tion, 
omplémentaire, 
on
aténation et étoile de Kleene. Deplus, tout langage régulier est visible.Syn
hronisation par transdu
teurs �nisEn 2006, Cau
al [Ca06℄ dé�nit une relation de syn
hronisation d'auto-mates à pile déterministes par un transdu
teur. Les transdu
teurs 
onsidéréssont des automates �nis M = (S, Σ×Z) (les entrées sont sur Σ et les sortiessur Z) déterministes sur les entrées
p

(a,x)
−→
M

q ∧ p
(a,y)
−→
M

r =⇒ x = y ∧ q = r

iq, ir ∈ M =⇒ q = r.On dit aussi que M est un transdu
teur séquentiel.Le langage re
onnu par M est
L(M) = {(u1u2 . . . un,

n∑
i=1

xi) | (u1, x1)(u2, x2) . . . (un, xn) ∈ L(M, i)}dont le domaine Dom(L(M)) est le langage des entrées de M . A toute entrée
u ∈ Dom(L(M)) est asso
ié son poids ||u||, i.e. (u, ||u||) ∈ L(M). Un auto-mate à pile déterministe A est syn
hronisé par un transdu
teur M si toutmot u ∈ L(A) est une entrée de M et la hauteur de pile de la 
on�gurationa

eptante est la valeur absolue de ||u||. Un langage L est syn
hronisé par Ms'il existe un automate à pile syn
hronisé par M et a

eptant L. On dé�nitl'ensemble Sync(M) des langages syn
hronisés par M 
omme étant

Sync(M) = {L(A) | M synchronise A}l'ensemble des langages a

eptés par les automates syn
hronisés par M . Pourun transdu
teur M donné, la famille des langages syn
hronisés par M est unealgèbre de Boole de langages algébriques déterministes.Les automates à hauteur de pile déterministeEn 2007, Nowotka et Srba [NS07℄ dé�nissent une 
lasse d'automates àpile 
omplets (le langage initial est l'ensemble de tous les mots) et pour



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 65lesquels la hauteur de pile est déterminée par le mot d'entrée. En notant
N(A, w) l'ensemble des hauteurs de pile pour toute exé
ution de l'automate
A sur le mot d'entrée w, un automate à hauteur de pile déterministe A vé-ri�e |N(A, w)| ≤ 1. Deux automates A et B sont syn
hronisés si pour toutmot w, N(A, w) = N(B, w). Cette relation est une relation d'équivalen
eet l'ensemble des langages a

eptés par les automates d'une même 
lassed'équivalen
e sont 
los par union et interse
tion. De plus, si les automatessont temps-réel et déterministes, 
es sous-familles de langages algébriquessont également 
loses par 
omplémentaire.Ces trois appro
hes ont toutes un but 
ommun : étendre des propriétésde 
l�ture des langages réguliers à des sous-familles de langages algébriques.Bien qu'utilisant des appro
hes di�érentes, les te
hniques d'extension ont unpoint 
ommun : les langages algébriques � syn
hronisés � forment des sous-ensembles remarquables de langages algébriques partageant bien des proprié-tés de 
l�ture ave
 les langages réguliers. Cette relation de � syn
hronisation� prend di�érentes formes : dans les travaux de [AM04℄, la syn
hronisationse fait entre les lettres 
omposant un mot et la hauteur de pile de la 
on�-guration a

eptante ; dans 
eux de [NS07℄, 
'est la hauteur de pile de toutesles 
on�gurations a

eptantes des automates qui établit la relation ; dans lestravaux de [Ca07℄, la syn
hronisation se fait entre le poids d'un mot (selon untransdu
teur �ni donné) et la hauteur de pile de la 
on�guration a

eptante.On peut 
iter deux points 
ommuns à 
es appro
hes. Premièrement, la rela-tion de syn
hronisation existe dans l'uni
ité d'un poids (la hauteur de pile)pour les mots a

eptés. Le deuxième point 
ommun est dans l'utilisation desautomates à pile pour dé
rire des propriétés de langages algébriques. Dansle travail qui va vous être présenté i
i, le premier point reste valable. Par
ontre, nous n'utilisons pas d'automates à pile pour établir une relation desyn
hronisation mais dire
tement les grammaires de graphes.



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 665.2 Les grammaires pondéréesPour un automate déterministe G engendré par une grammaire R, ondé�nit le poids ||u||R d'un mot initial u ∈ L(G, i) selon R. Ce poids estdonné par le niveau du dernier sommet du 
hemin initial étiqueté par u :
||u||R := lRG(s) tel que ∃ir ∈ G, r

u
=⇒

G
s.Par exemple, si on nomme R la grammaire présentée à la �gure 4.6, le grapheengendré par R est présenté à la �gure 4.9 où on représente également le ni-veau des sommets : deux sommets de même niveau sont à la verti
ale l'unde l'autre. Ainsi, pour tout m ≥ n ≥ 0, ||ambn||R = m − n.Néanmoins, nous ne nous restreignons pas aux grammaires engendrantdes graphes déterministes. Mais les grammaires que nous 
onsidérons ont lapropriété de dé�nir un poids unique pour tout mot du langage initial.Une grammaire déterministe de graphes R est une grammaire pondérée siles 
hemins initiaux de même étiquette aboutissent à des sommets de mêmepoids :

s
u

=⇒
G

q′ ∧ s′
u

=⇒
G

q′ ∧ is, is′ ∈ G =⇒ lRG(q) = lRG(q′).
(1)

(2) (2)

(1)
(1)

(1)

Z B

b

a

a

Bc

i

Bc

ff

Bc

fa

A

A

AFig. 5.1 � Une grammaire pondérée.La grammaire �gurant à la �gure 5.1 nous donne un exemple de grammaireengendrant le graphe de la �gure 5.2 qui est non-déterministe mais pondéré.En e�et, il existe deux 
hemins initiaux étiquetés par le mot caa et le niveaude leurs buts est le même : 2.
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a

a

c

a

a

a

c c

f

f f f

f f

f ffi

b

a

a

c

a

c

a

a

c

a

a

a

a

c

a

c

b b

bb b

Fig. 5.2 � Graphe engendré par la grammaire pondérée de la �gure 5.1.En parti
ulier, toute grammaire engendrant un graphe déterministe estpondérée. De plus, nous verrons au lemme 5.3.8 que toute grammaire pon-dérée est déterminisable.On peut également noter que tout graphe engendré par une grammaire pon-dérée est de degré sortant �ni (au même titre que les graphes déterministes)puisque l'alphabet des étiquettes est �ni et que le nombre de sommets demême poids est aussi �ni. En�n, nous montrons que le 
ara
tère pondéré estdé
idable.Lemme 5.2.1. On peut dé
ider si une grammaire de graphes est pondérée.Démonstration :Soit R une grammaire. On suppose que 
haque règle de R est de la forme
(A1 . . . ρ(A), R(A)) pour tout A ∈ NR. Pour tout n ∈ [ρ(A)], on déterminel'ensemble Out(A, n) des étiquettes des ar
s de sour
e n dans le graphe en-gendré par R à partir de l'hyperar
 A1 . . . ρ(A) :

Out(A, n) := {a | ∃s, n
a
→ s ∈ Rω(A)}.Cet ensemble est le plus petit point �xe du système suivant :
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Out(A, n) = {a | n

a
→

[R(A)]
}

∪
⋃
{Out(B, m) | B ∈ NR ∧ ∃X, BX ∈ R(A) ∧ X(m) = n}.Le plus petit point �xe existe 
ar Out(A, n) ⊆ TR ∩ F2 est �ni.Pour tout A, B ∈ NR ave
 x ∈ SR(A) et y ∈ SR(B), on asso
ie l'ensemble

SyncA,B(x, y) de sommets syn
hronisés dans SR(A) ×SR(B) à partir de (x, y)qui se dé�nit 
omme le plus petit point �xe du système :
SyncA,B(x, y) = {(x, y)}

∪ {(t, q) | ∃(s, p) ∈ SyncA,B(x, y), ∃a, s
a
→

[R(A)]
t ∧ p

a
→

[R(B)]
q}

∪ {(X(m), Y (n)) | ∃CX ∈ R(A), ∃DY ∈ R(B), ∃j, k,

(X(j), Y (k)) ∈ SyncA,B(x, y)

∧ (m, n) ∈ SyncC,D(j, k) ∧ m ∈ [ρ(C)] ∧ n ∈ [ρ(D)]}.A partir des sommets initiaux, on 
al
ule l'ensemble Sync des sommets syn-
hronisés. Sync est le plus petit point �xe du système suivant :
Sync = {(Z, s, Z, t) | is, it ∈ R(Z)}

∪ {(A, s, B, t) | ∃x, y, (A, x, B, y) ∈ Sync

∧ (s, t) ∈ SyncA,B(x, y)}

∪ {(C, m, D, n) | ∃A, B ∈ NR, ∃CX ∈ R(A), ∃DY ∈ R(B),

(A, X(m), B, Y (n)) ∈ Sync}.

R n'est pas pondérée si et seulement si, soit on peut syn
hroniser un sommetd'entrée ave
 un sommet qui ne soit pas une entrée, soit pour (A, s, B, t) ∈

Sync, la produ
tion d'un ar
 de sour
e s ne né
essite qu'une étape de ré
riture(par la règle pour A) alors que la produ
tion d'un ar
 de même étiquette desour
e t se fait en plusieurs étapes (par la règle pour B) :
∃(A, s, B, t) ∈ Sync, (s ∈ [ρ(A)] ∧ t /∈ [ρ(B)])

∨ ∃s
a
→

[R(A)]
, ∃CX ∈ R(B), ∃j ∈ [ρ(C)], X(j) = t ∧ a ∈ Out(C, j).

�Illustrons la 
onstru
tion du lemme 5.2.1 par la grammaire R suivante :
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(1)

(3)

(2)

(1)

(2)

(3)

(1)

(2)

(1)

(2)

B

a

b

b

Z

i f

A

a

A

f

B

engendrant le graphe �ni 
i-dessous et dont les sommets sur une même ver-ti
ale sont de même niveau.
a a

b

b

i

On a
SyncB,B(1, 1) = {(1, 1), (t, t), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)}

SyncA,A(1, 1) = {(1, 1), (r, r), (s, s), (s, 2), (2, s), (2, 2)}

SyncZ,Z(p, p) = {(p, p), (q, q)}et don

Sync = {(Z, p, Z, p), (Z, q, Z, q), (A, 1, A, 1), (A, r, A, r),

(A, s, A, s), (A, s, A, 2), (A, 2, A, s), (A, 2, A, 2)}Comme (A, 2, A, s) ∈ Sync et s /∈ {1, 2}, la grammaire R n'est pas pondérée.5.3 La syn
hronisationDans 
e 
hapitre, après avoir dé�ni la relation de syn
hronisation entregrammaires pondérées, nous dé
rivons les opérations de graphes qui vontnous permettre d'obtenir nos résultats. En�n, nous montrons que les lan-gages a

eptés par les grammaires pondérées sont les langages algébriquesdéterministes.Soit R une grammaire pondérée. Une grammaire pondérée S est syn
hro-nisée par R, et on note R ⊲ S (ou symétriquement S ⊳ R), si



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 70� tout mot initial de S est un mot initial de R : L(S, i) ⊆ L(R, i) et� pour tout mot initial u ∈ L(S, i), le poids de u dé�ni par S est le mêmeque 
elui par R : ||u||S = ||u||R.La grammaire de la �gure 5.3 syn
hronise 
elle de la �gure 4.6.
b

f

a

c

b
f

a

c

i

f

a

b

f

f
Z

B C

C B

B
A A

(1)

(2)

(1)

(1)

(2)

(1)

(1)

(1)Fig. 5.3 � Un syn
hronisateur pour la grammaire de la �gure 4.6.Comme la relation ⊲ n'est pas symétrique, on di�éren
ie R de S en appe-lant R un syn
hronisateur. La relation ⊲ n'est pas antisymétrique mais elleest transitive et ré�exive.Deux grammaires R et S sont bi-syn
hronisées et on note S ⊲⊳ R si S et Rsont des syn
hronisateurs l'un pour l'autre. Par ailleurs, elles re
onnaissentle même langage initial :
R ⊲⊳S ⇐⇒ R ⊲ S ∧ L(R, i) = L(S, i).Une première propriété de la relation ⊲ 
on
erne le degré des graphes. Ene�et, ⊲ préserve la �nitude des degrés des graphes engendrés.Lemme 5.3.1. R ⊲ S ∧ Rω de degré �ni ∧ Sω a

essible (à partir de i)

=⇒ Sω de degré �ni.



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 71Démonstration :Nous prouvons 
ette propriété par 
ontraposée : supposons R ⊲ S et Sω dedegré in�ni. Montrons que Rω est de degré in�ni.Soient G et H des graphes engendrés respe
tivement par R et S. Par lelemme 5.3.8, on peut 
onsidérer G et H déterministes. Il existe don
 unsommet p ∈ SH de degré entrant in�ni. De plus, H étant régulier, le nombrede sommets de même niveau est �ni :
∀n ≥ 0, |{s ∈ SH | lSH(s) = n}| < ω .Don
 il existe une in�nité de sommets {p0, . . .} ⊆ SH de poids di�érents
lSH(p0) < lSH(p1) < . . . tel que pk

ak→
H

ppour tout k ≥ 0 ave
 ak ∈ EH .Comme Sω est a

essible à partir de i, on prend pour tout n ≥ 0 un mot
un ∈ L(S, i) étiquetant un 
hemin initial d'arrivée pn :

∃ir ∈ H, ∀n ≥ 0, r
un=⇒
H

pn.Comme R syn
hronise S, il existe dans G un ensemble {q0, q1, . . .} tel que :
∃ir′ ∈ G, ∀k ≥ 0, r′

uk=⇒
G

qk
ak→
G

sk ∧ lRG(qk) = lSH(pk) ∧ lRG(sk) = lSH(p).Comme le nombre de sommets de G ayant le même poids est �ni
|{sn ∈ SG | lRG(sn) = lSH(p)}| < ω,il existe un sommet s ∈ SG et une suite in�nie j0 < j1 < . . . tels que pourtout k ≥ 0, qjk

ajk→
G

s. Comme les niveaux des sommets qjk
sont tous di�érents,

s est de degré entrant in�ni.
�Au 
ours de notre étude, il s'est avéré plus 
ommode de ne 
onsidérerque des automates réguliers dont les sommets initiaux sont de niveau 0. Lapropriété 5.3.2 dé
rit 
omment on transforme une grammaire et son syn-
hronisateur en des grammaires syn
hronisées équivalentes dont les sommetsinitiaux sont au niveau 0, quand le nombre de sommets initiaux est �ni.
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ω en une grammaire équivalente R′ de sommet initial dans l'axiome ettelle que
{Sω | S ⊳ R} = {S ′ω | S ′ ⊳ R′}.Démonstration :Soit Z → G0 la règle axiome d'une grammaire R. Soit G0 ⇒

R
. . . ⇒

R
Gn ⇒

R
. . .une dérivation parallèle in�nie à partir de G0. Soit P l'ensemble des niveauxdes sommets de ⋃

n

[Gn] 
oloriés par i. On 
onsidère la grammaire
R′ := (R − {(Z, G0)}) ∪ {(Z, Gmax{n∈IN | n∈P})}.Ainsi R′ω = Rω et les sommets initiaux de R′ sont dans son axiome. De plus,pour S ⊳ R, on a S ′ ⊳ R′ et Sω = S ′ω.

�Une opération usuelle sur les graphes �nis (notamment utilisée pour mon-trer la 
l�ture par interse
tion des langages réguliers) est le produit de syn-
hronisation de graphes. On donne i
i une extension de 
e produit et on yrajoute un 
oloriage pour préserver l'information des sommets �naux desgraphes dont on fait le produit.Le produit de syn
hronisation G × H des graphes G et H est dé�ni par
G × H := {(s, p)

a
→ (t, q) | s

a
→
G

t ∧ p
a
→
H

q}

∪ {i(s, p) | is ∈ G ∧ ip ∈ H} ∪ {f(s, p) | fs ∈ G ∧ fp ∈ H}

∪ {f1(s, p) | fs ∈ G ∧ p ∈ SH ∧ fp /∈ H}

∪ {f2(s, p) | s ∈ SG ∧ fs /∈ G ∧ fp ∈ H}où f1 et f2 sont deux nouvelles 
ouleurs �nales.Le produit de syn
hronisation ne préserve pas la régularité des graphes. Ilsu�t de 
onsidérer les graphes réguliers suivants :
G = {n

a
→ n + 1 | n ∈ N} ∪ {n

b
→ n | n ∈ N} ∪ {i0}

et H = {n
b
→ n + 1 | n ∈ N} ∪ {n

a
→ n | n ∈ N} ∪ {i0}représentés 
i-après :
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H :

(0) (1) (2) (3)

G :
(0) (3)(2)(1)

i

a

b

a

b

a

b

a

i

b

a

b

a

b

a

b

Le produit de syn
hronisation G × H est le graphe non régulier suivant :
G × H = {(m, n)

a
→ (m + 1, n) | m, n ∈ N}

∪ {(m, n)
b
→ (m, n + 1) | m, n ∈ N}

∪ {i(0, 0)}que l'on représente 
i-dessous :
(3,1)

(3,2)

(3,3)

(2,2)

(2,1)(1,1)
(0,1)

(0,2)

(0,3)

(1,2)

(1,3) (2,3)

(2,0) (3,0)(0,0) a a

b b

a

b
i

a a

a

b b bb

aa

a

b b bb

aa

(1,0) a

b

Nous restreignons 
e produit de syn
hronisation pour ne travailler queniveau par niveau. Etant données des grammaires R et S, on dé�nit le produitde syn
hronisation par niveau de leurs graphes engendrés par
Rω ×l Sω := {K | ∃G ∈ Rω, ∃H ∈ Sω, K ≃ G ×l H}où le produit de syn
hronisation par niveau G ×l H de G ∈ Rω et H ∈ Sωest

G ×l H := (G × H)|{(s,p) | lG(s)=lH (p)}.
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ouple
(A, B) ∈ NR×NS de non terminaux de 
haque grammaire et à toute relation
E ⊆ [ρ(A)] × [ρ(B)] sur les entrées dites de même niveau :

E(i) ∩ E(j) 6= ∅ =⇒ E(i) = E(j) pour tout i, j ∈ [ρ(A)],on asso
ie un nouveau symbole [A, B, E] d'arité |E| , sauf que [Z, Z, ∅] = Z.A 
haque hyperar
 non-terminal Ar1 . . . rm de R (A ∈ NR et m = ρ(A)) età 
haque hyperar
 non-terminal Bs1 . . . sn de S (B ∈ NS et n = ρ(B)), onasso
ie l'hyperar
 suivant :
[Ar1 . . . rm, Bs1 . . . sn, E] = [A, B, E](r1, s1)E . . . (r1, sn)E . . .

(rm, s1)E . . . (rm, sn)Eave
 (ri, sj)E :=

{
(ri, sj) si (i, j) ∈ E

ε sinon.Le produit de syn
hronisation par niveau R×l S de R par S est la grammaire
onstituée des règles 
i-dessous :
[AX, BY, E] → ([P ] × [Q])|E

∪ {[CU, DV, E′] | CU ∈ P ∧ C ∈ NR ∧ DV ∈ Q ∧ D ∈ NS}pour toutes règles (AX, P ) ∈ R et (BY, Q) ∈ S, et pour tout E ⊆ [ρ(A)] ×

[ρ(B)] ave

E := {(X(i), Y (j)) | (i, j) ∈ E} ∪ (SP − SX) × (SQ − SY )

et E ′ := {(i, j) ∈ [ρ(C)] × [ρ(D)] | (U(i), V (j)) ∈ E}.En restreignant R ×l S aux non-terminaux a

essibles à partir de Z, on ob-tient une grammaire engendrant le produit de syn
hronisation par niveau deleurs graphes engendrés.Pour illustrer 
ette 
onstru
tion, nous prenons deux grammaires S et T don-nées à la �gure 5.4.
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a

b

b

f

i

(1) (1) (r)

(z)

(w)

(p)

(q)

(x)

(y)

Z

A
A A

S

T Z

a

b

b

(1)

(2)

(1)

(2)

i

B B B

b

fFig. 5.4 � Deux grammaires syn
hronisées par un même syn
hronisateur.Le produit de syn
hronisation par niveau S ×l T est présenté à la �gure5.5 où C = [A, B, {{1, 1}, {1, 2}}].
;

(1,1) (r,z) 

(r,w) 

(1,1)

(1,2)
bb ba(1,2)

(p,x)(p,y)(q,x)(q,y)
Z C C

f

f2

i

f1

C
Fig. 5.5 � Le produit de syn
hronisation par niveau S ×l T .Cette grammaireR×lS engendre le produit de syn
hronisation par niveau

Rω ×l Sω des graphes engendrés par R ave
 
eux engendrés par S.Lemme 5.3.3. Pour toutes grammaires R et S, (R×l S)ω = Rω ×l S
ω.Démonstration :Soient G ∈ Rω et H ∈ Sω. Il existe une dérivation Z = G0 ⇒

R
G1 . . . ⇒

R
Gn . . .
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n≥0

[Gn] = G et une dérivation Z = H0 ⇒
S

H1 . . . ⇒
S

Hn . . . telle que
⋃

n≥0

[Hn] = H .i) Véri�ons que ⋃
n

[Gn] × [Hn] = G × H .Pour tout n ≥ 0, [Gn] ⊆ G et [Hn] ⊆ H .Don
 [Gn] × [Hn] ⊆ G × H d'où ⋃
n

[Gn] × [Hn] ⊆ G × H .Ré
iproquement, soit (s, p)
a
→

G×H
(t, q). On a don
 s

a
→
G

t et p
a
→
H

q.Soit k (resp. l) le plus petit entier tel que s
a
→ t ∈ Gk (resp. p

a
→ q ∈ Hl).Pour m := max{k, l}, on a s

a
→
Gm

t et p
a
→
Hm

q, don

(s, p)

a
→ (t, q) ∈ [Gm] × [Hm].De façon identique pour tout c(s, p) ∈ G × H , il existe m tel que

c(s, p) ∈ [Gm] × [Hm].ii) On veut montrer que G ×l H ∈ (R ×l S)ω.Posons E = {(s, p) ∈ SG × SH | lG(s) = lH(p)}. On a
G ×l H = (G × H)|E

= (
⋃

n≥0

[Gn] × [Hn])|E d'après (i)
=

⋃
n≥0

([Gn] × [Hn])|E.On étend le produit de syn
hronisation par niveau des graphes aux hyper-graphes.Soient un hypergraphe P d'ensemble d'étiquettes FP ⊆ NP ∪ F1 ∪ F2 et uneappli
ation lP : SP → N.Soient un hypergraphe Q d'ensemble d'étiquettes FQ ⊆ NQ ∪ F1 ∪ F2 et uneappli
ation lQ : SQ → N.On dé�nit le produit de syn
hronisation par niveau P ×l Q de P ave
 Q
omme suit :
P ×l Q := ([P ] × [Q])|{(p,q) | lG(p)=lH(q)}

∪ {[A, B, E](r1, s1)E . . . (rm, sn)E | A ∈ NR ∧ B ∈ NS

∧ Ar1 . . . rm ∈ P ∧ Bs1 . . . sn ∈ Q}
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 E = {(i, j) ∈ [ρ(A)] × [ρ(B)] | lP (ri) = lQ(sj)}.En parti
ulier [P ×l Q] = [P ] ×l [Q].Soient P ⇒
R

P ′ et Q ⇒
S

Q′ et posons
m := max({lP (s) | s ∈ SP} ∪ {lQ(s) | s ∈ SQ}).On dé�nit

lP ′(s) :=

{
lP (s) si s ∈ SP

m + 1 si s ∈ SP ′ − SPet
lQ′(s) :=

{
lQ(s) si s ∈ SQ

m + 1 si s ∈ SQ′ − SQ.Ainsi, P ×l Q =⇒
R×lS

P ′ ×l Q′.Par ré
urren
e sur n ≥ 0, on obtient Gn ×l Hn =⇒
R×lS

Gn+1 ×l Hn+1.Ainsi, ⋃
n≥0

[Gn ×l Hn] ∈ (R ×l S)ω. Finalement,
G ×l H =

⋃
n≥0

([Gn] × [Hn])|E =
⋃

n≥0

[Gn ×l Hn] ∈ (R ×l S)ω.
�Le produit de syn
hronisation par niveau des automates réguliers est unegénéralisation du produit de syn
hronisation standard des automates �nis :en 
onsidérant que tous les sommets d'un automate �ni ont le même niveau(par exemple 0) les deux produits e�e
tuent la même opération.Le produit de syn
hronisation G ×l H des graphes G et H ne 
onserveque les ar
s de G et de H qui peuvent être syn
honisés. Donnons un produitplus général permettant de 
onserver tous les ar
s de G et H .On prend deux nouvelles 
ouleurs, f 1 et f 2, et un nouveau symbole ⊥.Le produit de syn
hronisation généralisé G⊗H de graphes G et H est dé�nipar
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G ⊗ H := G × H

∪ {(s, p)
a
→ (t,⊥) | s

a
→
G

t ∧ p ∈ SH ∪ {⊥} ∧ ¬(∃q, p
a
→
H

q)}

∪ {(s, p)
a
→ (⊥, q) | p

a
→
H

q ∧ s ∈ SG ∪ {⊥} ∧ ¬(∃t, s
a
→
G

t)}

∪ {f 1(s,⊥) | fs ∈ G} ∪ {f 2(⊥, p) | fp ∈ H}Comme pour le produit de syn
hronisation standard, on restreint 
e nouveauproduit aux sommets de même niveau. Etant données des grammaires R et
S, on dé�nit le produit de syn
hronisation généralisé par niveau de leursgraphes engendrés par

Rω ⊗l Sω := {K | ∃G ∈ Rω, ∃H ∈ Sω, K ≃ G ⊗l H}où le produit de syn
hronisation généralisé par niveau G ⊗l H de G ∈ Rω et
H ∈ Sω est

G ⊗l H := G ×l H

∪ {(s, p)
a
→ (t,⊥) | s

a
→
G

t ∧ ((s, p) ∈ SG×lH ∨ p = ⊥)

∧ ∀q(p
a
→
H

q =⇒ lG(t) 6= lH(q))}

∪ {(s, p)
a
→ (⊥, q) | p

a
→
H

q ∧ ((s, q) ∈ SG×lH ∨ s = ⊥)

∧ ∀t(s
a
→
G

t =⇒ lG(t) 6= lH(q))}

∪ {f 1(s,⊥) | fs ∈ G} ∪ {f 2(⊥, p) | fp ∈ H}.La dé�nition pré
édente, R ×l S, est étendue pour dé�nir une grammaire
R ⊗l S.On 
onsidère que tout les sommets des membres droits des règles sont tousdes sommets de sortie. Pour 
ela, il su�t de prendre un nouveau terminal
T ∈ N1 d'arité 1 et on prend les grammaires R′ et S ′ telles que

R′ := {(X, H ∪ {Ts | s ∈ SH − SH−[H]}) | (X, H) ∈ R}

∪ {(T1, {T1})}.Cette normalisation est né
essaire pour que la ré
riture de tout non-terminald'une des grammaires puisse être parallélisé par un non-terminal de l'autre.Notons ainsi que pour le 
as où R et S sont syn
hronisés par un mêmesyn
hronisateur, 
ette 
omplétion n'est pas né
essaire.Reprenant la dé�nition de R ×l S, on 
onsidère maintenant que le symbole
[A, B, E] est d'arité |E| + ρ(A) + ρ(B) ave
 la dé�nition
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[Ar1 . . . rm, Bs1 . . . sn, E] := [A, B, E](r1, s1)E . . . (rm, sn)E

(r1,⊥) . . . (rm,⊥)(⊥, s1) . . . (⊥, sn)et dans le membre droit de la règle de [AX, BY, E], on rempla
e
([P ] × [Q])|E par ([P ] ⊗ [Q])|E ∪ SP×{⊥} ∪ {⊥}×SQ

.Pour les grammaires S et T de la �gure 5.4, le produit de syn
hronisationgénéralisé par niveau S ⊗l T est représenté à la �gure 5.6 où
C = [A, B, {1, 1}, {1, 2}].

abf2

f2

f1

f

f1

C(1, 1)

(1, 2)

(⊥, 1)

(1, ⊥)

(⊥, 2)

abb
abb(1, 2)

(1, 1)

(1, ⊥)

(⊥, 1)

(⊥, 2)

(r, z)

(r, w)C
(r, ⊥)

(⊥, w)

(⊥, z)

Z
b

b
i

(p, x)

(p, y)

(p, ⊥)

(⊥, x)

(⊥, y)

C(q, ⊥)

(q, x)

(q, y)

Fig. 5.6 � Le produit de syn
hronisation généralisé par niveau S ⊗l T .Le lemme 5.3.3 n'est plus vrai pour 
e nouveau produit : en général on a
(R ⊗l S)ω 6= Rω ⊗l Sω.Par exemple, prenons la grammaire R suivante :

i f

b

a

b

f

(1) (1)
(p)

(q)
AZ

A Aet la grammaire S ⊳ R suivante :
f

i

b
a

(1) (1) (z)

(x)

(y)

B

B

Z
B B
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ω)i→ obtenu par appli
ation de ⊗l aux graphes engendréspar R et S et le graphe ((R⊗l)

ωS)i→ engendré par la grammaire R⊗l S sontreprésentés à la �gure 5.7, en se restreignant aux a

essibles par i dans lesdeux 
as. aaa b
b

aaa b
b

a aa

aaa b
bbb

b bi aaa b
b

bb
bi aaa b

b aa
b
b aaa b

b aaa b
b

b bb bbaa

∈ (Rω ⊗l Sω)i→

∈ ((R ⊗l S)ω)i→

Fig. 5.7 � (R ⊗l S)ω 6= Rω ⊗l SωPour tout C ⊆ F1 −{i} et toute grammaire R, on note RC la grammaireobtenue à partir de R en remplaçant la 
ouleur des sommets 
oloriés dans Cpar f et en enlevant f sur les autres sommets :
RC := {(X, (H − {f}SH) ∪ {fp | ∃c ∈ C, cp ∈ H}) | (X, H) ∈ R}.Bien que (R⊗lS)ω et Rω⊗l S

ω sont di�érents, ils sont bisimilaires par niveau.Lemme 5.3.4. Pour toutes grammaires R et S syn
hronisées par un mêmesyn
hronisateur, on a
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((R ⊗l S){f,f1,f1})i→f ⊲⊳R ; ((R ⊗l S){f,f2,f2})i→f ⊲⊳S ;
((R ⊗l S){c})i→f ⊲⊳((R ×l S){c})i→f ∀c ∈ {f, f1, f2}Le produit de syn
hronisation étendu permet de montrer que l'on peutdé
ider si une grammaire est syn
hronisée par une autre.Lemme 5.3.5. La relation ⊲ est ré
ursive.La démonstration de 
e lemme est donnée dans un 
adre plus général par
elle du lemme 6.3.9.La 
ara
térisation de la syn
hronisation en terme de graphes nous amèneà voir 
ette relation de la manière suivante : si R est un syn
hronisateur pour

S alors, grossièrement parlant, les 
hemins initiaux du graphe H engendrépar S � grandissent �à la même vitesse que dans le graphe G engendré par
R. Ce
i est illustré à la �gure 5.8 dans laquelle sont représentés le grapheengendré par la grammaire de la �gure 4.6 ainsi que le graphe engendré parle syn
hronisateur de la �gure 5.3.

b
f

a

bb
f f

ai

f

a

c

c

b
f

a

b
f

a

a

b

b

a a

b

b b

b

i

f

a

b

b

a

b

b

Fig. 5.8 � Le graphe syn
hronisé 
roît 
omme 
elui du syn
hronisateur.Remarque : On retrouve 
ette notion de � 
roissan
e syn
hronisée �surdes piles dans [NS07℄ par dé�nition des automates à hauteur de pile détermi-niste, dans [AM04℄ 
omme 
onséquen
e de la partition de l'alphabet et dans[Ca06℄ par identi�
ation entre le poids d'un mot et la hauteur de pile.
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ette notion. En e�et, si le graphe engendré par unsyn
hronisateur R est �ni, alors le graphe de toute grammaire syn
hroniséepar R est �ni.Propriété 5.3.6. Pour toute grammaire R engendrant un graphe �ni,si R ⊲ S alors S engendre un graphe �ni.Démonstration :Soit R une grammaire engendrant un graphe G �ni et soit une grammaire Sengendrant un graphe H telle que R ⊲ S.Pour tout p ∈ SH , il existe un sommet s ∈ SG tel que lSH(p) = lRG(s). Commele nombre de sommets de même poids est �ni, le graphe H est �ni.
�Comme nous l'avons dit pré
édemment, les grammaires pondérées sontdéterminisables : pour 
haque grammaire pondérée R, il existe une grammaire

Rdet bisyn
hronisée ave
 R (en parti
ulier, L(Rdet) = L(R)) telle que legraphe engendré par Rdet soit déterministe. Nous avons vu une pro
édurede déterminisation pour les automates �nis mais sa mise en ÷uvre sur lesautomates réguliers ne nous permet pas for
ément d'obtenir des automatesréguliers : la 
lasse des automates réguliers n'est pas 
lose par l'opérationde déterminisation Det qui à un graphe G asso
ie le graphe déterministesuivant :
Det(G) := ({P

a
→ {q | ∃p ∈ P, p

a
→ q} | P ⊆ SG ∧ ∃p ∈ P, p

a
→}

∪ {i{p | ip ∈ G}} ∪ {fP | ∃p ∈ P, fp ∈ G})i→et qui est restreint par a

essibilité à partir de i.Cette 
onstru
tion appliquée au graphe régulier G de la �gure 5.2 donne legraphe Det(G) non régulier présenté à la �gure 5.9.Pour déterminiser les grammaires pondérées, nous utilisons les gram-maires dites de 
hemins. Une grammaire de 
hemins R est une grammaired'ar
s FR ⊆ F1 ∪ F2 ∪ {Z} telle que pour toute règle (A12, RA), la première(respe
tivement la deuxième) entrée de RA n'est but (respe
tivement sour
e)d'au
un ar
 terminal :
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a a

a

a a

c

c
b

c

a

b

a

b
b

c
a

b
b

a

a

b
b

a

c

c
b

c

a

b

a

b
b

c
a

b
b

a

c
a

b
b

a

a

i
f f f f f

f f f f

f f f f

Fig. 5.9 � L'opération Det appliquée au graphe de la �gure 5.2.
∀(A12, RA) ∈ R, ∀a ∈ TR ∩ F2,

a
9
[RA]

1 ∧ 2
a

9
[RA]et pour toute règle (A1, RA), l'entrée de RA n'est but d'au
un ar
 terminal :

∀(A1, RA) ∈ R, ∀a ∈ TR ∩ F2,
a

9
[RA]

1.La déterminisationLa déterminisation d'une grammaire pondérée R s'e�e
tue en trois étapes.On 
ommen
e par normaliser R en une grammaire d'ar
s : tout hyperar
 non-terminal est s
indé en ar
s non-terminaux. Puis, on transforme la grammairenormalisée en une grammaire de 
hemins pondérée ≺ R ≻. En�n, la gram-maire ≺ R ≻ est transformée en une grammaire Rdet engendrant un graphedéterministe telle que Rdet⊲⊳R et L(≺ R ≻) = L(Rdet). Dans le lemme suivantsont regroupés les deux premières étapes de la 
onstru
tion.Lemme 5.3.7. Pour toute grammaire R, il existe une grammaire de 
hemins
≺ R ≻ telle que R ⊲⊳ ≺ R ≻ et L(≺ R ≻) = L(R).Démonstration :Soit R une grammaire pondérée. On 
onsidère que les règles de R sont de la



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 84forme A1 . . . ρ(A) → RA et on suppose que 0 n'est pas un sommet de R. Onprend deux nouveaux ensembles de fon
tions non-terminales : un ensemble
N1 := {Ai | A ∈ NR ∧ 1 ≤ i ≤ ρ(A)} ⊆ F1 − FR de symboles d'arité 1 et unensemble N2 := {Ai,j | A ∈ NR ∧ 1 ≤ i, j ≤ ρ(A)} ⊆ F2 − FR de symbolesd'arité 2. Le dé
oupage ≺ G ≻ d'un hypergraphe G est le graphe dé�ni par :

≺ G ≻ := [G]

∪ {s
Ai,j
→ t | A ∈ NR ∧ 1 ≤ i, j ≤ ρ(A) ∧ ∃s1, . . . , sρ(A),

As1 . . . sρ(A) ∈ G ∧ si = s ∧ sj = t}

∪ {Ais | A ∈ NR ∧ 1 ≤ i ≤ ρ(A) ∧ ∃s1, . . . , sρ(A),

As1 . . . sρ(A) ∈ G ∧ si = s}.On nomme 0 /∈ SG un nouveau sommet. Pour tout sommet p, q ∈ SG et toutepartie P ⊆ SG, on dé�nit les graphes suivants :
Gp,q,P := ({s

a
→
≺G≻

t | a ∈ F2 ∧ t 6= p ∧ s 6= q ∧ s, t /∈ P}

∪ (≺ G ≻ ∩ (F1 − N1)SG))|{s | p→∗s→∗q} pour p 6= q

Gp,p,P := ({s
a
→
≺G≻

t | a ∈ F2 ∧ t 6= p ∧ s, t /∈ P} ∪ {s
a
→ 0 | s

a
→
≺G≻

p}

∪ (≺ G ≻ ∩(F1 − N1)SG))|{s | p→∗s→∗0}

Gp,P := ({s
a
→
≺G≻

t | a ∈ F2 ∧ t 6= p ∧ s, t /∈ P}

∪ (≺ G ≻ ∩ F1SG))|{s | p→∗s ∧ ∀q∈(P ∪ {p}), ¬(s→∗q)}.Le dé
oupage ≺ R ≻ de la grammaire R est la grammaire de 
hemins pon-dérée donnée par :
≺ R ≻ := {Z →≺ RZ ≻}

∪ {Ai,j12 → hi,j((RA)i,j,[ρ(A)]−{i,j}) | A ∈ NR ∧ 1 ≤ i, j ≤ ρ(A)}

∪ {Ai1 → hi,i((RA)i,[ρ(A)]−{i}) | A ∈ NR ∧ 1 ≤ i ≤ ρ(A)}ave
 hi,j un renommage de sommets dé�ni par
hi,j(i) = 1, hi,j(j) = 2, hi,j(x) = x sinon, ave
 i 6= j

hi,i(i) = 1, hi,i(0) = 2, hi,i(x) = x sinon.Ainsi, R et ≺ R ≻ sont bi-syn
hronisés et re
onnaissent le même langage :
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R ⊲⊳ ≺ R ≻ et L(R, i, f) = L(≺ R ≻, i, f).Finalement, on peut mettre ≺ R ≻ sous une forme réduite en supprimanttout non-terminal Ai,j engendrant un graphe sans 
hemin de i à j, et toutnon-terminal Ai engendrant un graphe sans état �nal.

�Cette 
onstru
tion appliquée à la grammaire pondérée de la �gure 5.1 produitla grammaire de 
hemin présentée à la �gure 5.10.

(2)

(1)

(2)

(1)

Z

(1)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

B1,2
B1,2

A1

B1,2

B2,2

B2,2

B1,2

A1

A1

B2,2

B2,2

B2,2

a 
b f

i f a 
 f

abFig. 5.10 � Transformation d'une grammaire en une grammaire de 
hemin.Bien que 
ette transformation ne préserve pas la stru
ture du grapheengendré, la mise sous forme de grammaire de 
hemins préserve le 
ara
tèrepondéré d'une grammaire :si R est pondérée alors ≺ R ≻ est pondérée.Lorsque l'on étudie les propriétés des langages réguliers par la manipula-tion d'automates �nis, on est amené à 
onsidérer des graphes non-déterministes.Nous avons vu pré
édemment que 
ontrairement aux graphes �nis, les graphesréguliers ne sont pas 
los par l'opération usuelle de déterminisation Det.Néanmoins nous montrons 
omment l'utiliser pour 
onstruire, à partir d'unegrammaire pondérée R, une grammaire qui engendre un graphe déterministeet qui est bi-syn
hronisée par R.



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 86Lemme 5.3.8. Tout grammaire pondérée peut être transformée en une gram-maire bi-syn
hronisée, a

eptant le même langage et engendrant un graphedéterministe.Démonstration :Soit R une grammaire pondérée. Par le lemme 5.3.7, on peut 
onsidérer que
R est une grammaire de 
hemins.Considérons l'ensemble NR∩F2 des parties des non-terminaux d'arité 2 de Rmuni d'un ordre tel que ∅ soit le plus petit élément. Soit N ′ = NR − {Z}. A
haque partie P ⊆ N ′ di�érente de l'ensemble vide, on note P2 = P ∩F2 et onasso
ie un nouveau symbole P ′ ∈ F2|P2| et un hyperar
 <P> = P ′p1 . . . pmtels que {p1, . . . , pm} = 2P2 et p1 < . . . < pm. Pour tout graphe G tel que
EG ⊆ FR − {Z}, on dé�nit l'hypergraphe

G′ := Det([G])

∪
⋃
{<A ∈ NR | ∃s ∈ Q, s

A
→ >

[Q/∅, {t | ∃s ∈ Q, ∃A ∈ P, s
A
→
G

t}/∅ 6= P ⊆ N ′]

| Q ⊆ SG ∧ ∃s ∈ Q, ∃A ∈ NR, s
A
→
G
}.Pour 
haque partie P ⊆ N ′, on prend un graphe HP tel que

{∅
A
→ A | A ∈ P} ∪ {A∅ | A ∈ P − F2} ∪ {i∅} =⇒

R
HP .La grammaire S dé�nie par

S := {(<P>, (HP )′[∅/{∅}] − {i∅}) | P ⊆ N ′}est pondérée, bi-syn
hronisée par R et on a L(R) = L(S).
�Prenant la grammaire de 
hemins de la �gure 5.10 ave
 le nommage de som-mets donné à la �gure suivante. Rappelons que 
ette grammaire est la misesous forme de grammaire de 
hemins de la grammaire pondérée de la �gure5.1.
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(x)

(y)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(z)

;

;

Z

(p)

(q)

(1)

(r)

(s)

(1)

B1,2

B1,2

B2,2

B2,2

B2,2

A1

B2,2

B1,2

A1

A1

B2,2

B1,2a 
b f ab

f i a 
 f

; ;

;

{B22} {B22}

∅ ∅

∅
{r, z}

{B2,2}{B2,2}

∅

{s}

{z}

{s, z}

{B1,2}

∅ ∅ {x}

{y}{B1,2}

{z}

{x, z}

{y}

{z}

{y, z}{B1,2, B2,2}

{B2,2}

{B1,2}

∅∅

{B1,2}

{B2,2}

{B1,2, B2,2}

C ab CZ A
i fB fa 
BbbB b C D
abA f C
 A

D fa CCb D

b
b b

CBFig. 5.11 � Déterminisation d'une grammaire de 
hemin.On applique la 
onstru
tion du lemme 5.3.8 pour obtenir la grammaire de la�gure 5.11, ave
 A = {B1,2}′, B = {A1, B2,2}′, C = {B2,2}′, D = {B2,2, B1,2}′et {B1,2} < {B2,2} < {B1,2, B2,2}.En se restreignant aux sommets a

essibles à partir de i, on obtient lagrammaire de la �gure 5.12.Cette grammaire engendre bien un graphe déterministe que nous représentonsà la �gure 5.13. Le graphe engendré par la grammaire pondérée de la �gure5.1 est représenté à la �gure 5.2. Ces deux graphes a

eptent le même langageet on peut remarquer de plus que les grammaires engendrant 
es graphes sontbisyn
hronisées.
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(1)(1)

(2)(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)(1)

(2)(2)

(3)
(3)

(1)

(2)

; ;

;

(1)

(2)

C

a

b

C

a

c

b

AA

C

f

fa

c

D D

C

C
b

b

b

B

Z Ac

i f

B

fa

b

b

D

B

C

c

Fig. 5.12 � Grammaire engendrant un graphe déterministe a

eptant lemême langage que la grammaire pondérée de la �gure 5.1.
a

b

a

b

a

b

a
b

b

c

a
b

b

c

c

i f a

c

fa

c

fa

c

f

b b b

a

b

b

b

c
b

a

a

b

f f

f

Fig. 5.13 � Graphe engendré par la grammaire 5.12.Munis de la relation de syn
hronisation de grammaires, nous nous inté-ressons aux langages a

eptés par les grammaires syn
hronisées. Le premier
onstat est que, 
omme les grammaires pondérées sont déterminisables etque toute grammaire engendrant un graphe déterministe est pondérée, leslangages a

eptés par les grammaires pondérées sont les langages algébriques
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hapitre suivant, nous dé�nissons les langages syn-
hronisés par une grammaire pondérée et nous montrons qu'ils forment unealgèbre booléenne.



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 905.4 Les langages syn
hronisésNous allons maintenant nous intéresser aux langages des grammaires quel'on met en relation par syn
hronisation. Soient deux grammaires R et Stelles que R⊲S. On dit alors que le langage de S restreint aux mots a

eptéspar R est un langage syn
hronisé par R et on note Sync(R) l'ensemble deslangages syn
hronisés par R :
Sync(R) := {L(S) ∩ L(R) | R ⊲ S ∧ S est pondérée}.Par exemple, les langages a∗, (ac∗)∗ et {ancmbk | m, n > 0 ∧ k ≤ n + 1} sontdes langages sy
hronisés par la grammaire de la �gure 5.3.Nous montrons que pour une grammaire R donnée, 
et ensemble de lan-gages généralise les langages réguliers. En parti
ulier, nous montrons que :1. tout langage régulier in
lus dans L(R) est un langage syn
hronisé par

R,2. l'ensemble des langages syn
honisés par R est 
los par :� interse
tion,� union,� 
omplémentaire par rapport à L(R),� 
on
aténation et étoile de Kleene (sous 
ertaines 
onditions).Commençons pas montrer le premier point 
ité 
i-dessus.Lemme 5.4.1. Pour toute grammaire R et pour tout langage régulier L,
L ∩ L(R) ∈ Sync(R).Démonstration :Nous 
her
hons à 
onstruire une grammaire S syn
hronisée par R telle que
L(S) = L(R) ∩ L. Comme L est régulier, il existe (propriété 3.2.3) un auto-mate K �ni et déterministe re
onnaissant L : L(K, i, f) = L.Posons SK = {s1, . . . , sm}. A 
haque non-terminal A ∈ NR, on asso
ie unnouveau symbole A′ d'arité ρ(A)×m sauf que Z ′ = Z. On 
onstruit alors unegrammaire S re
onnaissant le langage L∩L(R). Pour toute règle (X, H) ∈ R,on asso
ie une nouvelle règle (X, H ′) telle que
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H ′ = [H ] × K ∪ {A(x1, s1) . . . (x1, sm) . . .

(xn, s1) . . . (xn, sm) | A ∈ NR ∧ Ax1 . . . xn ∈ H}.Cet ensemble de règles restreint par a

essibilité à partir de i nous donne lagrammaire S. En e�et, on a L(S) = L(R) ∩ L et S est syn
hronisée par R.
�En prenant la grammaire R de la �gure 5.3 et L le langage a

epté parl'automate H de la �gure 3.4, la 
onstru
tion du lemme 5.4.1 est illustrée àla �gure 5.14.

f

i

f

ff

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

a

A Bb

b

b

a

a

bC B

Z
A

b

a

a

B b C

Fig. 5.14 � Les langages réguliers in
lus dans L(R) sont syn
hronisés par R.Notons Reg(L(R)) = {L ∈ Reg(T ∗
R) | L ⊆ L(R)} l'ensemble des lan-gages réguliers in
lus dans le langage a

epté par une grammaire R. Pour unsyn
hronisateur R, tout élément de Reg(L(R)) est un langage syn
hronisépar R. De plus, par la propriété 5.3.6, 
ette in
lusion est une égalité si Rengendre un graphe �ni.Corollaire 5.4.2. Si R engendre un graphe �ni, Sync(R) = Reg(L(R)).
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tionPour montrer que la 
lasse des langages syn
hronisés par une grammaire
R est 
lose par interse
tion, nous utilisons le lemme 5.3.3.Lemme 5.4.3. Sync(R) est 
los par interse
tion.Démonstration :Soient L1 et L2 deux langages de Sync(R). Il existe don
 deux grammaires Set T syn
hronisées par R telles que L1 = L(S) ∩L(R) et L2 = L(T ) ∩L(R).En 
oloriant par f les sommets 
oloriés par f1 et f2 dans la dé�nition del'opération ×l, on a

L(S ×l T ) = L(Sω ×l T ω) par le lemme 5.3.3
= L(Sω × T ω) 
ar S, T ⊳ R

= L(S) ∩ L(T ) par dé�nition de × .La 
l�ture de Sync(R) est donnée par l'équation :
L(S ×l T ) ∩ L(R) = (L(S) ∩ L(T )) ∩ L(R)

= (L(S) ∩ L(R)) ∩ (L(T ) ∩ L(R))

= L1 ∩ L2.

�Les grammaires S et T de la �gure 5.4 sont toutes deux syn
hronisées par lagrammaire de la �gure 5.15 que l'on nomme R.
f

i
a

b
f

bBZ
B

(1) (1)

BFig. 5.15 � Un syn
hronisateur pour les grammaires de la �gure 5.4.Ainsi, L(S) = {u | ∀v < u, |v|b ≤ |v|a ∧ |u|b = |u|a + 1} (aussi appelélangage de Lukasiewi
z) et L(T ) = {anbm | n ≥ 0 ∧ m ≥ n} sont deslangages syn
hronisés par R.La �gure 5.16 illustre la 
onstru
tion de l'interse
tion. Le langage a

eptépar la grammaire ainsi 
onstruite est bien L(S) ∩ L(T ) = {anbn+1 | n > 0}.
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i

f

a

b

b

(1)

(2)

(1)

(2)

AB ABZ AB

bFig. 5.16 � Interse
tion de langages syn
hronisés par utilisation du produitde syn
hronisation par niveau (restreint aux a

essibles de i à f).Le 
omplémentairePour 
onstruire un automate �ni a

eptant le 
omplémentaire d'un lan-gage régulier L, on 
onsidère un automate déterministe a

eptant L, on le
omplète et on inverse les états �naux et non �naux. Con
ernant les langagessyn
hronisés par une grammaire R, on va pro
éder de même. La di�éren
ela plus notable se situe au moment de la 
omplémentation. En e�et, dansle 
as des langages réguliers, on 
omplète par rapport à l'ensemble de tousles mots. Pour les langages syn
hronisés par R, si on appliquait 
e prin
ipe,on perdrait la syn
hronisation ave
 R, le langage initial de la grammaire
omplétée pouvant 
ontenir des mots non présent dans L(R, i). Don
 on ne
omplète que par rapport à L(R).Lemme 5.4.4. Pour toute grammaire R pondérée, Sync(R) est 
los par
omplémentaire par rapport à L(R).Démonstration :Pour une grammaire R, on dé�nit la grammaire
R−f := {(X, H − fSH) | (X, H) ∈ R}engendrant Rω auquel on a retiré la 
ouleur f . Dans 
e 
as, L(R−f ) = ∅.De plus, on pose

R := {(X, (H − fSH) ∪ {fs | s ∈ SH − SX ∧ fs /∈ H}) | (X, H) ∈ R}la grammaire engendrant Rω dans lequel on intervertit les sommets �nauxet non �naux. Notons que 
es transformations ne modi�ent que le 
oloriageet que don
 les grammaires ainsi 
onstruites restent syn
hronisées par R. De



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 94plus, L(R) = L(R, i) − L(R) quand R engendre un graphe déterministe.Soit S une grammaire syn
hronisée par R : R⊲S. On 
onstruit la grammaire
Det(R−f ⊗l S) syn
hronisée par R. Comme R−f n'a au
un sommet �nal, lesseules 
ouleurs �nales de Det(R−f ⊗l S) sont f2 et f 2. En identi�ant 
es
ouleurs ave
 f , la dé�nition de L(Det(R−f ⊗l S)) est par 
onstru
tion

L(Det(R−f ⊗l S)) = L(Det(R−f ⊗l S), i) − L(Det(R−f ⊗l S))

= L(R−f ⊗l S, i) − L(R−f ⊗l S)

= (L(R, i) ∪ L(S, i)) − L(S)

= L(R, i) − L(S).La 
l�ture de Sync(R) par 
omplément (par rapport à L(R)) est alors donnéepar :
L(R) − L(S) = (L(R) ∩ L(R, i)) − L(S)

= L(R) ∩ (L(R, i) − L(S))

= L(R) ∩ L(Det(R−f ⊗l S)).

�Appliquons la 
onstru
tion aux grammaires R et S suivantes :
a

b

a

b
ff

i

b

f

i

(1)

T
(r)

T
(1) (1)

(x)

(y)

(z)

(p) (q)

A

B

(1) (1)

B
Z B

A

S
A T

R

ZDans la grammaire S, on a 
olorié le sommet y par un non-terminal inutile
T a�n que tout sommet non d'entrée est sommet de sortie.On 
onstruit lagrammaire R−f ⊗l S représentée 
i-après (où f rempla
e f2 et f 2 dans ladé�nition de ⊗l) pour X = [B, A, {(1, 1)}] et Y = [B, T, {(1, 1)}] :
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baba
a ba bb
a

(1, 1)
(p, x)

(p, y)

(q, r)

(q, ⊥)

(⊥, r)

(q, z)

(q, ⊥)

(⊥, z)

(p, ⊥)

(⊥, x)

(⊥, y)

(1, 1)

(1, ⊥)

(⊥, 1) (⊥, 1)

(1, ⊥)

(1, 1)

(1, 1)

(1, ⊥)

(⊥, 1)(⊥, 1)

(1, ⊥)

b
Z X

Y
i Xbbb Yf
f Y

X

que l'on peut restreindre par a

essibilité à partir de i en la grammaire :

b

a

a

a

a

a

b

b

(2)

(1)
(1)

(2)

(1) (1)

(1) (1);

;

(2) (2)

Y

W 

i

b

b

b

Z X

Y

f
X X 

W W Le 
al
ul du 
omplémentaire d'un langage régulier requiert de 
onsidérerdes graphes �nis déterministes. Nous étendons la 
onstru
tion vue dans leparagraphe 2.2.3. Pour déterminiser la grammaire pré
édente, on va lui ap-pliquer la 
onstru
tion du lemme 5.3.8. Pour 
ela, 
onsidérons la grammairede 
hemins 
i-dessous obtenue par le lemme 5.3.7 :
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;

;

;

(1)
(1)

(1)
(1)

(1)
(1)

(1)

(1) (1)

(1)

a ba b
a bba
ba(2) (2)(2)(2)(2)

(2)
(2) (2)(2)(2)

ibf X1,1

Y1,2

X2,2bbZ
X2,2

Y2,2
W1,1

Y1,2
W1,1

W1,1 W1,1

X2,2

X1,1

X1,1

Y2,2

Par le lemme 5.3.8, la grammaire de la �gure suivante (ave
 A = {X1,1}′,
B = {X2,2, Y2,2}′, C = {Y1,2}′, D = {X2,2, W1,1}′ et E = {W1,1}′) engendreun graphe déterministe et a

epte L(R−f ⊗l S).

;

;

;

a
a
b bb bbb

baa ba b
∅

{W1,1}

{Y1,2}

{X1,1}

∅

∅ ∅

∅

∅

{X1,1}

{Y1,2}

{W1,1}

∅

∅

∅

{X2,2, W1,1}{X2,2, W1,1}

∅

{X2,2, Y2,2}

{X2,2}

{Y2,2}

{X2,2}

{W1,1}

{X2,2}

{W1,1}

{X2,2, Y2,2}

{Y2,2}

{X2,2}

ibf AC BbbZ
B
D D

D E
CA

A
E
EImitant les opérations sur les graphes �nis, on é
hange les sommets �nauxave
 les non-�naux pour obtenir la grammaire Det(R−f ⊗l S) dont la res-tri
tion aux sommets a

essibles de i est présentée à la �gure 5.17. Comme

L(R, i) = Σ∗, 
ette grammaire a

epte le 
omplémentaire du langage de Lu-kiasiewi
z.L'unionPar 
l�ture par 
omplément et interse
tion, on obtient la 
l�ture parunion. Nous donnons i
i une 
onstru
tion dire
te.
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a

b

a

b

b

a

a

b

a

b

(2)

(1)
(1)

(2)

(2)

(1)
(1)

(2)

(2) (2)

(1) (1)

(2)

(1)
(1)

(2)

(2)

(1)
(1)

(2)

;

;

;

f
B

D

D
Df

A

Af

f E
C

f E
E

b

Ai f

C
B

f
b

b

Z

Fig. 5.17 � Grammaire a

eptant le 
omplémentaire du langage de Lukasie-wi
z.Lemme 5.4.5. Sync(R) est 
los par union.Démonstration :Prenons L1 et L2 deux langages de Sync(R). Soit A1 (resp. A2) une gram-maire syn
hronisée par R telle que L1 = L(A1) ∩ L(R) (resp. L2 = L(A2) ∩

L(R)). Par 
onstru
tion, on a L(A1 ⊗ A2) = L(A1) ∪ L(A2) en identi�ant
f1, f 1, f2, f 2 à f . La 
l�ture par union est donnée par :

L1 ∪ L2 = (L(A1) ∩ L(R)) ∪ (L(A2) ∩ L(R))

= (L(A1) ∪ L(A2)) ∩ L(R)

= L(A1 ⊗ A2) ∩ L(R).

�La grammaire de la �gure 5.18 est obtenue à partir de la grammaire S ⊗l T(présentée à la �gure 5.6 par restri
tion aux a

essibles par i. Pour H 
ettegrammaire, on a L(H{f,f1,f2,f1,f2}) = L(S) ∪ L(T ) pour les grammaires S et
T de la �gure 5.4.Par les lemmes 5.4.3, 5.4.4 et 5.3.8, on obtient que, pour une grammaire
R �xée, Sync(R) est une algèbre de Boole de langages algébriques détermi-nistes.
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f

f

f

a

b

a

b

b

b

i

f

b

DZ D

(1)

(2)

(3)

a

b

b
D

(1)

(2)

(3)Fig. 5.18 � Grammaire a

eptant l'union des grammaires S et T de la �gure5.4.Théorème 5.4.6. Pour toute grammaire pondérée R, Sync(R) est de façone�e
tive une algèbre de Boole (relativement à L(R)) de langages algébriquesdéterministes et 
ontenant les langages réguliers in
lus dans L(R).Dans [AM04℄, Alur et Madhusudan montrent que les 
lasses de langagesqu'ils dé�nissent sont également 
loses par 
on
aténation. Dans le 
as pré-sent, nous présentons une grammaireR dont l'ensemble Sync(R) des langagessyn
hronisés par R n'est pas 
los par 
on
aténation. Pour 
ela, il su�t de
onsidérer 
omme syn
hronisateur une grammaire R dont le langage L(R)n'est pas 
los par 
on
aténation. Pour R la grammaire de la �gure 5.3, lemot abab est un mot de L(R).L(R) mais pas un mot de L(R).Nous pouvons donner des 
onditions su�santes sur un syn
hronisateurpour que la 
lasse des langages qu'il syn
hronise soit 
lose par 
on
aténationet étoile de la 
on
aténation.La 
on
aténationUne 
ondition naturelle pour que l'ensemble Sync(R) des langages syn-
hronisés par une grammaire R soit 
los par 
on
aténation 
onsiste à dire quele langage L(R) a

epté par R soit 
los par 
on
aténation ave
 lui même :
L(R).L(R) ⊆ L(R). Cette 
ondition est évidemment né
essaire mais elle n'estpas su�sante. En e�et 
onsidérons la grammaire R 
i-dessous a

eptant lelangage L(R) = {anbn | n ≥ 1}(a + b)∗.
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(1)

(2)

(1)

(2)

Z A

i

f

;

a

b A

b

A

a

bFig. 5.19 � R telle que Sync(R) n'est pas 
los par 
on
aténation.On a bien L(R).L(R) ⊆ L(R). De plus, la grammaire a

eptant le langage
{anbn | n ≥ 1} (
f. �gure 4.6) est syn
hronisée par R mais la 
on
aténationde 
e langage par lui même, i.e. {anbnambm | n, m ≥ 1}, n'est pas in
lusdans Sync(R). Néanmoins, si l'on 
onsidère des 
ontraintes plus fortes quela simple 
l�ture par 
on
aténation, on peut montrer que l'ensemble des lan-gages syn
hronisés par une grammaire est 
los par 
on
aténation, simplementen étendant les 
onstru
tions existantes pour les automates �nis.Une grammaire R est 
y
lique si elle engendre un graphe G déterministeet que l'unique sommet initial de G est son unique sommet �nal : is ∈ G ⇐⇒

fs ∈ G.Remarquons que pour tous mots u, v ∈ L(R), u.v ∈ L(R) et ||u.v||R =

||u||R + ||v||R = 0.Théorème 5.4.7. Les langages syn
hronisés par une grammaire 
y
liquesont 
los par 
on
aténation et étoile de Kleene.Démonstration :Soit R une grammaire 
y
lique. Commençons par montrer que Sync(R) est
los par 
on
aténation. Soient L1 ∈ Sync(R) et L2 ∈ Sync(R). Soient S ⊳ Ret T ⊳ R deux grammaires telles que L1 = L(S) et L2 = L(T ). On peutsupposer que NS ∩ NT = {Z} et que les graphes engendrés par R, S et Tsont a

essibles par i et 
o-a

essibles par f . De plus, 
omme R est 
y
lique,les sommets �naux de S (et de T ) sont des sommets de l'axiome S(Z) (T (Z)).Soit Z ′ ∈ F1 un nouveau non-terminal. La 
on
aténation S.T de S par T est
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S.T := {(X, (H − fSH) ∪ Z ′SH,f ) | (X, H) ∈ S}

∪ T − {(Z, T (Z))} ∪ {(Z ′r, T (Z) − {ir}) | ir ∈ T (Z)}.Nous étendons don
 le prin
ipe de 
on
aténation des automates �nis auxgrammaires de graphes. On a don

L(S.T ) = L(S).L(T ) = L1.L2 ⊆ L(R).De plus, même si (S.T )ω est non-déterministe, S.T est une grammaire pondé-rée syn
hronisée par R. Par le lemme 5.3.8, il existe une grammaire (S.T )detsyn
hronisée par R et telle que L((S.T )det) = L(S.T ) = L1.L2. Don


L1.L2 ∈ Sync(R).Maintenant que la 
l�ture de Sync(R) par 
on
aténation est établie, mon-trons qu'il en est de même pour sa fermeture ré�exive et transitive : l'étoile deKleene. Soit L ∈ Sync(R). Comme R est 
y
lique, L∗ ⊆ L(R)∗ ⊆ L(R). Soit
S ⊳R une grammaire telle que L = L(S). On 
onstruit une grammaire pon-dérée S∗ syn
hronisée par R et re
onnaissant L(S)∗. A 
haque non-terminal
A 6= Z et à 
haque P ⊆ [ρ(A)], on asso
ie un nouveau non-terminal APd'arité ρ(A) + 1. On pose 0 un nouveau sommet. Les non-terminaux de lagrammaire S∗ sont donnés par

NS∗ = {Z} ∪ {AP | A ∈ NS − {Z} ∧ P ⊆ [ρ(A)]}et l'axiome de S est donné par la règle
Z → [S(Z)] ∪ {s

a
→ r | ir ∈ S(Z) ∧ ∃t, s

a
→

[S(Z)]
t ∧ ft ∈ S(Z)}

∪ {A{n | fan∈S(Z)}ra1 . . . aρ(A) | ir ∈ S(Z)

∧ Aa1 . . . aρ(A) ∈ S(Z) ∧ A ∈ NS}.Pour toute règle (A1 . . . ρ(A), S(A)) et toute partie P ⊆ [ρ(A)], on dé�nit larègle :
AP 01 . . . ρ(A) → [S(A)] ∪ {s

a
→ 0 | ∃p ∈ P, s

a
→

[S(A)]
p}

∪ {B{n | bn∈P}0b1 . . . bρ(B) | Bb1 . . . bρ(B) ∈ S(A) ∧ B ∈ NS}.



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 101Ainsi, L(S∗) = (L(S))∗ = L∗ et S∗ est une grammaire pondérée syn-
hronisée par R : S∗ ⊳ R. Par le lemme 5.3.8, il existe une grammaire S ′ bi-syn
hronisée ave
 S∗ telle que S ′ω est déterministe et L(S ′) = L(S∗) = L∗.Ainsi L∗ ∈ Sync(R), 
'est-à-dire que Sync(R) est 
los par étoile de Kleene.
�Le graphe présenté à la �gure 5.20 n'est pas le graphe d'une grammaire 
y-
lique mais la famille des langages qu'il syn
hronise est 
lose par 
on
aténa-tion (nous dis
uterons de 
e
i dans la partie suivante). Nous 
her
hons don


a

b

a

b

a

b

i
f fff

b

Fig. 5.20 � Un syn
honisateur pour les langages visibles.à étendre le 
ritère de 
y
li
ité à la re
her
he d'un 
ritère moins restri
tifpour la 
l�ture par 
on
aténation.



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 102Une grammaire R est itérative si Rω est déterministe, que L(R) est 
lospar 
on
aténation et que
∀u ∈ L(R), ∀v ∈ L(R, i), u.v ∈ L(R, i) ∧ ||uv||R = ||u||R + ||v||R.

a a a

b

b

b b

b

i

f b

a

a a

bb

bFig. 5.21 � Un graphe de grammaire itérative non 
y
lique.En suivant la preuve du théorème 5.4.7, on montre que la famille des langagessyn
hronisés par une grammaire itérative est 
lose par 
on
aténation et étoile.Néanmoins il n'est pas né
essaire qu'une grammaire soit itérative pour quel'ensemble des langages qu'elle syn
hronise soit 
lose par 
on
aténation. Ene�et, la grammaire
R = {(Z, {bx, ix, fx, Ax}), (A1, {a1y, by1, fy, Ay})}qui engendre le graphe 5.20 n'est pas itérative mais la famille des langagessyn
hronisés par 
ette grammaire forme exa
tement les langages visibles([AM04℄) dé�nis sur les alphabets Σpush = {a} et Σpop = {b}. Dansla partie suivante, nous dis
utons de la relation entre les langages syn
hroni-sés et les familles de langages dé�nis dans [AM04℄ et [NS07℄.Langages syn
hronisés et autres formalismesUne motivation de notre travail fut de généraliser les travaux de [AM04℄et de [NS07℄.Dans un premier temps, nous dé
rivons les langages visibles 
omme des lan-gages syn
hronisés par un automate régulier. Soit Σ = Σpush ⊎ Σpop ⊎ Σint



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 103une partition de l'alphabet Σ. L'ensemble des langages visibles sur Σ estl'ensemble des langages syn
hronisés par la grammaire V PL présentée à la�gure 5.22 où p
Σ
→ q = {p

a
→ q | a ∈ Σ}.

(1) (1)

fi f
Σint ∪ Σpop

Σint

Σpop

Σpush

BB BZ
Fig. 5.22 � La grammaire V PL syn
hronisant les langages visibles.Proposition 5.4.8. Les langages syn
hronisés par la grammaire V PL sontles langages visibles.Démonstration :i) Commençons par véri�er que tout langage visible L a

epté par un au-tomate visible M (sur la partition Σ = Σpush ⊎ Σpop ⊎ Σint) est un langagesyn
hronisé par la grammaire V PL.D'après le lemme 4.2.5, il existe une grammaire S engendrant GM par lon-gueur (de sommets) 
roissante à partir de 2 :

lSGM
(s) = |s| − 2 pour tout s ∈ SGM

.Comme M est visible, S ⊳ V PL don
 L = L(S) ∈ Sync(V PL).ii) Véri�ons maintenant que toute grammaire S syn
hronisée par V PL a
-
epte un langage L visible.La ré
iproque du lemme 4.2.5 (donnée dans [Ca07℄) 
onstruit un automateà pile M tel que
GM ∈ Sω et ∀s ∈ SGM

, |s| = lSGM
(s) + 2.Comme S ⊳ V PL, M est visible.
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�Nous avons aussi rappelé (
f. 
hapitre 4.1) la syn
hronisation par trans-du
teurs �nis donnée dans [Ca06℄. L'ensemble des langages syn
hronisés parun transdu
teur �ni peut être obtenu par syn
honisation ave
 une grammairelinéaire. Une grammaire est linéaire si pour 
haque règle, le membre droit ne
ontient qu'au plus un hyperar
 non-terminal.Proposition 5.4.9. Pour tout transdu
teur M , on peut 
onstruire une gram-maire linéaire R telle que Rω soit déterministe et Sync(R) = Sync(M).Démonstration :Soient m = max{|x| | T × {x} ∩ FM 6= ∅} la valeur absolue maximale desentiers des étiquettes de M et n = ⌊m

2
⌋ + 1.Le graphe dé�ni par

~M := {(p, j)
a
→ (q, j + x) | p

(a,x)
→
M

q ∧ j ∈ Z}

∪ {i(p, 0) | ip ∈ M} ∪ {f(p, j) | p ∈ SM ∧ j ∈ Z}est syn
hronisé par M et L( ~M, i) = Dom(L(M, i)). On engendre ~M parsommets (p, j) selon |j| 
roissant à l'aide de la grammaire linéaire R :
Z → P0 ∪ {Z1}

Z1 → P1 ∪ {Z2}...
Zn−1 → Pn−1 ∪ {Zn}

Zn → Pn ∪ {Zn+1}ave
 les non-terminaux satisfaisant
(Z 6=)Z1(1) 6= . . . 6= Zn(1) = Zn+1(1)et pour 
haque 0 ≤ l ≤ n, les ar
s terminaux présents dans le membre droitde Zl est l'ensemble

Pl := {(p, j)
a
→ (q, k) | p

(a,k−j)
−→
M

q ∧ max{|j|, |k|} = l}

∪ {f(p, l) | fp ∈ SM}



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 105et l'ensemble des sommets de l'hyperar
 non-terminal Zl est
SZl

= SM × {l} ∪ {(p, j) | j < l ∧ ∃(q, k) ↔
~M

(p, j), |k| > l}.Pour tout 2 ≤ j ≤ |Zn| et pour Zn(j) = (p, x), on a
Zn+1(j) =

{
(p, x + 1) si x ≥ 0

(p, x − 1) si x < 0.Ainsi, R engendre ~M ave
 ||(p, j)||R = |j|, et don
 Sync(R) = Sync(M).
�

(t)(s)
c/0

i

b/−1

a/1 b/1

a/−1Fig. 5.23 � Un transdu
teur �ni.Prenons par exemple le transdu
teur �ni 
i-dessus. Par la proposition5.4.9, on 
onstruit la grammaire représentée à la �gure 5.24.
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i

f

a
a

b

b

b
a

b

a

a

b

a

b

b
b

a

a

f

f

f

f

f

f

f

f

f

(2) (2)

(1)

(2)

(3)

(4)

(2)

(3)

(4)

c

c

B

Z
c A

A

(1)

B

(1)(1)

c

c

B

Fig. 5.24 � Grammaire syn
hronisant les mêmes langages que le transdu
teurde la �gure 5.23.Nous 
omparons également la syn
hronisation de grammaires ave
 la syn-
hronisation des automates à hauteur de pile déterministe [NS07℄.Un automate à hauteur de pile déterministe est un automate à pile 
ompletsatisfaisant les 
onditions suivantes :
is0 ∈ M ∧ s0

u
=⇒
GM

px ∧ s0
u

=⇒
GM

qy =⇒ |x| = |y|Nowotka et Srba ont dé�ni la syn
hronisation de deux automates à hauteurde pile déterministe M et M ′ par
is0 ∈ M ∧ is′0 ∈ M ′ ∧ s0

u
=⇒
GM

px ∧ s′0
u

=⇒
GM′

qy =⇒ |x| = |y|et la famille de langages syn
hronisés par un automate M par
Sync(M) := {L(M ′) | M ′ syn
hronisé par M}.La syn
hronisation d'automates à hauteur de pile déterministe 
orrespond àla syn
hronisation de grammaires.Proposition 5.4.10. On peut transformer tout automate à hauteur de piledéterministe M en une grammaire de graphes R tel que Rω soit déterministe,de degré �ni et Sync(R) = Sync(M).



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 107Démonstration :Par la propriété 4.2.6, il su�t de transformer M en une grammaire pondérée
R tel que Rω est de degré �ni et Sync(R) = Sync(M). Le théorème 5.6 de[Ca07℄ stipule que toute restri
tion régulière d'un graphe pré�xe est régulierpar longueur. On peut don
 transformer M en une grammaire déterministede graphes RM engendrant GM par longueur 
roissante.En notant tout sommet non entrée de RM par f , on obtient la grammairesuivante :

RM := {(X, H ∪ {fc | c ∈ SH − SX}) | (X, H) ∈ RM}.Comme M est 
omplète, L(RM ) = Σ∗. De plus, 
omme M est à hauteur depile déterministe, RM est une grammaire pondérée.Il reste à prouver que Sync(RM) = Sync(M).Véri�ons que Sync(M) ⊆ Sync(RM).Soit L ∈ Sync(M) i.e. L = L(M ′) pour un automate à hauteur de pile dé-terministe M ′ syn
hronisé par M . Comme RM ′ est une grammaire pondéréeengendrant GM ′ par longueur 
roissante, RM ′ ⊲⊳RM . Ainsi,
L = L(M ′) = L(RM ′) = L(RM ′) ∩ Σ∗ = L(RM ′) ∩ L(RM ) ∈ Sync(RM).Véri�ons que Sync(RM) ⊆ Sync(M).Soit L ∈ Sync(RM) i.e. L = L(R′) pour une grammaire pondérée R′ ⊳ RM .On suppose que L(R′, i) = L(GM , i) = Σ∗. Si 
e n'est pas le 
as, on rempla
e

R′ par R′ ⊗ RM . Par le lemme 5.3.8 et la propriété 4.2.6, on 
onsidère que
R′ω est un graphe déterministe dont tout sommet est a

essible à partir de
i.Comme GM ∈ Rω

S , le graphe Rω
M est de degré �ni et par le lemme 5.3.1, R′ωest également de degré �ni.Par le lemme 5.7 de [Ca07℄, on peut transformer R′ en un système deré
riture de mots M ′ dont le graphe de transition pré�xe Pre(M ′) restreintaux a

essibles à partir de i est égal à Gen(R′) obtenu à partir du graphe 
a-nonique Gen(R′) en remplaçant 
haque sommet pAU par (p, A)U⊥. Comme

L(R′, i) = Σ∗, l'automate S ′ est 
omplet. Et 
omme R′ω est déterministe,
S ′ est un automate à hauteur de pile déterministe. Nommant x le som-met de l'axiome de R′ étiqueté par i, on prend pour 
on�guration initiale
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c0 = (x, Z)⊥. Ainsi, GS′ = Gen(R′) et don
 S ′ est syn
hronisé par S. Et�nalement on a

L = L(R′) = L(GS′) = L(S ′) ∈ Sync(S).
�Prenons 
omme exemple l'automate à hauteur de pile déterministe M =

({q0, q1, q2, q3, q
′, qf}, {A, B, C, D}, {a, b}, q0, {q3, qf}}, δ) ave
 δ dé�ni par

q0⊥
a
→ q1B q1B

a
→ q2AB q3B

b
→ q1

q1B
b
→ q1 q2A

b
→ q3 q3A

b
→ q3

q2A
a
→ q2AA q3

a
→ q′ q′A

b
→ qfAA

q′B
b
→ qfAB q′A

a
→ q′CA q′A

b
→ q′DA

q′B
a
→ q′CB q′B

b
→ q′DB q′D

b
→ q′DD

q′D
a
→ q′ q′C

a
→ q′CC q′C

b
→ q′qui re
onnaît le langage (
f. théorème 8 [NS07℄)

L3 = {ambnw | m > n > 0, |w|a = |w|b, w(1) = a si w 6= ε}et dont le graphe de transitions a

essibles à partir de i est le suivant :
(q′0B⊥) (q1AAB⊥)(q1AB⊥)

(q2AAB⊥)

(q0⊥)

(q′0⊥)

(q′DB⊥)

(q′B⊥)

(q2B⊥)

(qf AB⊥)

(q2AB⊥)fb fbfb
i abb abb abba f a f a f

ab aa ab babbab
Il est engendré par longueur 
roissante par la grammaire à la �gure 5.25qui dé�nit la même 
lasse de langages syn
hronisés que M .



CHAPITRE 5. SYNCHRONISATION DE GRAMMAIRES 109

a

b

b

a

(1) (1)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1) (1)

(1) (1)

C

C

;Z A

i a

b A

b

A

f

;

a

B b f

D

D

B D
C

Fig. 5.25 � Automate à hauteur de pile en grammaire : la grammaire.La syn
hronisation permet par ailleurs de dé
rire des sous-familles 
onnuesde langages algébriques. Par exemple, on 
onsidère la famille des langageséquilibrés [BB02℄ sur un alphabet Σ = A ⊎ B ⊎ A ave
 A = {a1, . . . , an}les symboles d'empilement, A = {a1, . . . , an} les symboles de dépilement et
B les symboles d'a
tion interne. Ces langages sont les langages syn
hroniséspar la grammaire engendrant le graphe de la �gure 5.26.

ān

an

i

a1

a1

ā1

a1

ā1

ān

an

ān

B

f

anā1

B

Fig. 5.26 � Graphe d'un syn
hronisateur pour les langages équilibrés.



Chapitre 6Une extensionJusqu'alors, les algèbres de Boole que nous dé�nissions étaient des sous-ensembles de langages algébriques déterministes. En 
onsidérant des syn
hro-nisateurs a

eptant des langages non déterministes, on étend les propriétésde la syn
hronisation à des ensembles de langages algébriques non-ambiguspour lesquels l'in
lusion est dé
idable ([AN00℄).6.1 Les langages non-ambigusUne grammaire algébrique R est non-ambiguë si pour tout mot de L(R)il n'existe qu'une dérivation gau
he l'a

eptant, ou de manière équivalentequ'un seul arbre de dérivation. Ainsi, toute grammaire algébrique détermi-niste est non-ambiguë.Un langage algébrique L est non-ambigu s'il est engendré par une grammairealgébrique non-ambiguë. De plus, on dit qu'un langage est intrinsèquementambigu s'il n'existe pas de grammaire non-ambiguë l'a

eptant.Par exemple, la grammaire d'axiome S donnée à la �gure 6.1 est ambiguëpuisqu'il existe deux manières d'engendrer le mot ab. Néanmoins le langageque 
ette grammaire a

epte, {anbn | n ≥ 0} ∪ {anb2n | n ≥ 0}, n'est pasintrinséquement ambigu, puisqu'il est a

epté par la grammaire non-ambiguëde la �gure 6.2.
110



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 111
+ ε

+ ε b++ + aa ba b a b b b ba εB CR SA A CA B BFig. 6.1 � Une grammaire algébrique ambiguë.
ε+ ε+ ++

εa b bbaa b a bbR S BA AA B BFig. 6.2 � Une grammaire algébrique non-ambiguë.6.2 Les grammaires non-ambiguësOn étend la notion de non-ambiguïté aux grammaires de graphes. Ungraphe G est non-ambigu si deux 
hemins a

eptant ont des étiquettes di�é-rentes :
s0

a1→
G

s1 . . .
an→
G

sn

t0
a1→
G

t1 . . .
an→
G

tn

is0, it0, fsn, f tn ∈ G





=⇒ si = ti ∀i ∈ [0, n].Par abus de langage, on appelle grammaire de graphe non-ambiguë toutegrammaire engendrant un graphe non-ambigu.La grammaire de la �gure 6.3 est non-ambiguë et re
onnaît le même langageque la grammaire algébrique de la �gure pré
édente.

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

Z
A2

i ff
f
A1

ab A1bA1

a
A2A2

bbb b; ;
Fig. 6.3 � Une grammaire de graphe non-ambiguë.Nous avions vu pré
édemment 
omment restreindre une grammaire (en-gendrant un graphe déterministe) de sorte que le sommet étiqueté par la
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ouleur initiale soit un sommet de l'axiome (5.3.2). Nous présentons i
i unetransformation qui nous permet de ne 
onsidérer que des grammaires dontles sommets initaux et �naux appartiennent à l'axiome.Une grammaire R est initiale si les seuls sommets étiquetés par i ou f ap-partiennent à son axiome :
(X, H) ∈ R ∧ X 6= Z =⇒ SH,i = ∅ = SH,f .Soient ι, φ ∈ F2 deux nouvelles étiquettes d'ar
s (ι, φ /∈ FR). Et on 
onsidèrede plus deux nouveaux sommets ι et φ qui n'appartiennent pas à R.Proposition 6.2.1. On peut transformer toute grammaire R en une gram-maire initiale [R, ι, φ] telle que L([R, ι, φ]) = ιL(R)φ.Démonstration :Soit R une grammaire de graphes et deux nouveaux symboles ι et φ.A 
haque non-terminal A ∈ NR − {Z}, on asso
ie un nouveau symbole Aι,φd'arité ρ(A) + 2. La grammaire [R, ι, φ] est 
onstruite 
omme suit :

[R, ι, φ] := {(Z, Hι,φ ∪ {iι, fφ}) | (Z, H) ∈ R}

∪ {(Aι,φXιφ, Hι,φ) | (AX, H) ∈ R ∧ A 6= Z}où Hι,φ est le graphe obtenu à partir H en e�e
tuant les opérations suivantes :
Hι,φ := [H ] − {i, f}SH ∪ {Aι,φXιφ | AX ∈ H ∧ A ∈ NR}

∪ {ι
ι
→ s | is ∈ H} ∪ {s

φ
→ φ | fs ∈ H}.La grammaire [R, ι, φ] est bien initiale et re
onnaît ιL(R)φ.

�Comme pour le 
as déterministe, on dé�nit la relation de syn
hronisationpar niveau. Une grammaireR est non-ambiguë par niveau si pour tout 
hemina

eptant λ, µ étiquetés par le même mot u et pour 
haque pré�xe v de u,les 
hemins pré�xes de λ et µ étiquetés par v se terminent à des sommets demême niveau : pour G ∈ Rω,
s0

a1→
G

s1 . . .
an→
G

sn

t0
a1→
G

. . . t1
an→
G

tn

is0, it0, fsn, f tn ∈ G





=⇒ lRG(si) = lRG(ti) ∀i ∈ [0, n]



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 113La notion de non-ambiguïté par niveau est une généralisation de la notion denon-ambiguïté. En e�et, toute grammaire non-ambiguë est non-ambiguë parniveau et sous la 
ondition de déterminisme par niveau (que nous dé�nissons),les deux propriétés sont équivalentes (
f. lemme 6.2.2).Une grammaireR est déterministe par niveau si pour tout G ∈ Rω les niveauxdes sommets initiaux et 
eux des buts d'ar
s de même sour
e et de mêmeétiquette sont di�érents :
is, it ∈ G ∨ (r

a
→
G

s ∧ r
a
→
G

t) =⇒ s = t ∨ lG(s) 6= lG(t).
(1) (2) (3)

a

a a a

a

(0)
i i f f fFig. 6.4 � Graphe de grammaire déterministe par niveau.Lemme 6.2.2. Pour toute grammaire R déterministe par niveau, R est non-ambiguë par niveau si et seulement si R est non-ambiguë.Démonstration :On doit véri�er la non-ambiguïté d'une grammaire R déterministe par niveauet non-ambiguë par niveau. Soit G ∈ Rω et

s0
a1→
G

s1 . . .
an→
G

sn ∧ t0
a1→
G

t1 . . .
an→
G

tn ∧ is0, it0, fsn, f tn ∈ G.Comme R est non-ambiguë par niveau, on a l(si) = l(ti) pour tout i ∈ [0, n].De plus, 
omme R est déterministe par niveau, et par ré
urren
e sur i ∈ [0, n],
si = ti.

�6.3 Syn
hronisationOn 
onsidère une nouvelle dé�nition de la syn
hronisation. Plut�t quede syn
hroniser des grammaires en fon
tion des 
hemins initiaux de leurs



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 114graphes, la relation se base sur les étiquettes et les niveaux des 
heminsa

eptants. Ainsi, si on restreint les graphes des grammaires aux sommets
o-a

essibles (par f), les deux dé�nitions sont équivalentes. Notons que pourl'étude des langages syn
hronisés, il su�t de 
onsidérer des grammaires res-treintes aux a

essibles (par i) et aux 
o-a

essibles (par f).Dorénavant, on dit qu'une grammaireR syn
hronise une grammaire S si pour(tout graphe) G ∈ Rω et (tout graphe) H ∈ Sω, on a :pour tout s0
a1→
H

s1 . . .
an→
H

sn ave
 is0, fsn ∈ Hil existe r0
a1→
G

r1 . . .
an→
G

rn ave
 ir0, frn ∈ Get lRG(ri) = lSH(si) ∀i ∈ [0, n].La première 
hose que nous véri�ons est la préservation du 
ritère denon-ambiguïté par niveau par syn
hronisation.Lemme 6.3.1. Pour toute grammaire non-ambiguë par niveau R, on a
S ⊳ R =⇒ S est non-ambiguë par niveau
S ⊲⊳R ⇐⇒ S ⊳ R ∧ L(S) = L(R).Démonstration :Nous 
ommençons par montrer la première assertion. Soit R une grammairenon-ambiguë par niveau et S telle que S ⊳ R. Prenons G ∈ Rω et H ∈ Sω.Considérons un mot u = a1 . . . an étiquetant deux 
hemins dans H :

s0
a1→
H

s1 . . .
an→
H

sn ave
 is0, fsn ∈ H

∧ s′0
a1→
H

s′1 . . .
an→
H

s′n ave
 is′0, fs′n ∈ H.Comme S ⊳ R, il existe des 
hemins étiquetés par u dans G

r0
a1→
G

r1 . . .
an→
G

rn ave
 ir0, frn ∈ G

∧ r′0
a1→
G

r′1 . . .
an→
G

r′n ave
 ir′0, fr′n ∈ Gtels que pour tout 1 ≤ i ≤ n, lGR(ri) = lSH(si) et lGR(r′i) = lSH(s′i).Comme R est non-ambiguë par niveau, on a pour tout i ∈ [0, n], lGR(ri) =

lGR(r′i). Ainsi, lSH(si) = lSH(s′i) pour tout 0 ≤ i ≤ n et don
 S est non-ambiguëpar niveau.Con
ernant la deuxième assertion, on a par dé�nition
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S ⊲⊳R =⇒ S ⊳ R ∧ L(S) = L(R).Pour l'impli
ation inverse, 
onsidérons une grammaire S⊳R telle que L(S) =

L(R). Véri�ons que R ⊳ S. Soient G ∈ Rω, H ∈ Sω, et r0
a1→
G

r1 . . .
an→
G

rn ave

ir0, frn ∈ G. Le mot a1 . . . an est un mot de L(R) = L(S). Il existe don
un 
hemin s0

a1→
H

s1 . . .
an→
H

sn ave
 is0, fsn ∈ H . Comme S ⊳ R, il existe un
hemin r′0
a1→
G

r′1 . . .
an→
G

r′n ave
 ir′0, fr′n ∈ G ave
 lRG(r′i) = lSH(si) pour tout
i ∈ [0, n]. Comme R est non-ambiguë par niveau, on a lRG(ri) = lRG(r′i) et don

lRG(ri) = lSH(si). Ainsi, R ⊳ S.

�On étend la propriété 4.2.6 et on montre que restreindre une grammairepar 
o-a

essibilité à partir des sommets �naux ne modi�e par la syn
hroni-sation.Lemme 6.3.2. Toute grammaire R peut être transformée en une grammaire
S telle que S ⊲⊳R ∧ Sω = Rω

i→f .Démonstration :En plus de l'ensemble Acc(A, I) dé�ni dans la propriété 4.2.6, on dé�nit, pour
haque A ∈ NR et I ⊆ [ρ(A)], l'ensemble CoAcc(A, I) des sommets de SHAqui sont 
o-a

essibles par I et f dans Rω(HA) :
CoAcc(A, I) := {s ∈ SHA

| s =⇒
Rω(HA)

t ∧ (ft ∈ Rω(HA) ∨ t ∈ I}.De la même manière que pour Acc(A, I), on 
onstruit les ensembles CoAcc(A, I)par plus petit point �xe.Pour 
haque A ∈ NR et I ⊆ [ρ(A)], on asso
ie le mot
<A, I> := m1 . . .mp ave
 m1 < . . . < mp et {m1, . . . , mp} = Iet on prend un nouveau symbole AI d'arité |I|. On dé�nit alors la grammaire

S := {(AI<A, I>, HA,I) | A ∈ NR ∧ I ⊆ [ρ(A)]}
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HA,I := [HA]|Acc(A,I)∩CoAcc(A,I)

∪ {BJY (<B, J>(1)) . . . Y (<B, J>(|J |)) | BY ∈ HA ∧ B ∈ NR}ave
 J = {k | Y (k) ∈ Acc(A, I) ∩ CoAcc(A, I)}en se restreignant aux règles dont les non-terminaux sont a

essibles à partirde Z = Z∅. Par 
onstru
tion, S ⊲⊳R et Sω = Rω
i→f .

�La transformation d'une grammaire en une grammaire initiale (6.2.1)préserve la syn
hronisation, la non-ambiguïté et la non-ambiguïté par niveaudes grammaires. Voi
i quelques propriétés des grammaires initiales obtenuespar 
ette 
onstru
tion.Proposition 6.3.3. Pour toutes grammaires R et S, on aa) pour tout G ∈ Rω ave
 ι, φ /∈ SG, Gι,φ ∪ {iι, fφ} ∈ [R, ι, φ]ωb) S ⊳ R ⇐⇒ [S, ι, φ] ⊳ [R, ι, φ]
) S ′ ⊳ [R, ι, φ] ⇐⇒ ∃S ⊳ R, [S, ι, φ] ⊲⊳S ′d) R est non-ambiguë par niveau ⇐⇒ [R, ι, φ] est non-ambiguë par niveaue) R est non-ambiguë ⇐⇒ [R, ι, φ] est non-ambiguë.D'après la proposition 5.3.1, la syn
hronisation par grammaire détermi-niste préserve la �nitude du degré (entrant) des graphes engendrés. On étend
e résultat à la syn
hronisation pour toute grammaire. Pour 
ela, on utilisedi�érentes propriétés sur les grammaires inverses.Lemme 6.3.4. Pour toutes grammaire R et S, on aa) S ⊳ R ⇐⇒ S−1 ⊳ R−1b) R est non-ambiguë par niveau ⇐⇒ R−1 est non-ambiguë par niveau
) R est non-ambiguë ⇐⇒ R−1 est non-ambiguë.Ce
i étant, il en résulte que la syn
hronisation préserve la �nitude dudegré (entrant ou sortant) des graphes engendrés.Lemme 6.3.5. Pour R ⊲ S, on a
Rω est de degré entrant �ni =⇒ Sω

i→f est de degré entrant �ni
Rω est de degré sortant �ni =⇒ Sω

i→f est de degré sortant �ni.



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 117Démonstration :Soient G ∈ Rω et H ∈ Sω
i→f .Commençons par montrer la première assertion, par 
ontraposée. On supposeque H est de degré entrant in�ni et on montre que G est aussi de degré entrantin�ni. Il existe don
 un sommet p de H tel que
p0

a0→
H

p , . . . , pn
an→
H

p , . . .ave
 pi 6= pj pour tout i 6= j. Par dé�nition du niveau d'un sommet, l'en-semble des sommets de même niveau est �ni : ∀n ≥ 0, |{q ∈ SH | lSH(q) =

n}| < ω. Don
 on peut supposer que lSH(p0) 6= lSH(p1) 6= . . . 6= lSH(pn) 6= . . ..Par a

essibilité des sommets pn à partir de i, il existe pour tout n ≥ 0,un sommet rn et un mot un tels que rn
un=⇒
H

pn et irn ∈ H . De même, par
o-a

essibilité de p à partir de f , il existe (au moins) un sommet q ∈ H etun mot v tels que p
v

=⇒
H

q et fq ∈ H .Comme S ⊳ R, il existe pour tout n ≥ 0

s′n
un=⇒
G

sn
an→
G

tn
v

=⇒
G

t′n ave
 is′n, f t′n ∈ G

∧ lRG(sn) = lSH(pn) ∧ lRG(tn) = lSH(p).En parti
ulier, on a
lRG(s0) 6= lRG(s1) 6= . . . 6= lRG(sn) 6= . . .et lRG(t0) = lRG(t1) = . . . = lRG(tn) = . . . .Par �nitude du nombre de sommets de même poids dans G, il y a un sous-ensemble in�ni I ⊆ IN tel que pour tout m, n ∈ I, tm = tn. En posant t lesommet asso
ié à I, on a sn

a
→
G

t pour tout n ∈ I. Et don
 t est de degréentrant in�ni.Con
ernant la deuxième impli
ation, 
onsidérons que Rω est de degré sor-tant �ni. Don
, (R−1)ω = (Rω)−1 est de degré entrant �ni. Par la premièrepropriété du lemme 6.3.4, on a R−1 ⊲ S−1 et par la première impli
ation, ona (S−1)ω
i→f est de degré entrant �ni. Comme (S−1)ω

i→f = (Sω
i→f)

−1, on a Sω
i→fest de degré sortant �ni.
�



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 118Par les lemmes 5.4.1 et 5.4.5, on a montré que l'ensemble des langagessyn
hronisés par un syn
hronisateur R engendrant un graphe déterministed'une part 
ontient les langages réguliers in
lus dans L(R) et d'autre part, est
los pas l'union ensembliste. On étend 
e résultat pour tout syn
hronisateur.Proposition 6.3.6. Pour toute grammaire R, l'ensemble Sync(R) des lan-gages syn
hronisés par R est 
los par union et 
ontient L(R) ∩ L pour toutlangage régulier L.Démonstration :Commençons par établir que Sync(R) est fermé par union.Soient S et S ′ deux grammaires syn
hronisées par R. On note (Z, H) (res-pe
tivement (Z, H ′)) la règle de l'axiome de S (respe
tivement S ′). A renom-mage près, on suppose que SH ∩ SH′ = ∅ et NS ∩ NS′ = {Z}. On dé�nit lagrammaire
S + S ′ := {(Z, H ∪ H ′)} ∪ (S − {(Z, H)}) ∪ (S ′ − {(Z, H ′)}).Ainsi, on a S + S ′ ⊳ R et

(S + S ′)ω = {G ∪ G′ | G ∈ Sω ∧ G′ ∈ S ′ω ∧ SG ∩ SG′ = ∅}et don
 L(S + S ′) = L(S) ∪ L(S ′).Il reste à établir que Sync(R) 
ontient L(R) ∩ L pour tout langage régulier
L. Pour 
ela, il su�t d'appliquer la 
onstru
tion du lemme 5.4.1.

�Dans les 
hapitres pré
édents, nous avons montré que pour une grammairepondérée R, l'ensemble Sync(R) des langages syn
hronisés par R forme unealgébre de Boole (théorème 5.4.6). On étend 
e résultat en 
onsidérant Rnon-ambiguë. Néanmoins, les opérations utilisées pré
édemment ne sont passu�santes. En e�et, la non-ambiguïté est une propriété globale et non pasune propriété lo
ale 
omme le sont la pondération et le déterminisme degraphes. Mais la syn
hronisation et la notion de non-ambiguïté par niveaupermettent de se ramener à un niveau lo
al, et plus exa
tement niveau parniveau.
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ouleurs en plus de i et f . Rappelons que pour tout
C ⊆ F1 − {i} et toute grammaire R, on note RC la grammaire obtenue àpartir de R en remplaçant la 
ouleur des sommets 
oloriés dans C par f eten enlevant f sur les autres sommets :

RC := {(X, (H − {f}SH) ∪ {fp | ∃c ∈ C, cp ∈ H}) | (X, H) ∈ R}.En utilisant le produit de syn
hronisation par niveau, et par re
oloriage dessommets �naux, on a les propriétés 
i-dessous.Lemme 6.3.7. Pour toutes grammaires R et S on a :
(R ×l S)ω = Rω ×l Sω ; (R ×l S){f,f1} ⊳ R et (R ×l S){f,f2} ⊳ S ;

S ⊳ R =⇒ S ⊲⊳ R ×l SDémonstration :Etablissons la première égalité. Soient G ∈ Rω et H ∈ Sω. On veut montrerque G ×l H ∈ (R ×l S)ω. Il existe une dérivation
Z = G0 ⇒

R
G1 . . . ⇒

R
Gn . . . ave
 ⋃

n≥0[Gn] = Get une dérivation
Z = H0 ⇒

S
H1 . . . ⇒

S
Hn . . . ave
 ⋃

n≥0[Hn] = H .Ainsi, G×lH =
⋃

n≥0[Gn]×l [Hn]. On étend le produit de syn
hronisation parniveau des graphes aux hypergraphes. Soit P un hypergraphe étiqueté dans
NR ∪ F1 ∪ F2 et une appli
ation lP : SP → IN asso
iant à 
haque sommet
s ∈ SP son niveau lP (s). Soit Q un hypergraphe étiqueté dans NS ∪ F1 ∪ F2et une appli
ation lQ : SQ → IN asso
iant à 
haque sommet s ∈ SQ sonniveau lQ(s). On dé�nit le produit de syn
hronisation par niveau de P par
Q 
omme suit :

P ×l Q := [P ] ×l [Q]

∪ {[AX, BY, E] | AX ∈ P ∧ BY ∈ Q ∧ A ∈ NR ∧ B ∈ NS}ave
 E = {(i, j) ∈ [ρ(A)] × [ρ(B)] | lP (X(i)) = lQ(Y (j))}.En parti
ulier, [P ×l Q] = [P ] ×l [Q]. Soient P ⇒
R

P ′ et Q ⇒
S

Q′. Prenant
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m := max({lP (s) | s ∈ SP} ∪ {lQ(s) | s ∈ SQ})on dé�nit

lP ′(s) :=

{
lP (s) si s ∈ SP

m + 1 si s ∈ SP ′ − SP

et lQ′(s) :=

{
lQ(s) si s ∈ SQ

m + 1 si s ∈ SQ′ − SQ.Ainsi, P ×l Q ⇒
R×lS

P ′ ×l Q′.Par ré
urren
e sur n ≥ 0, on a Gn×lHn ⇒
R×lS

Gn+1×lHn+1 et don
 ⋃
n≥0[Gn×l

Hn] ∈ (R ×l S)ω.Finalement, G ×l H =
⋃

n≥0[Gn] ×l [Hn] =
⋃

n≥0[Gn ×l Hn] ∈ (R ×l S)ω.
�Le résultat de 
l�ture de Sync(R) par interse
tion (lemme 5.4.3) s'étend alorssi R est non-ambiguë par niveau.Lemme 6.3.8. Pour toute grammaire R non-ambiguë par niveau et pourtout S, S ′ ⊳ R, L(S ×l S ′) = L(S) ∩ L(S ′).Démonstration :Par le lemme 6.3.7, S×lS

′⊳S et S×lS
′⊳S ′, et don
 L(S×lS

′) ⊆ L(S)∩L(S ′).Con
ernant l'in
lusion inverse, soit u = a1 . . . an ∈ L(S)∩L(S ′). Pour H ∈ Sωet H ′ ∈ S ′ω, il existe
s0

a1→
H

s1 . . .
an→
H

sn ∧ s′0
a1→
H′

s′1 . . .
an→
H′

s′n ∧ is0, fsn ∈ H ∧ is′0, fs′n ∈ H ′.Comme S, S ′ ⊳ R et pour G ∈ Rω, il existe
r0

a1→
G

r1 . . .
an→
G

rn ∧ r′0
a1→
G

r′1 . . .
an→
G

r′n ∧ ir0, ir
′
0, frn, fr′n ∈ Gtel que pour tout i ∈ [0, n], lRG(ri) = lSH(si) et lRG(r′i) = lSH(s′i).Comme R est non-ambiguë par niveau, pour tout i ∈ [0, n], lRG(ri) = lRG(r′i)et don
 lSH(si) = lS

′

H′(s′i).Ainsi, (s0, s
′
0)

a1→
H×lH′

(s1, s
′
1) . . .

an→
H×lH′

(sn, s
′
n) ave
 i(s0, s

′
0), f(sn, s

′
n) ∈ H ×l

H ′.Et don
, u ∈ L(H ×l H ′) i.e. u ∈ L(S ×l S ′) par le lemme 6.3.7.
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�Dans le 
hapitre pré
édent, nous avions dé�ni le produit de syn
hronisa-tion étendu par niveau, que nous réutilisons i
i pour montrer d'une part ladé
idabilité de la syn
hronisation par une grammaire déterministe par niveauet d'autre part la 
l�ture par 
omplémentaire.Lemme 6.3.9. Pour toutes grammaires R et S, si R est déterministe parniveau alors R ⊲ S est dé
idable.Démonstration :D'après le lemme 6.3.3, on suppose que R et S ont un unique sommet initialqui est situé dans l'axiome. Par la propriété 4.2.6, on 
onstruit une grammaire

(R⊗l S)i→ qui engendre (R⊗l S)ω restreint aux sommets a

essibles à partirde i. Il reste à véri�er que
R ⊲ S ⇐⇒ (R ⊗l S)i→ n'a pas de sommets étiquetés par f2 ou f 2.Soient G ∈ Rω et H ∈ Sω.

(⇐) : on montre par 
ontraposée que si (R⊗lS)i→ n'a au
un sommet étiquetépar f2 ou f 2 alors R ⊲ S. Supposons que R ne syn
hronise pas S. Il existealors un 
hemin dans H tel que
t0

a1→
H

t1 . . .
an→
H

tn ave
 it0, f tn ∈ Het qui n'est syn
hronisé par au
un 
hemin a

eptant dans G.Soit m ≤ n l'entier maximum tel qu'il existe
s0

a1→
G

s1 . . .
am→
G

sm ave
 is0 ∈ G et lRG(si) = lSH(ti) pour tout i ∈ [m].Ainsi, (s0, t0)
a1→

G⊗lH
(s1, t1) . . .

am→
G⊗lH

(sm, tm) et i(s0, t0) ∈ G ⊗l H .On distingue deux 
as :a) si m = n.Par hypothèse, fsn /∈ G et don
 f2(sn, tn) ∈ (G ⊗l H)i. Don
 (R ⊗l S)i→ aun sommet étiqueté par f2.b) si m < n.



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 122Par maximalité de m, on a (sm, tm)
am+1
→

G⊗lH
(⊥, tm+1) . . .

an→
G⊗lH

(⊥, tn).Ainsi, f 2(⊥, tn) ∈ (G ⊗l H)i et don
 (R ⊗l S)i→ a un sommet étiqueté par
f 2.
(⇒) : on montre par 
ontradi
tion que si R ⊲ S alors (R ⊗l S)i→ n'a pas desommet 
olorié par f2 ou f 2. Supposons que R ⊲ S et qu'il y a un 
hemin

(s0, t0)
a1→

G⊗lH
(s1, t1) . . .

an→
G⊗lH

(sn, tn)ave
 i(s0, t0) ∈ G ⊗l H et f2(sn, tn) ∈ G ⊗l H ∨ f 2(sn, tn) ∈ G ⊗l H .On a alors
t0

a1→
H

t1 . . .
an→
H

tn ave
 it0, f tn ∈ Het pour m = max{i | si 6= ⊥},
s0

a1→
G

s1 . . .
am→
G

sm ave
 is0 ∈ G et lG(si) = lH(ti) pour tout i ∈ [m].Comme R ⊲ S, il existe
r0

a1→
G

r1 . . .
an→
G

rn ave
 ir0, frn ∈ G et lG(ri) = lH(ti) pour tout i ∈ [n].Comme R est déterministe par niveau et par ré
urren
e sur i ∈ [m], on a
ri = si. On distingue les deux 
as suivants :a) : m < n.On a sm

am+1
→
G

rm+1. Par dé�nition de G ⊗l H , on a lG(rm+1) 6= lH(tm+1) 
equi est 
ontradi
toire.b) : m = n.On a f2(sn, tn) et don
 fsn /∈ G, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 rn = sn.
�La syn
hronisation selon les 
hemins a

eptant permet d'étendre le lemme5.3.4 pour toutes grammaires.Lemme 6.3.10. Pour toutes grammaires R et S, on a

(R ⊗l S){f,f1,f1} ⊲⊳R ; (R ⊗l S){f,f2,f2} ⊲⊳S ;
(R ⊗l S)c ⊲⊳(R ×l S)c ∀c ∈ {f, f1, f2}



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 123. Le langage L(R)−L(S) pour S⊳R est l'ensemble des mots non-a

eptantsétiquetant dans (R ⊗l S)ω un 
hemin initial se terminant par un sommet
olorié par f1 ou f 1 :
L(R) − L(S) = L(R) − (L(R) ∩ L(S))

= L((R ⊗l S){f,f1,f1}) − L(R ⊗l S)

= L((R ⊗l S){f1,f1}) − L(R ⊗l S).Quand (R ⊗l S){f,f1,f1} est non-ambiguë, le langage
L((R ⊗l S){f1,f1}) − L(R ⊗l S)est l'ensemble des mots étiquetant les 
hemins initiaux �nissant à des som-mets non-�naux 
oloriés par f1 ou f 1. Plus pré
isément, pour f0 une nouvelle
ouleur, on note par f0−f (respe
tivement f0+f) pour désigner les sommetsnon-�naux (resp. �naux) 
oloriés par f0.Lemme 6.3.11. Pour toute grammaire R telle que Rf,f0 est non-ambiguë,on a L(Rf0−f) = L(Rf0) − L(R) et L(Rf0+f) = L(Rf0) ∩ L(R).Démonstration :Pour toute grammaire R, on a

L(Rf0) − L(R) ⊆ L(Rf0−f) et L(Rf0+f ) ⊆ L(Rf0) ∩ L(R).Soit G ∈ Rω. Pour tout mot u ∈ L(Rf0−f ), il existe un sommet p de G telque
s

u
=⇒

G
p ∧ is, f0p ∈ G ∧ fp /∈ G.En parti
ulier, u ∈ L(Rf0). Comme Rf,f0 est non-ambiguë, on a u /∈ L(R).Ainsi, L(Rf0−f) ⊆ L(Rf0) − L(R).Con
ernant l'autre in
lusion, soit u ∈ L(Rf0) ∩ L(R), il existe

s
u

=⇒
G

p ∧ s′
u

=⇒
G

p′ ∧ is, f0p, is
′, fp′ ∈ G.Comme Rf,f0 est non-ambiguë, on a p = p′. Ainsi, u ∈ L(Rf0+f ).
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�Par les lemmes 6.3.10 et 6.3.1, (R⊗lS){f,f1,f1} est non-ambiguë par niveausi R est non-ambiguë par niveau. Pour obtenir la 
l�ture par 
omplément de

Sync(R) pour R non-ambiguë par niveau, on transforme R en une gram-maire non-ambiguë S équivalente. Plus exa
tement on veut que pour R{f,f0}non-ambiguë par niveau, on ait S non-ambiguë et L(S{f}) = L(R{f}) et
L(S{f0}) = L(R{f0}). Cette transformation permet alors de déterminiser les
hemins a

eptants de même étiquette. Comme pour les produits de syn
hro-nisation par niveau, on restreint la 
onstru
tion usuelle de déterminisation(dite du "powerset") pour qu'elle préserve les niveaux.La déterminisation par niveau de toute grammaire R est

Detl(R
ω) := {K | G ∈ Rω ∧ K ≃ Detl(G)}où la déterminisation par niveau Detl(G) de tout graphe G ∈ Rω est dé�nipar

Detl(G) := {P
a
→ Q | P, Q ∈ Π ∧ Q ⊆ Succa(P )∧

∀q ∈ Succa(P ) − Q, Q ∪ {q} /∈ Π}

∪ {iP | P ∈ Π ∧ ∀p ∈ P ip ∈ G∧

∀q(iq ∈ G ∧ q /∈ P =⇒ P ∪ {q} /∈ Π)}

∪ {cP | P ∈ Π ∧ c ∈ F1 − {i} ∧ ∃p ∈ P cp ∈ G}restreint aux sommets a

essibles à partir de i et tel que Π est l'ensemble dessous-ensembles des sommets de même niveau :
Π := {P | ∅ 6= P ⊆ SG ∧ ∀p, q ∈ P, l(p) = l(q)}et Succa(P ) est l'ensemble des su

esseurs des sommets de P ∈ Π par a ∈

FG ∩ F2 :
Succa(P ) := {q | ∃p ∈ P (p

a
→
G

q)}.Contrairement au produit de syn
hronisation, Detl ne préserve pas la régu-larité. Néanmoins, Detl(R
ω) peut être engendré par une grammaire quand Rest en forme normale que l'on peut obtenir par bi-syn
hronisation.La 
onstru
tion présentée au lemme 5.3.7 préserve la non-ambiguïté.



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 125Lemme 6.3.12. Toute grammaire initiale (resp. non-ambiguë) peut êtretransformée en une grammaire de 
hemins (resp. non-ambiguë) bi-syn
hronisée.Pour toute grammaire de 
hemins R, Detl(R
ω) peut être engendré parune grammaire Detl(R) que l'on peut dé�nir.Soit R une grammaire de 
hemins restreinte aux a

essibles à partir de i.Pour 
haque non-terminal A ∈ NR −{Z}, on asso
ie un nouveau symbole Ad'arité 2 et on dé�nit la grammaire R à partir de R en ajoutant les règles

A12 → HA pour tout A ∈ NR − {Z}, et en remplaçant dans les membresdroits des règles tout ar
 non-terminal s
B
→ 2 par s

B
→ 2 :

R := {(Z, HZ)}

∪ {(A12, (HA − NRSHA
2) ∪ {Bs2 | B ∈ NR ∧ Bs2 ∈ HA})

| A ∈ NR − {Z}}

∪ {(A12, (HA − NRSHA
2) ∪ {Bs2 | B ∈ NR ∧ Bs2 ∈ HA})

| A ∈ NR − {Z}}.Soit < un ordre sur 2N
R
−{Z}. Pour 
haque sous-ensemble ∅ 6= P ⊆ NR −

{Z}, on asso
ie un nouveau symbole P ′ d'arité 2|P | et un hyperar
 <P> =

P ′p1 . . . pm ave
 {p1, . . . pm} = 2P et p1 < . . . < pm, et on 
onsidère un graphe
HP tel que

{Z
A
→ A | A ∈ P} ∪ {iZ} ⇒

R
HPet pour P = ∅, on dé�nit <∅> = Z et H∅ = HZ .Pour 
haque P ⊆ NR−{Z}, on applique à HP la déterminisation par niveaupour obtenir le graphe

H ′
P := (Detl(HP ) − {i{Z}})[∅/{Z}]où le niveau l d'un sommet est dé�ni par

l(A) = 0 ∀A ∈ P − NR

l(A) = 1 ∀A ∈ P ∩ NR

l(s) = 2 ∀s ∈ SHP
− (P ∪ {Z}).Pour 
haque P ⊆ NR − {Z} on asso
ie la règle suivante :
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<P> → [H ′

P ] ∪ {<Q>[U/∅][UE/E]∅6=E⊆Q | U ⊆ SH′
P
∧ Q 6= ∅}ave


Q := {A ∈ NR | ∃s ∈ U, s
A
→
H′

P

}

UE := {t | ∃s ∈ U, ∃A ∈ E, s
A
→
H′

P

t} pour tout ∅ 6= E ⊆ Q.En prenant toutes les règles a

essibles à partir de Z, on obtient une gram-maire Detl(R) engendrant Detl(R
ω).Remarquons que pour R non-ambiguë, on peut restreindre la dé�nition deshyperar
s en prenant <P> = P ′p1 . . . pm ave
 {p1, . . . , pm} = P .Appliquons 
ette 
onstru
tion à la grammaire R suivante :

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

BZ

i

f

BA A

d

a

c e A B

d

a

b e

Prenant l(A) = l(B) = 1 et l(p) = l(q) = l(r) = l(s) = 2, on a la ré
ritureparallèle suivante :
(Z)

(A) (B)

(Z)

(A) (B)

(s) (p)

(q)(t)

a

eA

d

a

b e B

d

A B c

dont le membre droit HA,B donne par déterminisation par niveau le graphe
Detl(HA,B) suivant : a

ddd eAB
,b, ({p, s})

({t})

({q})

({q, t})

({Z})

({A})

({B})

({A, B})
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rite 
i-dessousif
a
ddd


be
(∅)

({A})

({B})

({A, B})

(∅)

({A})

({B})

({A, B})

Z {A, B}′ {A, B}′ {A, B}′

Fig. 6.5 � Determinisation par niveau.qui engendre le graphe
f

i a

d

c

b

e
d

d

a

d

d

d
c

b

e

a

d

d

d
c

b

eLemme 6.3.13. Pour toute grammaire de 
hemins R, on a
(Detl(R))ω = Detl(R

ω)

Detl(R) ⊲⊳ R

Detl(R) est déterministe par niveau
R est non-ambiguë par niveau =⇒ Detl(R) est non-ambiguë.Par les lemmes 6.3.12 et 6.3.13, les grammaires non-ambiguës par niveauet les grammaires non-ambiguës dé�nissent les mêmes familles de langagessyn
hronisés.Proposition 6.3.14. Les grammaires (de graphes) non-ambiguës re
onnaissentles langages algébriques non-ambigus.Démonstration :a) Soit R une grammaire non-ambiguë. Par le lemme 6.3.3, [R, ι, φ] est unegrammaire initiale non-ambiguë re
onnaissant L([R, ι, φ]) = ιL(R)φ. Par le



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 128lemme 6.3.12, on transforme [R, ι, φ] en une grammaire de 
hemins non-ambiguë S re
onnaissant L(S) = ιL(R)φ.Pour 
haque non-terminal A ∈ NS, on dé�nit un renommage de sommets hAdu membre droit HA tel que pour A 6= Z

hA(1) = A et hA(2) = ε

Im(hA) ∩ Im(hB) = {ε} pour tout B ∈ NS − {A, Z}

Im(hA) ∩ Im(hZ) = ∅.Soit un symbole I /∈
⋃
{Im(hA) | A ∈ NS}. On dé�nit la grammaire algé-brique suivante P :

P := {(hA(s), ahA(t)) | A ∈ NS ∧ s
a
→
HA

t}

∪ {(I, hZ(s)) | is ∈ HZ}

∪ {(hZ(s), ε) | fs ∈ HZ}.Le langage engendré par P à partir de l'axiome I est
L(P, I) = L(S) = ιL(R)φ.On véri�e que P est non-ambiguë et, en remplaçant les terminaux ι et φ par

ε dans les règles de P , on obtient une grammaire non-ambiguë engendrant
L(R).b) Soit P une grammaire algébrique non-ambiguë d'axiome I. On peut sup-poser qu'il n'y a au
une o

urren
e de I dans les membres droits de P , etque P n'a au
une ε-règle sauf pour I → ε si ε ∈ L(P, I).On transforme P en la grammaire de 
hemins suivante :

R := {(Z, {I12, i1, f2} ∪ {f1 | ε ∈ L(P, S)})}

∪ {(A12, HA) | A ∈ Dom(P )}tel que pour 
haque non-terminal A ∈ Dom(P ), le graphe HA est l'ensembledes membres droits de A dans P , 
ommençant en 1 et �nissant en 2 :
HA := {1

B
→ (B, V ) | (A, BV ) ∈ P ∧ |B| = 1 ∧ V 6= ε}

∪ {(U, BV )
B
→ (UB, V ) | (A, UBV ) ∈ P ∧ |B| = 1 ∧ U, V 6= ε}

∪ {(U, B)
B
→ 2 | (A, UB) ∈ P ∧ |B| = 1 ∧ U 6= ε}

∪ {1
B
→ 2 | (A, B) ∈ P ∧ |B| = 1}.



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 129On a alors L(R) = L(P, I) et R est une grammaire de 
hemins non-ambiguë.
�Illustrons 
es 
onsru
tions. Tout d'abord 
onsidérons la grammaire de 
he-mins non-ambiguë suivante :

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(P)

(Q)

(S) (T)

(R)

Z A

i

f

B

a

A
C

a C

b

A

b
a

C

B
f

Cette grammaire a

epte le même langage que la grammaire algébrique sui-vante, obtenue par la 
onstru
tion pré
édente.
I = P ; P = ε + AQ ; Q = ε

A = aR + BR ; R = b + CR ; B = aS

S = A ; C = aT ; T = b + CT.Pour illustrer la 
onstru
tion inverse, 
onsidérons la grammaire algébriquesuivante :
I = ε + A ; A = a + bAA.On la transforme en la grammaire de 
hemin non-ambiguë suivante :

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

I

i

f

f

Z A

A

b

a AI A



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 130Proposition 6.3.15. Les grammaires non-ambiguës par niveau re
onnaissentles langages algébriques non-ambigus.Démonstration :Par la proposition 6.3.14, les grammaires non-ambiguës re
onnaissent leslangages algébriques non-ambigus. Il reste à démontrer que L(R) est unlangage algébrique non-ambigu pour toute grammaire R non-ambiguë parniveau. On 
onsidère deux nouveaux symboles ι et φ d'arité 2 et par lelemme 6.3.3, [R, ι, φ] est une grammaire initiale non-ambiguë par niveaure
onnaissant L([R, ι, φ]) = ιL(R)φ. Par le lemme 6.3.12, on transforme
[R, ι, φ] en une grammaire de 
hemins S non-ambiguë par niveau re
onnais-sant L(S) = ιL(R)φ. Par le lemme 6.3.13, Detl(S) est une grammaire non-ambiguë re
onnaissant L(S). Par la proposition 6.3.14, ιL(R)φ est un langagealgébrique non-ambigu et don
 L(R) l'est aussi.

�Une autre 
onséquen
e des lemmes 6.3.12 et 6.3.13 est la 
l�ture par
omplément de Sync(R) quand R est non-ambiguë par niveau.Lemme 6.3.16. Pour R une grammaire non-ambiguë par niveau et S ⊳ R,on a L(R) − L(S) ∈ Sync(R).Démonstration :a) Considérons que R est initiale. Don
 R⊗lS est également initiale (par rap-port à {f, f1, f
1}). Conformément au lemme 6.3.12, on 
onstruit une gram-maire de 
hemins R′ bi-syn
hronisée par R⊗l S par rapport à {f, f1, f

1}. Parle lemme 6.3.13, Detl(R
′) l'est également. Don
 (R ⊗l S){f,f1,f1} et R′

{f,f1,f1}sont non-ambiguës par niveau don
 (Detl(R
′)){f,f1,f1} est non-ambiguë. Parle lemme 6.3.11,

L((Detl(R
′)){f,f1,f1}) = L(Detl(R

′){f1,f1}) − L(Detl(R
′))

= L((R ⊗l S){f1,f1}) − L(R ⊗l S)

= L(R) − L(S).Comme (Detl(R
′))f,f1,f1 ⊲⊳R, on a L(R) − L(S) ∈ Sync(R).b) Par le lemme 6.3.3, la grammaire [R, ι, φ] est non-ambiguë par niveau telle



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 131que [S, ι, φ] ⊳ [R, ι, φ]. D'après (a), L([R, ι, φ]) − L([S, ι, φ]) ∈ Sync([R, ι, φ]).Don
 ιL(R)φ−ιL(S)φ ∈ ιSync(R)φ i.e. ι(L(R)−L(S))φ ∈ ιSync(R)φ.Don
 L(R) − L(S) ∈ Sync(R).
�Illustrons la 
onstru
tion du lemme 6.3.16.Considérons la grammaire de 
hemins non-ambiguë initiale R suivante :

(1)

(2)

(1)

(2)

(x)

(y)

(z)
A

a

Z A

i

f

c

b

qui re
onnaît le langage L(R) = ac∗b.Prenons la grammaire de 
hemins non-ambiguë initiale S suivante :
(1)

(2)

(1)

(2)

(p)

(q)

(r)

(s)

Z B

i

B ca

b

a

fDon
 S ⊳ R et L(S) = {ab, acb}. Appliquons la 
onstru
tion pré
édente pour
onstruire une grammaire syn
hronisée par R et a

eptant L(R) − L(S) =

accc∗b. La grammaire R ⊗l S est la grammaire présentée à la �gure 6.6 où
C = [A, B, {x, y,⊥} × {p, q,⊥} − {(⊥,⊥)}]
a
→ est une �è
he d'une entrée vers une non-entrée
b
→ est une �è
he d'une non-entrée vers une entrée
c
→ est une �è
he entre deux non-entrées. .
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(x,q)

(y,q)

(y,p)

(x,p) (z,r) 

(z,s) 

(x,p)

(x,q)

(y,p)

(y,q) (y,q)

(y,p)

(x,q)

(x,p)

(x,⊥)(y,⊥)(⊥,p)(⊥,q)
(z,⊥)(⊥,r)(⊥,s)(y,⊥)(⊥,p)(⊥,q) (y,⊥)(⊥,p)(⊥,q)

(x,⊥)(x,⊥)Z C C
i

f2

f1

f1

f2

f

Fig. 6.6 � Produit de syn
hronisation par niveau de grammaires.Notons que (R ⊗l S){f,f1,f1} est non-ambiguë par niveau (pour le langage
accc∗b). Suivant le lemme 6.3.2, la restri
tion de R ⊗l S par a

essibilité àpartir de i et par 
o-a

essibilité à partir de {f, f1, f

1} est la grammairesuivante :
(1)

(2)

(3)

(1)

(2)

(3)

(z,s) 

(z,r) 

(y,q)

(x,p)

(z,⊥)(y,⊥)Z D a

bfi 

bba

f1

D
ave
 D = C{1,4,6} et

Acc(Z, ∅) = CoAcc(Z, ∅) = {(x, p), (y, q), (y,⊥)}

Acc(C, {1, 4, 6}) = CoAcc(Z, {1, 4, 6}) = {1, 4, 6, (z, r), (z, s), (z,⊥)}.Par le lemme 6.3.12, on transforme 
ette grammaire en la grammaire de
hemin R′ suivante :
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(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(2)

(p)

(q)

(r)

(t)

(s)Z i ; aA ; aBAf
f1

B 
a 

bb a 
bPar déterminisation par niveau, on obtient la grammaire Detl(R
′) suivante

({A})

({B})

({x})

({y})

({z})

({y, z}) ({A, B})

(∅)

({t})

({q, s, t})

({p, q, r, s})

({B})

(∅)

({A, B})

Z i
{A, B} {A, B}

f1

f
ff1

a

b 

bb

Ainsi, on a bien L(R) − L(S) = accc∗b = L(Detl(R
′), i, f 1 − f) ∈ Sync(R).Par la proposition 6.3.6 et les lemmes 6.3.8 et 6.3.16, on étend le théorème5.4.6 pour des syn
hronisateurs non-ambigus par niveau.Théorème 6.3.17. Pour toute grammaire R non-ambiguë par niveau, lafamille Sync(R) forme de manière e�e
tive une algèbre booléenne (relative-ment à L(R)) de langages algébriques non-ambigus et 
ontenant les langagesréguliers in
lus dans L(R).Comme pour le 
as déterministe, on peut donner une 
ondition su�santesur une grammaire R pour que Sync(R) soit 
lose par les opérations de
on
aténation et d'étoile de Kleene. Cette 
ondition est une extension de la
ondition d'itérativité à des grammaires pouvant engendrer des graphes non-déterministes.



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 134De la même manière que nous avons étendu la relation de syn
hronisation,i.e. au lieu de dé�nir sur les 
hemins initiaux on dé�nit sur les 
heminsa

eptants, on étend également la notion d'itérativité en tenant 
ompte des
ouleurs �nales. Ainsi, on dit qu'une grammaire R est itérative si� tout sommet initial est un sommet de l'axiome� si pour tout G ∈ Rω et tout mot u = a1 . . . an :
r0

a1→
G

r1 . . .
an→
G

rn ∧ ir0, frn, fs ∈ G

=⇒ ∃s
a1→
G

s1 . . .
an→
G

sn tel que fsn ∈ G et lRG(si) = lRG(s) + lRG(ri) ∀i ∈ [n]Proposition 6.3.18. Pour toute grammaire R non-ambiguë par niveau etitérative, Sync(R) est fermée par 
on
aténation et par étoile de Kleene.Démonstration :i) Soit S une grammaire dont les sommets initiaux sont des sommets de sonaxiome K. Commençons par monter que l'on peut 
onstruire S ′ ⊲⊳S tel que
S ′ω n'a qu'un unique sommet initial qui n'est but d'au
un ar
.Pour 
haque non-terminal A ∈ NS −{Z} et 
haque P ⊆ [ρ(A)], on prend unnouveau symbole AP d'arité ρ(A) + 1.On suppose que 1 n'est pas un sommet de S. L'ensemble des non-terminauxde S ′ est donné par

NS′ = {Z} ∪ {AP | A ∈ NS − {Z} ∧ P ⊆ [ρ(A)]}.L'axiome de S ′ est dé
rit par la règle
Z → [K] ∪ {i1} ∪ {1

a
→ t | ∃s, s

a
→ t ∧ is ∈ K}

∪ {A{n | iX(n)∈K}1X | AX ∈ S ∧ A ∈ NS}et pour tout (AX, H) tel que A 6= Z et pour tout P ⊆ [ρ(A)], on prend larègle
AP 1X → [H ] ∪ {1

a
→ t | ∃p ∈ P, X(p)

a
→
[H]

t}

∪ {B{n | Y (n)∈P}1Y | BY ∈ H ∧ B ∈ NS}.ii) Intéressons nous à la 
l�ture par 
on
aténation. Soit S ⊳ R et S ′ ⊳ R ave

R itérative.On suppose que NS ∩ NS′ = {Z} et soit K l'axiome de S ′ i.e. (Z, K) ∈ S ′.



CHAPITRE 6. UNE EXTENSION 135Par le lemme 6.3.2, on suppose que S ′ω est réduit aux sommets a

essiblespar i et 
o-a

essibles par f . Par (i) on peut supposer que K a un uniquesommet initial r qui n'est but d'au
un ar
 dans S ′ω. Soit Z ′ un nouveausymbole d'arité 1.La 
on
aténation S.S ′ de S par S ′ est la grammaire suivante :
S.S ′ := {(X, (H − fSH) ∪ {Z ′s | fs ∈ H}) | (X, H) ∈ S}

∪ (S ′ − {(Z, K)}) ∪ {(Z ′r, K − {ir})}obtenu à partir de S ∪S ′ en remplaçant les 
ouleurs �nales de S par Z ′ et enajoutant une règle qui à l'hyperar
 non-terminal Z ′r asso
ie le graphe K sanssommets initiaux. Comme R est itérative, S.S ′ ⊳ R et L(S.S ′) = L(S).L(S ′).iii) Intéressons nous à la 
l�ture par itération de la 
on
aténation. Soit S ⊳

R. Par (i) on suppose que l'axiome K de S a un unique sommet initial r.Prenon un nouveau symbole Z ′ d'arité 1. L'itération S ′ de S est la grammairesuivante :
S+ := {(X, H ∪ {Z ′s | fs ∈ H}) | (X, H) ∈ S}

∪ {(Z ′r, (K − {ir}) ∪ {Z ′s | fs ∈ H})}obtenu à partir de S en ajoutant la règle qui à partir de l'hyperar
 Z ′r produitle graphe K sans 
ouleur initiale et dans toutes les règles, les sommets 
oloriéspas f sont aussi 
oloriés par Z ′.Ainsi S+ ⊳ R et L(S+) = (L(S))+. Don
 (L(S))+ ∈ Sync(R).
�On a ainsi étendu les résultats de 
l�ture de sous-ensembles de langagesalgébriques déterministes [CH08℄. La syn
hronisation de grammaires non-ambiguës permet de dé�nir des algèbres de Boole de langages algébriquesnon-ambigus qui étendent 
elles des langages réguliers.



Chapitre 7Con
lusionNous avons présenté divers travaux qui visaient à étendre des proprié-tés de base des langages réguliers (fermeture par 
on
aténation, par 
om-plémentaire,...) à des sous-ensembles de langages algébriques. Les langagesalgébriques sont les langages a

eptés par les automates à pile et 
'est en tra-vaillant sur 
es objets que Mehlhorn [Mel80℄, Alur et Madhusudan [AM04℄,Cau
al [Ca06℄ et Nowotka et Srba [NS07℄ ont dé�ni des algèbres de Boolede langages algébriques déterministes étendant les langages réguliers. Nousavons étendu les automates �nis aux automates réguliers a

eptant les lan-gages algébriques. Ces automates réguliers sont engendrés par les grammairesde graphes. Ces outils �nis, asso
ient à des symboles non-terminaux desgraphes �nis étiquetés par des symboles terminaux et non-terminaux. Partantd'un symbole non-terminal, l'appli
ation su

essive itérée de la grammaire,par ré
riture des symboles non-terminaux, engendre les graphes réguliers[Ca07℄. En terme de langages, les grammaires de graphes ont la même ex-pressivité que les automates à pile : les tra
es des graphes réguliers sont leslangages algébriques.Nous avons dé�ni [CH08℄ une relation binaire de syn
hronisation entre gram-maires de graphes pondérées. Les grammaires pondérées engendrent degraphes possiblement non-déterministes mais tels que le poids de tout motinitial est unique. Nous montrons que 
es graphes sont déterminisables. Ainsi,les langages a

eptés par les grammaires pondérées sont les langages algé-136



CHAPITRE 7. CONCLUSION 137briques déterministes. Une grammaire pondérée R syn
hronise une gram-maire S si d'une part le langage initial a

epté par S est in
lus dans lelangage initial a

epté par R et d'autre part, les 
hemins initiaux de R etde S étiqueté par un même mot se terminent en des sommets de même ni-veau. En utilisant 
ette notion, nous avons montré que l'on peut dé�nir, pourune grammaire R donnée, un sous-ensemble (stri
t) de langages algébriques
los par interse
tion et par 
omplémentaire (par rapport au langage a

eptépar R). Néanmoins, dans le 
as général, 
es algèbres de Boole ne sont pas
loses par 
on
aténation. Mais nous donnons des 
onditions su�santes sur lesgrammaires pour que les langages syn
hronisés soient 
los par 
on
aténationet son itération.On a don
 dé�ni des sous-ensembles de langages algébriques déterministesétendant les langages réguliers : ils sont 
los par interse
tion, 
omplémen-taire, 
on
aténation et étoile de Kleene.L'argument essentiel que l'on peut dégager des travaux sur les grammairespondérées est l'uni
ité du niveau d'un mot. Considérant 
ela, Cau
al [Ca08℄a étudié les propriétés de syn
hronisation de grammaires engendrant desgraphes non-ambigus. Un graphe est non-ambigu si tout mot a

epté éti-quette un unique 
hemin a

eptant. En 
ara
térisant les grammaires non-ambiguës par niveau, une généralisation des grammaires de graphes non-ambiguës, Cau
al montre que la syn
hronisation par une grammaire non-ambiguë par niveau donnée dé�nit une algèbre booléenne de langages non-ambigus, permettant ainsi de faire sortir les propriétés de syn
hronisation dela 
lasse des langages algébriques déterministes.Dans [Ca08℄, Cau
al prouve également la réponse a�rmative à une ques-tion soulevée lors des travaux de [CH08℄ : deux grammaires engendrant desgraphes isomorphes dé�nissent les mêmes ensembles de langages syn
hroni-sés.Théorème 7.0.19 ([Ca08℄). Pour toutes grammaires R et S,
Rω = Sω =⇒ Sync(R) = Sync(S).Le théorème 7.0.19 permet ainsi de faire passer les 
onsidérations de syn-
hronisation de grammaires à des problèmes de syn
hronisation de graphes,



CHAPITRE 7. CONCLUSION 138indépendamment de la manière dont 
eux-
i sont engendrés. Ce
i impliqueque l'on puisse dé�nir une relation de syn
hronisation qui ne tienne pas
ompte du niveau des sommets des graphes (ou du niveau des mots du lan-gage a

epté par un graphe). Les propriétés des langages (ou des graphes) quipermettraient d'étendre la syn
hronisation à un niveau purement stru
turelsont en
ore à dé
ouvrir.Une autre propriété à exhiber 
on
erne la 
l�ture par 
on
aténation. Dansles travaux présentés i
i, la 
lasse des langages syn
hronisés par une gram-maire est 
lose par 
on
aténation si 
ette grammaire est itérative. Mais 
ette
ondition n'est pas sine qua non. On peut don
 se poser la question de l'exis-ten
e d'une 
ondition né
essaire et su�sante pour qu'une 
lasse de langagessyn
hronisés par une grammaire soit 
lose par 
on
aténation.D'autres extensions à 
es travaux pourraient voir le jour en 
onsidérantd'autres 
lasses de langages. Une extension des travaux de [AM04℄ a été ef-fe
tuée par La Torre, Madhusudan et Parlato. Dans [LMP07℄, les auteurs s'in-téressent aux langages des automates � visibles � à deux piles. Ils montrentalors que 
es langages 
ontextuels sont 
los par les opérations booléennes etque des problèmes tels que l'in
lusion et le vide d'un langage sont dé
idables.La mise en ÷uvre de la syn
hronisation de grammaires a permis par ailleursde 
ara
tériser des 
lasses 
onnues de langages algébriques. A titre d'exemple,nous avons donné des grammaires syn
hronisant exa
tement les langages vi-sibles ([AM04℄) ou en
ore les langages équilibrés ([BB02℄). Néanmoins, 
ettemise en ÷uvre n'est pas si évidente et il reste à 
ara
tériser par syn
hronisa-tion de grammaires les 
lasses booléennes 
onnues de langages algébriques.
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Résumé : Les langages réguliers sont des langages qui ont été largement
étudiés, notamment du point de vue de leurs propriétés de clôture ensem-
bliste : l’ensemble des langages réguliers (pour un alphabet donné) forme une
algèbre de Boole close par concaténation et étoile de Kleene. Ces propriétés
ne se généralisent pas toutes à l’ensemble des langages algébriques qui est un
sur-ensemble de l’ensemble des langages réguliers. Notamment les langages
algébriques ne sont pas clos par intersection. Pour engendrer ces langages,
nous utilisons les grammaires déterministes de graphes. Une grammaire de
graphes est un système fini de récriture d’hypergraphes finis. Par récriture
itérée à partir d’un non-terminal, la grammaire engendre un graphe régulier
dont les traces forment un langage algébrique. En définissant une relation de
synchronisation entre ces grammaires, on montre que l’on peut définir des
sous-ensembles stricts de langages algébriques non-ambigus qui forment des
algèbres de Boole effectives contenant les langages réguliers. Nous donnons
également des conditions suffisantes pour que ces algèbres booléennes soient
closes par concaténation et étoile de Kleene.

Mots-clés : algèbres de Boole, langages algébriques non-ambigus, grammaires
de graphes, synchronisation de grammaires, graphes réguliers

Abstract : The regular languages have been studied for quite a long time,
specially from their closure point of view : the set of regular languages (for
a given alphabet) is a boolean algebra which is also closed by concatenation
and the Kleene star operation. These properties do not generalize to the set
of context-free languages which strictly contains the regalar languages. One
can cite the fact that the context-free langages are not closed by intersec-
tion. To generate these languages, we use the deterministic graph grammars.
A graph grammar is a finite set of rules defining a finite hypergraphs rewrite
relation. By iterative application of this relation, we build a regular graph
whose traces are a context-free language. By definition of a binary relation
between grammars, the synchronisation relation, we show that one can de-
fine strict subsets of non-ambiguous context-free languages forming effective
boolean algebras containing the regular languages. We also give sufficient
conditions for these algebras to be closed by concatenation and the Kleene
star operation.

Key words : boolean algebras, non-ambiguous context-free languages, graph
grammars, synchronization of grammars, regular graphs
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