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Premiére partie

Domaines bornés symétriques et
J B*-triples






CHAPITRE 1

Introduction a la premiére partie

Le but principal de cette partie est de montrer que 'étude des
domaines bornés symétriques dans les espaces de Banach se raméne a
celle des J B*-triples. Ce résultat, démontré par W. Kaup dans |[Kau77,
Kau83|, s’inscrit dans une correspondance plus générale :

THEOREME 1.1 ([Kau77|). La catégorie des variétés banachiques
métriques compleres symétriques connexes simplement conneres poin-
tées est équivalente a la catégorie des systemes triples de Jordan-Banach
hermitiens.

Dans cette équivalence, la variété métrique complexe symétrique asso-
ciée a un JB*-triple coincide avec sa boule unité et donc

THEOREME 1.2 ([Kau77]). La boule unité d’un JB*-triple est un
domaine borné symétrique.

Ce résultat avait été démontré par L.A. Harris (cf. [Har74]|) pour une
certaine classe d’exemples, incluant notamment les C*-algébres. La ré-
ciproque est démontrée dans [Kau83)| :

THEOREME 1.3 (Kaup, 1983). Soit D un domaine borné symétrique
d’un espace de Banach E. Le systéme triple de Jordan-Banach associé
a D est un JB*-triple pour une norme équivalente a celle de E, et D
est biholomorphe a la boule unité de E pour cette norme.

Dans cette partie nous donnons une démonstration de ces théorémes
en nous placant dans une correspondance différente. Dans |Ber02,
BNO04, BNO05|, W.Bertram et K.H. Neeb construisent, pour chaque
systéme triple de Jordan (V,7') sur un anneau commutatif K (tel que
2 et 3 sont inversibles), une géométrie polaire qui, lorsque (V,T') est un
systéme triple de Jordan-Banach, est un espace symétrique banachique
au sens de Loos dont le systéme triple de Lie est donné par

[1‘, Y, Z] = T<xa Y, Z) - T(ya xz, Z)

D’une maniére bien plus générale, lorsque K est un anneau topologique
dont ’ensemble des éléments inversibles est dense, la géométrie polaire
est un espace symétrique pour le calcul différentiel sur K (on renvoie
aux articles déja cités, a leur bibliographie, ainsi qu’a [Ber08]).

Nous montrons que lorsque (V,T) est un JB*-triple, 'espace sy-
métrique associé a (V,—T') coincide avec la boule unité de V. Nous
démontrons également le théoréme 1.3 dans ce cadre.
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CHAPITRE 2

Complétion projective des paires de Jordan

Dans ce chapitre (et dans le suivant) K est un anneau commutatif et
unitaire tel que 2 et 3 sont inversibles. Soient V' et W deux K-modules.
On note L(V, W) le K-module des applications linéaires de V' dans W,
et on pose L(V) = L(V,V).

Aprés avoir donné les définitions de bases, nous montrons, en sui-
vant [BN04|, comment la complétion projective d’une paire de Jordan
se réalise dans l'espace des 3-filtrations de I’algebre de Kantor-Koecher-
Tits associée.

1. Systémes de Jordan

1.1. Une paire de Jordan V = (V*,V ™) est la donnée d’une paire
de K-modules (V*,V ™) et d’applications trilinéaires

Te:VEXVEXVESVE e {11},
symétriques en les variables extérieures :
T€<x7 y’ Z) = T€<Z7 y7 :C>7

et telles que si 'on pose T%(x,y)z = T°(x,y, z) on ait l'identité :

J) T(u,v)T"(z,y) = T(T(u,v)z,y) — T (x, T (v, u)y)
+ T (z,y)T" (u,v).
On note Q. : V¢ — L(V ¢, V¢) I'application quadratique définie par
1
Q:()y = 5T%(z, y).

On écrit aussi Q. (z,y) = Q(z+y) — Q(x) — Q-(y). L'identité (J) est
équivalente aux identités suivantes

(J1) T°(Q:(7)y,y) = T (v, Q(y)z),
(J2) TE(CL’,y)QE(CL’) = Qe(x)Te(%x) = QE(CC’ Qs(x)y)7

et implique l'identité

(J3) Q:(Q:(2)y) = Qe(2)Q: (1) Qe ().

9



10 2. COMPLETION PROJECTIVE DES PAIRES DE JORDAN

Un morphisme de la paire de Jordan V sur la paire de Jordan W est
une paire d’applications linéaires (f*, f7) e L(VT, W) x L(V—, W ™)
telles que V (z,y,2) € VEx V72 x V©

Te(f (), (), f7(2)) = 7 (T (x, 9, 2)).
On note Aut(V*, V™) le groupe des automorphismes de V.

Une algébre de Jordan J = (V,0) est un K-module V' muni d’un
produit commutatif z oy tel que Va,y € V,

o (zoy)=xo(2®oy).

Lorsque ce produit posséde un neutre, celui-ci est unique et on dit que
J est unitaire. On note L(x) l'opérateur défini par

L@y =zoy
et on appelle représentation quadratique 'opérateur P : V — L(V)
défini par
P(z) = 2L(z)* — L(2?).

On pose

(P) P(u,v) = P(u+v) — P(u) — P(v)

et on a

(P’) P(u,v) = 2(L(u)L(v) + L(v)L(u) — L(uov)).

THEOREME 2.1 (Meyberg). Soit (V*,V ™) une paire de Jordan.
Soient e € {—1,1} et a € V7¢. Posons

1
Toy= éTe(x, a,y)
Alors V(@) .= (V¢ 0) est une algébre de Jordan.
DEMONSTRATION. On écrit (J) :

T (u,v)T(z,y,z) = T(T(u,v)z,y,2) — T (x, T~ (v,u)y, 2)
+ T (z,y, T (u,v)2)

et on spécialise en z = x et v = y pour obtenir

(74) T°(Qe(2)y, y) = T*(x,y)* — 2Q-(2)Q—c(y)-
Alors
T¢(z,a)T° (2%, a) = T°(x,a)T°(Q.(z)a, a)
= T*(2,a)(T*(x,0)* - 2Q.()Q—(a))
— T5(z,0)" — 27(z, )Q.(2) Q- (a)
=T%(z,a) — 2Q.(2)Q_.(a)T*(x,a) par (J2)
= T%(2?, a)T*(z, a)
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Soit y € V7°. On note L, I'opérateur de multiplication dans 17428
De méme, on note P, la représentation quadratique de V®, La for-
mule (J4) s’écrit une fois divisée par deux

(J4) Py(z) = Qe(2)Q—:(y)-

1.2. Inversibilité, quasi-inversiblité et spectre. Considérons
une algébre de Jordan unitaire (Vo) d’élément neutre e. Un élément
x € V est dit inversible lorsqu’il existe y € V tel que

roy=e
oy =ux.

[’élément y est alors appelé I'inverse de = et on note y = z~. On note
V* Pensemble des éléments inversibles de V.
Le théoréme suivant est du a Jacobson (cf. [McCO04, I1.6]).

THEOREME 2.2. L’élément x est inversible si et seulement si [’opé-
rateur P(x) est inversible et alors

vt = P(x) 'z
L’enveloppe unitaire d’une algébre de Jordan J = (V,0), unitaire
ou non, est 'algébre de Jordan J = (V,0) ou
V=VoKl
et
(x+Al)o(y+pl)=zoy+ ur+ My + Aul.

Le couple (z,y) de la paire de Jordan (V1 V™) est dit quasi-
inversible si 1 — x est inversible dans 'enveloppe unitaire de V®). Le
quasi-inverse de x par rapport a y est alors ’élément z¥v € V¥ tel que

(1—2)t=1+4av

LEMME 2.3. L’opérateur Py(1 — x) s’écrit dans la décomposition
Ve = VW oK1 :

Idyo) —2L,(x) + P,(x) —2x + 22
P’y(]-—flj):( Ve yo( ) y( ) Idgy >

DEMONSTRATION. On a d’aprés (P’)
Py(1,2) = 2(Ly(1)Ly(x) + Ly(1)Ly(z) — Ly(l o x)) = 2Ly ()
donc
Py(1 —z) = Py(1) + Py(z) — Py(1,2)
= ldyw) +Py(37) - 2Ly(x)
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On définit alors I’ opérateur de de Bergman B (x,y) € L(V™) asso-
cié au couple (z,y) € V par :

BT (z,y) = 1d=T"(z,y) + Q4 (2)Q_(y)

On pose aussi
B (y,z) =1d =T (y,2) + Q-(y)Q+(z)
C’est 'opérateur de Bergman de (y,z) dans la paire opposée
VP .= (V-, V).

COROLLAIRE 2.4. Le couple (z,y) € V est quasi-inversible si et
seulement si l'opérateur de Bergman BY(x,y) est inversible et alors

QD) 2 = B (x,y) " (& — Qi (2)y).

DEMONSTRATION. On déduit du lemme précédent que Py(1 — x)
est inversible si et seulement si By (z,y) = Idy o) —2L,(x) + P,(x) l'est
et qu’alors

P,1-z)"'= (B+<x07 y)~t B't(x, y)I;;KiQx _ x2)>

donc 1+ 2¢ = Py,(1 —2)'(1—2) = 1+ Bf(z,y) ' (2z — 2?) —
B*(z,y)~H(z) = 1+ B (2, )" (x — Q+(z)y) B

Enoncons le principe de symétrie ([Loo75, Proposition 3.3]) :

PROPOSITION 2.5. Soit (z,y) € V. Alors (x,y) est quasi-inversible
si et seulement si (y,x) est quasi-inversible dans V' et dans ce cas

2 = 2+ Q. (2)y"

Dans une algébre de Jordan unitaire (V) e), le spectre d’un élément
x € V est 'ensemble des scalaires \ tels que Ae —x n’est pas inversible.
On le note Sp(x, V') ou simplement Sp(x).

Sp(z) = {\ € K| Ae — x n’est pas inversible}
={X € K| P(Ae — x) n’est pas inversible }

On définit alors le spectre du couple (z,y) € VT x V™~ comme le spectre
de = dans I’enveloppe unitaire de V) :

Sp(x,y) = {0} U {\ € K* | B"(A'2,%) non inversible}

Le couple (x,y) est quasi-inversible si et seulement si 1 & Sp(z,y).
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2. La complétion projective d’une paire de Jordan

2.1. L’algébre de Kantor-Koecher-Tits. Une algebre de Lie 3-
graduée g est une algébre de Lie sur laquelle il existe une décomposition

g9=01DgoD g
telle que

9, 8;] = gir; ou g ={0}sik¢{1,0,—1}.

Il revient au méme de se donner un couple (g, D) ou D est une déri-
vation sur g telle que D? = D, la 3-graduation correspondante étant
donnée par g; = ker (D — kId). Celle-ci est dite intérieure lorsque D
est intérieure, ie. D = ad E pour E dans g.

La construction de Kantor-Koecher-Tits associe une algébre de Lie
3-graduée & une paire de Jordan (V*, V™). Posons pour € € {—1,1},

g = VE?

et soit go la sous-algébre de Lie de gl(V ™) @ gl(V ™) engendrée par les
(=T*(z,y) ®T (y,x), (x,y) € VT x V™ et E =1d®—1d. Posons

Vz,y€ge [z,y] =0,
V(z,y) € g1 X g1 [z, y) = =y, 2] = (=T"(z,y)) ® T (y, x),
V(X,z)€goXg1Dg_y (X, z] = —[z, X] = X(x),
VXY €go [X,Y] = XY - VX,

Alors g=g1 D go D g_1 =: KKT (V) munie du crochet ainsi défini est
une algebre de Lie 3-graduée. La graduation de g est de plus intérieure
puisqu’elle correspond a la dérivation ad E. Remarquons enfin que le
centre de g est nul.

2.2. La complétion projective d’une paire de Jordan. On
note Aut(g) le groupe des automorphismes de g. Lorsque Z € g., avec
ee€{-1,1},on a (ad Z)" = 0 pour n > 3 . On peut donc définir

1
™ .= exp(ad Z) :=Id +ad Z + 5(ad Z)%
On note U* le sous-groupe de Aut(g) engendré par les e, 7 € g..
On a un isomorphisme de groupes abéliens :
Ve — U*

u+— exp(ad u).
Le groupe projectif élémentaire G = PE(V ™,V ™) de la paire (V,V ™)
est par définition le sous-groupe de Aut(g) engendré par UT et U~.

On note Aut(g, F) le sous-groupe des automorphismes qui préservent
le graduation (g,ad F). Un élément h € Aut(g, F) s’écrit

h:hl@ho@h_l, h&‘:ga—)gg7 56{1,07—1}
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et vérifie
Vue Ve hetUhTt = e,
En particulier Aut(g, £') normalise U* et U~. Posons
H = Aut(g, E)NG.
Il en résulte que P° = HU® = U°H est un sous-groupe de G. De plus
PROPOSITION 2.6. UsN P ={ld} et PP NP~ =H.

DEMONSTRATION. En effet si e2% = he®d? on (u,v) € VE x V¢,
on applique & E pour trouver F + cu = ho(E) — eh.(v) donc u =
he(v) = v =0. Ainsi U* N P~¢ = {Id} et donc PT NP~ = H. O

Donc I'application
VI xV™ —G/P” xG/P*
(u,v) — (exp(adu)P~,exp(ad v)P")
est injective. On identifie V¢ & son image dans G/P=. Le couple
(X*,X7) = (G/P~,G/P*)

est par définition la complétion projective de la paire (V* V7). On
note (o4, 0_) le point base (P*, P~) dans (X, X 7).

Le groupe Aut(g, E) normalise G et donc agit sur (X, X 7). En
particulier, le groupe G engendré par G et les transformations

RPT = rldeldertId, reKX,

agit sur (X1, X 7).
Notons enfin que tout (fy, f-) € Aut(V*, V™) définit un élément
h € Aut(g, E) en posant

hir = fr, ho(Xy®X_)=fXofT @ fX_f71,

et que I'on obtient ainsi une bijection
Aut(V*H, V™) ~ Aut(g, E).

2.3. Réalisation dans l’espace des 3-filtrations. Soit g une
algeébre de Lie. Une 3-filtration §f = (f1,fo) sur g est une suite de sous-
algébres

{0}CficfoCy
telle que
[Fi, §5] € Fivy o0 i = {0} si k ¢ {0,1}.
Toute 3-graduation (g, D) = g1 & go ® g_1 définie deux 3-filtrations
(D) = (gaaga @90)7 S {_17 1}'
Remarquons que l'on a {*(—D) = §7(D). Une 3-filtration f telle qu’il
existe une dérivation intérieure D = ad F telle que f = §°(D) est éga-

lement appelée intérieure. On note F ’ensemble des 3 -filtrations inté-
rieures sur g.
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On définit une action de Aut(g) sur I'ensemble des 3-filtrations en
posant pour toute 3-filtration §f = (1, fo) et tout g € Aut(g),

g9.f = (9(F1), 9(fo))-
Alors si f =f(ad E), on a g.f = {7 (ad gF), et donc Aut(g) agit sur F.

Un couple (e, f) de 3-filtrations est dit transverse lorsque

g=eDfo=¢DHhH
et on note
elf
cette relation. Lorsque f € F, on note §' 'ensemble des 3-filtrations
intérieures transverses a f.

Soit (g,ad F) = g1®goPg_1 une 3-graduation intérieure sur g. Alors
le couple (¢, f) := (f (ad E), " (ad E)) est transverse. Remarquons que
si Z € f; = gy, alors €% § = . Comme Aut(g) agit sur les couples
de 3-filtrations en préservant la transversalité, le couple (1% e, §) est
encore transverse. On définit ainsi une action du groupe additif (f;,+)
sur ' :

fix§T =51, (Z,e) ™.
On a alors le théoréme suivant [BN04, Theorem 1.6] :

THEOREME 2.7 (|BNO4|). Soit § € F. Alors i est un espace affine
sous l'action du groupe (f1,+).

DEMONSTRATION. Puisque § € F, il existe £ € g tel que | =

ft(ad E). Notons alors ¢ = {~(ad E). Soit ¢/ € f'. On a
g= 36 D fla
donc E s’écrit
E=FE-Z+7Z, E—-Z¢ce¢, ZEf.
Montrons que
g=f1@e{)ﬂfo®e’1
est une 3-graduation associée a la dérivation ad(E — Z).

On vérifie, en calculant sur chaque g, = ker(ad £ — k1d), k €
{-1,0,1} , que (ad(F — Z))? = ad(F — Z). L’opérateur ad(FE — Z) est
donc semi-simple.

On a e*?)f = f donc | = f+(ad (¢*1?E)) = §*(ad(E — 2)), ie.

f1 = ker (ad(E — Z2) — 1d),
et fo = ker (ad(E — 7)) @ ker (ad(E — Z) — Id). Or, on a
g=Ffode
et
ad(E — Z)e} C ¢f.
Comme fy a un unique supplémentaire stable par ad(E — Z), il vient
¢} = ker (ad(E — Z) + 1d).
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Enfin,
ad(E — Z)ey Nfo C ¢ M o,
et par le méme argument,
g Nfo =kerad (E — 7).
Il en résulte que
(¢, ) = (F-(ad(E = 2)),§+ (ad(E — Z))) = (™7, ).

L’action de (f;,+) sur §f' est de plus simplement transitive : si
(edZ¢ §) = (e,f) alors ad (F — Z) = ad F et en appliquant & £ on
trouve Z = 0. U

Le théoréme suivant (cf. [BNO4, Theorem 1.12]) montre que la
complétion projective de la paire (V' V™) se réalise dans l'espace des
3-filtrations intérieures. On note (F x F )T I'ensemble des couples de
3-filtrations intérieures transverses.

THEOREME 2.8 ([BNO4|). Soit (V*,V~) une paire de Jordan.
Soient (g,ad E) = KKT(VT, V™), et (f,f") = (f (ad E),f (ad E)).
Alors

(i) On a, pour ¢ € {—1,1},
Pr={geGlgf =1}
En conséquence,
(X, X))~ (G5 ,G5).
(ii) Posons M = G.(0y,0_). Alors
M=(FxF)Tn(XtxX).

(iii) Identifions X¢ a G.§°. Alors si x € X¢, x" est contenu dans X ¢
et donc V, == x" est un espace affine sous laction de (VE,+).

3. Structure géométrique et analytique de la complétion
projective

Dans toute la suite (V*, V™) est une paire de Jordan sur K, et
g=0g1DPgoPg_1 est son algébre de Kantor-Koecher-Tits. Les notations
sont celles du théoréme précédent. Rappelons que nous identifions V¢
a un sous-espace de X°. Alors d’aprés ce qui précéde, on a Ve =V,_.
Nous donnons dans cette section, en suivant toujours [BINO4|, une
expression de ¢ € G dans la "carte" V' — X, ce qui permet de
donner une structure de variété banachique analytique a X™.



3. STRUCTURE GEOMETRIQUE ET ANALYTIQUE 17

3.1. Dénominateurs et codénominateurs. Un automorphisme
g € Aut(g) posséde une représentation matricielle par rapport a la
graduation g=g; B go D g_1 :

g1 g10 g1-1
g= 1 901 Joo Yo-1
g-11 g-10 9-1-1

On note par ailleurs Y} la composante du vecteur Y € g dans g;.
On definit alors le dénominateur d, : V* — L(V*) et le codénomi-
nateur ¢, : Vt — L(V~) de g en x € VT par

dg(z) = (e7**g "1,
cy(T) = (geadx)

THEOREME 2.9. [BN04| Soient g € Aut(g) et x € V. Alors g.x €
VT si et seulement si dy(x) et cy(x) sont inversibles.

—1—1-

DEMONSTRATION.

greVt e ged® o, e VT,
S
& (ge*7)*(g_.) est transverse a g. © go , € € {—1,1},
& ((ge™*)%)_._. est inversible, £ € {—1,1}.

On note
Q°=U"HU~.
Soit g € G. Alors ged® € Q7 si et seulement si g.z € V. De plus

_ ad (—z) ,—1
geadmzeadg.xhe ade g t.o_

avec
(P11, horo1) = (dg(2) ™, ().
Bien str cette formule est encore vrai pour g € Aut(g) si 'on remplace
QF par U® Aut(g, E)U=.
Soit (o, 3) e VT x V. Alors Vo e VT et Vo € V™,

[Oé, [ﬂ’ V|| = [[U7ﬁ]’ a] = —T+(U, ﬁ)a = —T+<Oz, ﬁ)v,

Il
[3,18,v]] = [[v, 8], B] = 2Q-(B)v,
[ﬂa [Oz,’LUH - —[[Oé,’lU],ﬂ] - _T_(w7a))ﬁ = _T_(67 CY)QU,
[, [a, w]] = 2Q_(a)w

ad v

Soient v € V™ et g = ", alors

1
dy(x) =Id+adzradv + Z(adx)z(adv)z,

1
cg(z) =Id+advadz + Z(adv)2(adx)2
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soit, dans le language des paires de Jordan,
dy(z) = B (z,v),
cg(z) = B~ (v, ).
Donc (z,—v) € (X1, X7) est transverse si et seulement si (z,v) est

quasi-inversible.

PROPOSITION 2.10. Soient x € VT et g € Aut(g) tels que g.x €
VT, et posons p(g,r) = e~ 249Cgerd® ¢ P~ Alors
dg('r) = (p(g7$)*1)11’

et on en déduit la relation de cocycle : lorsque x, gs.x, g1go.x sont dans
VT, ona

d9192 (CL’) = d92 (x)dgl (92x>'

DEMONSTRATION. On a facilement Yu € V7, dy(x) = deaauy(w).
En particulier dy(z) = dua-g0y(x) = (p(g,2) " )11- Si z, g2., G1g2.@
sont dans V', alors p(g199, %) = p(g192, g27)p(g2, ) et donc

P(9192,2) " = plg2, 97) " p(g192, g2) "

Par suite,
(P(9192,2) " )11 = (p(g2, 2) " (p(g1922, go) ™ a1,
puisque p(ga, ) et p(g1922, gox) sont dans P~. O

3.2. Le fibré naturel et le numérateur. Pour f = (fi,fy) € F,
on pose

7}? = g/fo
C’est par définition I’espace tangent naturel & F en f. Le fibré tangent
naturel de JF est alors I'espace

Tf = I_Ifefo}".
Chaque Y € g définit une section Y du fibré TF — F en posant
Y(f) =Y mod §.

Soit g € Aut(g). Pour chaque f € F on considére 'application linéaire
Tig: T F =Ty F, Y +forgY +g(fo)
On définit ainsi une application 7¢g : 7F — TF et une action de
Aut(g) sur TF. Le fibré
TXT - XT

est donc un fibré G-homogéne. On peut le décrire au moyen d’une
représentation de P~ sur g/fo.

Sim: P~ — GL(W) est une représentation de P~ sur le K-module
W, on pose

Gx, W=GxW/~
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ou
(g, w) ~ (gp, 7 (p)w), p € P~
et alors
Gx, W —G/P~
est un fibré vectoriel. On note [g, w] la classe de (g, w) dans G x, W.
Les sections de ce fibré sont obtenues a partir des fonctions f: G — W
telles que f(gp) = 7(p)~' f(g) pour tout g € G, en posant

sp(gP™) =g, f(9)].

Rappelons que o, = §~ = (g_1, 90 @ g_1). Posons a partir de main-
tenant W =g/(go ® 9-1) = 7,, Xt et m(p) =T, ppour p € P~. On a
une bijection G-équivariante

GXz9/(@®g1) = TXT,
9.V +g0® 91l —To,g(Y + 80D g_1).

Si Y est la section de 7 X+ associée & Y, alors sy (gP~) :=[g,97'Y +
go D g_1] est la section de G x, W correspondante, et celle-ci provient
de la fonction

Ya(9) :==g7'Y + g0 ® g1
On identifie g/go @ g1 & g1 = VT et on définit

YT VSV ue Yo(e).

PROPOSITION 2.11. Soient g € Aut(g) et x € VT tels que g.x €
V*t. Alors pour tout Y € g,

—~——+ ~
g7 (2) = dy(z) Y (g.2).
DEMONSTRATION. Soit p(g,x) = e~ *19%ge*® € P~ On a
e—adazg—ly — p(g’ l,)—le—adg.x}/’
et donc (e~ 2%g7Y); = (p(g, ) 11 (e~ 2497Y),. O
En particulier si Y = £ =1d ® — 1d,
—~+
g'E (z) =dy(x) g.x.
Définissons alors le numérateur de g € Aut(g) :
—~+
ng:Vt—=V" xwg'E (2).

THEOREME 2.12 (|[BNO4|). Soit g € Aut(g) et x € V*. Alors
g.x € V' si et seulement si dy(x) et c,(x) sont inversibles et dans ce
cas

g.x = dg(x) 'n,().

En particulier, si u € V™ et t, := ¢ alors t,(z) € V¥ si et

seulement si (z, u) est quasi-inversible et alors

tu(z) = 2%
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3.3. La structure différentielle de la complétion projective.
Une algébre de Jordan-Banach (réelle ou complexe) (V,o,|-|) est une
algeébre de Jordan sur l’espace de Banach (réel ou complexe) (V,[-])
telle que

[z oyl <zl lyl.
Une paire de Jordan-Banach (réelle ou complexe) est une paire de Jor-
dan (V*,V7) telle que V™ et V'~ sont des espaces de Banach (réels ou
complexes) et les opérateurs T'F et T~ sont continus. Il existe donc une
constante ¢ telle que pour tout (z,y,z) € Ve x V72 x V&,

T%(2,y,2)|. < clel [yl . |2l

ot ||, est la norme de VE. Pour y € V¢, l'algébre de Jordan V¥
devient une algébre de Jordan-Banach avec la norme |-[, = /e[y _||..

Dans la suite (V*, V™) est une paire de Jordan-Banach. On intro-
duit 'atlas naturel de X :

A={g(VT),0) g€ G}, ¢ :9(VT) =V ga—

Le lemme suivant (cf. [BN05, lemme 5.4|) et son corollaire montrent
que A munit X+ d’une structure de variété analytique.

LEMME 2.13. Soit (V*,V™) une paire de Jordan-Banach. Notons
B® la sous-algébre de L(V®) engendrée par les opérateurs B¢(x,y),
(x,y) € VEx V78, pour ¢ € {—1,1}. Alors si g € G, d,(z) et c,(x)
sont dans B et B~ respectivement, pour tout x € V. En particulier
ce sont des opérateurs linéaires continus de V™ et V'~ respectivement.

DEMONSTRATION. Un élément de G s’écrit

eaduq ad v1 ) ad wy, ead'u;C

(& .. €

g:

onv; € Vet w, € V™,i=1,...k Raisonnons par récurrence sur k.
Si k=1 alors

deadwleadvl (.1') - deadwl (.7: —+ Ul) = B+(£B -+ U1, w1>.

Y

Ecrivons alors g = ge?d“re2d ¥ et supposons que dy(z) est dans BT

pour tout z € V. Dés que (x + vy, wy) est transverse, la relation de
cocycle donne

dg(z) = B (z + vy, wi)dg (e (z + vy,)),

donc par hypothése de récurrence d,(xr) € BY, pour tout z tel que
(x 4 vg, wy,) est transverse. Comme cet ensemble est ouvert il engendre
VT, et puisque z — dy(x) est polynomiale, d,(x) € BT pour tout z
dans V. O

Puisque l'inversion est une application analytique sur ’ensemble (ou-
vert) des éléments inversibles de 1’algébre de Banach des applications
linéaires continues d’un espace de Banach, on a le
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COROLLAIRE 2.14. Soit g € G. Alors
V9:={x e V"' |dy(z) et c,(x) sont inveribles }
est owvert dans V™ et x — dy(x) ' n,(x) est analytique sur V9.

L’atlas naturel vérifie donc les 3 axiomes de définition d’un atlas
(cf. [Lan99|) :

AT1: Les gV, g € G recouvrent X 7.
AT2: Chaque ¢,(gV") = VT est bien ouvert dans V' et chaque
0 (gVINhVT) ={x e VT |Iye VT gz =hy}
={zxcVt|hlgreVv
={x € V" | dy-1,(x) et cj-1,(x) sont inversibles}
est ouvert dans V™.
AT3: Les fonctions de transition
Oy g (gVT N AV — on(gV T NAVT)
sont analytiques. En effet,
ey (x) = en(g.x) = on(h(h™'g).)
= hlga = dyrg(x) g, ()
est analytique.

I1 définit donc sur X' une structure de variété analytique. La topologie
sous-jacente a cette structure est par définition la topologie la plus fine
sur X telle que les applications ¢, ™' : VT — gV soient continues,
et celles-ci sont alors des homéomorphismes.

Il est clair que le groupe G (et donc aussi G*!) agit par difféomor-
phismes analytiques : soient g € G et z € XT. Alors x € hV™ pour un
certain h € GG et on a le diagramme commutatif suivant :

Bt —2= ghV+

l@h oo |

V+ 4>Id V+

THEOREME 2.15 (|BNO5]). Soit (V*,V™) une paire de Jordan-
Banach. Alors

(i) 1l eziste une bijection G-équivariante canonique entre le fibré tan-
gent de la variété analytique X+ et le fibré naturel défini en 3.2.

(ii) Soit Y € g et Y la section du fibré naturel associée. Alors le
champs de vecteur & correspondant dans l’identification précé-
dente est analytique. En outre,

€y, 82l = =&z
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(iii) Soit g € G tel que VI = VTN g VT £ 0. Alors la différentielle
de Dg(x) de g en x € V9 dans la carte (V*,p.) est

Dg(x) = dy(x)".
DEMONSTRATION. (1) Considérons l’application
GxVYt—=>TX" (g,u)—T,, g(u).

Alors (g, u) et (gp,v) ont la méme image si et seulement si u = T, p(v).
Soit p = he™ la décomposition de p dans P~ = HU~. Alors on a
T,,p(v) =T, hT, e**(v). Mais T,, e** = Idy+ car

e (ty) — e*1(0) = B (tv, w)(tv — Q4 (tv)w)
=BT (tv,w)(v — tQ (tv)w),

et T, h(v) = hyyv donc Ty, p = hyy = pi1. Or lorsque I'on identifie le
quotient g/(go ® g_1) & g1 = VT, le fibré tangent naturel est canoni-
quement isomorphe au fibré G x, V* avec 7(p) = p11, p € P~. Donc
TX™ est en bijection avec 7 X, et cette bijection est G-équivariante
par construction.

(2) L’expression de &y dans la carte (gV'™", ¢,) est donnée par 1'ap-
plication lN/Jr, quelque soit g dans G. Celle-ci étant polynomiale, &y
est analytique. Par définition, 'expression de [£y,{z] dans la carte

(gVTt,p,) est
Y+, Z¥)(x) = DZ*(2)Y * (z) — DY *(2)Z* (),

et on vérifie que 1'on a bien

V2 = v 7] .

(3) Soit ¢ € G. Pour un champs de vecteur ¢ sur Xt on pose
(g%6)(x) := T,g *¢(gx). Par G-équivariance on a

g*£Y = fg*lY-
Si g.x € VT, alors dans la carte (V1 p.) on a Vu € V',

9°6u(z) = Dg(z)"&u(x) = Dg(z) ™ (u).

—~t
Comme, toujours dans cette carte, {,-1,(z) = g7lu (2) = dy(z)u, il
vient d,(x) = Dg(x)~*. O
THEOREME 2.16 (|BINO5]). Les actions

VEx Xt = X (u,2) — e™"a,

sont analytiques.
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4. Intégration d’un certain élément

4.1. Le théoréme spectral dans les algébres de Jordan Ba-
nach. Une sous-algébre W de I’algébre de Jordan (Vo) est dite forte-
ment associative lorsque

[L(z), L(y)] =0 Yo,y e W,

et (W, o) est alors une algébre abélienne (associative et commutative).
On dit également que W est pleine (dans V') lorsque

W*=v*nw.
On alors le théoréme suivant (cf. [MM77] et aussi [Hes96|) :

THEOREME 2.17. Soient (V, o) une algébre de Jordan, et W une
sous-algébre fortement associative mazimale. Alors W est pleine.

Soit (V,0) une algébre de Jordan-Banach complexe unitaire. Soit
x € V. La sous-algébre fermée engendrée par x et I'élément neutre
est fortement associative. Elle est donc contenue dans une sous-algébre
fortement associative maximale, et donc pleine, qui est elle aussi fermée.
Par suite, l'intersection de toutes les sous-algébres fermée, fortement
associatives et pleines contenant x et I’élément neutre est non-vide.
On la note P(z). C’est la plus petite sous-algébre de V' vérifiant ces
propriétés.

Le calcul fonctionnel holomorphe associé & x dans V est alors par
définition le calcul fonctionnel holomorphe de z dans l'algébre de Ba-
nach abélienne P(x).

4.2. Action d’un certain élément. Dans cette partie (V,V7)
est une paire de Jordan-Banach complexe. Nous calculons le dénomi-
nateur et le numérateur en 0 € V* de g = 29 pour (o, ) €
(V*, V7). Ce calcul est nouveau, et les corollaires 2.20 et 2.21 sont a
comparer & [Kau83, 2.23| et |[Loo01].

Pour (o, 5) € (V=,V ) on note ™ la puissance n-éme de [ dans
I’algébre de Jordan V(®). Soit 1) la fonction entiére
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THEOREME 2.18. Soit (o, 3) € VT x V™ et g =™ . Alors

dg(0) = B (o, ¥a(B)) = B* (¢5(c), B),
¢g(0) = B™(¢a(B), @) = B™ (5, s(e)),

22n 2

_; o — 1)]

Dans la démonstration interviendront les formules collectées dans
le lemme suivant (cf. [Pet76] pour une démonstration) :
LEMME 2.19. Soient ¢ € {—1,1} et (o, 5) € V= x V=2, Alors
T=(a, B)T* (e, B*) = T*(ax, ") 4+ Q-(a) Qo (8, 5%),
T_a(ﬁ7 Q)Q_g(ﬁi’a,ﬁn_i’a) — Q_E(ﬁi—kl,a’ ﬁn—i,a) 4 Q_E(ﬁi,a7ﬁn+l—i,a>‘

DEMONSTRATION DU THEOREME. Dans cette démonstration nous
posons 3" = (G™*. Développons le deuxiéme membre de la formule
annonceée :

B (a, () = 1d =T ( a,Z——ﬁ" +Q4(a Z——ﬁ”
n=1

n=1

=Id+§:j®T+<a,ﬁ">+ P> %m@m)@_wéw

oo n—1
1/2n ) )
+ n - 7 n—i
s (ZT 1+ 235 (5 )@t 5)
D’autre part, Vv € VT et Vo € V~

ad(—a + 8)*v =T (o, B)v +2Q-(B)v,
ad(—a + B)°w =T (8, a)w + 2Q_(a)w.

D’ou 'on déduit par récurrence que Vn > 1,

ad(—a + B)*"v € g1 ® g_1,
ad(—a + 3)*" v € go.

Montrons alors que Vn > 2 et Vo € V',

n—1
wd(-a-+ "0 =T, 0+ 3 5 (50 ) Q- (@)Q-(. 5
=1

n

Li 2n i antl—i
+;§(%_1>Q(a,ﬁ“ ).
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On a bien
ad(—a + B)* =TT (a, B)T (o, B)v +2Q_(B) T (v, B)v
+ T (8, @)2Q-(B)v + 2Q+()2Q—(B)v,
=T"(a, )0 + Q()Q-(8, B)v +4Q_(3)T" (o, B) + 4Q+(a)Q—(B),
=T (e, 8%)v + 3Q+ () Q- (8, B)v +4Q (3, 5%).
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Supposons donc la propriété vraie au rang n et calculons
ad(—a + £)2" )y = ad(—a + f)?ad(—a + 5)*™

= (T"(a, B) + 2Q_(ﬁ))(T+(o¢, B") + ”Z_l % (ZL) Q+()Q- (8, ﬁn_i>>v

+ (Tﬁ (ﬁ, Oé) + 2Q+<a)) Z % (2227_1 1) Q_ (ai’ ﬁnJrlfi),U

5> (22”) Q_(B)Q()Q_ (7, 8"
* Z % (2@'22 1) T(8,0)Q-(a", 4" )y
— T*( ,B")v + Q4 (a)Q (8, 8")v

+Z ( ) ) (Q_ (B, ") + Q- (5, B 7)) w
+,Z:;(2 o )Q+( )Q_(al, B N +2Q_(8, "

n—1
+ 2_; (227;)@ (8", Bn+1 = i)

: 2 % (2@'2f 1) (Q- (a1, 8" + Q- (', 5" )

= T*(a, ")

#5304 (@ (Z () +2(o ) + () ) @t
+ (2 + 4(%22 1) T 2(2n2ﬁ 2)) Q-(8, ﬁ”)v)
* Z:: ; ((22-27_1 3) + 2(22.27_1 2) + (;f 1)) Q_(5, 8"y

(2

+(2+2n)Q_ (8,6 v
a, ") U+Z (2”“) ()Q- (6, 8™ v
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Nous retrouvons bien la propriété au rang n + 1 et donc la formule
annoncée est vraie pour tout n > 2. La formule pour le dénominateur
en résulte. En considérant la paire opposée on obtient la formule pour
le codénominateur. Le numérateur est donné par :

ng(0) = pri (™~ 7(E)).
Montrons par récurrence que pour tout n > 1,
ad (—a + 8)"H(E) = 22 (a" + 7).

La propriété est claire pour n—=1. Supposons donc la vraie au rang n.
Alors

ad (—a+ §)*"(E) = ad (—a + )2 2(a" + §")
=2""72(T (o, B") @ (=T (8", @)
+ (T (™ B) @ (=T (8,a™))
=271 (0", B) @ (=T (a, B")),
ad (—a+ 0)"(E) = ad (—a + £)2 7T (a", ) & (=T (a, 5"))
= 22" (T (", B)a+ T (e, ") B)
— gLl 4 gty
ce qui prouve la formule pour le numérateur. Il

Le théoréme spectral dans I'algébre de Jordan Banach V) nous
donne

COROLLAIRE 2.20. Pour g = €24~ on a g.o € V' si et seulement
si v~1(1) N Sp(a, B) = 0.

Calculons explicitement ¢ ~*(1). Remarquons que ¥ (u?) = 1 — cosh u.
Alors

1
Y(u’) =1 coshu =04 se'(1+e) =0&ue zg +inZ.

Donc
2

(1) = {_% — k(k+1)72 | k € Z}.
COROLLAIRE 2.21. Si d,(0) est inversible alors
g= eadg.o+h6— adg=l.o_

avec
(hir,hoiy) = (B+(wg(a),ﬂ)’1,3’(ﬁ, ¢ﬁ(@)))-
En particulier on a h € H et g € G.






CHAPITRE 3

L’espace symétrique associé & un systéme triple de
Jordan

1. Espaces symétriques banachiques
Un espace symétriqgue banachique est une variété banachique M
munie d’une application réguliére p: M x M — M, appelée multipli-
cation, telle que, si 'on pose o, = u(z,.),
S1: p(z,z) ==
S2: 0,2 =1id

S3: ax(,u(y, Z)) = N(Ux(y)a UI(Z))
S4: Tyo, = —Idp,m

Grace au théoréme des fonctions implicites, 'axiome (S4) est équi-
valent (les trois premiers étant satisfaits) a 'axiome

S4’: x est un point fixe isolé de o,.

Un morphisme de 'espace symétrique (M, ) dans I'espace symé-
trique (N, v) est une application réguliére f : M — N respectant les
multiplications :

Ve,ye M,  f(u(z,y)) =v(f(x), f(y)).

La droite numérique R (et plus généralement tout espace de Banach
sur R) est un espace symétrique avec la multiplication (z,y) — 2z —y.
Une géodésique de M est un morphisme d’espace symétrique de R dans
M.

En dimension finie il existe une unique connection, dite canonique,
invariante par toute les symétries (cf. |[Loo69]). Les géodésique telles
que nous venons de les définir sont les géodésiques pour cette connec-
tion. Sur les variétés banachiques on ne parle plus de connection mais
de jet (cf. [Lan99]).

PROPOSITION 3.1. Le fibré tangent (T M,Tu) est encore un espace
symétrique. Dans chaque fibre T,,M le produit est donné par

Tu(v,w) =2v —w.

On note encore o, := Tpu(v,.) la symétrie en v € TM. Notons par
ailleurs Z : M — T M la section nulle : Vm € M, Z(m) =0,, € T,,,M.

29
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THEOREME 3.2 (|[Nee02|, 3.4). L’application
F:TM —TTM, F(v):=-T(0z02Z)(v)
définit un jet sur M.

La théorie des équations différentielles ordinaires dans les espaces
de Banach assure pour tout (m,v) € T,, M V'existence et I'unicité d’une
F-géodésique vyp : Iimow) — M telle y(0) = m et v/(0) = v et telle
que l'intervalle ouvert I(,,.) soit maximal. L’application exponentielle
est alors définie sur 'ensemble (ouvert) Dgy, des vecteurs tangents a
M tel que 1 € I, ) par

Exp,, (U) = Y(mw) (1) .

La dérivée de la restriction Exp,, : T;,M — M en 0,, est I'identité, et
donc d’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage de
m dont chaque point est sur une unique géodésique issue de m. Un tel
voisinage sera dit étoilé.

THEOREME 3.3 (|[Nee02|, 3.6). Soit (M, 1) un espace symétrique
banachique et F' la connection construite au théoréme précédent. Alors
(i) Aut(M, pn) = Aut(M, F).
(ii) F est l'unique jet invariant par toutes les symétries.
(iii) (M, F) est géodésiquement complet ie. Dgy, = TM, et les F-
géodésiques sont les géodésiques au sens des espaces SYmELriques.

(iv) Soit o : R — M une géodésique. Alors les applications 7,5 =
Ta(3) © Oa(0), S € R, sont des automorphismes de (M, ) tels que

Tas(@(t)) = a(t + ),

et To)Ta,s @ Ta@yM — Touts)M est le transport paralléle le long
de «.

Fixons o € M. Du Théoréme 3.3 (iv) on déduit que la géodésique
passant par o et de vecteur tangent v en o est la courbe intégrale passant
par o du champ de vecteur

U= 50v00, © Z.
Le crochet triple défini par

[u’ v, w] = [[17, m’ 1’5](0)

est un systeme triple de Lie sur T,M. Réciproquement, a tout systéme
triple de Lie de dimension fini on associe un espace symétrique (pointé)
connexe et simplement connexe de sorte que les deux catégories sont
équivalentes.

Le lemme suivant nous sera utile deux fois.
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LEMME 3.4. Soit D un ouvert non vide d’un espace symétrique
banachique connexe M tel que o,(D) C D pour tout x € D. Alors
D =M.

DEMONSTRATION. Si D est distinct de M, soit = dans la frontiére
de D. Considérons alors un voisinage étoilé de x. Il existe un point y de
ce voisinage qui est dans D. Alors le milieu de x et y sur la géodésique
passant par x n’est pas dans D car la symétrie qu’il définit envoie y
sur x, et alors par hypothése x serait dans D, ce qui n’est pas le cas.
Pour la méme raison le milieu de ce point et de y n’y est pas non plus.
En prenant ces milieux successifs on obtient une suite de points dans le

complémentaire de D qui converge vers y ce qui est impossible et donc
D= M. O

2. Involutions, systémes triples de Jordan, et géométries
polaires

2.1. Soit V = (V* V) une paire de Jordan sur K. On reprend
I’ensemble des notations du chapitre précédent.

Une involution v = (v, v~) de la paire de Jordan V = (V*, V")
est un isomorphisme de V sur la paire opposée V tel que v? = Idy,
c’est-a-dire tel que

v =)
Une involution définit sur V' une structure de systéme triple de Jor-
dan, ¢’est-a-dire une application trilinéaire T sur V' symétrique en
les variable extérieures et vérifiant 'identité de Jordan, ou I'on a posé
T(x,y)z =T(2,y,2),

T(u,v)T(z,y) =T(T(u,v)x,y) — T(x,T(v,u)y) + T(x,y)T (u,v).
Il suffit pour cela de poser
T(z,y) :=T" (2,0 (y)).

Réciproquement, au systéme triple de Jordan (£, T") on associe la paire
de Jordan (F, E') munie de I'involution v = (Id,Id). Dans un systéme
triple de Jordan on utilise également les notations

L(z,y) = %T(x,y)
{z,y,2} = L(z,y)2
Q(r)y = {7, y,x}.
et
B(z,y) = BT (z,v"(y)).

Sur le plan géométrique, une involution définit sur (X, X ) une pola-
rité, ¢’est-a-dire une identification

p: XT — X~
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telle que p(oy) = o_ et telle que (p,p~') soit un isomorphisme de la
paire affine (X, X ™) sur la paire opposée (X, XT) (voir la prochaine
section pour une définition). Il faut pour cela associer a v une involution
de T'algébre de Lie 3-graduée g = KKT (V) (ie. un automorphisme
involutif renversant la graduation) en posant V(u, X, & X_,v) € g1 X
go X g1,
Ou+ X, o X_+v)=v (v)+v X v v Xtv +v(u).

On obtient alors par conjugaison une involution encore notée 6 sur G¢**
et on définit p : X — X~ par la formule

p(gP™) =0(g)P".
Remarquons que dans le modeéle des 3-filtrations on a simplement
p(f) = 6(f). Alors le sous-groupe (G°*)? des éléments de G*' inva-
riants par 6 agit sur I'espace
M®P = {zx e Xt |zTp(x)}

qui est par définition la géométrie polaire associée a v.

Lorsque (V1 V™) est une paire de Jordan-Banach, et lorsque v est
continue, M® est un ouvert de X+. Nous allons montrer que I’on peut
munir M® d’une structure d’espace symétrique banachique.

2.2. Paires affines. Une paire affine est la donnée d’une paire
d’ensembles (X, X”’) et d'une relation M C X x X' appelée transver-
salité telle que pour tout x € X et 2’ € X', il existe sur

Ve ={ye X | (y,2') e M}
et sur

Vo={y' € X'| (x,y) € M}
une structure d’espace affine (sur K) (cf. [Ber02]).

Un morphisme de la paire affine (X, X', M) sur la paire affine
(Y,Y', N) est une paire d’application
(9:9) : (X, X) — (YY)
telle que (g,¢9')M C N et telle que pour tout = € X et 2’ € X',
g:vx’H%x’ etg/:vx_)‘/g’x

sont des applications affines.

Le théoréme 2.7 énonce que la paire (F,F,T) est une paire affine
et le théoréme 2.8 énonce que (X, X~ T) est une sous-paire affine de
F x F.

Soit (X, X’) une paire affine. Pour les triplets (x,a,y) tels que
(x,a) € M et (y,a) € M on définit

pr(z,a,y) = (L= r)z+ry,
ou la derniére expression se rapporte a la structure affine de V,, et on
définit ) de maniére duale. Alors une application (g,¢") : (X, X’) —
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(Y,Y") préservant la transversalité est un morphisme de paires affines
si et seulement si I'on a

g (z,a,y) = p(gz, g'a, gy),

ainsi que l'identité duale.
Considérons désormais la paire (X, X') = (X, X 7).

PROPOSITION 3.5. Tout élément de g € G définit un automor-
phisme (g1,9-) = (g,9) de la paire (X*, X7).

DEMONSTRATION. Montrons que pour tout g € Aut(g), (g,g) est
un automorphisme de la paire (F,F). Il s’agit de montrer que pour
tout f € F, g induit un isomorphisme de l'espace affine (f,f;) sur
espace affine ((gf)", (9f)1). Soit e € {T et Z € §;. Alors

ad Z adgZ

g(eZ.e) = g™ Zglge = ¢ ge.

O
On peut reformuler la proposition précédente en disant que la structure
affine induite sur gV* =V, , par la carte (¢9V*,p,) est isomorphe a
la structure affine de V,,_.

Notons r,, = p.(z,a,.) et ro, = i/ (a,z,.) pour tout (z,a) €
(Xt x X7)T.
PROPOSITION 3.6. Pour tout r € K* et tout (z,a) € (X x X7)T
la paire d’applications
(ra.a: )
admet une extension en un automorphisme de la paire affine (X, X 7).

De plus cet automorphisme provient d’un élément de G*t. Lorsque V
est une paire de Jordan-Banach 'application

(XTx X)) x Xt - X
(#,a,y) = ro0y
est analytique.
DEMONSTRATION. Pour tout r € K* et tout u e V* =V,_
RETu = ru = p, (04, 0_,u)
et pour tout u € V- =V,
RE u =1~ u = p1(o_, 04, u)

donc hF" définit un automorphisme de la paire (X*, X ™) qui étend
(T0+70—’r_10—»0+)' Si (.I',CL) € (X+7X_)Ta (:zc,a) = (g-OJrag'O*) pour g S
G. Alors gh®g™! étend (14,77 '4.). Remarquons que 'on peut choisir
g=ce ¢, La deuxiéme assertion résulte alors du théoréme
2.16. O

adz

ad xead e~
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La premiére assertion de la proposition précédente fait partie des
axiomes définissant la notion de géométrie projective généralisée (cf.
|Ber02]).

2.3. L’espace symétrique d’une géométrie polaire. On sup-
pose dans toute la suite que V est une paire de Jordan-Banach. En ap-
pliquant la proposition 3.6 aux paires ((—1), @), (—1)p@)z), © € M®),
on obtient :

THEOREME 3.7 (|[BNO5|). La variété M® munie de 'application
ILL(ZL', y) = ,U_l(l',p(l'), y)

est un espace symétrique banachique. De plus le systéme triple de Lie
associé a (M® o,) vérifie
[z,y, 2] =T(z,y,2) — T(y,x, 2).

DEMONSTRATION. Il reste a établir la formule reliant le systéme
triple de Lie au systéme triple de Jordan. Elle découle de I’égalité

v =v+v(v),

ou U est défini aprés le théoréme 3.3. On renvoie a [BN05, Theorem
6.3 (ii)|] pour une démonstration. O

Dans la suite, étant donnée une involution v, on considére I’espace
symétrique M (—P) associé A la polarité définie par —v, mais le systéme
triple de Jordan T est celui associé & v. Ainsi, les géodésiques issues de
o, sont les courbes intégrales des champs

v=uv—rv(v),

ie. les courbes
t— eadt(vfl/(v))'

Notons v?*~1) = ¢™¥(¥) les puissances impaires dans le systéme triple

de Jordan associé a v. Lorsque e24"=*®)o, € V*, on pose,

> 92n—2
tanhv = ™0, = BT (¢ (v),0) ! (Z (2 1),‘”(2n_1)) :
n—1)!

et on a comme dans |[Ber00, X.4|,

tanhv = (coshv) ™! sinh v,

ou .

coshv := Z 2%1' (Q+(v)r™)"
et ZOO

T

lorsque cosh v est inversible.
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3. Involutions positives

3.1. Une involution antilinéaire d’une paire de Jordan complexe
est une involution de la paire de Jordan réelle sous-jacente qui est C-
antilinéaire. Le systéme triple de Jordan associé est alors C-linéaire en
les variables extérieurs et C-antilinéaire en la variable du milieu. En
dimension finie un tel systéme triple de Jordan est appelé hermitien
mais nous éviterons cette terminologie car l'usage lui a donné un autre
sens pour les systémes triples de Jordan-Banach. Aussi dans toute la
suite un systéme triple de Jordan-Banach (sur C) sera implicitement
C-antilinéaire en la variable du milieu. Si E est un tel systéme triple,
on note E l'espace conjugué de E. Alors l'application v : £ — E
qui identifie les espaces vectoriels réels sous-jacent est une involution
antilinéaire de la paire de Jordan (E,FE) telle que le systéme triple
associé est F.

Un systéme triple de Jordan-Banach complexe E est alors dit her-
mitien lorsque pour tout x € E, l'opérateur L(z,x) est hermitien,
ie. el est une isométrie de E pour tout t € R. Le spectre d’un
tel opérateur est alors réel. On dit alors que E est hermitien positif
lorsque pour tout x € E le spectre de L(x,x) est positif ou nul. Soit
V = (V*,V7) une paire Jordan-Banach complexe et v une involution
antilinéaire sur V. On dit que v est hermitienne si le systéme triple
associé est hermitien et on dit que v est positive si le systéme triple est
hermitien positif.

Soit B une algébre (associative) de Banach complexe. Pour = € B,
on note sp(x,B) le spectre de = dans B. Soit E un espace de Banach
complexe. On note alors L(E) lalgébre de Banach des applications
linéaires continues de E. Lorsque B = L(E) et T € L(E), on note
parfois sp(T") = sp(T,L(E)) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. On note
p(T) le rayon spectral de T

Soit V' = (V*,V7) est une paire Jordan-Banach et v une involu-
tion hermitienne. Soit E := V7T le systéme triple hermitien associé.
Rappelons que I'on note L(z,y) = %T+(9c, v(y)). Posons

D={xe V' |sp(L(z,z)) <1}

D est circulaire et étoilé par rapport a 0. Il est donc connexe et simple-
ment connexe. Les théorémes suivant sont les résultats principaux de
ce chapitre :

THEOREME 3.8 (W.Kaup). Si v est positive, alors D est homogéne
sous l’action de ses automorphismes analytiques.

THEOREME 3.9. Si v est positive, alors D C X est la composante
connezxe contenant o, de Uespace symétrigue MP) pour la polarité
associée 4 —v.
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On appelle JB*-triple un systéme triple de Jordan Banach hermitien
positif E tel que pour tout x € F,

|z = p(L(z,2))>.
Autrement dit, le domaine D est la boule unité de E.

COROLLAIRE 3.10 (W.Kaup). La boule unité d’un JB*-triple est
un domaine borné symétrique.

3.2. Deux résultats sur les systémes triples de Jordan. Soit
V une algébre de Jordan-Banach unitaire. On note C'(x) la sous-algébre
engendrée par x et I'élément neutre. Soit P(z) la plus petite sous-
algebre fermée, fortement associative et pleine contenant C(z). On a
alors

Sp(x, V) = Sp(x, P(x)) = sp(x, P(z)) C sp(x, C(x)) = sp(L(x)0(@);

avec égalité lorsque Sp(z, V) est réel.
Le résultat important suivant est du a J. Martinez Moreno (cf.
[IMMB&0]| et [Kau83]) :

THEOREME 3.11. Soit V' une algébre de Jordan-Banach compleze
unitaire. Pour x € Von a

(i) sp(L(x)) C 5(Sp(x) + Sp(x)),
(ii) sp(P(x)) C Sp(x)Sp(x).
Soit (V*,V ™) de Jordan-Banach. Soit (z,y) € V*. Alors
L¥(r,y) = 5T (x,9)

est I'opérateur de multiplication dans V® et on note C(z,y) le plus
petite sous-espace fermé de V' contenant x et stable par L™ (x,y), ie.
la sous-algébre fermée de V® engendrée par z. Dans V¥ @ C1, la
sous-algebre fermée engendrée par x et 1 est C(z,y) ® C1. Alors

Sp(x,y) C sp(L*(x,y), C(z,y) ® C1) = sp(L™(x,y), C(x,y)) U {0},

avec égalité si Sp(x,y) est réel.

COROLLAIRE 3.12. Soit (V*, V™) une paire de Jordan Banach.
Alors ¥ (z,y) € (V*, V™),

(i) sp(L*(z,y)) C 5(Sp(z,y) + Sp(z,y)),
(i) sp(Q+(x)Q-(y)) C Sp(z,y)Sp(z,y),
(iii) sp(B*(z,y)) C (1 — Sp(x,y))(1 — Sp(z,y)).

Considérons maintenant un systéme triple de Jordan-Banach her-
mitien positif F et posons pour tout z dans F,

] = p(L(x, 2))2.
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PROPOSITION 3.13 (|[Kau83|). L’application x — |z|  définit une
semi-norme continue sur FE telle que pour tout x et y dans F,

p(L(x,y)) < |2l Yl -

3.3. Démonstration des théorémes 3.8 et 3.9. Soient V =
(V*, V™) une paire de Jordan-Banach complexe, v une involution her-
mitienne, M(~P) Pespace symétrique associé & —v, et F le systéme triple
de Jordan-Banach hermitien associé a v. Pour tout x de E , le spectre
de L(x,z) est réel. On a d’aprés le corollaire 3.12,

D={zeV"|Sp(z,x) < 1}.
LEMME 3.14. La composante connexe de
VA MEP = {z e V| B(z,z) est inversible}
contenant oy est D.

DEMONSTRATION. Six € D alors 1 n’est pas dans Sp(z, x) et donc
x est dans VT N MP). Comme D est connexe et contient o,, D est
dans la composante connexe de VTN M (P contenant o... Si I'inclusion
était strict, soit « un élément de la frontiére de D dans V+ N MP),
Mais alors 1 € Sp(z, x), ce qui est contradictoire. O

La proposition suivante utilise le calcul fonctionnel holomorphe des
opérateurs sur les espaces de Banach (cf. [Kau77] et [Upm85, 20.6|).

PROPOSITION 3.15. L’application o — tanh « définit une bijection

bianalytique réelle entre ’ensemble
2

Q={aecV"|Spla,a) > —%}
et D.

La proposition précédente assure que tout point de D est atteint par
une géodésique issue de oy, et que lorsque v est positive, tout point de
D est sur une et une seule géodésique issue de o, .
Supposons désormais v positive. Alors
D={zeV™']||z| <1}
Notons
Q= {eM V) c Glaec V)
Alors Q.oy = D. De plus on a

PROPOSITION 3.16. Lorsque v est positive, on a Q(D) C D.

DEMONSTRATION. Soit o € V. Posons ¢ = tanh a. Alors
ead(a—u(a)) _ eadchead —v(c)

I

donc e2d (@) 3 ¢ V* si et seulement 2 Tv(c). Mais si x in D, on a
|z|,, <1 et donc d’aprés 3.13,

p(L(w, ) < |l |~cly <1
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et donc d’aprés 3.12, en notant A le disque unité complexe,
o(Bt(x,—v(c))) C (1-A)(1—-A)cCC".
Donc (z, —v(c)) est quasi-inversible, et xTv(c). O

Le domaine D est donc homogéne. Soit maintenant D la compo-
sante connexe de M(P) contenant o = o,. C’est un espace symétrique
connexe. Le domaine D est inclus dans D, et il est stable par toutes
les symétries o, de D telles que x € D. En effet, la symétrie o, laisse
D stable, et il en est de méme pour tout les symétrie o,, = go,g~" ou
g € Q. On conclut alors grace au lemme 3.4 que D = D.



CHAPITRE 4

Domaines bornés symétriques

1. Domaines bornés symétriques

Un ouvert connexe et borné D d’un espace de Banach E est appelé
domaine borné symétrique si a chacun de ses points est associé un
biholomorphisme involutif de D dont il est un point fixe isolé.

Dans la suite on note L(E) lalgébre de Banach des applications
linéaires continues de F, et GL(E) le groupe des éléments inversibles
de L(E).

1.1. Le groupe des automorphismes de D et son algébre de
Lie. Lorsque M est une variété banachique complexe, on note Aut(M)
le groupe des biholomorphismes de M, et on note aut(M) 1’ensemble
des champs de vecteurs holomorphes complets sur M.

Soit D un domaine borné symétrique. Alors Aut(D) est un groupe
topologique pour la topologie de la convergence uniforme locale. Le
théoréme suivant a été démontré (indépendamment) par H. Upmeier
et J-P. Vigué.

THEOREME 4.1. Soit D un domaine borné symétrique. Alors

(i) L’ensemble aut(D) est une sous-algébre de Lie de ’algébre de Lie
des champs de vecteurs de D, qui peut étre munie d’une norme
qui en fait une algébre de Lie-Banach.

(ii) Le groupe (topologique) Aut(D) est un groupe de Lie-Banach agis-
sant analytiquement sur D, et dont l’algebre de Lie s’identifie a
Ualgébre de Lie-Banach aut(D).

En dimension finie, tout biholomorphisme de D est une isométrie
pour la métrique de Bergman. Dans le cadre banachique on utilise
la métrique de Caratheodory. Soit A le disque unité complexe, 6 une
métrique sur A invariante par Aut(A), et Hol(D, A) 'ensemble des
applications holomorphes de D dans A. Alors

op(m,n) := sup{d(f(m), f(n)) | f € Hol(D, )} .

définit une métrique sur D uniformément équivalente a la métrique
induite par la norme de E et donc compatible (cf. [Upm85, 12.1-12.4)).

Une wariété banachique métrique complexe (M,d) est une variété
banachique complexe M munie d’une métrique compatible d. On note
Aut(M,d) le groupe des isométries biholomorphes de (M, d). C’est un

39
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groupe topologique pour la topologie de la convergence uniforme lo-
cale. Par construction tout biholomorphisme de D est une isométrie et
donc (D, dp) est une variété banachique métrique complexe telle que
Aut(D) = Aut(D, ép). Le théoréme précédent peut alors se déduire (en
partie) du résultat plus général suivant.

THEOREME 4.2 (|[UpmT76]). Soit (M,d) variété banachique mé-
trique complexe. Alors
(i) L’ensemble

aut(M,d) = {€ € aut(M) |Vt € R, exptl € Aut(M,d)}

est une sous-algébre de Lie de l’algebre de Lie des champs de
vecteurs sur M et c’est une algébre de Lie-Banach pour une norme
convenable.

(i1) Il existe une topologie sur Aut(M,d) qui en fait un groupe de Lie
agissant analytiquement sur M. Son algébre de Lie s’identifie a
Ualgébre de Lie-Banach aut(M,d).

La topologie dont (i) énonce I'existence est en générale strictement
plus fine que la topologie de la convergence uniforme locale, mais pour
les domaines bornés symétriques les deux topologies coincident (cf.
corollaire 4.13). Notons que la démonstration de J.P. Vigué utilise aussi
la métrique de Caratheodory (cf. [Vig76]).

Fixons un point o € D. On a les versions topologiques suivantes du
théoreme d’unicité de Cartan et de sa version infinitésimale :

THEOREME 4.3 ([Vig76]).
(i) L’application
Aut(D) — D x GL(E), g+~ (9(0), Dg(0)),
est un homéomorphisme sur son image.
(i1) L’application
aut(D) — E x L(E), &£ (§(0), Dg(0)),
est un homéomorphisme sur son image.

Tout élément g € Aut(D) définit un automorphisme de [ = aut(D) par
la formule

(9:8)(9(x)) = Dy(x)¢(x).

Soit s, la symétrie associée a o. Alors (s,)? = Id donc
[=t&q,
ou
t={€el](s)L =6}
q={& €] (s0)f =—E}
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Alors I'application
[— E, ¢+~ £(o)
a pour noyau £ et on a le résultat capital suivant :

THEOREME 4.4 ([Vig76|). L’application
q—E, &= &),

est un isomorphisme d’espaces de Banach.

COROLLAIRE 4.5. Aut(D) agit transitivement sur D.

COROLLAIRE 4.6. Le domaine D est un espace symétrique bana-
chique, ie.

(z,y) = s2(y)
est analytique (réelle en la premiére variable et compleze en la seconde).

1.2. La carte canonique, la réalisation de Harish-Chandra.
L’algébre de Lie-Banach [ est purement réelle :

LEMME 4.7. On a

[Nl ={0}.

THEOREME 4.8 (|[Vig76|). Il existe une carte locale au voisinage
de o € D envoyant o sur 0 € E dans laquelle, si ['on note &, l'unique
élément de q tel que &,(0) = v, le champ n, = %(fv —i&;y) est constant
égale a v. Dans une telle carte, les automorphismes de D fixant o sont

représentés par des automorphismes linéaires, les champs de € sont li-
néaires et les champs de q s’écrivent

§o(2) = 2 = Q2)v
ot Q : B+ L(E) est quadratique.
Posons
(9,2 = 5 (Q + 1)z~ Q)2 — Qw)2).
Alors les régles du crochet sur [ = € @ g impliquent que

(#,y,2) = {z,y,2}

est un systéme triple de Jordan-Banach.

Les résulats précédents s’étendent aux varitétés banachique mé-
triques complexes symétriques (cf. [Vig82]). Dans le cas des domaines
bornés symétriques, Vigué démontre de plus le résultat fondamental
suivant :

THEOREME 4.9 (|Vig76|). La carte locale précédente se prolonge
en un isomorphisme de D sur un domaine borné cerclé et étoilé par
rapport a l’origine.



42 4. DOMAINES BORNES SYMETRIQUES

L’existence d’une réalisation comme domaine borné cerclé et étoilé par
rapport a l'origine avait été démontrée en dimension finie par Elie Car-
tan (en utilisant la classification des domaines bornés symétriques) puis
Harish-Chandra.

Dans toute la suite on considére toujours D dans cette réalisation.

On note Aut(E) le groupe des automorphismes (continus) du sys-
téme triple de Jordan-Banach F, c¢’est-a-dire ’ensemble des g € GL(E)
tels que pour tout x,y,z € F,

{97, 9y,92} = g{x,y, 2}
, et on note aut(£) l'algébre de Lie des dérivations de E. On note
U(E) := U(E, |-|) le groupe des isométries surjectives de F.

PROPOSITION 4.10. Un automorphisme de D fize l'origine si et
seulement si ¢’est un automorphisme du systéme triple de Jordan-
Banach associé, ie.

Aut(D)g = Aut(F)
et donc
t=aut(F).
COROLLAIRE 4.11. Soit E un JB*-triple. Alors
Aut(E) = U(E).

DEMONSTRATION. On a Aut(E) C U(E). De plus, la boule unité
de E est un domaine borné symétrique, et le systéme triple associé est

celui de E. Donc U(E) C Aut(E). O

Le théoréme suivant montre que Aut(£) est un groupe de Lie pour la
topologie induite de celle de la norme de E.

THEOREME 4.12 (|[HKT77]). Soit A une algebre de Banach asso-
ciative unitaire, A* le groupe des éléments inversibles de A et G un
sous-groupe de A, algébrique de degré d au sens ot

G={ge A" |VfEF f(g,97") =0}

pour une famille F' de polynomes (a valeurs dans un espace de Banach)
de degré plus petit que d. Alors G est un groupe de Lie-Banach dans la
topologie induite.

COROLLAIRE 4.13. La topologie sur Aut(D) pour laquelle c¢’est un
groupe de Lie coincide avec la topologie de la convergence uniforme
locale.

2. Le théoréme de Kaup

2.1. Un critére de positivité pour les systémes triples de
Jordan hermitiens.
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LEMME 4.14 (|[Kau83|, lemma 3.6). Soit E un systéeme triple de
Jordan Banach hermitien tel que

reE, oL(x,x)) <0=2=0.
Alors E est positif.

2.2. Le théoréme de Kaup. Dans cette partie nous démontrons
ce théoréme du & W. Kaup :

THEOREME 4.15. Soit D un domaine borné symétrique d’un es-
pace de Banach E. Le systéme triple de Jordan-Banach associé a D
est un JB*-triple pour une norme équivalente a celle de E, et D est
biholomorphe a la boule unité de E pour cette norme.

Supposons D dans sa réalisation comme domaine borné cerclé étoilé.
Soit (E,E) la paire Jordan et v = (Id,Id) l'involution antilinéaire
associés au systéme triple de Jordan Banach (F, L), ou L(z,y)z =
%T(m, y, z). Soit M (=P Pespace symétrique associé a —v. Tout d’abord,
nous voulons une norme (équivalente a celle de départ) pour laquelle
(E, L) soit un systéme triple de Jordan-Banach hermitien. Pour cela
nous suivons H. Upmeier (cf. [Upm87, 2|) et utilisons la norme de
jauge x — ||z|| associée a I'adhérence de 'enveloppe convexe coD de
D, de sorte que

coD ={x € E|||z|]| < 1}.

Cette norme est bien équivalente a celle de départ puisque D est ouvert
et borné.

PROPOSITION 4.16. Lorque E est muni de la norme ||-||, le systéeme
triple de Jordan-Banach (E, L) est hermitien.

DEMONSTRATION. Soit x € E. On a
1
iL(x,z) = §(L(zx,x) — L(z,ix))
1

— Z[zx — V(il’),x — V(x)]’

donc e®?) ¢ ¢ et donc pour tout z € E et pour t € R,
HeitL(a:,x)ZH < |l2l],
ce qui implique que itL(x,z) est hermitien pour ||| O
Le théoréme 4.15 découle de la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 4.17. La composante connexe de M(™P) contenant o
coincide avec D.

DEMONSTRATION. Le champs de vecteur &,(z) = z — Q(2)v est
complet sur D donc pour tout v € E, tanhv € D. En particulier,
D :={zx eV |sp(L(xz,x)) < 1} est contenu dans D.
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Supposons que pour z € FE on ait sp(L(z,z)) < 0. Alors pour
tout t € R, sp(L(tx,tz)) = t*sp(L(x,x)) < 0. Donc pour tout ¢ € R,
tr € D C D, ce qui implique x = 0 puisque D est borné. Le lemme
4.14 s’applique et (E, L) est positif. Rappelons qu’alors

D={ve k|, <1},

ce qui implique que (@) (D) c D pour tout o € E et que D est
la composante connexe de M(~P) comprenant o (c’est le théoréme 3.9).
Mais on a aussi €24 (@=(®))(D) C D pour tout o € E. Cela entraine que
les symétries de I'espace symétrique D s’obtiennent comme restrictions
des symétries de D. En effet, soit x € D. Alors la symétrie en = de
D est s, = gs,g~ " ot g = (@ (@) pour un certain o € F tel que
tanh a = z. Comme la symétrie s, = — Id est la méme pour les deux
espaces symétriques, il en est de méme pour s,. Nous sommes donc
dans la situation du lemme 3.4 et donc D = D. U

Donnons un corollaire (cf. [Upm85, 20.25]), qui donne une nouvelle
définition des JB*-triples.

COROLLAIRE 4.18. Un systéme triple de Jordan hermitien positif
E est un JB*-triple si et seulement si pour tout v € F,

{2, 2,2} = |af”.
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CHAPITRE 5

L’indice de transversalité abstrait dans les
JBW*-triples

Dans ce chapitre nous introduisons l'indice de transversalité abs-
trait de deux tripotents inversibles d'un JBW™*-triple E, en utilisant la
structure de treillis de I’ensemble des tripotents. Nous montrons alors
son invariance par ’action de la composante neutre L du groupe des
automorphismes de la boule unité D de E. Nous commencons par rap-
peler les propriétés de bases des tripotents, et leur lien avec la géométrie
de la frontiére de D.

1. Les tripotents

1.1. Les tripotents inversibles. Considérons un systéme triple
de Jordan E. Un élément x est dit inversible lorsque Q(z) lest. On
note E* '’ensemble des éléments inversibles de F, et pour tout x € E*
on pose

et on a
(m#)# =z
et
L(x,2%) =1d.
On appelle tripotent tout élément = de E tel que
Qz)z =z,

et on note 7 leur ensemble. On note par ailleurs ¥ I’ensemble des
tripotents inversibles
Y = {x € E | x inversible et 27 = 2 }.
Pour tout e € 7 on a d’aprés I'identité de Jordan :
(JT) Q(e)z = 2L<67 6)2 - L(@, 6)
et donc
Y={reF|L(zx,z)=1d }.

Soit e € . Alors e est neutre dans lalgébre de Jordan E© donc

les éléments de X sont parfois appelés unités, ou éléments unitaires. De

plus, on a Q(e)* = Id et Q(e) est un automorphisme de E, comme on
le voit en linéarisant la formule suivante (qui découle de (J3)),

Q(Q(e)r)Q(e) = Q(e)Q(x).

47
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Dans I'algébre de Jordan E(®) on note
= Q(e)x.

Puisque, toujours dans E®) on a P(x) = Q(z)Q(e), I'élément 2 est
inversible dans E(© si et seulement si il 'est dans E, et on a

z7t = Q(e)z?.

En particulier,
Y={rec B9 |2 =z}
Rappelons enfin la formule (cf. |Loo75, 2.12))

B(z,y) = Q(y* — 2)Q(y).
Il en découle que dans E©), si z € 3,

Pz —e) =Qz —¢)Q(e) = B(z,e).

Supposons maintenant que E est un systéme triple de Jordan sur
C antilinéaire en la variable du milieu. Soit e € 3. Alors Q(e) est
antilinéaire : c¢’est une involution de I’algébre de Jordan unitaire com-
plexe E(¢). Réciproquement, toute algébre de Jordan unitaire complexe
(E, o) avec involution (ie. automorphisme C-antilinéaire) x +— x* défi-
nit un systéme triple de Jordan (antilinéaire en la variable du milieu)
en posant

{z,y,z} =z0(yoz)—(roz)oy" + (roy")oz.
I1 s’agit du systéme triple associé a la paire (F,F) et a l'involution
antilinéaire * : £ — E. Le systéme triple défini par E(©) et Q(e) est celui
de départ : on obtient ainsi une correspondance bijective entre systémes
triples de Jordan avec unité distinguée et algébres de Jordan unitaires
avec involution. Aux JB*-triples avec unité distinguée correspondent
les JB*-algébres unitaires. En fait les JB*-algébres unitaires sont les
algébre de Jordan-Banach (complexe) unitaires avec involution telles
que le produit triple défini ci-dessus vérifie |{z,z,z}| = |z|°. I faut
alors voir que lopérateur L(x,x) = {x,z,.} est hermitien positif (cf.
|[Upm85, 20.35|). Reciproquement, il n’est pas trivial que ’algébre
de Jordan défini a partir d’'un JB*-triple soit une algébre de Jordan-
Banach, ie. verifie
[z oyl < |z[lyl.

Cela résulte du théoréme suivant (puisque les tripotents non-nuls sont
de norme 1), dont la seule démonstration (& notre connaissance) utilise

le théoréme de Gelf’and-Naimark pour les JB*-triples (démontré par
Y. Friedman et B. Russo) :

THEOREME 5.1 (|[FR86|). Soit E un JB*-triple. Alors pour tout
x,y etz dans F on a

{z,y, 23] <[l |yl =]
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Notons de plus que dans une JB*-algébre (cf. [Upm85, 20.30|),
"] = |af.

Une algébre de Jordan-Banach réelle A est appelée une JB-algébre
lorsque

a?| = |a]* et |a?| < |a®+b?|.
La partie autoadjointe d’une JB*-algébre est une JB-algébre, et la
réciproque est vraie : il existe une et une seule facon d’étendre la norme

d’une J B-algébre a sa complexification pour faire de celle-ci une JB*-
algébre. C’est un théoréme du a J.D. Maitland Wright (cf. [Wri77]).

EXEMPLE 5.2. Une C*-algébre E de produit (z,y) — xy devient
un JB*-triple pour le produit triple

1
{z,y,2} = §(xy*z + zy*x).

Nous renvoyons a |[Upm85, 20.10] pour une démonstration.
Supposons que la C*-algébre E posséde un neutre e. Alors les deux no-
tions d’inversibilité coincident. En effet, si x € E est inversible au sens
des C*-algébres, alors Q(z) est inversible avec Q(z)~! = Q((z71)"),
et donc 2% = (27!)". Réciproquement, si Q(z) est inversible, soit
y = Q(z)"'e. On a e = wy*z donc x posséde un inverse a droite et
a gauche, et est donc inversible.

Les tripotents sont les éléments tels que xz*x = x. On les appelle aussi
isométries partielles. La terminologie provient de I'exemple de la C*-
algeébre L(H) des opérateurs linéaires continus sur un espace de Hilbert
H : rappelons qu'un élément u € L(H) est une isométrie partielle si il
vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) vu*u = u,

(i) wu* et u*u sont des projecteurs,

(iii) u : (keru)t — H est une isométrie.
Les tripotents inversibles sont (toujours lorsque F posséde un neutre)
les élément unitaires. Soit u un tripotent inversible. Le produit

1 * *
oy y = S(ru'y +yu'w)

et U'involution

" =ux*u
munissent £ d’une structure de JB*-algébre de neutre u . L’inverse

(pour ce produit) d’un élément inversible x est alors

—1u —1

T =ur u.

Lorsque E = L(H) et u = e, la partie autoadjointe de E est la JB-
algebre Herm(H) des opérateurs hermitiens de H.
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1.2. La décomposition de Peirce. Soit e € 7. D’apreés (J2),
Qe)Lle, ) = Lie, )Q(e) = Qe),

et donc lorsque ’on multiplie (JT) par L(e, e) on obtient
Q(e)* = 2L(e,e)® — L(e, e)*.

Il vient alors, en comparant cette égalité a (JT),

L(e,e)(2L(e,e) —Id)(L(e,e) — Id) = 0.

L’espace de Banach E admet donc la décomposition de Peirce

E=F(e)® E%(e) @ Ey(e),

ou E,(e) est 'espace propre associé a la valeur propre « de L(e,e). On
note P,(e) le projecteur spectral correspondant, et alors

Pi(e) = Q(e)*, Pile) =2(L(e,e) — Q(e)?), Pole) = Ble,e).
L’identité de Jordan conduit aux régles suivantes :
{Ei,E;, Ex} C Ei_jiy,
On a de plus (cf. par exemple [Upm85, 21.9.3]),
{E1, Eo, E} = {Ey, By, E} = {0}.

La discussion du 1.1 s’applique au sous-JB*-triple Fi(e) puisque e est
un tripotent inversible de Fi(e) : ¢’est une JB*-algébre d'unité e pour
le produit z oy = {x,e,y} et 'involution Q(e)|g, (), et sa partie réelle
(ou autoadjointe) A(e) est une JB-algébre.

Un tripotent e est dit mazimal lorsque Ey(e) = {0}, autrement dit
lorsque L(e, e) est inversible. On note S 1’ensemble des tripotents maxi-
maux. Lorsque E est de dimension finie, le groupe des automorphismes
de F agit transitivement sur S, et donc si X est non vide, alors S = .

EXEMPLE 5.3. Soit E = L(H) et u une isométrie partielle. Alors
en écrivant les définitions on voit que

Ey(u) ={z € E| z(keru) C imu et z(keru) = {0} },
= L(ker u™, imu).

On sait que F;(u) est une JB*-algébre pour le produit i (zu*y + yu*z)
(en considérant u* : kerut — imu) et Uinvolution z — uz*u. Cette
J B*-algébre est isomorphe a la J B*-algébre L(ker ut) (avec le produit
et I'involution standard) grace a l'application z — u*x. On a d’autre
part

Ei(u) = {r € E|z(keru®) C imu* et z(keru) C imu},

%
= L(ker u*, imu™") @ L(ker u, im u),
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et
Ey(u) = {z € E | z(keru™) = {0} et z(keru) C imu’},
= L(ker u, im u™).
Un tripotent est maximal si et seulement si v*u = 1 ou uu* = 1. Dans le

premier cas L(H) = L(H,imu @ imu') = L(H,imu) ® L(H,imut) ~
L(H,H)® L(H,imut) = L(H, H ® imu?).

1.3. La variété des tripotents et des idempotents. Soit e €

7. Pour

v=ivi 1€ iA(e) ® Ei(e)

N|=

on pose

K = S(L(vr,€) + Lie, ) +2(L{vy, €) = Lie,vy).
[’endomorphisme £k, est une dérivation de E. La proposition suivante
est due a J. Sauter (cf. [Sau95, 4.4|)

PROPOSITION 5.4. L’ensemble des tripotents T est une sous-variété
de E dont l'espace tangent en e € T est

T.7T =iA(e) ® £ (e),

et l'application v — exp k9 e est une carte locale de T en e. En parti-
culier, Aut(FE) agit localement transitivement sur E.

Soit maintenant e € X, de sorte que E = A(e) @ iA(e). On note
P(©) Pensemble des idempotents de A(e). On a bien sir P¢) C 7. Soit
p € P©). Chaque sous-espace E,(p), a € {0, %, 1} est stable par Q(e),
et A,(p) = Ea(p) N A(e) est I'espace propre associé a la valeur propre
a de Popérateur L(p) = L(p,e) de A(e). On a alors la proposition

suivante (cf. [CIO00]).

PROPOSITION 5.5. Soit e € . Alors Uensemble P'©) des idempo-
tents de A(e) est une sous-variété directe de T, dont l’espace tangent

en p est A%(e). Lorsque v € A%(e), endomorphisme kP est une déri-
vation de A(e), et Uapplication A%(e) — Py - exp kP p, est une

carte locale de P©) en p.

1.4. La frontiére d’un domaine borné symétrique. Soit B
est un domaine convexe d’un espace de Banach complexe FE. Rappe-
lons que I'on note A le disque unité complexe. On appelle composante
holomorphe de B un sous-ensemble non-vide A C B tel que

(i) Toute application holomorphe f : A +— B telle f(A)NA # 0
vérifie f(A) C A.

(ii) A est minimal par rapport a (i).
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L’ensemble B est la réunion disjointe de ses composantes holomorphes,
et on peut montrer que B est I'une d’entre elles, les autres étant conte-
nues dans 0B. On définit de méme les composantes K-affines, K = R
ou C, en considérant les applications affines f : ANK +— B. Lorsque
B est la boule unité de F, les composantes holomorphes et C-affines
sont les mémes (cf. |[KS00, Proposition 4.2]).

Les points holomorphiquement (resp. K-affinement) extrémes sont
les points qui a tels que {a} est une composante holomorphe (resp. K-
affine). Supposons maintenant que E est un JB*-triple et que B = D
est la boule unité de E. On alors la proposition suivante (cf. [KU77,
3.5] et [BKUTS, 4.1]) :

PROPOSITION 5.6. Soit e € D. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) e est un tripotent mazimal,
(i1) e est holomorphiquement extréme,
(iii) e est R-affinement extréme,

(iv) e est C-affinement extréme.
Dans l'article [KS00| on a le résultat suivant :

THEOREME 5.7 (Kaup-Sauter). Pour tout tripotent e € T, la com-
posante holomorphe de D contenant e est

J. = e+ (Ey(e) ND).

2. Le treillis des tripotents dans les JBW*-triples

Lorsque F est un espace de Banach, on note £* le dual topologique
de E, et on note E; la boule unité fermée de F.

2.1. Les JBW*-systémes. Soit E un espace de Banach. Si F
admet un prédual, c’est-a-dire si il existe un espace de Banach F' tel
que E = F*, alors (F*)* = E* et donc I'injection canonique d’un espace
de Banach dans son bidual identifie /' & un sous espace de E*. On dira
donc que E a un unique prédual si il existe un unique sous-espace
fermé de E* qui est un prédual de E dans cette dualité. Lorsque E
admet un prédual F,, on peut le munir de la topologie faible-* : c’est
la topologie la moins fine rendant les applications ¢ € F, continues.
Cette topologie est moins fine que la topologie faible (pour la quelle on
considére toutes les formes linéaires continues) qui est elle-méme moins
fine que la topologie de la norme. La boule unité de E est compact pour
la topologie faible-x.

Soit A une JB-algebre. Le cone des carrés A, est un cone convexe
propre fermé de A. Il induit une structure d’ordre sur A en posant

r<y&sy—xe A,
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Une forme linéaire continue ¢ sur A est dite positive lorsqu’elle verifie
¢(Ay) C [0,400[. On dit que A est une JBW -algébre lorsque

(i) Toute famille (z,) croissante bornée posséde une borne supérieure
r = sup(x,) :

Va, oo, <z et Vo, 2, <y) =z <.

(ii) L’ensemble des formes linéaires positives normales, c’est-a-dire
telles que (p(x,)) converge vers p(sup(x,)) pour toute famille
(o) croissante bornée, sépare les points de A.

Notre référence pour la théorie des JB-algébres et des JBW -algébres
est [HOS84|. Une JBW-algébre est automatiquement unitaire (cf.
[HOS84, 4.1.7]). Une J B-algébre est une JBW -algébre si et seulement
si elle posséde un prédual. Celui est alors unique : il s’agit de ’ensemble
des formes linéaires normales (cf. [Shu79] et [HOS84, 4.4.16]).

Une JBW *-algébre est une JB*-algebre qui a un prédual. Une JB*-
algebre est une JBW*-algebre si et seulement si sa partie auto-adjointe
est une JBW -algebre. La partie autoadjointe de son prédual s’identifie
alors au prédual de sa partie autoadjointe.

Un JBW*-triple est un JB*-triple qui a un prédual. Celui-ci est
alors unique et le produit triple est séparément continue pour la topo-
logie faible-x (cf. [Hor87, BT86, Din86]).

EXEMPLE 5.8. D’aprés le théoréme de Sakai, une C*-algébre est
une algébre de von Neumann si et seulement si elle admet un prédual.
Les algébres de von Neumann sont donc des JBW *-algébres.

Soit (€2, 1) un espace mesuré de mesure totale o-finie et L™(Q, 1) la
C*-algébre des (classes de) fonctions (complexes) mesurables essentiel-
lement bornées sur 2. Notons L' (€2, 1) espace de Banach des fonctions
sommables. Alors

LN, )" = L(Q, )
et donc L>(£2, pt) est une algébre de von Neumann et donc une JBW*-
algébre.
Un espace topologique compact K est dit stonéen si la fermeture de
tout ouvert est encore ouvert. Dans ce cas toute suite de fonctions
réelles continue croissante bornée admet une borne supérieure dans
I'espace Cg(K) des fonctions réelles continues sur K. Le compact K est
alors dit hyper-stonéen si les formes linéaires positives (ie. les mesures
positives) normales séparent les points de Cgr(K).
L’ensemble Herm(H) des opérateurs autoadjoints sur 'espace de Hil-
bert complexe H est une JBW-algebre : c’est la partie autoadjointe de
L(H), dont le prédual s’identifie a 'ensemble L;(H) des opérateurs a
trace sur H.

2.2. Le treillis des tripotents. Un treillis est un ensemble par-
tiellement ordonné tel que tout sous-ensemble & deux éléments {a, b}
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admet une borne supérieure
aVb:=sup{a,b},
et une borne inférieure
aAb:=inf{a,b}.
Un treillis est dit complet lorsque tout sous-ensemble non-vide admet
une borne supérieure et une borne inférieure.
Nous commencons par décrire la structure de treillis de ’ensemble
des idempotents (ou projections) d’une JBW -algébre.
Soit. A une JBW-algébre de neutre e. L’ensemble P des projections
de A est un ensemble partiellement ordonné par I'ordre induit de celui
de A. Soit a € A. On note W(a) la sous-algébre de A fermée (pour

la topologie faible-x) engendrée par a et e. Alors W (a) est une JBW-
algébre associative (|HOS84, 4.1.10]).

LEMME 5.9 ([HOS84|, 4.2.6). Soit a € A. Il existe une plus petite
projection r(a) dans A telle que r(a) o a = a. De plus r(a) est dans

W{(a).

EXEMPLE 5.10. Lorsque a € Cgr(K) ou K est hyperstonéen, r(a)
est la fonction caractéristique du support de a. Lorsque a € Herm(H ),
r(a) est le projecteur orthogonal sur I'adhérence de im a.

Pour p € P, notons p- = e — p. Le lemme précédent permet de munir

P d’une structure de treillis en posant pour tout p et ¢ dans P :
pVa=r(p+q), pAg=(r(p"Vg)*

On montre, en utilisant I'existence d’une borne supérieure dans A pour

toute famille croissante bornée, que ce treillis est de plus complet (cf.

|[HOS84, 4.2.8]).

Soit E un JB*-triple. Deux tripotents u et v sont dits orthogonaux
lorsque 1'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) L(u,v) =0,
(i) L(v,u) = 0,
(iii) {w,u,v} =

(){UUU}—O

On munit 'ensemble des tripotents d’une structure d’ordre partiel en
posant : u < v si et seulement si v —u est un tripotent orthogonal a w.
Le lemme suivant ([ER88, 2.4|) est important :

LEMME 5.11. Soit E un JBW*-triple et v un tripotent de E. Alors

(i) Un élément u de E est un tripotent tel que u < v si et seulement
si u est un idempotent de A(v).

(i) Deux tripotents uy et us plus petits que v vérifient u; < ug si et
seulement si us —uy > 0 dans A(v).
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Dans l'article [ER88|, C.M. Edwards et G.T. Riittimann montrent
que la structure de treillis de I'ensemble des tripotents est liée a la
structure faciale des boules unités de E et de son prédual.

Soit V' un espace vectoriel complexe et C un convexe de V. Une face
de C est un convexe F' de C vérifiant : tout segment (sans les extrémités)
contenu dans C dont l'intersection avec F' est non vide est contenu dans
F. Si f est une forme linéaire sur V, on note H; I’hyperplan (réel)

Hy={zx eV |Rf(x) =1}

La face F est dite exposée lorsque il existe une forme linéaire f sur V
telle que C C {z € V | Rf(z) < 1} et F = HyNC. Lorsque (V, 1)
est un espace vectoriel topologique, on dit que F' est T-exposée si de
plus f est continue pour 7. Une intersection finie de faces 7-exposées est
encore T-exposée, et une intersection quelconque de faces T-exposées est
appelée T-semi-exposée. L'ensemble des faces 7-fermées est un treillis
de maniére naturelle, et 'ensemble des faces 7-semi-exposées est un
treillis complet.

Notons n la topologie de la norme sur F,. Une face F de (FE,); est
n-exposée si et seulement si il existe a € E de norme |a] = 1 tel que
F :=F,:={f € E, | f(a) = 1}. Cela résulte du fait que (E,); est
circulaire et étoilé par rapport a 0. La proposition suivante montre que
a peut étre choisi tripotent.

PROPOSITION 5.12 ([FR85]|, Proposition 8). Soit F' une face expo-
sée de (Ey) : F = {f € E. | f(a) = 1} pour a € E tel que |a| = 1.
Alors il existe un unique tripotent u(a) tel que F' = Fyq).

Soit 'ensemble 7 = T U {w}, ot w n’appartient pas & 7, et est
supposé plus grand que tous les éléments de 7.

LEMME 5.13 (|[ER88|, 3.2). L’application u — F,, w — (E,)1,
est un isomorphisme de lespace ordonné T sur l’espace ordonné (par
Vinclusion) des faces n-exposées de (E.);.

En utilisant le lemme 5.11 et I'existence d’une borne supérieure pour
les familles croissantes bornées dans les JBW -algébres, on montre que
toute face n-semi-exposée de (E,); est n-exposée, ce qui revient & munir

T d’une structure de treillis complet.

LEMME 5.14 ([ER88|, 4.1). L’application uw — F,, w +— (E.)
est un isomorphisme de l'espace ordonné T sur l’espace ordonné (par
Vinclusion) des faces n-semi-exposées de ().

On a de plus :

THEOREME 5.15 ([ER88|, 4.4). Toute face n-fermée de (E,), est
semi-exposée et donc lapplication uw — F,, w — (E,); est un isomor-
phisme du treillis T sur le treillis des faces n-fermée de (E.);.



565. L’INDICE DE TRANSVERSALITE ABSTRAIT DANS LES JBW*-TRIPLES

Pour tout tripotent u on pose 7, = {z € Ey | Vf € F, f(z) = 1} et
on pose F, = E; =D. On note f-x la topologie faible-x.

THEOREME 5.16 (|[ER88|, 4.6). L’application u — F, est un anti-
1somorphisme du treillis T sur le treillis de faces f-x-semi-exposées de
D,etsiueT,

Fu=u-+ (Ey(u) ND).

3. L’indice de transversalité abstrait, son invariance

Soit £/ un JBW*-triple. Soit D la boule unité de £, 7 ’ensemble des
tripotents et 3 Pensemble (supposé non vide) des tripotents inversibles
de E. Rappelons que Aut(F) agit localement transitivement sur 7, et
soit K = Aut(E)° sa composante neutre.

DEFINITION 5.17. Soit E un JB*-triple. Un couple (z,y) € E? est
dit transverse lorsque B(x,y) est inversible.

Soit (e,d) € X xX. Soit p := eAd le plus grand élément de I’ensemble
de tripotents plus petits que e et d. On définit I’indice de transversalité
abstrait du couple (e,d) comme la composante connexe de la variété
des tripotents contenant p, ou, ce qui revient au méme, comme la K-
orbite de p. Notons que p est une projection a la fois dans A(e) et dans
A(d), et que F, = p+ Eo(p) N D est la plus petite face de D fermée
pour la topologie faible-x contenant e et d.

En dimension finie, une définition de I'indice de transversalité uti-
lisant les faces de D se trouve dans l’article [CINO6|.

PROPOSITION 5.18. S@ deux tripotents sont transverses alors leur
indice de transversalité abstrait est nul (ie. est {0}).

Soit L = Aut(D)° la composante neutre du groupe des automor-
phismes de D. Rappelons que 1’algeébre de Lie de L s’écrit [ = €& g ou
t = aut(F) et ¢ ~ E. La composante neutre K de Aut(FE) coincide avec
le stabilisateur L de 'origine dans L (parce que Aut(D) ~ Aut(D)oxQ
ou Q = exp(). Le groupe de Lie-Banach L agit (analytiquement) sur
Y (cf. par exemple [N@06, Corollary 2.2]).

THEOREME 5.19. L’indice de transversalité abstrait est invariant
sous Uaction de L sur 2 x 2.

Ce résultat va étre un corollaire du théoréme suivant :

THEOREME 5.20. Soit e € T et soit J. la composante holomorphe
de D contenant e. Le normalisateur Ny dans L de J. est un sous-
groupe de Lie-Banach de L et l'on a

L = KN = NgK.
Nous avons besoin des deux propositions suivantes qui se trouvent dans

[Loo77, 9.12-15] et dont les démonstrations s’étendent sans modifica-
tion au cadre banachique.
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PROPOSITION 5.21. Soit e un tripotent et & ['unique élément de q
dont la valeur a Uorigine est e. On note I, = {X € [|ad{X = aX}.
Alors

=101 D

avec
h=t®{{& | ve Ale) ®Eyle)} ou b ={Xect]|X(e) =0},
Ly = {6 F 2(L(v,¢) — L(e,v)) | v € By (e)},
o ={& F2L(v,e) | v € iA(e)}.
PROPOSITION 5.22. Soit ny = lo @ 1, ® lp. Alors
ne ={£el|Vze Eye)ND, £le+z) € Eyle)}.
On peut alors donner la

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.20. (1) Soit Ad : L — GL(I)
la représentation adjointe. Posons

Ny ={l e L|Ad()ne) Cngl}

Alors Me) =Ad! (Me)) ol Me) = {g S GL([) | g(n(e)) - n(e)}, et Me)
est un sous-groupe de Lie-Banach de GL(I) d’aprés [Nee04, Lemma
IV.12] et donc N,y est un sous groupe de Lie-Banach de L.

(2) Le groupe N stabilise 7.. En effet, soit n € N(,. Comme 7,
est une composante holomorphe de D, il suffit de montrer que pour un
x € Jo, nx € J, . Supposons n = exp&. Alors il existe un 7 > 0 tel
que

Vo<t<T, exp(tl.xze .

Soit k € N tel que < 7. Alors exp (3€).z € J. et donc exp (£€).y € Je
pour tout y € J, et donc (exp ).z = (exp (%5))’“3: € J., et c’est encore
vraie lorsque n est un produit exp &; . ..exp & avec chaque §; dans n).

(3) Le groupe N,y agit transitivement sur D. En effet, 'application

ne — oD, & £(0),

est surjective donc l'orbite NV).0 est ouverte mais aussi fermée car L
(donc N()) agit par isométries pour la métrique de Caratheodory et
donc on peut appliquer [Upm85, Lemma 8.21|. Il en résulte que

L =Nk = KN

(4) Le normalisateur dans L de 7. est bien N, ie. Ny = N(e).
En effet, soit [ € L tel que |J, = J,. Alors si | = kn avec k € K et
n € N on a kJ. = J. et k.e = e, puisque e est le seul tripotent dans
Je. Mais K, C N, puisque pour tout k' € K., Ad (k)& = &{p.e = &
donc adé, Adk = Adk'ad&. et donc AdE’ stabilise n¢). On a donc
le Me). O
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DEMONSTRATION DU THEOREME 5.19. Soient (e,d) € ¥ x ¥ et
(e,d) =1.(e,d).

Posons p = e Ad et p) = ¢ A d. Ecrivons, grace au théoréme 5.20,
[ =kn avec k € K et n € Ny,. Alors

ljp = knjp = jkp
et par continuité (adhérence de J, étant F,),
IFy = Fip.

Donc €',d' € Fy, et Fyy C Fip. De méme, F, C 7' F, donc IF, C Fy.
Donc Fy, = Fy et kp=p'. OJ

Nous donnons dans la suite une réciproque partielle.

Soient deux couples (z,e) et (2/,€’) de tripotents maximaux ayant
le méme indice de transversalité. Existe-t-il un élément [ € L tel que
[.(x,e) = (2/,€') 7 Cela nous semble faux en général, puisqu'un couple
dont lI'indice de transversalité est nul n’est pas forcément transverse.
Supposons néanmoins que e et ¢ sont dans la méme composante de X.
Dans ce cas, il existe k € K tel que k.’ = e et puisque k.(¢/ A 2') =
ke A kx', on peut supposer que € = e, et il s’agit de trouver [ € L,
tel que [.x = 2/. La question suivante arrive donc naturellement : soit
p et p’ sont deux idempotents de A(e) appartenant a la méme orbite
sous K, alors appartiennent-ils & la méme orbite sous K. 7 Si c’est le
cas alors supposer que p=ec¢ Ax =eAx'.

PROPOSITION 5.23. Soit e € . Soient x,x' € 3 tels que
pi=xANe=12 ANe.

Supposons de plus que a = x —e et a’ = x' — e sont transverses a e — p.
Alors il existe | € L, tel que lx = 2.

La proposition découle du lemme suivant.

LEMME 5.24. Soit e € X, p et q deuz idempotents orthogonauz de
A(e) tels que e = p+ q. Soient u et v dans X tels que uw = p — q et
v=p-+a ou a est transverse q. Alors il existe | € L, tel que lu = v.

Ce lemme peut se voir comme un raffinement de [N@06, lemma 3.2
(2)]. Reprenons les notations de cet article. Au lieu d’utiliser 1’algébre
de Kantor-Koecher-Tits K KT(E, E), les auteurs considérent 1’algébre
de Lie [ @ il graduée par la dérivation E(z) = 22 (la graduation cor-
respondant alors au degré des champs de vecteurs). La complétion pro-
jective de (E, F) se réalise alors dans I'espace des trois filtrations de
[Pl

(X1, X7) = (Aut(t®il)’5, Aut(I @ i)°F1),
la structure analytique étant induite par celle du groupe de Lie-Banach
Aut(I & 4[)°. On note 7 l'involution de l'algébre de Lie complexe [ & il
correspondant a la forme réelle [©i{0}. Au niveau de la paire de Jordan



3. L’INDICE DE TRANSVERSALITE ABSTRAIT, SON INVARIANCE 59

(E,E), cette involution correspond a l'involution —Id : E — E. On
note 7x la polarité associée. La transversalité de (x,y) € E? correspond
a la transversalité de (e*4%0, , 7x(e*4%0,) = €*7¥0_). On renvoie enfin
a [N@06, 1.2| pour la définition de la transformée de Cayley partielle
associée a un tripotent.

DEMONSTRATION DU LEMME. Par définition a est transverse a ¢
si et seulement si a est inversible dans E(q) et alors v = Cy(a) € E(q)
ou C; est la transformée de Cayley (partielle) définie par ¢. Soit [ =
exp (C, ') = C, texp (adv)C,. Alors

Cyp—q) = (p—0)=p+v=Cylp+C; ' (v)
donc lu = v. D’autre part, puisque p et ¢ sont orthogonaux on a (en
utilisant {El, Eo, E} = {Eo, El, E} = {0}) :
[7(p), 4] = [7(p), he] = [7(p),v] =0,
donc €*d7P commute avec €219, elogV2adhg of cadv Algrg
qu — eadqelog\/iadhqefadﬂ-q(p + Q)
— eadqelog\/ﬁadth e aquX(p+Q)

_ eadqelog\@adthxe—adq(p+q)

— ead qelog V2ad thX (p)

— ead qelog V2ad thXeadp(O)

— ead qelog V2ad hq 6ad Tpf+
ead Tpead qelog V2ad hq f+

ead Tpf+

donc
1 adv adTp +
le =C,~ i

—1 adTp adv¢+
=C f
q

—_ Cq 1 ad‘rpf+

=€






CHAPITRE 6

Les paires de Fredholm et ’'indice de Maslov

Dans son traité théorie des perturbations et méthodes asymptotiques,
V.P. Maslov introduit un indice pour les chemins dans une sous-variété
lagrangienne M de R?" qui intervient dans le prolongement de solu-
tions asymptotiques d’équations aux dérivées partielles. Lorsque 1’on
se restreint aux chemins fermés, on obtient ainsi un élément du pre-
mier groupe de cohomologie & valeur entiére H'(M,Z) appelée classe
de Maslov. Dans [Arn67|, Arnol’d clarifie la définition de cet indice.
Le groupe fondamentale de la Lagrangienne A,, de R?" est cyclique in-
fini, un générateur étant donné par l'image réciproque du générateur
standard du groupe fondamentale du cercle S par 'application

Det?

A, ~U(n)/O(n) = S

(L’isomorphisme précédent dépend du choix d’une structure complexe
sur R?" compatible avec la structure symplectique, mais le générateur
reste le méme). Arnol’d définit alors un indice pour les chemins dans
A, (appelé dans la suite indice de Maslov), qui lorsque 1’on se restreint
aux chemins fermés donne ce générateur. Enfin Arnol’d montre que la
classe de Maslov s’obtient comme image réciproque de la classe associée
A ce générateur (ici m1(S') ~ H'(S',Z)) par l'application M — A, qui
a m € M associe son espace tangent.

Dans |Ler77| Leray, étudiant le traité de Maslov, introduit deux
nouveaux indices : un indice triple sur la Lagrangienne, qui posséde une
propriété de cocycle, et une primitive de ce cocycle sur le revétement
universel de la Lagrangienne.

Dans [CQA01], Jean-Louis Clerc et Bent Orsted généralisent 'indice
triple a la frontiére de Shilov d’'un domaines borné symétrique de type
tube. Les autres indices sont également généralisés dans |CKO7|.

La définition de I'indice de Maslov que donne Arnold repose sur
la délicate notion d’indice d’intersection. Dans I'article [ BBF98| (voir
aussi [Fur04]), B. Booss-Bavnbek et K. Furutani, suivant les idées de
J. Philips qui dans [Phi96| donne une nouvelle définition purement
analytique et élémentaire du flot spectral, construisent I'indice de Ma-
slov pour les chemins dans la Fredholm-Lagrangienne d’un espace de
Hilbert symplectique réel. Dans ce chapitre nous nous inspirons de leur
méthode pour construire 'indice de Maslov pour les chemins dans 'en-
semble des tripotents inversibles d'un JB*-triples.

61



62 6. LES PAIRES DE FREDHOLM ET L’INDICE DE MASLOV

Nous commencons par montrer comment ’ensemble des tripotents
inversibles du JB*-triple Sym(H ) s’interpréte comme la Lagrangienne
de T'espace de Hilbert symplectique réel Hy = Hy & Hy, ou Hy est
la forme réelle de H. Nous rappelons la notion de paire de Fredholm
pour les Lagrangiens, essentielle dans la construction de Booss-Bavnbek
et Furutani et la nous traduisons en termes d’opérateur. Puis nous
étudions un autre exemple, celui des facteurs spin. Dans la deuxiéme
section nous donnons une définition des paires de Fredholm dans les
JB*-triples, et nous définissons un indice de transversalité pour ces
paires. Puis nous étudions comment se comporte cet indice lorsque 1’on
perturbe 'un des deux éléments de la paire, ce qui nous permet alors de
construire I'indice de Maslov. Dans la derniére section, nous faisons le
lien entre cet indice et les indices de [C@01, Cle04] et [CKO07| lorsque
le JB*-triple est de dimension finie.
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1. Deux exemples
Tous les espaces de Hilbert sont supposés séparables.

1.1. La Lagrangienne. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert com-
plexe (séparable). Le produit hilbertien (-,-) est antilinéaire par rap-
port & la seconde variable. Soit 7 une involution (ie. une application
C-antilinéaire involutive) isométrique de H. On note Sym(H) P’espace
de Banach des opérateurs symétriques pour la forme bilinéaire symé-

trique
('7 ) = <77—()> :
Pour z € L(H), on pose
Z=TOZOT.

L’espace de Banach Sym(H) muni du produit triple

1
{.737 Y, Z} = §<‘T@Z + Zy.f)
est un JB* -triple. En effet, c’est un sous-systéme triple de Jordan
fermé de L(H) et on peut donc appliquer [Upm85, 20.9].

Soit z € Sym(H). Si z est inversible comme opérateur, alors 2! €
Sym(H) et donc (cf. Exemple 5.2) les deux notions d’inversibilité coin-
cident. Grace a 'exemple 5.3 et & I'implication

Tr =id = 27 = id,
on voit que les tripotents maximaux sont inversibles :
Y=S5={reSym(H) | zzx =id}.
L’opérateur de Bergman s’écrit
B(x,y)z = z — (2yz + zyz) + 2yzyx
= (1 —27)z(1 —yz),
et lorsque x et y sont dans X on a

B(z,y)z = Qy —)Q(y)z = (1 —ay " )z(1 -y 'x).
Alors (z,y) est transverse si et seulement si y—x est inversible (en effet,
siy—x = (1—axy 1)y est inversible, B(x,y) l'est et réciproquement,
si B(x,y) est inversible, alors id = (y — )y 'B(z,y) tidy '(y — x) et
donc y — x est inversible).
Considérons la structure de JB*-algébre sur Sym(H) définie par le
tripotent inversible id. Le produit s’écrit

1
xoy=§@w+y@

et I'involution

r=17.
Soit Hy = ker(7 —id) la forme réelle de H associée a 7. Alors la partie
autoajointe de la JB*-algébre Sym(H) s’identifie a I'espace Sym(Hy)
des opérateur symétriques de Hy (qui est donc une JB-algébre).
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Introduisons maintenant un peu de vocabulaire et quelques nota-
tions. Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert réel ou complexe. Une forme
bilinéaire antisymétrique w continue et fortement non-dégénérée (ie.
telle que l'application H — H', £ — w(+,&) est bijective) est appe-
lée forme symplectique. Supposons ‘H muni d’une telle forme. On dit
alors que H est un espace de Hilbert symplectique. Pour un sous-espace
F C H, on note F° I'orthogonal de F pour w, alors que l’'on note F*
lorthogonal pour la structure Hilbertienne. Un lagrangien de H est
un sous-espace A tel que \°> = A\. Un lagrangien est automatiquement
fermé (car (F°)° = F pour tout sous espace F). On appelle Lagran-
gienne 'ensemble des lagrangiens de H, et on la note A(H).

Onpose H=H & H ={nd | &n € H}. Cest un espace de
Hilbert pour la forme hermitienne

me&nal)=Mmnn)+5),

et on muni H d’une structure symplectique (complexe) en posant

u)(’l']@f,’f], @5/) = (T]’g,) - (5777/>

L’involution 7 s’étend a H en posant

T(n® &) = 7(n) ©7(8).

Alors Hy = Hy @ Hj est la forme réelle de H asociée a 7, et puisque la
forme symplectique vérifie

wirtm@ &), 7N &¢)) =wh o &n ®¢),

on peut la restreindre a Hy en une forme symplectique réelle. Nous al-
lons montrer comment ’ensemble ¥ s’identifie & la lagrangienne A(H,)
de Ho.

Commencons par envoyer Sym(H) dans A(H).

Notons Hi = H®0et Hy =0 H, m et m les projections sur H,
(resp. Hs) parallélement & Hy (resp. Hy). Si x € L(H) alors

Gz) = {s€ @€ | € € H)

est un sous-espace fermé de H. Il est de plus transverse a H; (ie. G(z)®
Hi=H)carédn=&@(x&+1), & n,&,n € H se résout de maniére
unique en & = ¢, ' = n — x€. Réciproquement, soit F' un sous-espace
fermé et transverse a Hy, et m : ' — Hy la restriction de m & F.
L’application 7 est bijective parce que F' est transverse et comme H;
est un supplémentaire fermé 7 est continue et donc d’aprés le théoréme
de Banach elle est bicontinue. Alors mon~! € L(H) et G(mon ') = F.
Remarquons que H; et Hy sont dans A(H). Si 2z € L(H) on note ‘r
le transposé de x par rapport a (.,.). Alors G(*z) = G(x)°. En effet
Vinclusion G(*z) C G(z)° est clair et si il n’y avait pas égalité on aurait
G(z)° N Hy # {0} ce qui impliquerait H; N Hy # {0}. L’application G
induit donc une bijection entre Sym(H) et les lagrangiens transverses
a Hi.
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Posons J(n & &) = (=€) @& n. Alors w(-,-) = (J-,-) et pour tout
A€ A(H), M\ = Jr(N).

Pour caractériser I'image de ¥ par 'application G introduisons la
forme hermitienne

hno&n o) =(¢)— 7).

PROPOSITION 6.1. Soit A un lagrangien sur lequel h est une forme
positive. Alors X est transverse a H.

DEMONSTRATION. Soit A un lagrangien sur lequel h est une forme
positive. Si n @ 0 € A alors

h(n®0,n&0)=—(n,m) 20
donc n=0et AN H; ={0}. Comme
AN+ H) =\ nH* =Jr(\)nJr(H,) = Jr(An Hy) = {0},

il suffit de montrer que A+ H; est fermé. Soit ((, )y une suite de A+ H;
qui converge vers ¢ € H. Pour tout entier n, (, = &, + 1, + 1, avec
&n € Hoy mpyml, € Hy et &, +n, € A &, est la projection orthogonale
de (, sur Hy et converge donc vers la projection orthogonale £ de n
sur Hy. D’autre part, h(&, + 00, &0 + 0n) = (€, En) — (Mn, M) > 0 donce
(7,)n est bornée et on peut extraire une suite, toujours notée (7, )y, qui
converge faiblement vers n. Mais H; est fermé pour la topologie forte
et convexe donc fermé pour la topologie faible et donc n € H;. Comme
&n + M converge faiblement vers £ 4+ 7 et que 1, converge faiblement
vers ' = (—&—mn, on en déduit de méme que {+n € Aet ' € Hy. Par
unicité de la limite on obtient la décomposition ¢ = & +7n+n' qui nous
permet de conclure que ( € A + H;. Finalement, A\ est bien transverse
a H. 0

Alors h s’annule sur A = G(z) si et seulement si pour tout & € H,
(x€, x&) = (£,€), ie. si et seulement si ((1 — z*z)&, &) = 0 ce qui équi-
vaut par polarisation a z*z = 1. En résumé,

Sym(H) <> A(H)
2 = {A € A(H) | hpn = 0}.
On définit la transformée de Cayley sur H par

Clnae) = %((n i€ @ (in + £)).

On a
w(c'7 C) = w(" ) et Zh(a ) = w(c'a T<C))
Donc C conserve les lagrangiens de H, et les lagrangiens sur lesquels h
s’annule sont transformés en les lagrangiens stables par 7. Il ne reste
plus qu’a identifier I’ensemble des lagrangiens stables par 7 et A(Hj).
Si Fy est un sous-espace de Hy, alors Fy @ iFy est un sous-espace
complexe de H stable par 7 . Réciproquement, si F' est un sous-espace
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de H stable par 7, alors F'= FNHy @ FNiHy = FNHy @ i(F NHp).
De plus il est clair que si Fj est un lagrangien réel, alors Fy @i Fj est un
lagrangien complexe et que si F' est un lagrangien complexe, alors F'N
Hy est un lagrangien réel. On a donc une bijection entre la Lagrangienne
réelle et I'ensemble A(H)™ des lagrangiens complexes stables par 7.
Finalement on a bien une bijection entre X et la Lagrangienne réelle :

2 & (A€ AH) | By = 0} = A(H)™ ~ A(Hy).

La Lagrangienne A(Hj) est munie d’une structure de variété bana-
chique (cf. |[Fur04|). La bijection que nous avons décrite est alors un
diffeomorphisme. Nous n’écrivons pas les détails.

Réciproquement, partons maintenant d’un espace de Hilbert sym-
plectique réel (Hy,w, (-,-)). On peut supposer, quitte a remplacer le
produit scalaire par un autre définissant une norme équivalente, que la
forme symplectique et le produit scalaire sont compatibles, c’est-a-dire
qu’ils sont liés par la relation

ou J est a la fois un opérateur orthogonal et une structure complexe
(cf. [Fur04, Appendix DJ). Soit Hy € A(Hp). Alors Hy est fermé et
Hg = JH,. Suivant la décomposition Hy = Hy & JHy ~ Hy & Hy,

wnegn ef)= <) — ()

et on peut étendre w et (-,-) & H = Hy ® C et poser H = Hy @ iH,
pour se retrouver dans la situation du paragraphe précédent.

La notion de paire de Fredholm est essentielle dans la définition
de l'indice de Maslov en dimension infinie. La paire de lagrangiens
(A, 1) € A(Hp)? est appelée paire de Fredholm si

dimANu <oo et dimHy/(A+ u) < 0.
La Fredholm-Lagrangienne relativement a A est alors
FA\={p e A(Hp) | (1, \) est une paire de Fredholm}.

L’indice de Maslov relativement a A est défini pour les chemins (conti-
nus) dans la Fredholm-Lagrangienne relativement a A\ (cf. [BBF98,
Fur04]). Nous voulons maintenant traduire cette notion dans la réa-
lisation de la Lagrangienne comme ensemble des tripotents inversibles
de Sym(H). Soient = et y deux opérateurs de H, et G(z) et G(y) leurs
graphes dans H. Alors

ker(y — z) = m(G(z) N G(y)),

et
H/ker(y — z) ~ G(z)/G(x) N G(y)
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D’autre part,

Gx)+Gy) ={z¢0s+yd @ ¢, € H}
={(@{+yf) e (E+¢)1¢¢ € H}
={(@C+(y-r))oc| (e}
=G(z)+ ((y—2)H 3 0).

En considérant ’application
H — Hy — Hy/((y — )H & 0)
fonr (n—26) @0 ((n—25) ®0)+ ((y —2)H ©0)
on obtient ’isomorphisme
H/G(x) + G(y) ~ H/(y — x)H.

Supposons maintenant que x et y sont dans >, et soient A et u les la-
grangiens associées. Comme C' et I'application qui a un lagrangiens réel
associe le lagrangien complexe qu’il engendre, respectent 'intersection
et la somme, on en déduit que A et p forment une paire transverse (ie.
A @ p = Hy) si et seulement si y — = est inversible, ie. si et seulement si
(x,y) est transverse, et forment une paire de Fredholm si et seulement
si y —x est un opérateur de Fredholm sur H. De plus, 7y étant injective
sur G(z) N G(y), on a

dimcker(y — x) = dim A N p.

On peut considérer Hy comme un espace de Hilbert complexe grace

a la la structure presque complexe J et au produit hilbertien

() '>J = () + ().

On note alors U(Hy,J) le groupe des opérateur unitaires. Puisque
w(-, ) = (J+, ), on voit que U(Hy, J) agit sur A(Hjy). Cette action est
de plus transitive. En effet, soient A et u deux lagrangiens. Soit (e,,)nen
une base hilbertienne réelle de Hy. Alors comme Hy = A@A- = AP J\,
(€n)nen est une base hilbertienne complexe de Hy. De méme une base
hilbertienne réelle (€},),en de p est une base hilbertienne complexe de
Hp. On sait qu’il existe un opérateur unitaire envoyant la base (e,)nen
sur la base (€!),en, et un tel opérateur envoie A sur p.

Nous voulons maintenant transporter 'action de U(Hy,.J) en une
action d’un groupe (a caractériser) sur X. Soit U € U(Hy, J). Notons
Uc Pextension C-linéaire de U a H. Alors Uc agit sur A(H), et préserve
A(H)™. Pour tout a,b,c,d € Hy, un calcul montre que

C'UcC((a+ib) @ (c+id)) = (a' —ib') @ (" +id"),
oud, b, d" € Hy sont définis par

dat =U(a®(-b) et @d =Ulcad).
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Remarquons que C~1UcC laisse Hy = H @0 et Hy, = 0@ H stables et
notons

u= (C’lU(CC)‘H1 et v= (C”IU(CC)|H2.

On considére u et v comme des opérateurs sur H. Ce sont des opé-
rateurs unitaires de H car C'UcC est unitaire. Soit x € Sym(H).
Alors

C'UcC(G(x)) = G(uzv™).
Montrons que v—! = ‘. Il suffit de montrer que pour tout a,b € Hy,
(u(a +1ib),v(a + b)) = (a + ib,a + ib),
donc que
(@' —idb',a" +ib") = (a + b, a + ib),
ou encore, en développant (le produit hermitiens et la forme bilinéaire
coincidant sur Hy), que

(a';a"y + (', 0"y +i((a’, 0"y — (U, d")) = (a,a) — (b, b) + 2i{a,b).

Mais comme U € U(Hy, J),

({Ula® (b)), U(a® b)), = (a®(=b),a®b),,
donc

(d@b,d"®b"); = (a® (=b),adD),,

ce qui donne la relation voulue. En résumé, 1'action de U(Hy, J) sur
A(Hy) se transporte en une action (transitive) du groupe unitaire U (H)
sur ¥ (on peut en effet montrer que 'on obtient bien tout U(H)), et
cette action est la restriction de I'action de U(H) sur Sym(H) définie
par

U(H) x Sym(H) — Sym(H), (u,z) — uz'u.

Remarquons pour conclure que U(H) agit par automorphismes du sys-
téme triple de Jordan Sym(H).

1.2. Les facteurs spin. Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert com-
plexe munie d’une involution isométrique x — T. Alors H devient un
J B*-triple avec le produit triple

{u,v,w} =u{w,v) +w (u,v) — v (u, W) .
On a
Qx)y = 2 (x,y) =y (x,T),
et les tripotents sont de deux types :
(i) Les éléments e tels que (e,€) = 0 et (e, e) = 5. Pour ceux 14,
Ey(e) = Ce, E%(e) = vect(e,e)", Fi(e) = Ce.

(ii) Les éléments e tels qu'il existe § € R tel que e = e?e et (e, €) = 1.
Ce sont les tripotents inversibles.
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Soit e un tripotent inversible. La JB*-algébre E(®) a pour produit
xoyzx(x,e) +y<$,€> —é<$,y>,
et pour involution
¥ =2e(e,x) — 7.
Pour un sous-espace complexe ' C H, notons Fy = {z € H | T = x}.
Alors la forme réelle de E(©) est, lorsque I'on choisit e tel que € = e,
Ae) = i(e)y @ Re.
Soit x € X telqueZ=2.Onax=u® )\ avec u € (e!)y et A € R tels
que |u|® + A2 = 1. Supposons = # +e, ie. A # £1. Alors

7 arccos A —1%.arccos A—

r=e€ p+e D
ou
U o 1
P=7"7—95
2iv/1 — N2 2
est une projection dans A(e). Soit maintenant x € 3 tel que z = eu®\
avec u @ A comme plus haut. Alors
U —u )@ 1
2iy/1 — \2 2iV/1 - 22" 2
Les ei(0FarccosA) gont les valeurs spectrales de x par rapport a e, et x est
transverse a e si et seulement si elles sont toutes les deux différentes de
1.
L’opérateur de Bergman, s’écrit, aprés calcul,

B(x,y)z = 2(1 = 2(z,y) + (4,) (z, 7))
+a(=2(z,y) +4(z,y) (2, 9) =2 y) (2,7))
+7(2(2,7) = 2(z,y) (z,7))
Siy=eetz=p+ep, on a, sachant que e = p+ 7, (p,p) = 0 et

T = e g,

T = ez(9+arccos /\)(

1 )
) fan 5 + ez(afarccos A)(

B(x,e)z = 2p(1 — €")* (2,D) ,
et donc,
ker B(z,e) =p—,
alors que F;(p) = Cp.

2. L’indice de transversalité des paires de Fredholm et
I’indice de Maslov

2.1. Soit ¥ un JB*-triple. On suppose ¥ non vide. Soit e € .
Pour z € E©, on pose z* = Q(e)z. Soit z € ¥ et soit C*(z,¢) la
sous-algébre fermée de E(®) engendrée par e, x et z*.

PROPOSITION 6.2. Soient (z,e) € ¥2. Alors

(i) C*(x,e) est associative et c’est donc une C*-algébre commutative.
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(i1) Le spectre U, de x dans C*(x,e) est contenu dans le cercle unité
U, et c’est aussi le spectre de x dans E(©).

(i1i) La paire (x,€) est transverse, ie. B(x,e) est inversible, si et seule-
ment st 1 & Uy.

DEMONSTRATION. Dans E®), 2* = 7', Oron a [L(x), L(z™")] = 0
(cf. [Upm85, 19.26]) et donc C*(x,e) est fortement associative, en
particulier associative. Le systéme triple C*(x,e) est donc lui aussi
associatif et 'on a (cf. [Upm85, 20.32]), pour tout u,v € C*(x,e),
|uowv| < |ul |v], sans invoquer le difficile théoréme 5.1. On écrit alors
comme dans [Upm85, 20.33|, pour z € C*(z,e),

2P = {2z 2} = |20 (2" 0 2)| < Jel 2" 0 2] < [ 27| = |2I°.

Donc C*(z, e) est une C*-algébre. Comme z est unitaire dans cette C*-
algébre, son spectre est contenu dans U. Or C*(x, e) est contenue dans
une sous-algébre fortement associative maximale (et fermée) de E(©),
et le spectre de x dans cette sous-algeébre est égale au spectre de x dans
C*(z, e), puisque celui-ci est égal a sa frontiére. Mais d’apreés le théo-
réme 2.17, cette sous-algébre fortement associative maximale est pleine
dans 'algébre de Jordan E®), et donc le spectre de 2 dans C*(z, €) est
égal au spectre de = dans E(°). La derniére assertion découle immé-
diatement de la précédente et du fait que B(z,e) = Q(x —e)Q(e) =
P(z —e). O

Puisque C*(x,e) est engendrée (comme C*-algébre) par z et e, on
a I'isomorphisme de Gelf’and :
Gre :C*(x,e) = C(Uype),
Yy,
qui a P’élément x associe la fonction &(u) = p.
PROPOSITION 6.3. Soit (z,¢e) € ¥2. On a
Uew = Uy

DEMONSTRATION. Cela résulte du fait que (e — A\x) est inversible
si et seulement si Q(z — A 7'e) Dest. O

Supposons maintenant que 1 ¢ U, . ou bien que 1 est isolé dans
Uy,e. Alors la fonction caractéristique x g1y de {1} est continue sur U,.
On note alors

p=pr,e) = Gue (xq1y)
le projecteur associé a 1, et
Ay(e) = {p, Ale), p}-
On dit que 1 est de multiplicité finie si A,(e) est une .JB-algébre de

rang finie, ie.

Aple) =A1® - @A,
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ou chaque A; est une algébre de Jordan euclidienne simple (cf. [FK94])
ou un facteur spin (ie. la JB-algébre, de rang 2, H & R ou H est un
espace de Hilbert), le rang de A,(e) étant alors par définition

rang A,(e) = rang (A;) + - -- +rang (A,).

DEFINITION 6.4. Soit (z,e) € ¥. On dit que (x,e) est une paire de
Fredholm lorsque (z,¢e) est transverse, ou lorsque 1 est isolé dans U, .,
et est de multiplicité finie.

On définit alors I'indice de transversalité de la paire de Fredholm comme
le rang de A,(e),

p(z, e) =rang A,(e).
Lorsque 1 est isolé mais que A,(e) n’est pas de rang fini, on pose
u(x, e) = oco.

REMARQUE 6.5. Dans le chapitre précédent nous définissons un
projecteur x A e pour une paire quelconques de tripotents inversibles
dans un JBW*-triple. Nous pensons que lorsque (x, e) est une paire de
Fredholm d’un JBW*-triple, on a bien

rNe=p(z,e).

EXEMPLE 6.6. Considérons le JB*-triple £ = Sym(H ). Les nota-
tions sont celles du chapitre précédent. En particuliers 7 désigne I'in-
volution de H et H, la forme réelle associée. Soit (z,e) € X2 Alors
re~! est unitaire, donc normal. Soit C*(ze™') la sous-algebre fermée
de L(H) engendrée par id, ze™!, et (ze™!)* = ex~!. Alors la multiplica-
tion & droite par e est un isomorphisme de C*(xe™!) sur C*(z,e) (qui
envoie id sur e et ze~! sur ). Supposons que 1 est isolé dans U, .. No-
tons p le projecteur associé a 1 dans C*(z, e) et p’ = pe~! le projecteur
associé a 1 dans C*(ze™1). L'opérateur p’ est une projection au sens
usuel, et I'on a

ker(id —re™') = p'H.
Nous avons vu au chapitre précédent que 'action du groupe unitaire
U(H) sur 3 par automorphismes du systéme triple E (définie par z —
vz') est transitive. En particuliers, il existe u € U(H) tel que e = u'u.
Alors A(e) (la partie autoadjointe de E pour I'involution définie par e)
est isomorphe a Sym(Hy) :

A(e) = A(uid'u) = uA(id)'w ~ A(id) ~ Sym(H,).
Soit p” = u~pu~t. C’est un projecteur de Sym(Hy), ie. une projection
de H laissant H, stable. De plus
Ay (id) = p" Sym(Hy)p" ~ Sym(p" H,y),

comme on peut le voir en écrivant la "matrice" d'un opérateur z €
Sym(Hy) relativement a la décomposition Hy = p"Hy @ (1 — p”)Ho, et
donc

A,(e) ~ Sym(p" Hy).
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Ainsi Ay(e) est de rang fini si et seulement si p”Hy est de dimension
finie. De plus
ker(id —ze™) = pe ' H = pH = p'u™"H = up"H,
donc
dimker(id —ze™) = dime p” H = dimg p” Hy,
et lorsque I'un des deux membres est fini,
dimker(e — x) = rang A, (e).
Montrons que dans ce cas, x — e est un opérateur de Fredholm. Puisque
(id—ze ) =id—ex ' = (z — )z ' = (ze ' —id)ex ™,

on a

codimim(id —ze~1) = dim ker(id —ze™ 1),
L est d’image fermée. Grace a I'iso-
L —9)) est inversible, et

et il reste & montrer que id —xe~
morphisme de Gelf’and on voit que (1 — (ze™
I'on a

id —p' = (id —ze (1 — (ze ' —p')) "
Donc

im(id —ze ') = im(id —p') = kerp’

est bien fermé. Réciproquement, si x — e est un opérateur de Fredholm,
c’est aussi le cas de id —ze~!. Comme 0 est dans la frontiére du spectre
de cet opérateur, il est en fait isolé d’aprés |[Mau04, Lemme P. 51|, et
donc 1 est isolé dans U, .

Revenons au cas général.

PROPOSITION 6.7. Soit (x,e) € X% Alors 1 est isolé dans U, . si
et seulement si 0 est isolé dans B(x,e).

DEMONSTRATION. Posons U = U, .. Dans I'algebre de Jordan uni-
taire £® on a B(z,e) = P(z — e), et d’aprés le théoréme 3.11,

sp(Plx—e)) c(1=U)(1-=0U).

Donc si 1 est isolé dans U, alors 0 est isolé dans sp(B(z,e)).
Pour établir la réciproque, on montre que

{(1=XN? | Ae U} Csp(P(x—e)).
Commencons par monter que
{1=XN?|AEU} C (1 -U)1-U),

ol O K est la frontiére de la composante connexe non bornée du
complémentaire du compact K. Tout élément 1 — X\ € 1 — U s’écrit de

N . )
maniére unique 2 cos %622 avec —m < O < 7, et alors

(1 —)\)? = 4cos? %e@.
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Soient 2 cos gei% et 2cos(© — g)ei(g_%) dans 1 — U : leur produit vaut

4 cos g cos(© — g)ei@ = 2(cos© + cos(© — 0))e’®.

Or la fonction 6 — cos © + cos(© — 6) est maximale pour © = 6. La
demi-droite |4 cos? %,+oo[eie est donc entiérement contenue dans le
complémentaire de (1 — U)(1 — U), et cela implique notre assertion.
Considérons

B=A{T e L(E)|TC"(z,e) C C*(z,e)}.

C’est une sous-algebre fermée de L(E) qui contient P(z—e). Le spectre
de P(z — e) dans B est constitué de o(P(x — e)) et, éventuellement,
de certains de ses trous (ie. les composantes connexes bornées de son
complémentaire). De plus, en considérant le morphisme

B — L(C*(z,€)), T Tic*(z,e),
on a, puisque o(P(x — €)|0-(z.e)) = {(1 — A\)* | A € U}, I'inclusion
{(1=N? | A e U} Csp(P(z—e),B).
Il résulte alors de
{1=N?|A€U} Con(1-U)(1-U)
que
{1=XN?*|XeU} CIsp(P(zx—e),B).
Comme dsp(P(x — €), B) C dsp(P(x — e)), il vient
{(1=N?|XeU} Casp(P(x —e)).

Et donc si 1 € U n’est pas isolé, alors 0 € sp(P(x — e)) n’est pas
isolé. U

On note X, le composante connexe de ¥ contenant e, et F>,. 'en-
semble des x € ¥ tels que (z,e) est une paire de Fredholm.

PROPOSITION 6.8. Soit ¥, la composante connexe de X contenant
e. Alors

Fde C 2.

DEMONSTRATION. Soit x € FX.. Alors U, . n’est pas U tout en-
tier, puisque soit 1 n’y est pas, soit 1 y est mais est isolé, et on peut
donc définir logx € C*(x, e), log étant une détermination adéquate du
logarithme. Alors P(exp (3logz))e = x et donc on a bien z € X,. [
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2.2. Perturbation de l’indice de transversalité. Considérons
(z,e) € X% et soit € € U. On a U, s, = € U,, et donc si e est
isolé dans U, ., alors 1 est isolé dans U, zu., et on peut définir p(z, e?e)
et p(x,e’e).

Un sous-ensemble o de U, . est dit spectral lorsque il est a la fois
ouvert et fermé. Cela revient a dire que la fonction caractéristique Y,
est continue.

LEMME 6.9. Soient (z,e) € X2 et 0 un sous-ensemble spectral de
Upe. Sip= g(;;)(xg) alors P(p)x et p sont deux unités de P(p)E et
on a les propriétés suivantes :

(i) P(p)C*(x,e) = C*(P(p)x,p) C C*(x,e),
(it) Uppye.p = 0-
DEMONSTRATION. (1) Puisque p € C*(z,€), on a
P(p)a* = prap = prap® = prprp = prpprp = (P(p)z)*.
(2) Si A € Up(p)ep alors il existe z € C*(P(p)x,p) tel que
(Ap = P(p)z)z = p.
Soit g(p) = (1 — xo (1)) (A — )~ pour p € Up(pysp. Alors
g(x)(he —x) = e —p.
Grace a (1), (Ae—z)z = (Ae—x)P(p)z = (Ne—x)pzp = (Ap—P(p)x)z =
p et
(g(z)+2)(Ae—x)=e—p+p=ce.
Donc A & U, .. Réciproquement, si A & o soit h(u) = xo(u)(A — p) ™"
pour p € U,,. Alors h(x)(Ae — x) = p donc
P(p)h(x)(Ap = P(p)x) = ph(z)p((Ap — prp) = ph(z)(Ae — 2)p = p.
U

Pour 0 < € < 7 on note
Agz{ew |0 < 0] <e}.

LEMME 6.10 (Perturbation de l'indice de transversalité). Soit (z,e)
une paire de Fredholm. Il existe 0 < e < 7 tel que 1 est la seule valeur
spectrale de x dans A.. Il existe un voisinage V de x tel que pour tout
tripotent inversible y € V, le spectre de y dans A, est fini et ne contient

pas er et

pla,e) = uly,e’e).

|0]<e

DEMONSTRATION. Puisque 1 est isolé (ou n’est pas) dans U, ., soit
0 < e < tel que Ue N A = ). Dans une algébre de Jordan Ba-
nach, I'ensemble des éléments inversibles est ouvert, donc il existe un
voisinage V de x tel que

Vy €V y— e e est inversible.
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Alors si y est une unité dans V, 0. = A. N U, est un sous-ensemble
spectral et on peut donc définir ¢(y,e,0.) = G, }(Xo.). Alors (cf. par
exemple [DS88, IX, lemma 13])

p(z,e) = //\ L()\e — )7 td\,

—1|=¢ 20T

1
q(y,e,0.) = / — (e — y)_ld)\,
B

—1|=¢ 2Z7T
ce qui montre, l'inversion étant continue, que si y est suffisamment
proche de z, alors ¢(y, e, 0.) est suffisamment de p(z, e). Or si p est un
idempotent d'une JB-algébre A, tout idempotent ¢ dans un voisinage
de p peut s’écrire

g = exp k¥ (p)
oul v € A%(p) et expk? est un automorphisme de A (cf. Proposi-
tion 5.5). Quitte a restreindre V, on a donc, en faisant p = p(z,e) et
q = q(y,e,0.) : pour tout y dans V, A,(e) est isomorphe a A,(e). En
particulier, si A,(e) est de rang fini alors A,(e) aussi et les rangs sont
égaux. De plus, dans ce cas, d’aprés le lemme précédent, I’ensemble o,
est fini. Supposons o, = {e,... e} et soit ¢; = G, ("), alors en
faisant le calcul dans C'(U,.), on voit que les ¢; sont des idempotents
deux a deux orthogonaux tels que

=q -+ +aq,

et donc rang(q) = rang(qi) + - - - + rang(q). m

2.3. L’indice de Maslov. On considére un chemin continu
z:[0,1] - X

tel que pour tout ¢ € [0,1], (z(t),e) soit une paire de Fredholm. Les
résultats suivant généralisent ceux de [BBF98, Fur04| et grace a la
partie précédente les démonstrations sont semblables.

LEMME 6.11. Il existe une subdivision to =0 < t;1 < --- <ty =1
et des réels €; € 10,m[, 5 =1...N tels que ¥t € [tj_1,t]

w(z(t), e*ee) =0,
et
Us(ty,e N Aej consiste en un nombre fini de valeurs

propres isolées de multiplicités finies.

DEMONSTRATION. On applique le lemme 6.10 a chaque (x(t),e)
pour ¢t € [0,1] et on obtient des voisinages V; et des €;. On extrait un
recouvrement fini de [0,1] :

[OZSO,So—F(Sa_[,...,}SZ‘—5;,Si+(§;—[,...,}SN_1—5&_1,81\[_1 :1}
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et on pose

to=350=0,t1 =80+ 05 ,...,tN-1=Sn-2+ O o tn =Sn_1 =1
et

€j = 853.71.
O
On dira qu’une telle subdivision to = 0 < t; < .-+ < ty = 1 est
admissible pour les €5, 7 =1,..., N. Posons
k(t,e;) = Z p(z(t),e®e) pour t; ; <t <t
0<0<e;
LEMME 6.12. Soit to = 0 < t; < --- < ty = 1 une subdivision

admissible pour les €;, j=1,...,N etlese;, j=1,...,N. Alors pour
tout 1 < 53 <N,
k(ty,€5) — k(tj-1,65) = k(t;, €;) — k(tj-1,))
DEMONSTRATION. Supposons que €; > &,. Alors
Bie) —KE) = Y ulalt), %)
ng@SE]‘
Mais si 7 est le cercle de diamétre [e'7, €], et
[ (e — (1)) ax
= — e—x
b= % |,

alors Zgjgegaj w(x(t), e?e) = rang (p;). Mais t — p, est continue donc
le rang de p; est constant. U

PROPOSITION-DEFINITION 6.13. La quantité

N
Mas(x(t),e) = > _(k(t;, ;) — k(tj-1,¢5))
j=1
ne dépend ni des t;, ni des €;, pourvu que la subdivision to, ...ty soit

admissible pour les €;. On Uappelle l'indice de Maslov du chemin x(t)
par rapport au point e.

DEMONSTRATION. La démonstration utilise le lemme précédent
comme dans [Fur04, Proposition 3.3]. O

THEOREME 6.14. L’indice de Maslov (par rapport & un point fixé)
est additif pour la concaténation des chemins et invariant par homoto-

pie.
DEMONSTRATION. La propriété d’additivité découle directement

de la construction. Pour démontrer I'invariance par homotopie on suit la
démonstration de [Fur04, Theorem 3.6|. Soit une application continue

z:[0,1] x [0,1] — FX..
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Grace au Lemme 6.10 on montre que pour chaque s € [0,1] il existe
un nombre ¢; > 0, une partition {p = 0 < t;--- < tn§ = 1, et des ¢j,
j=1...N, tels que pour tout t € [t;_1,t;] et s’ € [s — c5,5+ ¢4,

pw(z(s' t), e e) =0 et Z p(z (s, 1), e’e) < oo.

10]<e;

Alors V1 < j < N et Vv € [s,s+ ¢,

Z p(x(s +v,tj), e’e) — Z (s +v,tj 1), e’)

0]<e; |0]<e;

+ Z p(z(s +v,tj1),e%) — Z p(z(s,t;1),e"e)

0] <e; |0]<e;

— Z p(z(s +v,tj),e’e) — Z p(x(s,t;), e’e)

|0]<e; 10]<e;

+ Z M(x<37tj)7€i0 )_ Z N(x(sﬂtjfl)aew )

0]<e; 0] <e;
En additionnant par rapport a j on obtient

Mas(z(:,0)(is,54c.], €) + Mas(x(s + cs,-), €)
= Mas(x(s,-),e) + Mas(z(-, 1)|(s s, €),

et donc
Mas(x(-,0),e) + Mas(z(1,-),e) = Mas(z(0,-),e) + Mas(z(-,1),e).
U

3. L’indice de Maslov en dimension finie

Dans cette section, E est un JB*-triple de dimension finie, ie. un
systéme triple de Jordan hermitien positif, et on note D sa boule unité.
Rappelons que tout espace hermitien symétrique de type non-compact
se réalise comme domaine borné symétrique (cf. [Hel78|), et donc
comme boule unité d’'un JB*-triple de dimension finie. Dans toute la
suite on suppose D de type tube. Cela revient a dire que Y est non-vide,
et alors X = S est la frontiére de Shilov du domaine D.

3.1. L’indice triple. Dans l'article [C@01], Jean-Louis Clerc et
Bent Orsted généralisent I'indice (triple) de Maslov a la frontiére de
Shilov d'un domaine borné symétrique de type tube. On suppose dans
la suite que E est simple de rang 7. Soit L = Aut(D)° la composante
neutre du groupe des automorphismes de D et K = Aut(E)°. Le groupe
L agit transitivement sur S. Il agit également transitivement sur 1’en-
semble S% des couples de tripotents inversibles transverses. Notons S%
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I'ensemble des triplets transverses. Fixons e € S et soit (¢, ..., ¢,) une
base de Jordan de A(e). Posons, pour j =0,1,...,r,

J r
€0 = —e, &tj:ch— Z Cr, & =e€.
k=1 k=j+1

THEOREME 6.15 (|C@01|). Il y a exactement r+ 1 orbites dans S3
sous l’action de L. La famille (e, —e, —ie;), 1 < j <1 , est une famille
erhaustive de représentants des orbites.

Soit (o, 7,v) € S3. Tl existe donc 0 < k < r tel que (o, 7, V) est conjugué
par L a (e,—e,—iey). L'indice de Maslov du triplet (o, T,v) est par
définition

o, T, v) =2k —r.

L’indice de Maslov du triplet (o,7,v) s’interpréte (pour une cer-
taine normalisation) comme l'aire orientée du triangle idéal de sommets
(o,1,v).

THEOREME 6.16 (|CQ@O01]). L’indice de Maslov est antisymétrique,
et c’est un cocycle.

Dans [Cle04], J.-L. Clerc étend la définition de I'indice de Maslov
aux triplets non-transverses.

3.2. L’indice double dans le revétement universel de la
frontiére de Shilov. Soit e € S. On note det, la fonction détermi-
nant de 'algébre de Jordan euclidienne A(e). Rappelons que c’est une
fonction polynomiale, et que det, x est le produit des valeurs propres
de = (comptées avec multiplicités). On note encore det, son extension
a BE© = Ae) @iA(e).

LEMME 6.17. Soient e, o dans S. Alors pour tout x dans E, on a
det,xr = det e det.z.
DEMONSTRATION. Soit k € K tel que 0 = ke. Alors 'application
E© S B9 2 ke,

est un morphisme d’algébre de Jordan complexe avec involution, et
donc det,(kx) = dete(x). Or det,(kx) = x,(k)det,(x) ou x, est un
caractére de E(°). En testant en z = e, on trouve 'identité annoncée.

i

Le revétement universel S de S est construit dans |CKO07]. On fixe
ep € S et alors [CKO7, Théoréme 3.5]

S={(0,0) € S x R| dete,0 = e’}

Une primitive du cocycle de Maslov est une fonction antisymétrique
m S x S — Z vérifiant la formule de Leray :

o, m,v) =m(o,7)+m(T,v) +m(v,o).
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Dans le cas de la Lagrangienne, Jean Leray (cf. |Ler77|) donne une
construction de cette primitive. Deux autres constructions sont données
par Souriau ([Sou76|) et Arnold ([Arn85|). Dans [CKO07| Clerc et
Koufany suivent ces deux méthodes pour construire une primitive du
cocycle de Maslov généralisé.

Soient ¢ et 7 dans S. Ecrivons la décomposition spectrale de 7 par
rapport a o :

r

_ i0;
T = E o,

j=1
ou (o1,...,0,) est une base de Jordan de A(c), et supposons §; €
[0, 27[. On pose alors :
0.
N = -2
er=Y -4
0<0;

PROPOSITION 6.18. La fonction V vérifie les propriété suivantes :
(i) V(o,7) = —¥(T,0).
(i) Vk € Aut(E), V(ko,kT) = V(0o,T).

La fonction ¥ peut se définir, lorsque 7 et —o sont transverses,

au moyen du logarithme. En effet sur I'ouvert St(—o) des tripotents
inversibles transverses a —o 'application

log, 7= / (s —7)"' = (s—1)"to)ds,

ot les opérations sont dans E(?), est bien définie et réguliére, et I'on a
(cf. [CKO7, Proposition 5.3]),

PROPOSITION 6.19. Supposons o et T transverses. On a
(i) ¥(—0o,7) = Ltr,log, T,

(it) si T = k(—e), avec k € Aut(E) alors ¥(o,7) = —L tr.log, k™ 'o,

(iii) U est continue sur S%.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition précédente, les assertions
(i) et (ii) sont équivalentes et (i) se déduit de la formule (15) de
|[CKO7|. L’assertion (7ii) est une conséquence de (i) et de [CKO7,
Proposition 5.2]. O

Soient & = (0,6) et 7 = (7,v) dans S. On définit la fonction m par
r

m(c,7) = V(o,7)+ = (¢ —0).

™

PROPOSITION 6.20. On a m(o,T) € Z.
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DEMONSTRATION. Ecrivons 7 = Y e%ig; = Y e™ie/; la décom-
position de 7 par rapport a ¢ et e respectivement, et o = Zewfej
celle de ¢ par rapport & e. On a ¢'2% = e et 20 = ¢ De
la formule det, 7 = det, o det, 7 on déduit e = "X % et donc
e2i7rm(5,?) =1. O

La fonction m est clairement antisymétrique, et ¢’est une primitive
du cocyle «¢.

THEOREME 6.21 (JCKO7| Théorémes 5.5 et 6.3). La fonction m
vérifie la formule de Leray.

DEMONSTRATION. Soient o, T et v de projections respectivement
o, 7etrv.Ona

m(o,7) +m(7,v) + m(v,0) =¥(o,7) + ¥(r,v) + ¥(r,0),

La fonction j(o,7,v) = V(o,7) + ¥Y(1,v) + ¥(r,0) prend donc des
valeurs entiéres et est continue sur Sﬁ)’r. Pour montrer que j = ¢ sur S%,
il suffit donc de vérifier que j(e, —e, —icy) = v(e, —e, —igy) = 2k —r, ce
qui est immédiat. Pour étendre la formule & S3, on utilise une idée due
a M. de Gosson : la quantité

o, T,v)+m(o,v) +m(v,T)

ne varie pas lorsque v € St(o) N St(7) (cf. [CKO7, théoréme et dé-
finition 6.1]). Posons o = (0,0) et T = (7,7) et soit 7 = > e¥igy,
@; € [0,27], la décomposition spectrale de 7 par rapport & o. Posons

I=4{1<j<r|p; =0}

Calculons donc cette quantité avec 7 = (ec, (6 + «)) ot I'on suppose
sup; p; < a < 2m:

T

1

L(U’T’VHm(g,;)er(;,%):r—l+;(;(w—a)+r(9+a—9))
J%(;(ﬁ_(27r+<pj—a))+r(w—(9+a)>)
:r_m_m%(j;w—%)w(w—e))
_ %(;;O(w—@j)ww—e)) = m(3,7)

Donc la formule est vraie pour tous les triplets (o, 7,v) tels que v est
transverse a o et a 7, et cela implique que la formule de Leray est vraie
en toute généralité (cf. [CKO7, Théoréme 6.3]). O
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3.3. L’indice pour les chemins. La construction que nous avons
développée dans la section 2 est valable en particulier en dimension
finie. L’indice de transversalité pu(x,e) se lit sur la décomposition spec-
trale de x par rapport a e : si x = Z;Zl e'%ie;, alors

u(, %) = {1 < j < 1| e = ).

Dans [CKO7| I'indice de transversalité est défini au moyen de la trans-
formée de Cayley en généralisant la distance arithmétique étudiée par
Hua.

EXEMPLE 6.22. On calcule I'indice de Maslov dans le cas du cercle
pour les chemins suivants :
(i) z(t) = e"#e, ou p € [0, 7].
On choisit ¢ < € < 7 et alors
p(z(t), ee) = 0 pour t € [0, 1]
et donc

Mas(z(t),e) = Z p(ee,ee) — Z ple,ee) =1—-1=0

0<f<e 0<6<e
(ii) z(t) = !¢, on 1p €]0,27[ et 0 < ¢ < 27 — 7).
On choisit 0 < & < min{y, 27 — (p + 1)} et alors
p(z(t), e e) = 0 pour t € [0, 1]
et donc

Mas(z(t),e) = Z p(e¥ e efe) — Z p(e¥e, ee) =0—0=0

0<f<e 0<6<e

(iil) x(t) = e e, ou p € [0, .
On choisit ¢ < € < 7 et alors

u(z(t), e*e) = 0 pour t € [0,1]
et donc

Mas(x(t),e) = Z p(e e, ee) — Z pe,ee) =0—1=—1.

0<0<e 0<0<e

L’indice de Maslov étant invariant par homotopie, on peut le définir
comme un indice sur S. Soient ¢ et T de projections respectives o et 7.
On pose Mas(c,7T,e) = Mas(z(t),e) ou x est n’importe quel chemin
d’extrémités o et 7 dont le relévement d’origine o se termine en 7.

THEOREME 6.23. Soient ¢ et T dans i, de projections respectives
o et T, et soit e dans Y. Alors

(E) Mas(o,7,e) = %(m(&, T)+ e, 7,0) + p(r,e) — u(o,e)).
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DEMONSTRATION. Soient
o= (o= Zei“”jcj,rgo) et T= (1= Zei‘z’jdj,mﬁ)
deux points de 3, (¢;) et (d;) étant deux repéres de Jordan de A(e).
Posons 7 = (7' = Y e"icj,r¢). 1l existe k € K© tel que kd; = c;,
j=1...r etsoit t — k, un chemin dans K tel que ko = id et k1 = k.
Alors t — (3" €"ikyd;, r¢) est un chemin dans X et on note ¢ — x(t)
sa projection. Alors Mas({x(t)},e) est nul car u(x(t),e) est constant.

Soit € un point quelconque au dessus de e. Alors d’aprés la formule de
Leray,

~ ~

m(7,7) + e, 7', 7) + p(7',e) — u(r,e) = m(e,7) —m(e,7) = 0.

Comme le second membre de (E) est aussi additif pour la concaténa-
tion des chemins, il suffit de démontrer (E) en remplacant 7 par 7.
Supposons que ¢; € [0,27] et que 7o = Y ;, ce qui est possible sans
perte de généralité. On considére le chemin

t— Z ei(l_t)“’jcj

Son relevé d’origine o se termine en (e, 0), et son indice de Maslov est
nul puisqu’il se décompose en une succession de chemins d’indices de
Maslov nuls. D’autre part, posons

L=4{j ;=0 [27]}.
Alors
m(a,(e,0)) + tle,e,0) + ule,e) — p(o,e) = —(r—1)+0+r—1=0,

et donc il reste & montrer que le formule est vraisi o = (e, 0). Supposons
que ¢; € [0,2n[ et que ¢ = Y ¢;+ 2k7. L’indice de Maslov du chemin

t — Z 6it¢j
est nul, et si | = #{j | ¢; = 0[2x]} alors
m<(€70)7 (T7Z¢j))+l‘(€777 €)+M(Ta 6) —M(€,€> =r—Il+0+l—-r=0.
Considérons enfin le chemin
F i i1 2htm Zemj’
j=2

dont le relevé d’origine (7, ) ¢;) se termine en 7. Son indice de Maslov
vaut k, tout comme le membre de droite de (E). O

COROLLAIRE 6.24. Soit € au dessus de e. Alors

Mas(o,7,e) = %(m(’é, T)—m(e,0) + u(t,e) — u(o,e)).
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COROLLAIRE 6.25. On a
m(c,7) = 2(Mas(o,T,0) — u(t,e) + 1)
=2(Mas(o,7,7) + p(o,e) —r)

COROLLAIRE 6.26. Soient o, 7 et v dans S. Soient o, (3 et 7y trois
chemins [0,1] — S tels que v(1) = a(0) = o, a(l) = B(0) = T et
B(1) = v(0) = v et tels que la concaténation ~ * 3 x a soit homotope au
chemin constant. Alors on a

o, 1,v) = —(Mas(a,v) + Mas(B,0) + Mas(vy,1)).

3.4. La forme de Keller-Arnold-Maslov et I’indice pour les
paires de chemins. On note %d@ la 1-forme normalisée du cercle
unité orienté dans le sens trigonométrique. Soit e € S, et soit

1
w = (dete)*2—d9
T

son image réciproque par det.. Alors, d’aprés le lemme 6.17, w ne dé-
pend pas de e.

Le résultat suivant a été démontré par Arnold dans le cas de la
Lagrangienne (cf. [Arn67]). Il s’agit ici d’une conséquence de la formule

(E).
THEOREME 6.27. Soit v : [0,1] — S un lacet, ie. v(0) = ~(1).
Alors pour tout e € S,

1
Mas(’y,e):/ Y w.
0

La forme w permet de donner, avec le corollaire 6.24, une définition
alternative de I'indice de Maslov pour les chemins : Soit v : [0,1] — S
et e € S. Alors

Mas(y,e) = V(e,v(1)) —‘P(em(O)H/O Y'w+p(y(1),e) — u(v(0),e).

Elle permet également de donner une définition de I'indice de Maslov
pour les paires de chemins (cf. [CLM94|) : soient v; et 72 deux chemins
dans S. Alors l'indice de Maslov de la paire de chemins (7;,7,) est

Mas(v1,72) = V(72(1),71(1)) — ¥(12(0),71(0))

" / (7w — 730) + (1 (1) 72(1)) — (1 (0), 72(0).
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Cette these traite de la géométrie des domaines bornés symétriques (et de leur frontiére) dans
les espaces de Banach. Dans la premiére partie, nous démontrons deux résultats connus dus a W.
Kaup : la boule unité d’un JB*-triple est un domaine borné symétrique, et tout domaine borné
symétrique est biholomorphe & la boule unité d’un JB*-triple. Dans la deuxiéme partie, nous
nous intéressons & l’ensemble des tripotents inversibles d'un JB*-triple, qui est une réunion de
composantes connexes de la frontiére extrémale du domaine associé. Lorsque le JB*-triple admet
un predual (ie. est un JBW*-triple), nous introduisons 1‘indice de transversalité abstrait de deux
tripotents inversibles, et nous montrons qu’il est invariant sous I'action du groupe des biholomor-
phismes du domaine. Dans la suite nous construisons I'indice de Maslov d’un chemin continu dans
la variété des tripotents inversibles d’un JB*-triple. Un tel chemin doit vérifier une condition de
type Fredholm relativement a un tripotent fixé (par rapport auquel est calculé l'indice). Le point
délicat est ici d’introduire la notion de paire de Fredholm. Nous définissons alors l'indice de trans-
versalité d’une paire de Fredholm, et nous établissons un lemme de perturbation pour cet indice,
qui nous permet de construire I'indice de Maslov et de montrer qu’il est invariant par homotopies
a extrémités fixées. Cette construction généralise celle de Booss-Bavnbek et Furutani dans le cas
de la Fredholm-Lagrangienne d’un espace de Hilbert symplectique. Nous faisons enfin le lien, en
dimension finie, avec I'indice triple généralisé de J.-L. Clerc et B. Orsted.

Geometry of bounded symmetric domains and Maslov index in infinite dimensions

This thesis deals with the geometry of bounded symmetric domains (and their boundaries) in
Banach spaces. In the first part, we prove two known results due to W. Kaup : the unit ball of a
J B*-triple is a bounded symmetric domain, and every bounded symmetric domain is biholomorphic
to the unit ball of a J B*-triple. The second part deals with the set of invertible tripotents in a J B*-
triple, wich is a union of connected components of the extremal boundary of the associated domain.
When the JB*-triple admits a predual (ie. is a JBW™*-triple), we introduce the abstract index of
transversality and prove that it is invariant under the action of the group of biholomorphisms of
the domain. After that we turn to the main topic of our thesis, wich consists in constructing the
Malov index of a continuous path in the manifold of invertible tripotents of a JB*-triple. The path
must satisfy a Fredholm-type condition with respect to a fixed invertible tripotent (with respect
to wich the index is calculated). The difficulty is here to define a efficient notion of Fredholm pair.
Then we define the index of transversality of a Fredholm-pair, and prove a perturbation lemma for
this index, which enables us to construct the Maslov index and to prove that it is invariant under
homotopies with fixed endpoints. This construction generalises the construction by Booss-Bavnbek
and Furutani in the case of the Fredholm-Lagrangian of a symplectic Hilbert space. At the end we
provide a link, in the finite dimensional case, with the generalised triple index of J.-L. Clerc and
B. Orsted.
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Mots clés : Indice de Maslov, domaines bornés symétriques, JB*-triples, systémes de Jordan-
Banach, algeébres d’opérateurs non-associatives, géométrie en dimension infinie, espaces symétriques
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