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Notations

Les ensembles de nombres

{n,...,N}:

Ensemble des entiers naturels

Ensemble des entiers relatifs

Sous-ensemble de Q (ensemble des nombres rationnels), s’identifiant & {3 | m € Z}
Ensemble des points k € N (ou € Z) vérifiant n <k < N

Ensemble des réels

Ensemble des réels hormis I’élément nul (R \ {0})

Les espaces de fonctions monodimensionelles

L? (R) :

2 (Z) -

L’ensemble des fonctions mesurables & valeur dans C et de carré somimable
(fonctions d’énergie finie)

+0oo
/ (P dt < +oo

L’ensemble des suites de carré sommable ou l’ensemble des signaux discret
d’énergie finie

+o0
S Il < +oo

Les espaces de fonctions bidimensionnelles

L? (R?) :

2 (2?) -

L’ensemble des fonctions & deux variables, mesurables & valeurs dans C et de
carrés sommables (fonctions d’énergie finie)

/R2 | (z,y)|? dzdy < +o0

L’ensemble des suites indexées sur Z2, & valeur dans C et de carrés sommables
ou ’ensemble des signaux discrets d’énergie finie

“+00 400

ZZ |z [nl,n2]|2 < 400

—00 —CC



x Notations

Transformées
Id(.) - Fonction identité
f(z): Transformée en z du filtre linéaire f[n], avec

f2) =2 fln)"

nEZ

Flw) : Transformée de Fourier 1D (1.1.1.2)
fin] ou f, : Transformée de Fourier 1D discréte (1.1.1.2)
Olz] : Fonction de Dirac qui prend la valeur 1 en z = 0 et 0 ailleurs

Transformée 2D
f(z1,22) : Transformée en z du filtre linéaire f [m,n], avec
fz) =Y flmnlz™z"
m,neZ

~

f (w1, w2) : Transformée de Fourier 2D (1.1.1.2)

Fim,n] ou fmn : Transformée de Fourier 2D discréte (1.1.1.2)

0lz,y] -  Fonction de Dirac en dimension 2. d|z, y|=6[z]d|y]

Opérateurs

|z] : Pour z € R, le plus grand entier n € Z tel que n < z (arrondi & l'entier
inférieur)

[z] : Pour z € R, le plus petit entier n € Z tel que n > z (arrondi a I’entier supérieur)

z* Complexe conjugué, défini pour z € C

f*g(t): Convolution de fet g : fxg(t) = [ f(t)g(z —t)dz
f*g[n] :  Convolution discréte de fet g : fxg[n] =3 s flnlglk — n]
A@® B: Somme directe des espaces vectoriels A et B

A® B : Produit tensoriel des espaces vectoriels A et B

Probabilités

E{X}: Espérance mathématique de la variable aléatoire X
g Valeur moyenne de la variable aléatoire X

o2 Variance de la variable aléatoire X

P
H(X):  Entropie de X

I'(X1, X3) : Covariance des variables aléatoires X; et Xo



Introduction générale

« L’homme ne pense jamais sans image ». Cette citation d’Aristote laisse entrevoir
I'image comme un objet de prédilection pour appréhender le monde et ses réalités. L’ave-
nement de la numérisation des images et le développement des nouvelles technologies en-
gendrent une circulation de l'information de plus en plus dense. Face a ’accroissement mas-
sif de la quantité de données échangées, les réseaux de transmission arrivent & saturation.
En outre, un probléme de stockage se pose, malgré ’expansion des capacités des disques
durs et autres disques de stockage (DVD,CD-ROM). Dans ce contexte, la compression ap-
parait comme ’outil essentiel & la continuité du progrés. Les techniques de compression
se doivent d’étre constamment améliorées. Les limites des méthodes existantes sont sans
cesse repoussées et le challenge consiste & en imposer de nouvelles. Diverses méthodes de
compression ont été élaborées et normalisées par la communauté scientifique, cependant
aucune ne présente un caractére universel. La sélection de techniques de codage dépend du
contexte applicatif. Ce contexte peut étre défini par le type d’images traitées (images fixes
ou images vidéos), leur dynamique, la complexité du codeur, la qualité ou le débit ciblé.
Autant de facteurs ne peuvent simultanément étre pris en compte pour définir un codeur
optimal. Dans le cadre de 'imagerie médicale, la qualité doit étre privilégiée au détriment
du débit. Les images destinées & circuler sur Internet doivent privilégier un débit faible,
tout en conservant une qualité acceptable. Les images destinées au grand public tolérent
un certain nombre de pertes d’information, compte tenu du style d’image et des capacités
de perception de I’oeil humain.

I’expansion de I'Internet nécessite que I'information puisse étre lue par des réseaux hé-
térogénes. Le développement de standards de compression permet de définir, dans chaque
contexte, des techniques de codage et de décodage connues des différents systémes. Les
normes tentent de se développer, en définissant un compromis entre quelques méthodes,
suivant la qualité, le débit cible et la complexité désirés. La transformée en ondelettes est
trés appréciée dans ce contexte. Elle est exploitée par la norme JPEG2000. Ses bonnes
qualités de décorrélation et sa particularité multiéchelle en font le puissant allié d’une
compression efficace. Son aspect multiéchelle permet un codage et un décodage progres-
sifs des données. Le schéma lifting permet d’optimiser la complexité du filtrage et d’offrir
un meilleur rendement pour le codage des images « au fil de I’eau » par une réduction
significative de la mémoire tampon et du cott de calcul. La transformée est naturellement
étendue en dimension deux par le produit tensoriel des espaces d’approximations du si-
gnal. L’application de la transformée & 1'image se traduit par la simple application de la
transformée en dimension un sur les lignes puis les colonnes de 'image.
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La transformée bidimensionnelle non-séparable développée pour agir sur une grille
d’échantillonnage quinconce a du mal & trouver sa place au sein de toutes ces méthodes.
Sa complexité d’implémentation en fait un facteur discriminant pour des codeurs requé-
rant un minimum d’opérations. Une autre difficulté est de définir des bancs de filtres
non-séparables efficaces et permettant une bonne décorrélation. Ces deux difficultés sont
la cause d’un faible engouement pour les techniques de compression basées sur des trans-
formées non-séparables. Paradoxalement, des techniques, qui représentent les images sur
un échantillonnage quinconce, voient le jour. Par exemple, le systéme d’acquisition SPOT
5 (du CNES) utilise deux barrettes de capteurs CCD, qui définissent les images sur une
grille d’échantillonnage quinconce. Certaines cartes vidéo récentes (GeForce3, GeForce4)
définissent une image quinconce de résolution v/2 fois supérieure a la résolution affichée,
afin d’obtenir la meilleure définition possible. Le traitement de ce type d’image motive un
regain d’intérét pour la transformée non-séparable, lors du développement d’une chaine de
compression. L’intérét est de définir des filtres moins coliteux ayant de bonnes caractéris-
tiques.

Objectifs

Les travaux présentés ont pour objet le développement du schéma lifting quinconce et
son évaluation, dans le cadre de la compression d’images. L’étude est réalisée en considéra-
tion de nouvelles technologies représentant les données sur un échantillonnage quinconce.

La définition d’opérateurs 2D, échantillonnés en quinconce, est un vaste sujet auquel peu
de personnes se sont attelées. La factorisation d’un banc de filtres, générant une transformée
en ondelettes, en schéma lifting quinconce, reste un sujet ouvert. Nous proposons une
solution dans le cadre de filtres bidimensionnels non-séparables présentant une symétrie
octogonale et dont la transformée en z retourne un polynome en (zm + 2, + Zy + 2y 1).
Nous proposons une implémentation au fil de ’eau du schéma lifting quinconce. Les cotits de
I'implémentation et le gain en mémoire et en complexité par rapport au filtrage par banc de
filtres sont évalués de maniére théorique. Un troisiéme objectif consiste & définir un schéma
lifting & partir d’une étude des statistiques de I'image. Les opérateurs lifting seront adaptés
aux propriétés statistiques des images & coder. Le but est de définir un schéma, optimisant
les performances, en adéquation avec les codeurs mettant en jeu une méthode d’allocation
de débit. Ces méthodes ont pour objectif de fournir un algorithme de compression approprié
et efficace pour des images directement échantillonnées en quinconce.

Plan

1. La premiére partie de cette thése présente un bref descriptif de la chaine de codage
et des méthodes de compression. Elle batit un état de I'art sur la transformée en
ondelettes et plus particuliérement sur le schéma lifting défini par Sweldens. Elle
développe les outils et les notions nécessaires afin d’appréhender le contenu de nos
travaux.

2. La seconde partie aborde 1’aspect théorique de notre contribution au schéma lifting
quinconce.
Au chapitre 2, nous avons redéfini les formules théoriques du schéma lifting dans
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le cadre plus restreint de ’échantillonnage quinconce. Nous proposons une méthode
permettant de définir une factorisation de la matrice polyphase bidimensionnelle
pour des bancs de filtres bidimensionnels non-séparables et dont la transformée en z
retourne un polyndéme en (Z:c +27 4 zy + 2y 1). Ces filtres sont & phase nulle et a
symétrie octogonale. La méthode proposée nous raméne & définir les calculs dans le
cas 1D gréce & ’application de la transformée de McClellan.

Au chapitre 3, nous proposons une méthode pour concevoir des opérateurs lifting
quinconce, basée sur les données observées. Les opérateurs sont définis en fonction
des propriétés statistiques des signaux.

3. La troisiéme partie propose une évaluation du schéma lifting quinconce.

Le chapitre 4 se consacre & la définition d’une implémentation optimisée pour éco-
nomiser en mémoire temporaire de calcul. Nous proposons une adaptation de la
transformée en ondelettes au « fil de I’eau » au cadre du schéma lifting quinconce.
Une évaluation du gain en mémoire et du gain en CPU est alors réalisée.

Le chapitre 5 donne une évaluation qualitative des méthodes développées. Nous pré-
sentons deux cadres d’étude. L’un porte sur des images naturelles échantillonnées sur
une grille carrée, ’autre sur des images satellites définies sur une grille d’échantillon-
nage quinconce. Nous verrons dans quel cas la transformée en ondelettes quinconce
offre un intérét réel. Et nous étudierons les performances des filtres optimisés.






Premiére partie

Etat de lart






Chapitre 1

Introduction aux méthodes de
compression et aux transformées

Le domaine de la compression est en constante évolution face aux besoins croissants
des nouvelles technologies de transmission de données. La recherche de méthodes nova-
trices, justifiant d’un échange de données plus fréquent et plus important, n’exclut pas les
techniques les plus élémentaires. Au contraire, elles représentent une ressource des plus
essentielles sur lesquelles se basent les nouveaux concepts. Avant d’aborder I’ensemble du
contenu des travaux entrepris sur la compression, il est nécessaire d’appréhender, dans ce
premier chapitre, quelques notions concernant la théorie de Shannon et les méthodes de
compression.

1.1 Introduction aux méthodes de compression

Signal Mise en forme
— )
source par transformée

Codage Adaptation Signal
entropique au canal comprimé

Quantification

FiG. 1.1 — Schéma de compression

L’usage de signaux numériques devient de plus en plus courant avec le développement du
multimédia et des applications interactives. La somme des données manipulées ou échangées
est en perpétuelle progression. En outre, les signaux numériques sont codés sur un nombre
imposant de bits. La compression, née du développement des techniques de numérisation et
du multimédia, consiste & coder I’ensemble de ces données sur un nombre réduit de bits. La
compression peut s’effectuer a 1’aide de techniques ne concédant aucune perte d’information
ou reposant sur l’estimation que certains détails, fort peu perceptibles par ['usager, peuvent
délibérément étre omis. Ainsi, se différencient deux grandes catégories de techniques dites
« sans perte » ou « avec perte » d’'information. Le schéma de codage d’un signal est en
général constitué d’une mise en forme du signal, afin de ’adapter a la compression ; d’une
étape de quantification ; d’une étape de codage entropique et finalement d’une adaptation
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au canal (voir F1g. 1.1). L’étape de mise en forme se justifie par le fait que certains
signaux, tels que les images, sont pour la plupart trés fortement corrélés. Afin de comprimer
efficacement les images, il est impératif de prendre en compte ce phénoméne. L’information
redondante est éliminée alors que 'information la plus essentielle & 'obtention d’une image
finale de bonne qualité est préservée. Aussi un schéma de compression classique se décline
généralement en deux étapes : une étape de décorrélation, réalisée soit par une méthode
prédictive soit par une transformée, suivie d’une étape de codage avec ou sans perte.

1.1.1 Apercu des différentes transformées

Le codage par transformée a pour but de modéliser le signal & partir de fonctions mathé-
matiques. Au lieu de coder directement un signal source, il s’avére souvent plus avantageux
de restructurer les données de maniére a les rendre plus « adaptées » aux différents types
de codeurs. La nature du signal transformé tend & améliorer les performances du codage.
Il en résulte une meilleure compression. En effet, des théorémes, portant sur la théorie du
codage, mettent en évidence l'efficacité optimale des diverses méthodes de compression,
pour des signaux bien particuliers. Ainsi, certains codeurs s’adaptent mieux aux signaux
dont les intensités lumineuses ont une loi de distribution de probabilité gaussienne ou
laplacienne[82, 80]. Le codage par plages de zéros s’adapte aux signaux contenant de larges
plages de zéros tels que les documents textes. Un point fondamental marque le lien entre
toutes les méthodes adoptant un codage par transformée. Il repose sur le constat qu’en
traitement d’image, la plupart des signaux numériques présentent d’importantes corréla-
tions. Le role essentiel des transformées est de décorréler une source de données, tandis que
celui du codeur est d’éliminer l'information redondante. Il est trés important de souligner
qu’une transformée, en elle-méme, ne réalise pas de compression ; seul le codeur appliqué en
sortie de la transformée comprime I'image. La transformée permet seulement de générer un
signal favorisant une compression plus efficace. Aussi, les diverses transformées employées
ordonnancent l'information, en séparant dans certains cas l'information basse fréquence
de l'information haute fréquence, les corrélations proches des corrélations lointaines, les
variations rapides des variations lentes. Les transformées effectuant la décorrélation en fré-
quence sont les plus utilisées en compression d’images et de séquences vidéo. D’une part
I'information haute fréquence est moins dense que l'information basse fréquence, le signal
qui en résulte permet de coder 'image sur un nombre réduit de bits. D’autre part, 1’ceil
est plus sensible aux basses fréquences, et les techniques de codage avec perte visent a
générer des pertes plus importantes dans les parties haute fréquence. En conclusion, une
bonne transformée est une transformée inversible (indispensable pour le décodage d’image
haute-définition), qui décorréle I'information de maniére efficace et qui concentre ’énergie
du signal sur un minimum de coefficients. Les principales techniques sont la transformée
de Fourier, la transformée de Hadamard, la DCT, la transformée de Karhunen-Loéve et la
transformée en ondelettes présentée dans la section 1.2. Plusieurs techniques s’appliquent
sur des blocs d’images comme la DCT et la transformée de Karhunen-Loéve. Cette derniére
est la plus efficace pour un modéle stationnaire au sens large et une compression linéaire,
mais elle est aussi la plus cotiteuse. La DCT s’avére efficace, mais présente des « effets de
blocs », lorsqu’elle est utilisée avec des codeurs bas débit. Pour éviter les effets de blocs,

N

Malvar [71] a défini la transformée orthogonale & recouvrement (LOT). Elle découpe un
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signal en composantes orthogonales dont les supports se recouvrent. La suite du chapitre
présente une description succincte de ’ensemble des transformées énoncées. Cet état de
I’art contribue & justifier notre choix pour la transformée en ondelettes par schéma lifting,
dans le cadre de la compression d’images.

1.1.1.1 Transformée de Karhunen-Loéve (KLT)

Pour un signal stationnaire au sens large et une compression linéaire, la transformée de
Karhunen-Loéve est une transformée optimale du point de vue de la décorrélation et de la
concentration de I’énergie sur un nombre limité d’échantillons. Sa nature la rend dépendante
de la source d’information. En effet, pour un signal donné z = {z(n), 1 <n < N} de taille
N, définissons R, la matrice d’autocorrélation de z, Ry = F {wx*T}, et @ la matrice carrée
de taille N x N qui diagonalise R, :

TR, ®=A

A est la matrice diagonale définie par les valeurs propres de Ry, notées Ag (Vk € {1,...,N}).
La transformée de Karhunen-Loéve correspond a la matrice ®*7. Son application & z
retourne un signal y défini par :

y = @*T.’L'

Ainsi, la matrice de covariance de y est donnée par :
Ry=E{yy"} =0"E{22*"} & =0"R,®=A (1.1)

Les propriétés sur I'optimalité de la transformée résultent de I’équation (1.1). Les coeffi-
cients y(n) (1 < n < N) de la transformée de Karhunen-Loéve sont non-corrélés et ont une

moyenne nulle.
{ E{y(n)} =0
E{y(n)y*(m)} = And(n —m)
Malgré ses performances, la transformée de Karhunen-Loéve se voit souvent préférer la
DCT a cause de la lourdeur de sa mise en ceuvre. L’intérét majeur de la KLT réside
dans l'application aux signaux stationnaires au sens large et corrélés. La DCT est une
approximation de la KLT pour des signaux présentant des corrélations du type exponentiel.

1.1.1.2 Transformée de Fourier

Le principe de la transformée de Fourier (TF) est de décrire une source d’information
comme la somme d’autres signaux. La TF analyse le contenu de la source en révélant
le spectre des fréquences. Afin de séparer les informations de fréquences différentes, la
TF s’applique dans le domaine temporel (spatial en 2D) et se projette dans le domaine
fréquentiel. La transformée de Fourier discréte unitaire d’un signal 1D, noté z, s’exprime
de la fagon suivante :

1 N-1

Z(w) = i ; z(n)e IMN
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n et w définissent les indices temporel et fréquentiel d'un signal contenant N échantillons.
La transformée 2D unitaire, quant & elle, s’exprime sous la forme :

N—-1N—
o) = zz bt
: :0

Conformément aux propriétés définies dans [51], la transformée de Fourier s’adapte aux
signaux linéaires et stationnaires. La TF n’est pas satisfaisante pour une utilisation en
compression d’images. Une simple quantification dans le domaine fréquentiel marque vi-
siblement les discontinuités. Ce phénomeéne est principalement observé dans les hautes
fréquences (phénoméne de Gibbs). En conséquence, I'image reconstruite subit des dom-
mages irréversibles. Les erreurs dans les hautes fréquences se traduisent, dans le domaine
spatial, par de fortes détériorations au niveau des contours des objets. Ces dégradations
s’identifient & un phénomeéne de « ringing ».

1.1.1.3 DCT

La transformée en cosinus discréte (DCT) est trés populaire [1], et s'intégre parmi des
standards comme JPEG [122|, MPEG1-2, H261, H263, H264. Elle s’apparente a la trans-
formée de Fourier. La différence majeure concerne simplement sa restriction aux nombres
réels. La transformée 2D d’une image s(y,z) (ou d’un sous-bloc) de taille n X n s’exprime

ainsi :
u) C(v) T2 (2i + 1)ur (25 + D
S(u,v) = —T E E s(j,1) cos ( o ) cos (T)

1=0 7=0

avec C(0) = % et C(u) =1 pour u # 0.
La transformée inverse s’exprime, quant & elle, sous la forme suivante :

PT SLICH SRR (CELI P (CRRILY

2n

La popularité de la DCT est liée a ’existence d’algorithmes de transformation rapide
(FFT). Elle s’applique sur les différents blocs d’une image plutot que sur l'intégralité de
I'image. La DCT a pour effet de réduire les corrélations présentes dans le signal. La méthode
est efficace et permet d’obtenir, en lui associant les codeurs adéquats, un bon compromis
débit distorsion. Cependant, son usage génére des déformations inter-blocs, aussi appelées
« effets de blocs », qui peuvent entrainer une géne visuelle importante pour la compression
bas-débit. La norme JPEG utilise la DCT sur des blocs d’images 8 x 8. Il existe deux
types de composantes dans le bloc; la composante DC, S(0,0), procure la moyenne des
luminances du bloc (ou chrominances pour les images couleurs) et les 63 composantes
restantes retournent les amplitudes des fréquences spatiales horizontales et verticales. Les
derniéres composantes du bloc représentent les fréquences les plus élevées.
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1.1.2 Apergu des différentes méthodes de compression
1.1.2.1 Meéthodes sans perte

Les méthodes de compression sans perte d’information assurent la restitution intégrale
d’une source suite au décodage. Le signal est reconstruit sans que celui-ci n’ait subi la
moindre altération. La compression sans perte trouve un intérét particulier en imagerie, par
exemple, dans les domaines liés aux applications militaires ou médicales. Ces techniques ont
la capacité de comprimer les données en exploitant uniquement les redondances. Elles sont
dites réversibles, c’est & dire que le décodeur restitue parfaitement le signal d’origine & partir
des données comprimées. Certaines de ces techniques sont, par ailleurs, appliquées dans le
cadre de la compression non-conservative (avec perte d’information). Dans ce dernier cas,
elles sont précédées d’une étape de quantification qui génére des pertes plus ou moins
importantes.

1.1.2.2 Codage entropique

Le concept du codage entropique se fonde sur la théorie de linformation instituée
par Shannon [100]. La stratégie consiste a exploiter 1’analogie entre la probabilité d’un
événement et la quantité associée d’information & transmettre. La définition de ces deux
derniers points suppose la connaissance d'une source d’événements, X = {;}, composée
de N symboles et d’une probabilité de distribution P. Chaque événement z; € X posséde
une probabilité p; et la quantité d’information associée est définie par : I; = —logs p;.
Shannon a défini I’entropie comme une grandeur déterminant la quantité d’information
source & transmettre. Elle s’exprime en bits par échantillon (pixel dans le cas des images) :

N-1
H=->" pilog,pi
=0

Le codage entropique permet d’encoder différents symboles (luminances ou chromi-
nances des pixels de I'image, valeurs en sortie du quantificateur [11], ...) en leur attribuant
un mot binaire. La longueur de ce mot dépend de la fréquence d’apparition du symbole en
question. La réalisation d’un code attribuant aux symboles les plus fréquents, les mots les
plus courts, a pour conséquence de réduire le débit de ’image.

En considérant un ensemble de N valeurs (luminances ou chrominances) avec la proba-
bilité de distribution P, le codeur assigne un code binaire & chaque symbole z; de I’ensemble.
Ce code est composé de I; bits provenant de I’alphabet binaire {0,1}. La longueur moyenne
du mot codé est définie par :

Le théoréme fondamental du codage, énoncé par Shannon [100], établit que ’entropie est
la longueur minimale nécessaire & ’encodage des données.

L>H
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Un codeur efficace tend & définir un code de longueur moyenne la plus faible possible. Aussi,
il doit minimiser le débit d’'information de la source, L exprimé en bits par symbole, et
faire tendre L vers I’entropie. La seule maniére de diminuer le débit en de¢a de 1’entropie
est de générer des dégradations dans le signal.

Parmi les méthodes d’encodage de mots de longueur variable fixés, le codage de Huffman
est la technique la plus efficace. Le codage arithmétique est une méthode plus performante,
mais il nécessite une connaissance a priori de l'intégralité des données.

1.1.2.3 Codage de Huffman

Le codage de Huffman [47] est une méthode de codage entropique plébiscitée parmi
les standards de compression d’images fixes et de séquences vidéo. Le principe consiste &
encoder les différents symboles par des mots binaires de longueurs variables. La longueur
dépend de la probabilité d’apparition du symbole. Il met en ceuvre un code préfixe, i.e. un
mot du code ne doit pas étre le préfixe d’un autre mot, qui assure 'unicité et par suite la
réversibilité du code. Le principe du codage repose sur le fait que les différents symboles
sont encodés par des mots de longueur différente suivant la probabilité d’apparition du
symbole en question. L’algorithme opére essentiellement en trois étapes.

1. Les différents symboles x; sont arrangés dans un ordre décroissant de probabilité p;.
Les différentes probabilités p; constituent les feuilles d’un arbre binaire.

2. Le processus suivant est réitéré tant que la racine n’est pas atteinte.
a. Les deux nceuds de plus faibles probabilités sont sélectionnés. Ils sont reliés afin
de former un nouveau nceud dont la valeur est la somme des probabilités des deux
neeuds fils.
b. Les valeurs binaires 0 et 1 sont attribuées aux arétes reliant le nceud peére a ses
deux fils.
Le méme procédé est appliqué sur le nouvel ensemble de probabilité et ceci jusqu’a
ce que la racine de ’arbre soit atteinte.

1.1.2.4 Codage Arithmétique

Le codage arithmétique [95] se singularise par sa capacité a coder chaque symbole sur
un nombre non-entier de bits. En réalité, il n’assigne pas un mot de code a chaque symbole
mais & un ensemble de symboles en lui associant un point du segment [0, 1 (cf. [125]). Le
principe repose sur le découpage de l'intervalle [0, 1[. Chaque symbole x; se voit attribuer
une partition de 'intervalle, dont la taille est égale & sa probabilité d’occurrence p;. L’ordre
de rangement des intervalles sera mémorisé, car il est nécessaire pour le décodage. La
méthode associant l’ensemble des symboles aux points du segment [0, 1] consiste & travailler
sur un intervalle de type [lim_inf,lim_sup[ (C [0, 1]) représentant les limites inférieure
et supérieure du code, définies par le sous-ensemble de symboles déja observés. De facon
plus explicite, ’algorithme de codage se construit ainsi :

1. Initialiser les limites inférieure et supérieure & 0 et 1.

2. Tant qu’il reste un symbole (€ [lim_inf du symbole,lim__sup du symbole[) & coder
faire :
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a. largeur = lim__sup — lim__inf
b. lim_inf = lim_inf + largeur * (lim_in f du symbole)
c. lim__sup =lim__sup + largeur x (lim__sup du symbole)

3. Le code est alors considéré comme la limite inférieure située sur le segment [0, 1].

Le codage arithmétique, autorisant & chaque caractére d’étre codé sur un nombre non-
entier de bits, est généralement plus performant que le codeur de Huffman. Il tend vers la
limite inférieure théorique. Cependant, il est plus gourmand en ressources et nécessite de
connaitre 'intégralité du signal avant de pouvoir procéder au codage.

1.1.2.5 Codage par plages de zéros (Run Length)

La méthode de codage par plages de zéros est une méthode permettant de comprimer
efficacement l'image, si celle-ci contient un nombre important de zéros, ou plus précisément
de plages de zéros. Le principe de codage est assez simple. Le codeur prend en entrée un
ensemble de données, compte le nombre de zéros entre deux symboles non nuls et code
I’entier représentant la longueur de la plage de zéros. Cette méthode est trés utile et s’avére
efficace lorsqu’une source présente de larges et de nombreuses plages de zéros.

1.1.3 Meéthodes avec perte d’information

Les méthodes de compression sans perte sont souvent utilisées dans des domaines trés
spécifiques, pour lesquels aucune dégradation ne doit altérer 'image. L’utilisation des mé-
thodes conservatives est limitée, étant donné qu’elles ne permettent d’atteindre qu'un faible
taux de compression. Les méthodes avec perte d’information, dites « non-conservatives »,
ont la faculté d’accroitre considérablement le taux de compression et de diminuer le débit
du signal en deca de la limite de Shannon. Un tel débit n’est possible que pour un codage
non réversible générant des dégradations dans I'image. Le but de chacune de ces méthodes
est d’éliminer non seulement la redondance, mais aussi de générer les pertes au niveau de
I'information non pertinente et du bruit. De telles techniques de codage sont nécessaires
pour des applications requérant des taux de compression élevés. Elles sont définies de ma-
niére 4 mettre en ceuvre une compression efficace, tout en « controlant la dégradation ».
Ainsi, les méthodes de codage non-conservatives cherchent a définir le meilleur compromis
débit-distorsion.

1.1.3.1 Quantification scalaire

Le principe de la quantification est d’envoyer une variable continue sur une variable
discréte, qui prend ses valeurs sur un ensemble fini de points. La quantification intervient
dans le processus de numérisation des images. Dans notre schéma de compression, elle est
précédée par une transformation afin de réaliser un meilleur codage aprés quantification.
La fonction de quantification se définit de la maniére suivante :

Q: R — {ro,r1,.-.y7rn}
z — 75
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D’une maniére plus précise, la fonction de quantification Q est une fonction en escaliers et
la régle la définissant varie suivant le cas de figure. Par exemple, le quantificateur scalaire
uniforme se définit comme suit :

o) = [m+ 0.5J

q

ou ¢ désigne le pas de quantification. Sa valeur est constante pour la quantification scalaire
uniforme. L’erreur maximale de quantification est donnée par £.

La quantification avec deadzone est réalisée quand le quantificateur met & zéro toutes
les valeurs d’une plage de données (la deadzone). Généralement la plage se situe autour
de zéro. La quantification avec offset signale que la quantification est effectuée sur un
intervalle centré sur une valeur non nulle.

La quantification ne peut étre associée qu’aux méthodes de compression avec perte.
Le processus qu’elle définit est irréversible : pour une valeur de sortie donnée, la valeur
d’entrée ne peut étre déterminée de facon unique. Aussi, la quantification introduit une

distorsion entre l'image restaurée et I’image originale.

1.1.3.2 Codage par transformée fractale

Le codage par fractales ne suit pas le méme schéma de compression (F1G. 1.1). II uti-
lise une transformée fractale qui est irréversible. Il garde en sortie les coefficients de la
transformée choisie et non plus 'image résultante. En effet, I'image est découpée en N
blocs de destination de taille r, (n € {0,..,N — 1}) qui forment une partition de I'image.
Jacquin [48, 49] propose un codage automatique, avec un découpage régulier de 'image
en blocs de taille 8 x 8. Chaque bloc est mis en correspondance avec un bloc transformé
Wn (8m(n)), défini & partir d’un bloc source s,,(,) appartenant & une librairie de M blocs. La
mise en correspondance est réalisée par une minimisation de ’erreur entre le bloc destina-
tion et le bloc transformé. Jacquin définit w,, comme la composition de deux transformées.
Une premiére qui déforme le support du bloc source et une deuxiéme qui agit sur la lu-
minance des pixels. Le codage comprime le signal, puisqu’au lieu de garder en mémoire
I'image, le codeur enregistre 'indice du bloc source ainsi que les coefficients des trans-
formées composant w, pour chacun des N blocs. Le codage est irréversible. Le décodage
permet de restaurer les NV blocs transformés, ws, (sm(n)), qui donnent une approximation de
I'image originale. La transformée fractales peut étre combinée avec d’autres transformées
telles que la transformée en ondelettes ou la DCT, et d’autres méthodes de codage. Par
exemple, les coefficients de la transformée peuvent étre quantifiés [30].

1.1.4 Définitions de critéres utilisés en compression
1.1.4.1 Taux de compression

Le taux de compression caractérise un facteur incontournable dans le domaine spécifique
de la compression. Il donne une mesure de la réduction de la quantité d’information a
transmettre. Pour le spécifier, il faut auparavant définir le terme de débit.
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Le débit binaire R; d’une source d’information I se définit comme étant le nombre de
bits nécessaire pour coder un symbole (luminance du pixel). Il s’exprime en bits/pixel.
nombre de bits nécessaires pour coder 'image

= 1.2
R taille de 'image (12)

Le taux de compression se définit comme étant le rapport entre le débit binaire de ’image
source et celui de 'image comprimée, noté R¢. Soit :
R
TC = — 1.3
e (13)
Le débit des images sources codées sur les entiers est en général de 8 bits/pixel. Ce débit
permet de représenter 256 symboles différents.

1.1.4.2 Enoncé des différents critéres de qualité et de choix

Les techniques de compression avec perte éliminent une partie de 'information jugée
non pertinente. Leur utilisation génére des dégradations irréversibles au niveau des images
restituées et altére ainsi la qualité de ces images. Il est alors primordial de disposer d’un
moyen de controle sur cette qualité et de limiter les dégradations subies par 'image. La
pertinence des méthodes de compression ne dépend pas seulement du taux de compression
obtenu, mais aussi de la perte de qualité entre I’image originale et 'image restituée. Il existe
deux types de critéres permettant d’évaluer la qualité : les critéres subjectifs et les critéres
objectifs. Le premier critére subjectif est tout bonnement le critére visuel. L’ceil est un
outil essentiel pour apprécier la qualité d’une image. Il va permettre & ['utilisateur d’iden-
tifier le contenu des images, la netteté de celles-ci et la qualité des contours. Il est donc
capital que les méthodes de compression prennent en compte le systéme optique humain.
L’évaluation de la qualité visuelle n’est pas évidente [72]. Nous pouvons classer 'image
dans des catégories allant du résultat excellent & un résultat insatisfaisant et mettre & dis-
position une série d’images servant a calibrer cet échelonnage. La comparaison de l'image
restituée avec ces images permet de la classer dans l'une de ces catégories. Cependant,
cette évaluation ne peut étre que subjective puisqu’il n’existe aucune mesure correcte pou-
vant traduire fidélement la perception de I’eeil. Sans pour autant négliger ce critére, il est
préférable d’introduire des critéres plus objectifs. La mesure la plus couramment utilisée
par la communauté internationale est la mesure du « rapport signal & bruit » (RSB ou
SNR-Signal to Noise Ratio). Il existe différentes variantes a cette mesure. Le PSNR (Peak
Signal to Noise Ratio), évaluant le rapport signal & bruit en pic, se mesure en décibel (dB)
et se définit par la formule (1.4) :

D —1)?
N 2oict 2je1 (Tiyj — Yiyj)

ol M et N représentent les nombres de lignes et de colonnes de I'image, {z;; | (i,7) €
{1,---,M} x {1,...,N}} représente l'image originale et {y;; | (i,7) € {1,---,M} x
{1,...,N}} I'image reconstruite aprés traitement. D représente le nombre de valeurs pos-
sibles que peut prendre ’échantillon. Pour une image de dynamique 8 bits (nombre de bits
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utilisés pour coder un pixel) D est égal a 256. Une autre variante est la mesure du SNR en
énergie. Elle est donnée par (1.5) :

(1.5)

M =N 2
SNR =101log;, < Ez_l EJ_I b )

N
izt 2je1(Tij — Yig)?

Le terme au dénominateur, i.e.

M N
1
2
EQM = |y —z||” = VN ZZ(%J‘ — i)’

i=1 j=1

représente ’erreur quadratique moyenne de reconstruction qui s’identifie aussi & la distor-
sion du signal. Ce critére n’est pas équivalent aux critéres humains, dans le sens ol I'ceil
percoit mieux les dégradations sur les zones homogénes ou a faible variance de l’intensité
lumineuse, tandis que le critére SNR ne tient pas compte des zones dans lesquelles la dé-
gradation se situe. La dégradation de l'image se mesure en terme de normes £'et £2 de
I'erreur. Ces normes sont notées Fq et Ey, elles sont définies par :

1 M N
By =+ DY [wig — vl

i=1 j=1

M N
B, = Z > (i = i)’
—1 j=1

Ces différentes mesures permettent d’estimer la perte moyenne subie dans ’ensemble de
I'image. Bien qu’elles ne mettent pas en évidence le type de dégradations et ne caractérisent
pas avec exactitude la géne visuelle occasionnée, elles sont un bon moyen pour définir une
mesure de ’ensemble des dégradations. Leur adoption par la communauté internationale en
font des facteurs comparatifs entre les méthodes développées par les différents laboratoires.

1.2 Théorie des ondelettes et analyse multirésolution

La transformée en ondelettes bénéficie de plusieurs avantages sur les transformées
présentées précédemment. La transformée présente de bonnes propriétés de décorrélation
spatio-fréquentielle [25, 26], de régularité [94, 93| qui font d’elle un outil particuliérement
adapté a la compression [52, 29, 9, 46]. Cette section a pour but de rappeler les notions
les plus élémentaires sur la théorie des ondelettes, notions indispensables & la bonne com-
préhension de ce mémoire |25, 27]. Tous les théorémes, propositions et définitions énoncés
dans l’état de l'art proviennent d’articles référencés et de [68, 69].

1.2.1 Généralités

Les ondelettes ont été introduites par Grossman et Morlet [45] et se définissent comme
une famille de fonctions 1, de L? (R) (L? (R") en dimension n). Elles sont générées par
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dilatations et par translations d’une fonction de base d’énergie finie (€ L2 (R)) : 'ondelette
meére 1.
z—b

¢a,b(w)=|a|—%¢( ) (@) € B, a £0

Les coefficients a et b désignent respectivement le facteur d’échelle pour la dilatation de 1,
et le coefficient de translation. La transformée en ondelettes de f € L2 (R) au temps b et
a I'échelle a est définie par le produit scalaire de f et de I'ondelette 944 :

—+00

W F(a,b) = (2 thap) = /

—00

f@)la (250 ds (1.6)

PROPOSITION 1 (Mallat) Si l’ondelette mére 1 vérifie la condition d’admissibilité

o 2
+o0 [law)|
Cy = /_ wa < 400, (1.7)
alors toute fonction f € L2 (R) vérifie :
1 da
T)=— W f(a,b)p(r)—7db 1.8
@)= g [ W) (1)

En outre, si 1 vérifie la condition d’admissibilité (1.7), la transformée en ondelettes (1.6)
est réversible et la transformée inverse est donnée par la relation (1.8). La condition d’ad-
missibilité (1.7) contraint 1 & vérifier 121\(0) = 0. Dans l'espace L2 (R), cette contrainte
équivaut a dire que ’ondelette mére est une fonction de L? (R) de moyenne nulle :

+o0
P(z)dr =0 (1.9)

—0o0

La propriété (1.9) implique que I’ondelette mére 1 oscille. L’oscillation de 9 et I’adjonction
d’une propriété de décroissance (liée a la régularité de l'ondelette) ont donné leurs noms
aux ondelettes («petites ondes») [26].

Dans 'équation (1.8), la fonction f est décrite comme une somme continue de trans-
formées en ondelettes convoluées par les fonctions de base {T/Ja,b}( 0B)EL* X
est possible de représenter f par une somme discréte. En conséquence, le facteur d’échelle
a et le coefficient de translation b sont définis sur un ensemble discret de valeurs. La dis-
crétisation de a et b est réalisée en posant a = af’ et b = nbpay' avec metn € Z et ag > 1
et bg > 0 fixés. Les bases d’ondelettes sont alors définies par les fonctions vy, 5 :

néanmoins il

Ymn(z) = a(;%zp (aamx — nbo)

Par suite, la transformée en ondelettes et la transformée inverse sont déterminées par les
équations (1.10) et (1.11) :

W (m,m) = (f, Ymm) = /R @) n()da (1.10)
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f& = > Wim,n)g,, (1.11)

(m,n)ez?

La transformée en ondelettes retourne un ensemble discret de coefficients W f(m, n) (1.10).
Yves Meyer [78] a mis en évidence une transformée en ondelettes dyadiques en posant ag = 2
et byp = 1. Le terme dyadique se référe au facteur d’échelle qui dilate I’ondelette d’un facteur
2 ou puissance de 2. Pour des fonctions particuliéres 4 de L? (R), la famille d’ondelettes

Ymn(z) = 272 4 (27™z —n) (m,n) € 7.2 (1.12)

constitue une base orthonormée de L2 (R). Toute la théorie exposée par la suite, concernant
I’analyse multirésolution associée aux ondelettes et aux transformées en ondelettes rapides,
se base sur les ondelettes dyadiques de Meyer.

La transformée en ondelettes trouve un intérét particulier dans le fait qu’elle permet de
détecter les singularités d’un signal. Mallat a démontré que si une ondelette a n moments
nuls, alors la transformée peut s’interpréter comme un opérateur différentiel d’ordre n. Une
ondelette & n moments nuls est orthogonale & tout polynéme de degré inférieur ou égal a
n — 1. En outre, elle permet de mesurer la régularité du signal f. Le nombre de moments
nuls d’une ondelette est donné par la définition (2).

DEFINITION 2 Une ondelette a n moments nuls si et seulement si elle vérifie :

+o0
(z)zFdr =0 k€ {0,...,n—1}
—0oQ
En traitement d’image, cette propriété est utilisée pour détecter les zones d’irrégulari-

tés comme les contours et autres zones de discontinuités. Elle s’adapte au domaine de la
compression, puisque les zones réguliéres seront mises & zéro par la transformée en onde-
lettes. Seules les zones présentant un certain degré de singularité seront représentées par
des coefficients non nuls. Aussi, les ondelettes sont utilisées pour la détection de forme ou
la représentation de contours [15].

1.2.2 Analyse Multirésolution

Le concept d’analyse multirésolution a été introduit par Mallat [65, 67, 66]. Le principe
est de définir 'approximation d’un signal f & diverses résolutions. Mallat s’inspire de la

pyramide multirésolution de Burt et Adelson [12] qui traite une image a diverses résolutions.
+00

La représentation partielle Z (f+%)n) ¥jn d'un signal f de L? (R) révéle les singularités
n=—00

du signal f selon la résolution 277 et le nombre de moments nuls de ’ondelette mére.
Cette représentation peut étre considérée comme la différence entre deux approximations
successives de f aux résolutions 271! et 277. L’analyse multirésolution permet d’obtenir
les approximations d’un signal & diverses résolutions par projection orthogonale sur une
famille d’espaces emboités {V;}, 7.
DEFINITION 3 (MALLAT) Une suite {V;},.5 de sous espaces fermés {V;}, ., de L? (R)
est une approximation multirésolution si elle vérifie les siz propriétés suivantes :
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1. 'V est invariant par translation de longueur 2k :
V(j,k) € Z? f(t) € V; & f(t—27k) €V, (1.13)

2. Propriété de causalité : les espaces {V;} jez définissent une suite d’espaces emboités.

Aussi, une approrimation & la résolution 277 peut définir entierement une approxi-
mation a la résolution 27771 :

Vj € Z, Vj+1 C Vj (1.14)

3. Les détails entre V1 et V; sont accrus d’un facteur 2.
t
Vi€eZ, ft)eV; & f (§> €V (1.15)

4. L’intersection des espaces emboités ne contient que [’élément nul. En outre, quand la
résolution tend vers 0, tous les détails du signal f sont perdus.

+00
lim V; = = .
Jim V= () V;={0) (116
j=—00
5. L’union des espaces emboités {V;}, ., est dense dans L? (R). En d’autres termes,

Uadhérence! de cette union s’identifie a Uespace L2 (R). Par conséquent, quand la
résolution est infinie, Uapproximation du signal s’identifie au signal lui-méme.

+oc
Jlim V= U v,=1*®) (1.17)
j=—00

6. Il existe 6 tel que {0(t —n)},y soit une base de Riesz de Vo .

Les espaces V; s’interprétent comme des espaces d’approximation. La projection or-
thogonale de f sur V;, notée Projy, f, décrit une approximation de f a la résolution 277,
Le calcul d’une projection orthogonale sur V; nécessite d’introduire une base orthonormée
de V. Dans ce but, la base de fonctions {¢jan}nEZ de V; est construite par translations et
par dilatations d’une fonction mére, la fonction d’échelle ¢ (la relation avec les ondelettes
est explicitée par la suite).

bin(x) =279%¢ (2792 —n) V{jn}ecz? (1.18)

Pour j € Z, les fonctions d’échelle {;,, ()}, ., forment une base orthonormée de ’espace
V; et 'approximation de f & la résolution 277 correspond & la projection de f sur la base

{¢j,n(x)}nEZ :
Projv; (f) = Z (f, bin) dim

nez

!L’adhérence d'un espace désigne le plus petit fermé contenant cet espace.
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La propriété de causalité des espaces multirésolutions (1.14) entraine la relation d’inclusion
¢ € Vo C V_1, et par suite I'existence d’une séquence (hy,,) € I? (R) telle que :

$(x) = V2 hnd(2z —n) (1.19)

neZ

by = <21/2¢ (%) o n)> (1.20)

La condition d’orthogonalité sur la base {$on(z)},,c;, se traduit pour la séquence (hy,) par
la condition :

avec

thhk-l—Zn = 0o (1.21)
kez

En définissant la transformée de Fourier de (hy,) par ﬁ(w) =>
Meyer [78] ont introduit le théoréme 4.

neZ hpe~ ™  Mallat et

THEOREME 4 (MALLAT, MEYER) Soit ¢ € L2 (R) une fonction d’échelle intégrable, alors
la série de Fourier de hy, = <2_1/2¢ (%) , Pt — n)> vérifie :

‘ﬁ(o)‘ ) (1.22)
+ ‘/ﬂ(w + 7r)‘2 =2 (1.23)

Inversement, si h(w) est une fonction périodique et contindment dérivable dans un voisinage

de w = 0. Si, de plus, cette fonction vérifie (1.22) et (1.23), et si inf ‘ﬁ(w)‘ > 0,
we[—m/2,m /2]
alors N
~ h (2_kw)
¢pw)=|] ——F%— (1.24)

est la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle de L (R).

Mallat associe le concept d’analyse multirésolution et la théorie des ondelettes en consi-
dérant les ondelettes comme des fonctions contenant les détails nécessaires pour passer
d’une résolution grossiére & une résolution plus fine. Rappelons que les approximations de
f aux résolutions 277 et 277%! sont données par les projections orthogonales de f sur V;
et sur V; 1, avec la propriété de causalité sur les espaces d’approximation V; C V;_ 1. Le
complément orthogonal de V; dans V;_; est défini par I’espace vectoriel W .

1
V=V, W,

Les ondelettes (ij,n)nGZ appartiennent & l'espace W,. Sous certaines conditions, elles
constituent une base orthonormée de W;. La projection orthogonale de f sur V; 1 peut
s’écrire comme la somme des projections orthogonales de f sur V; et de f sur Wj. Si
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("pj,n)nez est une base orthonormée de W, la projection orthogonale de f sur V;_; est
identifiée par la relation suivante :

Projv,_,(f) = Projv,(f) + >_ W f(j,n) (1.25)
nez

L’ondelette associée a cette analyse multirésolution est déterminée par 1’existence d’une
séquence (g,) € 12 (R) telle que :

P(x) = V2 gnd(22 — n) (1.26)

neZ

Les conditions d’orthogonalité sur h (cf. équation (1.21)) et sur les espaces V; et W,
permettent de mettre en évidence la relation entre les deux séquences (hy,) et (gn) [27].

gn=(=1)"h pi1 (1.27)

1.2.3 Transformée en ondelettes unidimensionnelle rapide

Les ondelettes sont des fonctions de bases qui représentent un signal donné sur plu-
sieurs niveaux de résolution de détails. La transformée en ondelettes rapide combine les
concepts d’analyse multirésolution et des ondelettes. La transformée désigne ’application
qui, & partir d’une approximation du signal f & la résolution 27711, Projv,_, (f), retourne
'approximation & la résolution inférieure Projv,(f) (opération rendue possible grace a
la propriété de causalité) et Projw,(f), la projection de f sur la base d’ondelettes?. La
transformée en ondelettes rapide est mise en ceuvre 4 1’aide d’un banc de filtres, qui est com-
posé d’un filtre passe-bas pour ’approximation basse résolution et d’un filtre passe-haut
retournant les coefficients d’ondelettes®. Le filtrage est suivi d’un sous-échantillonnage de
facteur 2. La transformée en ondelettes peut s’étendre sur plusieurs niveaux de résolution
en itérant 'application de la transformée aux approximations successives. Ainsi, elle per-
met d’obtenir une approximation a la résolution 27%, en partant d’un signal de résolution
277 avec j < k. La transformée en ondelettes est appliquée (k — j) fois aux projections
successives de f, Projy,(f) avec j <[ < k. Il en résulte une approximation & la résolution
27F et des ensembles de coefficients d’ondelettes aux diverses échelles.

Projv,;(f) = Projv,(f) + Projw,(f) + Projw,_,(f) + ... + Projw,, (f)

Les coefficients d’ondelettes sont a la fois nécessaires et suffisants pour reconstruire le signal
de départ & partir de I'approximation basse résolution.

*Projw;(f) est exprimée dans l'équation (1.25) par la somme des transformées en ondelettes
Enez Wf(j,n).

3Un filtre passe-bas conserve les basses fréquences du signal tandis qu’un filtre passe-haut conserve les
hautes fréquences.
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1.2.3.1 Banc de filtres orthogonaux

[’analyse multirésolution orthogonale est associée & un banc de filtres orthogonaux
(h,g) correspondant aux séquences :

hn = (27126 (L) ,0(t —n)) et gn=(—1)"h_ny1 = (272 (%), 6(t — n))

Les séquences (hy,) et (gn) vérifient les relations énoncées au paragraphe 1.2.2. Un banc
de filtre est orthogonal si il vérifie le théoréme 4 et I’équation (1.27). En outre, les deux
conditions sur la somme des coefficients :

Zhnzx/i et Zgn:O
n n

doivent étre vérifiées afin de démontrer la convergence du produit (1.24). Ces formules sont
obtenues & partir de (1.22) et de (1.27). Les filtres vérifiant les conditions (1.23) et (1.27)
sont des filtres miroirs conjugués.

1.2.3.2 Transformée en ondelettes rapide

Mallat [69] a mis au point une transformée en ondelettes pyramidale a ’aide d’un banc
de filtres numériques. La transformée multirésolution est dite « dyadique » a cause du fac-
teur d’échelle 2 entre deux niveaux de résolution consécutifs. Pour représenter le signal f de
L? (R) sur plusieurs niveaux de résolution, nous supposons que sj[n] représente la projec-
tion de f sur I’espace V; et d;[n] représente la projection de f sur I'espace complémentaire
de Vj :

sj[n] = (f, ¢j,n> et dj[n] =(f, ¢j,n)
La transformée en ondelettes rapide, appliquée a un signal de résolution 27711, retourne
deux signaux de résolution 277, 'un décrivant une approximation du signal 2 fois plus
grossiére et ’autre les coefficients d’ondelettes :

+oo
siln] = ) hp 2asjalp] = sj 1% h[-2n]

p=—00
—+00
djln] = Y gp-2n8j1[p] = sj_1 % g[—2n]

n=—oo

Les applications successives de la transformée permettent de déterminer ’approxima-
tion d’'un signal & résolution 277 & partir d’une approximation de résolution 2~%:, avec
K; < K. La transformée en ondelettes, appliquée (Ky — K;) fois sur les approximations
successives? sj, Ki < j < Ky, a commencer par le signal original sg;, retourne le signal
sk, et les différentes images de détails dj, K; < j < K. La transformée inverse est, quant
a elle, définie par la relation (1.28).

+oc +o00o
sj—1[n] = Y ho—opsilp] + Y gu-2pd;[p] (1.28)

p=—00 p=—00

4Le signal original est identifié par sx de résolution 27X,
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Notons que les filtres h et g sont utilisés & la fois pour la décomposition en ondelettes et
la reconstruction. La reconstruction exacte est assurée pour un banc de filtres obtenu &
partir d’une analyse multirésolution orthogonale. Une condition suffisante pour générer une
analyse multirésolution orthogonale est que le filtre h vérifie le théoréme 4. La construction
d’un filtre g tel que le couple (h,g) définit un banc de filtres orthogonaux, impose la
condition (1.27) sur g. La base d’ondelettes orthonormées associée est alors définie a 1’aide
des équations (1.26) et (1.12). Rappelons qu’une transformée en ondelettes rapide réalise la
convolution d’un signal sy avec un filtre passe-bas h et un filtre passe-haut g, un changement
de résolution est réalisé au cours du filtrage. Les deux signaux de sortie sont ensuite sous-
échantillonnés par un facteur 2. Pour descendre davantage en résolution, le filtrage est
appliqué & nouveau sur les sorties successives s; jusqu’a atteindre la résolution souhaitée.

1.2.3.3 Banc de filtres a reconstruction parfaite

h [z =5 =12 R

Signal basse
Sj-l fréquence . SJ_1
Signal ~ Signal
original g @ dj @ g reconstruit

Signal haute

] fréquence ]
Transformée directe Transformée inverse

Fia. 1.2 — Transformée en ondelettes

Des années durant, un des axes majeurs de la recherche en traitement du signal abordait
le probléme de la création de bancs de filtres réalisant une décomposition multirésolution
et une reconstruction parfaite. Les filtres & reconstruction parfaite n’engendrent pas forcé-
ment une analyse multirésolution. Croisier, Esteban et Galand [23] ont mis au point une
classe de filtres vérifiant les conditions de non-repliement spectral : les filtres Miroir en
Quadrature (Quadrature Mirror Filters - QMF). Albert Cohen [21] a démontré que sous
certaines conditions cette famille de filtres engendrait une analyse multirésolution. Le pro-
bléme soulevé par l'utilisation de QMF est la forte restriction au niveau de la réalisation
des filtres. Le seul filtre QMF & réponse impulsionnelle finie est le filtre de Haar. Par suite,
Smith et Barnwell [107] ont développé les Filtres Conjugués en Quadrature, permettant
de définir des filtres & réponse impulsionnelle finie et & reconstruction parfaite. Les Filtres
Conjugués en Quadrature permettent de construire des bases d’ondelettes orthogonales. Ils
sont définis par I’équation suivante (en imposant 1’égalité entre les filtres d’analyse et de
synthese h et h) :

+ ‘ﬁ(w+7r)‘2 =2
Plus tard, Vetterli a spécifié les conditions nécessaires et suffisantes pour mettre au point
un banc de filtres & reconstruction parfaite [118, 119]. Les filtres d’analyse (h,g) et de

synthése (ﬁ,ﬁ) différent, sauf cas particulier.
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THEOREME 5 (VETTERLI) : Le banc de filtres (h,g,h,g) est dit a reconstruction parfaite
si et seulement si :

T* A~k

h(w)h (w) +G(w)g (w) =2

h(w)h (w+ ) +§(w)g (w+7) =0

THEOREME 6 : Le banc de filtres (h,g,ﬁ,@ a reconstruction parfaite vérifie :

=* ~ =%

h(w)h (w) + h(w + )k (w+7) =2

Si les filtres composant le banc sont a réponse impulsionnelle finie, alors il existe a € R et
l € Z tels que :

G(w) = ae " AHFDUR () et E(w) = g le~i@+1uwpx (w+ )

En général, les filtres sont choisis pour a =1 et [ = 0.

1.2.3.4 Analyse multirésolution non-orthogonale

La transformée en ondelettes orthogonales utilise les mémes filtres pour l'analyse et
la synthése (la transformée directe et la reconstruction). L’étendue des filtres vérifiant
les propriétés d’orthogonalité est relativement restreinte. Les filtres symétriques (et plus
généralement les filtres & phase linéaire), trés utilisés en traitement d’image pour limiter la
distorsion visuelle, ne peuvent étre simultanément orthogonaux a réponse impulsionnelle
finie et & reconstruction exacte (sauf dans le cas particulier des filtres de Haar) ; les deux
contraintes d’orthogonalité sont incompatibles avec la symétrie. Dans ce contexte, sont
introduites les bases d’ondelettes biorthogonales. Elles sont construites a partir de deux

j,n)EL?
des ondelettes méres 9 et 1 [22]. L’analyse multirésolution biorthogonale est définie a
l'aide de deux hiérarchies d’espaces d’approximation V; et V;. Les fonctions d’échelle

bases duales {%‘,n}( n)ez? et {Jj,n}( , obtenues par dilatations et par translations

associées {¢; }neZ et {qﬁj,n} constituent les deux bases non-orthogonales des espaces
neZ

d’approximation V et \~7j (Vj € Z). Les bases d’ondelettes biorthogonales {1}, €t

{Jj’n} constituent les bases des espaces complémentaires de V; et de \~7j dans V;_1 et
nez
V;_1, soient les espaces W et W.
Vj_l = Vj @ Wj et {fj_l = Vj (& Wj
Les espaces V et \N/'j ne sont pas orthogonaux & leur complément, mais au complément de

I'espace dual. . N
VjJ_Wj et VjJ_Wj

Les conditions de biorthogonalité se traduisent sur les fonctions de base par :

(bmans Brnin ) = SO
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La projection de f sur ’espace VVJ- s’écrit alors :

F=Y (i) din= D <fa1Zj,n>¢j,n

(jm)ez? (j,m)ez?

1.2.3.5 Banc de filtres biorthogonaux et transformée en ondelettes biorthogo-
nales rapide

Le banc de filtres a reconstruction parfaite, défini par Vetterli, réalise une transformée en
ondelettes biorthogonales rapide. Pour un signal original sg[n], la transformée en ondelettes
rapide fournit les coefficients d’ondelettes successifs et le signal & la résolution choisie. La
transformée en ondelettes biorthogonales rapide est définie par :

400
sjln] = Z hp—2nsj—1[p]

p=-00
+00
djln] = Y gp 2055 1[p]
p=-00
La transformée inverse est définie par :

+oo +oo
Sj—l['n] = Z hanij[p]‘F Z gn*Qde[p]

p=—00 p=—0

1.2.4 Transformée en ondelettes bidimensionnelle séparable
1.2.4.1 Analyse multirésolution et ondelettes bidimensionnelles

La méthode classique pour construire une base d’ondelettes et une base de fonctions
d’échelle a plusieurs dimensions est de prendre le produit tensoriel des espaces d’approxi-
mation générés par des fonctions d’échelle 1D. Ce procédé décrit le cas dit « séparable ».
L’approximation d’un signal f (€ L2 (]RQ)) a la résolution 277 est déterminée par la projec-
tion orthogonale de f sur l'espace vectoriel VJQ-D . L’espace VJZ-D de L? (]R2) se décompose
en produit tensoriel de deux espaces identiques de L? (R).

2D __ 1D 1D
VP = VP gV}

La fonction d’échelle bidimensionnelle est obtenue par le produit des deux fonctions d’échelle
monodimensionnelles ¢ constituant VJI-D :

(z,y) = ¢(x)9(y)

Une base orthonormée de ’espace d’approximation VJQ-D est définie en prenant une base
orthonormée de le-D . Ainsi la base {®;,}, ;> constitue une base orthonormée de VJQ-D , si
{#jn} ez est une base orthonormée de VJI-D et

q)j:'fl (‘rla 'TQ) = ¢j,n1 (-'L'l) ¢j,n2 (-'1»'2) = 2_‘7¢ (2_j$1 — nl) ¢ (2_j.7,‘2 — ’n2)
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La définition des bases d’ondelettes 2D est un peu plus complexe. En considérant la fonction
d’échelle ¢ et 'ondelette correspondante, 1, engendrant une base d’ondelettes orthonormée
de L? (R), trois ondelettes sont définies :

U (z1,29) = ¢ (1) 9 (z2), TP (21,32) =9 (1) $(22) et TO) (z1,25) = ¢ (1) 9 (22)
(1.29)
Nous posons pour 1 <k <3,k €N,
gk) (z1,29) = 2770 (2_ja:1 —nl,27 gy — n2)

J,m

La famille d’ondelettes {@g%,@gﬂ,@?g} - constitue une base orthonormée de WJQ-D,
b b b ne

et la famille {\Ilg"l%’qjﬁ)”@;?g}('n)eﬁ
méthode définit le cas des ondéiettes 2D dites « séparables », car les fonctions d’échelle
et les ondelettes s’expriment en fonction des bases 1D. La définition de bases d’ondelettes
biorthogonales séparables est réalisée de la méme maniére qu’en 1D. Si (¢,) et (¢, ) sont
deux paires duales de fonctions d’échelle et d’ondelettes, engendrant des bases d’ondelettes

. ~(1) 5(2) (3 P =(1) =(2) (3
biorthogonales, alors {\Pg”z’qjg’%’@;’%}nez? défini par (1.29) et {‘115-17)1,‘115-,7)1,\11;.,7)1}”%2 deé-

fini en remplagant toute fonction par sa fonction duale dans (1.29), sont des bases de Riesz
biorthogonales de W]2

constitue une base orthonormée de L? (]RQ). Cette

1.2.4.2 Transformée rapide en ondelettes bidimensionnelles séparables

La transformée en ondelettes rapide appliquée & s;_1, une approximation du signal f a
la résolution 27971 retourne quatre signaux de résolution 277. Le premier, sj, représente
I’approximation du signal & une résolution inférieure et les trois autres représentent les
coefficients d’ondelettes obtenus a partir des trois ondelettes définies par (1.29).

sj[n] = <f, in> et dg-k)[n] = <f, ¢J(kn)> pour 1 <k <3etn¢€Z?

La transformée en ondelettes appliquée au signal s;_; donne, pour n = (ng, ny),

sj[n] = Z hong —k, hon, —k,5j-1[K]
k=(ky iy ) €L

dgl) [n] = Z h2nw—kx92ny—k:y3j—1[k]

kEZ2

d§2) ['n/] = Z gZ’er*ka;hQTL;y*ky Sj_l[k]
kEZ?2

d§-3) [n] = Z 92ng ko920, ky Sj—1[K]
kEZ2

La transformée en ondelettes rapide permet de traiter les informations séparément, par
lapplication des filtres 1D, h et g, le long des deux axes principaux (les lignes, puis les
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colonnes). La transformée inverse s’obtient par :

sicilnl= Y Ron—k.hon, -k, ik + Y Bon,—,Gon, -1, d} K]
k=(kx,ky)€EL? kez?

+ Z 92na *kﬁ?nrky d§2) (K] + Z 92ng ks 920y —ky ) (K]
kEZ2 keZ2

1.2.5 Transformée en ondelettes quinconce
1.2.5.1 Analyse multirésolution avec un facteur /2

Feauveau [37] a élaboré le concept d’analyse multirésolution quinconce afin de mettre
au point des transformées bidimensionnelles non-séparables et non-orientées. Ses recherches
font suite aux travaux de Vetterli [118] concernant la caractérisation de bancs de filtres a
plusieurs dimensions. Vetterli a généralisé la définition des filtres miroirs en quadrature
de dimension un (FMQ) au cas multidimensionnel. La différence de résolution entre deux
bases successives est égale 4 un facteur v/2 [38]. L’analyse multirésolution n’est plus définie
par un produit tensoriel d’espaces d’approximation 1D, mais elle est engendrée par les
bases de fonctions d’échelle :

. . 1
Qn(z,y) =270 (LiQJ(m,y) — n) n = (ng,ny) € Z%et j € EZ (1.30)

ou L est une transformée linéaire vérifiant L(z,y) = (z +y,z —y) et Lo L = 2Id. Les
fonctions d’échelle sont définies en ajoutant une résolution intermédiaire. Dans le cas 2D, les
fonctions d’échelle sont définies, pour tout j € Z, par ®;,(z,y) =277 (279 (z,y) —n) =
2779 (L~%(z,y) — n). En ajoutant les résolutions intermédiaires 277/2, nous obtenons la
base (1.30). Les espaces d’approximation V), pour j € %Z, engendrés par les fonctions
d’échelle {¢j,n}nez2 sont définis de la méme facon que dans le cas 1D. La propriété de
causalité se traduit par :

1
Vj+§CVj VJEEZ

Meyer a démontré qu’une seule ondelette suffit au lieu de trois [77]. La base d’ondelettes
associée a ’analyse multirésolution est définie par :

. : 1
U,n(z,y) =270 (L727 (z,y) —=n) n=(ngny) € Z2etj € §Z

1.2.5.2 Construction en bancs de filtres

La construction de bancs de filtres bidimensionnels non-séparables a fait 1'objet de
plusieurs travaux. Les bancs de filtres multidimensionnels non-séparables ont été introduits
par Vetterli [118]. Ce dernier développe les caractéristiques théoriques des bancs de filtres
QMF. Par la suite d’autres travaux ont émergé. Ansari et Guillemot ont cherché a définir
une classe de filtres QMF [4]. Siohan propose une construction de filtres demi-bandes non-
séparables [105, 106]. Ces bancs sont définis directement en dimension deux, & partir des
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FiG. 1.3 — Transformée en ondelettes quinconce

caractéristiques demi-bandes. Contrairement & Kim et Ansari [54] qui définissent un banc
de filtres demi-bandes en dimension un et ’étendent par une transformée rotationnelle
ou une transformée de McClellan. Kovacevi¢ et Vetterli ont caractérisé la construction et
les propriétés de bancs de filtres obtenus par une transformée de McClellan ou par une
transformeée en cascade [56, 57, 120].

1.2.5.3 Transformée en ondelettes quinconce rapide

La transformée en ondelettes quinconce est associée & une analyse multirésolution avec
un facteur de résolution /2. L’ensemble d’échantillons sj représente 'approximation d’un
signal f de L? (RQ) a la résolution 2779, s; appartient & ’espace d’approximation V. La
propriété de causalité des espaces d’approximation entraine 1’existence d’un banc de filtres,
permettant de calculer une approximation s; dans l’espace V, a partir d'une approxima-
tion s i1 dans I’espace ij 1 ainsi que les détails d; permettant de restituer I’approxima-
tion s, 1. Les filtres en question sont définis par (h,g), un banc de filtres biorthogonaux
2D.

8j [ne, ny] = Z h[—ke, —ky] Sj-1 [L [ng, ny] — (Ko, ky)]
(ka,ky)€Z?

dj [N, ny] = Z 9 [—kaz, _ky] Si
(kz ky)€Z?

1
2
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La reconstruction est mise en ceuvre par les filtres duaux (ﬁ, §)

Sj-1 [N, ny] = Z ﬁ[(nwv”y) — Lkg, ky]] s [k, ky)
(kw,ky)€Z?
(k2 ky)€Z?

1.2.6 Nouvelles classes d’ondelettes
1.2.6.1 Pyramide orientable

Dans le cadre de la transformée en ondelettes, Simoncelli et Adelson ont mis au point
une décomposition pyramidale orientable [102]. Elle s’aligne sur le concept des filtres orien-
tables de Freeman et Adelson [39], pour lequel un filtre orientable est synthétisé a partir
d’une combinaison linéaire d’un ensemble fixé de filtres de base. Les filtres orientables sont
symétriques. Simoncelli propose de généraliser et d’améliorer la caractérisation des bancs
de filtres en construisant des filtres orientables pondérés qui peuvent étre antisymétriques.

1.2.6.2 Bandelettes

Le Pennec et Mallat ont défini une nouvelle famille de bases orthonormées [87]. Elles
définissent une construction qui permet de capturer la régularité le long des contours et
la régularité le long des zones. Les bandelettes apportent une représentation multicouche
contenant une couche de contours avec la nouvelle famille de bases, les bandelettes, et un
résidu de régularité homogeéne représenté en ondelettes.

1.2.6.3 Multiondelettes et multiondelettes équilibrées

Les multiondelettes généralisent les ondelettes. Elles sont construites & partir d’une fa-
mille finie de fonctions d’échelle. Lebrun [62] propose une version applicable aux scalaires.
Les bancs de multifiltres lui permettent de construire des filtres orthogonaux & phase li-
néaire.

1.3 Introduction au schéma lifting et aux ondelettes de se-
conde génération

Le schéma lifting, relevant de la catégorie des transformées, a vu le jour en 1994 a
I'initiative de Wim Sweldens [113]. Il se présente comme un outil trés efficace pour la
construction et 'implémentation de transformées en ondelettes. Avec le schéma lifting
apparait les ondelettes dites de « seconde génération », dont la philosophie est de construire
des ondelettes se conformant & un certain nombre de propriétés désirées. Un des avantages
du lifting est la possibilité de mettre au point des transformées en ondelettes sans passer par
le domaine de Fourier, par un processus simple, rapide et efficace. Un autre avantage réside
dans la facilité & mettre en ceuvre la transformée inverse. Il suffit simplement d’inverser les
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opérations d’analyse et dans ce cas le calcul des filtres duaux n’est plus nécessaire (pour
effectuer la transformée inverse). L’idée de construire des ondelettes sans passer par le
domaine de Fourier ne fiit pas entiérement lancée par le lifting de Sweldens. Ses travaux
trouvent leur inspiration d’une part dans le travail de Donoho [36] et d’autre part dans celui
de Lounsbery [63] concernant la transformée sur les maillages. Le lifting est aussi lié aux
constructions de bancs de filtres de Vetterli et Herley [121]. Daubeschies et Sweldens ont
démontré qu'un banc de filtres biorthogonaux 1D pouvait étre implémenté par un schéma
lifting [28]. Dans ce chapitre, nous allons décrire le schéma lifting, les étapes essentielles,
les avantages, les inconvénients et les intéréts qui en découlent.

1.3.1 Théorie du schéma lifting

Comme pour la transformée en ondelettes classique, le principe du lifting est d’exploiter
les corrélations présentes dans le signal pour aboutir & un ensemble d’informations plus
compact et ainsi diminuer ’entropie du signal. L’avantage du schéma lifting réside dans la
possibilité de mettre au point des transformées en ondelettes sans passer par le domaine de
Fourier. Le processus est simple, rapide et réversible [112]. Afin d’expliciter le schéma dans
sa forme la plus basique, donnons-nous un signal original, noté z, auquel nous souhaitons
appliquer une transformée en ondelettes par schéma lifting et ainsi obtenir un signal plus
grossier s et un signal de détail d.

X, =50 .
S
| | i
—romase| | 7P y
X,=d® ‘ ‘

FiG. 1.4 — Schéma lifting canonique

Trois étapes essentielles constituent la forme canonique du schéma [111] :

1. Transformée polyphase : La transformée polyphase en deux bandes est une opéra-
tion triviale. Son mécanisme est simple. Elle prend un signal en entrée, qu’elle sépare
en deux composantes polyphases, les composantes paire et impaire. Plus exactement,
I’application de la transformée polyphase au signal original x va simplement partition-
ner z en deux sous-ensembles disjoints z, (I’ensemble des échantillons appartenant a
x d’indice pair) et z, (I’ensemble des échantillons appartenant & z d’indice impair).

Transformeée polyphase : z — (z¢, z,)

2. Opération de prédiction : La plupart des signaux en imagerie présente une struc-
ture de corrélation locale a la fois dans les domaines spatial et fréquentiel. En d’autres
termes, les échantillons ou les fréquences d’un méme voisinage seront fortement corré-
lés tandis que les échantillons ou les fréquences n’appartenant pas au méme voisinage
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ne présenteront qu’un faible taux de corrélation. Si le signal x présente une telle
structure, alors les deux sous-signaux z. et x, seront fortement corrélés. Il en résulte
la possibilité de prédire x, & partir de . avec une précision raisonnable. Un opéra-
teur P est alors appliqué au sous-ensemble z, afin de prédire le sous-ensemble z,. La
différence d, entre x, et sa prédiction, constitue le détail de 'image, autrement dit
les coefficients d’ondelettes.

d=1z,— P(z)

La transformée en ondelettes permet d’exploiter de fagon similaire ce type de cor-
rélations. L’étape de prédiction revient & appliquer un filtre passe-haut au signal z,
et un sous-échantillonnage. En effet, si P est un bon prédicteur, ’entropie de d sera
plus faible que celle de z,. L’opération qui consiste & calculer la prédiction et mettre
en mémoire le détail constitue un pas lifting dual. Ainsi la deuxiéme étape du schéma
lifting nous raméne & :

Pas lifting dual : (ze,z,) — (Ze,d)

3. Opération de « mise a jour » : A ce stade des opérations, nous disposons de
deux ensembles z, et d. L’ensemble d, obtenu par un procédé assimilable & un filtrage
passe-haut plus un sous-échantillonnage, reproduit les hautes fréquences du signal ori-
ginal. L’ensemble z., quant & lui, peut étre vu comme une représentation du signal
4 un niveau de résolution plus grossier. Il forme alors les basses fréquences du si-
gnal original. Cependant, la représentation est maladroite et biaisée. z, est obtenu
par un simple sous-échantillonnage; ce phénoméne se traduit dans le domaine des
fréquences par un signal s’étalant sur toute la bande fréquentielle du signal source.
Cette configuration représente le pire des cas. Les conditions de Shannon ne sont pas
respectées, ce qui occasionne un phénomeéne de repliement spectral. D’un autre point
de vue, il est préférable de conserver certaines propriétés du signal original, comme
par exemple, la valeur moyenne des luminances des échantillons. Face aux problémes
énoncés, une troisiéme étape est nécessaire afin d’acquérir une représentation plus
adéquate du signal basse fréquence. La derniére opération que nous pouvons appli-
quer est une opération de mise & jour. Pour définir I'opérateur de mise & jour U, 'idée
est d’établir une représentation fiable en cherchant & conserver certaines propriétés
globales du signal original.

s =z, +U(d)

Cette étape est appelée un pas lifting :
Pas lifting : (ze,d) — (s,d)

Il est possible d’associer plusieurs pas de prédiction et de mise a jour comme le montre la
figure F1G. 1.5. Pour simplifier les équations et se conformer aux résultats de la factorisation
d’un banc de filtres en schéma lifting (section 1.3.3), nous définirons les opérateurs successifs
de mise & jour par —U® et non plus U. Le schéma peut soit débuter par un pas lifting,
soit par un pas lifting duale. Par convention, nous posons les équations avec pour premier
pas lifting une mise & jour. Le schéma a 2L pas, appliqué au signal z de taille IV, est donné
par l'algorithme suivant :
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— Transformée polyphase Vi € {1,..,N} :

{0

© = gy
d®

= T2i+1

— Pour [ allant de 1 & L faire :
s — =1 _ @) & g(=1)

4O = =1 _ pO) 4 O (1.31)

— Dernier pas :
s=sP /K
d=Kd®

K est un facteur que nous expliciterons ultérieurement, L représente le nombre de pas
lifting et N la taille du signal original.

REMARQUE 7 Pour un schéma débutant par une prédiction, l'opérateur U(l) est égal a

lidentité.
X, =s© S
| | (O i
e e U R -u ?
@ L
| 5 ! B Ap
X, =d©

Fi1G. 1.5 — Schéma lifting a plusieurs étages

1.3.2 Propriétés du schéma lifting
1.3.2.1 Propriétés

Calcul « sur place » : Le lifting permet d’exécuter les calculs « sur place ». En d’autres
termes, le signal de sortie est codé sur le méme emplacement mémoire que le signal
d’entrée. Cette méthode permet de faire une économie importante au niveau de la
mémoire.

Efficacité : Dans la plupart des cas le nombre d’opérations est réduit par rapport a un
filtrage indépendant des deux sous-bandes. En effet, le lifting calcule simultanément
les bandes basse et haute fréquences, et les sous-expressions sont réduites du fait
qu’elles soient réutilisées.

Reéversible : La réalisation du schéma lifting inverse est triviale. Il s’obtient en inversant
I’ordre des opérations et en les « défaisant ».

Généralité : La transformée est mise en ceuvre sans la moindre référence au domaine de
Fourier. L’extension du schéma & d’autres cadres d’applications en est extrémement
facilitée.
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1.3.2.2 Détail

Certaines des propriétés énoncées précédemment sont détaillées dans ce paragraphe.

a. Efficacité

La transformée en ondelettes 1D peut s’implémenter sous la forme d’un schéma lifting.
Julien Reichel a mis en évidence, dans le cas d’une transformée en ondelettes 1D, le gain en
nombre d’opérations entre une implémentation usuelle par filtrages passe-bas et passe-haut
et une implémentation par schéma lifting [91].

Prenons le schéma lifting & M = 2L pas, défini par l'algorithme (1.31). Chaque opé-
rateur lifting (P%) ou U®, [ € {1,...,L}) correspond a un filtre de taille #;, avec k €
{1,..., M} le numéro du pas lifting. Le nombre d’opérations arithmétiques pour un schéma
lifting est donné par :

— le nombre total de multiplications et de divisions :

M
Cnm :2+Ztk
k=1

Dans le cas ou le filtre est symétrique (soit dans la plupart des cas) :

1 M

— le nombre total d’additions et de soustractions :
M
Co = (ty —14+1)
k=1
Le nombre d’opérations requises par le banc de filtres (h,g) exécutant la transformée en
ondelettes correspondante est donné par :

M
Cn = 4Ztk—2t1 — 2ty —4AM + 8
k=1
M
Co = 4) tp—2t — 2ty —4M +6
k=1
Le gain arithmétique est donné par le rapport entre le nombre d’opérations arithmétiques
requises par un filtrage par banc de filtres et le nombre d’opérations requises par le schéma
lifting.

G — Cm(h,9) _4_22M+t1+tM
" Cr(SL) M b +2

G, — Cm(h,g):4_22M+t;/[+tM—3
Cm(SL) Zk:1 tg

Reichel montre ainsi que le gain peut atteindre un facteur 4.
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b. Réversibilité

Pour un schéma lifting & 2L pas, donné par (1.31), le schéma lifting inverse s’obtient
par une simple inversion des opérations. Le schéma lifting inverse a (1.31), s'implémente
sous la forme suivante :

s = Ks
d) = d/K
— Pour [ allant de L a 1 faire :

40D — g 4 pO) 4 4O

0= — s 4 y® 4 gt-1) (1.32)

— Transformée polyphase inverse Vi € {1,..,N} :
(0)

T2 = S;
T2i41 = dEO)
1.3.3 Correspondance entre schéma lifting et transformée en ondelettes

premiére génération

Daubechies et Sweldens ont établi la correspondance entre la transformée en ondelettes
et le schéma lifting. En partant d’'un banc de filtres biorthogonaux 1D, ils démontrent
comment obtenir un schéma lifting réalisant un filtrage identique. Avant de détailler leur
approche, rappelons le schéma général d’une transformée en ondelettes représenté par la
figure (F1G. 1.2). Donnons nous deux filtres h (passe-bas) et g (passe-haut) pour l’analyse.
Ces filtres sont supposés étre a réponse impulsionnelle finie. Les filtres de reconstruction
sont donnés par les filtres duaux h et g (voir chapitre 1.2). Les conditions de reconstruction
parfaite et de suppression d’aliasing sont données par :

{ h(2)h (N +g()g(z ") =2

h(z)h(—21) +g(2)g(-21) =0

La premiére étape est I'application de la transformée polyphase 2 bandes aux deux filtres
de synthése h et g. La représentation polyphase de h est donnée par :

h(z) = he (%) + z 'hy (%)
avec he(z) = Zﬁgkz_k et ho(z) = Zﬁ%ﬂz_k. De méme pour g, on a :
k k
§(2) = Ge (+*) + 27150 (+%)
avec ge(z) = Zﬁgkz_k et go(z) = Z§2k+1z_k. Les représentations polyphases de h et §
k k

nous permettent d’écrire la matrice polyphase P sous la forme :
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La représentation polyphase de la transformée en ondelettes est obtenue par un sous-
échantillonnage en éléments d’indice pair et impair, puis par 'application de la matrice
polyphase. Pour la reconstruction, nous appliquons la matrice polyphase P puis, nous
réunissons les éléments d’indice pair et impair. La propriété de reconstruction parfaite
devient alors :

P(z)PT (z 1) =1

Soit
he (2) = 'g:o (zil) ho (2) = —~§e (271)
ge (2) = —ho (77)  go(2) = he (27)

La factorisation de la matrice polyphase PT conduit & une implémentation en schéma
lifting des filtres h et g [28] et permet d’obtenir les opérateurs de prédiction P®) et de mise
a jour U® correspondants (VI € {1,.., L}). Cette décomposition n’est pas unique. Elle n’est
unique que si les filtres traités appartiennent & un espace euclidien. Or, les transformées en
z des filtres polyphases sont des polynomes de Laurent et n’appartiennent pas a un espace
euclidien. La matrice polyphase se factorise par ’application sur h, et h, d’'un algorithme
« d’Euclide » étendu aux polynomes de Laurent.

~ M-1 L-1
he (2) :H(qz'(z) 1)X(K):H<1 QQi—l(z)>( 1 O)X(K>
ho (2) paie L0 0 i\ 0 1 g2i(2) 1 0
(1.33)
Les polynomes ¢;, pour tout 7 € {1,.., M — 1}), sont les quotients successifs de la division,
(M — 1) le nombre de divisions obtenues, L — 1 = [#-1] et K est le dernier reste non

nul®. En se basant sur la décomposition de h, Daubechies définit un filtre complémentaire
g° (la définition exacte et les détails se trouvent dans [28]) vérifiant :

=11 79 (L 0 ) (% 10

=1

D’aprés Daubechies, il existe un filtre s vérifiant :

B(2) = P°(2) x ( é S(f) ) (1.34)

L’identification des termes de 1’égalité (1.34) permet de trouver la fonction s, qui corres-
pond & un pas lifting supplémentaire. Dans cette configuration, les matrices triangulaires
supérieures désignent les pas lifting (opérateurs de mise & jour) et les matrices triangulaires
inférieures les pas lifting duaux (opérateurs de prédiction). Posons :

uD(2) = gui1(2) PV (2) = qui(z) Vie{l,...,L -1}

SRemarque : si M est impair, il est possible de mettre en oeuvre, du point de vue théorique, un pas
lifting supplémentaire en posant gar+1 = 0 et ’équation (1.33) est alors vérifiée.
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Le schéma lifting inverse se déduit des équations (1.35) et est déterminé par :

B =11 ( ) " ) <p<i>1(z) ! ) " ( o K )

=1

Le schéma lifting est donné par la transposée de la matrice duale de P:

PT@3=(1ff2>fo(ﬂﬂ%@)?>(3_MZW@)

1=0

T
L’application de cette décomposition au vecteur ( Sch) dg)) ) donne les différentes équa-

tions du schéma lifting et nous permet de retrouver l’algorithme (1.31)
— Pour [ allant de 1 & L faire :

s — =1 _ g 4 g0-1)
4D — g1 _ p®) 4 4

— Dernier pas :

s=sP/K
d=Kd®

1.3.4 Lifting sur les entiers

Un des avantages du lifting est qu'’il existe une version entiére du schéma [13]. La
version entiére utilise un opérateur d’arrondi qui permet de projeter une variable réelle sur
un ensemble d’échantillons définis dans le domaine des entiers relatifs Z. Le schéma lifting
sur les entiers est défini, pour [ allant de 1 & L, par ’ensemble des équations (1.36) :

go:yAL_Uu¢Pn+a
X (1.36)
4O = g1 _ ﬂ*§”+§J

L représente le nombre de pas lifting. Un des grands intéréts qu’offre cette version entiére
est que le schéma reste réversible. Par conséquent, le schéma lifting sur les entiers est une
transformée & reconstruction parfaite, qui traite des entiers et retourne des entiers. La mise
en ceuvre de la transformée inverse se calque sur le processus établi dans le cas réel. Ce
type de transformée offre un intérét notable au sein d’une chaine de compression sans perte.
Toutefois, le filtrage sur les entiers n’est pas identique au filtrage sur les réels. Le filtrage
mis en ceuvre par le lifting sur les entiers est non linéaire, méme si les filtres P et U le sont.

Le lifting n’est pas la seule transformée permettant de mettre au point une transfor-
mation inversible définie sur les entiers. Jung propose une méthode basée, elle aussi, sur
l'utilisation d’opérateurs d’arrondis [53].
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1.3.5 Ondelettes de seconde génération

Le schéma lifting permet de créer et d’aborder les ondelettes dites de seconde généra-
tion [113]. Le schéma lifting, tel que nous I’avons décrit jusqu’a présent, reste dans le cadre
des ondelettes de premiére génération. Par extension, le lifting peut s’appliquer aux inter-
valles, gérer les problémes de bord, et générer une transformée en ondelettes adaptée aux
échantillonnages irréguliers [114, 99]. Dans ce cas, les fonctions d’échelle et les ondelettes
ne sont plus des translations et dilations d’une fonction d’échelle mére et d’une ondelette
mere. De ce point de vue, nous entrons dans le cadre des ondelettes de seconde génération.

Le lifting [113] permet la construction de bases d’ondelettes et des bancs de filtres
associés, adaptés aux signaux définis sur un domaine quelconque X (X C R"). Pour cela,
Sweldens définit une analyse multirésolution associée aux ondelettes de seconde génération,
analogue & celle de Mallat.

DEFINITION 8 (SWELDENS) L’ensemble M = {V; C L?(X) | j € J C Z} définit une ana-
lyse multirésolution de L% (X) si :

1. Vi1 CVj
2. |JVv,=1*(X)
JjeT

3. Vj € J, K; admet une base de Riesz donnée par les fonctions d’échelle {¢; | k € K;}.
K représente un ensemble d’indices vérifiant K11 C K;.

L’ensemble J définit ’ensemble des indices fixant la résolution, tandis que I'ensemble K;
représente 1’ensemble des indices des échantillons de ’approximation d’un signal dont la
résolution est déterminée par j. La définition de ’analyse multirésolution et plus particu-
lierement la propriété de causalité impliquent que pour chaque fonction d’échelle ¢, , il
existe un filtre {h;,; |l € K;_1} vérifiant

ik = Z hjkipi—1,

lek;—1
DEFINITION 9 (SWELDENS) L’ensemble de fonctions {1 | k € M;} définit une base de
fonctions d’ondelettes, avec M; = K;_1\ K;, si il vérifie :

1. L’espace W, défini par la base de fonctions {1 | k € M;}, est le complément de
V; dans V;_1.

2. 8i J =7, Uensemble {H—zJZ—” |jed, ke Mj} définit une base de Riesz de L? (X).
Js

3. 8i T =N, Uensemble Lty o { IIZJ:’:H |jeT ke M,-} U { IIZZW;II lneJ,ke Mj}
.]) n’

définit une base de Riesz de L? (X).

Les théorémes (10) et (11), énoncés par Vetterli [121] puis par Sweldens [113] dans le cadre
du lifting, justifient la construction en lifting et permettent d’assurer la biorthogonalité du
banc de filtres associés.
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THEOREME 10 (SWELDENS) Soient un ensemble de filtres biorthogonauz {ho,ﬁo,go,go}

et un filtre a support compact U, les filtres {h,ﬁo,go,ﬁ} définis tels que :
hj’k’l = h.(j)ykal - Zuj’k’mg;‘)’myl
m

~ ~0 70
9jml = 9jml — Z Wj kmMj e
k

constituent un ensemble de filtres biorthogonauz.

THEOREME 11 (SWELDENS) Soient un ensemble de filtres biorthogonaux {ho,%o,go,go}

et un filtre a support compact P, les filtres {ho,ﬁ,g,gﬂ} définis tels que :
Lkl j{:pj$7ngjmj
gj’m’l = gjam7l - Zp]’k’m jakal
k

constituent un ensemble de filtres biorthogonauz.

Les bases d’ondelettes et les fonctions d’échelle sont réactualisées & chaque pas lifting.
L’évolution des fonctions est explicitée par ’ensemble des formules suivantes :

¢ (t) = ¢(2H) ()
=v2) K¢ 2t - k) - > UV — k)

k€EZ kEZ
Dty =v2 > gV k] (2t — k)
kEZ
PP (1) = D) + > UG (2t — k)
keZ
avecl € {1,...,L}, k€ Z.

1.3.5.1 Pas lifting dual (mis en ceuvre par un opérateur de prédiction)

De maniére analogue, les pas lifting duaux réactualisent les bases d’ondelettes et de
fonctions d’échelle. La mise & jour se fait par l'intermédiaire des quatre équations qui
suivent :

$(2l+1)( t) = $(2l)( t)
2l—|—1 \/_ Z h l) 2l+1) ZP l) 2l+1 ( k)

keZ? kEZ

P () = v2 )y gl K] ¢ (2t — k)

kEZ

D (@) = § (1) + 3 PO (k] 5D (2t - k)

keZ



1.3. Introduction au schéma lifting et aux ondelettes de seconde génération 39

1.3.6 Conclusion

Le schéma lifting permet d’implémenter la transformée en ondelettes de maniére plus
efficace, en réduisant le nombre d’opérations arithmétiques [92]. Les mémes opérateurs
servent & mettre en oeuvre les transformées directe et inverse. Le schéma lifting permet
une construction de filtres sans passer par le domaine de Fourier. Sweldens et Schréder [114]
définissent les opérateurs pour un schéma lifting de base & partir des fonctions d’interpola-
tions de Deslauriers et Dubuc [34, 35] ou des B-splines. L’idée de construire des ondelettes
en fonction des propriétés désirées existait déja. Aldroubi et Unser [2] introduisent des
spécificités afin de controler la régularité et les propriétés d’interpolations des ondelettes.
Dans le cadre des transformées adaptatives, Piella met au point un schéma lifting adaptatif
a reconstruction exacte [88].

Le schéma lifting constitue une nouvelle base pour un ensemble de travaux portant sur
le filtrage non linéaire. Claypoole introduit une technique de filtrage adaptatif qui permet
de choisir "opérateur de prédiction en fonction des propriétés locales de I'image [20]. Amo-
nou [3] utilise le principe du lifting dans un cadre différent. Elle définit une segmentation
hiérarchique des objets. Le premier pas lifting est remplacé par une segmentation de l'image
retournant la valeur moyenne de chaque zone image, et le deuxiéme pas est remplacé par
la matrice identité. Il en résulte une image segmentée bruitée et une image de texture.

Le schéma lifting est un outil, permettant de travailler sur divers types d’échantillon-
nages, réguliers ou non, et en dimension n, n € N*. Nos travaux concernent la définition de
schémas lifting adaptés aux signaux bidimensionnels échantillonnés sur grille quinconce.






Deuxiéme partie

Schéma lifting sur grille quinconce et
généralisation






Introduction

La transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable se base & la fois sur le
concept d’analyse multirésolution avec un facteur de résolution /2, introduit par Feau-
veau [37], et sur la définition des bancs de filtres bidimensionnels non-séparables, énoncée
par Vetterli [118|. L’analyse multirésolution génére des espaces emboités, avec un facteur
de résolution v/2 entre deux espaces consécutifs. Elle est deux fois plus fine que dans le
cas séparable. En outre, elle n’utilise qu'une seule ondelette au lieu de trois, et permet de
décomposer une image en deux canaux au lieu de quatre pour le cas séparable. Les filtres
utilisés sont non-séparables, de forme diamant, et sont moins anisotropes que les filtres
séparables. Le support fréquentiel idéal est aussi de forme diamant [120]. En conséquence,
les filtres quinconce décorrélent 'information, principalement sur les axes diagonaux.

Au niveau pratique, le traitement des images par une transformée quinconce offre plu-
sieurs intéréts. La fonction de transfert de modulation de certains instruments optiques a
un support fréquentiel proche du support quinconce. Les images acquises a partir de tels
instruments doivent faire ’objet d’un traitement adéquat pour exploiter au mieux leurs ca-
ractéristiques fréquentielles. Une transformée pyramidale quinconce est manifestement plus
appropriée pour traiter ce type d’images qu’une transformée séparable. L’utilisation de la
transformée non-séparable présente deux problémes majeurs. La construction de filtres avec
de bonnes propriétés de reconstruction parfaite, de biorthogonalité et de régularité n’est
pas évidente. Plusieurs études ont été faites concernant la définition de bancs de filtres bi-
dimensionnels non-séparables. La construction de Siohan se base sur la définition de filtres
demi-bandes en dimension deux [105]. Celle de Moreau de Saint Martin [32] utilise les
bases de Grobner [24]. Les constructions d’Ansari, Guillemot, Kim [4, 54|, Antonini, Bar-
laud [7, 8, 10], Kovagevié et Vetterli [56, 57] utilisent des transformées d’extension 1D-2D,
telles que la transformée rotationnelle ou la transformée de McClellan. Les transformées
non-séparables ont pour inconvénient d’étre coliteuses en opérations. Une implémentation
séparable permet de réduire la complexité du filtrage. D’autant plus, qu’une solution ef-
ficace pour réduire la complexité existe dans le cas de filtres 1D. La factorisation de la
matrice polyphase en schéma lifting définit une implémentation lifting des bancs de filtres
en dimension un [111]. Reichel [92] a mis en évidence le gain dans le cas de filtres 1D. La
définition d’un filtrage non-séparable moins coliteux passe par 1’élaboration d’une implé-
mentation en schéma lifting quinconce. Kovacevié et Sweldens ont défini des opérateurs
lifting quinconce par interpolation a l’aide de ’algorithme de Neville [55]. Uytterhoeven et
Bultheel [117] s’inspirent de la technique Red-Black de Gauss-Seidel et définissent une ver-
sion lifting quinconce du filtre (2,2) par une subdivision de I’échantillonnage et un moyen-
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nage des coefficients. Ansari, Kim et Devovic [5] définissent un triplet de filtres demi-bande
de dimension un, et les disposent dans une structure pouvant étre assimilée & un schéma
lifting & trois pas. Ils définissent un filtrage bidimensionnel par ’application d’une trans-
formée rotationnelle & chaque filtre demi-bande. Bien que la réalisation d’Ansari soit assez
proche de la noétre, aucune de ces méthodes ne propose 'implémentation de bancs de filtres
bidimensionnels non-séparables en schémas lifting.

Nous proposons, au chapitre 2, une méthode permettant de « factoriser » une certaine
classe de filtres non-séparables en schéma lifting, afin de bénéficier des avantages qu’offre
le lifting, notamment celui d’une implémentation moins onéreuse. Grace au lifting, le cofit
du filtrage n’est plus un facteur discriminant dans le choix de I’analyse multirésolution
2D. Nous donnerons une version entiére du schéma lifting quinconce et nous mettrons en
évidence le gain entre I'implémentation lifting quinconce et le filtrage par transformée en
ondelettes.

La question de la synthése de filtres non-séparables plus performants est traitée au
chapitre 3. Nous définissons une méthode de construction d’opérateurs lifting quinconce
adaptés aux données, et associés & une chaine de codage. Moulin et Mihgak [79] définissent
une méthode de conception de filtres 1D adaptés aux données. Les filtres doivent minimiser
I’énergie du signal basse fréquence. La conception d’opérateurs lifting quinconce repose
sur la définition d’un opérateur de prédiction minimisant la variance de la sous-bande
haute fréquence. L’opérateur de mise & jour est défini par la minimisation de l’erreur de
reconstruction due a des dégradations générées dans 'image haute fréquence.



Chapitre 2

Schéma lifting bidimensionnel
non-séparable : formulation et
« factorisation »

Ce chapitre pose comme fondement le développement d’équations concernant le schéma
lifting quinconce, ainsi que le développement d’une implémentation lifting associée & une
certaine classe de filtres bidimensionnels non-séparables. La premiére étape est basée sur la
théorie générale formulée par Sweldens, restreinte au cadre de la transformée quinconce. La
formulation du lifting quinconce correspond & celle définie pour les ondelettes de seconde
génération de Sweldens [113]. La restriction au cadre d’une transformée quinconce est basée
sur le concept de ’analyse multirésolution énoncé par Feauveau.

Dans un deuxiéme temps, nous développons une méthode permettant de construire un
schéma lifting quinconce associé & un banc de filtres bidimensionnels non-séparables. La
méthode proposée est restreinte & une certaine catégorie de filtres, que nous expliciterons
par la suite. Nous estimons ensuite le gain en nombre d’opérations pour une implémentation
lifting par rapport & une implémentation par bancs de filtres [43].

2.1 Formulation du schéma lifting quinconce

2.1.1 Schéma lifting quinconce
2.1.1.1 Transformée quinconce

Les ondelettes bidimensionnelles « quinconce » sont associées & une analyse multiréso-
lution avec un facteur de résolution v/2. Une famille d’espaces emboités {V;} jelz, inclus
2
dans L2 (]RZ), définit I’analyse multirésolution en question. Ainsi, un signal f appartenant
a L? (RQ) peut étre reproduit & diverses résolutions par projection orthogonale sur la fa-

mille des espaces {V} jelz L’approximation de f & la résolution 277 est définie par s;,
2
avec s; € Vet j € 17. La propriété de causalité des espaces d’approximation induit que
J Jet7 €3 prop

sj ( € V;) peut exclusivement étre déterminée & partir de 8j1 (E V,_ 1 ) Elle permet de
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définir la transformée rapide en ondelettes bidimensionnelles qui s’applique a l'image s 1
2

et retourne ’approximation s; ainsi que les coeflicients d’ondelettes d; (d; appartenant a

W;, le complément de V; dans 'V, _ 1)- La transformée est définie a partir d’'un banc de
2

filtres biorthogonaux et bidimensionnels (h, g) qui assurent la reconstruction parfaite.

sj[nenyl = > h[—k] 8j_1 [L[ng,ny] — K]
keZ?

dj[nayny] = Y gl=K]s; 1 [L[na,ny] +(1,0) — K]
keZ?

Les filtres duaux (ﬁ, §) permettent, quant & eux, d’affiner la résolution de I’approximation

et assurent la reconstruction du signal s ;1 & partir des sous-ensembles s; et d;.

1
32

L’association des travaux de Feauveau [37] sur le quinconce et des travaux de Swel-
dens [113] sur le lifting nous a permis d’écrire les relations caractérisant le schéma lifting

quinconce.

2.1.2 Transformée en ondelettes quinconce par schéma lifting

Le schéma lifting se compose d’une transformée en ondelettes basique, telle que la
transformée polyphase, et d’une succession de pas lifting et de pas lifting duaux, spécifiés
a laide d’opérateurs de mise & jour et de prédiction (cf. section 1.3.1). Le role de la
transformée triviale est d’opérer un changement de résolution et un sous-échantillonnage
par un facteur 2. Les filtrages passe-bas et passe-haut sont réalisés par les applications
successives des différents opérateurs lifting quinconce. Ces différentes phases de filtrages
sont explicitées dans les paragraphes suivants.

NIV2 4% Mz N2 2458 M2
[ JoN NeXN ] [ JoN NeN ]
[ NeoN NeN NoN ] [ NoN NeN NoN ]
N L NN Noi NoN NeXN ) L o Nol NeoN NeN )
[ JoN NoX NeN NoN NeN } [ JeoN NoX NeN NoN NeN }

-
000808080 e0 O®0@e0e0e0e0

(e NoX Noi Noi NoX NoX )

résolution : 27" résolution : 2712

F1G. 2.1 — Schéma lifting quinconce (et échantillonnage)

1. La premiére phase du schéma lifting consiste & mettre en ceuvre une transformée
triviale par 'application d’un banc de filtres (h(o), g(o)). La transformée est du type
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transformée de Haar ou transformée paresseuse. Son application conduit & I’ensemble
d’équations (2.1) :

s nw,ny Z RO il (L [ng,ny] — K]
(0) £ (0) (2.1)
d; [N, ny] = Z 9" [k Sj-1 [L [ng,ny] + (1,0) — K]
kez?

Généralement la décomposition polyphase est adoptée, lors de cette premiére étape,
en raison de sa simplicité. Elle partitionne le signal bidimensionnel en deux canaux
distincts, regroupant d’un co6té les échantillons de somme d’indices paire et d’un autre
coOté les échantillons de somme d’indices impaire. Dans ce cas particulier, les filtres
(h(o),g(o)) s’identifient & la pulsation de Dirac.

RO [n,, ny| = 1 [ng, ny| = 0 [ng, ny)
9(0) [Nz, my) = 5(0) [Nz, ny] = 6 [ng,ny

Les deux sous-bandes, 350) et d(o) retournées par la transformée polyphase sont spé-
cifiées par les équations (2.2) et l’annexe A

(0) _

S, [N, ny] = Sj-1 [L [ng, ny]]

dgo) [y ny] = s 1 [L [ng,ny] + (1,0)]

(2.2)

jf

2. La deuxiéme phase consiste & définir les M pas lifting intervenants suite au filtrage
basique. Les pas lifting sont générés & ’aide d’opérateurs bidimensionnels de prédic-
tion et de mise & jour. Ainsi, pour [ allant de 1 & L (L = f%]), les pas lifting sont
décrits par les équations (2.3) :

Ding,nyl =8 Dingymy] = Y UO K™ [ — kayny — ky)
= (kg ky) €22
h _ ?z) - O (2:3)
[ng,nyl =d; " [ng,ny] — Z PO  ng — kg, ny — ky
kEZ?

Le schéma lifting est finalisé par :

s]':ng-)
d; = Kd{"

Notons que les opérateurs lifting s’appliquent aux images sous-échantillonnées. Contrai-
rement & la transformée en ondelettes classique, un pas lifting n’inclut pas de chan-
gement d’échelle. Le schéma lifting implémente une transformée en ondelettes rapide
et simple dans la premiére phase, pour justement réaliser le changement de résolution
et le sous-échantillonnage (cf. Annexe A).

Les implémentations du filtrage quinconce par convolution directe et par schéma lifting
sont détaillées dans I’annexe (A). L’'implémentation lifting requiert simplement la mise en
ceuvre des équations (2.1) ou (2.2), et (2.3). La mise en forme des filtres et le procédé de
sous-échantillonnage quinconce sont eux aussi explicités.
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2.1.3 Calcul du banc de filtres associés

Dans le cas d’opérateurs lifting linéaires et & support compact, le schéma lifting est
associé & une analyse multirésolution de premiére génération. L’ensemble des filtres bior-
thogonaux {h, g,ﬁ, ﬁ}, liés & ’analyse multirésolution, définissent la transformée en onde-
lettes bidimensionnelle non-séparable, qui peut étre implémentée en lifting. Les bancs de
filtres peuvent étre calculés directement & partir des ensembles d’opérateurs lifting et de

filtres triviaux {ho, q°, EO, q° } Ce calcul fait référence a ’analyse multirésolution bidimen-

sionnelle de Feauveau [38], avec un facteur de résolution v/2, et & I’algorithme du schéma
lifting de Sweldens [113]. Les bancs de filtres sont initialisés par les filtres triviaux pour
étre ensuite mis & jour par les différents opérateurs lifting. Ces deux étapes sont détaillées
de la maniére suivante :

1. Lors de la premiére phase, les filtres sont initialisés par ’ensemble {ho, go,ﬁo,f]ﬂ}.
Dans le cas d’une transformée polyphase, ces filtres sont définis en (2.4), avec n =
[ng,ny] € Z2.

h© [N, ny] = h©) [z, y] = 6 [z, ny] = nyo

- 24
9(0) [nwa ny] = h(o) [nwa ny] =4 [nza ny] = 0On,0 ( )

REMARQUE 12 En dimension un, la transformée polyphase 2-bandes est mise en
ceuvre o l'aide des filtres h et g détaillés par les équations (2.5),

hln] = h[n] = & [n] = &,
~ (2.5)
gln]j=gln]=4d[n—1] =0,
avec n € Z. Le filtre monodimensionnel g est excentré alors que le filtre quinconce ne
lest pas. En réalité, les équations en dimension un et en dimension deuz sont congues
et posées de maniéres différentes. En dimension un, le décalage apparait au niveau du
filtre g, tandis qu’en dimension deuz le décalage n’est pris en compte qu’au niveau de
l’étape de filtrage. Ainsi, le filtre passe-haut est centré et s’applique auz échantillons
obtenus suite 6 un décalage d’indice de + (1,0). Ce décalage est représenté de maniére
explicite dans ’équation (2.1).

2. Suite a linitialisation, les filtres {h, g,ﬁ,@'} sont actualisés a chaque pas lifting. La
mise & jour est simple et rapide. Pour un schéma composé de L pas lifting primaux
et L pas lifting duaux, les filtres sont redéfinis en posant, pour / allant de 1 & L :

— pour un pas lifting

0 [ng, ny] = =) [y Ty] — Z gl 1) [(ng,ny) — L(k) — (1,0)] v® [—k]
kez? (2.6)
gY [nz,ny] = G4V [ng, ny) + ez KV [(nzymy) + (1,0) — L(k)] U [K]
— pour un pas lifting dual
g(l) [Ny Ty] = g [nwany Z h [(ng,ny) + (1,0) — L(k)] p® [—K]

~ ~ keZ? (2.7)
[0 [”many] = h(-1) [”za ”y] + EkeZ2 5“) [(”ma ”y) - L(k) - (1a 0)] pO [k]
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Le dernier pas lifting met en évidence les filtres h, %, g et g.

1.«
hy = —h{"
~ L
gj = E?é )
hj = K%(S.L)
g = ngL)

Les théorémes (10) et (11) sont applicables au cas bidimensionnel. Ils confirment que si
(h(o),g(o)) et (ﬁ(o),ﬁ(ﬂ)) sont biorthogonaux alors les bancs de filtres (h,g) et (ﬁ,g) le

sont aussi. Les filtres liés & I’analyse multirésolution sont maintenant définis. Les fonctions
d’échelle et les ondelettes associées s’obtiennent par un processus analogue.

2.1.4 Calcul des ondelettes et fonctions d’échelle

Les ondelettes et fonctions d’échelle associées au schéma lifting peuvent étre obtenues
de maniére itérative, sans nécessiter de calcul dans le domaine de Fourier.

2.1.4.1 TImplémentation d’une transformée basique et d’un sous-échantillonnage
de facteur 2

La premiére étape consiste & déterminer les bases d’ondelettes et de fonctions d’échelle
associées a la transformée basique. Les ondelettes et les ondelettes duales sont identifiées
par <¢(0),¢(0)). Les fonctions d’échelle et les fonctions d’échelle duales sont, quant & elles,

définies par (gb(o), $(0>). Dans le cas d’une décomposition polyphase, la base de fonctions

associées (¢(0),1Z(0),¢(0),q~5(0)> n’existe pas dans L2 (]RQ). En réalité, la décomposition
polyphase ne correspond pas & une transformée en ondelettes, puisqu’elle ne vérifie pas le
théoréeme 4. Cependant, les ondelettes et les fonctions d’échelle sont définies de maniére
formelle par des pulsations de Dirac et vérifient ainsi les équations (2.8).

¥Oly) =oay)  90(y) =0 (@,y) (2.8)
¢O(z,9) = 6(z,y) O (z,y) =iz .

—

2.1.4.2 Pas lifting (opération de mise a jour)

Les bases d’ondelettes et les fonctions d’échelle sont actualisées & chaque pas lifting.
L’évolution des fonctions est explicitée par ’ensemble des formules suivantes :

¢ (z,y) = gD (z,y)

$ (z,) =v2 3 WDKGD (L(z,y) - k) = Y UORG ((z,y) - k)
kez? kez?

P (z,9) =v2 Y g DK (L(z,y) — k)

keZ.2
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) (@,y) = D (z,y) + Y UOEGP D (L(z,y) — k)

keZ?

avec | € {1,...,L}, k = (kg ky) € Z2, et pour ket n € Z2 k —n = (ky — ng, ky — ny).

2.1.4.3 Pas lifting dual (opération de prédiction)

Par analogie au cas d’une mise a jour, les pas lifting duaux redéfinissent les bases
d’ondelettes et les fonctions d’échelle associées. L’actualisation des fonctions est réalisée
par l'intermédiaire des quatre équations qui suivent :

P (z,y) = ¢ (z,y)

$ D (@, y) =v2 Y A ko by ] ¢ (L) — (R, k)
kez?

= 3" POk, by 9D () — (e, Ky)
kEZ

P (,y) = V2 Y 9"V ke ky) 6D (L, y) = (R, By)

keZ.2

PP (2, y) = D (@,9) + > PO [k, ky) $2 (L@, y) — (Kas ky))
keZ?

2.1.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons précisé les équations relatives au schéma lifting quin-
conce. Ce schéma met en ceuvre une transformée multiéchelle bidimensionnelle non-séparable
avec un facteur de résolution v/2. Les relations exposées fixent les outils nécessaires pour
implémenter correctement un schéma lifting quinconce. Elles permettent de définir les
équations du banc de filtres associé, ainsi que celles des ondelettes et fonctions d’échelle.
Le schéma lifting permet de réduire la complexité du filtrage par un processus qui lui per-
met de calculer les deux sous-bandes de maniére dépendante, en utilisant & chaque pas, les
résultats des calculs précédents (le gain est mis en évidence en 2.5). Pour des raisons de
simplicité et de coit, il est souhaitable de bénéficier d’une implémentation de la transfor-
mée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable en schéma lifting. La construction d’un
banc de filtres non-séparables & partir du lifting est relativement simple. Elle est détaillée
au paragraphe 2.1.3. La difficulté consiste & réaliser 'opération inverse. Le probléme de la
construction d’un schéma lifting quinconce & partir d’un banc de filtres donnés fait 1’objet
de la section 2.2. Nous verrons que la factorisation d’un banc de filtres bidimensionnels en
schéma, lifting quinconce n’est pas automatique, et nous développerons une méthode per-
mettant de trouver une implémentation sous forme lifting de la transformée en ondelettes
quinconce, pour une certaine catégorie de filtres.
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2.2 « Factorisation » de filtres bidimensionnels non-séparables
en schéma lifting

2.2.1 Problématique

Cette section traite du probléme de la construction d’un schéma lifting, & partir de
bancs de filtres bidimensionnels non-séparables. Daubechies [28] a développé une méthode
de factorisation gérant le probléme pour des filtres de dimension un. Intuitivement, 1’idée
serait de généraliser la méthode de Daubechies pour des filtres a variables multiples (voir
partie 1.3.3) ; et ensuite d’appliquer la factorisation, dans le cas bidimensionnel, & un banc
de filtres quinconce, afin d’en obtenir une implémentation lifting. Si la formulation du
probléme est triviale, la réalisation est loin d’étre aussi aisée. Suite a l'application de la
transformée en z, les filtres d’ondelettes 2D, h(z1, 22) et g (21, 22), s’expriment comme des
polyndémes de Laurent & deux variables. La factorisation de la matrice polyphase met en
ceuvre la division des deux composantes polyphases de h, soient he(z1,22) et ho(21,22). Une
absence de théorémes fondamentaux traitant des polyndmes a variables multiples proscrit
la division. Malgré la conjecture de Serres et le théoréme de Quillen-Suslin [109, 110] qui
énoncent ’existence de la factorisation d’une matrice de déterminant un en matrices élé-
mentaires, il n’y a pas de méthode automatique qui permet de définir la factorisation en
matrices triangulaires [85, 84, 86]. En conséquence, la méthode de Daubechies n’est pas
généralisable. Pour contourner ce probléme nous ne traitons pas directement les filtres 2D,
mais les filtres 1D qui en sont origine [43]. Une restriction s’impose alors, les filtres 2D
considérés doivent obligatoirement étre construits a partir d’une transformée envoyant des
filtres 1D sur des filtres 2D. La factorisation des filtres 1D génére des opérateurs lifting
de dimension un, a partir desquels les opérateurs du schéma lifting quinconce sont créés.
Cette section propose une méthode de construction du schéma lifting quinconce utilisant la
transformée de McClellan, en établit les limites et définit les conditions d’applications. Par

bior-
)
(na,ny)€Z?

thogonaux et dont la transformée en z retourne un polynéme de R [zz + 27t + Zy + 2y 1],
peut étre « factorisé » indirectement en schéma lifting via notre méthode. En outre, la mé-
thode peut étre généralisée, sous certaines conditions, pour des filtres multidimensionnels
4 phase nulle définis dans £? (R*) avec n € N\ {0}.

ailleurs, nous montrons que tout couple de filtres 2D (h [Py My ,ﬁ (Mg, My

2.2.2 Extension quinconce : définition et contraintes
2.2.2.1 Principe

La construction du schéma lifting quinconce ne se fonde pas sur la simple factorisation
d’une matrice polyphase, définie par un banc de filtres bidimensionnels. La méthode propo-
sée détermine un banc de filtres 1D & partir du banc de filtres 2D, assure la décomposition
des filtres 1D en schéma lifting, puis applique la transformée & chaque opérateurs lifting
1D. S’ensuit ’obtention des opérateurs du schéma lifting quinconce. Ce bref descriptif in-
troduit 'idée directrice, qui nous permet, dés & présent, de définir les conditions initiales,
nécessaires au développement de la méthode. Le cheminement proposé consiste & :
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— définir la transformée d’extension des filtres 1D au 2D, son domaine d’application et
les propriétés des objets qu’elle traite,

— définir ’ensemble des filtres bidimensionnels vérifiant les conditions d’admissibilité
de la méthode,

— vérifier 'applicabilité de la transformée aux opérateurs lifting,

— et détailler pas a pas la construction du schéma lifting quinconce.

2.2.2.2 Définition de la transformée d’extension 1D - 2D et contraintes

La transformée d’extension des filtres 1D aux filtres 2D ne peut étre déterminée de
maniére arbitraire. Les filtres lifting quinconce doivent respecter certaines propriétés, et
pouvoir mettre en ceuvre une transformée en ondelettes bidimensionnelle. En conséquence,
la transformée doit assurer la transcription d’'un minimum de propriétés du filtre 1D au
filtre 2D. Par exemple, 'image d’un filtre passe-bas de dimension un doit étre un filtre
passe-bas de dimension deux. McClellan [74] a mis au point une application qui a pour
principe de conserver les propriétés de biorthogonalité et de reconstruction parfaite [120].
Elle préserve la compacité du support, les zéros a la fréquence d’aliasing (condition né-
cessaire pour la régularité mais pas suffisante en dimension strictement supérieure a un).
La derniére propriété permet de conserver les conditions dites de « normalisation » en
assurant 1’égalité entre les sommes des coefficients des filtres 1D et 2D, ainsi que les qua-
lités passe-bas ou passe-haut des filtres. Toutes ces propriétés sont importantes pour la
construction de la transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable. La transfor-
mée de McClellan (2.9) opére un changement de variables du 1D vers le 2D dans le domaine
de Fourier.

1
cosw = 5 (cos wg + cos wy) (2.9)

Son domaine d’application est restreint aux filtres & phase nulle (symétrique en zéro) dont
I'image dans L? (RZ) est aussi & phase nulle. Il en résulte des filtres 2D symétriques et de
forme diamant. La condition d’orthogonalité étant incompatible avec la condition de phase
nulle, la transformée ne permet pas de définir des filtres bidimensionnels orthogonaux. Un
point faible concerne la régularité, qui est difficile & définir en dimension deux. McClellan
n’assure pas la conservation du degré de régularité [31].

Les propriétés de reconstruction parfaite et de biorthogonalité, relatives au schéma
lifting 1D, sont conservées suite a l'application de la transformée de McClellan sur chaque
opérateur. En imposant la biorthogonalité du schéma 1D, I’assertion précédente se justifie
en deux étapes :

— La transformée basique 1D est biorthogonale et & reconstruction parfaite. La transfor-
mée de McClellan assure le report de ces deux propriétés sur la transformée basique
définie en dimension deux. Dans le cas d’un schéma lifting obtenu par factorisation de
la matrice polyphase, la transformée basique s’identifie & la décomposition polyphase
2-bandes. L’application de la transformée de McClellan retourne tout simplement la
décomposition polyphase bidimensionnelle.

— Les opérateurs lifting quinconce sont & support compact, puisque leurs antécédents
le sont. En conséquence, 'adjonction de pas lifting et de pas lifting duaux au schéma
de base conserve les propriétés de biorthogonalité et de reconstruction parfaite.
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Ainsi, application de la transformée de McClellan sur les différents opérateurs lifting
quinconce conduit & un schéma lifting quinconce biorthogonal et & reconstruction parfaite.
La partie 2.2.4 soumet un résultat important concernant le filtrage global réalisé par le
schéma lifting. Dans 2.2.4, nous montrons que notre construction du schéma lifting quin-
conce peut s’identifier & une des « factorisations » en lifting du banc de filtres original
défini en dimension deux.

2.2.2.3 Domaine de définition des filtres bidimensionnels non-séparables (passe-
bas)

La transformée et son domaine d’application étant spécifiés, nous allons maintenant
nous intéresser & son domaine image. La construction d’un schéma lifting associé a un
banc de filtres bidimensionnels non-séparables nous améne & travailler avec des filtres 1D.
Les données initiales sont des filtres bidimensionnels et doivent étre transformées en filtres
1D. Le changement de variable, opéré par la transformée de McClellan, peut étre inversé.
La transformée inverse s’applique aux filtres 2D et génére des filtres 1D. La transformée
de McClellan se récrit sous la forme :

1
(z+271) = 3 (25 + 25" +zy+z;1) (2.10)

La transformée de McClellan inverse est définie par :
(zw—l—zg;1 +zy—|—zy_1) —)2(z—l—z_1)

Les filtres doivent répondre & certaines contraintes et appartenir au domaine de définition
de la transformée inverse. Définissons par f, un filtre bidimensionnel non-séparable :

f(zwazy) = Z Z fm,nzx_mzy_n

m=—an=—a

f appartient au domaine de définition de la transformée de McClellan inverse, si et seule-
ment si f est un polyndéme en (zm + z; 1y Zy + 2, 1).

2.2.2.4 Validation de P’applicabilité de la transformée de McClellan dans le
cadre du lifting

La transformée de McClellan doit étre appliquée aux différents opérateurs lifting 1D.
Son domaine de définition se restreint aux filtres & phase nulle. Les opérateurs lifting 1D,
obtenus par factorisation d’une matrice polyphase, ne le sont pas. Aussi, la transformée de
McClellan ne peut étre appliquée directement aux opérateurs p() et u(¥) (1<I1<L2L
étant le nombre de pas lifting). La proposition 13, démontrée en annexe B.1, nous permet
de contourner ce nouveau probléme et de générer des filtres vérifiant la condition de phase
nulle.
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PROPOSITION 13 Soient h et h des filtres passe-bas a phase nulle et définis dans £? (R),
alors il existe une factorisation de la matrice

Po(z) = ( he(2) —ho (271) )

ho(z)  he (zil)

en schéma lifting, les opérateurs lifting P et O (1 <1< L, 2L étant le nombre de pas
lifting) vérifiant

Poi(2) zLﬁl ( (1) u(Lll)(z) ) (p(L—ll)(z) (1) ) % ( IO{ 1/0K )’

=0

telle que les 2L polynomes de Laurent z~'p"(22) et zuW(22) (vl € {1,...,L}) soient d
phase nulle.

Les opérateurs z~'p\(22) et zu(2?), VI € {1,..., L}, sont & phase nulle et appar-
tiennent au domaine de définition de la transformeée.

2.2.3 Reéalisation du schéma lifting quinconce
2.2.3.1 Proposition d’un algorithme

La résolution du probléme, lié & la restriction du domaine de définition de la trans-
formée de McClellan, rend possible ’extension du schéma lifting au cas bidimensionnel
non-séparable. La procédure d’extension peut débuter de deux maniéres : soit en partant
d’un banc de filtres 2D & phase nulle, & symétrie octogonale et dont la transformée en z
retourne un polynéme en (zw +2z71 + zy + 2y 1), soit directement & partir d’'un banc de

filtres 1D biorthogonal (h, g,ﬁ,ﬁ) olt h et h sont des filtres symétriques en zéro. Suite &
I'initialisation des données, le schéma lifting quinconce est défini en cing étapes :

1. Application de la transformée de McClellan inverse auz filtres passe-haut bidimen-
sionnels H et H mnon-séparables : Les filtres doivent étre biorthogonaux et leur
transformée en z appartenir & ]R[zw + 251 +2y+ 2, 1}. Les filtres vérifiant cette
condition sont & phase nulle et symétriques par rapport aux quatre axes princi-
paux définis dans le plan 2D. La transformée de McClellan inverse retourne les
filtres passe-bas h et h de dimension un et & phase nulle. Les filtres passe-haut g
et g sont obtenus par les conditions imposées par la propriétés de biorthogonalité
g(z) =27 1h (—z1) et glz)=zth(-271) .

2. Décomposition du banc de filtres 1D biorthogonauz (h,g,ﬁ,ﬁ) en schéma lifting pour
les filtres a phase nulle h et h : La premiére étape consiste & décomposer le banc
de filtres 1D en schéma lifting suivant le procédé établi par Daubechies 1.3.3. La
décomposition en lifting n’est pas unique, néanmoins nous retenons la factorisation
qui affecte au schéma les opérateurs lifting p®) et u{) solutions de la proposition 13.

3. Sur-échantillonnages des opérateurs : Les différents opérateurs lifting p® et u® sont
sur-échantillonnés et décalés d’une valeur 1, pour les pas de prédiction, et 0, pour
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les pas de mise & jour. Le sur-échantillonnage des opérateurs lifting se traduit par
le remplacement des polynomes p)(z) et u()(z) par les polynomes z~'p{)(2?) et
zu® (22). A T'aide de la proposition 13, nous pouvons affirmer que ces filtres sont 2
phase nulle. Les opérateurs lifting, définis par factorisation, endurent un changement
d’échelle et un sur-échantillonnage de facteur 2. Un décalage d’indices de valeur 1
est appliqué aux opérateurs de prédiction et un décalage de —1 aux opérateurs de
mise & jour. Suite & ces opérations les opérateurs —p®)(z) et —u¥)(2) deviennent
—z_lp(l) (22) et —zu® (22)

4. Application de la transformée de McClellan auz opérateurs 2~ 1p® (z2) et zull) (22) :
L’application de la transformée de McClellan sur z~p(®)(22) et zu()(2?) retourne des
polynémes de Laurent bidimensionnels correspondant a des opérateurs lifting. Ces
opérateurs constituent les opérateurs d’un schéma lifting quinconce, sur-échantillonnés
et décalés de £1.

5. Sous-échantillonnage d’un facteur 2 des opérateurs bidimensionnels : Les opérateurs
lifting 2D, obtenus lors de 1’étape précédente, ne correspondent pas réellement aux
opérateurs lifting quinconce désirés. Le sur-échantillonnage mis en ceuvre au point 2
subsiste. Pour remédier a ce probléme, nous procédons a un sous-échantillonnage sur
les opérateurs 2D et nous obtenons les opérateurs lifting quinconce.

Cette méthode & cinq passes définit des opérateurs lifting quinconce. Le schéma lifting,
qui en résulte, vérifie les conditions de biorthogonalité et de reconstruction parfaite (cf.
2.2.2.2). Le schéma lifting quinconce correspond & 'implémentation sous forme lifting du
banc de filtres biorthogonaux défini par H, H, G et G. Le paragraphe 2.2.4 se consacre & en
établir la preuve. Les différentes phases de construction du schéma lifting sont expliquées
de maniére plus détaillée dans les paragraphes qui suivent.

REMARQUE 14 Les étapes 1 et 2 ne sont pas toujours nécessaires. Tout schéma lifting de
dimension un, défini par des opérateurs p() et ul), VI € {1,..., L}, vérifiant la condition
2 1pW(22) et zuV) (2?) & phase nulle, peut étre étendu en dimension deuz. Le schéma lifting
quinconce est construit en exécutant seulement les trois derniéres phases. Dans la mesure
ou la contrainte sur la phase est vérifiée, les opérateurs définis directement dans le cadre
du lifting et non o partir d’une transformée en ondelettes connue peuvent étre étendus au
quinconce.

2.2.3.2 Algorithme de factorisation en schéma lifting

La factorisation d’un banc de filtres en schéma lifting n’est pas unique. L’algorithme
exploité se base sur les travaux de Marshall [73] et de Daubechies [28]. Il s’applique aux
filtres & phase linéaire et & réponse impulsionnelle finie, et retourne une solution unique. Le
principe est de sur-échantillonner les composantes polyphases des filtres de reconstruction
he, ho, ge €t go. Le filtre h étant & phase nulle, les composantes he (22) et 27 h, (z2) le

sont aussi. Chacune s’exprime comme un polynéme en z + z 1.

ﬁe (22) =A (z + z_l)
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et
z_lﬁo (z2) =B (z + z_l)

Le changement de variable X = z+2z !, définit les polynémes A(X) et B(X) dans I’anneau
euclidien R[X]. La division euclidienne, s’appliquant aux polynémes A et B, s’énonce :

@, R) e RX] | A(z) = B(z)Q(z) + R(z)

avec deg,(B) > deg,(R).
L’algorithme d’Euclide applique la division euclidienne de maniére itérative. Elle définit
les quotients et restes successifs des divisions euclidiennes de a;(z) par b;(z) :

ai(z) = bj(z)git1(x) + riy1(z) Vie{l,.,N}

avec a;(X) = bi—1(X) et b;(X) = ri(X), Vi € {1,...,N} (rn dernier reste non nul de la
division), et avec pour conditions initiales ag(X) = A(X) et by(X) = B(X). L’équation
(B.9) entraine :

ho(z) = ha(z) - 2Q(z%) + R(z?)

avec deg (B (:1:2)) > deg (R (:1:2)) et deg (B (x2)) —deg (R (:1:2)) = 0 mod 2. Les quotients
successifs de la divisions s’identifient aux opérateurs z~'p(2?) et zul®(2?) (voir preuve
de la proposition 13 dans Annexe B). La phase des opérateurs z 'p)(22) et zu(2?) est
nulle. Les opérateurs lifting pMet v VI € {1,...,L} s’obtiennent par un décalage et un
sous-échantillonnage (inutile dans notre cas).

L’étape suivante devrait consister justement & sur-échantillonner p®et u(®) et appliquer
un décalage de %1 afin d’obtenir les opérateurs z 7 1p (z2) et zu® (z2) L’opération est en
réalité inutile, puisque ces opérateurs sont directement définis par les quotients successifs
des divisions retournés par l'algorithme d’Euclide.

2.2.3.3 Détail de 'application de la transformée de McClellan

La transformée de McClellan est définie dans le domaine de Fourier ou de la transformée
en z. La transformée en z discréte de ’ensemble {fy | ¥ € Z} engendre une fonction f,
définie par I’équation (2.11) :

(2.11)

Le filtre f est symétrique en zéro, ce qui implique que fr = f . Comme 2™ 4+ 27" est un
polynéme en z + z~! (corollaire 27), il existe un polynéme @ défini tel que :

f2)=Q(z+27") (2.12)
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La transformée de McClellan (2.10) permet d’obtenir un filtre bidimensionnel. L’application
de McClellan a (2.12) conduit au filtre F' (2, 2y) :

A P S
F(zm,Zy)ZQ( - L ) (2.13)

2

Le filtre F' [m,n] est défini par sa transformée en z :

F(zg,2y) Z Z F [m,n] (2.14)

m=—an=—a

Les coefficients du filtre F' [m,n] sont obtenus en identifiant les équations (2.13) et (2.14).

L’application de ce procédé au schéma lifting nous conduit & poser, Vi € {1,...,L},
f(2) = zu (22), et ensuite f(z) = 2~ 1p® (22). Les filtres lifting obtenus, PQlD[m n| et
U2( plm,n], correspondent aux opérateurs lifting quinconce sur-échantillonnés. Afin d’ob-

tenir une implémentation correcte du schéma lifting, il convient de procéder & un sous-
échantillonnage.

2.2.3.4 Détails du sous-échantillonnage

Le sur-échantillonnage et le décalage sur les opérateurs lifting 1D définissent les filtres
—1p® (zz) et zu®) (22) Les coefficients d’indice impair sont nuls. Aussi le polynéme @ est
deéfini par une somme de monomes de degré impair (cf Annexe B). En développant (2.13),
il est trivial de montrer, en utilisant par exemple la formule du binéme de Pascal, que le
filtre F' (2g,2y) est une somme de monémes de degré impair. F (2, zy) vérifie

F(zg,2y) Z Z Fm,n]z;"2,"

m=—an=-—a
avec

Fm,n|=0  V(m,n) vérifiant (m +n)=1(2)
Ce résultat est la conséquence du sous-échantillonnage et du décalage des opérateurs 1D.

Nous devons en tenir compte dans la définition des opérateurs 2D, et leur appliquer un
décalage et une décomposition polyphase. Aussi, nous posons pour tout (m,n) € Z?2 :

p® [m,n] = PP [L(m,n) + (1,0)]
(2.15)
u® [m,n] = U [L(m,n) — (1,0)]

2.2.3.5 Schéma lifting quinconce

Le schéma lifting quinconce est défini par :
— la décomposition polyphase :

SO) [ne,ny] = s 1 [L [0, ny]]

FQ) Mgy ny] =5 1 (L [ng,ny] + (1,0)]

J Jj—
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— les différents pas lifting nouvellement obtenus (VI € {1,2,---2L — 1})

l - -
g)[nw,'ny] sg- 2 (Mg, Ny — Z Z [kw,k ( 2 [nw—kw,ny—ky]

S
km_—a ky_—
[nz‘a ny] - d [nz‘a ny] Z Z p(l [kx, k [nz - kma Ny — ky]
ke=—a ky=—a

—etVie{l,--,Ni/2} et Vj € {1,---,No/2} :

REMARQUE 15 La symétrie des opérateurs lifting 1D, —z~ p(l)( ) et —zu®) (22), en-
)

traine la symétrie des opérateurs bzdzmenszonnels PQ(D [m,n] et UQ(D [m,n]. En conséquence,
les opérateurs lifting quinconce, p(l [m,n] et ul [m n|, vérifient les égalités suivantes :
Dim,n] = p®[m,—n— 1] =pO[-m - 1,n] = pO [-m — 1, —n — 1] = p¥ [n, m]
=D [—n—1,m]=pW[n,—-m—-1]=pW[-n—-1,-m — 1] (2.16)

et

Dim,n] =u® [m,—n +1] =u® [-m + 1,n] = u® [-m + 1, —n + 1] = « [n, m]
D—n+1,ml =u®[n,—m+1] =u¥ [—n +1,—m + 1] (2.17)

2.2.4 Propriétés

2.2.4.1 Propriétés du schéma lifting quinconce élaboré a partir de la transfor-
mée de McClellan

Le théoréme de factorisation [28] de la matrice polyphase 1D, définie & partir d’un banc
de filtres biorthogonaux, stipule que la matrice de déterminant un peut étre factorisée en
matrice triangulaires supérieures et inférieures. Nous proposons une extension du théoréme
de Daubechies au cas bidimensionnel en imposant quelques restrictions.

THEOREME 16 Pour tout banc de filtres biorthogonauz a réponse impulsionnelle finie et
appartenant a R [zac + 271+ 2y + z_l] engendrant une transformée en ondelettes bidimen-
sionnelle non-séparable et si la matrice polyphase appartient ¢ SL (2 R [zm, 271, 2y, 2y, 1])1,
il est possible de définir une factorisation de la matrice polyphase 2D en matrices triangu-
laires supérieures et inférieures de la forme :

et 13 ) by D5 ]

!Ensemble des matrices 2 x 2 inversibles, de déterminant 1
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Preuve
Définissons par (H , H ) des filtres 2D biorthogonaux & réponse impulsionnelle finie et

appartenant & R [za; + 2y Ly 2y + 2, 1]. Ces filtres sont symétriques par rapport aux axes
m=0,n=0,m=—net m=n et a fortiori & phase nulle. Les filtres répondant a
ces conditions sont des polyndémes en (zw + 27+ Zy + 2y 1). Il est donc possible de leur
appliquer la transformée de McClellan inverse :

(zw+z;1+zy+zy_1) —)2(z—l—z_1)

Il en résulte un banc de filtres 1D & phase nulle (h,ﬁ).

a. Décomposition polyphase de h et h
Les filtres 1D, h et E, se décomposent sous la forme :
h(z) = he (2%) + 2 1he (2%) (2.18)

et
h(z) = he (z%) + z 'hy (%)

Définissons h®, h$ et h$ les transformées en z vérifiant h° (z + 27 1) = h(z), S (z + 27 1) =
he (22) et hS (2 +27') = 27 h, (22). L'équation (2.18) se récrit

B (z4+27Y) =h (z+271) +hS (2 +271) (2.19)

La transformée de McClellan peut étre appliquée a chaque terme de (2.19) et par linéarité,
nous avons :

2

zw+z;1+zy—l—zy_1 s z$+z;1—|—zy+zy_1
€ 2 i 2

H (24, 2,) = h® (Zw_l_z;l"'zy‘l'zy_l)
xy Ry) =

—hs

A Taide de la formule du binéme de Pascal, il est trivial de montrer que la transformée de
McClellan envoie une somme de monoémes 1D de degré pair sur une somme de mondémes 2D
de somme de degré pair, et inversement elle envoie une somme de monémes 1D de degré im-
-1 -1
. N P . . Z; zZ. Z zZ.
pair sur une somme de mondmes 2D de somme de degré impair. Aussi, h} (%)

-1 -1
A 2 . Z. z z. z
est une somme de monémes de somme de degré pair et h} (%) est une somme
de monoémes de somme de degré impair. Nous en déduisons que 1’application d’un change-

—1 21 -1 -1
ment d’échelle sur h$ (My—) et h (My—) détermine les deux compo-

santes polyphases de H (2, zy). Le méme raisonnement est appliqué a ﬁ, en définissant de
la méme fagon les fonctions h®, h et hg.
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b. Factorisation de la matrice polyphase 1D

D’aprés la proposition 13, il existe une factorisation de la matrice polyphase
~ he(2) —he (271
Pol(z) = "'e( ) ? (_1 )
ho (z) he (z )

en schéma lifting avec p(¥) et u(), les opérateurs lifting, 1 <1 < L (2L étant le nombre de
pas lifting), vérifiant

Pulz) :E ( , e ) ( D) 1 ) X < 0 UK ) ’ (2.20)

pour laquelle la transformée de McClellan est applicable a —z~1p(®) (zz) et —zul® (zz) De
plus, la décomposition polyphase de h s’écrit : h(z) = he (z2) + 2z th, (z2) Etant donné
que le polynéme h est symétrique en zéro, il en est de méme pour h, (z2) et 2 'h, (zz)
De I’égalité (2.20) et de la proposition 13, nous en déduisons :

(8 e ) -1 ™) (oo )

=0

x ( IO{ 1/01( ) (2.21)

L’application de la transformée de McClellan effectue un simple changement de variable
de chaque coté de 1’égalité. L’opération de changement de variable est effectuée de ma-
niére identique pour chaque terme de 1’égalité. Ainsi, I’égalité est encore vérifiée suite a
I’application de la transformée. Nous pouvons remarquer que d'un coté de 1’égalité, nous
avons les quatre composantes des filtres d’ondelettes bidimensionnelles et de I'autre une
représentation en pas lifting bidimensionnels. La transformée de chaque polynome de (2.21)
correspond soit a une somme de mondmes de somme de degré pair, soit & une somme de
mondmes de somme de degré impair. Les différents pas lifting sont de somme de degré
impair.

Il ne reste plus qu’a appliquer un décalage sur les polyndémes de sommes de degré
impair, & appliquer le changement de résolution L~! & chacun des polynémes et & sous-
échantillonner par un facteur 2. Les quatre termes de la matrice de droite correspondent
aux composantes polyphases de H et H, mises en évidence dans la premiére partie de la
preuve. La partie gauche de 1’égalité correspond & la décomposition en pas lifting, défini
par le sous-échantillonnage suivant :

p® [m,n] = P{)[L(m,n) + (1,0)]
(m,n) € Z?
u® [m,n) = U [L(m,n) - (1,0)]

Il en résulte une décomposition en pas lifting de la matrice polyphase bidimensionnelle.
d
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2.2.5 Exemples de filtres
2.2.5.1 Cas des filtres (9,7) bidimensionnels non-séparables

Les filtres (9,7) bidimensionnels non-séparables [6] ont été définis & partir des filtres de
Daubechies et d’Antonini [7] et par ’application de la transformée de McClellan sur ces
meémes filtres. Les coefficients des filtres (9,7) bidimensionnels non-séparables sont donnés
dans le tableau (TAB. 2.1).

[k |
i fli
i |le|d|e]i
[ h | g | ilefclblcle]]

0, 9727801929 0, 82917503 (k| fldblalbld] flk]
0, 1976449772 0,2332482214 ).el 3 —
—0,07422643165 | —0, 02034470883 KD
—0,01955581719 | 0,01017235441 ”

—0,008943549379 | 0,02420208116

0,0141856709 0, 008067360386
—0,002981183126 -
0,009457113935 -
0,002364278484 -

El N S e RS Ee B R~ S

TAB. 2.1 — Coefficients des filtres (9,7) bidimensionnels

Les coefficients des filtres (9,7) en dimension un figurent dans le tableau (TAB. 2.2).

| I T
n=>_0 0, 852698653 0, 788484872
n ==l 0, 377402688 0,4180924406
n==x2| —0,1106240275 | —0,04068975261
n==+3 | —0,02384929751 | —0,06453905012
n==x4| 0,03782879857 -

TAB. 2.2 — Coefficients des filtres (9,7)

c. Décomposition des filtres (9,7) monodimensionnels en lifting

La décomposition des filtres (9,7) en lifting, donnée par Daubechies, vérifie les condi-
tions de la proposition 13.

P =R (G Gl DG

X(aui@ ?)
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avec a = —1.586134352, 8 = —0.05298011854, v = 0.8829110762, ¢ = 0.4435068522 et
% = 1.149604398. L’étape de sur-échantillonnage conduit & :

(A2 - DG ) (o)
(o P ) (Lpaey 1) e

Posons, H, (z + z_l) = he (2_2), H, (z + z_l) = zh, (z_z), Ge (z + z_l) =2z"lg, (z_Q)
et G (z + zil) = g, (2*2). On applique McClellan sur chacun des mon6émes de 1’équa-
tion (2.22), il en résulte I’égalité :

i, (= Yty ;+zm+zy o, (= Ytz +zx+zy

N _ ( 1/K 0 )
G, (z; +z;2+zm+zy) Go( +zm+zy 0 K

(1 S ) 0
0 1 2( _1—|—z +2p+2y) 1

y ( 1 B (gt 4oy + 20 + 2y)

1 0
0 1 )(%(z;1+z;1+zx+zy) 1)

L’ensemble des opérateurs « lifting » bidimensionnels mis en évidence par cette formule
est donné par :

. 5 .
(1) _J gsi(mn) €E (1) _ ) 5si(mn) €E
Paplm.n] = { 0 sinon Uzplm,n] = 0 sinon

1si(m,n) € E
0 sinon

%si (m,n) € E

0 sinon

PQ%) [m,n] = { UQ@ [m,n] = {

L’ensemble E est un sous-ensemble discret de Z?, regroupant quatre couples de points, E =
{(-1,0),(0,-1),(0,1),(1,0)}. L’application des formules (2.15) conduit aux opérateurs
lifting quinconce.

: 5
PO [m,n] = { —% si(m,n) € By UD[m,n] = { -5 si(m,n) € By

0 sinon 0 sinon

@[m,n] = { —5 s 0(m ,n) € By U@ [m,n] = { —% sio(m,n) € Fy
Smon sinon

Les ensembles E; et Fy définissent deux ensembles de Z2, construits & partir de l’en-
semble F et de 'opérateur de changement d’échelle L(m,n). Les deux ensembles s’écrivent
E, ={(-1,-1),(-1,0),(0,-1),(0,0)} et E; = {0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. L’application
de Vopération L(m,n) — (1,0) sur les points de E; et, respectivement, l'application de
L(m,n) + (1,0) sur les points de Ep permettent de retrouver l’ensemble E. La version
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lifting quinconce de la transformée par banc de filtres (9,7) bidimensionnels est donnée par
le schéma suivant :

@mm—]%wmmn

d [m,n] = s, 1 [L(m,n) + (1,0)]

d(1 [m, n] :d§0 [m,n] + § (35-0) [m n]+s§ )[m n+ 1] —I—s§0) [m+ 1, n]+s(0) [m + 1, n+1])

35-1) [m,n] = 850) [m,n] —I—g (dg-l) [m, n] —ng1 [m,n — 1] +d(1 [m—1,n]+d ]+1 [m—1,n— 1])

d§2) [m,n] = d;l) [m,n] + 3 (sg-l) [m,n] + 351) [m,n+ 1] + s(l) [m+1,n] + s( ) [m+1,n+ 1])

35-2) [m,n] = 35-1) [m,n] + % <d§-2) [m,n] + d§2) [m,n —1] + d; 2) [m—1,n] + d£]—|—1 [m—1,n— 1])
s [m.n]

sj[m,n] = X

djm,n| = deZ) [m, n]

d. Calcul du banc de filtres associé

A partir de la décomposition des filtres (9, 7) quinconce en schéma lifting, nous pouvons
vérifier qu’il est possible de retrouver les bancs de filtres bidimensionnels non-séparables
associés. Posons

Ac[m,n]=46[m —C,n]+[m,n—C]l+[m,n+ C]+ & [m+ C,n]
et
Agp[m,n|=0m—-An—-B]+ém—An+Bl+dm+ A,n—B]+d[m+ A,n+ B]
— Transformée polyphase

higry [m,n] = 8[m,n] = 6,0

9oy lm,m] = 6 [m, ]

— premier pas (pas lifting dual) : Suite au premier pas lifting, les filtres globaux h et g
sont actualisés : o
U [m,n] = & [m,n] + EALO [m,n]

deuziéme pas (pas lifting) :

p

] = (1+ aB) S, ) + 5 Asfm, ] + 2 Ay, ] + 2 Aofim,

— troisiéme pas (second pas lifting ) :

2 ] = 1+ )l + (P57 2 ) sl + G Al
BZAQ[ n] + @ (Ag1[m,n] + Ay a[m,n]) + %A3[man]
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— Quatrieme pas (second pas lifting dual) :

2) [m,n] = (1 +af +aC +¢ + QO‘TC> 8[m, n] + (/”C + 38 q) Avfm, )

L aftac+t ;c 30BN ]+ (W + aﬂ7C> Ag[m, ]

3ﬂ7§
8

aﬁv(
4

(Balm, ) + A, nl) + 22 Agf, ] + 2205 8yl

(Asz1[m,n] + Ay 3[m,n]) + %Adm,n]

— Banc de filtres correspondant au filtrage par schéma lifting :

1
h [nz‘a ”y] = Eh@) [n.’L‘a ”y]

g [nwa”y] = KQ(Q) [nwa ”y]

e. Vérification des coefficients des filtres (9,7) bidimensionnels non-séparables

Les coeflicients du filtre passe-bas h en dimension 2 sont donnés dans la suite :

9aBvy(
4

a:i<1+aﬂ+ag+’){+

— 0, 972780192
7 ) 0,9727801929

b= (5+C+ ﬁC)zOJWMMW2

K
ez WA TICH I ) (17499643165
2K
1
d=— (5%3JLE¥L111§.+<mﬁ7g) = —0,01955581719
K 4
367¢ _
e= i 0,008943549379
B¢
141
=35 = 0,0141856709
_ 3apy¢ _
— —0,00298118312
e 0,002981183126
B¢
= —=> =0,009457113935
4K ’
_opC _
k= ez = 0,002364278484

De méme, les coeflicients du filtre passe-haut, g, sont donnés par les équations suivantes :

= K (1 + Bv) = 0,82917503
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9
b=K (O‘ Lt gaﬁy) — 0, 2332482214

2
K3y

c=—F = —0,02034470883

1
d= 7K fy=0,01017235441

o 3K apy
N 8
_ Kapy

= 0,02420208116

=3 = 0,008067360386

65

Comme il était prévisible, les coefficients des filtres h et g correspondent aux coefficients

des filtres (9,7) bidimensionnels que nous connaissons bien et & partir desquels le schéma

lifting quinconce a été développé.

2.2.5.2 Exemple de différents filtres lifting quinconce

Sweldens et Schroder [114] ont développé des opérateurs lifting directement & partir
des méthodes d’interpolation de Deslauriers et Dubuc [35]. Leur construction ne se base
pas sur la factorisation de bancs de filtres biorthogonaux. Cependant, les opérateurs de
prédiction et de mise & jour vérifient que p() [2n + 1] et u®) [2n — 1] soient des opérateurs
symétriques en zéro. En conséquence, ils peuvent étre étendus en schéma lifting quinconce

de la méme facon que tout autre opérateur.

| filtres lifting || SL-1D (2,2) [| SL-1D (4,2) || SL-1D (6,2) |

p() a=1/2 a=9/2" a="75/2"
b=-1/2" || b= —-25/2°

c=3/2%

d=3/2"

u®) a=-1/4 || a=-1/4 | a=-1/4

TAB. 2.3 — Opérateurs lifting 1D construits & partir des méthodes d’interpolation de Des-

lauriers et Dubuc.

2.3 Probléme de la normalisation des filtres et rectifications

des pondérations

Le banc de filtres d’ondelettes vérifie la condition dite de « normalisation » :

th,n = \/5

Z%m,n = \/5
m, n
Z Imn = 0
m,n

m,
Z gm,n =0
m,n
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flejd|d|e|f m—
ccbblcle | filtres lifting || SL (2,2) || SL (42) [ SL(62) |
dibjalabd p a=1/4 || a=39/2" || a=625/2"
diblaja|b|d 7 12
b=-3/2" || b= —165/2
elc|b|b|c|e - I3
fleld|d[elf c=-1/2" || ¢=-85/2
d = 15/2"
e=15/2"
f=3/2"
u a=-1/8 | a=—-1/8 a=—1/8

TAB. 2.4 — Opérateurs d’interpolation lifting quinconce

Cependant, les filtres associés a une analyse multirésolution sont en pratique normalisés
4 1, afin de conserver la méme dynamique dans les représentations du signal & diverses

résolutions. Ainsi, le filtrage est exécuté en appliquant le banc de filtres (Lh, %g) pour

V2
I'analyse et le banc de filtres (\/iﬁ, \/iﬁ) pour la syntheése (afin de respecter les conditions

de reconstruction parfaite). La condition de « normalisation » devient :
1 ~
— Y hmp =1 V2 hpp=2
\/i m,n m,n
1 ~
ngm,n:() \/Ezgm,nzo
2 m,n m,n

Le schéma lifting associé au banc de filtres normalisés est obtenu par ’adjonction d’une
dernier étape au schéma initialement défini :

1
S:?S
d=—d

V2

Cette nouvelle étape est retranscrite a la synthése sous la forme suivante :

8:\/§S
d=+v2d

Il se peut que le filtre d’analyse h ne soit normalisé ni & 1 ni a V2, mais 4 la valeur « et le
filtre h & la valeur . Soit :

hm,n = %m,n = /6
> >
m,n m,n
ng,n =0 Zam,n =0
m,n m,n

Afin de respecter les conditions fixées pour le filtrage, avec des filtres d’analyse normalisés

a 1 et des filtres de synthése normalisés & 2, nous utiliserons le banc de filtres (éh, %g)
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pour 'analyse et (%ﬁ, %g) pour la synthese. Si la propriété de reconstruction parfaite et
la condition de biorthogonalité sont vérifiées alors a8 = 2. Le banc de synthése est alors
donné par (a%, ﬂﬁ) Cette normalisation des bancs de filtres se traduit dans la version
lifting par ’adjonction d’une derniére étape de normalisation :

1

S = —8
(0%
1

d=—d
B

Le schéma de reconstruction doit " défaire " cette étape :

§ = Qs

d=pd

En effet, la propriété de reconstruction parfaite ne peut étre vérifiée que si af = 2.

2.4 Avantages et inconvénients

Les avantages intrinséques au schéma lifting quinconce sont mis en exergue par ana-
logie au lifting 1D. Premiérement, l'implémentation en schéma lifting permet de réduire
la consommation de mémoire lors de 'exécution. La réduction est rendue possible par
une actualisation des coefficients sur le méme emplacement mémoire. La nouvelle valeur
d’un échantillon est enregistrée sur I’emplacement mémoire de ’ancienne. Deuxiémement,
la transformée est & reconstruction parfaite et son inverse se déduit trés facilement du
schéma lifting. Comme pour n’importe quelle représentation lifting, elle est définie par une
simple inversion des opérations. La faculté du lifting & « défaire » la chaine d’opérations
permet d’assurer la reconstruction parfaite. La réalisation d’une version entiére du schéma
lifting est toujours possible dans le cadre d’une transformée en ondelettes quinconce. Le
dernier avantage est la réduction du nombre d’opérations arithmétiques requises par le
lifting, en comparaison & une transformée en ondelettes quinconce. Le gain est mis en évi-
dence dans la suite du chapitre. Le schéma lifting quinconce offre une implémentation plus
avantageuse de la transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable. Nous avons
défini une méthode qui permet de générer une décomposition en schéma lifting pour des
filtres biorthogonaux, bidimensionnels, non-séparables et dont la transformée en z est un
polynéme en (zz + 2,1+ Zy + 2y 1). Ces filtres sont & phase nulle et & symétrie octogonale.

Le schéma lifting supporte malgré tout quelques inconvénients. L’implémentation des
filtres d’ondelettes en schéma lifting est limitée aux filtres & phase linéaire obtenus par
la transformée de McClellan. Bien que le lifting nécessite une mémoire moins importante
qu’une transformée en ondelettes classique par banc de filtres, la mise & jour pas a pas de
chaque pixel entraine une augmentation du nombre d’accés mémoire. Aussi, il est parfois
nécessaire d’allouer une zone de mémoire temporaire supplémentaire pour le filtrage, afin
de limiter le grand nombre d’acces & la mémoire contenant l’ensemble des données.
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2.4.1 Transformée inverse

Le schéma lifting quinconce s’inverse tout aussi aisément qu’en 1D. Sa réalisation ne
requiert qu’un simple renversement des opérations. L’implémentation du schéma lifting
quinconce inverse nécessite trois étapes :

— Uinitialisation des sous-images :

1,
sg-L) = Ks;

— Uapplication des opérateurs de prédiction et de mise a jour, pour [ allant de L &1 :

AV [ng,my] =d) ng,ny) + Y PO K] 5\ [ng — b, my — k]
keZ?

Sglil) [ng, ny] :Sg'l) [ng, ny] + Z o [] dglil) [ne — Kz, ny — Ky
k=(kq,ky ) €22

— Uapplication de la transformée polyphase ou transformée basique mise en ceuvre par

les filtres (ﬁ(o)’g(o)) :

s;io1lmem] = > B0 [(ng,ny) = L ke, ky]]sY [ko, by
(ka sky ) €72

Y O ((nemy) — Llka, k) — (1,0)]d [ko, ky)
(km,ky)€Z2

Le processus de retournement des opérations assure la reconstruction parfaite.

2.4.2 Schéma lifting version entiére

Le schéma lifting quinconce présente des qualités analogues au schéma 1D [13], qui le
rendent flexible & la construction d’une version entiére et réversible. La conception d’un
schéma lifting quinconce, traitant des signaux a valeurs entiéres et retournant des ensembles
d’entiers, se fait par la juxtaposition d’'un opérateur d’arrondis pour chaque opérateur
lifting. L’opérateur d’arrondis retourne, pour une valeur donnée, l'entier le plus proche.
Par conséquent, 'opérateur d’arrondis

1
4z 2.23
- +3] (2.23)
est convolué avec les opérateurs lifting pour former des nouveaux filtres :
1
[U() + —J et [P() + —J . (2.24)
Les opérateurs (2.24) définissent un filtrage non-linéaire, et n’ont pas les mémes propriétés

que leur version appliquée aux nombres réels. La transformée en ondelettes basique exé-
cutée en amont des différents pas lifting ne peut étre quelconque. Elle doit s’appliquer sur
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des entiers et renvoyer des entiers. En conséquence, nous nous cantonnerons a la trans-
formée polyphase. Le schéma lifting quinconce version entiére se décline en 2L + 1 étapes
constituées :

— de la transformée polyphase

AO)

] [nzany] = ij
A [na,my] = 551 [L[ng,my] + (1,0)]

— et des 2L pas , définis pour [ allant de 1 & L :

— - 1
5 [rem] = 5] Vlnam] = | YUY g —heny =Ry +
| k=(kaz,ky)EZ2
! -1 ) 1
A ] = 7 e ] = | 32 PO e by~ + 5

REMARQUE 17 Pour des raisons de simplicité, il est préférable que le facteur K, interve-
nant dans les équations (2.25), soit proche de la valeur 1.

8j [z, ny] = [nw, ny]

K (2.25)

dj [ng,ny] = Kd [nm,ny]

Pour K différent de 1, Uapplication de l'opérateur d’arrondis auz équations (2.25) rendrait
la transformée irréversible. Les quatre pas lifting

j
1
dg'LH [ne,ny] = d - (e, ny] + }%‘LH) [z, 7y (2.26)
s [ngymy] = 80" g, my] + (K = 1) dF [ng, m, ]
L+2 L+1 L+2
dg + (g, ny] = dg- +1) [Nz, y] — s( + )[nz, v)

ezercent un filtrage identique & (2.25). La définition d’une version entiére réversible
admet quatre nouveauz pas lifting, qui viennent remplacer (2.25) :

S ) = P [z, ) + | (K2 = K) &P [z, + 5
&Y g, ny) = d g, my] + % D g, my) + %J

3§L+2) [N, ny] = 3§_L+1) (Mg, ny] + l d(L+1) (g, ny] + %J
A2 g, my] = A Ingyny) = 552 g, my)

Ce procédé a déja été appliqué par Calderbank en dimension un [13]. L’inconvénient majeur
de cette mise en forme est que la propriété de syméirie des filtres n’est plus valable pour la
version entiére, quand K est différent de 1.
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2.5 Gain en complexité

Le schéma lifting quinconce bénéficie d’'un atout important. Il permet d’implémenter
une transformée en ondelettes avec une réduction significative du nombre d’opérations
arithmétiques. Le schéma lifting est construit & partir de filtres bidimensionnels. Aussi,
nous pouvons comparer les cotits des calculs pour les deux types d’implémentation. Nous
avons mis en évidence le gain en complexité, en comparant le nombre d’opérations par pixel
requis pour des implémentations par banc de filtres et par schéma lifting. L’évaluation du
gain révele un des intéréts majeurs de I'implémentation lifting. Reichel [92] a développé le
calcul du gain pour des filtres de dimension un.

REMARQUE 18 Tous nos calculs sont effectués en considérant que le schéma lifting admet
la décomposition polyphase pour transformée initiale (transformée basique mise en ceuvre
par les filtres h(©) et g(0) ).

2.5.1 Calcul du nombre d’opérations pour un filtre diamant quinconce (cas
des filtres échantillonnés sur une grille quinconce)

Les filtres diamant quinconce désignent des filtres diamant échantillonnés sur une grille
quinconce ou bien des filtres diamant tournés de 45 degrés et s’appliquant, dés lors, & une
grille carré (voir Fig. 2.2).

50
ey REN

(b)ghi

Fi1G. 2.2 — (a) Filtre diamant échantillonné sur une grille quinconce pour Tr = 3 et (b)
filtre transformé par une symétrie axiale et une rotation de 45 degrés

Les opérateurs lifting ou les composantes polyphases he, ho, ge €t g, des filtres d’onde-
lettes h et g entrent dans cette catégorie de filtres. Considérons un filtre bidimensionnel F
de taille Tp X T et dont la forme est caractérisée par les figures (F1G. 2.2.a) ou (Fig. 2.2.b).
Nous calculons le nombre d’opérations arithmétiques effectuées lors de son application. Le
nombre d’opérations arithmétiques dépend du nombre de coefficients du filtre. Le nombre
de coefficients contenu dans le filtre F' de taille Tr x TF, avec Tr € N, est défini par :

Np =T%

Pour un filtre quelconque le nombre d’additions (et de soustractions), noté Cl‘,t, et le nombre
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de multiplications (et de divisions), noté Cj, sont définis par?? :

Np —1 _ Np

2 T2

Chaque pas lifting s’applique & une image deux fois plus petite que I'image originale, aussi
le nombre d’additions par pixel est obtenu en divisant le nombre d’opérations par un facteur
2. Aussi, le filtrage F effectue C;',J additions et C multiplications par pixel. C;',J et Cf sont
définies par les équations (2.27).

Ch = o

T2 —1 T2
2 2

Le nombre total d’opérations arithmétiques par pixel s’identifie & Cg; :

Cl;t — Chp= (2.27)

2T2 —1

T_ “F

Or="3

2.5.2 Calcul du nombre d’opérations arithmétiques requises pour un
schéma lifting & M pas (primaux et duaux)

Les opérateurs lifting sont des filtres quinconce et sont généralement de longueur paire.
Pour un filtre de taille T x T', nous définissons par le terme de « longueur » la valeur T'.
La longueur du k*®™e opérateur lifting se note T. Le nombre d’opérations arithmétiques
est déterminé en sommant le nombre d’opérations requises pour chacun des pas lifting. Le
nombre d’additions est donné par C;L :

1Y 1M 1Y
Ci=52 {CF+1}=5> AT -1+1}=5> 1%
k=1 k=1 k=1

Le nombre de multiplications est donné de la méme maniére par C%; :
| M
* 2
Csp =5 ;Tk

Si le coefficient K du schéma lifting est différent de l'unité, deux multiplications supplé-
mentaires (une par sous bande) doivent étre prises en compte :

| M
* 2
Ctr = (5 ZTk) +1
k=1
Le nombre de multiplications par pixel est reformulé ainsi :

M
1
Csr = (5 ZT]?) +(1—0r_1)
k=1

2Une soustraction par une valeur n est considérée comme une addition par une valeur —n. Une division
par un coefficient a est considérée comme la multiplication par le coefficient a~*

3Dans le cas d’opérateurs symétriques, le gain en nombre d’additions reste inchangé, par contre le
nombre de multiplications ne va plus dépendre du nombre de coefficients du filtres, mais du nombre de
valeurs différentes que prennent les coefficients du filtre.
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2.5.3 Calcul du nombre d’opérations requises pour la transformée en
ondelettes par banc de filtres

Les composantes polyphases des filtres d’ondelettes correspondant au schéma lifting
sont obtenues par le développement du terme de droite de 1’égalité (2.28).

( he (21, 25) ho (21,257) ) :< 1/K 0 ) (2.28)

g9e (215 25") 9o (%52, ") 0 K
X Ll_[_l ) 0 1 —u™) (21, 29)
i=0 —p ) (z1,29) 1 0 1

La convolution d’un filtre de taille T, x T, avec un filtre de taille Ty x T}, produit un
filtre de taille T x T', avec T' = T, + T — 1. En conséquence, les longueurs des quatre
composantes polyphases sont mises en évidence par l’ensemble des équations (2.29).

The:(iTk>—(M—3) ThO=<Z_Tk>—(M—2)
i iy

7, - (z:rk) -3 T, = (sz) 1)
k=2 k=1

Le nombre de coefficients composant chacun des filtres polyphases est défini par la taille
du filtre considéré. Le nombre de coefficients est défini pour chaque composante par les
équations (2.30).

(2.29)

N =Ty, Ni, =Ty,
_ 72 _ 2

T, Ny, = T,
Des formules (2.30), se déduisent les calculs des nombres de coefficients en fonction de la
longueur des différents opérateurs lifting.

{5 o] ()]
o I (R

Le nombre total des coefficients composant les filtres h et g est alors défini par :

Nh = Tf?e + ngo Ng = nge + T!]20

(2.30)

Le calcul détaillé de N et de N, conduit aux deux formules suivantes :

N, :2{(2%) —(M—l)} + (Tar — 1) + (T + Tar — 2)°
k=1

—2(T1+2TM—3){<ZTk> —(M—l)}
k=1
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sl (fn) o of s en{(£0) o]

De toutes ces opérations, nous déduisons le nombre d’opérations pour un filtrage par banc
de filtres quinconce, en calculant en premier lieu le nombre d’additions C;:O :
Nh + Ng -2

2

et

+
CTO_

Le détail de Cf,, aboutit & ’équation (2.31).

2 M
1
Cto =5 {(ZTk> — (M — 1)} —4(T1+ T —2) { (ZTk) — (M — 1)}
k=1
+2{(Ty =1 + (Tw = 1)* + (11 = 1) (T — 1) } - 2} (2.31)
Soit
1 M ’
Cto =51 |2 (kz_lTk> —2(M =1) = (Ty + T —2)]
(T — 1) + (T — 1)? - 2} (2.32)
De la méme maniére, nous calculons le nombre de multiplications C7}, :
N, + N,
C%o = el
2
Soit
1 M ’
Cro =5 2<;Tk>_2(M_1)_(T1+TM_2)]
(T = 1) + (T - 1)} (2:33)

2.5.4 Mise en évidence du gain en coit filtrage entre un schéma lifting
quinconce et une transformée en ondelettes quinconce

Le gain sur le nombre d’opérations arithmétiques, obtenu par 'application d’un schéma
lifting, est donné par le rapport entre le nombre d’opérations requises pour la transformée
en ondelettes implémentée par banc de filtres et le nombre d’opérations requises par sa
forme lifting. Les gains sur le nombre d’additions et celui sur le nombre de multiplications
sont donnés par G, et G..

— C’itO G* — C;“O
Cdy Csy,
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Calculons le gain sur le nombre d’additions de maniére plus détaillée.

1 M :
Sy Q(QT'“)‘2‘M‘1"‘T”TM‘2’]

(T~ 12+ (Ty — 1)2—2}

Gy

Le gain se récrit

1
Gy =7r—

> T
k=1

(T~ 12+ (Tar — 1)2—2}

M M—1 2
> Ti+ (Z Tk —2(M—2))]
k=1 k=2

Pour les filtres de longueur paire, nous avons
T, >2 Vke{l,...,M}

La somme des longueurs des opérateurs lifting peut & son tour étre minorée :

M
> Ty >2M Vke{l,...,M}
k=1

Le gain en nombre d’additions est alors minoré par

G >7[E’]“M:1Tk]2
TTonL T

REMARQUE 19 Dans le cas particulier de pas de longueur deuz T, = 2, Vk € {1,...,M},
le gain est égal a

Gi=M
Dans le cas o0 Ty, =1 Vk € {1,...,M} le gain est défini par

Dans le cas particulier ot la longueur d’un opérateur lifting est égale o un, il s’agit forcément
du dernier pas. Sinon, le schéma lifting est mal construit et peut étre simplifié, et le nombre
d’opérateurs peut étre réduit.

La valeur du gain croit avec le nombre de pas lifting. Elle augmente aussi avec la
longueur des différents opérateurs. Ainsi, I'intérét d’une implémentation en schéma lifting
croit avec la longueur des filtres de la TOR équivalente.
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Le gain sur le nombre de multiplications est détaillé de la méme fagon :

M-1 2
Ty + (Z Ty — 2(M —2))]
1 k=2

1 M

(S 72) +2(1 - 6k 1)

+ (T = 1) + (T - 1)*}

Gy =

k=

Pour les filtres de longueur paire,
Ty >2Vk e {1,..., M}

Le gain en nombre de multiplications est alors minoré par

2
(ST + (0= 1)+ (T - 1)
>
Shit T +2(1 = k1)
REMARQUE 20 Pour T, =2Vk e {1,...,M} :

2M? +1

G, =
2M + (1 - 0k_1)

Le gain total en nombre d’opérations arithmétiques est donné par :

o _ Cio+Cig
Cq, +C%y,
Soit
1
(Zkle T;?) +(1—06x-1)

(T —1)2+(TM—1)2—1}

Gr =

M M-1 2
> T+ (Z Ty — 2(M — 2))]
k=2

k=1

Le gain total en nombre d’opérations arithmétiques est minoré par

2
[Zkle Tk] + (T = 1)+ (T —1)2 =1
Zl]cvil Tlg + (1 —6k-1)
Dans le cas de pas lifting de longueur deux, soit Ty, = 2 Vk € {1,..., M}, nous avons :

. AM? 41
CAM 4+ (1 - 6k-1)

Gr >

Gr

Le gain a une valeur trés proche de M dans ce cas particulier. Dans le cas général, il croit
au fur et & mesure que M et T} augmentent. Ainsi, plus les filtres de TOR sont longs plus
I'intérét d’implémenter la transformée en ondelettes par schéma lifting grandit. Le schéma
lifting offre une implémentation de la transformée en ondelettes bien plus performante sur
le plan de la complexité qu'une implémentation classique par banc de filtres.
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2.5.5 Calcul du gain pour les filtres (9,7) quinconce :

Les filtres (9,7) bidimensionnels non-séparables sont & symétrie octogonale. L’implé-
mentation de la transformée en ondelettes quinconce prend en compte les symétries. La
conséquence directe est une réduction de la complexité du filtrage. Pour une transformée
par banc de filtres, le nombre d’opérations arithmétiques est donné par le nombre d’addi-
tions :

40+ 24
Clo=Cff +Cf = —1= =3
et le nombre de multiplications :
9+6
G%:@+q:{}=z5

Nous en déduisons le nombre total d’opérations arithmétiques :
T
Cro = Cfo + Cro = 39,5

Le schéma lifting quinconce associé aux filtres (9,7) est défini par des opérateurs a
symétrie octogonale. En conséquence, le schéma comporte :

16
C;szzs

additions et :
C;L = 3
multiplications. Le nombre d’opérations arithmétiques est donc identifié par :

0§, =04, +C5, =11

Le gain en coit calcul, pour une implémentation lifting des filtres (9,7) quinconce, est défini
par :
CT
G = L2 =359
Csr,
Nous pouvons différencier le gain en nombre d’additions :

+
_CTO_

Gl =10 —4
CdL

et le gain en nombre de multiplications :

%
G.=—-L9 =25
SL
Le gain en additions atteint un facteur 4. Le résultat était prévisible, puisque nous nous
situons dans le cas ou les pas lifting sont de longueur 2. La prise en compte des symétries
lors de 'implémentation de la transformée permet de réduire le nombre de multiplications
dans les deux versions. Cependant le rapport entre les deux est lui aussi réduit. Ce qui
explique que nous n’obtenons pas un gain aussi important que prévu.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les équations relatives au schéma lifting quin-
conce. Le schéma est associé & une analyse multirésolution avec un facteur de résolution
v/2. Nous avons ensuite développé une méthode permettant d’obtenir une « factorisation »
de la matrice polyphase en dimension deux pour des filtres biorthogonaux dont la transfor-
mée en z est un polynéme appartenant a R [zw + zz Ly Zy + 2y 1]. En conséquence, nous
définissons une régle permettant d’obtenir la forme lifting quinconce associée & chacun de
ces banc de filtres. Nous avons ensuite exposé les points clés du schéma lifting quinconce,
par un bref descriptif des avantages intrinséques au lifting. Ces avantages se conforment
au cas du lifting en dimension un, c¢’est pourquoi nous ne nous sommes pas attardés sur ce
point pourtant capital. La transformée en ondelettes quinconce implémentée par un banc
de filtres classique est en régle générale non-séparable. L’emploi d’une telle transformée
comporte un inconvénient majeur face & celui d’une transformée bidimensionnelle sépa-
rable. En effet, la transformée non-séparable requiert un nombre d’opérations bien plus
important. Aussi, la complexité d'un filtrage par transformée en ondelettes quinconce sou-
léve un réel probléme. L'implémentation en schéma lifting apporte une solution par une
réduction significative de la complexité du filtrage. Notons cependant que les filtres sépa-
rables puissent bénéficier d’une réduction similaire par ’application d’'une implémentation
lifting 1D dans chaque direction. Nous avons mis en évidence le gain relatif au nombre
d’opérations requises par les deux implémentations (lifting et classique) de la transformée
en ondelettes. Le gain est d’autant plus important que le filtre a implémenter est long et
donc cotliteux. Les propriétés du schéma lifting dépendent entiérement des propriétés du
banc de filtres associés. La construction de filtres performants constitue une des grandes
difficultés relatives au filtres & plusieurs dimensions non-séparables. Dans le chapitre sui-
vant, nous proposons une méthode de construction d’opérateurs lifting quinconce adaptés
aux propriétés statistiques des données auxquelles ils s’appliquent.






Chapitre 3

Optimisation de filtres lifting

Ce chapitre a pour objet le développement d’une nouvelle méthode de synthése d’opé-
rateurs lifting. Ces derniers sont construits sans se référer & des filtres 1D ou 2D pré-
existants, et sans méme passer par le domaine fréquentiel. Un des intéréts majeurs du
lifting de Sweldens réside justement dans la possibilité de créer des filtres, sans avoir re-
cours aux méthodes classiques, nécessitant de travailler dans le domaine de Fourier [113].
Dans leurs travaux [114], Sweldens et Schroder synthétisent les opérateurs lifting 1D par
I'incorporation de pas lifting et de pas lifting duaux & un schéma de base. Ce dernier est
défini par une transformée en ondelettes basique. Chaque pas est déterminé en fonction
des propriétés que ’on souhaite affecter aux ondelettes. Par exemple, un pas lifting peut
étre défini en vue d’augmenter le nombre de moments nuls de I’ondelette, ou de préserver
la moyenne de ’approximation du signal [114]. A cet effet, Sweldens et Schréder exploitent
deux ensembles de méthodes : I'un se basant sur les B-splines, I’autre se basant & la fois sur
les fonctions d’interpolations de Deslauriers et Dubuc [34, 35], et sur la fonction d’interpo-
lation moyenne de Donoho [36]. Kovacevi¢ [55] définit un schéma lifting multidimensionnel
en se basant sur le méme principe d’interpolation. Le schéma contient deux pas : I'opéra-
teur de prédiction appartient & la classe des filtres de Neville et I'opérateur de mise & jour
est défini & partir du prédicteur (adjoint divisé par 2).

Notre méthode, contrairement aux travaux cités précédemment, ne cherche pas a déter-
miner des filtres en fonction des propriétés a attribuer aux ondelettes [44]. Notre objectif
est de construire des filtres adaptés aux données sources, afin de structurer au mieux le
signal & transmettre au codeur, qui est assigné & une chaine de compression. En effet,
la plupart des codeurs tiennent compte des propriétés statistiques des images. En consé-
quence, leur efficacité dépend du type de signaux & coder. L’étape transformée est capitale,
puisqu’elle permet une restructuration des données au sein de la chaine de compression,
de facon & maximiser les performances du codeur et obtenir ainsi de plus hauts taux de
compression pour une qualité donnée. Notre étude s’articule en deux parties. Dans un
premier temps, la méthode vise & générer une sous-bande haute fréquence dont les carac-
téristiques statistiques s’adaptent au codage non-conservatif. Les pas lifting caractérisant
les hautes fréquences sont définis par les opérateurs de prédiction. Un critére est proposé
afin d’optimiser le prédicteur, et garantir ainsi un signal haute fréquence ayant de bonnes
propriétés, en vue d’améliorer les performances du codeur exploité. Dans un second temps,
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la simulation de pertes dans I'image de coefficients d’ondelettes conduit a la définition d’un
nouveau critére optimisant le pas de mise a jour. Ce pas lifting a pour role d’affiner 1’ap-
proximation basse résolution de l'image originale en y ajoutant 1’information nécessaire.
Pour un schéma de compression non-conservatif, la mise & jour peut étre définie de facon
& minimiser la distorsion entre 'image originale et ’image reconstruite, suite & la simu-
lation de pertes dans les hautes fréquentes. Les deux critéres, que nous allons développer
selon les principes énoncés, reposent sur la méthode du filtrage de Wiener. 11 s’agit d’une
méthode plus connue dans le domaine de la restauration d’image, du seuillage [16], et plus
récemment de la conception de filtres para-unitaires [33, 76].

3.1 Définition de la méthode utilisant ’optimisation de Wie-
ner

Dans une chaine de compression d’images, le filtrage modélise les données et les re-
structure de facon & définir un signal plus adapté & la compression. Les propriétés du
signal transformé doivent se conformer au mieux aux hypothéses sous-jacentes aux mé-
thodes de codage, pour assurer des performances optimales en terme de qualité et de débit.
Le principe de synthése d’opérateurs quinconce repose sur 1’exploitation de méthodes plus
couramment employées dans le domaine de la restauration d’images. La conception des opé-
rateurs s’appuie en effet sur ’étude des propriétés statistiques du signal auquel le lifting
doit étre appliqué. Elle s’inspire d'une méthode empruntée aux techniques de débruitage
d’images : le filtrage de Wiener. Cette méthode permet la mise en ceuvre d’un algorithme
relativement peu cotiteux et efficace. L’algorithme développé par la suite peut étre ex-
ploité de deux facons différentes. Tout d’abord, 'optimisation de filtres peut étre adaptée
& chaque image traitée. Dans ce cas, ’étape d’optimisation est simplement incluse dans
la procédure de filtrage. Les filtres sont transmis systématiquement au décodeur, afin de
pouvoir procéder & la transformée inverse. Le débit du signal codé est donc augmenté, mais
de facon négligeable. L’obligation de transmettre les filtres au décodeur n’a pas d’influence
sur Defficacité de la méthode. Une deuxiéme facon d’exploiter cette méthode est de regrou-
per par catégorie, les images ayant des propriétés statistiques similaires. L’optimisation de
filtres adjoint une transformée par catégorie. Ainsi, le codeur peut disposer d’'un ensemble
de filtres optimisés au préalable, et déterminer le schéma lifting par sélection dés la ré-
ception de 'image & comprimer. Dans ce cas de figure, les filtres sont construits de facon
& étre plus adaptés & certaines classes d’'images ayant les mémes propriétés statistiques.
L’algorithme d’optimisation, que nous proposons, est basé sur un schéma lifting & deux
pas. Un tel schéma est suffisant pour disposer d’un large panel de filtres. La premiére étape
consiste & optimiser le prédicteur et la seconde, le pas de mise & jour. Cet ordonnancement
permet d’obtenir un banc de filtres équivalent, pour lequel le filtre passe-bas est plus long
que le filtre passe-haut.

3.1.1 Optimisation de opérateur de prédiction

L’opérateur de prédiction P permet d’acquérir une représentation des détails du signal
source. Ces détails correspondent aux coefficients d’ondelettes. Un bon prédicteur génére
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X,=s? .

| | oo
—oe| | P y

X,=d® ‘ ‘

Fi1G. 3.1 — Schéma lifting quinconce & deux pas

un signal de coeflicients avec de « bonnes propriétés » en vue de la compression. En effet, les
performances des codeurs sont variables en fonction des propriétés du signal d’entrée. Selon
la théorie de Shannon, un signal de faible variance peut étre codé plus efficacement qu’un
signal de forte variance. Ce principe vaut tant pour la compression sans perte d’information
que pour la compression avec perte. Certaines méthodes de codage utilisent un principe
d’allocation de débit. L’allocation définit les pas de quantification optimaux pour un débit
donné, appelé débit cible. Les allocations de débit basées modéles caractérisent le signal
haute fréquence par un modéle de densité de probabilité gaussienne ou autre [82, 90, 108,
70]. Elles définissent les pas de quantification minimisant la distorsion. La distorsion est
dépendante de la variance du signal. La quantification offre souvent de meilleurs résultats
pour des signaux de faible variance, en réduisant plus rapidement le débit tout en conservant
une bonne qualité image. Le codeur intervenant aprés une transformée en ondelettes, le gain
au niveau du codage se fait surtout dans les sous-bandes haute fréquence, ol 'énergie est
déja concentrée sur quelques valeurs. Aussi, un critére fiable et adéquat pour ’application
d’un codeur, est de minimiser la variance du signal de coefficients :

J =0 3.1)

L’optimisation du critére J spécifie un prédicteur minimisant la variance du signal de
coefficients d’ondelettes.

3.1.2 Optimisation de 'opérateur de mise a jour

Suite & la construction de ’opérateur de prédiction, les coefficients d’ondelettes peuvent
désormais étre déterminés & partir d’un signal source donné. Un opérateur U de mise a
jour est appliqué sur ces coefficients, afin d’approximer le signal & plus petite échelle. Un
opérateur efficace retourne un signal basse fréquence offrant une représentation fidéle du
signal source & une résolution inférieure. L’image des coefficients est destinée & subir des
dégradations plus ou moins fortes, lorsque la transformée en ondelettes est associée & un
codeur générant des pertes d’information. Il est donc primordial de pouvoir assurer une
reconstruction du signal la plus fiable possible & partir de la seule image basse fréquence. La
synthése du filtre U détermine ’erreur de reconstruction minimale, en fixant le signal haute
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Fi1G. 3.2 — Schéma lifting et schéma lifting inverse

fréquence d & zéro. Le critére est défini comme ’erreur quadratique de reconstruction :

J:E{(E—z)z}

Le signal x représente les données sources et T le signal restauré. La minimisation du critére
définit un opérateur de mise a jour, Cet opérateur doit minimiser la distorsion entre le signal
source et le signal restauré aprés a la perte de 'image haute fréquence. Ce principe vise
aussi a offrir une meilleure scalabilité en résolution et en qualité lors de la reconstruction
du signal.

3.2 Propriétés et contraintes sur les opérateurs lifting

3.2.1 Cadre de I’étude et propriétés

L’intérét de ce chapitre est essentiellement de définir des opérateurs lifting quinconce
adaptés aux données. Le procédé d’optimisation est développé dans le cadre plus général
des échantillonnages réguliers. L’algorithme soumet une solution a titre d’exemple dans le
cas d’échantillonnages quinconce. L’ensemble des filtres va étre défini sur le domaine D. 11
représente ’ensemble des indices de P et des indices de U. Par exemple, le domaine D est
inclus dans Z dans le cas de signaux 1D, et dans Z? dans le cas de signaux bidimensionnels.

Les théorémes 10 et 11 de Vetterli et de Sweldens se généralisent en dimension M [121,
113] (en dimension 2 dans le cas du quinconce). Ils certifient que les bancs de filtres d’ana-
lyse et de synthése correspondant au schéma lifting sont biorthogonaux & deux conditions.
Le schéma lifting est composé d’une transformée basique biorthogonale et les opérateurs
P et U sont & support compact. Les opérateurs lifting, que nous proposons, sont a ré-
ponse impulsionnelle finie. Leur longueur est fixée & ’avance. Ils sont biorthogonaux et a
reconstruction parfaite.
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3.2.2 Contraintes
3.2.2.1 « Normalisation des filtres »

Les opérateurs lifting doivent respecter certaines propriétés, outre la biorthogonalité et
la propriété de reconstruction parfaite. Nous proposons d’ajouter trois contraintes a nos
critéres. La premiére contrainte introduite permet d’annuler la moyenne des coefficients
d’ondelettes. La deuxiéme contrainte consiste a imposer la conservation de la moyenne
dans les sous-bandes basse fréquence. Cette contrainte est indispensable, lors de I'implé-
mentation, pour éviter tout risque de dépassement de capacité (explosion des coefficients)
aprés ’application du schéma lifting sur les approximations successives de 'image origi-
nale. Ces deux contraintes vont de pair avec la derniére contrainte sur le banc de filtres
correspondant. Cette derniére contrainte impose que les filtres d’ondelettes correspondants
h, g, h et g vérifient, pour I'analyse :

ZnGD hn =1 (Al) ZnED gn = 0 (A2)
et pour la synthése :
ZneD hn =2 (S1) ZneD gn =0 (52)
Les opérations de changement d’échelle sur D sont définies par les applications oy et as.

Pour D C Z,
a1(k) =2k as(k)=2k+1 VkeDCLZ

Pour D C Z2,
oy (k) = L(k) — (1,0) as(k) = L(k) + (1,0) Vke€ D C Z?

Pour un schéma lifting & deux pas, les filtres d’analyse sont définis & partir des opéra-
teurs de prédiction et de mise & jour :

hn] =8 [n] = ) 6 [n — cz (k)] ul-K] (3.2)
keD
+ 3 S 8- aa(kr) — an(ka)] p [~ ki) u [~k
k1€D ko€D

et
g[n]=46[n] — Z(Sn—al )] p[—k]

keD

avec d[n] = & [n1]d[ng]--- 6 [nar], pour D C ZM. De méme, les filtres de synthése sont
définis par :

hln] =3[n]+ > d[n— as(k)] p[k] (3.3)
keD
et
gln] =0[n]+ > dn — (k)] uk] (34)
keD

+ 37 > 8 — oa(ka) — oa(kn)]p k] ko)

k1€D k2€D
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En sommant terme & terme (3.3) sur D et en combinant le tout avec la contrainte (S1),
nous obtenons une nouvelle condition sur la somme des coefficients de l'opérateur P :

Y hnj=2=1+> p[n]

En réalisant la méme opération sur (3.4), tout en respectant (S2), nous obtenons une
condition sur la somme des coefficients de 'opérateur U :

Zawzmﬂ—zuw@+zpm)

neD neD keD

Les contraintes & imposer aux opérateurs de prédiction et de mise & jour sont déduites des
calculs précédents. Soit :
S phl=1 (35)

neD

S uln] = % (3.6)

neD

et

REMARQUE 21 Les opérateurs d’un schéma lifting a deux pas, vérifiant les relations (3.5)
et (3.6), vérifient aussi les conditions sur les bancs de filtres correspondants quel que soit
léchantillonnage (du moment qu’il est régulier). En effet, les filtres sont trouvés de la méme
facon a partir des opérateurs lifting pour tout échantillonnage régulier, seuls les indices
changent.

3.2.2.2 Phase nulle

La possibilité d’ajouter des contraintes a nos critéres, nous permet d’imposer la condi-
tion de phase nulle sur les filtres passe-bas, h et h, associés. Par extension, la condition
implique la linéarité de la phase des filtres passe-haut g et g. Cette condition est trés impor-
tante en compression d’images, elle permet d’éviter de fortes distorsions visuelles. Un filtre
4 phase non linéaire va générer une forte détérioration au niveau des contours. Les opéra-
teurs P et U doivent étre symétriques de sorte que les filtres d’ondelettes correspondants
h, g, h et g le soient aussi.

Dans le cas ou D C Z, alors

hn] = h[-n] et h[n] = h[-n] Vn € D.
Des équations (3.2) et (3.3), nous déduisons :
pln —1] =p[-n] et u[n]=u[-n+1] Vne D,
Dans le cas ou D C Z2, nous imposons la symétrie octogonale centrée en zéro.

hng,ny) = h[—ng,ny] = h[ng, —ny] = h[—ng, —ny] = h[ny, ng]

= h[—ny,ng] = h[ny, —ng| = h[—ny, —ng)
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et

h[ng, nyl = h [—ng,ny] = h[ng, —ny| = h[—ng, —nyl = h [y, Nz

= h[-ny,n.] = h [y, —a] = h [—ny, —nq]
Des équations (3.2) et (3.3), nous déduisons

p(l) [, ”y] :p(l) [N, —Ny — 1] = p(l) [—ng — 1, ”y] = p(l) [—ng — 1, —Ny — 1] = P(l) [ny,nw]
=p" [—ny — 1,ng] = p? [Ny, —ng — 1] = p¥ [—ny —1,—ng — 1] (3.7)

et

u® [ng,ny] = ul ng, —ny + 1] = ul® [y + 1,ny] = uO [=ny + 1, =0y, + 1] = w1 [0y, ng)

= [—ny +1,n,] = u® Ny, —ng + 1] = ul) [—ny + 1, —ng + 1] (3.8)
Cette contrainte se traduit par une réduction sensible du degré de liberté sur notre

critére. Ainsi, pour un opérateur de taille £ X ¢, le nombre de coefficients & définir n’est plus
de l'ordre de ¢? mais de l'ordre de §t(t +2) .

3.3 Meéthode d’optimisation sous contraintes basée sur les
filtres de Wiener

L’apport de nouvelles contraintes aux opérateurs lifting modifie les critéres d’optimisa-
tion précédemment énoncés. Nous allons définir ces nouveaux critéres et les optimiser pour
aboutir & un schéma de synthése d’opérateurs lifting. Auparavant, nous rappelons quelques
notions de statistiques intervenant dans nos opérations.

3.3.1 Processus aléatoires

L’étude des propriétés statistiques de I'image se base sur ’hypothése que chaque pixel de
I'image est considéré comme une variable aléatoire. Une image devient alors un échantillon
pris parmi un ensemble d’images. L’image peut étre considérée comme ’ensemble ordonné
de toutes ces variables aléatoires et donc comme un processus aléatoire dont 1’espérance,
la variance et la covariance sont définies par :

E(z[n]) = pa(n)

o(aln]) = By [(aln] - u(n))?]
et
P(afn']) = B [(o[n] - p(n) (aln'] = pu(n))]

Dans le cas d'un processus stationnaire, ces valeurs sont indépendantes de n :

E(z[n]) = pa
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0r = B |(aln] ~ pia)’| = B (efn))?] — pe
et
Ta(n—n') = B [(on] — o) (aln'] — o)}

En pratique, ces mesures sont données pour un signal z de taille T et d’indices appartenant
a un domaine D’. La moyenne de ’échantillon z[n] sur I’ensemble des signaux peut étre
remplacée par la moyenne des échantillons du signal considéré.

1
= T z[n]
D nebD’

E(z) = pg

et
1

Fw (n') = E

> (aln] — ) (aln+ ') — )

neD’

3.3.2 Définition de ’opérateur de prédiction P
3.3.2.1 Définition du critére sous contraintes

L’affectation des nouvelles contraintes nous conduit & redéfinir le critére. Le pas de
prédiction est déterminé par la minimisation de la variance du signal haute fréquence sous
la contrainte ), ., p[n] = 1. Soient pr un vecteur regroupant de maniére ordonnée tous
les coefficients du filtre P, Zp 1’ensemble des indices des coefficients de ’opérateur P et A
le poids de la contrainte, le critére s’exprime de la maniére suivante :

Jpr,\) =ci+x|1- > p (3.9)
k€Zp

La variance 03 est fonction du signal d, déterminé au premier pas lifting. Les filtres P et U
sont supposés symétriques. En conséquence, nous définissons la variable Sg,k, qui regroupe

tous les pixels de 'image 5(9) auxquels s’appliquent un méme coefficient py (en raison des
symétries) lorsque P est centré en n (n désignant un point du support du signal s(9)). Cette
formulation permet & la fois de simplifier les notations et de développer la méthode dans le
cas général des échantillonnages multidimensionnels non-séparables réguliers. La technique
d’optimisation va essentiellement étre appliquée dans le cas d’un échantillonnage quinconce
afin de réaliser un schéma lifting quinconce. Aussi, nous détaillerons les résultats pour ce
cas précis.

Définissons par Zpsy, I'ensemble des indices des coefficients de P restreints aux coeffi-
cients non-identiques par symétrie. Le premier pas lifting

do=d) = s
keZp
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se généralise alors par :

do=d) = > peSig
kEIPsym

Soit p, le vecteur regroupant tous les coefficients de P non-identiques par symétrie. Nous
avons p = {py | k € Zpsym}. Le critére (3.9) s’exprime alors comme suit :

J(p,N) =0q+A[1— > pelNso(k) (3.10)
keIPsym

Ngo(k) représente le nombre de coefficients de P égaux a la valeur de py par symétrie (pg
inclus). La valeur minimale du critére annule les dérivées partielles (3.11) et (3.12). Le
minimum vérifie pour k appartenant a Zpgym, :

2J(p,\)

o 0 Vk€ZIpsym (3.11)
dJ(p,A)
o 0 (3.12)

3.3.2.2 Développement du critére

Avant de dériver le critére (3.10) par rapport aux (tp + 1) variables (¢p représente la
taille du vecteur p), il est nécessaire de développer ce dernier :

T2 = B [(dn—pa?] + 2 [ 1= 3 Neo(b)pe
kETpsym

L’espérance mathématique vérifie : E {(X —p X)Q} = E{X?} — p%. Elle permet de re-
formuler le critére de la maniére suivante :

Jp,N) =B [(dn)’] =i+ 2 [1= 3 Neolk)me
kEIPsym

Le développement du critére donne :

J(p,)\) =FE [(dst))2:| —2FE Z Pkdv(zo)sg,k +E Z Z PPk S kS

keIPsym kEIPSym k’EIPsym
2

—|F (d(no))— > mE(SL)| A1 YD Neolk)m

kEIPsym kEIPSC‘!m
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Le signal considéré est supposé stationnaire au sens large, i.e. ux = fgyo) = fg0)- Suite &
cette hypothése, J peut étre défini par :

J(p, ) =07 — 2 Z peE [dv(zo)sg,k] + Z Z pepe B[Sy 1 Sh 1]

kEIpsym k‘eIPsym kIEIPsym
+2% Y, Neolk)pe— Y. Y, mpwE[Sh] E[S) ]
keIPsym kEIpsym k’eIPsym

+A[1= ) Neo(k)ps

keIPsym

L’hypothése de stationnarité au sens large nous permet de définir la moyenne du signal par
E {Sg,k} = pgo = Ngo(k)pr40) = Ngo(k)px, ott Ngo(k) représente le nombre de coeflicients
contenus dans Sg,k. Le critere devient :

J(pA) =050 =2 > p [E (dSzO)Sg,k> - M%{NSO(’V)]

kEIPsym

+ > Y pepw [E(SpxSn ) — Nso(k)Ngo (k)]
kEIPsym k! EIPsym

+A[1- ) Neo(k)ps (3.13)
keIPsym

3.3.2.3 Minimisation du critére
1. La dérivée du critére (3.13) par rapport a la variable A nous conduit & 1’équa-

tion (3.14) :
0J(p,N) _

=1 Y Noo(k)ps (3.14)

kEIPsym

L’identification des équations (3.12) et (3.14) nous rameéne a 1’égalité suivante :

1-— Z Ngo(k)pr | =0

keIPsym
Nous en déduisons la condition sur la somme des coefficients de ’opérateur P :
Y Neo(k)pe =1 (3.15)
keIPsym
2. L’équation (3.11) se résout, pour tout ! appartenant & Zpgym, de la facon suivante :
oJ(p, A
2T® ) _ 5 [B (458,) — ik Nso(D)] — ANso 1)

Oop
+2 Z P [E (SnSnk) — Noo(1) Noo (k) k]
kIEIpsym
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Les coefficients de 1'opérateur P optimum annulent les dérivées partielles g_sz’ Vi €

J S
o 0 (VI € Zpsym) implique :

Ipsym- Aussi,

A
> p[E(ShiSnk) — Nso()Ngo(k)uk] — o Neo(l) = E (d'gzO)Sg,l) — i Ngo(l)

kEIPsym

(3.16)
En posant, Ax; = B (S2,5°,) — Ngo(l)No(k)p%, Bi = E(@PS&J-—MﬁA@qn,a

C; = —3Nso(l), les équations (3.15) et (3.16) se récrivent sous forme d'un systéme linéaire
a (tp + 1) variables :

> Ngo(k)pp =1

keIPsym

(3.17)
Z Agpr +CA =By V1l € Ipsym
keIPsym
Le systéme linéaire (3.17) se récrit sous forme de systéme matriciel :
[ Akode Akl 0 Akle v Akude G | [ Pre | [ Bio ]
Akt Aeyn o Ay o Ak Oy Pk By,
Aol Apg o on Agg o Agyy C | x| & | =] B
Ak Akie 0 Akl Akin Ciy Dk By,
L Nso(ko) Nso(kl) Nso(k) Nso(k'M) 0 | L )\ | L ]. |
(3.18)

La solution du systéme (3.18), de la forme AX = B, est obtenue & partir de l'inversion
d’une matrice carrée et donnée par :

X=A"'B

L’inversion de la matrice carrée A est réalisée par des algorithmes classiques. Le vecteur
X = {PkysPkys- - -+ Pkpss A} solution du systéme s’identifie & :

X = {popta A}

Popt correspond au vecteur p optimal et regroupe les coefficients du filtre P recherché.

3.3.3 Définition de 'opérateur U de mise a jour

L’opérateur de mise & jour agit sur la composante basse fréquence de 'image. Une
bonne approximation basse résolution doit permettre la reconstruction d’'une image de
résolution supérieure la plus fiable possible, et ce malgré la perte du signal haute fréquence.
La définition du critére suggére d’annuler les coefficients haute fréquence en posant d = 0.
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Définissons par z, s(9, d(®) s et d les différents signaux intervenant lors de la transformation

directe, et z, 50, E(O), 5 et d les signaux intervenant lors de la transformation inverse
(voir F1G. 3.3). Lors de I’étape de reconstruction, la transformée inverse prend en entrée
I'image basse fréquence a un niveau de résolution inférieur et une image nulle de coefficients
d’ondelettes (voir Fig. 3.3). Le critére définissant I’opérateur de mise & jour U doit minimiser
I’erreur quadratique entre l'image originale et l'image ainsi reconstruite. De plus, U doit
vérifier les contraintes de symétrie et (3.6). Le critére est défini comme ’erreur quadratique
moyenne de reconstruction sous contraintes :

J(u,\) =E[@-1z)%] + A

- z Uk (319)

keIUsym

N | =

ol u représente le vecteur regroupant tous les coefficients de ’opérateur U non-identiques
par symétrie et Zygym 'ensemble des indices des coefficients de U, restreints aux coeffi-
cients non-identiques par symétrie. Pour minimiser U, il faut prendre en compte toutes les
symétries imposées a U, ce qui réduit le degré de liberté et permet de respecter ’hypothése
de stationnarité. Les valeurs optimales des coefficients de U vérifient :

oJ(u,\)
~u =" VI € Tysym (3.20)
0J(u,\)
—y =0 (3.21)

2 _ 2
En posant J; (u,\) = E [(E&O) — s%o)) ] et Jo(u,\)=F [(dg)) — dq(zo)) ], le critére (3.19)

s’identifie & :
Ju)\———lJ wA)+Jo(w, )]+ A —1— E U 3.22
(a ) 2[1(a ) 2(7 )] 9 k ( )

et les conditions (3.20) et (3.21) se récrivent :

)

7 JA) + @A) +A[1-2 Y w || =0 VI€lyyn
B keIUsym N

9 T ) + B +A[1-2 ) =0

8)\ 1\, 2\, Uk =
| keIUsym |

— =0 Lo - . cpn . . . .
Les ensembles 5° et d , définis par schéma lifting inverse, sont donnés par les équations

suivantes :
S =5-Uxd=35=3s

80 =P *3°
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3.3.3.1 Calcul de J;

Par définition, nous avons :
2
73 =8 | (50 -0
(0)

Le signal s,,’ peut étre retrouvé a partir du filtre U. L’équation du pas de mise & jour

inverse est donnée par :
0
3%) =5, — Z Updp—k
keTy
ou Zy représente ’ensemble des indices des coefficients de 'opérateur U. Afin de minimiser

U, nous devons prendre en compte toutes les symétries imposées & U. Posons D1 & la somme
des coefficients du signal d auxquels le facteur uy (k € Zygym) est appliqué, lors du calcul

(0)

du coefficient s;’. Nous avons alors :
Z 1
uan’k
keIUsym

Le critére J; devient :

Ji(u,\)=FE E(no) — 8p + Z UkDé,k
keIUsym
r 2

—FE Z up Dy

keIUsym

Z > upupE (D}, D) ] (3.23)

k€Tysym k'€Tysym

3.3.3.2 Calcul de J,

Par définition, nous avons :
_ 2
Jo (w,\) = E [(dff) - d,({’)) ]

soit, en développant :

BN =E| Y pn s$O 4 > ugDl | —dY
meLlp kEIUsym

Ja (u, A) —E'[ ] -2 Z Uy, Z pmE |dn D, _ mk] (3.24)

keIUs;ym melp

+ > Y www > Y PmpwE Dk Do ]

kEIUsym k’EIUsym melp m'€lp
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3.3.3.3 Calcul de J
A partir de (3.22), (3.23) et (3.24), le critére s’exprime ainsi :

Z Z Uk UL nank/ Z Z pmpm’E n mchn m’ Ic’]

kEIUsym K EIUsym meZp m'€lp
Y uk Y pnE [daDy ] + A 7~ > Npi(k)up +%
keIUsym melp keIUsym

3.3.3.4 Minimisation du critére

Le filtre U, minimisant I’erreur quadratique moyenne de reconstruction, est défini par
la résolution du systéme :

0J (u, )

= 2
pu =0 VL€ Tymym (3.25)
0J (u, \)
A 2
S =0 (3.26)

La dérivée du critére par rapport a A et ’équation (3.26) retournent :

0J (u,A) 1
T— Z NDl :0

[\ |

leIUsym
La résolution de cette équation conduit & :
1
> Np(u = 5 (3.27)
lEIUsym

Les dérivées partielles du critére par rapport aux différents coefficients du vecteur u sont
définies, pour tout / appartenant & Zysym, par :

W= D u |B(DpgDug) + D2 D pmbm'E (Do Do)
! K€Ly aym meTp m'eTp
- Z pmE n ml) _NDl(l))\
meELp

L’annulation de ces dérivées nous donne 1’égalité suivante :

Z Uk E( nkD Z Z pmpm’E mchn m’l) — Np1 (DA

kEIUsym meZp m'€lp

Z pm n ml) (328)

m€ELp
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Les équations (3.27) et (3.28) s’écrivent sous la forme d'un systéme linéaire. En posant
Ay =E[DLDE]+ Y Y pupw B Dk Dhit], Bi= Y pmE [dnD} )]

meZp m'€Zp melp
et C; = —Npi(l), nous obtenons le systéme :
1
Z NDI (Z)Ul = 5
telvsym (3.29)
> Aggug+CA =By VI € Ipoym
k€Tysym

Le systéme linéaire (3.29) se récrit sous forme matricielle :

[ Akoto Ake 0 Akl 0 Aryae Ci Uk, By,
Ako s Akyy o Ak o Ak Oy Uk, By,
Akg Ay 0 Agg oo Apya C | x| w |=]| B
Akone  Akidy Ak 0 Ak Ciy Uk By,

| Npi(k) Npi(ky) ==+ Npi(k) -+ Npu(kn) 0 ] | X | | 5 |

Si la matrice carrée A est inversible (section 3.5), le systéme matriciel de la forme :

AX =B
admet pour unique solution :
X=A"'B
Le vecteur X s’identifie & X = {uy, gy, -+, Uky s A} = {Ugpt, A}. Le procédé de résolution

de ce systéme est le méme que pour l'opérateur P (3.18). La solution u,p; correspond au
vecteur u optimal et contient les différents coefficients (non-identiques par symétrie) du
filtre U.

3.4 Cas de 'optimisation de filtres quinconce.

3.4.1 Recherche du filtre de prédiction P

Le but de cette partie est d’adapter le critére général permettant d’optimiser les filtres
lifting aux images échantillonnées sur une grille quinconce. Afin de trouver 'opérateur P
minimisant le critére, considérons le premier pas lifting quinconce :

a—1 a—1
d[ny,ns] = d [ny,ny) — > ) plk, kel 5O [n1 — ki, ng — ks

ki=—akas=—a
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ou la valeur a est définie telle que I'opérateur P soit de taille 2a x 2a. Comme les filtres P
et U sont supposés symétriques, il est permis de récrire le premier pas de la facon suivante :

a—1 ki

dlni,no] = d® [ny,na] = Y > plkr, ko {8(0) [n1 — k1, n2 — ko]
k1=0 ko=0

+5O g + k1 4+ 1,m9 — ko] + 5O [y — k1,mg + ko + 1]+ 5O [y + k1 + Ling + by + 1]
+ (1 — Ory—ky) (8(0) [n1 — ka,ng — k1] + O [0y + ko + 1, ng — k4]

+5O [ng — ko, o + k1 + 1]+ 5O [ng + ko + Lng + by + 1])}

En se servant des calculs précédents, nous constatons que, pour n = (ni,n2) et k =
1, ko) avec n et k appartenant a nous avons :
(k1, k2) k app 3 72,
Sg,k = [S(O) [n1 —ki1,n9 — kQ] + S(O) [n1 +ki+1,n9 — k'2]
+ 5O ny —kiyno + ko + 1]+ 5O [0y + k1 + Lng + ko + 1)
+ (1 = gy —k») (3(0) [n1 — ko, no — k1] + 5O [n1 + ks + 1,n9 — k1]

15O [ny — koymo + k1 + 1] + 5O [ng + ko + 1,9 + k1 + 1])]

Nous en déduisons que Ngo(k) représente le nombre de coefficients auxquels py, est appliqué
(avec k= (kl, k‘g)), d’ou Nso(k') =1 (2 - 6k1—k2)-

3.4.1.1 Minimisation du critére

Pour minimiser le critére, il est nécessaire d’imposer la valeur nulle aux dérivées par-

tielles :
2J(p,\)
o =0 (3.30)
0J(p, \)
——- =0 V(mi,m2) € Ipsym 3.31
Op[m1, ms] (m1,ms) Psy ( )

Comme nous 'avons vu, I’équation (3.30) a pour solution :

Z Ngo (m)pm =1

meIPsym

Ngo(m) représente le nombre de coefficients auxquels le facteur p,, (avec m = (mi,ms) €
Z?) est appliqué. Nous en déduisons que Ngotm) = 4 (2 — 6m,—m,)- La solution de (3.30)
devient :

a—1 m1
> > @b ) plmama] =

m1=0ms=0
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La solution de I’équation (3.31) est donnée par :

Z Am,lpm + CvlA =B Vie IPsym

meIPsym

avec Amy = E{S} S0 .} — Neo(l)Ngo(m)u%, B = E {Sg,ldsl())} — W Ngo(m), et C; =
—%N s0(l). L’hypothése de stationnarité implique que les valeurs A, ;, B; et C; sont indé-
pendantes de l'indice n du support de 'image considérée.

Dans le cas d’un échantillonnage bidimensionnel sur grille quinconce, pour | = (I1,1l2),
m = (m1,mg) et n = (n1,n9) € Z2:

Am,l =FE {Sg,lsg,m} — 16 (2 - 6l1—12) (2 - 6m1*m2) /J‘?X
Rappelons que la fonction de covariance I' vérifie :
Px (k) = E{(z(n)z(n + k)} — uk

Nous en déduisons le résultat suivant :

Ay = 4{T 0 (l1 —m1,lz —m2) + Ty (lh +m1 + 1,12 — my)
+l50 (I —ma,la +ma + 1) + g0y (lh +m1 + 1,12 + ma + 1)}
+4(1 = 0p-1,) (1 = 6y —my) {Ts@ (I = ma, i1 = mq) + Ty (la +mo + 1,11 —my)
+F5(0) (lg —ma,li +mq + 1) + Fs(o) (lz +mo + 1,11 +mq + 1)}
+4(1 = 0my—my) {Ts0 (L = ma,lo —m1) + Ty (I +m2 + 1,12 —my)
4+, 0 (L1 —mo,lo+m1 + 1) + T o) (li + ma + 1,10 + mq + 1)}
+4(1 =6, 1,) {Ts0 (I2 — m1, 11 —ma) + T g0y (I2 +my + 1,11 — mo)
+T,0)(la —mi,li + mo + 1) + Ty (la +m1 + 1,11 + ma + 1)}

De méme, nous avons :

1 1 1 1
B, =4Iy (\/ill + 5,\/512 + 5) +4(1—8,-1,)Tx («/512 + 5,\/511 + 5)

et
Cr=-2(2—46;,-1,)

L’opérateur de prédiction étant connu, nous procédons a l'optimisation de ’opérateur de
mise a jour.
3.4.2 Recherche du filtre de mise a jour U

Nous rappelons que dans le cas général, le filtre U est obtenu par la résolution du
systéme linéaire suivant :

0J(u,\)
0T V(m1,ms) € Tysym (3.33)

dulmy, mo]
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La résolution de I’équation (3.32) conduit a 1’égalité (3.34) :

1
> Np(w = 3 (3.34)
lEIUsym
et la résolution de (3.33), pour Ay, = E | D, kD Z Z pmpm/E —m, an m l]
meZlp m'€lp
= > PmE [dnDy_pny] et Cr = —Npa(l), conduit & l'égalité (3.35) :
meLp

> Apwug+CA=B; V1€ Tygym (3.35)

ke[Us’ym
Dans le cas d’un échantillonnage quinconce, le deuxiéme pas lifting s’exprime ainsi :

b ki
s[n1,m2) = sO[n1, o] — Z Z ulk1, ko] [(d[n1 — k1,me — ko] + d[n1 + k1 — 1,m9 — ko]
k1=1ko=1

+d[n1 — ki,ne + ke — 1] +d[n1 + k1 — 1,n0 + ko — 1])
+ (1 — 5k17k2) (d[m — ko, mo — k)l] + d[m + ko —1,n9 — k1] + d[n1 + ko —1,n9 — kl]
+d[ny — ko,no + k1 — 1] +d[ny + ko — 1,n9 + k1 — 1])]

En se servant des calculs précédents, nous constatons que :

D}L,k = [(d[m — ki,n9 — kg] + d[m + ki —1,n9 — kz] —I—d[’l’h —ki,m9 + ko — 1]
+d[n1 + k’l — 1,71,2 + kg — 1]) + (1 - 5k1—k2}) (d[n1 — k‘g,’ng — kl]
+d['n1 + ko —1,m9 — k‘1] + d['n1 —ko,m9 + k1 — 1] + d[n1 + ko —1,n9+ k1 — 1])]

Npi(k) représentant le nombre de coefficients auxquels uy, est appliqué (avec k = (k1, k2)),
nous en déduisons que Npi(k) = 4(2 — dg,—k,)- En conséquence, les équations (3.32) et
(3.34) donnent :

Z Z = 01y —1) Uiy 1y —;

li=11l=1

Pour résoudre I’équation (3.35), nous posons :

G(a, B, B, z,y) =Ta(a+z,8+y) +Ta(d' +z,8+y)
+Ta(a+z,8 +y) +Tald + 2,8 +y) + Tala — z, 8 +y)
+T4(e —z,8+y) + Tala—z,8 +y) + Tald —z,8 +y)
+Tg(a+z,8—y) +Ta(d +z,6 —y) +Tay(la+z,6 —y)
+Tg(a + 2,6 —y) +Ta(a —z,8 —y) +Ta(' — 2,6 —y)
+ Tyl —z,8 —y) + Ta(a' —z,8 —y)
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Apreés évaluation, I’espérance F [D}km,kD}L_m,,l] s’identifie & :

FE [D,lhm,kD}km,,l] =G (11 —ki,lo — ko, ly + k1 — 1,ls + ko — 1,my — m), mo — m'2)
4 (1= by ) (1 - 5m,1_m,2) G (I — ko Iy — by lo + ky — 1,0y + ky — 1,my —mb,
Mo — m'2) + (1= 0my—my) G (lg —ki,ly — koylo+ k1 — 1,11 + ke — 1, my — mi, mg — 'm'2)

n (1 _ 5m,1_m,2) G (I — ko, by — ki, y + ko — 1,1 + by — 1,my — ml,, my — m))

Les trois facteurs intervenant dans ’équation (3.35) donnent pour k = (k1,k2), | =
(ll,lg) et m = ('ml,mg) €Z?:

Apy = 4{Ta(ly — k1, 1y — ko) + Ta(ly + k1 — 1,1y — k)
+Ta(ly —k1,lo+ ko — 1)+ Tg(ly + k1 — 1,10+ ko — 1)}
A(1— 61, 1,) (1= 6, ny) {Talls — kayly — k1) + Talla + ko — 1,11 — k1)

+Tq(la — kol + k1 — 1) + Ty(la + ko — 1,11 + k1 — 1)}

+4 (1 = 0y —ky) {Ta(ls — k2,10 — k1) + Ta(ly + ko — 1,15 — k1)
+lq(lh — ko, lo+ k1 — 1)+ Ta(ly + k2 — 1o+ k1 — 1)}

+4 (1 — 0y —1,) {Calle — k1,11 — kg) +Tg(lo + k1 — 1,11 — ko)
+lq(le — k1,li + ko — 1)+ Tallo+ k1 — 1,01 + k2 — 1)}

+ Z Z pmpm’E{D}Lfm,kDrltfm’,l}

méelp m'€Zp

B, = Z Pm {[Pd(ll +ma1,ls + m2) + Pd(ll —mqi— 1,1+ mg)
meZp

+Fd(11 +my,ls —mo — 1) + Fd(ll —m1— 1,10 —mg — 1)]
+ (1 - 5m1—m2) [Fd(lz + ml,ll + mz) + Fd(lg —my — 1,11 + mg)
+Pd(lg +m1,l1 —mo — 1) + Fd(lg —mq— 1,11 —mg — 1)]}

et
Cr=—-4(2—-46;,-1,)

Les coefficients de la matrice A et du vecteur B dépendent uniquement des fonctions de
covariance entre les échantillons du signal d.

3.5 Robustesse de l’algorithme

La méthode d’optimisation présentée suppose que la matrice carrée A soit inversible.
En d’autres termes, la matrice A de taille N X N doit étre de rang N. La taille de la matrice
dépend du nombre N, de coeflicients différents de 'opérateur & optimiser. Ce nombre est
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égal & N — 1. Par exemple, dans le cas 1D pour un opérateur lifting de taille ¢, le nombre
de coefficients qui différent (en prenant en compte les symétries) est :

No = -
¢~ 3

Dans le cas 2D, pour un opérateur lifting de taille ¢ x ¢, avec ¢ pair,

t(t+ 2
o= T

Afin d’assurer que la matrice A soit inversible, I’algorithme inclut une fonctionnalité qui
calcule le rang de la matrice. Si le rang n de A est égal & N, alors la matrice est inversible
et nous pouvons procéder a l’optimisation de ’opérateur considéré. Sinon, A n’est pas
inversible. La taille imposée t X ¢ est alors réduite jusqu’a ce que n = N = N, — 1, c’est
a dire jusqu’a ce que la nouvelle matrice A soit inversible. Dans le pire des cas, les filtres
optimisés sont de taille 2 x 2 et la contrainte sur la somme des coefficients réduit le degré
de liberté a zéro. Le schéma obtenu correspond au lifting (2,2) défini au chapitre précédent.

Les termes de la matrice A dépendent de la mesure de la covariance entre les échantillons
de données. La réduction du degré de liberté et de la taille des opérateurs permet donc
d’étre plus adapté aux données.

3.6 Vérification du minimum

Les valeurs de P et de U obtenues par la méthode proposée sont celles qui annulent les
dérivées partielles d’ordre un des deux critéres énoncés. Or, la valeur annulant la dérivée
d’une fonction n’est pas forcément la valeur pour laquelle la fonction atteint son minimum.
Elle désigne un point stationnaire. Pour prouver que cette valeur atteint son minimum,
il nous faut aller plus avant dans la démonstration, et montrer que le déterminant de la
matrice Hessienne est positif. Il est difficile d’établir de maniére générale que les valeurs de
Popt €t Ugps correspondent a des minimum globaux. Cependant, il est peut étre vérifié une
fois les données initiales connues.

3.7 Nouveau critére d’optimisation du pas de mise & jour

3.7.1 Problématique

La définition des opérateurs lifting se fonde sur deux idées principales : 'information
haute fréquence doit avoir une variance minimale, et le signal basse fréquence doit conser-
ver le maximum d’information. La deuxiéme assertion sert & définir un filtre permettant
la reconstruction la plus proche possible de I'image originale, quelles que soient les pertes
générées dans les hautes fréquences. Le critére défini pour 'optimisation de l’opérateur
de « mise & jour » conjecture la perte intégrale de la sous-bande haute fréquence, et
s'identifie ainsi & l’espérance mathématique de 'erreur quadratique de reconstruction. La
construction d’opérateurs lifting suivant cette hypothése favorise ’adaptation du filtrage
aux applications scalables. En outre, le critére impose une optimisation de la qualité mini-
male, puisqu’elle suppose le pire cas de dégradations de 'image. La qualité sera toujours
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FiG. 3.3 — Schéma lifting et schéma lifting inverse

supérieure a cette qualité minimale, quelle que soit la distorsion générée dans les hautes
fréquences lors du codage. Cependant, la méthode d’optimisation, que nous avons proposé
jusqu’ici, ne vise pas & générer l'opérateur lifting maximisant la qualité, quel que soit le
degré de dégradations dans les hautes fréquences suite au codage, mais seulement pour
une perte intégrale de la composante haute fréquence. Les méthodes d’allocations de débit
employées par les codeurs permettent de définir un pas de quantification et de fournir une
image de qualité maximale pour un débit donné. Ces considérations suggérent une amélio-
ration du critére définissant ’opérateur de mise & jour. Au lieu d’annuler ’ensemble des
coefficients d’ondelettes, il est possible d’intégrer ’optimisation de filtres dans le processus
de codage. L’image de coefficients d’ondelettes d donnée en entrée du schéma lifting inverse
n’est plus nulle, mais correspond & I'image d moins une erreur due & la quantification, soit :

d=d—e(d) (3.36)

L’erreur de quantification est déterminée par :

e(d) = d— Q" 0 Q(d)

L’application @ correspond & une quantification (voir section 1.1.3.1) et Q* a I’application
de reconstruction. Pour un pas de quantification ¢, nous avons @Q*(a) = ¢.a. Ainsi, 'opti-
misation du pas de mise & jour va dépendre du pas de quantification fixé par l'algorithme
d’allocation de débit.
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Optimisation du schéma
lifting avec mise a 0 des
coefficients d’ondelettes

¢

Schéma lifting

allocation de déhit
(EBWIC)

{9’}

Optimisation du schéma
lifting avec quantification
des coefficients d’ondelettes

¢

Schéma lifting

non

allocation de déhit
EBWIO) =< lap-ap| <e

{9}

+ oui

Quantification
+

Codage

F1G. 3.4 — Algorithme d’optimisation avec prise en compte du pas de quantification dans
les sous-bandes haute fréquence.

3.7.2 Définition du nouvel opérateur de mise a jour

3.7.2.1 Définition du critére

Comme dans le cas précédent, le critére est identifié par I’espérance de I’erreur quadra-
tique de reconstruction, sous les contraintes définies en 3.2.2.

J(u,\) =E{(Z—z)*} + A %— D g (3.37)
keZy



3.7. Nouveau critére d’optimisation du pas de mise & jour 101

Les valeurs optimales des coefficients de U vérifient (V& € Zygym) -

oJ (u, \)

—a = Lysym .
S 0 VI € Tyyy (3.38)

oJ (w,\)

T =0 (3.39)

Le processus d’optimisation reste identique & celui mis en ceuvre en 3.3.3. Le critére (3.37)

2
est séparé en deux composantes Ji et Jy. En posant Ji (u,\) = E [(E&O) - 3%0)) ] et

_ 2
Jo(u,\) =F [(dflo) — dsbo)) ], le critére s’identifie & :

- > w (3.40)

kEIUs;ym

N =

ﬂmM:%UMmM+bmAH+A

La définition abstraite du critére et la procédure de résolution ne sont pas modifiées, par
contre la valeur de l'erreur n’est plus la méme. Elle varie en fonction du pas de quan-
. . . . . . _ -0
tification imposé par l'algorithme d’allocation de débit associé. Les ensembles 30 et d
obtenus par schéma lifting inverse sont dorénavant définis en considérant s = s et 'erreur
de quantification définie en (3.36) :
L =5-Uxd=3s9—Ux(e(d))
— 0 —
AR By )

=d+Px* (8(0)+U*€(d)>

3.7.2.2 Calcul de J;

La premiére étape consiste a déterminer J;. Par définition, nous avons :

2

Afin de minimiser U, nous devons tenir compte des symétries imposées & U. Posons D}hk
la somme de tous les points de d auxquels le coeflicient uy (kK € Zygym) est appliqué lors
de I’évaluation de s,. L’équation du deuxiéme pas lifting intervient dans le calcul de J;.

Elle est donnée par :
Sp = 8%0) + Z ukdn_k
kely

Soit, en considérant le filtre U de longueur paire et symétrique,

Sp = 3%0) + Z UkD}z,k
keIUsym
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Définissons par ey, (D) I'ensemble des coefficients de I’image d’erreur auxquels le facteur
uy, est appliqué. D’ou

2

Ji(u,\)=F Z uken,k(D)

keIUsym

- Z Z upug B [6n,k(D)€n,kz’ (D)] (341)

kEIUsym k' EIUsym

3.7.2.3 Calcul de J,

Par définition, nous avons :

J, =B [(Eﬁf” - dg)))z]

Soit, en développant :

Jo=F Z Z PmUkEn—m,k (D) —€&n (d) (3'42)

meZp kEIUsym
3.7.2.4 Calcul de J
A partir de (3.40), (3.41) et (3.42), le critére se développe ainsi :

J(u, )\) :% Z Z Uk UL {E [‘Sn,k (D) En,k’! (D):|

keIUsym kJEIUsym

+ Z Z pmpm/E [5n—m,k (D) En—m! k' (D)]

meZp m'e€lp

_ Z m Z pmE [En (d) En—m,k (D)]

kEIUsym meLlp

o2+ u?
- Y Npk)u _I_M

kEIUsym

N —

+A

3.7.2.5 Minimisation du critére

L’opérateur U, minimisant 1’erreur quadratique moyenne de reconstruction, est obtenu
par la résolution du systéme :

oJ (w,\)
761” =0 Vlie IUsym (343)
9T WA _ (3.44)

O
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La résolution de I’équation (3.44) aboutit a :

> Np(ly = % (3.45)

lEIUsym

Afin de minimiser la moyenne de I'erreur quadratique de reconstruction, les dérivées par-

tielles w doivent étre nulles. En conséquence, les coefficients de ’opérateur U doivent

vérifier (3.213), VI € Zysym

Z Uk E [Sn,k (D) En,l (D)] + Z Z pmpm’E [5nfm,k: (D) En—m! k' (D)]

k€ETysym meZp m'€lp
— Z PmE [en (d) en—mi (D)] + Npi ()X (3.46)

meZp
Les équations (3.45) et (3.46), VI € Zysym, s’écrivent sous la forme d'un systéme linéaire.
Nous posons A; = Elenk (D)eni(D) + Y Y pubmE [en-mp (D) en i (D)],

m€EZp m'€Zp
B, = Z PmE [en (d) en—m, (D)] et C; = —Np1(l). Le systéme est donné par :
meELp
1
Z NDI (l)’U,l = 5
e Lysym (3.47)
Z:AMW+QA:& VI € Tpsym

kEIUsym

Résoudre les équations (3.47) revient a résoudre une nouvelle fois un systéme linéaire de la
forme AX = B. Si la matrice carrée A est inversible (section 3.5), le systéme admet pour
solution

X=A"B
Le vecteur X s’identifie & X = {ugp, A}. La solution u,y; correspond au vecteur u optimal
et contient les différents coefficients (non-identiques par symétrie) du filtre U.

Le nouveau critére détermine de maniére plus précise ’erreur quadratique de recons-
truction, dans le cas ol le schéma lifting est associé & une quantification. Par contre,
I’association du schéma lifting avec un codeur incluant une allocation de débit rend 1’al-
gorithme d’optimisation itératif et donc plus colteux. Le chapitre 5 porte sur 1’évaluation
des différentes techniques. L’étude se termine par une sélection entre les critéres selon leurs
précisions et le colit des algorithmes mis en ceuvre.

3.7.3 Robustesse de l'algorithme et minimum global

Le probléme de l'inversion de la matrice A se résout de la méme maniére que dans
les cas précédents. Le calcul du rang de la matrice va nous permettre de vérifier si A est
inversible. Si la matrice est de taille N X N et de rang strictement inférieur a N, la taille
de l'opérateur de mise & jour est réduite par rapport a la taille imposée par 'utilisateur,
jusqu’a ce que N soit égale au rang de la matrice. Le minimum est vérifié, de la méme
maniére, une fois les conditions initiales connues.
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3.8 Conclusion

En résumé, nous proposons de définir un filtrage par schéma lifting en fonction des pro-
priétés statistiques du signal. La construction des opérateurs a pour principe d’optimiser
les performances de la chaine de codage, et d’offrir une décorrélation optimale. La méthode
proposée se base sur un schéma & deux pas lifting et peut étre exploitée pour tout type
d’échantillonnages réguliers. Le processus d’optimisation définit, en premier lieu, un opéra-
teur de prédiction. Le choix de ’opérateur est trés important et joue un réle essentiel pour
définir une bonne compression. L’opérateur de prédiction détermine la sous-bande haute
fréquence qui contient peu d’information. Le pas de prédiction retourne un signal dont
I’énergie est concentrée sur un petit nombre de coefficients. Le codage permet de gagner en
débit principalement dans ce type de sous-bandes. La densité de probabilité du signal peut
étre approximée par une gaussienne généralisée. Le codage est plus performant sur un signal
de faible variance. Le critére retenu pour définir le pas de prédiction consiste & minimiser
la variance de la sous-bande haute fréquence. Le pas de mise & jour détermine le signal
basse résolution. Ce signal n’est que faiblement comprimé, contrairement & la sous-bande
haute fréquence. Il contient l'information essentielle & une bonne reconstruction du signal.
L’opérateur de mise & jour est défini de fagon & minimiser 'erreur de reconstruction suite
4 des dégradations dans 'image haute fréquence. La définition du critére présente deux
cas. La premiére méthode cherche & définir 'image basse fréquence et ’opérateur de mise
4 jour les plus fiables possibles. L’opérateur est donc défini en imposant une reconstruction
optimale & partir de la seule image basse fréquence. Le signal haute fréquence est supposé
perdu. Cette construction permet de s’adapter au cadre des applications qui admettent une
progressivité en résolution. Le deuxiéme cas est plus adapté aux algorithmes d’allocation de
débit et prend en compte ’erreur de quantification. L’optimisation de filtres est exploitée
dans le cadre du schéma lifting quinconce. Les détails de I'application et les performances
sont donnés ultérieurement, au chapitre 5, au travers d’une évaluation qualitative de la
méthode.



Troisiéme partie

Evaluation du schéma lifting
quinconce au sein d’une chaine de
compression






Introduction

La partie précédente fixait un double objectif. Le premier consistait & définir une implé-
mentation lifting pour des filtres bidimensionnels non-séparables. Le deuxiéme consistait &
construire des filtres lifting adaptés a 'image, afin d’optimiser les performances des codeurs
associés pour une meilleure compression. La justification effective de ces travaux passe par
I’étude du schéma lifting quinconce. Nous montrons comment exploiter efficacement le
schéma lifting, ainsi que les nouveaux filtres bidimensionnels développés par la méthode
d’optimisation proposée. Dans cette partie, le schéma lifting quinconce est appliqué aux
domaines de la compression sans perte et avec perte d’information. Les filtres lifting dé-
veloppés sont analysés et comparés entre eux, suivant plusieurs critéres d’évaluation de
performances. L’étude se base sur 1’évaluation de la complexité, des techniques d’implé-
mentation des filtres et du compromis qualité-débit. Le chapitre 4 traite de la mise en
ceuvre d'un schéma lifting quinconce au « fil de ’eau » et détermine & la fois les besoins en
espace mémoire et les délais requis pour la méthode proposée. La complexité du filtrage est
évaluée en comparant pour un méme filtre, le cotit de I'implémentation par transformée en
ondelettes rapide et par schéma lifting. Le calcul théorique du gain en nombre d’opérations
par pixel est détaillé au chapitre 2. L’étude de la qualité image, traitée au chapitre 5, donne
pour chaque filtre un descriptif et un comparatif de la qualité SNR & débit fixé. Les critéres
de qualité utilisés sont présentés au chapitre 1. La qualité psychovisuelle est évaluée par
I’étude subjective de certains détails des images et par la notification d’effets psychovisuels
indésirables (effets de blocs, effets de bords, aliasing,...). Le schéma lifting quinconce sus-
cite un intérét particulier et grandissant dans le cadre de 'imagerie satellitaire. Une partie
de notre étude a été réalisée en collaboration avec le Centre National d’Etude Spatiale (le
CNES). Le filtrage quinconce non-séparable correspond a ’application d'un filtre diamant
« non-orienté » en adéquation avec le type d’images acquises par satellite, puisqu’elles ne
présentent aucune direction réellement prédominante. En outre, 'implémentation lifting
réduit la complexité du filtrage, et permet aux filtres quinconces d’étre plus compétitifs
pour des structures nécessitant des algorithmes a la fois efficaces et simplifiés au maximum.






Chapitre 4

Implémentation et complexité du
schéma lifting quinconce

L’ensemble des recherches, portant sur la compression des images numériques, vise a
définir des méthodes simples et efficaces. Les contraintes de faible complexité et de qua-
lité sont difficiles & réaliser simultanément. L’étude comparative sur les différentes tech-
niques de codage intervient au niveau de la complexité, la mémoire temporaire nécessaire
a l’exécution, la rapidité d’implémentation, le débit et la qualité des images restaurées. Le
compromis entre les méthodes varie suivant les exigences de chacun, la définition d’un com-
promis universel n’étant que pure utopie. Ainsi, les applications liées & I’imagerie médicale
ou militaire s’attachent aux techniques de compression sans perte, qui ne tolérent que de
faibles taux de compression. Le traitement des images satellite se base sur les techniques de
compression haut et trés haut débits [58, 64]. Les images destinées & circuler sur internet
sont traitées a 1’aide de techniques moyen et bas débits. Le but est de limiter la taille des
données circulant sur les réseaux afin d’éviter la saturation et d’accroitre la rapidité de
transmission. Les techniques sélectionnées doivent étre de faible complexité et permettre
un décodage progressif (méthodes dites scalables) afin d’étre adaptées & un ensemble de
systémes hétérogénes.

La transformée en ondelettes, faisant partie des transformées multiéchelles, est particu-
liérement adaptée au décodage progressif en résolution des images. Elle présente de bonnes
propriétés de décorrélation spatio-fréquentielle. Ces caractéristiques en font un puissant al-
lié pour la compression de données numériques. Elles constituent le fondement de certaines
techniques de codage, telles que EZW [101] ou SPIHT [98, 97|, qui exploitent les corréla-
tions résiduelles. La transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable génére une
analyse multirésolution de facteur de résolution v/2. Ainsi, ’analyse est deux fois plus fine
que dans le cas séparable. Elle permet une meilleure progressivité au codage et au déco-
dage. Elle est non-séparable et peut étre « non-orientée ». Elle a le désavantage d’étre plus
coliteuse en opérations élémentaires qu’une transformée séparable. Sa complexité de mise
en ceuvre peut constituer un facteur discriminant lors de la sélection d’une transformée au
sein d’une chaine de codage. Le schéma lifting permet une implémentation plus efficace.
Les différences de cotit des opérations entre le schéma lifting quinconce et la transformée
en ondelettes sont mis en évidence dans la section 4.2. Auparavant, nous proposons une
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technique pour implémenter le schéma lifting quinconce au « fil de I'eau ». L’intérét est de
minimiser la quantité de mémoire temporaire nécessaire au filtrage.

4.1 Schéma lifting quinconce au « fil de ’eau »

La transformée en ondelettes suscite, depuis plus d’une dizaine d’années, un intérét
grandissant pour la compression des images numériques. Elle permet de modéliser le signal
et exerce un filtrage plus performant en qualité que la DCT [1]. En outre, pour un taux
de compression fixé et des filtres « correctement choisis », la transformée en ondelettes
s’adapte mieux au systéme visuel humain. La DCT, évoquée en premiére partie 1.1.1, est
une méthode de transformée simple et rapide. Elle est utilisée dans les chaines de compres-
sion telles que JPEG [123, 122], qui a pour objectif de comprimer les images a bas débit sans
utiliser trop de mémoire auxiliaire. JPEG doit pouvoir s’adapter a internet en facilitant la
rapidité de transmission (bas débit) et en permettant & un grand nombre d’utilisateurs,
avec des systémes hétérogeénes, de s’en servir aisément (espace mémoire pour le codage et le
décodage). La DCT est utilisée aussi sur le satellite SPOT5 pour des raisons de simplicité
et d’économie en mémoire temporaire [59]. La compression est réalisée a bord du satellite.
Pour des raisons de techniques et d’investissement au niveau recherche et financier dans
un mateériel de pointe spécialement congu pour résister au milieu spatial (effet du vide,
rayonnements nocifs qui parcourent ’espace), le nombre de composants doit étre réduit
au maximum. Contrairement & la transformée en ondelettes qui s’applique a la totalité
de I'image, la DCT effectue un codage en blocs et requiert moins de mémoire tampon.
L’idée d’implémenter une transformée en ondelettes par blocs n’est pas envisageable pour
disposer d’une bonne qualité image. Elle crée des artefacts visuels particuliérement génants
au niveau des bords de chaque bloc, la qualité image est plutdét médiocre et tous les avan-
tages de la transformée sur la DCT sont perdus. Une autre alternative est d’implémenter
la transformée en ondelettes au « fil de ’eau ». Ce type d’implémentation permet d’écono-
miser de la mémoire temporaire et réduit le délai de codage et de décodage. La transformée
en ondelettes, jusqu’alors impraticable sans découpage en blocs, revient a I’étude, grace au
« fil de ’eau », pour des applications réalisées & bord d’un satellite [14]. Le schéma lifting
quinconce peut intégrer une chaine de codage au « fil de I’eau », et optimiser le gain en
espace mémoire. Le principe du « fil de ’eau » est d’effectuer le traitement d’une image au
cours de son acquisition. Chaque ligne image acquise est stockée dans une mémoire tampon
de filtrage, le programme attend de recevoir assez d’informations afin de procéder au fil-
trage de la premiére rangée de points, libére les zones mémoire contenant les informations
qui ne sont plus nécessaires et entame le calcul de la deuxiéme rangée de points et ainsi
de suite. Les points calculés sont stockés dans une mémoire tampon de synchronisation
en attendant d’étre pris en compte par le codeur. La technique définissant des mémoires
tampons de filtrages et de synchronisation est exploitée par Parisot dans le cas d’un filtrage
3D par banc de filtres séparables [82].
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4.1.1 Définition du délai

La définition de ’espace mémoire tampon nécessaire & ’exécution du schéma lifting
quinconce impose une étape préalable. Cette derniére consiste & évaluer le délai nécessaire
pour le filtrage des coefficients contenus dans la premiére rangée de chacune des sous-bandes
s et d. Le calcul du délai se fait par étapes. Il est d’abord évalué pour une décomposition
par schéma lifting, puis généralisé & N décompositions. Les lignes de I'image originale sont
acquises au « fil de I’eau ». Le délai est identifié par le nombre de lignes de données devant
étre lues, avant de pouvoir déterminer la premiére ligne de chacune des sous-bandes s et
d. Tous les calculs sont effectués sous le couvert de deux hypothéses. Premiérement, la
taille des opérateurs lifting est décroissante. Deuxiémement, la premiére passe du schéma
lifting est mise en ceuvre par la décomposition polyphase. Rappelons que le schéma lifting
quinconce est défini pour une image originale s I de résolution 27772 avec j € %Z, par :

N[ =

1. La transformée polyphase

2. Pour !/ allant de 1 & L

sg-l) (g, ny] = sg-l_l) [Nz, ny] — Z UW® [k] dgl_l) [ng — kgyny — Ky
k=(kq ky ) €22

dg'l) [N, ny] = dg'lil) [y Ty] — Z p® (%] Sg'l) [Ny — kgyny — Ky
kez?

1 @
i [naymy) = 257" [z, my)

dj [ng,ny] = Kdg.L) [Nz, Ny],

sg-l) et dg-l) représentent les sous-bandes intermédiaires et M le nombre total de pas lifting

et de pas lifting duaux, L = |24 .

4.1.1.1 Délai pour une décomposition en schéma lifting

Le délai est calculé pour une décomposition en schéma lifting. Plusieurs cas se pré-
sentent :
— l'image source est définie sur une grille d’échantillonnage quinconce. En d’autres
termes sa résolution est égale a 277 +%, avec j € Z,
— le premier pas lifting est représenté par un opérateur de prédiction,
— le premier pas lifting correspond & une mise a jour,
— l'image source est définie sur une grille d’échantillonnage carré. Sa résolution est égale
4277 avec j € Z.
Nous allons définir le délai de maniére itérative pour les cing cas.
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A. Il)élai pour un schéma lifting envoyant une approximation de résolution
279%2 3 la résolution 277 (5 € Z) :
L’image source s;_ 1 (avec j € Z) est de taille % X % et de résolution 279+3. Son

support est compact et correspond, en théorie, & un réseau régulier de points disposés en
quinconce. Le support observe une rotation de 45 degrés, conformément & I’analyse mul-
tirésolution, introduite par Feauveau [37], avec un facteur de résolution L. Au niveau de
I'implémentation physique, I'image est spécifiée sur une grille d’échantillonnage « quinconce
projetée » (pour plus de précisions voir 'annexe A.2 (F1G. A.4)). L’incidence de la restruc-
turation du support sur la décomposition polyphase conduit & un sous-échantillonnage ex-
clusif sur les colonnes. Plu? %)récisément, chaque ligne acquise est redéfinie soit comme une
0

, . . , . 0 .
rangée de coefficients de s ;> soit comme une rangée de coefficients de dg- ) Les lignes de

35-0) et d§0) sont actualisées par étapes successives jusqu’a 'obtention des rangées de s; et
d;. Le délai est déterminé par le nombre de lignes de données, devant étre lues, pour pro-
céder au calcul de la premiére rangée de coefficients de s;. Considérons un schéma lifting
a M pas, définissons par tj la longueur du k'*™® opérateur'. Le délai nécessaire au filtrage
de la premiére ligne de coefficients de s; dépend du délai nécessaire & ’exécution de chaque
pas lifting. Le principe du lifting est de calculer conjointement les signaux basse et haute
fréquences. En conséquence, les premiéres lignes de s; et d; seront calculées simultanément.
La décomposition polyphase est complétement transparente, puisqu’elle n’effectue aucune
o%)(;eration. Chaque rangée acquise est considérée soit comme une rangée d’échantillons de
0

s; ', soit de d;o)‘ Le délai d’obtention de la premiére ligne de chacune des sous-images
est égal & deux. L’évaluation du délai présente deux cas de figure. Dans le premier cas,
le schéma débute par une opération de prédiction. Dans le second, il commence par une

opération de mise a jour.

a. Le premier pas lifting est une prédiction :

Le délai est évalué pas a pas. Il est d’abord défini pour un pas lifting, puis pour deux,
et ensuite pour les M pas lifting.

1. Le premier pas lifting est une prédiction mise en ceuvre par un opérateur p(1) de
longueur t;1. Les points & actualiser se situent sur les rangées d’indice impair de s i1
2

(0)

(correspondant a des lignes de d; ). Les « prédictions » successives vont permettre
d’engendrer un signal haute fréquence. La premiére génére un signal intermédiaire
dg-l). Les points du filtre p{) ne s’appliquent qu’aux rangées d’indice pair de s._1

i—3

(correspondant aux rangées de sgo)). L’indexation des lignes d’une image de C7, lignes,

commence & partir de 0 et va jusqu’a Cr, — 1. Comme le montre la figure (F1G. 4.1 a.),
(1)

la premiére rangée de points de d]- est calculée suite a l'acquisition des (¢ + 1)
premiéres rangées de s -1 - Les (t; — 1) rangées manquantes sont déterminées par
2

un processus de symétrisation (voir Annexe A.4). Le calcul de n rangées de signal

'La longueur d’un filtre est définie par le nombre maximum de coefficients non-nuls se situant sur les
lignes du filtre. Ainsi, pour un filtre de taille T x T, la longueur est définie par T'.
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FiG. 4.1 — Graphe de dépendance entre les lignes de coefficients pour une image source de
résolution : 2773 (n € Z). Le délai est mis en évidence pour un schéma lifting & quatre
pas, définis par une prédiction (¢; = 6), une mise a jour (t; = 4), une deuxiéme prédiction
(t3 = 2), un deuxiéme mise a jour (t4 = 2). Chaque point correspond a une ligne de I’image
échantillonnée quinconce. Le délai correspond au nombre de lignes & acquérir (représentées
par un rond plein de couleur verte). Les points en pointillés correspondent aux rangées
déterminées par symétrie. Le graphe de dépendance (a.) met en évidence le délai pour le
premier pas lifting. Le calcul de la premiére ligne de d(!) requiert un délai d’acquisition de
7 lignes. Le graphe (b.) met en évidence un délai de 11 lignes pour les quatre pas lifting.

basse fréquence ne peut étre effectif que suite & ’acquisition des [t; + 1+ 2(n — 1)]
premiéres rangées d’échantillons de s L

2. Le deuxiéme pas lifting est un pas de mise & jour, déterminé par l'opérateur uY de

{]
;1) nécessite le calcul préalable des

£ premiéres rangées de dg-l), soit 'acquisition de (¢; +t2—1) rangées de données s

longueur t9. L’évaluation de la premiére rangée de s

- 1.
i3
L’évaluation de n rangées nécessite le calcul préalable des [%2 + 2(n — 1)] premiéres

)

rangées de dg-l , soit 'acquisition des [t; +t2 — 1+ 2(n — 1)] premiéres rangées de

S - % .
3. Le troisiéme pas lifting est défini par Popérateur p® de longueur ¢3. L’évaluation de
la premiére rangée de d§-2) requiert le calcul préalable des %3 + 1 premiéres rangées

de 35.1), soit l'acquisition des (¢; + to + t3 — 1) premiéres rangées de I'image source
Sj 1. L’évaluation de n rangées requiert le calcul préalable de [%3 +142(n—1)]

)

rangées de s;’, soit acquisition des [t1 4?2 +¢3 — 1 4 2(n — 1)] premiéres rangées
de données s jo1-
2

4. Le (21 —1)*™me pas lifting correspond & une prédiction définie par un filtre de longueur

)

nécessite le calcul préalable des %l +1

, soit l'acquisition des [ 212—11 ty — l] premiéres rangées de

to;_1. L’évaluation de la premiére rangée de d;-l
(1-1)

premicéres lignes de s;
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14 . . . . ¢
s;_1. L’évaluation de n rangées requiert le calcul préalable des § +1+2(n — 1)

2
(I-1) 20-1

premiéres rangées de s; 7, soit 'acquisition des [ ey k=1 +2(n — 1)] premiéres

rangées de s o1
2

5. Le 2®™m€ pas lifting correspond & une prédiction définie par un filtre de longueur

0

to;. L’évaluation de la premiére rangée de s; requiert un calcul préalable des %’
N . l . e e N .
premiéres rangées de dg-), soit l'acquisition des [ zlzl ty — L+ 1] premiéres rangées

de s;_1. L’évaluation de n rangées requiert un calcul préalable de [t—;L +2(n —1)]
2

rangées de dg-l), soit ’acquisition des [ ilzl te —1l+14+2(n— 1)] premiéres rangées

de s j— % .
6. Le délai pour obtenir les images s; et d; est égal au délai de calcul de la premiere ligne

de s et de d'P . Aucun délai supplémentaire n’est requis, puisque les opérations
J J

consistent & multiplier les coefficients de la premiére ligne de sg-l) par K et ceux de

l
dg-) par % .
En résumé, un schéma lifting quinconce, & M pas, nécessite un délai A]-_ 1 ,(1) pour le
29
calcul de chaque premiére rangée des sous-bandes s et d.

M
A1) =4,1,(1) => -2 {%J +1 (4.1)
k=1

Pour un délai, noté A;,,(N), I'indice j appartient a %Z et symbolise la résolution de I'image
source qui est égale & 277. L’indice N détermine le nombre de décompositions successives
réalisées et n désigne le nombre de rangées & définir dans les sous-bandes de plus faible
résolution. Le délai pour calculer n rangées dans chacune des sous-images s et d est identifié
par A]-_%,n(l)

M
A 1,(1) = >t —2 {?J +2(n —1)
k=1

b. Le premier pas lifting est une mise a jour :

Pour un schéma lifting & M pas et dont la premiére opération est une mise a jour, le
calcul différe légérement.

1. Le premier pas lifting est un pas de mise a jour défini par I'opérateur u(!) de longueur
t1. Les points a actualiser se situent sur les rangées d’indice pair de $;1 (correspon-
2

©)) TLes mises a j i d ignal b

j ). Les mises a jour successives vont engendrer un signal basse

fréquence. La premiére génére un signal intermédiaire 35. ). Les points du filtre ne

s’appliquent qu’aux rangées d’indice impair de s i1 (correspondant aux rangées de
2

dg-o)). La premiére ligne de sgl) peut étre déterminée suite & ’acquisition de £, rangées

de I'image source s Les (t; — 1) autres rangées sont déterminées par un processus

dant aux lignes de s

-3
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de symétrisation (voir Annexe A.4). Le délai nécessaire pour calculer les n premiéres
rangées de sgl) est défini par [t; + 2(n — 1)].
2. Le deuxiéme pas lifting est un pas de prédiction défini par Popérateur p(!) de longueur
to. Le filtrage de la premiére rangée de dg-l) nécessite un calcul préalable des (%2 + 1)
;1), soit 'acquisition des (¢; + t2) premiéres rangées de don-

La définition de n rangées de dg-l) nécessite le calcul préalable des

premiéres rangées de s

nées source s joL-
2

[%2 +14+2(n— 1)] premiéres rangées de 3;1)’ soit 'acquisition des [t; + t2 + 2(n — 1)]
premiéres rangées de I'image originale s o1
2
3. Le troisiéme pas lifting est déterminé par ’opérateur u@ de longueur t3. La définition
(2

de la premiére rangée de s;” nécessite le calcul préalable des %3 premiéres rangées de

dgl), soit I'acquisition des (t1 4+t +t3 —2) premiéres rangées de s -1 L’évaluation de

n rangées requiert le calcul préalable des [%3 +2(n — 1)] premiéres rangées de s(2)

soit 'acquisition des [t1 + 2 +t3 — 2 + 2(n — 1)] premiéres rangées de s, _ 1.

4. Le 21™™¢ pasg lifting correspond & une mise & jour réalisée par un opérateur de longueur

, . N , +1 . . .
to;. L’évaluation de la premiére rangée de sg 1 pécessite le calcul préalable des %L

premiéres rangées de dg- ), soit I'acquisition des [Zilzl ty — l] premiéres rangées de

s;_1. L’évaluation de n rangées nécessite I'acquisition des [Zzlﬂ ty — 1+ 2(n — 1)]
2

premiéres rangées de s._1.

i3
5. Le 21 + 1'*™€ pas lifting correspond & une mise & jour effectuée par un filtre de lon-
gueur to;11. L’évaluation de la premiére rangée de dg-lﬂ) nécessite un calcul préalable

BN . I+1 . C el
des t”T“ premiéres rangées de 3§-+ ), soit l'acquisition des [ zl:+11 ty — 1+ 2] pre-

miéres rangées de S;j_1. Le calcul de n rangées nécessite, quant a lui, I'acquisition
2
des [22:1 tk —1+2+2(n-— 1)] premiéres rangées de Sj 1.

6. Le délai nécessaire & ’évaluation de la premiere ligne des chacune des sous-bandes s;

et d; est identique au délai de calcul de la premiére ligne de sg-L) et de celle de d;L).

Le délai A;.j 1 1(1) nécessaire au calcul de la premiére rangée de chacune des sous-images
-1

sj et d; est déterminé par :

AY (1) :iw:tk—2 {MQ_IJ (4.2)

Les n premiéres rangées de chacune des sous-images s; et d; sont calculées suite a ’acqui-
sition de

M
M-1
U _ -
Ajé’n(l)_kg_ltk 2\‘ 5 J+2(n 1)

rangées de données source.
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B. Délai pour un sclhéma lifting envoyant une approximation de résolution 277
a la résolution 27772(5 € Z) :

G R B

FIG. 4.2 — Délai pour une source de résolution 277 (j € Z) mis en évidence par un graphe de
dépendance entre les rangées de coefficients. Le délai est déterminé pour un schéma lifting a
quatre pas, contenant une prédiction (avec t; = 4), une mise a jour (t3 = 4), une deuxiéme
prédiction (t3 = 2), un deuxiéme mise & jour (¢4 = 2). Chaque point correspond & une
ligne des images sﬁ L ou dﬁ ! (1 <1< 4). Une ligne de I'image source s; est partitionnée

(0) 0)

en une ligne de l'image Sii1 et une ligne de l'image d;, ;- Les liaisons entre les points

+
indiquent les lignes auxquellezzs doivent s’appliquer les opér;teurs, pour le calcul des lignes
au sommet. Le délai correspond au nombre de lignes & acquérir (représentées par un rond
plein de couleur verte). Les points en pointillés correspondent aux rangées déterminées par
symeétrie. Le graphe de dépendance (a.) met en évidence un délai d’acquisition de 4 lignes
pour le premier pas lifting. Le graphe (b.) met en évidence le délai pour les quatre pas

lifting (délai égal a 9).

Une image de résolution 277, ou j € Z, est échantillonnée sur une grille carrée. La
décomposition polyphase met en ceuvre un sous-échantillonnage regroupant d’un coté les
échantillons de somme d’indice pair et d’un autre les échantillons de somme d’indice im-
pair. L’image source n’a pas besoin d’étre représentée sur une grille quinconce projetée,

.1
contrairement aux sous-bandes 35(2 , et d;o)l de résolution 2777 2. La particularité de cet
2 2

échantillonnage est qu'une ligne de I'image source s; ne correspond pas & une ligne entiére

de s(.o)1 ou de d(.O)l, mais elle est partitionnée en deux lignes, une allant dans 8('0)1 et
Jt+3 Jt3 J+3
(0)

2
l'autre dans dj+ ;. En conséquence, pour une image de résolution rationnelle, le délai est
2
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identique quel que soit I’opérateur qui vient en premier, seule la longueur et le nombre des
opérateurs comptent. Le calcul du délai est détaillé, pour M pas lifting, en considérant que
le premier pas est défini par une opération de prédiction.

Le délai requis par le calcul de la premiére rangée de chacune des sous-images s

1. Le premier pas lifting est défini par 'opérateur p(!) de longueur #;. La premiére

rangée de points de d; )1 est calculée suite & ’acquisition des ¢; premiéres rangées

2
de I'image source s; (rappelons que les ¢; — 1 rangées manquantes sont définies par

symétrie). Le délai nécessaire & la définition de n rangées de signal basse fréquence
dﬁl est défini par [t; + (n — 1)].
2

Le deuxiéme pas lifting est défini par lopérateur u(!) de longueur to. L’évaluation

(1)

de la premiére rangée de S i1 nécessite le calcul préalable des t3 premiéres rangées

2
de d( )1, soit 'acquisition des (t; + to — 1) premiéres rangées de coefficients de s;.

L evaluatlon de n rangées nécessite le calcul préalable des (t; +n — 1) premiéres

(1)

rangées de dj+ 1, soit 'acquisition des [t; +t2 — 1+ (n — 1)] premiéres rangées de s;.
2

Le troisiéme pas lifting est défini par I'opérateur p(® de longueur t3. L’évaluation

(2)

de la premiére rangée de dj+ ; nécessite le calcul préalable des 3 premicres rangées
2

de 3&2 1, soit 'acquisition des (¢; + t2 + t3 — 2) premiéres rangées de coefficients de
2

s;. L’évaluation de n rangées nécessite le calcul préalable des (3 +n — 1) premiéres

rangées de 352 1, soit 'acquisition des (t; + t2 + t3 +n — 3) premiéres rangées de s;.
2

Une fois de plus, le délai nécessaire & 1’évaluation de la premiére ligne de chacune

des sous-images $jp1 et d +1 est identique au délai de calcul de la premiére ligne de
(L) (L)

Si1 et de d. e

]_1_1 etd

est déterminé par A (1), pour j € Z :

M

AJ(I) = Aj,l(l) = Z (tk - 1) +1
k=1

Le délai Aj | représente le nombre des lignes de 'image originale s; devant étre enregistrées
avant de pouvoir réaliser le calcul des premiers coefficients des images de sortie.

d

Le délai nécessaire & ’obtention des n premiéres rangées des sous-images s

j+1 ou de

1 est identifié par A;,(1).

M
=> (te—1)
k=1

4.1.1.2 Définition du délai pour N décompositions successives en lifting

Pour N décompositions en schéma lifting, le délai est défini par le nombre de lignes de
I'image s; nécessaires au calcul de la premiere ligne de s

et de la la premiére ligne de
2
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d -

fe rapport entre les longueurs des filtres (h, g) associés au schéma lifting dépend a la
fois du premier pas et du nombre de pas lifting. Pour disposer d’un banc de filtres associé
ou le filtre passe bas est plus long que le passe-haut, le schéma lifting doit débuter par une
prédiction et contenir un nombre pair de pas, ou débuter par une mise & jour et contenir un
nombre impair de pas. Cette remarque n’est valable que dans la mesure ol les longueurs
des pas lifting ¢; sont décroissantes. La plupart des schémas connus sont composés d’un
nombre pair de pas lifting et débutent par une prédiction. En conséquence, les calculs sont
restreints au cas oil le schéma lifting débute par une opération de prédiction. L’autre cas
se déduit simplement en remplagant dans les calculs, le délai A, 1 (1) défini en (4.1) par

A;.Ji 1(1) (4.2). La définition du délai comporte toutefois deux cas. L’image source peut
2

étre acquise sur une grille quinconce ou sur une grille carrée. Les deux cas sont traités dans
la suite.

A. I¥nage originale échantillonnée sur une grille quinconce et de résolution
277%3 (cas des images SPOT5)

1. La premiere décomposition détermine les coefficients de s;, 'approximation de s JEE
2

ala résolution 277, L’acquisition des (ZkM: 1t — 2 [%J + 1) premiéres lignes de don-

nées source s;_1 permet d’évaluer la premiére rangée de coefficients de s;. L’acqui-
2

sition des [Z,ZCVI: 1t —2 L%J +14+2(n— 1)] premiéres lignes de s; permet d’évaluer
les n premiéres rangées de coefficients de s;.

2. La deuxiéme décomposition définit ’approximation s i+l de résolution 27973 . Le cal-
2

cul de la premiére rangée de s, , 1 nécessite I’évaluation préalable des [Zkle (tx, — 1)]

i+
premiéres lignes de s;. Plus généralement, le calcul des n premiéres rangées de s;

nécessite I’évaluation préalable des [Zkle (tx — 1) —I—n] premiéres lignes de s;. Le
calcul n’est effectif qu’apres réception des [3 ZkM:1 ty—2M —2 X +1+2(n— 1)]
premiéres rangées de s 1

2

des [3 Z/ZCVI:1 ty—2M -2 %] +1+2(n— 1)] premiéres lignes.

Le calcul des n premiéres rangées requiert 1’acquisition

Pour N décompositions successives, le délai Aj 41 est défini par le nombre de rangées
29

. el . oo
de I"image source 2772, nécessaire au calcul de la premiére ligne de la sous-bande basse
N-—1

fréquence et la premiére ligne de la sous-bande haute fréquence & la résolution 277~ "2

N M
n N N1 M
Ajr(N) = olE] (Ztk> —2(2L2J —1)M—2(2L : J—1) [7J +1
n=1 k=1
En posant N =2L+J et « =1 — 4, le délai devient :

M
Aj 1 (N) = <2L¥J —3+a2LN/2J) Sty —2M (2[%] — 1) —9 (ﬂ%J _ 1) [%J 11
k=1
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Dans le cas oit N est pair, le délai devient :
M M
L L L
A 1(20) =3[2" — 1] (Ztk> —20l—1)M-2(2 -1) {TJ +1
k=1

B. Image originale de résolution 277 (j € Z)

Des calculs analogues sont maintenant effectués dans le cas ol 'image originale est
échantillonnée sur une grille carrée et de résolution 277.

1. La premiére décomposition détermine les coefficients de s correspondant a I’ap-

it
.1
proximation de s; & la résolution 2777 2. L’acquisition des (Z,]C\/[Zl ty — M + 1) pre-
miéres lignes de données source s; permet d’évaluer la premiere rangée de coefficients
de s JIe L’acquisition des (Zkle ty — M+ n) premieres lignes de s; permet d’éva-
luer les n premieres rangées de coefficients de s;.

2. Le deuxiéme niveau de décomposition définit I’approximation s;i1 de résolution
27771 Le calcul de la premiére rangée de sj+1 nécessite ’évaluation préalable des
(Z,]CVI: 1tk —2 [%J + 1) premiéres lignes de s il définies lors de la premiére étape.
Plus généralement, le calcul des n premiéres rangées de s;,1 nécessite 1'évaluation
préalable des [Zkle i — 2 L%J +1+4+2(n-— 1)] premiéres lignes de Syl L’opéra-

tion ne peut aboutir qu’aprés réception des [2 M by — M2 | 2] + 1] premiéres
rangées de s;. En considérant que les deux premiéres lignes sont calculées conjointe-
ment (soit sji1 et dji1), le calcul des n premiéres rangées nécessite la connaissance
des [2 Z,]cvil ty—M =22 +1+42(n- 1)] premiéres lignes des s;.

3. La troisiéme décomposition détermine les coefficients de s i+ I’approximation de s; a
2

la résolution 277 2. Les (Z,JCVIZI tk— M + n) premiéres lignes de s;;1 sont nécessaires
j43- Elles sont donc calculées suite a
lacquisition des [4 ZkM:1 te—3M —2 4| +1+2(n— 1)] premiéres lignes de s;.

a D'évaluation des n premiéres rangées de s

4. Les n premiéres rangées de coefficients de sj;2 & la résolution 27972 sont calculées
suite & 'acquisition des [6 22:1 ty—3M —6 || +1+4(n- 1)] premiéres lignes
de s;.

Pour N transformées successives, le délai est défini par A;(N) et vérifie :

N-1 M
ANy =3 als) (Ztk> — (2l 1) -2 (2 1) [%J +1
n=0 k=1
En posant N = 2L + 4§, le délai devient :

M
Aj(N) = (2L¥J _2+52L¥J) Ztk _ (QL%J _ 1) M —9 (2|.N/2J _ 1) {%J +1
k=1
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Dans le cas ot N est pair, le calcul du délai se simplifie par :

M

A;(2L) =2 (28 —1) (i:[:tk) — @ -1)M-2(2F -1) [7J +1

4.1.2 Taille de ’espace mémoire temporaire nécessaire pour un schéma
lifting quinconce au « fil de ’eau »

Le principe du codage au « fil de ’eau » est de permettre un traitement des données
plus optimal. Dans le cadre d’images scannées ou acquises au cours du temps (images sa-
tellite), le codage des images est accéléré par 'utilisation de techniques dites au « fil de
l’'eau » et donne lieu & une économie de mémoire importante. Sweldens propose un calcul
sur place des coefficients ayant pour avantage de réaliser un filtrage ne nécessitant au-
cune mémoire supplémentaire. L’inconvénient est qu’il nécessite la connaissance de ’image
entiére, puisqu’a chaque pas lifting I'image est traitée dans son intégralité. Le filtrage sur-
place des coefficients s’adapte mal au cas des images scannées et s’avére finalement bien
plus cotliteux en ressources qu’une transformée au fil de ’eau pour laquelle I'image n’est pas
entiérement stockée. Par exemple, un satellite dispose d’un systéme d’acquisition affecté
de capteurs qui définissent les images ligne par ligne. Les lignes sont traitées au fil de ’eau
et envoyées a la terre sans attendre la réception des derniéres lignes de I'image. En général,
le satellite ne stocke jamais une image entiére en mémoire.

Dans le cadre d’applications plus courantes, le traitement sur place des images nécessite
un grand nombre d’accés mémoire. Pour une décomposition en schéma lifting, le nombre
d’accés & la mémoire réservée au stockage du signal est défini par

M
(th +2)
k=1

Le nombre d’accés mémoire pour un pas lifting est défini par la taille du filtre plus deux
accés, un pour lire le coefficient & actualiser, I’autre pour écrire le coefficient actualisé. Les
accés sont longs et coliteux en ressources, aussi doivent ils étre réduits au strict minimum.
Un traitement au fil de 1’eau réduit le nombre d’accés a la mémoire réservée au stockage
du signal. Chaque coefficient n’est lu et écrit qu'une seule fois. Les calculs étant réalisés
dans une mémoire tampon de petite taille en comparaison & la taille de I'image, les accés
mémoire se font dans la zone mémoire tampon. Suivant le systéme informatique, les accés a
la mémoire tampon de filtrage colitent moins chers que les accés a la mémoire du signal. Les
coefficients intervenant plusieurs fois peuvent étre gérés par le cache ou par des registres.
En résumé, 'implémentation du schéma lifting au « fil de I’eau » réduit le nombre d’accés
mémoire en fonction du systéme informatique employé, et réduit de maniére considérable
I’espace mémoire et le temps nécessaire au traitement de données scannées.

L’exécution du schéma lifting quinconce au « fil de ’eau » utilise des zones de mémoires
tampon pour deux motifs distincts. Une partie de la mémoire temporaire est allouée au
filtrage des différentes lignes de 'image, tandis que ’autre partie sert & synchroniser les
étapes de transformation et de codage. La synchronisation est un processus gérant le sto-
ckage des données transformées jusqu’a I’envoi au codeur. Elle assure la cohérence spatiale,
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afin de permettre au codeur de traiter les données, de chaque sous-bande, correspondant a
la méme zone image.

4.1.2.1 Mémoire temporaire de filtrage

. B . il
a. Cas d’une image source de résolution 27772 o j € Z

Buffer de synchronisatio}n

™~ N
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/
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FiG. 4.3 — Graphe de dépendance entre les lignes des données et des sous-bandes intermé-
diaires pour un schéma lifting & quatre pas avec t1 = 6, to = 4, t3 = 2 et t4 = 2. Les ronds
pleins représentent les coefficients conservés en mémoire temporaire de filtrage. 12 lignes
de coefficients nécessaires aux prochains calculs (représentées par des ronds pleins et verts)
sont mémorisées.

o
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o
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d (20) d (Oé)o

[ )
0

O

@)
d(O)éO)d(O)éo)d((gO) d(ZO) d((gO) d(o) 0
Fi1G. 4.5 — Calcul d’une rangée de coeffi-

F1aG. 4.4 — Lecture de deux rangées de don-
nées : représentées par des ronds pleins et
rouges. La mémoire temporaire de filtrage
doit pouvoir stocker 14 lignes de données.

cients d() (représentée par un rond plein
rouge) et mémorisation & ’emplacement
mémoire de la rangée d© représentée par
un rond rouge clair.

1. Le filtrage d’'une ligne de d;l) par un opérateur de taille £1, nécessite r; = %tl rangées

de mémoires tampons, comprenant ¢; lignes de s

représenté par les figures Fi1G. 4.3 et F1G.

0)
J
4.4. L'évaluation de d{"[n], la 7™ ligne

)

, et % lignes de dg-o . Le filtrage est
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Fic. 4.6 — Calcul d’une rangée de coefhi-
cients s(!) (représentée par un rond plein
rouge) et mémorisation & l'emplacement
mémoire de la rangée s(9) représentée par
un rond rouge clair.

[ Buffer de synchronisatioﬂ\

Fic. 4.8 — Calcul d’une rangée de coefhi-
cients s(?)[n] (représentée par un rond plein
rouge). Envoie des lignes s®[n] et d®[n]
dans la mémoire tampon de synchronisa-
tion.

de dV), ne dépend que de d(-o)[ ] et des ¢ rangees de s;

o)
éo)d() 0) d( éo)d é)o) d(o)o) d(o)o) d(o)éod(o)

Fig. 4.7 — Calcul d’une rangée de coeffi-
cients d® (représentée par un rond plein
rouge) et mémorisation a l’emplacement
mémoire de la rangée d) représentée par
un rond rouge clair.

éO)d éO) éO)d éo d éO) d éO) d éod(o)éo)
FiG. 4.9 — Lecture et mémorisation de deux
rangées de données (représentées par un
rond plein bleu). La mémorisation a lieu a
’emplacement mémoire des rangées de s()
et d® représentées par un rond grisé bleu.

(0)

. Les lignes d [z] pouri < mn

ont déja été traitées. Dés lors, les valeurs de d( )[ /] n’ont plus besoin d’étre stockées et
la zone mémoire qui leur était réservée a deJa été libérée et redistribuée. Les rangées

d(-l)['] pour ¢ > n sont stockées en mémoire dés leur réception en attendant d’étre

traitées. L'enregistrement de la ligne d(1)[n] ne nécessite pas de zone de mémoire

supplementalre car le calcul se fait sur place. Autrement dit, d [n] prend la place

mémoire de dj )[n] devenue inutile. Les lignes s(O[i], avec n — % +1<i<n+54-

1, enregistrées dans la mémoire temporaire doivent encore servir pour le calcul de
(0) 51

dM[n + 1]. Par contre, la ligne s i [n — 7} n’intervient pas ultérieurement dans les

calculs des d;l)[z'] pour ¢ > n. Si l'opérateur lifting suivant est de longueur o égale a
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(0) )

t1, 8; [n — % + 1} est nécessaire au calcul de s ; [n — % + 1} , sinon elle n’intervient

plus dans les calculs. Dans les deux cas, son emplacement va étre réservé pour stocker

la ligne de coefficients stV Cette étape est représentée par la figure (F1G. 4.5).

J
(1)
] .
Fi1G. 4.6). Considérons s(-l)[n] la nime ligne? de sg-l). Les coefficients de s(!)[n] sont

J
calculés a partir de 3;0) [n] et du filtrage de t9 lignes de d;l)

2. Le filtrage d’une ligne de s’ nécessite (¢ — 1) zones mémoires supplémentaires (cf.

, allant de la ligne (n — %2)

& la ligne (n + %2 - ) Les lignes d;l) [n — %2} jusqu’a dg-l) [n + %2 — 2] ont servi au
calcul des s§1)[n — 1]. Elles sont donc déja stockées sur un espace mémoire réservé

pour (to — 1) rangées. La rangée dg-l) [n + %2 — 1], n’intervenant pas dans les calculs

précédents, nous devons allouer 1’espace mémoire nécessaire & son calcul qui est égal

ari= %tl rangées. Comme ty < t1, la ligne 35-0) [n + %] est stockée parmi les %tl

rangées nécessaires au codage de dg-l) [n+ %2 —1]. La rangée de coefficients s(D[n]
est enregistrée a 'emplacement mémoire de 85_0) [n + %] Apreés deux pas lifting
la mémoire tampon doit pouvoir allouer une zone pour ro = %t1 + to — 1 rangées

d’échantillons. L’emplacement alloué pour dg-l) [n — %2] est redistribué & la prochaine

(

passe. La ranggée djl) [n — %2] n’interviendra plus dans le calculs de s() [i] pour i > n.

Si t3 = t9, alors elle intervient dans le calcul d§-2) [n — %2], sinon la zone mémoire ol
elle est enregistrée peut étre libérée.

3. Le 20*m¢ pag lifting est défini par une opération de prédiction et nécessite o — 1
rangées de mémoires supplémentaires (cf. F1G. 4.7). La rangée dg-l) [n] est obtenue

(

. P -1 ‘ sy .
suite au filtrage de ¢ rangées de la sous-bande s; ). Les to; — 1 premiéres rangées
ont été calculées lors des étapes antérieures et sont stockées en mémoire. La rangée

sgl_l) [n + %’] doit étre évaluée. Son évaluation nécessite (% + Zilz_ll ty — 1+ 2)

rangées d’emplacements mémoire. Comme ty; < to;_ 1, aucun espace supplémentaire

(

n’est requis pour stocker la rangée djl) [n], puisque dg-l*l) [n + %] est compta-
bilisée parmi les rangées nécessaires au calcul de sgl_l) [n + %’] La nouvelle rangée

calculée est enregistrée sur ’emplacement mémoire de dg-l_l) [n + %] Le fil-
trage des 2] premiers pas lifting nécessite le stockage en mémoire temporaire de
(% + Eilzl ty — 1+ 1) rangées de coefficients. L’ensemble des coefficients de la ran-

gée sg-lfl) [n — %L + 1] n’intervient plus dans le filtrage des dg-l) [i]] pour i > n, la
place mémoire qui lui est attribué peut étre utilisé pour stocker une nouvelle ligne

de données.
Pour un schéma lifting quinconce & M pas, la mémoire temporaire de filtrage & réserver
est égale & :

M
AT (1)= <%+Ztk —M+1) Co (4.3)

k=1

2La valeur n représente un indice et ne correspond pas a priori & celui de la premiére étape
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Cc représente le nombre de colonnes de l'image originale, il correspond au nombre de
coefficients contenus dans chaque ligne de l'image.

REMARQUE 22 Parmi les

" M
1
§+k§_1tk—M—I—1

rangées d’échantillons a mémoriser, deux peuvent étre libérées afin de pouvoir acquérir
les deux prochaines lignes d’échantillons de l’image originale nécessaires pour calculer la
prochaine rangée de s et la prochaine rangée de d (cf 4.9). Il s’agit de la derniére rangée
calculée (au sommet de la pyramide F1G. 4.8) qui est envoyée a la mémoire temporaire de
synchronisation, et qui ne sert pas pour le filtrage. L’autre rangée correspond o la rangée

de l’avant-derniére sous-bande calculée indexée par (n — tTM)

b. Cas d’une image source de résolution 277 ou j € Z

En ce qui concerne le cas d’une image source échantillonnée sur une grille carrée et de
résolution 277 (5 € Z), la taille de la mémoire tampon différe quelque peu.

Buffer de synchronisatio
FCI -

ligne ligne ligne
1 2 i

FiG. 4.10 — Graphe de dépendance entre les lignes image pour un schéma lifting & quatre
pas avec t; = 4, to = 4, t3 = 2 et t4 = 2. Les lignes de coefficients (représentées par des
ronds pleins) sont conservées en mémoire pour les calculs ultérieurs.

Le calcul est détaillé pour un schéma lifting débutant par un pas de prédiction (le
résultat sera strictement identique pour un pas de mise a jour).

1. Le filtrage d’une ligne d;lJZ 5 [n] nécessite r; = %tl - % rangées de s; de mémoire
2
tampon, comprenant 2¢; — 1 lignes de S;? 1, et ¢ lignes de d;? ;- Les (t1 — 1) rangées
2 2
de d;.oj , manquantes, indexées de (n —t; + 1) & (n — 1), ayant déja servi au calcul
2
des dg?l, ne sont pas stockées en meémoire (cf. F1G. 4.4 et F1G. 4.5). Pour un
2
échantillonnage défini sur les grilles carrées et « quinconce projetées », les liglnes ala
résolution 277 sont deux fois plus petites que les lignes & la résolution 27772, Aussi

(0), et t1 lignes de d(o)1 correspond

I'emplacement mémoire pour 2¢; — 1 lignes de s; il
2
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ligne ligne
1 2 i

ligne

FiG. 4.11 — Lecture de deux rangées de don-
nées, représentées par des ronds pleins bleus

éo)(o) 0 o o o} o ° °
d ¢ ¢} ¢} ¢ ¢} ¢} 0 O o ° °
ligne ligne ligne
1 2 i

FiG. 4.13 — Calcul d’une rangée de coeffi-
cients s() (représentée par un rond plein
bleu) et mémorisation a I’emplacement mé-
moire de la rangée s(O) représentée par un
rond bleu clair.

125

ligne ligne

ligne
1 2 i

Fic. 4.12 — Calcul d’une rangée de coeffi-
cients d) (représentée par un rond plein
bleu) et mémorisation a l’emplacement mé-
moire de la rangée d® représentée par un
rond bleu clair

O o] o o]
O [¢] [¢] O
}

bt

ligne ligne
1 2 i
FiG. 4.14 — Calcul d’une rangée de coeffi-
cients d® (représentée par un rond plein
bleu) et mémorisation a l’emplacement mé-
moire de la rangée d!) représentée par un
rond bleu clair.

4 une zone mémoire de taille (%tl — %) C. (o C¢ est la taille d'une ligne image

de s;). L'enregistrement de la ligne dglﬁ %[n] ne nécessite pas de zone de mémoire

supplémentaire car le calcul se fait sur place, elle prend la place mémoire de d;i) 1 [n]
2

devenue inutile. Les (2t; — 2) lignes s(9[i], avec n—t; 42 < i < n+4t; —1, enregistrées

dans la mémoire temporaire doivent encore servir pour le calcul de dﬁz i [n+ 1)
2

La ligne 8;? ; [n —t1 + 1] n'interviendra pas dans les prochains calculs des rangées
2
dg 1[4 (4 > n). En réalité, deux cas se présentent, soit to = ¢; alors 3;(2 , [n—t1 +1]
2 2
est nécessaire au calcul de sg ; [n —t1 + 1], soit elle n’intervient plus dans les calculs.
2

Dans les deux cas, ’emplacement mémoire de s;? 5 [n —t1 + 1] doit étre utilisé pour
2
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ligne ligne ligne
1 2 i

FiG. 4.15 — Calcul d’une rangée de coeffi-
cients s®)[n] (représentée par un rond plein
bleu). Envoie des lignes s(2[n] et d(® [n] dans
la mémoire tampon de synchronisation.
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ligne ligne ligne
1 2 i

FiG. 4.16 — Lecture et mémorisation de deux
rangées de données (représentées par un rond
plein bleu). La mémorisation a lieu & l'em-
placement mémoire des rangées de s(!) et d(2)
représentées par un rond grisé bleu.

)

le stockage de la prochaine rangée de S5t

M

1 L L , .
gjz , nécessite (t2 — 1) Cc zones mémoire supplémentaires
2

(F1G. 4.6). Considérons 3&2 1[n] la ni®me ligne de s™). Les coefficients de 352 1 [n]
2 2

2. Le filtrage d’une ligne de s

sont calculés & partir de 85'22 ;[n] et du filtrage de t lignes de d(iz 1, allant de la
2 2

J
ligne (n —t2 + 1) a la ligne (n +t2 — 2). Les 2 (¢, — 1) lignes dﬁ; [n —to+ 1] jus-
2
qu’a dgiz ; [0+ t2 — 2] ont servi au calcul de 35.1) [n — 1]. Elles sont donc déja stockées
2

sur un espace mémoire de taille (to — 1) Cc.

4o gD
La ranggée dj .

allouer I’espace mémoire nécessaire a son calcul qui est de taille (%tl — %) C.. Laran-

(

gée de coefficients 3;’142 1 [n] est enregistrée & ’emplacement mémoire de 3522 1=t + 2]
2 2

1 [n + t2 — 1] n’intervenant pas dans les calculs précédents, nous devons
2

(comme to < t1,cette rangée est incluse dans les 2 (%tl — %) rangées mémorisées pour
le codage de d§-21 [n+t2 —1]).

2
Aprés deux pas lifting la mémoire tampon est de taille ro = (%tl +ty — %) Cc. L'em-

placement alloué pour dgf ; [n — ta + 1] est redistribué en prochaine passe. La rangée
2
(

d;:} ; [n — to + 1] n’intervient plus dans les prochains calculs de sjiz , [¢] pour i > m,
2 2

elle intervient seulement dans le calcul d(2)

i [n— %2] si tg = to.

. Le 2pieme
zones de mémoire supplémentaire (F1G. 4.7). La rangée d;

pas lifting est défini par une opération de prédiction et nécessite (to; — 1) Cc
)

1 [n] est obtenue suite au
2

filtrage de (2t9; — 1) rangées de la sous-bande sgl;ll ) Les (2t9; — 2) premiéres rangées
2

ont été calculées lors des étapes antérieures et sont stockées en mémoire.



4.1. Schéma lifting quinconce au « fil de I'eau » 127

La rangée sgl;l) [n + to — 1] doit étre évaluée. Son évaluation requiert un espace
de taille (tl +22l ltk -2l + )Cc . Comme t9; < t9;_1, aucun espace supplé-
mentaire n’est requis pour stocker la rangée d ) [n] puisque d( [n] est comp-

tabilisée parmi les rangées nécessaires au calcul de s§l+ 1 % [n 4ty — 1]. La nouvelle
2

. . . U . . 0 ,
rangée calculée est enregistrée & la place mémoire d;jz , [n 4ty —ty—1]. La mé-
2

moire temporaire nécessaire au filtrage des 2/ premiers pas lifting est de taille ro; =

(tl + %ty — l) Cc. Les coefficients de la rangée sg.l;ll) [n — to; + 1] n’inter-
2

@

viennent plus dans le filtrage des d 8! [i] pour 7 > n.

Pour un schéma lifting quinconce & M pas, la mémoire temporaire de filtrage & réserver au

filtrage est égale a :
T 1
F —
Aj (1) = E + kE_l tr — M + 5 .Cc (4.4)

Cc¢ représente le nombre de colonnes de I'image originale (pour les approximations mul-
tirésolution échantillonnées sur une grille quinconce, nous considérons la grille quinconce
projetée de ’annexe A.2).

REMARQUE 23 Parmi les Af(l) zones de mémoire, deux demi-rangées peuvent étre libérées
afin de pouwvoir acquérir la prochaine ligne d’échantillons de l’image originale nécessaires
pour calculer la prochaine rangée de s et la prochaine rangée de d (cf. Fic. 4.15). II
s’agit de la derniére demi-rangée calculée (au sommet de la pyramide F1G. 4.14) qui est
envoyée & la mémoire temporaire de synchronisation, et qui ne sert pas pour le filtrage.
L’autre demi-rangée correspond a la rangée de l’avant-derniére sous-bande calculée indexée
par (n —tp + 1).

REMARQUE 24 Le résultat reste vrai quel que soit l'ordre des opérateurs lifting.

c. Mémozire de filtrage pour N décompositions en schéma lifting

Dans le cas d’un schéma lifting appliqué sur N niveaux de décompositions, I’équation
(4.4) et la remarque 24 nous permettent de définir le nombre d’emplacements mémoire
nécessaire au stockage des données durant leur ﬁltrage :

— pour une image originale de résolution 2 —i+3 (J€Z):

AF ((N) = t—1+§:t—M Noo+ 1 [P ¢
T2 e ‘7220

— pour une image originale de résolution 277 (j € Z) :

M
141 13N
Af(N) = (5 +k2_1tk - M) NCC + 5 [TJ CC
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4.1.2.2 Meémoire temporaire de synchronisation

La mémoire temporaire de synchronisation assure la cohérence spatiale entre les sous-
bandes successives définies par la transformée. Le graphe Fi1G. 4.17 présente les lignes
« cohérentes » de coefficients pour une décomposition par schéma lifting sur six niveaux
de résolutions. Le traitement de la cohérence spatiale regroupe les lignes de coefficients
définissant la méme zone de données & des résolutions différentes. L’information envoyée
au codeur va étre agencée de maniére & regrouper toutes les lignes cohérentes de chaque
sous-bande. La taille de la mémoire de synchronisation dépend du délai nécessaire & la
définition de chacune de ces lignes. Les données vont étre stockées dans cette mémoire
avant de pouvoir étre envoyées au codeur.

BF;

HF
HE | 2
3

a1

N

N w

HF,

N |-

HF

FiG. 4.17 — Graphe représentant la cohérence spatiale entre les lignes des différentes sous-
bandes d’une transformée en ondelettes quinconce

a. Image originale échantillonnée sur une grille quinconce (cas des images
SPOTS5) et de résolution 2-9+3

Définissons par Sj_1 I'image originale. Les différentes rangées des sous-bandes haute

2
fréquence et la sous-bande basse fréquence, obtenues pour N décompositions, sont stockées
dans la mémoire de synchronisation. Afin d’assurer la cohérence spatiale, la mémoire de

synchronisation doit pouvoir stocker une ligne de s jpN=1 , une de d 4 N=1, deux de d i N=2
2 2 2

, 2" lignes de d 4 Non et ainsi de suite jusqu’a 2V ! rangées de d;. Une fois que toutes ces
lignes sont enregistrées dans la mémoire tampon de synchronisation, elles sont envoyées au
codeur. La mémoire qui leur était réservée peut étre libérée. La synchronisation nécessite
un espace plus large que ’espace réservé pour les lignes « cohérentes » entre elles. Elle doit
pouvoir contenir toutes les rangées de chaque sous-bande calculées pendant le « délai » de
synchronisation. La taille de la mémoire temporaire de synchronisation est au plus égale a

la somme des délais pour le calcul d’une rangée de sj4 N1 et d’une rangée de dj 4 N-1 dans
2 2
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chaque sous-bande :

A (N) = (AJ(N =)+ A (N=2) 4.+ A weama (0) 4.+ Ay s (1) +2) Co

Soit

N-1
s _
Aj_1(N) = (2 + 7;1 Aj+%(n)> Cc

b. Image originale échantillonnée sur une grille carrée et de résolution 277
(j€2)

Afin d’assurer la cohérence spatiale, la mémoire de synchronisation stocke les résultats
de tous les calculs dans chaque sous-bande, jusqu’a l'obtention pour N décompositions,
d’une ligne de Sp4n ;une de dj+%’ deux de dj+¥ , 2™ lignes de dj+¥ et ainsi de suite
jusqu’a 2V~! rangées de dy 1.

2

La mémoire temporaire de synchronisation est définie par la somme des délais pour le

calcul d’une rangée de s; ~ et d’une rangée de d]- 4 ~, dans chaque sous-bande :
2 2

AZ(N) = (Aj+%(N—1)+Aj+1(N—2)+...+Aj+¥(n)+...+A. u(1)+2) Cc

Soit
N-1
Af(N) = (2 + Z A.H‘%“”) Cc
n=1

4.1.2.3 Mémoire temporaire totale

La taille de la mémoire tampon requise par un schéma lifting quinconce au fil de 1’eau
est définie par la somme de la mémoire requise pour le filtrage et de la mémoire requise pour
la synchronisation. Pour un schéma lifting appliqué & une image originale de résolution 277
(7 € 32)

Aj(N) = Af (N) + A7 (N)

4.1.3 Transformée en ondelettes quinconce au « fil de ’eau »
4.1.3.1 Mémoire temporaire de filtrage

La transformée en ondelettes rapide retourne deux sous-bandes basse et haute fré-
quence. Elle est mise en ceuvre par un banc de filtres (h, g) & deux canaux. Les filtres h et
g sont de longueur T}, et Ty. Pour obtenir une ligne de coefficients dans chaque sous-bande,
nous devons appliquer le filtre A sur un ensemble de coefficients répartis sur 7}, lignes, et le
filtre g sur un ensemble de coefficients répartis sur 7, lignes. En conséquence, la mémoire
tampon de filtrage doit stocker T lignes de données, avec

T — Th si Th > Tg
Tg sinon
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L’application de N transformées successives nécessite la réservation de
AL o(N) =T.N.Cc

zones mémoires.

4.1.3.2 Mémoire temporaire totale

L’espace mémoire global devant étre alloué est défini par la somme de la mémoire
temporaire de filtrage et de la mémoire de synchronisation. La mémoire de synchronisation
est identique au cas du schéma lifting. Les deux implémentations réalisent un filtrage global
identique, ainsi les délais de filtrage sont les mémes.

La mémoire tampon requise pour ’application d’une transformée en ondelettes rapide
est déterminée par :

ATO(N) = ALH(N) + AS(N)

277 représente la résolution de I'image originale, j € %Z.

4.1.4 Exemples pour des filtres connus

Les tailles des mémoires de filtrage, de synchronisation et des mémoires globales sont
déterminées et comparées pour un ensemble de filtres bidimensionnels. L’ensemble des
filtres testés est défini au chapitre 2. Le filtre (9,7) est plus performant lorsqu’il est im-
plémenté en lifting. La taille des espaces mémoire de synchronisation ne dépend pas du
type d'implémentation. En contre-partie, une implémentation en schéma lifting permet de
réduire de maniére significative la taille de la mémoire tampon & allouer lors de la phase de
filtrage. Chrysafis et Ortega [19, 18] ont défini la mémoire nécessaire a ’étape de filtrage
pour une implémentation lifting séparable au fil de I’eau. Pour un niveau de décomposi-
tion, nous arrivons & des tailles identiques lorsque Iimage source est de résolution 277 +3
avec j € Z. Ces résultats signifient que le schéma lifting quinconce est aussi bien adapté
4 un codage au fil de I'eau qu’une transformée séparable. Néanmoins, ’'introduction d’une
résolution intermédiaire en quinconce, augmente le nombre de décompositions d’un facteur
deux, aussi la transformée quinconce au « fil de I'eau » nécessite un espace mémoire plus
important.

| N | SL(2,2) [ SL (4,2) [ SL (6,2) | SL (9,7) | TOR (9,7) |

1 3,5C¢ 6,5C¢c 9,5C¢ 5,5C¢ 8,5C¢
2 7,5Cc 13,5C¢ | 19,5C¢ | 11,5C¢ 18C¢
4 15C¢ 27C¢ 39C¢ 23C¢ 35C¢
6 22.5C¢ 40,5Cc | 58,5Cc | 34,5C¢ 52,5C¢c

TAB. 4.1 — Mémoire requise pour le filtrage par transformée en ondelettes rapide (TOR)

et par schéma lifting (SL).

Xu, Li, Xiong et Zhang [126] proposent une méthode trés efficace pour implémenter les
filtres (9,7) de dimension un au « fil de ’eau ». Ils appliquent leur méthode pour le codage
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| N | SL (2,2) [ SL (4,2) | SL (6,2) | SL (9,7) | TOR (9,7) |

1 2C¢ 2Ce 2Ce 2Ce 2C¢
2 5C¢ 7Ce 9C¢ 7Cc 7Cc
3 21Cc 37Cc 53Cc 37Cc 37Cc
4 61C¢ 115C¢ 169C¢ 115C¢ 115C¢

TAB. 4.2 — Mémoire requise pour le synchronisation suite & un filtrage au fil de I'eau
par transformée en ondelettes rapide (TOR) et par schéma lifting (SL) (pour une image
originale définie sur une grille d’échantillonnage carrée).

| N|SL(2,2) [ SL (4,2) [ SL (6,2) [ SL (9,7) [ TOR (9,7) |

1 5,5C¢c 8,5C¢ 11,5C¢ 7,5C¢c 10,5C¢
2 12,5C¢ 20,5C¢ 28.5C¢ 18,5C¢ 25Cc
4 36Cc 64C¢c 92C¢ 60C¢ 72C¢c
6 | 83,5C¢c | 155,6C¢c | 227,5C¢c | 159,5C¢ 167,5C¢

TAB. 4.3 — Mémoire requise pour le filtrage et la synchronisation au fil de I’eau par trans-
formée en ondelettes rapide (TOR) et par schéma lifting (SL) (pour une image originale
définie sur une grille d’échantillonnage carrée).

de séquences vidéos, et définissent une transformée temporelle au « fil de I’eau ». Ils arrivent
& économiser une trame de données, ce qui se résume dans le cadre d’une application a
I'image & une rangée de données. Cependant, pour économiser de la mémoire, ils renoncent
a exploiter la symétrie des filtres pour réduire le nombre d’opérations. En conséquence,
leur méthode est 1,5 fois plus cotiteuse en nombre d’opérations et en accés mémoire.

4.1.5 Gain de mémoire entre le schéma lifting et la transformée en on-
delettes rapide

4.1.5.1 Gain de mémoire de filtrage

Pour les implémentations du schéma lifting et de la transformée en ondelettes au « fil
de l'eau », le gain est déterminé par le rapport entre la taille de la mémoire tampon requise
pour une TOR et pour son implémentation en lifting. La taille du filtre correspondant est
défini par

M
Tp =2 t;—2M +1
i=1
Le gain équivaut a
Tr.N.Cc

Gy =

(% + M b — M+ 1) N.Co
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soit
23 M 4 —2M +1
b - M1

Gy =

t1+1
by e -M+1

Gf=2—

\ | SL(2,2) | SL (4,2) | SL (6,2) | SL (9,7) |
N=1] 143 1,385 1,37 1,64
N=2| 1,33 1,33 1,33 1,57

TAB. 4.4 — Gain en mémoire temporaire de filtrage pour une implémentation par transfor-
mée en ondelettes rapide par rapport & une implémentation en schéma lifting

4.2 Complexité du filtrage

4.2.1 Coiit calcul

La théorie du schéma lifting stipule que "implémentation d’une transformée en onde-
lettes 1D par schéma lifting est moins cotliteuse qu’une implémentation par banc de filtres.
Le gain théorique que nous avons mis en évidence en 2.5 accrédite ces propos. La méthode
avancée a la section 2.2 associe & une certaine catégorie de filtres bidimensionnels non-
séparables une implémentation en schéma lifting quinconce. Une des caractéristiques du
lifting est de réduire la complexité du filtrage. De plus, le lifting utilise beaucoup moins de
meémoire auxiliaire qu’une transformée en ondelettes usuelle du fait qu’il effectue des cal-
culs sur place. Le calcul du gain en nombre d’opérations requises par une implémentation
lifting des filtres (9,7) bidimensionnels est développé dans la section 2.2. Une implémen-
tation par banc de filtres effectue 3,75 fois plus d’opérations que l'implémentation lifting.
L’intérét d’une telle réduction n’est pas minime. La transformée en ondelettes rapide par
banc de filtres bidimensionnels séparables est souvent préférée au filtrage par banc de filtres
bidimensionnels non-séparables. Deux raisons majeures en sont la cause. La premiére rai-
son se déduit du fait que la transformée en ondelettes non-séparable est plus complexe &
mettre en ceuvre et son exploitation requiert un nombre d’opérations plus important. La
deuxiéme concerne les applications au codage d’image. Les images numériques reprodui-
sant des scénes de la vie courante, sont trés corrélées & la fois dans les domaines spatial et
fréquentiel. La transformée en ondelettes permettant de décorréler I'information spatiale
et fréquentielle est un bon atout. Elle va permette de transmettre au codeur un signal dé-
corrélé et concentrer I’énergie sur un petit nombre de coefficients. Les corrélations spatiales
d’une grande partie des signaux numériques sont dirigées principalement sur les axes verti-
cal et horizontal. La particularité de la transformée en ondelettes séparable est justement
de privilégier ces axes. Elle est plus adaptée & 'image qu’une transformée isotrope ou sans
étre isotrope une simple transformée quinconce. L’intérét majeur d’une implémentation
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lifting quinconce est de faire tomber la premiére barriére. En effet, la transformée en on-
delettes (9,7) séparables est mise en ceuvre par 'application des filtres (9,7) en dimension
un sur les lignes puis sur les colonnes. Son application requiert C;t .. additions et C

(9,7) 9,7)
multiplications, soit un total de C(g 7) par pixel.
+ + +
cr . — 2+ Clonp * Clonim T Yo 10 — O+ — (8 +6)
©.7) Nombre total de sous-bandes (9:7)1p
Cr .. — 2% C&’J)lD + CEK9,7)1D 59,7)1D +0 —C* = (4+5)
(9.7) Nombre total de sous-bandes 9. D1p
Soit
=+ — _
Com =1 Cin=
T
Clor) =23
C(’;J)ID et C(*9,7)1D représentent les nombres d’additions et de multiplications requis

pour le filtrage d’un point & l’aide du (9,7) en dimension un (sans tenir compte du sous-
échantillonnage). C(;ﬁ) et C(*gﬁ) représentent, quant a eux, les nombres d’additions et de
multiplications par pixel pour le filtrage d'une image par banc de filtres séparables. La
division par le nombre de sous-bandes dans le calcul est due & I'implémentation qui prend
en compte le sous-échantillonnage. En effet, lors du filtrage la moitié des points de chaque
sous-bandes va étre jeté, il est donc inutile de calculer les valeurs qui doivent étre jetées
immédiatement aprés. Ainsi, le sous-échantillonnage est effectué lors du filtrage et les filtres
h et g ne sont appliqués que sur la moitié des pixels de I'image. La comparaison du nombre
d’opérations requises pour une transformée séparable et non-séparable ne peut se faire que
pour une transformée aboutissant & un méme changement d’échelle. Le facteur de résolu-
tion entre une image et son approximation basse résolution obtenue suite & ’application
d’une transformée en ondelettes non-séparable est de 2. Le facteur de résolution de la
transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable est de v/2 dans le cadre étudié.
L’obtention d’une image et de son approximation & résolution deux fois plus petite résulte
de P"application d’une transformée en ondelettes bidimensionnelle sur deux niveaux de ré-
solution. Ainsi, le nombre d’opérations par pixel pour une transformée sur deux niveaux
de résolution /2 (équivalent a une transformée avec un facteur de résolution 2) est de

: Clso1 ,
Clswon(i=2) = Clggr + # = 16,5 op. / pixel
pour le filtre (9,7) lifting quinconce, et de
Clom
Copo i = 2) = Clozy + 52 = 59,25 op. / pixcel

pour la transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable. Le nombre d’opérations
mises en ceuvre par la transformée bidimensionnelle non séparable est comme annoncé,
bien plus onéreuse que la transformée 2D séparable. Et, c’est une des raisons, qui fait que
cette derniére est souvent privilégiée. L’'implémentation en schéma lifting de la transformée
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non-séparable la rend plus compétitive & ce niveau. De plus elle requiert moins d’opérations
par pixel que la transformée séparable. Le lifting fait donc tomber une des barriéres qui le
rendait peu attractif du point de vue codage. Bien siir, le codage par transformée séparable
peut également bénéficier d'une implémentation sous forme lifting, grace a 'application du
schéma, sur chaque ligne de I'image puis sur chaque colonne des deux sous-images obtenues,
mais la différence reste minime, essentiellement dans le cas de filtres symétriques.

‘ Filtres 2D ‘ TOR séparable ‘ SL séparable ‘ TOR. non-séparable ‘ SL non-séparable ‘

(9,7) 23 14 59,25 16,5
(2,2) 11 6 33 75
(42) 17 11 41,25 18
(6,2) 23 12 79,5 35,25

TAB. 4.5 — Nombre d’opérations arithmétiques requises pour l'implémentation d’une trans-
formeée rapide en ondelettes bidimensionnelles avec différents bancs de filtres et leur forme
équivalente en lifting.

4.2.1.1 Discussion en vue d’une implémentation matérielle

L’implémentation hardware des opérateurs lifting et plus généralement des filtres d’on-
delettes pose un nouveau type de probléme. La question n’a pas fait l'objet d’une étude,
mais elle est d’un grand intérét pour la sélection de filtres. Les aspects matériel et logistique
doivent étre étudiés avec précautions surtout en ce qui concerne les codeurs embarqués a
bord d’un satellite qui utilisent un minimum de composants et sont simples et efficaces.
La complexité du filtrage ne se base pas seulement sur le nombre d’opérations par pixel.
Elle varie en fonction de la dynamique, et du type de coeflicients codés. Les opérations élé-
mentaires sur les entiers n’ont pas le méme cotit que sur les flottants. En effet, le rapport
entre le nombre de cycles?® requis pour une opération en point flottant et une opération en
point fixe peut monter, pour certains processeurs, jusqu’a un facteur 100. Les opérations
en point fixe se font en considérant les nombres comme des entiers. Pour coder des nombres
réels comme des entiers, il est indispensable de prédéterminer les nombres de points avant
et aprés la virgule. Ce qui réduit le nombre de possibilités de codage et requiert une mé-
moire assez importante pour éviter de faire des approximations trop importantes, amenant
des résultats bien loin de la théorie. La troncature des filtres (9,7) engendre un filtre 1é-
gérement différent, qui n’est plus optimal, ainsi les résultats seront toujours moins bons
pour une implémentation hardware. Pour la transformée en ondelettes par banc de filtres
classique la reconstruction n’est plus exacte. Les filtres des transformées avant et inverse
sont tous tronqués et ne vérifient plus le théoréme de la reconstruction parfaite de Vet-
terli [118, 119] (théoréme 5). Ce phénomeéne disparait pour une transformée par lifting,
car ce sont les mémes opérateurs tronqués qui sont appliqués en analyse et en synthése.
Ainsi les opérateurs lifting tronqués assurent toujours la reconstruction exacte. L’erreur
proviendra de la troncature des coefficients des images résultantes. Les opérateurs lifting

3La complexité n’est plus évaluées en terme d’opérations arithmétiques, mais en terme de cycles machine.
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tronqués feront aussi chuter les performances car eux aussi ne correspondent plus & une
transformée en ondelettes par filtrage (9,7). Mertés a étudié les conséquences que pouvaient
engendrer une troncature des filtres sur leurs propriétés et leurs performances [75]. Siohan
et Benslimane ont défini des filtres numériques bidimensionnels de précision finie [104].
Pinchon [89] a construit des filtres & deux sous-bandes en précision finie sur des structures
factorisées en treillis. Siohan a déterminé ’ensemble des erreurs liées a des coefficients des
filtres numériques tronqués [103], et notamment mesuré la dégradation au niveau de la
réponse fréquentielle.

Les coefficients des filtres (2, 2), (4,2) et (6, 2) sont des nombres rationnels avec un entier
quelconque au numeérateur et une puissance de deux au dénominateur. Une multiplication
avec un des coefficients met en ceuvre une multiplication avec un entier (numérateur) et
un décalage de n bits dans les registres du processeur, ol n est la puissance de deux du
numérateur. Le décalage est exécuté dans le méme cycle que la multiplication, et n’entraine
aucun surcolt. Les filtres ne seront pas tronqués et conserveront toutes leur propriétés.
Aussi, les filtres du type (2,2), (4,2) et (6,2) sont & préférer au filtres a coefficients réels.
Ils sont moins cotiteux et n’ont pas besoin d’étre tronqués.

4.3 Conclusion

Le schéma lifting quinconce garantit une implémentation plus efficace de la transfor-
mée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable. Nous proposons une implémentation
du schéma lifting quinconce au « fil de ’eau ». Elle permet une économie de mémoire de
filtrage assez importante. La transformée en ondelettes séparable implémentée au « fil de
I’eau » procure de biens meilleurs résultats. La transformée non-séparable est deux fois
plus fine en résolution. L’introduction de résolutions intermédiaires décuple le nombre de
décompositions et entraine une augmentation de la taille de la mémoire tampon nécessaire
au filtrage. En outre, I'implémentation de la transformée en ondelettes non-séparable par
schéma, lifting réduit le nombre d’opérations arithmétiques requises pour le filtrage. Nous
avons mis en évidence le gain, entre une implémentation lifting et une implémentation par
bancs de filtres. L’implémentation lifting est définie par la méthode de « factorisation »
énoncée au chapitre 2.2. Le nombre d’opérations arithmétiques est réduit de maniére si-
gnificative par une implémentation en lifting. La complexité du filtrage était jusqu’alors
un facteur discriminant, face & la simplicité d’implémentation de la transformée en onde-
lettes séparable. L’implémentation par schéma lifting révéle des cofits calcul permettant &
la transformée non-séparable de venir concurrencer la transformée séparable. Les avantages
qu’offre une implémentation de la transformée en ondelettes quinconce par schéma lifting
sont trés importants au niveau de 'implémentation.






Chapitre 5

Evaluation du lifting en terme de
qualité

La valorisation des méthodes de compression dépend de la justification théorique, de
la simplicité de I'implémentation et de la qualité des résultats. En terme de filtrage, le
schéma lifting quinconce garantit une implémentation plus efficace de la transformée en
ondelettes bidimensionnelle non-séparable. Les derniers résultats confirment les gains au
niveau de la complexité. En outre, la taille de I’espace mémoire nécessaire a 1’exécution
d’un filtrage au fil de ’eau peut étre réduit par une implémentation de la transformée en
lifting. Ces différents points induisent une revalorisation de la transformée en ondelettes
non-séparable. La différence de complexité entre transformées séparables et non-séparables
subsiste, toutefois nous avons démontré que le rapport entre les performances de chacune
est fortement réduit par une implémentation en schéma lifting. Une étude qualitative des
filtres exploités en lifting quinconce et de ceux définis par les méthodes d’optimisation
permettrait de fixer I'intérét du schéma lifting quinconce et de définir le type d’applications
ou il doit étre employé. La suite de ce chapitre présente une évaluation du schéma lifting
quinconce dans le cadre de la compression d’image satellite haute résolution, et dans un
cadre plus ordinaire.

5.1 Présentation des codeurs exploités

Cette introduction a pour but de présenter les codeurs exploités dans nos applications.
Les filtres lifting quinconce sont associés au codeur EBWIC (versions alpha et béta) déve-
loppé par Parisot [81, 83]. Les filtres seront comparés entre eux et appliqués & un méme
codeur. Afin d’évaluer les performances du codeur et des filtres, nous fournirons & titre
comparatif les résultats obtenus par JPEG2000 dans certaines de nos applications.

5.1.1 JPEG2000 (Joint Picture Expert Group 2000)

Dans la norme JPEG2000 [124, 123, 17], seul I’algorithme de décodage est normalisé,
le codage est donné a titre d’information. La norme JPEG2000 s’adapte au décodage
progressif des images, au codage-décodage sans pertes et doit permettre un traitement « au
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fil de ’eau » de l'information. Une chaine de codage type, compatible avec JPEG2000, est
composée :

— d’une transformée en ondelettes (mise en ceuvre soit par les filtres (9,7) de Daube-
chies pour la compression avec pertes, soit par les filtres (5,3) de LeGall! pour la
compression sans pertes [40]),

— d’une quantification scalaire uniforme (dans le cas d’un codage sans perte, le pas de
quantification est égal a un et la quantification est exécutée aprés une transformée
en ondelettes définie dans Z)

— et d’un codage. Le codeur le plus utilisé par JPEG2000 est le codeur EBCOT (Embedded
Block Coding with Optimized Truncation) développé par Taubman [115].

Pour préciser ’action du codeur, EBCOT regroupe les coefficients en blocs rectangulaires,
appelés codeblocs. Les coefficients de chaque codebloc sont rangés en plans de bits (en allant
du bit de poids le plus fort vers le bit de poids le plus faible). Chaque plan de bits est codé
en trois passes successives, une passe de propagation significative, une d’affinage et une
de nettoyage. Les trois passes de codage correspondent & des paliers progressifs de qualité
dans chaque codebloc. Elles visent & générer un algorithme progressif, le train binaire
pouvant étre tronqué a la fin de chaque passe. Les séquences obtenues suite a chacune des
passes vont étre traitées par un codeur arithmétique adaptatif avec contexte. Le codeur
utilise les informations contextuelles (délivrées par les trois passes) pour générer un train
binaire, découpé en différentes couches affinant la qualité pour une meilleure scalabilité. Les
données compressées sont ensuite organisées en paquets de taille paramétrable. La création
des couches et des paquets se fait & ’aide d’un algorithme d’allocation de débit qui permet
de récupérer l'information utile dans tous les paquets. L’ordre dans lequel sont disposés
les paquets dans le train binaire définit le type de progression désiré soit par résolution
(scalabilité en résolution), soit par couches (scalabilité en qualité).

5.1.2 EBWIC

Le codeur EBWIC, développé par Parisot [81, 83], se base sur les méthodes d’allocation
de débit. Le codage débute suite & l'application d'une transformée en ondelettes sur les
données sources. Le principe de I’allocation est de définir les pas de quantification optimaux
pour chaque sous-bande image de maniére & optimiser le compromis débit-distorsion. La
méthode développée dans EBWIC est basée modéle. L’algorithme d’allocation modélise la
densité de probabilité du signal de coefficients d’ondelettes par une loi de distribution de
maniére & permettre un développement analytique. Chaque sous-bande haute fréquence est
considérée comme une source de densité de probabilité gaussienne généralisée fx.

fx(z) = ae~b2®

avec a = QF&% et b= % 11:8;3 , oll o désigne I'écart-type de la source, et « le paramétre

de forme de la gaussienne généralisée fx. L’algorithme d’allocation en évalue la variance
et le paramétre de forme, pour ensuite rechercher de maniére théorique les quantificateurs

'Le banc de filtres (5,3) de LeGall est identique aux opérateurs lifting (2,2) obtenu par les méthodes
d’interpolation. Le (5,3) est identifié par la longueur des filtres passe-bas et passe-haut correspondants et
le (2,2) est identifié par la longueur des pas lifting.



5.2. Evaluation de la distorsion de reconstruction (associée aux algorithmes d’allocations débit)139

scalaires optimaux. Suite & ’allocation, la quantification scalaire uniforme est appliquée
avec les pas optimaux qui lui sont transmis. Le codeur utilisé par la suite est composé du
codeur par plages de zéros (run length) et du codeur de Huffman (définis au chapitre 1.1.2).

Dans sa version béta, le codeur EBWIC, implémente un quantificateur scalaire uniforme
avec deadzone. Les codeurs run length et de Huffman sont remplacés par EBCOT.

5.2 Evaluation de la distorsion de reconstruction (associée
aux algorithmes d’allocations débit)

Les méthodes usuelles d’allocation de débit (comme celle présentée dans EBWIC) mi-
nimisent 'erreur quadratique de reconstruction (ou la distorsion), afin de déterminer les
pas de quantification optimaux et obtenir le meilleur rapport débit-distorsion. La plupart
de ces algorithmes apparaissent dans la chaine de compression, suite & 'application de la
transformée en ondelettes. Ils définissent la distorsion globale comme la somme des dis-
torsions dans chacune des sous-bandes (5.1), pondérées par le rapport entre la taille de la
sous-bande considérée et la taille du signal original. Cette évaluation de la distorsion sup-
pose que la transformée respecte la propriété de conservation de ’énergie. Cette hypothése
se vérifie dans le cas de filtres orthogonaux, mais non pour les filtres biorthogonaux.

1
D(:C,E) = 57D (SJ/Q’EJ/Q) +

J
2J

1 _
57D (dif2:djp2) (5.1)
1

J

La distorsion dépend de 1’opération de reconstruction et donc du banc de filtres h et
g réalisant la transformée en ondelettes inverse. Nous allons donner une formulation de
cette distorsion pour une transformée en ondelettes bidimensionnelle non-séparable. Les
filtres considérés sont supposés biorthogonaux. Usevitch [116] donne une estimation de la
distorsion dans le cas des transformées unidimensionnelle et bidimensionnelle séparable.

Dans le cas de la transformée en ondelettes bidimensionnelle non séparable, la distorsion
est d’abord définie pour une seule décomposition en ondelettes, puis pour L décompositions
successives. Une transformée en ondelettes appliquée sur un seul niveau de décomposition
génére deux sous-bandes : une basse fréquence et une haute fréquence. L’estimation de
I'erreur dans chacune des sous-bandes dépend du pas de quantification attribué par I'al-
gorithme d’allocation de débit. Définissons par ¢; et ¢4 les images d’erreurs introduites
par la quantification dans chacune des sous-bandes. L’erreur globale ¢ est déterminée par
I’application de la transformée en ondelettes inverse aux images d’erreur ¢, et 4. Ainsi,
Vn = (ng,ny) € So (So = [1,...,M] x [1,...,N] correspond au support de 'image a
une résolution 27X, et §; le support de I’image & la résolution 2% _%, l€Z), M e N
représentent les nombres ?ie lignes et de colonnes de I'image source :

e[nayny) = D h[(ng,ny) — LK) & [K]
kez?

+ D Gl(nany) = L(k) = (1,0)] ea K]

keZ?
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L’erreur quadratique moyenne (MSE) est définie par :

1
O?:WZE 62n

nez?

Le développement du MSE entraine :

o2 :ﬁ S E KZ B — L(k)] e [K]

nez? keZ?

2
+ > gln—L(k) — (1,0)] eq [k]) ]

kEZ2

+% D E (Z hln—L es[k]) (Za[nL(k)(LO)]gd[k])]

keZ?

sl (Z iln— L(E) — (1,0) ed[k]> ]

Finalement,

e, (Z S 3 Riln— L) I — OB {e, M, [z]})

kEZ2IEZ2neZ?2

(Zzzh[n— )gln—L({I) - (LO)]E{gs[k]gd[l]})

keZ21eZ? neZ?

. (Z S Gln - L) — (1,059 [ — L) — (1,0)] B {ea K eq m})

keZ21€Z? neZ?

L’évaluation de cette fonction est assez complexe. Afin de simplifier les calculs, nous faisons
deux hypothéses sur les images d’erreur €5 et g4.

1. Les images €5 et €4 sont mutuellement décorrélées, ainsi F [ese4] = 0.

2. Les images ¢ et g4 correspondent & un bruit blanc, et vérifient :

E{Es [k] Es [k]} = 0'?3 VkeS%

E{eslkles[l]} =0 Vk#I, ketl ES%
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et
EealKealk]} =02, weD;

E{ed[k]ed[l]} =0 Vk;fél, ketl € D%
La définition de l'erreur quadratique moyenne se simplifie par :

:%ZEQ[n]U§S+% z:gz[n]a2

nez? nez?
Les supports S 1 et D1 de g5 et g4 sont deux fois plus petits que le support de ¢ de taille

2
M N, le rapport entre la taille de la sous-bande considérée et la taille de ’image originale
pondére la variance de la sous-bande. Ce rapport est égal a % Soit

L, ,

25‘1

La distorsion correspondant & la MSE, évaluée pour un niveau de décomposition, est définie
par la somme pondérée des distorsions dans les sous-bandes.

~12
.TE):mD(S 1,8 1)+MD(d 1d 1)
) 9 K+ 9K+1 9 K+31:0Kk+1

La distorsion, évaluée pour L décompositions en ondelettes, est déterminée par la somme
) b
pondérée des distorsions dans les sous-bandes :

D(z,7) = ' D( Sk LSyl )+ZH H ot (dm%,amé) (5.2)

Les facteurs 2!, pour I € {1,...,L}, sont définis par le rapport entre la taille du support
de la sous-bande considérée et la taille du support de I'image source.

Dans le cadre du schéma lifting quinconce, h et g peuvent étre définis rapidement a
laide des formules (2.5), (2.6), et (2.7). La distorsion est obtenue de la méme fagon, en
appliquant ’équation (5.2).

REMARQUE 25 L’erreur de quantification ne correspond pas réellement o un bruit blanc.
L’hypothése est cependant trés utilisée et permet de fournir pour chaque banc de filtres
biorthogonauz existants des pondérations optimales pour ’évaluation de la distorsion glo-
bale en fonction des distorsions dans les sous-bandes. Ces pondérations sont optimales pour
les filtres ( ,g), dans le cas ou elles doivent étre indépendantes du signal. Pour une es-

timation plus précise, il faudrait définir des pondérations non seulement en fonction des
filtres mais du signal. Le résultat rendrait trop complexe [’évaluation et 'optimisation du
critére d’allocation de débit, et l'algorithme deviendrait peu flexible. L’erreur commise sur
les pondérations est négligeable. Gersho et Gray [41] définissent les limitations liées aux
hypothéses. Parmi les limitations, nous incluons notre méthode de synthése d’opérateurs
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lifting (version 2), présentée en 3.7, ot justement la définition du rapport entre les coeffi-
cients des filtres repose sur l’évaluation des corrélations entre les échantillons d’un méme
signal.

5.3 Application du schéma lifting quinconce au codage non-
conservatif

5.3.1 Introduction

Les performances du schéma lifting quinconce et des divers filtres développés dans la
section 2.2.5 sont maintenant exposées. Les performances au niveau implémentation ont
déja fait I’objet d’une étude. Les différents filtres lifting vont étre confrontés et évalués
en terme de qualité. Les critéres objectifs (PSNR, MSE, ..) et subjectifs (qualité visuelle),
donnant une mesure de la qualité, vont venir appuyer le principe du schéma lifting quin-
conce tout en donnant les limites du filtrage. L’étude présentée s’est faite dans le cadre de la
compression allant des hauts aux bas débits. Nous développerons deux types d’applications.

— Compression moyen et bas débits : les performances des différents filtrages en lifting
sont évaluées pour différents types d’images. Nous limiterons notre étude a quelques
images types.

— L’image GOLDHILL représente un modeéle d’image bruitée avec peu de zones de
contours. Une image de type GOLDHILL est souvent destinée & la compression bas
débit.

— L’image CAFE2 est une image trés peu bruitée contenant beaucoup de zones de
discontinuités. Elle est de bonne qualité au niveau de la définition.

Toutes les images étudiées sont initialement représentées sur des grilles d’échantillon-

nage carré.

— Compression & haut et trés haut débits : L’évaluation des performances du schéma
lifting quinconce a initialement fait 'objet d’une étude en collaboration avec le Centre
National d’Etude Spatiale (CNES). Les images testées sont des images satellites. Elles
ont la particularité d’étre codées sur 10 bits et d’étre acquises directement sur une
grille d’échantillonnage quinconce. Le cadre de cette étude est détaillé au paragraphe
5.3.2.

5.3.2 Cadre de I’étude des images haute résolution

Dans le cadre de 'imagerie satellitaire, émergent des systémes d’acquisition basés sur les
grilles d’échantillonnage quinconce. Le satellite d’observation de la terre, SPOT5 (CNES),
lancé le 4 mai dernier, retourne des images échantillonnées sur une grille quinconce. Le
systéme d’acquisition des images se compose de deux barrettes de capteurs CCD. Les
deux barrettes sont disposées de maniére paralléle dans la direction perpendiculaire au
déplacement du satellite. Le décalage spatial entre les deux barrettes est de 0.5 pixel sur
laxe parallele aux barrettes, et de n + 0.5 pixels (n € N) sur I’axe perpendiculaire, soit
dans la direction paralléle au déplacement du satellite. La valeur n doit étre la plus petite
possible afin de minimiser les erreurs dues a 'instabilité du satellite, mais elle ne peut pas
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étre inférieure & 3 pour des raisons purement technologiques. Ce systéme d’acquisition n’est
pas seulement utilisé sur des satellites. La compagnie allemande LH Systems exploite la
technologie de la double barrettes SPOT5 pour une utilisation aéroportée [50]. L’apparition
de la double barrettes est liée a la Fonction de Transfert de Modulation (FTM) du systéme
optique des satellites, équipés d’instruments CCD. La FTM correspond & un filtre passe-
bas. Son support fréquentiel peut étre approximé par le support fréquentiel de la grille
de sous échantillonnage quinconce [60, 96]. Le systéme de double barrettes CCD fournit
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FiG. 5.1 — Figures du CNES (a) représente la fonction de transfert de modulation FTM
et (b) les courbes de niveaux de la FTM. Le carré représente ’échantillonnage dyadique
séparable, il est inscrit dans le support de I’échantillonnage quinconce (carré ayant subi
une rotation de 45 degré. La FTM est négligeable a I’extérieur du support quinconce, mais
elle prend des valeurs non négligeables entre le support quinconce et le carré. Le support
quinconce est celui qui approxime le mieux celui de la FTM.

une grille d’échantillonnage plus dense avec un support fréquentiel optimal pour ce schéma
d’acquisition [61|. Chaque barrette de capteurs CCD génére une image échantillonnée sur
une grille carrée. Malheureusement, SPOT5 utilise une méthode de compression embarquée
basée sur une DCT, qui pour des raisons de simplicité, traite les deux images séparément.
L’inconvénient d’un tel procédé émane du fait que la dépendance pixellique entre les deux
images n’est pas considérée. La méthode optimale pour réduire les redondances entre les
deux images est de traiter I'image quinconce formée par ’ensemble des deux barrettes a
I’aide d’un codeur adapté a ce type d’échantillonnage.

Dans ce cadre et afin de succéder & SPOTS5, des études ont été menées sur le développe-
ment d’'un compresseur embarqué adapté aux images échantillonnées sur grille quinconce.
De plus, 'utilisation de la transformée en ondelettes a la place de la DCT conduit & une
amélioration significative de la qualité des images. En conséquence, les études portant sur
la compression de données spatiales se dirigent vers les ondelettes et plus particuliérement,
vers le schéma lifting. En effet, le schéma lifting est plus adapté a la compression d’images
& bord du satellite, puisque les méthodes de codage se développent sur des contraintes de
faible complexité. En outre, le lifting offre la possibilité de traiter des coefficients entiers
pour la compression sans perte [42].
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5.3.2.1 Implémentation au fil de ’eau

La compression & bord du satellite est trés coliteuse en énergie. Les algorithmes de
compression doivent étre les plus simples et les plus rapides possibles. Les lignes images
définies par le systéme d’acquisition sont traitées dés réception et retransmises 4 la terre. Les
images ne sont pas enregistrées intégralement dans la mémoire placée a bord du satellite.
L’images est traitée au cours de son acquisition. Les performances des différents filtres sont
présentées au chapitre 4.1. Le systéme d’acquisition est composé de deux barrettes CCD,
décalées de 0.5 pixel sur I’axe paralléle aux barrettes, et de n + 0.5 pixels (n € N) sur
I’axe perpendiculaire. Le compresseur doit attendre d’acquérir 2n lignes images avant de
pouvoir traiter des rangées d’informations successives. Les n premiéres lignes de la premiére
barrette sont directement effacées, puisque la deuxiéme barrette ne pourra acquérir les
lignes de 0.5 & n — 0.5. Les n premiéres lignes acquises par la deuxiéme barrette doivent
étre stockées en mémoire en attendant d’étre traitées. La taille de la mémoire tampon de
filtrage est augmentée de n rangées et la taille de la mémoire tampon de synchronisation
reste inchangée.

5.3.2.2 Comparaison en terme de qualité

Dans le domaine de l'imagerie satellitaire, deux facteurs, outre le facteur qualité,
s'avérent décisifs dans la sélection de techniques de codage. Ces facteurs sont la com-
plexité du codeur et la taille de l’espace mémoire nécessaire au codage. L’utilisation de
filtres lifting apporte des améliorations notables dans les deux cas. Ces filtres sont, en effet,
plus simples. La réduction du nombre d’opérations provient du fait que chaque pas lifting
exploite les calculs effectués en amont. Le nombre d’opérations redondantes est alors ré-
duit. En outre, le lifting est particuliérement adapté pour le traitement des informations
au « fil de l’eau ».

Le schéma lifting quinconce permet une implémentation plus efficace de la transformée
en ondelettes pour une certaine catégorie de filtres bidimensionnels non-séparables. Sur
le plan de la qualité image, les deux formes d’implémentations offrent les mémes perfor-
mances, puisqu’elles opérent un filtrage global identique. Nous allons néanmoins comparer
les performances des différents filtres obtenus par la méthode d’extension développée au
chapitre 2.2. Dans le cadre de notre application a I'imagerie satellitaire, les images sont co-
dées par ’application des différentes transformées quinconce, suivie du codage par EBWIC
comprenant une allocation de débit, une quantification scalaire et un codage de Huffman.

Les différents filtres comparés correspondent aux versions lifting quinconce des filtres
(9,7), (4,2) et (6,2). Tous sont obtenus par la méthode, développée au chapitre 2.2, utili-
sant la transformée de McClellan. Les filtres (9,7) séparables demeurent parmi les filtres
les plus performants. Ils présentent de bonnes propriétés, puisqu’ils sont a phase linéaire,
le coefficient d’orthogonalité est proche de un et ainsi la norme des filtres est proche de 1.
Les filtres (9,7) bidimensionnels présentent des propriétés similaires. La norme des filtres
différe légérement mais reste assez proche de la valeur 1 [32]. Le banc de filtres (9,7) non-
séparables est cependant moins performant que le banc de filtres (9,7) séparables pour des
applications aux images naturelles. Ces images présentent de fortes corrélations spatiales
et fréquentielles le long des axes verticaux et horizontaux, et les filtres séparables trai-
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FiG. 5.2 — SNR en énergie en fonction du taux de compression pour l'image satellite
MARSEILLE, la comparaison porte sur les différents opérateurs lifting quinconce obtenus &
partir de la transformée de McClellan.

tant majoritairement de telles corrélations sont a fortiori plus adaptés a leur traitement.
Les images satellite admettent des corrélations qui, en principe, ne présentent pas de di-
rection privilégiée. Elles se prétent davantage au développement de méthodes basées sur
des transformations non-séparables. Différents opérateurs de schémas lifting quinconce sont
appliqués & un ensemble d’images satellite directement acquises sur des grilles d’échantillon-
nage quinconce. La qualité des images restaurées, aprés les étapes de codage et décodage,
est mesurée pour chaque image selon un critére objectif. Les résultats sont donnés, pour
les images de MARSEILLE et de NICE, par les courbes définissant le SNR en énergie en
fonction du taux de compression (FiG. 5.2) et (FiG. 5.3). Le lifting (4,2) a des perfor-
mances identiques aux (9,7) non-séparables au niveau du rapport SNR en énergie sur le
taux de compression, cependant il offre bien plus d’intéréts que les filtres (9,7). Son implé-
mentation logicielle est légérement plus gourmande en opérations et en mémoire auxiliaire,
néanmoins il posséde des atouts trés importants pour une implémentation matérielle. Les
coefficients des opérateurs (4,2) correspondent & des nombres entiers, divisés par des puis-
sances de 2. Au niveau matériel, la multiplication par un coefficient du filtre se traduit
par une multiplication par un entier et un décalage de n dans la représentation binaire (n
étant la puissance de 2 divisant le coefficient). A contrario, les filtres (9,7) sont composés
de coefficients définis en précision infinie. Pour une implémentation matérielle performante
en terme de complexité, les coeflicients sont tronqués, réduisant ainsi les performances du
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FiG. 5.3 — Représentation du SNR en énergie en fonction du taux de compression pour
I'image satellite NICE. Ces courbes confrontent les différents opérateurs lifting quinconce
obtenu & partir de la transformée de McClellan. (codeur employé : EBWIC).

filtrage. Le schéma lifting (6,2) bénéficie des mémes qualités et facilités d’implémentation
matérielle que le (4,2). Il requiert deux fois plus d’opérations que le (4,2) et le (9,7). II
est plus gourmand en espace mémoire, toutefois il reste nettement moins gourmand qu’un
(9,7) quinconce implémenté par la TOR (voir TAB. 4.5). Du point de vue de la qualité
SNR, 'utilisation du (6,2) entraine un gain de 0,6 dB sur I'image MARSEILLE et de 0,7 dB
sur 'image NICE (mesuré pour un taux de compression égal a 5). Le (6,2) permet en outre
de rehausser la qualité visuelle obtenue avec les filtres (9,7). La figure (F1G. 5.4) donne un
apercu des résultats obtenus avec le lifting (6,2) et le (9,7) pour un taux de compression
égal & 6. Iimage donne une représentation de I'image NiMES affectée par un zoom et un
sharpen. Nous observons que le (9,7) génére des artefacts le long des contours du rond
point, et lisse complétement la zone de texture dans le coin du bas et & gauche de 'image.
Le (6,2) génére le méme type d’erreurs sur certains contours, néanmoins elles sont bien
moins visibles que celles générées par le (9,7). En résumé, le schéma lifting (9,7) est le plus
performant en complexité pour une implémentation logicielle, le (4,2) est plus performant
au niveau de la complexité de I'implémentation hardware et le schéma lifting (6,2) quin-
conce est celui qui offre la meilleure qualité & la fois selon les critéres objectif et subjectif.
Pour le codage d’un filtre sur un systéme embarqué, le choix s’oriente vers les schémas
lifting (4,2) ou (6,2).



5.4. Evaluation des méthodes d’optimisation 147

F1G. 5.4 — Comparaison visuelle sur I'image NIMES quinconce (taux de compression de 6)
pour des filtres lifting obtenus a partir de la transformée de McClellan : (a) image originale
(b) Filtres lifting quinconce (6,2) (c) filtres quinconce (9,7).

5.4 Evaluation des méthodes d’optimisation

5.4.1 Définition du nombre de résolutions pour lesquelles le schéma lif-
ting est optimisé

L’optimisation des opérateurs lifting définit un filtrage adapté aux propriétés statis-
tiques de 'image. Plus exactement, les filtres sont spécifiés en fonction de I’autocorrélation
des données sources. Les opérateurs, ainsi définis, sont adaptés aux propriétés statistiques
de l'image source, mais pas forcément aux statistiques de ses approximations & plus faible
résolution. La transformée en ondelettes est appliqué sur trois niveaux de résolution dans le
cas séparable, soit six niveaux de résolution pour une transformée en ondelettes quinconce.
La moyenne des approximations multirésolutions successives reste inchangée. Par contre
la variance est modifiée, ainsi que les fonctions d’autocorrélations, néanmoins le rapport
entre ces autocorrélations n’est que légérement altéré (méme image a des résolutions dif-
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FiG. 5.5 — Comparaison pour "image NICE du rapport PSNR - taux de compression pour
un schéma lifting optimisé pour un SL(6,2) optimisé (1) et SL(6,4) optimisé (1)), deux
(SL(6,2) optimisé (2) et SL(6,4) optimisé (2)) et 6 niveaux (SL(6,2) optimisé (6) et SL(6,4)
optimisé (6)) de résolution.

férentes). Une premiére étape dans 1’évaluation numérique de la méthode d’optimisation
consiste & définir le nombre de niveaux de résolution successifs, pour lesquels ’algorithme
d’optimisation doit étre appliqué. Notre objectif n’est pas de définir un schéma lifting par
une optimisation globale sur toutes les approximations successives. Les opérateurs lifting
ne correspondraient pas aux opérateurs optimaux pour une approximation de résolution
donnée. Nous cherchons & définir un schéma lifting différent pour chaque résolution afin
d’étre adapté au mieux a l'image traitée. Il est important du moins pour les premiéres
décompositions, 14 ou la réduction de débit doit étre maximale, de parvenir & définir un
filtrage optimal. Des tests de qualité ont été réalisés afin de définir le nombre de réso-
lutions sur lesquelles 'optimisation doit étre appliquée. Les simulations ont été réalisées
pour 1, 2 et N échelles différentes (N représente le nombre de fois ol le schéma lifting est
appliqué). Dans le premier cas, l’algorithme d’optimisation définit un ensemble d’opéra-
teurs lifting, constituant un schéma lifting, adapté a 'image originale. Lors du codage, le
méme schéma est appliqué N fois pour décomposer le signal. L’algorithme d’optimisation
appliqué sur deux approximations successives définit deux séries d’opérateurs lifting en
fonction de l'image source et son approximation & une résolution v/2 fois plus petite. Les
deux schémas sont appliqués alternativement aux différentes sous-bandes basse fréquence.
L’application de ’algorithme d’optimisation & N étages définit N ensembles d’opérateurs



5.4. Evaluation des méthodes d’optimisation 149

A\
SR

. i
. \

35 4,5 5,5 6,5 75 8,5 9,5 10,5 11,5 12,5
Taux de compression

‘—— SL (6,2) ——SL (6,2) optimisé (1 niveau) —e— SL (6,2) optimisé (2 niveaux) —#— SL (6,2) optimisé (6 niveaux) ‘

FiG. 5.6 — Comparaison pour "image GOLDHILL du rapport PSNR - taux de compression
pour un schéma lifting optimisé pour un (SL(6,2) optimisé (1)), deux (SL(6,2) optimisé
(2)) et 6 niveaux (SL(6,2) optimisé (6)) de résolution.

lifting. Chacun est adapté & une approximation de 'image pour une résolution donnée.
Dans le premier cas, nous travaillons dans le cadre des ondelettes de premiére génération,
dans le second nous exploitons le principe des ondelettes de seconde génération. Pour ces
ondelettes, les filtres basse et haute fréquences peuvent varier suivant la résolution et la
zone spatiale auxquelles ils s’appliquent. Les résultats des tests, présentés pour les images
NICE (image satellite) et GOLDHILL (image naturelle) (cf. F1G. 5.5 et F1G. 5.6), montrent
qu’il n’est pas nécessaire d’optimiser les filtres & chaque résolution. L’application de I’algo-
rithme d’optimisation sur un seul niveau de résolution peut suffire dans le cas des images,
telles que NICE, qui ne favorisent pas de direction particuliére. Les images satellite en sont
un exemple. Pour des images naturelles, telles que GOLDHILL, ’algorithme d’optimisation
doit étre appliqué & deux niveaux de résolution. L’algorithme d’optimisation permet alors
de disposer de deux schémas lifting différents :

— T'un pour les transformées envoyant une approximation de résolution 277 sur une

approximation de résolution 277 ~2, avec j € Z, .
— l'autre pour les transformées envoyant une approximation de résolution 27772 sur
une approximation de résolution 2771 avec j € Z.

La définition des deux schémas permet de mieux prendre en compte les corrélations spatio-
fréquentielles. Dans le cas d’une analyse multirésolution associée aux ondelettes de premiére
génération, le méme filtre est utilisé a chaque niveau de résolution. La fonction L jouant
le role du facteur d’échelle [37], met en oeuvre une symétrie ainsi qu’une homothétie de
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rapport v/2 et d’angle w/4 (1.2.5). Pour une image présentant de trés fortes corrélations
spatiales sur les axes verticaux et horizontaux (GOLDHILL), le changement d’échelle réper-
cute les corrélations sur les axes diagonaux de I’approximation de résolution v/2 fois plus
petite. L’image source nécessite un filtre qui décorréle l'information principalement dans
les directions horizontale et verticale, tandis que la sous-bande basse fréquence nécessite un
filtre qui décorréle 'information dans les directions des deux diagonales. Aussi, le schéma
optimum pour une image de résolution 279+3 ne l’est absolument pas a la résolution 277.
Le probléme ne s’est pas posé pour 'image satellite, car aucune direction n’est privilégiée.
Dans toutes nos applications, I’algorithme d’optimisation est appliqué de maniéye a déf_inlir
des opérateurs lifting différents pour les deux niveaux successifs de résolution 277 et 2777 2,
j € Z.

5.4.2 Progressivité en résolution

F1Gg. 5.7 — Comparaison entre le schéma lifting quinconce (4,2) et (4,2) optimisé pour
I'image Alsace reconstruite en annulant la premiére sous-bande haute fréquence.

La transmission d’images numériques passe par des réseaux hétérogénes. Les techniques
de codage doivent développer des fonctionnalités qui introduisent 1’adaptabilité aux diffé-
rents systémes informatiques et & 'encombrement des réseaux de télécommunications. Une
solution consiste & définir des méthodes proposant un décodage progressif des images. La
progressivité est réalisée par I’emboitement dans un train binaire de plusieurs couches as-
sociées & une qualité, un débit, ou une résolution. Dans le cas d’un décodage progressif
en résolution, la premiére couche doit contenir toute 'information nécessaire & la recons-
truction d’un signal grossier, les différentes couches, qui suivent, permettent d’affiner la
définition de I'image en apportant l'information nécessaire pour augmenter en résolution.
Le schéma lifting quinconce permet un décodage progressif en résolution deux fois plus
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F1Gg. 5.8 — Comparaison entre le schéma lifting quinconce (6,2) et (6,2) optimisé pour
I'image Alsace reconstruite en annulant la premiére sous-bande haute fréquence.

FiG. 5.9 — Comparaison entre le schéma lifting quinconce (9,7) et (6,4) optimisé pour
I'image Alsace reconstruite en annulant la premiére sous-bande haute fréquence.

fin que pour une transformée séparable. La technique d’optimisation d’opérateurs lifting
quinconce avancée au chapitre 3, met au point un filtrage qui favorise la progressivité en
résolution. L’opérateur de mise & jour est déterminé de fagon & définir un signal basse
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fréquence contenant 'information la plus essentielle & une bonne reconstruction du signal.
Les tests sur l'image ALSACE (cf. F1G 5.7, F1G 5.8 et F1G 5.9) montrent que pour des filtres
comparables, I’approximation basse résolution, obtenue par le schéma lifting optimisé, est
bien meilleure. Les images, présentées dans les figures Fic 5.7, Fig 5.8 et FIG 5.9, ne
correspondent pas exactement aux images basse résolution, elles correspondent & 'image
reconstruite & partir des seules images basse fréquence (les images haute fréquence étant
mises & zéro). La qualité visuelle de 'image, obtenue & partir des filtres optimisés, est
nettement meilleure. Les contours sont mieux définis. Par exemple, nous observons sur les
différentes images, obtenues & partir des filtres optimisés, que les rainures des volets sont
bien dessinées, tandis que dans ’autre cas elles sont complétement striées.

5.4.3 Optimisation appliquée a la compression haut et bas débits

Les travaux, proposés au chapitre 3, portant sur ’optimisation d’opérateurs lifting quin-
conce sont maintenant évalués dans le cadre de la compression haut, moyen et bas débits.
L’évaluation de la méthode pour les hauts et moyens débits, se rapporte, encore une fois,
& une étude dans le cadre de l'imagerie satellitaire. Les images sources sont directement
échantillonnées sur une grille quinconce. Dans le cadre de la compression bas et moyen
débits, la méthode est évaluée pour des images naturelles bruitées (GOLDHILL) et non-
bruitées (CAFE2). Les images sources utilisées proviennent du site UCLA et de 1’éventail
d’images test proposé par JPEG2000. Les opérateurs lifting doivent étre transmis au dé-
codeur. Le colit du codage des coefficients des opérateurs est négligeable par rapport au
codage de 'image. Dans les résultats présentés, il n’est pas pris en compte.

5.4.3.1 Compression haut débit : imagerie satellitaire

L’algorithme d’optimisation génére un schéma lifting quinconce adapté aux propriétés
statistiques des données. Le schéma lifting a pour principe de conserver les propriétés de
reconstruction parfaite et de biorthogonalité. L’ajout de contraintes au critére d’optimisa-
tion permet d’associer le schéma lifting & un banc de filtres & phases nulles, vérifiant les
propriétés sur la somme des coefficients du filtre passe-bas ), h, = 1 et du filtre passe-
haut ) g, = 0. Dans le cadre de la compression non-conservative, les performances des
filtres sont évaluées et comparées en appliquant & 'image transformée le codeur EBWIC
(premiére version). Les filtres donnés en exemple correspondent aux versions lifting des
filtres bidimensionnels non séparables, ainsi qu’aux filtres lifting quinconces (4,2), (6,2)
et (6,4) optimisés. L’algorithme d’optimisation définit un schéma lifting quinconce & deux
pas. Les opérateurs obtenus générent & la fois une image haute fréquence, de variance mini-
male, et une image basse fréquence, contenant ’information la plus essentielle & une bonne
reconstruction du signal & plus haute résolution. L’étape de codage permet de réduire
le débit, principalement dans les sous-bandes haute fréquence. La transformée en onde-
lettes permet de réduire I’énergie dans ces sous-bandes et de la concentrer sur un ensemble
restreint de valeurs. La construction de l'opérateur de prédiction consiste 8 minimiser la
variance dans les différentes sous-bandes haute fréquence. Le choix du critére de mise a
jour doit permettre d’optimiser la qualité de la reconstruction, obtenue a partir de I’image
basse fréquence. Le but est d’assurer une qualité de reconstruction minimale. Le défaut
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de la méthode est qu’elle n’est pas adaptée a ’acquisition des images au cours du temps,
et demande une connaissance a priori de I’ensemble des données. La méthode est évaluée
pour les images NICE et NiMES. Une étude qualitative détermine & la fois le PSNR et les
normes Ly et Lo de l'erreur de reconstruction en fonction du taux de compression. Les
résultats sont représentés aux figures (F1G. 5.10), (FiG. 5.11), (F1G 5.12) et (F1G. 5.13).
La mesure du PSNR, pour un taux de compression égal & 5, sur I'image NiMES donne un
apercu des performances des différents filtres lifting (TAB. 5.1) et (TAB. 5.2). Le gain relatif

\ Nimes |[PSNR|[SNR | Ey | BE; |
SL(9,7) 36,52 | 33,31 [ 3.017 | 3.806
SL(6,2) 37,23 | 34,02 [ 2,762 | 3,507

SL(6,2) optimisé | 37,63 | 34,42 | 2,606 | 3,351
SL(6,4) optimisé | 37,99 | 34,78 | 2,526 | 3,216

TaB. 5.1 — Les différents filtres lifting quinconce obtenus soit par McClellan, soit par
optimisation sont appliqués dans le schéma de codage EBWIC. La qualité est évaluée par
la mesure du PSNR, du SNR en énergie et des normes L; et Ly de l'erreur entre 'image
NiMES et I'image restaurée & un taux décompression de 5.

pour un schéma lifting (6,2) optimisé par rapport au (6,2) est de 0,4dB, le gain entre le
(6,2) optimisé et le (9,7) est de 1,1dB, et le gain relatif entre le (6,4) optimisé et le (9,7)
est de 1,4dB. Pour "image NICE, le gain relatif pour un schéma lifting (4,2) optimisé par
rapport au (4,2) est de 0,86dB, le gain entre le (6,2) optimisé et le (6,2) est de 0,56dB,
le gain entre le (6,2) optimisé et le (9,7) est de 1,27dB, et le gain relatif entre le (6,4)
optimisé et le (9,7) est de 1,6dB. L’optimisation des opérateurs lifting induit une nette
amélioration des performances du filtrage. Les gains en PSNR sont importants puisqu’ils
se font uniquement au niveau du filtrage. Aussi, la méthode est trés efficace dans le cadre
d’applications haut et moyen débits et pour des images satellites. Du point de vue des
critéres psychovisuels (F1G. 5.14), 'optimisation engendre une amélioration de la qualité.
Les images reconstruites & partir des filtres optimisés présentent beaucoup moins d’arte-
facts et la zone texturée est préservée. L’optimisation permet une meilleure compression,
entrainant des améliorations suivant les critéres de qualités subjective et objective.

5.4.3.2 Compression bas et moyen débits

Une image du type de GOLDHILL présente des caractéristiques trés différentes de celles
des images satellites (F1G. 5.15). Elle contient moins d’informations pertinentes, et elle est
fortement bruitée. Les performances des schémas lifting quinconce (6,2) ou (4,2) chutent
par rapport a celles des filtres (9,7) non-séparables qui donnent de meilleurs résultats. Pour
un taux de compression égal a 6, le gain en qualité des filtres (9,7) par rapport au schéma
lifting (6,2) est de 0,35dB. L’optimisation des filtres (6,2) génére un gain de 0,4dB. Elle
permet d’égaliser les performances des filtres (9,7) quinconce. Les filtres (9,7) séparables
procurent les meilleurs résultats. Leurs performances et leurs propriétés de régularité et
d’optimalité les ont fait admettre dans la norme de codage JPEG2000. Ils sont biortho-
gonaux et proches des conditions d’orthogonalité. La différence de qualité PSNR entre les
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filtres (9,7) séparables et les filtres (9,7) non-séparables est de 0,64dB. La différence entre
les filtres (9,7) séparables et le (6,2) optimisé est de 0,59dB, la différence entre les filtres
(9,7) séparables et le (6,4) optimisé est de 0,3dB. Le gain entre le (6,4) optimisé et le (6,2)
est de 0,7dB et le gain entre le (6,4) optimisé et le (9,7) non-séparable est de 0,35dB.
L’optimisation permet de réduire la différence de performances entre le filtrage séparable
et non séparable pour ce type d’'image. Dans ce cas de figure, il est tout de méme plus inté-
ressant d’utiliser un filtre séparable. L’image GOLDHILL présente davantage de corrélations
verticale et horizontale et la méthode employée pour numériser I'image (acquisition sur une
grille carrée) se préte mieux aux transformées séparables. L’image CAFE2 est une image
photographique. La différence avec GOLDHILL est qu’elle est trés contrastée, elle présente
beaucoup de zones de singularités et relativement peu bruitée (F1G 5.16). Les filtres (9,7)
non-séparables sont encore une fois plus performants que les filtres (6,2). La différence de
qualité PSNR entre les deux atteint 0,34dB. La différence entre les filtres (6,2) optimisé et
les filtres (6,2) est de 0, 58dB, le gain par rapport au (9,7) est de 0,24dB. La différence entre
le (6,4) optimiseé et le (6,2) est de 0,81dB, la différence par rapport au (9,7) est de 0, 54dB.
Les résultats expérimentaux démontrent une fois de plus les performances de ’algorithme
d’optimisation. Pour un méme schéma lifting la version optimisée augmente la qualité de
0,58dB. Les performances restent cependant moins bonnes que celles obtenues pour les
filtres séparables. Aussi, pour des images directement échantillonnées sur des grilles car-
rées et présentant principalement des corrélations sur les axes verticaux et horizontaux, il
est préférable d’appliquer une transformée en ondelettes séparable.

5.5 Evaluation qualitative des critéres d’optimisation (bruit
de quantification pris en compte)
L’algorithme d’optimisation connait une variante. Le critére permettant de définir ’opé-

rateur de prédiction reste inchangé. Par contre, ’opérateur de mise & jour est défini en
fonction de la distorsion engendrée lors de la quantification.

\ Nice [PSNR|[SNR | E1 | By |
SL(9,7) 36,20 | 31,74 [ 3,166 | 3,949
SL(4,2) 36,20 | 31,74 | 3,057 | 3,949
SL(6,2) 36,91 | 32,46 | 2,810 | 3,637

SL(4,2) optimisé 37,06 | 32,60 | 2,766 | 3,576
SL(6,2) optimisé 3747 | 33,02 | 2,630 | 3,411
SL(6,4) optimisé 37,8 | 33,34 | 2,592 | 3,286

SL(6,4) optimisé (v2) | 37,36 | 33,40 | 2,557 | 3,263

TAB. 5.2 — Les différents filtres lifting quinconce obtenus soit par McClellan, soit par
optimisation sont appliqués dans le schéma de codage EBWIC. La qualité est évaluée par
la mesure du PSNR, du SNR en énergie et de la norme L; de l'erreur entre l'image NICE
et l'image restaurée a un taux décompression de 5.

Si nous considérons les performances des filtres optimisés par rapport aux filtres stan-
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dards, l’algorithme donne des résultats trés satisfaisants (cf. Fig. 5.17, Fia. 5.18, et
Fi1G. 5.2). L’optimisation permet d’améliorer les performances en terme de qualité. Cepen-
dant, aucune amélioration notable ne se dégage par rapport & ’ancien critére. Les filtres
sont construits en fonction des corrélations existantes entre les pixels d’un méme voisinage.
La stabilité des performances résulte du rapport peu évolutif entre les auto-corrélations des
pixels de I'image haute fréquence et celles de 'image d’erreur de quantification. Les minces
différences, de l'ordre de 0,05dB, vont jouer sur le rapport entre ces corrélations et le bruit
qui interférent. Le second critére est meilleur en ce qui concerne les images peu bruitées
et pour un pas de quantification de faible amplitude. Tandis que pour les images bruitées
et un fort pas de quantification, les résultats sont 1égérement moins bons. Dans le premier
cas, la quantification réduit le faible bruit présent dans 'image et optimise le signal de
fagon plus performante. Dans le second cas, 'image d’erreur récupére principalement du
bruit, qui va interférer dans la définition des filtres. Le premier critére, non itératif, donc
moins colteux, et de performance quasiment équivalente, doit étre préféré au second.

5.6 Application aux schémas de compression sans perte d’in-
formation

5.6.1 Images de la base JPEG2000

Le principe de la compression dite « conservative » repose sur la réalisation d’une
chaine de codage réversible. L’image comprimée doit contenir I’information nécessaire &
la restitution intégrale de la source. Les techniques de compression se basent sur un co-
dage entropique. Certaines mettent en ceuvre une transformée. Une version de JPEG2000
existe pour la compression sans perte. La chaine de codage se compose d’une transformée
par schéma lifting sur les entiers, et du codeur EBCOT. Les méthodes conservatives n’ad-
mettent pas d’étape de quantification. Elles permettent ainsi de conserver la qualité de la
source. Leur intérét est toutefois relativisé par leur faible potentialité & comprimer. Le dé-
bit ne peut étre inférieur a ’entropie du signal, aussi les taux de compression atteints sont
trés limités. La compression sans perte n’est pas trés adaptée au multimédia, qui requiert
une transmission de données 4 moyen ou bas débits. Elle est cependant indispensable pour
le traitement d’images militaires et médicales ou la plus haute précision est exigée.

Le schéma lifting quinconce admet une version entiére (définie au chapitre 2) pouvant
étre intégrée dans une chaine de compression sans perte. La transformée est associée au
codeur EBWIC (implémentant une variante d’EBCOT) et testée sur les images GOLDHILL,
CAFE2, NICE, MARSEILLE et NiMES. Les résultats sont comparés en terme de débit et de
complexité du filtrage. Le tableau TAB. 5.3 montre les performances de la compression sans
perte sur I'image GOLDHILL. Les résultats sont comparés a ceux obtenus par JPEG2000.
Les résultats sur GOLDHILL confirment que le filtrage séparable est meilleur que le filtrage
non-séparable. Les résultats montrent encore une fois que pour une image présentant de
plus fortes corrélations verticales et horizontales, il est plus judicieux d’appliquer une trans-
formée qui décorréle le signal suivant ces axes, plutot qu’une transformée qui décorréle le
signal selon les axes diagonaux.
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‘ ‘ débit (en bpp) ‘ TC ‘

JPEG2000 4,603 1,736
SL(2,2)S 4,861 1,645
SL.(4,2)S 4,858 1,647
SL(6,2)S 4,869 1,643
SL(6,2)S 1,869 1,643

SL(2,2)NS 5,008 1,569

SL(4,2)NS 4,936 1,621

SL(6,2)NS 4,922 1,625

(6,2) Optimisé 4,891 1,636
(6,4) Optimisé 4,001 1,632

TAB. 5.3 — Image GOLDHILL : Schéma lifting (SL) pour des filtres séparables (S) ou non-
séparables (NS). Le schéma lifting est suivi de la version béta du codeur EBWIC.

5.6.2 Imagerie satellitaire

Les données acquises par le systéme de double barrettes CCD sont testées, cette fois-ci,
dans le cadre de la compression sans perte. Pour mettre en ceuvre un codeur conservatif,
nous allons utiliser la version entiére de la transformée. Les performances des différents
opérateurs lifting quinconce figurent dans les tableaux TAB. 5.4, TAB. 5.5 et TAB. 5.6.

| SB1 | débit (en bpp) | TC | SB2 | débit (en bpp) | TC [ débit total (en Ko) |

SL(2,2) S 6,454 1,549 6,455 1,549 199,69
SL(4,2) S 6,368 1,571 6,367 1,571 196,99
SL(6,2) S 6,359 1,672 1,364 1,571 196,81
| Nimes Quinconce | débit (en bpp) | TC || débit total (en Ko) |

SL(2,2) NS 5,083 1,671 185,10

SL(9,7) NS 5,753 1,738 177,98

SL(4,2) NS 5,610 1,782 173,56

SL(6,2) NS 5,480 1,825 169,54

TAB. 5.4 — Image NIMES : Schéma lifting (SL) pour des filtres séparables (S) ou non-
séparables (NS). Le schéma lifting est suivi de la version béta du codeur EBWIC.

Les résultats sont comparés avec le codage par transformées séparables de SB1 et de
SB2, les sous-bandes générées par les deux barrettes CCD. Rappelons que la technologie
SPOTS5 réalise un codage séparé des sous-bandes & 1’aide d’'une DCT. Dans notre étude, le
codage séparé des sous-bandes est réalisé & ’aide de différents schémas lifting séparables, qui
offrent de bien meilleurs résultats que la DCT. Le codage de I'image quinconce est largement
plus performant que celui des deux canaux traités séparément. Le codage indépendant des
sous-bandes est loin d’étre optimal puisqu’il ne prend pas en compte les corrélations entre



5.7. Conclusion

157

‘ SB1 ‘ débit (en bpp) ‘ TC ‘ SB2 ‘ débit (en bpp) ‘ TC H débit total (Ko) ‘
SL(2,2) S 6.592 1.517 6,591 1,617 525,67
SL(4,2) S 6,486 1,542 6,485 1,542 517,22
SL(6,2) S 6,478 1,544 6,480 1,543 516,70

| Nimes Quinconce | débit (en bpp) | TC || débit total (Ko) |
SL(2,2) NS 6,195 1,614 494,05
SL(9,7) NS 5,932 1,636 473,08
SL(4,2) NS 5,826 1,716 164,62
SL(6,2) NS 5,700 1,754 454,58

TAB. 5.5 — Image NICE :

séparables (NS). Le schéma lifting est suivi de la version béta du codeur EBWIC.

Schéma lifting (SL) pour des filtres séparables (S) ou non-

| SB1 | débit (en bpp) | TC | SB2 | débit (en bpp) | TC || débit total (Ko) |
SL(2,2) S 5,647 1,771 5,652 1,769 460,79
SL(4,2) S 5,581 1,792 5,582 1,791 455,24
SL(6,2) S 5,586 1,790 5,590 1,790 455,77
‘ | débit (en bpp) | TC || débit total (Ko) |

SL(2,2) NS 5,210 1,919 424,94

SL(9,7) NS 5,064 1,975 413,03

SL(4,2) NS 4,901 2,040 399,74

SL(6,2) NS 4,797 2,084 391,26

TAB. 5.6 — Image MARSEILLE : Schéma lifting (SL) pour des filtres séparables (S) ou
non-séparables (NS). Le schéma lifting est suivi de la version béta du codeur EBWIC.

les deux sous-bandes. Un codeur quinconce est plus adapté aux traitement des images
acquises sur des grilles d’échantillonnage quinconce.

5.7 Conclusion

Le schéma lifting quinconce est un atout majeur dans le traitement des images qui mé-
rite d’étre développé et davantage exploité. La transformée en ondelettes bidimensionnelle
non-séparable est réputée pour étre lourde en calculs, plus complexe & implémenter et offrir
de moins bons résultats face aux transformées en ondelettes séparables. Le schéma lifting
par des propriétés lui permet de réduire le nombre d’opérations de facon conséquente. Il
offre une solution au probléme de la complexité du filtrage par transformée non-séparable.

Certaines images nécessite un traitement quinconce qui est plus adapté a leurs pro-
priétés et leur a leur schéma d’acquisition. Le schéma lifting permet de procéder & une
transformée quinconce moins onéreuse. Les méthodes d’optimisation proposées permettent
d’améliorer les performances du filtrage. Les gains en qualités SNR entre un schéma lifting
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et le schéma optimisé varie entre 0,4 et 0,6dB, pour des opérateurs de méme longueurs.
Ce gain est important compte tenu que la comparaison se fait uniquement au niveau du
filtrage. En effet, seul le filtre change au sein de la chaine de codage.
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F1G. 5.10 — Comparaison sur I'image NiMES (CNES) du rapport PSNR - taux de compres-
sion pour une implémentation lifting de filtres 2D non-séparables (SL(6,2) et SL(9,7)) et
un schéma lifting quinconce optimisé ((SL(6,2) optimisé et SL(6,4) optimisé).
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F1G. 5.11 — Comparaison sur 'image NICE (CNES) du rapport PSNR - taux de compression
pour une implémentation lifting de filtres 2D non-séparables (SL(4,2), SL(6,2) et SL(9,7))
et un schéma lifting quinconce optimisé ((SL(4,2) optimisé, SL(6,2) optimisé et SL(6,4)
optimisé).
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F1G. 5.12 — Comparaison pour I'image NIMES (fournie par le CNES) du rapport entre les
normes L1, Lo de l'erreur de reconstruction et le taux de compression pour une implémen-
tation lifting de filtres bidimensionnels non-séparables (SL(6,2) et SL(9,7)) et un schéma
lifting quinconce optimisé ((SL(6,2) optimisé et SL(6,4) optimisé).
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F1G. 5.13 — Comparaison pour 'image NICE (fournie par le CNES) du rapport entre les
normes L1, Ly de 'erreur de reconstruction et du taux de compression pour une implé-
mentation lifting de filtres bidimensionnels non-séparables (SL(4,2), SL(6,2) et SL(9,7))
et un schéma lifting quinconce optimisé ((SL(4,2) optimisé, SL(6,2) optimisé et SL(6,4)
optimisé).
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FiG. 5.14 — Comparaison visuelle sur NiMES pour un taux de compression de 5.Les images
sont comprimées avec les schémas lifting quinconces : a. (9,7), b. (6,4) optimisé, c. (6,2),
et d. (6,2) optimiseé.
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Fi1G. 5.15 — Comparaison pour 'image GOLDHILL (site UCLA) du rapport PSNR - taux
de compression pour une implémentation lifting de filtres bidimensionnels non-séparables
(SL(4,2), SL(6,2) et SL(9,7)) et un schéma lifting quinconce optimisé ((SL(4,2) optimisé,

SL(6,2) optimisé et SL(6,4) optimisé).
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PSNR
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F1aG. 5.16 — Comparaison pour 'image CAFE2 (source JPEG2000) du rapport PSNR - taux
de compression pour une implémentation lifting de filtres bidimensionnels non-séparables
(SL(4,2), SL(6,2) et SL(9,7)) et un schéma lifting quinconce optimisé ((SL(4,2) optimisé,
SL(6,2) optimisé et SL(6,4) optimisé).
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F1G. 5.17 — Comparaison sur I'image N1CE (CNES) du rapport PSNR - taux de compression
pour une implémentation lifting de filtres 2D non-séparables (SL(9,7)) et un schéma lifting
quinconce optimisé ((SL(4,2) optimisé, SL(6,2) optimisé et SL(6,4) optimisé) et SL(6,4)

optimisé (version 2).
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PSNR

3 5 7 9 11 13 15

Taux de compression
—-¢— Filtres (9,7) (TOR-S) — =+—-Filtres (9,7) (TOR-NS) ——SL (6,2)
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F1G. 5.18 — Comparaison pour l'image GOLDHILL (site UCLA) du rapport PSNR - taux de
compression pour une implémentation lifting de filtres bidimensionnels séparables SL(9,7)
(TOR-S) et de filtres non-séparables (SL(4,2), SL(6,2) et SL(9,7)) et un schéma lifting
quinconce optimisé ((SL(6,2) optimisé, SL(6,4) optimisé et SL(6,4) optimisé (version 2)
avec prise en compte du bruit de quantification. (dans les légendes S désigne le terme
séparable et NS désigne le terme non-séparable).
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F1G. 5.19 — (a) : MARSEILLE : image satellite fournie par le CNES.
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FiG. 5.20 — NICE : Image satellite fournie par le CNES.
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Fia. 5.21 — NIMES : Image satellite fournie par le CNES.
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F1G. 5.22 — GOLDHILL (référence UCLA).
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Fi1G. 5.23 — CAFE2 : Image extraite de CAFE (référence JPEG2000).






Conclusion et perspectives

Conclusion

L’ensemble des travaux présentés s’inscrit dans le cadre de la compression d’images fixes.
Il porte principalement sur I'étape transformée de la chaine de codage. Les transformées
sont étudiées et définies dans le cadre de 'imagerie quinconce. Aussi, nous nous sommes
intéressé & la définition et la réalisation de transformées en ondelettes bidimensionnelles
non-séparables. Les avantages sont premiérement une transformée qui se basent sur une
analyse multirésolution deux fois plus fine que dans le cas séparable. En outre, elle n’utilise
qu’une seule ondelette au lieu de trois pour le cas séparable, et permet ainsi de décomposer
une image en deux canaux et non quatre. Les filtres utilisés sont non-séparables, de forme
diamant, et sont moins anisotropes que les filtres séparables. Dans la pratique, le traitement
des images par des transformées, définies sur une grille quinconce, offre plusieurs intéréts.
Par exemple, certaines cartes vidéo récentes (GeForce3) définissent une image quinconce
de résolution v/2 fois supérieure & la résolution affichée afin d’obtenir la meilleure défini-
tion possible. En outre, le systéme d’acquisition SPOT 5 (du CNES) utilise deux barrettes
de capteurs CCD qui définissent des images échantillonnées en quinconce. Sa fonction de
transfert de modulation a un support fréquentiel proche du support quinconce. Les images
acquises & partir de tels instruments doivent faire I’objet d’un traitement adéquat pour
exploiter au mieux leurs caractéristiques fréquentielles. Une transformée pyramidale quin-
conce est manifestement plus appropriée qu’une transformée séparable pour des images
acquises par ce type d’instruments. Cependant, la transformée non-séparable développée
sur des grilles d’échantillonnage quinconce présente deux problémes majeurs. La construc-
tion de filtres présentant les propriétés de reconstruction parfaite, de biorthogonalité et de
régularité ne constitue pas un probléme trivial. En outre, sa complexité d’implémentation
en fait un facteur discriminant au sein d’une chaine de codage qui requiert un minimum
d’opérations. Ces deux difficultés sont la cause d’un faible engouement pour les techniques
de compression basées sur des transformées non-séparables.

L’enjeu de cette thése était de définir des transformées adaptées aux images acquises
sur des grilles d’échantillonnage quinconce. Il consistait, en outre, a trouver des filtres
moins colteux ayant de bonnes caractéristiques. Le schéma lifting permet dans le cadre
des signaux 1D de développer une implémentation de la transformée en ondelettes moins
coliteuse qu’une implémentation usuelle en banc de filtres. Aussi, les travaux présentés ont
pour objet le développement du schéma lifting quinconce et son évaluation dans cadre de
la compression d’images.

Notre contribution théorique, traitée dans la deuxiéme partie, se résume en deux étapes.



174 Conclusion et perspectives

Dans un premier temps nous avons introduit une implémentation lifting de filtres bidimen-
sionnels non-séparables. Dans un second temps, nous avons défini des opérateurs lifting
efficaces en tentant d’optimiser les performances du filtrage pour la compression.

Au chapitre 2, nous proposons une factorisation dans le cadre de filtres bidimensionnels
non-séparables dont la la transformée en z correspond & un polyndéme en (z;n + 2z, + zy + 2y 1).
Ces filtres présentent des symétries octogonales. La méthode proposée nous rameéne a dé-
finir les calculs dans le cas 1D, grace a l'application de la transformée de McClellan. Pour
une meilleure lisibilité des résultats, nous avons introduit les équations relatives au schéma
lifting quinconce bidimensionnel. Nous avons ensuite exposé les avantages intrinséques au
lifting. Ces avantages sont analogues au cas du schéma lifting 1D. La transformée en on-
delettes quinconce implémentée par un banc de filtres classique est en régle générale non
séparable. L’emploi d’une telle transformée présente un inconvénient important face aux
transformées bidimensionnelles séparables, dans le sens ou elle requiert un nombre d’opé-
rations plus conséquent. Ainsi, la complexité d'un filtrage par transformée en ondelettes
quinconce souléve un réel probléme. L’implémentation en schéma lifting apporte une solu-
tion au probléme par une réduction de la complexité. Nous avons mis en évidence le gain
relatif au nombre d’opérations requises par les deux implémentations (lifting et classique)
de la transformée en ondelettes. Le gain est d’autant plus important que le filtre & implé-
menter est long et donc colteux. Les propriétés du filtrage par schéma lifting dépendent
entiérement des propriétés relatives au banc de filtres associé.

Au chapitre 3, nous proposons une méthode de construction d’opérateurs lifting quin-
conce adaptés aux propriétés statistiques des données auxquelles le schéma est appliqué. La
construction des opérateurs a pour principe d’optimiser les performances de la chaine de
codage, et d’offrir une décorrélation optimale. La méthode proposée se base sur un schéma,
a deux pas lifting et peut étre exploitée pour tout type d’échantillonnages réguliers. Dans
notre étude, elle est exploitée pour des échantillonnages quinconce. Le processus d’opti-
misation définit en premier lieu un opérateur de prédiction. Le choix de l'opérateur est
trés important afin de pouvoir parvenir & une compression efficace. En effet, ’opérateur de
prédiction détermine la sous-bande haute fréquence qui contient peu d’information. Le pas
de prédiction retourne un signal dont 1’énergie est concentrée sur un petit nombre de coef-
ficients. Le codage permet de gagner en débit principalement dans ce type de sous-bandes.
La densité de probabilité du signal peut étre approximée par une gaussienne généralisée. Le
codage est plus performant sur un signal de faible variance. Le critére utilisé pour définir
le pas de prédiction consiste & minimiser la variance de la sous-bande haute fréquence.
Le pas de mise a jour détermine le signal basse résolution. Ce signal n’est que faiblement
comprimé, contrairement & la sous-bande haute fréquence. Il contient ’information essen-
tielle & une bonne reconstruction du signal original. L’opérateur de mise & jour est défini
de facon & minimiser ’erreur de reconstruction suite & des dégradations dans I'image haute
fréquence. Deux cas ont été présentés en ce qui concerne la définition des critéres d’op-
timisation. La premiére méthode cherche & définir I'image basse fréquence et 1’opérateur
de mise & jour les plus fiables possibles. L’opérateur est donc défini en imposant une re-
construction optimale & partir de la seule image basse fréquence. Le signal haute fréquence
est supposé perdu. Cette construction permet de s’adapter au cadre des applications qui
admettent une progressivité en résolution. Le deuxiéme cas est, quant & lui, plus adapté
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aux algorithmes d’allocations de débit et prend en compte l'erreur de quantification. L’op-
timisation de filtres est exploitée dans le cadre du schéma lifting quinconce. Les détails
de I’application et les performances ont été donnés au chapitre 5 & travers une évaluation
qualitative de la méthode.

Dans la troisiéme partie, nous avons abordé un aspect plus pratique par une évaluation
des performances des méthodes proposées.
Au chapitre 4, nous avons proposé une implémentation au fil de I’eau de la transformée en
ondelettes par schéma lifting quinconce. Les gains en mémoire et en nombres d’opérations
par pixel sont évalués. Ils mettent en évidence 'amélioration apportée par cette implémen-
tation qui permet une économie de mémoire de filtrage assez importante. La transformée
en ondelettes séparable implémentée au « fil de I’eau » procure de bien meilleurs résultats.
La transformée non-séparable est deux fois plus fine en résolution. L’introduction de réso-
lutions intermédiaires décuple le nombre de décompositions et entraine une augmentation
de la taille de la mémoire tampon nécessaire au filtrage. En outre, l'implémentation de la
transformée en ondelettes non-séparable par schéma lifting réduit le nombre d’opérations
arithmétiques requises pour le filtrage. Nous avons mis en évidence le gain entre une implé-
mentation lifting et une implémentation par bancs de filtres. L’implémentation lifting est
définie par la méthode de « factorisation » énoncée au chapitre 2.2. Le nombre d’opérations
arithmétiques est réduit de maniére significative par une implémentation en lifting. Pour
les filtres (9,7), le gain en nombre d’opérations de I'implémentation lifting quinconce par
rapport a I'implémentation par banc de filtres est égal & facteur 3,59. La complexité du
filtrage était jusqu’alors un facteur discriminant face a la simplicité d’implémentation de
la transformée en ondelettes séparable. Pour les filtres (9,7), le gain entre une transformée
séparable et un non-séparable est de 2,14 pour une implémentation par banc de filtres. Le
gain entre le schéma lifting séparable et le quinconce tombe & 1,14. Ces résultats montre
que le lifting permet de diminuer le rapport de la complexité entre une transformée sé-
parable et une non-séparable. L’implémentation par schéma lifting révéle des cotits calcul
permettant & la transformée non-séparable de venir concurrencer la transformée séparable.
Les avantages qu’offre une implémentation de la transformée en ondelettes quinconce par
schéma, lifting sont importants au niveau de I'implémentation. Nous proposons une implé-
mentation au fil de I'eau du schéma lifting quinconce. Les cotits de I'implémentation et le
gain en mémoire et en complexité par rapport au filtrage par banc de filtres sont évalués
de maniére théorique.
Le chapitre 5 donne une évaluation qualitative des méthodes développées. Nous avons
présenté deux cadres d’étude. L’'un porte sur des images naturelles échantillonnées sur
des grilles carrées, ’autre sur des images satellites définies sur des grilles d’échantillon-
nage quinconce. Nous avons vu dans quel cas la transformée en ondelettes quinconce offre
un intérét. Et nous avons étudié les performances des filtres optimisés. Le schéma lifting
quinconce est un atout majeur qui mérite d’étre développé. La transformée en ondelettes
bidimensionnelle non-séparable est réputée pour étre lourde en calculs, plus complexe & im-
plémenter et offrir de moins bons résultats face aux transformées en ondelettes séparables.
Le schéma lifting par des propriétés lui permettant de réduire le nombre d’opérations de
facon conséquente, renvoie le probléme de la complexité & un autre plan et peut venir de ce
point de vue se comparer aux filtres séparables. Le gain entre les schémas lifting obtenus



176 Conclusion et perspectives

par factorisation et les filtres optimisés de méme longueur varie entre 0,4 et 0,6 dB pour
I’ensemble des images présentées. Ce gain est significatif étant donné que la comparaison
est réalisé pour un méme codeur. Seuls les coefficients des filtres varient. Cependant, pour
des images naturelles échantillonnées sur une grille carrée, la compression par transfor-
mée séparable reste toujours plus efficace. Le schéma lifting quinconce est plus efficace et
constitue un atout important dans le cadre d’applications et de données échantillonnées
directement sur grille quinconce.

Perspectives

Ces travaux constituent une étape dans la valorisation de la transformée en onde-
lettes non-séparable. L’implémentation en schéma lifting quinconce permet de réduire la
complexité de maniére significative. Les critéres d’optimisation permettent d’améliorer les
performances du filtrage. Ces travaux s’ouvrent sur plusieurs perspectives.

D’une part, nous pouvons envisager 1’application de la méthode d’optimisation & un
ensemble de données en se basant non plus directement sur une image mais sur un modéle.
Cette approche permettrait de ne plus avoir & transmettre automatiquement les coeffi-
cients des filtres. Par exemple, nous pourrions envisager un filtre efficace pour un ensemble
d’images satellite. Aussi, le filtrage s’accommoderait mieux des techniques de codage au
fil de 'eau. Ce nouveau critére serait cependant moins performant du fait qu’il ne soit
pas directement adapté aux données sources. Pour améliorer les performances et adap-
ter les opérateurs & un ensemble d’'images suivant un modéle, nous pourrions ajouter une
contrainte de régularité sur les filtres.

Dans le cadre des images satellite, il est plus économique de définir directement des
filtres de précision finie. Par exemple nous pourrions chercher la solution optimale et par une
recherche dichotomique définir le nombre rationnel le plus proche de la solution optimale.

Un autre axe de recherche consiste & généraliser la méthode de factorisation et d’ap-
pliquer I'optimisation dans le cadre de données échantillonnées sur des grilles hexagonales
ou autres (& dimension multiple). Les échantillonnages hexagonaux sont de plus en plus
répandus dans le cadre des maillages. Les filtres devraient alors étre définis dans le cadre
d’un échantillonnage régulier. Pour des maillages hexagonaux déformables, les coefficients
des filtres seraient pondérés selon la déformation envisagée.



(Glossailre et listes des abréviations

Glossaire

Données

Image : Signal fini & deux dimensions et & support compact (ou par exemple dans le cas
d’images de synthéses, elles peuvent avoir trois dimensions et étre représentées
en deux dimensions) . Les images sont la plupart du temps représentées en
mode point.

Image en mode point : Image congue sous la forme d’une matrice de points (pixels). Les
données images utilisées au cours de cette thése sont représentées en mode
point.

Filtrage

Filtrage passe-bas : Filtrage retournant les zones basses fréquences d'un signal.
Filtrage passe-haut : Filtrage retournant les zones hautes fréquences d’un signal.

Filtrage passe-bande : Filtrage retournant l'information contenue dans une certaine bande
fréquentielle.

Erreur

Aliasing : Recouvrement de spectre. La théorie de Shannon définit, pour tout signal, un
support délimité par la fréquence de Nyquist f.. Le support est défini par

[—J;—‘", %] En deca des limites de ce support, nous avons un phénomeéne de

repliement spectral.

Effet de bords : Dégradations apparentes aux limites du support du signal, liées & ’appli-
cation de filtres dans le voisinage de la bordure du support. En effet, un filtre
de taille supérieure a 1 «déborde» inévitablement du support de I'image quand
il est appliqué et centré aux limites du domaine définissant ’image. La gestion
de ce phénoméne est rappelée en annexe A 4.

Technique, matériel et éléments de mesure

numérisation : La numérisation est le procédé qui permet de coder I'information en mode
binaire (par un ensemble de bits).
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bit :

pizel :

Glossaire et listes des abréviations

Abréviation des termes anglais Binary digiT (chiffre binaire). Le bit est 1'unité
de base du systéme binaire utilisé par les systémes informatiques. Il correspond
a la plus petite unité d’information et de mémoire d’un ordinateur ou autre
systéme numérique. La combinaison de plusieurs bits permet de coder n’importe
quel type d’information. Par exemple dans la norme IEEE754, un nombre entier
est codé sur 8 bits, un réel est représenté et approximé par un nombre flottant
codé sur 32 bits (simple précision) ou sur 64 bits (en double précision).

Abréviation des termes anglais PICTure ELement (élément d’image). Le pixel,
représente le plus petit échantillon ou la plus petite unité homogéne d’une
image affichée & l’écran, il équivaut & un point. En réalité, pour des images
panchromatiques (monochrome), le pixel est un point. Pour des images couleur
(RGB), le pixel comporte trois points de couleur de base (rouge, vert, bleu).
Pour des images hyperspectrales, le pixel est un vecteur composé de n points
soit un point par bande spectrale (pour n le nombre de capteurs hyperspectraux
du systéme d’acquisition). La taille physique du pixel dépend de la résolution
de I'image .

bits par pizel (bpp) : Mesure permettant de calculer le nombre de bits nécessaires en

moyenne pour coder un pixel.

Capteurs CCD : (Charged Couple Device - Capteur & transfert de charges). Les capteurs

utilisés pour l'acquisition d’image sont des photodétecteurs (cellules photoélec-
triques) qui transforment ’énergie lumineuse regue en énergie électrique. Les
capteurs CCD sont organisés en barrettes de photodiodes.

Liste des abréviations

Filtres

FCQ (ou CQF) : Filtre Conjugué en Quadrature
FQM (ou QMF) : Filtre Miroir en Quadrature (Quadrature Mirror Filter 1.2.3.3)
FTM (ou MTF) : Fonction de Transfert de Modulation (Modulation Transfer Function)

Transformeée

DCT ou TCD : Transformée en Cosinus Discréte (Discréte Cosine Transform)

DFT ou TFD : Transformée de Fourier Discréte (Discrete Fourier transform)

DWT ou TOD : Transformée en Ondelettes Discréte (Discret Wavelet Transform)

FWT ou TOR : Transformée en Ondelettes Rapide (Fast Wavelet Transform)

SL : Schéma lifting. Cette abréviation ne fait pas partie des abréviations usuelles
comme la DCT DFT, ... Elle est surtout utilisée dans le but d’éviter trop de

lourdeur dans les légendes de courbes ou de tableau.

WT ou TO : Transformée en Ondelettes (Wavelet Transform)
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Codeur
EBWIC : Efficient Bit allocation Wavelet Image Coder. EBWIC est un codeur développé
au sein du laboratoire i3s,

JPEG : Joint Photometric Expert Group (Groupe d’experts commun en photomé-
trique). JPEG est un standard de compression d’images numériques faisant
partie des normes ISO.

JPEG 2000 : Joint Photometric Expert Group 2000

MPEG : Motion Picture Expert Group; MPEG rassemble une famille de formats stan-
dards utilisés pour le codage numérique de I'information audio -visuelle (sé-
quences vidéo, musique, ..). Un comité de normalisation de I'ISO assure le
développement et la standardisation de la norme MPEG.

Unité de mesure
bpp : Bit par pixel (Bit Per Pixel). Cette unité permet de mesurer le nombre de bits
utilisés en moyenne pour coder un pixel de ’image.

Mesure

EQM ou MSE : Erreur des Moindres Carrés ou Erreur Quadratique Moyenne (Mean Square
Error)
SNR ou RSB : Rapport Signal & Bruit ( Signal to Noise Ratio)

PSNR ou PRSB : Pic du Rapport Signal a Bruit (Peak Signal to Noise Ratio)
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Annexe A

Compléments sur les grilles
d’échantillonnages quinconce

Cette annexe délivre un complément d’informations sur le filtrage quinconce et une
description théorique des données, ainsi que leur mise en forme en vue de leur implémen-
tation. Les détails décrivant la forme des filtres sont donnés dans le cas particulier des
filtres de forme diamant. Dans un premier temps, la mise en ceuvre de la transformée
en ondelettes est clarifiée par I’apport de précisions sur la représentation (sur des grilles
d’échantillonnages carré et quinconce) des données et des filtres en fonction de la résolution
de "image. Dans un second temps, le méme ensemble de précisions est présenté dans le
cadre du schéma lifting quinconce. Enfin, partant du constat que l’ensemble de ces mé-
thodes génére des effets de bords lorsqu’elles sont appliquées a 'image, nous décrivons le
mode de gestion des problémes de bords.

A.1 Grille quinconce

L’analyse multirésolution avec un facteur de résolution v/2, introduite par Feauveau [38],
définit la suite des espaces d’approximations {V} jelz C L2 (]RQ) d’une fonction f appar-
2
tenant 3 L2 (RQ). La projection d'une image f € L? (RZ) sur la famille des espaces emboités
{V; }j c 17 retourne une suite de signaux bidimensionnels s; de résolution 277. La transfor-
2

mée en ondelettes rapide est une transformée multiéchelle (Fig. A.1), mise en ceuvre par
un banc de filtres (h,g). Elle procéde a un changement de résolution associé aux filtrages

passe-bas et passe-haut. Son application & s -1, I'approximation de f de résolution 2_j+%,
2

retourne une approximation s; de résolution 277 et I'image de coefficients d’ondelettes,

d;, caractérisant les détails perdus lors du changement de résolution. Le banc des filtres

duaux (71, §> réalise la transformée multiéchelle en sens inverse et affine ’approximation de
Iimage f en augmentant la résolution (voir 1.2.3.3). Le facteur de résolution inter-échelle
est égal & /2, c’est & dire que les données sont dilatées d’un facteur v/2 entre deux ap-
proximations successives allant de la plus grossiére vers la plus fine (lors de la transformée
en ondelettes inverse). Le changement de résolution demeure, en réalité, une opération un
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FiG. A.1 — Décomposition multiéchelle avec un facteur de résolution L (/2 par abus de
langage)

peu plus complexe que la simple dilatation, il est réalisé par ’application de la fonction
L(z,y) = (z +y,z —y). L permet d’accroitre la résolution, tandis que L ! la réduit. En
somme, la fonction de dilatation L agit comme un facteur de résolution. L se compose

d’une symeétrie orthogonale (induisant une symétrie sur I'image) et d’une homothétie de
K

rapport v/2 et d’angle 7- La fonction L est appliquée a ’ensemble des indices de I'image.

Ainsi, un point de coordonnées (ng,ny) de I'image s; se reporte, aprés filtrage, sur le
point de coordonnées L (ng,n,) de 'image de plus haute résolution S;_1 (cf. Fig. A.1). De
2
méme, le point (ngz,n,) de I'image de coeflicients d; de résolution 277 se référe au point
L (ng,ny) + (1,0) de 'image s,_1.
2
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FiG. A.2 - Décomposition multiéchelle avec un facteur de résolution /2



A.2. Détails pour I'implémentation 185

La transformée en ondelettes rapide se compose du filtrage auquel s’ajoute un sous-
échantillonnage, ou un sur-échantillonnage dans le cas d’une transformée inverse. Afin de
sous-échantillonner de maniére réguliére le réseau de points de Z? restreint au support
de 'image considérée, il suffit de ne conserver qu'un point sur deux & chaque ligne, avec
un décalage d'un pixel sur les lignes d’indice impair. En ce qui concerne les images de
détails, le décalage s’exécute sur les lignes d’indice pair. Aussi, une représentation plus
classique de la transformée multiéchelle, illustrée par la figure (Fig. A.2), ne tient compte
que du facteur de dilatation v/2, sans prendre en considération la symétrie et le changement
d’angle de ’homothétie. Ce mode de représentation montre de maniére plus ostensible la
pyramide multirésolution et les opérations de sur ou sous-échantillonnages. Les signaux s;
sont échantillonnés sur une grille carrée dans le cas ou j € Z et sur une grille quinconce
dans le cas ou j € %Z \ Z. Le banc de filtres (h, g) réalisant la transformée en ondelettes
rapide est appliqué aux différentes images s; (j € Z) autant de fois que nécessaire pour
diminuer la résolution de 'approximation jusqu’a l’obtention de l’approximation désirée.
En théorie, le banc de filtres (h,g) est employé indépendemment de la résolution 277 de
Iimage (Fig. A.1). En ce qui concerne la représentation classique (Fig. A.2), le banc de
filtres (h, g) met en ceuvre la transformée en ondelettes pour les images s; avec j € Z, mais
il ne s’applique pas directement & 1’image quinconce 3;- (j € %Z \ Z). Les opérations de
changement de résolution qui n’ont pas été prises en compte lors du calcul de s;- doivent
nécessairement se répercuter sur le banc de filtres, afin d’exercer un filtrage identique au
filtrage théorique. Les filtres (h',g') sont définis en opérant une rotation d’angle T et une
symeétrie orthogonale sur les filtres (h, g), comme le montre la figure (Fig. A.3).

(o]
’3 W@OQJ‘
>

(a)

Fig. A.3 — (a) Exemple de filtres h (respectivement g ) et (b) filtres A’ (respectivement
g') correspondant. Les filtres h et g sont employés pour des images échantillonnées sur une
grille carré tandis que les filtres h’ et ¢’ sont employés pour des images échantillonnées en
quinconce.

A.2 Détails pour I'implémentation

En pratique, la structure des données doit ouvrir l'accés & une implémentation flexible
et surtout peu onéreuse en espace mémoire. La représentation d'une image s; pour j €
Z., échantillonnée sur une grille carrée, est triviale. Celle des images approximées a des
résolutions non entiéres est plus complexe. Les représentations théorique s; et classique
39- pour j € %Z \ Z ne conviennent pas, étant donné qu’on ne dispose pas de descriptif
sous forme matricielle évident & part par I'insertion de zéros (méthode trop onéreuse). La
méthode employée pour représenter ’image sur un ensemble de données plus compact est
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F1G. A.4 — Grilles quinconces et grilles quinconces projetées

de prendre 'image s;-, de la dilater d’un facteur v/2 et d’opérer un décalage des coefficients
sur les lignes, comme il est montré dans la figure (Fig. A.4). Le banc de filtres appliqué
a ce type d’images est montré et illustré par un exemple dans la figure (Fig. A.5). Les
coefficients du banc de filtres (h',g') sont eux aussi décalés en ligne. Le décalage n’est pas
effectué de la méme maniére pour h' et pour ¢’ puisque le sous échantillonnage n’est pas
tout & fait identique (voir Fig. A.4).

A.3 Filtrage par schéma lifting quinconce

Le schéma lifting s’apparente & la transformée en ondelettes rapide. Le lifting opére
une transformée multiéchelle selon un principe de filtrage qui différe de la transformée
en ondelettes classique. La transformée comporte une étape de sous-échantillonnage en
fin de cycle (suite au filtrage). En revanche, le lifting débute par un filtrage simple et
trivial au moyen d’une transformée du type Haar ou polyphase. Elle se poursuit par un
sous-échantillonnage. Il s’ensuit ’obtention de deux sous-images de plus faible résolution.
La majeure partie du filtrage est ensuite réalisée sur les deux composantes de plus faible
résolution (voir Fig A.6). Pour souligner ces dires, les équations du schéma lifting quinconce,
déterminées au Chapitre 2, sont rappelés ci-aprés. La premiére étape se compose donc d’une
transformée triviale (h(o), g(o)) du type Haar ou polyphase, et d’'un sous-échantillonnage :

s [nasny) = 3 WO [=k]s;_1 [L(n) — K

kez? A.
A [nayny] = 3~ ¢ [=k]s;_1 [L(n) + (1,0) — K A
k€Z2

Par suite, intervient un ensemble de M opérateurs {U(l),P(l)}KKL (avec M = 2L),

spécifiant les M pas lifting primaux et duaux qui composent le schéma. Les équations (A.2)
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ffey f
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(d)

Fia. A.5 — (a) Exemple de filtre h ou g, (b) filtre ' ou ¢’ correspondant,(c) Décalage sur
les coefficients du filtre h' et (d) Décalage sur les coefficients du filtre ¢’

décrivent les différentes opérations lifting pour [ allant de 1 & L :

s [ng,ny) = 587V ng,ny) = S U KAV [ng — kg — ko)
0 (1) e~ ) 1 0 (A.2)
i’ [ng,my) = d ) [ng,ny] = > PO K] s3” [ng — ki, my — ko]
k€Z2

Le filtrage réalisé par (h(o), g(O)) est analogue au filtrage pratiqué lors d’une transformée
en ondelettes rapide. En fait, I’équation (A.1) désigne tout simplement une transformée en
ondelettes rapide en dimension 2 mise en ceuvre par les filtres (h(o),g(o)). Afin de prendre
connaissances des détails explicitant le processus de filtrage pour des résolutions ration-
nelles ou réelles, il convient de se référer a la premiére partie du chapitre (A.1, A.2). Les
opérateurs lifting {U(l), PO }1 <1<, différent, quant a eux, des filtres observés jusqu’a preé-
sent. Leur intervention au cours du traitement est postérieure au changement de résolution
réalisé lors du filtrage initial et & 'opération de sous-échantillonnage. En conséquence, au-
cun facteur d’échelle n’intervient lors de I'implémentation des différents opérateurs lifting.
Ainsi, les opérateurs ne peuvent mettre en ceuvre la transformée pyramidale & eux seuls.
Le lifting nécessite un filtrage préalable permettant d’acquérir les deux sous-signaux de
plus faible résolution (A.1). En outre, si le schéma lifting correspond & une transformée
en ondelettes rapide mise en ceuvre par un banc de filtres bidimensionnels de forme dia-
mant appliqué a 'image Sj 1y les opérateurs lifting {U(l),P(l)}1 <l<M s’appliquent aux
@ 40

i }1515M
carrée résulte du fait que les opérateurs ne sont pas appliqués a 'image originale, mais
aux images sous-échantillonnées et réduites par l'application de L. En effet, imaginons
le cas ou le changement d’échelle et le sous-échantillonnage soient appliqués en fin de

diverses sous-images {s et sont de forme carrée (voir Fig. A.7). La forme

cycle, alors les opérateurs lifting sur-échantillonnés {Ué%, P‘é%}1<l<M sont appliqués aux

échantillons de s._1 de somme d’indices impaire (pour Ué%) et paire (pour Pé(%) Notons

i=s
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F1G. A.7 - Exemples d’opérateurs (a) P® et (b) U®

que 'image s i1 est modifiée par chaque pas lifting. Les opérateurs {Ué%,Pé%}KKM
sont de forme diamant. La figure (Fig. A.8 en (a) et en (b)) en donne une représentation
graphique. Le changement de réfolution effectué a 'aide de l'opérateur L' se compose
d’une homothétie de rapport 272 et d’angle 7 suivie d'une symétrie orthogonale. L’opé-
rateur L' plus le sous-échantillonnage permettent de retomber sur les opérateurs lifting

{U(l),P(l)}KKM. Dans le cas ou seul le changement d’échelle est réalisé¢ (Fig. A.6), les

opérateurs {U'(l),P’ appliqués aux deux composantes échantillonnées sur des

2 }1§l§M’
RORFIO)

rilles uinconce{ . . }
8 q 7770 Jo<i<m

, sont obtenus & partir de {U(l), P(l)}1<l<M par rotation
d’angle —% et de symétrie orthogonale, ou & partir de {Ué%,Pé%}KKM par dilatation

d’un facteur 272 et sous échantillonnage. La figure (Fig. A.8 en (c) et en (d)) donne une
représentation graphique des filtres {U' O, pr® }1 <l<M-
A.4 Gestion des problémes aux limites du support

L’application d’une transformée en ondelettes rapide & une image génére des problémes
aux alentours des limites du support de I'image. En effet, I'image n’est pas un signal infini.
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Fi1G. A.8 — Filtres P et U quinconces

Elle est restreinte & un domaine borné. L’application de filtres aux limites du support
de l'image génére la plupart du temps des débordements. En effet, certains coefficients
du filtres sont appliqués au deld du domaine de définition de l'image. Il existe plusieurs
méthodes afin d’éviter tout probléme de ce genre. Toutes ces méthodes permettent d’élargir
I'image (de maniére purement théorique). La premiére consiste & prolonger les bords par
Iinsertion de zéros, la deuxiéme consiste & considérer l'image comme une mosaique et
de reproduire 'image de chaque coté de l'image. La derniére méthode, exploitée dans
nos expérimentations, consiste & symeétriser les bords. La symétrie est entiérement décrite

TGk k] ]
i (hlg|nhli i |h|g]

i Thg[nh[i [n]g oo XK 1 \feg eg
IBAcaORC 00 G . BRg
A oSO 0.0 05 S
(a).C blalb|c|b|a QQQ@QQQQ (b) c|b clbla]

F1G. A.9 - Gestion des effets de bords pour une grille carré (a), une grille quinconce (b),
et une grille quinconce décalée (c). Les points grisés illustrent les pixels de l'image et les
blancs illustrent les pixels obtenus par symétrie.

par les figures (Fig A.9). Les points représentant les pixels de I'image sont grisés et les
points obtenus par la symétrie sont représentés en blanc. La figure (Fig A.9 (a)) donne
un exemple pour un échantillonnage carré. En ce qui concerne ’échantillonnage quinconce,
deux illustrations permettre de comprendre comment la symétrie est appliquée pour une
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grille quinconce (Fig A.9 (b)) et une grille quinconce décalée (Fig A.9 (c)).



Annexe B

Complément sur le schéma lifting
quinconce et preuves

B.1 Preuve de la proposition 13

Cette annexe présente une démonstration de la proposition 13 établie au chapitre 2
dont I’énoncé est rappelé ci-dessous.

PROPOSITION 26 13
Soient h et h des filtres passe-bas & phase nulle et définis dans €% (R), alors il existe
une factorisation de la matrice

Py(z) = ( he(2)  —ho (27) )

ho(z)  he (zfl)

en schéma lifting, les opérateurs lifting P et (1 <1< L, 2L étant le nombre de pas
lifting) vérifiant

ﬁol(@:jl]:(é U(Lll)(Z))(p(L_ll)(z) (1)>X<10< 1/0K>’

telle que les 2L polynémes de Laurent z=*P®(22) et 2UW (%) (Vi € {1,...,L}) soient &
phase nulle.

Avant d’établir la preuve, nous rappelons certaines régles utilisées lors de la démons-
tration.

COROLLAIRE 27 Vn € N, le polynoéme z ™ + 2™ est un polynoéme en z ' + z.

Preuve : Définissons une série (Sy), telle que :

Sp=z""42"
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alors Sg = 2, S1 = z + z~!. D’autre part S, = 2" + 2z~ est défini par la relation de
récurrence :
Sp=2"+2"= (z + z_l) Sn—1— Sn—a

Posons ¢ = z + 2z~ ! et vérifions de maniére récursive que S, = 2" + 2" peut se récrire
sous forme d’un polynome appartenant a R[X].

So = 2 et S; = z sont des polynomes inclus dans R[X], la condition initiale est vérifiée. For-
mulons ’hypothése que S,,_2 et S,,_1 appartiennent & R[X] et montrons que S;, appartient
a R[X]. Comme S, = 2Sp,—1 — Sp—2, Sn € R[X]) et S, s’écrit sous forme d’un polynoéme
en z. Ainsi, 27" + 2" est un polynome de z + 2z~ 1. 0

COROLLAIRE 28 Soit la suite définie par

So=2
S1=X
Sp,=X8, 1—8, 9Vn € N\{O,l}

alors Vk € N*, Sy est une somme de monoémes de degré pair € R[X] et Soxy1 est une
somme de mondémes de degré impair € R[X]

Preuve : La preuve du corollaire s’obtient par récurrence.

— Conditions initiales : Sy = 2 est clairement un mondéme de degré pair et S7 est un
mondme de degré impair.

— Vérifions que si Sy, 9 est une somme de monomes de degré pair et Sy, 1 une somme
de mondmes de degré impair, alors Sy est une somme de monémes de degré pair et
Sok+1 une somme de mondmes de degré impair. Soit

Sor = X Sok—1 — Sok—2

Si Sor_1 est une somme de mondémes de degré impair alors X Sg; 1 est une somme
de mondmes de degré pair. So est donc une somme de monoémes de degré pair. Nous
montrons de fagon analogue que Sox11 = X Sor — Sox—1 est une somme de mondmes
de degré impair.
a
Preuve de la proposition : Soient h(z) et h(z) des filtres passe-bas unidimensionnels
symétriques en 0, posons g(z) = z *h (—271) et g(z) = 2 'h (—2!). Les filtres h et g
forment un banc de filtres procédant & la mise en oeuvre d’une transformée en ondelettes
biorthogonale et le banc de filtres défini par h et g réalise I'opération de synthése. La
factorisation de la matrice polyphase duale

Sy [ he(® Ge(2) \ _ [ he(2) —ho(z7')
P(z)=| ~ o =| =~ 1
ho(2) o (2) ho(z)  he (271)
permet d’obtenir une implémentation lifting de la transformée en ondelettes. Cette opéra-
tion, effectuée dans un espace non euclidien, n’admet pas de résultat unique. Néanmoins,

nous pouvons prouver l’existence d’une factorisation en schéma lifting définissant les opéra-
teurs P (z) et UY(2), telle que les polynomes de Laurent 21 PW (22) et 2UW" (22) soient
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symétriques en zéro. Une remarque préalable & la démonstration proprement dite permet
de recadrer le probléme et de ne considérer que les polynémes engendrant les différents
opérateurs lifting.

REMARQUE 29 L’ensemble des polynomes P (z) et UV (2) (V¢ € {1,...,L —1}) s’identi-
fie aux quotients successifs, notés q;(z), de la division «euclidienney des deux composantes
polyphases de h, soient he(z) et ho(z). Les quotients de la division «euclidienne» sont
déterminés de la maniére suivante :

he(z) = ho(2)q1(2) + r1(2)
ho(2) = r1(2)g2(2) + ra(2)
r1(z) = r2(2)g3(2) + r3(2)

rv—3(z) = ru—2(2)gm—-1(2) + K
rvM—2 = Kqu +0

avec L = [%] + 1. Le cas M impair se traduit tout simplement par l’assignation de
pIL-1) (z) = 0. L’adjonction de cet opérateur est purement théorique et permet de ne pas
singulariser le type de schéma traité. Une fois les filtres calculés, les pas lifting dont les opé-
rateurs sont identiquement nuls sont supprimés du schéma, puisque ces pas me provoquent
aucune modification dans les sous bandes.

Les deuz derniers pas lifting représentés par les polynomes U (z) et P (2) sont,
quant & euz, obtenus a partir de g(z) et de K le dernier reste non nul de la division.

gor 1(2) = u(2) )
g(2) = pO(2) vee{l,...,L—1}

K?s(z) = uP(z)
P (z) =0

Démontrer la proposition (138) revient & démontrer que les fonctions zqo—1 (22) et
2z gy (zz) sont symétriques en zéro pour les M premiers pas lifting, et que la fonction
K?%zs (22) est également symétrique pour le dernier pas.

Premier pas lifting : Preuve de l'existence d’un polyndéme ¢; vérifiant zq; (z2)
symétrique en zéro

Dans un premier temps, nous montrons I’existence de ¢i(z), un quotient de la divi-
sion «euclidienne» de he(2) par ho(z), vérifiant I'assertion zq; (2%) symétrique en zéro. Le
polyndme q; est en partie défini par la relation suivante :

~ ] (B.1)
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[q1] = deg qi +degq] désigne le degré de g1, et degq; et degg; les degrés des parties régu-

deg qi" degq;
liere | ¢f = 1(n)z" | et singuliére | g; = 1(—=n)z ™ | de la série de Laurent
91 q g 91 q
n=0 n=1

¢q1. L’application de z? au polynéme %e conduit aux égalités suivantes :

e (22) = ho () a1 () + 11 ()
e (2) = [ 1o ()] [z (22)] + 71 (+2)

L’hypothése h symétrique en zéro entraine Ee (22) et z_lﬁo (z2) symétriques en zéro. En

effet, si h est symétrique, h peut s’écrire de la maniére suivante :

77,(2:) = 2“: ﬁkz_k = ﬁo +2 za:ﬁk (z_k + zk) (B.2)
k=1

k=—a

A partir de l'équation (B.2) définissant ﬁ, nous déduisons les équations de ﬁe (z2) et

27 h, (z2) s’écrivant sous forme de polynémes symétriques en zéro :

k=1 (B.3)

2z hy, (z2) =2 hy (z72k+1 + z2k*1)
k=1

La symétrie du polynéme zq; (zz) se vérifie en deux étapes. La premiére consiste & montrer

I'existence d’une division de Ee (22) par z_lﬁo (z2) pour laquelle le quotient et le reste sont
symétriques en zéro. La seconde consiste & montrer que le quotient de cette division est un
polynéme de la forme zq; (2%), g1 vérifiant (B.1).

1. Nous allons maintenant établir la preuve de l’existence d'un couple de polynémes
symétriques en zéro, respectivement quotient et reste de la division euclidienne de
ﬁe (z2) par z*IEO (z2) La propriété de symétrie des polyndmes he (z2) et 2 th, (z2)
autorise le changement de variables suivant :

z+z ==z (B.4)

La faisabilité du changement de variables nécessite que les polynomes considérés

soient fonctions de (z + z_l). Consécutivement aux régles de symétrie, les polynémes
max

ﬁe (z2) et zilﬁo (22) s’écrivent sous la forme Z an (z_" + z") Le corollaire (27) in-
n=0

dique que (27" + 2") (Vn € N) est fonction de (z + 27 '). Ainsi, les polynémes h, (2?)

et 27 h, (z2) se définissent comme les sommes pondérées de polynémes fonction de

2~ ' + z, et par extension, ils sont aussi fonction de (z + zil). En conséquence, le
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changement de variables (B.4) peut s’appliquer a he (22) et 2z 1h, (22). 11 engendre
deux polynoémes ho(z) et hi(z) appartenant a ’espace euclidien R[X] :

m
ho(.’lt) = he(ZQ) =hy + Z ho; + S9; (B5)
i=1
hl(.r) == Z_lh ZhQH_l S2Z_|_1 (B.G)
=0

Dans ’espace Euclidien R[X], la division euclidienne est unique. Il existe donc un
unique couple (Qg, Rg) quotient et reste de la division de hy par h; dans R[X],

vérifiant :
ho(z) = h(z)Qe(x) + Ri(x) (B.7)
deg Ry < deghy )

Par le changement de variable inverse & (B.4), les polynomes Qg et Rg € R[X]
s’identifient aux polynomes (01 et Ry :

deg Qg degQp
— n
Z Qs(n Z Qr(n) (z+271)" = Qi(2)
degRE deg Qr

Z Rg(n Z Rg(n z+z_1)n:R1(z)

avec deg Q1 = 2deg Qg, deg Ry = 2deg Rg. Par ailleurs, deg hy = 2deg (%e (22)) et

deghi = 2deg (z_lﬁo (zQ)). De ces derniéres équations et de (B.7) se déduisent les
formules : ~ ~
he (2%) = 2 h, (2%) Q1 (2) + Ri(2)

deg Ry < deg (ﬁe (z2)) (B.8)

L’équation (B.8) certifie que le couple (Q1, R1) s’identifie au quotient et au reste d’une
division de h, (zz) par 2z 1h, (z2) La symétrie est évidente, puisque les polyndmes
Q1 et Ry sont des sommes pondérées de fonctions de la forme (z + zil)n, n € N.
Comme la somme pondérée de fonctions symétriques est une fonction symétrique, les
polynémes ()1 et Ri sont également symétriques.

2. La suite de la démonstration consiste a vérifier I’existence de polynémes ¢1(z) et 71 (z)
solution de (B.1) et satisfaisant Q1(z) = zq1(22), et Ri(z) = r1(2?). Considérons les
fonctions ho(z) et hi(z) définies par les équations (B.5) et (B.6). A ’aide de ces
équations et des corollaires (28) et (27), nous pouvons établir que hg est une somme
de monomes de degré pair et h; une somme de monomes de degré impair de R[X].

Gmaz

E anz?"

hl (.'L') — meaw b -1
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Posons

Amaz

A(z) = Z apz”  B(x) = ZZZ%E bpx"
n=0
Nous remarquons alors :
ho(z) = A (2?)  hi(z) =z 'B (2?) (B.9)
L’algorithme d’Euclide s’énonce :
31(Q, R) e RIX] | A(z) = B(x)Q(x) + R(z)

avec deg,(B) > deg,(R).
L’équation (B.9) entraine :

ho(z) = ha(z) - 2Q(z”) + R(z?)

avec deg (B (m2)) > deg (R (mQ)) et deg (B (332)) —deg (R (332)) = 0 mod 2. A partir
de ces deux derniéres relations se déduit l'inégalité : deg (x_lB (132)) > deg (R (wz))
La condition d’Euclide est vérifiée pour les polynomes ho(z) et hq(z). L’unicité de la
division euclidienne sur ’anneau R[X] implique I'identification Qg (z) = zQ(z?) et
Ri(z) = R(z?). Soit Q1(2) = Qe (z+2') = (z+ 2 1) Q (2 + 272+ 2) et Ri(z) =
RE (z+2') = R (224 272 +2). Les polynomes @1(z) et Ri(z) sont respectivement
des sommes de monomes de degré impair et pair. Il en résulte que Q1(z) est un po-
lynéme symétrique de la forme zq;(2z?) et Ry un polynome symétrique de la forme
r1(2%). En conséquence, Q1(z) caractérise un pas lifting puisqu'il est appliqué aux
échantillons d’indice impair.

Deuxiéme pas lifting et itération du processus :

Pour le pas lifting dual, nous avons la relation : hy(2) = r1(2) - g2(2) + 2(2), aussi :
271 ho(2%) = r1(22) - (21 qo(2?)) + 2 e (22)

Les polynomes & diviser 271 - hy(22) et r1(2?) sont des polynomes symétriques. La preuve
que z 1qo(2?) et z lry(2?) sont symétriques en zéro s’obtient de la méme facon que pour
le premier pas lifting. En itérant la démonstration, nous pouvons montrer que les 2(L — 1)
premiers pas lifting sont symétriques. Le résultat montre l’existence d’une factorisation
du vecteur ( he(2?) z the(2?) )T en schéma lifting telle que les filtres obtenus soient
symétriques.

Dernier pas lifting :

En ce qui concerne le dernier pas lifting, nous avons wu;(z) = K2s(z). Aprés le sur-
échantillonnage la transformée en z du filtre devient : zu;(22) = K22zs(22). Pour vérifier la
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proposition, il faut juste démontrer que zs(2?) soit effectivement symétrique en zéro. s(z)
est donnée par les relations suivantes :

9e(2) = he(2)s(2) + 92(2)
{ 9o(2) = ho(2)s(2) + g0(2) (B.10)

La propriété de reconstruction parfaite implique que

he(2) = go(z71) et ho(z) = —ge(z71).

En remplacant (B.1) dans (B.10) :

{ ho(z™") = he(2)s(2) — BY(=71)
he(271) = ho(2)s(2) + BO(z1)

A partir de (B.1) et aprés changement de variables, les égalités suivantes sont obtenues :

{;z(ﬁow?) h0(272)) = he(2) - (25(2%))
Re(z72) = W(z72) = 2 ho(22) - (25(22))

11 est facile de vérifier que les polynomes he(z 2) — hO(z 2) = ho(22) — h(22) et 2 ho(22)
sont symétriques. Aussi, le procédé mis en oeuvre auparavant est réutilisé afin de montrer
que le polynéme zs(2?) est symétrique en zéro. _

En conclusion, pour des filtres d’analyse et de synthése passe-bas h et h, il existe une
factorisation de la matrice polyphase en schéma lifting, avec P; et U; (pour i € {1..L}) les
opérateurs lifting, telle que 2~ ' P;(2?) et zU;(2?) soient symétriques.

d
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Schéma lifting quinconce pour la compression d’images

Résumé

Les travaux développés dans cette thése portent sur la transformée en ondelettes 2D
non-séparable appliquée dans le domaine de la compression d’images. L’implémentation
en schéma lifting réduit la complexité de la transformée. Notre premier objectif consiste
a factoriser un banc de filtres bidimensionnels non-séparables en schéma lifting quinconce.
La solution apportée s’applique aux filtres dont la transformée en z est un polynéme en
(zz +2;t+ zy + 2y 1). Nous proposons une implémentation au fil de ’eau du schéma lifting
quinconce. Les cotits de 'implémentation et le gain en mémoire et en complexité par rapport
au filtrage par banc de filtres sont évalués. Le second objectif consiste a définir un schéma
lifting en fonction des propriétés statistiques de 'image. Le but est de définir un schéma
optimisant les performances, en adéquation avec les méthodes d’allocation de débit. Ces
méthodes ont pour objectif de fournir un algorithme de compression approprié et efficace
pour des images directement échantillonnées en quinconce.

Mots-clés :

Transformée en ondelettes 2D non-séparables, schéma lifting quinconce, factorisation
2D, construction de filtres lifting, optimisation, compression d’images, image satellite.

Quincunx lifting scheme for images compression

Abstract

The work, presented in this thesis, concerns the application of the 2D wavelet transform
via quincunx lifting scheme to image compression. Lifting implementation reduces the
complexity of the transform. Our prime objective consists in factorizing non-separable
2D filter banks into quincunx lifting scheme. The solution brought applies to the filters
whose z-transform is a polynomial in (zz +271 + zy + 2y 1). We propose a stripe-based
implementation of the quincunx lifting scheme. We evaluate in a theoretical way the cost of
the implementation and the profit in memory and complexity compared to filtering by filter
bank. The second objective consists in defining the lifting operators by an adaptation to
the statistical properties of the images to encode. The goal is to define a scheme optimizing
the performances, in adequacy with the coders including a bit allocation method. These
methods aim to provide an algorithm suitable and efficient for directly quincunx sampled
images.

Keywords :

2D non-separable wavelet transforms, quincunx lifting sheme, 2D factorisation, lifting
operator design, optimization, image compresssion, satellite images.



