N

N
N

HAL

open science

Atome moyen variationnel dans les plasmas quantiques
Robin Piron

» To cite this version:

Robin Piron. Atome moyen variationnel dans les plasmas quantiques. Physique [physics]. Commis-

sariat A DI’Energie Atomique, 2009. Francais. NNT: . tel-00446558

HAL Id: tel-00446558
https://pastel.hal.science/tel-00446558
Submitted on 13 Jan 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-00446558
https://hal.archives-ouvertes.fr

ECOLE
POLYTECHNIQUE

Thése présentée pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE
Spécialité : Physique
par

Robin PIRON

Atome moyen variationnel dans les plasmas quantiques

(Variational Average-Atom in Quantum Plasmas, VAAQP)

Soutenue publiqguement le 27 novembre 2009 devant le jury composé de

M. Philippe ARNAULT CEA/DAM - lle de France

M. Thomas BLENSKI CEA/DSM/IRAMIS/ISPAM Directeur de these
M. Gérald FAUSSURIER CEA/DAM - lle de France Rapporteur

M. Michel KOENIG LULI

M. Gilles MAYNARD LPGP Rapporteur

M. Frank ROSMEJ LULI Président du jury
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Chapitre 1

Introduction

La modélisation de la matieére & haute densité d’énergie, typiquement 10 Jm=3 et au-
dela! , est un probleme de physique relativement ancien. La nécessité d'une telle description
est apparue a partir des années 30, dans le contexte de I’astrophysique. Comprendre la dy-
namique interne des étoiles nécessite de connaitre I’'équation d’état ainsi que les propriétés
radiatives de la matiere dans les conditions de densité et de température propres aux inté-
rieurs stellaires. Le probleme des opacités est par exemple abordé par Rosseland en 1932 dans
le 5°™¢ volume du “Handbuch der Astrophysik”. Au cours des ans, 'intérét pour ce probleme
est resté constant et des travaux de plus en plus élaborés ont vu le jour (cf. par exemple les
Refs [1-3]). De la méme maniere, les équations d’état font I'objet d’un effort constant depuis
de nombreuses années (cf. par exemple les Refs [4, 5]).

Aujourd’hui, si le besoin de décrire la matiere a haute densité d’énergie reste toujours
présent en astrophysique, d’autres champs d’applications ont vu le jour. Parmi ceux-ci figurent
notamment la fusion par confinement inertiel (Inertial Confinement Fusion, ICF, cf. par
exemple la Ref. [6]), la réalisation de sources X (cf. Ref. [7]) ou encore I'interprétation des
expériences de spectroscopie (cf. Ref. [8]) dans les domaines X et Ultra Violet.

Ces différentes applications impliquent des densités allant de la fraction a plusieurs di-
zaines de fois la densité du solide et des températures comprises entre la dizaine de milliers
et la centaine de millions de degrés Kelvin.

Leur modélisation a partir des premiers principes est difficile mais essentielle car la phy-
sique microscopique des plasmas denses permet de fournir des données de bases aux codes
de calcul d’implosion et d’évolution stellaire (hydrodynamique radiative), ou de calculer un
certain nombre de grandeurs susceptibles d’étre confrontées a ’expérience.

Dans ce vaste domaine, la matiere est en général ionisée — on parle de plasma. De ce fait,
il résulte une certaine complexité des phénomenes physiques mis en jeu.

1.1 Plasmas denses

La vision usuelle veut que l'on considere la matiere comme faite d’atomes, eux-mémes
constitués d'un noyau de charge 7Z et de Z électrons localisés autour de ce dernier. Les ions
sont souvent définis dans le contexte des solutions ioniques, comme des atomes ayant “perdu”
ou “gagné” des électrons. Dans le contexte des solutions ioniques, les électrons issus des ions
positifs se localisent a proximité de noyaux d’autres ions, négatifs. Qu’elles soient neutres
(atomes) ou chargées (ions), nous avons ici toujours affaire & des entités spatialement locali-
sées.

lsoit donc 1 Mbar et au-dela.

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Lorsque nous parlons de matiere ionisée au sens des plasmas denses, nous désignons une
situation bien différente ou les électrons qui “échappent” aux noyaux ne se localisent pas
ailleurs : ils restent délocalisés et sont alors susceptibles d’interagir avec tous les ions du
plasma. La notion d’ion est ici bien différente de celle citée précédemment. Il ne s’agit plus
d’un atome privé de certains électrons mais plutot d’'un atome dont certains électrons sont
délocalisés, c’est-a-dire d’une entité neutre mais spatialement étendue?. La physique de la
matiere ionisée au sens des plasmas est ainsi fondamentalement un probleme a N-corps d’une
grande complexité.

Afin de préciser la nature du probleme a N-corps qui nous occupe, il est intéressant de
définir certaines grandeurs caractéristiques du plasma. Voyons d’abord sa densité ionique n; :

ol p est la densité massique, N le nombre d’Avrogadro et M la masse molaire de 1’élément
considéré. Notons ng la densité moyenne d’électrons libres dans le plasma. La charge appa-
rente Z* d’un ion ou ionisation moyenne, est définie comme le nombre d’électrons libres par
atome :

o

Z* = (1.2)

1y

En fait, donner une définition précise de la charge apparente ou des électrons libres est une
affaire délicate, au meéme titre que définir un critere d’ionisation. Cette épineuse question
sera discutée en détail plus tard (cf. 7.3 page 131). Bien entendu, nous n’avons affaire a des
plasmas que dans la mesure ou l'ionisation moyenne est non-nulle.

L’énergie de masse d'un électron étant d’environ 0.5 MeV, celle d'un nucléon étant d’en-
viron 1 GeV, le rapport entre la masse d'un électron m et celle d'un ion (qu'on assimile
souvent a la masse du noyau m,.) est donc :

m.o 1
Mope 2000 A

(1.3)

ou A est le nombre de masse de I’élément considéré. Si nous nous penchons sur la vitesse
thermique des électrons libres v et celle des noyaux (ou des ions) v%., nous constatons que :

kT kel 0 e
v = 2 = 2B Lo T D000 A & 45V/A (1.4)
m Mpue UT m

ou T est la température et kp la constante de Boltzmann. Nous signalons ici que notre
intéréet se porte sur des plasmas a ’équilibre thermique, c’est-a-dire ou la température des
ions est identique a celle des électrons : T; = T, = T. Les dynamiques des ions et des
électrons mettent généralement en jeu des échelles de temps tres différentes. Cette séparation
d’échelle de temps nous autorise a faire I’hypothese de Born-Oppenheimer : on considere que
les électrons se placent toujours dans un état d’équilibre autour des ions.

Autres grandeurs pertinentes, les longueurs thermiques de de Broglie des électrons et des
ions : A% et AL, qui sont définies comme suit :

h 4 m
)\6 = — )\’L = )\6 15
r V2mkgT ’ r Moo - (1.5)

2En physique atomique des plasmas denses, les concepts d’ion et d’atome s’identifient bien souvent I'un &
lautre.
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Les demi-distances interionique Ryys (rayon de Wigner-Seitz) et interélectronique 7, sont :

1/3 1/3
RWS = < 3 ) y Te = ( 3 ) IRws(Z*)fl/g y Ts = E (16)

4mn; 4mnyg ag

ol ag est le rayon de Bohr. Lorsque la longueur thermique est de l'ordre de la distance entre
les particules, ces dernieres interferent au sens de la mécanique quantique et ne peuvent plus
étre considérées comme des particules classiques. En ce qui concerne les noyaux, le critere
A 2 Rys ne peut étre réalisé que dans le cas des éléments tres légers (cf. par exemple la
Ref. [9]). Nous considererons pour notre part les ions comme des particules classiques. D’autre
part, dans le présent travail, les effets de taille finie du noyau ne sont pas abordés ; cependant,
les méthodes permettant la prise en compte de tels effets existent. Si la condition A 2 7,
est réalisée, les électrons interferent et ne peuvent plus étre considérés comme des particules
classiques. Un critere similaire peut étre défini a partir de la statistique de Fermi-Dirac, qui
permet de définir I’énergie de Fermi Er et la température de Fermi T, telle que :

h2
kBTF = EF = %(37r2n0)2/3 (17)

Lorsque la température T est telle que T < T, nous avons affaire a des électrons partiellement
ou totalement dégénérés. La limite de dégénérescence des électrons est présentée en rouge sur
la Fig. 1.1.

La prise en compte de la nature quantique des électrons permet par ailleurs la description
des états liés atomiques.

Un parametre de couplage ion-ion I' peut étre défini comme le rapport de 1’énergie d’in-
teraction d’un ion avec un autre ion sur son énergie thermique :

Z*2€2
~ RwsksT
Lorsque I' devient supérieur a l'unité, on entre dans le régime des systemes coulombiens
fortement couplés. La limite de couplage des ions est tracée en bleu sur la Fig. 1.1. Cette
limite est représentée avec une certaine largeur qui prend en compte le fait que l'ionisation
moyenne Z* n’est pas une grandeur connue a priori et peut prendre des valeurs comprises

entre 0 et Z.
A partir d'une température significative devant Tx, définie comme suit :

kgTr = mc? (1.9)

T (1.8)

on a affaire a un plasma ou les électrons libres sont relativistes. La limite de température au-
dela de laquelle le plasma est largement relativiste est présentée en bleu cyan sur la Fig. 1.1.

Autre aspect 1ié & la relativité®, & partir d’'un numéro atomique significatif devant 1/a,
ou « est la constante de structure fine, nous devons avoir recours a une équation d’onde
relativiste pour décrire correctement les états liés.

Les plasmas qui nous occupent dans le présent travail sont des plasmas ou les ions sont
modérément ou fortement couplés (I' > 1, I' >> 1), ou les électrons sont partiellement ou
totalement dégénérés (T < Tr), et ou les électrons libres sont non-relativistes (T << Tg).
L’élément considéré peut étre lourd et nécessiter une équation d’onde relativiste. Ces plasmas
— typiques de I'ICF et de I'astrophysique — constituent un objet d’étude complexe puisqu’ils
combinent des aspects de matiere chaude, tels que 'ionisation ou le comportement fluide, et
des aspects de matiere froide tels que la dégénérescence des électrons.

3En fait, cet aspect est plus proprement lié & I'interaction spin-orbite qui apparait dans I’équation d’onde
de Dirac mais ne constitue pas un effet relativiste
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1010 L Relativiste .
N
> \
X e
< 10° | g :
&
Q‘@%
10°

10° 101° 10%° 1030 10%°

no (m=3)
Fic. 1.1 — Différents régimes des plasmas

1.2 Meéthodes d’approche

La plupart des méthodes d’approche de ce probleme font I'hypothese d’un équilibre ther-
modynamique pour les électrons autour de chaque configuration ionique (hypothese Born-
Oppenheimer). Dans ce cadre, on distingue alors les méthodes de simulation, qui consistent
a décrire la dynamique des ions a partir des premiers principes, et les méthodes qui passent
par une description statistique des configurations ioniques.

S’attaquer a la description des plasmas denses en simulant la dynamique a plusieurs ions
n’est pas une tache facile (cf. par exemple les Refs. [10-13]). Les physiciens qui s’y emploient
se heurtent a des limitations de plusieurs natures. D’une part, une simulation physiquement
pertinente nécessite de gérer un nombre de particules suffisant pour constituer un échantillon
statistique significatif de I’équilibre thermodynamique. D’autre part, de telles simulations ne
peuvent pas donner un acces direct a la description des états électroniques excités.

Les simulations quantiques de plasmas denses (cf. par exemple la Ref. [13]) se voient
tres souvent limitées en densité, en température ainsi qu’en numéro atomique. De nombreux
travaux font, en plus des approximations de base (ions classiques et lents devant les électrons),
des hypotheses simplificatrices sur la nature des interactions et/ou des particules. Parmi ces
approximations courantes dans le domaine de la simulation, nous noterons celle du plasma a
une composante (One-Component Plasma, OCP), qui consiste soit a approximer le plasma
par un ensemble d’ions interagissant par le biais d'un potentiel effectif (cf. Ref. [14]), soit
a considérer des ions interagissant par un potentiel coulombien dans un fond neutralisant
(cf. Ref. [15]). Cette approximation n’autorise pas une modélisation correcte des aspects
électroniques du plasma, dominants des lors que la température ou la densité est élevée. Une
autre approximation intéressante consiste a approximer le comportement des électrons par
une théorie quasiclassique et d’effectuer alors un calcul sans orbitales (cf. Ref. [11]). Cette
méthode, si elle permet la prise en compte de certains aspects électroniques, ne donne en
revanche pas acces a la physique des états liés.

Les méthodes statistiques constituent un outil incontournable pour la modélisation des
plasmas denses. Elles peuvent étre de différentes natures. Cependant, des lors que 1'on s’in-
téresse a des effets d’'inhomogénéité dans ’espace pour un systeme désordonné, les méthodes
de champ moyen apparaissent bien souvent comme les mieux adaptées. Ces dernieres repré-
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sentent le systéme & N-corps via* un jeu de systémes a l-corps et permettent ensuite de

construire des configurations électroniques. Dans le cadre de la physique dite “atomique”,
nous négligeons les aspects moléculaires.

Dans le contexte théorique que nous venons d’énoncer, différentes approximations qui
s’échelonnent en complexité et en finesse peuvent étre faites. Nous pouvons considérer la dis-
tribution statistique détaillée de toutes les configurations possibles, procéder a des moyennes
partielles en supraconfigurations (cf. Ref. [16]), ou bien encore ne considérer que la configura-
tion moyenne d’un atome. Dans ce dernier cas, on parle d’atome moyen. Toutes ces méthodes
reposent sur une base commune et notamment un concept d’atome dans un plasma. Cette
notion n’est pas une évidence et plusieurs conceptions d'un tel atome peuvent étre imaginée.
Partant d’une conception particuliere de cet atome, le modele d’atome moyen peut constituer
un premier cadre d’application avant le passage aux descriptions plus détaillées des configura-
tions et niveaux électroniques. Différents concepts d’atome dans un plasma seront abordées,
notamment dans le chapitre consacré a 1’état de I’art et nous verrons que seule une conception
de ’atome — celle exploitée dans ce travail — présente une bonne cohérence thermodynamique.

Outre leur intérét théorique manifeste, en eux-méme et comme points de départ pour aller
vers des descriptions plus fines, les modeles d’atome moyen sont souvent estimés comme suffi-
sants pour obtenir certaines propriétés du plasma telles que I’équation d’état (cf. par exemple
les Refs [17-19]), la conductivité électrique (cf. Refs [20-23]), ou les propriétés radiatives dans
certains régimes (cf. Ref. [24]).

1.3 Organisation et suggestions de lecture

Le travail présenté dans ce manuscrit porte sur un modele quantique et variationnel de
I’atome moyen dans un plasma. A 1a fois le contexte, les aspects de théorie pure, les méthodes
de résolution et I'exploitation du modele y sont discutés selon 1’organisation décrite ci-dessous.
Conscient de 'aspect quelque peu austere des pages qui vont suivre, I’auteur se propose aussi
de fournir certains conseils propres a en faciliter la lecture.

Le chapitre 2 est consacré a la mise en place du formalisme de base utilisé dans le reste
du manuscrit. Son intérét consiste surtout dans la mise en place de différentes conventions
et notations. La lecture de ce chapitre peut donc en grande partie étre évitée par le lecteur
s’il est déja averti des outils théoriques usuels de la physique atomique des plasmas denses.
Il pourra par exemple s’y reporter lorsqu’un doute se présente sur une équation.

Le chapitre 3 est un état de ’art non-exhaustif des modeles d’atome moyen. Il présente
la philosophie des différents modeles et, d’une certaine fagon, 1’évolution des idées dans le
domaine. Le lecteur au fait des différents modeles d’atome moyen pourra sans doute en
abréger considérablement la lecture.

Le chapitre 4 concerne le modele variationnel qui constitue proprement l'objet de ce travail
de these. L’auteur a taché de développer en bonne partie les calculs afin que chacun puisse
aisément se convaincre des résultats. Dans une premiere lecture, il est conseillé de ne pas
s’attarder sur les calculs formels et de considérer surtout les étapes clefs de la dérivation.
Afin de faciliter cette lecture a deux niveaux, certains résultats ont été encadrés. Parmi ceux
la, les résultats intermédiaires importants sont en bleu et les résultats généraux en rouge.
Dans cette partie, les considérations les plus importantes concernent : les hypotheses et le
cadre du modele, la minimisation de I'énergie libre, le théoreme du viriel et la discussion sur
les inconsistances thermodynamiques des autres modeles.

4et non forcément “par”!
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Le chapitre 5 est dédié a la réponse linéaire et a I'approximation de la phase aléatoire
(Random Phase Approximation, RPA), dans le cadre des plasmas denses. Au cours du travail
que présente ce manuscrit, il s’est avéré nécessaire de revisiter les calculs analytiques de ces
théories. Faire par nous-mémes les calculs nous a permis d’en tirer des formes asymptotiques,
de saisir les approximations sur lesquelles ils reposent, d’en comprendre les possibilités et d’en
étudier les limitations. Le lecteur pourra probablement ignorer les calculs formels dans une
premiere lecture, il est néanmoins incité a considérer avec plus d’attention la fin du chapitre,
qui concerne les limitations de la réponse linéaire dans le cas des calculs d’atome dans le
jellium.

Le chapitre 6 concerne les méthodes numériques qui ont servi de base a la conception
du code VAAQP (Variational Average-Atom in Quantum Plasmas), développé au cours de
cette these. Il comprend notamment un travail de revue des méthodes de calcul des états
libres et liés et une description détaillée des méthodes de résolution applicables au probleme
autocohérent de I’atome dans le jellium. Ce chapitre, particulierement technique, intéressera
probablement le lecteur familier des méthodes de calcul sur les modeles de physique atomique
en général.

Le chapitre 7 se rapporte au code VAAQP et aux résultats issus de ce dernier. Nous
y aborderons notamment la vérification directe de la cohérence thermodynamique. Nous y
verrons aussi les équations d’état de ’aluminium, du fer, du cuivre et du plomb dans le régime
de la matiere dense et tiede (Warm Dense Matter, WDM). Nous définirons ici ce régime par
une densité supérieure ou de l'ordre de celle du solide, et des températures modérées, de
I'ordre de quelques électronVolts a quelques dizaines d’électronVolts. Des comparaisons avec
des résultats expérimentaux sont aussi présentées.



Chapitre 2

Formalisme utile

La physique, dans sa généralité, traite de deux types de probleme. Le premier consiste en
la découverte des lois élémentaires de 'univers. Le second concerne 'utilisation de ces lois
élémentaires pour les différents systemes a N-corps qui existent dans la nature.

En physique des plasmas, 'interaction élémentaire que nous avons a prendre en compte
est tout a fait connue : il s’agit de l'interaction électromagnétique. La complexité de cette
physique vient de ce qu’elle constitue un probleme a N-corps. Suivant le régime étudié, ce
probleme a N-corps prend différent aspects, et on utilise différentes approximations pour le
traiter. La physique des plasmas denses, par ses aspects de comportement généralement clas-
sique des noyaux, de dégénérescence partielle des électrons, d’interaction a longue portée et
de limite thermodynamique, constitue un probleme a N-noyaux classiques et ZN-électrons
quantiques, a température finie, & N infini, volume V infini et N/V constant (limite thermo-
dynamique).

Nous allons introduire ici quelques outils théoriques du probléeme a N-corps qui sont utiles
pour la physique des plasmas denses.

2.1 Généralités sur le probleme a N-corps en physique
des plasmas denses

Dans le présent travail, nous allons nous pencher principalement sur la modélisation des
aspects électroniques du plasma. Nous allons donc devoir faire usage de formalismes qui
permettent de traiter les problemes a N-corps quantiques. Pour plus d’explications sur les
théories ayant trait a de tels problemes, le lecteur pourra se reporter par exemple aux clas-
siques Refs. [25,26].

De maniere trés générale, un systeme de fermions est décrit par un état a N-corps |¥)
élément de l'espace de Fock antisymétrique F(~) {€}. Formellement, cet espace de Fock peut
étre construit par la somme directe des N-produits tensoriels antisymétrisés de 1'espace d’état
a l-corps & (c’est-a-dire les espaces qu’engendrent les déterminants de Slater de rang N).

FOLEy = v &, E (2.1)
ot nous avons défini @ )& = {|0)}, espace d’état constitué de I'état du vide.

Dans la suite, nous noterons {|¥;)} une base de F(-) {£}. En ce qui concerne I'espace
d’état a l-corps £, nous noterons {|p;)} une base quelconque, {|r)} la base des états de
position et {|k)} celle des états d’impulsion.

Nous définissons aussi les opérateurs &r@ et ay,), respectivement de création et d’annihi-

lation d'un état |¢) € £.

17
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Parmi les Observables' & action dans F(-) {€}, nous pouvons noter le hamiltonien H :
H=T+V+U (2.2)

ou T, V sont deux Observables & 1- -corps_agissant dans F (=) {£}, associées respectivement
aux Observables T, V agissant dans &. T correspond a l'opérateur énergie cinétique et 1%
correspond a l'opérateur d’interaction avec un potentiel extérieur.

T

d*ky d3k
Z <%’T’%> ) Ales) _/ (27?)13( )2 Eny0s(ky — ko)al )y Os) (2.3)
lpa),le5)

oit &, = (hky)?/(2m) dans le cas non-relativiste et &, = ((hky)?c? + m?c?)Y/? dans le cas
relativiste (on sous-entend alors les sommes sur les spins ainsi que sur les états d’électrons et
de positons).

V{U(T)}: Z <%W|¢J> 1oy AUpj) = /d37“1d37’2”(7’2)53(7'1—T2)G|T,ﬂ1>a|m> (2.4)

lpi)sles)

U est une Observable a 2-corps agissant dans F (=) {£}, associée a 1'Observable U agissant
dans ®?_)5 . U correspond a l'opérateur d’interaction a 2-corps. Dans le cas des plasmas, il
s’agit de 'interaction coulombienne.

U= Z (%‘%‘|U|s0k901>&|T%>aLj>a|¢l>a|@k> (2.5a)
|90i>,|¢j>7|90k>7|50l>
)
. Q) Ay Al A
_ / d3r1d3r2d3r3d5r4{(53(r1 — 1)Ba(rs — 14) ""1>‘ Ir2) ""‘”‘ ’°‘°’>} (2.5b)
T3 — Ty

Une autre Observable utile est 'opérateur nombre de particules N que 'on définit de la

manieére suivante :
N = E al% o)) (2.6)

|<Pj

Les plasmas qui nous intéressent sont des systemes a température finie. Nous avons besoin,
des lors, de considérer des mélanges statistiques d’états N-corps. Pour ce faire, il est utile de
définir la matrice densité p. Si nous considérons un mélange des états de base |¥;) € F(=) {£]},
avec les probabilités P {|¥;))}, la matrice densité du mélange peut étre définie comme suit :

p= PN} TN (2.7)

[¥;)

Ainsi, la moyenne thermodynamique A = (A) de toute observable A agissant dans F() {£}
s’obtient de la maniere suivante :

() =T (pA) = D" (w;lpdlw,) (2.8)
[¥;)

Dans le cadre de la thermodynamique, il est également utile de définir I’entropie .S :

S = —kpTe (pln p) = —kp S P {[¥;)}n (P {U,)}) (2.9)

1W;)

!Dans tout ce travail, nous désignons par “Observable” tout opérateur hermitique dont les vecteurs propres
constituent une base de ’espace d’état.



2.1. EQUATION DE SCHRODINGER A 1-CORPS... 19

La valeur moyenne des Observables a 1-corps ne fait pas intervenir la totalité de la matrice
densité. Soit A une Observable & 1-corps agissant dans F(~) {£}, associée & 1'Observable A
agissant dans £. Sa valeur moyenne est :

Ay =Te (pA) =T | 5 D (@ldlgal, aey | = 3 (eildle)Tr (pal, 0, )
l0i),les) loi),les)
(2.10)

Nous pouvons alors définir la matrice densité réduite a un corps p; de la maniere suivante :

(pjlprlpi) = Tr (ﬁaf@i>a|%>) (2.11)

La seule connaissance de la matrice densité réduite a 1-corps p; suffit a connaitre la valeur
moyenne de toute Observable a 1-corps.

Les éléments diagonaux de la représentation |r) de la matrice densité réduite & un corps
constituent ce que l'on appelle la densité n(r), valeur moyenne de l'opérateur nombre de
particules dans I'état |r) : n(r)

n(r) = (r|p|r) = Tr (ﬁarr>a|r>> — Tr (pi(r)) (2.12)

2.2 Equation de Schrodinger a 1-corps : conventions et
notations

L’équation de Schrodinger décrit les particules non-relativistes et sans spin. Pour toute
précision supplémentaire sur les propos résumés ci-dessous, le lecteur pourra se reporter aux
ouvrages courants de mécanique quantique, notamment aux Refs [27,28]. L’espace d’état &
des particules sans spin peut étre intégralement engendré par les états de position |r)

£=& (2.13)

L’équation de Schrodinger pour un état |¢) stationnaire peut étre écrite :

Hslg) = (f—m - V) o) = Elo) (2.14)

ou il convient de mentionner que nous convenons du signe — devant le potentiel afin que le
potentiel attractif du noyau soit de signe positif. En représentation |r), I’équation devient :

p(r) —v(r)e(r) = Ee(r) (2.15)

Le cas des ondes planes correspond au cas des particules qui ne sont soumises a aucun
potentiel et sont donc régies par ’équation de Schrédinger mettant en jeu le hamiltonien
70 .
Hg :

- 9

P
S—lef™e) = Elp™*) (2.16)

HglpT"e) = o—
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2.2.1 Etat d’impulsion définie, ondes planes

Considérons les états a impulsion définie |k), c’est-a-dire les états propres de I'opérateur
impulsion P :

Plk) = hkl|k) (2.17)
en représentation |r), cette définition devient :
—ihV . (r|k) = hk(r|k) (2.18)
I1 est alors évident que la représentation |r) des états a impulsion définie est :
(r|k) = e*" (2.19)

Pour ces états, nous avons les relations d’orthonormalisation et de fermeture suivantes, qui
correspondent aux définitions de la distribution de Dirac et de la transformée de Fourier :

(kK'Y = / dPre!® =R — (97)35,(K — k) (2.20)

/%mw —1 (2.21)

ou 03 est la distribution de Dirac a 3 dimensions, I 'opérateur identité de 1'espace d’état £. Si
nous introduisons les états d’impulsion dans I’équation de Schrodinger des particules libres,
nous obtenons :

h2k?

2m

=FE.=E (2.22)

ainsi, les états |k) correspondent aux états propres d’ondes planes. Nous notons :

k) = ot ) (2.23)

2.2.2 Cas général

Dans le cas général, nous résolvons I'équation :

-V —u(r)e(r) = Eo(r) (2.24)
2m
avec v(r) tel qu’on peut convenir de v(r) = 0 a I'infini. Dans un tel cas, les ondes correspon-
dant au valeurs propres négatives sont évanescentes a l'infini et les modes qui correspondent
a ces valeurs sont discrets.
Nous obtenons alors une base de £ constituée des états propres du hamiltonien. On note
{|ps)} la partie discrete de cette base et {|pg)} sa partie continue.

2.2.3 En symétrie sphérique

En coordonnées sphériques, le Laplacien V2 peut étre écrit

10? L?
V2= o, L (2.25)

T orOr? h2r2
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ol L est la représentation |r) de I'opérateur de moment angulaire L. Nous notons Yz, (6, ¢)
les harmoniques sphériques, représentations |r) des états propres |¢,m) de I’ensemble des

deux opérateurs qui commutent { L2 L,

L2|6,m) = B2+ D)|6,m) 5 LYem(0, @) = B2+ 1)Yen (0, 0) (2.26)
L.|6,m) = him|t, m) (2.27)
Les harmoniques sphériques sont orthogonales :
™ 2
@ﬂnwﬂmﬁzz/ad0$n9/ 0o 1Y (0,0 Yo (0.9)} = Submme (228)
0 0
Nous pouvons réécrire I’équation de Schrodinger en coordonnées sphériques :

—h%1 0? h? L?

S 7 2 (re(r)) + %W@(T) —o(r)p(r) = Ep(r) (2.29)

Considérant le probleme a potentiel central : v(r) = v(r), si nous prenons la fonction d’onde
sous la forme :

R(r

o) = "y, L 0.0) (2.30)

nous sommes alors ramenés a la résolution de I’équation de Scrodinger radiale :

d*R(r) 2m ((0+1) )
72 + (ﬁ (E+wv(r)) — = ) R(r)=R"(r)+ k*(r)R(r) =0 (2.31)
ou nous avons défini :
2m (041

¥(r) = 2 (B -+ ofr) - L (2.3

Représentation phase-amplitude
Si nous définissons la représentation phase-amplitude des fonctions radiales comme suit :
R(r) = A(r)sin ®(r) (2.33)
alors, on peut écrire :

R'(r) = A"(r)sin ®(r) + 24’ (r)®'(r) cos ®(r) + A(r)®"(r) cos ®(r) — A(r)(®'(r))* sin (r)

(2.34)
L’équation de Schrodinger radiale devient alors le systeme :
A'(r) — A(r)(®'(r))* =0 (2.35)
2A"(r)®'(r) + A(r)®@"(r) =0 (2.36)
De la seconde équation, nous déduisons :
(In (®'(r)) = —2InA(r) = d(r) = _AZL(T) (2.37)

ou 6 est une constante arbitraire, qui va en fait définir la normalisation de la fonction d’onde.
Finalement, nous arrivons au systeme d’équations :
02

A"(r) + KA (r)A(r) — 0

=0 (2.38)

(2.39)
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Cas général

Dans le cas général du probleme a potentiel central, la partie discrete de la base des états

propres du hamiltonien est constituée des états liés notés :

Ry, o7
Sonr,é,m(r) = #n,m(ea 90)

ou n, est le nombre de nceuds de la fonction radiale R, /s, ¢ est le nombre quantique orbital
et m le nombre quantique magnétique. Le nombre quantique principal n s’obtient par la
relation : n = n, + £+ 1. Les valeurs propres (négatives) associées a ces états liés sont notées

E, 0.
La partie continue de la base est constituée des états :
RE VANA
eren(r) = T2y, 0,0)

associés aux valeurs propres positives F.

Cas du potentiel hydrogénoide

Si nous considérons le cas d'un potentiel hydrogénoide :

7Ze?
r

v(r)

Nous pouvons alors chercher la fonction radiale R(r) sous la forme d’un développement en

série :

R(r)=r® i c,r’

v=0
Pour s > 2, nous obtenons :
R'(r) =r5"? Z(s +v)(s+v—1)cr”
v=0
L’équation de Schrodinger devient alors :
s—2 - v - v 2mE - v+2
r Z(s—l—y)(s—i—y—l)cyr —E(ﬁ—i—l)Zcur + 2 chr
v=0 v=0 v=0

dont nous déduisons :

co(s(s—1)—L(l+1))=0 = s=(+1
2mJ e*
72

(s+v)(s+v—1)—Lll+1))c, + MCV_Q +

c1(s(s+1)—0(0+1))+ co =10

o2mZe?

h? h?

2mZ

62 >
v+1
2 ZC”T
v=0

_|_

Cu—1

R

=0

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Finalement, pour £ > 1, nous avons les relations de récurrence suivantes pour les coefficients
du développement :

—2m Ze?
= 2.49
AT s ) — e+ 1) (249)
—2m Ze*c,_1 + Ec,_
L= 2.50
¢ R (s+v)(s+v—1)—L(L+1) (2:50)
Pour s = 1, nous obtenons :
R'(r) =r*2 Z v(v+ e, "t (2.51)
v=1

E v(v 4+ e, =L+ 1) E e+ 7;;2 E e, + n;iz ‘ E o’ =0 (2.52)
v=0 v=0 v=0

v=1

d’ou nous obtenons que :

(0+1
co(j):o:w:o (2.53)
2mZe?
261 + TCO =0 (254)
2mE 2mZe?
viv+1)c, + —z Cv-2 pr Co-l (2.55)

Finalement, pour ¢ = 0, nous avons les relations de récurrence suivantes pour les coefficients
du développement :

7 2
¢ = —mhf co = Bq 249 avec £ =0, s = ( + 1 (2.56)
—2m Ze?*c,_1 + Ec,_s
= S0+ D) & Eq. 250 avec {=0,s=(+1 (2.57)

Ces formules de récurrence seront utiles plus tard (cf. 6.1.2) afin d’écrire une condition
a la limite en zéro pour les fonctions d’onde. Nous ne traiterons pas plus avant le cas du
potentiel hydrogénoide et renvoyons le lecteur aux Refs. [27,28] pour plus de précision.

Cas du potentiel nul

Lorsque le potentiel est nul (v(r) = 0), I'équation de Schrodinger radiale devient :

R'(r) + (27;;3 - W; 1)> R(r) =0 (2.58)

Dans le cas ou E > 0, nous définissons :

2mE

L’équation peut alors étre réécrite :

L (@Er) R(r) ) + <1 _ W*”) B _ (2.60)

@ d(pE7”)2 (pET) (29E7”)2 (pET)
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Il s’agit d’une équation de Bessel sphérique pour la fonction R(r)/(pgr), dont la solution
générale peut s’écrire :

= A(cos A Jy(pgr) —sin AY,(pgr)) (2.61)

ou Jy est la fonction de Bessel sphérique réguliere en 0 et Y, est la fonction de Bessel sphérique
singuliere en 0.

Dans le cas d'une fonction d’onde du continuum Rpg,(r), dans la région ou le potentiel
est nul, la fonction prend la forme :

) . 14
Rp (1) = Apppr (cos Ag e Jo(per) —sin Ag e Yi(per)) - Apsin (pEr - g + AE,Z)
(2.62)

Ap g est alors le déphasage de la fonction d’onde. Les propriétés de ce déphasage sont étudiées
de maniére complete dans la littérature sur la théorie de la diffusion (voir par exemple la
Ref. [29]), et de manieére plus pragmatique, dans le cas de la physique de la matiere dense,
dans la Ref. [30].

Le cas des ondes planes correspond au cas ou le potentiel est nul dans tout I’espace. Dans
ce cas, la solution en potentiel nul s’applique partout et pour que cette derniere soit réguliere,
il faut nécessairement que A soit un multiple de 7. On choisit A = 0 pour les ondes planes
et ainsi, dans le cas d’une onde en champ nul, A va correspondre au déphasage par rapport
aux ondes planes.

R (r) = Agppr Ji(per) (2.63)
Dans le cas des valeurs propres négatives £ < 0, nous définissons :

2mE
— =

PE = (2.64)

L’équation peut alors étre réécrite :

1L & ((pEr) R(r) ) - (—1 G 1)) B _ (2.65)

(per) d(per)? (per) (per)? ) (pEr)

I s’agit d’une équation de Bessel sphérique pour la fonction R(r)/(pgr), dont la solution
générale peut s’écrire :

ou K est la fonction de Bessel sphérique modifiée convergente a I'infini et M, est la fonction
de Bessel sphérique modifiée divergente a l'infini. La solution physiquement acceptable pour
les états liés est alors :

PE

Ry, o(r) = Cpg, v Ki(pg,, ,r) — Ce "Pmre” (2.67)

r—00
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Approximation Wentzel-Kramers-Brillouin

L’approximation de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), aussi appelée approximation se-
miclassique, est basée sur la représentation phase/amplitude de la fonction d’onde. Elle
consiste a faire I'hypothese d’'une amplitude lentement variable, c’est a dire respectant :

Ap (1) (A/E e(T))2
S ’ << K3 (r 2.68
Ap(r) \Ape(n) (r) (2.68)
Dans ce cadre, I'expression de la dérivée de la fonction d’onde se simplifie en :
39,4(7’) = ’M(r)@jg,e(r) cos P () (2.69)
D’autre part, a partir de I'Eq. 2.38 :
1) + K2 () Ap (1) — Age(r) (B, (r)* =0 (2.70)

I’hypothese permet d’obtenir :
(1) = k(r) (2.71)
On convient de retenir la détermination positive :

Ea(r) =k(r) 3 Ap(r) = ) (2.72)

2.3 Equation de Dirac a 1-corps : conventions et nota-
tions

L’équation de Dirac permet de décrire les particules de spin demi-entier : les fermions. Pour
plus de précisions sur ’équation de Dirac, le lecteur pourra se reporter a certains ouvrages
de mécanique quantique, notamment la Ref. [31] ou encore la Ref. [32], qui concerne plus
particulierement son application a la physique atomique.

Dans le cadre de I’équation de Dirac, ’état est représenté dans la base |r) par un vecteur
a 4 composantes que l'on appelle bispineur. L’espace d’état £ est en fait :

E=EREDE, (2.73)

ou & est un espace d’état interne a 2 dimensions, dont les vecteurs sont appelés spineurs.
L’équation de Dirac pour un état stationnaire peut étre écrite :

Hplp) = (ca.P + fmc* = V)|p) = Blg) (2.74)
En représentation |r), elle devient :
(—ihca. V. + fmc® — v(r))p(r) = Ep(r) (2.75)

Les matrices o, 3 constituent une représentation de 1'algebre de Clifford?. Dans tout ce qui
suit, nous utiliserons la représentation de Dirac de cette algebre. Tenant compte de cette

211 s’agit en fait d’un abus de langage courant en physique. Par algebre de Clifford nous entendons ’algébre
de Clifford particuliere définie par les relations : 32 =1 ; {ay,ax} = 20,41 ; {a;j, 8} =0, ol les accolades
désignent les anticommutateurs.
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convention, les matrices peuvent étre exprimées, dans la base de ’espace interne &, constituée
de {|£)}, états propres de la matrice o, :

- (25)an(4 %)

ou I, désigne l'opérateur identité dans 'espace &, des spineurs et ot les o; sont les matrices
de Pauli. Ces matrices peuvent étre elles-méme exprimées dans la base |£) de I’espace interne

oxz((l)é);ay=<?_()i);az=<(1]_()1) (2.77)

Dans la suite, nous utiliserons souvent les représentations |r, +) des états de £. Dans cette
base, on note le bispineur comme suit :

(1) = ( fg:g ) (2.78)

ot pt(7), ¢~ (r) sont les deux spineurs composantes du bispineur ¢(r). Il arrive souvent que
I'on dénomme ™ (7) sous le terme de “grande composante” et ¢~ () sous celui de “petite
composante”

Le cas des ondes planes correspond au cas des particules qui ne sont soumises a aucun
potentiel et sont donc régies par I’équation de Dirac ot nous définissons le hamiltonien FI% .

S -

Hp|o'™*) = (ca. P + Bmc?)|¢!"*) = E|p"*) (2.79)

2.3.1 Etat d’impulsion définie, ondes planes

Dans la représentation |r, £), I’équation de Dirac des particules libres devient :

(me* — Bt (r) —ihco. Voo (1) =0 2.80)
—ihca. Vot (r) — (me®> + E)p™(r) =0 (2.81)
Prenons la composante ¢ sous la forme :
et (r) =e*Te, (2.82)
ou & est un spineur constant. On obtient alors :
R2ctk? + m?ct = E? (2.83)
E = xE; = £Vh2c2k? + m2ct (2.84)

Les valeurs propres peuvent étre positives ou négatives. Considérons d’abord les valeurs
propres positives Fy = vh*c?k? + m?c*, nous avons :

pt(r) = e™re, (2.85)
hco.k
- = T s 2

Dans le référentiel propre de la particule, k =0 :

p(r) =& (2.87)
¢ (r) =0 (2.88)
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L’état peut ainsi étre défini par son spineur au repos : &. On définit alors le bispineur
d’impulsion k, de spin au repos s et de valeur propre positive Ej, = vh2c2k? + m2c? :

free Uk,s ik
r) = ——c¢ 2.89
Spk,s,-i-( ) 2Ek ( )

ou nous avons défini :

Uks = \/ Ex, +mc? ( f,mgi ¢ ) (2.90)

Ei+mc?

La méme procédure peut étre itérée pour les états a valeurs propres négatives. On aboutit
a la définition du bispineur d’impulsion k, de spin au repos s et de valeur propre négative

_E, = R § mic

ree U—kz,—s ik.r
Pl (T ):—QEkek (2.91)
ou nous avons défini :
_ hce.k ¢
Vs = V Ej +mc? ( Ekétmcz) * ) (2.92)

Les états a valeurs propres négatives sont réinterprétés, dans le cadre de la conjugaison de
charge, comme des états d’antiparticules.

Il est généralement utile de définir le bispineur suivant, afin de n’avoir a sommer que sur
un seul jeu d’états lorqu’on projette sur la base des ondes planes :

ree 1 ik.r
Spi s ( ) = (uk st Uk —s) € k. (293)

V2B, 7 ’

Comme nous le verrons, il est souvent d’usage, en physique atomique, d’approximer le systeme
de fermions en négligeant les états d’antiparticules.

2.3.2 En symétrie sphérique

Dans le cadre de I’étude du probleme a symétrie sphérique, nous définissons les opérateurs
qui suivent. L, agissant dans &,., est 'opérateur de moment cinétique orbital. s, agissant dans
&,, est Popérateur de moment cinétique de spin. J = L+5 est I'opérateur de moment cinétique
total. Les regles usuelles du couplage des moments cinétiques nous donnent les valeurs propres
J, m; des opérateurs J2, J,, a partir de £, s, mg, my

—sl<j<li+s (299
_jgmggja mj:m€+ms 295)

Nous considérons des électrons, c’est-a-dire des particules de spin s = 1/2; ainsi j = ¢+ 1/2
sil>0,7=1/2si¢=0et mg==41/2. Considérons les états propres de I’ensemble d’Ob-

servables qui commutent {fﬂ, §2, J2, JNZ} . ¢, s, 4,m; ). Lorsque nous exprimons le bispineur
dans la base {|r, £)}, ou |£) sont les états propres de s, nous avons nécessairement pour la
composante |+) :

ms=—+- = m; =my+ = (2.96)
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et pour la composante |—) :

Mms=—= = Mmj =my — = (2.97)

Dans la base {|r, )}, les spineurs propres de {[7, §2, J2, jz} sont donc :

0O, . (0 ) — <£7 mey=m; — 1/27 S = 1/2,7715 = +1/2|€?5 = 1/27]7 mj>§/€:€,mg:mj—1/2( 7()0)
Eimi\7P) =\ my = my +1/2,8 = 1/2,my = —1/2/0,5 = 1/2,5,15) Yiegmy—m, +1/2(0, )
2.

(2.98)
Nous pouvons définir 'opérateur K, & action dans &, ® &, :
K=—-2L5—KIl,=L*+5§—J— 11, (2.99)
Il est alors opportun de définir les spineurs sphérique €, ,, (0, ¢) :
/n—mj-i-l/QY 0
P l=—k—1m :mjfl/Z( 7@) .
Qn,mj (67 (10) EQé:n,j=nfl/2,mj ((97 90) = +2 _—:_11/2 ‘ sik >0
\/ Ln:—ﬁ—l m :m-+1/2(9 QO)
2k+1 s 1e j Y
(2.100)

_ nfmj+1/2Y 9
\V 2kt l=mm —m;—1/2(0,¢) .
EQZ:—R—I,j:—n—1/2,mj(6> p) = H+m2‘r11/2 Y sik <0
V 2/4]-1-1 n:ﬁ»me:mg‘ﬂ-lﬂ(g? 90)

(2.101)

Les spineurs sphériques sont des états propres de {K }
KQKm (0,¢) = KR*Qpm, (6, 0) (2.102)
JZQ,@mj(Q, ) = m;h,, m; 0, 9) (2.103)

Par ailleurs, les spineurs sphériques € ,,,, sont orthonormés :

g 2m
(ol = [ dbsing [ o {0, (0,000 0.0)} = Guebuymy (2100
0 0

A toutes fin utiles, nous définissons 'opérateur €, comme suit :
. T
é.|r) =|r)— (2.105)
r

ot r = |r|. Il est aisé de montrer que : (0.€,)?> = I. Il est d’autre part possible de montrer
que :

(0.€r)Qum; (0,0) = —Q_m, (0, ¢) (2.106)
L’opérateur 0.13, agissant dans &, ® &, peut étre, sans difficulté, décomposé comme suit :

o.P = (0.8,)(c.2,)(c.P) = (0.&,) (ér.f? tio (& A 13)) (2.107)
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en utilisant la représentation |r) :

N —ihr V,  23.L _ [ —ir V,.—ihl, K
o.P :(a.ér)< hr Ve 4 Zr >:(a.e,,)( thr- Ve 4 2—Zﬁ) (2.108)

T T

=(0.e;) <( ih) (aar + HQ) - z%) (2.109)

Considérant le probléeme a potentiel central v(r) = v(r), si nous prenons le bispineur sous
la forme :
P(r)
1= m, (0,
o(r) = ( o (0,9) ) (2.110)

o Q_x m;j (0, )

I’équation de Dirac devient (nous avons omis les dépendances angulaires des spineurs sphé-
riques pour raccourcir les notations) :

(me® — v(r))is ffﬁgw 4 o(0,) ((-m) (2 4 H—““) - i5> fo") O, = i ff)gzw

or r hr
(2.111)
- 0 I K P(r) 2 Q(r) Q(r)
c(o.e;) (( ih) (87" ) _Zhr> = Qem; — (me™ +v(r))—— . Q_m, = E——= . Q_iem,
(2.112)
Nous sommes alors ramenés a la résolution du systeme de Dirac radial :
dP(r) &k 1 9 B
0 ;P(T) + 7 (E+mc®+v(r)) Q(r) =0 (2.113)
dQ(r) & 2 _
— ;Q(r) ~ (E—mc®+v(r)) P(r)=0 (2.114)

Afin de pouvoir identifier les énergies a celles du cas non-relativiste, nous effectuons le chan-
gement d’origine en énergie suivant : £ — E — mc?. Finalement, le systéme a résoudre
devient :

dP( )

+ :P( r) +np(r)Q(r) =0 (2.115)
dcfli D Q) — nalr) P(r) = 0 (2,110
ot nous avons défini :
np = hi (E + 2mc® +v(r)) (2.117)
nQ = % (£ + v(r)) (2.118)

Les hamiltoniens Hp et HY, deviennent alors :

Hp =ca.P+ (8 -T)mé® -V (2.119)
HY) = ca.P + (8 — I)mc? (2.120)
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Forme “Schrodinger” de ’équation de Dirac

Le systeme de Dirac radial peut aisément étre réécrit sous la forme d’une équation similaire
a I’équation de Schrodinger radiale :

F'(r)+w(r)F(r)=0 (2.121)
ou nous avons défini :
Fr) = 20 (2.122)
np(r)
)= e ale) (Z;({;)))Z ) ) (2123)

Représentation phase-amplitude

Nous définissons la représentation phase-amplitude des composantes radiales comme suit :

P(r) = A(r)sin ®(r) (2.124)
Q(r) = B(r)sin®(r) + C(r) cos ®(r) (2.125)

Les dérivées sont alors :
P'(r) = A'(r)sin ®(r) + A(r)®'(r) cos (r) (2.126)

Q'(r) = B'(r)sin ®(r) + B(r)®'(r) cos ®(r) + C'(r) cos d(r) — C(r)®'(r)sin ®(r) (2.127)
Le systeme de Dirac radial peut alors étre éerit :
Al(r) + ZA(r) + np(r)B(r) = 0
A(r)®'(r) + p(r)C(r) = 0
B'(r) = =B(r) = ng(r) A(r) — C(r)®'(r) = 0
B(r)®(r) + C'(r) — I;C(r) ~0
L’Eq. 2.129 peut étre rééerite :

'(r) = —% (2.132)

en utilisant cette derniere dans I’Eq. 2.131, nous obtenons :
¥(r) = (=np()B(r) = ZA@)) C) + A)C'(r) = 0 (2.133)
en introduisant ce résultat dans I’'Eq. 2.128, il vient :
A'(r)C(r) + A(r)C'(r) = (A(r)C(r)) =0 = A(r)C(r) =0 (2.134)

ou 6 est une constante arbitraire, qui va en fait définir la normalisation du bispineur. Fina-
lement, nous obtenons la représentation :

P(r) = A(r)sin ®(r) (2.135)

Q(r) = B(r)sin®(r) + % cos ®(r) (2.136)
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régie par le systeme :

A(r) + ;A(r) +np(r)B(r) =0 (2.137)
B'(r) = ~B(r) = ng(r)A(r) + Z;’(i) =0 (2.138)
®'(r) = _1e(r)d (2.139)

A%(r)

La aussi, nous pouvons passer a la forme “Schrodinger”. En effet, si nous définissons :

G(r) = A0 (2.140)
np(r)
alors le systeme revient a :
G (1) + w(r)G(r) — Gfm 0 (2.141)
() —GQL(T) (2.142)

et nous reconnaissons le systeme phase-amplitude correspondant a 1’équation de Schrodinger
(Eqgs 2.38 et 2.39 page 21).
Cas général

Dans le cas général du probleme a potentiel central, la partie discrete de la base des états
propres du hamiltonien est constituée des états liés notés :

'P"T;K'(r)
— ¢ r Q"%m]’ (07 SO)
Prypeam, (1) = < 2uling " (5 ) ) (2.143)

ou n, est le nombre de nceud de la composante radiale P,, ;. Les valeurs propres (négatives)
associées a ces états liés sont notées E,,,_ .
La partie continue de la base est constituée des états :

‘P(T)E K
_ ZT,QH,mj (97 SO)

associés aux valeurs propres positives F.

Cas du potentiel hydrogénoide

La encore, si nous considérons le cas d'un potentiel hydrogénoide, nous pouvons chercher
les composantes radiales sous forme de développements en série :

P(r)=r° i clrv (2.145)
v=0
Q(r) =r° Z cr? (2.146)
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Nous obtenons alors :

P'(r)y=r"t Z(s +v)elr” (2.147)
v=0
Q(r)=r"" Z(s + V)Y (2.148)
v=0
Le systeme de Dirac devient alors :
. - Y - . E+2mc? - Y Ze? & Y
rst <Z(8+u)cf’r + /@Zcf'r’ + Tchr o %chr > =0 (2.149)
v=0 v=0 v=0 v=0
o (e Y- B3 e 2] <oy
v=0 v=0 ¢ v=0 ¢ v=0
d’ou :
.
7 2
(s + k)t + h—ecgg 762\ 2
ZCZ = s =K’ — (h—) (2.151)
Q_4¢ p ¢
\ (s — K)cg hic o
)
E + 2mc? Ze?
(s+v4m)ck + 20 L 2% 0
he he (2.152)
(s + 19 FE . Ze?
S+v—K)CE——cC, 4 — —
L v hC v—1 FLC v
Finalement, nous obtenons les relations de récurrence :
Ze? b
Q_ %2 % 2.153
‘0 he (s — k) ( )
E+2mc? Q 2 E_P Ze? P
=y zZesi-c, |+ 5-c
P =t vl ZC Rl T he v (2.154)
(s+v+k) he (s+v)?—~k?
E P Ze2 P
=c,_ 1+ 5-—c
Q= levl  he v (2.155)
(s +v—R)

Ces formules de récurrence seront utiles plus tard (cf. 6.1.2) afin d’écrire une condition a
la limite en zéro pour les composantes radiales. Nous ne traiterons pas plus avant le cas du
potentiel hydrogénoide et renvoyons le lecteur aux Refs. [31,32] pour plus de précision.

Cas du potentiel nul

Dans le cas du potentiel nul, le systeme de Dirac radial devient :

P'(r) + ;P(r) Q) = 0 (2.156)
K
Q) = ZQ(r) — 1P(r) = 0 (2157)
ou nous avons défini :
E + 2mc? FE
Np =~ —— Q=1 (2.158)
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Pour la composante P, le systeme revient a 1’équation :

P”(?") + ;P(T) X (E —;22(57716 B /f(li,r;l— 1)) P(T) —0 (2.159)

(2.160)

Nous définissons ¢, tel que :

by=Ksik>0 (2.161)
lo=—k—1sir<0 (2.162)

ainsi nous avons : k(k + 1) = £, ((, + 1) avec £, > 0. Dans le cas ot E* + 2Emc* > 0, nous

définissons :
[E2 + 2Emc?

L’équation peut alors étre réécrite :

L@ (Wmi”) s (1_ ulle + ”) P (2.164)

(PT?”) d(per)? (per) (per)? (per)

I s’agit d’'une équation de Bessel sphérique pour la fonction P(r)/(pgr), dont la solution
générale peut s’écrire :

= A(cos A Jy, (per) —sin AY,, (per)) (2.165)

Dans le cas d'une composante du continuum Pg . (r), dans la région ou le potentiel est
nul, la composante prend la forme :

Cy
Pg (1) = Apppr (cos Ag . Ji, (per) —sin Ag . Yy, (per)) — Agsin (pET - Tﬂ + AE,H)
(2.166)
ou Ag, est le déphasage.

On convient de A = 0 pour les onde planes :

PLee(r) = ApperJi, (per) (2.167)
Nous définissons alors £, = (_,. :

l,=k—1=0,—1siK>0 (2.168)
l.=—r=10,+1sir<0 (2.169)

En tenant compte des propriétés des dérivées des fonctions de Bessel, la composante radiale
() peut étre écrite :

Qpy(r) = —sgn(/{)z—fAEpEr (cos AgpJ; (per) —sinAp, Y; (pEr))
P

/
— —sgn(m)]LgAE sin (pEr — HTW + AE7H> (2.170)

r—00 T}P
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T (r) = —sgn(ff)z—fAEpEr J;. (per) (2.171)
P

Dans le cas ol E? + 2Emc? < 0, nous définissons :

E?2 4+ 2FEmc?
PE = \/——hgcz (2.172)

L’équation peut alors étre réécrite :

1 d_22 ((pET) P(r)) . (_1 el + 1)) P(r) _, (2.173)

(pET‘) d(pET’)

an"?(r) = CpEnr,NTKén (pEnr,mr) — Ce_pEnT’NT (2174)
p nr,K p nr,K - wT
Quow(r) = ==5=Cpp, rK; (PE,, .7) — ——p=Ce " (2.175)
p p

Approximation WKB

Bien qu'il existe une théorie WKB proprement dédiée a ’équation de Dirac (cf. Ref. [33]),
nous désignerons plutot ici 'approche WKB de 1’équation de Dirac sous sa forme “Schrodin-
ger”. Ainsi, 'approximation WKB de la représentation phase-amplitude du systeme de Dirac
radial est :

En(r) =k(r) 5 Apy(r) = _in(—];,)(r) (2.176)

olt nous avons défini k?(r) = w(r)

2.4 Théorie des fonctionnelles de la densité

La théorie des fonctionnelles de la densité (Density Functional Theory, DFT) est I'un des
formalismes qui permettent de s’attaquer a la résolution des problemes a N-corps quantiques.
Les premiers articles posant les bases de ce formalisme sont les Refs [34,35].

A Vinstar des méthodes du type Hartree-Fock, ce formalisme consiste a ramener le pro-
bleme a N-corps a un ensemble de problemes a 1-corps. Dans ces problemes a 1-corps, la
particule est soumise a un potentiel effectif, basé entre autres sur un champ moyen. Théories
Hartree-Fock et DFT aboutissent a la résolution d'un systeme autocohérent et dérivent d’un
principe variationnel.

Plus précisément, les méthodes du type Hartree-Fock consistent a approximer 1’état N-
corps par un produit tensoriel d’états a 1-corps, négligeant ainsi les corrélations statistiques
entre ces états. En elles-mémes, les méthodes du type Hartree-Fock permettent de traiter le
terme d’échange de maniere exacte.

En ce qui concerne la DF'T, celle-ci ne consiste pas en la recherche d’un acces direct a ’état
N-corps. Elle procede plutot d’une recherche d’un systéeme d’états a 1-corps dont la densité
est identique a celle de I'état N-corps. L’obtention des valeurs des Observables réside alors
dans le fait que 'on peut exprimer chacune de ces valeurs comme une fonctionnelle unique
de la densité. Dans le cadre de la DFT, les corrélations ne font pas ’objet d'un abandon
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systématique. En revanche, il faut généralement faire une approximation qui porte a la fois
sur I’échange et sur les corrélations pour pouvoir résoudre le systéme autocohérent.

Nous visons a rappeler ici les principaux résultats de la DF'T, dans les contextes qui nous
serons utiles pour la suite. Nous ne développerons pas les démonstrations, qui constitueraient
une redite de la littérature, abondante sur le sujet.

2.4.1 Théorie des fonctionnelles de la densité “originale”

Originellement, la DFT fut formalisée par Hohenberg, Kohn et Sham (cf. Refs [34,35]).
Le principe variationnel qui sert de base a la DFT, dans sa formulation premiere, est le
principe d’énergie minimale pour I’état fondamental :

VW) # [Wo), E{[W)} > E{[W)} (2.177)
ol |U), |Wo) € FOI{E}, |W,) étant état fondamental ; et ot E {|¥)} = (V| H|T).

Construit sur ce principe variationnel, deux théoremes permettent d’établir que la valeur
moyenne au fondamental de chaque Observable peut étre vue comme une fonctionnelle unique
de la densité n(r). Pour cela, on considére le hamiltonien H {ve(r)} qui correspond au
hamiltonien du systeme a N-corps dans un potentiel extérieur ve, (). On note |Wo {vez(7)})
le fondamental associé & ce hamiltonien et n {ve(r)} (r'), la densité du fondamental3. De
maniere évidente, n {vey(r)} (') est une fonctionnelle du potentiel ve. (1), ce qui constitue
le premier théoreme. Le second théoreme est la réciproque du premier. Il est généralement
démontré par I'absurde, et statue que :

Veat 7 Vegr = 1 {Veat (1)} 7 1 {054 (r)} (2.178)

ol nous entendons par Ve, 7# v, que la fonction ve.(r) differe de la fonction v’ (7) par plus
qu'une constante. Ainsi le potentiel vey {n(r)} (') qui résulte en une densité n(r) (choisie
parmi une classe de fonctions “acceptables” pour la densité) peut étre vu comme une fonction-
nelle unique de n(r). Alors, le hamiltonien, I’état fondamental et toute les valeurs moyennes
d’Observables sur le fondamental peuvent étre vus comme des fonctionnelles uniques de la
densité n(r).

Il est alors possible de définir la fonctionnelle E,. {n(r)} telle que :

B} =T n(r)} — [ @ (et} + [ v {niomt)

v

} + Eye{n(r)}
(2.179)

ou Ty {n(r)} désigne I'énergie cinétique d’un systeéme de particules indépendantes, de densité
n(r). Le second terme correspond a l'interaction avec le potentiel extérieur et le troisieme cor-
respond au terme de Hartree. Nous en déduisons que E,.{n(r)} comprend les contributions
de I’échange et des corrélations.

Considérons donc un systeme de N particules indépendantes, régies par le principe d’ex-
clusion de Pauli*, et soumises au potentiel d’essai Vriar (1) tel que la densité du systeme soit
n(r). Ce systéme se construit en résolvant I’équation de Schrodinger a 1-corps :

h2

(~5 72 = tra(r)) (1) = By (1) (2180)

3Dans tout ce travail, nous noterons les dépendances fonctionnelles comme cela est fait ici. Nous écrirons
entre accolades les fonctions dont dépendent la fonctionnelle, assorties de leurs propres dépendances, sous
forme de variables muettes.

4Nous avons évité de parler ici de fermions car nous allons utiliser une équation de particules sans spin.
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Pour obtenir la densité, nous peuplons les N états stationnaires de plus basses énergies :

(1) = gapin Y O(E; — )5 (r)p;(7) (2.181)
J
ol gspin désigne la dégénérescence de spin et ou nous avons défini 1 tel que :

N = i 00— 1) (2,182
J
Nous pouvons alors écrire I'énergie cinétique T {n(r)} de ce systeme :

)} =g S {08 =0 [@r{(—ov2) e} 2asa

J

=Yspin Z {G(Ej — ) /dgr {(E] + Vpiar (1)) @;("")903'(7“)}} (2.183b)

=gy 3 A0E; = )} + / & {7 ()} (2.183¢)

d’olt nous déduisons la dérivée fonctionnelle :
0T {n(r)}
on(r)
Nous pouvons alors exprimer la condition de minimisation de I’énergie E {n(r)} du systeme
a N-corps :

OE{n(r)y e [ [ ) 0B {n(r)} _
5n(r) — tmal( ) eact( )+ /d {|’I"—’I",|}+ 571(’[’) 0 (2185)

Le terme d’échange-corrélation nécessite une approximation. Les deux plus courantes sont
I'approximation de la densité locale (Local Density Approximation, LDA) et ’approximation
du gradient généralisée (Generalized Gradient Approximation, GGA). La LDA consiste a
considérer que énergie d’échange-corrélation E,.{n(r)} est une fonctionnelle locale (c’est-a-
dire une fonction) de la densité n(r). Nous définissons alors le potentiel d’échange-corrélation
Vze(n) comme suit :

= Vgpiar(T) (2.184)

5’5?7}(2()”} _ Butn) G (2.186)
Nous aboutissons alors au systeme autocohérent :
(5072 = ) ) ) = By ) 2187
n(r) = Z 0(E; — p)ej(r)e;(r) (2.188)
N = Z;(Ej — 1) (2.189)
vtmz("“]) = ver(1) — Vze(n(r)) (2.190)

ou nous avons défini :

var(7) :vext(r)—eZ/d?’r’{ n(r’) } (2.191)

v — /|
Enfin, nous remarquerons qu’au lieu de paramétriser les valeurs moyennes d’Observables
par la densité n(r), il est possible de les paramétriser par le potentiel d’essai vyyiq(7).
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2.4.2 Théorie des fonctionnelles de la densité dans I’ensemble grand-
canonique

Le formalisme de la DFT dans ’ensemble grand-canonique a été proposé pour la premiere
fois par Mermin dans la Ref. [36]. Pour plus de précisions sur le sujet on pourra aussi se
reporter aux Refs [37,38].

Le principe variationnel qui sert de base a la DFT dans ’ensemble grand-canonique est
issu des inégalités de Jensen et de Gibbs (cf. en particulier la Ref. [38], assez pédagogique sur
ce point). Si nous définissons un grand-potentiel :

Q=H—-uN-TS (2.192)

alors la matrice densité p., qui correspond a I'état d’équilibre thermodynamique sera telle
que :

VP F Peq., 2{p} > Q{peg.} (2.193)

ot Q{p} = Tr(p2). Il est alors possible d’obtenir des théorémes équivalents & ceux de Hohen-
berg et Kohn, par une méthode tout a fait similaire. Ensuite, le méme type de formalisme que
dans la section précédente peut étre développé, en peuplant cette fois les états de particules
indépendantes a l'aide de la distribution de Fermi-Dirac a température finie. Finalement, il
nous faut résoudre le systeme :

(30272 = tsa)) 64(0) = Byt (2194
n(r) = Z L (Ey)es(r)e;(r) (2.195)
N = ijj(Ej) (2.196)
vmaz(rj) = ve(T) = Vac(n(T)) (2.197)

ou fr(E) est la distribution de Fermi-Dirac, définie comme suit :

. 1 1

B = Gt =07 (2.198)

2.4.3 Théorie des fonctionnelles de la densité pour les systemes
relativistes

L’application de la DFT aux systemes quantiques relativistes est abordée dans les Refs [39,
40]. Dans ces références, les auteurs partent du hamiltonien de 1’électrodynamique quantique
(Quantum ElectroDynamics, QED) en jauge de Coulomb. Pour plus de précision sur QED,
le lecteur pourra se reporter a la Ref. [41]. Pour un ouvrage sur le contexte, plus général, de
la théorie quantique des champs (Quantum Field Theory, QFT), il pourra se reporter a la
Ref. [42]. Les auteurs se placent dans le contexte de I’électrostatique, éliminent de maniere ar-
bitraire les états de positons et construisent deux théoremes équivalents a ceux de Hohenberg
et Kohn. L’élimination des états de positons se justifie tout a fait dans le contexte qui nous
occupe puisque nous ne considérons que les effets relativistes dans une optique de description
des états liés et non des électrons libres. Nous ne nous intéressons donc pas au phénomene
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de production de paires. Par ailleurs, les effets relativistes liés au retard des photons (termes
de Breit, de Gaunt...) sont formellement inclus dans le terme d’échange-corrélation.
Finalement, le systeme d’équations a résoudre devient :

(—ihca.VT + (B —TD)mc* — v(r)) @i(r) = Ejp;(r) (2.199)
n(r) = Z FE(E)) @l () ;(r) (2.200)
N=> f(E) (2.201)
’U(T‘) = Uel<T) - ch(n(r)) - ’Uext.(r) (2202)

2.5 Deéveloppement en grappes dans le jellium

Avant d’aller plus loin, il convient de préciser qu’a I'instar du développement en grappe
d’Ursell-Mayer (cf. Ref. [43]), le développement en grappe défini dans cette section ne consti-
tue pas un développement au sens mathématique du terme. Sa convergence est subordonnée
aux conditions physiques dans lesquelles il est utilisé. Pour plus de précisions sur le formalisme
utilisé dans cette section, nous renvoyons le lecteur a la Ref. [44].

On considere un systeme de N ions ponctuels, classiques, statiques, dans un volume V.
Soit W(1: Ry...N : Ry)d®R;...d> Ry la probabilité de trouver I’ion 1 dans un volume d*R;
autour de Ry, ..., Iion N dans un volume d®Ry autour de Ry. La normalisation s’exprime
alors ainsi :

/ d*Ry..d>RyW(1: R;..N: Ry) =1 (2.203)

Les ions sont indiscernables, on a donc invariance de W (1 : R;...N : Ry) par permutation
des ions.

Soit W {R;...Ry} d®R;...d> Ry la probabilité de trouver un des ions dans un volume d®R;
autour de Ry (...) un des ions dans un volume d*Ry autour de Ry.

W{R,..Rx}=> W(l: Re)..N: Reyy) = N!-W(L: R;..N : Ry) (2.204)
well
ou II est 'ensemble des N! permutations distinctes.
Soit wi(Ry...Rs)d*R;...d> R, la probabilité de trouver un des ions dans un volume d*R;
autour de R; (...) un des ions dans un volume d®R, autour de R, avec une configuration
quelconque pour les (N — s) autres ions.

1
(N —s)!

N!
= —/ dPRyiy.. d*RyW(1:Ry..5: Ry,s+1: Ryy1...N : Ry)

(N —s)!
(2.205)

wi(Ry..Ry) = / B Ryy.. d* RyW(Ry...R,, Ry\1...Ry)

On remarquera que la normalisation implique : w% = 1 et qu’en milieu homogene wk (R;) =
N/V = n;. De maniere évidente : wi (R;...Ry) = W(R;...Ry).

Soit un systeme d’ions de charge (apparente) Z* placés en Rg.;...Ry. La distribution
ionique associée a ce systeme est alors :

N
ni? (R ..Ry;iv) = Y Z°03(r — Ry) (2.206)

j=s+1
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Dans le cadre du développement en grappe dans le jellium, on considere a l'ordre s le
systéme a s ions centraux en moyennant la densité engendrée par les (N — s) autres ions
sur toutes les configurations partielles qu’ils peuvent prendre. Cette densité “lissée” par I'opé-
ration de moyenne forme un jellium dans lequel les s ions centraux sont submergés. Soit
njj (Ry..R,;7) = (n0” (Rys1...Ry; 7)) 441, n la moyenne de 1”7 (Rey... Ry; T) sur toutes
les configurations implicant s ions aux positions R;...R; :

jel

. 1 o
n Z (RlRS,’I’) :m/ d3R5+1--.d3RNW(R1---Rs,Rs+1-~-RN)’I’Li’Z (RS+1...RN;'I°)

(2.207a)
N!
:m/ PRepy..d*RyW(1:Ry...5s: Ry, s+1:Ry1...N : Ry)
N
: Z Z*(Sg(Rj —’I“)
Jj=s+1
(2.207b)
. NI = 3 3 3 3
=7 R > | @Ry1..d®Rj1d°Rjpy...d*Ry
j=s+1
W({l:Ry..s:Rs,s+1:Ryy..j—1:R;_4,j:7r,j+1:Rj;1..N: Ry)
(2.207¢)
N!
:Z*m(N—S)/ d3R5+2...d3RN
WA :Ry..s:Rs,s+1:7r,s+2: Rsi5..N: Ry) (2.207d)
N!
:Z*m/ d3R5+2...d3RN
W(A:Ry..s:Rs,s+1:7r,s+2: Rsi5..N : Ry) (2.207e)
n’y (Ri..Ryr) =Z*wi ' (Ri..R,,7) (2.207f)

Ainsi, pour le systeme d’ions de charge apparente Z*, la densité du jellium pour l'ordre s
du développement a donc systématiquement la forme de la fonction de corrélation ionique a
s+ 1 corps.

Soit une quantité F', dépendante de la distribution ionique. F'(R;...Ry, Z) est la valeur
de F' calculée pour une configuration de N-ions ponctuels de charge Z, situés en R;...Ry.
Considérons la valeur de F' calculée pour un systeme de s ions ponctuels de charge 7, si-
tués en R;...R; et submergés dans un jellium de charge apparente Z*. Tenant compte de
’'Eq. 2.207f, nous pouvons noter cette valeur : F;,(R;... Ry, Z, Z*). De maniere évidente :
ijevl(Rl...RN,Z, Z*)=F(Ry..RN, 7).

On définit 'opérateur £ de la maniere suivante :

Fi, =L[0] (2.208a)
Fl o (Ry) =L[1] + L[0] (2.208b)
F2(Ry, Ry) =L[1,2] + L[1] + L[2] + L[0)] (2.208c¢)

F(R,..Ry) = FY/(R,..Ry) %L[l, o NT+ o+ L[]+ L2] + ... + LIN] + L[0] (2.208d)

jel
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De maniere générale :

Foy(Ry, . R)=> > L.y (2.209)

=0 {v1..v5}

ou {v1...r;} est un jeu de j indices de position pris dans {1...s}. La régle inverse peut étre
écrite :

Z Z s ]Fjsel Hlﬂ"'vRuj) (2-210)

J=0 {p1...p5}

ol {ft1...p1;} est un jeu de j indices de position pris dans {v;...v,}.
Ecrire le développement en grappes de la moyenne de F' sur les configurations ioniques
consiste a écrire I'égalité suivante :

F =(F(R;..Ry)), x= / &’Ry..d° RyW(R,...Ry)F(R,...Ry) (2.211a)
_ N o
o
L
1| dSRl {wN Rl (Fjlel(Rl) F}el)}
1
+ — o1 d3R1d3R2 {wN Rl, R2) ( ]el(Rla RQ) ]el(Rl) jel(RQ) )}
+ ... (2.211b)
F=Fy 4+ (F), + (F)y+ ...+ (F)y (2.211c)

I1 faut noter qu’il ne s’agit pas d'un développement au sens mathématique du terme mais
plutot d'une égalité, ici écrite pour un systeme fini de N-ions. La principale hypothese que
'on joint en général a ce formalisme est que dans cette égalité, les contributions (F),...(F) 5
s’échelonnent en petitesse. Pris a 'ordre 1, ce développement définit un concept d’atome dans
le jellium. Cet atome, au contraire de ’atome isolé ne correspond pas a un élément constitutif
de la matiere mais possede une signification statistique et représente ’ensemble du plasma.



Chapitre 3

Etat de ’art et modéeles d’atome
moyen

Nous visons ici a donner un bref apercu de I’état de I’art, en ce qui concerne la modélisation
des électrons du plasma a la limite thermodynamique, par le biais d’une notion d’atome
moyen. Il ne convient pas d’y voir une revue exhaustive de tous les travaux qui ont été mené
sur la modélisation des plasmas denses. Notamment, il ne sera ici question ni des travaux
concernant la simulation des plasmas par dynamique moléculaire ou méthode de Monte-Carlo,
ni des études qui portent sur la modélisation des aspects ioniques.

3.1 Modele Thomas-Fermi de la spheére ionique (TF
ion-in-cell)

Historiquement, le premier modele non-classique de physique des plasmas est le modele
Thomas-Fermi de la sphere ionique. Comme le modele de Debye-Hiickel, il reprend la structure
de modele classique, mais introduit la statistique quantique de Fermi-Dirac. A l'instar de
certains autres modeles utilisés en physique des plasmas, le modele de Thomas-Fermi trouve
son origine dans la physique de la matiere condensée (cf. par exemple la Ref. [45]). La premiere
adaptation de ce modele a la physique des plasmas, tenant compte des effets de température
finie, fut proposée par Feynman, Metropolis et Teller en 1949 dans la Ref. [17].

L’approximation Thomas-Fermi consiste, dans sa généralité (cf. Ref. [36]), & considérer le
gaz d’électrons comme localement idéal, c’est-a-dire régi par la distribution de Fermi-Dirac. Il
s’agit alors de résoudre localement le probleme dun gaz d’électron idéal subissant 'effet d’un
potentiel extérieur v(r). La densité électronique en r s’écrit alors, dans le cas non relativiste :

o [ & L
() _2/ h? {eﬁ(é’,i—v(r)—u) +1} (3.1)

La charge du noyau ainsi que la distribution des charges électroniques engendrent le potentiel

électrostatique vg () :
Zer n(r')
. — _ Bl 3.2
Vel (T) ” € / T{’T—T’| (3.2)

et le potentiel extérieur v(r) agissant sur la distribution de charges est alors le potentiel
autocohérent :

v(r) = va(r) (3:3)

41
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Nous définissons, comme au chapitre 2 :

Zxa(r) Xfrfm (3.4)

Ver (1)

Afin d’inclure des effets d’échange-corrélation dans I’approximation de la densité locale, il est
possible d’ajouter au potentiel autocohérent une contribution d’échange-corrélation :

V(1) = v (1) — Vge(n(r)) (3.5)

Notons que si on opte alors pour le terme d’échange de Kohn-Sham (cf. Ref. [35]), aussi appelé
terme d’échange de Dirac (cf. Ref. [46]), nous avons affaire au modele dit Thomas-Fermi-Dirac
(TFD).

Dans son interprétation originale, le modele de Thomas-Fermi est un modele de la cellule
ionique, on y considere une sphere atomique isolée. Le plasma est alors vu comme constitué
d’une juxtaposition de spheres électriquement neutres, de rayon Ry :

’v‘v‘?s—< ’ )1/3 (3.6)

47n;

Convenant d'une absence de charge a 'infini, nous obtenons alors les conditions aux limites
suivantes :

Xe(0) =1 (3.7
Xer(Ryrg) =0 (3.8)
Xe(Riys) =0 (3.9

Ces conditions aux limites traduisent entre autres la neutralité de la sphere atomique qui
constitue la définition implicite du potentiel chimique p des électrons.

Le modele de Thomas-Fermi présente la propriété utile d’étre cohérent du point de vue
de la thermodynamique. Ce modele peut étre interprété comme dérivant d’un principe varia-
tionnel (cf. par exemple la Ref. [37]) et respecte le théoreme du viriel (cf. Ref. [17]). Dans la
suite, nous dénommerons ce jeu de propriétés sous le terme générique de “cohérence thermo-
dynamique”.

Dans le cadre du modele variationnel d’atome dans le jellium, abordé au chapitre suivant
et qui constitue I'objet principal de ce travail de these, le modele Thomas-Fermi trouve une
interprétation nouvelle. Dans cette interprétation le modele apparait encore comme dérivant
d’un principe variationnel et la vérification du théoreme du viriel est montrée dans ce nouveau
cadre.

Le code Quotidian Equation Of State (QEOS) de More et al. (cf. Ref. [19]) est basé sur le
modele TF avec corrections de Barnes, présenté dans la Ref. [47], pour la partie électronique.
Une partie des tables SESAME (cf. Ref. [48]) est obtenue au moyen de cette équation d’état.

Précisons enfin qu'un premier traitement du modele de Thomas-Fermi tenant compte des
effets relativistes a été donné par Vallarta et Rosen en 1932. Pour plus de précision sur le
modele de Thomas-Fermi relativiste, nous renvoyons le lecteur aux Refs. [49-51].

3.2 Modele d’atome moyen de Rozsnyai

Le modele d’atome moyen de Rozsnyai, proposé en 1972 dans la Ref. [52], est décrit
ici en vertu de son importance historique et pratique dans le domaine. Ce modele peut en
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effet étre considéré a juste titre comme le premier des modeles quantiques d’atome moyen.
Il présente par ailleurs une rapidité et une robustesse qui en font 'un des plus utilisés en
physique atomique des plasmas denses. Cependant, il présente aussi certaines inconsistances
théoriques tres limitantes pour la détermination d’équations d’état.

L’idée de ce modele est de réaliser une premiere extension partiellement quantique du
modele quasiclassique de Thomas-Fermi. Dans le modele de Rozsnyai, les idées de la physique
du solide subsistent encore fortement. En particulier, il s’agit d’'un modele de la cellule ionique
et une forme d’invariance par translation est avancée pour conduire a un modele de bandes en
ce qui concerne la partie liée du spectre. La cellule ionique est considérée a symétrie sphérique
et on résout alors I’équation d’onde radiale avec chacune des deux conditions suivantes a la

limite en Rijg :

Ry, o(Ryys) =0 (3.10)
dR,
AR, o(r) =0 (3.11)
ar gy

les valeurs propres E:{T ¢ et B, issues de chacune de ces deux résolutions constituent les
bornes de la bande n,,f qui est peuplée avec une densité d’états approximée par celle des
électrons libres, c’est-a-dire de forme v/E. En ce qui concerne le continuum : il reste traité
dans I'approximation Thomas-Fermi. La densité électronique s’écrit alors :

w2y [ dE{fF<E>2<E+ 3_@;“5)3/2““5%m(7")|2}

nplym Y Fng e nr,t

8 e 2
e 012
h po(r) eﬁ(ﬁ—v(?‘)—@ +1

ou les fonctions d’ondes g o (r) vérifient 1'équation d’onde avec une condition a la limite
libre en R}y et sont normalisées au sein de la cellule ionique. En pratique, ces fonctions ne
sont pas calculées par résolution de I’équation d’onde mais approximées a partir des fonctions
Vg m(T). po(r) délimite la région classiquement permise :

P’ _ (3.13)

2m

Munie de ce calcul de la densité électronique, I'autocohérence du potentiel est réclamée
au méme titre que dans le modele Thomas-Fermi.

Remarquons que le cas du spectre a états liés discrets apparait comme la limite de ce
modele aux faibles densités, lorsque le rayon de la sphere ionique devient infiniment grand et
la largeur de bande infiniment petite.

L’idée d’une cellule de Wigner-Seitz a symétrie sphérique est assez incompatible avec
I'hypothese d’un réseau ionique périodique (aucun réseau de Bravais ne possede une symétrie
d’ordre infini). On a souvent I’habitude d’avancer la symétrie sphérique comme approximation
acceptable d'une cellule polyédrique possédant un ordre de symétrie suffisant. Il nous semble
plus approprié de considérer la symétrie sphérique en physique des plasmas en regard de
Iisotropie moyenne de structure des états fluides. Une telle conception nous incite a I'humilité
quant aux capacités des modeles de physique des plasmas a rendre compte de la physique
des solides.

Outre son probleme de cohérence avec la symétrie, I’hypothese de périodicité se justifie
difficilement dans le cadre de la physique des plasmas. Cette derniere traite en effet d’'un état
désorganisé de la matiere, ne présentant pas de structure ionique cohérente.
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Enfin, ce modele procede par 1'utilisation de formalismes différents pour traiter les états
liés et ceux du continuum. En termes plus formels, dans un tel modele, la valeur d’une
Observable va dépendre de la base d’états liés utilisée. De maniere pratique, cela se traduit
par des discontinuités aux seuils d’ionisation dans les valeurs moyennes des Observables, dont
les grandeurs thermodynamiques.

Précisons enfin que dans la publication originale, Rozsnyai fait usage d'un formalisme
relativiste que nous avons choisi de ne pas reproduire ici, afin d’alléger les notations. De plus,
malgré le titre de 'article, ou il est question de théorie Hartree-Fock-Slater, le formalisme

qui y est développé correspond plutot a un traitement qui serait désigné aujourd’hui comme
DFT-LDA.

3.3 Modele Inferno

Le modele INFERNO fut proposé par Liberman en 1979 dans la Ref. [18]. Dans la publi-
cation originale, deux versions de ce modele, désignées par les lettres T et A, sont abordées.
Par la suite, une version désignée par la lettre B a également vu le jour mais n’a fait I'objet
d’aucune publication a notre connaissance.

Dans le modele INFERNO, l'idée de périodicité de la cellule ionique est completement
abandonnée. A la place, Liberman considere une cellule ionique entourée! par un jellium
homogene. Cette idée d’un jellium entourant la cellule ionique justifie I’'abandon du modele
de bandes et préfigure en un certain sens I’abandon du concept de cellule ionique. Cependant,
cette vue théorique ne joue pas un véritable role dans son modele car la sphere atomique de
Liberman reste isolée du jellium : elle n’interagit pas avec ce dernier.

[’abandon de I'hypothese de périodicité implique I’abandon du modele de bandes. On a
a présent affaire a un spectre lié discret ou les fonctions d’onde sont normalisées dans tout
I’espace et non plus au sein de la seule sphere ionique. La condition limite sur les fonctions
radiales devient :

Ry, o(r — 00) =0 (3.14)

Dans le cadre de son modele Liberman met également en place le calcul quantique des états
du continuum. De cette maniére, tous les états propres sont traités par le méme formalisme.
Ainsi, dans ce modele, les valeurs moyennes des Observables varient continiment au travers
des seuils d’ionisation. En pratique, lorsqu’un état lié disparait, I’absence de sa contribution a
la valeur moyenne est exactement compensée par ’apparition d’une contribution équivalente,
issue d’'une résonance dans le continuum. Cette derniere doit faire I'objet d’un traitement
numérique approprié. Dans ce cadre, la densité électronique s’écrit :

() =2 3 fF (B g2 +23 / 0E { ¥ ()b pon(7) 7} (3.15)

nr,l,m £m

ou les fonctions d’ondes ¢g ¢, (7) sont normalisées comme les ondes planes :

/d37“ {¢E,E,m(r)wE’,€’,m’ (T)} - 5(E - E,)5e,4/5m,m' (316)

!Nous insisterons ici sur 'utilisation du terme “entourée” et non “immergée”. Ici 'atome n’est pas plongé
dans un jellium avec lequel il interagit : il y a une limite claire avant laquelle il n’y a que la cellule ionique et
au-dela de laquelle il n’y a que le jellium
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Fi1c. 3.1 — Vue schématique de ’atome d’INFERNO

L’hypothese forte du modele INFERNO est ’approximation dite du “moule a muffin”
(“muffin-tin”) qui consiste a considérer qu’au-dela de la cellule ionique la densité électronique
se réduit a une densité constante : celle du jellium. Cette hypothese, issue de la physique de
la matiere condensée, a des conséquences importantes sur le modele. D’une part, la neutralité
globale du systeme revient a la neutralité de la cellule ionique. En convenant d'une absence
de charges a I'infini, on retrouve les mémes conditions aux limites sur le potentiel que dans le
cas du modele de Thomas-Fermi : les Eqs. 3.7,3.8 et 3.9. D’autre part, le potentiel est iden-
tiquement nul partout a I'extérieur de la cellule ionique. De ce fait, la spheére atomique est
isolée du jellium qui I’environne, tous les calculs se ramenent a la cellule ionique, exactement
comme si rien n’existait au-dela.

Les versions T et A du modele se distinguent par le mode de calcul des grandeurs ther-
modynamiques. Dans le modele T, les quantités liées au jellium sont systématiquement sous-
traites des grandeurs, que l’'on calcule dans tout ’espace. Dans le modele A, la séparation
entre la cellule ionique et le jellium est de nature spatiale : les grandeurs thermodynamiques
sont calculées au seul sein de la cellule ionique. Le modele T se rapproche beaucoup du mo-
dele d’atome dans le jellium a sphere de Wigner-Seitz neutre, qui sera considéré plus tard.
Dans la suite, on considerera toujours INFERNO dans sa version A, qui fut reprise par Wilson,
Sonnad, Sterne et Isaacs dans le code PURGATORIO, objet de la Ref. [53].

La Fig. 3.1 est une vue schématique de I’'atome tel qu’il est concu dans le modele INFERNO.

3.4 Modele d’atome dans le jellium et modele Atome
dans le Jellium de Charge Imposée

3.4.1 Développement en grappes dans le jellium

Tous les modeles présentés ci-avant reposent d’une maniere ou d’une autre sur I’hypothese
de l'existence d’'une sphere atomique isolée, c’est-a-dire d’une cellule ionique électriquement
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FiG. 3.2 — Vue schématique de I’atome dans le jellium

neutre de forme sphérique (la sphere de Wigner-Seitz). La matiere est alors vue comme un
empilement de ces spheres, éléments constitutifs moyens du plasma.

Le modele d’Atome dans le Jellium de Charge Imposée (AJCI) décrit ci-apres, ainsi que le
modele variationnel sur lequel porte ce travail de these, reposent sur une autre conception de
I’atome. Ces modeles définissent le concept d’atome, non plus dans le cadre d’une description
élémentaire du plasma mais dans le cadre d’une description proprement statistique. Comme
nous le montrons avec le modele variationnel, le formalisme qui permet cette description est
celui du développement en grappes dans le jellium (Cluster-in-jellium expansion), cf. 2.5 page
38.

Dans ce développement, ’ordre zéro correspond a une description des électrons du plasma
en tant que gaz d’électrons homogene neutralisé par un fond ionique. L’ordre 1 décrit les
contributions propres au systéme a un centre ionique. Les ordres supérieurs décrivent, quant
a eux, les contributions a plus d’un centre, tels que les aspects moléculaires. Dans le cadre
de la physique des plasmas, on fait en général 'hypothese que la contribution a un centre
est suffisante, ce qui résulte en un modele d’atome dans le jellium. L’atome dans le jellium
n’est alors pas un modele de 'atome au sens usuel, élémentaire du terme mais bel et bien
un modele de 'ensemble du plasma, dont la description se limite aux aspects atomiques et
d’interaction atome-jellium.

Il est intéressant de voir qu’encore une fois, c’est un concept issu de la physique de la
matiere condensée qui est repris dans le cadre de la physique des plasmas. En effet, la notion
d’atome dans le jellium peut étre rapprochée de la notion d’impureté dans un métal, telle
qu’abordée par exemple dans les Refs [54-56], puis transposée dans les Refs [57, 58] aux
impuretés dans les plasmas.

La Fig. 3.2 est une vue schématique de ’atome tel qu’il est concu dans les modeles d’atome
dans le jellium.
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3.4.2 Modeéle AJCI

Dans le modele AJCI (cf. Ref. [59]) qu’il propose dans les années 1990, Perrot abandonne
le concept de la cellule ionique neutre au profit de la notion d’atome dans le jellium. L’hy-
pothese de neutralité de la sphere de Wigner-Seitz se voit alors remplacée par I’hypothese
de neutralité globale du systeme d’atome dans le jellium. Cette condition de neutralité, ap-
pliquée au premier ordre du développement en grappes dans le jellium devait constituer en
quelque sorte une fermeture du modele.

Dans un tel modele, le potentiel chimique p,, des électrons, au lieu d’étre implicitement
déterminé par la condition de neutralité de la cellule ionique, est fixé par la densité du jellium

no.
d? 1
ng = 2/ h_f { 2 } (317)
eﬁ(ﬂ_llno) +1

L’existence d'une solution globalement neutre est permise pour toute valeur de p,,, comme
nous le verrons au chapitre suivant. L’hypothese de neutralité globale est en fait plus faible
que I'hypothese de neutralité de la sphere de Wigner-Seitz. En ce sens, le modele AJCI
n’est pas un modele complet : il nécessite 'introduction de ng, c¢’est-a-dire d’'une ionisation
moyenne a partir de I'extérieur du modele. Ceci est 1ié au fait que le modele AJCI ne tient pas
compte du terme d’ordre zéro dans ’expression de ’énergie libre par ion. Dans ses travaux,
Francois Perrot fait généralement le choix de fixer cette ionisation soit a la valeur obtenue
avec le modele Thomas-Fermi, soit a une valeur fixée de maniere a retrouver la courbe de
compression froide du matériau.

Nous ne détaillerons pas ici le formalisme 1lié a ce modele pour la simple raison qu’il est
constitué du premier ordre du développement en grappes utilisé dans le modele variationnel.
Comme on le verra dans la suite, bien que ce modele n’ai pas été dérivé par une méthode
variationnelle, il offre un cadre particulier qui n’interdit pas une telle dérivation. Le modele
AJCI constitue pour nous une étape décisive dans le chemin vers un modele thermodynami-
quement cohérent de I’atome moyen.

En conclusion de ce chapitre, la Fig. 3.3 propose un tableau récapitulatif des principales
caractéristiques des différents modeles cités dans ce bref et non-exhaustif état de I’art.
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Conception Cohérence

Modele Année, Ref. Liés Continuum do I'atome  thermo.
Thomas-Fermi 1949, Ref. [17] aucun  quasiclassique SAI', AJ?3 oui
Rozsnyai 1972, Ref. [52] bandes  quasiclassique SAI non
INFERNO 1979, Ref. [18] quantique quantique SAI non
AJCI années 90, Ref. [59] quantique quantique AJ non

L :Sphere Atomique Isolée (SAT)
2 :Atome dans le Jellium (AJ)

3 :via la réinterprétation donnée au chapitre 4

F1G. 3.3 — Tableau récapitulatif sur les modeles d’atome moyen



Chapitre 4

Modele quantique variationnel de
’atome moyen dans le jellium

Des modeles quantiques tels que ceux abordés dans le chapitre précédent sont indispen-
sables aux calculs des propriétés de transport et des propriétés radiatives des plasmas denses.
Cependant, aucun des modeles quantiques présentés ci-avant ne propose une description du
plasma qui soit cohérente du point de vue de la thermodynamique.

Premierement, aucun de ces modeles ne décrit ’équilibre thermodynamique du systeme
étudié. De cette maniere, tout calcul de la pression selon la définition thermodynamique
usuelle, c’est-a-dire la dérivée de 1’énergie libre par rapport au volume a l’équilibre est im-
possible. Avec ces modeles, on se contente de dériver I’énergie libre donnée par le modele,
en considérant qu’elle est proche de ’énergie libre d’équilibre. En second lieu, aucun de ces
modeles ne vérifie le théoreme du viriel.

La cohérence thermodynamique des modeles quantiques est pourtant une condition sine
qua non de leur application aux calculs d’équations d’état. En conséquence, on a souvent
recours pour les calculs d’équations d’état a des modeles différents de ceux utilisés pour le
calcul des propriétés de transport et des propriétés radiatives.

Un modele quantique garantissant une cohérence thermodynamique des résultats ouvri-
rait la voie aux calculs de 1’équation d’état, des propriétés radiatives et des propriétés de
transports via un modele unique de la matiere. Il s’agit la d’une préoccupation récurrente :
plusieurs travaux ont déja abordé le sujet, notamment le travail de Frangois Perrot (Ref. [59])
ou les travaux sur le code EOSTA, décrits dans les Refs. [60-63]. Nous pensons toutefois
qu’aucun de ces travaux n’a amené une réponse satisfaisante au probleme de la cohérence
thermodynamique.

Dans les Refs [64,65] les bases d’une réponse a cette préoccupation sont proposées par
Blenski et Cichocki. Une partie importante du travail présenté dans ce manuscrit consiste
en une démonstration de la faisabilité des calculs avec ce formalisme. On se penche en outre
sur son extension au cas quantique relativiste ainsi que sur la démonstration du théoreme du
viriel dans le cadre de cette approche.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous allons d’abord considérer en détail le formalisme
lié a ce modele completement variationnel. Les équations que nous aurons a résoudre découlent
de la stricte minimisation d’une I’énergie libre. De cette maniere, il s’agit par construction
d’un modele de I’équilibre thermodynamique. Dans le cadre de ce modele, la dérivation par
rapport au volume de I’énergie libre donne lieu a une formule analytique de la pression. Nous
montrerons que ce modele, dans 'approximation Thomas-Fermi, est équivalent au modele
décrit dans la Ref. [17] et offre un cadre de ré-interprétation pour ce dernier.

Dans un second temps, nous montrerons que ce modele vérifie le théoreme du viriel.

49
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L’identité des conditions de minimisation de 1’énergie libre avec les conditions de vérification
du théoreme du viriel lui donneront alors un éclairage légerement différent.

A la lumitre des considérations tenues sur ce modéle variationnel, les raisons de l'incon-
sistance thermodynamique des autres modeles quantiques apparaitront clairement et nous
tacherons de les énoncer plus en détail en fin de ce chapitre.

Dans le souci d’améliorer la clarté de ce chapitre, les résultats intermédiaires importants
ont été écrits en bleu et encadrés. Les résultats généraux importants sont, quant a eux, en
rouge.

4.1 Hypotheses et cadre du modele

Cette approche ainsi que ses premieres mises en ceuvre sont présentées pour la premiere
fois dans les Refs. [64-67]. Ce modele découle d’une recherche de 1’équilibre thermodynamique
du plasma approximé au moyen d’un développement en grappes dans le jellium tronqué a
lordre 1. Le systeme de charges étudié est donc similaire a celui du modele AJCI mais ici,
la charge apparente des ions du jellium n’est pas imposée a partir de I'extérieur du modele.
Nous appliquons les méthodes du calcul variationnel afin de rechercher la charge apparente
qui correspond a I'état d’équilibre thermodynamique du systeme

Considérons le développement en grappes dans le jellium de I'énergie libre électronique
par unité de volume, pris a 'ordre 1 :

f=h+ i+ (4.1)

L’ordre 0 correspond a 1’énergie libre d'un gaz d’électrons homogene de densité inconnue
ng = n; 4", densité moyenne du jellium, et a la température T :

fo = fo(no, T) (4.2)

L’ordre 1 est donné par le développement en grappe dans le jellium (cf. 2.5 page 38) :
<f>1 =N / d37,. {fjlel(noa Xa n;, Z7 T7 ’r) - fO(nO; T)} (43>
Dans un premier temps, nous notons par X le jeu de variables internes au systeme électro-

nique.
Les énergies libres par ion suivantes peuvent étre définies comme suit :

F{?’Lo,X; n;, Z, T} = Fo(no; nl,T) + AFl {no, X, ng, Z, T} (44)
;T
Fo(n; ni, T) = 2200 (4.5)
n;
AFI {nOa X7 7D Z7 T} = / d3,r. {fjlel<n07X; ny, Za T) - fO(”OJ T)} (46)

Nous faisons alors le postulat d’une fonction de corrélation ionique a 2-corps en forme de
cavité. C’est-a-dire qu’en-deca d’une certaine distance d’un ion, la probabilité de trouver un
autre ion est nulle, et qu’au-dela de cette distance, la probabilité est constante. Il convient
cependant de remarquer que les considérations qui suivent peuvent étre itérées pour des
fonctions de corrélations plus compliquées. Pour se faire une idée plus précise des fonctions
de corrélation ionique a 2-corps obtenues dans les simulations, le lecteur pourra se reporter
par exemple & la Ref. [68], qui présente des résultats récents issus de simulations Monte Carlo
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Yukawa et de dynamique moléculaire sans orbitales. La cavité constitue une approximation
acceptable dans les cas de couplage ionique modéré a fort. C’est par ailleurs ’approximation
qui est choisie dans les modeles INFERNO et AJCI. C’est cette cavité qui est illustrée dans
I'ordre 1 sur la Fig. 3.2 page 46.

GQ(Rl, Rz) = n00 (|R1 — R2| — R) ) G(’l") = GQ(O, ’l") = 7109 (’f’ — R) (47)

Nous effectuons le développement en grappe du nombre d’électrons par unité de volume, a
Iordre 1 :

Zn; =ng +n; / dr {n}el(ng,X; ng, Z,T;r) — ng} + ... (4.8)
ol njl-el(no,X ing, Z,T;7) est la densité électronique calculée avec le systeme de charge de

l'ordre 1. Dans la suite nous noterons cette densité par n(r).
Nous faisons I’hypothese que le systeme est globalement neutre des 'ordre 1. Ceci consti-
tue en quelque sorte la fermeture du modele :

Z- / &r {n(r) — no(r — R)} = 0 (4.9)

En utilisant 'Eq. 4.9 dans I'’Eq. 4.8, il vient immédiatement que :

4 1 3\
3 n; we (47mi> ( )

Afin de trouver I’équilibre thermodynamique, Nous cherchons & minimiser F' {ng, X;n;, Z, T}
par rapport a X et ng. Ainsi, utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous de-

vons minimiser la fonctionnelle €2, définie comme suit, par rapport a ses dépendances en X
et ng :

Q{ng, X;n;, Z,T} = F{ng, X;n;, Z, T} —~ (Z — / d*r {n(r) — neb(r — R’VL[}S)}) (4.11)

4.2 Calcul de I’énergie libre, minimisation

Nous faisons le choix de calculer 1’énergie libre via une théorie de type DFT. Le jeu de
variables interne au calcul électronique se résume alors a la densité électronique n(r) ou bien
encore au potentiel d’essai v(r). C’est cette derniére option que nous choisissons. La densité
ainsi que toutes les valeurs moyennes d’Observables sont alors a considérer comme fonction-
nelles de (v(r),ng). L’expression précise de la densité sera donnée plus tard, en fonction du
formalisme utilisé (Thomas-Fermi, quantique non-relativiste ou quantique relativiste). Afin
d’alléger les notations, nous omettrons dans la suite d’expliciter les dépendances en (v(r), ng)
de la densité n{v(r),no} (r'). Il est néanmoins important de les garder & ’esprit.

La fonctionnelle 2 peut étre réécrite comme suit :

Q{ng,v(r);n;, Z, T} = Fo(no;ni, T) + AFy {ng,v(r);n;, Z,T}

—y <Z— / & {n(') — ngf(r' — ’;@}) (4.12)
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L’énergie libre AF| peut étre, elle-méme, décomposée a la fagcon du formalisme Kohn-
Sham. Nous séparons un terme cinétique-entropique de particules indépendantes AFY, un
terme direct d’interaction électrostatique AF et un terme d’échange-corrélation AF¢ :

AF, {ng,v(r);n:, Z, T} = AF? {ng,v(r); Z, T}+AF {ng, v(r);n;, Z, T} +AF™ {ng,v(r); Z, T}
(4.13)
Notre but est de minimiser explicitement 2 par rapport a ng et v(r), c’est-a-dire de
chercher ng et v(r) tels que :

0 {ng, v(r);n;, Z, T} 0AF1 {no,v(r);n;, Z, T} / 5 on(r')
50(r) = 5o(r) T[Sy =Y (4.14)
6 {ng, v(r);n;, Z,T}  6Fy(no;ng, T) N IAF {ng,v(r);n;, Z,T}
no N no dng
J .
+t5 - /d3r' {n(r") —neb(r' — Rij5)} (4.15a)
0
_ 0Fy(no;ng, T) N SAF {ng,v(r);n;, Z,T}
N 5710 5710
6 / / / / T4
+75—nO (/ d*r’ {n(r') — no} +/d3r {no(1—0(r"— RV‘;S))}>

(4.15Db)

_ 0Fy(nogyng, T) N IAF {ng,v(r);n;, Z,T}
B 5”0 5n0

+ 75% ( / d*' {n(r') — no} + %) (4.15¢)

7

_ 0Fy(noyng, T) N SAF {ng,v(r);n;, Z,T}

H/dw{_“(’“) _1}+l:o (4.15d)
5710 U2

Appliquons-nous a présent a donner ’expression de chacun des termes utiles a la résolution
du systeme des Eqs 4.14 et 4.15d.

4.2.1 Terme d’ordre 0

Le systeme de charges correspondant a 'ordre 0 est un gaz d’électrons homogene neu-
tralisé par un fond continu ionique. Nous faisons 'hypothese que ce gaz est non-relativiste.
L’utilisation ultérieure d’une équation d’onde relativiste ne visera qu’a traiter certains as-
pects relativistes propres aux états liés (notamment le couplage spin-orbite). Nous néglige-
rons certains effets relativistes qui concernent proprement les électrons libres (notamment la
production de paires ou les effets du retard des photons).

La densité du systeme a l'ordre 0 peut étre écrite :

3/2

3
no=2 [ G B0 = (haT) 1 (122 (116)
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ou le facteur 2 correspond a la dégénerescence de spin. I/, est 'intégrale de Fermi d’ordre
1/2. Cette expression constitue en fait la définition implicite du potentiel chimique .

La partie cinétique-entropique de 1’énergie libre est donnée par 'Eq. 9.13 page 148 (énergie
libre d’'un gaz parfait d’électron). Nous choisissons de considérer le calcul de I’énergie libre
dans le cadre de la LDA. La partie d’échange-corrélation est donnée par une fonction f.(n).

0Fy(noyni, T) 1 4

- 0 T e 4.1
) L (0, T) + S () (1172)

1 6 2 m>/? 0

= e — = 2kpT)°/%I o e 4.17b
ni 5n0 (no:u 0 3 47T2 ( B ) 3/2 (kBT> + f (n0)> ( )
1 Optng  2m>/? 5o 3 i o O fre(n)

—_ " no =2 2k T /2 bi o) no xe
n; (M o T 7o dng 3 472 (2k5T) 2kgT 1/2 kgT ) Ong + on o

(4.17¢)

) (4.17d)

7

1 a,um) aﬂno 0 fze (TL)
(Nno + 7o Ono 1o ong + on

6F0(n0;n,~7T) B 1
— one m (fng + Vae(n0)) (4.17e)

ol I3/, désigne l'intégrale de Fermi d’ordre 3/2, et olt nous avons défini :

Uge(n) = afg—crf”) (4.18)

4.2.2 Terme d’ordre 1 électrostatique

Le terme d’interaction électrostatique peut étre calculé comme fonctionnelle de la den-
sité (dont on rappelle la dépendance explicite en ng,v(r)), indépendamment du choix du
formalisme utilisé dans le calcul de cette derniere :

AF {ng,v(r);n;, Z, T} :/ &3r {(n(r’) —nof(r' — Riyg))

(2ot e )

Procédons alors au calcul des dérivées fonctionnelles utiles pour la minimisation :

d

b e {8 i {1 = i) )l i)
2 on(r') [ — |
(4.20a)

o fer{(E fer B o

[«%)
|3
=ScY

\_/\_/
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5AFfl .y ~on(r)
- _ 4.2
5o(r) /d r {vel(r ) 50(r) (4.20c)
ou nous avons défini :
2 AN I 4
va(r) = Ze _ 62/ d*r' n(r) = nod(r’ = Rys) (4.21)
r |r — 7|

%ifl = / d*r { MfT,) / " {—TZ (n(r") — nob(r" — R%S))} %n’;)}
L [ (s [ e { 0087 ~ i) 007) — 0" — Ry i)

2 n(r') [ — | dng
+ 2 @ L2 ey~ ngb(r — Ripg))
ong r’ 0 we
+ li / d37,,//d3,r/l/ (n('r”) - noe(’l“” B R%}S)) (n(,’,,///> - noe(rm - RTVL[}S))
9 5n0 |'I°” . 'I°”/|
(4.22a)
el !
OAFT _ _ / pONg OGN / & {007 — Ry s)va(r)} (4.22b)
5710 5”0

4.2.3 Terme d’ordre 1 d’échange-corrélation

Dans le cadre de la LDA, le terme d’échange-corrélation d’ordre 1 s’exprime de maniere
tres simple par :

AF{ng,v(r); Z,T} = / &' { foe(n(P)) = fre(no)} (4.23)

Les dérivées fonctionnelles qui interviennent dans la procédure de minimisation sont alors :

5AF1EC _ 37,/ 5 ST// n T// . n 5”(7’/) N
5 ) Ofze(n) on(r')

= | dr 4.24b

/ { on n(r’) 5"0(7") } ( )

ol = [ fonc ot S (424
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S e ey | e e~ 52

0 3,11
5TL / d’r {fxc( ( )) - frc(no)} (4.25&)
- [ { Oucr)| () _ Do) } (4.25b)

Sno on
OAFfe / & {vzc (e 2200 (no)} (4.25¢)

5n0 (STLQ

n(r’)

Il s’agit a présent de calculer le terme cinétique-entropique et ses dérivées fonctionnelles.

4.2.4 Terme d’ordre 1 cinétique-entropique : cas TF

Dans le cadre général de I'approximation Thomas-Fermi (cf. Ref. [36]), on considere un
gaz localement parfait. La densité devient alors une fonctionnelle locale (c’est-a-dire une
fonction) du potentiel d’essai v(r) :

{00} () = ol o) =2 [ G578 (ol
i — (4.26)
=% (2ksT)* L1y, (—”f’kBT )

Le terme cinétique-entropique peut étre écrit comme suit :

AR {no,v(r); Z,T} = /d3r2/ (;li];?’

r))Ek - TSno (Ek - U("'))
—fE(Ep)Ep + TSny(Ex) ) (4.27)
ou Sy, (F) désigne la contribution & I'entropie pour Iénergie E (cf. Eq. 9.11 page 148). Dans

la suite, nous omettrons d’expliciter les dépendances de AF} afin de raccourcir les notations.

5AF0 d k

3 /

m {fE (B —v(r")Ey — T'Suo(Er — v(r")) — [ (Ex)Ey + TSy (Er) }

(4.28a)

Le fait que la dépendance soit locale dans la théorie Thomas-Fermi ramene la dérivée fonc-
tionnelle & une simple dérivée de fonction (cf. Eq. 9.9 page 148)

B Bk |0 %(Ek — ) Sy, (Ex, —v)
9 / 5 { - 9ok — V) vm} (4.28D)

v

E, =T
o(r)
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Nous faisons usage de la forme de la dérivée de I'entropie par rapport a I’énergie (Eq. 9.15
page 148) et obtenons :

Bk Of g (B — v)
:2/ (27)3 {(Ek — By + iy + (7)) — o0

} (4.28¢)
v(r)

En utilisant la forme de la derivée de la distribution de Fermi-Dirac par rapport a ’énergie
(Eq. 9.14 page 148), nous arrivons a :

Bk [ OfE (B —v)
=(fin + v(1))2 / 2n)? { o v(r)} (4.28d)
on(v,ng)

=(no + (7)) (4.28¢)

ov o(r)

Malgré le fait que la dépendance soit locale dans la théorie Thomas-Fermi, nous revenons
aux notations fonctionnelles :

T P -

SAFO  § Ry ,
By 2/ {FF (By — 0(r')) By — TSy (Ex — v(r')) — fF (Ex) By + TS (Er)}
5TLO 5TL0

(4.29a)
/d3 ,2/ Pk {a N ﬁ?;k—v ))Ek _Tasno(gk — (1))
g Hng
9 ; (Ek)E Tasng’f)} 55’;7;0 (4.20b)
~ [ '2/ Lk { — Bt fing +0(r7)) ’ﬂ(g’;;wl))
(B — By + Mno)af (B )} %‘; - (4.29¢)
ferfon £ PR
+ fng / R / & {5 il Egn; o)) 9 ’%TgoEw} (4.29d)
o L JE {v(r')égg;l)} i [ & {%ﬂ’;) - 1} (4.29¢)

ou nous avons utilisé des transformations similaires a celles du calcul précédent.



4.2. CALCUL DE L’ENERGIE LIBRE, MINIMISATION o7

4.2.5 Terme d’ordre 1 cinétique-entropique : cas quantiques

Considérons le hamiltonien effectif & 1-corps H {v(r)} des électrons indépendants soumis
au potentiel d’essai v(r). Dans le cas quantique non-relativiste, ce hamiltonien est celui de
Schrodinger : H {v(r)} = Hg{v(r)} tel que défini par 'Eq. 2.14 page 19 . Dans le cas
quantique relativiste, il s’agit de celui de Dirac : H {v(r)} = Hp {v(r)} tel que défini par
I’'Eq. 2.74 page 25. Quant aux hamiltoniens en potentiel nul, a 1-corps : ]:Ig (cf. Eq. 2.16
page 19) et f[,% (cf. Eq. 2.79 page 26), nous les regrouperons sous la notation HP°. Nous avons
toujours la relation évidente :

H=H,-V (4.30)

Soit la base {{|¢s {v(™) )}, {l¢r {v(r)})}} des vecteurs propres de H {v(r)}. Les états
{les {v(r)})} sont associés au valeurs propres E et constituent la partie discrete de la base.

Les états {|¢x {v(r)})} sont associés au valeurs propres Ej et en constituent la partie conti-

free>

nue. Les états d’ondes planes correspondant sont notés {|go } Dans le cas quantique

non-relativiste, la représentation |r) : ¢(7) est une fonction d’onde et ¢°(r) = ¢*(r) est sa
conjuguée complexe. Dans le cas quantique relativiste ¢(7) est un bispineur et ¢°(r) = ¢f(r)
est son conjugué hermitique.

Afin de ne pas trop allourdir les notations dans le cas quantique relativiste, l'indicage
en spin des états du continuum ¢y est caché et les intégrales sur le vecteur d’onde k sous-
entendent la somme sur le spin. g, désigne I'éventuelle dégénerescence de spin. Dans le cas
non-relativiste nous avons : gsym = 2, dans le cas relativiste : ggpin = 1.

La densité du systeme de particules indépendantes s’écrit :

) o (5 = g 3 1B o) ma s {00} () / (;ZTk)gfﬂEwwk{v(r)}(r')P
3 3 (4.31)
0= gon | % EDNA 0 = g [ % " (Ey) (4.32)

Le terme cinétique-entropique du systeme de particules indépendantes est, quant a lui :

AF {10, 0(r); Z,T} =gupin 3 7 (E.) / 0 {2 (1) HOp (1) — TS, (Eo)|pu(r) )
t Gopin / % / @ {7 (B (r) HOp(r) — TSy (Bi)lon(r)]?
- 7€;<Ek>¢£’“m< VH ! (r) + TSy (Er) o (r)] | (4.332)

=t 31 (B.) [ & {ertn)Ho.(r) + oo = TS, (Ele.(r)F)
o [ s [P UL EDA Houlr) + o)
TS, (Bler(r)? — F(Bu)el () H ™ (r) + TS, (Bl ()}
(4.33b)
e 3 (F(EJE. = TS, (E) + [ & n(r)o(r)

s

+gspi”/ d%s /d3r{(frf;(Ek)Ek = TS (Ew)) (ls@’“( =l )|2>}
(4.33¢)
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Nous définissons C = [ d®r {!901«(7‘)\2 - ’@iree(rw}

AFﬂlo {n07 U(T); Z: T} =Yspin Z (fri)(Ee>Es - TSTm(Es))

+ Gapin / il {(f} (Ex)Ey — TSny(Eg)) Cr } + /d% {n(r)v(r)}

(2m)3
(4.33d)

Dans la suite, nous omettrons d’expliciter les dépendances de AF} afin de raccourcir les
notations.
Calculons a présent les dérivées fonctionnelles utiles a la procédure de minimisation :

(;f(];}) = 51)(27«) (gspm Z (fE(Es)Es — T'Spo(Es)) + gspin / % {(fF(Ep) By — TSny(Ek)) Cr}

+/d3r' {n(r’)v(r’)}) (4.34a)
:%(r) (gspm Z (fE(Ey)Ey — TSuy(Ey)) + gspin / (;lﬂl; {(fF (By) By — TSy (Ex)) ck}>
3,./ 5”(7',)1} ’l',
+n(r) —|—/d r {—5v(r) ( )} (4.34D)
En utilisant 'Eq. 9.71 page 155 on obtient :

OAFY s, [on(r) J .5 dE,

dv(r) =n(r)+ /d ' { dv(r) ol )}  Gopin ; OE (Faa(E)E = T (E)) g, 0v(r)
o [ s {3 g G s [ [ sttt

(4.34c¢)

En utilisant I'Eq. 9.15 page 148 :

() + [ & {‘;Z((’;’))W’)} + Gopin ( F(E,) + (By — By + fing) ;ém
Ofay(E)

> dk o o -
_ gspin/o (27‘(‘)3 {k < no (Ek) + (Ek — F. + :U/no) a—E Ek)
/oﬂ/o ’ dBrdy sin 9k|80k(’r)]2} (4.34d)
=n(r) + /d37~/ {(;Z((:/))U(r/)} + Gspin gfﬂ(Es);v—if) — Jspin / %fi(Ek)Wk(T)F

Ofm(E)| 0B, ,/°° dk_ |5 O0fn(E)
OE |, ou(r)  [modewin |0 (om)3 OF

E) 09

+ HngGspin
s Ey,

T 27
/ / d@kd¢ksin9k|gok(r)]2} (4.34e)
0 0
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Enfin, nous utilisons 'Eq. 9.71 page 155 a nouveau, ainsi que 1'Eq. 9.65 page 154, pour

obtenir :
() + / e {20 } W AC S (Bl

) A3k
+ ,Un05 gspm Z fno — Hng Wgspm/ (27)? {frl;; (Ek)(]k} (4.34f)

=n(r) —n(r) + /d3r’ {fS:L;((:/))U<T/)} + g Uar /d3r {n(r) —no} (4.34g)

gf(f; = [ {(uno +ofr) AT } (4.34h)

Il nous faut ici insister sur 'identité formelle de I’'Eq. 4.34h avec son équivalent dans le cas
Thomas-Fermi : 'Eq. 4.28f page 56.

6AF10 :i <gspinz ( 5<E5)Es - TSN()(ES)) +g$pm/ o {< a(Ek)Ek o TSn0<Ek)) Ck}

5n0 5n0 S 0 (27T)3
+/d3r' {n(r')v(r’)}) (4.35a)
Z VE. — TSpg(Ey)) 2mo
Japin O, "o dng
d3k 8 F 5/~Ln0 3,/ / /
g / i { 5 VBB B = T5,0(B0) B2} + [ @ tntrr) )
(4.35b)
i) OFE(B)| o
— 3,/ _ no 0
— / d*r { e }+gsme(Es Eq + fing) T
d3k‘ OfF (B Oftng
_ gspm { (Ex — Ei + finy) Dty |, 0 Ck (4.35¢)
/d3 "Qo(r) on(r) + 0 /d3r’ {n(r" —no} (4.35d)
ong " 5ny ° '
OAFY 3, non(r’) 3.0 [ on(r’)
“ono —/d r {U(T) i —|—/Ln0/d r S —1 (4.35€)

Encore une fois, il faut remarquer 'identité formelle de I'Eq. 4.35e avec son équivalent dans
le cas Thomas-Fermi : 'Eq. 4.29¢e page 56.

4.2.6 Etat d’équilibre

En utilisant les relations concernant les dérivées fonctionnelles des différentes contribu-
tions a Iénergie libre (Eqs.4.17 a 4.35), nous pouvons réécrire le systeme des Eqs. 4.14, 4.15 :
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5_9_ _M 300 0 (i (o o (n(r on(r’) X
Su(r) _O_5U(r) +/d {( el (1) + vac(n(1)) + ) 5v<r)} (4.36a)

- [ {mm 0fr!) = valr) + () + 7)) } (4.36b)

0§ OAFY | fing + Vze(no) +7
(5710 (5710 n;
on(r') on(r')
3.7 . / ! o
+/d r {( Ver(7") 4 vge(n(r"))) S —|—7( po 1
Pl (0 = i) = vl (1.370)
n(r’)

+ [ uale)o (7 = Rij)) (4:370)
L’Eq. 4.36b conduit a :
fng + V(1) — V(1) + Vge(n(r)) + 7 =0 (4.38)

De plus, en convenant de ’absence de charge a l'infini, la condition de neutralité implique les
limites suivantes :

r—oo=uv(r)—0
= n(r) — no
= vg(r) — 0
= Vge(n(1)) = vze(no)

Ceci permet de fixer le multiplicateur . De fait, I'Eq. 4.38, prise dans la limite r — oo
devient :

Y = —Hng — Um(no) (4'39>

et nous avons alors nécessairement :

7}(7“) - Uel(r) - (11,,;(,,(71(7“)) - U:z,-c(no)) (440)

ou nous rappelons les dépendances fonctionnelles en v(r),ng de vy (r) et n(r). La seule
minimisation explicite de Q par rapport a v(r) conduit donc au systeme d’équations du
champ autocohérent.

D’autre part, en considérant 1’Eq. 4.38 satisfaite, 'Eq. 4.37b conduit a la condition sui-
vante, que nous désignerons de maniere un peu simplifiée sous le nom de “condition varia-
tionnelle” :

/dsr’ {va(r)0 (r" — Riig)} =0 (4.41)
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0.15 Ry .
T 01 ]
=
L0.05 -
—N
0 N
0 5 10 15

Fi1G. 4.1 — Vue de l'intégrand du membre de gauche de 'Eq. 4.41 page 60 dans le cas de
la solution variationnelle, pour un calcul de l'aluminium & 2 eV, densité du solide (py =
2.7 g.cm™3).

Cette derniere condition contraint de maniere tres forte le comportement du potentiel électro-
statique en dehors de la sphere de Wigner-Seitz. Tout en admettant I'existence d’un potentiel
électrostatique en dehors de cette sphere, la condition variationnelle requiere que 'interaction
du potentiel avec les ions non-centraux s’annule.

La Fig. 4.1 présente le comportement de I'intégrand du membre de gauche de I'Eq. 4.41
dans le cas de la solution variationnelle, pour un calcul de I'aluminium a 2 eV, a la densité
du solide. L’aire colorée en bleu représente l'intégrale et on peut aisément constater la com-
pensation entre les parties situées au-dessus de ’axe horizontal et celles situées en-dessous.

4.2.7 Symétrie sphérique du probleme

Comme nous ne considérons que 'ordre 1, le probleme possede une symétrie sphérique
de nature a simplifier largement les calculs. Concernant le calcul de la densité et des dif-
férentes grandeurs thermodynamiques, il se ramene au calcul des fonctions d’ondes (ou des
composantes) qui sont solutions du probleme a potentiel central v(r).

Densité : cas quantique non-relativiste

Nous avons a résoudre 1’équation de Schrodinger radiale :

R (1) + (i—m (Bua o)~ ”) B (i) =0 Buy<0  (142)
Ta(r) + (271—?7; (E+ov(r)) — 6(2:2— 1)> Reyr)=0; E>0 (4.43)

La densité s’écrit alors :

472 (n(r) — ng) = Z 2(20 4+ 1)fF(Em,g)Rihf(r)
+3 2020+ 1) /O B {£7(B) (Rpur) - REM) ) (a49)

Avec les notations définies dans 2.2 page 19.
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Densité : cas quantique relativiste

Nous avons a résoudre le systeme de Dirac radial :

1
Pr’LM(r) + ;Pm,,{(r) + P (Em,n + 2mc? + v('r’)) Qn, (1) =0 (4.45)
1
Q1) = = Q1) = 5o (B 4 0(1) Papn(r) =05 By <0 (446)
1
Ppo(r) + = Peu(r) + = (E +2me® +v(r) Quu(r) = 0 (4.47)
K 1
Q'Eﬁ(r) — ;QEN(T) ~ (E+v(r))Pee(r)=0 ; E>0 (4.48)
La densité s’écrit alors :
Az (n(r) — no) Z 205l £ (Enp) (P (1) + @ (7))

302l [ AR {7 (B) (PR + Q) = PEE0) - @) )

(4.49)
Avec les notations définies dans 2.3 page 25.
Equation de Poisson
L’équation de Poisson vérifiée par v (r) peut étre réécrite :
10 Ove (1) 1 -
V20 (r) = 29 (7’2 o = (n(r) —nob(r — Rypg)) (4.50)
Nous définissons alors le potentiel réduit x.(r) tel que :
Ze*xe
valr) = ZeXalr) (4.51)
r
En termes de potentiel réduit, I’équation de Poisson devient :
47 s
Xa(r) = —r (n(r) = nof(r — Ryys)) (4.52)
Les conditions limites sont alors :
Xel(o) =1 (453)
Xet(r — 00) =0 (4.54)
Nalr = 09) = 0 (4.55)

et les différentes forme de la solution sont :

Gty == [T ar { o ) - i’ — o} (4.50

) =L [ {2 ) = notle’ = ) b= [T {7 nlr) = ot = By}
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Expression des énergies libre et interne
L’énergie libre a été définie précédemment :
AF, = AF) + AFf + AFY© (4.59)

Toujours dans le cadre du développement en grappe dans le jellium, a ’ordre 1, nous pouvons
calculer I’énergie interne :

AU, = AUY + AU + AU (4.60)

Les contributions électrostatique et d’échange-corrélation s’écrivent comme suit, quel que
soit le formalisme du calcul de la densité :

2
2 R%S 7
- %/ dr {47rr2ngx+(r)} (4.61)
0

2 2 0o 7
AF{' = AU =5 2°x,(0) = 5 /0 dr {47rr2(n(7’) — o) Xjf(r)}

AFme = AU — / dr {41 (foe(n(r)) — fuo(no))} (4.62)
0
Dans le cas Thomas-Fermi, la contribution cinétique peut étre écrite :
2 Ry
AR = — gAUlo + pin, (Z — Z7) +/ dr {4mr*n(r)v(r)} (4.63)
0

Ryls m3/? + v(r) %
AU = dr amr? 2k, T2 (I (e ") o 4.64
Ui /0 T{ e (BhsT) 32\ T kT 32\ kpT (4.64)

Dans les cas quantiques, nous avons fait usage de la regle de somme de Friedel (cf. Eqs 9.90
page 157 et 9.117 page 160) et d’une intégration par partie pour traiter la contribution du
continuum au terme cinétique. Ainsi, le terme cinétique peut étre écrit, dans le cas quantique
non-relativiste :

AFY =Y 220+ 1) (£5 (Eny ) Enyt — TS(En, 1))

Tr,

¢
+ Z 2(20+1) / dpk {_fri)(E)(AE,Z - Ao,e)pE} + ting (Z = Z* — Niound)
e O

+ /000 dr {4mr*n(r)v(r)} (4.65)

ol Ag, désigne le déphasage de la fonction d’onde d’énergie E et de moment angulaire ¢ et

ou pg = \/2mE/h?

AU? = Z 2020+ 1) fE (Eny0) Eny e

Nyl

+;2<2€+1) /OoodpE{— (HkBiT( (E) — 1)) TZ(E)(AE,Z—AO,Z)%}

+ /000 dr {4mr®*n(r)v(r)} (4.66)
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Dans le cas quantique relativiste, nous avons :

AFlo = Z 2|k ( TIL;(‘)(Ean)EnT:R - TS(EHT,H))

P h2 2 i}
+22|’<|/ dpE{ (E)(Apx — AOn)jm}+Mno(Z—Z — Niound)

+/0 dr {4mr*n(r)v(r)} (4.67)

ou Ag , désigne le déphasage de la fonction d’onde d’énergie E et de nombre quantique x et

ol pp = \/(E? + 2Emc?) /(hc)?

AUY = " 2/k| 5 (En, ) By

zﬁgzﬁ/f dpE{_ (1+ kiﬂ wo(E) = 1)) n(E) B _AO“)p:#in)}

+ /000 dr {4mr®*n(r)v(r)} (4.68)

4.2.8 Formule de la pression

La pression est définie, en thermodynamique, comme la grandeur intensive conjuguée
au volume. Afin de la calculer, nous devons donc dériver ’énergie libre par rapport a la
densité ionique, a 1’équilibre, toujours en respectant la neutralité. Ceci revient a dériver la
fonctionnelle €2 par rapport a sa dépendance explicite de la densité ionique, a l’équilibre
(comme montré dans la Ref. [65]) :

P =n? L (4.69a)
5712' eq.
)
—n? 5 (fo(:l;), +AFf — ( d3 {n(r") = neb(r' — RC‘}S)})> (4.69b)
i i eq.

T AFel

=n? ( fo(z(;’ ), ¢ V/dgr’{ o(r —R%s)}) (4.69¢c)
i eq.

6AF5Z

= (-fo(no, T)+ n?—dn'l - ’Y) (4.69d)
? eq.

SAF B 3 ) , s 7 1 s, [n(r") —nef(r" — Ry g)
57% = — /d r {noénze(r — RWS) (—F + 5/(1 r ‘,rl/ — 7./’
- % / dr” {no 5(; O(r" — Riyps) / d*r' {”“" ) = b = Rijs) }} (4.70a)

’,,,// _ ,,,/|
/ / Mg n T,
:/d?’r {vel(r’)noanﬂ(r — RV[}S)} = n—gvel(Rm’,S) (4.70Db)

(2
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En effet :
5 . SRYM, 0 [Fws
i [ @ - 7)) - S /O dr {axr? £(r)} (4.71a)
3 V8 1 —4/3 n; 2 n;
1 ni2 ¢( P f(Bys)

Finalement, nous obtenons la formule suivante :

P = —fo(no; T) 410 (ftng + Vac(no) + val(Rys)) (4.72)

4.3 Réinterprétation du modele de Thomas-Fermi

Considérons a présent le modele variationnel, dans I’approximation Thomas-Fermi et sans
échange-corrélation. Dans la limite r — oo, le potentiel v(r) tend vers zéro. Nous pouvons
donc développer la densité n(r) par rapport a v(r)/kgT. Au premier ordre, ce développement
donne :

m?/? Iz Vel (1) Iz
= 2UpT)*? (I o Ay o 4.
n(r) 52 (2kBT) ( 1/2 (k; T) + Tl (kBT)) (4.73a)
\/QkBTI 1/2 < . T) ver(r) (4.73b)

L’équation de Poisson est ainsi, dans la limite r — oo :

47

2
A1) = () = o) = 2P DT Ly (22) ) = Katr)  (47)

ou nous avons défini le nombre d’onde de Thomas-Fermi krp :

2 p
krp = (| =m3/2\/2kgTI_ 1o 4.
TF \/Wm B 1/2 (kBT> ( 75)

La solution asymptotique ne divergeant pas a l'infini est alors I’exponentielle décroissante :

Xe(r) = Ae7Frer (4.76)
On considere 74, tel que :
Xel(r > 1o0) = AeFTET (4.77)
Montrons a présent que x.;(r) est monotone et de signe constant dans l'intervalle |Ryj ¢, 7).
m3/? ver(r) + p J
—ng) = 2hpT)*? (Lg | 220 ) — 1 o 4.78
(n(r) = o) =5z T (s (00 ) e (f5)) ()

La fonction I;, est strictement croissante, ainsi (n(r) — ng) et donc x7(r > Ryjg) sont du
signe de v (r), ou encore de x(r). Si ve(r) = 0, nous avons (n(r) —ng) = x4, (r > Rjjg) = 0.
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Pour une fonction x.(r) de classe C, dans U'intervalle | Ry} q, o0, nOUS pouvons toujours
trouver un € > 0 tel que, pour x,,(r) # 0, x7,(r) # 0, on ait :

1 €

alr)] > €| 3hlr) = ) + (4.79)
1 €

4 > € |3 = S+ (480

Considérant le cas ou xq(r) < 0 et xL,(r) > 0, nous avons x7%(r > Ry g) < 0. En r — € nous
aurons donc :

2

€
Xet(r — €) = xa(r) — exy(r) + EXZz(T) ... < xalr) <0 (4.81)
2
€
Xey(r =€) = X (r) —exi(r) + EX;/II(T) 4. > xy(r) >0 (4.82)

or pour A < 0, nous avons

Xet(roo) = Ae™F1r7 < (4.83)
Xoi(Too) = —hkppAe 77> > ( (4.84)

Un raisonnement par récurrence nous donne donc, apres un nombre fini de pas de largeur € :

A<0= xalr > Ryg) <0; xu(r> Ryg) >0 (4.85)

De maniere similaire, un raisonnement sur le cas : xq(r) > 0 et x,,(r) < 0 permet
d’établir :

A< 0= xa(r > Rjjig) >0; x,(r> Rjg) <0 (4.86)

Pour A = 0, nous considérons x(r) = 0 et x.,(r) = 0. Alors x”,(r) = 0 et nous obtenons :

A=0= xa(r>Rjs) =0; x,(r>Rjg) =0 (4.87)

Ainsi, pour les cas a A # 0, l'intégrale intervenant dans la condition variationnelle
(Eq. 4.41) est différente de zéro puisque son intégrand est de signe constant :

A#0= dr{4nZrxea(r)} #0 (4.88)

g
RWS

La condition variationnelle revient donc a la condition A = 0, ou encore :

Xet(r > Rws) =0, x,;(r > Rys) =0 (4.89)

Nous retrouvons alors les équations du modele de Thomas-Fermi en sphere atomique isolée.

Comme nous venons de le montrer, dans ’approximation Thomas-Fermi, le modele va-
riationnel revient rigoureusement au modele de Thomas-Fermi tel que décrit par Feynman,
Metropolis et Teller dans la Ref. [17]. Une preuve différente est donnée dans la Ref. [64].
Quant a la formule de la pression (Eq. 4.90 page 67) elle devient identique & la formule de la
pression du modele de Thomas-Fermi en sphere atomique isolée :
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Fi1G. 4.2 — Illustration du modele d’atome dans le jellium, dans I'approximation Thomas-
Fermi sur le cas du fer & 40 eV, densité du solide (py = 7.874 g.cm™3). En rouge sont
représentées les solutions d’atome dans le jellium correspondant a différentes valeurs de 'io-
nisation moyenne Z*, en bleu figure la solution variationnelle, qui est identique a la solution
du modele Thomas-Fermi de la cellule ionique.

2
P = —f(?(no; T) + nopin, = gug(no; T) (4.90)

De fait, 'approximation Thomas-Fermi constitue une jonction entre les modeles d’atome
isolé et d’atome dans le jellium. Dans l'approximation Thomas-Fermi, modele INFERNO et
modele variationnel sont tous deux équivalents au modele de la Ref. [17]. Cependant, seule
I'interprétation d’atome dans le jellium permet de conserver ’aspect variationnel et I'accord
avec le théoreme du viriel lorsque 'on sort du formalisme quasiclassique de Thomas-Fermi.

La Fig. 4.2 présente les potentiels obtenus pour différentes ionisations moyennes Z*, lors
de calculs Thomas-Fermi d’atome dans le jellium. Parmi ces solutions figure la solution va-
riationnelle (en bleu), qui correspond a la solution du modele Thomas-Fermi de la sphere
ionique.

4.4 Cas de atome quasi-neutre

Dans la version quantique du modele variationnel que nous considérons, un cas particulier
doit retenir notre attention : celui de I’atome quasi-neutre. Généralement, a basse tempéra-
ture, il peut exister une solution de 1’équation du champ autocohérent (Eq. 4.40 page 60)
telle que la contribution du continuum a la densité soit négligeable. Pour cela, il suffit que le
potentiel chimique p garantissant la neutralité soit suffisamment négatif pour que les valeurs
de la distribution de Fermi-Dirac pour £ > 0 ne suffisent pas a donner une pondération
significative au continuum. Un tel cas est représenté schématiquement sur la Fig. 4.3a. Les
états liés, seuls, contribuent a la densité. Il existe alors toujours un rayon R,,;, tel que :

/ROOV dr{rxa(r)} =0 (4.91)

Alors, pour toutes les densités ioniques telles que Ryj;g > Rynin, la solution d’atome neutre de
I’équation du champ autocohérent vérifie presque la condition variationnelle et constitue une
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_AEB i fF(E)
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(a)

N E

Bound states

F1G. 4.3 — Vues schématiques de différents cas. Cas de 1’atome quasi-neutre (a), cas d’ioni-
sation “plutot chimique” (b), cas d’ionisation “plutot thermique” (c)

approximation acceptable de la solution du modele variationnel. On parlera alors d’atome
quasi-neutre.

Dans un tel cas, si nous admettons que la séparation en énergie des deux derniers états liés
reste grande devant I’étalement en énergie de la distribution de Fermi-Dirac, la température,
tant qu’elle permet I'existence de I'atome neutre, n’a aucune incidence sur la population des
états. Celle-ci est fixée par la neutralité. La température n’a donc pas d’incidence non plus
sur la densité ou sur le potentiel. Lorsque 1'on modifie la température, le potentiel chimique
s’adapte alors simplement de maniere a retrouver la population du dernier état lié qui garantit
la neutralité.

A partir de ’atome quasi-neutre, le processus d’ionisation, c¢’est-a-dire ’apparition d’une
contribution du continuum, peut se faire via deux mécanismes. Il peut s’agir, d’une part, de la
disparition d'un état lié et du décalage du potentiel chimique vers zéro ou au-dela (processus
d’ionisation “plutot chimique” ou “plutot par pression”, représenté schématiquement par la
Fig. 4.3b). D’autre part, il peut s’agir de I’étalement de la distribution de Fermi-Dirac sur la
région des énergies positives (processus d’ionisation “plutot thermique”, représenté schémati-
quement par la Fig. 4.3¢). Bien évidemment, a température finie, I'ionisation résulte toujours
d’un mélange de ces deux mécanismes.

Dans notre modele a un centre, ’apparition de I'atome quasi-neutre comme solution va-
riationnelle traduit tout simplement le passage de 1’état plasma a I’état de gaz monoatomique
dans la limite des basses densités et basses températures. Il s’agit donc d’un comportement
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sain et qui possede, dans une certaine mesure, une pertinence physique.

Ceci peut étre interprété de la maniere suivante. Lorsque, d’une part, la température est
trop faible pour imposer un étalement de la distribution de Fermi-Dirac sur la région des
énergies positives et que, d’autre part, les ions sont suffisamment éloignés pour que leurs
corteges électroniques n’interagissent pas, il y a alors passage a un gaz neutre.

Cependant, notre modele a un seul centre ionique n’inclut par définition aucun des effets
a plusieurs centres qui dominent dans les gaz moléculaires, les liquides ou les solides. Hors
des conditions de validité des modeles d’atomes moyen, la ol seuls des effets a plusieurs
centres ioniques continuent a engendrer une ionisation, le modele présente un passage au
gaz neutre. Ce comportement, parfois sans pertinence physique mais théoriquement sain et
compréhensible permet de poser clairement des limites de validité du modele aux basses
densités et températures.

Au-dela du fait que le modele puisse réveler un comportement non-physique dans ces
régions, nous souhaitons ici insister sur le fait qu’en présentant clairement des limites de
validité et un comportement théoriquement appréhendé quant a ces dernieres, ce modele
représente une valeur ajoutée par rapport aux modeles a sphere de Wigner-Seitz neutre. En
effet, ces derniers maintiennent une ionisation non nulle qui est un artefact de I'hypothese
de neutralité de la sphere de Wigner-Seitz. En tant que telle, il est difficile de connaitre la
pertinence d’une telle ionisation dans les régimes de basses densités et basses températures.
Le maintient de I'inconsistance thermodynamique de ces modeles dans les régions de basses
densités et basses températures est la pour nous rappeler qu’on ne peut pallier les lacunes du
modele a un centre par une lacune quant a la description de I’équilibre.

4.5 Théoréme du viriel et condition variationnelle

Le théoreme du viriel est vérifié pour les problemes a N-corps exacts classique et quantique.
Des lors qu'une approximation est faite sur le probléeme a N-corps, la vérification du théoreme
du viriel n’est plus une chose acquise et il faut la démontrer dans le cas du systéeme approximé
que 'on étudie.

En premier lieu, nous allons rappeler ici quelques généralités sur le théoreme du viriel.
Dans le cas de notre modele, la preuve formelle de ce théoreme donnée par Feynman, Metro-
polis et Teller dans la Ref. [17] est encore applicable. Nous allons donner dans cette section
une autre preuve, directe et exploitable dans les calculs. Nous nous appliquerons enfin a dé-
tailler les raisons de I'inconsistance thermodynamique des autres modeles quantiques d’atome
moyen.

4.5.1 Généralités

Dans un premier temps, rappelons brievement 1’établissement du théoreme du viriel pour
un systeme a N-corps classique, en trois dimensions. Soit un systeme de particules classiques
de masses m;, de positions r;. Son moment d’inertie I s’écrit :

I= ijr? (4.92)
J
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Les dérivées temporelles premiere et seconde du moment d’inertie sont alors :
dl dr;
— = o2m,r;. — 4.93

d21 dr;\? d?r;
- = > " om; ((d—;) +r. dt2]> = 4B +2> 7. F; (4.94)
j J

ou Ej;, est I'énergie cinétique du systeme et F'; la résultante des forces qui s’appliquent a la
particule j. Nous noterons alors qu’ici est intervenu le degré d’homogénéité! en impulsion de
I’énergie cinétique dy;, = 2. Considérant qu’a ’équilibre, le moment d’inertie est constant,
nous avons d?[/dt? = 0 et ainsi :

2Eyin = — »_1;.F; (4.95)
J

On a pour habitude de qualifier le membre de droite de “terme du viriel”. Ce dernier peut
étre séparé en une contribution volumique, issue de forces qui dérivent généralement d’un
potentiel, et une contribution surfacique provenant de forces de pression qui s’exercent sur le
systeme. L’expression devient alors (le détail est présenté par exemple dans la Ref. [69]) :

3PV = 2By, — Y 7;. Vyo(r)|, (4.96)

J

Nous noterons que le facteur 3 provient de la dimensionalité spatiale dspqcc = 3 du probleme.
Si nous considérons que le potentiel d’interaction est une fonction homogene de r de degré
dint, nous obtenons alors par le théoreme d’Euler sur les fonctions homogenes :

3PV =2FE);, — din U(""j) = 2FEkin — dintEiny (497>
J

ou FEj,; est I'énergie d’interaction du systeme. Par exemple, pour un systeme coulombien,
dint = —1 et alors :

3PV = 2Eu + Ein (4.98)

Dans le systeme exact, P correspond a la pression telle que définie par la thermodynamique.
Dans le cas des systemes approximés, une relation telle que celle-ci établit une définition de
la pression dite “du viriel”, qui ne revient pas nécessairement a la définition thermodyna-
mique de la pression. Lorsque le modele approximé vérifie le théoreme du viriel, la pression
thermodynamique est identique a la pression du viriel.

Afin de montrer le théoreme du viriel dans le cadre de notre modele, nous allons d’abord
faire apparaitre le terme du viriel dans 1’énergie cinétique, pour chacun des trois formalismes
dans lequel nous avons écrit le modele. Ensuite, apres un calcul préliminaire sur les termes
d’interaction, nous montrerons que la condition pour que la pression du viriel soit identique
a la pression thermodynamique revient au systeme que nous avons obtenu par le calcul
variationnel.

1 f est une fonction homogene de degré d en x si et seulement si f(ax) = af(x)
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4.5.2 Energie cinétique et viriel
Cas Thomas-Fermi

Dans le cas Thomas-Fermi, le degré d’homogénéité de 1’énergie cinétique en impulsion se
manifeste via les propriétés de différentiation des intégrales de Fermi I, :

AU? = 43/ (2k5 T)5/2/d3r{]3/2 (%) — Iy (:”%)} (4.99a)
"23/2 (2k5T)?? /0 T {zm? (13/2< ulr ]1+T””°) - ( ))} (4.99b)

i @[5 (1 (%) ~h ( ) l
} (4.99¢)

AU = — % /O T {m%(r)rdiv(r)} (4.994)

r

Cas quantique non-relativiste

Nous considérons le cas quantique non-relativiste et intégrons ’'Eq. 9.41 page 152 pour
les fonctions d’ondes liées :

/ Pr (rV0(r) Gi(r)pu(r)) = —5 [ dr (V. (GU)V (- Viau(r)) — (Vi) (r. Viu(r)
207 (r) V%, ()} (4.100a)
= o [ 48 (1) (rVieu(r) — (Vi) (r V()

-2 (—h—2> / &Pr{pi(r)Vies(r)} (4.100Db)

2m

Or les fonctions d’ondes de base {p,} sont telles que pour r — oo, on a ¢i(r) = 0 et
Vi (r) =0, I'intégrale de surface s’annule donc et nous pouvons écrire :

[ artememrue = -2 [ e {uo) () e} (1101)

2m

Pour les fonctions d’ondes du continuum, nous intégrons la différence des Eqs. 9.41 et 9.42
prises pour des fonctions de mémes valeurs propres E.¢,m. Nous obtenons alors la relation
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du viriel associée a I’équation de Schrodinger, avec son terme de surface :

/d3r{(T.VU(’I°)) QD*E’e’m(’I’)CPE,E,m(T))}

= [V (1) (00 (1) — (Vi (1) (V05 00())

2m
=V (i (rvelim) - (Ve m) (rveli.m))
265 0 (1) V200 (r) + 20000 (1) V20050 () } (4.1022)
h2

= o [ a8 o)V (V1) — (Vo p(r) (1Y 050m(r)

2m Js
— iV (1ol ) + (el ) (roelin.m) |

hQ % ree % ree
-2 (__) / dgT {QDE,Z,m(T)V%DE,&m( ) SO%@m( v2 gém ’I"

2m )}
(4.102b)
hz % ree x ree
=ts-2 (=5 ) [ @r{ebentrIVonen(n) - ol T oL}
(4.102¢)

Montrons a présent que les fonctions d’ondes de base {¢g ¢} sont telles que U'intégrale de
surface Ig s’annule :

hZ

Is== g | 48 {ehun(r)V (1-Fpnen(r) = (Vekun(r) (r-Vorin(r)
— eV (rvelin, ) + (Velinm) (rveli.m) } (4.1032)

Nous considérons une sphere de rayon tendant vers l'infini. L’élément de surface est alors

dS = r*sin Qdedwer = rsin 0dfder

=— — lim / / dfdor sin 0 {@Eem( ).V (rVeopim() — (r-Veh i m() (1. Voggm(r))

2m r—00

= eV (r Vel ) + (r Vel ) (rveli.m)} (4.103b)

/ / A0 5in 6 {[ Ym0, 9)|?} - lim 7 {REf(r)Tg (7“% (RETM))
(i () 0 2 (29)- (3 ()}

(4.103c)

Considérant que Rg (r — o0) = Agsin(pgr — (m/2 + Agy)
h2 T 2T
=—— / / dfdesinb {|Yym (0, ©)|*} lim Agpg (sin (2pgr — {1 + 2Ag,) — sin (2ppr — (7))
mJo Jo r—00
(4.103d)

2T
/ / dfdy sin 0 {]ng ©)? } hm 2ALpEsin Apy cos (2ppr — €1 + Apy)
(4.103e)
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Ainsi, nous retrouvons dans le terme surfacique de la relation du viriel un terme rapidement
oscillant de méme nature que dans le terme surfacique de la regle de somme de Friedel (cf.
Eq. 9.90 page 157). Des lors qu’on inteégre en énergie, ce terme donne une contribution nulle
et nous pouvons écrire :

[ @ hintrionantrir o)} = =2 [ @ doh ) () erantr)
el (T el o
AU = X Bl + [ o {78 (onlidlond — (ol 20)
) (4.105a)
AU = — % / &r {n(r)r.Vo(r)) (4.105D)

Cas quantique relativiste

Comme dans 4.2.5 page 57, pour alléger les notations, on omet I'indigage en spin des états
du continuum ¢y, et on sous entend la sommation sur le spin dans les intégrale sur k.

Nous intégrons I’'Eq. 9.52 page 153 pour les fonctions d’ondes liées :

/ d>r (r.Vo(r)) gpl(r)gos(r) = —ihc/ d>r {V. (gpl(r)a(r.Vgps(r))) — goi(’r)a.Vgps(r)}

= —z'hc/ dS. {(pl(r)a(r.-Ve(r)))} + ihc/ Er{pl(r)a.Vey(r)}
(4.106)

or les bispineurs de base {@s} sont tels que pour 7 — oo, on a @l(r) = 0, 'intégrale de
surface s’annule donc et nous avons :

/d3r {ol(r)ps(r)r.Vo(r)} = — /d3r {ol(r) (—ihca. V) ()} (4.107)

Pour les fonctions d’ondes du continuum, nous intégrons la différence des Eqs. 9.52 et 9.53
prises pour des bispineurs de mémes valeurs propres E,x,m, et obtenons ainsi la relation du
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viriel associée a I’équation de Dirac, avec son terme de surface :

[ o)l )
= — z‘hc/ d3r {V. (go%ymm(r)a(r.Vng,,i7m(r)))
=V (el mar Vel ()
e (1) V (1) + L (M Vil ()} (4.108)
= —ihc / dS.{ ¢l M)V opem(r)) = L (M)a(r Vol (1) |

= ite) [ @ {h T o) - il el 1))

=t (ine) [ @1 {h M@V ppn(r) - e @V, )

Is = — ihc / ds.{sog,ﬂ,m(r)a(r.wE,ﬁ,w)) Pl (T)a(r Ve (7 >>} (4.109a)

Ici encore, nous considérons une sphere de rayon r — oo, dS = r? sin fdfdype,

T 2
= —ihc lim / / dfdepr? sine{dEnm(r)er.a(r.vgomm(r)) ol (rera(r Vel (r ))}
r—oo Jj 0 7
(4.109b)

™ 27
= —ihc lim / / dfdpr? sin @
r—00 0 0

—K,m

( PEN( )QT QMr)QT

0 epo ZlQm”“%( e )
) (oo ) |

o 0

. ( _ Pjree(r) QT f'rec T)Q_l_

r —K,m

o 0

. 2 Pl (r)
) 0 e,.o Kl ( r )
e ( 7
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Rappelons que (€,.0)Qy; (0, ¢) = —Q_, (6, ¢)

T 2m
:hc/ / d@dwsin@{IQn,m(eaiﬂ)P}
0o Jo

o (PEH( 02 (L)) g (th% >>>

™ 2m
- hc/ / dfdesin 6 {|Q_. (6, )*}
o Jo

Pfree
TILI?O 7’2 (QE,H(T‘)% (PE,;(T)) . Qéiie(r>§ ( E,:‘; (T)>>
(4.109d)

Considérant que Pg,(r — 00) = Agsin(ppr — £m/2 + Apx) et que Qpi(r — 00) =
—sgn (k) Ap s sin(per — £,m/2 + Ap ), nous obtenons :

T 2
:hc/ / d@d@sin@{mn,m(@a@P}
0o Jo

lim KA%# (sin(2pg — Lym + 2Ag ) — sin(2pg — £,7))
(4.109¢)
_hc/ / dfdy sin 0 {|QH m } hm QKAEW sin Ag . cos(2pg — L, + Ap)
(4.100f)

La encore, nous retrouvons dans le terme surfacique de la relation du viriel le terme ra-
pidement oscillant de la régle de somme de Friedel (cf. Eq. 9.117 page 160), donnant une
contribution nulle. Nous pouvons donc écrire :

[k epamr ot} == [@r{eh .0 (-ea) opn(r)

—plee(r) (—ihea V) hs, ()}
(4.110)

AR =3 i BTz + [ S () (el — (A TIeL™)) ) (anta

ouTl = o.Pc

ATy, = — /dsr {n(r)r.Vo(r)} (4.111b)

Dans chacun des trois cas étudiés, le facteur multiplicatif devant le terme d’énergie ciné-
tique correspond au degré d’homogénéité en impulsion de ’énergie cinétique dg;,. Définissons :

AUNE = AUY s AUR = ATY (4.112)
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dift =2, 4 =1 (4.113)

Lyt = — / &r {n(r)r-Vo(r)} (4.114)

Avec ces notations, dans le cadre de notre modele, nous avons ’égalité :

1
AUkinl = d_jvirial (4115)
kin

4.5.3 Calculs préliminaires sur les interactions

Considérons alors les grandeurs I,; et I,. définies comme suit :

Li=- / &r [n(r)r Voa(r)} (4.116)

Loz [ @r{n()r.9 (u(n() = o))} (4.117)

Ig=— /0 h dr {47rr3n(r)dii (ZXTZ(T)) } (4.118a)
= /Ooo dr {47rr2(n(r) —nof(r — Rws)) ZX;I(T) } — /000 dr {4mr®*(n(r) — nof(r — Rws))Zx.(r)}

- /0 T {4m~3n09(r - ng)d% (ZXT’(T)) } (4.118b)

Le second terme du membre de droite de I’'Eq. 4.118b peut étre ré-exprimé comme suit (détail
de la transformation dans 9.15 page 172) :

/O T {47 (n(r) — nf(r — Buvs)) Zxa(r)}

_ Z*x(0)
2

+ % /0 " dr {47r7"2(n(7“) — nb(r — Rus))Z Xjfm } (4.119)

Quant au troisieme terme de 'Eq. 4.118b, il peut étre réécrit de la maniere suivante :

/Ooo dr {47r rngf(r — RWS)d% (ZX;I(T)) }

= [47rr3n09(7’ — Rws) Zxel (T)} — / dr {1271'7’271,0 Zxalr) } (4.120a)
r Rws

Rws r

7

= —B%Uel(Rws) — 3n0/ dr {47?7”2%1(7”)} (4.120b)
i Rws

Ainsi :

lg =~ M + (1 — %) /O T {w?(n(r) — nof(r — RWS))ZX;l(T) }

o

+ 3%%1(3‘4/5) + 3/ dr {4mr?ve(r)} (4.121a)

Rws
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o

ve(Rws) + 3/ dr {4mr?vg(r)} (4.121b)

Rw s

Iy =— AU + 370

0
n;

Voyons a présent le calcul de I, :

Loe = /0 ar {4ﬂr3n(r)%vxc(n(r))} = /0 S ar { dmrdn(r) avg;fn)

Supposons que f,.(n) est une fonction homogene de degré d,.. Le théoréme d'Euler implique

n’(r)} (4.122a)
n(r)

alors :
a xc
2t 8n(”> = nge(n) = dyefre(n) (4.123)
0 Ofwe(n)\  Ofse(n) 0 fac(n) Ofue(n)
on (n on ) ~Ton " "om e on (4.124)
na2£$;2(n) = navg;in) — (d,. — 1) ggm (4.125)
Ainsi :
_ [ _ 0 fue(n) / _ B > i
L. —/O dr {47Tr3(du 1) o n(r)n (T)} = (dye 1)/0 dr {47?7"3drfxc(n(7“))}
(4.126a)

= (dpe — 1) /OOO dr {47”“36% (faeln(r)) — fxc(no))} (4.126D)

— (dee 1) ([W (L) = Laio)]7 =3 [ dr {4 () - fxc(”O))})
(4.126¢)

Le = —3(dye — 1) AU (4.126d)

Remarquons ici que I’hypothese sur I’homogénéité de 1’énergie d’échange-corrélation nous
renvoie a la relation profonde entre le théoreme du viriel et les lois d’échelle du terme d’inter-
action. Si cette hypothese est naturellement vérifiée par le terme d’échange de Kohn-Sham
(cf. Ref. [35]), I'utilisation d’un terme de corrélation supplémentaire pose le probleme de la
validité de ce dernier vis-a-vis du théoreme du viriel. Il s’agit la d’un sujet toujours actif et
nous renvoyons le lecteur aux Refs [70-72] qui concernent ce probleme.

4.5.4 Forme générale et condition de validité

Le théoreme du viriel pour un systeme coulombien possede toujours la forme générale :

ds ace
dspacepfuirialvi - P Pvirial - dkankzn + Uint (4127)
n

i
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ol dgpqee désigne la dimensionalité spatiale du probleme, Uy, le terme cinétique de I'énergie,
Uit le terme d’interaction de I'énergie et dy;, le degré d’homogénéité en impulsion de Up,.
Dans le cadre de notre modele, nous séparons les contributions des ordres 0 et 1 :

d ud f

P Pvim'al = dkmn_o + dkinAUk:inl + 930( )

7 7 7

dspaceririalVi = + AU + Alec (4128)

Plus particulierement, le théoreme du viriel s’écrit dans le cas non-relativiste :

NR 3 LNR veuw™ g ug N fue(no)
3Pvirialvi n. Pvzmal = dkln n: +dk7,nAUkzn1+Umt =2 ( N + AUO) . +AU +AU{CC
(4.129)
Dans le cas relativiste, il s’écrit :
3 OR UOR xC
vzmalv vzrzal dkzn +dkznAUkzn1+Uznt - ( 0' + ATl) f ( )—|—AU —I—AU{CC

(4.130)
Cependant, nous avons choisi de considérer 1'ordre zéro dans ’approximation non-relativiste,
nous écrivons donc plutot :

3 LR NRugNR R ug M Jfae(n0) el
V,=—P =d +dB AUE 4 U =2 +AT +———+ AU+ AU
vzmal n; virial — “kin kin kin 1 n n: 1
(4.131)
Le théoreme du viriel est vérifié si :
aFe 15 Z7 T
Pvirial = Pthermo. = 7’L2 = (n ) (4132)

! anl

Or, dans le cadre de notre modele, nous avons montré que la pression thermodynamique
est :

Pthermo. =P=— fO + o Hng + nOUel(RWS) + nvac(nO) (41333)
2

—guo fzc(no) + nOUel(RWS) + novxc(no) (4133]3)

en introduisant I’homogénéité de f,. (Eq. 4.123)

2
:§u8 + no’l)el(RWS) + (dxc — 1)fxc(n0) (4.133C)
Le théoreme du viriel est alors vérifié si :
3 3
_Pvirial =—P (4134&)
n; T;
0,NR 0,NR
2”2 + dpin AUkin 1 + f“T(L 0) + AU + AU = Uon + 3—vel(RWS) + 3(dye — 1)%@
(4.134b)
en utilisant les Eqs. 4.121b et 4.126d
fxc(nO) / 3 1 fmc(n0)
]viria - ]e 3 d e O(r—R - —]xc =3 dxc —1
2 Lt [ (a0~ )} = g e = 8~ )7
(4.134c)

Une condition suffisante pour la vérification du théoreme du viriel est donc :
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F1G. 4.4 — Tllustration de la cohérence thermodynamique obtenue avec le modele variationnel
sur le cas du fer & 7.874 g.cm™3, & la température de 2 eV. On voit que la pression thermo-
dynamique obtenue par la formule est identique a la pression du viriel lorsque la condition
variationnelle est vérifiée.

( [virml - ]el + ]:r,c
S v(1r) = V(1) — Vpe(n(r)) 4+ vie(ng) (4.135)

/ &’r {va(r)0(r — Rws)} =0 (4.136)

4
doe = 5 (4.137)

En fait la condition des Eqs. 4.135, 4.136, 4.137 est la seule condition physiquement accep-
table. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra considérer par exemple le degré d’homogénéité
de I’échange-corrélation, qui est profondément lié a la nature de I'interaction électrostatique.

La condition d’équilibre du systeme est identique a la condition de vérification du théo-
reme du viriel. En illustration, la Fig. 7.1 montre sur le cas du fer a la température de 2 eV’
et a la densité du solide que la condition variationnelle est vérifiée pour 1ionisation moyenne
qui garantit 1’égalité des pressions thermodynamique et du viriel.

4.6 Inconsistance thermodynamique des modeles quan-
tiques existants

Les modeles partiellement ou totalement quantiques décrits dans I’état de ’art présentent
des inconsistances thermodynamiques. Ils ne permettent pas un calcul rigoureux de 1’équi-
libre thermodynamique et ne vérifient pas le théoréeme du viriel. Nous allons ici discuter des
différentes origines de cette lacune.
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4.6.1 Modele d’atome moyen de Rozsnyai

Dans le cas du modele d’atome moyen de Rozsnyai, une cause tout a fait évidente d’in-
consistance thermodynamique est 'utilisation de deux formalismes distincts pour traiter les
électrons liés et les électrons du continuum. Il n’est en effet pas possible d’écrire une fonction-
nelle telle qu'une fois minimisée, on retrouve des équations du mouvement quantique pour
les états liés et une approximation Thomas-Fermi pour le continuum. Par essence, ce type de
modele couplant des formalismes incompatibles ne saurait étre variationnel.

De plus, lorsqu’un état lié disparait, sa contribution aux valeurs des Observables n’est pas
remplacée par la contribution d’une résonance apparue dans le continuum. En particulier,
ce type de modele ne garantit pas la continuité de 1’équation d’état au travers des seuils
d’ionisation.

4.6.2 Modele Inferno et sphere de Wigner-Seitz neutre

Dans le cas du modele INFERNO, 'origine de 'inconsistance thermodynamique du modele
est liée a la nature d’atome isolé de ce modele. L’hypothese principale de ce modele consiste
a négliger le comportement de la densité en dehors de la sphere de Wigner-Seitz. Cette
hypothese possede en fait deux aspects. D’une part, on considere le potentiel et la densité
comme constants en dehors de la sphere. Des lors, la neutralité globale du systeme revient
a la neutralité de la sphere de Wigner-Seitz, qui constitue le second aspect de I’hypothese.
Comme nous le verrons un peu plus loin, il est possible de postuler uniquement la neutralité
de la sphere de Wigner-Seitz.

Dans le cas du modele INFERNO de type A, repris par le code PURGATORIO, toutes les
grandeurs sont calculés au sein de la sphere de Wigner-Seitz. Il faut alors considérer que :

— rien n’impose que les fonctions d’onde liées soient nulles au-dela de la sphere de Wigner-

Seitz
— la normalisation des fonctions d’onde du continuum est faite dans tout ’espace, de la
méme maniere que nous le faisons dans notre modele (dans le cas I’INFERNO le champ
est simplement nul & extérieur de la sphere de Wigner-Seitz).
Au vu de ces deux points, les termes de surfaces obtenus dans la relation du viriel ne sont
généralement pas nuls.

Dans le cas du modele INFERNO de type T, on calcule les grandeurs dans tout 'espace
et non plus dans la seule sphere de Wigner Seitz, les termes de surface peuvent alors devenir
nul. Toutefois, il faut considérer que I’équation de Poisson autocohérente n’est pas vérifiée au
dela de la sphere de Wigner-Seitz. L’égalité : ;i = I + 1. n’est alors pas valide partout.

Afin de clarifier la nature de 'inconsistance thermodynamique d’INFERNO, nous nous
sommes aussi penchés sur un modele d’atome dans le jellium a sphere de Wigner-Seitz neutre.
Il s’agit d’'un modele ot la neutralité de la sphere de Wigner-Seitz est imposée sans négliger le
comportement de la densité a I’extérieur de la sphere de Wigner-Seitz. Ceci revient a résoudre
les Eqgs. 4.39, 4.40 page 60 de notre modele en remplacant 'Eq. 4.41 par la condition de
neutralité de la sphere de Wigner-Seitz :

Z — /ORWiS dr {4mr*n(r)} =0 (4.138)

De méme qu'INFERNO, ce modele a été implémenté sous la forme d’une option dans le code
VAAQP. Les résultats obtenus avec ce modele (désignés par “NWS option” sur les figures)
sont la pluspart du temps tres proches de ceux obtenus avec INFERNO.
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F1G. 4.5 — Comparaison entre les résultats issus du modele variationnel (VAAQP), ceux issus
du modele INFERNO (INFERNO option) et ceux issus du modele d’atome dans le jellium a
sphere de Wigner-Seitz neutre (NWS option). Comparaison de l'intégrand de la condition
variationnelle rx. (r) pour le cas de 'aluminium a la température de 2 eV et a la densité du
solide (pg = 2.7 g.cm™3).

La Fig. 4.5 illustre la proximité des résultats obtenus avec les deux modeles dans le cas de
I’aluminium a la température de 2 eV et a la densité du solide. Comme on peut le voir sur la
figure, la structure électronique en couches obtenue avec le modele d’atome dans le jellium a
sphere de Wigner-Seitz neutre est tres proche de celle obtenue avec INFERNO. Seule la partie
proche du rayon de Wigner-Seitz? differe légérement d’un modele a l'autre, en raison de la
condition a la limite d'INFERNO. Les résultats issus du modele variationnel sont, quant a eux,
tres différents dans ce cas.

Nous pouvons déduire que, dans ce régime, la particularité des résultats d’INFERNO pro-
vient surtout d’un des aspects de I'hypothese principale : la neutralité de la sphere de Wigner-
Seitz. Le fait de négliger le comportement de la densité au-dela de la sphere de Wigner-Seitz
semble ici moins important.

Il est intéressant de remarquer que, des lors qu'un formalisme pleinement quantique est
utilisé, 'inconsistance thermodynamique vient tres profondément de I'utilisation d’une sphere
atomique isolée dans le modele. C’est bel est bien la conception de 'atome en tant que sphere
neutre constitutive du plasma qui est ici mise en cause.

Nous noterons tout de méme les travaux de Bar-Shalom, Oreg et Klapisch sur le code
EOSTA (voir les Refs. [60-63]) qui jouent sur I'approximation du terme d’échange-corrélation
afin de réconcilier les définitions de la pression dans le cadre d’un modele de type INFERNO.
Un tel procédé peut étre interprété a la lumiere des Eqs. 4.135, 4.136, 4.137 page 79. In fine,
il s’agit de compenser une violation de ces différentes équations par une autre, afin d’obtenir
un accord entre les pressions malgré la présence d’un terme de surface. La Ref. [62] suggere
que ce procédé donne des résultats en accord avec I'expérience. Toutefois, outre le fait qu'un
tel procédé ne garantit pas la construction de I'équilibre thermodynamique, il n’y a pas de
justification théorique rigoureuse permettant la violation des Eqs. 4.135, 4.136, 4.137.

4.6.3 Modele AJCI

Le modele AJCI préfigure en de nombreux points le modele variationnel décrit ci-avant.
Lun des buts du travail de Perrot sur ce modele (voir la Ref. [59]) était d’ailleurs d’effectuer

2et évidemment la partie au-dela du rayon de Wigner-Seitz, identiquement nulle dans le cas d’INFERNO
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une avancée dans la recherche de la cohérence thermodynamique pour les modeles de plasmas
denses.

La résolution du modele AJCI, revient a résoudre les Eqs. 4.39, 4.40 page 60 a ng imposé,
sans satisfaire I’'Eq. 4.41, qui n’apparalt pas dans ce modele. Ce modele ne donne donc
généralement pas acces a I’équilibre thermodynamique et ne vérifie pas le théoreme du viriel.
Cependant, il ne connait aucune des inconsistances profonde mentionnée ci-avant pour les
autres modeles. Dans le cadre du modele AJCI, la regle de somme de Friedel (cf. Egs. 9.90
page 157 et 9.117 page 160) est vérifiée et les termes de surface de la relation du viriel
s’annulent.



Chapitre 5

Théorie de la réponse linéaire et RPA

Comme nous I'avons vu au chapitre précédent, notre modele repose sur un systeme de
charges constitué d’un ion plongé dans un jellium. Nous sommes ainsi amenés a étudier,
entre autres, la réponse statique du jellium a la présence de I'ion. Dans ce cadre, nous calcu-
lerons numériquement la réponse dans un certain voisinage de 1'ion. Cependant, nous aurons
également besoin d’une théorie approximative et analytique afin de fournir la forme asymp-
totique de cette réponse. Dans cette optique, il s’est révélé nécessaire de revisiter la théorie
de la réponse linéaire et de 'approximation de la phase aléatoire, dans le cadre des plasmas
denses, afin d’en tirer les formes asymptotiques et de mieux en appréhender les limitations.
Ces dernieres seront abordées en fin de ce chapitre.

5.1 Réponse linéaire

Afin d’obtenir une expression analytique de la susceptibilité, nous allons suivre ici le
développement de la Ref. [73].

5.1.1 Expression de la susceptibilité dans ’espace de Fourier

La fonction de Lindhard (cf. Eq. 9.144 page 163) exprime la réponse linéaire de la densité
a un potentiel pertubatif en milieu homogene, dans ’espace de Fourier.

d*k 1 1

M., = —2/W {fF(E’“) (hw +in = (Ex = Bq) o+ in— (Ergl - Ek)) %5 1)

Nous allons partiellement effectuer 'intégrale sur le vecteur d’onde k. Dans ce qui suit, nous
considérons le cas non-relativiste et utilisons le jeu de variables adimensionnées suivant :

k
nzk— ; hkp = \/2mFEr
F
q hw
== v=— 2
9: EF ,Zé‘ZEF
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ou Er est I'énergie de Fermi. Dans ce chapitre nous convenons de la notation suivante pour
la distribution de Fermi-Dirac :

R’kik 1
f = f ( ) = P2 RZ 2 (53>
)~ )

W Grm—ean i wrer)
(5.4a)

B 2k3, > 1 1
T (27)2EF/0 d“{“z 5/_1 dt{l/+i5—2/§Qt+Q2_u+25—2HQt—Q2}}

(5.4b)
2]{:3 o) HZ +1 1 1
= dr { — fF dt — A
(27)?ER /0 : 2Qf” /_1 {p+ — Kkt p_— lit}} (5-4c)
olt on a défini p, = 42 + %
2k3, 2k%, P+ dg(p)
— —alp ) = - “"F dp { =22 Ad

Nous considérons alors la fonction g(p), définie comme suit :

g(p)z/ooodm{ﬁff/:ldt{p_lm}} (5.5a)
:/Ooodm{mf,f/piﬂd%}:/Ooodﬁ;{/if,fln <7;fz>} (5.5b)

Calculons la dérivée de g(p) :

oL (i)
:/OOO dr {f,f(—z) (—1 + pf,i?)} (5.6b)

=2/Oood/<o{ff} —2p2/000d/i{p2]l£:/{2} (5.60)
:2/Ooodﬁ{f5}—p2/ dﬁ{prFﬁz}_ﬁ/iodﬁ{pQ _HFHQ} (5.6d)
:Q/Ooodn{f,f}—pQ/_Zd/ﬁ{pzf_'fHZ} (5.6¢)

Le premier terme peut étre traité de maniere immédiate :

/pmdp{?/omdﬁ{ff}} =2 [Cac (i oo -p =20 [Cac (i} 6

Afin de traiter le second terme de 'Eq. 5.6e, la fraction peut etre décomposée en éléments
simples :

/_Zd/{{ﬁf#}:/_Zdﬁ{(p—/f];{pwﬁ)}ZZLP/_ZdK{ff (pin+pi%>}

(5.8)
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“ Im(k)

F1G. 5.1 — Contour d’intégration I' de la fonction fF (L + L)

Ptk P—FK

L’intégrand est holomorphe partout sauf aux poles de la distribution de Fermi-Dirac (cf.
Egs. 9.153, 9.154 page 164) et aux deux poles simples k = £p. Il s’agit d’une fonction
analytique que nous pouvons intégrer par la méthode des résidus a l'aide du contour I' défini
comme sur la Fig. 5.1 page 85. Ce contour se place nécessairement dans le demi-plan a valeurs
imaginaires positives (causalité, cf. Ref. [26]).

Lol Gt = U L3 L) ol G5

(5.9)

Calculons alors les différentes contributions a l'intégrale. Le théoreme des résidus appliqué
au contour fermé I', entourant un pole simple en +p implique :

1 1 .
/Fd/-i{ 5(p+ﬁ+p_ﬁ>} = —2inf) (5.10)

La décroissance rapide (k — oo = f(E)) ~ ™) de la distribution de Fermi-Dirac assure
I’annulation de l'intégrale sur C'r_., par le lemme de Jordan.

/C dm{f,f(pi“piﬂ)}:o (5.11)

Le contournement de chaque pole de Fermi direct /ﬁi se calcule a l'aide du théoreme des
résidus, en exprimant le comportement de la distribution de Fermi-Dirac au voisinage du
pole (cf. Eq. 9.156 page 165) :

1 1 -6 1 1 1
/dm{f,f( + )}z/ dr : < + ) (5.12a)
L PtK pP—K cl 26k — KL \PTK pP—K

=(—2im) _9< Lo ) (5.12b)

2@: p—i—/ii p—/ii



86 CHAPITRE 5. THEORIE DE LA REPONSE LINEAIRE ET RPA

Nous obtenons alors :

p2/ dm{ fi }:1—? 2z7rfF mez ! — + 1. (5.13a)
A jiK':I: p+f€i p— K

—impfy — imp*0 Z _— (5.13b)
j,E /{i p

Moyennant quelques manipulations formelles, nous arrivons a :

2k 1 p? + K2
}:.________:22_3-<-WK”24- _— (5.14)

— K p? p (p2 — [K7[2)2 + 4pk]*

et ainsi :

0 F ) 1 p2+|l‘€j|2
2 D R S QS A : 5.15
p /_ " —r2 impfy +2m ;”w ik T (P2 — |WI[2)2 + 4p2]° (5.15)

o0

Il s’agit a présent de réaliser 'intégrale sur p :

[l [opaty = [ oo

D+ 2 J|2

p* + |+
+ 270 +/ d{ - -
Z ( P b LR — P+ el

(5.16)

Pour le premier terme de I'intégrale, nous obtenons :

/: dp{pf}} = / dp{ AT+1} (5.17a)

_6 p+/0 e_(X_AT)

(5.17¢)

et pour le second terme sous la somme :

/p+d { p? + |K7|? }_ 1/p+d 1 d 2plig
R R Y S PR =R
p

2|k ]2

(5.18a)

1 2p, K] 2p_k]
=——larctan| ———— | —arctan | ———
2 pr— w2 P2 — |KIJ?
(5.18b)
1 — KJ
=— | arctan IL + arctan u
2 lij K
_|_

— K
— arctan <p ) — arctan (p A HT)) (5.18¢)
Hf K]

)
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inalement, nou nons l’expression exacte onction réponse linéaire dyna-
Finalement, nous obtenons I’ ession exacte de la fonction de réponse linéaire dyna
mique du gaz parfait d’électrons :

2
2% o0 0 [ 14T
M, = — / di {fF) =y (LR

K 1 P+ + ] P+ — K
+7TQ; <|/{j|2 ~50 (arctan (T + arctan T

3 (2

p- + i p- — i _ 2k}
— arctan (H—f) — arctan ( Kg. )) > = _(27r)—2EFg<Q’ V)

(5.19)

Remarquons que cette approche, dans 'espace réciproque, est réputée pour la faible
convergence de la somme sur les poles de Fermi. Afin de remédier a ce probleme et d’ef-
fectuer des calculs numériques plus efficaces, il peut étre préférable de mener une approche
de la fonction de réponse dans l'espace direct. Une telle technique est abordée par exemple

dans les Refs. [74,75].

5.1.2 Limite statique

La limite statique correspond au cas v — 0. Dans ces conditions :

v+in Q. Q Q
2

t—=+—+i0;p=

Pr="90" 77 2

(5.20)

J 1 J — K
—W@Zj: <‘Zl’2 - 2_p (arctan (p :;’") + arctan (p K;’)))) (5.21a)

=————9(Q) (5.21b)

5.2 Densité asymptotique dans ’approximation RPA

Munis de 'expression de Hg ., lous pouvons a présent nous pencher sur la réponse linéaire

autocohérente. Plus précisément, nous allons chercher a obtenir la forme asymptotique de la
perturbation statique de densité lim,, . lim, .. n)(r), dans le cadre des plasmas denses, et
dans la limite des basses températures. Dans cette partie, nous suivrons le développement de

la Ref. [76].

5.2.1 Self-énergie, autocohérence et RPA

1

. s 1
La perturbation de densité n, 2w

réponse linéaire s’écrit :

créée par un potentiel v dans l'approximation de la

w

ng,, =12 vl (5.22)

q7w q?w q?w
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En chaque point, cette perturbation de densité induit elle-méme un potentiel, de nature
coulombienne. Ce potentiel auto-induit s’écrit dans 1’espace direct comme la convolution de
la pertubation de densité n'(r) par le noyau coulombien 1/r. Dans l'espace de Fourier, on
écrira donc le potentiel auto-induit comme le produit :

lself _ . C. 1
vy =vin, (5.23)

Le potentiel 1)}1 qui perturbe la densité est la somme d’un potentiel extérieur et du potentiel
auto-induit :

1  lext lself __ , lext C. 1

Vg = U v " =0, +ugn, (5.24)

Nous avons donc affaire a I’équation autocohérente :

1 _ 770, lext 0,C, 1
ng = v, " + v, n, (5.25)
dont la solution peut étre formellement écrite :

HO,Ul ext

ne=-—294 _ (5.26)

1 -TY

La fonction de Lindhard, dans l’espace de Fourier, constitue ce qu’on appelle dans la
littérature le diagramme en anneau (cf. Ref. [26]). En considérant I’autocohérence de la
réponse, nous avons écrit 1’équation de Dyson dans I'approximation dite de ’anneau (Ring
Approximation), aussi connue sous le nom d’approximation de la phase aléatoire (Random
Phase Approximation, RPA!).

Si le potentiel exterieur est le potentiel électrostatique du noyau Zv
bienne, la solution s’écrit alors :

C

q» de nature coulom-

199¢
1 a’q
ng,=/4———— (5.27)
a 1 — ¢
Rappellons que v§ = 4me?/¢* (Eq. 9.164 page 165). Ainsi :
2k3 4re? 2 o krg(Q
2F g(Q) 27.2 :__62_F (2)
(27)2Ep Q%K. T Er Q
Il est alors intéressant de remarquer que le facteur e?kp/Er est un nombre sans dimension
directement lié a la densité du plasma :

0,C _ 170 ,C _
quq_HQUQ__

(5.28)

Zykrp 2 mer 2 mc?e? 2
e — = — = — _—=
EF k’F h? ]{?F he he k‘FCLD

Rappellons les définitions de du nombre d’onde de Fermi kp et du rayon interélectronique
adimensionné ry :

(5.29)

b /s
372 4 1
- (= .= 5.30
dr 3 1 (971') " kpao ( )
3 (TsaO) = —
o

Ainsi la réponse au potentiel coulombien H%vg est linéaire du nombre d’aspect ry du probleme
qui reflete le régime de densité du plasma.

1/3
Mg = — = (i) r, 49 (5.31)

m \ 97 Q?

len bons Francais, on pourrait d’ailleurs interpréter RPA comme “Réponse Premiere Autocohérente”.
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Cette propriété est utile a 'obtention d'une forme asymptotique dans la limite des plasmas
denses. Elle permet de remplacer I'application du théoreme de Lighthill sur la forme asymp-
totique des transformées de Fourier (Ref. [77]) par I'utilisation d'un développement en rs.
Pour une discussion précise sur ce point, le lecteur pourra se reporter a la Ref. [78].
Exprimons a présent la forme de la perturbation de densité dans ’espace direct :

nl(r) = / (;;q)g nleiar) (5.32a)
-ty [ ro{ G o
=—Z ( 2%3 /0 N dQ {Cf Qi?éj f /Sggrsg)(Q o 0 " d0sin g {e@’fFQ"CO“’}} (5.32¢)
-7, 2’%2 /0 e {QzQi(jﬂ();f jggg)(@ /_ 1 dt{e““FQ”}} (5.32d)
_ Z;%r /0 T 0 {Q sin (krQr) in(jﬂ();; . /839:3)(@) } (5.32¢)

Rappelons que p = Q/2 et que g(—Q) = ¢(Q)

sin r % (%)1/3 759(2p)

(/ / > dp {p (2kFpr) L (L)7 ng(zp)} (5.32f)
1/3

(5) " rsg(2p) } )

w2y

k:
—_ gt dp {psm (2/€Fp7“)

Dans I'expression qui précede, ’aspect fractionnaire — directement issu de ’autocohérence —
de l'intégrand engendre un ensemble de poles compliqué a traiter. Cependant, il est possible
d’écrire ce terme sous la forme d’un développement en r, que nous pouvons tronquer dans la
limite des plasmas denses. On note :

. 1/3
Q) = g0+ 91(Q) = g0+ 90(Q) . = (i) % (5.33)

La fraction se réécrit alors :

1 o 1 1 (1 7%
PP EPRE) Db 14 Phg(2p)  PHPD P +1p

5&(2p) + ) (5.34)

et la perturbation de densité dans ’espace direct devient :

2

) == 225 [ty (ahepr) LELEEED (0D

T4 (p+ipp)(p —ipp) P>+ p,
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apres décomposition en éléments simples, nous obtenons :

2 oo 2 (1 2 1 1
T2 ) o 2ipp p—ipp p+ipp

2

Pp
1— 2) + ... 5.35b
( p? +p%€( P) )} ( )

_ k%

=_ Z%% (Ip+ 1, + .. (5.35¢)

Nous allons nous limiter a traiter le terme Iy, associé a l'ordre 0 en r, de la fraction. Ce
dernier ne fait apparaitre que deux poles simples en p = +ipp.

I, :/_Oo dp {psin (2kppr) £ () " rag(2) (p L L )} (5.362)

~ 2ipp —ipp p+ipp
__n (i) v ( / T ap {Pe%k”’r 9(2p) } _ / T dp {pe?i’“FpT 9(2p) }
47 \ 97 oo Pp P —1iPp S pp  p+ipp
00 —2ikppr 2 o0 —2ikppr 2
—/ dp{pe 9(2p) }+/ dp{pe 9(2p) }) (5.36b)
—00 Pp P —1p —00 Pp P+ pp
r 4\3 = 2

Il s’agit alors de traiter chacune de ces quatre intégrales. Remarquons tout d’abord que
chacun des intégrands comporte la fonction g(2p), directement liée a 'aspect de réponse
linéaire au champ. I convient donc de se pencher rapidement sur les propriétés d’analycité
de cette derniere.

tan (2250} = L (1 (o + 2 In (! + ix? 5.37
arctan | = —Q—i(n($mr—|—mi—p)—n( Kkl +ik] +p)) (5.37)
°° (o (27 on (275 )
2p) = de {fF} — 70 — — — | arctan — | + arctan | ———
(5.38a)
00 J
_ F Ry 1 i j
_/0 d/ﬁ;{f,i } —WQEJ: (,ijz — Ty (ln(/{, —p) —In (/€+—|—p)
+In (/{ﬂr —p)—In (/{J, +p)) ) (5.38Db)
On a donc des singularités de la fonction In pour p = K, p = —/ii_ =&, p= mi et
p = —k. = K. g(2p) posséde donc un pdle simple en 0 ainsi que des singularités avec
branches de coupures en chacun des poles de Fermi. Chacun des intégrands possede en plus
un pole simple soit en p = ipp, soit en p = —ipp, qui est lié a ’aspect autocohérent du champ

auquel se fait la réponse. Enfin chacun des intégrands possede une fonction exponentielle
e?kFpr - ou e 2KFPT qui va permettre d’appliquer le lemme de Jordan. Afin faire converger
les intégrales pour des rayon positifs, on va intégrer les deux premiers termes de ’Eq. 5.36¢
page 90 sur des contours situés au dessus de I'axe réel (Im(p) > 0) et les deux seconds sur
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Im(p)

CRrooc

Re(p)

Chroco

Re(p)

F1G. 5.2 — Contours d’intégration I et I et détails du contournement des branches de coupures
pour deux paires de poles k/. et 7%

des contours situés au dessous de I'axe réel (Im(p) < 0). Plus précisément, nous utiliserons
les contours I' et I' définis comme indiqué sur la Fig. 5.2.
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(5.39a)

(5.39D)

(5.40a)

(5.40b)
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5.41a)

(5.41D)
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[o—</ /CRW 2 (/ +/ +/ )) { ;jFprpgng} (5.42a)

—2ikppr (2]7)
— — ome2kEpoT (2 / + d {pe g\l } 5.42b
9(2ipp) — ) ( : L (5.42b)

==

En choisissant une coupure [—37/2, 7/2], calculons les contributions des branches de coupure
partant des &’

eQika'r 92
oL Jot 2]
al J-ad pp  pEipp

/2

- ni—&-ee ni+pe*3”/2 p e2ikrpr 0 1 i

= lim lim + — .~ (R —

p—o0 =0 /ni+pem/2 /n1+ee—sm/2 PV oo(p £ ipp) 4i (%% =)
(5.43a)

Le seul terme de g(2p) pour lequel les deux intégrales ne se compensent pas est eV1demment

celui en In(x?. — p), dont la branche de coupure est située entre les deux segments A7 e

_AJ En effectuant le changement de variable p = ye'™/? + rﬁi dans la premicre 1ntegrale et
= ye 32 lij dans la seconde, nous obtenons :

0 2ikpr(iy+r7,) ,
0 F 17T
[z -
o0 4 pp(iy + K7, £ ipp)

0 2k pr(iy+rd,) )
9 F s
- / idy T ‘ . ln(—ye_%) (5.43b)
o0 4i ppliy + & +ipp)

Tenant compte que In(ye'?) = In(y) + ie, nous arrivons a :

29 ] ; 0 —2kpry
=i L7 Rk, / dy B (5.43c)
2 0o pp(iy + ). £ipp)

Le cas des branches de coupure partant des </ est rigoureusement identique. Pour le calcul
J

des contributions des branches de coupure partant des &%, nous choisissons une coupure
[—7/2,37/2].

6—215ka7' 92
L))
tAL oA pp  pEipp

/2

R +ee™ R +petin/? e~2ikppr 10 .
= lim lim / —|-/ d {— (= In(p - & }
p00 =0 ( kY, +pe—in/2 R teedin/2 p pp(p £ ipp) 4i ( (p +))
(5.44a)
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—im/2

Changement de variable p = ye + Fci dans la premiere intégrale et p = ye®™/2 + Fii dans

la seconde :

0 —2ikpr(—iy+i%) _
. mh e 7F + _ix
=/ (=i)dy =4 —————In(ye 2)
o0 t pp(—1iy + K} T ipp)

0 —2ikpr(—iy+R)) L
- / (—i)dy{ mh_ ¢ . 1n(ye3z)} (5.44b)

4i pp(—iy + & £ ipp)

29 ) i 0 —2kpry
_ iﬂ_e—2zk1«“rm+ / dy . ¢ , . (544c)
2 o pp(—iy + R, £ipp)

Idem pour les branches de coupure partant des 5’ . Nous pouvons & présent écrire I :

r 4 1/3
Iy = ( ) — 4me=2REPOTg(2ip )

47 \ 97
+7T2(9 Z e2ikpr;€ji /0 dy 6_2‘]€F7'y _ 6721']@1:7",@1 /0 dy e—Qk%;ry
it o0 (iy + KL)% + ph o (—iy + 7.)2 + p3

(5.45a)

T 4 1/3 ) ;[ o—2krry

= — dme=2RrPDT 0(2ip ) — 27%60 e2tkrriy / dy ,

am (9”) ( 2ire) Z 0 (iy + K4)? + P}

(5.45Db)

Cette expression peut étre reformulée en terme de fonctions Ej :

+— Z (e 2FrmPp By (—Qkpr(ilift +pp)) — PP, (—QkFT(ilizt — pD)))) (5.45d)
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En exprimant le comportement asymptotique des fonctions F;, nous arrivons a :

r—00 =
e 4\ 3 20 o 1 1
Iy —_5 (_) 47re—2kaDrg(2l~pD) _ €2kprmi — S —
A \ 97 ( 2kprrpp jzi: ik +pp KL —pp
(5.46a)
2 2 2k prind,
~fp 4mre=KFPDT 6(2ipp) — i 6.2 (5.46b)
490 ker <7 KY +ph

PQD 2k
=== | dwe” “"FPPT g(2ip
490 (2ipp)

2672/-@2.@:7'

oy
kpr (K12 — k1% +p2)2 + (2K)K])?

(k1% — K12+ ph) cos(261kpr) + 2K K] Sin(2liikp7”>)>

(5.46¢)

Nous rappelons alors que : k1% — k!> = —0Ap = —p/Ep et 2xik] = 70(25 + 1)

PQD 2k
=== | dwe™ “"FPPT g(2ip
490 (2ipp)

26—2.‘{ng7’

w20
kpr 2 (P — 0AT)? + (m0(2) + 1)) (

(p3, — 0 A7) cos(2k2kpr) + wH(25 + 1) Sin(2liik’pr)))
(5.46d)

Dans la limite des basses température, tous les poles de Fermi se rassemblent sur ceux d’ordre
0. Nous avons de plus 70(2j + 1) — 0 et p — Ep, c’est a dire 0Ar — 1

2 20 —2x{kpr
Pp —2krppT (0 2m°0 e” =t 0
== 14 FPDT (2 i 2k, k 5.47
" =10, ( e g(2ipp) T — cos(2k, kpr) (5.47)
]{Z2
n(r — oo) = _Z27rgr[0 (5.48)

Finalement, dans la limite des basses températures et hautes densités, nous obtenons le
comportement asymptotique suivant :

2 —2ppr 2 —2bFr F
1 PD . € Pp e 70" cos(2aq7)
n(r)=—g(2ip + 5.49
( ) 9 ( D) r 490(1 I pQD) T3 ( )

Cette forme présente l'intérét de rassembler les deux comportements caractéristiques des
plasmas denses : ’écrantage et les oscillations de Friedel. D’'une part l'aspect de réponse
linéaire comprend une partie de la physique des corrélations électronique qui résulte en un
comportement oscillant amorti. D’autre part, I’autocohérence resulte en un comportement
d’écrantage qui correspond au comportement asymptotique dans ’approximation Thomas-
Fermi.
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Toutefois, il nous faut ici faire la remarque que ce calcul, effectué en perturbant un gaz
d’électrons homogene, ne privilégie aucune origine spatiale. Pour la mise en pratique du résul-
tat dans le cadre d'un calcul ou le gaz d’électron est assimilable au gaz d’électron homogene
dans une partie restreinte de l'espace il convient de considérer en plus un certain déphasage
des oscillations de Friedel. Un calcul plus direct, basé sur le déphasage des fonctions d’onde
autour d'une impureté, est abordé dans les Refs. [79-81] et meéne a un résultat treés similaire,
en introduisant en plus un déphasage dans les oscillations de Friedel. Le traitement formel
que nous avons choisi de présenter ci-dessus présente ’avantage de mieux afficher la nature
des comportements d’écrantage et d’oscillations de Friedel.

Enfin, il faut également faire la remarque suivante : bien que le calcul de la fonction de
Lindhard (Eq. 9.144 page 163) wvia la perturbation des ondes planes ne fait pas apparaitre
formellement d’état lié, la réponse linéaire obtenue s’applique bel et bien a la densité totale
et non a la seule contribution des états du continuum.

En pratique, ceci s’illustre lorsqu’il existe un état lié de tres faible énergie, ¢’est-a-dire un
état lié connaissant une décroissance exponentielle sur une échelle relativement longue. On
constate alors que les oscillations de Friedel qui apparaissent dans la contribution des états
du continuum a la densité sont décalées de maniere a compenser cette lente décroissance.

5.3 Limites de la réponse linéaire asymptotique dans
la limite dense, a température quasi-nulle

Afin de montrer les limites de la forme analytique présentée dans 1'Eq. 5.49 page 94,
nous avons effectué un calcul de I'aluminium a quatre fois la densité du solide, pour une
température de 1 eV, avec une zone numérique s’étendant jusqu’a 7,., = 45 ag. Ce calcul
fut effectué aux moyens du code VAAQP qui, comme on le verra plus loin, utilise la forme
de I'Eq. 5.49 page 94 dans sa condition a la limite. On s’est donc bien assuré de la robustesse
du résultat quant a cette condition en effectuant un calcul similaire avec une zone numérique
ne s’étendant que jusqu’a rpu, = 15 ag. Dans ce second calcul, la condition a la limite a
une influence largement supérieure et la variation sur I'ionisation d’équilibre reste inférieure
a 0.04%.

La Fig. 5.3a présente la densité électronique obtenue pour le premier calcul ainsi quun
ajustement effectué en r = 15 ag sur I'expression suivante :

—krpr —ngr

n'(r) —ng=A + B
r r

—— sin(2ag  + 6) (5.50)
ou I'ajustement porte sur les variables A, B et ¢

Remarquons d’abord 1'écart entre la densité telle qu’elle est calculée par le code et le
resultat de 'ajustement. Cette différence montre que la forme présentée dans I’Eq. 5.49 page
94 n’est pas completement apte a représenter la densité dans cette région de I'espace.

Afin d’avoir une appréciation quantitative de cet écart, on a procédé a des ajustements
sur des intervalles successifs, en prenant cette fois la forme plus générale :

e*kTFT 67211'(’;“7”

n'(r) —mng=A +B— sin(2alr + &) (5.51)
r r

ou 'ajustement porte sur les variables A, B, ¢, aé% et béit.
Les résultats de ces ajustements sont présentés sur les Fig. 5.3 b et ¢. Comme on peut
le voir, les valeurs “effectives” de al’ et b} obtenues par ajustement semblent bel et bien
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Fi1G. 5.3 — Illustration de l'inexactitude de la réponse linéaire sur le cas de 'aluminium a
10.8 g.cm™3, & la température de 1 eV. On présente la densité issue d’un calcul VAAQP avec
un ajustement sur la forme issue de la RPA en r = 15 qg (a). On présente d’autre part les
résultats d’ajustements sur une forme plus générale (Eq. 5.51), effectués pour des intervalles
successifs de 15 a 45 ag (b et c).

tendre vers al’, bl’. Cependant, la dérive sur les valeurs de ces coefficients peut nous faire
suspecter la présence d’effets thermiques (c’est-a-dire la contribution significative de poles de
Fermi d’indices supérieurs a zéro) ou alors d’effets non-linéaires.



Chapitre 6

Méthodes numériques

6.1 Meéthodes pour le calcul de la densité quantique

6.1.1 Intégration de I’équation d’onde

Dans le cadre des modeles d’atome dans le jellium nous mettons en place un concept
d’atome étendu dans ’espace. Les calculs numériques qui mettent en ceuvre ces modeles font
appel a la densité et donc aux fonctions d’onde a des rayons largement supérieurs au rayon de
Wigner-Seitz. Il est alors crucial de disposer d’une méthode permettant d’intégrer I’équation
d’onde (Schrodinger ou Dirac) rapidement, et éventuellement sur des maillages relativement
grossiers, c’est-a-dire avec un nombre limité de nceuds par oscillation de la fonction d’onde.

Dans le cadre du développement du code VAAQP, deux méthodes ont été testées : la
méthode de Numerov (cf. 9.8 page 160), dédiée aux équations de type Schrodinger radiale et
la méthode prédicteur-correcteur d’Addams-Bashforth-Moulton (ABM, voir par exemple la
Ref. [82]), plus générale.

En ce qui concerne le systeme de Dirac radial, I'utilisation de la méthode de Numerov
suppose l'utilisation de la forme “Schrédinger” (cf. Eq. 2.121 page 30), ce qui nécessite d’ef-
fectuer des transformations sur les composantes radiales. Ces dernieres ont évidemment un
cotit en termes de temps de calcul. Toutefois, il faut souligner que la méthode de Numerov
est en elle-méme économe puisqu’elle ne met en jeu que 3 noeuds de maillage.

La méthode Addams-Bashforth-Moulton, quant a elle, est directement utilisable avec la
forme classique du systéme de Dirac radial (cf. Eqs 2.115 et 2.116 page 29). En revanche,
cette méthode met généralement en jeu un nombre de nceuds de maillages plus important
que la méthode de Numerov (5 nceuds dans notre utilisation la plus courante).

Pour le code VAAQP, nous avons opté, apres étude, pour la méthode de Numerov (cf. 9.8
page 160), qui présente l'intérét d’étre précise et rapide, mais surtout de posséder une
meilleure stabilité sur des maillages grossiers. En illustration, la Fig. 6.1 présente ’exemple du
calcul d’une fonction de Bessel sphérique. Le calcul est effectué sur un maillage mixte grossier
au bord de la région numérique (environ 10 nceuds de maillage par période). Sur cette figure,
le lecteur pourra constater nettement l'instabilité numérique relative de la méthode ABM 5
points par rapport a la méthode de Numerov.

D’autre part, comme nous le verrons plus loin (cf. 6.1.3 page 103), le passage a la forme
“Schrodinger” de I'équation de Dirac radiale peut se révéler utile dans l'utilisation de la
méthode des phases pour la recherche des valeurs propres des états liés.

97
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Fi1G. 6.1 — Illustration de la différence de stabilité entre la méthode ABM - 5 points et la
méthode de Numerov. Est présenté ici le cas d'une fonction de Bessel (grande composante en
champ nul P/7(r) avec ¢ = 1 Hartree, k = 5) calculée sur un maillage mixte avec environ
10 neceuds par période en bout de grille.

6.1.2 Conditions aux limites

Que 'on utilise I'équation de Schrodinger ou celle de Dirac le calcul des fonctions d’ondes
ou des composantes radiales peut étre ramené a la recherche des solutions d’une équation
différentielle d’ordre 2 de type Sturm-Liouville. Le théoreme d’existence et d’unicité (cf. par
exemple la Ref. [83]) garantit alors que la solution est définie par deux conditions aux limites.

Condition a la limite »r — 0

Dans la limite r — 0, nous retrouvons le potentiel coulombien du noyau nu. Les fonctions
d’onde ou les composantes sont donc tout simplement celles de ’atome hydrogénoide, dont
le développement en série est connu (voir Eqs 2.49 et 2.50 page 23 pour le cas non relativiste,
Eqgs 2.153, 2.154 et 2.155 page 32 pour le cas relativiste).

En pratique, la condition a cette limite sert aussi au démarrage de 'intégration de I’équa-
tion d’onde vers l'extérieur. Nous obtenons les premiers points de la fonction d’onde en
considérant qu’au voisinage du noyau, I’écrantage reste suffisamment faible pour que cette
derniere puisse étre approximée par la fonction d’onde de I’atome hydrogénoide.

Condition a la limite r — oo

Tous les potentiels que nous étudions tendent vers zéro a 'infini. Dans la limite r — oo,
nous retrouvons donc le cas du potentiel nul. Dans le cas de I'équation de Schrodinger, la
forme en potentiel nul pour les états liés est donnée par 'Eq. 2.67 page 24 ; pour les états
du continuum, elle est donnée par 'Eq. 2.62 page 24. Dans le cas de I’équation de Dirac, la
solution en potentiel nul pour les états liés est donnée par les Eqs. 2.174,2.175 page 34 ; pour
les états du continuum, elle est donnée par les Eqs. 2.166,2.170 page 33.

Dans les calculs numériques, une premiere approche consiste a considérer le champ comme
nul au bord de la région numérique (nous notons r, le rayon de la région numérique). Cette
approximation n’est justifiée que si les énergies considérées sont grandes en valeur absolue
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devant les valeurs du potentiel au-dela de r4, :
|E| >> v(r > re) (6.1)

Cette approche est en pratique toujours appliquée pour les états liés.

Pour les états du continuum, une autre approche possible de la condition a la limite
consiste a considérer 'approximation WKB valide au bord de la région numérique. Dans
ce cas, le raccordement en r., est effectué sur les solutions WKB qui retrouvent les solu-
tions en potentiel nul a 'infini. Une telle approximation autorise la prise en compte d’une
forme asymptotique pour le potentiel. Cependant, il faut préciser que I'approximation WKB
implique une approximation du terme centrifuge de I’équation d’onde.

Dans tous les cas, la taille de la région numérique r,, impose une restriction sur les
énergies que 'on peut considérer. Il existe alors un certain voisinage de l'origine £ = 0 qui
reste inaccessible. De ceci ne résulte aucune géne si la partie négative de ce domaine d’énergie
ne comprend aucun état lié et si sa partie positive ne comprend pas de forte variation du
déphasage (ie. pas de résonance). Autrement dit : la taille de la région numérique définit la
capacité a s’approcher des seuils d’ionisation.

Dans le cas d'un calcul de 'atome hydrogénoide, le potentiel décroit moins vite que le
terme centrifuge. La condition a la limite de type WKB est alors a préférer. En revanche, dans
le cas des modeles de type atome dans le jellium, nous étudions des potentiels a décroissance
forte car résultant d’un phénomene d’écrantage. En général, la région numérique est telle que
le potentiel est plus faible que le terme centrifuge pour r > r.,. Nous devons donc privilégier
la condition de potentiel nul. Quant au modele INFERNO, on suppose dans celui-ci que le
potentiel est nul a partir du rayon de Wigner-Seitz. Le raccordement peut donc s’effectuer
sur les solutions en potentiel nul, directement au rayon de Wigner-Seitz.

Concernant les états liés, nous verrons qu’il est utile d’effectuer une intégration de I’équa-
tion d’onde vers l'intérieur, en partant de la condition a la limite externe. Dans ce cas, nous
utiliserons la condition de champ nul afin de démarrer cette intégration.

Dans le cas des états du continuum, il est a noter que les amplitudes de la solution en
potentiel nul et in extenso de la solution WKB sont fixées par la normalisation (cf. 9.4.1 page
149 et 9.4.2 page 150).

En pratique, concernant les états du continuum, la condition a la limite r = r,, peut
étre utilisée de deux manieres. Elle peut servir a démarrer une intégration de I’équation
d’onde vers l'intérieur (c’est le cas dans la méthode phase-amplitude abordée dans 6.1.5 page
110) ou alors, apres une intégration vers 'extérieur qui porte sur toute la région numérique,
uniquement a normaliser la partie interne et a déterminer le déphasage.

6.1.3 Etats liés, recherche des valeurs propres
Généralités

Les états propres de I’équation d’onde qui possede une énergie négative sont liés. C’est-
a~dire qu’au-dela d’un certain rayon, leurs fonctions d’onde (ou leurs composantes) ont une
nature évanescente. A l'instar d’une condition de nceud dans un probleme de corde vibrante,
une telle condition est de nature & discrétiser les modes. A nombre quantique ¢ ou x donné, il
s’agit alors de résoudre un probleme dit “aux valeurs propres” ¢’est-a-dire de trouver les valeurs
propres discretes pour lesquelles 1’équation possede une solution qui satisfait les conditions
aux limites en zéro et a 'infini. Chacune des solutions possede un nombre de nceuds différent,

tous situés dans la région classiquement permise. Dans le cas de I’atome hydrogénoide, tous les
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nombres de nceuds peuvent étre réalisés. En revanche, dans le cas d'un potentiel localisable,
seuls les Ny, € N premiers nombres de nceuds peuvent étre réalisés!.
Il est d'usage de reformuler le probleme de la maniere suivante : pour une valeur propre
d’essai E/ donnée, on considere deux solutions “partielles” du probleme :
— Ry, (r) (respectivement (PAR,Q;;’H) dans le cas relativiste), qui satisfait ’équation
d’onde ainsi que la condition a la limite en zéro.
— REe(r) (respectivement (PE,H,QEH) dans le cas relativiste), qui satisfait ’équation
d’onde ainsi que la condition a la limite a I'infini.
Si en un quelconque point de raccordement 7r,,, nous avons :

RE,@(Tm) = RJEF,z(Tm) (6.2)
Rpy(rm) = Rpy(rm)  (6.3)

Alors le théoréme d’existence et d’unicité assure que Ry ,(r) = Ry ,(r) partout. Nous
avons donc affaire a la solution qui satisfait les deux conditions aux limites : R, ¢(r) ou n,
est le nombre de nceuds de la solution.

Nous pouvons évidemment faire un raisonnement identique dans le cas relativiste, en
effectuant le raccordement suivant :

Py, (rm) = Pg(rn)  (6.4)
QE‘7K(TW) = QEn(Tm) (6.5)

Généralement, le calcul des états liés s’effectue en intégrant ’équation d’onde, pour une
valeur propre d’essai F :

— vers l'extérieur, en partant de la condition & la limite en zéro et jusqu’au point de

raccordement r,, obtenant ainsi dans la partie interne du maillage la fonction R;M(r)
(ou les composantes (Pg ., Qp..))
— vers l'intérieur, en partant de la condition a la limite a 'infini et jusqu'au point de
raccordement r,,, obtenant ainsi dans la partie externe du maillage la fonction REZ(T)
(ou les composantes (P ., Q)
Il reste alors a converger vers la valeur £, , (respectivement E,, ) pour laquelle on obtient
le raccordement.

Remarquons qu’en général, nous effectuerons les calculs numériques interne et externe
avec des normalisations différentes. Souvent, les méthodes de recherche de la valeur propre
fixent la normalisation d’une partie par rapport a I'autre en imposant I'une des conditions de
raccordement, par exemple I'Eq. 6.2 (respectivement I'Eq. 6.4). Lorsque la seconde condition
de raccordement est satisfaite, on retrouve une normalisation identique pour les deux parties
de la fonction d’onde (ou des composantes). Les méthodes de phase présentées plus loin sont
quant a elles basées sur le raccordement d'une fonction indépendante de la normalisation.

Concernant le choix du point de raccordement, il est souvent judicieux d’opter pour un
point proche du point tournant du probleme, c’est-a-dire le point correspondant au rayon
rE  défini comme suit :

E=—v(rk ) (6.6)

rturn.

1Ceci est abordé dans la Ref. [84] et peut étre vu comme une conséquence du théoréme de Levinson. Dans
le cas du potentiel coulombien, le déphasage a I'origine £ = 0 est infini si I'on convient d’un déphasage nul
dans la limite £ — oco. Dans le cas d’un potentiel localisable, le déphasage a l'origine est borné et sa division
par 7 donne le nombre de nceuds du dernier état lié. Pour une revue approfondie sur le théoreme de Levinson,
le lecteur est invité & consulter la Ref. [85].
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Ce choix présente deux particularités intéressantes : d’une part, il permet de situer tous
les nceuds de la fonction d’onde (ou des composantes radiales) dans la partie interne du
maillage ; d’autre part, ce choix garantit une stabilité numérique maximale pour I'intégration
de I'équation d’onde. En effet, le point tournant délimite les zones numériquement stables
pour le schéma d’Euler explicite, qui constitue un cas de référence sévere en matiere de
stabilité.

Toutefois, nous utilisons en général des méthodes plus stables que le schéma d’Euler
explicite et une certaine liberté dans le choix du point de raccordement est autorisée. Nous
verrons d’ailleurs que le suivi du point de raccordement sur le maillage peut se montrer
problématique pour le processus de convergence.

Méthode de Cohen

Une méthode de recherche des valeurs propres de I’équation de Dirac radiale est celle
présentée par Cohen dans la Ref. [86]. Nous ne nous attarderons pas sur cette méthode qui ne
présente qu’un intérét historique. Cette méthode tres simple se révele assez peu performante
a l'usage. Elle consiste simplement a raccorder systématiquement la grande composante :

Pg(rm) = P () (6.7)
et a appliquer la correction en énergie :

CPJE’n(Tm)AQN(Tm, E)

A = T T ) T Q) & [ dr (PR QL)

(6.8)

ott nous avons défini le saut de la petite composante : AQy(rm, F) = Qg . (7m) — Q. (rm)
Cette correction est obtenue en considérant que les solutions “partielles” (Pp ., Q% ) et
(P;{K, QE}K) sont proches de la solution. (P, ., @y, »)- En procédant ainsi, la méthode permet
de converger vers un état propre mais ne permet pas de choisir ce dernier : la convergence se
fait vers un état dont on ne maitrise pas le nombre de nceuds.

Evidemment, une méthode similaire peut étre imaginée dans le cas de I’équation de Schro-
dinger.

Méthode de Grant, Desclaux, Mayers, O’Brien

Une autre méthode de recherche des valeurs propres est présentée par Grant dans la
Ref. [87] ainsi que par Desclaux, Mayers et O’Brien dans la Ref. [88]. Dans cette méthode,
il s’agit de raccorder systématiquement la grande composante P et d’appliquer une simple
méthode de Newton-Raphson sur le saut de l'autre composante : AQ(r,,, £'). Afin d’obtenir
la dérivée en énergie de I'amplitude de ce saut, nous pouvons intégrer, en plus de I’équation
d’onde, I'équation sur la dérivée en énergie des composantes, c’est-a-dire le jeu d’équations
suivant, obtenu en dérivant les Eqs. 2.115 et 2.116 page 29 par rapport a I'énergie :

D(00) 2 () s (0) -y o

Cette méthode présente le désavantage de nécessiter 'intégration d’'un couple d’équations
supplémentaire. De plus, comme pour la méthode de Cohen, cette méthode ne permet pas de
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Fic. 6.2 — Illustration du comportement du saut de la petite composante au point tournant
AQ(rk,,., E), en fonction de I'énergie. Le calcul est effectué dans le cas d’un potentiel d’atome
hydrogenoide. Remarquons le comportement non-monotone et fortement non-linéaire de la
fonction ainsi que 'annulation de cette derniere pour chacune des valeurs propres (a). Le suivi
du point tournant rZ  sur le maillage spatial discret amene des artefacts dans comportement
de AQ(rE E). La vue détaillée présenté en (b) illustre ceci.
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F1aG. 6.3 — Illustration du comportement du saut de la petite composante AQ(r,, E) calculée
en un point de raccordement fixé (ici le point tournant pour E = 20 Hartree), en fonction de
I’énergie, dans le cas d'un potentiel d’atome d’hydrogenoide. Remarquons le comportement
fortement non-linéaire et discontinu de la fonction ainsi que ’annulation de cette derniere pour
chacune des valeurs propres. En fixant un point de raccordement, nous nous s’affranchissons
des artefacts présentés sur la Fig. 6.2.
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FiG. 6.4 — Hlustration du comportement du saut de la fonction de phase A® calculée en un
point de raccordement fixé r, (ici le point tournant pour e = 20Hartree), en fonction de
I’énergie, dans le cas d’un potentiel de d’atome hydrogenoide. On remarquera le comporte-
ment monotone et fortement non-linéaire de la fonction ainsi que son passage aux multiples
de 7 pour chacune des valeurs propres.

choisir le nombre de noeuds de I’état vers lequel on converge. Afin d’obtenir un état a nombre
de nceuds choisi, il faut donc guider la méthode en éliminant les convergences vers les autres
états. Enfin la fonction de saut AQ), présente en général un comportement non-linéaire, voire
non-monotone et discontinu peu approprié a une méthode du type Newton-Raphson.

Les Figs. 6.2 et 6.3 page 102 présentent 'allure de la fonction AQ (7., F) en fonction de
I’énergie pour deux politiques de choix du point de raccordement. Sur la Fig. 6.2, le point de
raccordement r,, est choisi au plus pres du point tournant alors que sur la Fig. 6.3, le point
de raccordement est fixé et indépendant de 1'énergie.

Dans le cas ou le point tournant est choisi pour le raccordement de la fonction d’onde, nous
noterons le comportement de la fonction AQ,(rE | FE), présenté en Fig. 6.2a. La fonction
est ici non-monotone et non-linéaire, assez impropre a une recherche systématique des zéros.
De plus, le suivi du point tournant sur le maillage spatial engendre les petits artefacts décrits
sur la Fig. 6.2b, eux aussi propres a géner le processus de convergence.

Dans le cas ou le point de raccordement de la fonction d’onde est fixe, nous remarquerons
le comportement de la fonction AQ(rZ, E), présenté en Fig. 6.3. Cette fois, la fonction est
monotone par morceaux et possede un zéro sur chaque morceau. La difficulté réside alors dans
le comportement non-linéaire de la fonction et dans la procédure numériquement cotiteuse
qui est nécessaire pour isoler chaque morceau.

Méthode de phase simple

Une alternative intéressante aux deux méthodes de recherche des valeurs propres pré-
cédemment abordées réside dans 1'utilisation plus ou moins astucieuse des propriétés de la
phase des fonctions d’ondes (ou des composantes) radiales liées.

Une premiere approche, abordée dans la Ref. [89], consiste a définir une fonction de phase
@fyé(r) telle que :

R%,z(r)

tan &= =
N 0

(6.11)
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De maniere absolue, en convenant d’une coupure en [0, 7[ pour la tangente?, nous définissons :

Ry ,(r
5 (r) =n, {[0, 7]} m + arctan ( /! )> (6.12)

R y(r)
RE,@(T)
Ry y(r)

L, (r) = (n, —nf {[r,c0]}) ™ + arctan ( (6.13)

ot n {[a,b]} est le nombre de zéros de R% ,(r) dans lintervalle [a,b], n, = n- {[0,7]} +
nt {[r,o0]} De cette maniére, nous assurons la continuité de la fonction ®% ,(r) au travers
des coupures de la tangente. Le saut de phase est alors défini comme suit :

Alg,(r) = @Eve(r) — CI>E£(T) (6.14)

Ce dernier prend des valeurs multiples de 7 chaque fois que les solutions partielles RE”Z(T) et
Rj,(r) vérifient les conditions de raccordement.
Partant de I'Eq. 6.11, nous pouvons écrire :

Ripy(r) Ry (r)®g)(r)

RE"(r) = — 1 + tan? &% 6.15

E,e( r) = ta n@fz(r tan? ‘I%A ) ( + tan E,K(r)) ( a)
1

:Ri — dr’ — 41 6.15b

Ee tan2 q%e E,Z(r) (tan2 @EA” + )) ( )
1

=RE Ny SN () P — 6.15

E@( ) (taHQ ®§76<r) E,é(r> Sin2 ®§’Z(T)> ( C)

L’équation de Schrodinger (Eq. 2.31 page 21) devient alors :
O3, (r) = k*(r) sin® @3 ,(r) + cos® @ ,(r) (6.16)

En premier lieu, nous remarquerons que dans le domaine classiquement permis (k*(r) >
0), @EE(T) est une fonction croissante de r qui prend une valeur multiple de 7 en chacun des
zéros de la fonction RE’E(T). C’est cet aspect qui motive la dénomination de fonction de phase
pour (I)EKO”). D’ailleurs, si nous définissons la représentation phase/amplitude suivante :

REE('/’) = Ag(r)sin (I)Ez(r) (6.17)
Rf’z(r) Ag (1) cos @EK(T) (6.18)

2Pour une coupure en [—7/2,7/2[, les définitions seront :

Py, (r) =n, {{0,7]} 7+ arctan( G )/REp( )) st RE,Z(T)/RE,IZ(T) >0

5(r) = (ny 110,71} +1) 7+ awctan (g, (r)/Rp,(r)) si Ry (r)/Ry/y(r) <0

% ,(r) = (n, —n; {[r, o0]}) 7 + arctan (R;e(r) /joe(r)) si Rf ,(r)/RE(r) > 0

() = (ne = nf {{r,o0]} + 1) 7+ arctan (RE (1) /RE(r)) si BE )/ RE/(r) <0
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il est alors nécessaire que :

Ap(r) sin @ (r) + A (r) 5l (r) cos @ (r) = A (1) cos (1) (6.19a)
A(r) :
Age o o5, (r) = (1= ®5(r)) (6.19b)
Api(r)

——— = (1= k*(r)) sin (I%jg(r) cos CI)EZ(T) (6.19¢)

Il apparait alors que dans le domaine classiquement permis, pour r # 0 la fonction Ag ,(r)
ne possede pas de zéro et a ainsi le caractere d’'une fonction d’amplitude.

Dans un second temps, nous pouvons montrer que le saut de phase en un point donné
A®g (1) est une fonction strictement croissante de la valeur propre d’essai E. Soit E, Es
deux valeurs propres d’essai distinctes®, auxquelles on associe respectivement les termes k% (r),
k2(r) dans Péquation de Schrédinger. Etudions la différence :

0T, (1) = P, ((1) — D, () (6.20)

5(1)351/,E2,€(T) :(I)E,z(m - (I)E,e(r) (6.21a)
=k3(r) sin® CI>3E527£(T) + cos® @y, ,(r) — k3 (r)sin® @3 ,(r) — cos® ®§1,£(T) (6.21D)
= (k;(r) — k%(r)) sin? CI%M(T) + ki (r) (sin2 @%276(7’) — sin? (I%M(r))
+ (1 — sin? @E,E(r)) - (1 — gin? (IDEM(T)) (6.21c¢)
= (B — Ey) sin® @y, ,(r)

sin (I%M(r) — sin (I%Lg(r)

+ (k%(r) — 1) (sin CI%M(T) + sin (I)E,Ar)) ‘I)E,e(?") — CI%M(T) 6<I>§17E27Z(7”)
(6.21d)
Afin d’alléger les notations, définissons la fonction ffEtl p(T)
_ _ sin CDiQ (r) —sin Cbil (r)
ffEthEM(r) = — (k%(r) — 1) (sm @35275(7‘) -+ sin @%1750“)) Bt Bt (6.22)

<I>§27@(r) - (I’jlgl,@(r)
Il s’agit d’une fonction bornée de r. Nous avons ainsi :
0%, 1) + fi5, 0 o (10, (1) = (B2 — Ex)sin® @, (r)  (6.23a)
v et ’ WS e ,
ef dr {fEl,Ez,g(T )} ((5@3”&’[“) + f]%JFl,Eg,e(r)(s(I)E,EQ,Z(T)) — (E2 _ El) sin2 (I)a,e(r)ef dr {fEl,E2,e(r )}

(6.23b)
d L / L /
dr <6f Ul )}5(@;1 Es z(”) = (B — Ey)sin® (I)E e(r)ef 55}
T bl k) )
(6.23c)

qui est du signe de Fy — E.

3 Dans tout ce qui suit, nous considérons que les énergies E;, Ey, sont telles que D, o(r), Pg,(r) ne
sont pas situés de part et d’autre d’une branche de coupure. Bien entendu, ceci ne restreint en rien la portée
de la démonstration. Si ®g, ¢(r) — ®g, ¢(r) < 7 il ne s’agit que d’un choix de coupure et sinon, il suffit de
procéder a un découpage de l'intervalle.
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Concernant 0@, 5 ,(r), nous pouvons écrire :

R I T (o 5<I>151 EQAO

d?“ T (6 dr“{f’;hEﬂ(m}5(1317;1,@,6(7“’)) (6.24a)

/ dr’ {Sin2 @EQ’Z(T’)eIOT d’r”{filvEQvl(TH)}} (6.24b)

0

085, (1) =~ ' {f5, 0 (")}
((E2 ) El)/ o {Sinz (I)EM(T’)@IOT dr”{fEl’EQ,l(r”)}} + 5@E1,Eg,z(0)) (6.25)
0

ou l'intégrale dans le membre de droite est évidemment positive, ainsi que le facteur multi-
plicatif. Considérant alors la condition limite en O :
R ,(r —0)
¢, ,(r—0)=—"—-7-=0 6.26
Nous avons donc 6@y . ,(0) = 0 et ainsi, 6@ 5, ,(r) est du signe de (Ey — Ey). @p ,(r) est
donc une fonction croissante de la valeur propre d’essai F.
Considérons & présent 097, 5 ,(r) :

efcro dT/{f§1;Ez,é(r/)}(sq)JL%hEmf(T) - 5®21,E27€(T - OO)

r d 7"/ 1 11
:/ dT/W <€foo dr {f:;—l,EQ,e(T )}5@21,E27z(7’/)> (6.27a)
— (By — E1)/ dr’ {Sim2 Oy, ,(1)e” 7 d”"{fgl,Ezyf(T”)}}
(6.27b)

5@;17E27£(7”) —e froo dr/{fgLEg,Z(T/)}

<_ (B2 = ) / ar’ {SmQ Py e(r)e” W dTﬂ{fgl’EQ’é(T”)}} + 0D, p, o(r — oo))
(6.28)

ou l'intégrale dans le membre de droite est encore positive, ainsi que le facteur multiplicatif.
Considérant alors la condition limite a 'infini :
Ry (r — o) 1

tanCI)+ r—-0) = —]7/=—— 6.29
E,K( ) RE}IZ(T N OO) PE ( )

olt pr = v/—2mkE/h est une fonction strictement décroissante de E. Ainsi tan @ o1 — 00)
est une fonction croissante de &3 ,(r — o) et décroissante de E. ®F ,(r) est donc une fonction
décroissante de la valeur propre d’essai E. d®y, 5 ,(r) est alors du signe de — (Ey — E).

Finalement, le saut de la fonction de phase en un point donné Ad(r, E) = &y ,(r) =P ,(r)
est une fonction croissante de la valeur propre d’essai E et prend des valeurs multiples de 7
en chaque valeur propre F, ;.
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Dans les calculs numériques, nous pouvons nous appuyer sur cette fonction pour converger
vers un état propre a nombre de nceuds choisi, par une méthode de dichotomie ou encore
de Newton-Raphson. Dans ce dernier cas, il est nécessaire de disposer de la dérivée de la
fonction de phase par rapport a ’énergie. Il convient alors d’effectuer le calcul suivant :

0 1 0,(r) 1 ORy,(r) ORy!(r)
. (I):I: — ) — +/ ) _ p=* >
0B " r) = Caar o mEme \ MR g CUOT>
(6.30a)
2 " oo dans le cas +
= — [ d'{RE,(M)?} ; a=
RE,/E(T>2/CL g { E’K(T) } $ 4 0 dans le cas —
(6.30Db)
En effet, considérant I’équation de Schrédinger radiale et sa dérivée en énergie :
Ry(r) + k*(r) R ,(r) = 0 (6.31)
ORpy(r) 0k (r) . 2 ORE(r)
Nous pouvons écrire :
OR (1) ORE,(r)  Ok2(r)
Rf,e(ma—é + kQ(T)Riz(T)a—’E = - a—EREe(T)Q (6.33a)
ORE(r) ORE (1)
Rie(?“)g—’E - R%,Z(T)g—é = — 2R (r)? (6.33b)
d IRy ,(r) ORE!(r)
e (R%fg(r);“—’E = Ry (n)—5 5 | =2Rg,(r)’ (6.33¢)

ce qui permet d’obtenir I'Eq. 6.30b.

La Fig. 6.4a présente le comportement typique du saut de phase dans le cas d’un potentiel
d’atome hydrogénoide. Pour une telle fonction, 'efficacité d’'une méthode de Newton-Raphson
risque d’étre fortement limitée par son comportement tres non-linéaire en énergie.

Remarquons que, dans le cas d'un potentiel localisé, il est aisé de trouver le nombre de
noeuds du dernier état lié accessible en calculant le saut de phase a I’énergie négative la plus
haute que I'on peut considérer (limite définie par la taille ro, de la région numérique). De la
division entiere de ce saut de phase par m résulte naturellement le nombre de noeuds de I'état
lié de plus haute énergie calculable.

Pour obtenir une efficacité maximale de la méthode de Newton-Raphson, il serait opportun
de disposer de grandeurs variant linéairement 1'une par rapport a l’autre. La Ref. [90] propose
un changement de fonction astucieux qui permet d’appliquer cette méthode dans de bonnes
conditions. Lorsque nous recherchons un état a nombre de nceuds n, donné, nous cherchons
une valeur propre E telle que :

ACp(rp)=nmr=Mn—0—1)r (6.34)
or, dans le cas de I’atome hydrogénoide, nous avons la relation :

ZQ
—2F,, = — (6.35)

n2
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Fi1G. 6.5 — Illustration du comportement du saut de la fonction de phase A® calculée en un
point de raccordement fixé r, (ici le point tournant pour e = 20Hartree), en fonction de
I’énergie, dans le cas d’un potentiel de d’atome hydrogenoide. On remarquera le comporte-
ment monotone et fortement non-linéaire de la fonction ainsi que son passage aux multiples
de 7 pour chacune des valeurs propres.

Il semble donc préférable de chercher a satisfaire I’équation suivante, en supposant que la
linéarité sera approximativement préservée :

—— =0 (6.36)

La Fig. 6.4b présente la fonction g, , dans un cas de potentiel d’atome hydrogénoide. Nous
noterons que le comportement de cette fonction est tres adapté a I'utilisation de la méthode
de Newton-Raphson.

Nous préciserons enfin que toutes les considérations qui précedent peuvent étre itérées
pour le cas relativiste, au moyen de la forme “Schrédinger” du systéme de Dirac radial (cf.
Eq. 2.121 page 30). Il faut alors définir une fonction de phase telle que :

FE (r
tan CI)EK(T) _ Fiulr)

=70 (6.37)

ol F;n(r) = P;H(T>/\/7]p(7") (Eq. 2.122 page 30).

La méthode de phase présentée ci-dessus permet une convergence extrémement rapide
vers les valeurs propres (trés souvent en quelques itérations), ainsi qu'une grande robustesse.
Par ailleurs, cette méthode ne réclame aucune procédure d’intégration autre que celle des
fonctions d’onde (ou des composantes).

Méthodes de phase améliorées

La représentation phase-amplitude des fonctions d’onde du continuum (cf. Eqs 2.38 et
2.39 page 21) suggere une maniere légerement différente de définir la fonction de phase. En
effet, si nous considérons le comportement asymptotique des fonctions d’onde du continuum,
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la représentation phase-amplitude est telle que :

. lm .
RE,Z(T) = AE’g Sln(pE”f’ — 7 -+ AE,g) = AE,Z Sin (I)E’g(r> (638)
{r
/E,Z(T) = AE’ng COS(pET — 7 —+ AE’g) = AE’ng COS (I)E,Z(T) (639)

Rp (r)

Rl]ﬂ(?")

Cette définition correspond aussi a la limite WKB (cf. Eq. 2.72 page 25). En effet, dans le
cas de 'approximation WKB, nous avons :

Rp(r) = Ap(r)sin®@g o(r) (6.41)

1.0(1) = Ape(r)k(r) cos @g (1) (6.42)

R (1)

ij(r)

tan @ o(r) = pg (6.40)

tan @ o(r) = k(r)

ol on se souvient que k(r — o0) = pg.

Partant de ce constat, une seconde approche de la méthode de phase, 1égerement différente
de la précédente, est présentée dans la Ref. [90]. De maniere générale, nous pouvons définir
une fonction Ff,(r) telle que dans le cadre de la représentation phase-amplitude :

p.0(1) = Apy(r)Fg(r) cos ®pg(r) (6.44)
Fg (1) peut alors s’exprimer, partout ot cos @ 4(r) # 0, par :
Fg(r) = A/E7€(T) tan @ (1) + AE7g(r)(I>'E7£(T) (6.45)
Lorsque I'approximation WKB est valable, nous avons alors simplement :
Fg(r) = AEj(r)CD'Ex(T) = k(r) (6.46)

Dans la Ref. [90], les auteurs proposent une fonction de phase inspirée de la forme WKB,
et suggerent un choix astucieux du point de raccordement afin que ce dernier vérifie les
conditions de validité de I’approximation WKB. La fonction de phase (I)EZ(T) est alors définie
telle que :

+
RE,Z(T>

T
RE,/Z(T>
Plus précisément, la Ref. [90] fait usage d’une solution WKB qui differe 1égerement de celle
utilisée ci-dessus car elle prend en compte la singularité du potentiel a l'origine. Dans cette

forme, qui s’appuie sur une analyse mathématique plus fine, le terme k(r) se voit remplacé
par un terme k(r) défini comme suit :

tan CDJEE’Z(T) = k(r) (6.47)

(0+3)?

E*(r) = 2E + 2u(r) — =

(6.48)

La Fig. 6.5 présente le saut de phase ainsi que la fonction gy ,, dans un cas de potentiel
d’atome hydrogénoide, pour cette derniere méthode. Nous noterons que le comportement des
fonctions reste tres similaire a celui de leurs équivalents dans le cadre de la méthode de phase
simple.

Nos tests ont montré que la méthode de phase simple (ot Fgy(r) = 1), une méthode de
phase améliorée avec Fg(r) = k(r) et la méthode de phase améliorée avec Fg (r) = k(r),
présentent des rapidités de convergence tout a fait comparables et sont d’une maniere générale
bien plus performantes que les autres méthodes.
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6.1.4 Etats du continuum, résonances et maillage a raffinement
adaptatif

Les contributions des états du continuum aux valeurs des différentes Observables font
généralement intervenir la somme sur 1’énergie des modules au carré des fonctions d’onde.
Comme montré par exemple dans la Ref. [30], au voisinage de la disparition d'un état lié,
une variation rapide du déphasage en fonction de ’énergie (résonance) apparait dans le
continuum. Ceci correspond a un changement brutal de la phase de la fonction d’onde, ¢’est-
a-dire, pour une valeur donnée du rayon, a une oscillation rapide de la fonction d’onde.
Afin d’intégrer correctement la contribution de cette région du spectre, il faut disposer d’un
nombre suffisant de nceuds de maillage en énergie pour représenter cette oscillation. Il s’agit
simplement de la traduction du fait que la densité d’état est liée a la dérivée du déphasage par
rapport a I’énergie. Un point de vue encore plus évident sur la chose est offert par le traitement
des intégrales au moyen de la régle de somme de Friedel (voir par exemple I'Eq. 4.65 page
63). Dans ce cas, 'intégrale fait directement intervenir le déphasage et le maillage doit étre
adapté aux évolutions de celui-ci.

Le calcul du déphasage peut étre effectué de maniere absolue en comptant les nombres de
neeuds de la fonction d’onde ainsi que de la fonction de Bessel qui correspond a la fonction
d’onde en champ nul*. La valeur du déphasage a l'origine E = 0 ne peut pas étre obtenue via
le calcul numérique d'une fonction d’onde. En revanche, nous pouvons utiliser le théoreme
de Levinson (cf. la Ref. [85] pour une revue récente sur ce théoreme) afin de déterminer cette
valeur a partir du nombre de noeuds de 1’état lié de plus haute énergie, a moment angulaire
donné.

Pour garantir une finesse de grille suffisante, nous utilisons dans le code VAAQP un
maillage a raffinement adaptatif (Adaptative Mesh Refinement, AMR) avec un critere de
raffinement sur le déphasage®. La Fig. 6.6 page 111 présente la mise en ceuvre de I’AMR sur
la résonance 3p du Fer a 41 g.cm™3, 6 eV (cf. Fig. 6.6a). Comme nous pouvons le voir sur la
Fig. 6.6b, le pas en énergie est graduellement adapté a la pente du déphasage le long de la
résonance. Ainsi, la contribution des états du continuum aux valeurs des Observables — par
exemple la densité — est correctement intégrée et le passage du seuil d’ionisation de la couche
3p se fait de maniere continue (cf. Fig. 6.7 page 112).

6.1.5 Etats du continuum : méthode phase/amplitude

Nous tenons ici a nous arréter également sur la méthode dite phase-amplitude qui consiste
a intégrer les équations pour la représentation en phase-amplitude des fonctions d’onde (c’est-
a-dire les Eqgs. 2.38, 2.39 page 21 correspondant a ’équation de Schrodinger ou les Eqs. 2.137,
2.138, 2.139 page 31 correspondant a I’équation de Dirac). L'intérét de cette méthode réside
dans le fait que les fonctions de phase et d’amplitude sont des fonctions non-oscillantes et
lentement variables. En travaillant sur ces dernieres, nous pouvons nous affranchir de la
contrainte d’avoir un nombre significatif de noeuds de maillage par période de la fonction
d’onde. Il est alors possible de s’accommoder de maillages qui comptent un nombre de nceuds
moins important. Ce type de méthode a déja été utilisé pour le calcul de composantes radiales
de I’équation de Dirac (cf. Ref. [91]) ou encore pour le calcul de fonctions de Bessel aux grands
arguments (cf. Ref. [92]).

Toutefois, il s’agit de résoudre un systeme raide d’équations non-linéaires couplées (non
linear stiff set of equations), c’est-a-~dire un systeme d’équations non-linéaires possédant plu-

4Pour accélérer la procédure, il est également possible faire usage de la représentation en phase-amplitude.
5En fait, le critére porte aussi sur la distribution de Fermi-Dirac.
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Fi1G. 6.6 — Raffinement du maillage en énergie de VAAQP sur la résonance 3p du Fer a
41 g.em™3, 6 eV. Déphasage le long de la résonance (a) et taille du pas en énergie (b).
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Fi1G. 6.7 — Délocalisation de la couche 3p et apparition de la résonance dans un calcul VAAQP
du Fer 441 g.cm™3, 6 V. Effet de la résonance 3p dans la contribution des états du continuum
(a), effet de la disparition de la couche 3p dans la contribution des états liés (b), compensation
des effets dans la densité totale (c¢) et mise en évidence de la résonance 3p dans le déphasage
(d). Les courbes correspondant & la densité de 40.5 g.cm™3 sont tracées en rouges, celles
correspondant a la densité de 41 g.cm™3 en vert.
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sieurs solutions évoluant sur des échelles caractéristiques tres différentes. Ce type de systeme
donne en général lieu a un calcul numérique délicat. En effet, toute erreur numérique sur
les conditions aux limites correspond a une combinaison linéaire des différentes solutions qui
peut constituer une source d’instabilité, puisque le systeme est non-linéaire.

Lorsque nous mettons en ceuvre cette méthode, le calcul s’effectue généralement en deux
parties : pres du centre ionique, nous intégrons 1’équation d’onde dans sa représentation
usuelle, vers 'extérieur. Dans la zone la plus éloignée, nous intégrons la représentation phase-
amplitude de I'équation d’onde, vers 'intérieur, en partant de la condition a la limite externe.
Il suffit ensuite de raccorder les solutions en répercutant la normalisation usuelle des états
libres sur la partie interne.

Bar-Shalom, Klapisch et Oreg présentent dans la Ref. [93] une méthode de type prédicteur-
correcteur modifiée permettant d’intégrer les équations phase-amplitude associées a I’équation
de Dirac, dans 'approximation de la petite composante.

D’autre part, dans les Refs. [53,94] qui concernent le code PURGATORIO, il est fait mention
de l'utilisation de la méthode de Rosenbrock (ou de Kaps-Rentrop), basée sur un systeme
d’AMR pour la résolution des équations phase-amplitude correspondant a I’équation de Dirac.

De maniere prospective, nous avons testé la méthode de Rosenbrock afin de vérifier la fai-
sabilité et éventuellement d’utiliser cette méthode dans le code VAAQP. La Fig. 6.8 présente
I’exemple d’un résultat obtenu pour un calcul de fonction de Bessel, pour lequel la maitrise
de la condition a la limite est maximale.

La méthode phase-amplitude n’a, dans un premier temps, pas été retenue car nos tests
ont mis en évidence que :

— La sensibilité aux conditions aux limites est tres grande, et pouvait nuire a la robustesse
du calcul. En effet, la moindre erreur sur la condition a la limite extérieure se traduit de
maniere catastrophique dans le calcul. La solution devient vite completement erronée et
le maillage se voit alors raffiné a I'extréme. La Fig. 6.9 illustre ’effet d’une erreur sur la
condition & la limite. Dans le cas présenté, I’erreur de 1% introduite se repercute par un
comportement oscillant sur toute la fonction calculée et des lors, le calcul initialement
possible sur 3326 noeuds de maillage, doit s’effectuer sur 16316 nceuds.

— De plus, méme avec une condition a la limite de grande précision, le choix du point
de raccordement influe de maniere importante a la fois sur 'erreur numérique et sur le
temps de calcul. En effet, des lors que 'amplitude varie de maniere significative, l'erreur
numérique sur cette derniere croit et conséquemment, le calcul doit s’effectuer sur un
maillage tres fin. Il s’agit donc de faire un choix optimal pour la position de ce point
de raccordement.

Ce type de méthode est donc a utiliser de maniere tres controlée. Une utilisation éventuel-
lement avantageuse de cette méthode consisterait a 'appliquer uniquement au calcul des
fonctions d’ondes du continuum loin du centre ionique, & haute énergie (c’est-a-dire lorsque
le maillage spatial ne permet plus de représenter correctement la fonction d’onde) et a haut
moment angulaire (c’est-a-dire lorsque la fonction d’onde reste tres proche de la fonction de
Bessel).

Cependant, dans le cadre de ce travail, nous nous sommes concentrés sur le régime de la
matiere dense et tiede (typiquement 7' < 100 eV'). Dans ces conditions, les calculs ne font
pas intervenir les régions ou la méthode phase-amplitude se révelerait avantageuse.

Par ailleurs, toujours de maniere prospective, nous avons testé une méthode originale
basée sur les équations phase-amplitude pour effectuer des calculs rapides de fonction de
Bessel au moyen d’une interpolation des fonctions de phase et d’amplitude sur une table pré-
calculée. Il s’avere que la encore, I'intérét d’une telle méthode se trouve pour des fonctions
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F1Gg. 6.8 — Calcul avec la méthode phase/amplitude. Sur (a) sont représentées la fonction
d’amplitude et la fonction d’onde reconstruite a partir de cette derniere. Sur (b) est représen-
tée la fonction de phase. On présente ici le cas d’une fonction de Bessel (grande composante
en champ nul Pg:e(r) avec £ = 1 Hartree, kK = 5) calculée sur un maillage mixte avec
environ 10 neeuds par période en bout de grille
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F1G. 6.9 — Effet d'une erreur de condition a la limite sur le calcul phase/amplitude présenté
en Fig. 6.8 page 114. L’erreur introduite sur la condition a la limite est de I'ordre de 1%. On
remarquera le comportement oscillant du a la présence de la deuxieme solution du systeme
d’équations phase/amplitude. Le nombre de pas d’intégration effectué par la méthode Kaps-
Rentrop doit s’adapter a ce comportement rapidement oscillant.

de Bessel de hauts moments angulaires, typiquement supérieurs a la dizaine.

6.2 Résolution des équations du modele Inferno

A titre d’exemple préliminaire de résolution des équations d’'un modele d’atome moyen,
commencons par décrire rapidement la résolution classique du modele INFERNO, qui est plus
simple que celle d’'un modele d’atome dans le jellium.

A partir d’un potentiel de départ, nous effectuons le calcul des fonctions d’onde au moyen
des méthodes présentées ci-avant. Le potentiel étant défini comme nul a l'extérieur de la
sphere de Wigner-Seitz, le raccord de chaque fonction d’onde du continuum sur la fonction
en champ nul se fait au rayon de Wigner-Seitz. Ainsi, la résolution de ’équation d’onde n’est
nécessaire qu’a l'intérieur de la sphere de Wigner-Seitz.

Munis des fonctions d’onde R, s, Rp ¢ et des intégrales :

7

RW
Im:/o dr{R: ,} (6.49)

T

pws — [ g (g plree
EZ = ; r Ee — gy (6.50)

nous pouvons rechercher le potentiel chimique u, ou la densité de jellium ng, qui garantit la
neutralité de la sphere de Wigner-Seitz :

U

RWS
7 = / dr {4mr*n(r)} = 7TTL0R md+ Z (20+1 En, )IK,LE
0

Ny L

+22(2€+1)/ dE { fF(E)IL? (6.51)
I 0
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Une telle recherche est tres rapide en regard des autres calculs et peut étre effectuée par une
simple méthode de dichotomie. Ainsi, nous obtenons la densité et le potentiel chimique tel
que définis implicitement par la condition de neutralité.

Cette procédure de calcul de la densité et du potentiel chimique peut étre simplement
incluse dans une méthode itérative de résolution de 1’équation de Poisson. A chaque itération,
nous résolvons I’équation de Poisson par une méthode de différences finies, avec les conditions
aux limites :

Xer(Rijrg) =0 (6.52)
Xu(Riypg) =0 (6.53)

La troisieme condition : x¢(0) = 1, est remplie par construction car la neutralité de la sphere
de Wigner-Seitz est satisfaite par définition du potentiel chimique.

Nous obtenons le nouveau potentiel électrostatique et, a partir de la densité, il est possible
de calculer un potentiel d’échange-corrélation dans le cadre de la LDA. C’est ainsi que pouvons
calculer le nouveau potentiel total, qui va étre utilisé dans l'itération suivante.

Ce simple schéma itératif, éventuellement assorti d’une sous-relaxation, permet en général
une résolution rapide des équations du modele INFERNO. Nous tenons a insister ici sur le fait
que cette résolution tres simple est possible parce qu’a chaque itération, nous procédons au
calcul d'un nouveau potentiel électrostatique a partir d’un systeme électriquement neutre.

6.3 Résolution des équations du modele VAAQP

6.3.1 Procédure de minimisation

Comme nous I'avons vu dans 4.2 page 51, la minimisation de la fonctionnelle €2 par rapport
au potentiel d’essai v(r) résulte, pour une densité de jellium ng arbitraire, en 'obtention de
I'équation du champ autocohérent (Eq. 4.40 page 60) et permet de fixer le multiplicateur
~ en fonction de ny (Eq. 4.39 page 60), tel que la neutralité globale (Eq. 4.9 page 51) soit
respectée.

Ainsi, a ng donné, il existe un potentiel d’essai ve,(ng, ) tel que :

Veq(10, ) = Vet {Veq(n0, 77), 10} (1) — Vae (N {eq(n0, 7"), 10} (7)) + Vae (N0) (6.54)

On peut d’autre part trouver ng., tel que :

/ 01 {00 {Veq(Moegy ), Mg} (1)0(r — Rig)} = 0 (6.55)

L’équilibre thermodynamique est alors déterminé par ngeq, Veq(r) = Veq(Roeq, T)

Afin d’effectuer une résolution numérique de notre modele, nous pouvons procéder selon
le schéma général suivant, qui reprend les deux étapes ci-dessus :

— En premier lieu nous cherchons les solutions v.,(ng, r) de I'équation du champ autoco-

hérent (Eq. 6.54) pour différentes valeurs de ny

— En second lieu, nous cherchons parmi ces solutions celle qui satisfait la condition varia-

tionnelle (Eq. 6.55)

Un autre schéma général a également été testé. Celui-ci consiste a rechercher une solution
de I'équation du champ autocohérent parmi une classe de potentiels d’essai qui vérifie une
condition particuliere. Cette condition particuliere est construite de maniere a devenir équi-
valente a la condition variationnelle (Eq. 4.41 page 60) lorsque I’autocohérence est obtenue.



6.3. RESOLUTION DES EQUATIONS DU MODELE VAAQP 117
1e-02 ——— 4e-01 le-02 — 4e-01
~ ~
= 5e-03 | 2e-01 = 5e-03 | 2e-01
3 w2 n
= 0e400 0e-+00 = = 0e+00 0e-+00 =
&~ ~
s a3 4
é 5e-03 -2e-01 xg 5e-03 |+ (b) -2e-01
“1e-02 1 _4e-01 de02 L 0 ~4e-01
0 05 1 15 2 25 3 7 75 8 85 9 95 10
zZ* Z*

Fi1G. 6.10 — Recherche de la solution variationnelle ou de la solution a sphere de Wigner-
Seitz neutre dans la classe de solutions de I’équation du champ autocohérent. Valeur de
I'intégrale volumique du potentiel (trait plein en rouge) et écart a la neutralité de la sphere
de Wigner-Seitz ANy g (trait tireté en bleu), en fonction de Z*. Sont présentés les cas du
Fer & 7.874 g.cm™3 (po)(a) et & 78.74 g.cm™> (10po)(b), a la température de 2 eV.

Dans le cas ou I'on remplace la condition variationnelle (Eq. 4.41 page 60) par la condition
de neutralité de la sphere de Wigner Seitz (Eq. 4.138 page 80), les deux schémas généraux
restent possibles. Nous pouvons d’une part rechercher ngywgs tel que :

2 [ @r{n vt s 7m0} (1)1 60 = Ripg))} =0 (6.56)
D’autre part, nous pouvons rechercher une solution de I'équation du champ autocohérent
parmi la classe des potentiels d’essai qui résultent en une densité vérifiant la neutralité de la
sphere de Wigner Seitz.

Dans le code VAAQP, des schémas basés sur les deux options ont été implémentées tant
pour la réalisation du modele variationnel que pour I'option NWS. En ce qui concerne le mo-
dele variationnel, la premiere solution est la plus standard, en raison de sa relative robustesse
et de sa rapidité. En revanche, en ce qui concerne 'option NWS; il semble généralement plus
rapide de procéder selon la seconde méthode.

6.3.2 Résolution de I’équation du champ autocohérent

Occupons nous a présent de la résolution du probleme de champ autocohérent, c’est-a-
dire :

n(r) =n{v(r'),ne} (r) | (6.57)
ve (1) = % - / >’ {n(r) — |7;L,09_<7;/’_ RV&S)} (6.58)
V(1) = v (1) — Vee(n(r)) 4+ vee(no) (6.59)

Nous pouvons réécrire ce probleme sous la forme d’une équation de Poisson autocohérente :

47

Xa(r) = —r (n{xa(r'), no} (r) = nob(r — Ryys)) (6.60)
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ou nous avons défini la notation suivante :

Zxe(r!

Calr)orod ) = s = 22D o ). () + vl o f 1) (60)
Pour traiter la densité comme une fonctionnelle de la seule contribution électrostatique au po-
tentiel, nous devons exiger a priori 'autocohérence de la densité avec le potentiel d’échange-
corrélation, dans le cadre de la LDA. En pratique, nous ne procédons pas exactement de la
sorte et cette autocohérence est obtenue dans le méme processus itératif que I'autocohérence

du potentiel électrostatique.

Le probleme “mal posé”

Lors d’une itération, le potentiel électrostatique ne vérifie pas I’autocohérence, et il nous
faudrait résoudre I’équation suivante :

47

X (r — 00) = — 7 (n(r) = nob(r — Ryjg)) (6.62)
avec les conditions aux limites :
Xet(r — 00) =0 (6.63)
Xey(r — 00) =0 (6.64)
Xu(0) =1 (6.65)

Comme on le sait, le théoreme d’existence et d'unicité appliqué aux équations différen-
tielles du second degré garantit 1’existence et I'unicité d’une solution pour un jeu de deux
conditions aux limites telles que les Eqgs. 6.63, 6.64 (dans ce cas il s’agit d’une condition de
type Dirichlet-Neumann). Ainsi, en ajoutant I’'Eq. 6.65, le probléme est sur-contraint. L’ajout
de cette condition revient a exiger la neutralité globale, qui n’est verifiée que dans le cas de
la solution autocohérente, grace a la regle de somme de Friedel.

Une autre maniere de voir ce probleme, plus pragmatique, est que pour toute densité
du jellium ng et pour tout potentiel d’essai v(r), la densité n{ng,v(r)} (r’') ne garantit pas
nécessairement la neutralité globale du systéeme. Dans le cadre d’'un calcul itératif, une densité
non-autocohérente va engendrer un comportement coulombien or, nous ne pouvons travailler
qu’avec un potentiel & décroissance forte (localisé).

Plusieurs concepts de solutions a ce probleme peuvent venir a ’esprit :

— on peut compléter le systeme de charges afin de le neutraliser. Il faut alors trouver un
schéma permettant de converger vers le potentiel tel que cette charge supplémentaire
soit nulle

— on peut exiger la neutralité globale du systeme a chaque itération, par un choix de
ng. Le processus itératif qui s’en suit convergera vers une solution autocohérente avec
une valeur de ngy inconnue a priori. Le potentiel électrostatique initial de la méthode
itérative paramétrise alors a la fois le potentiel autocohérent obtenu et la valeur de
ng. La complexité du probleme qui se pose ensuite dans la recherche de la solution
variationnelle est incommensurable.

— on peut relacher la contrainte sur la condition limite en zéro (Eq. 6.65), ceci revient
a ajuster la charge du noyau. Il s’agit alors de disposer d’'un schéma permettant de
converger vers la bonne condition en zéro.

— on peut relacher la contrainte sur I’équation de Poisson, c¢’est-a-dire itérer la résolution
d’une autre équation permettant de conserver toutes les conditions aux limites. Il s’agit
alors de disposer d'un schéma permettant de converger vers I’équation de Poisson.

En fait, seules les deux dernieres idées se révelent applicables.
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Méthode de Tir

La méthode présentée ici se rapproche du troisieme concept de solution présenté ci-dessus.
Elle est abordée dans la Ref. [95].

Partant de 1’équation de Poisson autocohérente (Eq. 6.60) et des seules conditions formu-
lées dans les Eqs 6.63 et 6.64, nous pouvons écrire la forme intégrale :

)= [ar [ " () (6.662)
_ / T (0 = o) (6.66b)
= /TOO dr’ {4%7“’(7“’ —7) (n{xa(r"),no} (r') — neb(r' — RYVLVS))} (6.66¢)
= [ a0} ) = o i)}

[ {0 e} 01 = bt~ i}
+ P(r+2¢) — Qr + 2¢) (6.66d)

nous avons défini ici les intégrales P(r), Q(r) comme suit :
Piy= [ ar {477%'2 (n {xa(r"), mo} () — nof(r” — R?;;S))} (6.67)
an= [ ar {47”7« (n {xa("), mo} () — noB(r” — R%S))} (6.68)

En utilisant une regle de Simpson, nous obtenons :

47

Xer(T) =7 (4(r + e)e (n{xa(r),no} (r +€) —ngb(r + € — Ryig))
+(r 4+ 2€)2e (n {xe(r'), no} (r + 2€) — nob(r + 26 — Ryj5)))
+ P(r +2¢) — Q(r + 2¢) (6.69)

Sin{xea(r’),no} (r) est une fonctionnelle locale (c’est-a-dire une fonction) de x¢ ('), alors
le calcul de . (7) peut étre effectué de proche en proche, en partant de valeurs asymptotiques :
on parle de tir. Ainsi, dans le cas du calcul de la densité dans ’approximation Thomas-Fermi,
nous pouvons tout a fait appliquer cette méthode.

Afin de trouver les valeurs de départ du calcul, nous utilisons la forme asymptotique
générale du potentiel Thomas-Fermi (cf. Eq. 4.76 page 65) :

Xet(r — 00) = Ae™FTrT (6.70)

Cette derniere est paramétrisée par la constante A. A chaque valeur de cette constante va
correspondre une valeur de y.(0), obtenue par tir. Il suffit alors de trouver la valeur de A
qui permet de satisfaire la condition formulée par 'Eq. 6.65, par exemple au moyen d’une
méthode de dichotomie.

De cette maniere, nous pouvons calculer une solution quelconque d’atome dans le jellium
(ie. avec une ionisation moyenne Z* arbitraire) dans I’approximation Thomas-Fermi. Comme
il a été montré dans 4.3 page 65, la solution variationnelle correspondra au cas ot la condition
a la limite en 0 sera vérifiée pour A = 0.
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Méthode itérative Poisson-Helmholtz

Le calcul quantique d’atome dans le jellium est un probleme non-local. En conséquence,
la méthode de tir présentée ci-avant ne peut pas lui étre appliquée.

La méthode décrite ici fut utilisée en premier lieu par un groupe de recherche de NORDITA
travaillant sur les impuretés dans les métaux. Ses premieres mises en ceuvre, qui se firent
dans le cadre de 'approximation TF, sont décrites dans les Refs. [54,96,97]. Concernant des
utilisations de cette méthode pour les calculs quantiques, on peut citer les Refs. [55,98].

La méthode consiste a remplacer la procédure itérative de résolution de 1’équation de
Poisson par une procédure itérative de résolution d’une équation de Helmholtz qui lui est
équivalente apres convergence. Ce faisant, a chaque itération, la solution est construite par
convolution d’un terme source avec la fonction de Green de ’équation de Helmholtz (de type
Yukawa, cf. Eq. 9.181b) et non plus avec la fonction de Green de ’équation de Poisson (de
type coulombien). L’intérét est d’introduire un écrantage numérique via la fonction de Green.
Ainsi, les défauts ou exces de charge qui apparaissent en cours de processus itératif se voient
écrantés et a chaque itération, c’est un potentiel a décroissance forte qui est construit.

En d’autres termes, cela revient a contourner le probleme mal posé non plus en relachant
une des conditions aux limites (comme c’était le cas dans la méthode de tir) mais en violant
I’équation de Poisson au cours du processus itératif.

A partir de I’équation de Poisson autocohérente (Eq. 6.60), nous construisons 1'équation
de Helmholtz autocohérente qui suit :

xa(r) = ki Xal(r) = %r(n {Xet(r') mo} (r) = nob(r — Rijg)) = kirxe(r) = Su(r)  (6.71)

Le schéma itératif consiste a résoudre :
4 "
Xetni1 (1) = i Xetns1(r) = 77“(%(7“) —nof(r — Riyg)) — kfiXetn(r) = Sua(r)  (6.72)

avec les conditions aux limites données dans les Eqs. 6.63, 6.64 et 6.65 page 118.
Nous pouvons construire la solution par convolution du terme source par la fonction de
Green de Helmholtz, en symétrie sphérique (cf. Eq. 9.183g page 168) :

—kHT‘

€ " ! . ! 47r / / ! g% /
Xetnt1(T) =g kur _ o /0 dr {smh(kHr ) (77“ (N (1) — nob(r' — Ryjig)) — kéxeln(r )> }

) [ g fanr (0,0 <~ )~ Frants))
(6.73)

En utilisant cette forme, nous allons calculer le potentiel Y. ,11(r) dans toute la région
numérique [0, 7). De maniére pratique, nous distinguons dans le produit de convolution
les contributions liées au noyau, au jellium, a la région numérique [0,7] et a la région
asymptotique [rs, 00[, en notant :

Xetna1(r) = e P 4 L (7)) + Lo (1) + L (1) (6.74)
La contribution du jellium peut étre calculée sans difficulté comme suit :

A e kmr

/ dr' {sinh(kgr')r' (1 —0(r' — Rij:g))}
Z kH 0

Ijel.(r) = — =Ny
4 inh o0 /
7Tn0 S1n (kHT’) / d’]"l {e—k‘HT ,r,/ (1 0<T, ans>>} (675)

A kg
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‘ 4ﬂ' e—kHT -R%S
Lie.(r > Rypg) = — —ng / dr' {sinh(kgr')r'} (6.762)
Z kg Jo
Ar  e—kar cosh(kyRy:s)  sinh(kgRpg)
= — — — e B ' b
Z" ke (RWS kn K o
A e—kH(T—R%S) R 1 e_kH(T—FRr‘j‘is) R 1
B el G ) Rl G )
(6.76¢)

4 —kpr T . h /{; R:/LI?S ,
Lje(r < Rypg) = — —Fno ‘ / dr' {sinh(kyr")r'} + M/ dr’ {e_kH’" r’}
Z kH 0 kH r

47 r e~k (Bys+r)  o—kn(Ryjs—r) 1
S _ oy 77b
z" (k%, * ( oK% o%% (RWS - kH> (6.770)

Pour calculer la contribution de la zone numérique, nous devons effectuer numériquement,
en chaque point, I'intégrale suivante :

e—kHr

Tnan (1) == /0 " {sinh(k:Hr’) (%r’(nn(r’) o) — kzxeln(r’)) }
~ Smhk(ﬂ / T a {e’w’ <477T7"’(nn(7”) ~ng) — k;@,xgm(r')) } (6.78)

H

en pratique, afin de simplifier les calculs numériques, nous définissons les fonctions P(r) et

Q(r) :
P(r) = /0 Car {sinh(kHr’) (%r'(nn(r') o) — ki,Xeln(r')) } (6.79)

47

Q= [ ar {et (G tmnto) =) = Kants) )} (6.0

Nous pouvons effectuer une procédure d’intégration numérique vers l'extérieur pour calculer
P(r), une procédure d’intégration numérique vers l'intérieur pour calculer Q(r) et le calcul
de Ium.(r) se résume alors a :

e~ hkar sinh(kgr)

o T ki

Lrum. (1) = — Q(r) (6.81)

La contribution asymptotique s’exprime comme suit :

Lo(r) = —% / j dr' {e—km’ (%r'(nn(r’) —ng) — kgxeln(r')> } (6.82)

Nous allons faire appel aux formes asymptotiques n°(r) et x5, () de la densité et du potentiel
électrostatique pour calculer ce terme.
Concernant la dérivée du potentiel x.;, ,(r), nous pouvons écrire :

Xetn41 (1) = ke ™ "+ I, (1) + I (r) + Lo, (7) (6.83)
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n: 4 1 e_kH(R%S'FT) e_kH(RTVL;s_T) . 1
G (r < Ryjg) = — " <% —ku ( 22 + 202, (RV[Z/S + E) (6.84)

L (r > Ryps) = —knlja(r > Ryg) (6.85)
(1) =~ P(r) + coshlbr)Q(r) — o P(r) + I gy (56
H H
=e7*17 P(r) + cosh(kgr)Q(r) (6.86b)
, ~, cosh(kgr)
I (r) = k‘Hm]oo(T) (6.87)

Condition a la limite et forme asymptotique du potentiel

Comme nous I’avons vu ci-dessus, la construction d’une solution de I’équation de Poisson-
Helmholtz en utilisant la fonction de Green nécessite le calcul du terme intégral asymptotique
I qui met en jeu une forme asymptotique du potentiel électrostatique x2, (r). D’autre part,
pour démarrer I'intégrale externe (), il nous faut un moyen de calculer les points au voisinage
de 7. Enfin, pour réaliser la condition variationnelle, il est utile de calculer la contribution
asymptotique a l'intégrale de ’'Eq. 4.41 page 60.

En premier lieu, nous considerons qu’au-dela du rayon de la région numérique r., I’équa-
tion de Poisson est toujours vérifiée, avec une forme asymptotique de la densité no°(r) que
I’on précisera ultérieurement.

X ) = T () — o) (6.89)

Apres convergence du processus d’itération, 1’équation de Poisson sera vérifiée partout et
il y aura alors raccordement de Xein(r) = Xernt1(r) sur x3,(r) en ro. La contribution
asymptotique peut étre réécrite :

sinh(kgr) [ ket o -
]0°<r) == %/ d?”/ {6 o (XeM/L/(T/) - k?—IXeln(T/))} (689&)

deux intégrations par parties sur le premier terme résultent en :

. h , [e.9] / o0 > !
- <[e"w ] [ 0] k[ (e, )
H (oo}

—k:?{/ dr’ {e_km/)@f”(r')}> (6.89b)
sinh(kgyr
:%ekm” (Xern(roo) + krXern(Ts0)) (6.89c¢)
D’autre part, en r = r,, nous pouvons écrire :
krXein(Too) = ke ™7 + kplig (reo) — e "1 P(r) + kLo (150 (6.90)
cosh(kyrs)

Xoin(Too) = — ke RHToe kil (reo) + 6_kHT°°P(?"OO) + kg Ioo(750) (6.91)

sinh(kyreo)
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F1G. 6.11 — Une illustration du saut de potentiel en ... On présente ici le cas de I’aluminium
4 10.8 g.cm™3, 2 eV, pour l'ionisation moyenne d’équilibre (Z* = 3.4855) avec un rayon de
région numérique r., = 20 ag.

d’ou I'égalité :

cosh(k:Hroo))[ (ro) kppeknreo

/ _ 1 = — 1 .92
Xeln(TOO) + kHXeln(Too) kH ( + Sinh(k]-ﬂ"oo) Sinh(k]-ﬂ”oo) oo(roo) (6 9 )

=X (") + kX (Toc) (6.93)

Ainsi, dans la méthode itérative présentée ici, la condition a la limite vérifiée par construction
par le potentiel ne fixe ni la valeur de (7 ), ni la valeur de x/,,, (7~ ) mais bien la valeur
de la combinaison : (x};,,(Too) + K Xein(To0))- Il 0’y a raccordement de xern(reo) €t Xy, (Too)
sur leurs valeurs asymptotiques que dans la mesure ou 1’équation de Poisson est vérifiée dans
la région numérique. Ce raccordement n’est donc effectif qu’apres convergence et est sujet
a l'erreur numérique. En général, il subsiste un saut de potentiel en r,, entre la solution
numérique apres convergence et la forme asymptotique.

La Fig. 6.11 présente cet artefact dans le cas d’un calcul ou les oscillations de Friedel sont
assez présentes. Comme on peut le voir, le raccordement est effectué a une imprécision pres.

Afin d’obtenir une expression x5, (7), nous utilisons la forme asymptotique de la densité
issue de la théorie de la réponse linéaire n.,(r) = n'(r). En pratique, nous raccordons en 74,
la forme suivante sur la densité calculée numériquement, en ajustant les coefficients A, B et

0 :

e—kTFT' —ngr

rRTe = n(r)—ng=n'(r)—nyg=A + B— sin(2agr + ) (6.94)
r r

Nous calculons ensuite le potentiel vérifiant ’équation de Poisson pour cette forme asympto-
tique (détail dans 9.14 page 168) :

47T €_kTFT 47T 2bF . F
Xorn (1) =— — —Be 0" sin(2a, 1 + 0)
7k, Z

4
+ %B ((a(1+ 26E7) + 28Falr) sin 6 + (BF (1 + 2b57) + 208 al'r) cos ) (6.95)

Nous pouvons effectuer le méme type de calcul pour la dérivée x., . (r) (détail dans 9.14 page
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168) :

A ehTET  4m  em2T

Xorm(r) = — A 73 . sin(2ap r + 0)
4
- %B ((—2a{by — 265 af ) sind + (—265b) + 20§ af) cosd) (6.96)

Afin de réaliser la condition variationnelle, il est utile de calculer également 'intégrale du
potentiel (détail et notations dans 9.14 page 168) :

& A e hrer 1 4 TZO .
/ dr {TXg?n<7')} :7Ak3— (roo + E) - 73 (—7 (Oég sm(é) + ﬁg COS(&))
Too TF
3

2rs, .
+== (=(agby + Ay ag) sin(9) + (ag ag — By by ) cos(d))
1 208
Tty

2 F
> 2 - ﬂfg) (6.97)

3

Une premiere remarque est que cette condition a la limite de raccordement sur une forme
de type “réponse linéaire asymptotique” ne correspond pas a la condition limite de champ
nul utilisée pour le calcul des fonctions d’ondes. En effet, pour étre pleinement cohérent avec
la condition de champ nul, il faudrait plutot raccorder la densité sur une forme obtenue
a partir de cette hypothese. Cependant, lorsque 'on adopte cette méthode, le calcul des
différents termes intégraux — notamment celui de la condition variationnelle — nécessite le
calcul numérique d’intégrales de forme (les autres terme qui apparaissent peuvent se traiter
analytiquement) :

oo o
/ dE { f7 (E) / dr {TF(T)G(T)}} (6.98)
0 Too
ou F' et GG sont des fonctions de Bessel. Effectuer un tel traitement numérique de la condi-
tion asymptotique apparait finalement aussi cotiteux qu’étendre la région dans laquelle nous
effectuons le calcul completement numérique de la valeur des Observables. Nous préférons
donc utiliser la condition de raccordement fondée sur la réponse linéaire, quitte a repousser
la limite externe de notre région numérique pour en diminuer 'effet.

Comme nous 'avons vu dans 5 page 83, la réponse linéaire ne décrit en général pas
parfaitement le comportement de la densité au-dela de la région numérique. Son utilisation
malgré ses limites peut étre considérée comme un pis-aller. Cependant, a défaut d’étre parfait,
ce traitement de la condition a la limite permet généralement d’assurer une dépendance
tres faible en maillage. Ceci méme pour des calculs relativement séveres, impliquant des
oscillations de Friedel faiblement amorties®.

La Fig. 6.12 présente les densités obtenues pour des calculs impliquant des régions numé-
riques de 10 ag et de 20 ag. Cette figure se concentre sur les oscillations de Friedel, importantes
dans le cas considéré (cuivre a dix fois la densité du solide, 2 eV). Les ionisations moyennes
d’équilibre obtenues par les deux calculs présentés sur cette figure sont identiques.

Convergence de la méthode

Partant d’un potentiel électrostatique initial, il s’agit d’itérer les calculs de la densité
et les produits de convolution afin de converger vers le potentiel autocohérent. En général,

54It’s not just good. It’s good enough !”
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FI1G. 6.12 — Une illustration de la faible dépendance en maillage pour le cuivre & 89.2 g.cm ™3

(10po), a la température de 2 eV. Sont présentées les densités (détail des oscillations de
Friedel) obtenues avec les rayons de région numérique ro, = 10 ag et 7 = 20 ag
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-3e-03 F , ) X,elz N .XeISO, — ] 10~7 : \ , . , ,
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Fi1G. 6.13 — Illustration de la convergence d'un calcul d’atome dans le jellium avec la méthode
itérative, ici le cas de 'aluminium & 10.8 g.cm ™3, & une température de 2 eV, pour 'ionisation
moyenne d’équilibre (Z* = 3.4855). Le coefficient de relaxation choisi est 0.3. On présente le
potentiel électrostatique a différents stades du processus de convergence (a) ainsi que 1’écart

maximal Ax™% et écart type AxEMS du potentiel final y.,+1 au potentiel initial ye,, (b).
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nous choissisons de partir du potentiel Thomas-Fermi. A partir du schéma itératif que nous
venons de décrire, différentes méthodes peuvent étre utilisées pour assurer ou accélérer la
convergence.

La plus simple de mise en ceuvre consiste a appliquer un simple coefficient de relaxation
au potentiel électrostatique, d’une itération sur 'autre. Généralement, la méthode itérative
converge sans probleme lorsqu’elle est appliquée avec une sous-relaxation suffisante.

Une méthode & peine moins simple est celle proposée dans la Ref. [99]. Cette méthode
consiste a considérer la réponse du processus itéré (calcul de la densité et produit de convo-
lution) comme local et linéaire. Considérant alors deux potentiels initiaux et les potentiels
finals qui leurs sont associés, nous pouvons chercher localement, en chaque nceud du maillage,
la valeur du potentiel qui sera invariante. Apres tests, il s’avere que cette méthode se révele
efficace dans le cas ou la densité est calculée dans I’approximation Thomas-Fermi. Elle per-
met alors d’obtenir la convergence en un nombre d’itérations considérablement plus faible
qu’avec une simple méthode de relaxation (réduction supérieure a un facteur 2 sur le nombre
d’itérations dans certains cas). En revanche, dans le cas des calculs quantiques, cette méthode
ne semble pas apporter d’amélioration. Ceci s’explique tres probablement par le fait que dans
le cas Thomas-Fermi, le probleme est effectivement local alors qu’il ne 'est pas dans le cas
quantique.

Une méthode plus fine pourrait passer par un calcul numérique de la fonction de réponse
du processus itéré afin d’appliquer une méthode de gradient.

La Fig. 6.13 illustre la convergence vers le potentiel autocohérent dans un cas d’aluminium
210.8 g.cm™ (4pp), a la température de 2 eV, pour l'ionisation d’équilibre Z* = 3.4855.

Apres différents tests, notre choix s’est porté sur une simple méthode de sous-relaxation
a coefficient fixe. Une telle méthode présente ’avantage crucial de la robustesse et un choix
judicieux du coefficient de relaxation en fonction du régime étudié permet bien souvent d’at-
teindre des performances honorables quant a la rapidité de convergence.

La Fig. 6.14a présente les processus de convergence pour différents coefficients de relaxa-
tion dans le cas d’un calcul du fer & 78.74 g.cm™ (10py), a la température de 2 eV. Comme
nous pouvons le constater, il existe un choix optimal du coefficient de relaxation, ici 0.8, qui
permet d’atteindre une grande rapidité de convergence. Une sous-relaxation plus forte conti-
nue a garantir la convergence mais allonge la durée du calcul. Une sous-relaxation plus faible,
voire une sur-relaxation, allonge la durée du calcul et peut méme entrainer une divergence.

Dans la méthode itérative Poisson-Helmholtz, le choix du parametre kg est en théorie
laissé libre. Cependant, certaines considérations pratiques restreignent le choix quant a cette
grandeur. En effet, le parametre kg correspond au nombre d’onde dans la fonction de Green
par laquelle nous convoluons le terme source a chaque itération. Il définit donc la longueur
d’écran de l'information, c’est-a-dire la portée a laquelle une information peut se répercuter
d’une itération a 'autre. Il apparait donc évident que le choix de kg possede une incidence
sur la rapidité de convergence de la méthode. De maniere intuitive, plus la longueur d’écran
est courte (c’est-a-dire plus ky est grand), plus le processus itératif est long. A I'inverse,
une longueur d’écran plus grande (c’est-a-dire un kg plus petit) correspond & un processus
itératif plus court. Bien évidemment, il faut garder a l'esprit que le but de la méthode ité-
rative Poisson-Helmholtz est précisément d’introduire une longueur d’écran afin de localiser
le potentiel a chaque itération, malgré le défaut de neutralité. Plus la longueur d’écran est
grande, plus la distance a laquelle le défaut de neutralité est écranté est grande, et plus la
région numérique doit étre étendue. Rappellons a ce sujet que dans le cas kg = 0, la méthode
revient a une résolution itérative de I’équation de Poisson (équation et fonction de Green
deviennent celles de Poisson). Ainsi donc, le choix de kg est une affaire de compromis entre
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F1G. 6.14 — Fer & 78.74 g.cm™3 (10py), & la température de 2 eV, pour I'ionisation moyenne
d’équilibre Z* = 8.76. Illustration de l'effet du choix du coefficient de relaxation sur la
convergence de la méthode pour un parametre ky = k%, (a). Figurent a coté des courbes
les coefficients de relaxation correspondants. Illustration de l'effet du choix de ky sur la
convergence de la méthode avec un coefficient de relaxation de 0.3 (b). En trait plein est
représentée la convergence pour ki = kZ., en tireté la convergence pour ky = 2kZ. et en
point-tireté la convergence pour kg = 1/2kZ,..

rapidité de la méthode itérative et taille de la région numérique. Une politique de choix peut
donc étre de dimensionner la région numérique en fonction des besoins de la physique, c’est-
a-dire en fonction des longueurs de décroissance que l'on s’attend & trouver (k% — nombre
d’onde Thomas-Fermi qui correspond & 'ionisation moyenne — pour écrantage et b} — partie
imaginaire du pole de Fermi d’ordre zéro — pour les oscillations de Friedel) puis & dimen-
sionner kg afin d’écranter le défaut de neutralité dans cette région. Dans les faits, il peut
parfois s’avérer plus judicieux d’étendre un peu la région numérique pour réduire le nombre
d’itérations. Enfin, on notera qu’il est également possible de jouer sur le choix de kg en cours
de processus itératif, au fur et & mesure que le défaut de neutralité a écranter se réduit.

Apres différents tests, toujours dans un souci de robustesse, nous avons opté pour un choix
de parametre ky statique, souvent fixé au nombre d’onde Thomas-Fermi k%,. qui correspond
a 'ionisation moyenne Z* pour laquelle le calcul est effectué.

La Fig. 6.14b présente les processus de convergence pour différents parametres k. Le
rayon de la région numérique & été ici choisi pour permettre un calcul a kg = k. /2. Comme
nous pouvons le constater sur la figure, la rapidité de convergence décroit avec la longueur
d’écran de la fonction de Green.

Il faut encore remarquer qu’apres convergence, dans le cadre de 'erreur numérique rési-
duelle, il subsiste une trace de I’écrantage numérique sur la solution. Cet aspect déroutant de
la méthode présentée ici n’a de conséquence que lorsque cet artefact devient du méme ordre
de grandeur que les comportements physiques a calculer. Un tel cas peut se présenter dans les
calculs qui mettent en jeu des ionisations moyennes tres faibles. Les variations de densités en
dehors de la sphere de Wigner-Seitz ont alors une amplitude tres faible et peuvent étre alté-
rés par la trace de I’écrantage numérique. De maniere raisonnable, il ne convient d’appliquer
cette méthode itérative que lorsque l'ionisation moyenne est significative.
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Chapitre 7

Code VAAQP et exploitation pour le
calcul d’équations d’état

7.1 Code VAAQP

Le code VAAQP a été concu afin d’effectuer des calculs numériques sur la base du modele
variationnel décrit dans le chapitre 4. Il implémente les méthodes numériques décrites au
chapitre 6 dans une structure orientée objet, codée en C++. De cette maniere, une grande
souplesse est obtenue dans l'utilisation et dans l'adaptation du code a différents types de
calcul.

A Theure actuelle trois options sont disponibles en ce qui concerne le calcul de la densité. Il
peut s’effectuer dans le formalisme quantique non-relativiste — par résolution de I’équation de
Schrodinger —, dans le formalisme quantique relativiste — par résolution de I’équation de Dirac
— ou encore dans le formalisme quasiclassique de Thomas-Fermi. Dans chacun de ces trois
cas, c’est la théorie des fonctionnelles de la densité qui est appliquée avec 'approximation de
la densité locale pour le terme d’échange corrélation (DFT-LDA).

Plusieurs termes d’échange-corrélations sont disponibles; notamment le terme d’échange
de Kohn-Sham (cf. Ref. [35]) seul ou avec un terme de corrélation Hedin-Lundqvist (cf.
Ref. [100]), le terme avec corrections de gradient de Perrot (cf. Ref. [101]) ou encore le terme
d’échange-corrélation d’Iyetomi-Ichimaru (cf. Ref. [102]). N'importe quel autre terme LDA
peut tres simplement étre utilisé dans le code.

Dans un souci de validation et de comparaison avec d’autres modeles, le code VAAQP
possede différentes options permettant de réaliser, outre le modele variationnel, des calculs
avec un modele d’atome dans le jellium a sphere de Wigner-Seitz neutre ainsi qu’avec un
modele de type INFERNO.

Chacune de ces deux options a été développée dans un but précis. L'option de mise
en ceuvre d'un modele de type INFERNO est apparue naturellement nécessaire pour deux
raisons. La premiere était de pouvoir appliquer ce modele avec des procédures de calcul
rigoureusement identiques a celles utilisées pour notre modele variationnel. La seconde était
la validation de nos méthodes de calculs de la densité. Nous avons ainsi pu confronter nos
résultats a d’autres, issus du code PURGATORIO qui met en ceuvre le modele INFERNO de type
T. L’intéret de la mise en ceuvre d’un modele d’atome dans le jellium a sphere de Wigner-Seitz
neutre est surtout théorique. Nous noterons qu’un tel modele n’est abordé nulle part dans la
littérature et ne possede pas un grand intérét en tant que tel. Cependant, se pencher sur ce
modele s’est révélé largement utile d’un point de vue théorique, comme étape intermédiaire
de comparaison entre le modele variationnel et le modele INFERNO. Il permet notamment de
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distinguer les effets respectifs des deux grandes hypotheses du modele INFERNO : neutralité
de la sphere de Wigner-Seitz et nullité du potentiel en dehors de cette méme sphere.

En execution purement séquentielle, le calcul d'un point de I’équation d’état (défini par
le couple densité-température) peut étre effectué a 'aide d’'un microprocesseur récent en
quelques minutes. Afin de réduire encore les temps d’exécution, le code VAAQP s’est vu
doté d'un mode d’exécution parallele a mémoire partagée, réalisé au moyen des directives
OpenMP. Les temps de calculs mis en jeu permettent la construction de tables d’équation
d’état dans des temps humainement acceptables, de 'ordre de quelques heures pour les cas
présentés dans ce manuscrit.

Dans toute la conception de ce code, un soin particulier a été apporté a la précision des
calculs. En effet, le calcul de la pression via le théoreme du viriel consiste en une différence de
deux énergies, de I'ordre de la dizaine d’Hartree par aj pour obtenir une pression de I'ordre
du centieme de Hartree par aj avec, dans les pires cas, 3 chiffres significatifs. Typiquement,

un tel calcul nécessite d’avoir une précision correcte sur le 6 chiffre significatif des énergies.

7.2 Cohérence thermodynamique

Les premiers résultats issus du code VAAQP ont permis la vérification directe de la
cohérence thermodynamique des valeurs obtenues avec notre modele variationnel. Dans le
cadre de ce modele, la pression peut étre calculée de trois manieres. En premier lieu, nous
pouvons calculer la pression par application de la formule présentée dans ’'Eq. 4.90 page
67 (résultats dénotés par “Formula”). En second lieu, il est possible de calculer la pression
par dérivation de ’énergie libre le long d’'une isotherme (résultats dénotés par “Thermo”).
Dans la mise en ceuvre numérique, nous procédons alors a une simple différence finie. Enfin,
nous pouvons calculer la pression en appliquant le théoreme du viriel (résultats dénotés par
“Virial”). Dans le cas du modele INFERNO, seuls les calculs par dérivation de 1’énergie libre
(“Thermo”) et application du théoreme du viriel (“Virial”) sont pertinents. En effet, ce modele
ne conduit pas a une formule analytique pour la pression.

La Fig. 7.1 présente une illustration comparative de la cohérence thermodynamique obte-
nue avec VAAQP sur 'isotherme a 2 eV de 'aluminium. Sont présentées les valeurs obtenues
par les trois calculs de la pression pour le modele variationnel ainsi que par les deux calculs
de la pression appropriés dans le cas de l'option INFERNO du code. L’isotherme obtenue
avec le modele de Thomas-Fermi-Dirac (via 'option Thomas-Fermi du code) est également
représentée sur la figure.

Il convient de remarquer que selon la définition choisie pour la pression, la correction
par rapport au modele Thomas-Fermi qu’apporte le modele INFERNO sur cette isotherme
peut étre positive ou négative. L’écart relatif entre les résultats issus des deux définitions
possible pour le modele INFERNO atteint plusieurs dizaines de pourcents (45% vers 4 g.cm™3,

supérieur a 20% sur tout le domaine représenté).

Dans le cas du modele variationnel, nous insisterons sur ’accord précis entre les résultats
issus des différentes définitions. Nous noterons aussi, sur cette isotherme, la proximité des va-
leurs de la pression électronique avec celles issues du modele de Thomas-Fermi. Bien entendu,
la cohérence thermodynamique du modele variationnel a été vérifiée avec d’autres transfor-
mations thermodynamiques. D’ailleurs, elle fait 'objet d’une vérification systématique dans
nos calculs d’équations d’état et constitue un critere qui permet la détection d’éventuelles
erreurs numeriques.
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Fi1G. 7.1 — Illustration de la cohérence thermodynamique obtenue avec le modele variationnel
sur le cas de I'isotherme a 2 eV de ’aluminium

7.3 Equations d’état

Dans le cas de notre modele variationnel, la pression électronique est presqu’exclusivement
liée a l'ionisation moyenne Z* issue du calcul. Donner Z* en fonction de la densité p et de
la température T est donc pratiquement équivalent donner la pression. D’autre part, dans la
littérature, 1'ionisation moyenne est tres souvent utilisée comme représentation de I’'équation
d’état pour son aspect pratique dans la comparaison des modeles.

La Fig. 7.2 présente les ionisations moyennes de l’aluminium obtenues avec le modele
variationnel (option principale de VAAQP) (Fig. 7.2a), avec 'option INFERNO de VAAQP
(Fig. 7.2b) et avec le modele de Thomas-Fermi-Dirac (option TF de VAAQP) (Fig. 7.2¢). De
maniere similaire, les Figs 7.3a,b,c et 7.4a,b,c présentent les ionisations moyennes obtenues
avec ces différents modeles pour le fer et le cuivre.

Les calculs quantiques ont été effectués a ’aide de 'option non-relativiste de calcul de
la densité. Le terme d’échange de Kohn-Sham a été choisi d'une part pour la comparaison
directe avec le modele de Thomas-Fermi-Dirac et d’autre part parce que les températures
que nous considérons dans ces figures ne nécessitent pas un traitement des effets thermiques
et des corrélations.

Nous tenons ici a mettre en garde le lecteur quant a la pertinence théorique de ces figures,
qui présentent l'ionisation moyenne Z*. Bien que tres pratique pour comprendre les diffé-
rences de comportement entre les modeles, 'ionisation moyenne Z* pose des problemes de
définition. Plusieurs définitions de Z* peuvent en effet étre avancées. Les plus courantes sont
la soustraction du nombre d’électrons liés a la charge du noyau (Z — >_,2(20+ 1) f¥(E,, »))
ou bien encore, par analogie avec le modele de Thomas Fermi dans son interprétation clas-
sique, le rapport de la densité électronique au rayon de Wigner-Seitz a la densité ionique.
Rappelons que, dans le cas ou la définition de Z* fait intervenir une distinction entre états
du continuum et états liés, il n’existe pas d’Observable au sens de la mécanique quantique
qui lui corresponde. En effet, cette distinction repose uniquement sur le choix de la base de
représentation et, évidemment, la valeur d’'une Observable ne peut en aucun cas dépendre
d’un tel choix.

Dans notre cas, la définition de Z* correspond a la charge apparente des ions du jellium
(Z* = ng/n;, ol ny est la valeur asymptotique de la densité). La valeur de Z* est alors
directement liée au potentiel chimique. Or la définition de ce potentiel chimique est liée
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Fic. 7.2 — Equations d’état : ionisation moyenne Z* de I'aluminium en fonction de la densité
p et de la température T' pour le modele variationnel (a), le modele INFERNO(b) et le modele
Thomas-Fermi-Dirac (c).
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Fia. 7.3 — Equations d’état : ionisation moyenne Z* du fer en fonction de la densité p et
de la température T pour le modele variationnel (a), le modele INFERNO(b) et le modele
Thomas-Fermi-Dirac (c).
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Fia. 7.4 — Equations d’état : ionisation moyenne Z* du cuivre en fonction de la densité p
et de la température T pour le modele variationnel (a), le modele INFERNO(b) et le modele
Thomas-Fermi-Dirac (c).
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Fia. 7.5 — Equations d’état : ionisation moyenne Z* du plomb en fonction de la densité p
et de la température T pour le modele variationnel (a), le modele INFERNO(b) et le modele
Thomas-Fermi-Dirac (c).
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F1G. 7.6 — Comparaison entre les résultats issus du modele variationnel (VAAQP), ceux issus
du modele INFERNO (INFERNO option) et ceux issus du modele d’atome dans le jellium a
sphere de Wigner-Seitz neutre (NWS option). Comparaison de ionisation moyenne le long
de l'isotherme a 2 eV de 'aluminium.

a la condition limite sur le potentiel électrostatique (en fait la grandeur invariante est le
potentiel électrochimique). En conséquence, si la définition de Z* reste la méme lorsqu’on
passe d'un modele d’atome dans le jellium a un autre, elle differe en revanche lorsque 'on
passe a un modele de type INFERNO, ou le potentiel est défini comme nul a l'extérieur
de la sphere de Wigner-Seitz. En d’autres termes, dans le cadre d’'un modele INFERNO, la
densité peut étre vue comme discontinue au rayon de Wigner-Seitz (si on considere qu’elle est
prolongée par le jellium) et ny ne correspond pas rigoureusement a une valeur asymptotique.
De maniere générale, la comparaison de grandeurs théoriques entre un modele d’atome a
extension spatiale finie et un modele d’atome infiniment étendu est une démarche délicate.

En termes de valeurs numériques, les changements de définition influent relativement peu.
La comparaison de Z* entre un modele de type INFERNO et un modele d’atome dans le jellium,
a défaut d’étre completement rigoureuse, peut étre admise dans une certaine mesure comme
pertinente. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra constater sur la Fig. 7.6 la proximité des
valeurs de Z* obtenues le long de l'isotherme a 2 eV de I’aluminium, d’une part avec le
modele INFERNO et d’autre part avec le modele d’atome dans le jellium a sphere de Wigner-
Seitz neutre. Cette proximité montre encore que les effets d’extension spatiale finie restent
en eux-mémes peu importants en regard des effets de sphere de Wigner-Seitz neutre.

Nous tenons également a mettre en garde le lecteur quant a la pertinence de 'ionisation
moyenne Z* en tant que grandeur pouvant étre confrontée a I’expérience. On trouve dans la
littérature de nombreuses valeurs pour 'ionisation moyenne, ou encore pour le nombre d’élec-
trons libres par atome. Bien souvent, ces valeurs se réferent aux électrons de valence (cf. par
exemple la Ref. [103]). Dans certaines expériences de diffusion Thomson (cf. Ref. [104]), un
autre type de valeur est avancé, qui dépend du modele de conductivité utilisé pour l'inter-
prétation. Notre définition de Z* correspond a une valeur asymptotique de la densité dans
un atome qui, rappelons-le, n’est pas a voir comme un élément constitutif du plasma mais
plutot comme une entité statistique. L’assimilation directe de cette valeur a une grandeur
mesurable par I'expérience n’est pas une démarche totalement justifiée. Plus pertinente serait
la confrontation de coefficients de transports calculés sur la base du modele avec des valeurs
mesurées.

Une premiere observation est que les comportements qualitatifs d’ionisation par pression
et par effet thermique sont restitués par chacun des modeles. Pour s’en convaincre, il suffit
de regarder sur les Figs 7.2, 7.3 et 7.4 I’allure des isothermes et des isochores les plus basses
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pour chacun des trois modeles.

De maniere générale, nous obtenons par les modeles quantiques des ionisations moyennes
inférieures a celles issues du modele de Thomas-Fermi. En ce qui concerne le modele va-
riationnel, il faut rappeler quune densité du jellium inférieure implique aussi des pressions
électroniques inférieures (cf. Eq. 4.90 page 67). La contribution des ions & la pression est tres
logiquement une fonction croissante de l'ionisation moyenne, il est donc légitime de penser
que la pression totale obtenue avec le modele variationnel sera d’une maniere générale moins
élevée que la pression totale obtenue grace au modele de Thomas-Fermi. Les différences entre
les pressions obtenues avec modele INFERNO et celles issues du modele Thomas-Fermi dé-
pendent largement de la définition de la pression adoptée dans le cas d’'INFERNO. Cela a déja
été abordé précédemment.

Dans la région des hautes températures, aux densités modérées, les résultats issus du
modele variationnel tendent a rejoindre ceux issus du modele INFERNO. Par exemple, pour
le fer & 3.9 g.cm™ (po/2), & la température de 40 eV, les écarts relatifs sur l'ionisation
moyenne et la pression sont de l'ordre de 0.1%. Cette concordance provient de la faiblesse
des oscillations de Friedel dans ce régime.

Dans le régime des hautes densités et températures modérées, la ou les oscillations de
Friedel sont peu amorties, les résultats obtenus avec le modele variationnel différent a la fois
de ceux obtenus avec le modele INFERNO et de ceux obtenus avec le modele Thomas-Fermi.
Concernant les extremes en densité de ce régime, il est 1égitime de s’interroger sur la limite
de validité de tous les modeles.

Proche des conditions normales, nous obtenons par les modeles INFERNO et Thomas-
Fermi (cf. Figs 7.2b et ¢, Figs 7.3b et ¢ et Figs 7.4b et ¢ ) une ionisation non nulle. Un tel
comportement peut étre imputé a I’hypothese de neutralité de la sphere de Wigner-Seitz. Dans
le cas du modele d’atome dans le jellium a sphere de Wigner-Seitz neutre, un comportement
tout a fait similaire est d’ailleurs observé.

Comme nous pouvons le voir sur les équations d’état présentées en Fig. 7.2a, Fig. 7.3a
et Fig. 7.4a, la solution du modele variationnel semble tendre vers 'atome quasi-neutre des
que I'on s’approche du régime des conditions normales. En fait, la condition variationnelle
autorise une extension du potentiel électrostatique au-dela de la sphere de Wigner-Seitz. Cette
extension permet 'existence d’états liés qu’'une condition de type sphere neutre interdirait
(voir Fig. 4.5). Dans le cas Thomas-Fermi, qui constitue la jonction entre les deux types de
modele, les états liés ne sont pas décrits et ce comportement n’a évidemment pas lieu. Dans
le cadre d’'un modele quantique et variationnel, le modele a un seul centre n’est pas apte
a décrire l'existence d’électrons délocalisés dans les conditions normales. Nous avons alors
affaire dans ces régimes au gaz quasi-neutre dense décrit dans 4.4 page 67. Comme nous
I’avons vu, aux températures qui permettent son existence, la solution d’atome quasi-neutre
se révele acceptable du point de vue de la condition variationnelle pour des densités assez
faibles (généralement de l'ordre de po/100). En pratique, il existe une région de densité plus
élevée (souvent jusqu’a des densités légerement supérieures a pg) ou lionisation qui découle
du calcul variationnel reste négligeable et ou il est encore légitime d’approximer les grandeurs
d’état par celles de la solution d’atome neutre. En effet, tant que la densité du jellium reste
pratiquement nulle, la pression électronique reste négligeable et 1'énergie libre reste presque
constante.

Vraisemblablement, ce passage a l’atome neutre dans la région des conditions normales
indique tout simplement que le modele a un centre est hors de son domaine de validité.
L’ionisation présente dans la nature a ces régimes résulte probablement d’effets a plusieurs
centres (effets moléculaires, de physique des liquides ou de physique du solide) que le modele
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d’atome moyen n’est pas apte a décrire. Une premiere amélioration du modele qui pourrait
venir a l'esprit consisterait a inclure le terme a deux centres du développement en grappes.
Rappelons cependant que ce développement en grappe ne constitue pas un développement au
sens mathématique du terme et qu’il peut ne pas converger systématiquement dans tous les
régimes physiques. Il est donc a envisager, des lors que la convergence ne se fait plus a 'ordre
1 du développement en grappe, que tous les ordres puissent jouer un role significatif. Il est
fort probable que dans un tel cas, il faille changer d’outil théorique pour décrire le systeme.

7.4 Confrontation avec ’expérience

7.4.1 Types d’expérience

En terme de confrontation d’un modele avec des résultats expérimentaux, il convient
d’abord de se poser la question de la nature des grandeurs a étudier. Idéalement, ces grandeurs
devraient étre a la fois calculables directement par le modele et mesurables directement dans
I'expérience. Il faudrait également que les résultats issus du modele soient plausibles dans le
régime choisi et dépendants de la théorie, voire discriminants.

Les grandeurs directement accessibles par les modeles d’atome moyen sont d’une part les
valeurs moyennes des Observables, dont les grandeurs thermodynamiques, et d’autre part les
éléments de matrice des Observables dans une base de particules indépendantes, qui n’ont
aucune pertinence en eux-mémes. Les grandeurs calculées de maniere moins directe telles
que les coefficients de transport, qui sont généralement obtenus par des formules mettant
en jeu les éléments de matrices de certaines Observables, font appel a des approximations
supplémentaires. Ces dernieres ne sont par conséquent pas a privilégier dans le cadre d’une
premiere confrontation avec l'expérience. Ainsi, il est naturel de se diriger en premier lieu
vers les mesures d’équations d’état.

Sur les équations d’état dans le régime des plasmas denses, relativement peu de transfor-
mations thermodynamiques sont, pour l'instant, accessibles par I'expérience. Nous pouvons
en citer trois :

— Compression isotherme :
Le matériau est progressivement comprimé par des enclumes, en laissant la tem-

pérature s’équilibrer (cf. la Ref. [105]). Généralement, les expériences sont réalisées
a froid (température ambiante) et résultent en une mesure de la courbe de com-
pression froide. C’est en cela que réside pour nous le principal inconvénient de ces
mesures. Les modeles de plasmas denses sont plutot destinés a décrire la matiere a
température finie. Confronter nos résultats a de telles mesures nécessiterait certaines
adaptations du modele et la prise en compte approfondie des contributions ioniques.
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— Chauffage isochore :
Premier type d’expérience : le matériau est chauffé par effet Joule alors que son

volume est maintenu presque constant par des enclumes (cf. les Refs [106-109]).
Dans ces expériences, malgré le confinement, il se produit généralement une détente
du plasma et les densités mises en jeu sont alors plus faibles que la densité du solide
(généralement de l'ordre de py/10).

Second type d’expérience : Le matériau est chauffé en un temps bref devant son
temps d’expansion hydrodynamique par le dépot d’énergie de protons accélérés. Ce
type d’expérience semble tres prometteur pour 1’'étude des propriétés radiatives et
de I'équation d’état des plasmas denses. Cependant, les techniques ne permettent
pas pour ’heure de chauffer un échantillon de matiere suffisant pour obtenir des
mesures dans de bonnes conditions d’équilibre thermodynamique. De plus, le fait que
ce procédé soit encore tres récent implique que les points issus de telles expériences
restent assez rares.

— Compression adiabatique dynamique ou compression par onde de choc :
Le matériau, initialement aux conditions normales, est soumis a une onde de choc. Au

passage de cette derniere, il subit une transformation thermodynamique qui le place
en un point de 'adiabatique d’Hugoniot principale qui est défini par 'amplitude
du choc. Cette transformation permet de sonder des densités relativement élevées
(supérieures a la densité du solide) a des températures modérées (de l'ordre de
quelques électronVolts a quelques dizaines d’électronVolts).

Les expériences de compression par choc présentent plusieurs intéréts. En premier lieu, le
principe expérimental est adaptable a plusieurs échelles de pression, en changeant le moyen
d’engendrer le choc. Nous citerons notamment de maniere non-exhaustive :
— les explosifs chimiques (cf. Ref. [110]) pour les pressions typiquement inféricures a
0.2 TPa

— les canons a gaz léger (cf. Ref. [111]), pour les pressions typiquement inférieures a
0.4 TPa

— les impacts de plaques, mises en vitesse par des explosifs chimiques (cf. Ref. [112]) ou
des champs magnétiques de haute puissance pulsée (cf. Ref. [113]) pour les pressions
typiquement inférieures a 0.6 T'Pa

— les chocs induits par laser (cf. Ref. [114]) pour les pressions allant jusqu’a plusieurs T'Pa

— les explosions nucléaires (cf. Ref. [115]) pour les pressions allant jusqu'a plusieurs di-

zaines de T'Pa
Les moyens de réaliser ce type d’expérience sont relativement anciens et sur certains éléments
(notamment I’aluminium, le fer, le cuivre et le plomb) une vaste base de donnée est ainsi
disponible (cf. Ref. [116]).

L’obtention des grandeurs thermodynamiques peut passer par des mesures de la vitesse du
son, de vitesse des surfaces libres, de vitesse du choc, d’adaptation d’'impédance... et résultent
en général en une donnée de la pression ainsi que de la densité sous choc.

Il faut néanmoins remarquer que la comparaison a l'adiabatique d’Hugoniot principale,
pratique pour sa relative accessibilité par I'expérience, présente plusieurs inconvénients ma-
jeurs.

En premier lieu, comme toutes les transformations thermodynamiques particulieres, les
adiabatiques d’"Hugoniot possedent des propriétés intrinseques (le lecteur pourra notamment
consulter la Ref. [117]) qui contraignent le chemin thermodynamique indépendamment de
la surface fournie par I’'équation d’état. Une projection de la courbe d’Hugoniot sur un plan
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(notamment le plan densité-pression p, P) ne permet pas nécessairement de refléter les effets
d'un changement d’équation d’état. Généralement, les expériences ne caractérisent le che-
min thermodynamique que par deux grandeurs indépendantes et non trois. Seules de telles
projections de ’adiabatique sont alors accessibles.

D’autre part, l'adiabatique d’Hugoniot principale, la plus accessible par 1’expérience,
prend son état initial dans les conditions normales, c’est-a-dire hors du domaine de vali-
dité des modeles de plasmas denses. Ceci implique, d’une part, de pouvoir calculer des points
dans cette région a partir d’'un modele qui ne lui est pas adapté. D’autre part, ceci implique
que ces calculs doivent fournir des résultats suffisamment corrects pour ne pas altérer la
totalité de la courbe d’Hugoniot.

Dans le cas du modele variationnel, nous avons généralement une solution d’atome prati-
quement neutre (Z* = 0) aux environs des conditions normales. De ceci résulte une pression
électronique nulle et ainsi, dans la région proche des conditions normales, ¢’est la contribution
ionique seule (nulle dans le cas d’une contribution de type OCP) qui va dicter le compor-
tement de la pression totale. Ceci peut étre vu comme un comportement opportun puisque
dans cette région, c’est précisément les contributions a plusieurs centres, généralement dé-
crites dans le terme ionique qui vont jouer. Dans la littérature sur les autres modeles, on a
souvent recours a une soustraction des valeurs obtenues aux conditions normales qui se jus-
tifie difficilement d’un point de vue théorique. Cependant, il faut aussi relativiser 'incidence
des incertitudes qui concernent I’état initial. En effet, des lors que 'on entre dans le régime
des chocs forts : P >> F,, les courbes d’Hugoniot issues d’états initiaux distincts tendent a
se rejoindre.

Une autre réserve a émettre concerne la qualité des points expérimentaux a haute pression.
Généralement, dans les régions de hautes pressions, les expériences sont peu nombreuses et
leurs résultats sont largement dispersés voire accompagnés de larges barres d’erreur.

Malgré ces inconvénients, la comparaison a ’adiabatique d’Hugoniot principale reste un
passage obligé pour la qualification d’'un modele. Si elle ne donne acces qu’a une région tres
restreinte de 1’équation d’état, elle constitue néanmoins une sonde des densités relativement
hautes a des températures modérées. Sans forcément y chercher une discrimination entre les
modeles, il faut y voir un moyen de tester la vraisemblance des résultats obtenus.

7.4.2 Calcul des courbes d’Hugoniot

L’équation qui définit I’adiabatique d’Hugoniot découle de la relation de conservation de
I'énergie appliquée de part et d’autre de la discontinuité que constitue une onde de choc (pour
plus de précisions, le lecteur pourra se reporter aux tres classiques Refs. [118,119]') :

U~ U= o(P+P) (%_%) (7.1)

ou Uy est I'énergie interne massique dans I’état initial (“pré-choc”), Py la pression totale dans
I’état initial, py la densité dans 1’état initial, et ou U, P, p sont les grandeurs correspondantes
dans I'état final (“post-choc”). Il s’agit donc de résoudre I’'Eq. 7.1 en considérant ’équation
détat P = P(p,T), U =U(p,T).

Afin de confronter nos résultats a I’expérience, nous devons fournir des pressions et des
énergies internes totales et non les seules valeurs de la contribution électronique a ces gran-
deurs. Ceci passe en général par l’adjonction d’une contribution ionique a la pression et a
I’énergie interne. Il faut cependant noter qu'une séparation rigoureuse du probleme de la

yoire & la presque aussi classique Ref. [120]!
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physique des plasmas en un terme ionique et un terme électronique n’est pas chose évidente
et passe en général par des approximations dont la portée n’est pas forcément maitrisée.

Dans la contribution ionique, il y a en premier lieu le terme de type gaz parfait qui restitue
simplement la contribution de I’énergie cinétique des ions.

Afin de tenir compte des interactions entre ions, de nombreuses approches ont été pro-
posées, basées le plus souvent sur des théories de type HNC ou sur des simulations. Parmi
I’abondante littérature concernant I’équation d’état ionique, nous noterons en particulier le
terme ionique de Cowan, dit “lONEOS” et décrit dans la Ref. [121], qui est utilisé dans cer-
tains calculs constitutifs de I’équation d’état SESAME. Pour notre application, nous avons
choisi d’utiliser une formule issue de la Ref. [15], qui provient de simulations de plasmas &
une composante (One Component Plasma, OCP). Cette formule, utilisée également dans la
Ref. [122], présente I'avantage de la simplicité. Nous la rappelons ci-dessous :

A-Eion
Pion = (1 + 3k3T> nikpT (7.2)
B, — ngT N (7.3)

3
AEOCP si AEOCP < §kiBT

AFE;,, = (7.4)
3 .
§kBT sinon
! a
AEocp = kpTT¥?y L kpTT 7.5
ocp B ; (bi I F)l/z pila ( )
a; = —0.895929, b = 4.666486
as = 0.11340656, by, = 13.675411
az = —0.90872827, b3 = 1.8905603
ay = —0.11614773, by = 1.0277554
ou I est le parametre de couplage ionique, dont nous rappelons la définition :
VA 262
N=—— 7.6

Nous insisterons ici sur le fait que le choix d’un terme ionique peut influer sur le résultat
des calculs. Des lors qu’un terme ionique est ajouté aux résultats d’'un modele de structure
électronique, il devient délicat de juger des performances de ce dernier. La réside encore un
point faible des confrontations a ’expérience qui suivent.

Comme il a été mentionné ci-avant, un des problemes majeurs qui se pose dans 1'étude
de la courbe d’Hugoniot principale réside dans le calcul de I’état thermodynamique initial,
généralement situé proche des conditions normales. Dans le cas du modele variationnel, le
dépassement de la limite de validité du modele au voisinage de ces conditions se manifeste
clairement par la chute brutale de I'ionisation moyenne et le retour a la solution d’atome
quasi-neutre. Dans les conditions normales, c’est-a-dire densité du solide? et température
tres faible (Ty ~ Tymp ~ 0.025 V'), la solution d’atome neutre n’est en général pas rigoureu-
sement acceptable du point de vue de la condition variationnelle (cf. 4.4 page 67). Cependant,

2Nous avons utilisé : pg = 2.7 g.cm ™3 pour I'aluminium, py = 7.874 g.cm ™3 pour le fer, pg = 8.92 g.cm™3

pour le cuivre et py = 11.34 g.cm™2 pour le plomb.
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I'ionisation moyenne est si faible dans cette région que 1’'on peut tout a fait approcher les
grandeurs thermodynamiques a l'aide de ’atome quasi-neutre.

Dans le cas d’INFERNO ou encore du modele de Thomas-Fermi, la limite de validité n’est
pas clairement définie. Le modele donne des résultats méme dans les conditions normales.
Deux politiques peuvent alors étre adoptées : soit on utilise ces résultats en sachant qu’ils sont
incorrects, soit on effectue la soustraction de la pression électronique obtenue aux conditions
normales a toutes les valeurs de la pression électronique, ce qui permet de ramener artifi-
ciellement la pression totale a la contribution ionique seule. Puisque cette derniere option
n’est pas justifiable d’un point de vue théorique, dans tout ce qui suit, nous opterons pour
la premiere.

Munis d’un calcul pour I’état initial, on peut calculer indépendamment chaque point de
la courbe d’Hugoniot. Hormis I’état initial, il n’est donc pas nécessaire de procéder au calcul
des points qui sont manifestement situé en dehors du domaine de validité des modeles. Par
souci d’honnéteté intellectuelle, nous avons donc évité de calculer la courbe d’Hugoniot dans
cette région.

Concernant la méthode de résolution de 'Eq. 7.1 sur la surface définie par 1’équation
d’état, deux méthodes viennent naturellement a 1’esprit : soit un calcul de I’équation d’état a
la volée, utilisé dans un algorithme de résolution de I’'Eq. 7.1, soit une tabulation de I’équation
d’état et I'utilisation d’un schéma d’interpolation dans I’algorithme de résolution de 'Eq. 7.1.
Dans le cadre d’un premier calcul de la courbe d’Hugoniot, il nous a paru raisonnable de
procéder selon la seconde option. Le schéma de résolution consiste simplement en une méthode
de Newton-Raphson et nous avons utilisé une interpolation linéaire & deux dimensions (a ’aide
de la fonction “interp2” de Matlab ou d’Octave). L’interpolation linéaire a été choisie pour sa
simplicité et sa robustesse (cf. Ref. [123]). Outre qu’il existe des schémas d’interpolation plus
sophistiqués (cf. par exemple les Refs. [124-127]), il convient de remarquer que le schéma
d’interpolation linéaire ne préserve pas la cohérence thermodynamique entre deux points.
Dans une approche fine de I’équation d’état, on pourrait se pencher sur l'utilisation d’un
schéma d’interpolation qui préserve la cohérence thermodynamique des résultats. Un tel
schéma est présenté dans la Ref. [128].

Les Figs. 7.7, 7.8, 7.9 et 7.10, présentent respectivement les calculs des Hugoniots prin-
cipales de 'aluminium, du fer, du cuivre et du plomb avec des points expérimentaux issus
respectivement des Refs [110,112,113,115,129-153], des Refs [110,112,129,130,134,134,135,
137,139,144,153-169], des Refs [110,129,130,132,133,135-139,141,144,148,153,154, 156,160
162,166,168,170-181] et des Refs [110,129,132,135,137,138,142,147,154,156,161,166,170,171,
176,178,179]. Excepté pour le fer aux faibles compression, les courbes d’Hugoniot issues du
modele variationnel semblent en meilleur accord que les courbes d’Hugoniot calculées via le
modele INFERNO. Nous n’irons pas jusqu’a tirer hativement des conclusions a partir de cette
apparente performance du modele. En effet, il faut rappeler que le choix d’un autre terme
ionique pourrait tout a fait changer ce résultat et que les points expérimentaux présentent
une dispersion suffisamment large pour que chacun de ces modeles soit acceptable. Cepen-
dant, en toute objectivité, il faut au moins noter que la cohérence thermodynamique permet
de lever une grande part de ’ambiguité usuelle sur les résultats de tels calculs. En effet, dans
le cas de notre modele variationnel, seul le choix du terme ionique pose un arbitraire. Dans
le cas du modele INFERNO en revanche, une vaste gamme d’Hugoniot principales distinctes
peut étre obtenue en conjuguant : le choix d’une définition pour I’énergie libre (modele A,
T ou B), le choix d’une définition pour la pression (thermodynamique ou viriel), le choix de
soustraire ou non la pression aux conditions normales et enfin le choix d'un terme ionique.
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102 T T T T
- INFERNO option - thermo
- INFERNO option - virial |
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Fic. 7.7 — Adiabatique d’Hugoniot principale de I'aluminium : pression totale P en fonction
de la densité p.

102

— INFERNO option - thermo
- INFERNO option - virial

p/po (po = 7.874 g.cm™3)

Fic. 7.8 — Adiabatique d’Hugoniot principale du fer : pression totale P en fonction de la
densité p.
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— INFERNO option - thermo
- INFERNO option - virial

p/po (po = 8.92 g.cm™3)

Fic. 7.9 — Adiabatique d’Hugoniot principale du cuivre : pression totale P en fonction de la
densité p.



144 CHAPITRE 7. CODE VAAQP ET EXPLOITATION...

, | - INFERNO option - thermo
10° . INFERNO option - virial 1
-~ TFD
— - VAAQP
10! | .
f( Exp
&
a, 100 | .
107t b i
1 2 3 4 5

p/po (po =11.34 g.cm™3)

Fic. 7.10 — Adiabatique d’Hugoniot principale du plomb : pression totale P en fonction de
la densité p.



Chapitre 8

Conclusion

En conclusion de ce travail, il nous faut en premier lieu insister sur I'obtention de la co-
hérence thermodynamique. Nous disposons a présent d'une approche théorique et numérique
qui permet de poser le concept d’atome dans un plasma dans le cadre de la mécanique quan-
tique et d’'une maniere qui autorise le calcul de 1’équilibre thermodynamique du plasma. Il
importe de préciser que d’une certaine facon, il s’agit du premier modele quantique d’atome
a présenter une cohérence interne en physique des plasmas.

Le modele, tel que nous I'avons présenté ici, ne repose réellement que sur deux hypotheses :
d’une part la prédominence des effets a un centre — hypothese qui définit la physique atomique
— et d’autre part une hypothese sur la forme de la fonction de corrélation ionique a deux
corps. La nécessité de cette seconde hypothese découle de la structure du développement en
grappe qui exige un postulat sur la corrélation d’ordre deux afin de calculer 'ordre un. Cette
hypothese pourrait néanmoins faire I'objet d’un traitement plus réaliste, nous y reviendrons
plus loin.

Par ce travail nous espérons apporter une réponse pertinente a la question qui s’est posée
des les premieres tentatives de généralisation quantique du modele de Thomas-Fermi. Cette
question peut etre formulée ainsi : au-dela d’une simple intuition heuristique, est-il possible de
définir un concept d’atome théoriquement cohérent dans le cadre de la physique des plasmas ?
La notion d’atome devient-t-elle caduque des lors que les électrons se délocalisent ? La réponse
qu’apporte notre étude est alors la suivante : ’atome peut étre défini dans un plasma au
prix d’une révision radicale de sa conception. L’idée d’un élément neutre constitutif de la
matiere ne peut étre maintenue. En revanche, I'atome revient en tant qu’objet statistique
représentatif du plasma dans son intégralité. Cette redéfinition du concept d’atome reste
néanmoins compatible avec la conception usuelle de I'atome dans le cadre de la matiere non-
ionisée. Nous avons en effet vu qu’elle tend vers cette derniere des lors qu’on entre dans un
régime de basses températures et de basses densités.

Notre étude a nécessité la conception d’'un nouveau code : VAAQP, qui a permis de
montrer la faisabilité des calculs mettant en ceuvre ce modele variationnel. Cet outil permet
désormais d’effectuer une grande partie des calculs utiles a la tabulation d’équations d’état
de maniere automatisée, dans une logique de production. Il offre une plateforme performante
en terme de rapidité et de précision, mais surtout souple dans son utilisation ainsi que dans
son adaptation a des développements théoriques a venir.

Par une premiere confrontation avec l’expérience, nous avons montré que ce nouveau
modele représente un candidat sérieux pour la description des plasmas denses. Si la confron-
tation a l'expérience par le biais des équations d’état se révele peu discriminante, elle confirme
néanmoins la vraisemblance de nos résultats.

Outre 'atteinte de ces objectifs majeurs, de nombreuses perspectives s’ouvrent désormais
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pour de futurs travaux.

Un premier champ de progression pourrait concerner 1’amélioration de la prise en compte
des aspects ioniques du plasma. Rappelons ici que les considérations théoriques tenues sur
le modele avec '’hypothese d'une fonction de corrélation idéalisée peuvent étre sans difficulté
majeure généralisées a des fonctions de corrélations ioniques plus sophistiquées. Au vu des
temps de calculs nécessaires a la résolution du modele dans son application présente, il semble
envisageable d’obtenir la cohérence entre les aspects électroniques et ioniques en couplant
notre résolution a des simulations ou a des calculs de type HyperNetted Chain.

Une question ouverte réside dans la maniere de mieux appréhender la région des conditions
normales. Il serait notamment intéressant de mieux comprendre les limites du modele a un
centre, et de considérer une éventuelle jonction avec des calculs mettant en jeu des effets a
plusieurs centres, comme des simulations de dynamique moléculaire quantique.

Dans une optique d’exploitation du modele, il serait approprié d’effectuer des calculs de
coefficients de transport tel que la conductivité électrique. Pour ce faire, certaines théories
telles que celle de Kubo-Greenwood (cf. Refs. [182,183]) sont directement applicables. Cepen-
dant, une approche plus ambitieuse, en effectuant un calcul de réponse linéaire dynamique
du systeme a 1’équilibre, pourrait sans doute se réveler plus intéressante encore.

Enfin, dans I'idée d’obtenir une modélisation statistique plus fine du plasma, une piste
que nous ne manquerons pas d’explorer sera d’effectuer des calculs en configurations ou en
supraconfigurations afin d’avoir la possibilité d’utiliser ce nouveau modele pour des calculs
de propriétés radiatives.



Chapitre 9

Annexes

9.1 Rappel sur les multiplicateurs de Lagrange

Plus qu'une démonstration générale de la méthode, on rappelle ici un exemple a deux
dimensions qui illustre la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Soit la fonction de deux
variables f(z,y). On veut minimiser f le long de y = yo(z).

d af T,y 8f z,y dyC €

4 fey =o= 200 A del) 0.1)
x T ly=yo () Y ly=ye(@ v

La méthode des multiplicateurs de Lagrange consiste a définir la fonction g(x,y) en introdui-

sant le multiplicateur v comme suit :

9(z,y) = fz,y) =7y —yo()) (9:2)
Minimiser f le long de y = yo(x) revient alors & minimiser explicitement ¢ :
dg(x,y) . Of(zy) _ Of(=z,y)
oy 0= o =y = 3y (9.3)
Og(x,y) o Of(x,y) | dyc(x) Of(z,y)  Of(x,y)dyc(x)
or 0= ox 7 dr Oz + dy dx (94)

On retrouve bien que I'Eq. 9.1 est équivalente a ’Eq. 9.4.

9.2 Rappel sur les dérivées fonctionnelles

On rappelle ici brievement la définition de la dérivée fonctionnelle ou dérivée au sens
de Fréchet ainsi que son équivalence a la dérivée d’une fonction lorsque la fonctionnelle est
locale.

Soit n{v(r)} (') une fonctionnelle.

n{v(r) +dv(r)} () =n{v(r)} () + dn{v(r)} (v') (9.5a)
=n{v(r)} (r') + /d3r {%50&)} (9.5b)

On appelle dérivée fonctionnelle, ou dérivée au sens de Fréchet, de n{v(r)} (') par rapport

a v(r) le terme :
on fv(r)} (')
dv(r)
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Par définition de la distribution de Dirac d3, on a la relation :

dv(r')
dv(r)

= d03(r' —r) (9.6)

Soit une fonctionnelle n {v(r)} (') locale, c’est a dire dont la valeur en 7’ est fonction de
la valeur de v en " uniquement :

n{v(r)} (r') = flo(r)) (9.7)

Alors si 'on considere une variation duv(r) :

n{v(r) +dv(r)} (') =f(v(r") + dv(r)) (9.8a)
=f(v(r")) + 82_5}1}) " du(r') (9.8b)
=n{v(r)} (r') + %ﬁj}) - /d3r {ov(r)os(r' —7)} (9.8¢)

On a donc :
S} () _ 0| 0w ) 0
ov(r) Oy ’ M |y O0(T) '

9.3 Thermodynamique du gaz parfait d’électrons

Nous rappelons ci-dessous quelques relations usuelles sur le gaz parfait d’électrons. En
premier lieu, la distribution de Fermi-Dirac peut étre écrite :

1
F _
no(E) - eﬁ(E*#no) + 1 (910)
La contribution de I’énergie E a l’entropie est alors :
Sno(E) =kp (fL (E)In f} (E) + (1 — fE(E))In(1 — £} (E))) (9.11)
Ainsi, I’énergie libre volumique prend la forme :
0 d’k F
fO(TLO?T) =2 W{fno(E)E_TSno(E)} (9'12>
2 m3/2 L
= — = 2kpT)??I o 1
o hng 3 472 ( B ) 3/2 (k’BT) (9 3)

Les dérivées par rapport a I'énergie de la distribution de Fermi-Dirac et de la contribution
de I'énergie E a ’entropie sont alors :

Ofn(E) __ oor "

n = B (B)(1— £ (B)) (9.14)
05,u(E) _ | Of(E) ( FH(E) \ __E—p, Off(E)
OF :kBa—Eln<1——,f;(E)>__ T 0B (8:15)
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9.4 Normalisation aux ondes planes

9.4.1 Cas non-relativiste

Nous convenons de normaliser les fonctions d’ondes du continuum comme les ondes planes,

c’est-a-dire :
/d37“ {@E’Z’m(’l’)ng/j/’m/(’r‘)} — 5(E _ El)5€7€,5m7m,

En exprimant les fonctions d’onde, nous avons :

/ dr {5 0m(P)pE om(r)}

(9.16)

o0 T 2m
_ / dr {72 RE,K(T) RE/j/ (r) } / df sin 8/ dp {Y'Zm<(97 @)n’,m’<97 gp)} (917&)
0 0 0

r r
- /OOO dr {Rpo(r)Re o(r)} 80,006
Reste donc a normaliser les fonctions radiales de maniere a obtenir :
/000 dr{Rg(r)Rg +(r)} = 6(E — E')

Procédons :

I

/ dr{Rgi(r)Rg ¢(r)} :/ dr {AEAE/ sin (pEr Y + AE,K) sin (pE,r —
0 0

ApAp
= E4 =270 (pp — pr)
or pp = V2mkE /h, d’ou
dE h2pE
1) —pp)=0(F — E)— =§(E — F'
(re —pEr) = 6( ) . ( ) -
Ainsi :
) A2 h2
/ dr {Ru () R o(r)} = 2" PE 5057 _
0 2 m

d’ou nous déduisons :

Dans la limite » — oo, nous avons :

I

RE7Z(’I“) = AE sin (pET‘ — ? + AE75)

d’ou nous déduisons, pour la réprésentation phase-amplitude :

m 2
Apy(r) = Ap; Oy, (r)=pe = 0= —ppAZ = s

(9.17b)

(9.18)

)

(9.19a)
(9.19D)

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)
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9.4.2 C(Cas relativiste

Nous convenons de normaliser les bispineurs du continuum comme les ondes planes, c¢’est-
a~dire :

[ & {ehnlr)om ()} = 8(E = B)owins (9.25)

En exprimant les bispineurs, nous avons :

/d3r {SOE,“,m(T)QOE',H/’m,(T>}
:/Ooodr{ o Pis(r PE' i }/0 d981n0/ ds@{Q D) (B:9))

+/0 dr {TzQEn QEI / 7’)}/0 d981n9 d¢ {Qinm(e,gp)ﬁ,ﬁx7m/(9,9@)}

(9.26a)
_ /0 T [P (1) P (1) + Qs (1) Qi (1)} GO (9.26b)

Reste donc a normaliser les fonctions radiales de maniere a obtenir :
/000 dr { Pg«(r)Pgr (1) + Qpx(r)Qp (1)} = 6(E — E') (9.27)

Procédons :

| P Perat) + Qentr) Q1))
—ApAp /O T {sin ( g;” | > sin ( g””; ,,.;)
+(—sgn(ﬁ))2i§i§ sin (p gﬁ; : ) sin (p %ﬂ ’“) } (9:28)
~pp (1+ 222 (["arf L cos(om —peon) | = [ ar {eos (e + 010} )

(9.28Db)
A2
(1 + u; ) m6(pE — pEr) (9.28¢)
2 mp’
or pp = y/npng = VE*+2Emc?/(hc), d'on
N AE » Pi(fic)?
—pp) =0(F—FE)— =0(F — B )———= 2
Slpe — pir) = B(E ~ E) - = 8(E ~ B)pEe (9.29)
Ainsi :
[e.9] A2 h 2 ,
/0 dr {Pp(r) Pen(r) + Qun(r)Qp w(r)} == (1 + f;E) %5@ — E') (9.30a)

:A_% 2F + 2mc® pg(hc)?
2 E+2mc? E+ mc?

:Aghc];—fmw _E (9.30¢)
P

76(E — E')  (9.30b)
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d’ou nous déduisons :

1 77P 1 PE
A 9.31
B Ve mor Vae\ mid (6:51)

Dans la limite » — oo, nous avons :

PE’g(T‘> = AE sin (pET — 677( + AE n) (932)

d’ou nous déduisons, pour la représentation phase-amplitude :
AL m 2

Apu(r) = Ag 5 P (r)=pp = 0=—pr— o (9.33)

9.5 Relation du viriel

9.5.1 Cas de I’équation de Schrodinger

On suit ici le développement formel de la Ref. [184]. On rappelle I’équation de Schrodinger
et sa conjuguée hermitique :

L Pp(r) = (B +v(r)) olr) (9.34)
P (r) = (B4 u(r) ¢ (r) (9.35)

On fait apparaitre le terme du viriel (r.Vo(r)) ¢*(r)o(r)

o (r)r.V <—h—2V2 (r )) =" (r) (E+v(r))r.Vo(r) + (r-Vu(r)) ¢*(r)e(r)
) (9.36)

= (-3 ) PVl + (Vo) (et
— % (gp*(r)’r.V (VZgo(r)) + (V2go*(r)) T.Vgo(r)) = (r.Vo(r)) ¢*(r)e(r) (9.37)

Soit, en convention de sommation d’Einstein :

2 (" (7);0; (0:0ip(7)) + (90" (1)) 2,;0;(r)) = (w:Oiv(r)) " (r)p(r)  (9.38)

2m

On effectue alors le calcul suivant :

0; (" (1)0i (x;0;0(r)) — (Bip™(r)) (2;0;0(r)))
= (0p*(r)) 0; (2;0 (7‘))+s0( )0i0; (2;0;0(r)) (9.39a)
— (0:0:" (1)) (2;050(7)) — (Dip*(r)) O (0 0(7)) (9.39b)
=" (r)0:0; (2;050(1)) — (8:0:0" (1)) (2;0;0()) (9-39¢)
=" (r) (8:0ip(r) + 0; (2;0,0;(r))) — (8:0ip" (1)) (;050(r))  (9.39d)
=2¢"(r)0:0isp(r) + " (1),0,0,00(1) — (8:055p" (7)) (;0;560(7)) (9-39%€)
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En utilisant Eq. 9.39¢ dans Eq. 9.38 :
h2 * * * *
—5,- (0 (07(1)0; (2;0;0(r)) — (0" (1)) (2,050(r))) = 2¢7(1)0iigp () = (2:0iv(r)) " (r)p(r)
(9.40)
ou encore, en abandonnant la convention de sommation d’Einstein :

—;—m (V. (@ (r)V (r.Vo(r) = (Ve'(r)) (r-Ve(r)) — 20" (r)Ve(r)) = (r.Vo(r)) ¢"(r)e(r)
(9.41)

La méme démarche peut étre effectuée pour les ondes planes :

_2h_m (V (cpfree*('r)V (’I".Vg&free(’l’)) o (Vgﬁfree*(’l“)) (fr.chfTee('r))) . 290free*(’l“)v2g0free(’f')) =0

(9.42)

9.5.2 Cas de I’équation de Dirac

Concernant le théoreme du viriel dans le cadre de I’équation de Dirac, on opte ici pour le
traitement formel de la Ref. [185], en raison de sa grande similarité avec le traitement utilisé
dans le cadre de 1’équation de Schrédinger. On rappelle ’équation de Dirac et sa conjuguée
hermitique :

—ihca.Vo(r) + me*Bo(r) = (E +v(r)) o(r (9.43)
+ihc (Vi (r)) .o+ mcPpl(r)3 = (E +v(r)) ' (r) (9.44)
On fait apparaitre le terme du viriel (r.Vo(r)) of (r)p(r)

o (r)r.V (—ihca. Vo(r) + mc*Bp(r)) =¢' (r) (E + v(r) 7.V o(r) + (r.Vo(r)) w*(%sz(g))

= (ihe (Ve'(r)) .a + mc*o'(r)3) r.Vo(r)
+ (r.Vo(r)) ' (r)p(r) (9.45Db)

—ihe (@T(r)r.V (. V(r)) + (V@T(T)) .o r.Vgp(r)) + mc? (ng(r)r.V (Beo(r)) — ng(r)ﬁ 'r.Vgp(r))

Soit, en convention de sommation d’Einstein :

En simplifiant :
—ihe (2ip" (r)a;0:0;0(r) + i (9;91(1)) a; (Dip(r))) = (00 (r)) o' (r)p(r) (9.48)

On effectue alors le calcul suivant :

0; (@' (r)ay(z:0:0(r)) = (0507 (7)) aj (2:0550(7)) + ' (1) t;0; (w:Disp(r)) (9.49a)
= (GJSOT(T)) Qj (z:050(7)) + SOT(T)%@%) (Dip(T)) + @T(T)aﬁi (@'@‘90(7“))
(9.49b)

=i (WT(T)QjaﬁjS@(T) + (ajsf’f("“)) Qi (3i¢(r))) + ' (r)a;6;;0:0(r)
(9.49¢)
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Ainsi, on obtient ’égalité :

Z; (SOT(T)%@'@W(T) + (@*PT(T)) Q; (5i<ﬂ(7“))) = 0; (@T(T)ag‘(ﬂfiaﬂﬂ(r))) - SOT(T)%@J‘SO(T)

(9.50)
En utilisant Eq. 9.50 dans Eq. 9.48
— it (9 (¢ () (wdip(r))) — @ (Faydyo(r) = (edo(r) @l (r)e(r)  (951)
ou encore, en abandonnant la convention de sommation d’Einstein :
—ihic (V. (' (r)a(r.Vo(r))) — o' (r)a.Vo(r)) = (r.Vu(r)) o' (r)p(r) (9.52)
La méme démarche peut étre effectuée pour les ondes planes :
—ihc (V. (@71 (r)a(r. V'™ (r))) — ! T(r)a.V!™(r)) = 0 (9.53)

9.6 Perturbations statiques et variation de la fonction
d’onde

Il ne s’agit pas ici de résumer la totalité de la théorie des perturbations en mécanique
quantique mais plutot de rappeler deux résultats qui sont utiles dans le calcul des variations.
Soit Hy le hamiltonien non perturbé et {|¢;)} la base orthonormée telle que :

I°¢:) = Eil;) (9.54)

On applique au systéme une perturbation statique —3V de représentation |r) : —duv(r). Cette
perturbation engendre une perturbation |dg;) de I'état |p;) ainsi qu'une perturbation JFE; de
la valeur propre F;.

(H® = 6V)(|ls) + |8:)) = (Ei + 6 E:)(|0s) + 161)) (9.55)

Ainsi on a a l'ordre O : )
H°\p;) = Eilp:) (9.56)

et a lordre 1 : . .
(H° = E)|op3) = (5F, + 6V i) (9.58)

On projette 'équation d’ordre 1 sur |g;) :
(@il (H® = E)[0pi) = 0 = (¢l (OE; + V) |ps) = 0 E; + (:lV | i02) (9.59)

Ainsi, on obtient : )
0E; = —(pil6V]|¢s) (9.60)

On projette alors I'équation d’ordre 1 sur |p;) # |¢;) :

(pi|(H® = EDlog:) = (B; — Ei){pildw) = (05l (0B; +6V)@i) = +{psl6VIen)  (9:61)

d’ou ~
wiloV |p; go X% ©;
(oo = S 5 — 57 1oy TR (9.62)
J

JFi B
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En représentation |r) :

8, = = [ @i aitr) s dtr) = (o) = 3 2L [ (sl r)
I A
(9.63)
Ce qui conduit aux dérivées de Fréchet suivantes :
0B e 0ir) _ 5 (r')ei(r’)
5,0(7,/) - ‘gol(lr >| ) 5U(T’) - ;@] <r> E] _ E’L (964>
Soit dans le cas de la base qui nous occupe : {{|¢s)}. {|lvr)}}
0B, 12
I = [l (9.65)
) s(7') / d*k' 902:’(7'/)905("°/)
IZ#SQOS Es + (277')3 Spk/<r) Ek;/ . Es (966>
59%(7" _ 903(7“’)901@(7“’) / d’k’ P (T pre(r)
Su(r) >_eer) B —E. (27r)i*1"0""("°> Eu — E, (9.67)

-5/
On peut alors calculer les dérivée fonctionnelles de différentes quantités qui font intervenir
la fonction d’onde, notamment la carré du module :

Slonr) _ dgi(r) . Geulr)
51)(7’,) Sv ('I”/) on( )+§0k( )51}(7“,)

= Y s PR [ e PR

D e T

Ainsi que la somme :

i | (;’;’jggkck f ; / o [ Er o -1} (9.692)
/ d*r {—5‘;}’“5’";'2} (9.69b)
oo [ @r [ S o )

/ o [ [ SR d?”“/ rpur) AT (g 60
dgk / LA P / d37‘s@2/(T‘)sok(?")—(p?“(rl)%'(r/)

E. — E;
(9.69d)
Bk [ BN G- gy
- / / 27 3Ek —Ek/( m)°03(K" — )i (r)ew (r') (9.69)
- 2 ,m 96— gw O(K — k)
— dkk dk’ k B E, e

27r 27 9/
/ A / Ao / i [ ao "= 50— i eutr)
(9.60f)
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or

. gk — gg . 9 — g Kk — K’ Ogr
o (Ek — Ek’) Pk ( k—k Ey— Ek/) 0 Ex 970

Finalement :

0 &’k Y dk 1299
5U(r’)/ (27r)39’f0’“—‘/0 6Ek/ / dOrdrlor(r)[? (9.71)

9.7 Regle de somme de Friedel

On rappelle ici la regle de somme de Friedel, dans le formalisme du probleme a potentiel
central.

9.7.1 Cas de ’équation de Schrodinger

Commencons par rappeller I’équation de Schrodinger radiale, pour les états du continuum :

o) 2B o)) R ) — Y

Rpe(r) =0 (9.72)

On considere que les états du continuum sont normalisés aux ondes planes :
> , m [ 2
dr {RE g(T’)REl Z(T)} = 5(E — E) = AE = A\ — (973)
0 ’ 7 n?\ mpg

2mE
PE = 72 (9.74)

ou :

Nous considérons un potentiel localisé, c’est-a-dire tel qu’il existe un r., pour lequel :
r>Tre = v(r)=0 (9.75)
pour r — oo, nous avons alors 1’équation :
(1) + PERE(r) =0 (9.76)
Pour b — oo, nous pouvons donc écrire :

/0‘”{ SR g(r) — Ripo(r) R (1)} =(0 — ) / dr {Rpy(r)Reo(r)}  (9.77)

[Ripo(r) R o(r) — RE,E(T)Rb,e(Tﬂg =(pe + pE)(PEr —pE)/O dr {Rp,¢(r)Rpo(r)}

(9.78)
La dérivée n-ieme de Ry peut étre développée en pg :
. . ARG (r)
Rl (r) = REVr) + (b = pi) —5— (9.79)
PE -
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Nous pouvons ainsi écrire :

, ORg (7 OR' (1) b
[RE,z(T’)(pE' - pE)L() — Rpo(r)(ppr — pp)—2 40 ((per — pE)?)
OpE Ipe 0
b
e+ pe) o~ pe) | dr (B Rea(r)) (950)
0
Pour £ — FE’, nous obtenons alors ’égalité suivante :
ORg(1) , ORY; (1) ’ b
T ) = ) 0] < [ () s
Toujours dans le cadre b — 0o, nous avons :
14
Rp(r) = Agsin (pET - ; + AE,Z) (9.82)
, r
B.o(r) = Appp cos <PE7” ) + AE,Z) (9.83)
OR A l 0A 1
p(r) = gin (pEr . + AEﬁ) + Agp (r + E’e) cos (pEr . + AE,E)
IpE 2pp 2 OpE 2
(9.84)
OR) A 14 A 14
L(T) = 2F cos pEr——W—i-AE,g — Appe [+ OB sin | ppr — —7T+AE74
8])E 2 2 apE 2
(9.85)

Ainsi, on peut écrire :
b 1 1 A
/ dr{R3,(r)} = A} (—— sin (2ppb — m + 2Ag ) + = <b + EZ)) (9.86)
0 ’ 4pE 2 Opg

En itérant le calcul précédent pour les ondes planes (A = 0), nous obtenons de maniere
évidente :

b 1 b
dr d RIree2(p) L = A2 (——sin 20pb — I +—) 9.87
| ar {REi w0} = 4 (= sin @psb - om) + 5 (9.87)

Finalement, nous obtenons :

beo A 1
dr {2 ,(r) — R ()} = - ( BL . sin Apgcos(2pgb — bn + A )
/0 { E,e( ) EL ( )} R2rps \ Opm . £, cos(2pg E(Z) |
9.88

ol le second terme du membre de droite donne une contribution nulle pour b — oo, des que
I'on integre en énergie.
Nous définissons alors AN comme suit

AN — 00) = 32020+ 1) /OOO dE{ ’ (E) /Om dr { B () - Rg;;e?(r)}} (9.892)

- %:2(2£+ 1) /OOO dpg {@%} (9.89b)
- —;2@“1)/000 iy { 22220l E) (9.580¢)

™

Oo Apy F F
=N"20204+1) | dpg “Bpefl(B)(1 - fF(B)) (9.89d)
e n) [ e S |
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ou on a pris la convention Ag_o, = 0. Si ce n’est pas le cas, nous utilisons la forme :

ANGe) = 2+ [ e { BB )| 0

7T
¢
Alors, pour des états liés normalisés dans tout ’espace :

/OO dr {47rr2(n(r) — no)} = Z 2(20 + 1)f,€z(Em,e) /OOO dr {Rir,ﬁ(r>}

+ %:2(2£+ 1) /OOO dE {ffO(E) /Ob%o ar { R, (1) - Rgf;e“’(r)}}

(9.91a)
=D 220+ 1)f(Ba, ) + AN(c0) (9.91D)

Nyl

9.7.2 Cas de ’équation de Dirac

Commencons par rappeller le systeme de Dirac radial, pour les états du continuum :
K
P,;,R(r) + ;PE’,{(T) +np(r)Qex(r) =0 (9.92)
K
Qpw(r) = ~Qpn(r) = ne(r)Ppu(r) =0 (9.93)

On considere que les états du continuum sont normalisés aux ondes planes :

°° S R _ L e
/0 A {Pen(r)Pern(r) + Qealr)Qurnr)} = B = B) = Ap =[50\ /72 (094
ou :
E? + 2Emc?
pe =/ —2262 e (9.95)

Multipliant la premiere équation du systeme par Q% .(r) et la seconde par Py, (), nous
obtenons :

2
QE’,R(T)P/E,H(T> + ;QE’,R(T>PE,/£(T) + %QE’,E(r)QE,H<r) + %Ch——ic_v(r)QE’,n(r>QE,n(r> =0
(9.96)
Pt () Qi) = Por 1) Qi) — P 1) Pnr) = N Py (1) P () =0 (9.97)

En retranchant a chacune des équations son équivalente avec les indices permutés, nous
arrivons a :

QE',H(T)P/E,K(T> - QE,H(T)P/E’,K<T)

Q) Penr) ~ Qe Poral) + T P e (G ) =0 (009
Py o (r)Qp (1) = P (r)Qp . (r)
(P alr)Qinr) — Pes(n)@p 1)) = T D P () Pos(r) =0 (9.99)
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Enfin, en retranchant la premiere équation a la seconde :

E—F
hic

(P r) P (1) + Qo s(P)Qalr)) = - (Qir) P () = Qi olr) Ps(r) = 0
(9.100)

Alors, nous pouvons écrire :

E — E/ b
[ 1P ) Post) + Qernr)Q1)) = Q) Pernlr) = Q1) s (1)
0
(9.101)
Il est alors possible de développer Pg ., Qg et (E — E')/hc en pg :
0Py (r)
Ppr (1) =Pp (1) + (P — DE) 5| T (9.102)
be PE
Qi (r)
Qe w(r) =QEx(r) + (Per — PE) aE— (9.103)
PE -

E—F he 2Emc? — 2E'mc? he (2Emc2 + E?—2E'mc*— E? E?-— E2>

he  2mc? h2c? © 2me? h2c? h2c?
(9.104)
he 9 9 9 he 9
=53 0k =P + 0 (P2 = pw)*)) = 55 ((pe +pe) (P2 = Pr) + 0 ((P5 —P)?))

(9.105)

Dans la limite £’ — E, nous obtenons ’égalité suivante :

OPpn(r)  0Qpx(r) " he /b ) )
: - ——P = 2 P 1
Q) 2t - e ()| = oo [ (PR )+ Qhur)}) (0:106)
Pour b — oo, nous pouvons écrire :
) l.m
Pp(r) = Agsin (pEr -5 AE,H) (9.107)
b
Qex(r) = —sgn(ﬁ)];—fAE sin (pEr — Tﬂ + AE,H) (9.108)
P
aPE,H(T’) . AE ch . g,{ﬂ'
opr  2pp E+mc S PET T + A
AE l,
+ Ap r—l—a P ) cos pEr——ﬂ—i—AE,i (9.109)
8pE 2 ’
0Qp..(1) A mdc? . g,;ﬂ'
“ope g B \ Py A

_ 59”(’€)p—§AE (7‘ n 38AE,,.;) Ccos (pEr - &77? + AE,H> (9.110)
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ou nous avons utilisé les relations :

onp he

opE E+ mc2PE

aAE AE ch
=— 112
OpE 2pp E + mc? (0.112)

(9.111)

dont nous déduisons :

6PE7,{(7“) _ aQE,,{(’I“)

K P K
el =5, opg L Exr)
A2 mc? (. . E T
:Sgn(K})n—?fm sin (pE‘T’ — T + AE‘ ,{) Sin (pE’T’ — T + AE‘ /{)
A2 Ap 1 14
— sgn(k) géjE <7’ + a@pE > (sin ( ;ﬂ 7 ) Cos ( ';W , >
l, l,
— COS <pE7“— TW+AEH> sin <pEr— TW—l—AEH)) (9.113a)
OPg (1) 0Qg.(r) AL mc?
Qr.x(r) O — O Pg (1) = 277 2 Tt me sin (2ppr — Lem + 2Ag )
A2 Ag .
+ EfE (r + 94p, ) (C082 (2ppr — lem + 2AR ;)
np Ope
+ sin® (2ppr — Lo + 20 ) (9.113b)
Az me? .
_ ﬁm Sin (QPET — gnﬂ- + 2AE¢€>
+ r+ ’ 9.113c¢
770p Ope ( )

En itérant le calcul précédent pour les ondes planes (A = 0), nous obtenons de maniere
évidente :

OPL(r) 0Qf’"“( )
Ope Ope

AL mc? Aipp
Zn T n ppr — L) + 2L
20 F ot me? sin (2pgr )+ ) T

(9.114)

eree( ) Péj":e(,,«) E—

Finalement :

b—o0
[ P + @) - L) - 0l )

2 (OAp, 1 ’
= ( 8pE, e E Tﬁncz sin Ap,; cos (2ppr — Lo + AEﬁ))
E E
(9.115)

B hempg

ol le second terme du membre de droite donne une contribution nulle pour b — oo, des que
I’on integre en énergie.
Nous définissons alors AN comme suit :

AN =)= Y2l [T an {she) [ i (P20 + Gt - PE0) - @00}
(9.116)
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Et nous arrivons a :

AN(o00) = ;2\/@|m02h303 /OOO dps { AL = Do PESay (B) (5(1 R E) ;)}

m(E + mc?) E + mc?

9.8 Méthode de Numerov

La méthode de Numerov (cf. Ref. [186]) est une méthode de différences finies pour les
équations de la forme

[(@) + wia) f(z) = 0 (9.118)

Cette méthode tire parti de la forme de 1’équation pour obtenir une précision d’ordre 6
avec une différence finie en 2 points seulement.

On écrit le développement de Taylor pour la fonction f :

Feth) = @) £ hfa) + o

)£ @)+ 0@y £ 00 4 o) (0.019)
2 6 24 12 '

ainsi que pour sa dérivée seconde f” :

Pl h) = @) £ h O + @ £ 0@ oty 020)
On écrit
fla+h)+ flx—h) =2f(z) + h* f"(2) + % FO(z) + o(h)
\ (9.121)
= (2= Pw()) f(2) + 15 £ (@) + o(hY)
P+ B+ £ — B = 207 () + B F0 () + ofh) (9.122)
en utilisant I'Eq. 9.118
B2 f@(x) = 2w(x) f(z) — w(z + h) f(x + h) —w(z — h)f(z — h) + o(h?) (9.123)

Finalement, en substituant h? f*)(x) :

(1 + ?—;w(x + h)) flz+h)+ (1 + %w(m - h)) flz—h)= (2 - %th(x)) f(x) + o(h®)
(9.124)

Si on discrétise les fonctions f et w sur une grille de pas h, avec des indices ¢, on a donc
le schéma suivant :

1 10, h? 6
fi+1 = Hh—2w 2 — Eh W; fz -1+ Ewi_l fi—l + O(h ) (9125)
i+1

12
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9.9 Perturbations dynamiques et fonction de Lindhard

_ Considérons un hamiltonien H consitué du hamiltonien H° et d’un potentiel perturbatif
V1(t) dépendant du temps : S
H=H"+Vt) (9.126)

On considere le développement perturbatif de ’état, en représentation de Schrodinger :

o(t)) = () + 1" (1)) (9.127)
L’équation d’onde a ’ordre 0 est alors :

AOW(0) = ih o 1°(1) (9.128)

Les solutions sont alors les gpime, a 'opérateur d’évolution pres :
op(r,t) = e ikl (r) (9.129)

L’équation d’onde a l'ordre 1 est, quant a elle :

HOlp! () + V(1) (1) = m%wm (9.130)

On considere alors la transformée de Fourier temporelle définie comme suit :

ohrt) = [ 52 {eutre™) (9.131)

Il convient de remarquer que la conjuguée hermitique de la transformée de Fourier n’est pas
la transformée de Fourier de la conjuguée hermitique :

ole(r ) = (/Z ‘21—: {gp,;w(r)e—iwt}y (9.132a)

< dw ,

— / o Ors,(r)e™™} (9.132b)
> dw lc —iwt

= o {orto(r)e ™'} (9.132¢)

vl(r,t) = /_00 d v (r)e ™'} (9.133)

w
oo 2T

En utilisant cette transformation de Fourier, I’équation d’onde a l'ordre 1 s’écrit :

> dw i < dw ree _i o
HO/ g{sf)}c,w(r)e t}+/ g{vi(r)wi (r)e h(h‘”Ek)t} :hw/

dw —iw
% {(pllc,w<r)€ t}

- ) (9.134a)
< dw ree —iw * dw —iw
| {0 + ok el ) e} = [ 92 fedure )

(9.134b)

HO3 (1) = hwpi (1) = — v () op, ()
(9.134c)
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On exprime la solution a l'aide de la fonction de Green de 1’équation d’onde des particules
libres (voir 'Eq. 9.174 page 166)

Phalr) = [ @ {ud )l ()G )} (9.135)

Un calcul identique peut étre effectué pour la conjuguée hermitique :
gp}cfw( ) — /d37’/ {_Ulfwak/h(r/%OéreeC(T/>GOC<T’r,;hw)} (9.136)

On peut alors construire la densité perturbée a l'ordre 1 :

n(r,t) :gspm/ E {f )| or(r, ) } (9.137)
:gspin/ d k3 {fF (r,t)gp%('r,t)}

d3k . .
o | G U7 (A )bt ) + A D)+ 0139
=ng+n'(r ,t)+... (9.139)
On remarquera que l'on a ici omis d’ajouter la traditionnelle contribution des états liés a
la densité. De fait, considérer I'action d’'un potentiel par perturbation des ondes planes ne
fait pas formellement apparaitre d’état lié. Pourtant, la méthode de perturbation décrite ici

donne bel et bien acces a la perturbation de la densité totale et non de la seule contribution
des états du continuum. On revient sur ce probleme dans la partie 5.3, en page 95.

P (1) =Gopin / C”Z, {FF (B) (A5, b, ) + ohe(r, Dm0 } (9.1400)

0o | (d3’§ {0 ([ 52 {etsmctume 20
v [ {dmed e L @

— [ et [ s {70 (e >wi,w+Ek/h<r>+gpzfMk/h(( sjﬁo;))}}

= / g—: e “nl(r)} (9.1404)

ou on a défini :

L (r) g [ s {780 (o ) rn(1) + Il ) | 01410
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En exprimant les solutions <p,w, <pkc données dans les Eqgs. 9.135, 9.136, on obtient pour la
réponse linéaire de la densité :

~ 9o | <d—k [ (£ (Lol ol ()G s B+

27)3
+ol (P ()G ey By — hw)@i’”“(?"))} (9.141b)
51 [k dK P () (P )pg  (r) e (1)
_gsp""/dww(")/(zw) 3 (2m)? {fF( )< Ek/—(EkkJr o)
freec freec free free
Py (M) () (e (1)
+ EZ — & - ) ) } (9.141c)

on permute les indices muets dans le second terme :

51 d3k dgk/ . (pireeC( )Spér%( >¢£Tee<r)¢£7660(r/)
_gspin/dTU("')</(2ﬂ_) (27r) {f( k) B — (Ep + o) }

B N e S GO S GO L )
+/(27T) 3 (2m)° {f( W) By — By — o) }) (9.141d)

_ s [ Ek PE ] F o T e G o M G
—gspin/d va(’l‘ )/ (271')3 (271') {(f (Ek/) f (Ek)) Ep — (Ek + hw)
(9.141¢)

On considere alors la transformée de Fourier spatiale définie comme suit :

d3q ,

1 _ 1 iq.r

nl(r) = / @n? {ng. "} (9.142)
Dans le cas quantique non-relativiste, on a a traiter le hamiltonien de Schrédinger H® = H9Y S5
Gspin = 2 et les fonctions d’onde sont : 3 ““(r) = €™*7 ainsi :

e = [y [ AN () e 2T o aam
W= Y (27)? (27)3 W ") B — (Er 1 how) o
en faisant le changement de variable ¢ = k' — k :

2l [ st ) oo b))
(9.143Db)

d3q iq.r770
=2 2ny {e"?™TI) ve ) (9.143c¢)

ou on a défini :

o _ [ @k [ [T (Bgrr) — [ (Er)
m.= | <27r>3{ Fos e ) A

Finalement :

=110 v (9.145)

q,w qw
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Dans le cas quantique relativiste, on a & traiter le hamiltonien de Dirac H® = HY, goin = 1

f”e( )= \/ﬁ(uks—i—v k_s) €FT ainsi

d3k d3k’ 1 cilk—K').(r'=7)

s,s’

et les bispineurs sont : ¢

(uk,s + UT_k7_8> (Uk,s + 'Ufk,fs) (uk/,s/ + ,U*k',fs') <UL,,S, + ,U]Lk’,fs’>} (9146&)
Ak dEK 1 cilk=K).(r'—7)

= &r'vl (v (B — fH(E 2E.2F 0, ¢
Z/ Mw(r)/ (27)3 (27)3 {(f (Ew) = 1 (E)) 0F2Ew B — (By 1 hw) FomH0s

(9.146b)

d3q 1q. 7770
:2/ I {eierd ol (9.146¢)
Finalement, on a toujours :
Mg = 1 Vg (9.147)

Remarquons que le méme résultat peut étre obtenu via le formalisme des fonctions de
Green a température finie, pour une telle approche, on pourra se reporter a la Ref. [26].

9.10 Singularités de la distribution de Fermi-Dirac

Afin de réaliser par la méthode des résidus certaines intégrales faisant intervenir la dis-
tribution de Fermi-Dirac, il est utile de connaitre le comportement de cette derniere dans le
plan complexe.

Considérons la distribution de Fermi-Dirac adimensionnée, dans le cas non-relativiste :

1
F
e — 9.148
7 (k) e%?JrAT +1 ( )

ou 'on a défini Ar = pu/kgT, et on k € C. On aura un pole de la distribution lorsque :

ST AT — ] — H@ADT L i e N (9.149)

K? = K2 — ki + 2k = 0 (Ap £im(25 + 1)) © k2 — K = 0Ap ; 2ik,k5; = £inf(2j + 1)

(9.150)
ou l'on note k, = Re(k) et k; = Im(k). On obtient alors les solutions :
W =~/ —0Ar + OAT)E T (702 + D)) (9.151)
V2
1 .
W = EWAT +(0AD)? + (702 + 1)) (9.152)

Les singularités de la distribution de Fermi-Dirac sont ainsi situées aux poles de Fermi w7,
K’ définis comme suit :

K, = +r + ik (9.153)

(9.154)

_]_

j
(3
5 +r! — ir!

+ — )
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Il s’agit a présent de chercher le comportement de la distribution de Fermi-Dirac aux
voisinages de ces poles. Soit k = k% + ¢ (démarche identique pour kK = F/. + ¢€), oll £ est un
infiniment petit du ler ordre. On a alors :

2 2 J
o Ar = Egi +im(25 + 1) (9.155)
et donc :
1 0 0 1
ff(k) = , - = : (9.156)
+im(2j+1) 2er) ek, 2% K — K
e J <1 + T) +1 + + +

on a ainsi affaire & un pole simple en x?, avec le résidu —6/2x, .

9.11 Potentiel coulombien dans ’espace de Fourier

Soit le potentiel coulombien :

(9.157)

Effectuons alors la transformée de Fourier de v“(r) :

W0 —¢? / air L (9.158)
4 r

iq.r
= lim | d®r {e—"’”e } (9.159)
n—0+ r
fe'e) +1 ]
=2me? lim dr {T’B_UT {ezq”}} (9.160)
=0t Jo -1
o0 eiqrt +1
=27e? lim dr qre”™ [ : } (9.161)
n—0+ 0 wuqr 1
0 —Nr
—4re? lim [ dr {Lm(qr)} (9.162)
=0 Jo q
4 2 —nr o [es]
— lim ([—LOS(QT)] —/ dr{ﬁe_m cos(qr)}) (9.163)
q n—0* q 0 0 q
4re?
- (9.164)

9.12 Fonctions de Green des équations d’onde
Soit I’équation d’onde stationnaire, pour un hamiltonien H :
(H—E)|) =0 (9.165)

est souvent intéressant d’écrire des solutions de I’équation inhomogéne associée, notammen
Il est t Int td’ d lut del’ t h , not t
pour écrire la fonction de réponse.

(H — E)Y(r) = F(r) (9.166)
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Il s’agit d'une équation linéaire, afin de la résoudre, on recherche la fonction de Green
G(r,r', E), c’est-a-dire la solution de I’équation suivante :

(H— E)G(r,r' | E) = d3(r —1') (9.167)
Considérons la base {|p;)} des états propres de H
Hlp;) = Ejlo;) (9.168)

On note p;(r) la représentation [r) de [p;) et ¢j(r) son hermitique conjuguée. La relation
de fermeture de la base {|p;)} permet d’écrire :

Z\<Pj><90j\=]1=><7‘!"“'>=z< 7o) (pslr') Z% ) =ds(r =) (9.169)

A partir de cela, il est trivial de construire G(r,r, FE) :

(H = E)p;(r) = (E; — E)p;(r) (9.170)
(H - E) ; % = ; @;(r)e§(r') = d3(r — ') (9.171)

Finalement : P
Grr' B) =Y % (9.172)

J
Dans le cas de la théorie des perturbations a 'ordre 1, on doit résoudre une équation
inhomogene du type :
(H° — E)y(r) = F(r) (9.173)

T€€>

Les ondes planes {\cpk } consituent par définition la base d’états propres de HP et alors la

fonction de Green G°(r, 7', E) s’écrit :

O ) — / (d% {soi’“%r)gof;’m(r') } (0.174)

271')3 Ek—E

9.13 Fonction de Green de Helmholtz

On rappelle ici un calcul de la fonction de Green de Helmholtz, ainsi que I'expression de
cette derniere en symétrie sphérique.
L’équation de Helmholtz inhomogene, pour une fonction f(r), est :

Vif(r) =k f(r) = Su(r) (9.175)
La fonction de Green de Helmholtz est définie par :
ViGy(r, ) — k3LGy(r,r') = d3(r — ') (9.176)

en convenant des transformées de Fourier :

GH(r,r’)z/(;l—kg{ He(r)e™ T} (9.177)

Ss(r — ') = / (;l:;g {e““-“‘—’“’)} (9.178)
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on obtient directement :

—ik.r’ —ik.r’
Gl = — & _ € 9.179
1) = e T Tt i) (= i) (9.179)

Gl :/ (Z:;g {_ (k+ ze/g:)(;fi ikn) } = Gulr =) (9.180a)
- (271T>2 /0°° an { "t zkH_)l(i; i) /Oﬂ dfsin g {eik'”/'“’se}} (9.180b)
Pl o)
o | i e (9.1804)

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient :

[ -2k 1 1 1
- " - in(klr — ' 1
(27T)2/o {I?‘—r’|2ikH <k;—¢k;H kﬂkH)Sm( |r rl)} (9.180e)

Décomposant a présent le sinus :

1 o k 1 1 , , , )
— dk _ iklr—r'| _ —iklr—7'|
(27?)2/0 {QkH|r—r’| (k—ik:H k:+z’kH> (6 ¢ )

(9.180f)
00 ik|r—r'| 00 ik|r—r'|
_ ! / BT S / BT S
2(271')2/{ZH|’I" — ’I",| 0 k — Z/{ZH 0 k + ZI{ZH

00 kefikh*f'r"\ 00 k,efik:|1°f11/|
— dk § ——— dk § ——— 1
/0 { k—ikn }+/0 { k+ikn }> (9:150¢)

1 oo keik\r—r’| 0o keikz|r—r/|
= dk § ——— ¢ — dk § ——— .180h
2(27T)2]{5H|'I“—T/| (/OO { k’—ik’H } /oo { k’+Zk‘H }) (9 80 )

On réalise chacune de ces deux intégrales par la méthode des résidus en considérant un contour
I' constitué de 'axe réel et d'un demi-cercle de rayon infini dans le demi-plan Im(k) > 0.
Sachant que |r — 7| > 0, le lemme de Jordan appliqué au demi-cercle garantit que ce dernier
apportera une contribution nulle a I'intégrale. Chacune de ces intégrales le long de 'axe réel
revient alors a 'intégrale sur tout le contour I'. Puisque kg > 0, le pole simple de la premiere
intégrale k = iky est situé dans le contour et apporte une contribution 2im(ikge *#1m=""1). Le
pole simple de la seconde intégrale k = —iky est situé hors du contour et n’apporte aucune
contribution. Finalement, nous obtenons :

Qi (ik e Fulr=l)
—7r') = 181
Gu(r—r') 22k =7 (9.181a)

e_kH‘r_”J|

SR — - 181
ey = Cullr =) (9.181D)
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On considere a présent la solution de I’équation de Helmholtz inhomogene, avec un terme
source Sg(r) a symétrie sphérique :

f(r) :/d3r'{SH(T’)GH(|r —7'|)} (9.182a)
=27 /OOO dr’ {T/QSH(T’) /OTr df sin 0 {GH<\/7”2 + 12 — 21’ cos 0)}} (9.182Db)

_ / i (S (g ()} (9.182¢)

0

ou on a défini :

gr(r,r') =2mr" / df sin 0 {GH(\/T2 + 12 — 2r7' cos 9)} (9.183a)
0
+1 eka\/r2+r’272rr/t
=27 / dt { — (9.183b)
. At\/r2 + 12 — 21t
T‘/2 +1 e—kH\/QTT’\/ %—t
=— — dt 9.183c
2/ 2rr! /_1 r24r/2 —t ( )
2rr!
en faisant le changement de variable : £ = 7’22?:,/2 —t
212
2 T2i—:/l2 -1 2 —kgv2rr'z o
o [T ey L [t
24/ 2rr! \/% 2rr’ kg 2rr! T
(9.183d)
= — L’/’_/ <e*kH\/W _ e*k‘H\/W) (9.1836)
2/{3H T
17 P ,
T (okulrrl okl \) 9.183f
2]{3}[ r <6 € ( )
1 T/ —kygr - / / 7kHr’ . /
T <e sinh(kgr")0(r —r") +e sinh(kgr)0(r’ — 7“)) (9.183g)

9.14 Potentiel asymptotique par la réponse linéaire

Nous présentons ci-dessous le détail des calculs utilisés dans 6.3.2 afin d’obtenir les formes
asymptotiques x5, (r) et x5°/(r), ainsi que la contribution asymptotique a l'intégrale du
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potentiel : [ dr {rxg7,(r)}.
S 4w > / e, 1
Xein(T) = dr' {r'(r' =) (n'(r) —no) } (9.184a)
4 © —2bg'r! —2bf"r’
+,B / dr’ {6 —— sin(2af ' + ) — ~—— sin(2af' + ) (9.184b)
4’71' d o0 , 471' [e%] ,
—— A d/{—kTpr}__A/ d’{—kTFT}
Z " dkrr / " 74T [ dre
+ A g /Oo o e~ 257 ¢il2ag 7' +0) _.6—75(21157“’-&-6)
Z T ! 21
4 o0 —2b'r" i(2afr'+8) _ ,—i(2afr'+9)
- 77737"/ dr’ {e e > (9.184c)

A e hkrer 1 A e krEm Ap 0 [ v aF ey [ 1 r
= A i Iy | B d ! 2ir’ (=by +iag ) [ = !
Z kTF (T—i_ kTF) Z " kTF + Z 21 r " {e r’ 2

_7”
dr e [ im0
A > R ir'(—by —iag ) [ =
7o {55

,
A e hrET Ar 10

(9.184d)

0o . 62/107"/ 62507"/ o0 00 . 62/407"’
7 W2, +7BZ(/T dr{ = }—f—{r = L —/r dr{Qﬁor })

r!
A 6—1’5 o . 62/@81” 62587” o0 0 , . e?ﬁgr’
— 73 5; (/T dr { = }—i— [r 7” L —/T dr {2/@07“7}) (9.184e)

ot nous avons défini ko = (—bf + ial’)

Ar e krET

47 B 70 2Kk0T —id 2KGT
Zk%F+Z2i(e(€>e(e)

] e 2k07’ ) 00 2Kk’
+e"(1 — 2kor dr' 3 & — 711 — 2Kl P
r! 0

(9.184f)

TJ
Rappellons la définition de la fonction Fj :

/OO dr’ {62CT/ } = Ei(—2cr)
T TJ !

ou le parametre c est tel que Re(c) < 0. Ainsi, nous pouvons écrire une premiere forme pour
oo .
Xeln(r) :

(9.185)

A e krrer 4w B F o F o F
0 ——A == <_ —2bg ( i(2ap 7+0) _ —i(2ag 7"+(5)>
Xenlr) =7 A==+ 7o (= ¢ ¢

+e°(1 — 2kor) By (—2Ko7) — e (1 — QHST)El(_QHST)) (9.186)
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En définissant & présent aff = Re (E1(—2(—=bf +ial)r)) et 8§ = Im (Ei(—=2(=bf + ial)r)),
nous obtenons sans difficulté

A e~ krET Ag

Xorn (1) =7 A — - 736_2bgr sin(2ag r + )
TF
4
+ %B ((af (14 2007) + 26 adr) sind + (85 (1 + 265 ) + 20§ afr) cos o)
(9.187)
) 471‘ 0o , P 47’(’ o) , 672b57«/ . o
Xein(r) = — A [ dr {6 } - B dry—% sin(2ay 1’ + 0) (9.188a)

At e—kTFr 4 00 62/107"/ A7 6—1‘6 0o 62/461“'
=——A — —B— dr’ —B dr’ 9.188b
Z  krp Z 2 ), : { ' }+ Z 2 /T ' { r’? } ( )

—krpr —2bFr
_ 4_7TA€ ” — 4_7TE <€ ° (ei(2a5r+5) — e_i(2a5r+5)>

Z kTF Z 2 T
+ €i6(2K0T)E1(—21{0T) - G_i(s(QKJST)El(—QKST)) (9.188¢)
Ax e krET A 2b5r . h
=— 714 P 78 . sin(2ag r + 0)
4
- %B (=200 — 265 al) sind + (—2850E + 208 al) cos 8) (9.188)

o 47T &) e—k‘TF’r’
/ dr{rxo.(r)} :714/ dr {7“ 12 }
Too Too TF

_4n B = dr {re—ngr (ez’(2a5r+é) _ e—i(2a5r+6)>}

Z 20
At B s [
+ %5615/ dr {r(1 — 2kor) Ey(—2kKor)}
it B o
Z7T2 e_“s/ dr {r(l - 2H3T>E1(—2/€37“)} (9.189)
i e

Il est alors intéressant d’effectuer les intégrales qui suivent (on considere que Re(a) > 0) :

0o 1 efarooer
/ dr {re "} = (Too + —) (9.190)
Too a

a

00 ) - ) —areo+b
/ dr {r26—ar+b} _ (7“20 + rT + _> € (9.191)

a? a

Too

/:O dr{rEy(ar)} = j dr {r/roo dt{e_:t}} (9.192a)
n AR R A s B

2 1 ) 1) e @
=— %El(a’roo) + B <roo + a) ‘ (9.192¢)

a
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/j dr {r*Ey(ar)} = j dr {7’2 /roo dt {‘it}} (9.193a)

r3 & e~ ot > o0 r3e—ar
e dr < — 9.193b
[3/T {tHrw+/M T{37~} ( )
oo L[y  2re 2\ e ™™

Finalement, apres quelques manipulations, nous obtenons :

| artmon
Ar e~hrEr 1
Sy (S

Z " kip (T * k’TF)
41 B [ e2ror+id 1 o265 —i0 1

i Z 2 ( 2Ky (TOO B /€_0> 2 (Too B ,?3))
Ar B i re, TS r Tree T\ e ore
——e" | | 2r0—=2 — =2 | By (—2Kores Q2

—|—Z2ie (( 503 2) 1(—2k0r )—|—</€03 6 +12/€0 o

AT B s re, TS r2 Tree T\ e o
— ——e | | 2r5—=2 — 22| B1(—2Krao oo
Z %" (( 073 2) H(=2hor )+<“03 6 < 12m) 2m

(9.194a)
4 ekrET 1 dr 2 :
:7A—k:?}p ('r’oo + E) - 73 <—7 (o sin(8) + 85 cos(6))
2r3 1, 2w, 24
+2 (—(af 8] + 6 af) sin(8) + (afial, — BBE) cos(8)) — STk + =213 - %I@)
(9.194b)
ol nous avons défini :
1 e 2= 2al'bl » -
s = ) <(2(a52 T r°°> cos(2ag 7eo +9)
5P PO Too | SIN(2a roo .
_2bFT ) _bF3+3bFaF2 (bF2—CLF2)
IZE_exp( = 2 99 _Qm*u—2b}72 . 2Foo+5
5= T aaT o) \\ @it 2 Ty arn) 2 ) e +9)
F3 FpF2 FoF
+ (— (al2 1 0L 2)? — 27’00—&52 e — 2a, r2 cos(2ay re + 9) (9.196)
_2bF ~ —bF3 3bF F2 bF2 _F2
I2 = _escpg2 0;2) (( & + F§%2 — 21y % % - Qbf;rgo) cos(2al T + 9)
Aaf? + b5 \\ (af? +b52,2) (@2 +00)
—ag * + 3agbg 2aEbE .
_ (— (5{;2 > bg%)g — Too—aéwg j_ 252 — 2a57’20> sm(2ag7”oo + 5)) (9.197)



172 CHAPITRE 9. ANNEXES

9.15 Calcul utile pour le théoréeme du viriel

Nous présentons ci-dessous le détail de la transformation du terme d’interaction électro-
statique utilisée dans 4.5.3 page 76.

/0 " {amr? (n(r) — nodlr — Ruvs)) Zxa(r)} (9.1982)

- _ /Ooo dr {4777"2(n(7“) —nof(r — Rys)) /oo dr' {4mr' (n(r") — neb(r' — Rws) }}

' (9.198b)

:% (_ /OOO dr {47rr2(n(7") —noe(r—RWS»/;od {4mr'(n(r') — nof(r’ —Rws))}}
+ /OOO dr {47rr2(n(r) —nof(r — Rws)) /OO dr’ {4mr'( —nob(r' = Rws)) })

(9.198¢)

:% (_ /0 T {m (n(r) — nof(r — Rws)) / " ar {4 (n(r') — nof(r' — Rws))}}
+Ud {471 (n(r') — nof(r' — Rws)) }/d {4r' (n(r') — nof(r —Rws)}
- /Oood {47Tr(n( ) — nof(r — Rws)) /0 r' {4mr? (n(r') — nef(r' — Rws)>}})

(9.198d)

- _ %/OOO dr {47r*(n(r) — nod(r — Rws))

: (% /O ' {4mr® () — b’ — Ruws))} + / " (4w () — 0’ Rws>)}) }
' (9.198¢)

:% (_22 /OOO dr {%r(n(r) B — RWS))}

T /0 ar {47rr2(n(7‘) — g — Ruvs)) X }) (9.198f)
zz2><2'ez<0> s /0 S {4ﬁr2(n(r) — nof(r — Ruys) ) } (9.198g)
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Résumé :

Le calcul des propriétés radiatives des plasmas denses fait en générataqgredept d'atome dans
un plasma. Parmi les modeéles qui définissent un tel concept, les modéles d'atomeeprégentent
souvent un point de départ indispensable avant des approches statistiques pligusgshign outre, ils
permettent de calculer les propriétés thermodynamiques ainsi que certairtsecwgeffie transport.

Depuis I'application du modéle quasiclassique de Thomas-Fermi aux plasmagdefraysman,
Metropolis et Teller, toutes ses généralisations quantiques ont conduit a des maidéiésentent des
inconsistances thermodynamiques.

Ce travail porte sur un modéle variationnel d'atome moyen pour la description des plesses.
Contrairement aux autres modeles, ce dernier donne, par construction, acces a I'équilibdytlaenique
et vérifie le théoréme du viriel. Afin de résoudre les équations de ce modeéle, un code nomni® VAAQ
(Variational Average-Atom in Quantum Plasmas) a été réalisé. Il permet notduersalcul de I'équation
d'état des plasmas denses.

Aprés un état de I'art des modéles d'atome moyen, le formalisme du modéle variasioméelie
dans ses versions Thomas-Fermi, quantique non-relativiste et quantique telataigslidité du théoreme
du viriel pour ce modele est démontrée et lI'inconsistance thermodynamique des autiesesbde
expliquée. Les méthodes numériques qui sont appliquées dans VAAQP sont ensuitseknise les
résultats obtenus avec le modeéle variationnel, concernant les équations d'étatnsoentés et comparés
aux résultats d'autres modéles, dont le modéle INFERNO, ainsi qu'a des résulipéisettices sur les
adiabatiques d'Hugoniot.

Mots-clefs :plasmas denses, matiére a haute densité d'énergie, modéles d'atome moyee, @ioysique,
équation d'état, plasmas fortement couplés

Abstract:

Calculations of the radiative properties of dense plasmas are usually based on the concépiof an a
in a plasma. Such a concept is often used in average-atom models which congtitttestarting point for
more sophisticated statistical approaches. Average-atom models are atbpuBefal in the calculation of
the equation of state and of some transport coefficients.

Since Feynman, Metropolis and Teller application of the Thomas-Fermi model to desmsasplall
attempts to construct a quantum extension of the model have led to some thermody@msistencies.

This work concerns a variational average-atom model of dense plasmas. Contrary roodtis,
this one gives access to the thermodynamic equilibrium and respects théeoiaht. In order to resolve
the model's equations, a numerical code called VAAQP (Variational AvertageiA Quantum Plasmas)
was written. In particular, it allows us to calculate the equation of state.

After a description of other models, we outline the variational model formalism in thewoaknof
the Thomas-Fermi theory, of the non-relativistic quantum mechanics, and of thastelajuantum
mechanics. It is then shown that the variational model fulfills the virial theorenmarnkermodynamic
inconsistencies of the other models are explained. The numerical methods which comstiiatest of the
VAAQP code are described. Applications of the variational model to equation of stgietatbons are
presented and compared to results from other models, such as INFERNO. Comparisomsrierdsp
the Hugoniot shock adiabats are also shown.

Keywords: dense plasmas, high energy density physics, average-atom models, atomi¢ @iwyatesn of
state, strongly coupled plasmas
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