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1. Le systeme mixte Euler-points vortex. 3

Cette these porte sur des problémes issus de la dynamique des points vortex pour les
fluides ou les superfluides. Nous étudierons d’une part I’équation d’Euler pour les fluides
parfaits incompressibles

ou+u-Vu=-Vp, divu=0

et d’autre part I’équation de Ginzburg-Landau complexe
(k +1)0u = Au+ u(1 — |ul?)

avec k > 0, plus communément nommée équation de Gross-Pitaevskii lorsque x = 0. Dans
les deux cas, u: Ry x R?2 — R? ~ C.

Pour chacune de ces équations, dont nous verrons qu’elles présentent de nombreuses
analogies, nous nous focaliserons principalement sur des régimes ou le champ u comporte,
directement ou dans une asymptotique a petit parametre, des singularités appelées points
vortex. La présence de ces points vortex sera décelée par la wvorticité, définie par w = rotu
pour les fluides et par w = %rot(u x Vu) pour les superfluides. Dans ces régimes, la vorticité
est proche, en un sens plus ou moins fort, d’'une somme finie de masses de Dirac

w(t) ~ Z did, (1)

affectées de coefficients d; appelés intensités ou degrés suivant les cas, ou de la superposition
d’une telle configuration avec une partie plus réguliere

l
w(t) ~ Zdzézz(t) + wreg(t).
k=1

L’une des questions abordées consiste en la justification de ’existence d’un systeme limite
pour les points vortex z;(t) ainsi que pour la partie réguliere wyeg(t), autre en 'analyse
de ce systeme limite.

Ce mémoire comprend deux parties. Dans la premiere, résumée par la Section 1 ci-apres,
on étudiera directement un systeéme limite pour ’équation d’Euler, appelé systeme mixte
Euler-points vortex. Dans la seconde partie, décrite par la Section 2 de cette introduction,
on justifiera I’existence d’un systeme limite pour ’équation de Ginzburg-Landau complexe
dans le cas ol wreg = 0, puis on tentera une étude préparatoire pour autoriser des données
moins préparées.

1 Le systeme mixte Euler-points vortex.

1.1 Présentation générale.

Les équations d’Euler dans le plan. Considérons un fluide parfait incompressible
occupant le plan R? et dont 1’évolution est décrite par 1’équation d’Euler

Ou+u-Vu=-Vp, divu=0. (EI)

Ici, u = u(t, z) : Ry x R? — R? désigne la vitesse du fluide et p : R, x R? — R est appelée
pression. Une tres vaste littérature est dédiée a ces équations agées de pres de trois siecles,
on pourra par exemple consulter les ouvrages [6,23,29].



A la vitesse u est associée une quantité fondamentale dans la description de certains
écoulements ; il s’agit de la vorticité, encore appelée tourbillon, que 'on définit par

w:rotuzalug—agul:R+><R2—>R.

Dans notre cadre bidimensionnel, ’équation d’Euler en formulation tourbillon se présente
sous la forme remarquable d’une équation de transport

Ow +u-Vw=0. (T)
Lorsque u et w sont réguliers, w est constant le long des trajectoires de u, c’est-a-dire

w(t, dr(x)) = w(0,x), (1)

ol, pour tout z, la trajectoire t — ¢y(x) = ¢(t, z) est définie par

d
7 01(@) = ult, ot())

(2)
do(z) = = € R2

En outre, z — ¢;(x) est pour chaque ¢ un difféomorphisme sur R2.

Il s’avere que la condition d’incompressibilité (divu = 0) permet de reconstituer la
vitesse u a partir de son rotationnel w. En effet, il existe une fonction v, appelée fonction
courant, telle que

u = VLw = (_82¢731¢)7

et 1 est par conséquent solution de I’équation de Poisson
rotu = Ay = w.

Lorsque w est par exemple nul a I'infini, ¢ se détermine explicitement via la formule de
convolution 1) = G * w, ou G est la solution fondamentale de A sur R? : G(x) = % In |z|
pour € R?\ {0}. En introduisant le noyau de Biot-Savart
1 1zt 1
K(z)=V~-G(z) = (x1,22)" = (—x2,21) # 0,

27 |22
nous obtenons finalement la loi de Biot-Savart
u=Kxw. (3)

Il est également possible de donner un sens aux équations d’Euler lorsque le tourbillon
w n’est pas régulier, ceci tout en conservant la loi de Biot-Savart. On parle dans ce cas de
solution faible.

Théoréme (Yudovich, [41], cf. aussi [23]). Soit wg € L' N L®(R?). Il existe une unique
solution faible globale (u,w) a l’équation d’Euler en formulation tourbillon avec donnée
mitiale wy au sens suivant :

(i) w € L*>® (R+,L1 N LOO(RQ)) ;

(ii)u =K *w, w=rotu;

(i) le couple (u,w) est solution de l’équation de transport dyw +u-Vw = 0 au sens faible.
Plus exactement?, pour toute p € C*(Ry, C}(R?)), pour tout T >0, on a

/R? o(T, 2)w(T, x) de — /R2 (0, z)wo(x) dz = /OT /R2 w(Byp + u - Vi) dt da.

4En vertu de la Proposition 1.2 ci-aprés, u = K * w appartient & L°(Li,.) dés que w € L (L' N L™),
de sorte que u - Vw = div (uw) définit effectivement une distribution.



1. Le systeme mixte Euler-points vortex. 5

Le probleme de I’existence globale pour des tourbillons w non bornés a donné lieu a de
multiples extensions auxquelles nous reviendrons. La question de 'unicité dans un espace
significativement plus vaste que L™ est quant a elle ouverte.

La loi de Kirchhoff. Dans 'optique de modéliser certains écoulements bidimensionnels,
nous voudrions généraliser ’équation d’Euler pour le tourbillon lorsque celui-ci se concentre
tres fortement en des points, appelés points vortex :

I
ws(t) > dib.p, 1€N, (Hs)

=1

ou les réels d; représentent les intensités des points vortex. La vitesse u = K % ws corres-
pondante s’écrit, en accord avec la formule de Biot-Savart

l
u(t) = diK (- — z(t)).
=1

Elle est tres fortement singuliere aux points z;(t) et le produit v - Vw = div (uw) ne
définit pas une distribution. On peut remédier & ce probleme par des arguments formels®
de symétrie : pour chaque point vortex z;, considérons une approximation de 4., par des
fonctions régulieres w; . a symétrie radiale autour de z;. A laide des propriétés de symétrie
de K, on vérifie que les vitesses u; . = K *w; . qui en résultent vérifient u; .(2z;) = 0. Dans
lasymptotique ou € tend vers zéro, qui correspond a la situation décrite par (Hy), il est
raisonnable de décider que cela reste vrai, c’est-a-dire que la vitesse créée par un point
vortex est nulle en ce point. En réalité, ces considérations reviennent a remplacer le noyau
K par R R
K(x)=K(z)siz#0, K(0)=0

dans la formule de Biot-Savart définissant la vitesse. En insérant ws et u = K * ws dans
la formulation faible ci-dessus de I’équation d’Euler, on parvient & un systéeme d’équations
différentielles ordinaires appelé systéme des points vortex ou loi de Kirchhoff

4(t) =Y K (z(t) - 2(t), i=1,...,L
J#i

L’analyse du systéeme des points vortex, qui n’est défini que jusqu’au premier temps de
collision entre les points, a fait 'objet de trées nombreux travaux [3,15-17,29, 31] depuis
pres de deux siecles. Un exemple célébre de collision en temps fini pour le systeme de trois
points vortex est détaillé dans le livre de Marchioro et Pulvirenti [29] & la page 140.
Signalons la structure hamiltonienne remarquable du systeme des points vortex

2mdiz; = ViW(z1,...,z), i=1,...,1,

ou I'hamiltonien W (énergie d’interaction entre les vortex)

W(Zl, PN ,Zl> = —Zdjdk ln]zj — Zk’
i#k

est appelé fonctionnelle de Kirchhoff-Onsager.

5Dont nous verrons dans peu de temps qu’ils ont été rigoureusement justifiés.



Le systéme mixte Euler-points vortex. Dans les années quatre-vingt dix, Marchioro
et Pulvirenti [28,29] et Starovoitov [36,37] ont envisagé le probleme mixte correspondant
a la superposition d’'une partie plus réguliere a la somme de masses de Dirac

l

W(t) 2> diby ) + wr(t) = ws(t) + wi(t), (Hy)
=1

ou le tourbillon w, € L* (L1 N L (]Rz)) entre dans le cadre du théoreme de Yudovich, et
pour lequel la vitesse correspondante s’écrit

l
u(t) =Y diK (- — z(t) + K+ wp(t).
=1

Dans le modele proposé par Marchioro et Pulvirenti afin de décrire cette situation, chaque
composante (atomique ws(t) d'une part, et bornée et intégrable w,(t) d’autre part) du
tourbillon est transportée par le champ de vitesse total K % w. On 6te cependant les
termes les plus singuliers en vertu du méme principe que précédemment, c’est-a-dire en
remplacant K par K. Ce faisant, on ne modifie pas les autres termes puisque w; est diffuse,
et I'on obtient

Owr + (K xw) - Vw, =0

Ayws + (K * wy + K % ws) - Vws = 0.

Finalement, la dynamique des points vortex z;(t) et de la composante bornée w,(t) est
régie par un systeme couplé d’équations appelé systéme mizte Euler-points vortex®
Owr + (K xw) -Vw, =0 oD
4= (K xw)(tz)+ > diK (z(t) — (b)), i=1,...,L
J#i
Au Chapitre 1, nous présenterons deux formulations’ pour ce systéme et en donnerons des
définitions plus précises.

L’existence d’une solution (wy, 21, ..., 2;) pour le systéme mixte Euler-points vortex en
formulation lagrangienne a été obtenue par Marchioro et Pulvirenti [28] (voir aussi [36])
deés que la vorticité w,(0) appartient & L' N L. Lorsque toutes les intensités d; sont de
méme signe, cette solution est globale, les trajectoires des vortex sont C' et les points
n’entrent jamais en collision. La composante bornée w, est L* en temps a valeurs dans
LN L.

La pertinence du systeme des points vortex d’une part, et du systeme mixte d’autre
part, pour décrire les situations (Hy) et (Hy) a été établie de maniere rigoureuse dans
certaines situations. La signification donnée ici a « =~ » est celle de la convergence faible
au sens de la mesure lorsqu’un parametre € tend vers zéro. Le premier résultat dans cette
direction, qui concerne le cas purement atomique (w, = 0) d’un seul point dans un domaine
borné, est di a Turkington [39]. Ce résultat a été étendu par la suite au cas du systeme
mixte Euler-points vortex comprenant plusieurs points par Marchioro et Pulvirenti [30].
Plus précisément, si I'un ou l'autre régime (Hs) ou (Hy,) est observé initialement, alors
il en est de méme a t > 0 et les points vortex vérifient la loi de Kirchhoff ou le systeme

6« Vortex-wave system ».
"Les formulations lagrangienne et eulérienne, comme l'explique le Paragraphe 1.2 ci-dessous.



1. Le systeme mixte Euler-points vortex. 7

mixted. Toutefois, ces résultats ne s’appliquent que sous des hypotheses supplémentaires
de « tres bonne préparation » des données initiales w.(0) vérifiant (Hs) ou (Hp). Un
exemple standard de telles données est celui formé par les superpositions de fonctions
caractéristiques correctement pondérées de boules de rayon € centrées en les z; (poches de
tourbillon).

La suite de cette section est un survol des Chapitres 1 a 4 de la these consacrés aux
équations d’Euler.

1.2 Lien entre les formulations eulérienne et lagrangienne.

Equations de transport linéaires : un avant-propos. Nous avons évoqué deux angles
d’approches pour I’équation d’Euler en formulation tourbillon. Le premier point de vue,
qualifié d’eulérien, est axé sur I’équation (T) vérifiée par w au sens faible. Le second, appelé
lagrangien (ou particulaire) et caractérisé par (1), (2) et (3), fait intervenir la notion de
trajectoires (ou particules). Lorsque la vitesse u est réguliere en temps et en espace, le
théoreme de Cauchy-Lipschitz assure que ces deux points de vue sont équivalents. Dans
les contextes plus généraux du théoreme de Yudovich ou du systéme mixte Euler-points
vortex, nous devons faire appel a la théorie développée ces vingt derniéres années pour les
équations de transport linéaires dont (T) constitue un exemple typique lorsque u est fizé.

L’étude de I'extension du théoreme de Cauchy-Lipschitz et de la méthode des carac-
téristiques dans le cadre des équations de transport avec des champs u peu réguliers a
connu un essor remarquable depuis P'article pionnier de DiPerna et Lions [12]. On pourra
consulter [22] pour un panorama des résultats obtenus. Ces travaux ont mis en exergue
I’étroite corrélation entre les propriétés d’unicité de la solution et de stabilité par rapport
a des perturbations de u pour 1’équation de transport (T), et 'existence et 'unicité d’'un
« flot généralisé » pour u. Lorsque ces propriétés ont lieu, 'unique solution de I’équation
de transport est en outre constante le long de ce flot généralisé. Celui-ci coincide avec la
notion usuelle de trajectoire lorsque u est régulier.

Le concept de solution renormalisée, introduit par DiPerna et Lions et repris depuis
dans les extensions [1,2,11], joue un role clé dans I’étude de ces questions. En résumé,
on dit que w est solution renormalisée de (T) si toutes les fonctions B(w) sont solutions
de (T) au sens des distributions, lorsque 8 € C*(R) vérifie des conditions de croissance
convenables visant a donner un sens a tous les termes. Lorsque toute solution est solution
renormalisée, on dit que u a la propriété de renormalisation. Pour des champs u assez
généraux (par exemple bornés et a divergence bornée) et qui possedent la propriété de
renormalisation, il est relativement direct de vérifier les propriétés d’unicité et de stabilité
pour Iéquation (T) impliquant 1’existence du flot généralisé.

La partie réellement délicate de la théorie de DiPerna et Lions consiste a déterminer
des conditions assurant que u vérifie la propriété de renormalisation. Il est a noter que
toute solution réguliére w est solution renormalisée : il suffit pour le voir de multiplier
(T) par §'(w), puis d’utiliser la régle de composition des dérivées. Pour des solutions non
régulieres, 'analyse passe par les régularisées w. = p. *w, oll p. est une approximation de
I'unité. Ces régularisées vérifient une équation de transport de type (T) a laquelle s’ajoute
un terme de reste, appelé commutateur, défini par r. = (u - Vw). — u - Vw.. Pour que
la propriété de renormalisation soit vérifiée, il suffit que ce commutateur converge vers
zéro dans Llloc. Ceci est assuré des lors que u est par exemple borné, a divergence bornée,

8Du moins jusqu’au premier temps de collision entre les points vortex.



et est L' en temps & valeurs dans un espace de Sobolev. Par une analyse approfondie
de la structure de ces commutateurs, Ambrosio [1] a récemment étendu la propriété de
renormalisation au cas d’un champ v a variation bornée.

Revenons a présent a I’équation d’Euler dans le cadre du théoreme de Yudovich, pour
laquelle u = K * w est déterminé par la formule de Biot-Savart. Au cours du Chapitre 1,
nous présenterons diverses propriétés de la convolution par le noyau K. Certaines d’entre
elles assurent que u remplit toutes les conditions d’application des théoremes de DiPerna
et Lions. Par suite, nous vérifions le fait bien connu que, pour ’équation d’Euler, les points
de vue lagrangien et eulérien sont équivalents. Le fait que u est de surcroit quasi-Lipschitz
uniformément en temps? entraine que le flot généralisé ¢(t,x) est continu par rapport a
la variable d’espace, C'! en temps, et coincide donc avec la notion usuelle de trajectoire.
Puisque u est a divergence nulle, le théoreme de Liouville implique par ailleurs que ¢(t, -)
laisse invariante la mesure de Lebesgue pour tout t.

Le systéme mixte Euler-point vortex. Au Chapitre 1, on s’intéresse a la générali-
sation des notions et résultats précédents au systéme mixte Euler-points vortex (M). Le
mouvement des points vortex étant fixé par la seconde équation de ce systéme, 1’évolution
de la partie bornée du tourbillon est décrite par ’équation de transport

Oywr + u - Vw, = Oyw, + (v+ H) - Vw, =0, (E)

ol nous avons posé

l
u=v+H, v=Kxw, et HzK*(Zdi(Szi).
i=1

A Vinstar de I'équation d’Euler classique (1) et (2), I'équation de transport (E) suggere de
considérer la formulation lagrangienne

l
Son(a) = v (6,6:0) + YDA (9n(z) — (),

=1 L
do(z) =2z, x+#2z(0), Vi=1,...,l, ()
wr (t, de(x)) = wr (0, 2).

Cette formulation met en évidence la coexistence, ainsi que 'interaction, de deux classes de
trajectoires : les trajectoires des points vortex d’une part, et le flot ¢; transportant la partie
w; d’autre part. Le systéeme précédent n’est défini que tant que le flot n’intersecte pas les
points vortex. En réalité, des estimations a priori de Marchioro et Pulvirenti [28] révelent
que les distances |¢(x) — z;(t)| restent strictement positives tant que les points vortex
n’entrent pas en collision. Ceci rend possible de considérer la formulation lagrangienne (L)
pour le systéme mixte jusqu’a ce premier temps de collision.

Dans la situation présente, le champ total u = v+ H se compose d’une partie réguliere
v, qui vérifie les conditions d’application des théoremes a la DiPerna-Lions, et d’une partie
trés fortement singuliere H en les points z;, qui pour sa part n’en vérifie aucune. Cependant,
H est tres réguliere en dehors des z; et possede une forme explicite bien particuliere. Grace
a ces observations, nous établirons la propriété de renormalisation.

9Au sens donné par la Proposition 1.2 ci-apres.
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Proposition (Lemme 1.5). Pour l’équation (E), le champ v+ H a la propriété de re-
normalisation.

Il ne reste des lors plus qu’a adapter les arguments de DiPerna et Lions pour obtenir
le résultat principal du Chapitre 1.

Théoréme (Théorémes 1.1 et 1.2). Les formulations eulérienne (E) et lagrangienne (L)
du systeme mizte Fuler-points vorter sont équivalentes.

1.3 Unicité pour le systeme Euler-points vortex.

Comme nous le verrons plus loin, I’équation d’Euler peut étre généralisée a des vor-
ticités de type mesure, cadre qui contient en particulier les vorticités de la forme (Hy)
ou (Hy,). La question de I'unicité dans la classe de ces solutions généralisées est ouverte,
nous ne ’aborderons pas ici. En revanche, elle semble plus accessible pour le systeme
mixte Euler-points vortex dans lequel la structure de la vorticité w est prescrite. Dans ce
contexte, 'unicité est entendue au sens suivant : deux solutions du systeme mixte Euler-
points vortex sont égales si et seulement si leurs parties bornées d’une part, et leurs points
vortex d’autres part, coincident pour tout temps.

D’un point de vue lagrangien, la différence avec la dynamique classique de 1’équation
d’Euler réside dans la présence du champ créé par les points vortex. Ce dernier peut étre
assimilé & un champ extérieur uniformément borné et lipschitzien en dehors des vortex. Les
difficultés, et éventuellement la non-unicité, proviennent donc essentiellement du compor-
tement des particules ¢;(z) au voisinage des points vortex. Lorsque le support de la partie
bornée w, n’intersecte initialement pas les points vortex, des estimations de Marchioro et
Pulvirenti [28] fournissent pour tout temps une borne inférieure strictement positive de
la distance entre les trajectoires issues du support de w,(0) et les points vortex. L’uni-
cité est par conséquent acquise dans cette situation. Pour le cas d’un seul point vortex,
Marchioro et Pulvirenti [28] ont envisagé la situation plus générale ou la vorticité w, est
initialement constante au voisinage du point vortex, et ont indiqué un schéma de preuve
menant a l'unicité. Par ailleurs, Starovoitov [37] a établi ce résultat d’unicité en supposant
que w, est de surcroit lipschitzien. Le résultat principal du Chapitre 2 concerne le systeme
mixte Euler-points vortex avec plusieurs points pour lequel la vorticité w, est initialement
constante dans un voisinage de chaque point vortex.

Théoréme (Théoreme 2.1). Soient wl € L (R?) et des points 29, ..., 2) vérifiant, pour
un certain Ry > 0 et des réels «;,

Wl = o dans B(2),Ry), Yi=1,... L

Alors pour tout T > 0, il existe au plus une solution au systéme mizte Fuler-points vortex
sur [0,T] avec cette donnée initiale.

La démonstration que nous proposons met en ceuvre des outils purement eulériens.
Dans un premier temps, nous nous appuyons sur la propriété de renormalisation établie
au Chapitre 1 pour vérifier que w, reste constante dans un voisinage des points vortex a
temps positif.

Dans un second temps, nous déterminons ’équation satisfaite par le champ de vitesse
v = K % w, a partir de celle satisfaite par w,. Celle-ci repose sur un résultat d’Iftimie,
Lopes Filho et Nussenzveig Lopes [18] traitant le cas d’un seul point vortex fixé a l'origine.
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L’unicité est alors établie au moyen d’estimations portant sur la différence des vitesses et
sur les distances entre les points vortex.

En conclusion de ce chapitre, nous proposons une méthode alternative de preuve du
Théoreme 2.1 utilisant également le point de vue lagrangien.

1.4 A propos de 1’évolution en temps grand du support du tourbillon.

Le Chapitre 3 est consacré a I'étude de I’évolution en temps grand de la taille du
support de w, lorsque celui-ci est initialement compact.

Commencons par présenter un bref état de I’art de la dynamique classique de I’équation
d’Euler (ws = 0). Puisque w = w, € L>®(L' N L*>), la vitesse u = K * w est uniformément
bornée!®. Le tourbillon w(t) étant transporté par les trajectoires de u, son support reste
compact pour tout temps et admet en outre une croissance au plus linéaire en temps.
Dans le cas général, cette borne est a priori optimale, comme l'illustre ’exemple explicite
de croissance exactement linéaire d’Iftimie, Gamblin et Sideris [20]. Le tourbillon construit
dans [20] est en fait une version régularisée de deux dipoles de points vortex d’intensités
(—1,41), symétriques par rapport a 'origine et s’éloignant & vitesse presque constante et
presque parallelement a un axe.

Lorsque w est de plus supposé de signe constant, des simulations numériques (comme
par exemple [4]) montrent que le tourbillon tend & s’enrouler sur lui-méme, ce qui ralentit
la croissance de son support. Mathématiquement parlant, I’hypothese de signe fixe permet
de bénéficier du caractere constant de quantités fondamentales liées a 1’équation d’Euler.
Ces dernieres, appelées respectivement centre d’inertie et moment angulaire, sont définies
par

COE/ zw(t, x) de, iOE/ e Pw(t, ) da.
R2 R2

Une premiere amélioration de l'estimation O(t) lorsque le tourbillon est initialement pro-
portionnel a la fonction caractéristique d’une boule a été apportée par Marchioro [26],
qui a établi la borne O(t%) a Paide du moment angulaire ig. Plus récemment, Iftimie,
Gamblin et Sideris [20] ont utilisé de surcroit la conservation de ¢y pour obtenir la borne
O((tln t)i). Une estimation similaire a parallelement été obtenue par Serfati [35].

Pour ce qui concerne la question de ’évolution du support dans les domaines extérieurs,
citons également les résultats de [27] et [19]. Suivant la géométrie du domaine envisagé,
la conservation du centre d’inertie ou du moment angulaire n’a plus lieu et il faut alors
recourir & des techniques différentes.

Mentionnons enfin que tous les résultats précédents s’étendent a des tourbillons non
bornés w € L¥(L' N LP), p > 2, pour lesquels la vitesse u = K * w est uniformément
bornée [13].

Placons-nous désormais dans le cadre du systeme mixte Euler-points vortex. Pour
simplifier le propos, on se restreint au cas d’un seul point vortex d’intensité v € R, toutefois
les résultats qui suivent se transposent au cas de plusieurs points a modifications mineures
pres.

Théoréme (Théoréme 3.1). Soient w® a support compact, 2o € R? et (wy,z) une'!

solution globale du sytéeme mizte Fuler-point vortex correspondant a cette donnée initiale.

0FEn vertu de la Proposition 1.2 du Chapitre 1.
Ha solution si w? est constant au voisinage de zp, comme I’assure le Chapitre 2.
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Pour tout t > 0, le support de wy(t) est inclus dans B(O, C(1+ t)), ou C dépend de w° et
20-

Dans la situation ol w, est initialement (par conséquent pour tout temps) de signe
constant, par exemple positif, nous utiliserons les notions généralisées de centre d’inertie
et de moment angulaire. En nous appuyant sur les techniques de [20], nous établirons le
résultat principal du Chapitre 3.

0

Théoréme (Théoreme 3.2). Sous les mémes hypotheéses, supposons de plus que w, soit

positif et que l'une ou l'autre des conditions suivantes soit satisfaite
(i) v <0etlyl > fR2W9
(ii) v > 0.

Pour tout t > 0, le support de w,(t) est inclus dans B(O,C(ti Inln(t + 2) + 1)), ou C
dépend de WP et z.

1.5 Nappes de tourbillon et points vortex.

L’analyse du systéeme mixte Euler-points vortex comporte la question de ’extension
du théoreme d’existence globale de Marchioro et Pulvirenti lorsque w, n’est plus bornée
dans L. Pour simplifier la présentation, on se place & nouveau dans le cadre d’un seul
point vortex d’intensité v € R*.

Une premiere généralisation qu’il est naturel d’envisager est celle d’un tourbillon w, €
L>®(L' N LP) avec p > 2. Le champ de vitesse v = K * w, étant continu et uniformément
borné, 'équation différentielle ordinaire 2(t) = w(t,2(t)) fait encore sens. En revanche,
on ne dispose plus d’estimations quasi-Lipschitz pour v; il n’est donc pas clair qu’une
trajectoire ¢¢(x) issue d’un point z # 2y n’entre jamais en collision avec le point vortex
z(t). L’approche particulaire pour le systéme mixte semble ainsi mal appropriée et il faut
recourir au point de vue eulérien. Par des arguments de compacité, il est possible d’établir
lexistence globale d’une solution eulérienne (le Paragraphe 3.4.2 du Chapitre 3 contient
une esquisse de preuve).

Dans un second temps, on considere la situation ou w, est si peu réguliere que I'on ne
peut pas définir la trajectoire du point vortex pour toute donnée initiale zo'2. Il nous faut
alors revenir a ’équation d’Euler non découplée pour la vorticité totale w = w, + ¥9,.

Dans la littérature, le probleme de I'existence d’une solution a I’équation d’Euler dans
un cadre plus général que celui du théoreme de Yudovich a été abordé en premier lieu du
point de vue des équations pour la vitesse!?

Oru+div(u®@u) =—-Vp, divu=0, u(0)=up.

L’angle d’attaque habituel consiste a régulariser ug puis a considérer la suite de solutions

régulieres (u.) qui en résulte. Lorsque ug € Lfoc, il est aisé de trouver u telle que wu.

2Lorsque w € L>®(L' N LP) avec p > 1, la vitesse K * w € L>(W,-?). D’aprés [12], on peut seulement
dire que u admet un flot généralisé z(t,x) tel que pour presque tout zo € R?, z(-,20) € C' et vérifie
2(t, z0) = u(t, z(¢, 20))-

3De par la condition d’incompressibilité, la forme que nous en donnons ici est équivalente & (EI).
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converge faiblement vers u dans L>(LZ ). L’absence éventuelle de convergence forte, ap-
pelée concentration, se traduit par I'apparition d'une mesure de défaut' u € M(R?) pour
laquelle

Ue @ue =~ u@u+p  dans D'(R?).

En dépit de cette mesure de défaut, il se peut que u soit pourtant solution des équations
d’Euler, on parle alors de concentration évanescente®. Ce phénomene, identifié par Di-
Perna et Majda [7-9], a depuis été abondamment étudié dans les travaux [10], [33], [24], [40]
ou [23]. Il s’explique par le fait que, de par la structure particuliére (divergence nulle) des
fonctions test utilisées, il suffit en réalité que certaines non-linéarités du produit tensoriel
ue: @ ue passent a la limite. Cette observation est le coeur méme du résultat d’existence
globale obtenu par Delort [10] pour les vorticités positives qui sont des mesures de Radon
A support compact appartenant & H~!(R?) (nappes de tourbillon). La structure remar-
quable de I’équation d’Euler provoquant le phénomene de concentration évanescente est
percue dans la formulation suivante (Delort [10] ou Schochet [33]) : pour toute fonction
test ® = V14 & divergence nulle!S,

o D9 @) de = [un - Vo) de = [[ Hywgonwret) dedy,

ol w. = rotug, et ou la fonction

Hy(a,y) = 5K(2 ) - [Vo(z) - V()

est bornée sur R? et continue en dehors de la diagonale {(z,y) € R? x R? : z = y}. Le
probleme se résume alors a établir la convergence du membre de droite lorsque w,. converge
faiblement vers w = rot u.

Plus récemment, Poupaud [32] a étudié la question de lexistence globale pour des
vorticités qui sont des mesures de Radon bornées positives. Dans [32], les équations d’Eu-
ler sont généralisées a ces vorticités via la formulation de Schochet présentée ci-dessus,
ou K est toutefois remplacé par K afin que H,y soit également définie sur la diagonale.
Néanmoins, le fait que Hy, soit discontinue sur la diagonale est a l'origine d’une mesure de
défaut, symétrique et concentrée sur la partie atomique de w, dont on ne sait pas a priori
si elle s’annule.

Il est & noter que toute mesure w = w, + yd, ou (wy, z) est solution du systéme mixte
Euler-point vortex, vérifie par essence la formulation de Poupaud des équations d’Euler
sans mesure de défaut. Réciproquement, lorsque w = w,. +7J, est solution de la formulation
de Poupaud, et lorsque I'on suppose de plus que w, € L>(L' N LP) pour un p > 2, alors
(wr, 2) est solution du systéeme mixte Euler-point vortex.

Le résultat principal du Chapitre 4, qui allie les points de vue de Delort sur les nappes
de tourbillon et de Poupaud sur les solutions généralisées de 1’équation d’Euler, est le
suivant.

Théoréme (Théoreme 4.1). Soit wy = w® + ¥J,, une mesure de Radon bornée. On
suppose que v > 0 et wg est positif, a support compact ne contenant pas zg, et appartient
a H=Y(R?). Il existe une solution généralisée globale & I’équation d’Euler, sans mesure de

défaut, avec donnée initiale wy. Celle-ci s'écrit w = w,+7d,, ot w, € L®°(H 1) et z € O3,

Tci, M(R?) désigne I'ensemble des mesures de Radon sur R

15« Concentration-cancellation ».

16Ce type de formulation fut introduit sous une forme un peu différente par Delort, puis par Schochet
sous la forme écrite ici.
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2 L’équation de Ginzburg-Landau complexe.

Dans la seconde partie de ce mémoire, on considere une équation de Ginzburg-Landau
complexe

(k4 1)0u = Au+u(l — |u?) dans Ry x RY, (GLC)

ot kK >0etu:Ry x RY = R?2 ~ C est une fonction du temps et de I'espace a valeurs
complexes. Nous nous focaliserons plus spécifiquement sur le cas bidimensionnel N = 2.

Cette équation appartient a la vaste famille des équations de Ginzburg-Landau com-
plexes dyu = yu + TAu + kulul?, ot v,7,k € C, qui interviennent notamment comme
modeles d’amplitude de systémes physiques au voisinage d’une instabilité [43]. 11 existe
par ailleurs une analogie formelle entre (GLC) et I’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert
modélisant le comportement de 'aimantation dans des matériaux ferromagnétiques [5].

Notre équation a une forme bien spécifique, il s’agit d’un cas intermédiaire entre 1’équa-
tion de Ginzburg-Landau parabolique

kO = Au+ u(1 — |ul?)
et son homologue hamiltonien, ’équation de Gross-Pitaevskii
i = Au + u(l — |ul?).

Cette derniere est un modele fréquemment utilisé en physique dans la description de la
superfluidité de I’hélium 4 a basses températures ainsi que de la condensation de Bose-
Einstein des gaz ultra-froids. Dans ces contextes, u représente une fonction d’onde macro-
scopique.

Chacune de ces équations est intrinsequement liée a [’énergiec de Ginzburg-Landau,
définie pour un champ u € Hlloc(]R{N ) par

ul2 ~ ul?2)?
E(u):/RN[|V2| +(1 Jl|)]d$

Pour I'équation de Gross-Pitaevskii, F est un hamiltonien

d
SBu(t) =0,

alors que pour les versions dissipatives F est décroissante

iE(u(t)) = —m/ |0ul? < 0.
dt RN

Les états fondamentaux des systéemes physiques correspondent aux minima de 1’énergie de
Ginzburg-Landau, c’est-a-dire aux fonctions constantes de module égal a un.

2.1 Le cadre bidimensionnel et la transformation de Madelung.

L’analogie de Madelung [69], introduite par ce dernier dans les années vingt, établit une
correspondance formelle entre la dynamique des fluides classiques (équations d’Euler) et
celle des fluides quantiques (notamment, équation de Gross-Pitaevskii). Plus exactement,
la transformation de Madelung consiste & identifier |u|? & une densité p de fluide et Varg(u)
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a une vitesse v du fluide. Lorsque u = /pexp(ip) est solution de I’équation de Gross-
Pitaevskii, les variables p et v = —2V satisfont a la forme hydrodynamique de I’équation
de Gross-Pitaevskii

Op + div (pv) =0

2 A 2
awﬂ-vvap:v[p— Vol

P 2p?

I,

ol le membre de droite de la seconde équation est nommé « pression quantique » dans
la terminologie de la physique. Si I'on néglige cette derniere, on retrouve ici les équations
d’Euler compressibles avec loi de pression donnée par p(p) = p?.

La transformation de Madelung n’est autorisée que lorsque |u| # 0, condition qui ne
sera dans la suite pas vérifiée partout. C’est en fait plutot le supercourant ou moment
linéaire

j(u) = u x Vu = (ut - dyu,u’ - dou)

qui jouera le role d’'une vitesse. Le supercourant est bien défini, y compris aux points
d’annulation de u, et vérifie en outre —2j(u) = pv ~ v lorsque |u| ~ 1. 1l satisfait & la loi
de conservation
Oj(u) — 2div (Vu ® Vu) = =V P(u),
ou
ul* — 1
5

Pour poursuivre ’analogie avec la mécanique des fluides, on introduit enfin la vorticité
(que 'on nomme également jacobien dans notre contexte)

P(u) = |Vul|? +u- Au —

1
J(u) = Erotj(u).
La structure de ’équation vérifiée par J(u) est similaire & celle vérifiée par la vorticité w
de la mécanique des fluides, puisque

O¢J (u) = rot div (Vu ® Vu).

La suite de cette section présente un condensé des Chapitres 5 a 7 dédiés a ’équation
de Ginzburg-Landau complexe.

2.2 Existence globale dans ’espace d’énergie finie.

Nous allons au préalable examiner les questions d’existence et d’unicité relatives a
I’équation de Ginzburg-Landau complexe. Au Chapitre 5, nous chercherons des solutions
appartenant a I’espace qui lui est naturellement associé, a savoir I’espace d’énergie

E={uec HL (RY) t.q E(u)< oo}

Pour I'équation de Gross-Pitaevskii, le caractére globalement bien posé du probleme de
Cauchy dans cet espace a été établi par Gérard [55] en dimensions 1 < N < 3 et en
dimension N = 4 pour de petites données initiales. Le point de départ consiste a munir
& d’une structure d’espace complet afin d’y mettre sur pied une méthode de point fixe.
Tous les arguments, ainsi que le résultat obtenu dans [55], se transcrivent a I’équation de
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Ginzburg-Landau complexe. Grace a la partie dissipative de 1’équation, la solution ainsi
trouvée est en outre réguliere a temps positif.

En dimension supérieure N > 4, pour lesquelles ’exposant cubique de (GLC) est sur-
critique, les méthodes de contraction échouent. Des techniques de compacité semblables a
celles que Ginibre et Velo [56,58] ont mises en ceuvre pour des équations plus générales
nous permettront d’obtenir un résultat d’existence globale. Cette méthode ne fournit mal-
heureusement pas de résultat d’unicité, hormis pour le cas ou x est choisi suffisamment
grand (en fonction de la dimension envisagée).

Théoréme (Théoreme 5.3). Soient N > 1 et uy € €. L’équation (CGL) admet une
solution globale u € C(Ry, H ) telle que u(0) = ug. L’énergie de Ginzburg-Landau de u
est finie a temps positif et décroissante.

La deuxieme partie du Chapitre 5, qui concerne exclusivement le cas bidimensionnel
N = 2, est consacrée a ’étude du probléeme de Cauchy dans un espace « proche » de
lespace d’énergie finie £. Ce cadre de résolution fut introduit par Bethuel et Smets [44]
pour I’équation de Gross-Pitaevskii afin de traiter des données typiques'”, d’énergie éven-
tuellement infinie, d’'un régime que nous étudierons ultérieurement. Il s’agit de ’espace
V + H(R?), ot V est I'ensemble

YV ={U e L*(R?), VFU € L3(R?), Vk > 2, (1 — |U]*) € L}(R?) et V|U| € L*(R?)}.

Sur l'espace V + H'(R?) est définie une fonctionnelle, appelée énergie renormalisée. Pour
un élément U +w de V + H'(R?), on la note Eyy (U 4 w). Lorsque U € V vérifie de surcroit
VU € L*(R?), la corrélation entre 1’énergie renormalisée et I’énergie de Ginzburg-Landau
est indiquée par l'identité

VU2
EU(U+w):E(U+w)—/ VU,
e 2

Celle-ci suggere que la conservation ou décroissance de FE le long du flot ¢t — U + w(t)
se transmettent & Er. Bethuel et Smets [44] ont ainsi obtenu le caractere globalement
bien posé du probleme de Cauchy pour I’équation de Gross-Pitaevskii. Pour ’équation de
Ginzburg-Landau complexe, nous obtiendrons le résultat suivant.

Théoréme (Théoreme 5.5). Pour tout U € V, le probléme de Cauchy pour l’équation
de Ginzburg-Landau complexe est globalement bien posé dans {U} + H'(R?). La solution
uw=U4+w e {U}+CRy, H'(R?)) est régulicre (C>®) a temps positif, et son énergie
renormalisée est décroissante.

2.3 Dynamique des vortex pour I’équation de Ginzburg-Landau com-
plexe en dimension deux.

Cadre général. Dans tout ce paragraphe, nous nous focaliserons sur la dimension N =
2 d’espace. Les solutions physiquement acceptables des équations de Ginzburg-Landau
parabolique, complexe ou de Gross-Pitaevskii, qui sont celles d’énergie finie, vérifient en
un certain sens |u| ~ 1 a I'infini. Elles peuvent aussi contenir des défauts localisés, appelés

Les « superpositions de vortex », cf. le Chapitre 6.
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vortex, ¢’est-a-dire des zéros isolés du champ autour desquels la circulation du gradient de
la phase est non nulle.

Un exemple typique de telles solutions est fourni par la famille de solutions stationnaires
équivariantes

ug(re®) = fa(r)e'™,

ou d € Z, et ou le profil f;: R, — [0, 1] satisfait & '’équation différentielle

" 1 / d2 2
—Jd — ;fd+ ﬁfd = fa(1 - f3)
fa(0) =0, fa(+o0) = 1.

Dans certaines situations, les expériences physiques indiquent que les vortex présents
dans le champ initial subsistent a temps positif et interagissent en fonction de I’équation
considérée. Nous attacherons un intérét particulier a la situation ou la dynamique de ces
vortex procure a elle seule une description réduite de la dynamique globale de la solution.

Supposons qu'une solution u, régulieére, contienne un vortex situé en x = x. A temps
fixé, considérons le changement d’échelle x — ¢~ 1(x — ), oll € est un petit parametre
positif. En faisant tendre e vers zéro, on tend a effacer les oscillations de |u| en dehors
de x( tout en conservant la trace du vortex en xg. Compte tenu de ’échelle propre aux
équations considérées, ces considérations suggerent d’introduire le changement de variable
parabolique

ue(t,x) = u(e %, e '),

et d’étudier la dynamique des vortex pour les équations qui en résultent dans ’asympto-
tique ou ¢ tend vers zéro.

Ce faisant, ’équation de Ginzburg-Landau complexe obtenue est
. 1
(K 4 1)O0wue = Aue + €—2u8(1 — |ue]?)  dans Ry x R?, (GLC),
ot ue : Ry x R? — R? ~ C. En outre, Iénergie de Ginzburg-Landau s’écrit dans cette

échelle ) -
Vu|* (1= |ul) /
E. = dr = -(u) dz.
(u) /R2 [ 2 + 4e2 ] o R2 ce(u) dz

Les données initiales typiques que nous avons a ’esprit sont obtenues par superposition
de [ vortex stationnaires centrés en des points z1,..., 2 € C,

l d;
z—z z— 2
uz(zi, d;) Hu (z — 2 :Hfdi | d . , 2z€C,
Fale € |z — 2|

ou les d; € Z et les profils fy, sont définis plus haut. Les d; sont les degrés topologiques de
ul autour du point z;. De telles juxtapositions sont appelées configurations de référence
par rapport a la configuration (z;,d;). Notons d’ores et déja que les u’(z;,d;) convergent
presque partout vers

l l d;
. zZ— 2z
u* (2, d;) Hudl .
D \z =z

=
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Bien entendu, le flot de (GLC), ne laisse pas invariante la classe des configurations de
vortex (sauf si [ = 1), mais nous verrons qu'il en reste proche en un certain sens'®.

Outils mathématiques. L’énergie et la vorticité définies ci-dessus s’averent étre des
quantités adaptées pour décrire le comportement de u..

e L’énergie de Ginzburg-Landau. Pour des degrés d; € Z, I’énergie de Ginzburg-
Landau des superpositions de vortex peut étre calculée explicitement [45]. Au premier
ordre en ¢, on a'”

l
E.(u}(z1,di), B(R)) = Y d?|Ine| + C(|dul,....|di], 21, .., 21, R) + 0-(1).
=1

Chaque terme d?\ In g| correspond au cotit minimal en énergie d’un vortex de degré d;. On
constate en passant qu’il est ainsi énergétiquement moins défavorable pour un champ de
contenir [ vortex de degré 1 qu’'un seul de degré [.

Plus généralement, ’énergie des champs u. considérés vérifiera
E.(us, B(R)) < C(R)|lne|, C(R)>D0.

Cette borne est divergente lorsque ¢ tend vers zéro. Cependant, le facteur de pénalisation
£~2 présent dans le potentiel implique que |u.| ~ 1 hormis peut-étre dans de petites régions.
Afin de caractériser le comportement de u. dans ces petites régions, ou se trouvent les zéros
éventuels, on utilise la notion de vorticité.

L .(R?), nous avons associé plus
haut la vorticité J(u) = 3rotj(u), ot j(u) = u x Vu. Lorsque u est régulier, la vorticité

e Le jacobien et la vorticité. A un champ u € H}

coincide avec le jacobien J(u) = det Vu . Ces notions sont étroitement liées a celle de degré
topologique. Dans ’exemple fondamental du vortex décrit plus haut, le degré topologique d
correspond a la circulation de la phase (& un facteur multiplicatif de 27 pres) sur n’importe
quel cercle entourant l'origine.

La ott Ju| =~ 1, on peut écrire localement u = pexp(ip), le supercourant j(u) = p*V ~
V¢ est presque un gradient et la vorticité presque nulle. Pour les exemples fondamentaux
de superpositions de vortex centrés en les z;, la vorticité se concentre en ces points :

J(u*(zi,d;) —Wdezl, (ul(z,d;) _ﬂZdézl, (Hy)

le jacobien sera donc un outil utile pour détecter les vortex.

Données trés bien préparées. En un sens, les concepts de jacobien et d’énergie per-
mettent de caractériser la proximité de u. a la configuration u}(z;,d;). Soient des entiers
di = £1 tels que d = > d; = 0. Nous dirons que la famille (u;.) € HJL_ est trés bien
préparée par rapport a la configuration (z;,d;) si

l
(1) J(ug) — WZ dib,, et (i) E-(uz) — Ee(ul (25, di)) = 0-(1),

18¢f. les notions de bonne préparation ci-apres.
197] s’agit 1a de I’énergie fB(R) [vZ(2i,d;)|? de la vitesse v = K * w? associée en mécanique des fluides &

la superposition w?(z;,d;) =€ 2. diXB(z;,e) de poches de tourbillon.
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ol la convergence est entendue dans le dual de V[/'l(l)’coo.

Ici s’imposent quelques commentaires. La condition d = 0 est indispensable pour que
I'énergie de Ginzburg-Landau des configurations u?(z;, d;) soit finie. Le cas contraire néces-
site des modifications sensibles (voir la Définition 6.1) : d’une part, on remplace ’énergie
usuelle par I’énergie renormalisée évoquée au paragraphe précédent. D’autre part, on im-
pose pour l’énergie de Ginzburg-Landau une borne uniforme sur les grandes couronnes
B(2"t1) \ B(2") pour n suffisamment grand. Celle-ci garantit entre autres que les vortex
de u. sont bien localisés.

Enfin, mentionnons que les hypotheses de tres bonne préparation impliquent la concen-

tration des densités d’énergie en les points vortex :

l

65(U€) N Wzézia

|Ine| ;
=1

qui est consistante avec ’expression de ’énergie totale ci-dessus lorsque u. = u}.

Dynamique des vortex dans les équations de Ginzburg-Landau. L’étude de la
dynamique des points vortex pour les cas purement parabolique ou hamiltonien a fait
l'objet d’un grand nombre de travaux depuis une vingtaine d’années. Neu [72] obtint cette
dynamique par des calculs formels. Les justifications rigoureuses ont été apportées, pour
I'équation de Gross-Pitaevskii, par Colliander et Jerrard [52], Lin et Xin [68], Jerrard et
Spirn [63] (pour le cas du domaine borné ou périodique) et par Bethuel, Jerrard et Smets
[48] (pour le plan en entier). L’équation parabolique a pour sa part été amplement étudiée
dans les articles de Lin [67], Jerrard et Soner [60], Bethuel, Orlandi et Smets [49, 50] et
Serfaty [75,76]. Sous forme abrégée, les résultats de convergence connus peuvent s’énoncer
de la facon suivante. On rappelle que W désigne la fonctionnelle de Kirchhoff-Onsager
définie en premiere partie de cette introduction.

Théoréme (Equation de Gross-Pitaevskii). Si la famille u.(0) est trés bien préparée par
rapport a la configuration (29, d;), la famille u(t) de solutions correspondante est trés bien
préparée par rapport a (z;(t),d;) pour tout t € [0,T*), ou

™ dlzz = Vj‘lW

%(0) = 2,
et T est le temps mazimal d’existence pour cette EDO.

On retrouve la précisément la loi de Kirchhoff de la mécanique des fluides! Cette

dynamique commune n’est pas pure coincidence, elle résulte de la structure similaire des

équations pour les vorticités w et J(u) dans I'un ou l'autre cas, ou, selon le point de vue,
de la limite commune des hamiltoniens.

Pour I’équation de Ginzburg-Landau parabolique, les points vortex évoluent dans
Iéchelle de temps accélérée 7 = t|Ine|. Leur mouvement sera observé dans 1’échelle de
temps originale si 'on suppose que

K =re = 0|Ineg|™!, &> 0fixé.

Théoréme (Equation parabolique). Awvec les mémes hypotheses, la famille uc(t) est trés
bien préparée par rapport a (z(t),d;) sur [0,T*), ou

{m?Qdiz'i = —5d; V., W
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et T* est le temps maximal d’existence pour cette EDO.

Pour des vortex unitaires d; = 1, le systeme d’équations différentielles ainsi trouvé
s’obtient & partir du précédent par rotation d’angle 7/2. Mentionnons que Serfaty [76] et
Bethuel, Orlandi et Smets [49, 50] étendent ce résultat a des données initiales bien plus
générales et au-dela des temps de collision.

L’objectif du Chapitre 6 est de déterminer la dynamique pour ’équation intermédiaire
(GLC),. Sans surprise, le systeme d’équations différentielles ordinaires obtenu est une
combinaison des deux précédents.

Théoréme (Equation de Ginzburg-Landau complexe, Théoreme 6.1). Avec les mémes
hypotheses, la famille us(t) est trés bien préparée par rapport a (z;(t),d;) sur [0,T%), ou

7['(1 + 52)di73i = VZiWJ‘ — 5d,VZ1W
%(0) = 27,

et T* est le temps maximal d’existence pour cette EDO.

Le cadre que nous considérerons, qui est celui traité par Bethuel, Jerrard et Smets [48]
pour I’équation de Gross-Pitaevskii, est celui du plan R? en entier. Une partie impor-
tante de notre analyse, notamment I’emploi de 1’énergie renormalisée afin de traiter les
configurations de vortex arbitraires, est inspirée de [48].

Lin et Xin [68] ont initié I’étude de la dynamique des vortex pour (GLC), en présentant
cette équation comme une régularisation de I’équation de Gross-Pitaevskii. Toutefois il
semble que le résultat de [68] concernant le mouvement des vortex pour (GLC), soit erroné,
et que notre résultat en fournisse un énoncé correct.

Enfin, cette dynamique a été établie indépendamment et simultanément par Kurzke,
Melcher, Moser et Spirn [64] pour le cas d’'un domaine borné et simplement connexe. Deux
de ces auteurs [65] ont par ailleurs déterminé cette dynamique en présence d’un champ
magnétique extérieur.

Nous avons vu que les jacobiens J(u.) se prétent bien a I’équation de Gross-Pitaevskii,
en revanche ils ne sont guére adaptés a I’équation purement parabolique. Inversement, les
densités d’énergie e.(u.) ont été spécifiquement utilisées pour I’équation parabolique mais
ne sont pas adaptées a celle de Gross-Pitaevskii. Pour I’équation complexe, nous établirons
la dynamique des vortex a partir d’une formule d’évolution vérifiée par une combinaison
adéquate des jacobiens et des densités d’énergie pour chaque €.

Bonne préparation des données initiales. On voudrait a présent s’affranchir de I’hy-
pothese de treés bonne préparation afin de considérer des données bien préparées, pour
lesquelles 'hypothese (i) est remplacée par

(i7) e = Bo(ue) — Be(u)) = O(1).

£

Lorsque les données initiales sont seulement bien préparées, il est encore possible de dé-
terminer des trajectoires {z;(t)} en lesquelles les jacobiens se concentrent (Théoréme 6.4).
L’enjeu consiste & comprendre 'effet de I'exces d’énergie sur le mouvement des points z;(t).

L’exemple le plus simple de données bien préparées est formé par la superposition
d’une phase et d’une configuration de vortex

ue(2) = uz(zi, di) exp (ive(2))
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ol (. est a support compact. L’exces d’énergie qui en résulte vérifie
2 S ||V<Ps||i2 + 0:(1),

le supercourant j(ue) = j(ul) + |[uf|*Vpe, et le jacobien

!
J(us) = S did, + %rot (Y 0z) . (o)
i=1
Puisque |uf| ~ 1 et rot (Vg.) = 0, la famille u. est donc bien préparée des lors que
IVeellrz = O-(1). Ceci autorise entre autres les phases rapidement oscillantes données
par ¢:(2) = p(e~'2).

Dans la correspondance entre ’équation de Gross-Pitaevskii et les équations d’Euler,
le terme dans (H,,) causé par I'exces de phase joue exactement le role de la partie bornée
w, dans le systeme mixte Fuler-points vortex. Dans ce dernier, la partie w, engendre un
champ de vitesse additionnel v = K * w, qui perturbe le mouvement des points vortex.
Par pure analogie, ’excés de phase pourrait avoir un effet comparable dans 1’équation de
Gross-Pitaevskii, méme si on I'imagine évanescent avec €.

e Pour ’équation parabolique, le résultat de « tres bonne préparation instantanée »
de Serfaty [76] assure que 'exces d’énergie s’est totalement dissipé aprés un temps T, =
0:(1), le mouvement des points vortex n’est donc pas affecté. Les données initiales plus
générales considérées par Bethuel, Orlandi et Smets [49] autorisent quant & elles un exces
d’énergie d’ordre |Ine|, I’évolution des vortex s’en trouve alors perturbée par un terme
résiduel constant. D’un point de vue formel, ceci s’explique par le fait que ’exceés de phase
e vérifie hors des vortex une équation de type chaleur

KeOrpe — A, >~ 0,
ce qui provoque la rapide dissipation de V..

e Pour l’équation de Gross-Pitaevskii, qui ne bénéficie pas du mécanisme de
dissipation d’énergie de I’équation parabolique, mais seulement d’un effet dispersif, la
question reste ouverte. Lin et Xin [68] caractérisent I'impact de I'exces d’énergie par une
mesure de défaut u, liée au manque de compacité forte de Vu. en dehors des vortex, pour
laquelle

mdiz = VLW + (u: DV*Y),
ou X = (e1 - x, ez - x) dans un voisinage des points z;. L’article [68] ne contient cependant
aucune description supplémentaire de cette mesure de défaut.

Pour I’équation de Ginzburg-Landau complexe, qui hérite d’un certain nombre de
propriétés de I’équation parabolique, dont celles de dissipation, la question est également
ouverte mais probablement plus abordable. Tant pour I’équation complexe que pour celle
de Gross-Pitaevskii, une premiere étape dans la compréhension du probleme passerait
peut-étre par ’analyse du comportement de 1’exces de phase « loin des vortex ». Revenons
a I’exemple de données bien préparées décrit ci-dessus, ot I’on suppose pour simplifier que
d = > d; = 0. Loin des vortex, le module de u. est proche de un, et le champ se comporte
comme

us(2) = pe(z) exp (iwa(z)% pe = 1. (4)
Ceci suggere de considérer dans un premier temps la situation simplifiée ou (4) a lieu dans
tout 'espace et d’étudier la dynamique, dont ’éventuelle dissipation, des quantités V.
et pe. Cette discussion nous mene au chapitre suivant.
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2.4 Dynamique des ondes amorties pour I’équation de Ginzburg-Landau
complexe.

Au Chapitre 7, nous délaissons le cadre bidimensionnel et nous plagons dans le cas de
dimensions N > 1 en espace.

Les problemes soulevés précédemment nous amenent a abolir les vortex et a analyser un
nouveau régime pour (GLC)_, dans lequel les solutions?® W, sont de petites perturbations
de champs de module égal & un. Plus précisément, on suppose que

U, = p.exp (ig:) dans Ry x RY,

et que le module p. et le gradient de la phase V. sont donnés par le changement d’in-
connues -
Pg(t»l“) =1+ 7()5(75,.%)

V2 (5)
2V (t, x) = v (t, x),

ou £ > 0 est un petit parametre destiné a tendre vers zéro. Ici, le couple (b., v.)(t) appar-
tient & un espace de Sobolev H*TH(RYN) x H*(RY) avec s > 3 et vérifie certaines bornes.
Ces dernieres assureront notamment que la solution ¥, ne s’annule en aucun point de RV
tant que (5) a lieu.

Notons que le changement d’échelle (¢, 2) = . (c?t,2) nous ramene & ’équation de
Ginzburg-Landau complexe originale. En particulier, le régime (5) correspond & un régime
asymptotique onde-longue pour (GLC) dans lequel les solutions sont des perturbations de
champs constants de module égal a un. Ces derniers forment des solutions stationnaires
élémentaires de ’équation.

Dans notre étude de la dynamique des vortex pour I’équation de Ginzburg-Landau
complexe, nous avons prescrit un coefficient de dissipation . proportionnel & |Ine|~!.
Dorénavant, on considérera des coefficients plus généraux :

Kk = k() = Re, lin%/iE:O, 0<e<ke <l
E—>

Notre objectif est d’obtenir un systeme asymptotique simplifié d’équations pour la
perturbation (b, v.), pour autant que celle-ci soit bien définie, permettant de mieux ap-
préhender sa dynamique lorsque € tend vers zéro. En réalité, on discerne plus nettement
la structure de ces équations en ralentissant le temps. En effet, les nouvelles inconnues a.
et u., définies par

as(t, ) = be(et,x), wuc(t,x) = ve(et,x),

vérifient le systeme d’équations 2!

2
Ohae + V2div ue + ﬁae — ReeAae = fo(ae, ue)

€ (6)
Oue + V2Va. — KkeeAu, = g (as,ue),

ou le membre de droite (f;,g.) peut étre interprété comme une perturbation en a. et u.
lorsque € tend vers zéro. Dans la limite ou € tend vers zéro se dégage ainsi une équation

20Les solutions de (GLC) . sont désormais notées ¥., contrairement au chapitre précédent ol elles étaient
notées u.. La notation u. sera employée ici a d’autres fins, voir ci-apres.

2! Aprés conjugaison complexe W, — W, et remise & I’échelle en temps t — (k24-1)t pour plus de lisibilité,
notons toutefois que k2 + 1 ~ 1.
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des ondes amorties
drar, + V2divug, + %CLL =0
dwur, +V2Vay, = 0,
dont les solutions possedent de bonnes propriétés de décroissance.

Signalons que Capella, Melcher et Otto [5] ont mis en évidence une dynamique d’ondes
amorties pour un régime particulier de I’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert, qui présente
une analogie formelle avec ’équation de Ginzburg-Landau complexe. Pour ’équation de
Gross-Pitaevskii, obtenue en posant k. = 0, I'équation asymptotique obtenue par ces
considérations formelles est I’équation des ondes avec vitesse de propagation v/2. De fait,
le régime (5) a été récemment étudié par Bethuel, Danchin et Smets [46]. Les auteurs ont
en particulier déterminé une borne inférieure pour le premier temps d’apparition éventuelle
d’un zéro de la solution. Ils ont en outre démontré que (ac,u.) vérifie effectivement une
dynamique de type ondes si la perturbation initiale est suffisamment petite en norme de
Sobolev.

Notre analyse du régime (5) pour I’équation de Ginzburg-Landau complexe s’inspire en
grande partie de celle de [46]. Le premier enjeu consiste a déterminer la « taille » maximale
autorisée pour la perturbation initiale (bY,v?) = (a2, u?) qui assure que la solution ¥, ne
s’annule pas sur un intervalle de temps indépendant de . Cette condition est bien entendu
nécessaire pour définir le couple (ae,uc). Une fois cette question résolue, notre seconde
tache vise a estimer 1’écart entre (ae,u.) et la solution (ar,us,) de I’équation des ondes
amorties avec méme donnée initiale.

Il nous faut tenir compte de, et peut-étre trouver le bon équilibre entre, deux para-
metres évanescents k. et €. Le premier correspond a ’ampleur de la dissipation ajoutée a
I’équation de Gross-Pitaevskii, et le second a la taille de la perturbation de la solution par
rapport a une solution constante de module un.

Nous présentons ici une version partielle et simplifiée des principaux résultats obtenus
au Chapitre 7.

Théoréme (D’apres les Théoremes 7.1 et 7.2). Soit s un entier vérifiant s > 1+ N/2.
existe des constantes K1(s, N) et Ko(s,N) et eg > 0 vérifiant la propriété suivante. Soient
0<e<egget(ad,ul =2Vy?) € HHHRN) x HS(RY) tels que

min(e ke, k1)

Kl(S,N)

Xo = [[(a2, ud)llzrs + ellagll s + [l02ll2 <

Alors (6) admet une unique solution globale (ac,u:) € C(Ry, H* x H®) avec donnée
initiale (a2, u?). En outre,

(e, uelll ooy brs) + ellacll po s oy + (652 ) 2 (aey we)ll 2my ey < Ka(s, N) Xo.

Si W, = (1+ebe/v/2) /2 exp(ipe) désigne la solution correspondante de (GLC)_, on a

1
sup |||q/s(t)|2 - 1||<>o < 5
teR,

Enfin, lorsque (ar,ur) désigne la solution de [’équation des ondes amorties avec donnée
initiale (a?,u?), on a
€

N

(e = e = w)(®)l| s < CoVat(VReXE + ——=Xo).
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En particulier, sous la condition k. > & (c’est-a-dire, avec suffisamment, mais peu de
dissipation), il n’y a pas, méme en temps grand, d’apparition de zéros dans la solution.

Soulignons d’autre part qu’en temps grand, une meilleure approximation du compor-
tement de (ag,u.) peut étre obtenue en tenant compte des termes (k.cAag, k.eAu.) dans
les équations (6) (Théoreme 7.3). La présence de ces termes paraboliques permet en outre
de perdre moins de dérivées dans les estimations de comparaison.

L’ingrédient essentiel, introduit dans [46], tient dans I’ajout d’une nouvelle variable
complexe
ze = V(2p. —ilnp?) e CV,

et dans un systeme d’équations étendu en les variables (b, z.). Il est & noter que

1
Ee(Pe) ~ g”(b&%)”%? tant que [Wc| =~ 1.

Les démonstrations des Théorémes 7.1, 7.2 et 7.3 consistent alors a obtenir des estima-
tions convenables pour la norme ||(be, z)||ms. Celles-ci proviennent d’une part d’estima-
tions d’énergie utilisant les équations pour (b, z;), et d’autre part de ’analyse (de Fourier)
des propriétés de décroissance de 'opérateur de semi-groupe associé au systeme (6).

En raison de la restriction sur s, les résultats obtenus ne permettent pas de considérer
des phases trop fortement oscillantes. Les données initiales typiquement autorisées sont

plutét de la forme
€
U (0) = , /1 4+ —=b0 exp(i?),
(0= |1+ ot esplie)

ot (B, %) € H5*t! x H**! est indépendant de e, pour lesquelles I'énergie de Ginzburg-
Landau
E(¥:(0) = C|(8°, V) [I72 = O:(1).

Dans cette situation, les résultats précédents nous assurent que

1(be, 2e) | 20y S V/Rell (67, @°) | s

En particulier, il existe t. = O(ke|Ink.|) tel que ||(be, z:)(te)|| s tende vers zéro, ce qui
signifie que la totalité de ’énergie E.(W.) s’est dissipée en temps t. = o.(1). Lorsque
ke = |Ineg|~!, on retrouve ainsi le temps de dissipation fourni par le résultat de trés bonne
préparation instantanée de [76].

L’implémentation de ces résultats pour des données peu préparées dans le cadre de
la dynamique des vortex pour (GLC), constitue un probleme envisagé mais non encore
traité.

Cette these donnera lieu aux articles : [21], écrit en collaboration avec C. Lacave, dont
sont issus les Chapitres 1 et 2; [70], dont est extrait le Chapitre 6; et [71], dont est extrait
le Chapitre 7.
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Ce chapitre est inclus dans [21], écrit en collaboration avec C. Lacave.

1.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous étudions le lien entre les formulations eulérienne et lagrangienne
pour le systeme mixte Euler-points vortex.

Dans I'introduction générale, nous avons donné un énoncé assez flou de ces notions, en
voici a présent des définitions précises.

Afin d’alléger les notations, nous noterons ici, ainsi que dans les chapitres qui suivent,
w au lieu de w, la partie bornée du tourbillon et wy € L' N L®(R?) sa trace a t = 0.
Rappelons que les z1(t),...,z(t) désignent les trajectoires des points vortex et que le
noyau de Biot-Savart K est la fonction

1zt

K(r) = %Wa

z € R?\ {0}.

Nous commencons par définir les solutions lagrangiennes du systeme mixte de la fagon
suivante.

Définition 1.1 (Solutions lagrangiennes). Soit T > 0. Soient wy € L' N L>®(R?) et

21,05--- 21,0 des points de R? deuz o deux distincts affectés des intensités dy,...,d; € R.
Nous dirons que (w,z1,...,2,¢) est une solution lagrangienne au systéme mizte Euler-
points vortex sur [0,T) avec donnée initiale (wo,z1,0,---,210) i w € L>®([0,T],L' N

L>®(R?)), la vitesse v = K x w € C([0,T] x R?), les points z; € C1([0,T],R?), le flot
é(-,x) € CL([0,T),R?) pour tout x # z; o satisfont pour tout t € [0,T] a

v=K*xw,
l
4(t) = v(t, (1) + Y d;K (z(t) — (1), 2(0) = zip,
=1
J#
l

oi(x) = v(t, de(x)) + ) diK (¢n(2) = %(1)),
7j=1

¢o(x) =z, © # zjp,
w(t, p¢(x)) = wo(z),

ot ¢¢ = ¢(t,-). En outre, pour tout t € [0,T], le flot ¢y : R2\U_,{zi0} — R2\U_{z:(t)}
est un homéomorphisme qui préserve la mesure de Lebesque, c’est-a-dire :

/f(gi)t(x))dx:/ f(z)dz, Yfe LYR?).
R2 R2

On peut également définir une notion de solutions faibles de 'EDP sans faire intervenir
la notion de trajectoire. Nous les qualifierons de solutions eulériennes.

Définition 1.2 (Solutions eulériennes). Soient T > 0, wy € L' N L®(R?) et z1,... 210
des points de R? deux o deux distincts affectés des intensités di,...,d; € R.

Nous dirons que (w,z1,...,2;) est solution eulérienne au systéme mixte Euler-points
vortex sur [0,T] avec donnée initiale (wo, 21,0,-.-,21,0) St les conditions 1. et 2. suivantes
sont satisfaites.
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1. On aw € L™ ([0,T],L' N L>(R?)) et z; € C([0,T),R?) pouri=1,...,1L.
2. Soient v =K xw et H;i(t,x) = K(x — z(t)) pouri=1,...,1. Le systéme

l
Oww + div( v—i—Zd'H- ) =0, w(0) = w,
Z(t) = v(t, z(t +ZdH t,z(1)), (E)
JFi
Z,(O) = 24,0, 1= 1, .. .,l,

est vérifié au sens des distributions, c’est-a-dire au sens swivant?>. Pour toute fonction
test o € C°([0,T) x R?),

_/Rz ()(Oxdx—/ /RQ [Brp + v+ZdH V] ds da,

=1

et pour®t € [0, T

¢
zi(t):zi,o+/ v(s, zi(s —i—ZdH s,zi(s))]ds, i=1,...,L
0
JFi

Nous établirons ici I’équivalence des deux formulations précédentes. La premiere partie
de ce chapitre sera consacrée a la démonstration du

Théoréme 1.1. Soient T > 0 et (w, 21,. .., 2, ¢) une solution lagrangienne du systéme
mixzte sur [0,T]. Alors (w,z1,...,2) est solution eulérienne sur [0,T].

La réciproque de ce résultat est moins immédiate, nous devrons faire appel a la théorie
relative aux équations de transport linéaires. A la Section 1.4, nous établirons le principal
résultat de ce chapitre, a savoir le
Théoréme 1.2. Soient T > 0 et (w, 21, ...,2;) une solution eulérienne sur [0,T]. Alors

1. we C([0,T], LP) pour tout 1 < p < +o0.

2. v=Kxwe C([0,T] x R?) N L>®([0,T] x R?).

3. Les trajectoires t — z;(t) sont C' et satisfont o ’EDO

4(t) = v(t, (1) + Y djHj(t, z:(t), Ve [0,T].
J#i

4. Pour tout x € R?\ UL_ {20}, il existe un unique flot ¢y(x) qui est C* en temps et
tel que (w,v,21,...,21,¢) est une solution lagrangienne du systéme mizte.

Remarque 1.1. Nous verrons que v appartient de surcroit a l’ensemble L™ ([O7 T, QL(RQ))
des fonctions quasi-Lipschitz uniformément en temps qui sera défini au Paragraphe 1.2.2.

22En vertu de la Proposition 1.2 ci-aprés, le champ v = K * w appartient & L>([0,T] x R?). D’un autre
coté, H; appartient & L ([0, T] x R?), cette définition a donc bien un sens.

ZNous savons d’apres la Proposition 1.2 et la Proposition 2.4 qui sera démontrée au Chapitre 2 que v(t)
est définie pour tout temps et est continue en la variable d’espace.
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Notations. Les définitions précédentes ne prennent leur sens que tant que les points
vortex n’entrent pas en collision. Autrement dit, si (w, 21,. .., 2;) désigne une solution en
I'un ou lautre sens sur [0,77], il existe t € [0,T] — d(t) strictement positive et continue
pour laquelle

2(t) — z;(8)] > d(t) >0, te[0,T], i£j=1,. .1 (1.1)

Dans ce chapitre, on utilisera fréquemment la fonction de troncature yo : R? — R
réguliere, radiale, vérifiant

1
X0 = 0 sur B(0, 5), xo =1 sur B(0,1)°, 0<xo<1. (1.2)

Pour un petit parametre 0 < § < 1, on introduit x5 = xo (5‘1-) et les fonctions

l

X?g(t,{ﬂ) = X6 (.’L’—Zi(t)), i=1,...,0, et Cé(tax) :ng(tvx)' (13)
=1

Enfin, on notera

l l
u=v+H:v+ZdiHZ~:K* (w—i—ZditSZi)
i=1 i=1

le champ de vitesse total. Celui-ci se compose d’une partie bornée et quasi-Lipschitz v et
des champs H;, tres fortement singuliers aux points z; et réguliers en dehors.

Clairement, la multiplication d’une fonction test quelconque par (5 procure une fonction
réguliere dont le support n’intersecte pas les points z;. En formulation faible, ce procédé
revient a remplacer H par une troncature Hg, c’est-a-dire a ignorer les singularités. Dans
les démonstrations qui suivent, nous établirons dans un premier temps des identités pour
les champs v + Hg. Dans un second temps, nous ferons tendre § vers zéro en exploitant
I'identité

Hi(t,z) - Vx5(t,x) =0, (1.4)

qui découle du caractere radial de x5 et de la forme explicite de H;, et le fait que

xs — 1 presque partout et ||[Vxs|pime) — 0. (1.5)

1.2 Quelques propriétés du noyau de Biot-Savart.

On rassemble pour commencer quelques propriétés bien connues du noyau de Biot-

Savart
1 1

K(z) = o a2 (21, 12) = (—x2, 1)

auxquelles nous ferons fréquemment appel dans les chapitres a venir.
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1.2.1 A propos du noyau de Biot-Savart.

On commence par des estimations ponctuelles pour K.

Lemme 1.1.

1. Pour tout x € R?\ {0}, on a
1

IK(@)] = o

En particulier, K € LY (R?) pour tout 1 < p < 2 et K € LI(R?\ Q) pour tout

loc
2 < g < +00, pour tout ouvert Q contenant 0.

2. Le champ K est localement lipschitzien en dehors de l'origine : pour tous x,y €
R2\ {0}, on a
1 [z —y

K (2) = K(y)| =

2w allyl

Les estimations ci-dessus menent au résultat suivant, dont la démonstration figure par
exemple dans [23].

Lemme 1.2 ( [23], Lemme 8.1). Il existe une constante C telle que pour tout f € L' N
L>®(R?), on a

/R2 |K(x—2) = K(y — 2)||f(2)| dz < C(| flr + I fl)o(Jz = yl), Va,y € R?,
ou @ est la fonction continue, positive et croissante définie par

z(1 —1In(z)) si 0<z<1
‘p(z):{l si 2>1.

Enfin, on utilisera les simples observations suivantes :

Lemme 1.3. Pour tout x € R?\ {0}, on a

1.2.2 Propriétés de la convolution par le noyau de Biot-Savart.

Les estimations classiques de potentiel pour les intégrales singulieres fournissent 1’in-
égalité suivante, appelée usuellement inégalité de Calderén-Zygmund.

Proposition 1.1 ( [14] ou [23], Lemme 8.3). Soient f € L' N L>°(R?) et g = K * f, de
sorte que rotg = f et divg = 0. Pour tout 1 < p < +o0, on a

IV9llLewey) < COISf Nl zr®2):

ot C(p) est une constante dépendant de p. Lorsque p > 2, on peut supposer que C(p) = Cbp,
ou C est une constante universelle.

Enfin, les estimations pour K du paragraphe précédent entrainent le résultat suivant.
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Proposition 1.2 ( [23], [29]). Soient f € L' N L>®(R?) et g = K * f. Alors

lgllze < ClIfllzee + 1£11), (1.6)

ou C est une constante universelle. De plus, g est quasi-Lipschitz, au sens ot

lg(z) — g)| < CUIfllLee, 1fll) o(lz = yl), Va,y € R, (1.7)

ot C(||fllzee, | fllz1) dépend de || f||re et || f|lr1 et ¢ est la fonction continue, positive et
croissante définie au Lemme 1.2.

Il s’avere que la majoration (1.6) a lieu méme si f n’est pas uniformément bornée. En
effet, 'inégalité de Holder nous donne immédiatement la

Proposition 1.3. Soit p > 2. Pour f ¢ L’ NL'(R?) et g =K * f, on a

1-2 b
Il x2y < COIA x| 1 ey
ot C(p) dépend uniquement de p et p’ est l’exposant conjugué de p.

Remarque 1.2. Une estimation similaire a encore liew pour f € LP N LY(R?) avec p > 2
et g < 2.

Par la suite, QL(RR?) désignera I’ensemble des fonctions g quasi-Lipschitz de R? dans
R2, c’est-a-dire pour lesquelles

l9(z) —g(y)| < Co(lz —yl),  =,yeR?

pour une constante C. On notera par ailleurs L™ (R, QL(R?)) 'ensemble des fonctions
v=nuv(t,z) : R x R? — R? satisfaisant &

o(t,2) = o(t,y)| < Co(lz —yl), =,y eR? pp. teR,

pour une constante C' indépendante de ¢.

Dans les situations envisagées, nous aurons toujours f = w(t) et g = K *, w(t) = v(t),
ot w € L®([0,T], L' N LP(R?)) et 2 < p < +00. Les estimations des Propositions 1.2 et
1.3 seront donc uniformes en temps.

1.3 Démonstration du Théoréme 1.1.

Afin d’établir le Théoréme 1.1, on souhaite démontrer que

l
w + div ((v+ Z diH;)w) =0 (1.8)
i=1

au sens des distributions sur [0, 7] x R2.
Soit ¢(t,x) une fonction test, définissons

1) = [ wltn)ett.o)dy.
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Puisque ¢ préserve la mesure de Lebesgue et w est transporté par ce flot, nous avons par
changement de variables

1) = [ enla)e(t. () da.

Pour tous t, s, au vu de ’équation différentielle vérifiée par ¢;(x) et en utilisant & nouveau
que ¢ préserve la mesure de Lebesgue, on a

1016 = [ @) [ p(ron (@) drds

R

t

- / /R2 wo(x) (&%P +u- V(p) (1, ¢ (2)) dx dr
t

N / /Rz w(t,y) (Oep +u- Vo) (r,y) dy dr.

Nous avons utilisé ici le fait que w(dyp + u - Vo) € L ([O, T], Ll(RQ)) pour appliquer la
formule de Fubini. On obtient donc que f € AC([0,7]) et (1.8) est vérifiée.

Nous allons en fait démontrer que f € C'([0,7T7]) et par conséquent f vérifie I'identité
précédente sous forme dérivée pour tout ¢.
Soit ¢ = ¢(t, ) une fonction test. Pour 0 < ¢ < 1, on pose

()05(t7 x) = (p(t, .II)C(;(ZL/, x)?

ou la fonction de troncature (s est définie dans I'introduction, et on considere

(0= [ wtt.pesteny = [

wo(z)ps(t, ¢e(z)) da.
RQ

Puisque ¢5(t) = 0 sur chaque B (z;(t),/2), le théoreme (licite ici) de dérivation sous
Iintégrale implique que f5 € C*([0,T]) et

70 = [ @ @rps+u: Vos)lt.a) de (1.9)
D’autre part, on a

Orps +u- Vs = (5(0rp +u- Vo) + (05 +u - V(s).

On calcule ensuite

l

l
05 +u-Vis=> (ng(—zi+v+2dka) 'Vst>
k=1

=1 j#i
l .
= (HX?;(—ZE +o+ Y dpHy) 'Vst>,
=1 j£i ki
ou la seconde égalité est due a lidentité (1.4). Soit d = minj ) d(t) > 0 la distance
minimale entre les vortex sur [0,7], ou d(t) est définie par (1.1). Des que 0 < d/2, on a
pour z € supp (Vx5)

|z — zi(t)| > |2:(t) — zi(t)| — 0 > =, VEk #1.

|



34 Chapitre 1. Solutions lagrangiennes et solutions eulériennes

Au vu de cette minoration, des équations différentielles vérifiées par les points vortex et
de la Proposition 1.2 pour v, on trouve alors

l
|(01G5 +u- V) (1,2)] < C Y [Vxs(t, @),

i=1

ou C ne dépend pas de §, d’ou

sup | | we (9iGs +u- VE) (ta) do| < Cllellzee |wllre Vx| o1 )
te[0,7] JR2?

Or, d’apres (1.5), le membre de droite tend vers zéro lorsque d tend vers zéro.
Par ailleurs, on vérifie que

%in}) wCs (Bpptu - Vo) (t,z) de = / w(Op+u-Vo)(t,z)dx
—0JR2 R2

uniformément par rapport a ¢t € [0, 7], d’ou le fait que

lim f(t) — / (D +u - Vo) da
6—0 R2

uniformément par rapport a ¢t € [0,7]. Mais f5 converge (uniformément) vers f sur [0, 7.
Nous en déduisons que f € C1([0,T)). O

1.4 Démonstration du Théoréme 1.2.

Pour démontrer le Théoreme 1.2, nous adopterons les notions et techniques introduites
par DiPerna et Lions [12] pour les équations de transport linéaires, dont notamment la
notion de solution renormalisée.

1.4.1 Propriété de renormalisation.

Dans un premier temps, on considere I’équation (E) de la Définition 1.2 comme une
équation de transport linéaire pour laquelle les trajectoires des vortex et le champ de
vitesse u = v + Y d;H; sont fizés.

Les Propositions 1.1 et 1.2 assurent que la vitesse v = K * w vérifie

v e L™ ([0,T] x R?) n L*([0, T], Wy (R*)) N L™ ([0, T], QL(R?)).

Notre objectif est d’établir pour (E) la propriété de renormalisation correspondante. En
résumé, il s’agit de démontrer que si w est solution de ’équation de transport linéaire, il en
va de méme pour toutes les fonctions F(w), lorsque 3 est une fonction réguliere convenable.
Compte tenu des résultats de DiPerna et Lions et de la régularité de v, ceci est bien le
cas lorsqu’il n’y a pas de points vortex. Afin d’étendre cette propriété & notre situation,
on utilisera tout d’abord la régularité de H = > d;H; en dehors des vortex puis la forme
explicite de ce champ.



1.4. Démonstration du Théoréme 1.2. 35

Le point de départ dans [12] et [11] pour établir la propriété de renormalisation est
I’étude des équations vérifiées par les fonctions régularisées®*

We = Pe *z W, We,p = We *¢ 07]7

ol p. et 0, sont des approximations de l'unité sur R? et R respectivement. Pour f €

Llloc(R x R?), on pose fn = f *& py *¢ 0. Enfin, on introduit I’ensemble des trajectoires

S ={(t,z1), t€[0,T],i=1,...,1}

et 'on note G son complémentaire dans [0, 7] x R2.

Grace a la régularité de type Sobolev pour le champ v et a la régularité de H sur G,
on obtient le

Lemme 1.4 (Commutateurs). Soit (w, z1, .. ., 2;) une solution eulérienne de (E) sur[0,T].
Alors Iégalité suivante a lieu au sens des distributions sur [0,T] x R?

Owey + Uy - Vwe g = 1e p, (1.10)
ot le terme de reste ., est défini par
Tem = Uy - Vwey — (U Vw)ey
et vérifie
iii% (71713(1) Tem) =0 dans Li.(G).

Démonstration. Soit K un compact de G, alors il existe ¢(K) > 0 tel que

inf |z — 2z(7)|>c(K), Vi=1,...,1.
it e s (7] 2 oK), vi

On considere la fonction l
x — zi(t)
t,x) = —_ |,
) =TT < P )
ol xo est la fonction de troncature définie dans l'introduction. Puisque x vaut identi-
quement 1 dans un voisinage de K, on a, pour 7 et ¢ suffisamment petits par rapport a
co(K),
Tem = (UX)n - Vwey — ((ux) - Vw),, dans K.

D’une part, le champ v et par conséquent aussi yv, appartiennent a Llog’c([O, T], VVIEC1 (IR{Q)).
D’autre part, grace a l'inégalité

l
[H(r,2) = H(r,y)| < Cla —y| Y | —z(n)| y — z(r)| 7" < e(K)]e — ],

i=1

on voit que Hy également appartient a L ([0, T], Wl’l(RQ)). Il ne reste alors plus qu’a

loc loc
invoquer le Lemme II.1 de [12] (ou encore le Lemme 1 de [11]) pour obtenir

lim (lim7r.,) =0 dans L'(K),

e—0 *n—0

ce qui acheve la preuve du lemme. ]

240n pose w = 0 en dehors de [0, T7.
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La deuxieme étape consiste a utiliser la forme explicite de H.

Lemme 1.5 (Renormalisation). Soit (w,z1,...,2) une solution de (E) sur [0,T]. Soit
B:R — R une fonction de classe C' telle que

B <CU+eP),  V:eR,
pour un certain p > 0. Alors pour toute fonction test p € C°([0,T] x R?), on a

4 oB(w)dr = / B(w)(pp +u - Vi) dx dans L([0,T]).
R2 R2

dt
Démonstration. Celle-ci repose sur I’équation (1.10) établie précédemment pour la fonc-
tion régularisée w, ,. Comme cette derniere est réguliere, (1.10) a lieu ponctuellement sur
[0,7] x R2. En la multipliant par 3(w, ), on obtient

OtB(wey) + Uy - VB(wey) = B (we)Trenm dans [0,7] x R2. (1.11)

On procede alors comme dans la démonstration du Théoreme 1.1. Plus précisément, soient
une fonction test ¢ € C°([0,T] x R?), § > 0 et

906(t7 w) - Cé(t’ x)gp(t, 1‘),

ou (s est la fonction de troncature définie en introduction de ce chapitre. Puisque les
trajectoires z;(t) ne sont pas C!, une régularisation supplémentaire est nécessaire pour
que s soit C! en temps. On considere donc des approximations régulieres 27 (t) des z;(t)

et on pose
l

G (t,x) H (@—2M(1), ¥F =

Notons que puisque les traJecton"es des z; sont lipschitziennes, de constantes de Lipschitz
bornées par ||v| oo (jo,7]xr2) + Cd~!, o1 d est la distance minimale entre les points vortex
sur [0, 7], les approximations z' peuvent étre choisies de sorte que

C

 max max |zi(t) — 2 (t)] <

— max max |Zi"(t)] < C,
1,...,1tef0,T) n’ 1,...,1te[0,1]

ou C ne dépend que de ||[v]|z~ et de d. Quitte & choisir n suffisamment grand par rapport
a 0, ces estimations impliquent que les fonctions ¢s et ¢§ sont a support inclus dans un
compact fixe de G.

Ensuite, en multipliant (1.11) par ¢, puis en intégrant en espace, on obtient

d

[ 08 @)dr = [ Fmgrenpio s [ Ben)Oucf +uy V) o

Puisque ¢} est a support inclus dans G, le Lemme 1.4 ainsi que les hypotheses de croissance
sur 3 et les bornes uniformes dans L® pour w; , entrainent que pour J et n fixés, on a

. 1
llir(l) 71713%)/ B (Wen)Ten@s dﬂs) =0 dans L~ ([0,77). (1.12)

Par ailleurs, on a

lim (hm ||w577 - w”Ll ([0,17, LI(RQ))) 0.

e—0
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Enfin, le terme 0;§ + u,, - Vo§ est uniformément borné en 7, e. On obtient donc a d et n
fixés

lim hm/ B(we,n)(Orps + uy - Vi ) d:c / B(w)(Orpy +u- Vi) de

e—0 \ n—0
dans L' (]0,T]).

(1.13)

Enfin, puisque

au sens des distributions sur [0, T], on obtient d’apres (1.12) et (1.13)

d
dt/Rg B(w)ps dx :/R2 B(w)(Owpls +u- Vi) d dans Ll([O,T]),

On fait d’abord tendre n vers 'infini & § fixé, puis ¢ vers zéro. Le membre de gauche dans
I’égalité précédente converge alors vers % J B(w)p au sens des distributions sur [0,7].
D’autre part, on a

Orps +u- Vi =G (O +u-Vo)+ 005 +u- V().
Quand n tend vers l'infini & J fixé, le premier terme du membre de droite converge vers

Cs(Orp +u- V) dans Li . Par ailleurs, de méme que dans la démonstration du Théoreme
1.1, on voit que

loc*

l

!
0y +u-VeE =Y [Ixsle =) (=2 +v+ ) diK(x — =) - Vxalz — =)

i=1 j#i k=1
l
:ZHX(g(a:—z?)(—z'?—kv—FdeK(x—zk)) -Vxs(z — 2)
i=1 j#i ki
+ZHX5.Z‘—Z (diK (z — z) - Vxs(z — 2])).
i=1 j#i

Remarquons que puisque 2]’ converge uniformément vers z; et puisque x; est radiale, le
second membre du terme de droite converge vers zéro lorsque n tend vers l'infini :

K(z —2) Vxs(x — ") = K(v — 2) - Vxs(z — %) =0 dans Ly, ([0,T] x R?).

En utilisant par ailleurs les bornes uniformes de zj* et de v pour estimer le second terme,
on obtient ainsi pour tout ¢t € [0, 7]

!
limsup/ ‘8tC§+u‘VC§‘d$§CZ/ IVxs(x — 2i(t))| da.
R2 — JRr?

n—-400

Finalement, les bornes uniformes pour v et $(w) nous donnent

‘/ ﬁ(w)(@ttpg—i—u-Vapg)dx—/ ﬂ(w)C(;(@tcp—i—u-ch)d:c‘ SC/ |Vxs| de.
R2 R2 R2
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En faisant tendre § vers zéro et en utilisant (1.5), on aboutit &

d

pn Blw gpdx—/ B(w)(Orp + u- V) dx
R2

au sens des distributions sur [0, 7]. Enfin, puisque le membre de droite est intégrable sur
[0, T, égalité précédente a lieu presque partout dans [0, 7] et le lemme est démontré. [

Remarque 1.3.

1. Le Lemme 1.5 est encore valide pour des fonctions ¢ réquliéres, bornées et dont les
premieres dérivées en temps et en espace sont bornées. Dans ce cas, il faut imposer
la condition supplémentaire 3(0) = 0, de sorte que ((w) est intégrable. On établit
cette extension en approchant ¢ par des fonctions réguliéres a support compact oy,
pour lesquelles le Lemme 1.5 s’applique.

2. Soit 1 < p < +o0. En approchant la fonction B(t) = |t|P par des fonctions réguliéres
et en choisissant o = 1 dans le Lemme 1.5, on obtient que si w est une solution
eulérienne de (E) alors t — ||w(t)||1» est constante (ceci est clairement le cas pour
les solutions lagrangiennes, puisque le flot conserve la mesure de Lebesgue). En par-
ticulier, ceci entraine que

lw @l g2y + Wl Lo (r2) = lwoll 1 m2) + [woll oo (r2),

et nous noterons dans la suite ||wy|| cette derniére quantité.

1.4.2 Fin de la démonstration du Théoréme 1.2.

Dans ce paragraphe, on compléte la démonstration du Théoreme 1.2 a 'aide de la
propriété de renormalisation établie au paragraphe précédent ainsi que du Théoreme 1.1.

Commengons par démontrer I’énoncé 1. Puisque w € L ([O,T],L1 ﬂLOO(RQ)), il
suffit par un argument d’interpolation de prouver que w € C ([0,77], L*(R?)). Or, on

a Quw = —div(uw) au sens des distributions, avec w € L ([0,T],L®(R?)) et u €
L*> ([0, 7], L] (R?)) pour tout g < 2. Ceci implique que dyw appartient & Ll([O T], 1;3”(]1%2))
Par conséquent, w est dans C([O,T],VVIOC ‘/(R?)). Puisque, en outre, ¢t — |[lw(t)| 2 est

continue en vertu de la Remarque 1.3, on en déduit que w € C’([O,T], L?*(R?) — W), ol
C(L? — w) désigne I’espace des fonctions du temps & valeurs dans L?, continues pour la
topologie faible sur L?. En combinant ce fait avec la continuité de ¢ — ||w(t)| 2, on obtient
w € C([0,T], L*(R?)).

On établit ensuite ’assertion 2, qui implique 'assertion 3. En vertu de la Proposition
1.2, il nous suffit d’établir la continuité en temps pour la vitesse. Pour tous ¢, s dans [0, 77,
on a

o(t, z) —v(s,z)] < C wity) =)l o wlt.y) —wls.0)l
lz—y|<1 |z -yl lz—y|>1 |z —yl

Soient 2 < ¢ < 400 et 1 < p < 2. En appliquant 'inégalité de Holder & chaque membre
du terme de droite, on trouve

sup, o(t, 2) = v(s, 2)| < Cllw(t) = w(s)llze + Cllw(t) — w(s)l|ze-
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En tenant compte du fait que v € L™ ([O,T], QL(R2)), on déduit alors de 1. et de lesti-
mation précédente que v est continue en temps et en espace.

Puisque K est borné et lipschitzien en dehors de zéro, on peut par conséquent appliquer
lextension du théoreme de Cauchy-Lipschitz & la classe des fonctions vérifiant 2. (voir par
exemple le Lemme 3.2 dans [29]) : pour tout z € R? \ U._;{z 0}, il existe un temps
0 < T(z) < T et une unique trajectoire ¢(x) de classe C! sur [0,7(z)) tels que

l

%@(z) — ot (@) + 3 dik (o) — 2(1)).

=1

De plus, on sait d’apres [28] que ¢, vérifie sur [0,7(z)) I'estimation

min [64(z) — (1) = F (4 ]lwoll, min

i=1,..., =1,...,

2= 2ol min [24(t) = 25(8)], max ()] ) > 0,
l 1#£j )

(1.14)
ou I est une fonction continue strictement positive de plusieurs variables. Ceci implique
en particulier que le flot est bien défini tant que les trajectoires des points vortex existent
et donc que T'(z) =T.

Le fait que ¢ est un homéomorphisme est standard lorsqu’il n’y a pas de point vortex
(c’est-a-~dire lorsque ¢; est défini sur tout l’espace). Dans le cas présent, on peut établir
que ¢; est un homéomorphisme : R?\ UL_;{2; 0} — R?\ Ul_,{z;(¢)} en utilisant & nouveau
(1.14).

Il nous reste encore a établir I'invariance de la mesure de Lebesgue par ¢;. On montre
dans un premier temps que

/f((bt(a;))dx:/ f(z)dz, VYf e C.(R?). (1.15)
R2 R2

A cet effet, on considere (ve)o<e<1 une suite de fonctions régulieres, a divergence nulle,
approchant v. Pour chaque e, soit aussi K, un champ borné et lipschitzien sur R?, &
divergence nulle et tel que K. = K en dehors de la boule B(0,¢). Notons zi,...,2 . et
¢ les flots associés & v, + Z#i diK:(- — zje) et ve + > d; K. (- — zj.) respectivement.
A Daide de (1.1) et (1.14), on vérifie sans peine qu’a sous-suite pres, z.; converge vers
z; uniformément sur [0, 7] et ¢. vers ¢ sur les compacts de [0,7] x R?\ U:_,{2;0}. Par
ailleurs, puisque v (t) + > di K. (- — 2,i(t)) est réguliere et & divergence nulle pour chaque
g, le théoreme de Liouville (voir par exemple ’Annexe 1.1 dans [29]) assure que ¢ ()
préserve la mesure de Lebesgue sur R? pour tout ¢ € [0,7]. En faisant tendre ¢ vers zéro,
on obtient donc (1.15).

Finalement, d’apres (1.15) et le théoreme de représentation de Riesz, les mesures dx
et (¢¢)pdx coincident sur les boréliens de R?, de sorte que (1.15) a lieu pour f € L'(R?).

Enfin, dans le but d’établir que w est transporté par le flot, on définit
w=wpog, ' €L>([0,T),L' N L>(R?)),

de sorte que W(0, ) = wo(x). D’apres le Théoréeme 1.1, @ est une solution faible de I’équa-
tion de transport linéaire 0yw + u - Vo = 0. Le second point de la Remarque 1.3 appliqué
a w — w stipule que

Jo(t) — @)l =0, teo,T],
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d’ott le fait que w(t,r) = w(t,x) pour presque tout z € R2. Ceci achéve la démonstration
du Théoreme 1.2. O

Remarque 1.4. Le premier point du Théoréme 1.2 assure que l’équation énoncée dans
le Lemme 1.5 a lieu sous la forme plus forte suivante : pour toute fonction B admissible
et pour toute fonction test v, on a pour tout t

/ o(t, z)B(w(t,x)) dr — / ©(0,z)B8(w(0,z)) de = / B(w)(Orp +u-Vy)dzds.
R2 R2 0 JR2
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Ce chapitre est inclus dans [21], écrit en collaboration avec C. Lacave.

2.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a 1’étude de l'unicité pour le systéme mixte Euler-points
vortex. Ce probléeme, & notre connaissance ouvert dans le cas général, est résolu dans
la situation ou la vorticité wp est a support initialement disjoint des points vortex [28],
ainsi que dans la situation ou wy est lipschitzienne et constante dans un voisinage de ces
points [37].

Nous aborderons ici le cas d’une vorticité wg € L2°(IR?) initialement constante dans un
voisinage des points vortex, et nous établirons le résultat suivant.

Théoréme 2.1. Soient wy € LP(R?) et 21,05-+-421,0 € R? deux & deux distincts. Notons
do la distance minimale entre ces points. Supposons qu’il existe 0 < Ry < dg et des réels
a; € R tels que wy est constant égal a a; au voisinage de chaque vortex :

wo = o dans B(zi0,Ro), Vi=1,...,1. (Po)

Alors pour tout T > 0, il existe une unique solution au systéeme mixte Euler-points vortex
sur [0,T] avec ces données initiales.

A Taune des résultats du Chapitre 1, qui établissent ’équivalence entre les formulations
eulérienne et lagrangienne pour le systeme mixte, nous pourrons dorénavant utiliser I'une
ou l'autre formulation sans ambiguité.

Comme nous le verrons au cours de la preuve du Théoreme 2.1, ’hypothese (Py) joue
un role important dans I’étude de la partie singuliere du champ de vitesse. Le point de
départ de la démonstration du Théoreme 2.1, qui fait 'objet de la Section 2.2, consiste a
vérifier que le tourbillon reste constant dans un voisinage de chaque point vortex & temps
positif (P;). Dans le cas d’un seul point vortex, la preuve est assez directe, il suffit d’utiliser
la notion de trajectoire (voir [28]). Afin de traiter le cas plus délicat de plusieurs points,
nous délaisserons ’approche particulaire et passerons en formulation faible.

Dans le cadre des équations d’Euler classiques, 1'unicité de la solution (u,w) avec
w € L®(L' N L>®) est le plus souvent établie dans la littérature (voir par exemple [23]) au
moyen d’estimations d’énergie portant sur la différence des vitesses. Aussi en proposons-
nous a la Section 2.3 une généralisation au probleme mixte. En premier lieu, ceci nécessite
de déterminer I’équation satisfaite par le champ de vitesse v = K *w engendré par la partie
bornée du tourbillon. Nous disposons a cet égard d’un résultat d’Iftimie, Lopes Filho et
Nussenzveig Lopes [18] pour le cas d’un seul point vortex fixe, que 'on peut transposer
sans peine au cas de plusieurs points.

Pour deux solutions (w1, 21, . .., 2;) et (w2, (1,..., (), on introduit, par analogie avec le
cadre classique, la quantité

l
r(t) =D lzi(t) = GO + 1K * (w1 = w2)(0) p2m2).
i=1

A Daide des équations pour les vitesses v1 = K % wy et v9 = K * wy établies auparavant,
on établit pour r(t) une inégalité de type Gronwall menant & r = 0. La propriété (P;)
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intervient ici de maniere cruciale, elle nous permet d’établir des estimations spécifiques
pour la différence des vitesses au voisinage des points vortex.

Ce chapitre est finalement complété par la Section 2.4, dans laquelle nous exposons
une démonstration alternative du Théoreme 2.1 reposant davantage sur une approche
lagrangienne. Cette approche nous fut suggérée par un des rapporteurs de larticle [21].
La formulation eulérienne s’avére néanmoins utile, notamment pour établir (P;) & temps
positif (voir a ce sujet la Remarque 2.1).

2.2 La vorticité reste constante autour des points vortex.

Dans cette section, on utilise le Lemme 1.5 du Chapitre 1 pour établir la

Proposition 2.1. Soit (w,z1,...,2) une solution eulérienne du systéme mizte Euler-
points vortex sur [0,T] avec donnée initiale (wo,z1,0,...,21,0) vérifiant les hypothéses du
Théoréeme 2.1.

Soient d(t) la distance minimale entre les vorter z;(t) et d = minyy ) d(t) > 0.

Il existe une fonction strictement positive t — R(t), continue, décroissante et dépendant
uniquement de t, Ry, |lwol| et d, vérifiant R(0) < Ry et telle que

w(t) = «; dans B(z(t),R(t)), Vte[0,T], Vi=1,...,L. (Py)

Démonstration. Fixons i € {1,...,1}, posons () = (t — a;)? et appliquons le Lemme
1.5 avec ce choix de (. Soit & € C° ([O,T] X ]RQ). D’apreés la Remarque 1.4, on a pour
te0,7T]

/ B(t,2) (w0 — ag)2(t, ) da — / (0, 2)(w — )20, ) da
R2

R2

t
= / / (W — )% (0P + u - V) dx ds,
0o JRr2
ou 'on rappelle que
! !
U= U‘l‘zdiﬂi = K * (w+2di52i).
i=1 i=1
On choisit alors une fonction test ® centrée autour du vortex z;(t) pour tout temps.

Plus précisément, considérons une fonction positive décroissante @y sur R, telle que
®o(r) =1 pour |r| < 1/2 et ®y(r) =0 pour |r| > 1. Soit

|z — zi(t)\> 7

(I)(t, .CC) = q)[) ( R(t)

ot t — R(t) désigne une fonction C!, positive, décroissante, vérifiant
. d
R(0) < min(Ry, 5),

qui sera déterminée plus tard. Pour que ® soit de classe C! en temps, la trajectoire z;(t)
devrait étre régularisée exactement comme dans la démonstration du Lemme 1.5, mais
nous omettons les détails pour plus de lisibilité. La propriété (Py) garantit que pour ce
choix de P,

(wo(z) — a;)*®(0,2) = 0.
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Ensuite, un calcul donne

Tz —z @
Vo = L 0
|z — 2| R(t)
o R (5~ 2) @
t Zi+(z; —
0P = — — 2| P! LA 0_.
S T L RGP 17

Par ailleurs, puisque ® est radiale autour de z;, on a

l
w-Ve=(v+> diH;) Vo= (v+> d;iH;) Vo
j=1

J#i

par conséquent

/ B(t,2)(w — a5) (t, 2) da

, @) () (z—z) R
//RQw—al R ( —l—ZdH 7=zl —E|$—zl\>dxds.

J#

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que Ry < 1, de sorte que R(s) < 1 pour
tout s > 0. Pour s € [0, ], le support de 'intégrant est la couronne

R(s)

Ci(s) = {x 5

< |z = zi(s)| < R(s)}.

Puisque @6(%) est négatif sur C;(s) et puisque R est décroissante, on obtient

q)/ ‘$ Zzl —z R/
//RZw—az ( +ZdH (|x_z|)—R|x—zi|)dmds

J#i
) R
/ / PPV (o) — oz0)| + D 1| Hy(w) — H(z)| + 5 ) durds,
: J#i
Ensuite, comme R(s) < R(0) < d/2, on a
d . .
|$—Zj(s)| 253 ]#Za V$€Cl(8)

En particulier, les champs H; (s, -) sont lipschitziens sur C;(s) pour j différent de 4. Ainsi,
en exploitant le Lemme 1.1 pour les Hj, ainsi que le fait que v € L™ ([O, T], QL(RQ)), on
déduit du calcul précédent que

/ O(t, ) (w — oy)*(t, x) da
RQ

t P’ lz—zi] /
§/ / (w—ai)2M (C(p(|x—zi|)—|—0|x—zi|+§) dx ds
R2

/ /RQ 2|q) |<Z i) (CR(1—1nR)+§/> da ds,
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ou C ne dépend que de |lwp]|| et de d. Dans la derniére inégalité, la croissance de ¢, ainsi
que le fait que 7 < (1) pour 7 < 1, ont été utilisés. Finalement, le choix de

R(t) = exp(1 — (1 — In R(0))e%?)
nous conduit a
/R2 O(t,z)(w — o) (t,x) dx <0,
et par conséquent w(t) = a; sur B (z(t), R(t)). O
Comme conséquence de la Proposition 2.1 vient le

Corollaire 2.1. Soient (w1, 21,...,2;) et (w2,(1,...,() deuz solutions du systéme mixte
Euler-points vortex sur [0,T] avec donnée initiale (wo, 21,0, - - - , 21,0) V€rifiant les hypotheéses
du Théoreme 2.1. Soient

dy = tg[loi% min |2i(t) — z;(t)],  d2 = tg[loi?r] min Gi(t) = Gi(@)], 6 =min(dy, da).

Par ailleurs, soient Ryi(t) et Ro(t) les rayons trouvés a la Proposition 2.1 pour chacune
des solutions et

p(t) = min(Ry(t), Ra(t))-

Il existe un temps 0 < To < T, dépendant uniquement de ||wol||, Ro et §, tel que pour
chaque v =1,...,1,

w1(t) = wa(t) = oy dans  B(yi(t), p(;))’ vt € [0,T¢],

ot yi(t) est le milieu du segment [z;(t), (;i(t)]. De plus, on a

olt))

5(0),G(1) € Blut), 2

Démonstration. Soit pm = mingeo,7) p(t) > 0. En appliquant la Proposition 1.2 a v et vy
et la premiere partie du Lemme 1.1 & H;(z;) et H;(¢;), on obtient

|i(t) = G(t)] < Cllwoll + 671t < Ct,

ot C' ne dépend que de wy et §. Le choix de T = min(p,, (4C)~1, T) nous donne

m t
|2i(t) = Gi(t)] < % < pi), vt € [0,T¢],
d’out 0
p
B(ui(t), 257) © B (zilt), p(t) 0 B (Gi(0), ()
On conclut a I'aide de la Proposition 2.1. O

Le résultat suivant, qui conclut ce paragraphe, assure que le tourbillon issu d’un tour-
billon initial a support compact reste a support compact & temps positif. Comme nous
I’avions mentionné dans l'introduction générale, il s’agit d’une propriété bien connue dans
le cas des équations d’Euler classiques.
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Proposition 2.2. Soient wy € L(R?), 21,00-+-,21,0 € R? deux & deux distincts et
(W, 21,...,21) une solution du systéme mizte Euler-points vortex sur [0,T] avec donnée
initiale (wo, 21,0, - -,21,0). Notons d(t) > 0 la distance minimale entre les vortex z;(t) et

d = ming 1) d(t) > 0. Alors il existe A ne dépendant que de d, ||wo, |zio| et de la taille
de suppwy tel que

suppw(t) C B(0,A(1+1t)), Vte[0,T].

Démonstration. Nous en présentons ici une version similaire a celle de la Proposition 2.1,
qui repose sur la formulation eulérienne du systeme mixte®®. Ici, les Cj, k = 1,2 désigneront
des constantes ne dépendant que des données initiales et de d.

Tout d’abord, le fait que v € L™ entraine que les vortex vérifient |z;(¢)| < C1(1 + ¢)
sur [0,7]. Soit Ag tel que suppwy soit inclus dans B(0, Ag). Choisissons () = ¢?> dans
le Lemme 1.5 et ®(¢,2) =1 — @dﬁ), ou g est la fonction de troncature introduite
dans la démonstration de la Proposition 2.1, et ot A satisfait & A > 2Ag et A > 4C4. On a

/<I>(t z)w(t, ) dx
QI |‘t X X
//Rg +11:+ )( *ZdH Tl A£|+|t))d$d8

=l

/ /]1{2 +1:)t ) (H oo +Z|d CT 1 §) dx ds

//Rz i 1+1Jtr)t))(c _é)dmds

car pour x appartenant au support de l'intégrant on a |z| > A(1+4s)/2 et donc |z —2;(s)| >
C1(1 4+ s) > C1. On voit alors que le terme du membre de droite est négatif des que le
nombre A est suffisamment grand. Plus précisément, lorsque A > 2C5 I'inégalité précédente
implique que ®(¢,z)w?(t,z) = 0; par choix de ®, ceci signifie que w(t,z) = 0 lorsque
|z| > A(1 + 1), et la conclusion s’ensuit. O

Remarque 2.1. Lorsque | =1 (un seul point vortez), il est plus direct de démontrer les
Propositions 2.1 et 2.2 avec les trajectoires (voir [28]), mais dans le cas | > 2 le point de
vue eulérien, qui permet ’emploi de fonctions test localisées, semble plus approprié.

2.3 Une approche eulérienne.

2.3.1 Formulation pour le champ de vitesse.

Nous nous focalisons a présent sur I’équation satisfaite par le champ de vitesse K * w
lorsque (w, z1, ..., 2;) est une solution du systéme mixte Euler-points vortex. Dans tout ce
paragraphe, on considere une donnée initiale wy € L & support compact et des points
21,0, -+, 21,0, qui ne satisfont pas nécessairement a la condition (Py). Nous avons la

2511 est possible également d’utiliser les trajectoires.
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Proposition 2.3. Soit (w, 21,...,2) une solution de (E) sur [0,T]. Alors la vitesse v =
K * w vérifie au sens des distributions sur [0, T] x R?

l
ov+v-Vo+divioe H+ H®v) — Z diU(Zi(t))Lézi(t) =-=Vp
i=1
diveo =0
v(x,0) = K * w,

ot 8,y désigne la masse de Dirac centrée en z(t) et

l l

H(t,x) =Y diHi(t,z) = > &K (z— z(t)).

i=1 =1

Démonstration. L’équation pour v est établie dans [18] dans le cas d’un unique point
vortex fixé a l'origine, on peut en fait aisément la transposer a notre cadre. Sans entrer
dans les détails, expliquons comment cette équation est obtenue dans [18]. Pour établir
I’existence de la distribution Vp, il suffit de montrer que

l
rot [8{0 + v - Vo +div (’U QH+H® ’U) — Z d,v(zz(t))lézz(t)} =0
=1

au sens des distributions. Puisque rot v = w, ceci est équivalent a établir que

l
0=rot (O +v-Vv)+rot[divive H+ HR®v)— Z div(z)102,]
i=1
l
=0w+v-Vw+rot[divive H+ H®uv) — Z div(z)102,)
i=1
l
= —div(Hw) +rot[div(v® H + H®v) — Z div(z)16.,],
i=1

ou 'on a utilisé le fait que dww + div ((v + H)w) = 0 au sens des distributions.
Par ailleurs, un calcul exploitant le fait que divv = div H = 0 nous donne
rotdiv (v ® H + H ® v) = div (Hrot v 4 vrot H)
au sens des distributions. En tenant compte du fait que rotv = w et rot H = Zizl did,,
on obtient finalement

rotdiv(v® H + H ® v)
l !
= div (Hw) + div[) _ diw(2)d.,] = div (Hw) + 10t [Y _ div(z)"'6s,],
=1 =1

et la conclusion s’ensuit. O

Dans la suite, nous noterons W(}A(IR{Q) I'ensemble des fonctions de W14(R?) & diver-
gence nulle et W, L4/3 (R?) son espace dual.
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Etant données deux solutions (w1, 21, ..., 2;) et (w2, (1, ..., (;) au systéme mixte Euler-
points vortex sur [0, 7] avec donnée initiale (wp, 21,0, ...,21,0), on définit la différence des
vitesses

0 =K x (w; —wy) = v1 — vo.
On déduit de la Proposition 2.3 que v satisfait aux propriétés suivantes.

Proposition 2.4. On a

o e L* ([0, 7], Wy4(R?), 9 € L*([0,T), W, ’3(R2))
En outre, on a ¥ € C ([0,T], L*(R?)) et

t
||17(t)||%2(R2):2/0 (000,5) gy 13 o ds, V€ 0,T],

Démonstration. Posons @ = wi—wo, de sorte que © = K *w. Puisque les w; sont transportés
par un flot qui préserve la mesure de Lebesgue, les intégrales de wy et wo sont conservées.
Il en résulte que [w(t) = 0 pour tout ¢ € [0,T]. D’autre part, wi(t), wa(t) - et par
conséquent aussi w(t) - sont & support compact d’apres la Proposition 2.2. On en déduit
que 9(t) € L?(R?) pour tout t (voir par exemple [23] pour davantage de détails). En
utilisant de surcroit le fait que [|wi|| 11 (®2)nLeo®2) € L([0,T]), on obtient méme

o€ L™ ([0,T], L*(R?)) . (2.1)

Afin d’établir la premiere assertion de la proposition, on applique la Proposition 2.3 a
(v1,21,...,2) et (v2,(1,...,¢). On notera

ZdK —2) ZdK —G).

Tout d’abord, on déduit des Propositions 1.1 et 1.2 que pour i =1 oui =2, v; = K *w;
appartient & L ([0, T] x RQ) et que les gradients Vuv; appartiennent a L>° ([0, 1], L* (RZ)).
Par ailleurs, comme w; est a support compact, on a lorsque |z| est suffisamment grand

‘Uztx|< /Iwztyldy,

d’ou le fait que v; appartient a L ([O,T],LP(R2)) pour tout p > 2. En particulier, il
s’ensuit que
v; € L= ([0, T], WH4(R?))
et aussi que v; ® v; appartient a L ([O, T], LY 3(R2)). Comme v; est a divergence nulle,
on a en fait v; - Vu; = div (v; ® v;), d’ou v; - Vu; € LQ([O,T], W_lé(RQ)).
De plus, v; ® H® appartient a LOO([O,T],L4/3(R2)), alors qu’a l'infini H’ et v; sont

loc
bornés par C|z|~" qui appartient & L3/3(R?\ B) pour tout ouvert B contenant 0. Ceci

nous mene a

div (v; ® HY), div (H' @ v;) € L*([0,T], W13 (R?)).
Puis, on déduit de I'injection continue de W'*(R?) dans Co(R?) que ., (respectivement
d¢,) appartient & L?([0,T7, Wﬁl’g(RQ)) pour chaque j. Ainsi, v10,; (respectivement vad¢;)
appartient a L2([0, T], W13 (R2)).
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En invoquant la Proposition 2.3, on obtient finalement pour i = 1,2 :

<8ﬂ)i, (I)> = <8tvi - Vpi, ‘1)> S CH‘I)HLQ(W;A)

pour tout champ de vecteurs ® régulier a divergence nulle. Ceci implique que
oy € L*([0,T), W, M3(R?), i=1,2,

et la méme propriété a lieu pour 9,0. Puisque ¥ appartient & L? ([O, 7], Wa ’4(R2)), il s’ensuit
de (2.1) et de [38] (Lemme 1.2, Chapitre III) que ¥ coincide presque partout avec une
fonction continue de [0,7] dans L?(R?) et on a au sens des distributions sur [0, 7]

d . .9 -
@HUHH(R?) = 2<3tU,U>W[;1,4/37W;74-
En utilisant finalement le fait que ©(0) = 0, nous parvenons a la conclusion. O

2.3.2 Une inégalité de Gronwall.

Dans ce paragraphe, nous complétons la démonstration du Théoréme 2.1 en nous ap-
puyant sur les propriétés présentées précédemment. On considere a nouveau deux solutions
(w1, 2) et (w2, () avec méme donnée initiale (wp, i), et on suppose cette fois que wy vérifie
I’hypothese (Py). Rappelons que

l

l l
H' =) dik( - =) Zd LOHP=NaK(-G) =Y dH H=H-H.
=1 =1

i=1

D’apres la Proposition 2.4, la quantité

r() = 150 +Z 2400 — G0

est bien définie et continue sur [0,7]. On montrera que r est identiquement nulle & 'aide
d’une inégalité de type Gronwall.
Soient

= min p(t) = p(T), = max p(t) = p(0

pm = iy, p(t) = p(T),  pum na T]p( ) = p(0),

ou p(t) est la fonction décroissante déterminée au Corollaire 2.1. Puisque r(0) = 0, on peut
trouver 0 < Ty < T tel que

r(t) <1, vt < T,

ou T¢ est le temps introduit au Corollaire 2.1. Rappelons que Ty est d’ores et déja entie-
rement déterminé par Ry, 9, ||wo|| et 7. On choisit T maximal avec la propriété ci-dessus.

Dans un premier temps, on tire parti du fait que les tourbillons w; sont constants autour
des points vortex pour établir des estimations de régularité elliptique pour le champ o(t)
au voisinage de ces points. Pour i = 1,...,1, y;(t) désigne le milieu du segment reliant

Z; (t) et CZ (t) .
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Lemme 2.1. Pour tout 0 <t < T¢, 0(t,-) est harmonique dans chaque B(y;(t), p(t)/2).
Par conséquent, on a les estimations

19t ) Lo (Bys 0),p(t)/2)) < CllO(E, ) 12,
VO, ) Loo (Bys 0),p(t)/4)) < ClIO(E, ) 22,
ot la constante C' ne dépend que de p(t).

Démonstration. On pose ici p = p(t). D’apres le Corollaire 2.1, on sait que rotv; =
rotve = «a; dans chaque B; = B(y;(t),p/2), d’ou rotv = divo = 0. Ceci entraine que
¥ est harmonique sur chaque B;. Les estimations en norme L* pour ¥ et Vo découlent
alors de résultats classiques de régularité elliptique; on pourra par exemple se rapporter
au Chapitre 2.1 de [14]. O

L’inégalité de Gronwall satisfaite par r(t) est fournie par la

Proposition 2.5. Pour tout t € [0, Ty, pour tout p > 2, on a

1
<C’/ ) +pr(r )I_P]d’]’,
ot la constante C' dépend uniquement de ||wol|, pm et par et la fonction ¢ est définie par
la Proposition 1.2.
Démonstration. Celle-ci s’articule en plusieurs étapes. Dans toute cette démonstration, C'

désignera une constante ne dépendant que de ||wol|, pm €t pas.

Premiere étape. Le champ de vitesse vérifie

t
(¢, )I7- < C/O [r(7) + V/r(D)e(Vr() + pr(n) VP dr, Vp>2, MO<t<Tec.

En effet, les deux équations fournies par la Proposition 2.3 pour (vi,z) et (ve,() nous
donnent

OO +T-Vui+vy - Vi+divie@ H + 1@ H+ H @ 0+ H ® vg)

l
— 3 difor (=)t - 6, — va(G)t 0] = —Vp. (2:2)
=1

Comme fonctions test dans (2.2), on considere des fonctions régulieres ®,, € C° ([0, 7] x R?)

& divergence nulle qui convergent vers o dans L? ([0, 7], Wh4(R?)). A la limite n tend vers
'infini, on a pour ¢ € [0, 7]

t ¢
/0<8t@’(b”>wgl’4/3,wé'4 dTH/O <6’51~}’@>W(;1’4/3,W(}’4 dr,

et on obtient ensuite les limites des autres termes grace aux différentes bornes pour les
normes de v; et vy établies dans la preuve de la Proposition 2.4. On trouve alors

l

I .

Sl =T+ +>_diK;,
1=1
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avec

t
—// 0-(0- Vv 4+ vy - V0)dadr,
0 JR2
t
J://(@®H1+02®H+H1®6+H®vg):V@dmdr,
R2

K; = / v1(zi) " B(z) — va(G) T B(G)] dr

L’étape suivante consiste a estimer chacun de ces termes pour des temps 0 < t < T¢. Afin
d’alléger les notations, on pose B; = B(y;(t), p(t)/4).

Estimation de I. Observons d’une part que
-\~ 1 ~19 1 ~12 1-
(v2-V0)-0de =~ | wve-VI[o]°de=—— |0|*div ve dx = 0.
R2 2 R2 2 R2
En outre, 'inégalité de Holder nous donne pour tout p > 2

/ (0-Vuy)-vdx
R2

ol %—l—% = 1. D’une part, on a d’aprés la Proposition 1.1 ||V | z» < Cpllwi || zr pour tout
p > 2. D’autre part, on a I'inégalité d’interpolation

< ol g2 |9l e [Vor ] 2o,

1

1—a
18]l za < 18]35 1511, rie .

+

|

0.¢]

Icionaa=1-— %, d’ot1 'estimation

msw/mmwm
0

Estimation de J. On a tout d’abord

/(’U®H1 Vvdx—/RQsz )j050; dx = = Z/RQZ
:_22/ o2div H' do = 0,
; JR?

car H' est & divergence nulle. D’autre part, puisque H! = > diHil, on a

t
‘/ (H' ® %) : Vidzdr|< i@@);%dm‘.
0 JR2

Pour chaque ¢, on a
t t
’/ (H}@ﬁ):V@dach‘ < ’/ / (H}@@):de(
0 JR2 0 JB;

t
+’//(Hi1®ﬁ):V6dxdT‘.
o Jae
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Une intégration par parties dans le second membre de cette inégalité combinée avec le fait
que div v = 0 nous mene a

‘/Ot/RQ(H}@@):dedT( < ’/Ot/Bi(H}@ﬁ):Vf)da:dT’
+‘_/(:</Bic(@.vﬂi1).@dx+/aBi(Hl-1-6)(6-y)ds>d7’

)

d’ou
¢ 1 ! 1
[ [t e Vodearl< [ 110 15l 95 ) dr
t t
e A P L R P e e

En appliquant la premiere partie du Lemme 1.1 pour Hi1 ainsi que le Lemme 2.1 pour o,
on obtient

t ¢
]/ / (H'©4): Vodrdr| < c/ 15122 dr. (2.4)
0 JR2 0
De maniere similaire, on a

t l
‘/0 /R2(v2®ﬁ) : wda:dT( < ;\dil

Puis, apres intégration par parties,

‘/t/ (m@f[i):Vﬁdde‘ < ‘/t/ (m@ﬁﬁ:V@dwdr’
0 JR2 o Ja,
+‘_/t</ (f[i.va).ﬂda:+/ (UQ'@)(FIi‘V)dS>dT‘.
0 /B OB;

t
/ / (v ® H;) : wdm(.
0 JR2

Par conséquent,
t ~ l t
[ [ e i Vodzarl< il [ 1o ool 93l dr
=1

l t
+Z |dz’\/0 (HHz’”Loo(Bf)”17HL2HVU2HL2 + HHZ'HLOO(BBi)Hf)HLo"(aBi)HU2||L°°’aBi’> dr.
=1

Une nouvelle utilisation de I'inégalité de Calderén-Zygmund pour vs et du Lemme 2.1
conduisent a

¢ ! ¢
[ [ e :vidwarl< S [ (1l + 1l ) ol0 . @5)
i=1
Par des calculs tres semblables, on parvient aussi a

(/Ot/w(ﬁém) Vi dadr

Lot i i (2.6)
< CZ/O (HHiHLl(B,-) + HVHiHB(Bg) + ”HiHLOO(aBi)) 19| 2 dT.
i=1
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On cherche ensuite des estimations pour H. Puisque H; = HZ-1 - Hf, les estimations
de potentiel fournies par la Proposition 1.1 impliquent que

|2i — il

27T|z —zillz =G| —

1Hill L (e) = sup < Clzi — Gl

Par ailleurs, d’apres la Proposition 1.2, on a
[ B@lde=c [ |k - 25) - K- G)lds < Coai - &),
Bi Bi

Enfin, observons que pour x € Bf, on a

\VH(z)| < |z — G| sup |D*K]| <

|2i — Gil,
[x—2zi,x—;) ‘ 1’3 ‘ ‘

ce qui implique que |V H; r2(gey < Clz; — ¢;|. Finalement, les estimations (2.4), (2.5) et
(Bf)
(2.6) entrainent

t l
71<20 [ (Wilzn + 3 [l = G+ ellz = Gl
i=1
Par croissance de ¢, on en déduit que

t
1< C [ [ro)+ Vi) dr
Estimation pour K. Pour chaque ¢, on décompose I'intégrant de K; comme

v (z0)" - 0(zi) — v2(G)T - 0(G) = (vilzi) ™ — 01(¢) ) - 0(z)
+ (01(G) T = v2(G)T) - B(zi) + v2(G) - (D(zi) — D(G))-

En appliquant la Proposition 1.2 & v1, on obtient

o1 (zi) " - B(25) — va(G) ™ - B(&)]
< Clo(zi)le(lzi — Gl) + 19(C)I|9(2i)] + [[vall e VO] oo (2, 120 — Gils

de sorte que le Lemme 2.1 donne finalement

|K| < C/O [7“(7’) + \/T(T)go(\/r(T))] dr

L’inégalité pour la vitesse découle alors immédiatement des estimations précédentes pour
I, Jet K.

Seconde étape. On a pour les points vortex

() — G2 < c/o [r(7) + e (V/r()] dr, YO <t<T.
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En effet, comme z; et {; sont lipschitziennes, leurs dérivées existent en presque tout
temps 0 < t < T¢. Pour ces temps-la on a

Sz Gl =20z G (=) — wa(G)) + 23] ~ (G5 )
VED
=2(z; — Gv1(z) —vi(G)) +2(z — G, 0(G))
+2) di(Hj(z) — H}(G), 2 — Gi).-
i

D’une part, puisque les vortex restent séparés sur [0, 7], on a d’apres la Proposition 1.1
|Hj (2) — HF(G) = |K (20 = 2j) = K(G = )| < CO2 (|20 = Gl + |2 = GI) s

ol § est introduit au Corollaire 2.1. Ainsi, en utilisant par ailleurs le Lemme 2.1 et la
Proposition 1.2 pour vy, on voit que

d
a|zi — Gl < C(lzi — Gle(lzi — GI) + 12 — GllITl 2 + |2 — GIVF(R)),

et 'on conclut par sommation pour ¢ parcourant 1 & [, puis par intégration sur [0, t].

Finalement, observons que pour z < 1 on a z¢(z) < p(2?) et z < ¢(z). La conclusion
de la Proposition 2.5 se déduit alors directement des deux étapes, ainsi que de la définition
de To. ]

Le Théoreme 2.1 est alors une conséquence immédiate du

Lemme 2.2. Pour toutp >1, on a

ot ¢ est la fonction définie a la Proposition 1.2.

Supposons ce résultat vrai pour le moment et terminons la preuve du Théoréme 2.1.
En invoquant la Proposition 2.5, on trouve I'inégalité

t
r(t) < C’/ pT(T)l_% dr, t<Ty,
0

qui apres intégration nous conduit a
r(t) < (CYP,  Vp=2, Vt<Th.

En faisant tendre p vers l'infini, on obtient dans un premier temps que r(¢) = 0 pour
tout ¢ < min(Tp,1/C). Par définition de Ty, on obtient donc r(t) = 0 sur [0,7%], ou
T* = min(T¢, 1/C). Puisque T™ est un nombre fixe, déterminé a priori, il ne reste plus qu’a
réitérer le raisonnement précédent sur les intervalles [kT™, (kK + 1)T™*], k = 1,...,[T/T"],
pour conclure que r(t) = 0 sur [0, 7], comme nous le désirions. O

Démonstration du Lemme 2.2. Le résultat est immédiat lorsque z > 1. Soit fy(z) =

z%(l — In z). Il nous suffit de montrer que f,(z) < p.
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1
En calculant f)(z) = P (%(1 —Inz) — 1), on voit que f;(z) > 0 si et seulement si

z < e'™P. Ainsi, fp atteint son maximum en la valeur z = el=P d’ou

fo(2) < folerP) =per L <p

pour p > 1. Le résultat est démontré. O

2.4 Une approche lagrangienne.

Dans cette partie, nous présentons une méthode alternative pour démontrer le Théo-
reme 2.1. Contrairement a la précédente, cette méthode fait appel a la notion de trajectoire.

Soient T > 0 et (w,z21,...,2) une solution de (E) sur [0,7] dont la donnée initiale
(wo, 2i,0) vérifie les hypotheses du Théoreme 2.1.

Soit € > 0 un petit parametre tel que ¢ < R(T) = ming 7 R(t), ot t — R(t) est
le rayon déterminé & la Proposition 2.1. Soit K. : R? — R? une fonction lipschitzienne,
bornée, a divergence nulle, qui coincide avec K en dehors de la boule B(0,¢) et qui vérifie

fB(O,a) K. =0.
On prétend que w est solution faible de I’équation régularisée

!
dw + div ((v + Z diK:(z — 2(t))w) = 0.
i=1

En effet, soit ¢ une fonction test, alors on a pour chaque ¢
/ wK (z — 2i(t)) - Vedx
RQ

:/ wK(x—zi(t))-dex—i—/ wK, (x — z(t)) - Veodz
B(zi(t),e) B(zi(t),e)¢

= / wlK (z — 2(t)) — K (x — 2(t))] - Vodz + / wK. (7 — 2(t)) - Vo dz.
B(zi(t),e) R2

En utilisant le fait que w(t) = «; dans la boule B(z;(t),e) d’apres la Proposition 2.1, on
trouve

/ W[K (@ — zi(t) — K. (2 — 24(8)] - Vo do
B(z;(t),e)
:ai/ K (2 — (1) - K- (z - z(t))] - Veoda =0,
B(Zi(t),&‘)

ol la derniere égalité résulte d’une intégration par parties et du fait que K et K. sont &
divergence nulle.

Clairement, le champ v+>_ d; K. (- — 2;) appartient & L ([0, T], QL(IR@)). Le deuxiéme
point du Théoreme 1.2 assure en outre qu’il est continu en temps. Il en résulte I'existence
de trajectoires t — X_(x,t), de classe C! sur [0, 7], vérifiant

!
%Xa(t, x) =v(t, Xc(t,x)) + ZdiKe (Xe(t,z) — 2i(t), X-(0,2) =z # 20,
i=1
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De plus, une transcription rapide de la preuve du dernier point du Théoréme 1.2 implique
que w est constant le long de ces trajectoires. Il suffit ainsi d’établir 'unicité pour cette
formulation lagrangienne, ou la partie singuliere du champ de vitesse a été remplacée par
un champ borné et lipschitzien.

Pour deux solutions (w1, z) et (w2,() du systéme mixte Euler-points vortex sur [0, 7]
dont la donnée initiale (wp, z; o) vérifie les hypotheses du Théoreme 2.1, choisissons € < py,
olt p(t) est défini par le Corollaire 2.1 et pp, = mingep 77 p(t). Notons X! et X2 les flots
transportant wy et ws respectivement. On introduit la quantité

1

lwoll 1

l
h(t) = /R2 X2 (t @) = X2(t, 2)llwo(x)| da + Y [z:(t) = Gi(1)],  h(0) =0,
=1

alors h est lipschitzienne sur [0, T']. Nous allons établir pour h une inégalité de type Gron-
wall.

Premiere étape : estimation pour la partie réguliere. On commence par la partie
intégrale de h(t). On a

d 1 2 Xal _X<€2 -1 2
% - ‘Xe (t,.%‘) - Xe (t,x)\|w0(x)| dr = 2 m : (XE - X5)|w()(l‘)| dx
€ 5
l
=1+ diJ;,
=1

ou l'on a posé

Xo - X2 1 5
I = /R2 m [Ul(Xa) —’UQ(XE)MWO(]}”dl'

et

J,:/ LX?.[K (X! —2) = Ko(X2 — )] |wo(x)| dz
T SR xE—xZ e T e R |

Estimation pour I. Ecrivons I = I + I, avec

X! - X2
L= === . Jo(X}) — v (X? d
= L e ) — v () e o) de

et

X! -x2 2 2
I, = /R2 ﬁ [u1(XZ) — v2(X2)] |wo(2)] da.

D’une part, la Proposition 1.2 appliquée a v; implique I'estimation
1< [ o (X2 ta) = X20.)) lon(o)] da.

D’autre part, puisque K. est a divergence nulle, les flots X! préservent la mesure de
Lebesgue, d’ou

vz-(Xf(w))=/ K(Xf(x)—y)wi(y)dy:/ K(XZ2(x) — XX(y))wo(y) dy.
RQ ]RQ
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Par conséquent, on a

n= [ Ll rdx‘Xl ol /R (K (X2(@) - XX(y) — K (X2(@) = X2())[woly) dy,

et d’apres le théoreme de Fubini, on obtient
ni< [[ | K@ - X1w) = K@) = X20) el leola)| do dy
< [ by [ | [K(x3a) = X20) - K (X2@) — X2(0) o) da
< [ by [ 1K= X20) = K (2 = X20) ()] =

ot la derniere égalité résulte du changement de variable z = X2 (¢, r). Ensuite, on a d’apres
la Proposition 1.2

/R2 |K (2 = X2(y)) — K (2 = X2(y)) [lw2(2)| dz < Co (IX2(y) = X2(y)]) ,

ce qui nous conduit a ’estimation

1< C [ o (X2t = X2 koo

Enfin, puisque ¢ est concave, on obtient en appliquant I'inégalité de Jensen aux inéga-
lités précédentes pour Iy et Iy

1< 2l ( [ | 1X200) = X2t @) llwnll o) do) < Clp(h(t).

Estimation pour J;. Il suffit d’utiliser le fait que K. est globalement lipschitzienne (de
constante de Lipschitz dépendant bien sir de ) pour obtenir

3= @ ( [, XAt ) - X2(talleola)] do -+ (0 — Gl0)]) < M),

Seconde étape : estimation pour les points vortex. Dans un second temps, on
évalue la partie « ponctuelle » de h(t). Soit t € [0,7] en lequel toutes les trajectoires sont
dérivables. La Proposition 1.1 pour K et la Proposition 1.2 pour v; nous donnent

%M’(t) — G < Jor(z) = v2( G + D |dsl| K (21 = 2) = K(G — )|
i
< Co (|2 = Gl) + w1 = v2) (G + C52> (2 — Gl + |25 — 1)

J#i
ou ¢ est fournie par le Corollaire 2.1.
Dans le but d’estimer le deuxiéme terme du membre de droite, on utilise la Proposition
2.1 : puisque wj(t) = o; dans B; = B((;(t),e) pour j =1o0u j=2,0na

u(G) = / K (G — y)w; (4) dy
/ K(G—y)dy + K(( y)w;(y) dy

= [ K-yl dy—/K Joos (4) dy.

BC
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car fB(o,g) K(z)dz = fB(o,e) K.(z)dz = 0. Ensuite, on obtient a 1’aide des changements de
variable y = X1(z) et y = X2(x)

v1(G) — v2(G) = /Rz K (G —y)wi(y)dy — /}R2 K (G —y)wa(y) dy
= /]12{2 {Ka (¢ — X2(2)) — K- (¢ — X2(2)) ]wo(x) dz,
et par conséquent
(01 =)@ < CE) [ X} a) - X2(@)lfoolo)] d
RQ

En rassemblant les estimations précédentes pour ¢ variant de 1 a [, on trouve enfin

l

> L) = G < Clh(t) + ¢ (h())].

=1

4
dt

Fin de la démonstration. Les calculs précédents établissent que pour presque tout
te[0,T7],

K'(t) < Clh(t) + @(h(t))], h(0)=0.
Finalement, tant que h < 1, on a h'(t) < Cp(h(t)) pour une constante C' et le Lemme 2.2

1
entraine que h/(t) < C’ph(t)l_? pour tout p > 2. Par le méme argument que celui de la
fin du Paragraphe 2.3.2, on conclut que h est identiquement nulle sur [0, 7. O
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3.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’évolution en temps grand du support de la partie
réguliere du tourbillon w dans le systéme mixte Euler-points vortex. Afin d’assurer I'exis-
tence d’une solution globale, nous nous restreindrons dans un premier temps au cas d’'un
seul point vortex d’intensité v € R* et nous présenterons I’adaptation au cas de plusieurs
points vortex a la fin de ce chapitre. Nous utiliserons ici principalement la formulation
lagrangienne

v =K *w,
2(t) = v(t, 2(1)),
2(0) = 2o,

¢1(x) = v(t, du(w)) + VK (¢1(2) = 2(t)),
¢0(CL’) =X, T 7é 20,

(t, ¢(x)) = wo(x).

Dans toute la suite, on notera wy = w(t, ). Nous verrons que les résultats connus a propos

des équations d’Euler classiques peuvent étre pour la plupart généralisés au probléeme
mixte (M).

S

Le fait que v soit uniformément bornée et vérifie ||v|loc < C HonlL/wagH}:g implique

que |z(t)| croit au plus linéairement en temps. Par ailleurs, des calculs immédiats utilisant
la forme explicite de K conduisent a la méme estimation pour la distance |¢p¢(z) — z(t)].
Dans le cas le plus général, c’est-a-dire sans aucune hypothese de signe pour wg, nous
disposons donc de la premiere généralisation suivante.

Théoréme 3.1. Soit wg € LL(R?) dont le support Ao est inclus dans B(0, Ry) et soit
20 € R2. Soit (w,2) une® solution du sytéme couplé Euler-point vortex (M). Alors pour
tout t > 0, le support Ay de wy vérifie

A+ C B(0, R(t)),

1/2 1/2
R(t) = |20] + Ro + cllwoll}i lwoll /2t

et ¢ est une constante universelle.

Désormais, nous considérons le cas ou wg est de signe constant, par exemple positif.
Puisque w est transporté par des trajectoires, il est clair que w reste de signe constant,
positif, & temps positif. A l'instar du cas classique (v = 0), on définit la masse

m0+’y:/ wt(a:)da:+’yz/ wo(z) dx +
R2 R2

d’une part, le centre d’inertie

co = / zwe(x) de + yz(t) = / xwo(z) dx + vz
R2 R2

26 Lo solution si w est initialement constant au voisinage de zo, en vertu du Chapitre 2.
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d’autre part, et finalement le moment angulaire

o= [ lafura) do+rls0F = | [olwae)do -+ 2laol
R R

Nous montrerons que ces quantités sont conservées a la Section 3.2.

Le principal résultat de ce chapitre est le
Théoréme 3.2. Soit wy € LS°(R?) & support compact Ag C B(0, Ro) et tel que wy est de

signe constant positif. Soit zo € R?. On note

mo = / wo(z) dx > 0.
R2

Soit v un réel tel que l'une des conditions suivantes soit réalisée :

(i) v <0 et|y| >mg, ou bien
(i) v > 0.

Soit (w, z) une solution globale au systéme mizte Euler-point vortex (M). Il existe une
constante Cy = C(my, 1o, o, ||wo|| Lo, Ro, |20]) telle que pour tout temps positif t, on a

Ay C B(0, R(1)),
ot t +— R(t) est une fonction croissante telle que

R(t) < Co(tt Inln(t +2) +1).

Stratégie de démonstration. Pour établir ce résultat, nous adopterons la méthode d’If-
timie, Gamblin et Sideris [20]. Pour une constante Cp ne dépendant que de my, ig, co, ||wo|| >, Ro
et |zp| & choisir ultérieurement, on introduit

r(t) = Co(tT Inln(t + 2) + 1).

Pour xg € Ag, soit z(t,z9) = z(t) la trajectoire issue de zp. Nous démontrerons que

d Co .
He0l < =B s [a(o)] 2 vl P)

propriété qui implique la conclusion du Théoreme 3.2. En effet, on peut supposer, quitte
A accroitre Cp, que tout zog € Ag vérifie |zg| < 7(0). Puisque r(t) croit plus vite que /4,
on vérifie que, quitte a augmenter Cy a nouveau, (P) entraine que |x(t)| < r(t) pour tout
t > 0. La conclusion s’ensuit, puisque w est constant le long des trajectoires.

La propriété (P) est elle-méme une conséquence des deux propositions suivantes, qui
seront établies a la Section 3.3.

Proposition 3.1. [l existe une constante Ki, ne dépendant que de my, i, co, ||wo|| o<, Ro
et |zo|, telle que pour tout o € Ay, on a

1

d|a(t K
2®)] K +K1(/ » wt(y)dy>2 si |x(t) > K.
ly| >

dt |z ()
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Lorsque |x| est suffisamment grand, la proposition suivante fournit une estimation de
la masse de tourbillon présente en dehors de la boule B(0, |z|).

Proposition 3.2. Il existe une constante Cy, dépendant uniquement de my, ig, co, ||wol| L, Ro

et |zo|, telle que si

1/2 1/2
r(t) <7 < |20] + Ro + cllwoll 14 lwoll }2t,

ot ¢ est une constante universelle et r(t) est défini par

r(t) = Co(t3 Inln(t + 2) + 1),

1
3 2
wi(y)dy)® < =.
</y|>§ ) r?

Remarque 3.1. Il est possible de remplacer la borne =2 par C(k)r~* pour tout k > 0,
la borne r=3 est néanmoins suffisante pour démontrer le Théoréme 3.2.

alors

3.2 Quelques résultats préliminaires.

3.2.1 Conservation.

Commencons par établir les propriétés de conservation mentionnées dans l'introduc-
tion.

Proposition 3.3. Soient wy € L et zg € R2. Pour toute solution (w, z) de (M), le centre
d’inertie
c= / zwi(x) dx + yz(t)
R2
et le moment angulaire
- /2 o Pwn(w) dz + 4]2(t)?
R

sont constants.

Démonstration. Soient t > 0 et soit R > 0 tel que le support de w; soit inclus dans B(0, R)
pour 0 < s < t. Soit y une fonction lisse égale & 1 sur B(0, R) et nulle a l'extérieur de
B(0,2R). Soient ®(x) = xx(x), k = 1,2 et ®(z) = |z|?x(z) respectivement. On sait que

/RQ O (2)wi(x) de = /R2 ®(x)wo(z) + /Ot /]R2 Ws [v(s,:c) +vK (z — z(s))] .V dr ds.

En tenant compte du fait que

/Rz r(aols, vy do = [ /R o K = y)es@e(y) drdy =0

/R2 ws(2)v(s,x) -z = //]R%GR? K(z —y) - 2ws(@)ws(y) dody = 0

par échange de x et y et grace a l'identité K(z) - z = 0, puis en utilisant I'EDO vérifiée
par z(t), on aboutit & la conclusion. O
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Rappelons pour conclure ce paragraphe le

Lemme 3.1 (Proposition 1.2 ou [20], Lemme 2.1). Soient S C R? et f € L'(S)NL>(S).
Alors pour tout x € R?,

) Ve
T <
/g oy W < O ) 1 s,
pour une constante C.

3.2.2 Bornes sur le moment d’inertie et le point vortex.

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que 'une et l'autre des hypotheses (i) et
(ii) du Théoreme 3.2 impliquent que le moment d’inertie

1=1(t) = /R2 || 2wy (2) da

correspondant a la partie réguliere du tourbillon est borné, ce qui permet de se ramener
au cas classique v = 0. De par la définition de i, i(t) est borné si v est positif. On se
restreindra donc dorénavant & ’hypothese (i) du théoreme.

Dans toute la suite, on supposera, quitte a changer de coordonnées, que
cop = 0.
Proposition 3.4. [l existe une constante Ko = Ko(my, co, i) telle que
12(t)] < Ky, Vit >0.

Démonstration. Par positivité de wy, on a

0< / & — 2(t)Pwr(a) da,
R2
d’ou
0< / || 2wy (z) dz + </ wi(x) da:>|z(t)]2 —22(t) / xwi(z) dz.
R2 R2 R2
En introduisant les quantités mg, cy = 0 et ig, on obtient
0 <o —y]2(8)]> + molz(t)|* + 27]2(1) [,
d’ou le résultat puisque v + mg < 0. ]

En combinant la Proposition 3.4 et le fait que i est constant, on obtient immédiatement
le

Corollaire 3.1. Il existe une constante K3 = K3(my,ig, o) telle que

i(t) = / |z|2wi(x) de < K3, VYt >0.
R2
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3.3 Démonstration des Propositions 3.1 et 3.2.

Dans toute cette section, C' désignera une constante dépendant uniquement de wy et 2,
plus précisément de my, i, o, ||wol| L, Ro et |zo|, pouvant éventuellement changer d’une
ligne a ’autre.

3.3.1 Démonstration de la Proposition 3.1.

On souhaite établir une borne pour d|z(t)|/dt lorsque x(t) est proche de 0B(0, R(t)).
D’apres le systeme (M), z(t) subit 'influence du champ de vitesse v = K * w, pour lequel
on dispose des estimations de [20], et du champ créé par le point vortex. Quitte & accroitre
K1, on peut supposer que K1 > 2K5, ou K5 est la borne introduite a la Proposition 3.4.
Ainsi, lorsque |z(t)| > K7, le champ K (z(t) — 2(t)) se comporte presque comme le champ
K (z(t)), qui n’a pas d’influence sur 'accroissement de |x(t)|.

En utilisant le systeme (M), on calcule

dz(t)] =z dx
dt |z dt

—,’”" (tx)JwH K(z — 2(1))

T Tr — L X r—z
R

27T|:E| 2 |x—y\2 27|z |z — 2%

)L

En introduisant le centre d’inertie dans le membre de droite, on obtient

B = e (e ) e
Sz (2 )
- </]RQ($ —y) wily) dy +v(z — Z)L> :

|[? 27 ||

Comme ¢y = 0, on a

ﬁ- </RQ(1‘ —y) wily) dy +(z — Z)l> - _ﬁx\if (/RQ yren(y) dy+7zL>

:—7-63‘

ce qui nous donne

d|fL‘(t)‘ _ x ~/R2(.%‘—y)ly‘(2$_y)wt(y) dy + v

dt 2| |z[?|z — y/?

1z (2 — 2)

(z—2)

2|z |z *|x — 2>

Commencons par estimer la contribution de la partie réguliere du tourbillon. Puisque w;
est positif, on déduit directement du Corollaire 3.1 et de I'inégalité (5) de [20] I'estimation

1/2
x Ly-(Q:L‘— ) C /
. T — Ty dy| < — + C w d .
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Afin d’estimer la contribution du point vortex, on observe que x - (x — z)L = -zt

d’ou

x 1222 —2) |22|22 — 2|

(z —2)

Ja] 2w — 2217 oo — 22
Par ailleurs, le fait que || > 2Ky > 2|z| implique que |z — z| > |z|/2 et en particulier
2z — z| < |z| + |z — 2| < 3|z — z|.

Enfin, en utilisant le fait que |z(¢)| est bornée, on obtient

-2z — C
LA k) | Py
|| |z?lz — 221 7 [zf?
et la Proposition 3.1 est démontrée. O

3.3.2 Démonstration de la Proposition 3.2.

La démonstration qui suit est une adaptation au systeme mixte (y # 0) de la démons-
tration de la Proposition 2.1 de [20] (y = 0).
Considérons les fonctions?”

2 _ .2
frteep(—e™) et )= f <H/\)

puis
fr) = [ orlalea(e) de,

oll 0 < A < 1 est un parametre a déterminer. Comme f est croissante,

pz [ r(EEE a0 [ at s

et nous voyons qu'il suffit d’obtenir une estimation sur f,(t).
On se servira par la suite des propriétés suivantes pour f. D’une part,

0<f'y) < fly) et |f"(W]I<Cfly), pour y>0, (3.1)

et d’autre part, pour p > 1,

0< f(y) <CPRFW'™ et |f'(y) <CP*fy)"r, powr y<0.  (32)

Enfin, pour tout yp € R, on a

J'(y) < Coxp(—5¢ ™), vy < o (33)

Nous établirons pour commencer quelques lemmes préliminaires.

*"Dans [20], le choix de f(t) = ﬁ—tef mene a des estimations légerement différentes, voir ci-apres.



66 Chapitre 3. Evolution du support du tourbillon dans le systéme mixte

Lemme 3.2. II existe une constante K4 = K4(my, io, ||wol| £, Ro, |20]) telle que pour tous
r>Kyetp>1,

/ xp(—1 exp(2 (T 2 a1
= (e . 2>\i2p(4k)) + {\2(7«2 * >\2f4+§ £ ) P) .

Démonstration. Le systéeme (M) en formulation faible s’écrit
70 = [ 96:@) - [ol@) + 9K (@ = 2(0) (o) do

= | Vou() v(@)wr(w) dz + /R Voy(a) K~ 2(0)n(x) do

RQ
=1+J
En insérant la formule de Biot-Savart v = K x w, on exprime les termes I et J sous la
forme
1 2> —r*\ 2 (z —y)*
I = ! dx d
TAT2 //R2X]R2f ( Ar2 |l — y|? wi(@)wr(y) d dy
et

oy 1z =\ @ (= 2(t)
v /RQf ( 2 ) e w)de
;| 22 zt . z(t
= o L () st

On considere la décomposition R* = O U Qs U Q3, ott

O =A{(z,y); |zl <5}
O =A{(z,y); |z| = Fetlyl <
Q3 ={(z,y); x| = 5etfyl =

NN

On introduit également ’ensemble
r r
Qy ={(z,y); |z[ = 1¢t lyl = 1} BRZS

de sorte que Q4 \ 23 C Q;. Enfin, on pose

1 2|2 — 72\ 2ty
L) = ol (P ) 2o et

1 |z =72\ 2t -y
M = !
(x? y) 7T)\?”2 f < ATQ ‘x’2 wt (x)CL)t(y)
1 lz)> =2\ | 1 1
N = ! . _
('I’y) 7T)\7"2f < )\7"2 € ) |CL‘ — y|2 |I’|2 wt(x)wt(y)a
alors L = M + N et

I:/L:/L+/L+/L—/ L.
R4 N Qo Qq Q4\Q3

.
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En incorporant les quantités M (z,y) et N(x,y), on obtient

[r=[ e[ N
Qo Qo Qo

_ ’ |.CU‘2 — 7”2 .TL -y
_/ngf < A2 > EE wi(z)wi(y) dx dy — QSM_|_ Q2]\[

yER?

2?2 — 72\ 2t - 2(1)
:—7/ f’< wi(z) dx — M + N,
21> 5 A2 P 0 o

oll on a inséré l'identité cg = 0 dans la derniere égalité.
Finalement, puisque f/(t) = I +.J, on trouve en rassemblant et regroupant les égalités
précédentes

frl*(t) = gr(t) + hr(t)a

ou g,(t) est la contribution de la partie réguliere du tourbillon, définie par

_/L+/N—/M+/L—/ L
Ql QQ Qg Q4 Q4\93

et h,(t) est la contribution du point vortex, définie par
g p (|2 =2\ ot x(t)
hy(t) = d
®) TAr2 [/sz ( Ar2 |z — z(t)Pwt(x) v

P =r\ 2t 2(t)
_/Irlzgf< Ar2 ) |z[2 Wt(x)dx]

Dans la suite de la preuve, on évalue chacune des intégrales précédentes séparément.

Premiere étape : estimation de le L

: e =% 3y
Puisque dans €21, on a VoI < v I'inégalité (3.3) implique que
1 3 1
exp(—3 exp(x)) [z - (z — )|
\L(x,y)\ <C A2 ’.’I) — y,g wt(x)wt(y)>

d’ou

‘/Ql L(z,y da:dy’ < — exp( 1 exp(%)) /RQ | (/RZ ,;Utiy;, dy) () e

En utilisant le Lemme 3.1, le Corollaire 3.1 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
donc

1 3
‘/ (x,y dxdy‘ < — exp( fexp(4>\))
1971

Deuxiéme étape : estimation de fQ4\Q3 L.

Puisque Q4 \ Q3 C Qq, I'étape précédente donne directement

1 3
’/94\93 L(x,y dfcdy} < — exp( fexp(4)\))
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Troisieme étape : estimation de fQ3 M.
Par une estimation directe, on obtient

¢ 2> =%\ |yl
M dx d ‘ !
‘ Qs (ﬁ,y) €T ay )\7’2 Qs f ( )\7’2 T (.Ut(l')

< ( | bt dy> /.

Or, d’apres le Corollaire 3.1, on a

IN

donc

C
dy < —
(y)dy < —,
C |z)? — r?
M(x,y dmdy‘g— '( we(x) dx
‘ o, M) A > Ar? )
C ! ‘$|2 - TQ
— —_— dx.
— A Japzg ( TER
On évalue a présent 'intégrale

'ZZ
en fonction de f,(t). A cette fin, posons

ou

i) = i+ o

]1:/ f/<|x|2_r
|z|>r

- wi(z)dx et j ——/ f! lzl —r” F-r w(z)
e x)dx.
Ar2 t /2 r<|z|<r Ar2 t
Lorsque || > r, on a f’ <7|:c|;2r2> <f <|:c|jr27”2

) d’apres (3.1), il s’ensuit que
jl < fr(t)-

”
Par ailleurs, lorsque i < |z| <, (3.2) assure que pour tout p > 1

$2—T2 II)‘Q—T‘Q
f/(| |)\r2 >§Cp2f<| |

1
p
Ar2 ) ’
d’ou, apres utilisation de I'inégalité de Holder puis du Corollaire 3.1,

<
bl
INE]
&
—~
8
~—
I
8
N———
3=
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Les estimations précédentes pour j; et jo nous ménent finalement a

2 .2 2
[ (M et s < cno+ pw', (3.9
ja|>% AT ro
dont on déduit que
Cfr(t C
‘ M(af,y)dﬂfdy‘é ;\fi)Jr p2f7"()
Q3 r Ar

Quatrieme étape : estimation de fQ2 N
Pour (z,y) € Q9, on a |z —y| > |z|/2 d’ou

22 — y| < 3|z —yl,
donc

oz =9ty Ce—y)| _ly-@=yly Ce-yl| _ |z—yl

|z — y[?|z[? - |z =yl

En invoquant le Corollaire 3.1, on obtient par conséquent

C x| —r?
N(:c,y)d:cdy’ S/\T“l/ Tf/ <| ‘)\7’2 >wt(zl:)dx,

lz|>5

8 2

soit, d’apres (3.4),
Cp

N(a:,y) dl‘dy‘ < C/]\C;L(lt) )\ 2 fv"( )

s,
Cinquiéme étape : estimation de fQ4 L
On tire parti du fait que {24 est symétrique en écrivant

1
/94 L(z,y)dxdy = 3 /94 [L(m,y) + L(y,x)] dx dy.

Orz-(z—y)t=y-(z—y)t =2t -y=—2 -y, dou
2_ .2 2 _ .2 1.
L+ L) = = [ (EL20) - (W22 | i@t

TAr? Ar? |z —y|?
=S(z,y).
De méme que pour g, écrivons 0y = Q) U QJ, ol

|z]

Qy = {(z,y) € U; |$*y|2? et QU ={(z,y) €Q; |z—yl<

lely
2

D’une part, on a par croissance de f

2 _ .2 2 .2
‘ o S(z,y) da;dy’ < )\T2/ [f/ (|x|)\r2r> yf <y|>\r27“ >} |$’f|y|wt($)wt(y)dxdy
C , 2 _ .2 , 2 .2
Smamﬁ(mwr)ﬁ(mmfﬂw@mwmm
C 2,2
W/Q I <|:1:|)\r2r> wi(@)wr(y) da dy.

IN
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Rappelons qu’en vertu du Corollaire 3.1, on a f|y|>r/4 wi(y)dy < Or~2, et on en déduit
que

C x|? —r?
S(z,y) df'?dy‘ < )\704/|>T f' <||>\Tg> wi(x) d.
TlZg

L’inégalité (3.4) donne finalement

I

Cf.(t Cp? 1
S(z,y) dfﬂdy‘ < ;\fri) + S 4]12 F(6) 7.
r'p

A

Par ailleurs, pour (z,y) € Q), on a |z| ~ |y| : en effet, puisque |z — y| < |z|/2, on a
d'une part |z| > |y — [z —y| > |y — [z[/2, et d’autre part [z < [z —y[+ |y| < |2[/2 +[yl,
donc

2
WL < < 2.

of2 =72 =
Ar2 7 a2

Ensuite, le théoreme des accroissements finis assure qu’il existe & € |

A W et N L
f< 7 )‘f< v >_f(§) X2

tel que

On en déduit que

9 |z — yllz + yl|z]
S(z,y)drdy| < / ¢ wi(T)wi(y) dx dy
| Jy S e < g5 |1 O e )

< o /Q (@) llalwr(w)on(y) de dy.

On remarque que si £ < 0, on a |f”(¢)] < Cpr(g)k% pour tout p > 1, alors que si & > 0
on a |[f"(&)] < Cf(¢). Finalement, on a

7O < C2(E) 7 + £(6)), VEER

Or, par croissance de f, on a

s <i (55 + 1 (M55) = )+ 6o,

d’oti, d’apres l'inégalité de Holder et le Corollaire 3.1,

v’ / FOI 7 o Pwr(@)wi(y) da dy
o

4
2
<
o

< Cp? (/QN <¢r<$) + ¢T(y)> ]x‘th(x)wt(y) dx dy) B : <

yi

1—-1
(¢r@) +6:(0)) " laPwr()wrly) dz dy

<

<

11
(qbr(ac) + qbr(y)) || 2wy (2)we (y) da dy) )

hSAINS

"
r 4
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Ensuite, en utilisant le fait que |z| ~ |y| dans ), on trouve

| (6@ +0:0))laPer@han()didy < € [ 6v(a)laPenohon(y) do dy
o Qy

< Cfr(b),

ou la derniere inégalité est une fois de plus une conséquence du Corollaire 3.1. Finalement,
on obtient en rassemblant les inégalités précédentes
Cf(t) Cp®

+
2,4 2
Ar A2t o

S(a,y) dudy| < £

’ 1
94

Sixiéme étape : estimation de h,(t).

On écrit h,(t) sous la forme
(=P =2 1 1
f < 2 >x -z T P wi(x) dx

C )2 =2\ 2tz
— d
#5087 (5 ) =t o

= h1(t) + ha(2).

On suppose que K4 > 4K5, ou K> est définie a la Proposition 3.4. On note que sir > Ky et
si |z| > r/2 alors |z| > 2|z|, donc en particulier |z — z| > |z|/2. Ainsi, on a pour |z| > r/2

L- . —_—
xJ"Z<| 1 1)’:|x z||z - (22 z)|<C’

s=2P P e —2PRP =

On en déduit que

soit, d’apres (3.4),

Par ailleurs, en reprenant les calculs de la premiere étape, on obtient pour |z| < r/2

(P =\ otz 1 3 2|
< _Z el
! ( Ar2 ) |z — 2|2 _exp( 26Xp(4)\>)|x—z\’

et il s’ensuit que

hz(t)<CeXP(—§eXp(5))/ 22y da
< . .

Ar? 2 |xfz]wt

En utilisant finalement le Lemme 3.1 ainsi que la Proposition 3.4, on obtient

C exp(—3 exp(%))

ha(t) < 2 AL
2(t) = Ar?

Septieme étape : fin de la preuve du Lemme 3.2.

En rassemblant les inégalités établies aux étapes précédentes, on parvient a la conclusion
du Lemme 3.2. [
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A T’aide du Lemme 3.2, on peut alors établir le résultat suivant.

Lemme 3.3. Il eziste une constante K5 = Ks(mg,ig, Ro, ||wo||e,|20|) > Ky telle que
pour tout v vérifiant
1
r > Ks(tsInlnr + 1),

on a
1

r2lnr’

/ @l SCLO) e h) s

Démonstration. La premiere inégalité est vraie pour tout r > 0 et ’on passe directement
a la seconde. Choisissons 0 < A < 1 de sorte que

3

1
exp ( - iexp(a)) = 75

c’est-a-dire
At =¢y+crInln(r),

ol ¢p,c1 > 0. Sir > 2Ry, ou Ry est défini au Théoreme 3.2, on obtient d’apres (3.3)

22 — 2 1 3 1
w0 = [ 1 (P ) eote) o < moesp (= gesvi ) < g

des que r > C est suffisamment grand.
Soit ensuite T'(r,p) > 0 défini par la formule

Kgp*T(r,p) 1
A20(ln ) b ~ 5r2lny’

ol Ky est la constante introduite au Lemme 3.2. Enfin, soit

1

T+ — <t<T tel t) < -
sup{0 <t <T(r,p) tel que fr()<r21nr

}.

D’apres le Lemme 3.2, on a, quitte a augmenter Ky,

1 1 2 3K4p?
f;(t) < Ky ﬁ+)\2 6] + b 1_1 < 4P 1_1 vt e [07T*L
r P N2p6(Iny) e A2r6(Inr) "

pour tout r > K4. On obtient donc

3K4p*T 4 1
4p (Ta]?) < 5 < 5 ’
A2r6nri— 7 5r¢lnr  r?lnr

fr(T7) < fr(0) +
et il s’ensuit que T = T'(r, p). Choisissons finalement
p=Inlnr,

de sorte que (In r)_% =elet T(r,p) = T(r) > C~**(Inlnr)~%. Par suite, on a pour
r > max(Ky,C) :

fr(t) < , Vt< o4 (Inlnr)

Finalement, on choisit K5 > max (K4, C) et I'on parvient a la conclusion. O

rZlnr



3.3. Démonstration des Propositions 3.1 et 3.2. 73

Le Lemme 3.3 permet d’établir une estimation portant cette fois sur la fonction

|z|? —r

wt) = [ otwa@as = [ o (FZ Y an

pr?

ol 0 < p < 1 est un parametre a déterminer convenablement et

n(s) seR.

T 1ges

Les fonctions 7 et g, sont précisément celles qui ont été utilisées dans [20]. Par croissance
de 7, la masse de tourbillon présente en dehors d’une boule de rayon r est controlée par
gr grace a l'inégalité

/ ez <) ar ()

Les estimations de [20], qu’adaptent celles de la Proposition 3.2 ou du Lemme 3.2, s’ap-
puient sur les propriétés de décroissance de 77 et de ses dérivées :

7 (s) <min(n(s),e ), |n"(s)| <n(s), Vs€eR.
Notre résultat est le suivant

Lemme 3.4. I existe une constante Kg = Kg(myg, 9, Ro, ||wo||Le,|20|) > K5 telle que si

r> KG(ti Inlnr + 1),

_3
g;(t)SKa (exp( 4,u)+gr(l:’l)+ gr<t) )

pur? ur w2rdnr

alors

Remarque 3.2. Dans [20], l'inégalité établie pour g, est

exp(—3;) . gr(t)> |

/”12 M27.4

gr(t) < C(

lestimation du Lemme 3.4 en constitue donc une légére amélioration.

Démonstration. Celle-ci consiste a suivre pas a pas la démonstration du Lemme 3.2, en
remplagant f, par g,., A par u, f par n et ¢, par .. On reprend les notations de la
démonstrations du Lemme 3.2, notamment les quantités L, M, N et les espaces €);,i =
1,2,3,4.
Premiére et deuxiéme étapes : estimation de le L et fQ4\Qg L.
Ici, le fait que n/(s) < e~ sl entraine que
3

C
‘/Ql L(x,y)dxdy‘ < Wexp(f @)

Troisieéme étape : estimation de st M.
De méme qu’a la troisieme étape de la démonstration du Lemme 3.2, on a

2 .2
’ M(z,y) dwdy’ < 04/ n (!wl QT )wt(w) dz,
Q3 KT Ja|> 2 ur
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et comme 7’ < 7 on trouve

t
M(xydxdy‘< ()

’ Q4 pr

Quatriéme étape : estimation de sz N
En copiant les calculs de la quatrieme étape de la preuve du Lemme 3.2, on obtient a

nouveau o 2,2
‘ N(z,y) dxdy] < 4/ n (W) wi () de,
Q KT S|z >3 ur
soit, puisque 7’ < 7,
Cyg,(t
‘ N(x,y)dxdy‘ < gr£)~
Qs K

Cinquieme étape : estimation de fQ4 L
Toujours en utilisant le fait que ' < 1, on obtient directement

S(x,y)dzx dy ‘< (t)

’ o, urt

Par ailleurs,

[, Stendra] < o [ @l ey
4

hY ’x‘2 — |y’2 — r2 . 173 . . .
ou €| , |. Puisque |n|” < n et puisque 7 est croissante, on obtient
Ar2 Ar?
| oy S@Y) ) dwdy| < 2 T4/ (@) + 0o (0) ) JoPesr(w)wn(y) da dy

= 2t /QZ 1/Jr(x)|x]2wt(x)wt(y) dx dy

¢ 2
= p2rd /m| Ur(2)wr(2) <\$| /Iylz;“'%(y) dy) :

Rappelons que Ks est la constante deﬁme au Lemme 3.3. On peut vérifier que 'on peut
choisir C' > K5 de sorte que si r > C’(t4 Inlnr + 1) et si  vérifie || > r/4, alors

|z| ||
5 > K t4ln1n(2)—|—1

Ainsi, le Lemme 3.3 garantit que

r
4

2

C C
/| o= (4) 1w (%) = Pl

Finalement, des lors que r > C’(t% Inlnr+1),on a

S(z,y dxdy‘ < i

‘ Q wirdnr
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Sixiéme étape : estimation de h,(t).
En copiant la sixieme étape de la démonstration du Lemme 3.2, on parvient a

Cexp ( - %) Cgr(t)
< .
hr(t) < 1 + Lt

Septiéme étape : fin de la preuve du Lemme 3.4.
En rassemblant les résultats des étapes précédentes, on trouve

, exp(—a:) gt H(t
gr(t)§C< ur4 g()+ﬂ29r4(13w>

pour tout r > C (t% Inlnr +1). La conclusion du Lemme 3.4 est finalement obtenue en
choisissant Kg > max(C, C). O

Grace aux lemmes précédents, on est & méme de compléter la

Démonstration de la Proposition 3.2.
Supposons que r > K6(t% Inlnr 4+ 1), ou Kg est la constante définie au Lemme 3.4. Dans
ce dernier, choisissons y de sorte que exp(—3/(8u)) = r~8, c’est-a-dire u = ¢(Inr)~! pour
¢ > 0. Quitte a augmenter Kg, l'estimation obtenue au Lemme 3.4 pour un tel u est donc

, exp(—g;)  g.(t
gr(t)gK()-( W24 +9M£4)>.

Puisque ¢,(0) < myp exp(—%) pour r > 2Ry, 'inégalité ci-dessus devient apres intégration

Or, on peut vérifier que, quitte a augmenter Kg, on a

Kgt 3 3
202 <2 orsque t< Ki*(Inlnr) 44,
urt  4p 81

En supposant que K62 > myg on obtient ainsi

m 1 2
gr(t) < Tso +—5 < 5+ Dpourtout (¢,7) telque 7> K@(ti Inlnr +1).
r r r
Finalement, il est aisé de vérifier que l'on peut choisir Cy > Kg de sorte que si (¢,7)
satisfait a

Co(1 +t3 Inn(t +2)) < r < |z0| + Ro + ¢]lwol| 1) [[woll}2t,

ou ¢ > 0, alors
r> K(;(ti Inlnr +1).

La Proposition 3.2 est donc établie. |
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3.4 Commentaires et extensions.

3.4.1 Le cas de plusieurs points vortex.

La généralisation du Théoreme 3.2 au cas de plusieurs points vortex nécessite en pre-
mier lieu de supposer que toutes les intensités des points sont de méme signe, ce qui assure
I’existence d’une solution globale au systeme mixte Euler-points vortex. Cette hypothese
de signe sur les intensités permet de plus d’étendre le Théoreme 3.1 de la fagon suivante.

Théoréme 3.3. Soient wy € L (R?) a support compact Ag inclus dans B(0, Ry). Soient

21, ..., 2] des points deux a deux distincts et dy, . .., d; des réels tous positifs. Soit (wy, z1(t), . . .

une solution globale au systeme mixte Fuler-points vortex. Il existe une constante Cy, ne
dépendant que de max |z;|, Ry et ||wol||re, telle que

supp (wt) - B(Ov 00(1 + t))v Vi > 0.

Démonstration. De méme que dans la section précédente, les Cy, k = 1,2, ... désignent des
constantes ne dépendant que de max |z, Ro et |wol|p1nre. Marchioro et Pulvirenti [28]
ont mis a profit I’hypothese de signe sur les intensités d; pour établir que

lzi(t)| < Ci(1+t), Vi=1,...,1L (3.5)

Pour obtenir cette estimation, on considere le moment d’inertie associé aux vortex

l
1t) = Y difzi (D),
=1

qui est une quantité conservée lorsque w = 0. Dans le cas présent, on a

l l
I(t) =2 Z dizi . [’U(Zi) + Z de(ZZ' - Zj)] =2 Z dizi . U(Zi),

i=1 i i=1
apres échange des indices 7 et j dans la double somme. Puisque les d; sont positifs, I'égalité

précédente mene a
!

()] < 2[lvllzee D dilzi(t)] < Con/T(1),

i=1
d’ou
I(t) < C3(1 + 1),
et 'on obtient ainsi la borne (3.5) pour chacun des points vortex. Une fois cette borne

obtenue, il ne reste plus qu’a récrire la preuve de la Proposition 2.2 du Chapitre 2 pour
obtenir la conclusion du Théoreme 3.3. O

Dans le cas de plusieurs points, le centre et le moment d’inertie sont définis par

l l
c:/ () de+ 3 diz(h), 1_/ o 2wn(w) do + 3 dif s,
R2 i=1 R2 =1

un calcul rapide montre que ces quantités sont conservées. Par conséquent, lorsque toutes
les intensités d; sont de méme signe que wp, on obtient ’extension suivante du Théoreme
3.2:

;2(t))
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Théoréme 3.4. Soient wy € L°(R?) a support compact et de signe constant positif.
Soient z1, ...,z des points deux a deux distincts et di,...,d; des réels tous positifs. Soit
(Wi, z1(t), ..., z1(t)) une solution globale au systéme mizte Euler-points vortex. Il existe une
constante Cy, ne dépendant que de mo,ig, max |z|, Ry et ||wol|p-, telle que

supp (wy) C B(0, R(t)), Vt =0,
ot t — R(t) est une fonction croissante telle que
R(t) < Co(tiInn(t +2) +1).

Remarque 3.3. Par analogie avec l'hypothése (i) du Théoréme 3.2, il serait naturel
d’étudier la généralisation du Théoréme 3.4 a la situation ou les d; sont tous de méme
signe (afin d’assurer lexistence d’une solution globale au systéme mizte), de signe opposé
a celut de w, et vérifient

l l
Sl =Y di| > [ wnle)da,
i=1 i=1 R?

3.4.2 Lecasdewyc L'NLP, p>2.

Supposons que wg € LZ(R?) avec p > 2 et que tous les d; soient de méme signe.
Par régularisation de wy, il est possible de montrer 'existence d’une solution globale

(wt, 21(t), ..., z(t)) au systeme mixte Euler-points vortex en formulation lagrangienne?.
Plus précisément, si w§ € L (R?) converge vers wy dans LP lorsque € tend vers zéro et si
(wf, 25(t), ..., 2 (t)) désigne une solution correspondante du systeme mixte Euler-points

vortex, on vérifie que les 25 (¢) convergent localement uniformément vers les z;(t) et w§ vers
wy faiblement dans LS (R4, LP(IR?)). Ceci résulte en particulier de la Proposition 1.3, qui
assure que

154
[ dy < € (1ol Woflliogs)) = € (loflascsy lznes)-
En particulier, dans toutes les majorations obtenues au cours de la démonstration du Théo-
réme 3.2, la norme ||w§|| L peut étre remplacée par la norme ||w§||z». Cette derniere étant
uniformément bornée en &, on obtient ainsi ’estimation du Théoréme 3.2 pour supp (wj),
ou la constante peut étre choisie indépendamment de . Finalement, la méme estimation
a lieu pour supp (w¢) apres passage a la limite.

28 Cette notion est définie avec précision au Chapitre 1.
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4.1 Introduction.

L’objectif de ce bref chapitre est d’établir un résultat d’existence globale pour I’équation
d’Euler
Ow +div(uw) =0, u=K xw,

1 2zt

= %Wa T €R2\{0}7

lorsque la vorticité w est une mesure de Radon d’une forme particuliere. Dans le contexte
du théoreme de Yudovich, c’est-a-dire lorsque w appartient a L (R+, L'n LOO(R2)), la
vitesse u = K * w est uniformément bornée et div (uw) est bien une distribution. Comme
I'a remarqué Schochet [33,34], les propriétés de symétrie de K et la formule de Fubini
permettent d’écrire div (uw) au sens des distributions sous la forme

/R? u(t,z) - Vo(z)w(t, z) de = //RQXRQ Hy(z,y)w(t, z)w(t,y) dz dy, (4.1)

pour toute fonction test ¢, ou la fonction H,(-,-) définie par

Holw,0) = 5K (@ —y) - (Vola) ~ Vo (y))

est bornée par C||D?¢|| = sur R?, continue en dehors de la diagonale A = {(z,z),z € R?},
et tend vers zéro a I'infini. Contrairement a 'intégrale simple dans (4.1), la double intégrale
est bien définie tant que w est une mesure de Radon bornée et diffuse. Ceci est le cas par
exemple lorsque w est une mesure de Radon qui en outre appartient & H~1(R?) (nappe
de tourbillon). En revanche, lorsque w comporte une partie atomique, il est nécessaire
d’assigner a H,, une valeur sur la diagonale A. Pour cette raison, on remplacera dorénavant
K par K , ol
K(z)=K(z) pour z 0 et K(0) =0.

Notre définition de solution généralisée de I’équation d’Euler pour des vorticités de type
mesure, qui s’appuie sur la formulation (4.1), est extraite de 'article de Poupaud [32]. On
introduit d’abord quelques notations : M (R?) désigne I'’ensemble des mesures de Radon
finies sur R? et M™(R?) I’ensemble des mesures positives et finies. L’espace M (R?) est
identifié¢ au dual de I'espace Cp(R?) des fonctions continues sur R?, tendant vers 0 & I'infini,
et est muni de la topologie de la convergence vague (ou faiblex). L’espace L™ (R4, M(R?))
est identifié¢ au dual de L' (R4, Co(R?)). Enfin, on notera C(Ry, M*(R?) —w*) I'ensemble
des mesures 1 € Li° (Ry, M(R?)) telles que pour chaque ¢ € Cp(R?), la fonction ¢ —

loc

S (x)p(t, x) de = [go @(x)pe(x) do est continue sur R
Définition 4.1. Soit uy € M(R?). On dit que p € L (R+, M(R2)) est solution généralisée

loc
(globale) de I’équation d’Euler avec donnée initiale j1o si pour toute fonction ¢ € CZ°(R4 X

R?), on a

/;OO /Rz p(t, o) () da dt + /OJrOO //RQXRQ Ho(x,y) () e (y) da dy dt

+ /11&2 (0, z)po(x) dz = 0.
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Poupaud [32] a établi 'existence d’une solution généralisée globale p pour n’importe
quelle g € M*(R?). Ceci comprend en particulier le cas des données initiales de type
vortex. La solution obtenue dans [32] vérifie la formulation donnée par la Définition 4.1
a un terme supplémentaire pres correspondant a une mesure de défaut concentrée sur la
partie atomique de . Ce terme ne serait pas observé si H,, était continue sur la diagonale
A. L’existence d’une solution globale au sens de la Définition 4.1, sans mesure de défaut,
lorsque fig est & support compact et appartient de plus & H~!(R?) est due & Delort [10].
On établira ici le résultat suivant.

Théoreme 4.1. Soit wy une mesure de Radon a support compact, positive, appartenant
a H=Y(R?). Soit zg € R? n’appartenant pas au support de wp.

Soit v > 0 et posons py = wo + 705, 1l existe une solution p de l’équation d’Euler au
sens de la Définition 4.1 telle que p € C(Ry, MT(R?) — w*) et u(0) = pg. Cette solution
vérifie en outre

u(t) = w(t) +v6.1), VtERy,

ot z € C2(Ry,R2) et w e L™ (Ry, H}(R2)).

Remarque 4.1. Lorsque p = w + 6, est solution au sens de la Définition 4.1 et lorsque
de plus, il existe p > 2 tel que w € L>®°(Ry, L' N LP(R?)), alors z € WH(Ry) et (w, 2) est
une solution eulérienne au systeme mixte Fuler-point vortex. Pour le voir, on considere
des fonctions test de la forme ps = xsp, ot xs est une fonction de troncature nulle dans un
0-voisinage de z5(t), définie dans l'introduction du Chapitre 1, et z5 est une approximation
réguliere de z. Ceci permet d’isoler I’équation vérifiée par w. Lorsque § tend vers zéro, les
propriétés de xs énoncées au Chapitre 1 combinées avec l'intégrabilité de w permettent
d’établir dans un premier temps U'équation de transport pour w. Dans un second temps,
on détermine l’équation pour z(t) en revenant a la formulation de la Définition 4.1.

Remarque 4.2. Les résultats précédents se généralisent au cas de plusieurs points vortex
d’intensités toutes du méme signe que la partie diffuse w. Dans ce cas, le fait que la
pseudo-énergie soit conservée (voir la Proposition A.1) implique que les points vortex
restent séparés pour tout temps.

Remarque 4.3. Comme nous le verrons au cours de la démonstration du Théoréme 4.1,
on peut remplacer I’hypothése que zy n’appartient pas au support de wg par celle moins
restrictive que In|zp — -lwop € M(R?).

4.2 Démonstration du Théoréme 4.1.

Pour établir le Théoréme 4.1, nous nous appuierons sur l'article de Majda [24] concer-
nant le cas des vorticités sans partie atomique (v = 0). Nous nous servirons notamment,
de méme que dans [24], de la notion de pseudo-énergie définie de la fagon suivante.

Soient w une fonction réguliere & support compact et u = K «w = V1 la vitesse
associée, ol ¢ est la fonction courant vérifiant Ay = w définie dans 'introduction générale.
On définit la pseudo-énergie associée a w par

H(w) = —% //R2><R2 In |z — y|lw(z)w(y) dz dy.
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Lorsque w = w(t) est solution des équations d’Euler, le fait que la pseudo-énergie est
conservée est une propriété bien connue. De plus, si w est de masse totale nulle, la vitesse
u appartient & L?(IR?) (voir par exemple la Proposition 3.3 de [23]) et une intégration
par parties donne alors H(w) = — [¢w = ||lu[|3,. Dans le cas contraire, on peut toujours
décomposer w en une somme d’un tourbillon radial et d’un tourbillon de masse totale nulle
dont la vitesse correspondante se trouve dans L?(R?). Lorsque w > 0, cette décomposition
permet d’obtenir 'estimation suivante (voir par exemple [24], pages 933-934, ou bien [23],
pages 439-440) :

Hw)| < C, (4.2)

ot C' dépend de [w, |lw| -1 et supp (w). Une adaptation rapide des calculs effectués &
I’aide de cette décomposition dans [24] mene a l'estimation réciproque

lwll -1 < €, (4.3)

ou C’ dépend de [w,|H(w)| et [ |z|*w. Soulignons le fait important que, contrairement a
la premiere estimation, la seconde ne fait pas intervenir la taille du support de w.

Sans perte de généralité, on pourra désormais supposer que v = 1. Dans tout ce
paragraphe, Cjy désignera une constante (pouvant varier d’une ligne a ’autre) ne dépendant
que de .

Premiere étape : construction d’une suite de solutions approchées.
Le point de départ est la régularisation de la donnée initiale wy : on introduit une approxi-
mation (pe)o<e<1 de I'unité et

We,0 = Pe * W € L' N L™ (R?),

out € > 0 est choisi assez petit de sorte que les w, ¢ aient un support inclus dans un compact
fixe ne rencontrant pas zg.

Ensuite, le théoréeme de Marchioro et Pulvirenti [28] assure l’existence d’une solution
globale (w;, z.) au systeme mixte Euler-point vortex avec donnée initiale (we g, 20). Puisque
les w. o sont positifs, réguliers et & support compact, les we(t) restent positifs, réguliers
et & support compact (dont la taille dépend de ¢) pour ¢ > 0. Ceci est une conséquence
immédiate du fait que les w, sont transportés par des trajectoires bornées et régulieres. On
vérifie alors que p. = we + d,_ est solution des équations d’Euler au sens de la Définition
4.1. De plus, d’apres la Section 3.2 du Chapitre 3, la masse et le moment angulaire associés
a p1e sont constants. Puisque w, o est uniformément bornée dans MT(R?), on a donc

/ we(t,z) dz < Co, / o (t,2) do + |7 ()P < Co, teRy, £>0.  (44)
R2 R2

On définit ensuite la pseudo-énergie associée a la vorticité totale p. par

H(we, 2:)(t) = f% (/R4 In |z — ylw(t, z)we(t,y) dx dy + 2/R2 In |z:(t) — z|we(t, x) dx)
— H(w.()) — i/ In |2 (t) — ol (£, 2) dz.
R2

En I'absence de point vortex, on retrouve bien siir la pseudo-énergie classique. La Propo-
sition A.1, démontrée en annexe de ce chapitre, assure que la pseudo-énergie totale ainsi
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définie est conservée au cours du temps. Par ailleurs, les hypotheses sur le support de we o
impliquent d’une part que

sup ‘/ ln\zo—x\we,o(x)dw’ < Cy.
O<e<1 ! JR2

D’autre part, puisque we o est uniformément bornée dans H—(R?) N L!(R?), & support
inclus dans un compact fixe, on déduit de (4.2) que |’H(w5,0)| est uniformément bornée,
d’ou
sup |H(we, 2z:)(t)| < Co. (4.5)
0<e<1
tERS
Deuxiéme étape : compacité.
D’une part, la mesure . = w. + §,. est uniformément bornée dans L*>°(R,, M*(R?)), il
existe donc une mesure p positive telle que p. converge (apres extraction d’une sous-suite)
vers p dans L®(R,, M(R?)) faiblex. D’autre part, soit ¢ € C°(R?) une fonction test.
Puisque p. est solution au sens de la Définition 4.1, on a pour 0 < s <t € R,

| [ p@hettayde— [ p@na(sa)ds <CID%lumlt—sl (40)
RQ R?

ce qui montre que t — [po 0(2)pe(t, ) dz est uniformément bornée et équicontinue. Par
densité de C°(R?) dans Cp(R?), on en déduit qu’il en est de méme lorsque ¢ € Cp(R?).
D’apres le théoreme d’Ascoli, il existe donc une sous-suite (renotée ¢) et une mesure de
Radon bornée positive v telle que p. converge vers v dans C(R,, M(R?) — w*). On a
alors nécessairement v = u. Par densité de vect(Co(R?) x Cp(R?)) dans Cp(R? x R?), on
vérifie que ceci implique également la convergence du produit tensoriel p. ® pe vers p® p
dans C(R;, M(R? x R?) — w*) et dans L™ (R, M(R? x R?)) faiblex (voir par exemple la
démonstration du Lemme 3.2 de [33]).

On établit ensuite le fait que p.(¢) n’a d’autres points de concentration que z.(t) lorsque
€ tend vers zéro.

Lemme 4.1. I existe une constante Cy ne dépendant que de g telle que pour0 < r < 1/2,
on a

1
sup sup sup / we(t,z)dx < Co|lnr|" 2.
teRy 0<e<l zoeR2 J B(xo,r)

Démonstration. Rappelons que w. > 0. En vertu d’'un résultat de [24] (voir page 932),
il suffit d’établir une borne uniforme sur R4 pour la pseudo-énergie H(w;) associée. De
méme que dans [24], on introduit les fonctions

In*(s) = {ln(s), s>1

0, s<1

et In” =In" —1In > 0, de sorte que |In| =In" +1In~ = 2In" —In. On voit alors que

[H(we(1))
1
< — (2In* |z — y| — In|z — y|)w(t, ¥)we(t,y) dz dy
27T R4
1 1
= [ Tl =yt et ) dedy + Hwe )0+ + [ Inlan(t) - olun(tin) da
T R4 ™ R2

<Co(1+ [ "o = ylonttohoultg) dody + [ W o)  aloult,2) do).
R4 R2
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ot 'on a utilisé (4.5) et le fait que In < In™ dans la derniére inégalité. Finalement, en
utilisant le fait que In™ |z — y| < |z]? + |y|?,V2,y € R? ainsi que 'estimation (4.4), on
trouve

sup |H(wa)(t)‘ < Co,
e>0
t>0

comme nous le désirions. O
On peut a présent établir de la compacité pour les trajectoires z..

Lemme 4.2. [l existe t — z(t) € C%(RJ’_,Rz) et une sous-suite, renotée ¢, tels que z.
converge vers z uniformément sur les compacts de R .

Démonstration. D’apres (4.4), z. est uniformément bornée sur Ry. On montre maintenant
qu’elle est uniformément équicontinue. Considérons une fonction test p € C°(IR?) positive.
D’apres (4.6), on a

[P(2(0) = #lee(s))] < CollDelclt =51+ [ weltoa)o(o)do+ [ wn(sialiole) do

Soient 0 < § < 1 et K > 1 des constantes ne dépendant que de pg & déterminer plus
tard. Pour t et s vérifiant |t — s| < 0, supposons par 1’absurde que

|2:(t) — z(s)| > K|t — s]2.

Posons

K\/|t—s|
5 .
Quitte & diminuer §, on peut supposer que r < 1/4. Ensuite, on choisit comme fonction

test
p(x) = ¢o (ZC_ZE(S)> :

r

r =

ou g est une fonction de troncature réguliere qui vaut identiquement 1 sur B(0,1) et qui
s’annule & lextérieur de B(0,2). Clairement, on a ¢(z:(t)) = 0 et p(z2:(s)) = 1. D’autre
part, le Lemme 4.1 entraine que

/ we (s, 2)p(x) do < / we(s,) da < Co|Inr| 3,
R2 B(z:(s),2r)

et la méme estimation a lieu pour we(t). Finalement, en utilisant le fait que ||D?p||c0 <
Cr~2, on trouve

C
1 < Collnr|~2 + 2t — 5| < Co(|lnr| "2 + K2),
T

ou la constante Cp ne dépend que de pg. On peut alors choisir K assez grand (en fonction
de Cp), puis ¢ assez petit (en fonction de K), de facon a rendre le membre de droite
de 'estimation précédente strictement inférieur a 1. Ceci meéne a une contiradiction, la
famille z. est donc uniformément équicontinue sur R,. L’existence de z € C'2 telle que 2z
converge (apres extraction d’une sous-suite) uniformément vers z sur les compacts de R
est finalement une conséquence du théoreme d’Ascoli combiné & un procédé d’extraction
diagonale. O
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Lemme 4.3. Il eziste w € C(Ry, MT(R?) — w*) N L™ (R4, H '(R?)) et une sous-suite,
renotée e, telle que w. converge vers w dans C(Ry, M(R?) —w*). L’estimation du Lemme
4.1 est vérifiée par la mesure w.

Démonstration. Posons w(t) = u(t) — 6., le seul point & vérifier est le fait que w €
L*> (R4, H*(R?)). Nous avons vu plus haut que }H(wg(t))‘ est uniformément bornée
sur Ry. Grace a (4.3) et (4.4), on trouve alors que w. est uniformément bornée dans
L> (R4, H*(R?)). La conclusion s’ensuit. O

Troisieme étape : passage a la limite.
On montre finalement que la mesure p trouvée précédemment est bien solution généralisée
de I’équation d’Euler. Il suffit pour cela de s’assurer de la convergence du terme non linéaire

//R R4 (T, y)pe(t, o) pe(t, y) do dy dt — //R iy Hy .y (z,y)p(t, ) p(t,y) do dy dt
+ X + X

lorsque ¢ tend vers zéro, pour toute fonction test p € C°(Ry x R?). Or, puisque H,
s’annule sur la diagonale, on a

Hv(x,y)us(x)us(y) = Hw(x,y)ws(ﬂs)ws(y) + Hg@(l‘a ze)we (z) + H, (Zsa Y)we(y).
Finalement, il suffit de vérifier que pour T' > 0, ¢ € C2°((0,400)) telle que supp () C
[0,T] et p € COO(]R2) on a
// (z,y)we(t, x)we(t,y) de dy dt — // Y(t)Hy(x, y)w(t, z)w(t,y) de dy dt
Ry ><]R4 Ry xR*
(4.7)

/ / B Ho (@, 2o (0w (t, ) da dt — / / SO H (o, (1)t 2) dodt.  (48)
R4 xR2 Ry xR2

Pour établir (4.7), il suffit de rappeler la convergence de w. ®w. vers w®@w, l’estimation
du Lemme 4.1, puis d’invoquer directement les arguments de Delort [10] (voir aussi [24] ou
[33]). On établit (4.8) par des arguments trés semblables. Soient § > 0 un petit parametre,
Xo € C2(R,[0,1]) telle que xo s’annule dans un voisinage de zéro et ys(z) = x0(d~1|z|).
Nous allons d’abord vérifier que pour § fixé, on a

lim // P(t)xs(x — 2(t)) Hp(x, 2:(t))we (t, x) da dt
=0 JJr, xR2

(4.9)
_ // D) xs(x — 2(t)) Hy (2, 2(8)) w(t, ) da dt.
R+XR2

En effet, on a

//R 2 Y(t)xs(x — 2(t)Hy(x, 2:(t) )we (t, x) de dt = I. + J. + K.,

= [ [ 6Oxsta = =) ol 2O)e(t.) da
- ;/ (t)xs(z = 2(1) K (x — 2(1) - (Veo(2(t) = Vep(ze (1)) we (t, x) da dt,
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et
Ko =5 [ [ 60t = ) (Ko~ () = K@ = 2(0) - (Vola) = Vilze(t))o dat

D’une part, en utilisant les estimations pour le noyau de Biot-Savart K établies au
Chapitre 1, le théoréeme des accroissements finis pour Vi, les estimations uniformes pour
we et les propriétés de support de yg, on obtient

limsup (|Jz| + |K.|) < limsup (0571“D2cpHLoo sup |z(t) — za(t)o.
e—0 e—0 t€[0,T

Le terme de droite est nul d’apres le Lemme 4.2. D’un autre c6té, puisque la fonction
Yxs(- — 2)Hy (-, 2) appartient a Lt (R+, CO(RQ)), la convergence de w. vers w assure que

lim I, = //RMRQ B(E)xs (@ — 2(0) Ho (s 2(1)) w(t, @) der dt,

e—0

et 'on obtient donc (4.9).
Enfin, on a en vertu du Lemme 4.1

sup ‘ //]R+XR2 (1) (1 - xs(z — z(t)))Hso(a; 2 (t))we(t, 2) dz| < C|Ind| "2, (4.10)

e>0

et la méme estimation a lieu en remplagant w. par w. Lorsque ¢ tend vers zéro, (4.9) et
(4.10) conduisent a (4.8) et la démonstration du théoréme est achevée. O

Annexe.
En conclusion de ce chapitre, on établit la

Proposition A.1. Soient wy € L>(R?) a support compact, v € R et zg un point n’appar-
tenant pas au support de wy. Soit (w(t),z(t), ¢:) la solution du systéme mizte Euler-point
vortex avec donnée initiale (wy, 29). On définit la pseudo-énergie

H(t) = —2171_(//1[§2XR2 In |z — ylw(t, z)w(t,y) dedy + 2 /R2 In|z(t) — z|w(t, x) dac).

Alors H(t) est constante.

Démonstration. On notera ici wy(x) = w(t,x) et w(x) = u(t,r). Souvenons-nous que le
support de w; est compact pour tout ¢ > 0 d’apres le Chapitre 3, la pseudo-énergie est
donc bien définie. On sait (voir [28], ou bien la Proposition 2.1 du Chapitre 2) que puisque
zp n’appartient pas au support de wy et puisque celui-ci est compact, il existe R > 0 tel
que

|pt(z) — 2(t)] = R, Vax €suppwo, Vte Ry,

ou R > 0 dépend de wy et de la distance de zg au support de wy. En particulier les vitesses
des trajectoires ¢¢(x) sont uniformément bornées.
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Puisque In n’est pas réguliere en 0, on régularise H de la facon suivante. Soit € > 0 un
petit parametre vérifiant ¢ < R. Soit In. une fonction réguliere sur R, coincidant avec In
sur [e, +00) et bornée par O(|Ine|) sur [0,&]. Posons

Halt) = - ( / / oo slen(o)on(v) dedy + 29 /R In2(t) — alun(a) dz )
= H1(t) + Ha(t).

Puisque ¢; préserve la mesure de Lebesgue, on a

Hi:(t) = //R?xR Ing [pi(x) — du(y)| wo(x) wo(y) dx dy.

Soit )
K.(z) = %VL In. 2|,

de sorte que —%V In. = K, ;- et K. tend vers K presque partout lorsque € tend vers zéro.
En utilisant 'EDO vérifiée par ¢:(z), on trouve

GHe0 = [[ K@) = i) (1) = du(w) wolwhwov) dody
— [[ K@= (o)~ wlw) rahon(v) de dy
by [[ K =) (Ko = 20) ~ Kl = 2(0) wn(o)on(y) dady
=2 [[ Kt o= v) - wle) crohanly) o dy

Loy / KL (2 —y) - K (2 — 2(t)) wi(e)or(y) do dy,

ou 'on a utilisé les propriétés de symétrie de K dans la derniere égalité. En insérant la
formule de Biot-Savart u; = K * wy, on obtient ensuite par convergence dominée

lim // KL (z —y) - w(x) we(@)w (y) do dy = e11_{)([1)/%(36) wi(z) - (/Kj(x —y)wi(y) dy> dx

e—0
= /ut(x) Utl(fﬂ) wy(z) dx
=0.

De méme, on a

lim // K (z—vy) K (z— 2(t) wi(z)wi(y) do dy = /K (z — 2(t)) - uf (z) wy(z) de,

lim dt?’llg = 27/K x — 2(t)) - ui (x) wi(z) da. (a)

Par ailleurs, d’apres (4.2), Ha € C'(Ry) et I'on peut calculer directement en utilisant
des changements de variable et les EDO pour z(t) et ¢¢(z)

fHQ = 27/KJ‘ ) (ue(2(8) — wi(2)) wi(w) do

= -2y / K+ (2(t) - 7) - ug() wi(z) da,
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d’ou
d

%HQ(t) = —27/[( (z — 2(t)) - ui (x) wy(z) dex. (b)

En combinant les bornes uniformes (par rapport a ) pour \%Hs(t)\, (a), (b) et la
convergence de H(t) vers H(t) pour tout ¢, on parvient enfin a la conclusion de la propo-
sition. [



Deuxieme partie

Une équation de (Ginzburg-Landau
complexe

89






Chapitre 5

Probleme de Cauchy pour
I’équation de Ginzburg-Landau
complexe

91



92 Chapitre 5. Probléme de Cauchy

5.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme de Cauchy pour une équation de Ginzburg-
Landau complexe

(k4 1) = Au+u(l —|u?) dans Ry xRY,

ou N > 1, u est une fonction a valeurs complexes et k est positif.
Cette équation est un cas intermédiaire entre I’équation de Gross-Pitaevskii

i0pu = Au+ u(l — [ul?),

obtenue en posant x = 0, et I’équation de Ginzburg-Landau parabolique. Dans tout ce
chapitre, on supposera que x est un petit parametre strictement positif, c’est-a-dire que
la partie dispersive de ’équation domine la partie de dissipation.

Notons que par conjugaison complexe u — u et par changement d’échelle en temps
t — (k2 + 1)t, 'équation de Ginzburg-Landau complexe se rameéne &

ou = (k+9)[Au+u(l - |u|?)] dans R4 x RY, (CGL)

version qu’il sera plus commode de considérer ici.

Notations. Tout au long de ce chapitre, on identifiera librement C et R?. En particulier,
pour u = (u,us) € R? ~ C, on posera u' = (—uz, u;), soit en notation complexe u="
et pour u et v € C, on notera u-v = Re(uv) le produit scalaire de u et v considérés comme
éléments de R2.

= tu,

5.1.1 Résultats connus pour ’équation de Ginzburg-Landau complexe.

L’équation (CGL) entre dans une classe plus générale d’équations de Ginzburg-Landau
complexes

Ou = yu+ (a+ia)Au — (b+iB) f(u), (5.1)

ol a, b, a, B et v sont des parametres réels tels que a,b > 0 et v > 0, et ou la non-linéarité
f vérifie certaines hypotheses de croissance. Typiquement, f est donnée par

f(u) =ulu*, o>0.

L’équation (CGL) est obtenue en prenant a = b = v =k, a = 8 = 1 et f(u) = ulu|?
(c’est-a~dire o = 1) dans (5.1) et en posant

u(t, ) = e'u(t, x),

ol v est une solution de (5.1). Pour ’équation (5.1), le probleme de Cauchy a été étudié par
Ginibre et Velo dans les articles [56,57] dont [58] constitue une synthese. Afin de simplifier
la présentation des résultats de [56,57] et surtout de les relier a I’équation (CGL), nous
nous restreindrons au cas a3 > 0 et

fu) = ulu?, soit o =1,

cadre qui contient bien sir (CGL).
L’analyse des questions d’existence et d’unicité dans [56,57] comporte deux volets.
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(1) Les méthodes de compacité, utilisées dans [56], permettent d’établir des résultats
d’existence globale grace a des estimations d’énergie et fournissent des solutions obtenues
comme limites (faibles) de solutions d’équations régularisées. Ces estimations d’énergie
permettent également d’établir I'unicité des solutions sous des hypotheses supplémentaires
sur les coefficients «, (3, a et b. Celles-ci ne sont pas vérifiées pour (CGL) a cause de
I’hypothese x << 1.

Il est a noter que les solutions ainsi obtenues sont plus régulieres et davantage inté-
grables que la donnée initiale, ce qui constitue une caractéristique bien connue de I’équation
parabolique. Citons par exemple le résultat suivant pour les espaces locaux.

N L{

Théoréme 5.1 ( [56], Proposition 6.1 pour les espaces locaux). Soit ug € H} e

loc
L’équation (5.1) admet une solution globale vérifiant

u € C(R-l-a Hﬁ)c N Ly, ) N L1200<R+a Hl%)c) N Ly (R-f—a Ly )

loc loc loc
telle que u(0) = uyg.

Ce résultat ne fournit a priori pas de solution si la donnée initiale appartient seulement
a Hlloc. D’apres 'inclusion de Sobolev HllOC C LIQC:C, nous voyons toutefois que Hﬁm - Lfoc
des que (IV — 2) < 2. Ceci fait apparaitre la notion de criticalité pour 1’équation (5.1).
En fait, Pexposant ¢ = 1 est critique (respectivement sous ou sur-critique) si N = 4
(respectivement N < 4 ou N > 4) pour des données H'. De maniere générale, ’exposant

o > 1 est critique en dimension N telle que (N — 2)o = 2 pour des données H'.

(2) Les méthodes de contraction, décrites dans [57], consistent a chercher des solutions
u en tant que points fixes de I’application

O(u):t— U(t)ug + /0 U(t—s)f(u(s))ds, t>0,

ou U(t) est le semi-groupe engendré par ’équation linéaire correspondant a (5.1). Ce
dernier est représenté par la convolution en espace

U(t) = exp(yt + (a + ia)tA) = S(t, ) *q,

ol
1 2
S(t,x) = & exp (vt — 2]

— i N.
(47(a + ia)t)z 4(a + ia)t)> eR

Puisque a > 0, S(t) présente exactement les mémes propriétés de décroissance gaussienne
que le noyau de I’équation de la chaleur. En particulier, U(t) est continu sur les espaces
de Lebesgue. Il reste alors & définir un espace normé sur lequel ® soit une contraction.
Par ailleurs, comme nous le verrons par la suite, il peut étre intéressant de chercher des
solutions qui ne tendent pas vers zéro a 'infini. A cet égard, les espaces uniformément
locaux, introduits dans [57], s’averent tres adéquats. La solution locale ainsi obtenue est
ensuite prolongée en une solution globale a l'aide des résultats globaux de la premiere
partie. La méthode de point fixe dans ces espaces présente ’avantage de fournir I'unicité
de la solution pour de petites dimensions (cas sous-critique et critique N < 4), mais ne
permet pas d’établir de résultats en grande dimension (cas sur-critique N > 4).
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5.1.2 L’espace d’énergie associé a I’équation (CGL).

Revenons a présent & (CGL). Notre équation se distingue des équations plus générales
par lexistence d’une fonctionnelle coercive qui décroit le long du flot. Cette fonctionnelle,
appelée énergie de Ginzburg-Landau, est définie pour un champ u : RY — C par

ul2 ~ ul2)2
E(u)::/RN[|V2| —l-(l Z|1|) dx.

Il est par ailleurs connu que cette énergie est conservée par le flot de I’équation de Gross-
Pitaevskii. Il est donc naturel d’étudier les questions d’existence et d’unicité dans ’espace
d’énergie associé

E:={ue HL (RY) tq FE(u) < 4oo}.

Chercher une solution u € £ revient en quelque sorte & imposer que |u| tende vers un a
'infini, contrairement aux résultats [56,57] relatifs aux espaces globaux, pour lesquels les
solutions sont nulles a I'infini.

En petite dimension 1 < N < 4, le probleme de Cauchy dans I’espace d’énergie pour
I’équation de Gross-Pitaevskii a été traité par Gérard [55] puis par Gallo [54] pour des
potentiels f(u) plus généraux. Le point de départ consiste a décomposer £ de maniére
judicieuse afin de le munir d’une structure d’espace métrique complet. Ceci permet ensuite
de mettre sur pied une méthode de point fixe utilisant les estimations de Strichartz pour
I'opérateur de Schrodinger exp(itA).

Théoreme 5.2 ( [55]). Soit N = 2 ou N = 3. Pour tout ug € &, il existe une unique
solution u € C(R,E) a léquation de Gross-Pitaevskii avec donnée initiale ug, telle que
pour tout t € R E(t) = E(ug). De plus, pour tout T > 0, le flot ug — u,& — C([-T,T],€&)
est lipschitzien sur les sous-ensembles bornés de £.

En dimension N = 4, il existe 6 > 0 tel que pour tout ug € € avec E(ug) < 0, il
existe une unique solution globale u € C(R, E) vérifiant de plus Vu € LE (R, LARY)) avec
donnée initiale ug, d’énergie constante et telle que ug — u ait les propriétés de régularité

énoncées plus haut.

Puisque nous disposons également des estimations de Strichartz pour 'opérateur exp((x+
i)tA) lorsque t > 0, ce résultat se transpose a 1’équation complexe (CGL) en remplacant
R par R;. Grace a l'effet régularisant de la partie parabolique, on peut en outre établir
que la solution est réguliere a temps positif.

En dimension supérieure, alors que les méthodes de point fixe échouent, on n’espere
pas obtenir de résultat d’unicité et on se restreint a la question de 'existence globale.
Comme nous le verrons plus tard, on a en toute dimension I'inclusion

N N
&C Hl%)c(R ) N Liloc(R )
En particulier, le Théoreme 5.1 établit pour uy € &€ lexistence d’une solution globale
u € C (Ry, HE (RY)) telle que u(0) = ugp. Cependant, ce résultat n’assure pas que u reste
d’énergie finie.

En alliant les méthodes de point fixe de [55] et celles de compacité de [56], nous ob-

tiendrons le premier résultat suivant.
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Théoréme 5.3. Soient N > 1 et ug € €. L’équation (CGL) admet une solution globale
u € C (Ry, HE (RY)) telle que w(0) = ug et u(t) € € pour tout t € Ry. Cette solution
vérifie en outre

Vu et (1—[u]?) € C (R, L*(RY)), Aue L}, (Ry, L*(RY)), 0w e L*(Ry x RY),

loc

et enfin
d K

—E(u(t)) = T2l

/ |Opul? dz dans L' (R,).
dt RN

La démonstration de ce théoreme, qui sera présentée a la Section 5.2 de ce chapitre,
comprend deux étapes. La premiére consiste a établir 'existence (et 'unicité) de la solution
u, d’une suite d’équations approchant formellement I’équation (CGL) lorsqu’un parametre
n tend vers zéro. Dans la seconde étape, on montre que u, converge vers une fonction
vérifiant les conclusions du Théoreme 5.3.

5.1.3 Le cas spécifique de la dimension deux et des données de type
vortex.

Dans ce paragraphe, nous nous restreignons au cas bidimensionnel N = 2. Au Chapitre
6, nous étudierons un régime particulier pour I’équation (CGL) dans lequel les solutions
sont proches de champs appelés « superpositions de vortex »

l d;
z — Zi 2
u(z) = (]2 — 2 , 2€C~R~
@) =TT (- 20 (F=2)
=1
Ici, les points z; € C pour i = 1,...,1, les degrés d; € Z et les profils fy, : Ry — [0,1]
s’annulent a l’origine et tendent vers un a 'infini. Malheureusement, 1’énergie de Ginzburg-
Landau de ces configurations n’est finie qu’a la condition que le degré total

l
d=>Y di=0,
i=1

ce qui restreint 'application du résultat de P. Gérard [55]. Afin de remédier & cette res-
triction pour I’équation de Gross-Pitaevskii, Bethuel et Smets [44] ont introduit 1’espace

V ={U e L*°(R?), VFU € L*(R?), Vk > 2, (1 — |U*) € L}*(R?) et V|U| € L*(R?)},

qui comprend entre autres toutes les superpositions de vortex, y compris celles pour les-
quelles d # 0. Le résultat de [44] établit le caractére globalement bien posé du probléme
de Cauchy dans la classe V + H*(R?). Le caracteére global est obtenu & I’aide de la conser-
vation d'une fonctionnelle, finie sur V 4+ H'(R?), qui s’apparente & I’énergie usuelle de
Ginzburg-Landau.

Théoréme 5.4 ( [44]). Soit ug = U + wo tel que U € V et wg € H(R?). Il existe une
unique solution u = U +w € C(R,{U} + H*(R?)) & I’équation de Gross-Pitaevskii telle
que u(0) = ug, et w est l'unique solution dans C(R, H'(R?)) de

{ Ow = i[Aw + fr(w)]
w(0) = wo,
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ot
fuw) = AU + (U +w)(1 — |U + w|?).

En outre, l’énergie Ey(u) :== Ey(w), définie par

[Vuwl? / (1— U +wf*)?
E = - — AU -
ulu) /]R? 2 R2 U-w R2 4

est conservée au cours du temps.

Remarque 5.1. Dans [}4], Ey(u) est appelée énergie renormalisée. Lorsque U € V vérifie
de surcroit VU € L*(R?), on a

2
Bou) = ) - [ L,

ce qui explique, au moins formellement, que l’énergie renormalisée soit conservée. Le lien
entre E(u) et Ey(u) sera présenté plus en détails au Chapitre 6.

Ce résultat s’étend a ’équation complexe, pour laquelle I’énergie renormalisée est dé-
croissante. En outre, on obtient de la régularité supplémentaire sur les solutions obtenues.
La Section 5.3 sera consacrée a la démonstration du résultat suivant.

Théoréme 5.5. Soit ug = U+wq appartenant a V+ H'(R?). Il existe une unique solution
u=U+w e CRy,{U}+H'R?)) a (CGL) telle que u(0) = ug, et w est l'unique solution
dans C(Ry, H'(R?)) de

{@w=w+wa+mmm

w(0) = wo.

On a en outre
w € C°(R%, C*°(R?))

et
w e Llloc(R+7 H2(R2)) N LIO(;)C(Ria LOO(RQ))a 8,5'11} € Llloc(R-H LZ(RQ))

L’énergie renormalisée Ey(w) est décroissante et vérifie

d K
—Ep(u(t) = ———— 2d Yt > 0.
g o) = =57 /Rz [vw]” da, =0

5.2 Démonstration du Théoreme 5.3.

5.2.1 Quelques notations et résultats préliminaires.

Le point de départ consiste a définir une métrique sur €. L’espace de Zhidkov X 1(}RN )
est défini par
XYRYY :={ue L®RY) t.q Vue L*RY)},

et est muni de la norme
ull x1 = [JullLee + [Vl g2

P. Gérard [55] a démontré P'inclusion & C X! + H!. En dimension strictement supérieure
A 4, alors que H' ne s’inclut pas dans L?, il convient d’apporter la précision suivante
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Lemme 5.1 (cf. [55], Lemme 1). Pour toute dimension N > 1 a lieu l'inclusion
Ec X'RY) + H'RY) n LYRY),

et de plus
lullx1smpzs < C(1+ E(u)'/?)

pour une constante C, ot U'on définit la norme sur X' + H' N L* par
lwllxtsminze = mf{{lallxt + bl g+ [bllza = (a,0) € Xt x H' N LY, w=a+b}.

Démonstration. L'inclusion &€ C X' + H! est déja établie au Lemme 1 de [55] avec I'esti-
mation correspondante. Ceci repose sur la décomposition de u € £ comme

U =up +u2, U= X(U)u, U2 = (1 - X(U))u,

ou x : C — [0, 1] est une fonction plateau valant identiquement 1 sur B(0,2) et s’annulant
en dehors de B(0,3). Dans [55], il est établi que u; € X! et ug € H! avec les estimations
de normes correspondantes. Le seul point & vérifier est donc le fait que us € L?* et que
g4 < C(1+ E(u)'/?). Or |u| > 2 sur le support de uy, d’ott

ug|* < Lysalul* < 2(1 — [uf?)?,

1/4

de sorte que |luz||p+ < CE(u)'/* et la conclusion s’ensuit. O

Grace a cette décomposition nous pouvons deés & présent, suivant [55], définir la distance
suivante sur & :
de(u,v) = |lu — vl x14 g1nps + \HU\Q - ‘U‘QHL2-

On rassemble pour la suite les quelques propriétés suivantes.
Lemme 5.2 ( [55], Lemme 2). Pour tout N > 1, on a
E+H'NnLYRY) cé€,
et de plus pour v e £ et w e H' N L4,
o +wl* = 1|2 < [l[ol* = U2 + CA+ VE@)) (w2 + lwl|+) + [w]|Fa-
En outre, pour v,v € £ et w,w € H' NL*, on a
de(v+w, 0+ w) < C(1+ ||0|| g1npa)de(v, D)
+C(1+ VEQ) + [lwllginzs + 19 aezs) llw — | g ga.

Démonstration. La premiere inégalité est prouvée dans [55] (inégalité (2.2)) et assure le
fait que £+ H' N L* C £. Pour la deuxiéme estimation, nous avons d’une part

[v=0+w—0|x11mnps < v =0l x11mnape + |[w — Dl graza
< dg(v,0) + [lw — @[ g pa-

D’autre part,

lv 4+ w|?* = |0 +@|? = [v]? = |8]* + |w|* = |0 + 2Re(T(w — b)) — 2Re(D(? — v)),
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d’ou
v +wl* =15 + @2 < de(0,0) + (Jwlpa + [[@] 1) [|w — @] 4
+2[[o(w — )|z + 2w (0 - v)| 2.

Mais comme v € L™® + (L? N L*) et w € L? N L*, on vérifie que

[o(w — )|z + [|0(0 = v)llL2 < vl|zeoqpallw — @l Lenps + Jv = 0| ooy @] 2 22
< CA+ VEW))|lw—w||ginps + |0] grazade (v, 0).

Une conséquence immédiate de ce résultat est le

Lemme 5.3. Pour tout N >1, on a E+ H'NL>® C £.
De plus, lorsque v € € et w € H'NL*®, on a

E(w+w) <2E() +C (1+ EW)) (Jw|fe + lwl|7 + [[w][Feelw]|72) -

Démonstration. Le fait que v+w € & est une conséquence du Lemme 5.2 et de I'inclusion
H'NL> c H'NL*. Par ailleurs, grace 4 I'inégalité d’interpolation || f|| ;4 < C’Hf||};/£ HfH}/f,
on obtient, a nouveau grace au Lemme 5.2,

o+ w® =12 < o] = |2 + C(1+ VEQ)) (lwll g2 + [[wllzee + [[w]| 2 ]|w]|z=),
ce qui mene a ’estimation souhaitée. O
On munit alors £ N L™ de la distance
de(u,v) = dg(u,v) + |[u — v||p~ pour u,v € €N L™,

dont nous nous servirons au paragraphe suivant. Notons que (£ N L, d¢) est un espace
complet.

Une autre conséquence du Lemme 5.2 est la

Proposition 5.1. Soit u € €. Il eziste u,) € EN L®(RY) tel que

(0) lim Bluy) = E(w). (i) limg llay = ul 1z = 0.

Démonstration. Pour u = uj +us € € avec u; € X' et up € H' N L4, posons
Uy = u1 + py ¥ uz € L2(RY),

ol (py)o<y<1 est une approximation de 'unité. Alors v, := wu, — u tend vers zéro dans
H'N L* quand 7 tend vers zéro. Par ailleurs, on a up =u+uv, €€+ H'N L4, ce qui
d’apres le Lemme 5.2 assure que u, € £. Enfin, puisque

|U77|2 —-1= |U|2 -1+ |v77]2 + 2Re(uv,) — |u]2 —1 dans L?

et
Vu, = Vu+ Vv, — Vu dans L?,

on conclut la démonstration de la proposition. O
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On introduit enfin le propagateur Sy (t) associé a I’équation de la chaleur 9, f —kAf =0

|z[? N
(47T,€t)N/2 exp (_4K/t 5 t> 0, T € R 5

Sult, ) =
qui vérifie
C
(1S5 (ts ) ormey < ey V1<r<+4oo0, Vt>D0,
19800t M) <
et dont 'action sur £ N L™ est décrite par le lemme suivant.
Lemme 5.4. Soit ug € £N L¥(RN). On a pourt >0

1Sk (t)uollLoe < luollLe et [[VSk(t)uollr> < [[Vuoll2-

En outre, on a

1Sk (t)uo — wollz2 < CVH[Vuol| 2.

En particulier, t — S, (t)ug —up € C(Ry, H' N L*).
Enfin, on a t — S.(t)up € C(R4,E) et

E(Sx(t)uo) < 2E(uo) + fo (E(uo), luollec) (1 +1), (5.2)

ot fo(a,b) est une fonction continue de deux variables.

Démonstration. Le fait que Sy (t)ug € L°NH" avec les estimations correspondantes résulte
de I'inégalité de Young pour la convolution et du fait que ||Sk(t)|| 1 = 1.
Par ailleurs, par des estimations directes (voir la démonstration du Lemme 6.2 dans

[54]), on obtient
S(t, y)(uo(z —y) — uo(x)) dy

/ |Sﬁ(t)*u0—u02d9::/

RN RN RN

< / / St ) luo(x — y) — uo(a)? dy da
RN JRN

1 2
S/ Sn(t,y)‘/ —y - Vuo(z — sy)ds| dydx
RN JRN 0
1
< / / y2Su(t, ) / Vol — sy)|? da dy ds.
0 RN RN

Puisque |||y|2Sx(t,y)||z1 = Ct, on en déduit que ||S.(t)uo — uol2 < CVE|Vugl/z2 et la
deuxieme estimation du lemme est vérifiée.

2
dx

Ensuite, posons w(t) = S (t)ug — 1 et montrons que w € C(Ry, H' N L*). Le fait que
w € C(R,, H') découle directement du calcul précédent (pour la continuité en zéro) et de
la propriété de semi-groupe pour S, (pour la continuité sur R en entier).

Afin d’établir que w € C(Ry,L*), écrivons ug = ul +u2 € X' + L* et w(t) =
wh(t) + w(t) avec wi(t) = S,.C(t)ué — ) pour j = 1,2. On sait déja que w? € C(Ry, L)
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puisque ug € L*. Pour w', remarquons que d’apres la propriété de semi-groupe pour Sy, il

suffit de démontrer la continuité en ¢ = 0. En utilisant le fait que ||u}| L~ < C, on trouve
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
lw! (0)l1z2 < Cllw' @2 ! O < Cllw Oll" < O IVudll " < O Vol 12
Ceci implique que ||w;(t)]|+ tend vers zéro avec t.

Il nous reste encore a démontrer que t — S, (t)ug € C(R4,E). Ici & nouveau, on se
contente d’établir la continuité en ¢t = 0. Ecrivons

S,.i(t)UQ = Uup + (S,{(t)U() - uo) .

En vertu du Lemme 5.2 on a donc Sk (t)ug € £. D’autre part, en appliquant ce méme lemme
A v =ug, w=S(t)ug —ug, ¥ = up et w = 0 et en utilisant le fait que w € C(H' N L*) on
établit le fait que dg(ug, Sk(t)ug) tend vers zéro lorsque t tend vers zéro.

Pour conclure, on applique le Lemme 5.3 & v := ug € € et w := S, (t)ug—up € H'NL>®,
et on obtient I'estimation (5.2). O

5.2.2 Existence globale et unicité pour une équation approchée de (CGL).

Dans tout ce paragraphe, on note f(u) = wu(l — |u|?) la non-linéarité de (CGL),
(pp)o<n<1 désigne une approximation de I'unité, et C(a1,...,a;) désigne toute constante
ne dépendant que de ay,...,q; et éventuellement amenée a changer d’une ligne a ’autre.

On considere une suite d’équations approchant formellement 1’équation (CGL) lors-
qu’un parametre 1 tend vers zéro :

v — KAV = K f(v) + ipy * [Apy % v) + py * f(v)] = g(v) (CGL,)
v(0) = vg € EN L®(RN). K
On se propose de démontrer la

Proposition 5.2. Soient N > 1 et vy € €N L®(RYN). I existe une solution v = v, €
C (R4, &) N L™ (Ry, L®(RY)) de (CGLy) telle que v(0) = vy et telle que l’énergie de
v, est décroissante. De plus, on a Av € LE (Ry, L2(RY)), f(v) € L. (Ry, L2(RY)),
O € L* (R4, LA(RY)) et

t +o0
| 180l + 1701 < Cle B+ 0. w0, [T ol < Ol Bw),

La démonstration repose sur un théoreme de point fixe dans £ N L : on cherche v en
tant que point fixe de I’application

V(v) =vg + ®(v) = Sk(t)vo + /0 Skt —s)g(v(s))ds.

Ceci requiert quelques estimations préalables pour v — g(v).
Lemme 5.5. Pourv e ENL™®, on a
lg(W)l[Lee +1lg(v)l[ L2 < Ci(n, [[v]loe, E(v)).
De plus, pour u,v € EN L™,
lg(u) = g(@)llze + llg(w) = g(v)l[L2 < Coln, [|(u, v)[loo, E(u), E(v))de (u, v).

Ici Cy et Cy désignent des fonctions continues de plusieurs variables et dg est la distance
sur €N L introduite au paragraphe précédent.
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Démonstration. Tout d’abord, I’inégalité de Young implique que

lg(0)l[zee < ClIf (@)l[Loe + [lon * (Apy * )| Lo
< C ([lollzee (1 + [[vllZoe) + [ Apyllca o] L)
< O, [[ollzee)-

De méme, on a

lg()ll2 < C(IF W)z + llog * (Alpy *v))] 12)

N
< C(lollzeellt = [P lz2 + D lloy * (Dipy * O0)l|.2)
=1

1
< C ([ole=B@)? + Vol [ V0] 2)
< COn lolloes EW)),

ce que démontre la premiere estimation du lemme. Par ailleurs, on a

l9(u) = g()ll2nree < C(IF(u) = f(0)ll2nree + [log * [Alpy * (uw = 0))]l 2ALe0) -

D’un c6té, puisque

Flu) = £(v) = (w—0)(1 = [ul?) +o(|jv]* = [uf?),

on obtient immédiatement

1f (u) = f(0)l[ze < C([[(w, v)llzoe) lu = vl < C([|(u, v) || Lo )de (u, v).
D’un autre coté,
1
17() — F@)lze < € (= vllzwBw) + ollollof  uf] 2
< C(E(u), [[vllzee)de (u, v).
Enfin, on vérifie aussi que

[l * [A(py * (w = v)]l[Leenrz < C) ([[u = vl|zoe + [V (u = v)] 12)
< C(n)de(u,v),

et la conclusion s’ensuit. O
Muni du Lemme 5.5, on peut établir un premier résultat local d’existence et d’unicité.

Lemme 5.6. Soient N > 1 et R > 0. Il existe T = T(n,R) > 0 tel que pour tout
vg € €N L®(RN) tel que ||vo||p~ + E(vo) < R, Uéquation (CGL,) admette une unique
solution v € C([0,T],&) N L>=([0,T], L>(RN)) vérifiant v(0) = vo.

Démonstration. On a ||vg||p~ + E(vo) < R. Alors

3R+ 2fo(E(vo), [lvoll~) < C(R),
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oll fo est définie au Lemme 5.4, et ott C(R) ne dépend que de R. On pose R = C(R). En
vertu du méme Lemme 5.4, il existe T'(R) > 0 tel que

sup  (E(Sk(t)vo) + [|Sk(t)vollre) < R. (5.3)
t€[0,T(R)]

On peut supposer que T'(R) < 1.
Ensuite, pour 0 < T' < T'(R), on définit

Xr={veC(0,T],€) t.q. v—Sk(t)vo € C([0,T], L) et teSE(l)I;F] (BE(w(®)+|v(t)||r=) < 4R}.

Premiére étape : il existe T'(n, R) < T'(R) tel que (X7, r)) C Xr(n,R)-
En effet, lorsque v € X7, on a pour 0 < T < T(R) et t € [0,T]

@) ()]s < [[Sk(t)vollzoe + |2 (v) ()| o~

D’apres I'inégalité de Young pour la convolution et le Lemme 5.5,

|®()(1)| 1~ < C / lg(o(s))lloo ds < C(R, M,

d’ou, d’apres (5.3),

sup_[[W(v)(t)[|r~ < R+ C(R,n)T. (5.4)
te[0,7)

D’autre part, I'inégalité de Young puis le Lemme 5.5 donnent

@) (@) < /0 (I1Sk(t = )l + IV Su(t = 8)ll11) lg(w(s))ll 2 ds < C(n, R)VE.

En appliquant le Lemme 5.3 & v := Sk (t)vg € € et w := ®(v)(t) € H' N L, on trouve par
ailleurs

E(U(v)(t)) < 2E(Sx(t)vo)
+C(1+ E(Sk(t)vo)) (1) (O)I7 + [2@)(1)l[7e + 12 (0) ()| 71 [ @ () (|7 -
De par les estimations précédentes pour || ®(v)(t)|| pong1 €t (5.3), on obtient ainsi

sup E(¥(v)(t)) < 2R+ C(R,n)T. (5.5)
te[0,7]

D’apres les estimations (5.4) et (5.5), il est clair que si T' < T'(n, R) est assez petit,

sup (E(W(v)(1)) + [[¥(v)(t)]| =) < 4R.
t€[0,T]

Enfin, une rapide adaptation des calculs précédents montre que ®(v) € C([0,T], H! N
L*°). Par conséquent, les Lemmes 5.2 et 5.4 nous assurent que ¥(v) € C([0,T],€), d’ou le
fait que W laisse Xp stable.

Seconde étape : quitte a diminuer T'(n, R), ¥ est une contraction sur Xp(, ).
En effet, en appliquant le Lemme 5.2 et en tenant compte du fait que E(S,(t)vg) < C(R),
18() ()l inzs ot [B()()l g1nzs < C(R, ) pour ¢ < T(R,7), on trouve
de (U(u)(t), ¥ (v)(1) = [[@(u)(t) — 2(v)(t)][Lee + de(Sk(t)vo + P(u)(t), Sk(t)vo + (v)(t))
< D)) — D@)(E) e + CR, )| B()(E) — B(0) (1)1
< ORI (w)(1) ~ B() (1) g1



5.2. Démonstration du Théoréme 5.3. 103

ol la derniére inégalité provient de I'inégalité d’interpolation || f||za < C(||fllzz + I/ |lz=)-
D’un autre c6té, on a d’apres l'inégalité de Young

[@(w)(t) = @) ()l g1nLe < C/O (L+ (= 9)72)lg(uls)) = g(v(s)ll L2z ds

< C(n, RVt o de (u(s), v(s)),

ol la derniere inégalité résulte de la seconde estimation du Lemme 5.5. Finalement, on
obtient

sup dg (W(w)(t), U(v)(t)) < C(n, RIVT sup b (u(t), v(t)).

te€[0,T] te[0,T)
1l suffit de choisir T'(n, R) assez petit pour que C(n, R)T(n, R)/? < 1 et la preuve du
Lemme 5.6 est achevée. O

L’effet régularisant de I’équation de la chaleur se traduit par le résultat suivant.

Lemme 5.7. Soit v € C([0,T],€) N C((0,T],L>) la solution de (CGLy) fournie par le
Lemme 5.6. Alors Av € C((0,T],L?) N L*((0,T), L?).
De plus, t — E(v(t)) est décroissante sur [0,T].

Démonstration. Rappelons que v(t) = Sk (t)vg + ®(v)(t). D’une part, puisque Vvy € L2
on at— A(S.(t)vg) € C((0,T],L?).

D’autre part, fixons 0 < ty < T'. Soit € > 0 tel que € < ty. Pour t > g tel que t —tg < &,
on a

B(0) (1) —B(v) (to) = /O " (St = ) = Silto — 5))g(v)(s) ds

t to
[ 8= $)g(w)(s) ds — / Si(to — $)g(v)(s) ds.
to—e to—e
En premier lieu, on a d’apres le Lemme 5.4
to—e
H/O A((sﬁ(t— s) — Sw(to —s))g(v)(s)) ds‘ .

L2

= H /Oto_6 A(Sn(t —t0)Sk(to — s)g(v)(s) — Sk(to — S)g(v)(s)) ds‘
<CVt—ty /Oto_s IVA(S,(to — 5)g(v)(5))] 12 ds

<OViThs /0 "IV AS(to — )11 l9(w)(s)] 2 ds
< Ce)V/t —to,

ou l'on a utilisé 'inégalité de Young ainsi que le fait que ||[VAS,(to—$)||r1 < C(g) lorsque
|t0 - 8| > e.

Afin d’estimer les deux autres termes dans I’expression ci-dessus pour ®(v)(t)—®(v)(to),
on vérifie que

IVg(v)llr2 < CIIVF(0)llz2 + Cl[ Vol < C, f[vllzee)[[ Vol 2 < C ), R).
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Par conséquent, les estimations pour V.S, impliquent que
t to

A Skt —s)g(v)(s) dsHLQ—i— HA/ S,.C(to—s)g(v)(s)dsHL2
to—e to—e

t to
<C IVSk(t =)l [Vg(v)(s)|r2ds +C IVSik(to — )| L1[Vg(v)(s)l 2 ds

to—e to—e

< C(W,R)(\/t—to—l-\/g).

Finalement, en faisant tendre d’abord ¢ vers ty puis € vers zéro, on obtient que
A®(v)(t) — AP(v)(tg) dans L2, d’ou le fait que Av € C((0,T], L?).

Par ailleurs, des estimations similaires impliquent que pour ¢ € (0,71,
IAv(®)]|z2 < [VSk(®)llz1 | Voollzz + Cln, R)EV? < Cln, R)(¢ /2 + £1/2),

soit Av € L1((0,T), L?).

Ensuite, comme Av et g(v) € C((0,T], L?), on voit en revenant a 'équation (CGL,)
que dyv € C((0,T],L?). On peut donc calculer pour ¢ € (0,7

d
) == [ Ow-{Av+u(l - [0[*)} da

= - /RN{’iAv +9()} - {Av+ f(v)} da
= — /RN{'“LAU + K f(v) + (py * [A(py *v) + py * f(v)])L} {Av+ f(v)}dz
_ ‘”/RN Av+ f(0)[? dz + R(n,v),

R(n,v) = /RN Py * [A(py *v) + py * f(v)] - {Av + f(v)}L dx.

En fait, on a R(n,v) = 0. En effet, posons w = Av + f(v) € L? et w, = p;, * w. Puisque
Av € L% on a A(p, *v) = p, x Av dans L?. On trouve donc

R1.0) = [ Apy+ (py )} -t da

= [ | e =t ot (@) dyda

= [t ([ ooty =01 ) a
:/RN wn(y) - wy (y) dy =0,

ce que 'on voulait démontrer.

On a ainsi établi que dE(v)/dt € L*((0,T)) et dE(v)/dt < 0 sur (0,T]. D’un autre
coté, on a v = v+ (Sk(-)vo —vo+P(v)) € {vo}+C([0,T], H' N L*) d’apres les Lemmes 5.4
et 5.6. Il suffit alors d’invoquer les estimations du Lemme 5.2 pour en déduire la continuité
de t — E(v)(t). Par conséquent on obtient la décroissance de ¢t — E(v)(t) sur [0,7]. O
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Lemme 5.8. Soit v € C([0,T],€) N C((0,T],L>) la solution de (CGLy) fournie par le
Lemme 5.6. Alors Vv € C((0,T], H*) pour tout k € N.

Démonstration. Il suffit de raisonner par récurrence sur k et de transcrire les arguments
de la démonstration du Lemme 5.7 menant au fait que Av € C((0,T], L?). O

Dans un second temps, on cherche un contréle en norme L* de la solution obtenue.

Lemme 5.9. Soit v € C([0,T],€) N C((0,T],L>) la solution de (CGLy) fournie par le
Lemme 5.6. 11 existe une constante C' = C(n, R) telle que

[v(t)||le < C(n,R), Vte[0,T).

Démonstration. On tire parti du signe de la non-linéarité f(v) d’une part et d’estimations
uniformes (par rapport & ||v||z~) pour g(v) d’autre part. Remarquons que puisque v =
v +vg € L + L* on a f(v) = v1(1 — |v|?) + va(1 — |v|?), par conséquent I'inégalité de
Holder implique que

1F )l o pars < 1= 0Pl 2 (villze + lloz]lpa) < C(1+ E(v)),

ol la seconde inégalité est due a l’estimation du Lemme 5.1.
Puisque supyco, ) E(v(t)) < E(vo) < R, on a donc

sup [[Vo(t)|[7: <2R,  sup [|f(0)(t)ll 24105 < C(1+R).
te€[0,7 te[0,T%)

Ensuite, le Lemme 5.8 assure que v € C((0,T],C), I'équation (CGL,) est donc
vérifiée au sens classique dans (0, 7] x RY. En formant le produit scalaire de cette derniere
avec v dans R?, on obtient

o — kAT = 2kv - f(v) 4+ 2v - h(v) — |Vo|?,
ot r = |v]2 et h(v) = p, * [A(py *v) + py * f(v)]+. D’apres 'inégalité de Young, on a

v-h(v) < [ol[[A(©)][Le < Clol ([log * f(0)l[L + | Alpy * V)| L)
< Clol(lpnllzznrall f ()l 24 Lass + 1V pyllz2 [ Vol 2)

< C(n, R)|vl,
d’ou
Or — kAr < 2kr(1 — 1) + C(n, R)\/r,
et la conclusion du lemme résulte du principe du maximum. O

Démonstration de la Proposition 5.2.
Soit vg € ENL*® et v € C((0,T*),ENL>) la solution maximale de (CGL,) correspondante.
D’apres le Lemme 5.6, si 7" < +00 on a nécessairement

lim sup (E(u(t) + [Jo(t)]|zee) = +oc.

Ceci est exclu comme 'attestent les Lemmes 5.7 et 5.9, et ’on conclut que T* = +o0.
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En vertu du Lemme 5.7, on a ensuite v € C(R%, L°NE)NC(RY, H?) et par conséquent
f(v) € C(R*, L?). Il s’agit d’établir des bornes dans ces espaces, dépendant de E(vg) mais
uniformes en 7. D’apres la démonstration du Lemme 5.7, on a

d

& B(u(r) = —/@'/RN Ao+ f(v)[2 da

= —/{/RN (A + |f(v)[?) dz — 2k Av - f(v)dx

RN

= —/i/ (]A”U]z + ]f(v)\Q) da:+2n/ |Vv\2(1 — ]v|2)dx— m/ \V!v|2\2dm‘,
RN RN RN

ou la derniere égalité est obtenue par intégration par parties. Puisque k est positif, ceci
implique que

|
&
—~
<
~
~—
~—
A

< —FJ/RN (|1Av|* + [ f(v)]?) dx+2/<c/RN IVo|? da
_H/]R{N (|Av|2 + |f(v)|2) dx + 4k E(vp).

IN

On trouve ainsi

/0 /RN (180 +[f(v)]*) dz < C(r, E(v0))(1 +1).

Finalement, en revenant a l'identité

/ / Av + f(0)[2 dx = E(vn) — E(u(t)) < E(vp),

et en observant que

1012 < KllAv+ f(v)l[L2 + [lpg * py * (Av + f(0)l[L2 < (5 + D[|Av + f(v)] 2,

on obtient

oo K+ 1)2
| 0l < T ).
0

La Proposition 5.2 est démontrée. |

5.2.3 Compacité, convergence et démonstration du Théoréme 5.3.

A T'aide des estimations obtenues pour les solutions construites au paragraphe précé-
dent, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.3. Soient ug € £ et ug, € &N L> définie par la Proposition 5.1. Soit
uy € C(Ry,EN LX) la solution de (CGLy) avec donnée initiale ug, déterminée par la
Proposition 5.2. 1l existe une suite (ny)ken et il existe u € C(Ry, L2 ) N LRy, HL )
telle que uy, converge vers u dans C(Ry, L2 ).
De plus, on a |u> =1 et Vu € C (R4, LA (RY) — w), f(u) et Au € L}
Ou € L? (Ry, LA(RY)) et enfin SL>1E)E( u(t)) < E( 0)-
t

(R-l—’ LQ(RN)) s

loc
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Ici, O(Ry, L? — w) désigne I'espace des fonctions & valeurs dans L? continues pour la
topologie faible sur L2.

Démonstration. Par hypothese, wu, vérifie sup;~q E(uy(t)) < E(uypp). Or ug € &, donc
I'énergie F(uy0) est bornée uniformément en n d’apres la Proposition 5.1. Le Lemme
5.1 assure que u, est bornée dans L>®(R,, X! + H' N L*), donc dans LOO(HI%)C), et par
conséquent f(u,) est bornée dans L>(L? + L*/3). Par ailleurs, la Proposition 5.2 assure
que Osuy, est bornée dans L?(L?). Grace & I'injection compacte de Hﬁ)c dans le0C7 le lemme
d’Aubin-Lions (voir par exemple le Corollaire 4 de [73]) et un argument d’extraction
diagonale entrainent alors que u,, est relativement compacte dans C (LIQOC).

Soit w € C(LE,) N L®(HL ) une valeur d’adhérence de u, ainsi obtenue. Quitte &
extraire, on peut supposer que u, tend vers u presque partout dans R x RN 11 en résulte
en particulier que f(u,) tend vers f(u) dans LllOC et presque partout.

Par ailleurs, puisque |u,|? — 1 et Vu, sont bornées dans L>°(L?), la convergence de u,,

vers u dans C(L2 ) implique aussi que |u|? — 1, Vu € C(L? — w) et

loc
lun()> =1 = u(t)|* =1, Vu,(t) = Vu(t) dans L* —w, Vt >0,
d’ou le fait que

E(u(t)) < li%njéle(un(t)) < li?jng(uo,n) = E(uyp).

Enfin, on obtient aussi & la limite d;u € L?(L?) et Au, f(u) € L2 (L?). O

loc

Le Théoreme 5.3 sera finalement une conséquence immédiate de la

Proposition 5.4. Soit ug € £. La fonction u trouvée dans la Proposition 5.8 est une
solution de I’équation (CGL) au sens des distributions sur Ry x RY telle que u(0) = uo.
De plus, on au € C(R4, HL ), Vu, (1 — |ul?*) € C(Ry, L?), et enfin

d K

—E(u(t)) = T2l

/ |Opul>dz dans L' (Ry).
dt RN

Démonstration. Puisque u, converge fortement vers u dans Lfoc, il est clair que dyu,,
pn * A(py *uy) et Au, convergent vers dyu et Au au sens des distributions dans Ry x RV,
Par ailleurs, le fait que f(u,) converge fortement vers f(u) dans Li. . implique que f(uy)
et py * (py * f(uy)) convergent vers f(u) au sens des distributions dans Ry x RV, Ensuite,
on sait grace & la Proposition 5.3 que u,(0) tend vers u(0) dans L2 _ fort. D’un autre coté,
la Proposition 5.1 atteste que u,(0) = ug,, converge vers ug dans H YA LA 1 est alors clair
que u(0) = up.

Il nous reste encore a établir la continuité en temps. La Proposition 5.3 garantit d’une
part que u € C(L2 ) et Vu € C(L?—w). D’autre part, puisque dyu, Au et f(u) € L2 (L?),
on a

d Vul?

— [Vl dx = — O - Audr € L (Ry),

dt RN 2 RN
ce qui implique que ¢ — || Vul|z2 est continue, d’ott le fait que u € C(H..) et Vu € C(L?).
De méme, on a (1 — |ul?) € C(L? — w). Par ailleurs,

d [ (1= |uP)?

— = — : Li (R
G L == [ o fwde e LR,
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donc t +— ||1 — |u|?||z2 est continue. Ceci entraine que (1 — |u|?) € C(L?).
Finalement, on voit que puisque dyu € L2(R; x RV),

d K
—E(u(t)=-[ Owu-(A de = ———— Ou|? dz € LY(R
GE) == [ o Gt f@)de = —5" [ Joufdo e LR

ce qui termine la démonstration de la proposition et conclut cette section. O

5.3 Démonstration du Théoréeme 5.5.

Cette section est consacrée a la démontration du Théoreme 5.5. Nous cherchons la
solution w € C (R, H'(R?)) de

{atw = (k+1)(Aw + fu(w)),

w(0) = wg € H'(R?), (CGL)

ou
fuw) =AU+ (U +w)1 - |U+w?), UeV,

et k est strictement positif.
Introduisons le semi-groupe S(t¢,x) associé a I’équation homogene linéaire correspon-
dante?”. Celui-ci s’écrit

_ 1 — [
5.9~ e ()

et vérifie pour 1 < r < 400

Cr
1S(E, )| @2y < A-1/r vt >0, (5.6)
et o
k K

Il est & noter que la constante C; diverge lorsque x tend vers zéro.
Dans un premier temps, on établira un résultat d’existence locale pour (CGL).

Proposition 5.5. Soit R > 0. Pour tout wy € H'(R?) tel que ||wollgmn < R, il ewiste
T =T(R) > 0 et une unique solution w € C([0,T], H'(R?)) a l’équation (CGL) telle que
w(0) = wy.

Démonstration. Notre intention est d’appliquer une méthode de point fixe a ’application

Y :w e HY(R?) — ¢(w), on

t
P(w)(t) = S(t) * wo + /0 S(t —s) * gu(w(s))ds,

avec
gu = (k+1)fu.

Dans cette optique, on introduit, pour 7" > 0,

B(T7 R) = {w € Loo([ovTLHl(RQ)) t.q. HwHLOO(Hl) < (205 + 1)R}7

295(t) dépend de k, mais n’est pas le semi-groupe S, (t) de la section précédente.
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ou Cj est la constante apparaissant dans (5.6)-(5.7). Il est alors possible de choisir T' =
T(R) de sorte que ¢ laisse B(T'(R), R) stable et soit une contraction sur cet ensemble.

En effet, soient T > 0 et w € B(T,R). En utilisant le fait que H'(R?) s’injecte
continfiment dans LP(R?) pour tout 2 < p < +o0, ainsi que le fait que U appartient & V,
on peut montrer3® en développant fi;(w) que

| fo (W)l oo o,7),22) < C(U, R), (5.8)
et pour wy,wy € B(T, R)
| fu(w1) = fu(w2)|l pee(o,m),22) < C(U, R)|Jw1 — wall poojo,17, 1) (5.9)
L’inégalité de Young nous donne ensuite
[Pw) Ol < [P(w) D)2 + [V (w) @) 2

< 2S@ll 2 lwoll g1 +/0 15t = 5) + VSt = )| 1]lgu (w(s))ll 2 ds
< 2C|[wollgr + C/O (1+ (¢ =5)"")llgu(w(s)) 2 ds,

ou la derniére inégalité découle des inégalités (5.6) et (5.7). D’apres (5.8) et (5.9), on
obtient alors

s [ (w) ()| < 2Cs]|woll 1 + C(U, R)(T + VT),
telo,

ainsi que

sup |9 (wi)(t) — P(wa) ()l < C'(U,R)(T +VT) sup |fwi(t) —wa(t)] -
te[0,T] te[0,T

Il suffit des lors de choisir T = T(R) assez petit pour que C(U,R)(T + vT) < R et
C'(U,R)(T 4+ v/T) < 1. La proposition est établie. O

Lemme 5.10. Soit w € C ([0,T], H'(R?)) une solution de (CGL). Alors
w € Lige ([0,T], H*(R*)) N C ((0,T), H*(R?)),

et par conséquent
w € Li, ([0,T], L>°(R?)) .

Démonstration. Soit ¢ = 1 ou @ = 2. D’une part, le Lemme 2 de [44] nous fournit la
décomposition

0ifu(w) = gi(w) + g2(w) € L= ([0, T], L*(R?)) + L ([0, T], L' (R?))

pour tout 1 < r < 2. De plus, on a

sup (1191 () ()l 22 + lg2(w)(3)ll 1 2y ) < CULAT), ),
s€[0,T7]

30Voir le Lemme 1 dans [44].
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ot A(T') = sup,co,r) lw(s)| 1 (r2)- D’autre part, en dérivant deux fois la formule de Du-
hamel satisfaite par w, on trouve

Oijw(t) = 0;5(t) * Owo + /Ot 0;S(t — s) * (k +1)0; fu(w)(s) ds.
Compte tenu de la décomposition 9; fy = g1 + g2, on obtient
10w ()| 2 < [[VS@)]| [ Vwol 2 + C/Ot IVS(t = s)llllgr(s)ll 2 ds
+0 [ 19800 = 9l sl s,

ou v est tel que 1 +1/2=1/a+ 1/r. D’apres (5.7), ceci meéne finalement a
t
0012 < O unlln + WA@Y ) [ (6= )72 4 (6= )72 s,
0

Puisque 1/24+ 1 —1/a = 1/r < 1, on conclut que le membre de droite est fini et par
conséquent d;;w(t) € L*(R?) pour tout ¢ € (0,7]. La continuité en temps & valeurs dans
L? est obtenue de maniere tout a fait semblable. O

A w € H' est associée 'énergie renormalisée

[Vuwl? / (1— U +w[*)?
E = —_ = AU - .
ulw) /RQ 2 R2 U-wt R2 4

On vérifie que Ey(w) est finie lorsque U € V.

Lemme 5.11. Soit w € C ([0,T], H'(R)) une solution de (CGL). Pour tout t € (0,71,
on a

%EU(M)@) <0.

De plus, il existe une constante Cy .y, ne dépendant que de U et ||wo|| g1 telle que
[l < Cowe exp(Cuwet),  VE€[0,T]. (5.10)

Démonstration. En premier lieu, on déduit de (CGL) et du Lemme 5.10 que 0w appartient
a L2 ((0,T], L*(R?)), on peut donc calculer

loc

%EU(w(t)) = Vw - Vouw — AU - 0w — dyw - (U + w)(1 — |U + wl|?)
R2

= J e Bt futel) == g o G

K
- dywl|? < 0.
/€2+1/Rz|tw‘ -

Afin d’établir (5.10), on calcule

8tw)

sl = [ 0o = [ ol el + [ el i)
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soit
3w == [ Vol + [ w-(e+0a0
+ /}R2 w - [(k+)(U +w)(1—|U 4+ w?)].
Ensuite, on décompose le dernier terme du membre de droite comme
L s+ (U +w)1 =0+ )
= [Lw (U= 0wl [ =0+ )

D’une part, le second terme du membre de droite est majoré par xllw(t)||7. (r2)- D’autre

part, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz au premier terme, on obtlent
/R2 w- [k + ) (U +w)(1 = U +w*)] < CO)|[wt)l| 2V ()2 + sllw(®)]7,
ou le potentiel V() est défini par
V() = [ (0= 1U+ PR

On trouve ainsi p

£||W(t)H%2(R2) < CU)(Ilo@®)72 +1+V(B). (5.11)

D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
Vuw|? Vit
Eo)0 > [ o - ey + L2,
R2

d’otl, puisque Ey(w) est décroissante,

V(t Vwl|?

W [ T < Byu) + ) fulo)] (512)

RQ
On déduit alors de (5.11) et (5.12) que
lw(®)]lz2 < (1 + [lwol| 1) exp(CY),

et finalement, on obtient I'inégalité (5.10) en utilisant & nouveau (5.12). O

Du Lemme 5.11 découle la

Proposition 5.6. Soit wy € H'(R?). Il existe une unique solution globale w € C (R, H'(R?))
a équation (CGL) telle que w(0) = wy.
Démonstration. 1l s’agit d’'un argument standard de prolongement de la solution. Soit
w e C ([O,T ), H' (Rz)) I'unique solution maximale avec donnée initiale wgy. Si T™ était
fini, on aurait d’apres (5.10)
limsup [Jw(t) || g1 (r2)y < C(U, T, wo) < 400,
t—T*

de sorte que d’apres la Proposition 5.5 on pourrait prolonger w sur un intervalle de la
forme [0, T + §], avec § strictement positif. Ceci contredirait la maximalité de w. O
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Nous concluons cette section par le résultat suivant.

Proposition 5.7. Soit w € C' (R4, H'(R?)) solution de (CGL). Alors
w € C*™ (R, C®(R?)).

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

Premiére étape. Soient p > 2 et v € H?(R?). Alors D* fi;(v) € L*(R?) + L*3(R?) pour
tout multi-indices k£ de longueur |k| < p.

Démonstration de la premiére étape. D’apres la preuve du Lemme 5.10, on peut supposer
directement que |k| > 2. Ecrivons

fu(v) = AU + hy(v),

ol
hy(v) = (U +v)(1 = |U +v]?).
Puisque U € V, il nous suffit de vérifier que D*hyr(v) € L?(R?) + L*3(R?). En appliquant

la formule de Leibniz a hy(v), on obtient

Drhy(v) = > (5)DF™(U +v)D™ (1= |U +v]?)

m<k
=DFU +v) = ) (5) (D ™(U +v)D™(U +v) - D™ (U +v).
m<k

Comme 2 < |k| < p, v € HP(R?) et U € V, on obtient sans peine que D*(U +v) € L?(R?).
Pour le second terme du membre de droite, on remarque que chaque produit apparais-
sant dans la somme est de la forme

D*(U +v)D(U 4 v) - DY(U +v),

ou les multi-indices a, b et ¢ vérifient |a| + |b| + |¢| = |k| > 2. On examine ensuite tous les
cas possibles. On observe que D%(v + U) appartient & H'(R?), et donc & L*(R?), des que
1 < |a] < p—1, alors que D%(v + U) appartient & L*(R?) pour 2 < |a| < p. Par ailleurs,
puisque U + v € L*, on obtient

D*(U +v)DP(U +v) - D°(U +v) € L*(R?) 4+ LY3(R?),

et la conclusion s’ensuit.

Deuxiéme étape. Soit w € C (R4, H'(R?)) solution de (CGL). Pour tout p > 1, on a
w € C (R, HP(R?)).

Démonstration de la deuxieme étape. On procede par récurrence sur p. Puisque le cas
p = 2 a déja été traité au Lemme 5.10, on suppose directement que w € C (Ri, HP(RQ))
pour un p > 2. Soit k£ un multi-indices tel que |k| < p+ 1. Par dérivation de la formule de
Duhamel, on trouve

DFw(t) = D*(S(t) * wo) + Dk/o S(t—s)*gu(w(s))ds,
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soit
t/2
DFw(t) = DFS(t) * wo + DES(t — ) * gy (w(s)) ds
0
t
+ / D™S(t — s) * D¥ Mgy (w(s)) ds,
t/2
ou m est un multi-indices de longueur |m| = 1, choisi de sorte que |k —m| = |k| — 1.

Tout d’abord, on sait que ¢ — DFS(t) * wy appartient & C (R%, L*(R?)). Ensuite,
en utilisant le fait que gy (w) appartient a C' (R4, L?(R?)) ainsi que l'inégalité (5.7) avec
r = 1, on obtient

t/2

t/2
H S(t —s) x gu(w(s)) ds <C/ ‘k‘/2d5<0t [kl /2+1

D’autre part, puisque |k—m/| = |k|—1 < p et puisque par hypothese w € C (Ri, Hp(Rz)),
on déduit de la premiere étape que

D" gy (s) = d'(s) + d*(s),

ot d' et d? appartiennent a C' (Ri, L? (RZ)) et C (Ri, LY 3(R2)) respectivement. On déduit
alors de (5.7) que

H/ D™S(t s« DF=myg (s)ds‘
t/2

L2

< /t/Q (HVS(t - 3)”L1Hd1(3)HL2 +||VS(t — S)HLTHdQ(s)HL%> ds
t _g)1/2 _ o) L/2-141/rY g
<0 [ (=972 7 as

ou r vérifie 1 + 1/2 = 1/r + 3/4. Le dernier terme du membre de droite est fini car
1/2+1—1/r =3/4 < 1. Par conséquent w(t) € HPT1(R?) pour tout ¢ > 0. La continuité
en temps s’obtient avec les mémes arguments.

Troisiéme étape. Soit w € C (R4, H'(R?)) solution de (CGL). Alors w € C* (R%, CY(R?))
pour tous k et [ entiers.

Démonstration de la troisieme étape. Pour k et | € N fixés, on démontre par récurrence
sur 0 < j < k que w € CY (R, CH2k=21(R?)).

Ceci a bien lieu pour 5 = 0 au vu de la deuxieme étape et de 'injection de Sobolev.
Ensuite, on suppose que w € CJ (Ri, ClH2k=2j (Rz)) pour un 0 < j < k — 1, alors on a

Aw, fy(w) € CI (R, CH2—272(R?)).
Ainsi, en revenant & 1’équation (CGL), on obtient
w e Cj+1 (R*—H Cl+2k_2j_2(R2)),

et la démonstration de la Proposition 5.7 est achevée. ]
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Ce chapitre est inclus dans [70].

6.1 Introduction.

Le présent chapitre est dévolu a ’étude de la dynamique des points vortex pour une
équation de Ginzburg-Landau complexe posée dans le plan

L&gue + 10ue = Aug +

1 2
’11’15’ 7’““6(]‘ - |u€| )7 (GLC)€

22
ot ue : Ry x R? — C est & valeurs complexes. Ici, § et & désignent des parametres réels
positifs, et on posera dans la suite k. = §|Ine|~1. Il s’agit d’une équation intermédiaire
entre ’équation de Gross-Pitaevskii, obtenue avec § = 0, et I’équation de Ginzburg-Landau
parabolique.

Nous nous focaliserons sur un régime asymptotique obtenu lorsque ¢ tend vers zéro
a parametre § fixé, dans lequel les solutions de (GLC), peuvent comprendre des zéros,
appelés vortex. Dans ce régime, un exemple typique de fonctions u. est formé par les
superpositions de vortex

l l d;
% zZ— Z Z— Z;
(e d)() = [Jueate = 2 = [Laa (E22) (F22)7 sec
i=1 i=1 v

ol z; € C, d; € Z, et les profils fy, : RT — [0, 1], qui satisfont fg,(0) =0 et fy,(+00) =1,
ont été définis a la seconde section de 'introduction générale. Les points z; sont appelés
vortex des champs u} et les d; leurs degrés. Cette classe de fonctions n’est généralement
pas invariante par le flot de (GLC)_, mais elle en reste proche en un certain sens®! lorsque €
tend vers zéro. En particulier, il est encore possible de définir une notion asymptotique de
points vortex pour les solutions de (GLC), et d’étudier la dynamique de ces points. Nous
verrons que cette dynamique est déterminée par un systeme d’équations différentielles
ordinaires, du moins jusqu’au premier temps de collision entre les points vortex.

Dans ce contexte, deux concepts permettant de décrire la position et les degrés des
vortex sont la vorticité3?

J(ue) = %I‘Ot (iue - Vue) = %I‘Ot (J(ue))

d’une part, et I’énergie de Ginzburg-Landau

|vus‘2 (1 - |us|2)2

Buwe) = [ ecturdn = [ [+ S an,

par le biais de la densité d’énergie e.(u.), d’autre part. Dans le régime que nous considé-
rerons, les solutions vérifieront

l l
ejal(nu;) de =7 Z 0., et J(ug)dxr — 772 d;0,
i=1 =1

31Voir la notion de trés bonne préparation définie & la Section 6.1.2.
32¢f. le paragraphe 6.2.1.
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lorsque ¢ tend vers zéro. La notion de densité d’énergie e.(u.) a été spécifiquement utilisée
pour I’équation de Ginzburg-Landau parabolique, et celle de vorticité J(u.) pour I’équation
de Gross-Pitaevskii. Pour I’équation complexe, nous nous servirons simultanément de ces
deux notions.

Pour I’équation de Gross-Pitaevskii comme pour ’équation de Ginzburg-Landau pa-
rabolique, la dynamique des vortex a été amplement étudiée dans la littérature (voir
[48,52,63,68] pour I'équation de Gross-Pitaevskii) dans le cas d’'un domaine borné, pério-
dique ou dans le domaine R? en entier. Ici, nous nous placerons dans le cadre du plan R?
en entier, qui est celui traité par Bethuel, Jerrard et Smets [48] pour I’équation de Gross-
Pitaevskii. Lorsque le degré total d = > d; est non nul, I’énergie de Ginzburg-Landau des
superpositions de vortex u}(z;,d;) est infinie. Il s’agit pourtant d’un outil essentiel, tant
dans la résolution du probleme de Cauchy pour ’équation que dans I’étude de la dyna-
mique des vortex en tant que telle. Nous utiliserons donc une notion apparentée d’énergie,
qui hérite des principales propriétés de ’énergie de Ginzburg-Landau : I’énergie renorma-
lisée, introduite par Bethuel et Smets [44] et déja évoquée au Chapitre 5. Notre définition
de tres bonne préparation des données, ainsi qu’une partie considérable de notre analyse,
est inspirée de [48].

6.1.1 Energie renormalisée et probleme de Cauchy.

Comme nous 'avons mentionné, lorsque d = > d; # 0 Pénergie de Ginzburg-Landau
des superpositions de vortex u}(z;, d;) est infinie. Ceci est dit au comportement du gradient
de la phase a l'infini; en effet, on peut vérifier sans peine que

1— * zdz 2\2
(EITCR o PR

[ 19l s ) P+
R2
alors que lorsque |z| — o0,
Vg (zi,di) [P (2) ~ /|27,
de sorte que
/ |Vl (2, di)|> = 4oc0.
R2

L’énergie introduite dans [44] puis utilisée dans [48] est obtenue en 6tant la partie diver-
gente du gradient de la phase a linfini. Plus exactement, soit une fonction réguliere Uy
telle que

d
Ug = <‘;> dans R?\ B(0,1).

On vérifie alors que [Vu?(zi, d;)|[* ~|. /100 [VUa|? €t que la quantité

- ’VU‘”Q] dx (6.1)

Eep (vl (zandi)) = lim | ec(ul (zad) = =

est finie.
De plus, on constate que Uy, ainsi que tous les champs u}(z;, d;), sont des éléments de
I’ensemble

V ={U € L>°(R?), VFU € L*(R?), Vk > 2, (1 — |U[]*) € L*(R?) et V|U| € L*(R?)}
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introduit dans [44]. Le Théoreme 5.5 du Chapitre 5 établissant le caractére globalement
bien posé du probleme de Cauchy dans I'espace {U} + H'(R?) pour tout U € V, on
peut deés lors obtenir une unique solution dans {u}(z;,d;)} + C(H'(R?)) pour toutes les
superpositions u?(z;, d;) ainsi que pour leurs perturbations dans H!(R?).

A degré total d = ) d; fixé, on voudrait résoudre le probleme de Cauchy dans une
classe {U} + C(H'(R?)), ot U € V, contenant simultanément toutes les superpositions
u?(z;,d;). L’analyse de [48] révele cependant que u’(z;,d;) n’appartient & {Uy} + H'(R?)
qu’a la condition que 3" d;z; = 0. On a pourtant u*(z;,d;) € {Ug} + H'(R?). Ceci améne
a introduire une relation d’équivalence sur V comme suit : lorsque U et U’ € V, on dit que
U ~ U’ si et seulement si

deg(U) = deg,(U') et |VU|* — |VU'|* € L' (R?),
et 'on désigne par [-] la classe d’équivalence correspondante. On observe alors que [Uy]
contient toutes les superpositions de vortex u} de degré total d.

Au Chapitre 5, on a défini I’énergie renormalisée d’une solution u = U+w € C(Ry,{U}+

H'(R?)) par
_ [Vwl? (L — Jul*)?
EE,U(U)_/RQ[ T AU w+ o da,

pour laquelle on a

d

—FE.y(u) = —ﬁg/ |Opu|*dz, VYt > 0.
dt 7 R2

Un résultat de [48] assure que si U € V vérifie de plus |VU(z)| < C/+/|z|, les deux
notions précédentes d’énergie coincident :

2
Eey(u) = Ep(u) = lim fea(u) — VY

dzx. (6.2
R—+o00 B(R) 2 :| )

Pour u € {U} + C(Ry, H'(R?)) avec U € [Uy], définissons finalement la quantité

) IVUq4|?
E = 1 R
vy (u) = lim . [ec(w) = —~]
Cette quantité est finie et vérifie d’apres (6.2)
VU?  |VUy?
Baa() = Baw()+ [ [F5- — S04 do
et par conséquent
d d 9
B 0) =GB (w) = —re [ 10wl (63

On prend ici note du fait que le taux de dissipation de I’énergie renormalisée coincide avec
celui de I"énergie de Ginzburg-Landau lorsque celle-ci est finie.
6.1.2 Enoncé des résultats.

Dans la suite, A4, désignera Panneau B(2"*1)\ B(2") pour n € N, de sorte que R? =
B(2"0) U (Up>neAn)-
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Définition 6.1. Soient 21,...,2 des points distincts de R?, d; € {—1,+1} pour i =
1,...,1 et soit d = > d;. Soit (ue)o<e<1 une famille de fonctions appartenant a [Uy] +
HY(R?). La famille (u:)o<c<1 est dite trés bien préparée par rapport a la configuration
(2i,d;) s’il exviste R = 2™ > max|z;| et une constante Ko > 0 tels que

l

lim || Jue — 7Y _did, e (5 (ry)- = 0, (BP1)
=1
sup E&(U&‘J An) < KO vn > no, (BPQ)
O<e<1
et
lim sup (Beug(ue) = B (uz (2, d;))) < 0. (BP3)
£—>

Notre résultat principal, dont la démonstration fera 1’objet de toute la suite de ce
chapitre, peut s’énoncer ainsi.

Théoréme 6.1. Soit (ul)o<c<1 appartenant [Uyg] + H(R?) une famille trés bien préparée
par rapport & la configuration (29,d;) avec d; = +1, et soit (u:(t))o<e<1 la famille de
solutions de (GLC), correspondante dans [Ug) + C(Ry, H'(R?)). Soit {z(t)}riz1, 1y la
solution du systéme d’équations différentielles ordinaires

{77( +0%)dizi(t) = (J - 0T V= W, (6.4)

z(0) = 29, i=1,...,1,

10 0 -1
=) =00)
et W est la fonctionnelle de Kirchhoff-Onsager

W (zi,d;) _—Wde In|z — 2.
i#£]

Notons [0, T*) son intervalle mazimal d’existence. Alors pour tout t € [0,T7%), la famille
(ue(t))o<e<1 est trés bien préparée par rapport a la configuration (z;(t),d;).

6.2 Quelques définitions et résultats connus a propos de
I’énergie et de la vorticité.

Dans un premier temps, nous rappelons ou obtenons un certain nombre de formules
d’évolution impliquant des quantités reliées au flot ..

331ci, E.(u, B) fBeE
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£

6.2.1 Notations préliminaires.

Pour 2 = (z1,22) € R?, on pose '+ = (—x3,21). Lorsque = et y € R?, x -y désigne
le produit scalaire usuel sur R? et 2 x y := z* - y le produit extérieur de z et y. Lorsque
M eR?*2 onnote x- M = (x- My, z- M) et . x M =2+ M = (z+ - My, z+ - My)?, on
My, est la k-ieme ligne de M.

Dans la suite, R? et C seront constamment identifiés. Pour x et y € C nous poserons
ainsi 2 -y = Re(27) € R et  x y = —Im(27) € R, et enfin 2+ =iz € R? ~ C.

Pour u = uj +iug € Hﬁ)C(RQ, C), on notera rot (u) = djug — dauy et

_ (O1u
Vu = <82u> .

Le moment linéaire associé a u est défini par

J_.
j(u):uxvu:iu.Vu:uL.W:(u alu)7

ut -

et le jacobien (ou vorticité) de u, par
1
J(u) = irotj(u) = O1u X dgu = det(Vu).

Lorsque u ne s’annule pas, on a pour k =1, 2

ut ut

Jul ul’

Bku = 6ku ﬂi +8ku-
|ul |ul

qui revient a
u | ge(u) ut

Ou = 8k\u|m + ] Jul’ (6.5)
d’on
Oku - Opu = Ok|u|0y|u| + W (6.6)
et en particulier
IVl = [V]ul? + ‘j’(:“)g’z. (6.7)

On définit, suivant [48], la différentielle de Hopf de u par
w(u) = |81u\2 — \82u|2 — 2i01u - Dou = 40,udzu.

A Taide de la relation (6.6), on peut exprimer w(u) en fonction des coordonnées de V|u|
et j(u) de la fagon suivante :

w(u) = Orful* — Dglul* — 2 O1[uldaful + ’:P(jf(U) —Jj3(u) = 2i ji(w)ja(uw)).  (6.8)

Rappelons que la densité associée a 1’énergie de Ginzburg-Landau est définie par

v2 1— 2\2 v?
VP (0 JaP? [l

9 4e2 5 +Ve(w),

es(u)
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qui d’apres (6.7) vérifie

() = ex(ful) + 'j‘ﬁjl‘z. (6.9

On définit également une densité d’énergie renormalisée

ee(u)
|Ine|’

pre(u) =
Finalement, on récrit le membre de droite de (GLC), comme
f = Bu+ u(i ~JuP)
= Au+ —u(l —|ul?).
22

6.2.2 La formule de Pohozaev.

La formule de Pohozaev, obtenue par intégration par parties, nous permettra au pro-
chain paragraphe de calculer les termes d’interaction entre les vortex. Dans 'intégralité
de ce paragraphe, on pourra consulter [49, 75] pour davantage de détails.

Proposition 6.1 (Pohozaev). Soient u : R? — R? une fonction réguliére et
f=Au —|— (1 — |ul?).

Alors pour tout champ de vecteurs X : R> — R? régulier a support compact, on a

Z/W ot

2,7=1

X-(f-Vu):/RZV )div (X

R2
ot la matrice T'(u) (appelée tenseur d’énergie-impulsion associé a u) est définie par

T(u) _ = |82U‘2 - ‘alu|2 —201u - Oou
T2\ —201u-0u  |O1ul? — |Oqul?

et o (1 Juf2)?
1—u

Notons que d’apres la forme particuliere de T'(u), on a

2
Z TZ]&X] =T (81X1 — (92X2) + 119 (81X2 + 62X1) = —Re (w(u)@%X) ,
ij=1

ou l'on a introduit les notations complexes X (z) = X;(z) 4+ iX2(2), de sorte que
Q&ZX = 81X1 — 82X2 +1 (81X2 + 82X1) ,

et ot w(u) est la différentielle de Hopf de u introduite au paragraphe précédent. Avec le
formalisme complexe, la formule de Pohozaev se réduit donc a

X (fVa) :_/RQ Re(w(u)agX)—&—/RQ%(u)div(X).

RQ
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82
En particulier, en choisissant X = Vi, de sorte que 9z X = 267*920’ on obtient
Z

2

Vo (f - V) de = —2/ Re (w(u)g;§> dz+/Rng(u)A<pdx.

R2 R2

2

—=, on trouve
072’

De méme, on choisissant X = V+y = iVy, de sorte que 05X = 2i

Vix - (f - Vu)dz = 2/ Im <w(u)gz>2<> dz. (6.10)

R2 R2

6.3 Formules d’évolution pour 1’énergie et la vorticité.

Puisque les points vortex sont décrits par les comportements asymptotiques de la
densité d’énergie e (uc) et de la vorticité J(u.), il est naturel d’étudier 1’évolution de ces
quantités pour chaque € > 0.

Pour n’importe quelle application réguliere u = u(t,z) : Ry x R? — R2, des calculs
par intégrations par parties nous donnent pour I’énergie

d
— | ec(u)pdx = —/ Owu-fodr — / V- (O - Vu)dr (6.11)
dt R2 R2 R2
et pour la vorticité
d
/ Jw)xdr =— [ Vix: (ut - Vu)dz. (6.12)
dt Jre R2

Ici, x et o sont des fonctions test ne dépendant que de la variable d’espace.
Dans un second temps, on suppose que u = u. est la solution, réguliere en vertu du
Théoreme 5.4, de (GLC).. On a alors

dpu=a;'f=pf, (6.13)

ot a = §|Ineg|™! +i = k. +i. En insérant (6.13) dans les relations (6.11) et (6.12) et en
adoptant les notations complexes, on obtient ainsi

4 es(u)pdr = —HE/ |Oul?o d — / V- (BefVu)dx
dt Jre R2 R2
et
d : .
— [ Ju)xdz = —/ iVx - (ifef - Vu)dx.
dt R2 R2

D’apres l'identité de Pohozaev, on peut donc tirer parti de la formule d’évolution pour
I'énergie dans le cas purement parabolique (pour laquelle 5. = 1), et de la formule d’évo-
lution pour la vorticité dans I’équation de Gross-Pitaevskii (pour laquelle i3. = 1). Pour
I'"équation intermédiaire (GLC)_, le principe consiste a se débarasser des termes de la forme

X (if - Vu)
RQ
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en considérant une combinaison adéquate des deux formules d’évolution précédentes. Plus
précisément, on écrit

1
Oe P a+1

et on calcule la quantité

4 (bJ (u)x — aes(u)p) = (b* 4 a?) /

dt R2 R2

iVX-(f-Vu)—&-ame/

|Opul?
RQ

—I-/ (Ve —iVyx) - (ala+ib)f - Vu).
R2

Puisque a = k./(k2 4+ 1) et b = —1/(k2 + 1), la formule précédente combinée avec (6.10)
nous conduit a la

Proposition 6.2. Soit u une solution de (GLC).. Pour toutes p,x € C>°(R?), on a

2

d Im <w(u)ax) + R:(t, 0, X, u),

% L G reie) = =2 [ joufe—2 [ o

RQ

ot le terme de reste R, est défini par

Reltpoxou) = =r: [ (V=42 (8.f - Tu),

soit

Relt. o xu) = =k [ (V= Vi) @ V).
R
La Proposition 6.2 permet de déterminer formellement le systeme d’équations différen-
tielles pour les points vortex. En effet, supposons que 1'on ait

ue(t) = ug(2i(1), i),

de sorte que
l l

Jue(t) — WZ did, ) et pe(ue(t)) — TI'Z O2(t)-
i=1 =1
On applique alors la Proposition 6.2 en remplagant u. par u}(z;(t),d;) et en choisissant
des fonctions test ¢ et x localisées, affines et satisfaisant & Vo = V+y autour de chaque
point z;(t). Nous verrons par la suite que sous les hypotheses précédentes pour u.(t) et
(X, ¢), on a

lim Hg/ latualzgo =0 et lim R.(t, ¢, x,u:)=0.
e—0 R2 e—0

2
D’autre part, puisque x est affine pres des z;(t), la quantité w(u}(z;, dl))—x est en réalité

072

évaluée en dehors des vortex, c’est-a-dire 1a ou

l d;
* * A
us(zi,di)ﬁu (Zi’di):H(‘z—Z'O ’
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D’un autre coté, [48] (ou bien (7.2) dans [49]) met & notre disposition la formule explicite
.)J_

* 82X -z

i @i

Par identification, on obtient pour chaque %

)"

wdizi(t) - Vx(2i) + 0mZi(t) - Voo(z) = =27 Y d; d] ‘ P
Zi = Zj

Jij#i

- Vx(2i).

Enfin, en tenant compte du fait que Vi(z;) = VLx(zi), on en déduit que

%)"

m(dizit) = 827(1) - V(i) = QWdeJ —z|

‘ VX(ZZ)
g “i

ce qui correspond exactement au systéme (6.4), puisque d; = =1 pour tout i.

La suite de ce chapitre s’organise ainsi. La Section 6.4 rassemble des propriétés de
I’énergie renormalisée établies dans [48] afin de traiter les difficultés propres au cadre du
domaine infini. Aux Sections 6.5 et 6.6 suivantes est établie l'existence de points (;(t)
en lesquelles les densités d’énergie et les vorticités se concentrent a ¢ positif. On montre
ensuite que les quantités k2 fRQ |0pu|?¢ et Ro(t, ¢, X, u:) sont effectivement évanescentes
avec €, ce qui permet d’établir que les (;(¢) sont des trajectoires lipschitziennes en temps.
A ce stade, il reste & déterminer la dynamique des (;(t). Les calculs formels précédents
suggerent d’estimer la quantité w(u.) —w(u* (2, d;)) en dehors des vortex. A la Section 6.7,
cette quantité est controlée par I'exces d’énergie E_ y(us) — B [, (ul(2:)). Ceci résulte
de propriétés de coercivité de I’énergie en dehors des vortex, pour des normes spécifiques,
vis-a-vis des superpositions de vortex u}. L’exces d’énergie lui-méme se contrdle par la
distance entre les trajectoires (;(t) et z;(t). La preuve du Théoréme 6.1 est alors achevée
a I’aide d’un lemme de Gronwall pour cette distance.

6.4 Quelques résultats sur ’énergie renormalisée.

6.4.1 Energie a l’infini et degré topologique a I’'infini.

Dans ce paragraphe, on rassemble quelques propriétés de 1’énergie a l'infini établies
dans [48]. Ces propriétés requierent la notion de degré topologique a l'infini.

Soit A I'anneau de référence B(2) \ B(1). Pour d € Z, on définit ’ensemble
Ty={uc H'(A)t.q. 3B C B(u), |B] > , Vr € B, deg(u,0B(r)) = d},

ot B(u) est 'ensemble des rayons r € [1,2] tels que la restriction ujgp( soit continue et
ne s’annule pas, et les ensembles de sous-niveau

EA = {u e HY(A) t.q. E-(u, A) < A}.
Le secteur topologique de degré d est défini dans [42] par

S(/i\,a = E? NTy.
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Théoreme 6.2 ( [42]). Pour tout A > 0, il existe ex > 0 tel que pour tout 0 < £ < ep,

on a
A A
Q_U%F
deZ

D’apres [42], on sait également que pour 0 < € < e et pour d # d/,

ll’lf{ Sup EE(p(S)>A) tpe C([Oa 1]?H1(A))7 p(O) € Sc/l\,ga p(l) € S[/i\”g} > 0" 1116‘ > 24,
s€[0,1]

(6.14)

oll 0 > 0 est une constante universelle. Le colit minimal d’énergie pour passer d’un degré
a un autre est donc au moins d’ordre |Ine].
Pour la suite de cette section, on fixe A > Ay = 27d?In2 et ’'on pose

— QA
Sd = Sd:EA'

L’application de référence U; appartient donc & Sy puisque |Uy| = Lsur Aet [, |VU4|%/2 =
7nd?1n 2.

On peut aisément déduire du Théoreme 6.2 que si u € [Uy] + H'(R), chaque u(2*-)
se trouve dans un secteur topologique Sy lorsque k est assez grand. En réalité, il existe
un entier k au dela duquel d(k) = d, ce qui signifie que u possede un degré a 'infini bien
défini et égal a d.

Proposition 6.3 ( [48], Corollaire 3.1 et Définition 2). Soientd € Z, A > Ay et u € [Uy]+
HY(R?). Il existe un entier n € N* tel que pour tout k > n, la fonction uy : z € A+ u(2F2)
appartient au secteur topologique Sg. Le plus petit entier pour lequel cette propriété a lieu
est noté n(u).

Remarque 6.1. Avec cette définition, 'entier n(u) dépend de u et de A, mais ne dépend
pas de €.

Démonstration. Pour k € N, soit ug : 2 € A — u(2F2). Par hypotheése, nous pouvons
éerire u = v +w avec v € [Uy] et w € H'(R?). D’une part, d’aprés I'injection de Sobolev
H'(R?) C L*(R?), on a

C
j@QVQKU)SSéZ(Hl—ﬂvPH%2+IWM%4+WhW%wHuN%Q < Clen,w),
A

ot nous rappelons que Vz(u) = (1 — |u|?)?/(4e?). Aprés changement de variable, 1’estima-
tion précédente se réduit a

/ Ve (ug) = 272 / Vi, (1) < 22 Clen, u),
A A

ot C(ep,u) ne dépend pas de k, et ot Ay = B(2F1)\ B(2").
D’autre part, on obtient également par changement de variable

Vuy|? Vul?
A 2 4, 2 A,

et par ailleurs on a aussi

/ |Vv|2:/ (\Vv\2—\VUd|2)—i—/ VU2 < [Vl — VU1, + 27 0 2.
Apg A Ag
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En combinant les estimations précédentes, on aboutit a
Ee(ug, A) < 27%7C(ep, u) + [||Vol* = VUl ay) + V0P (lL1 4y + 27d* In2 < A

des lors que k > k(ep, u) est choisi assez grand. Ceci montre que pour tout k > k(ep, u), la
fonction uy appartient a E?A et par conséquent a un secteur topologique Sy = Sé\(k)m
en vertu du Théoréme 6.2. Il faut encore s’assurer que d(k) est identiquement égal a d.
Si ce n’est pas le cas, il existe un entier k& pour lequel d(k) = d’ # d. Posons vy = v(2F-),
wy, = w(2k), ot u = v + w, et

p:[0,1] = HY(A), s~ v+ swg.

On a alors p(1) = ug € Sy, et en utilisant le fait que v € [Uy] on vérifie rapidement que
p(0) = vi, € Sq pour tout k > k(ep, u). L’inégalité (6.14) nous donne alors E;, (p(s), A) >
o|lnep| > 2A pour un s € [0,1]. Mais de méme que précédemment, on obtient apres
remise & D'échelle E., (p(s), A) < Ag + 2728C(ep,u). Quitte & accroitre k(ep), on obtient
donc E;, (p(s), A) < 2A, ce qui nous meéne a une contradiction. La conclusion s’ensuit. [

Lorsque I'énergie de u € [Uy] + H'(R) satisfait de surcroit & des estimations uniformes
a l'infini, ce qui est typiquement le cas des données vérifiant (BP,), on peut obtenir une
caractérisation plus précise de n(u).

Lemme 6.1. Soit A > Ay fizé, et soit 0 < ¢ < ep. Pour u € [Ug) + H*(R?), supposons
qu’il existe ng € N* tel que

E.(u,Ay) <A, Vn > ng.
Alors n(u) < ng.

Démonstration. Celle-ci est en fait une réplique de la preuve du Lemme 7.1 de [48]. Par
I’absurde, supposons que l'on ait n(u) > ng. En vertu du Théoreme 6.2, la borne uniforme
pour ’énergie assure que pour chaque n > ng, u, = u(2") appartient & un secteur Sd(n)-
On pose n' = n(u) — 1 > ng. Alors d(n') # d puisque n’ < n(u). Ensuite, on considére
I’application continue

p:[0,1] = HY(A), s+ p(s)= u(2”/+s-),

qui vérifie p(0) = u(2"-) € Sinry et p(1) = u(2™®).) € S;. On déduit de (6.14) qu'il existe
un s € [0, 1] tel que E-(p(s), A) > 2A. Apres remise a ’échelle, on obtient

E.(u, Ay U An(u)) > 2A,
ce qui contredit les hypotheses. ]

D’apres [48], la fonction de référence Uy est quasi-minimisante pour 1’énergie de Ginzburg-
Landau parmi les fonctions du secteur topologique Sy. Apres remise a I’échelle cette pro-
priété se traduit par la borne inférieure suivante.

Lemme 6.2 ( [48]). Soient d € Z et u € [Uy] + H*(R?). Pour tout entier k > n(u) et pour

0<e<ep,ona

2
/ lec(u) — M] > (0272,
A, 2
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Il en découle le

Lemme 6.3 ( [48]). Soient d € Z, u € [Ug] + H'(R?), z1,...,2 € R? et dy,...,d; € Z*
tels que d = >_ d;. Pour k > 1 + max{logy |21],...,logy |21],n(u)} et R =2F, on a

% N C
/ lec(u) — ec(uf(zi,di))] < Eojug(u) — Bo g (ul(zi, di)) + I
B(R)

ot C' ne dépend que del et d.

L’estimation ci-dessus illustre l'intérét de la définition de n(u), autrement dit de I’hypo-
these (BP:), dans la définition de trés bonne préparation des données. Elle nous permettra
en effet de transposer a 1’énergie renormalisée - & un terme correctif prés - un certain
nombre de propriétés de I’énergie de Ginzburg-Landau.

6.4.2 Formules explicites pour I’énergie de u’.

Ce paragraphe présente un apercgu de quelques identités classiques pour I’énergie de u}
qui peuvent étre trouvées dans [45], [48].

On consideére désormais une configuration (z;,d;) avec d; € Z*, et on pose d = Y d;.
En premier lieu, on dispose d’une expression explicite de I’énergie au voisinage de chaque
vortex z;.

Lemme 6.4. Pourje {1,...,l} et0<e <1,

“(2.d)) = wd21n (- . Ty2 £y2
/B(Zj’ eetund) = (Z) #9151 + O + O

a
ot y(|d;|) est une constante universelle.

En calculant par ailleurs I'énergie de u’(z;, d;) ~ u*(z;, d;) sur Qp, = B(R)\Ué-le(zj, T)
(voir par exemple [45]), puis en combinant les deux formules, on obtient la

Proposition 6.4. Soient
1.
ro=gmin{lzi—5lh Ra=max{lal)
]

Pour R > Ry, + 1, on a, lorsque € tend vers zéro,

l

l

R,

/ ec(ul(zi,di)) =m Y di|Ine[+ W (zi,di) + Y y(|di]) + 7d” In R+ O(—) + 0c(1),
B(R) i=1 i=1 R

ot W (z;,d;) est la fonctionnelle de Kirchhoff-Onsager introduite au Théoréme 6.1.

Puisque
2
7Td21I1R:/ 7|VUd’ ,
B(R\B(1) 2

(6.2) procure finalement une formule explicite de 1’énergie renormalisée des superpositions
de vortex u}(z;,d;).
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Corollaire 6.1. On a lorsque ¢ tend vers zéro

l

l
. VU2
By (ui(ziydi)) =7y df|Ine| + Wz, di) + Y ~(|di) - /B(l) ’2d‘ + 0.(1).
i=1 =1

Pour ce qui concerne I’énergie sur de grands anneaux, on cite finalement le

Lemme 6.5. Pour R > R,, on a

/ ec(ul(z,d;)) = md? ln2+0(&)’
B(2R)\B(R) R

soit

IVU,?

/ Ra
BRR\B(R) 2

ec(uz (zi, di)) = 5

/ +O(
B(2R)\B(R)

6.5 Propriété de coercivité pour I’énergie renormalisée.

Cette section complete des résultats de [48] et [62] établissant pour u € [Uy] + H(R)
des propriétés de coercivité de 1’énergie par rapport aux configurations u}; en résumé,
lorsque u n’est pas trop éloigné d’une configuration de vortex u}, l'exces d’énergie de u
par rapport a cette configuration controle ’écart de u a u} pour certaines normes. Ces
résultats permettent en outre de localiser les vortex de wu.

Dorénavant, on se focalise sur des vortex unitaires : d; = +1. Cette hypothese est
cruciale pour établir le Théoreme 6.3 ci-dessous. Pour une configuration (z;, d;), on définit

I'exces d’énergie de u par rapport a u(z;,d;) par
Ye =3 (2, di) = B¢y, (u) — B¢ v, (uf (23, di)).

On introduit enfin

ra= gmin{z - 2}, Ra= max {la).
Théoréme 6.3. Soient r < r, et 2™ = Ry > R, tels que Uéle(zi,r) C B(Ry). Il existe
€o et g dépendant seulement de l, r, rq, Ry, et Ry satisfaisant & la propriété suivante :
pour tout u € [Ug) + H'(R) qui vérifie

l
n= HJU_Wz;dzcszZHWOl,OO(B(RO))* < o (615)
et
2" < Ry, (6.16)

on a pour tout 0 < e < gg

(6.17)

Lig(u) o 2 1
) EA A Ld))| <2 —
€€(|U’) + 8’ |'LL’ J(u (Z“d’b)) = &g + C<77757 RO)7

/B(Ro)\UB(Zi,T)

ou C' est une fonction continue de plusieurs variables et nulle a l'origine. De plus, il existe
des points (; € B(z;,r/2) tels que

l
[ Ju -7 did¢, o0 )y < F(Ro, Se)el Inel (6.18)
=1
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et

l
Q(RO; T Ta, )Y )
e (u) — 7 Z 5@- HW&W(B(RD))* < W’ (6.19)
i=1

ou f et g sont des fonctions continues de une ou plusieurs variables.

Démonstration. A I'exception de la propriété de concentration de I’énergie (6.19), chacun
des énoncés est déja présent dans le Théoreme 6.1 de [48]. On se contente ici d’établir
lestimation (6.19). Lorsque l'exces d’énergie vérifie ¥, < K, cette estimation est déja
établie au Théoréme 3.4.2 de [53] pour € < g¢, ou gy dépend de [, 7,74, Ry, Ry et Ky. Dans
le cas général, on adapte les arguments de [53] comme suit.

Tout d’abord, on déduit de (6.15) que

| Ju — Wdi(szi”W(}'w(B(zi,r))* <mng, i=1,...,1L
Si ng est suffisamment petit par rapport a r, on obtient en vertu du Théoréeme 3 dans [62]
Ky > C(r),

ou K est 'exces d’énergie au voisinage du vortex ¢ défini par

Kb = /B(Z”) es(u) — mln (g) .

/B(zi,r) ee(u) < /B(RO) es(u) —m(l —1)|Ine| — C(r).

Dorénavant on note C toute constante dépendant uniquement de r, Rg, 7, et R,. Puisque
n(u) < ng, le Lemme 6.3 et la Proposition 6.4 assurent que

C
/ es(u) < / ec(ui(zi,d;)) + e + — < wl|lne| + X. 4+ C,
B(Ro) B(Ro) Ry

Il s’ensuit que

qui entraine que

K)<C+3.. (6.20)
De plus, en remplagant r par 3r/4, on obtient également
C+3
/ pe(u) < . (6.21)
B(Ro)\UB(z1,3r/4) [Ing|

Le Théoreme 2’ de [62] implique alors que la densité d’énergie u-(u) dans B(z;,r) se
concentre en un point (; € B(z;,r/2) qui est précisément celui ou la vorticité J(u) se
concentre. Plus précisément, 'estimation (4.2) de [62] assure que pour tous ¢ < 0 < 7 <
r— |G — 2|, on a

ec(u) > mln (g) —- K, —C.

/B(Cin)\B(ChU)
On obtient ainsi pour tout ¢ < o < r/4

/ Mmz/‘ Mm—/ aw—/ e-(u)
B(¢i,20)\B(¢;,0) B(¢i,r/2) B(s,m/2)\B(¢i,20) B(¢i,0)

<[ etw-| cetu) - | ee()
B(zi,r) B(Cirr/2)\B(¢i,20) B(¢i,0)\B(Gise)

< Ké—l—ﬂ'ln(g) —mln (ﬁ) +K8—7rln<g> +Ki+C

< 3K+ C.
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Il est classique (voir, par exemple, la démonstration de I'inégalité (3.2.4) du Théoreme
3.2.1 de [53] pages 176-177) que l'estimation précédente implique que

(K5, C)

) = 7o llwg (Bewys = g

oll f est une fonction continue sur R2.
L’estimation ci-dessus, jointe a (6.20) et a I'inégalité (6.21) pour I’énergie en dehors
des vortex, nous conduit finalement a (6.19). O

6.6 Convergence vers des trajectoires lipschitziennes.

Le but de cette section est d’établir l'existence de trajectoires lipschitziennes (;(t)
en lesquelles la vorticité J(us(t)) et 1'énergie p.(us(t)) se concentrent. Comme nous le
verrons, ceci est vrai pour des données initiales u? plus générales®* que celles considérées
au Théoreme 6.1. Plus précisément, on conserve les hypotheses (Bp;) et (BP:), mais on
remplace I’hypotheése (BP;) par

sup (B, (ud) = B (u (20, d)) ) < Ko (BPy)
0<e<1
Théoréme 6.4. Soit (2,d;), di = 1, une configuration de vortez. Soient R = 2™ et
(u)o<e<1 appartenant a [Ug) + H(R) et vérifiant les hypothéses (BP1), (BP2) et (BP).
Alors il existe R' = 2™ et T > 0 dépendant seulement de K1, R,r,0 et Ry, une sous-

suite €, tendant vers zéro et l trajectoires lipschitziennes ¢; : [0,T] — R partant de z?, tels
que
!
sup || Jue, (t) = 7 dide, ) lyroepipyys — 0k — 400 (6.22)

te[0,T] 1 0

et
!
SUp || tey, (e, (1)) = > b, lwrsemrry — 0,k — +oo. (6.23)
t€[0,T] i1

De plus, il existe une constante Cy > 0 dépendant seulement de r,o, R, K1 et Kg, et une
constante Cy > 0 dépendant seulement de rq,o, R et Ky, telles que pour tous t € [0,T] et
k eN,

E., (us, (1), Ayp) < Cp, Vn > ny (6.24)

et

Egk:[Ud] (UEk: (t)) - Esk,[Ud] (u:k (C%(t)’dl)) < Cl' (6'25)

Démonstration. Dans ce qui suit, C' désignera une constante ne dépendant que de r,0, R, R0
et K. Afin d’alléger les notations, nous noterons r, = 7,0 et Ry = Rgo.

Fixons pour commencer A > max(Ky, Ay). D’apres le Lemme 6.1 et ’hypothese (BP.),
il existe €5 > 0 tel que pour tout 0 < & < £5 on ait n(u?) < ng. On suppose désormais
que € vérifie 0 < € < gp.

340n les dit bien préparées.
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Ensuite, on introduit le plus petit entier n; > ng pour lequel 2" > max(R, Ry + 74),

et on définit R’ = 2™ . On écrit dorénavant || - || au lieu de || - ||W1,00(B(R/))*.
0

Notre objectif est d’appliquer le Théoréme 6.3 & chaque u.(t) avec r =r, et Ry = R'.
Soient 79 et € les constantes fournies par ce théoréeme pour ce choix de r et Ry.

Temps de contréle. On prétend que pour chaque 0 < e < g, il existe T, > 0 tel que

l
| Tuc(s) =7 didoll <mo et n(uc(s)) <mi, Vse€l[0,T0).
=1

En effet, les hypotheses (BP.) et (BPsy/) impliquent d’une part que la convergence de

(BP:) est encore vérifiée dans B(R’) (voir la preuve du Lemme 7.3 de [48]). Ainsi, par
continuité de t — Ju(t) € L'(B(R')) pour chaque ¢, il existe T. > 0 tel que

l
[Juc(s) =7 > didoll <mo, Vs €[0,T0).
=1

On prend T, < T™ maximal pour cette propriété, ou T est le temps introduit au Théoreme
6.1.

D’autre part, puisque t — E.(uc(t), A,) est uniformément équicontinue par rapport a
n et puisque A > Ky, I'hypothese (BP.) implique 'existence de T, > 0 tel que

Ec(us(s), Ap) <A, VYn>mny, Vse[0,T7].

Par conséquent n(us(s)) < ny pour s € [0,77] d’apres le Lemme 6.1. On prend 77 < T*
maximal pour cette propriété.

On prétend qu’il existe une constante D ne dépendant que de K, rq, R et Ky telle
que
E(us(s),An) < D, Vn >mny, Vs e [0,min(T;,T7)). (6.26)

Supposons pour l'instant que (6.26) ait bien lieu et que A ait été choisi au préalable
de sorte que
A > maX(K(), Ag, D)

On a alors T > T, ce qui assure que n(u.(s)) < ny sur tout l'intervalle [0, T%].

Démonstration de (6.26). De méme que dans [48], on écrit pour chaque n > n;

+oo
Ea(ua(s), An)_Ea(u:(Zsz di)a An) = Z (Ea(U:(Z?7 di); Ak) - Ee(ue(s), Ak))

k=n1

k#n
+E. (uf(2),di), B(R)) — E- (uc(s), B(R)) + E. v, (us(s)) — Ecuy (ui(z),ds)) -

On commence par évaluer chaque terme intervenant dans la somme. En vertu des Lemmes
6.2 et 6.5, on a pour k > ny

U 2
E.(uc(s), Ap) > —0522—2k+/ VU
4, 2

> Be(ul(2, di), Ay) — C(Ra)27" — Ce27%,
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et on en déduit que

400
> (Be(ui(2),di), A) — Be(ue(t), Ap)) < C.

k=n1

k#n

Ensuite, par définition de T, et d’apres le Théoreme 3 de [62], on obtient
/ ec(us(s)) > mllne| — C.
B(z?,ra)

Puisque R’ a été précisément choisi de sorte que Ul_, B(2Y,r,) C B(R'), on trouve
E. (ue(s), B(R")) > wl|Ine| — C.

En appliquant la Proposition 6.4 on obtient donc

E. (u(2),d;), B(R)) — E: (ue(s), B(R)) < C. (6.27)
Finalement, définissons

50(s) 1= By (1e(5)) — o (u2(0,dy)

Comme t +— E, ;7] (ue(t)) est décroissante, 'hypothese (BPs ) nous donne

22(s) < Eo g (ud) — Eo g (ui(z), di)) < K
et nous obtenons (6.26). O

Définition des points vortex. On peut a présent appliquer le Théoreme 6.3 a chaque
u(t) sur [0,7]. Notons ¢ (t) € B(2?,7,/2) les points ainsi trouvés. Puisque X0(¢) < K7,
(6.17) se réduit a

i) oo o[
[, et + g [T st <c.

ot Qpr . = B(R)\ UL_B(2?,7,). De plus, (6.8) and (6.9) nous donnent

Ta

ee(ue(s)) < C (6.28)

et

fw(ue(s)llziay ) < C (6.29)
ou C = C(R,rq,K1). Afin de simplifier les notations, on écrit désormais u. au lieu de
Ma(ua)-

Bonnes paires de fonctions test. Si (z;, d;) est une configuration quelconque de vortex,
on définit I'ensemble H(z;) des paires de fonctions test (x, ) € C°(R)? vérifiant

l

I
X:ZXi et SDZZ%‘,
i=1

i=1
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ou pour tout ¢
o 3rg n
Xi, i € CF (B(zz-, 5 )) et Vo, =V—yx; dans B(z;,rg).

On impose en outre que x; - par conséquent ¢; également - soit affine dans B(z;,r,) avec
IVxi(zi)| = [Vgi(zi)] < 1.

Par définition de rg, il est clair qu’il existe toujours de telles fonctions et que de plus
leurs normes vérifient

C C
1D@llos DXl < == et D% ¢lloc, 1D loe < -5

a a

Lemme 6.6. II existe une constante C = C(rq, R, K1,T*) telle que
/'Tg/ \@%\2 C
R2 ]lna]Q ]lnd

XV atuavusdé C’1
R2 [Ine| |Ine|z

et pour (x, ) € H(z?)

T:

Démonstration. Pour la premieére inégalité du lemme, on invoque 'inégalité (6.3) pour
obtenir

2 [ ol =By (48) ~ g ()
<Ky + By, (ui (2], di)) — By (ue(T2)) .
Ensuite, puisque n(u:(7:)) < ni, le Lemme 6.3 nous donne
B (065, 00) P () < [ e (22 ) — e ()] +
Ce dernier terme est borné d’apres (6.27). II suffit alors de diviser 'inégalité par |Ine].

Pour établir la seconde inégalité on introduit la fonction ¢ = V+x — V¢ dont le
support est inclus dans A = UL_; A;, ott A; = B(2?,3r,/2) \ B(2,74). Gréace a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on obtient

T: T 2 T
(/ / X Vo 8tua vua) (/ / ’atUaL) . (/ / ‘vu€‘2’£‘2) )
R?2 [Ing] 0 Jre |Ing| 0o Ja

Mais puisque A C Qps,, et sup 1o < T, on déduit de (6.28) que
O<e<1

T. T:
/ / VuePlel < JIEN, / / Va2 < CT*El2
0 A 0 A

et la conclusion du lemme est finalement une conséquence de la premiere partie de la
preuve. O
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A Taide des résultats précédents, nous pouvons a présent établir une borne inférieure
pour 7.

Lemme 6.7. Il existe T = T(rq, Ry, R, K1) > 0 tel que

liminf 7, > T.

e—0

Démonstration. On procede en deux étapes
Premiere étape. Soit (x, ) € H(2?). On a pour s,t € [0,7:] et i =1,...,1

(X Jue(t) = Jus(s)) + 8{pi, pe(t) — pe(s))] < Clt — s + (6.30)

|Inel2

En effet, pour ¢ fixé, on applique la Proposition 6.2 & v = u. pour le choix de fonctions
test (xi, i) et on obtient apres intégration sur [s, ¢]

[0cis Tue(B)=Tue(s) + 8(pis pet) = pe(s))] < 2// i (wwai}?) |
+C/:/ "!?;ugyf pi+ (Thxs = Vigy) - A Ve

|Inel

0?xi
Puisque le support de 6221 est inclus dans A; C Qg ., la conclusion résulte de (6.29) et
z
du Lemme 6.6.

Deuxieme étape. Dans l'optique d’utiliser I’égalité

|| Jue (T —ﬂZd(SoH_UO,

on définit les vecteurs unitaires

g S Te) = ) :
e gy —ar Tt
et des fonctions test x; ., ¢; vérifiant pour x € B (zl0 ,Ta)
Xi,a(a;) = Vie T, (Pz‘,a(x) = ViJ,_s T,

et telles que de plus (x,¢) € H(2)), ot x = Y xic et ¢ = ¢i.. En outre, ;. et x;.
peuvent étre choisies de sorte que leur norme dans C?(B(R)) soit bornée uniformément
par rapport a €.

Puisque (f(7.) € B(z?,74/2), nous avons par choix de x et ¢

|di||CE(T2) — 27| = dix((5(Te) — 20) + 6((5 (T2) — 2D).

D’autre part, un résultat de Brezis, Coron et Lieb [47] assure que la norme || - || entre deux
sommes de masses de Dirac positives est réalisée comme longueur de connexion minimale
entre les points. En d’autres termes, pour des points (p1,...,p;) et (ny,...,n;) de B(R')!

on a
l

1> nH—man!pz N,

i=1
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ou §; désigne I'ensemble des permutations de {1,...,l}. Puisque dans notre cas d; = £1
et puisque |(;(T:) — 22| < r4/2, le minimum est atteint pour o = id, donc

l l
I > di(0e ) — G.0)ll = 7 D IGE(T2) — 2.
i=1 i=1

On en déduit que

l

l l
Hﬂ-zdl(éﬁf(Tg) - (Sé))” = <7TZd (5<E(T) — (5 0 WZ 5CE - (5 0 ,(p>
i=1 i=1

i=1
D’autre part, nous avons

l
|| Jue (T, —ﬂ2d60||<||Ju5 —deagsTg)nHmZd (J¢ (1) — 5.0)lI-

=1 1=1 =1

Le second terme du membre de droite s’écrit

l l
(m > dilO¢e (1) = 0.0),x) +0(m Y _(F¢z(r) = 0.0), ) = A+ B +C,

i=1 i=1
ou
l
A = <7TZdZ5CZe(T J’LLE X>—|—5 Z(SCS(T )g0>
i=1
l
< O([Jue(Te) = 7Y dides (|| + 01 e (T2) wZ&CS 1)),

=1

B est défini par

B = <Jua(T€) - JUE(O), X> + 5<Na(T5) - NE(O)v 90>

et enfin

l
C = (Ju _dea X+ 6 e (u? —wZ@g,@

IA

C(||Jul —ﬂ2d50||+5||#s —7r250||

=1

Au vu de la borne (6.30) fournie par la premiere étape pour B, des estimations (6.18)-(6.19)
et du fait que 22(3) < Kj pour 0 < s < T, on est mené a

l
o = [[Juc(T) =7 didoll < C(e|Ine| + [Ine| ™" +| Ine|"2) + CT.
=1

En faisant tendre € vers zéro on parvient finalement a la conclusion. O
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A ce stade, nous pouvons exposer la

Fin de la démonstration du Théoréme 6.4.
Soient ¢, s € [0,7]. En imitant la preuve du Lemme 6.7 (en remplagant 7; et 0 par ¢ et s),
on obtient pour toute paire (x, ) € H(z}),

l
|37 G )X @] + 8 [p(¢(0) - (¢ (5))]
i=1

! !

<C sup ([|Jue(r) — Wzdiégf(ﬂ” + 0| pe (1) — TFZ‘SQE(T)H)
T€[0,7] i—1 i—1

+ [(Jus(t) — Jue(s), x) + 0{pe(t) — pe(s), @) |

< C|t - S| + 05(1)7

ou la derniére inégalité résulte de (6.18)-(6.19) et de (6.30). Ainsi, en considérant succes-
sivement x(z) = e; - = et x(z) = ea - & sur chaque B(zY,1,), on trouve

G5 () = G ()| < Clt = 5[ + 0(1). (6.31)

Ensuite, puisque ¢§ € B (z?, rq), un argument classique d’extraction diagonale permet
de construire une sous-suite ¢ tendant vers zéro ainsi que des points (;(t) tels que les
(¥ (t) convergent vers les ¢;(t) pour tout ¢t € QN [0,7]. On déduit alors des estimations
(6.18)-(6.19) que les convergences (6.22)-(6.23) énoncées au Théoreme 6.4 ont lieu pour les
temps t € QN [0,T]. D’apres (6.31), les fonctions (;(¢) sont lipschitziennes sur [0,7] N Q,
elles peuvent donc étre prolongées de maniére unique en des fonctions définies sur [0,77];
on les renote (;(t).

Finalement, on conclut que les convergences (6.22)-(6.23) ont lieu uniformément en
temps sur [0, 7] en utilisant & nouveau (6.31) et (6.18)-(6.19).

Enfin, la borne (6.26) pour I'énergie & 'infini assure que (6.24) a lieu pour toute la
famille (us)o<e<e,. Afin d’établir que I'hypotheése (BPs/) reste vraie a temps positifs, on
rappelle en premier lieu que

E. v (ue(t) = By (ui (2, di)) < K.

Par ailleurs, on a d’apres le Corollaire 6.1

Es,[Ud] (u:('z?7 dZ)) - Es,[Ud] (u:<<1(t)7 dl)) = W(Z?7di) - W(Cl(t)ﬂ dl) < C7

ou l'inégalité résulte du fait que les (; sont continues et restent a distance strictement
positive sur [0,7]. On en déduit (6.25) et la preuve du Théoréme 6.4 est achevée. O

Comme on I’a mentionné au début de la démonstration du Théoreme 6.4, les hypotheses
(BP2) et (BPy) entrainent que la convergence des jacobiens (BP;) a lieu dans tous les
B(L),L =2" > R. En remplacant R par L dans la démonstration précédente, on obtient
I’extension suivante

Lemme 6.8 ( [48], Lemme 7.3). Il existe une sous-suite, renotée ey, telle que pour tout
L>2m
!

= s Tt (8) = 7 > dide iy llwpoo gy — 00 k= +oo.
) =1
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On est ainsi amené a introduire l'exces d’énergie X, (t) de ug, (t) vis a vis de la confi-
guration ((;(t),d;)

Zsk (t) = EEk,[U(i] (u5k (t)) - EEk,[Ud] (u;k (Cl(t)7 dl)) )
qui est uniformément bornée sur [0,7] au vu de (6.25).

Lemme 6.9. Pour tousr < rq/2 et K > 2™ on a pour tout entier k assez grand, et pour
t,t1,t9 € [O,T],

117 usk t))

+ gt = (G| < a0+ Clenm

ey (e, (1)]

/B(K)\UB(Q (t),r)

En outre,

10 [ [ s

Démonstration. Soit n > ny tel que K < 2". Soit ¢ € [0,7]. D’apres le Lemme 6.8,
pour tout k > k(r,n,rq, R,) assez grand, on peut appliquer le Théoreme 6.3 & u,, () par
rapport a la configuration ((;(t),d;) avec Ry = L = 2™. En tenant compte du fait que
B(K) C B(2"), on trouve

2 t2
’ <lim sup/ Yep-
k—+4o00 Jt1

/( NUB(G (8) )efk(‘uﬁk ®)]) + é W — j(u*(Gi(t), d;)) ’ <X, (t)+ Cleg, e, 27"),

d’ou la premiere inégalité du lemme puisque K < 2™. Il ne reste ensuite plus qu’a intégrer
I'inégalité précédente sur [tq,ts], puis a faire tendre d’abord k, puis n vers Uinfini pour
obtenir la seconde inégalité. O

Le résultat précédent conduit de maniére naturelle a considérer I’ensemble formé par
les trajectoires

T ={(t,G(t), t€[0,T),i=1,...,1}

et son complémentaire

G=1[0,T] xR\ T.

Proposition 6.5. Il existe une sous-suite, toujours notée €, telle que

Ite) L 5t o))

|ty |
faiblement dans L% _(G) lorsque k — +oc.

Démonstration. Considérons un sous-ensemble borné B de R2. On déduit immédiatement
du Lemme 6.8 que

!
rot(j(ue,)) = 2Jue, — 27 Z did¢,(y = rot j(u(Gi(+), di)) (6.32)
i=1

au sens des distributions sur [0,7] x B.
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On prétend d’autre part que
iv (i) — 0 = divi(u (¢:(-). ) (6.33)

au sens des distributions sur [0,7] x B.

En effet, en formant le produit extérieur de (GLC), par u,, on trouve

KeyUe, X Ople, + Ugy - Oplle, = Ug, X Alg, = le( (uek))

d’ou
le( (ue )) = Kg, Us, X Olig, + 15k M ) (6.34)
k k Yek kT 9%k gy e
Par ailleurs, le Lemme 6.3 appliqué a u., garantit que
sup E¢, (ug, (t), B) < wl|Ineg| + X, (t) + C < wl|Ineg| + C, (6.35)

[0,7]

ou la seconde inégalité est une conséquence de (6.25). Il en résulte que |us, | — 1 dans
L>([0,T], L} .(R?)) et que u., est bornée dans L>=([0,77], L{ (R?)) pour tout 1 < g < 4.
On en déduit en outre que le second terme du membre de droite de (6.34) tend vers zéro au
sens des distributions sur [0,7] x B. Afin de montrer qu’il en est de méme pour le premier
terme, on applique d’abord l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis on combine 1'estimation
fournie par le Lemme 6.6 pour ||Oyue, || 2 et le fait que ||luc, [|2(p) est uniformément bornée.

La convergence (6.33) s’ensuit.

Par ailleurs, la convergence du Lemme 6.8 alliée a la borne (6.35) entraine que j(ue, )
est uniformément bornée dans L} ([0,T] x R) pour tout p < 2. Ceci résulte par exemple
du Théoreme 3.2.1 dans [53] et des remarques qui suivent ce dernier. D’apres (6.32) et

(6.33), on a donc (& sous-suite pres)

J(ue,) = jr = j(u™(G(-), di)) + H (6.36)

faiblement dans L{’ oc

D’autre part, d’apres la premiere partie du Lemme 6.9, il existe jo € LloC (G) tel que,
a sous-suite pres, j(ue,)/|ue, | converge vers jo faiblement dans L2 (G).

([0,T) x R?), o H = H(t,x) est harmonique en la variable d’espace.

En tenant compte de la convergence de |uc, | vers 1 dans L2 ([0, 7] x R?), on découvre
que j1 = jo € L2 (G). Au vu de (6.36), le second volet du Lemme 6.9 nous donne alors

loc

151, 0 < mint [ 2 e (oan)|, < om

‘uak‘

L}, (9)

ou C ne dépend que de Ki, R et 74, soit finalement ||H|| 2o rxr2y < CT. Puisque
H est harmonique, un résultat classique de régularité elliptique assure que H(t,-) est
uniformément bornée sur R? pour presque tout ¢t. Par conséquent H est nulle d’apres le
théoreme de Liouville. Grace & (6.36), on obtient finalement j; = jo = j(u*(¢(+), d;)) dans
g, et la conclusion s’ensuit. OJ
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6.7 Démonstration du Théoréeme 6.1.

La derniere étape de la démonstration du Théoreme 6.1 est présentée dans cette section.
Rappelons que les {¢;(t)} désignent les [ trajectoires lipschitziennes sur [0, 7] données par
le Théoreme 6.4 et les {z;(t) } forment 'unique solution de (6.4) définie sur I = [0, 7). Afin
de démontrer que les trajectoires z; et (; sont égales, nous établirons dans un premier temps
qu’elles coincident sur [0,7]. D’apres le théoréme de Rademacher, les (; sont dérivables
et leurs dérivées sont bornées presque partout sur [0,7]. Sans perte de généralité, nous
supposerons que 7' < T™*, de sorte que

()] <C et |G()]<C  p.p.dans [0, 7). (6.37)

De plus, nous supposerons, quitte & diminuer 7', que |z;(t) — (;(t)| < r,/2 pour tout i, par
conséquent z;(t) reste dans B(z),r,) sur [0,T]. On introduit les quantités

Z/m — &(s)] ds, Zm — )

Alors h est lipschitzienne sur [0,7] et I'on a

l

W(t) = Z |Z:(t) — Cz(t)‘> p.p. t € [0,7].

=1

Par ailleurs, o est absolument continue et o(0) = 0, d’out

t
o(t) =/ o'(s)ds < h(t), Vte0,T].
0
11 suffit donc de montrer que h est nulle sur [0, 7], ce que nous établirons au moyen d’une

inégalité de Gronwall.

Lemme 6.10. Pour ty,ts,t € [0,T], on a

limsup X, (t) < Ch(t)
k—-4o00

et

to 1)
lim sup/ Y, (s)ds < C h(s)ds,
k—4o00

ou C ne dépend que de 14, Kq, Rq.
Démonstration. On décompose X, (t) comme
E€k (t) = Esk,[Ud} (uék (t>) - Eak,[Ud}( 0 ) + Eék (0)
+ Eskv[Ud} ( (Z di )) E.,, [Ud4] ( sk(cl( )s 1)) )

d’ou, d’apres le Corollaire 6.1 et le Théoreme 5.5,

_ t ‘8tUsk‘2 ZQ N ] ] 0
=6 /0 /R 50 (0) + W0, d) — W(Ci(8). di) + 02, (1).

> |Ineg]
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Puisque W est localement lipschitzienne en dehors de 1’origine, on a
W (=, di) = W(G(t),dy) = W(zi(t), di) + W(zi(t), di) — W(Gi(t), ds)

W(z),d;) -
t !l
/ Z ) - V., W (zi(s)) ds + Co(t).

D’apres le systéme (6.4) vérifié par les z;, un calcul explicite nous donne

J

[V WP = —dmli(s)

5(5) - VoW (5i(s)) = -

d’ou

e, (1) < .. (0) + 57T/ Z |2:(s)|? ds — 5/ /R Brtie, + Co(t) + o, (1).

2 |1n€k|

L’étape suivante consiste a déterminer une borne inférieure pour le terme de dissipation
lorsque € tend vers zéro. Rappelons d’une part que

Jue, (t) =7 Z di¢i(t) dans B(R)),

et d’autre part que

sup e, (ue, (), B(R')) < wl|logeg| + C.
t€[0,T)

Sous ces hypotheses, la Proposition 3 de [59] (ou bien le Corollaire 7 de [74]) assure que

liminf// ’8tuek,2 Z/ 1Gi(1)]? ds. (6.38)
k—+o00 R2 |ln€k\

Ensuite, on obtient a I’aide de (6.37)

Lot
Z_;/O (P = 1)) < CZ/ |Z:(s) — Ci(s)| ds = Ch(2),

et d’autre part

limsup X, (0) <0
k—+o00

d’apres (BP3), d’ou finalement

limsup ¥, (t) < C (o(t) + h(t)).
k—-4o00

Le lemme de Fatou appliqué & (6.38) nous fournit également la version intégrale de
I'inégalité précédente, et I’on conclut grace au fait que o < h. ]

Comme nous I’avons vu au Paragraphe 6.3, la fonction u*(z;(t), d;) constitue en quelque
sorte une solution asymptotique de la formule d’évolution établie a la Proposition 6.2.



6.7. Démonstration du Théoréme 6.1. 141

Lemme 6.11. Pourt € [0,T] et (x, ) € H(z?), on a

d l

_ " 9%x
wdt;[dix (2i(t) + ¢ (2:(t))] = —2/RQ Im(w (u (zi(t),di))ﬁ).

Démonstration. D’une part, on connait une formule explicite pour le terme de droite
(voir [49]) : pour toute configuration (z;, d;) et pour toute fonction test x affine au voisinage
de chaque z; = z;(t), on a

9 /Rz Im(w(u*(zi,dz) —) = -2rY 4, dj z] vx(zz)

i#j “i
D’autre part, un calcul immédiat donne

l l
diz dix(z0) + 8()] = S diVx(z) - () + 09 (=) - 4 (1)

=1
E:dvxzz- (2:(t) — odizi (1)),

ot la seconde égalité résulte du fait que V(z;) = V1 x(z;). D’apres le systeme (6.4) pour
les z;, on a ensuite

W(Zi(t) - 5diz',-l(t)) = dszLlVV,

d’ou
d l l
- ix(zi i) = i = -2 i),
" g L) + o()] = 3 Vn(a) -V w;d I _23‘2 V(=)
et la conclusion s’ensuit. O

Lemme 6.12. Soient A = U'_B(2Y,2r,)\ B(2),7,) et t1,t2 € [0,T]. Pour toute fonction
p e CXP(A), ona

to t2

imsup | [ [ o (uey(9) = 0 (0 (6(5), ) ] < Cllolo [ hls)ds.
k—+o0 t1 A t1

Démonstration. En appliquant 'identité (6.8) & u = ug, (t) et v* = u*((;(t),d;) tout en

tenant compte du fait que |u*({;(t),d;)| = 1, on obtient

2

w(u) —wu*) = Z (k10| w|Ok|u] + by [‘771(5() ]l’(;r) —jk(u*)jl(u*)}),

ol a1, by € C. On exprime alors les termes faisant intervenir j de la facon suivante :

BEDIED it = (BE = gty (B )
) (M) ) (L),

| ul
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Ensuite, on multiplie ’égalité précédente par ¢ puis on integre sur [t1,t2] X A et on fait
tendre k vers Dinfini. Puisque [0, 7] x A est inclus dans G et j(u*) € L2 (G), on déduit de
la Proposition 6.5 que

limsup‘/:/A[w(ugk(s))—w(u*(@(s),di))]@’

k—-4o00

to
<crso||oohmsup/ / V] ak|\2+||“5k (G ).

k——+o0 5k|

Il ne nous reste alors plus qu’a invoquer les Lemmes 6.9 et 6.10 pour obtenir le résultat
souhaité. n

On peut & présent compléter la démonstration du Théoreme 6.1. Soit (x, ) € H(z)).
Pour 0 < s <t < T fixés, on a d’apres la Proposition 6.2

t t
/dT/ [Jue, (7 X+6/ fre, (T dr—/ gé(f)dﬂr/ gi(7) dr,

ou g,i est donné par

1 _ 5 |atu5k:|2 R
gi(T) = — - m + R, (T, X, 5 Uey,)

et g,% par

On peut récrire ce dernier terme sous la forme
) 9%x
g2 = —Q/RQ Im([w(ugk) —w(u (Cudz'))]ﬁ)
* aZX
=2 [ (ol (G d) — o e )] )
— 2/ Im(w(u*(zi dz))82x> = Ay + By + Ch.
’ 07>

En insérant la relation établie au Lemme 6.11 pour C}, et en posant

l

ool = [ Tues x5 [ e (rhp =7 3 [dix((r) + Gl ()],

i=1

on constate que

t t t
frocol) = finols) = [ gbr)ar+ [ auiryar+ [ Buiryan

Tout d’abord, le Lemme 6.6 avec T. = T implique immédiatement que

t
‘/ g;(T)dT‘ < C|lneg|™2
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82

o)

t t
limsup’/ Ag(T) dT‘ < C/ h(r)dr
k—+o00 s s

Enfin, comme u*, et donc w(u*), est réguliere en dehors des vortex, on a aussi

/|Bk |dT<o/ d7<0/

En faisant tendre & vers l'infini et en utilisant les résultats de convergence du Théoreme
6.4, on obtient ainsi

De plus, puisque supp ( C A, on déduit du Lemme 6.12 que

o) — Frp(s) < C / h(r) dr, (6.39)

ol fy,, est définie par

l
fxo=Tm Z [di (X(Cz) - X(Zi)) + 6(90(@) - QO(Z@))}
=1

Soulignons que la constante C' ne dépend que de x, ¢ et de (z? ydi).

Fixons alors un temps t € [0, T] en lequel tous les ¢; sont dérivables. Comme les z; sont
de classe C!, on a

Fro(®) —er diVX(2)) + 0VEx (D) - (G(t) — ().

En divisant 'inégalité (6.39) par |t — s| puis en faisant tendre s vers ¢, on est conduit a

l
7> (VXD + OVEXED) - (G - Z)| < ).
=1

En particulier, si la paire (x,¢) € H(z?) est choisie de sorte que x et ¢ s’annulent pres de
chaque point z? a ’exception d’un seul, 'estimation précédente se réduit a

‘ (d:Vx(20) + 0VEx(29)) - ((Z()—zii(t))‘gCh(t), Vi=1,...,0

Pour obtenir I'inégalité souhaitée, il ne nous reste plus qu’a choisir successivement

x(z) =z, Vyx= <(1)> et Viy= (2)

- () o v ()

aupres de chaque 20. On parvient ainsi & |¢;(t) — % (t)| < Ch(t) pour chaque i, d’ot, aprés
addition,
B'(t) < Ch(t)  p.p. t€][0,T].
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Puisque h(0) = 0, on trouve que h = 0 sur [0, 7], comme on le désirait. On déduit ensuite
du Lemme 6.10 que

limsup X, (¢) < 0.

k—+o0
D’apres (6.24), ceci signifie que la famille (ue, (t))ren reste tres bien préparée par rapport
a la configuration (z;(t),d;) pour tout ¢ € [0,7]. Puisque les z;(t) sont déterminés de
maniére unique par le systéme (6.4), on conclut par unicité de la limite que toute la
famille (us(t))o<e<1 est trés bien préparée.

Enfin, on observe que 7' ne dépend que de K1, 7, et max(R, R,+7,). Ainsi, en répétant

les arguments précédents, on peut étendre tous les résultats de cette section a l'intervalle
[0,7%) en entier. La démonstration du Théoreme 6.1 est ainsi achevée. 0
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Ce chapitre est inclus dans [71].

7.1 Introduction.

Considérons ’équation de Ginzburg-Landau complexe
h® = (k+1)[AD + O(1 — |®[*)], (GLC)

ot & : Ry x RV — C, N > 1, est & valeurs complexes, et oll x est un petit parametre
positif. Lorsque  est nul, cette équation se réduit a I’équation de Gross-Pitaevskii. Dans
ce chapitre, nous supposerons que le coefficient de dissipation k tend vers zéro avec un
parametre €.

On se propose de considérer pour (GLC) un régime ou la solution ® ne s’annule en
aucun point de ’espace, du moins initialement. Tant qu’il en est ainsi, on peut écrire ®
sous la forme

& = rexp(ic),

ou le module r et la phase ¢ satisfont au systeme d’équations

{aﬂﬂ =2k [rAr — |V + r*(1 = 1%)] — 2div (r*V¢) (7.1)

r20,¢ = kdiv (r2V<;5) +rAr — rz\ng]Q + r2(1 — 7~2).

On se focalise plus spécifiquement sur un régime asymptotique onde-longue ou ¢ se
comporte comme une petite perturbation d’une fonction constante de module un ; de telles
fonctions constituent des solutions particulieres élémentaires de (GLC). Dans ce régime, on
suppose que le module 7 et le gradient de la phase V¢ s’écrivent par le biais du changement
d’inconnues

r(t,x) =1+ %be(azt, ex)

V2 (7.2)

2Vo(t, ) = ev (%t ex),

ou € > 0 est un petit parametre destiné a tendre vers zéro, et on suppose en outre que le
couple (b., v-) appartient & un espace de Sobolev H**! x H® avec s > 3 et vérifie certaines
bornes.

On se place dorénavant dans la situation ou k dépend de ¢ et vérifie

K=kKe >0 et lin})ﬁezo.
E—

L’objectif de ce chapitre est de déterminer des équations simplifiées permettant de
décrire la dynamique de la perturbation (b., v ), tant que celle-ci est bien définie, lorsque &
tend vers zéro. Dans une large mesure, ce probléme est motivé par le Chapitre 6, ot nous
avons étudié la dynamique des points vortex pour I’équation bidimensionnelle3?

. v
Ve = (ke + i) [ATe + (1= [Ve[)],  Te:Ry xR® — R, (GLC):
lorsque ¢ tend vers zéro. Cette derniere se déduit de (GLC) par le changement de variable
parabolique
U (t,z) = ®(e %t e ).

35En réalité, I’équation considérée au Chapitre 6 se déduit de (GLC), par conjugaison complexe ¥, — U,
et changement d’échelle en temps t — (ng + 1)711‘/, notons toutefois que k2 + 1 ~ 1.
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Pour observer le mouvement des points vortex, le coefficient de dissipation . ad hoc était
de l'ordre de |Ine|~! et les données étaient trés bien préparées. Dans la situation décrite
par (7.2) sur laquelle nous nous focalisons a présent, aucun vortex n’est présent puisque
la solution ne s’annule pas. Toutefois, I'analyse du régime (7.2) pourrait constituer une
premiere étape dans la compréhension du role joué par la phase dans le mouvement des
vortex pour des données moins bien préparées.

Lorsque € tend vers zéro, les équations réduites pour la perturbation se dégagent en fait
plus nettement dans une échelle de temps ralentie. Plus exactement, on adopte un scaling
d’ordre hyperbolique plutot que parabolique. On considére la nouvelle variable (ac,u.)
définie par

{ag(t, x) = be(et, x)

ue(t, x) = ve(et, x).

En considérant le gradient de I’équation pour la phase dans le systéeme (7.1), puis en
insérant les variables a. et u., on obtient

2
Ora. + V2div u. + %ae — keeAae = fo(ae, ue)

(7.3)
Orue +V2Va. — keeAu. = g_(az, ue),
ou les seconds membres f. et g. sont donnés par
f.(ac,ue) = \/5/{8[ 2|V pal? — Z e’ — a2} — ediv (agsu.)
7.4)
\V (
ge(ae, ue) = I<J€EV< ga ) > — €Ue - Vg,
Pa
avec -
pg =14+ —a..

V2

D’un point de vue purement formel, puisque € et k. sont des parametres évanescents,
les seconds membres f. et g. peuvent étre considérés comme des perturbations et négligés.
En premiere approximation, 1’équation asymptotique ainsi obtenue est une équation des
ondes amorties

2
dras + V2div u. + %aa =0

(OA)
8tu5 + \/§Va€ = 0,

dont la vitesse de propagation vaut v/2 et le coefficient d’amortissement 2, ol

Ve = —.
€

Notre premier enjeu consiste a déterminer la taille maximale autorisée pour la pertur-
bation initiale (a2,u?) qui garantisse qu'une solution ® définie initialement par (7.2) ne
s’annule pas au moins jusqu’a un temps 7 indépendant de €. On peut alors définir (ac, ue)
jusqu’au temps T'. Une fois cette question résolue, on montrera que (ae,u:) se comporte
comme la solution® de ’équation des ondes amorties avec méme donnée initiale (a?, u?)
lorsque ¢ tend vers zéro.

3611 est aisé de vérifier, au moyen d’estimations d’énergie, que (OA) admet une unique solution globale
dans C(H*! x H*®).
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Le parametre € décrit la taille de la perturbation de la solution ® par rapport a un
champ constant de module égal & un, et le parametre k. 'ampleur de la diffusion ajoutée
a ’équation de Gross-Pitaevskii pour obtenir ’équation de Ginzburg-Landau complexe. A
en juger par les expressions (7.4) pour f. et g_, 'approximation par ’équation des ondes
amorties semble optimale lorsque k. et € sont de méme ordre. D’un autre coté, le facteur
d’amortissement v, qui améliore les estimations de comparaison entre les solutions de (7.3)
et celles de (OA), est d’autant plus efficace que € est petit par rapport a k.. Il faudra donc
trouver le bon équilibre entre ces deux parametres. Afin de ne pas multiplier les études de
cas, nous nous restreindrons dorénavant a la situation

0<e<ke <1,

situation qui contient bien siir le cas k. = |Ing| L.

Un régime asymptotique®” semblable pour les solutions de I’équation de Gross-Pitaevskii,
obtenue avec k. = 0, a été récemment étudié par Bethuel, Danchin et Smets [46]. L’ar-
ticle [46] procure une borne inférieure pour 7%, ou 7. est le premier temps d’apparition
éventuelle d’un zéro de la solution. En outre, il est établi que (ac, u.) est asymptotiquement
proche de la solution de ’équation des ondes libres (v. = 0) avec méme donnée initiale sur
0, ).

Dans ce chapitre, nous obtiendrons des résultats sensiblement différents. Nous démon-
trerons que 7, = +oo pourvu que la perturbation initiale soit convenablement bornée. En
outre, grace a la partie dissipative de (GLC), on perdra moins de dérivées en mesurant
Pécart entre (ae,u:) et la solution de I’équation des ondes amorties.

Théoréme 7.1. Soit s un entier vérifiant s > 14+ N/2. Il existe des constantes strictement
positives K1 et Ko ne dépendant que de s et N et il existe eg > 0 satisfaisant a la propriété
suivante.

Soient 0 < ¢ < gg et (a2, ¢?) € HTHRN) x HHL(RYN) vérifiant
) 0,0 0 0 min (v, £; ")
Xo = [[(ag, u)|| = + ellacll g+ + [locllpz < TKi(s,N)

o v = 2V, Alors le systeme (7.3) admet une unique solution globale (ae,u.) €

C(Ry, H*T! x H?) telle que (ac,u:)(0) = (a2, u?). Pour toutt € Ry, on a
(erz )21l az, ue) 2oy + (as(t), ue(O)lar + ellaz ()| gs+1 < Kals, N)Xo.

Enfin, si ® désigne la solution correspondante de (GLC), on a

1
lle® = 1llee < 5-

Remarque 7.1. Le Théoréme 7.1 autorise des données initiales de la forme

dO(z) = <1 + %ao(ex)yﬂ exp(i®(ex)),

3TL’équation de Gross-Pitaevskii présente une grande variété de régimes asymptotiques remarquables
dont [51] constitue un état de I’art récent.
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pour tout (a¥, ) € H* x HT! indépendant de , de sorte que X est constant. Lorsque
le coefficient de dissipation est donné par k. = /€, on a v. = k2!, le Théoréme 7.1
autorise alors les données initiales

0 X
(z) = (1 + :/[;ao(sx)>l/2 exp (igp\(/sg ))’

ot (a®, %) est indépendant de ¢ et vérifie ||(a®, ¢°)||gsr1 < Ki(s, N)~L.

Dans un second temps, les estimations du Théoreme 7.1 permettent de mesurer 1’écart
de la solution (ae, u.) & celle de ’équation des ondes amorties. Puisque les seconds membres
de (7.3) font intervenir des dérivées d’ordre trois, les estimations de comparaison ainsi
obtenues font état d’une perte de trois dérivées.

Théoréme 7.2. Soit s un entier vérifiant s > 1+ N/2. Soit (a?,0) € H L (RN) x
H*HL (RN vérifiant les hypothéses du Théoréme 7.1. On note u? = 2V .

Soit (ap,ur) € C(Ry, H*TY x H®) la solution de I’équation des ondes amorties avec
donnée initiale (a2, u?). Il existe une constante K3 ne dépendant que de s et N telle que
pour tout t € Ry, on a

3

NG

(e = ap,ue = un) ()l < Ksls, NJVet (VX + ——X),

ou Xq est défini au Théoreme 7.1.

Reprenons ’exemple cité ci-dessus des données initiales de la forme

®0(z) = (1 + i(10(5:13)) s exp(i°(ex))

V2

pour lesquelles X est une constante. Au vu du Théoréeme 7.2, I’équation des ondes amorties
fournit une approximation correcte de la dynamique de (a., u:) jusqu’a des temps de ’ordre
de T. = C(k-e)~!. Pour envisager des temps postérieurs & Ty, il s’avere plus approprié
de tenir compte des termes paraboliques linéaires du systéme (7.3). Plus précisément, on
considere cette fois le systeme approché

2
dra + V2divu + e keelAa =0
€

(7.5)
dhu 4+ vV2Va — keeAu = 0.

On obtient alors le résultat suivant

Théoréme 7.3. Soit s un entier vérifiant s > 1+ N/2. Soit (a2, ?) € HFTHRY) x
H3TYRN) wérifiant les hypothéses du Théoréme 7.1.

On note (ar,ur) € C(Ry, H* x H%) la solution de (7.5) avec donnée initiale (a2, u?).
1l existe une constante K4 ne dépendant que de s et de N telle que pour tout t € Ry

lac = agsue — ur)(O)llme < Kals, Nz Xo(1 + Xo).
On a en outre, pour les dérivées d’ordre inférieur,

[(ae —ap,ue —up) ()| gs—1 < Kyq(s, N) max(ke, V_l)Xg(l + Xo)

£

et
(@ —ap,ue —ur)®)||gs—1 < K4($,N)(5/<c;1t)1/2X0,
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En revenant a notre exemple typique de données initiales, on voit que d’apres les
Théoremes 7.2 et 7.3, la meilleure approximation jusqu’a des temps de 'ordre de C'(k.) ™
est celle fournie par ’équation des ondes amorties. En revanche, au-dela de ces temps la
meilleure approximation est celle du systeme d’équations (7.5). De plus, 'approximation
par le systeme (7.5) présente Pavantage de faire gagner des dérivées dans les estimations
de comparaison.

Les démonstrations des résultats de ce chapitre sont inspirées pour beaucoup de celles
de [46].

Nous établirons les estimations des Théoremes 7.1, 7.2 et 7.3 dans une échelle parabo-
lique plutét qu’hyperbolique, c¢’est-a-dire pour U, et (be, ve) plutot que pour @ et (ac,u;).
Ceci présente 'avantage de supprimer un certain nombre de facteurs € dans les équations.
Dans cette échelle, on a

U (t,x) = pe(t, ) exp (ipe(t, x)),

ol le module p. et le gradient de la phase V. sont donnés par

9 €

ps(t,x) =14+ —=b:(t,x)

: V2 (7.6)
2V (t,x) = ve(t, x).

Le couple (be, v:) est en outre solution du systéme

2K,

2 ~
i + {div 0o+ b = e = fo(be )

7.7)
5 ) (
Opve + ?Vba — keAv, = ga(ba, Ua)7

avec /s ,
~ 2K v .
Felbere) = Y2 [ awp? — 2 42— div ) -
- VP2 Aps ’
Ge(be,ve) = ﬁgV<pg€ . vg> + 2V< . ) — Ve - Ve.

Au Chapitre 5, nous avons vu que 'énergie naturellement associée a (GLC), est 'éner-
gie de Ginzburg-Landau

VO (1 ]P?)?
E.(U,) = d
8( E) /]RN |: 2 + 452 i| ‘T7

qui, d’un point de vue formel, est décroissante en temps. Lorsque le champ ¥, est donné
par (7.6) et lorsque |||¥.| — 1]joc <m < 1, 0n a

E(W2) = C (15132 + €2 Vb [F2 + ]2 ).

I’énergie est donc finie dés lors que (be,v.) € H! x L?. Contrairement au régime de la
dynamique des points vortex étudié au Chapitre 6, ou ’énergie du champ W, provenait
uniquement des vortex de celui-ci, celle-ci comporte & présent un terme additionnel di au
gradient de la phase v. = 2V ..

Notre premiere tache consiste a résoudre le probleme de Cauchy pour 'équation (GLC), de
sorte que le couple (be,v.) défini par (7.6), tant que W, ne s’annule pas, appartienne effec-
tivement & I'espace C'(H**! x H*). Comme nous I’avons mentionné plus haut, le champ
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VY appartient £, ott £ désigne I'espace des fonctions d’énergie finie. D’apres [54] (voir
aussi [55]), on a l'inclusion

ECW+ H'RY).

L’espace W, qui sera défini a la Section 7.2 ci-apres, comprend notamment toutes les
fonctions constantes de module égal a un. Il est par conséquent naturel de déterminer
V. dans I'espace C(W + H*T1). La Section 7.2 contient un résultat d’existence locale et
d’unicité dans cet espace.

Dans les résultats de ce chapitre, on choisit une perturbation initiale bg assez petite en
norme uniforme afin que 0 < m < |[¥Y| < M, ot m et M sont indépendantes de ¢. Plus
précisément, la constante Ki(s, N) est ajustée de sorte que

1
0
[62)e < -

V2

Ici, la constante c(s, N) correspond & linclusion de Sobolev H*(RY) c L>*(R™) pour
s > N/2. L’estimation ci-dessus garantit donc que ||[W?|? — 1] < 1/2.

Tant que inf cpn |Yo(t, )| > 0, on peut définir (b, v.)(t) de maniere explicite en
fonction de W.(t). Dans l'optique d’établir I’existence de (b., v.) sur I'intervalle d’existence
de U, en entier, ainsi que le fait que |||¥(¢)|?> — 1||oc < 1/2 & temps ¢ positif, il suffit donc
de s’assurer que la norme ||b. ()| s satisfait a 'estimation ci-dessus tant que b, est définie.
Afin de démontrer que la solution W, - et par conséquent aussi (b, v:) - est globale, ainsi
que les Théoremes 7.2 et 7.3, nous avons besoin d’estimations de la norme de b. et v. dans
les espaces de Sobolev H*T! et H*. Ces estimations d’énergie toutefois sont délicates &
obtenir, a cause notamment de la présence de dérivées d’ordre trop élevé dans les seconds
membres de (7.7). De méme que dans [46], on y remédiera en incorporant aux équations
pour b et v, I'équation vérifiée par la variable VIn(p?). Plus précisément, on remplace
(be,ve) par le jeu de variables (be, z¢), ou la nouvelle inconnue z. est définie par

c(s,N)

2. = v —iVIn(p?) = V(2p: — iln(pg)) eCM.

Notons que ces variables sont adaptées a notre analyse, puisque

1
EE(\IIé:) = é(HbEH%ﬂ + ”ZEH%Q((l—i-ab/\/ﬁ)dz))'

En outre, il existe une constante C' = C(s, N) telle que3®

CHI(bes ze) s < MI(bes ve) s + €llbellgrosn < Cll(be, 2e) | e

Pour alléger les notations, on omettra désormais parfois 'indice €; en particulier W,
Pes Pe, be €t ve deviendront U, p, , b et v.

Le systeme d’équations vérifié par (b, z) est fourni par la proposition suivante.
Proposition 7.1. Soient s > 2, Ty > 0 et ¥ une solution de (GLC), sur [0, Ty] telle que

inf (W (t,z)] =2 m >0,
(t,z)€[0,To] xRN

38Voir (7.14) ci-aprés.
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et telle que (b,v) € C([0, Tp], HS*1 x H?). Alors®

O + iédiVRez = Ke [ - (? + b)div(Imz) — ;(\f + b)Re(z, z)
V2 V2 :
- b)b] — div(bRez)

5 1t ki 5
Byz + {Vb = (ke +i)Az+ %wz, 2) + na{iVb-

Comme on I'espérait, le systeme d’équations pour (b, z) ne fait pas intervenir de dérivée
d’ordre trois, grace a l'identité

13 5
Vb= —(1+ )
V2 (g

qui permet de gagner une dérivée.
Pour I’équation de Gross-Pitaevskii, obtenue avec k. = 0, les estimations d’énergie
de [46] pour (b, z) portent sur des semi-normes faisant intervenir un poids :

*b, 2 ::/ Dkb2+/ 1+ib Dkz2, k=0,...,s.
(.= [ D+ [ (1 TBIDt
En particulier, on a la relation remarquable

I%(b,2) = 8E-(¥),

qui était la motivation principale de I'ajout de la partie imaginaire de z. Remarquons de
plus que T'*(b, z) et ||(D*b, D*z)||2, sont comparables tant que |¥| est proche de un.

Pour I’équation complexe, on se servira en partie des estimations de [46] pour établir
les estimations suivantes.

Proposition 7.2. Soient s > N/2 et Ty > 0. Soit ¥ une solution de (GLC), sur [0, Tp]

telle que
1
% 1* = 1l oo (o, 70) xRN < 5

et telle que (b,z) € C([0,Ty], H**1). Il existe une constante K ne dépendant que de s et
de N telle que pour tous 1 <k < s ett € [0,Tp] on a

%[Fk(b, z2) + E.(V)] + % [T (b, 2) + eizr’f(b, 0)]

< K (% blloe + 15, 21, + [1(Db, D2) ) [T¥(b,2) + Eo(W)].

On suppose désormais que s > 1+ N/2. En combinant la Proposition 7.2 et l'injection
de Sobolev, on obtient immédiatement I'inégalité

1(b, 2)(®)] s < C1 (b, 2)(0) | 725 + C(E)/O (b, 2)()I3+ dr.

N
390n note ici (z,z) = sz, ott z = (z1,...,2n) € CV.
i=1
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Celle-ci fournit une premiere estimation de ||(b, z)(t)||zs jusqu’a des temps de l'ordre
de C()7Y|(b,2)(0)||2. Pourtant, puisque la constante C(e) tend vers l'infini lorsque ¢
tend vers zéro, il nous faut poursuivre nos efforts. En fait, grace a I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et a l'injection de Sobolev, la Proposition 7.2 procure également une estimation
de [|(b, 2)[| Lge (zrs) en fonction des quantités [|(b, 2)[| 2(gs) €t D]l L2(zo)-

Proposition 7.3. Supposons que les hypothéses de la Proposition 7.2 soient vérifiées et
que de plus s > 1+ N/2. Il existe une constante K ne dépendant que de s et de N telle
que pour t € [0, Tp]

16, 2) e (110 < K11 (B 2) (0) | 11
+ K [vell (b, 2) | sy 1Bl 2 noey + (el (B 2l zge sy + N0 272 )
et
e |l (Db, D2)II7z 175y < Kb, 2)(0) I
+ K[|, )| ge o) [l (b )| ey 1l 200y + (el (0 2 ey + D)0 2) T2 g7 )-

Dans un second temps, les propriétés de décroissance de l'opérateur de semi-groupe
associé au systéme (7.7) nous permettront d’obtenir des estimations pour les quantités
[1(6, 2) || 25 €t [[bllL2(zoc) en fonction de [|(b, 2)|[ Lge(1r+) et de clore finalement la boucle.

Proposition 7.4. Sous les hypothéses de la Proposition 7.3, il existe une constante K ne
dépendant que de s et de N telle que pourt € [0,Tp]

10, 2) 2 (arey < K [622 X0 + (14 ll (5, 2) | o o)) 100, 2) L2 ey (2110, 2 2oy
+(e+ v )b, 2) Lo (o)
et

1]l 200y < K [(ev2 )2 X0 + €ll (b, 2) | go (o) |0y 2) | 22y (1 + €l (B 2) [ 2o (2199 ]
ou Xq est défini au Théoréme 7.1.

La combinaison des deux propositions précédentes mene a une estimation pour |[(b, )| pse (715,
de laquelle résultent finalement les Théoremes 7.1, 7.2 et 7.3.

La suite de ce chapitre est organisée de la fagon suivante. La Section 7.2 est dévolue
a I’étude du probleme de Cauchy pour (GLC), et a I'existence et I'unicité locale de (b, z).
Les Propositions 7.1, 7.2 et 7.3 sont ensuite démontrées a la Section 7.3. A la Section
7.4, la Proposition 7.4 est établie par analyse de Fourier. Les Théoremes 7.1 et 7.3 sont
finalement prouvés a la Section 7.5. Nous omettrons la démonstration du Théoreme 7.2,
qui s’obtient a partir de celle du Théoreme 7.3 au moyen de quelques modifications.

7.2 Le probleme de Cauchy pour (GLC)..

Dans cette section, on étudie le probleme de Cauchy pour (GLC)_ dans un espace
comprenant les champs de la forme ¥ = (1 + a)/2exp(ip), ou (a,p) € H*TH(RN) x
H**(RYN) et s > 1. On considere I'ensemble

W={uecL®RY), VueH®RY), 1-|ufec?R")}.
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Le théoréme suivant est un résultat d’existence locale et d’unicité lorsque ¥(0) € W+H* 1.
Il s’obtient au moyen d’'une méthode de point fixe classique, tres analogue a celle utilisée
dans la preuve du Théoreme 5.5 du Chapitre 5, la démonstration ne figure donc pas ici.

Théoréme 7.4. Soient s +1 > N/2 et Uy € W. Pour tout wy € H*TH(RYN), il existe
T* = T(Up,wp) > 0 et une unique solution maximale

e {Up} + C([0,T%), HTL(RYN))

a Uéquation (GLC), vérifiant W(0) = Uy + wo.
L’énergie de Ginzburg-Landau de U est finie et vérifie

E.(W(t) < E.(W(0), ¥t e [0,T7).
De plus, il existe une constante C' ne dépendant que de E.(Vy) telle que
[9(6) ~ W)l paen) < Coxp(CH), Vi€ [0,T7),

Enfin, ou bien T* = 400, ou bien limsup ||V¥(¢)||gs = +o0.
t—T*

D’apres l'inclusion
ECwW+ HYRY),

établie dans [54], une conséquence directe de ce résultat est le

Corollaire 7.1. Soit s + 1 > N/2. Soit (a°,°) € HTYRN) x H*PY(RYN) vérifiant

Uestimation .

V2
Il existe Ty > 0 et une solution (b,v) € C([0,Tp], H**t! x H?) de (7.7) avec donnée initiale
(a® u® = 2VY), unique sur [0,Tp]. I existe en outre une fonction ¢ € C([0,Tp), L3 )
telle que v =2V .

%o < 1.

Démonstration. Soit

V() = (1+ \%ao(x))l/ 2 exp(ip® ().

Les hypotheses sur a® et ¢¥ entrainent que WO appartient & & et vérifie de plus
PO — 1| < 1. (7.9)
Comme & C W+ HY(RY), on a U0 € {Up}+ H'(RY) pour un champ Uy € W. En utilisant
le fait que H¥TH(RY) C L°(RY), on vérifie que
IV 9O < O+ 1@, ) s )

par conséquent on a en fait W0 € {Up} + H*H(RY). En vertu du Théoréme 7.4, il existe
donc T* > 0 et une unique solution ¥ € {Up} + C([0,T*), H*™!) de (GLC). telle que
U(0) = ¥0.

D’apres 'hypothese (7.9) et I'inclusion H*H(RY) ¢ L>=(RY), il existe par continuité
un intervalle [0, Tp] C [0,7%) tel que

inf |V (t,z)] >m > 0.
(t,2)€[0.To] xRN
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On peut donc trouver un relevement (localement en espace) de ¥ sur [0, Tp] :

U(t,z) = (1 + ib(t,az))l/2 exp(ip(t,z)), @€ Lloc

V2

Posons v = 2V, b et v sont alors déterminés de maniere unique par les identités

V2

b:?(\\IJ\Q—l), (U x V).

2
TP
De par la régularité de ¥, on a bien (b,v) € C([0,Tp], H*T1(RY) x H*(RY)). De plus (b, v)
est solution de (7.7) sur [0, Tp]. O

7.3 Démonstration des Propositions 7.1, 7.2 et 7.3.

7.3.1 Notations.

En premier lieu, on introduit les notations suivantes : a - b désigne le produit scalaire
usuel sur RY ou R?YN. Pour des vecteurs complexes, on étend cette définition en posant

z-( = (Rez,Imz) - (Re¢,Im¢) € R, Vz,¢ e CV.

Par ailleurs, on définit le produit complexe de z = (21,...,25) et ¢ = ((1,...,¢(y) € CV

par
N

z C> = ZZjCj e C.
j=1

Pour z=a+ibe CN et ( =z +iy € CV, avec a,b,z,y € RV, on a donc
(z,()=a-x—b-y+ila-y+b-z) et z-(=a-x+0b-y.

Enfin, pour A, B € R"™N_ on introduit A : B = tr(A’B). Avec les mémes notations
que ci-dessus, on pose
Vz=Va+iVbhe CN*N,

et finalement
z2:V(=Va:Vx+Vb:Vy.

7.3.2 Démonstration de la Proposition 7.1.

Comme ¥ = pexp(ip) est solution de (GLC)_, les variables p et ¢ satisfont au systeme

O p? o [Ap_w+ 1—p*]  divp®v
- €

02 4 22 02
Ap w2 11— p? div p?v
3t(290):2[p_4+ 2 | The 2
oll v = 2V .
En considérant le gradient de chaque équation, on obtient
10) A 2 2 di
V—tg’ YA LI PR v 2’) v W"”
g A 2 21 di a
—p—vM povl Tl v

Otv =2V
1%
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Souvenons-nous que z = v — iV In(p?), par conséquent

2
Otz == &w - ’Lvazg

A 2 1—p? div p?v
=(1- /151')2V7p —(1- /ﬁsé)VWQ +2(1 — Kket)V 52/) + (ke +1)V 1‘;5 .
D’autre part, grace a l'identité
A Vpl?
Alnp= 22 NoE
p
on obtient
A \Y
92P _ 2A1Inp + 2‘—/)‘2 = Alnp? +2|Vinp)?
P p
1
=Alnp® + §]Vlnp2|2
1
= Alnp* + §]Im2]2.
Par ailleurs, puisque v est un gradient, on a
di 2 \V4 2
v Gaive+ v (v Y2) = Av- 9 (tmz-v).
p p
Enfin, en utilisant le fait que
1— p? 2
av=— L~ _V2g,
€ €
on parvient a une premiere équation pour z :
1 — Kei 2
Oz = (ke +1)Az — 2’wv<z, 2) — {(1 — Kei) Vb
Passons ensuite & I’équation pour b. Rappelons que p? satisfait &
2 2 2
1—
op® = ke [2pAp — p2|v2’ + Qp(EQP) — div (p%).
En développant 1’expression
2 2
20Ap = p*Alnp® + 5|Imz|2 = —pAdivImz + ?|Imz|2,
on trouve
5 1 5 1+ 5b) 7
Op® = ke| — (1 + —=b)divImz — = (1 + —b)Re(z, = —27b]
P = e - (L4 ) 50+ JgbRelz. =) 5
€
—div ((1 + —=b)Rez),
(¢ 7 JRez)

d’ou le résultat. O
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7.3.3 Démonstration de la Proposition 7.2.

On expose a présent la démonstration de la Proposition 7.2, au cours de laquelle on
utilisera notamment 1’identité

EVI) =—(1+ ﬁb)lmz. (7.10)

Dans ce paragraphe, C désignera une constante ne dépendant que de s et de N qui pourra
éventuellement varier d’une ligne a 'autre.

Dans le but d’utiliser les estimations déja établies dans [46] pour I’équation de Gross-
Pitaevskii, on récrit les équations pour (b, z) sous la forme

Ot = ke fa(b, 2) + fs(b, 2)
Oz = f‘?agd(b7 Z) + gs(b7 Z),

ou on a introduit la partie dissipative

V2 1 V2 V2

fa(b, z) = (? + b)div (Imz) — 5(? + b)Re(z, 2) — . (— 4+ )b,

V2
€
ga(b,z) = Az + %V(z, z) + i[Vb

et la partie dispersive

[s(b,z) = —div ((\f + b)Rez),
9s(b,z) = iAz — %V(z,@ — \be.

Ensuite, pour k£ € N*, on calcule

d d
Lk, 2) = / (1+ -=-b)DFz - D*2 + D*b. DFb

dt dt 2
€ €0ib
=2 1+ —b)D*z- D*8,z + D*b- D*8,b + L DFz.DF2
f 5 t P o V2
— Is + Ida
ou
I = 2/ (14 -S_b)Dks. Dhg. + Drb- DFf 4+ [ Epks. phs
RN V2 RV V2
et
Ko = 2/ (14 -=-b)D*z- D*gq + Db D f4 + elapk, . phe,
RN

V2 RN V2
Pour estimer le premier terme I, il suffit d’invoquer les calculs conduisant & la Proposition
1 de [46] :
1] < C(1 + bl o) |(Db, D2) |1« (TH(b,2) + Ex(.))
On cherche ensuite une estimation pour le terme I4. En insérant les expressions définissant

fa et gq, on obtient
Iqy = k(2] +2J + K),
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ou

1 2
[= / (1+—b) (Dkz DFAz+ DMz DMV (2, 2) + {Dkz : z’Dka>
RN

V2
=5+ Iz + I3,
J = /RN —DFp Dk<(\f + b)div (Imz)) - %Dkb Dk((\f + b)Re(z, z>>

— Dy D (\f(‘f + b)b)

=J1 + J2 + Js,
et

=— £ iv (Imz 1ezz Q ky.DFz
K= /RN(l—ir\/§b)<dv(I )+2R<,>+€b>D D"

Premiere étape : estimation pour ;.
En intégrant par parties dans I, puis en insérant la relation (7.10), on trouve

19 &
I = — 14+ —bVDFz:VDFz - —_Vb. (DFz . VDF
1 /RN(—i—ﬂb)V z:VD"z \@Vb( z-VD"z2)

9 9
=— | (1+—=b)|VD"2? / 1+ —=b)Imz - (D*z- VD"
[0+ S5nIvDsR + [ (1 e (DF2- VDR

g 1> 1 £ 1
< — 14+ —b)|VDF 2+/ 14+ —b)2|[Imz||DF2|(1 + —b)2|VDF2|.
< /RN( 7 ) 2| RN( \/5) [Tmz|| D" z|( \/5) | 2|

Au deuxieme terme du membre de droite, on applique 'inégalité de Young :
2lab| < a® +b*, Va,b,

et on trouve
1 5 1 €
L <-—= 14+ —b VDkz2+/ 1+ —b)[Imz|?|D*2|?,
1< [ 0 SR g [ (1 o mDty
soit finalement

1 €
L < —= 1 _ Dk‘ 2 1 - I 2 2 .
V< og [ S0P O bl el el

Deuxiéme étape : estimation pour Is.
En développant l'intégrande de Iy a ’aide de la formule de Leibniz, on obtient

I = /RN(l + S b)DFz . DR(i(z, V2))

V2
k—1
(3 £ . .
— 14+ —b)DFz-i(2,VD*2) + CJ/ (1+ —=b)D*z - i(D¥ 7z, DI(Vz)),
/RN( ﬂ) i ]EO . ﬂ) ( (Vz2))

d’ou, en utilisant I'inégalité de Young dans le premier terme du membre de droite,

1 €
n<yf 0 +7b>|v1>kzrz+c<1+e||b||oo>||zu§o||zuzk

+C’Z ‘ / (1+ —b k2 i(DFI2, DI(V2))|.
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Ensuite, pour chaque 0 < j < k—1, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis celle de Gagliardo-
Nirenberg (voir le Lemme 7.9 situé en annexe) donnent

‘/RN(l + ﬁb)Dkz-MDk 72, D’ (V2))| < O(L+el|blloo) | D* 2| 2| D* 72| DY (V2) | 2

< C(L+ellblloo) 1D 2 2| D oo |2l -

On parvient donc a

1 €

L <> 14+ —=b)|VD*2> + C(1 +¢||b 2 +|D 2.

2 < 4/RN( 7 VD" 2] + C(1 + ¢lblloo ) (I|2]15% + 1Dz]loc )l 2l 75
Troisieme étape : estimation pour /3.

Comme DFVb € RV, on a par définition du produit complexe

V2

2
I3 = / (14 8())[1)’% .iD*Vh = / (1+ iZ))7Dklmz - D*Vb.
RN

V2 RV V2

Ceci nous donne d’apres (7.10), puis d’apres la formule de Leibniz,

2

E g
I3 = —= 14+ —b)D*Imz - DF((1 + —b)I
3 52/sz( +\/§) mz (( —i—\/i)mz)
2 £ 2 k ; £ €
== 14+ —b)?|DFImz? — = CJ/ 14+ —b)DFImz - (DI(1 + —b)D*IImz).
= [+ SbPID ] 2201 [ 1+ Dt (D1-+ 0Dt )

Ensuite, on observe que pour chaque 5 > 1, la relation

Di(1+ %b) — °_pip

V2 V2
permet de gagner un facteur €. Par conséquent, en appliquant I'inégalité de Young a chaque
terme de la somme, on trouve

k
1 € A A
I3<—= [ (14 —=b)?D"'Imz]* +C / D7b D* I Tmz|?
v< g [ 0 ot ey [ maf?
et on déduit finalement de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (voir le Lemme 7.9 en annexe)
que
Is < C (|IblIZ, + ITmz|3,) 15, 2)I17

Quatriéme étape : estimation pour J;.
Par un calcul rapide s’appuyant sur (7.10), on obtient

h=-] Db D’f((*f +b)div (Imz))

2
— | D" DFdiv (([

+ b)Imz) + [ D*DM(Vb-Im 2)
RN

RN

= [ DFpD*div(Vb)+ [ DFbD*(Vb-Im 2).
RN RN
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Une intégration par parties dans le premier terme du membre de droite, ainsi qu’une
nouvelle utilisation de la formule de Leibniz dans le second terme, nous donnent

le—/ |V D% + / DFb (D*Vb) - Imz+ZC’] Db (D*7IVb) - D'Imz.
Jj=1 RN

En combinant les inégalités de Young, Cauchy-Schwarz et Gagliardo-Nirenberg, on obtient
alors

1
S5 /RN [VD"? + Cltme||3[1Bl17x + Cllbl (IVD]lo + | D2lloo) [1(5, 2)]

d’ou finalement

1
B< =g [ 19D 40 (Tm s + /(75 D)) 16,2l

Cinquieme étape : estimation pour Js.
De méme, on calcule a l’aide de la formule de Leibniz

h=—3 | DD ((7 + b)Re<z,z>)
k
1 V2 1
=—- [ D DF § ] Dk DiyDk
2 Jon b(— . +b)D" (Re(z,2)) + = 5 C b (Re(z, 2))
1 1
=——— [ DFyD* — = DFyDF
3 Jax b D" (Re(z, z)) 2/]RNb bD" (Re(z, z))

k
1 i i
— Db D’bD" .
+ > 221 C; ox bD’b (Re(z, 2))

En invoquant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on trouve

k

J2 < / [DF2 + O (I1€z, 2) 35 + 100711z )zt + N0l Y 1D7BD* (2, 2)] | 12),
7j=1

de sorte que d’apres le Lemme 7.9 on parvient a 'inégalité

1
T2 < 5 [ DR+ Ol N6 )
RN

Sixiéme étape : estimation pour Js.

On a
Ji= Y2 [ pryp (b(ﬁ n b))
g RN 13
_ 2 | D% — V2 DFbDF(b?),

62 RN 9 RN
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d’ou, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 C
< -5 D b + = 1] o[BI 7
Ja <=2 [ 1D Sl Bl

Septiéme étape : estimation pour K.
On obtient sans peine

bl
1K1 < 0+ eflloc) (P12 4 1D + 202 ) 2

En rassemblant les étapes précédentes, on est conduit a

d Ke ~k+1
—T%(b STk
o7 (,2)+2 (b, z) +

2K
528 % (b,0)

< C1+¢lblloo) [Ha(\l(b, 2)|I3 + e blls) + 11(V0, D2) oo | 1 (b, 2) I

inégalité valable pour tout & € N*. On vérifie aisément, en suivant ligne a ligne les cal-
culs précédents, que I'inégalité ci-dessus a lieu également lorsque £ = 0. Enfin, on a par
hypothese

1 b 3

B §1+% < 5 sur [0, To) x RN,
d’out le fait que ||(b, 2)|13,, < CT*(b, z) pour tout 0 < k < s. Ceci achéve la preuve de la
Proposition 7.2. O

7.3.4 Démonstration de la Proposition 7.3.

Afin de démontrer la premiere inégalité, on additionne les inégalités établies a la Pro-
position 7.2 pour k variant de 1 & s. Puisque 1/2 < 1+ ¢b/+/2 < 3/2, on obtient

d
=110, 2) s < Cwellblloo + kel (b, 2) 12, + (Db, D2)lloo) (b, 2)171s

dt
< O (veblloo + (el (b 2) s + 1)1, 2) 7= ) 11 (B, 2) [

Apres intégration sur [0, 7] et utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ceci conduit a

10, 2) (D)7 <11 (B, 2)(0) 75
+C (0 2l g () (Ve llBll 2. ooy 10 2 2. 15y + (el (b 2) g ey + DI, 272 57

pour tout 7" € [0,7p]. En considérant le supremum pour 7' € [0,¢] puis en appliquant
I'inégalité de Young au membre de droite on trouve le résultat attendu.

La seconde inégalité de la proposition est quant a elle obtenue par intégration sur [0, ¢]
et utilisation d’inégalités de Sobolev et de Cauchy-Schwarz.
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7.4 Démonstration de la Proposition 7.4.

L’objectif de cette section est d’établir la Proposition 7.4. Ici a nouveau, C désignera
une constante ne dépendant que de s et de N.

Dans un premier temps, on reformule le systéme (7.7)-(7.8) avec des seconds membres
ne faisant intervenir que les variables b et z. On a d’une part

A 1
=F = Alm(p?) + 5V In(e?) P,

et par ailleurs Vp? = p?VIn(p?), d’ott
Ap? = div (p*VIn(p?)) = div ((p* — 1)VIn(p?)) + Aln(p?).
Par conséquent,
2V<App) —v-Vu= V[Ap2 —div ((p2 - 1)Vlnp2) + %|V111;)2|2 - %MQ]

1 1
[%Ab—f— \jidlv (bImz) + 5]11112]2 - §|v]2]

D’autre part, on a

2 2 2
v P P
—2|Vp|* - pQ’Q' =~ (IVInp* P + o) = =21

Ainsi, (b,v) est solution du systéme d’équations

O + £dlvv + 2:819 keAb = f(b, 2)
7.11)
V2 £ (
Ov + ?Vb — KkeAv — EVA[) =g(b, 2),
ol f=fetg=g— %VAZ) sont définis par
Ke 1 € 9 9 )
bz) = — 1+—=b —V2b*| — div (bR
flb.2) = Z[ = S5 (14 SbIaf? — VaIR| —div (bRez) 1)

g(b,z) = —k:V(Rez - Imz) + TVdW (bImz) — fVRe<z z).

7.4.1 Quelques notations et résultats préliminaires.
De méme que dans [46], on introduit les nouvelles fonctions
2

c=(1- %A)%b, d=(-A)"3divo,

ainsi que
g2 1 1.
F:(I—EA)zf, G = (—-A) 2divyg.
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Soulignons ici que puisque v est un gradient, on peut explicitement déduire v de d. Ce
changement de variables transforme (7.11) en

2
Orc + %C—HEAC-I- \f(—A)é(l—ZA)éd:F (7.13)
7.13
2
Od — KeAd — *f(—A)éu - %A)%c =G.

Dans la suite, on note ¢ € RY la variable de Fourier, f la transformée de Fourier et
F~L(f) la transformée de Fourier inverse de f.

La définition de (c,d) ameéne & introduire la frontiere en fréquence |¢| ~ e~!. Plus
précisément, soient R > 0 fixé et x la fonction caractéristique de B(0, R). Pour f € L?(R?),
on définit les parties

fi=FH(xE)f) et fo=F 11— x()f)

des basses et hautes fréquences de f respectivement, de sorte que fl et ﬁL sont a support
inclus dans {|¢| < Re71} et {|¢| > Re™!} respectivement.

Lemme 7.1. [l existe une constante C = C(s,N,R) > 0 pour laquelle, pour tout 0 <
m < s+ 1, ont lieu les relations suivantes. D’une part,

lgllzm = |Gllem, N fillam = [[Fillam et [V H)nllam = | Fpllmzm.
D’autre part,

[ollzm = ldlzm, ool zm = lleillmm et [[(eVO)nllrm = [cnllm-.
En outre, on a

10, 2) [ e = (| (b, v)il[ 1 + [[(€V 0, 0)n | -
Ici on a posé, pour fi, fo € H™,
| fillzzm = || follgm si et seulement si C7 | fillgm < ||f2llmm < Ol fillgm.

Démonstration. Pour les deux premieres relations, il suffit de considérer les transformées
de Fourier des fonctions et d’utiliser leurs propriétés de support. La derniere relation est
quant a elle établie au Lemme 1 de [46]. O

Le Lemme 7.1 nous assure que pour tout 0 < m < s,

16 0) [ rm + €l[bll prmsr = [ (b, 2) [ zrm et [[(b, 2) [|erm = [ (¢, d)][ 1, (7.14)

dont il découle en particulier que ||(¢, d)(0)||zs < CXp, out Xg est défini au Théoreme 7.1.
Par ailleurs, lorsque s — 1 > %, on a par injection de Sobolev

||blHL2T(L°°) < C||bl||L2T(HS—1) < CHCZHL%(Hs—l)
et d’autre part

1nll 22, (Looy < Cllbrll Lz (mrs—1y < ClEVDIRl L2 (1rs-1) < Cllenll Lz, rs-1y-
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11 suffira donc d’établir le premier volet de la Proposition 7.4 pour ||(c,d)|| r2.(ms) et le

second pour |lc|| 2 (gs-1)-
Dans 'espace des fréquences, le systéeme (7.13) devient

it (o)~ (3)- (&)

1€l

ou M est la matrice

2+ 2| ? L 2+ )2

MO=21_x

T\ e )2 e2¢[?

La formule de Duhamel fournit la représentation

@0, = MO d0.6) + [ CIMOTFEr,€)dr
0

Le résultat suivant, qui sera démontré en annexe de ce chapitre, établit des estimations
ponctuelles pour e M),

Lemme 7.2. Il existe g > 0 et r, ¢ et C strictement positifs tels que pour (a,b) € C2, on
apour 0 <e<egetteRy

1. Si|¢| < rve alors

|§!2

[ (a,b)] < € exp(—veele]*t)| exp(==t) (|al+[b]) +exp(= > (v €] lal +]b]) |

2. Si |¢| > rv. alors

) (1 +£2|¢)?
M) (0, b)| < Cexp (- V(2§|§|)t)(|a\ + [b]).

Ici pour A = (a,b) € C?, on a posé |A| = |a] + |b].

Le Lemme 7.2 met en évidence la nouvelle frontiere en fréquence || ~ v.. On peut
choisir R > r, de sorte que rv. < Re~!. On est ainsi amené & scinder ’espace des fréquences
en trois régions :

=Ri1URyURs3,
ou

e R = {[¢| < ruv.} désigne la région des basses fréquences, dans laquelle le semi-groupe
se compose d'une partie « parabolique », caractérisée par le terme exp(—(v.)~!£|%t), et
d'une partie d’amortissement, caractérisée par exp(—v.e~1t).

e Ry = {rv. < |¢| < Re~!} désigne la région des fréquences intermédiaires, dans
laquelle I'effet du facteur d’amortissement exp(—v.c~!'t) de I'opérateur supplante celui de
la partie parabolique exp(—v.e|€[?t).

e R3 = {|¢] > Re~'} désigne la région des hautes fréquences, dans laquelle la partie
parabolique de 'opérateur est forte et domine ’amortissement.

En accord avec cette décomposition, on introduit les parties basses, intermédiaires et
hautes fréquences de f € L2(RY)

fs=F " Weem )y fm=F "Xovo<gj<re—f) et fo=F (Xezre—1 1)
ol Xq<|¢|<p désigne la fonction caractéristique de I'anneau {a < |{| < b}. On a de la sorte

f:fs+fm+fh:fl+fh~
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7.4.2 Démonstration de la Proposition 7.4.

Introduisons pour commencer quelques notations. Soit
L(b,2)(t) = [[(1 +eb) |2 (®) | s + 16> (@)l zz= + [6() ()| 712 + [z, 2) () -

On trie ensuite les termes intervenant dans les définitions de f(b, z) et de g(b, z) dans le
systéme (7.12) par ordre de dérivée : on pose

f(b’ Z) = VafO(bv Z) + fl(b7 Z)

et
g(b,z) = g1(b, 2) + €92(b, 2) = Vho(b, z) + eVhy(b, z),
ol l'indice j = 0,1, 2 désigne l'ordre de la dérivée. Plus précisément, on a
1
1+ %b)|z|2 — V2’

ol ==
fi(b, z) = —div (bRez)

et
1
g2(b, z) = %Vdiv (bImz) = Vh;.

La démonstration de la Proposition 7.4 repose sur les lemmes qui suivent.

Lemme 7.3. Sous les hypotheses de la Proposition 7.4, on a pour T € [0, Tp]
(e, d)sll 2 () < C|(eve) > Xo + el £(b, 2) | g+ (eve) /2L, 2) 1 |-
Démonstration. D’apres le Lemme 7.2, on a

(e d)y(t,€)] < CI(t,€) + J(t,€)),

169 = exp(=20)[{e.),0.0)| + [ exp (= £ = D)IFG)(r0)ldr
et
clel? R t el P
19) = exo(= L0 (e 01 0] + [ xp (= DL e - 1) (el B G ar

= JL(tvé) + JNL(t7§>
On pose [ = F~'Tet J = F~1J, de sorte que ||(c, d)sll 2 (arsy < C(HIHLQT(HS)+Hj”L2T(HS))'

Premiére étape : estimation pour ||fHL2T(Hs).
En invoquant le Lemme 7.8, on obtient

llz2 (1) < C[(evz ) 2ll(e, sl s + v (F, G)sl 2 21)]
< Cl(eve )2 Xo + ev N1(£,9)s ) 2.1
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Ensuite, on remarque que pour tout h € H®, on a grace aux propriétés du support de f;
| D¥hallre < Cobhglle, k€N,
En appliquant cette inégalité aux termes d’ordre supérieur fi, g1 et go, on voit que
(£ 9)s@)lrs < Cve +ev2)L(b, 2)(2),
et on conclut que

Iz 172y < Cl(eva )2 Xo + €l L£(b,2) ] 2]

Seconde étape : estimation pour HJHL%(HS).
On a
ISz rsy < CUJLl L2 arsy + 1IN Ll 22 (215))-

Tout d’abord, puisque v-! < 1, on a pour le terme linéaire
(lﬁ\v_l\cs( )| + 1 (0 I 222

SOH<1+|£\S>6 1RO + 161D 2

2
\

HJLHL2 (H3) = (1 +1€]%)e”

< Of|(1+ fefe 57 !5\(\ SO+ 125D 12,12y
car d(0) = —2(—A)%<p(0). On obtient donc d’apres le Lemme 7.6 situé en annexe
1Ll 2 ey < C(eve) 2 (lles(0) a5 + ps(0) 1 r2) < Clewe)/2Xo.

Par ailleurs, le Lemme 7.1 nous donne

y t _ele? y_, e
||JNL|\L2T(H5)§H/O(1+|§|S)e 162 ¢ >(|§|y61|FS|+yGS|)dT‘

L% (L?)
t clef®
= H/O (1+[ehe” e T (lev | Fl + 1)) dr|

En insérant les expressions f = v, fo + f1 et ¢ = Vhg 4+ eVhy, on obtient

| / S 160 (e R+ 13)

<[

] [ eSO+ € e+l o

En invoquant le Lemme 7.6, puis en utilisant les expressions de fi et hi, on trouve

L2.(12)

2.(L?)

“lel(1 -+ [l) (1ol + |hAo\)dT} e

L2, L2

d’une part

t
VaS (t T) —1 1 1
H/Oe €200+ 1) kel o+ el e

< Ceve[(1 -+ [€1") vz €1 P elel ™R g 2

< Ceve(v! + o)1+ [€°) (BRez| + [Plmz]) |3 12
< Ceve(v + &) b 2l

< CellL(b:2) 13-
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D’autre part, on déduit du Lemme 7.7 en annexe que

t_ce? o~
e (t=7) s
| [« 1L+l + o) e,
< C(eve) 21+ 1€1%) (1 fol + hoD 2y, z2)
< Cleve) L6, )] 3.
La conclusion du lemme résulte des étapes précédentes. O

Lemme 7.4. Sous les hypothéses du Lemme 7.3, on a pour T € [0, To]
(e )l 2. ey + (s Dl p2. ey < C (e )Xo + (€ + w2 HIILD, 2) |12

Démonstration. On procéde en plusieurs étapes.

Premiére étape : fréquences intermédaires rv. < |[¢] < Re™!.
Une nouvelle utilisation du Lemme 7.2 donne

— — —

(e (1.6)] < Cexp(— o) iecd), (0. +C [ exp (= F2(0 = )| G)y ()] dr

d’ou, d’apres le Lemme 7.8,
(e, d)mll 2.1y < Clev )2 |(c; d)(0) s + Covi ' |[(F, Ghmll 2. (115

Posons alors
(Fa G)m - Am + Bma

ot Ay, et By, € L3(H* x H*) seront choisies plus tard de sorte que .Z;(t, ) et g;n(t, )
soient & supports contenus dans (R U Ry = {[¢] < Re_l})Q. Ces propriétés de support
entrainent que

I(F, Dl gz sy < M Amllzz sy + 1Bz, iy < Cle™HlAmll gz -1y + € 1Bl L. (a15-2)),
d’ou finalement

(e, mllzz sy < Cleva )2 X0 + Vgl("Am||L2T(HS—1) + 571”BmHL2T(HS—2))]‘

Deuxiéme étape : hautes fréquences |¢| > Re~!.
Pour les hautes fréquences, on néglige la contribution du facteur d’amortissement e~ 2:*
au profit de celle de e—veelel’t, D’apres le Lemme 7.2, on a alors

(e d) (1, €)] < Cexp(—veele2t)[{c, d),,(0,€) + C /0 exp (= veelé2(t — 7)) |(F, G)y(r, &) dr

—_— t —_—
< Celé|exp(—veel¢*t)|(c. d),,(0,€)| + C/O exp ( — veelé*(t — 7)) [(F, G),,(7,6)| dr,

—

ot la seconde inégalité est due au fait que 1 < Cel¢] sur le support de (¢, d),. En vertu du
Lemme 7.6, on obtient

(e, )l 2 ey < Cl(eva )21 (e d)n(0) = + (vee) T I, Gl 2 15-2)) -
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De méme que dans la premiere étape, posons
(F,G)n = An + By,

ou Ay et By € LQT(H“”*1 x H*~!) seront choisies de sorte que les supports de ;l;(t, -) et
By(t,-) soient contenus dans la région (Rs = {|¢| > Rs_l})2. Ces propriétés de support
permettent de gagner un facteur € au détriment d’'une dérivée :

I(F, Gnllpz rrs-2) < MAnllzz ars-2) + 1Brll 2, mrs-2y < CellAnllz2 (rs—1) + 1Bnllrz (zrs-2))-
Finalement, les estimations précédentes nous menent a

leodnll gz ey < Clleva )2 X0 + v (1wl gz garery + & 1Bull 2 aae-2) ).

Troisiéeme étape.
La derniere étape consiste & préciser notre choix pour les fonctions A et B. Rappelons
d’une part que
(F,G) = (1 - 27'€2A)2 £, (~A)zdiv g),

et d’autre part que
f(b7 Z) = VEfO(b7 Z) + fl(b7 Z)? g<b7 Z) = gl(b7 Z) =+ 892(1)7 Z)
Pour les fréquences intermédiaires, on définit alors
A = (1= 271€20)2 f, (~A) "2 div (91)m)
B = (0,e(=2)"2div (g2)m),
et pour les hautes fréquences
Ap = (ve(1 = 271 €28)2 (fo)p, (—2) 2 div (g1)n)
1 1.
B = ((1—27'2A)z(f1)n, e(—A) " 2div (g2)n).
On a clairement A, + B,, = (F,G)n et Ay, + By = (F,G)p. De plus, on vérifie
rapidement que
[Amllzs— = |(f, 90)mll =1, |1 Bmllzs—2 = €ll(92)mll s>

et
[Anll s = [[(v=eV fo, g)nlls—1s |1 Bhllas—2 = [(eV f1.€92)nllgs-2-

Ensuite, on a d’une part

1911l ms=1 + 92l o2 < C(l|z - 2] s + [|bImz]|+) < CL(D, 2).

—

D’autre part, grace aux propriétés du support de (fp),, on a ||(fo)ml gs—1 < Cv=H(fo)m | s,
d’ou
[l < vell(fo)mll s + [ (FO)mll gt < CUCS)mll e + 1 (F)mll g=-1) < CL(D, 2).

De méme, on a

Vell(eV fo)nll -1 < Creellfollms < CL(D, 2)
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et
[V rlas—2 < ellfillgs—1 < CeL(b, 2).

On déduit alors des inégalités précédentes que
[Am =1 + | AR o1 < CL(D, 2)

et
Bl grs—2 + | Br|| grs—2 < CeL(b, 2),

et la conclusion du Lemme 7.4 résulte finalement des deux premieres étapes. ]

Afin d’établir la seconde partie de la Proposition 7.4 portant sur la quantité [|b[| ;2 (1),
on ¢établit Ianalogue des Lemmes 7.3 et 7.4 pour la quantité ||c[| p2(gs-1).-

Lemme 7.5. Pour tout T € [0,Tp], on a 'estimation

lellzz caremy < CLEvE) 2 X0 + €l £(b, ) 2 .
Démonstration. La démonstration suit pas a pas celles des Lemmes 7.3 et 7.4. A nouveau,
les régions R1, Ro et R3 font I'objet d’une étude séparée.

Premiére étape : basses fréquences |£| < rv..
En basses fréquences, on peut améliorer les estimations du Lemme 7.2 pour l'action du
semi-groupe sur c. En effet, d’apres l'identité (7.26) établie au cours de la preuve du Lemme
7.2 en annexe, on peut vérifier que

[65(t, )| < C(I(t,€) + J(t,6)),

ou

1.9 = exp(~50| (@), (0.0)] + [ exp (= gt =) FG) )l ar

et
cléf

Vo€
+ / exp (= L0 o) 0ev L e T ar
0 VeE

= Jp(t,&) + Ini(t, €).

T(t,€) = exp(—= )| (1€1°v *E, €[vz'dy) (0)]

Ici encore on note I = F~ I et J = F~1J. La premicre étape de la démonstration du
Lemme 7.3 assure déja que

122,25y < Cllevz ) 2(1(e, d)s (0) | 1rs + v [[(F, Gl g
< Cf(evs )Xo + €| £(b,2) 2]
Ensuite, puisque ]£|V€_1 <r,ona

. _cle? s o~ 15
el 22 ars-1y < [le™ = (1 + 1P TH (1EPv221E0) + 1€l s O)]) | 12,12y

clel®,

< v lem = el + 1€ (1GO)] + 1ds(O)) [ 12 12,

< Cugl(eya)l/ZXo,
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ol la derniere inégalité découle du Lemme 7.6.
D’autre part, on a

T+ g (PR + Iglv G dr|

vl ey < OH /

H/
e [

En faisant a nouveau appel au Lemme 7.6 pour chacun des termes, on obtient

13.(12)

TP+ gl Fol dr|

LZ.(L?)

I+ €l Gl dr|

L2.(L2)

HJNLHL?T(Hsfl) < C(V€5V5_2HFS||L2T(HS*1) + V€5V5_1HD_1GSHL2T(HS*1))
< C(gl/a_lufSHLQT(HS*) + EHD_lgsHHT(Hsfl))
< CelL(0,2) 2.

On déduit finalement des inégalités précédentes que

leslzz o1y < Cl(eva ™)Xo + el £(b )]l 12 ]-

Deuxiéme étape : fréquences intermédiaires rv. < [£] < Re~ L.
Contrairement au cas des petites fréquences, on imite cette fois la premiere étape du
Lemme 7.4. On cherche désormais une estimation dans H*~! au lieu d’une estimation
dans H? :

lemll 2 o1y < Cll(es dmll 2 o1y < Clleve ) V2I(e, ) (Ol st + ez I(E. Gmll 12 (11o-1)) -

Rappelons que (F, Q). = Ap+By,, ou Zl-r\,l et B;L sont & supports inclus dans {|¢| < Re~ 1},
de sorte que

I[(F, G)mHL?F(HS*l) < H'AmHL%(HS*l)‘*'HBmHL%(HS*l) < HAmHL?f(HS*l)_"CE_lHBmHL?T(HS*?)'

Au vu des estimations établies a la troisieme étape de la preuve du Lemme 7.4 pour les
normes de A,, et B,,, on obtient finalement

lewm|l 22 -1y < Cl(eva )2 X0 +ev IL(b,2) | 2 ]

Troisieme étape : hautes fréquences |¢| > Re~!.
En procédant exactement comme dans la preuve du Lemme 7.4, on parvient a I'inégalité

llenll 2. are-1y < (e dall g2 o1y < C(evs )2 Xo + ev (| ARl p2. -1y + € IBll 2. (o)) ),
T T T T
ou (F,G), = Ap + By, et on déduit des estimations pour Ay, et B, que
lenllza ey < Cl(Eva) 2 X0 + v 1£(b, 2) ).

Ceci conclut la démonstration du Lemme 7.5. O]
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A T'aide des lemmes précédents, on peut a présent achever la
Démonstration de la Proposition 7.4.
L’inégalité de Cagliardo-Nirenberg donne d’une part

2Pl + 1%l e + b2llzs + Kz, )]s < Cl (B, 2)lloo | (B, )] s

et
el 2|l s < Cell(b, 2)12 11 (b, 2) | 125,
d’ou
L(b,z) < C(1+e||(b,2)lo0)[|(, 2) |00l (B, 2) | -

Apres application de I'injection de Sobolev et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1£(b, 2)l L2, < C(1 + ll(b, 2) ]| ge (1)) 1(6, 2) | e (1) | (0, 2) M L2, a1

et
1£(b, 21, < C (1 + el (b 2) e 1)) 10 2172, g1

La conclusion résulte finalement des deux inégalités précédentes combinées aux Lemmes
7.3, 7.4 et 7.5. O

On clot cette section avec un résultat qui nous sera utile au cours de la section suivante.
La preuve est une adaptation directe de celle du Lemme 7.5.

Proposition 7.5. Pour tout T € [0,Tp], on a

lellzz, zsy < C(evz )2 X0 + v |5, 2) | Lo (o) | 0, )z oy (1 + €l (b, 2)ll Lo (rre))] -

7.5 Démonstration des Théoréemes 7.1 et 7.3.

7.5.1 Démonstration du Théoréme 7.1.

Ce paragraphe est finalement consacré a la démonstration du Théoreme 7.1 & partir
des résultats établis précédemment. Soit U0 € W + H*! telle que

0 = PO exp(ie?) = (1 4+ ——=a®) Y2 exp(i?),
p" exp(ig”) = ( 7% ) " exp(iy”)
ot (a%, ") vérifie les hypotheéses du Théoréme 7.1. Soit ¥ € W + C([0,T*), H*"1) la
solution de (GLC), correspondante fournie par le Théoreme 7.4.
Soit ¢(s, N) la constante optimale associée & I'injection de Sobolev H*(RY) ¢ L>(RN),
et supposons d’abord que la constante K;(s, N) des hypotheses du Théoreme 7.1 vérifie

Ki(s,N) > v2¢(s,N). (7.15)
Ainsi, on a
1
‘1}0 2 1 — € 0 _
17 [loo ﬁlla loo <5

et en particulier les hypotheses du Corollaire 7.1 sont vérifiées. Soit (b, v) la solution fournie
par le Corollaire 7.1 sur un intervalle de temps maximal [0, Tp), avec Ty < T™*.
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On introduit la fonction
H(E) = 1106, 2l re) + (272) 200, 2)lL ooy + (2 Y2l 2y Ho = H(O).
Puisque H(0) = [|(b°, 2%)|| s, on a d’apres (7.14)
H(0) < Ci(s,N)Xo et Ci(s, N)7H([(b, ) (t)lls + el|b(t) | 1) < H(2),

pour une constante C1(s, N) ne dépendant que de s et de N. Quitte a accroitre K (s, V),
on peut supposer que Cy(s, N) < Ki(s, N).
Définissons le temps

T. = sup{t € [0,Ty) tel que H(t) < Ca(s,N)Xo},
ou Cs(s, N) désigne une constante & déterminer plus tard, satisfaisant a
Cl(S,N) <CQ(S,N) <K1(S,N). (716)

La continuité de ¢t — H(t) assure le fait que 7, > 0. Puisque k. tend vers zéro, on peut

supposer que
Ki(s,N
keCa(s, N) < M, (7.17)
V2¢(s, N)

ce qui implique, par hypothese sur Xg, que

Ca(s, N)ve < 1
Ki(s,N) = \/2¢(s,N)e

CQ(S, N)X() <

En particulier, puisque ||(b,2)(t)| s < H(t), la définition de T ainsi que 'injection de
Sobolev impliquent que

1
IP®) = 1lleo < 5, VE€[0,T2). (7.18)

On se propose ensuite de démontrer que 1, = Ty = T = +o0.
Tout d’abord, quitte & approcher (a”, u®) par des fonctions régulieres, on peut supposer
que (b, z) € CL([0,Tp), H**1). D’apres (7.18), les Propositions 7.3 et 7.4 assurent que

H(t) < C(s, N) | Ho + H(t) ke + K2H (1) + (e + e+ vZ)(1+ eH(1))]
< O3(s,N) [Ho + H(t)?[k2H () + (ke + v 1) (1 + aH(t))]], vt € [0, T,

ou la seconde inégalité résulte du fait que ¢ < k.. Ici C3(s,N) est une constante ne
dépendant que de s et de N, que I'on peut supposer supérieure a 1. Or, pour t € [0,7%],
on a d’apres (7.16) et par hypothese sur Xy

max(eH (t), ke H(t)) < keCa(s,N)Xo <1,

d’ont
H(t) < 3C5(s, N)[Ho + (ke + v V) H()?). (7.19)

On peut maintenant ajuster les constantes Ca(s, N) et K(s, N) comme suit :

Cy(s, N) = 4C3(s,N) et Ki(s,N) > 96C3(s, N)?> max(v2¢(s, N),1,Cs(s, N)),
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pour lesquelles les conditions (7.15), (7.16) et (7.17) sont vérifiées.
Montrons que pour ce choix, on a T, = Ty. En effet, si ce n’est pas le cas, T est fini.
On peut donc considérer I'inégalité (7.19) au temps 7%, ce qui conduit a

4C3(s,N)Hy < 3C3(s, N)[Hoy + 16(k. + v 1)C3(s, N)>H],
d’ou
96C3(s, N)2Cy(s, N)
K (87 N) .
D’apres la définition de Ki(s, N), cette inégalité meéne & une contradiction, d’ou le fait
que T, = Tp.
Ensuite, puisque (7.18) a lieu sur [0,7p), le Corollaire 7.1 et un argument de pro-

longement assurent que 7y = 7. En invoquant & nouveau (7.18), on montre sans peine
que

1 < 48C3(s, N)?(ke + v ) Hy <

IVE@) s < CLA+ (b 0) ) Fresrprs)s  VEE[0,T7),
pour une constante C. Au vu des majorations obtenues précédemment, on obtient donc
limsup || V()| s < limsup C(1 4+ H(t)?) < oo.
t—T* t—T*

On conclut enfin a ’aide du Théoreme 7.4 que T = +o0. O

7.5.2 Démonstration du Théoréme 7.3.

La démonstration du Théoreme 7.3 fait ’'objet de ce dernier paragraphe. A nouveau,
C désigne une constante ne dépendant que de s et de N, qui peut varier d’une ligne a
Iautre. Définissons (br,,v)(t, ) = (ar,ur)(e7 ¢, z), ot (ar,ur) désigne la solution du
systéeme homogene (7.5). Considérons

{(b,v) = (b—bp,v—wv) € H* x H*
(b,V)(O) = (070)7

qui vérifie
2 P
&b + {divv + %b — kAb = f(b,v)
V2

5
OV + 7Vb — keAv = g(b,v) + EVAb.

Pour 0 < k < s, on calcule par intégration par parties
1d

|(D*b, D*v)(t)|12. = / DFb D¥9,b 4+ DFv - D*oyv
2dt RN

2
- ”f/ yD’“bP—mE/ \VDkb\Z—/ig/ |V DFv|?
g RN RN RN
+/ D*wDRf+ [ DFv-DFg+ -S| DFy.DFVAD.
RN RN V2 Jrr

Posons f = v.fo+ f1 et ¢ = g1 + €92 = Vhy + eVhy, ou fi, gi, hi,t = 0,1,2, définies
au Paragraphe 7.4.2, sont des dérivées d’ordre i de fonctions quadratiques en (b, z). On
obtient ainsi

Ld

S S, DR(O)|32 < T+ + K,
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ou
2
1=-"" [ D"+ ya/ DF fo DFb,
€ JRN RN
J = DFfiD*b+ [ DFv.DFg
RN RN
et

3

DFv - DFV Ab.
\/§ A%

K = ,%5/ |VDEv|? + 5/ DFv . DFgy +
RN RN

Premiere étape.
On commence par établir la premiere assertion du Théoreme 7.3. Tout d’abord, on a
d’apres I'inégalité de Young

r<—= | |D'vP+ Ceus/ D" fol* < Chiel| foll e
g RN RN

ce qui nous donne, en vertu du Lemme 7.9 en annexe et par injection de Sobolev,
1< Ol (b, )|
Ensuite, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
J < (DFb, DR 2l (Frs g0l < ClHDED, DR 2B, )12y

En vue d’établir une estimation de K, on procede d’abord a une intégration par parties.
Puisque go = Vhq, on obtient au moyen de I'inégalité de Young

K= —ma/ |V DEv|? —5/ div D*v - D*hy — div D¥v - D¥Ab
RN RN

£
V2 Jry
ke k(2 e? Ky, © k2
< —— |V D%v| +C/ |D"h | +/ leAD"b|.
4 Jrn Ke JRN Re JRN
D’une part, en employant les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de Sobolev, on trouve
ID*hal 2 < Cll(b, 2)llzoe ]| (0, 2) | o < Cll (B, 2| ars 1By 2) || o1
D’autre part, puisque k£ < s, on a également

leAD™b] 12 < Cellbll rsv2 < Cllelgoss < Cll(b, 2) o1,

ouc=(1l- %A)%b est défini au début de la Section 7.4. La derniere inégalité résulte de
(7.14). On parvient ainsi a

K < OrZH| (0 2) | Froa [L+ €] (0, 2) [ s )-
En intégrant les estimations précédentes pour I, J et K sur [0,t], on obtient

t
I(D*b, D*v)(#)|[72 < C/O 1(D*b, D) ()| 2 [1(b, 2) |3 dr

t
+C/O [l (b, 2) [ + 52 HI(b, 2) 372 (1 + €21 (0, 2) 7)) T,
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d’ou, en appliquant I'inégalité de Young au premier terme du membre de droite,

H(Dkb’ DkV)H%gO(LQ) < CH(ba Z)Hig(HsH)
! 4 -1 2 2 2 (7.20)
+C/0 [Kel[(0s 2) |7 + 62 1B, 2) [[gsa (1 + €7, 2)[[ 775 )] d.

On évalue ensuite chaque terme du membre de droite grace aux estimations établies
au cours des sections précédentes. D’une part, nous avons vu au cours de la démonstration
du Théoreme 7.1 que

1 I
H(t) = [|(b, 2) | e (rrs) + e * (0, )l p2arey + (€02 ) 72 [Bl] 2 (1) < CXo, V2 € Ry,
(7.21)
et Xg vérifie par hypothese k. Xg < C. On en déduit immédiatement que

t
Ke / (b, 2)||s dm < CkZH(t)* < CXE. (7.22)
0

D’autre part, on déduit de la seconde inégalité de la Proposition 7.3 et de (7.21) que
Rell (Db, D2)|2a ey < OX3 + CHWar2 (e 2H®)? + ke HA(1)(1+ weH (D)) < OX3.

D’un autre coté, (7.21) entraine que [|(b, 2)|| < Cr:X3, par conséquent on a

2
L (H?)
15,22 ggers) < COrzI X, (7.23)
et il s’ensuit finalement que
t
Ns_l/o 10, ) Feea (1 + %11 (0, )17 ) dr < COrz (1 + 2 H (1)) II(b, 2) |72 g1y < CrZ*XG.
(7.24)
Enfin, en rassemblant (7.20), (7.22), (7.23) et (7.24), on est mené a
I(D*b, D) |70 12y < Cr2XF (1 + X3),

et il suffit d’ajouter les inégalités obtenues pour 0 < k < s pour aboutir a la premiere
estimation du Théoreme 7.3.

Deuxieéme étape.
Afin d’établir la deuxieme estimation du Théoreme 7.3, on répete les calculs précédents
pour des entiers k satisfaisant cette fois 0 < k < s — 1. Dans ce cas, la quantité I définie
précédemment vérifie a nouveau la majoration

I < Okel|(b, 2) 13-
Par ailleurs, puisque 0 < k < s — 1, on a dans le cas présent
J < (D", D*V) |2 I(f1, g0) | sze—1 < C (Db, DFV)| 21 (B, 2)[3+-
L’estimation pour K devient quant a elle

K < ClEw I, )5 + 12 ellFr] < Clrell (b, 2[5 + 52 lellrs],
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ou la derniére inégalité est due au fait que € < k., et par conséquent 'inégalité (7.20)
devient

t
|(D*b, DMV 20 2y < Clke /0 (b, 2l dr 4 15, 2) [y + 5 el ) (7:25)

Puis, des calculs directs utilisant (7.21), la premiere inégalité de (7.22) ainsi que la Pro-
position 7.5 pour ||¢||;2(z+) nous conduisent a

1(D*D, DkV)HLgO(LQ) < O [(ke +v2 1) XG + v Xo]

et il ne nous reste plus qu’a ajouter les inégalités précédentes pour k variant de 0 a s — 1
pour obtenir I’estimation souhaitée.

Troisieme étape.
Enfin, pour établir la derniere assertion du Théoreme 7.3, on remarque que

10, )12y < 10D ooy 5.2 2
grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, par conséquent I'inégalité (7.25) devient
”(DkvakV)”%gO(m) < Ctlrel|(b, Z)H4Lg°(HS)
1108, 2) ey 0, )2 g0y + 52 B2 ey
On déduit alors de (7.21), ainsi que du fait que k- X soit borné, I’estimation
15, V) ()]s < Ctli X+ 171 X3) < Ctr X3,

Ceci acheve la preuve du Théoreme 7.3, puisque (ae, us)(t) = (be, ve)(et). O

7.6 Annexe.

Cette annexe rassemble quelques résultats utilisés au cours du chapitre.

7.6.1 Quelques estimations paraboliques et autres outils utiles.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate des propriétés de régularité maximale
L? — L? du semi-groupe e'® associé a I’équation de la chaleur. On pourra par exemple se
rapporter a [66].

Lemme 7.6. Soient A\ > 0, ag € L*(RN) et a = a(s) € L?*(Ry x RY). Il existe une
constante C' telle que pour tout T > 0,

A <£

A
e CL0||L2T(H1) = \&HCLOHH

“ L t—s)A ¢
& [ Xe2as)ds] 1 1) < Flelizany

Ensuite, on a le
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Lemme 7.7. Soient A\ >0 et H € L?>(R; x RN). Il existe une constante C telle que pour

tout T > 0,
t A c [T
M=)AH(s)d < / H(t dt
e s)ds ) .
H/O ( ) ’L%(Hl) = \/X 0 H ( )HL2

Démonstration. On peut supposer que H est réguliere et que u(t, ) = fot M=9)A (s, ) ds
est la solution réguliere de

Ou—ANAu=H et u(0)=0.

1 d 2 2
sl = [ i =x [ (v

T
NVl <0 [ [l < s [u@)lae 1l 00

On en déduit que

Or u(0) = 0, donc on a également ||u(t)[|3, < C’f(f [ |uH|, d’ou

sup [lu(t)|[z2 < CllH| 1y (12);

)

et la conclusion s’ensuit. ]

Lemme 7.8. Soient A\ > 0, ag € L? et a € L*>(Ry x RY). Il existe une constante C telle
que pour tout T' > 0,

_ C
le™aoll 2, < ~~laoll

VA
| [t rae

Démonstration. On établit seulement la seconde estimation. Posons a(s) = a(s) pour
s€[0,T] et a=0 pour s ¢ [0,T]. Ainsi,

H/ Ai=5)g ds\L2(L2<H/ D fa(s) | g ds|

D’apres I'inégalité de Young pour la convolution, on a alors

| [ erara

et la conclusion est finalement une conséquence de la définition de a. ]

et

C
< Slallzs o).

LZ(L?)

o = e a0 2y llze-
T

—\ -
L,QF(LQ) = CH@ ||L1||a||L2(]R+,L2)a

Pour conclure ce paragraphe, on rappelle une inégalité résultant de l'inégalité de
Gagliardo-Nirenberg.

Lemme 7.9 (cf. [46], Lemme 3). Soient k € N et j € {0,...,k}. Alors il existe une
constante C(k, N) telle que

|D7uD ]2 < Ck, N) ([[ullocll D0l 2 + 0] | D ]2 )

et
Juvllgr < C(k, N) ([ulloollvll x + [[vllool[wll x) -
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7.6.2 Démonstration du Lemme 7.2.

Dans toute la démonstration, C' désignera une constante. Afin d’alléger les notations,
on introduit les quantités

1
w=e et p=llVITw,
€

et Pon récrit M sous la forme

M:I/g<2+w ,u>‘
e\ —pU w

Dans un premier temps, on calcule les valeurs propres A et Ay de M. On introduit
A=1- :U’27

alors
)\1:%(00—1—1— %) et /\2:%((#4-1—!- %),

ot VA vaut VA si A > 0 et vaut iv/—A si A < 0. Aprés diagonalisation, M s’écrit
M = P7'DP, on D = diag(\1, \2) et

1 — —y -
pl= <M a>’ P:<H a), avec a =1+ VA,

S pr-a?\a —p —a  —p

Finalement, pour (a,b) € C2 et t € R on a
o (O _ i (@) _ L ((ha+apb)e™ — (a%a+ apb)e
b b) — p?—a? \(apa+ pPb)e ™" — (apa + o®b)e ™

e~ (1wt (12a + apb)e’s VAL (a®a+ aub)e™ = VAL
(apa + p2b)e s VAL _ (opa + a’b)e’s VAL |

,LL2—(12

soit encore

ve § _rve §
oM (@) _ =t | e VAL (@) € VAL_ = E VAL (b + pPa (7.26)
b w? — a2 —apa —ao?b) |- '

On envisage ici deux cas.

Premier cas |¢|*> > 312/8.
Alors p? > 3/4 et par conséquent A < 1/4. On distingue les trois sous-cas suivants.

00 <A<1/4.
Il s’ensuit que VA = VA et que p? — o? = —2(A +V/A), de sorte que

sinh (”5—5 \/Zt>
=T

ou la seconde inégalité résulte de la croissance de x +— sinh(z)/x sur Ry. On en déduit
I’estimation

e”f\/Zt _ VAL

,u2—oz2

(&

< C’sinh(g),

Vew

. t)(lal + [0]). (7.27)

‘eftM(é)(a7 b)‘ < Cexp(—gét) exp(—
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e —1<A<O.
Alors on a VA = iv/—A et p? — a® = —2(A 4 iy/—A), par conséquent

12— o?| =20/ A2 — A > 2V/-A.

Il s’ensuit que

/=K /=K . vevV—A
exp (7= 21) — exp(—ile - 21 - C’|Sm( € t) | - Cyit
w2 — a2 - V-A - e’

ou la derniére inégalité résulte du fait que | sinz| < x pour tout x > 0. Puisque |u| < C et
la| < C, ceci implique que

(e—“‘ﬂf)(a, b)] < Cexp (- %(1 +w)t)(1+ %t) (lal + b)),

d’ou finalement U
‘e*tM(é)(a, b)‘ < Cexp(—i(l + w)t)(!a\ + \b!) (7.28)

o A < —1.
Dans ce cas, on a

|1 — a?| = 20/ A2 — A > 2|A| > O,
alors que |a| = v1 — A = p. On en déduit que

e MO (q, b)‘ < Cexp (- %(1 +w)t) (|al + [8]).- (7.29)

Second cas [¢]? < 3v2/8.
On vérifie que p? < 3(2 + cx?)/8, donc 1/8 < A < 1 pour ¢ suffisamment petit. De plus,

Cl< | —a?|<C, a<C, pu<C et MSC@-

En outre,

v ve 1—A Ve 1t v
V14 yE) =t lzA v < %2,
: ) e1+VA c1+vA - el

donc d’apres (7.26)

2
eTME) (g, b)‘ < Cexp (—%(l—i-w)t)(]a\+|b\)+0exp(—%t) exp(—wt)(’f‘]al—i—\b\).
€
Puisque
€ o o € €2
> = >
Cyg ZH0 = (2+w)> T

on obtient finalement

2
M) a,1)| < Cexp(~220) [exp(~20) + exp(- S (o ). (o)

v, Ve

La conclusion du Lemme 7.2 est finalement obtenue en regroupant les estimations
(7.27) a (7.30) et en choisissant r = 1/3/8. O
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Résumé

Les problemes étudiés dans cette theése ont trait a la dynamique des points vortex dans
des équations pour les fluides ou superfluides bidimensionnels.

La premiere partie est consacrée a I’équation d’Euler incompressible. Nous y analysons
le systeme mixte Euler-points vortex, introduit par Marchioro et Pulvirenti, dans lequel
la vorticité se compose d’une superposition de vortex et d’'une partie plus réguliere. Nous
examinons au préalable le lien entre les points de vue lagrangien et eulérien. Nous étudions
ensuite I'unicité, puis I’expansion en temps grand du support de la vorticité. Nous abordons
enfin la question de 'existence pour des vorticités moins régulieres.

Dans la seconde partie de la these, nous nous focalisons sur une équation de Ginzburg-
Landau complexe obtenue en ajoutant un terme de dissipation a 1’équation de Gross-
Pitaevskii. Apres avoir examiné le probleme de Cauchy dans I'espace d’énergie correspon-
dant, nous étudions la dynamique des points vortex dans le cadre de données tres bien
préparées. Dans un dernier temps, nous considérons un régime asymptotique sans vortex
dans lequel les solutions sont des perturbations de champs constants de module égal a un.
Une dynamique de type ondes amorties pour la perturbation est mise en évidence.

Mots-clés: Dynamique des points vortex; Fluides incompressibles; Equation d’Euler;
Loi de Biot-Savart ; Equations de transport ; Superfluides ; Equation de Ginzburg-Landau
complexe ; Limite singuliere ; Energie de Ginzburg-Landau ; Equation des ondes amorties.

Abstract

In this dissertation, we study some problems arising from vortex dynamics in equations
for two-dimensional fluids or superfluids.

The first part is devoted to the incompressible Euler equations. We analyze the so-
called Vortex-Wave system, introduced by Marchioro and Pulvirenti, in which the vorticity
is given by the superposition of point vortices and of a smoother part. We first examine
the link between the lagrangian and eulerian points of view. We then tackle the question of
uniqueness. We also study the large time behavior of the support of the vorticity. Finally,
we address the problem of existence for more singular vorticities.

In the second part of the thesis, we focus on a complex Ginzburg-Landau equation
that has the form of a Gross-Pitaevskii equation with some dissipation added. We first
study the Cauchy problem in the corresponding energy space. We then turn to the study
of vortex dynamics for very well prepared data. At last, we consider another asymptotic
regime without vortices for perturbations of the vacuum. We show that the perturbation
essentially behaves according to a damped wave-like equation.

Keywords: Vortex dynamics; Incompressible fluids; Biot-Savart law; Euler equations;
Transport equations; Superfluids; Complex Ginzburg-Landau equation; Singular limit ;
Ginzburg-Landau energy ; Damped wave equation.






