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Résumé

Cette thèse a pour objet la modélisation analytique des systèmes à aimants permanents.
Leurs caractérisations supposent la détermination du champ magnétique qu'ils produisent
et des énergies spéci�ques mises en jeu. Les premiers travaux français réalisés par Durand
en 1960 concernent principalement le calcul de champ créé par des aimants parallélépipé-
diques (structures planes) et des anneaux aimantés axialement. Les expressions analytiques
des forces et couples, publiées par G. Akoun et J. P. Yonnet, et plusieurs études analytiques
menées par F. Bancel et G. Lemarquand, dès les années 80-90, dénotent un intérêt mani-
feste pour l'optimisation des structures à aimants permanents. Les progrès de fabrication
des aimants ouvrent alors des perspectives industrielles notables.

Dès la �n des années 90, E. P. Furlani, B. Azzerbonni, E. Cardelli ou encore J. P. Sel-
vaggi, S. Salon et M. V. K. Chari proposent des approches semi-analytiques et des déve-
loppements sériels pour calculer le champ magnétique créé par des structures à topologie
cylindrique.

Dans ce prolongement, nous exposons dans cette thèse les expressions analytiques du
champ magnétique créé par des anneaux de polarisation radiale. Ces modèles analytiques
nous permettent d'évaluer le champ magnétique en tout point de l'espace. De façon connexe,
nous établissons les formules du champ magnétique créé par un anneau aimanté axialement
sous une forme plus générale que celle établie par Durand. De façon concomitante, S. I. Ba-
bic et C. Akyel développent en 2008 des modèles analytiques simpli�és du champ créé par
des anneaux aimantés radialement et axialement.

Dans un second temps, nous présentons les expressions du champ magnétique créé par
des tuiles aimantées radialement, axialement et orthoradialement. Ces expressions sont ba-
sées sur des intégrales elliptiques incomplètes pour le cas des polarisations axiale et radiale.
Dans le cas de la polarisation orthoradiale, l'expression du champ magnétique ne nécessite
pas l'utilisation de fonctions spéciales. Notons que ces aimants à topologie courbe sont lar-
gement utilisés dans la conception de machines électriques, d'accouplements ou encore de
capteurs. Néanmoins, les aimants en forme de tuiles sont généralement fabriqués avec des
aimantations uniformes pour des raisons technologiques et économiques. Ainsi, les tuiles
conjecturées à aimantation radiale, orthoradiale ou axiale ont usuellement une aimantation
uniforme. Cette caractéristique d'uniformité engendre des ondulations de champ qui dé-
pendent du nombre de tuiles utilisées.

En conséquence, nous présentons les expressions du champ magnétique créé par des
tuiles aimantées uniformément dans toutes les directions. Nous comparons les aimanta-
tions uniformes et idéales (radiale, orthoradiale et axiale) pour déterminer l'in�uence de
l'uniformité de l'aimantation sur les caractéristiques du champ magnétique produit. Ces
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expressions nous permettent de modéliser et d'optimiser les structures de Halbach et de
prédire les e�ets notoires résultants de l'uniformité de l'aimantation. Ces mêmes e�ets sont
étudiés dans le cadre des structures dédiées à l'Imagerie par Résonance Magnétique. On
propose ainsi un modèle analytique général permettant de reconstruire le champ magné-
tique produit par un assemblage d'aimants à aimantations tournantes uniformes.

Les expressions exactes des forces, raideurs et couples s'exerçant entre anneaux et tuiles
aimantées radialement, axialement ou uniformément, sont établies a�n d'étudier tout dis-
positif constitué d'aimants permanents. Des modèles semi-analytiques aboutissent à l'opti-
misation d'accouplements magnétiques, de paliers passifs constitués d'anneaux et d'action-
neurs linéaires.

La deuxième partie de cette thèse traite de l'étude d'un haut-parleur sans fer. La pré-
sence du fer dans les pièces polaires est un inconvénient majeur dans la conception de
moteurs de haut-parleurs électrodynamiques. Une nouvelle structure de haut-parleur sans
fer, développée par G. Lemarquand, permet de s'a�ranchir des non-linéarités engendrées
par le fer et les suspensions périphériques. Ces suspensions sont remplacées par un ou plu-
sieurs joints de ferro�uide dont le comportement mécanique dépend intrinsèquement du
champ magnétique produit par sa structure.

Les travaux antérieurs sur les ferro�uides (notamment R. E. Rosensweig) concernent
essentiellement leurs propriétés d'étanchéité et thermiques. Nous envisageons dans cette
thèse d'utiliser le ferro�uide pour ses propriétés mécaniques.

Les outils analytiques caractérisant les champs magnétiques créés par des aimants per-
manents sont utilisés dans le cadre de l'étude de haut-parleurs sans fer. En e�et, les expres-
sions analytiques du champ magnétique conduisent à un modèle énergétique décrivant les
propriétés mécaniques d'un joint de ferro�uide guidant le piston émissif d'un haut-parleur
sans fer. Ce modèle est basé sur l'interaction du champ produit par la structure et l'ai-
mantation saturée des particules ferromagnétiques du ferro�uide. La pression magnétique
dans ce joint �xe ses raideurs radiale et axiale, son volume, sa forme et sa répartition dans
l'entrefer du haut-parleur. La validité de ce modèle est con�rmée par des mesures expéri-
mentales.

L'ensemble des travaux présentés dans ce mémoire fonde une démarche d'analyse des
systèmes à aimants basée sur un mode opératoire exclusivement analytique. D'un côté, les
modèles exacts des champs suggèrent des optimisations précises et rapides des dispositifs
magnétomécaniques. D'autre part, appliqués au dimensionnement d'un joint de ferro�uide,
ces modèles permettent des études paramétriques sur l'évolution de la pression du ferro-
�uide dans un entrefer en fonction des dimensions des aimants utilisés.
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Abstract

This thesis deals with the analytical modeling of ironless structures made of perma-
nent magnets. The �rst french studies describing the magnetic �elds created by permanent
magnets were carried out by E. Durand in 1960. These models were only applied to the
case of parallelepipedic and cylindrical magnets. The analytical expressions dealing with
forces and torques have been published by G. Akoun and J. P. Yonnet. In addition, several
analytical studies carried out by Bancel and Lemarquand have allowed manufacturers to
optimize permanent magnet devices. It is noted that cylindrical permanent magnet struc-
tures have been studied by E. P. Furlani, B. Azzerbonni, E. Cardelli and J. P. Selvaggi,
S. Salon, M. V. K. Chari. These authors have proposed semi-analytical approaches based
on series expansions.

These previous works can be considered as the basis of this thesis. Indeed, we have
determined the analytical expressions of the magnetic �eld created by a ring permanent
magnet whose polarization is radial. These analytical expressions allow us to calculate the
magnetic �eld in all points in space. Additionaly, we have determined the analytical expres-
sion of the magnetic �eld created by a ring permanent magnet whose polarization is axial.
This expression is more general than the one established by Durand. Then, this expression
has been simpli�ed by S. I. Babic and C. Akyel in 2008.

Furthermore, we have determined the analytical expressions of the magnetic �eld crea-
ted by tile permanent magnets whose polarizations are radial, axial or orthoradial. It can be
noted that the expression of the magnetic �eld created by a tile permanent magnet whose
polarization is orthoradial is fully analytical. Such permanent magnets are widely used for
the design of electrical machines, magnetic couplings or magnetic sensors.

Tile permanent magnets are generally fabricated with uniform polarizations because
they are easier to manufacture than tile permanent magnets radially, axially or orthora-
dially magnetized. Moreover, ring permanent magnets with radial polarization are replaced
by several tile permanent magnets uniformly magnetized. Such ring permanent magnets
generate magnetic �eld undulations depending on the number of tiles used. We have deter-
mined the expressions of the magnetic �eld created by tile permanent magnets of various
uniform magnetizations. We have compared the magnetic �eld created by uniformly and
ideally magnetized tile permanent magnets so as to study the in�uence of the uniform
polarization on the magnetic �eld shape. Such expressions have allowed us to design and
optimize Halbach structures and to predict the uniform polarization e�ects on the magnetic
�eld created. Such studies have also been carried out for the MRI structures. We have pro-
posed a general analytical model allowing us to calculate the exact magnetic �eld created by
a MRI structure composed of tile permanent magnets of various and uniform polarizations.
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We have also determined the exact expressions of the forces, sti�nesses and torques bet-
ween ring and tile permanent magnets whose polarizations can be radial, axial or uniform.
Such expressions allow us to optimize quickly ironless devices made of permanent magnets.
Semi-analytical models have been determined for the optimization of magnetic couplings,
passive bearings constituted by rings and linear actuators.

We have carried out several studies dealing with the nonlinearities of electrodynamic
loudspeakers. These works have allowed us to rank the defects occurring in the loudspea-
ker structure. Particularly, iron is an important drawback for the design of electrodynamic
loudspeaker motors. G. Lemarquand has developped a new kind of loudspeaker structure
avoiding the classical defects of electrodynamic loudspeakers. The outer rims have been
replaced by one or several ferro�uid seals whose mechanical behaviour depends directly on
the magnetic �eld produced by the permanent magnets of the loudspeaker motor.

Some previous works about ferro�uids, carried out by R. E. Rosensweig, dealt mainly
with the thermal properties of ferro�uid seals. We have proposed in this thesis to use the
mechanical properties of a ferro�uid seal so as to guide an emissive piston of an ironless
loudspeaker.

The analytical expressions of the magnetic �eld created by permanent magnets have
been used for the study of ironless loudspeakers. Indeed, such analytical expressions have
allowed us to construct an analytical model describing the mechanical properties of a fer-
ro�uid seal used for the guidance of an emissive piston of an ironless loudspeaker. This
analytical model is based on the magnetic energy determination in the ferro�uid seal. The
magnetic pressure in the ferro�uid seal has allowed us to predict its radial and axial sti�-
nesses, its volume, its shape as well as where the ferro�uid goes in the loudspeaker air gap.

This model has been veri�ed by experimental measurements. Furthermore, this model
has allowed us to predict the evolution of the shape and pressure in the ferro�uid seal versus
the permanent magnet dimensions.
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Un poète disait une fois : "`Tout l'univers est dans un verre de vin."' Vous ne saurez
probablement jamais quel sens il attribuait à ces paroles, car les poètes n'écrivent pas pour
être compris. Mais il est vrai que si vous regardez un verre de vin de su�samment près,
vous découvrez l'univers entier. Il y a des phénomènes physiques : le liquide tourbillonnant,
qui s'évapore selon les vents et le temps, les ré�exions dans le verre, et notre imagination
ajoute les atomes. Le verre est une distillation des roches terrestres et dans sa composition,
nous découvrons les secrets de l'âge de l'univers et de l'évolution des étoiles. Quel étonnant
tableau d'éléments chimiques trouve-t-on dans le vin ? Comment sont-ils venus là ? Il y a
les ferments, les enzymes, les substrats, et les produits. Ainsi dans le vin on trouve cette
importante généralité : toute la vie est fermentation. Personne ne peut découvrir la chimie
du vin sans découvrir, comme le �t Louis Pasteur, la cause de la plupart des maladies. Com-
bien vivi�ant est ce vin, imprimant son existence dans la conscience de celui qui le regarde !
Si nos petits esprits, pour certaines commodités, divisent ce verre de vin, cet univers, en
parties- la physique, la biologie, la géologie, l'astronomie, la psychologie, etc. - souvenez-
vous que la nature ne connaît pas cela ! Aussi remettons tout ensemble, n'oubliant pas en
�n de compte sa destination. Qu'il nous donne un dernier plaisir : buvons-le et oublions
tout le reste.

Richard Feynman, Les cours de Physique de Feynman, Tome 1, p : 41
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

1.1.1 Cadre de la thèse

Cette thèse est e�ectuée dans le cadre d'un programme de recherche soutenu par la Ré-
gion Pays de la Loire sur les haut-parleurs sans fer (Projet MAGIC : MAGnetic Ironless
Concept). Nos travaux traitent en particulier de la modélisation d'actionneurs électromé-
caniques et de systèmes magnétomécaniques. L'accent est mis sur l'utilisation d' approches
analytiques permettant d'optimiser ces dispositifs avec des temps de calcul très courts.

L'objet initial de cette thèse est l'étude du comportement mécanique d'un joint de
ferro�uide guidant le piston émissif d'un haut-parleur sans fer. Cette étude nécessite le dé-
veloppement d'outils analytiques conduisant à la détermination du champ magnétique créé
par les aimants constituant le moteur du haut-parleur. Les recherches entamées dans cette
voie nous conduisent à développer des calculs analytiques du champ créé par des aimants
cylindriques. En conséquence, la majorité des travaux publiés pendant cette thèse concerne
la modélisation du champ magnétique créé par des aimants annulaires et des tuiles d'aimant
dont les polarisations sont radiales, orthoradiales, axiales, uniformes ou encore arbitraires.
Ces modèles analytiques sont appliqués à l'étude des structures de Halbach, aux structures
dédiées à l'Imagerie par Résonance Magnétique, aux accouplements magnétiques, aux ma-
chines électriques et aux paliers passifs.

Si certains travaux e�ectués tout au long de cette thèse poursuivent des travaux an-
térieurs sur la modélisation du champ magnétique créé par des aimants permanents (voir
l'état de l'art du chapitre 2), de nouvelles con�gurations d'aimants sont étudiées. Un cer-
tain nombre de travaux concerne le calcul du champ créé par des tuiles aimantées dans
toutes les directions. Ces formes d'aimant sont majoritairement utilisées dans les machines
électriques, les accouplements magnétiques et les moteurs d'actionneurs linéaires.
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Chapitre 1 : Introduction

Une intention toute particulière concerne la modélisation du champ magnétique créé
par les tuiles fabriquées avec des aimantations uniformes. Lorsque les aimants sont à base
de Néodyme-Fer-Bore, ces tuiles sont plus simples à fabriquer que les tuiles aimantées ra-
dialement ou orthoradialement.

Nos modèles sont appliqués à la conception d'un moteur de haut-parleur sans fer ainsi
qu'à la modélisation de la pression magnétique d'un joint de ferro�uide utilisé pour le gui-
dage du piston émissif d'un haut-parleur sans fer.

1.1.2 Modèles de l'Electrodynamique

Les modèles de champ nécessaires à l'étude des structures à aimants permanents re-
posent sur les lois fondamentales de l'électrostatique et de la magnétostatique postulées par
Charles Augustin Coulomb en 1785 et André-Marie Ampère en 1820. Le concept même de
champ est intrinsèquement lié au concept d'interaction à distance. En e�et, les attractions
d'aimants ou de bobines parcourues par des courants impliquent l'utilisation du concept de
champ, par lequel les paramètres de forces, couples et raideurs peuvent être calculés. La
notion de champ en elle-même est d'une grande utilité puisqu'elle conduit à concevoir et
optimiser des structures alors même que sa nature matérielle n'est pas connue. Ainsi, alors
que l'utilisation du concept de �ux magnétique est largement répandue dans le domaine
de l'électrotechnique, la connaissance de sa nature physique n'est pas indispensable pour
mener à bien des études théoriques et expérimentales.

Les premiers écrits de Charles Augustin Coulomb en 1785 sont considérés comme
une synthèse des premières découvertes fondamentales sur les lois régissant l'équilibre des
charges et les forces s'exerçant entre conducteurs et sources de champ (Figure 1.1).

Sa découverte sur la loi donnant la force
∣∣∣~F ∣∣∣ s'exerçant entre deux charges ponctuelles

q1 et q2 au repos est donnée ici dans le système international (en Newton) :∣∣∣~F ∣∣∣ =
1

4πε0
q1q2

r2
(1.1)

où ε0 est la permittivité du vide et r est la distance séparant les deux charges ponctuelles.
Cette loi, étendue au cas de distributions de charge, permet de déterminer la force s'exer-
çant entre des volumes chargés électrostatiquement.

André-Marie Ampère étudie en 1820 les liens entre le magnétisme et l'électricité. Ses
travaux conduisent à l'écriture de la loi de Biot et Savart : le champ d'induction magnétique
~B se déduit en un point d'observation M à partir de la relation suivante :
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1.1 Contexte

Figure 1.1 � Première page du tome 1 publié par Charles Augustin Coulomb en 1785 sur
un livre intitulé Premier Mémoire sur l'Electricité et le Magnétisme

~B(M) =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
(Ω)

~jdΩ̃ ∧ ~r
r3

(1.2)

où µ0 est la perméabilité du vide, Ω est le volume de la distribution de courant, ~j est le
vecteur densité volumique de courant et r est la distance entre un point de la distribution
et le point d'observation M.

Les équations de Charles Augustin Coulomb et de Biot et Savart caractérisent les pro-
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Chapitre 1 : Introduction

priétés géométriques des champs magnétostatiques et électrostatiques créés par des distri-
butions de charges ou de courants.

Un certain nombre d'ouvrages français regroupent ces lois, leurs utilisations et leurs pro-
priétés mathématiques. Les ouvrages d'Emile Durand [1] traitent le calcul de champ créé
par des distributions de charges et servent de référence aux travaux présentés aux chapitres
2 et 3 de ce manuscrit.

Par ailleurs, nous considérons l'ouvrage de Pierre Brissonneau [2] comme une référence
sur le domaine du magnétisme appliqué où les principales lois de la magnétostatique sont
rappelées. Citons en�n les ouvrages français publiés sous la direction d'Etienne du Trémolet
de Lacheisserie en 2000 qui couvrent les grands domaines de magnétisme [3][4].

1.1.3 L'Equivalence des modèles coulombien et ampérien

Les expériences menées par Ampère, Oersted et Coulomb, formalisées théoriquement
par Maxwell au XIXeme siècle, conduisent à dé�nir le concept de champ qui se manifeste
au voisinage de la matière aimantée, sur les matériaux conducteurs ou entre des charges
électrostatiques. Cette manifestation à distance est délibérément dissociée dans le cas d'in-
teractions entre aimants et matériaux conducteurs d'un côté et diélectriques de l'autre.
Ainsi, le champ magnétostatique et le champ électrostatique traduisant une loi physique
similaire (en 1

r2
) sont nécessairement di�érents en nature du fait de la non-existence de

monopôles magnétiques. Les équations de Maxwell qui décrivent ce fait expérimental et qui
doivent en conséquence être vues comme fondamentales sur une certaine plage dimension-
nelle (le champ n'est plus en 1

r2
sur de très petites distance de l'ordre de 10−14 m) sont les

suivantes :

~∇. ~E =
ρ

ε0
~∇. ~B = 0

~∇∧ ~E = ~0 ~∇∧ ~B = µ0
~j∗

(1.3)

où ~E est le champ électrique, ρ est la densité volumique de charges, ε0 est la permittivité du
vide, ~B est le champ d'induction magnétique, µ0 est la perméabilité du vide et ~j∗ est la den-
sité volumique de courants. Ces équations traduisent les causes physiques qui engendrent
le champ électrostatique ~E et le champ magnétostatique ~B. Le champ électrostatique ~E
est un champ à divergence donnée et à rotationnel nul parce que l'on admet l'existence de
charges et distributions de charges électrostatiques. Le champ magnétostatique ~B est un
champ à divergence nulle et à rotationnel donné parce que le monopôle magnétique n'a
jamais été découvert. Les courants �ctifs (courants ampériens) sont alors utilisés comme
modèle de référence pour calculer le champ créé par des aimants permanents : ils traduisent
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1.1 Contexte

les hypothèses théoriques des courants locaux responsables de la polarisation des aimants.

Remarquons cependant qu'il est tout à fait possible de dé�nir des équations duales de
Maxwell décrivant des champs électrostatiques et magnétostatiques équivalents :

~∇.~̃E = 0 ~∇.~̃B =
ρ̃

µ0

~∇∧ ~̃E = ε0
~̃j
∗

~∇∧ ~̃B = 0
(1.4)

où ~̃E est le champ électrique équivalent, ρ̃ est la densité volumique de charges magné-

tiques, ε0 est la permittivité du vide, ~̃B est le champ d'induction magnétique équivalent,

µ0 est la perméabilité du vide et ~̃j
∗
est la densité volumique de courants.

La di�érence majeure qui réside dans une formulation duale de Maxwell est l'absence
d'explications physiques associées aux champs produits par des sources électrostatiques ou
magnétostatiques. Cependant, ces modèles n'ont pour unique objectif que de rendre compte
d'un phénomène mesurable. Dans ce sens, les équations classiques de Maxwell ou les équa-
tions duales permettent de remonter aux expressions des champs électriques ou magnétiques
créés par des charges stationnaires ou en mouvement.

Les équations de Maxwell décrivant les champs produits par des charges stationnaires
ou des courants en régime permanent satisfont le théorème d'Helmholtz sur les champs de
vecteurs. De ce fait, si la divergence et le rotationnel d'un champ de vecteurs sont connus,
toutes les propriétés de ce champ sont connues. La description du champ magnétique produit
par un aimant permanent peut donc être faite avec une approche coulombienne. Cependant,
alors qu'en électrostatique, la charge élémentaire peut être isolée, le monopôle n'existe pas
en magnétostatique. Le modèle coulombien n'est utilisable que si l'on considère des distri-
butions de charge en analogie dipolaire.

Les champs magnétiques créés par des aimants permanents sont souvent modélisés dans
la littérature par le modèle coulombien. Ce modèle, emprunté à l'électrostatique est appli-
cable seulement si toutes les contributions sont prises en compte. Dans le cas contraire, ce
modèle n'aurait pas de sens. Par exemple, le champ créé par un seul plan chargé n'a pas de
sens en magnétostatique car toute source de champ magnétique est par nature dipolaire,
ce qui n'est pas le cas pour un plan chargé.

Notre discussion amène à penser que la loi de Coulomb est dans une certaine mesure
identique à la loi de Biot et Savart. C'est en partie vrai sur la dépendance en 1

r2
du champ,
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Chapitre 1 : Introduction

qu'il soit de nature électrostatique ou magnétostatique. L'artefact du produit vectoriel dans
la loi de Biot et Savart peut être vu comme la façon mathématique la plus commode de lier
la direction d'un courant avec les lignes de champ.

L'équivalence du modèle coulombien et du modèle ampérien est utilisée tout au long de
cette thèse. Certaines topologies d'aimants sont plus facilement modélisables par l'un ou
l'autre modèle. C'est pour cela que les équations classiques et duales de Maxwell doivent
être considérées avec la même intention pour la description des champs issus de structures
à topologie courbe.

1.1.4 Place des aimants dans la technologie électrique moderne

Les aimants permanents tiennent aujourd'hui une place considérable dans la technologie
électrique et l'électrotechnique [2]-[4]. La conception de machines électriques est directe-
ment liée à l'utilisation de sources de champ magnétique. Ainsi, les aimants permanents
ou les électro-aimants produisent un champ polarisant utile à l'élaboration de machines
à aimants permanents, d'accouplements magnétiques ou encore de capteurs magnétiques.
Notons que les ferrites (on parle aussi d'oxydes ferriques) dominent largement le marché
mondial. Ces aimants, apparus à la �n des années 1950 ont un prix de revient relativement
faible comparé aux autres aimants (Néodyme-Fer-Bore, Samarium-Cobalt). Cependant, leur
induction rémanente est de l'ordre de 0.4 T, ce qui est assez faible en comparaison avec les
aimants modernes. En e�et, les aimants Néodyme-Fer-Bore possèdent une énergie spéci�que
très importante (à partir d'environ 400 kJ/m3) avec une aimantation rémanente qui égale
celle des AlNiCo (de l'ordre de 1.3 T à 1.5 T). Ainsi, le choix d'utiliser une certain famille
d'aimants plutôt qu'une autre dépend des conditions pour lesquelles l'aimant est utilisé.
Par exemple, les AlNiCo ont une très bonne stabilité thermique, même à des températures
élevées (de l'ordre de 500◦ C) mais un champ coercitif relativement faible (de l'ordre de
µ0Hc = 0.2 T). A l'inverse, les aimants à base de Néodyme-Fer-Bore ont une température
de Curie assez modeste (à partir de 310◦ C environ) mais un champ coercitif plus important
(µ0Hc = 1.5 T environ).

1.2 Structure de la Thèse

Ce manuscrit est composé de deux parties synthétisant les travaux présentés dans les
annexes sous forme de publications. En conséquence, nous présentons de manière succincte
les principaux résultats qui retracent les deux années de recherche consacrées à cette thèse.
Par souci d'éviter toute redondance avec le contenu des publications, nous avons indiqué
tout au long du texte les références des publications relatives au contenu présenté.
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1.2 Structure de la Thèse

La première partie expose les modèles analytiques sur la modélisation du champ créé
par des aimants permanents de topologie courbe. Les premières con�gurations étudiées
sont les anneaux aimantés radialement et axialement. Puis, nous établissons des modèles
analytiques permettant de calculer le champ magnétique créé par des tuiles aimantées ra-
dialement, axialement, uniformément et dans toutes les directions du plan d'aimantation.
Ces modèles sont utilisés pour la conception d'actionneurs sans fer, d'accouplements ma-
gnétiques ou encore de structures dédiées à l'Imagerie par Résonance Magnétique.

La deuxième partie présente les travaux réalisés sur le joint de ferro�uide d'un haut-
parleur sans fer. Ces travaux sont basés sur le calcul du champ créé par des aimants per-
manents. La façon dont nous modélisons le comportement du joint est très di�érente des
études menées dans la littérature. Dans notre application, le ferro�uide est soumis à un
champ magnétique très fort (supérieur à 400 kA/m) et son comportement mécanique dé-
pend principalement de l'interaction du champ magnétique produit par la structure magné-
tique et de l'aimantation saturée du ferro�uide. Dans cette con�guration, la connaissance
exacte du champ inhomogène en tout point de l'espace est indispensable pour la prédiction
de la forme, du volume et des propriétés mécaniques du joint. Notons que l'inhomogénéité
du champ implique une répartition énergétique dans l'espace entraînant la formation du
joint de ferro�uide. Ce modèle est validé expérimentalement par une mesure de la raideur
radiale du joint de ferro�uide.
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Chapitre 2

Modélisation analytique des aimants
permanents

Ce chapitre regroupe les di�érents travaux e�ectués sur la modélisation analytique des
structures sans fer. Ces approches sont essentiellement basées sur les lois fondamentales
de la magnétostatique et de l'électrostatique. La modélisation analytique d'un système à
aimants permanents passe par la détermination du champ et des interactions mécaniques
(forces, couples, raideurs) exercées entre ces aimants. Toutes les expressions analytiques
formalisées au cours de cette thèse sont présentées dans les annexes de ce manuscrit. En
conséquence, nous donnons dans ce chapitre les principaux modèles analytiques établis pour
modéliser les structures à aimants permanents.

Nous présentons d'abord un état de l'art consacré aux principaux travaux sur le calcul
analytique du champ créé par des aimants ainsi que sur le calcul analytique des interactions
mécaniques entre aimants permanents.

Dans un second temps, nous exposons les travaux e�ectués sur le calcul de champ créé
par des aimants permanents ainsi que sur le calcul de forces s'exerçant entre eux.

2.1 Etat de l'Art

Les premiers travaux de synthèse concernant le calcul du champ magnétique créé par
des sources magnétiques (aimants, bobines) remontent aux années 1960. Les trois ouvrages
de référence, publiés par E. Durand [1] et dédiés à l'Electrostatique et la Magnétostatique,
décrivent les expressions du champ créé par des surfaces planes (topologie parallélépipé-
dique) et cylindriques. Ces approches sont essentiellement basées sur la détermination du
potentiel scalaire créé par des distributions de charges en tout point de l'espace. Notons
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

dès à présent que le champ magnétique dérive d'un potentiel coulombien, c'est-à-dire que
le potentiel magnétique décroît en 1

r (r est la distance entre le point d'observation et la
source). Ces premiers travaux synthétisent les di�érentes lois régissant les propriétés du
champ magnétique. Nous considérons ces ouvrages comme étant les références dans ce do-
maine dès 1960.

Les progrès réalisés dans la fabrication des aimants apparus avec la technologie des ai-
mants Terre Rare conduisent les scienti�ques à étudier de façon analytique le champ créé
par les aimants permanents. En particulier, G. Akoun et J. P. Yonnet établissent en 1984
l'expression 3D de la force s'exerçant entre 2 aimants parallélépipédiques [5]. Ces travaux
incitent à employer des formulations analytiques pour la conception et l'optimisation de
dispositifs à aimants permanents [6]-[9].

Les années qui suivent sont marquées par des études sur l'optimisation des structures
annulaires. Ces structures sont abondamment utilisées en électrotechnique pour la réalisa-
tion de moteurs et de machines électriques. On distingue cependant deux façons d'appré-
hender la problématique du calcul de champ créé par les aimants constituant ces structures.

B. Azzerboni, E. Cardelli et A. Tellini établissent les expressions du champ créé par des
conducteurs parallélépipédiques in�nis parcourus par des courants [10]. Ces travaux, du
point de vue de la topologie des sources magnétiques, sont dans la continuité des travaux
amorcés par J. P. Yonnet. Dans le même temps, certains auteurs remplacent les anneaux
par des parallélépipèdes in�nis a�n de simuler le champ proche à l'intérieur des anneaux. En
e�et, la courbure des aimants entraîne des di�cultés mathématiques redoutables (fonctions
spéciales, oscillations des intégrandes). Ainsi, M. Marinescu et N. Marinescu qui s'inté-
ressent aux structures de Halbach [11] mènent des travaux basés sur la linéarisation de
la courbure des aimants pour optimiser des structures à aimantation tournante [12][13].
Cette façon de traiter la problématique des champs exercés par des aimants annulaires et
des forces s'exerçant entre ces anneaux est utilisée par J. P. Yonnet [14] dans l'étude de
la raideur des structures d'anneaux empilés (structures passives) et dans l'étude des ac-
couplements magnétiques [15]. Ces approches ont l'intérêt d'être totalement analytiques
et conduisent J. Delamare à comparer les performances de di�érentes structures d'aimants
utilisées pour la conception de paliers magnétiques [16]. Ces approches analytiques sont
également employées par F. Bancel, M. Berkouk, P. Elies, J. F. Charpentier, G. Lemar-
quand et V. Lemarquand pour optimiser les structures à aimants permanents (capteurs,
actionneurs, accouplements) [17]-[22]. Par ailleurs, S. M. Huang et C. K. Sung utilisent un
modèle bidimensionnel pour calculer le moment transmis entre aimants permanents [23].
Très récemment, A. E. Marble propose des formules analytiques 2D pour étudier le champ
lointain créé par une structure de type IRM [24].

La deuxième façon d'aborder le calcul du champ créé par des aimants est d'utiliser
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des formulations tridimensionnelles qui tiennent compte de l'e�et de courbure des anneaux
aimantés radialement et axialement. En 1991, B. Azzerboni, E. Cardelli, M. Raugi, A. Tel-
lini et G. Tina emploient le potentiel vecteur pour calculer le champ magnétique créé par
des courants circulant dans des disques conducteurs [25]. Les trois composantes du champ
magnétique sont présentées sous formes semi-analytiques basées sur une ou deux intégrales
numériques selon le cas. Ces expressions sont ensuite simpli�ées par B. Azzerboni et E. Car-
delli en 1993 [26]. Ces années sont aussi marquées par des travaux concernant l'utilisation
d'aimants dont le produit énergétique est élevé pour la conception d'accouplements magné-
tiques, comme le montrent les travaux de M. M. Nagrial [27].

E. P. Furlani, S. Reznik et A. Kroll poursuivent ces travaux en établissant une formula-
tion 3D semi-analytique du champ magnétique créé par des cylindres polarisés radialement
[28]. E. P. Furlani et M. A. Knewtson reprennent cette méthodologie en 1997 et utilisent
des formules 3D dans le cas de cylindres aimantés axialement [29]. Cette même année,
E. P. Furlani applique ces résultats pour l'amélioration de moteurs d'aimants permanents
de type NdFeB [30]. Notons par ailleurs que E. P. Furlani propose des modèles analytiques
de forces et couples s'exerçant entre des aimants courbes pour l'optimisation d'accouple-
ments magnétiques [31]-[34]. En outre, il établit des modèles 2D [35] et 3D [36] pour
calculer le moment transmis dans les accouplements à entrefer cylindrique. Il utilise ses
modèles pour concevoir des structures dédiées aux accouplements magnétiques [37]. Ses
travaux le conduisent en 2001 à la publication d'un livre traitant des applications de l'élec-
tromécanique [38].

En 1997, S. I. Babic et M. M. Gavrilovic établissent des formulations semi-analytiques
du champ créé par des courants circulant dans des conducteurs courbes [39]. En 1998,
E. Varga et A. Beyer proposent une formulation tridimensionnelle basée sur des intégrales
elliptiques pour déterminer le champ magnétique créé par un cylindre aimanté uniformé-
ment [40]. Cette même année, B. Azzerboni, G. A. Saraceno et E. Cardelli établissent
des formulations semi-analytiques du champ magnétique créé par des courants dans des
conducteurs cylindriques. En 2000, S. I. Babic, C. Akyel et M. M. Gavrilovic appliquent
la représentation coulombienne pour évaluer le champ tridimensionnel créé par des distri-
butions de charge [41]. Notons que les expressions supputées par Azzerboni en 1998 sont
simpli�ées en 2002 par S. I. Babic, C. Akyel, S. Salon et S. Kincic [42]. Ces modèles sont
ensuite employés par ces auteurs pour calculer les forces s'exerçant entre bobines parcourues
par des courants en 2003 [43]. Puis, ils sont réduits dans le cas de conducteurs in�niment
�ns en 2004 [44] puis en 2005 [45] dans le cas de géométries plus complexes. Notons en�n
les travaux de M. Lang en 2002 où il expose le calcul du champ créé par un anneau aimanté
axialement ainsi que de la force et la raideur [46].

Dans le même temps, O.-M. Kwon, Chinnawat Surussavadee, M. V. K. Chari, S. Sa-
lon et K. Sivasubramaniam se servent d'expansions sérielles pour s'a�ranchir des intégrales
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

elliptiques dans l'étude du champ magnétique lointain pour déterminer les défauts géo-
métriques des moteurs à aimants permanents [47][48]. Cette expansion sérielle, basée sur
l'utilisation de fonctions toroïdales est reprise par J. P. Selvaggi, S. Salon, O.-M Kwon,
M. V. K. Chari et M. DeBortoli en 2007 [49][50] pour évaluer le champ magnétique créé
par des sources cylindriques. Cette année 2007 témoigne d'un intérêt grandissant pour
déterminer le champ magnétique créé par des anneaux ou tuiles aimantés radialement.
H. L. Rakotoarison, J. P. Yonnet et B. Delinchant utilisent le modèle coulombien pour
calculer le potentiel scalaire et les trois expressions semi-analytiques du champ magnétique
créé par une tuile aimantée radialement [51]. E. A. Perigo, R. N. Faria et C. C. Motta
utilisent un développement taylorien pour évaluer la densité de �ux magnétique produit
par des aimants toroïdaux [52]. Y. Zhilichev emploie l'équation de Laplace et la méthode
de séparation des variables pour caractériser le champ magnétique créé par une machine à
aimants permanents [53]. J. Conway utilise une formulation intégrale basée sur les fonc-
tions de Bessel pour déduire l'inductance entre bobines avec [54] ou sans l'utilisation du
potentiel vecteur [55].

Ainsi, de nombreux travaux sur la modélisation analytique montrent clairement l'inté-
rêt d'utiliser des modèles analytiques. Ces études permettent de concevoir des sources de
�ux intenses, comme le montrent les travaux de M. Abele et H. A. Leupold [56][57] en
collaboration avec E. Potenziani II [58]. En parallèle, d'autres auteurs comme M. Aydin,
Z. Zhu, T. Lipo et D. Howe utilisent des formules analytiques basées sur l'exploitation de
bases de fonctions trigonométriques pour optimiser les accouplements magnétiques [59].
Notons en�n l'importance des travaux de Z. Q. Zhu et D. Howe [60][61] dans l'étude des
structures de Halbach [62][63]. En 2002 et 2004, Z. Zhu ,Z. Xia et D. Howe étudient ces
structures à l'aide d'approches analytiques basées sur l'équation de Laplace. [64][65].

2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

L'aimant annulaire est utilisé dans les moteurs, les paliers et les transducteurs électromé-
caniques (�gure 2.1). Sa taille et son poids sont des éléments importants dans la conception
de dispositifs à aimants permanents pour des raisons économiques (l'aimant coûte cher) et
pour des raisons scienti�ques (optimisation de structures).

Pour ces raisons, il est intéressant de prédire analytiquement le champ magnétique créé
par un anneau en tout point de l'espace, quels que soient son volume et sa forme. Les deux
grandes familles d'anneaux d'aimant sont les anneaux aimantés radialement et les anneaux
aimantés axialement. Remarquons qu'un anneau aimanté orthoradialement est à stricte-
ment parler un circuit magnétique fermé qui ne produit pas de champ magnétique.
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

Figure 2.1 � Illustration de di�érentes structures d'anneaux aimantés (disques et anneaux),
source : http ://www.007magnet.com/ UploadFiles/ 20067701429249.jpg

2.2.1 Anneau aimanté radialement

Nous exposons les modèles utilisés pour établir les expressions du champ magnétique
3D créé par un anneau aimanté radialement. Deux méthodes analytiques sont employées :
le modèle coulombien et le modèle ampérien.

L'approche coulombienne

Dans l'approche coulombienne, un anneau aimanté radialement est représenté par des
charges �ctives localisées sur les surfaces et dans le volume de l'aimant. Ainsi, pour un
anneau dont l'aimantation est dirigée vers le centre (�gure 2.2), la surface intérieure de
l'anneau est chargée avec une densité surfacique de pôles magnétiques σs = +J , la surface
extérieure de l'anneau est chargée avec une densité surfacique de pôles magnétiques σs = −J
et le volume est chargé avec la densité volumique de charges σv = J

r , où r est la distance
radiale, J est le module de la polarisation de l'aimant.

En notant r0, un point appartenant à la surface d'intégration de l'anneau, le champ
magnétique ~H(r, z) créé peut être exprimé de la manière suivante :

~H(r, z) =
∫

(V )

σ∗v(~r0)(~r − ~r0)
4πµ0|~r − ~r0|3

d3 ~r0 +
∫

(Sin)

σ∗s(~r0)(~r − ~r0)
4πµ0|~r − ~r0|3

d2 ~r0

−
∫

(Sout)

σ∗s(~r0)(~r − ~r0)
4πµ0|~r − ~r0|3

d2 ~r0 (2.1)
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Figure 2.2 � Représentation d'un anneau aimanté radialement vers le centre dans l'ap-
proche coulombienne

avec

(~r − ~r0)
|~r − ~r0|3

=
(r − ri cos(θ̃)) ~ur − ri sin(θ̃)~uθ + (z − z̃)~uz

(r2 + r2
i − 2rri cos(θ̃) + (z − z̃)2)

3
2

(2.2)

où i = 1 pour d~r0
2 = dSin = r1dθ̃dz̃, i = 2 pour d~r0

2 = dSout = r2dθ̃dz̃, i = ˜[•] pour
d~r3

0 = r̃dr̃dθ̃dz̃.

L'intégration de l'équation (2.1) permet de calculer les trois composantes : Hr(r, z),
Hθ(r, z) and Hz(r, z). Notons que la composante azimutale Hθ(r, z) est 0 à cause de la
symétrie cylindrique.
Par ailleurs, la composante radiale Hr(r, z) est donnée par :

Hr(r, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)
(
Sri,j + V r

i,j + Ni,j

)
(2.3)

avec

Sri,j = α
(0)
i,j

(
α

(1)
i F∗

[
α

(2)
i,j , α

(3)
i

]
+ α

(4)
i Π∗

[
α

(2)
i,j , α

(5)
i , α

(6)
i

])
(2.4)

V r
i,j = f(z − zj , r2 + r2

i + (z − zj)2, 2rri,−1)

−f(z − zj , r2 + r2
i + (z − zj)2, 2rri, 1) (2.5)

et

f(a, b, c, u) = −η
(
β(1) + β(2)

)
(2.6)
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

Paramètres

α
(0)
i,j

J
√

2
4πµ0

ri(−z+zj)
(2rir)3/2α

(1)
i

α
(1)
i r2

i + r2 + 2rir

α
(2)
i,j

√
4rir

α
(1)
i +(z−zj)2

α
(3)
i

√
α1
i+(z−zj)2

4rir

α
(4)
i 2rir2 − ri(r2

i + r2)

α
(5)
i

α
(1)
i +(z−zj)2

α
(1)
i

α
(6)
i

√
2(α

(1)
i +(z−zj)2)

4rir

Table 2.1 � Paramètres utilisés pour le calcul des contributions de charges surfaciques dans
la détermination de la composante radiale Hr(r, z)

η = β(3)
[
(b− c)E∗

[
β(4), β(5)

]
+ cF∗

[
β(4), β(5)

]]
+β(6)

[
(b− a2)F∗

[
β(7), β(8)

]
+ (b− a2 + c)Π∗

[
β(9), β(7), β(8)

]]
−β(10) − β(11)

(2.7)

Ni,j =
∫ −1

1
(1− u2) arctan

[
(ri − ru)(z − zj)√

r2(u2 − 1)ξ

]
du (2.8)

ξ =
√
r2 + r2

i − 2rriu+ (z − zj)2 (2.9)

La composante axiale Hz(r, z) du champ est donnée par :

Hz(r, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)
(
Szi,j + V z

i,j

)
(2.10)

avec

Szi,j =
2ri

(r − ri)2 + (z − zj)2
K∗

[
− 4rri

(r − ri)2 + (z − zj)2

]
(2.11)

V z
i,j =

∫ 2π

0
tanh−1


√
r2 + r2

i + (z − zj)2 − 2rri cos(θ̃)

ri − r cos(θ̃)

 (2.12)
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Paramètres

β(1) a
√

1− u2
√

b−cu
b+c + a

√
c(1+u)

c
√

1−u2

β(2) a(a2+b) arcsin[u]

c
√
b+c

√
b− cu

β(3) (1 + u)
√

c(u−1)
b−c

β(4) arcsin
[√

b−cu
b+c

]
β(5) b+c

b−c

β(6)
√

1− u2
√

c(1+u)
b+c

β(7) arcsin
[√

1+u
2

]
β(8) 2c

b+c

β(9) 2c
b+c−a2

β(10) −2
√

1− u2 log[a+
√
b− cu]

β(11) −
√
x
c log

[
4c2(c+a2u−bu+

√
x
√

1−u2)
x

3
2 (a2−b+cu)

]
x −a4 + 2a2b− b2 + c2

Table 2.2 � Paramètres utilisés pour la détermination de la contribution de charges volu-
miques dans le calcul de Hr(r, z)

Les fonctions spéciales utilisées sont les suivantes :

K∗ [m] = F∗
[
π

2
,m
]

(2.13)

F∗ [φ,m] =
∫ φ

0

1√
1−m sin(θ)2

dθ (2.14)

Π∗ [n, φ,m] =
∫ φ

0

1
(1− n sin(θ)2)

√
1−m sin(θ)2

dθ (2.15)

L'expression de la composante axiale est illustrée à la �gure 2.3 où on représente cette
composante en fonction du point d'observation r. Nous prenons les dimensions suivantes :
r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0029 m, J = 1 T.

Les expressions tridimensionnelles du champ sont donc exprimées en fonction d'inté-
grales elliptiques complètes ([Ravaud-A],[66]). Ces intégrales sont complètes du fait de la
connexité de l'anneau (l'intégration angulaire va de 0 à 2π).
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

Figure 2.3 � Représentation 2D de la composante radiale du champ créé par un anneau
à section carrée aimanté radialement vers l'intérieur ( r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 =
0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m (plan médian), J = 1 T) ; la discontinuité du champ
radial tend vers 800000 A/m pour r = 0.025 m et r = 0.028 m ; la composante radiale
du champ démagnétisant vaut 400.378 kA/m dans le milieu de l'anneau (c'est-à-dire pour
r = 0.0265 m et z = 0.0015 m)

Le modèle coulombien implique un formalisme constitué d'une partie basée sur des
intégrales elliptiques, et une autre partie semi-analytique utilisant une intégration numé-
rique ([Ravaud-B],[67]). En e�et, dans l'approche coulombienne, la contribution due aux
charges volumiques s'écrit en une partie analytique (basée sur des intégrales elliptiques)
et une partie semi-analytique (nécessitant une intégration numérique). Pour des anneaux
radialement �ns, on peut omettre la contribution de charges volumiques a�n d'obtenir des
temps de calcul très courts (1 seconde pour un processeur 1 GHz). Cependant, cette contri-
bution doit être prise en compte en champ lointain ([Ravaud-D],[68]). Elle est d'ailleurs
obligatoire pour assurer l'équilibre des charges �ctives dans l'approche coulombienne.

L'approche ampérienne

Le modèle ampérien est plus adapté pour évaluer le champ magnétique créé par un
anneau aimanté radialement. Dans l'approche ampérienne, un anneau aimanté radialement
est représenté par deux nappes de courants �ctifs circulant sur la face inférieure et la face
supérieure de l'anneau. Par exemple, un anneau dont l'aimantation est dirigée vers le centre
est représenté par une nappe de courant dont le vecteur instantané est dirigé dans le sens
inverse des aiguilles d'une montre sur la face supérieure et d'une nappe de courant dont le
vecteur instantané est dirigé dans le sens des aiguilles d'une montre sur la face inférieure
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.4 � Représentation d'un anneau aimanté radialement vers le centre dans l'ap-
proche ampérienne

(voir �gure 2.4).

Si on note ~k le vecteur densité de courant circulant sur les deux faces (face inférieure
et face supérieure de l'anneau aimanté radialement), le rapport entre ce vecteur densité de
courant et le vecteur polarisation de l'anneau est le suivant :

∣∣∣~k∣∣∣ =

∣∣∣ ~J ∣∣∣
µ0

(2.16)

La circulation de ces courants �ctifs est intrinsèquement liée à l'existence d'un potentiel
vecteur ~A(~r) qui s'exprime de la façon suivante :

~A(~r) =
µ0

4π

∫
Sup

~k(~r′)∣∣∣~r − ~r′∣∣∣dS̃up −
∫
Sdown

~k(~r′)∣∣∣~r − ~r′∣∣∣dS̃down
 (2.17)

où Sup est la face supérieure de l'anneau, (z = z2) et Sdown est la face inférieure de l'anneau
(z = z1). Par ailleurs, la densité volumique de courants �ctifs est nulle car la polarisation
est supposée parfaitement radiale :

~kv =
~∇∧ ~J
µ0

= ~0 (2.18)

De ce fait, le champ magnétique se calcule avec :

~H(~r) =
1
µ0

~∇∧ ~A(~r) = Hr(r, z)~ur +Hz(r, z)~uz (2.19)

On trouve :

Hr(r, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
k=1

(−1)i+k (g(i, k, 2π)− g(i, k, 0)) (2.20)
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

avec

g(i, k, θ̃) = 2(z − zk)f(r2 + (z − zk)2, r2 + r2
i + (z − zk)2, rri,−r2 − 2(z − zk)2, θ̃) (2.21)

où

f(a, b, e, c, x, θ̃) = η
(
2ξ1(2ce2 + ξ2)

)
F∗ [φ2, φ3]

+η
(
−e2(c− x)(bx

√
2 + 2ξ1)

)
Π∗

[
φ+

1 , φ2, φ3

]
+η

(
e2(c− x)(bx

√
2− 2ξ1)

)
Π∗

[
φ−1 , φ2, φ3

]
−2ηax

(
xe2 − ce2

√
2 + bξ1

)
Π∗

[
φ+
1 , φ2, φ3

]
−2ηax

(
−xe2 + ce2

√
2 + bξ1

)
Π∗

[
φ−1 , φ2, φ3

]
(2.22)

où F∗ [x,y] et Π∗ [x,y, z] sont des intégrales elliptiques de deuxième et troisième espèce.
Par ailleurs,les paramètres ξ1, ξ2, η sont dé�nis de la manière suivante :

ξ1 =
√
e2x(x− c)

ξ2 = x(b2 − 2e2)

η =
i

√
−e2 sin(θ̃)2

(b−2e)2
csc(θ̃)

2
√
−1
b+2exξ1(2ce2 + ξ2)

(2.23)

Les arguments des intégrales elliptiques sont les suivants :

φ+,−
1 =

(b+ 2e)x
bx±

√
2
√
xe2(x− c)

φ2 = i sinh−1

√ −1
b+ 2e

√
b− 2e cos(θ̃)


φ3 =

b+ 2e
b− 2e

(2.24)

La composante axiale du champ est déterminée à partir du potentiel vecteur ~A(~r) par
l'équation suivante :

Hz(r, z) = ~H(~r) • ~uz =
(

1
µ0

~∇∧ ~A(~r)
)
• ~uz (2.25)
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.5 � Représentations 2D de la composante axiale du champ créé par un anneau
aimanté radialement vers l'intérieur en fonction de r pour plusieurs altitudes (courbe bleue :
z = 0.0031 m, courbe verte : z = 0.0025 m, courbe noire : z = 0.002 m) avec les dimensions
suivantes : r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, J = 1 T ; pour
z = 0.0031 m, la composante axiale du champ magnétique est déterminée juste au-dessus
de l'anneau, à 0.1 mm de sa face supérieure. Pour z = 0.0015 m, la composante axiale du
champ est 0 kA/m (dans le plan médian)

On trouve :

Hz(r, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
k=1

(−1)i+k (I1(r, z) + I2(r, z)) (2.26)

avec

I1(r, z) =
−4ri√

(r − ri)2 + (z − zk)2
K∗

[ −4rri
(r − ri)2 + (z − zk)2

]
(2.27)

où K∗ [x] est l'intégrale elliptique complète de première espèce.

I2(r, z) =
∫ 2π

0
ln
[
ri − r cos(θ̃) +

√
r2 + r2

i + (z − zk)2 − 2rri cos(θ̃)
]
dθ̃ (2.28)

On illustre cette expression à la �gure 2.5 où on représente la composante axiale du champ
en fonction du point d'observation r pour plusieurs altitudes. Les dimensions utilisées sont
précisées dans la légende de la �gure 2.5.

Dans l'approche ampérienne, la composante radiale du champ s'écrit seulement en fonc-
tions d'intégrales elliptiques et aucune intégration numérique supplémentaire n'est requise
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

Figure 2.6 � Représentation 3D de la composante radiale créée par un anneau aimanté
radialement en fonction de r (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z =
0.0015 m, J = 1 T), r varie de 0 m à 0.023 m : on montre ici l'utilité d'un formalisme 3D
dans la représentation du champ magnétique créé par une structure de topologie cylindrique,
le champ radial est déterminé dans l'entrefer d'un haut-parleur sans fer.

([Ravaud-P],[69]). Par ailleurs, la composante axiale du champ est exprimée avec une
partie semi-analytique moins lourde au niveau calculatoire que celle établie dans l'approche
coulombienne. Précisons que ces deux approches donnent les mêmes résultats.

De telles expressions analytiques tridimensionnelles sont utiles pour représenter le champ
magnétique créé par des aimants annulaires. Par exemple, le champ radial créé par un an-
neau aimanté radialement est représenté en fonction de la distance radiale à la �gure 2.6.
Les dimensions utilisées et les paramètres sont dé�nis à la �gure 2.2. Notons que nous avons
représenté sur cette �gure le champ radial dans l'entrefer d'un haut-parleur sans fer com-
posé d'un anneau aimanté radialement.

Le temps de calcul pour représenter en 3D ce champ radial est de 2 secondes pour un
processeur de 2 GHz. Notons que le champ est exact en tout point de l'espace (champ
proche, champ lointain) car nous n'avons utilisé aucune hypothèse simpli�catrice.

2.2.2 Anneau aimanté axialement

Dans le cas de l'anneau aimanté axialement, la maîtrise des deux approches permet de
déduire que le modèle coulombien est plus adapté que le modèle ampérien pour déterminer
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

le champ magnétique créé en tout point de l'espace. En e�et, comme le montre la �gure 2.7,
les densités surfaciques de pôles magnétiques apparaissent seulement sur les faces inférieure
et supérieure de l'anneau dans l'approche coulombienne. Ainsi, les contributions surfaciques
sont plus simples à déterminer mathématiquement que les contributions volumiques qui in-
terviennent dans le cas de l'utilisation de l'approche ampérienne.
En e�et, en adoptant l'approche coulombienne, si on ne considère qu'une face de l'anneau
(par exemple, la face supérieure), le champ magnétique s'écrit :

~H(r, z) =
σ∗

4πµ0

∫ r2

r1

∫ 2π

0

−−−→
P1M∣∣∣−−−→P1M

∣∣∣3 r̃dr̃dθ̃ (2.29)

où
−−−→
P1M désigne le vecteur pointant de la distribution de charge vers un point d'observation.

Comme pour le cas de l'anneau aimanté radialement, la composante azimutale du champ
est nulle pour raisons de symétrie.

Le champ magnétique s'écrit alors seulement en fonction de deux composantes :

~H(r, z) = Hr(r, z)~ur +Hz(r, z)~uz (2.30)

La composante radiale du champ Hr(r, z) s'écrit :

Hr(r, z) =
σ∗

2πµ0
(α(u2)− α(u1)) (2.31)

avec

α(u) = F1(u, r, z)

G1(u, r, z)E∗
arcsin[

√
r2 + r2

2 − 2rr2u+ (z − h)2

(r + r2)2 + (z − h)2
], ψ(r2)


+F1(u, r, z)Π∗

arcsin[

√
r2 + r2

2 − 2rr2u+ (z − h)2

(r + r2)2 + (z − h)2
], ψ(r2)


−F2(u, r, z)

G2(u, r, z)E∗
arcsin[

√
r2 + r2

1 − 2rr1u+ (z − h)2

(r + r1)2 + (z − h)2
], ψ(r1)


−F2(u, r, z)Π∗

arcsin[

√
r2 + r2

1 − 2rr1u+ (z − h)2

(r + r1)2 + (z − h)2
], ψ(r1)


+

(u2 − 1)√
1− u2

log
[
r2 − ru+

√
r2 + r2

2 − 2rr2u+ (z − h)2

]
− (u2 − 1)√

1− u2
log

[
r1 − ru+

√
r2 + r2

1 − 2rr1u+ (z − h)2

]
(2.32)
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où

ψ(α) =
(r + α)2 + (z − h)2

(r − α)2 + (z − h)2
(2.33)

F1(u, r, z) =
1√

1− u2

2r2(1 + u)
√

rr2(u−1)
(r−r2)2+(z−h)2

√
r2+r22−2rr2u+(z−h)2

(r+r2)2+(z−h)2√
rr2(1+u)

(r+r2)2+(z−h)2

√
r2 + r2

2 − 2rr2u+ (z − h)2

(2.34)

F2(u, r, z) =
1√

1− u2

2r1(1 + u)
√

rr1(u−1)
(r−r1)2+(z−h)2

√
r2+r21−2rr1u+(z−h)2

(r+r1)2+(z−h)2√
rr1(1+u)

(r+r1)2+(z−h)2

√
r2 + r2

1 − 2rr1u+ (z − h)2

(2.35)

G1(r, z) =
(r − r1)2 + (z − h)2

2rr1
(2.36)

G2(r, z) =
(r − r2)2 + (z − h)2

2rr2
(2.37)

E∗[k] =
∫ φ=π

2

0

√
1− k2 sin(θ)2dθ (2.38)

Notons que u2 vaut 0,999999999 et u1 vaut -0.999999999. Plus |u1| et |u2| tendent vers
1, plus l'expression de la composante radiale est précise. Remarquons que dans le cas des
discontinuités, nous pouvons utiliser la valeur principale de Cauchy.

La composante axiale Hz(r, z) du champ est exprimée à l'aide d'intégrales elliptiques :

Hz(r, z) =
σ∗

4πµ0
(γ(θ2)− γ(θ1)) (2.39)

avec

γ(θ) = h1(θ)η1(θ)Π∗
 2(c1 + d1)f

2c1f −
√

2
√
d2

1f(−e+ f)
, i sinh−1 [υ1] ,

c1 + d1

c1 − d1


+h2(θ)η1(θ)Π∗

 2(c1 + d1)f

2c1f +
√

2
√
d2

1f(−e+ f)
, i sinh−1 [υ1] ,

c1 + d1

c1 − d1


−h3(θ)η2(θ)Π∗

 2(c2 + d2)f

2c2f −
√

2
√
d2

2f(−e+ f)
, i sinh−1 [υ2] ,

c2 + d2

c2 − d2


−h4(θ)η2(θ)Π∗

 2(c2 + d2)f

2c2f +
√

2
√
d2

2f(−e+ f)
, i sinh−1 [υ2] ,

c2 + d2

c2 − d2


(2.40)
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Figure 2.7 � Représentation d'un anneau aimanté axialement vers le haut dans l'approche
coulombienne

où Π∗[n, φ,m] est une intégrale elliptique de troisième espèce et υi est donnée dans l'équa-
tion suivante :

υi =

√
−1

ci + di

√
ci − di cos(θ) (2.41)

Les expressions déterminées sont plus générales que celles établies par Durand [1] car
nous n'utilisons pas la fonction signe ([Ravaud-A],[66]). Les résultats sont numériquement
équivalents et sont utiles pour optimiser en un temps de calcul très court des structures
utilisant des anneaux aimantés axialement (1.6 s pour un processeur de 2 GHz). Ces ex-
pressions ont également été simpli�ées par Babic et Akyel [70].

Le champ radial est illustré à la �gure 2.8 en fonction de la distance radiale pour plu-
sieurs altitudes avec les mêmes dimensions que celles choisies dans l'illustration précédente
(�gure 2.6)(r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, J = 1 T). Tous les
paramètres sont dé�nis dans la légende de la �gure 2.8.

La composante axiale du champ magnétique créé par un anneau aimanté axialement est
illustrée à la �gure 2.9 où les paramètres utilisés sont dé�nis dans la légende.

2.2.3 Intérêt d'utilisation des formulations 3D dans l'étude du champ

magnétique créé par des anneaux

Les expressions tridimensionnelles des composantes du champ magnétique créé par un
anneau aimanté radialement sont relativement complexes puisqu'elles requièrent le calcul
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

Figure 2.8 � Représentations 2D de la composante radiale du champ créé par un anneau
aimanté axialement vers le haut en fonction de r pour plusieurs altitudes (courbe bleue :
z = 0.0031 m, courbe verte : z = 0.0025 m, courbe noire : z = 0.002 m) avec les dimensions
suivantes : r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, J = 1 T ; pour
z = 0.0031 m, la composante radiale du champ magnétique est déterminée juste au-dessus
de l'anneau, à 0.1 mm de sa face supérieure.

Figure 2.9 � Représentation 2D de la composante axiale du champ créé par un anneau à
section carrée aimanté axialement vers le haut (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m,
z2 = 0.003 m, z = 0.0031 m (juste au dessus de l'aimant), J = 1 T) ; le champ axial est
presque uniforme juste au-dessus de la face supérieure de l'anneau (à 0.1 mm de la face
supérieure de l'anneau)
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numérique d'intégrales elliptiques. En conséquence, un aimant annulaire est souvent rem-
placé par un aimant parallélépipédique in�ni et le champ magnétique en champ proche
est supposé être le même que celui produit par un aimant annulaire. Les expressions du
champ produit sont totalement analytiques et se révèlent être plus simples à utiliser, leur
temps de calcul étant également considérablement réduit. Nous utilisons dans ce manuscrit
le terme de formules linéarisées [6]. Cette notion de formules linéarisées est similaire à
l'emploi du terme d'approximation linéaire. Notons que cette façon de procéder est large-
ment employée, comme en témoignent les références citées dans l'état de l'art de ce chapitre.

Cependant, nous démontrons dans cette thèse que l'utilisation de formules linéarisées
induit des erreurs allant de 5 à 10 pour cent pour les grandes dimensions en champ proche
et ne sont plus valides pour les dispositifs de petite taille.

La �gure 2.10 illustre bien les limites de l'utilisation de formules 2D. En e�et, dé�nissant
l'erreur relative ∆Hr

Hr
de la façon suivante :

∆Hr

Hr
=

∣∣∣∣∣H
(3D)
r (r, z)−H(2D)

r (r, z)

H
(3D)
r (r, z)

∣∣∣∣∣ (2.42)

où H
(3D)
r (r, z) est la composante radiale obtenue avec l'approche 3D et H

(2D)
r (r, z) est la

composante radiale obtenue avec d'approche 2D (c'est-à-dire linéarisée). On trace cette
erreur relative à la �gure 2.10 pour di�érents rayons de courbure rin et pour di�érentes
positions radiales du point d'observation.

La �gure 2.10 montre clairement que pour des rayons intérieurs d'anneau de l'ordre de
2 cm (rin = 0.02 m sur la �gure 2.10), l'erreur relative commise est au moins de 10% quand
le point d'observation est situé au niveau de la face inférieure de l'anneau. Cette erreur
relative atteint pratiquement 20% lorsque le point d'observation r vaut les 9/10 du rayon
intérieur.

Pour des rayons plus grands (rin = 0.1 m), cette erreur relative est plus faible et sa
décroissance varie en fonction de la position du point d'observation. Par exemple, cette
erreur est d'environ 5% quand le point d'observation vaut 0.98 fois le rayon intérieur. De
plus, le champ lointain n'est jamais déterminé précisément, avec une approche linéarisée
pour des dispositifs dont le rayon vaut 10 cm.

2.2.4 Le théorème de permutation des composantes

Les composantes du champ créé par des aimants parallélépipédiques à section carrée,
in�nis dans une direction, et dont les aimantations sont orthogonales, sont liées mathémati-
quement [9]([Ravaud-D],[68]). Considérons deux aimants parallélépipédiques in�nis dont
les polarisations sont orthogonales, comme le montre la �gure 2.11. Sur la �gure 2.11-1,
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2.2 Champ magnétique 3D créé par un aimant annulaire

Figure 2.10 � Représentation de l'erreur relative en fonction de di�érents rayons intérieurs
et de di�érents points d'observation ; z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m (plan médian),
J = 1 T. rin désigne le rayon de courbure de l'anneau et rout est négligée pour cette com-
paraison : on ne regarde que l'in�uence de la courbure d'une face sur le champ magnétique
produit. Par exemple, pour r = 0.9rin, l'erreur commise sur le champ est de 18% pour un
rayon de courbure de 0.02 m et de 15.5% pour un rayon de courbure de 0.1 m

l'aimantation de l'aimant est dirigée suivant ~uz. Sur la �gure 2.11-2, l'aimantation de l'ai-
mant est dirigée suivant −~ux.

Les deux composantes du champ magnétique s'écrivent :

H(1)
z (x, z) = H(2)

x (x, z)
H(1)
x (x, z) = −H(2)

z (x, z)
(2.43)

Le module du champ est le même dans les deux cas. Ceci montre que les deux con�gura-
tions montrées à la �gure 2.11 sont absolument équivalentes en terme de source magnétique.

Dans le cas d'anneaux aimantés radialement et axialement, ces équations ne sont plus
valides et montrent que le théorème de permutation n'est plus applicable à des anneaux.
Ceci prouve que le champ magnétique produit par un anneau aimanté radialement est dif-
férent de celui produit par un anneau aimanté axialement. Ainsi, les paliers passifs formés
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.11 � Représentation de deux aimants parallélépipédiques in�nis dans une direction
et dont les aimantations sont orthogonales

avec des anneaux aimantés radialement n'ont pas les mêmes propriétés mécaniques que les
paliers passifs formés avec des anneaux aimantés axialement. Cette di�érence est d'ailleurs
d'autant plus grande que les rayons sont petits ([Ravaud-D],[68]).

2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Les tuiles sont majoritairement employées dans les machines électriques, les capteurs,
les accouplements magnétiques ou encore les moteurs (�gure 2.12). Si le cas des tuiles ai-
mantées radialement est étudié [51], les expressions analytiques du champ magnétique créé
par des tuiles avec d'autres aimantations (aimantations axiales, orthoradiales, uniformes,
arbitraires) sont présentées dans cette thèse. Ces tuiles sont fréquemment utilisées dans
la conception de capteurs, d'actionneurs, ou encore dans les structures de Halbach. Nous
présentons ici de telles structures et les perspectives qu'ouvrent l'utilisation de modèles
totalement analytiques pour les modéliser.
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Figure 2.12 � Illustration de di�érentes tuiles d'aimant avec des rayons de courbure di�é-
rents (technologie Samarium Cobalt, source : http :// www.chinahpmg.com/ ProductPicture-
china/th/ SmCo-Magnets-Smco-Tile-458-0.jpg)

2.3.1 Tuile aimantée radialement

La tuile aimantée radialement est largement utilisée dans la conception de machines
électriques. L'expression du champ magnétique créé par une tuile in�niment �ne dont l'ai-
mantation est parfaitement radiale ([Ravaud-B],[71]) est établie en utilisant le modèle
coulombien ([Ravaud-C],[67]). Dans cette con�guration, l'expression de la composante
azimutale Hθ(r, θ, z) est totalement analytique car elle ne nécessite pas l'utilisation d'inté-
grales elliptiques incomplètes. La densité volumique de charge peut être négligée en champ
proche puisque sa contribution entraîne systématiquement une formulation semi-analytique
(sauf pour Hθ(r, θ, z)). Néanmoins, cette densité volumique de charge doit être prise en
compte en champ lointain. Ces expressions sont donc applicables à des tuiles épaisses ou à
des tuiles �nes. Nous donnons ici les expressions des trois composantes du champ créé par
des tuiles minces ou épaisses dans l'approche coulombienne. Le champ magnétique dépend
cette fois-ci des trois coordonnées (r, θ, z) et s'écrit donc :

~H(r, θ, z) = Hr(r, θ, z)~ur +Hθ(r, θ, z)~uθ +Hz(r, θ, z)~uz (2.44)

En adoptant la même démarche que celle utilisée dans le cas de l'anneau aimanté radiale-
ment, la composante radiale Hr(r, θ, z) est réduite de la façon suivante :

Hr(r, θ, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k−1)
(
Sri,j,k + V r

i,j,k

)
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

+
2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)Ni,j (2.45)

où

Sri,j,k = α
(0)
i,j

(
α

(1)
i F∗

[
α

(2)
i,j,k, α

(3)
i,k

]
+ α

(4)
i Π∗

[
α

(2)
i,j,k, α

(5)
i,k , α

(6)
i,k

])
(2.46)

et

V r
i,j,k = −f(z − zj , r2 + r2

i + (z − zj)2, 2rri, cos(θ − θk))(
β(1) + β(2)

) (2.47)

La fonction f(a, b, c, u) est donnée par :

f(a, b, c, u) = β(3)
[
(b− c)E∗

[
β(4), β(5)

]
+ cF∗

[
β(4), β(5)

]]
+β(6)

[
(b− a2)F∗

[
β(7), β(8)

]]
− β(10) − β(11)

+β(6)
[
(b− a2 + c)Π∗

[
β(9), β(7), β(8)

]]
(2.48)

Ni,j =
∫ cos(θ−θ2)

cos(θ−θ1)
(1− u2) arctan

[
(ri − ru)(z − zj)√

r2(u2 − 1)ξ1

]
du (2.49)

avec

ξ1 =
√
r2 + r2

i − 2rriu+ (z − zj)2 (2.50)

Il est intéressant de noter que les contributions de charges volumiques se décomposent
en deux parties. Une partie est exprimable en fonction d'intégrales elliptiques classiques
(terme V r

i,j,k dans l'équation 2.45) alors qu'une seconde partie nécessite l'utilisation d'une
intégrale numérique (terme Ni,j dans l'équation 2.45 et dé�ni dans l'équation 2.49).

La composante azimutale du champ Hθ(r, θ, z) est donnée par

Hθ(r, θ, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k−1)
(
Sθi,j,k + V θ

i,j,k

)
(2.51)

où

Sθi,j,k = − (z − zj)
r
√
−(z − zj)2

arctan

 ξ2√
−(z − zj)2

 (2.52)

avec

ξ2 =
√
r2
i + r2 + (z − zj)2 − 2rri cos(θ − θk) (2.53)
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Paramètres

α
(0)
i,j

J
√

2
4πµ0

ri(−z+zj)
(2rir)3/2α

(1)
i

α
(1)
i r2

i + r2 + 2rir

α
(2)
i,j,k cos( θ−θk2 )

√
4rir

α
(1)
i +(z−zj)2

α
(3)
i,k

√
α1
i+(z−zj)2

4rir

α
(4)
i 2rir2 − ri(r2

i + r2)

α
(5)
i,k

α
(1)
i +(z−zj)2

α
(1)
i

α
(6)
i,k

√
2(α

(1)
i +(z−zj)2)

4rir

β(1) a
√

1− u2
√

b−cu
b+c + a

√
c(1+u)

c
√

1−u2

β(2) a(a2+b) arcsin[u]

c
√
b+c

√
b− cu

β(3) (1 + u)
√

c(u−1)
b−c

β(4) arcsin
[√

b−cu
b+c

]
β(5) b+c

b−c

β(6)
√

1− u2
√

c(1+u)
b+c

β(7) arcsin
[√

1+u
2

]
β(8) 2c

b+c

β(9) 2c
b+c−a2

β(10) −2
√

1− u2 log[a+
√
b− cu]

β(11) −
√
x
c log

[
4c2(c+a2u−bu+

√
x
√

1−u2)
x1.5(a2−b+cu)

]
x −a4 + 2a2b− b2 + c2

α ri − r cos(θ − θk)
ξ

√
r2 + r2

i + (z − zj)2 − 2rri cos(θ − θk)

Table 2.3 � Paramètres utilisés dans l'expression de la composante radiale du champ
Hr(r, θ, z)

et

V θ
i,j,k =

1
r

(−zj − α log [z − zj + ξ] + (z − zj) log [α+ ξ])
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+ sin(θ − θk) arctan

[
r sin(θ − θk)

z − zj

]

+ sin(θ − θk) arctan
[

(z − zj)α
r sin(θ − θk)ξ

]
(2.54)

Il est important de noter que, dans l'approche coulombienne, la composante azimu-
tale s'exprime sous forme totalement analytique. En e�et, les contributions volumiques de
charges sont exprimables de manière analytique et ne nécessitent ni l'utilisation de fonctions
spéciales ni d'intégrations numériques.

La composante axiale Hz(r, θ, z) est donnée par :

Hz(r, θ, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k−1)
(
Szi,j,k

)
+

2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)V z
i,j (2.55)

avec

Szi,j,k =
2ri

(r − ri)2 + (z − zj)2
F

[
θ − θk

2
,− 4rri

(r − ri)2 + (z − zj)2

]
(2.56)

et

V z
i,j =

∫ θ2

θ1
tanh−1


√
r2 + r2

i + (z − zj)2 − 2rri cos(θ − θ̃)
ri − r cos(θ − θ̃)

 dθ̃ (2.57)

L'approche coulombienne permet donc l'obtention d'expressions dont le temps de calcul
est très court (1.2 s pour un processeur de 2 GHz).
L'approche ampérienne appliquée à une tuile aimantée radialement permet d'obtenir des
expressions plus réduites dans le sens où l'expression du champ radial est analytique car elle
ne s'exprime qu'avec des intégrales elliptiques ([Ravaud-P],[69]). On dé�nit l'opérateur
somme ℘i,j,k [•] pour l'écriture des trois composantes du champ magnétique :

℘i,j,k [•] =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)i+j+k [•] (2.58)

Dans l'approche ampérienne (�gure 2.14), la composante radiale du champ s'écrit :

Hr(r, θ, z) =
J

4πµ0

∫ z2

z1

∫ r2

r1

r̃ sin(θ − θ1)∣∣∣∣~̃r − ~̃r′(θ1, z̃)
∣∣∣∣3dr̃dz̃

− J

4πµ0

∫ z2

z1

∫ r2

r1

r̃ sin(θ − θ2)∣∣∣∣~̃r − ~̃r′(θ2, z̃)
∣∣∣∣3dr̃dz̃
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Figure 2.13 � Représentation d'une tuile aimantée radialement vers le centre dans l'ana-
logie coulombienne

+
J

4πµ0

∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

(z − z2) cos(θ − θ̃)∣∣∣∣~̃r − ~̃r′(θ̃, z2)
∣∣∣∣3 r̃dθ̃dr̃

− J

4πµ0

∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

(z − z1) cos(θ − θ̃)∣∣∣∣~̃r − ~̃r′(θ̃, z1)
∣∣∣∣3 r̃dθ̃dr̃

(2.59)

où
1∣∣∣∣~̃r − ~̃r′(α, β)

∣∣∣∣ =
1√

r2 + r̃2 − 2rr̃ cos(θ − α) + (z − β)2
(2.60)

Cette expression se réduit en une formulation analytique basée sur l'utilisation d'intégrales
elliptiques :

Hr(r, θ, z) = ℘i,j,k [g(i, k, θ − θj) + ki,j,k + li,j,k]
(2.61)

ki,j,k = sin(θ − θj) ln [Yi,j,k] (2.62)
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.14 � Représentation d'une tuile aimantée radialement vers le centre dans l'ana-
logie ampérienne

li,j,k = − cos(θ − θj) arctan [Xi,j,k] (2.63)

avec

Yi,j,k = (z − zk) +
√
r2 + r2

i + (z − zk)2 − 2rri cos(θ − θj)

Xi,j,k =
(z − zk)(ri − r cos(θ − θj))

r sin(θ − θj)
√
r2 + r2

i + (z − zk)2 − 2rri cos(θ − θj)
(2.64)

Les fonctions ki,j,k et li,j,k sont basées sur une formulation totalement analytique. Ces
fonctions proviennent des densités de charges localisées sur les faces planes des tuiles. Il
est donc intéressant de noter qu'une contribution plane de charges peut s'écrire dans un
problème à symétrie de révolution à l'aide des fonctions usuelles telles que l'arctangente ou
le logarithme. On peut illustrer l'expression de la composante radiale à la �gure 2.15 où on
trace cette composante en fonction du point d'observation r avec les dimensions suivantes :
r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m, J = 1 T, θ1 = 0 rad,
θ2 = π

8 rad, θ = π
16 rad.

36



2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Figure 2.15 � Représentation 2D de la composante radiale en fonction du point d'observa-
tion r ; (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m, J = 1 T,
θ1 = 0 rad, θ2 = π

8 rad, θ = π
16 rad, c'est-à-dire dans le plan médian de la tuile) ; la compo-

sante axiale du champ démagnétisant vaut 379.139 kA/m au milieu de la tuile, c'est-à-dire
pour z = 0.0015 m, r = 0.0265 m, θ = π

16 rad. La discontinuité du champ radial tend vers
800000 A/m pour r = 0.025 m et r = 0.028 m

La composante azimutale Hθ(r, θ, z) s'écrit :

Hθ(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
j=1

(−1)j

∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

(z − z̃) sin(θ − θ̃)∣∣∣~r − ~r′j(r̃, θ̃)∣∣∣3
 r̃dr̃dθ̃

+
J

4πµ0

2∑
j=1

(−1)j

∫ r2

r1

∫ z2

z1

r − r̃ cos(θ − θj)∣∣∣~r − ~r′(r̃, z̃)∣∣∣3
 dr̃dz̃

(2.65)

avec

1∣∣∣~r − ~r′j(α, β)
∣∣∣ =

1√
r2 + α2 − 2rα cos(θ − β) + (z − zj)2

1∣∣∣~r − ~r′(α, β)
∣∣∣ =

1√
r2 + α2 − 2rα cos(θ − θj) + (z − β)2

(2.66)

Cette expression se réduit à :

Hθ(r, θ, z) = ℘i,j,k [− cos(θ − θj) ln [Yi,j,k]− sin(θ − θj) arctan [Xi,j,k]]
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.16 � Représentation 2D de la composante azimutale du champ magnétique créé par
une tuile aimantée radialement vers le centre en fonction de θ ; (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m,
r = 0.026 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m, J = 1 T, θ1 = 0 rad, θ2 = π

8 rad).
Le point d'observation r est situé au tiers de la tuile au niveau de sa largeur radiale. Il y a
continuité de cette composante au passage des faces droites de la tuile

+℘i,j,k

[
(z − zk)

r
(ri − r cos(θ − θj) + ξi,j,k)

]
(2.67)

où
ξi,j,k =

√
r2 + r2

i + (z − zk)2 − 2rri cos(θ − θj) (2.68)

Les fonctions utilisées pour calculer la composante azimutale du champ Hθ(r, θ, z) utilisent
toutes des fonctions usuelles et sont dans ce sens analytiques. Ce champ azimutal peut
s'écrire de façon totalement analytique dans l'analogie coulombienne ou dans l'analogie
ampérienne. On peut illustrer l'expression de la composante azimutale à la �gure 2.16 où
on trace cette composante en fonction de θ avec les dimensions suivantes : r1 = 0.025 m,
r2 = 0.028 m, r = 0.026 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m, J = 1 T, θ1 = 0 rad,
θ2 = π

4 rad, θ = π rad.

La composante axiale Hz(r, θ, z) s'écrit :

Hz(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
j=1

(−1)j
∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

rr̃ cos(θ − θ̃)∣∣∣∣~r − ~̃r′(α, γ)
∣∣∣∣3dr̃dθ̃

− J

4πµ0

2∑
j=1

(−1)j
∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

r̃2∣∣∣∣~r − ~̃r′(α, γ)
∣∣∣∣3dr̃dθ̃ (2.69)
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Figure 2.17 � Représentation 2D de la composante axiale du champ magnétique créé par
une tuile aimantée radialement vers le centre en fonction de r ; (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m,
z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.001 m, J = 1 T, θ1 = 0 rad, θ2 = π

8 rad, θ = π
16 rad ). Le

point d'observation z est situé au tiers de la tuile au niveau de sa hauteur. Il y a continuité
de cette composante au passage des faces courbes de la tuile

avec
1∣∣∣∣~r − ~̃r′(α, γ)

∣∣∣∣ =
1√

r2 + γ2 − 2rγ cos(θ − α) + (z − zj)2
(2.70)

Cette expression se réduit de la manière suivante :

Hz(r, θ, z) = ℘i,j,k

[ −2ri
(r − ri)2 + (z − zk)2

F∗
[
θ − θj

2
,− 4rri

(r − ri)2 + (z − zk)2

]]
+

J

4πµ0

∫ θ2

θ1
ln
[
ri − r cos(θ − θ̃) + ξθ̃

]
dθ̃ (2.71)

avec

ξθ̃ =
√
r2 + r2

i + (z − zk)2 − 2rri cos(θ − θ̃) (2.72)

Cette expression est illustrée sur la �gure 2.17 où les dimensions sont précisées dans la
légende.

L'écriture de la composante axiale du champ Hz(r, θ, z) montre qu'il reste encore une
partie semi-analytique qui doit être évaluée numériquement. Le temps de calcul reste ce-
pendant très faible mais la partie semi-analytique, basée sur un logarithme à argument
oscillant semble di�cile à intégrer analytiquement.
Cette approche permet de représenter le champ magnétique créé par une structure alternée
(de type machine électrique) en trois dimensions. A titre d'illustration, on montre à la �gure
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Figure 2.18 � Représentation 3D de la composante radiale du champ magnétique créé par
une structure alternée de 8 tuiles jointives aimantées radialement en fonction de la distance
radiale dans l'entrefer ( r varie de 0 m à 0.024 m) ; les dimensions sont les suivantes :
r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m, J = 1 T. Le champ
est donc déterminé dans le plan médian de la structure (z = 0.0015 m) et chaque tuile a
une largeur angulaire de π

4 rad. La nappe du champ obtenue est lisse au sens topologique.
On montre ici l'intérêt d'utiliser une formulation 3D qui tient compte de la courbure des
aimants

2.18 la représentation tridimensionnelle de la composante radiale du champ magnétique créé
par une structure alternée composée de 8 tuiles jointives aimantées radialement.

La �gure 2.18 illustre à la fois le phénomène de décroissance en 1
r2

du champ et l'on-
dulation de champ qui résulte de l'alternance des tuiles aimantées radialement. Au sens
géométrique du terme, la nappe de champ obtenue est lisse car le champ à l'intérieur de
l'anneau n'est jamais discontinu.

2.3.2 Tuile aimantée uniformément et radialement

Certains aimants modernes de type Néodyme-Fer-Bore sont aimantés à la fois radia-
lement et uniformément, ceci pour des raisons économiques et technologiques (du fait de
l'axe de pressage utilisé). On parle aussi parfois d'aimantation transverse. En conséquence,
les aimantations de ces tuiles dites radiales sont en réalité uniformes, ce qui implique que
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Figure 2.19 � Représentation de deux tuiles : tuile aimantée radialement et tuile aimantée
à la fois uniformément et radialement

le champ magnétique qu'elles produisent est di�érent de celui créé par des tuiles aimantées
radialement. Le vecteur polarisation ~J n'est donc pas le même dans les deux con�gurations,
comme le montre la �gure 2.19.

L'approche analytique adoptée pour modéliser le champ magnétique créé par une tuile
aimantée à la fois uniformément et radialement est le modèle coulombien. En e�et, comme
l'aimantation de la tuile est uniforme, il n'y a pas de densité volumique de charges. En
conséquence, le calcul des trois composantes du champ nécessite la détermination de deux
intégrales dues aux contributions surfaciques des charges magnétiques. Par ailleurs, l'ap-
proche coulombienne est très intuitive puisqu'elle permet de voir où se localisent les densités
surfaciques de pôles magnétiques.

Dans l'approche coulombienne, une tuile aimantée à la fois uniformément et radialement
est représentée à la �gure 2.20. Dans cette approche, les charges magnétiques sont localisées
sur les quatre faces de la tuile aimantée uniformément, ce qui di�ère du cas d'une tuile
aimantée radialement où les charges �ctives sont localisées sur les deux faces courbes et dans
le volume. Ce changement de répartition des charges magnétiques entraîne une modi�cation
de la forme et de la valeur du champ magnétique.
Les densités �ctives de charge magnétique s'obtiennent en calculant la projection du vecteur
polarisation ~J sur les quatre faces de la tuile. On obtient les densités surfaciques suivantes :

~J. ~n1 = (−Jx~ux − Jy~uy) . (− cos(θ)~ux − sin(θ)~uy)

= +J cos(θ − θ1 + θ2

2
)

~J. ~n2 = (−Jx~ux − Jy~uy) . (− sin(θ2)~ux + cos(θ2)~uy)

= +J sin(
θ2 − θ1

2
)
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.20 � Représentation d'une tuile aimantée à la fois uniformément et radialement
dans l'approche coulombienne

~J. ~n3 = (−Jx~ux − Jy~uy) . (+ cos(θ)~ux + sin(θ)~uy)

= −J cos(θ − θ1 + θ2

2
)

~J. ~n4 = (−Jx~ux − Jy~uy) . (+ sin(θ1)~ux − cos(θ1)~uy)

= +J sin(
θ2 − θ1

2
)

(2.73)

De ce fait, le problème est fondamentalement di�érent puisque le pas élémentaire d'intégra-
tion dans le cas des tuiles aimantées uniformément rend impossible l'écriture de l'expression
du champ magnétique sous forme d'intégrales elliptiques classiques ([Ravaud-G],[72]). En
e�et, les dépendances angulaires du numérateur et du dénominateur de l'intégrande tradui-
sant le champ élémentaire créé par une tuile aimantée uniformément et radialement sont
di�érentes. En conséquence, les trois composantes du champ magnétique créé par une tuile
aimantée uniformément et radialement s'expriment en une partie analytique et une inté-
grale que l'on pourrait nommer intégrale elliptique non classique.
On utilise les fonctions suivantes pour l'écriture des trois composantes du champ magné-
tique créé par une tuile d'aimantation à la fois radiale et uniforme.

ξi,j =
√
r2 + r2

i + (z − zj)2 − 2rri cos(θ − θ̃) (2.74)

ηi,k =
√

2r2
i − 4rrixk + r2(1 + x2k) (2.75)

αi,j,k =
√
r2 + r2

i − 2rrixk + (z − zj)2 (2.76)
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

L'approche adoptée ici est donc exactement la même que celle utilisée dans le cas de la
tuile aimantée radialement et de la tuile aimantée axialement. Nous donnons ici directement
l'écriture des trois composantes a�n d'analyser les di�érences mathématiques majeures entre
une tuile aimantée radialement et une tuile aimantée à la fois uniformément et radialement.

La composante radiale s'écrit :

Hr(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)℘(1,r)(i, j)

+
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j)℘(2,r)(i, j, k)

(2.77)

avec

℘(1,r)(i, j) =
∫ θ2

θ1

ri(zj − z)(−r + ri cos(θ − θ̃)) cos( θ1+θ2−2θ̃
2 )

(r2 + r2
i − 2rri cos(θ − θ̃))ξi,j

dθ̃ (2.78)

℘(2,r)(i, j, k) = −r(rxk(x2k − 1) + 2riy2
k)√

−r2(−1 + x2k)ηi,k
arctan

[
(z − zj)ηi,k√

−r2(x2k − 1)αi,j,k

]
−xk log [z − zj + αi,j,k] (2.79)

La fonction ℘(1,r)(i, j) est intéressante dans le sens où elle ressemble à une intégrale el-
liptique classique mais est rigoureusement di�érente. Ceci vient du fait que la variation
angulaire dans le numérateur de l'équation (2.77) est di�érente de la variation angulaire du
dénominateur. En conséquence, l'intégrande oscille mais ne décrit pas le cycle d'oscillation
des intégrales elliptiques classiques. Nous parlons dans cette thèse d'intégrales elliptiques
non classiques.

La composante azimutale s'écrit :

Hθ(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)℘(1,θ)(i, j)

+
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j)℘(2,θ)(i, j, k)

(2.80)

avec

℘(1,θ)(i, j) =
∫ θ2

θ1

r2
i (z − zj) sin(θ − θ̃) cos

(
θ1+θ2−2θ̃

2

)
ξi,j

(
r2 + r2

i − 2rri cos(θ − θ̃)
) dθ̃ (2.81)
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et

℘(2,θ)(i, j, k) =
z − zj
αi,j,k

yk sin
(
θ2 − θ1

2

)
−riyktk
αi,j,k

sin
(
θ2 − θ1

2

)
arctan

[
z − zj
ryk

]
+
rykxktk
αi,j,k

sin
(
θ2 − θ1

2

)
arctan

[
z − zj
ryk

]
(2.82)

Nous retrouvons ici une expression composée d'une intégrale elliptique non classique ℘(1,θ)(i, j)
qui est d'ailleurs di�érente dans sa structure de ℘(1,r)(i, j). Par ailleurs, la deuxième partie
℘(2,θ)(i, j, k) est totalement analytique : notons que cette partie est issue des densités de
charges magnétiques localisées sur les faces planes de la tuile d'aimant.

La composante axiale s'écrit :

Hz(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)℘(1,z)(i, j)

+
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j)℘(2,z)(i, j, k)

(2.83)

avec

℘(1,z)(i, j) =
∫ θ2

θ1

−ri
ξi,j

cos

(
θ1 + θ2 − 2θ̃

2

)
dθ̃ (2.84)

et

℘(2,z)(i, j, k) = sin
(
θ2 − θ1

2

)
log [ri − r cos(θ − θk) + ξi,j ] (2.85)

Nous retrouvons là encore une formulation basée sur l'utilisation d'une intégrale elliptique
non classique ℘(1,z)(i, j) issue des charges localisées sur les faces courbes de la tuile et
d'une partie totalement analytique issue des densités de charges magnétiques localisées
sur les faces planes. Par ailleurs, la structure de cette intégrale elliptique non classique
℘(1,z)(i, j) est également di�érente de celle utilisée dans les expressions de la composante
radiale (℘(1,θ)(i, j)) et de la composante azimutale (℘(1,θ)(i, j)). En outre, comme pour le
cas des intégrales elliptiques classiques (de première espèce, de seconde espèce et de troi-
sième espèce), il semble exister trois types d'intégrales elliptiques non classiques qui sont
utilisées dans l'évaluation du champ magnétique créé par une tuile d'aimant.

Les temps de calcul restent très courts puisque le champ magnétique est évalué en tout
point de l'espace en moins d'une seconde avec un processeur de 2 GHz. Précisons que dans
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

le cas des points singuliers, l'utilisation de la valeur principale de Cauchy permet de s'a�ran-
chir des discontinuités au passage des faces chargées. Cependant, la connaissance de cette
valeur en de tels points est rarement utile dans la plupart des optimisations de dispositifs
à aimants permanents.
La forme du champ magnétique est profondément a�ectée par l'uniformité de l'aimantation
de la tuile. En e�et, les trois composantes du champ magnétique sont modi�ées, comme le
montre la �gure 2.21. Précisons que, sur cette �gure 2.21, les représentations des trois com-
posantes d'une tuile aimantée uniformément sont les courbes qui sont toujours inférieures
en valeur absolue aux autres courbes représentant une tuile aimantée radialement.

Les trois composantes (Hr, Hθ et Hz) sont ainsi diminuées et leur formes modi�ées :
on aperçoit les e�ets de bord résultant des charges localisées sur les faces droites des tuiles
aimantées uniformément sur Hr et Hz.

Fabrication d'anneaux aimantés radialement

Les tuiles aimantées uniformément et radialement sont utilisées pour fabriquer des an-
neaux modernes (technologie Néodyme Fer Bore), supputés aimantés radialement. En pra-
tique, ces tuiles sont collées les unes par rapport aux autres, comme le montre la �gure 2.22.

L'assemblage de tuiles aimantées à la fois uniformément et radialement induit nécessai-
rement des ondulations de champ dont les valeurs moyennes dépendent à la fois du nombre
de tuiles utilisées et des dimensions de l'anneau. Un nombre relativement élevé de tuiles
produit un champ radial pratiquement uniforme, comme le montre la �gure 2.23. Quand la
largeur angulaire vaut π

32 , l'ondulation de champ est relativement faible (trait épais sur la
�gure 2.23)([Ravaud-G],[72]).

A l'inverse, un anneau constitué de 16 tuiles (courbe en pointillés) induit un taux d'on-
dulation plus important et une valeur moyenne de champ plus faible.

Notons que le prototype de haut-parleur sans fer développé au LAUM est constitué
de tuiles aimantées radialement et uniformément. Le champ moyen vu par la bobine dans
l'entrefer étant plus faible, le facteur de force du haut-parleur est plus petit, l'accélération
de la bobine mobile est donc plus faible. En conséquence, ceci induit une diminution du
rendement du haut-parleur. Il est donc important de concevoir de tels prototypes avec un
nombre su�sant de tuiles pour éviter d'abaisser le facteur de force du haut-parleur (et donc
son rendement).
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.21 � Représentation des trois composantes du champ magnétique en fonction
de l'angle θ : la courbe bleue représente la tuile aimantée radialement et la courbe verte
représente la tuile aimantée transversalement ; r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, r = 0.024 m,
h = z2 − z1 = 0.003 m, z = 0.002 m, θ2 − θ1 = π

3 rad, J = 1 T. Le trajet d'observation
se situe au deux tiers de chaque tuile dans la direction axiale (z = 0.002 m). Le champ est
toujours représenté en face de chaque tuile (r = 0.024 m). Ces trois �gurent illustrent les
e�ets notoires de l'uniformité de la polarisation sur le champ magnétique produit ainsi que
les e�ets de bord.
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

Figure 2.22 � Anneau composé de 8 tuiles aimantées à la fois uniformément et radialement

2.3.3 Tuile aimantée axialement

Les expressions analytiques du champ magnétique créé par une tuile d'aimantation
axiale sont établies dans l'approche coulombienne ([Ravaud-B],[71]). En utilisant les co-
ordonnées cylindriques, on montre que le champ magnétique s'écrit sous la forme d'intégrales
elliptiques incomplètes.
Nous adoptons ici également la même démarche que celle utilisée pour évaluer le champ
magnétique créé par une tuile aimantée radialement dans l'approche coulombienne. Cette
fois-ci les charges sont situées sur la face supérieure et sur la face inférieure de la tuile,
comme le montre la �gure 2.24.
Dans cette con�guration, le champ magnétique dépend des trois paramètres (r, θ, z) et se
décompose en trois composantes :

~H(r, θ, z) = ~Hr(r, θ, z)~ur + ~Hθ(r, θ, z)~uθ + ~Hz(r, θ, z)~uz (2.86)

Pour une face de la tuile, le champ magnétique se détermine par l'équation suivante :

~H(r, θ, z) =
J

4πµ0

∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

−−−→
P1M∣∣∣−−−→P1M

∣∣∣3 r̃dr̃dθ̃ (2.87)

où
−−−→
P1M désigne le vecteur entre un point appartenant à la distribution de charges et le

point d'observation. La composante radiale Hr(r, θ, z) du champ s'écrit :

Hr(r, θ, z) =
σ∗

4πµ0
(α(u2, r, z)− α(u1, r, z)) (2.88)
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Figure 2.23 � Représentation du champ radial créé par un anneau constitué de tuiles aiman-
tées uniformément et radialement vers le centre pour trois con�gurations utilisant 16, 32 et
64 tuiles ; r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, h = z2 − z1 = 0.003 m, z = 0.0015 m, r = 0.024 m,
J = 1 T. L'amplitude des ondulations du champ radial diminuent quand on augmente le
nombre de tuiles utilisées. La valeur limite du champ radial tend vers 162.32 kA/m quand le
nombre de tuiles utilisées tend vers l'in�ni, c'est-à-dire vers l'anneau aimanté radialement
vers le centre.

où

ui = cos(θ − θi) (2.89)

et

α(ui, r, z) = F1(ui, r, z)

G1(ui, r, z)E∗
arcsin[

√
r2 + r2

2 − 2rr2ui + (z − h)2

(r + r2)2 + (z − h)2
], β(r2)


+F1(ui, r, z)Π∗

arcsin[

√
r2 + r2

2 − 2rr2ui + (z − h)2

(r + r2)2 + (z − h)2
], β(r2)


−F2(ui, r, z)

G2(ui, r, z)E∗
arcsin[

√
r2 + r2

1 − 2rr1ui + (z − h)2

(r + r1)2 + (z − h)2
], β(r1)
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Figure 2.24 � Représentation d'une tuile aimantée axialement dans l'approche coulom-
bienne

−F2(ui, r, z)Π∗
arcsin[

√
r2 + r2

1 − 2rr1ui + (z − h)2

(r + r1)2 + (z − h)2
], β(r1)


+

(u2
i − 1)√
1− u2

i

log
[
r2 − rui +

√
r2 + r2

2 − 2rr2ui + (z − h)2

]

− (u2
i − 1)√
1− u2

i

log
[
r1 − rui +

√
r2 + r2

1 − 2rr1ui + (z − h)2

]
(2.90)

avec

β(x) =
(r + x)2 + (z − h)2

(r − x)2 + (z − h)2
(2.91)
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et

F1(ui, r, z) =
1√

1− u2
i

2r2(1 + ui)
√

rr2(ui−1)
(r−r2)2+(z−h)2

√
r2+r22−2rr2ui+(z−h)2

(r+r2)2+(z−h)2√
rr2(1+ui)

(r+r2)2+(z−h)2

√
r2 + r2

2 − 2rr2ui + (z − h)2

(2.92)

F2(ui, r, z) =
1√

1− u2
i

2r1(1 + ui)
√

rr1(ui−1)
(r−r1)2+(z−h)2

√
r2+r21−2rr1ui+(z−h)2

(r+r1)2+(z−h)2√
rr1(1+ui)

(r+r1)2+(z−h)2

√
r2 + r2

1 − 2rr1ui + (z − h)2

(2.93)

G1(r, z) =
(r − r1)2 + (z − h)2

2rr1
(2.94)

G2(r, z) =
(r − r2)2 + (z − h)2

2rr2
(2.95)

E∗[k] =
∫ φ=π

2

0

√
1− k2 sin(θ)2dθ (2.96)

La composante axiale Hz(r, θ, z) s'écrit :

Hz(r, θ, z) =
σ∗

4πµ0
(γ(θ, θ2)− γ(θ, θ1)) (2.97)

avec

γ(θ, θi) = h1η1(θ, θi)Π∗
 2(c1 + d1)f

2c1f −
√

2
√
d2

1f(−e+ f)
, i sinh−1 [λ(1)] ,

c1 + d1

c1 − d1


+h2η1(θ, θi)Π∗

 2(c1 + d1)f

2c1f +
√

2
√
d2

1f(−e+ f)
, i sinh−1 [λ(1)] ,

c1 + d1

c1 − d1


−h3η2(θ, θi)Π∗

 2(c2 + d2)f

2c2f −
√

2
√
d2

2f(−e+ f)
, i sinh−1 [λ(2)] ,

c2 + d2

c2 − d2


−h4η2(θ, θi)Π∗

 2(c2 + d2)f

2c2f +
√

2
√
d2

2f(−e+ f)
, i sinh−1 [λ(2)] ,

c2 + d2

c2 − d2


(2.98)

avec

λ(x) =

√
−1

cx + dx

√
cx − dx cos(θ − θi) (2.99)
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Paramètres

a 2(z − h)(r2 + (z − h)2)
b1 2(z − h)rr2

c1 r2 + r2
2 + (z − h)2

d1 −2rr2

e −r2 − 2(z − h)2

f r2

b2 2(z − h)rr1

c2 r2 + r2
1 + (z − h)2

d2 −2rr1

Table 2.4 � Dé�nition des paramètres utilisés dans (2.97)

η1(θ, θi) =

(
−i
√

d1(−1+cos(θ−θi))
c1−d1

√
d1(1+cos(θ−θi))

c1+d1
1

cos(θ−θi)

)
(

2
√

−1
c1+d1

√
d2

1f (−e+ d1)(d2
1(e− f)) + 2c2

1f

) (2.100)

η2(θ, θi) =

(
−i
√

d2(−1+cos(θ−θi))
c2−d2

√
d2(1+cos(θ−θi))

c2+d2
1

cos(θ−θi)

)
(

2
√

−1
c2+d2

√
d2

2f (−e+ d2)(d2
2(e− f)) + 2c2

2f

) (2.101)

h1 = 2ad1(
√

2c1f +
√
d2

1f(−e+ f)) + b1(
√

2d2
1(e− f)− 2c1

√
d2

1f(−e+ f)) (2.102)

h2 = 2ad1(−
√

2c1f +
√
d2

1f(−e+ f)) + b1(
√

2d2
1(−e+ f)− 2c1

√
d2

1f(−e+ f)) (2.103)

h3 = 2ad2(
√

2c2f +
√
d2

2f(−e+ f)) + b2(
√

2d2
2(e− f)− 2c2

√
d2

2f(−e+ f)) (2.104)

h4 = 2ad2(−
√

2c2f +
√
d2

2f(−e+ f)) + b2(
√

2d2
2(−e+ f)− 2c2

√
d2

2f(−e+ f)) (2.105)

Les paramètres utilisés dans l'équation (2.98) sont dé�nis dans la table 2.4. L'expression
(2.97) montre la possibilité d'évaluer le champ axial en tout point de l'espace avec des inté-
grales elliptiques. Notons que cette expression est di�érente de celle établie par Durand [1]
car elle n'utilise pas la fonction signe. De ce fait, elle est dans ce sens plus générale. Ceci
peut être intéressant dans l'évaluation du gradient de champ.

Le champ azimutal s'exprime de façon totalement analytique.

Hθ(r, θ, z) =
σ∗

4πµ0
(η(θ, θ1)− η(θ, θ2)) (2.106)
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Figure 2.25 � Représentation d'une tuile aimantée orthoradialement en coupe 2D

avec

η(θ, θi) =

√
r2 + r2

1 + (z − h)2 − 2rr1 cos(θi − θ)
r

+ cos(θi − θ) log
[
r1 − r cos(θi − θ) +

√
r2 + r2

1 + (z − h)2 − 2rr1 cos(θi − θ)
]

−

√
r2 + r2

2 + (z − h)2 − 2rr2 cos(θi − θ)
r

− cos(θi − θ) log
[
r2 − r cos(θi − θ) +

√
r2 + r2

2 + (z − h)2 − 2rr2 cos(θi − θ)
]

(2.107)

Il est intéressant de noter que l'expression de la composante azimutale est totalement
analytique puisqu'elle n'utilise pas de fonctions spéciales. L'approche coulombienne semble
donc être une approche judicieuse pour l'évaluation du champ azimutal créé par une tuile
aimantée axialement.

L'approche ampérienne est moins intéressante que l'approche coulombienne car elle im-
plique le calcul d'une densité volumique de courants �ctifs.

2.3.4 Tuile aimantée orthoradialement

Une tuile aimantée orthoradialement est employée dans les structures de Halbach, par
exemple pour les systèmes dédiés à l'Imagerie par Résonance Magnétique (voir �gure 2.25).
Le modèle coulombien induit une formulation totalement analytique du champ magnétique
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

produit. En e�et, dans cette analogie, une tuile aimantée orthoradialement est remplacée par
deux plans d'abscisses angulaires θ1 et θ2, chargés avec des densités surfaciques de pôles
magnétiques (voir �gure 2.26). Par ailleurs, comme il est mentionné dans la publication
([Ravaud-F],[73]), l'expression du potentiel scalaire est également totalement analytique.
Dans l'approche coulombienne, le potentiel scalaire Φ(~r) est donné par l'équation suivante :

Φ(~r) =
1

4πµ0

∑
i

∫ ∫
(Si)

~J.dSi∣∣∣~r − ~̃r∣∣∣ +
∫ ∫ ∫

(V )

−~∇. ~J∣∣∣~r − ~̃r∣∣∣dV
 (2.108)

où Si représente une surface de la tuile et V désigne son volume. Le potentiel scalaire
Φ(r, θ, z) peut se mettre sous la forme suivante :

Φ(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)φ(ai,j , bi,j , ck) (2.109)

avec

φ(ai,j , bi,j , ck) = −zk −
√
bi,j − a2

i,j arctan

 ck√
bi,j − a2

i,j



+
√
bi,j − a2

i,j arctan

 ai,jck√
bi,j − a2

i,j

√
bi,j + c2

k


−ck log

[
ai,j +

√
bi,j + c2

k

]
−ai,j log

[
ck +

√
bi,j + c2

k

]
(2.110)

et
ai,j = ri − r cos(θ − θj) (2.111)

bi,j = r2 + r2
i − 2rri cos(θ − θj) (2.112)

ξk = z − zk (2.113)

Le champ magnétique se déduit du potentiel scalaire avec la relation suivante :

H = −~∇Φ(r, θ, z) (2.114)

Les trois composantes du champ magnétique sont dé�nies par :

Hr(r, θ, z) = −~∇Φ(r, θ, z).~ur
Hθ(r, θ, z) = −~∇Φ(r, θ, z).~uθ
Hz(r, θ, z) = −~∇Φ(r, θ, z).~uz

(2.115)
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La composante radiale Hr(r, θ, z) se met sous la forme suivante :

Hr(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)hr(i, j, k) (2.116)

où

hr(i, j, k) =
(−ei,j + cos(θ − θj)2fj)√

fj(fj + bi,j)
tanh−1

 ξk
√
fj + bi,j√

fj
√
bi,j + ξ2

k


− cos(θ − θj)2 log

[
ξk +

√
bi,j + ξ2

k

]
(2.117)

avec
fj =

r

ri
ei,j =

r

ri

(
rri(−1 + cos(θ − θj)2)

)
(2.118)

La composante azimutale s'écrit :

Hθ(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)hθ(i, j, k) (2.119)

avec

hθ = −yj
cj + di,j√
cj(bi,j + cj)

tanh−1

 ξk
√
bi,j + cj√

cj(bi,j + ξ2
k)


+yj log

[
ξk +

√
bi,j + ξ2

k

]
(2.120)

où
yj = sin(θ − θj) (2.121)

di,j = r2 − rri cos(θ − θj) (2.122)

cj = r2((cos(θ − θj))2 − 1) (2.123)

La composante axiale s'écrit :

Hz(r, θ, z) =
J

4πµ0

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)hz(i, j, k) (2.124)

avec

hz(i, j, k) = log
[
ri − r cos(θ − θj) +

√
bi,j + ξ2

k

]
(2.125)
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Figure 2.26 � Représentation coulombienne d'une tuile aimantée orthoradialement

Figure 2.27 � Représentation de la composante azimutale du champ en fonction de l'angle
θ ; r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, r = 0.0265 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m
(plan médian), θ1 = − π

16 rad, θ2 = + π
16 rad, J = 1 T. Il y a des discontinuités dans le

champ orthoradial pour θ = θ1 et θ = θ2, c'est-à-dire, à la traversée des plans chargés dans
l'analogie coulombienne (|Htheta| tend vers 800000 A/m). La composante orthoradiale du
champ démagnétisant est de −38.4 kA/m pour r = 0.0265 m, z = 0.0015 m et θ = 0 rad

On donne à titre d'illustration sur la �gure 2.27 la composante orthoradiale du champ
magnétique créé par une tuile aimantée orthoradialement. Les dimensions utilisées sont
présentées dans la légende.
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.28 � Représentation d'une structure de 8 tuiles aimantées orthoradialement

Il est intéressant de noter que l'approche coulombienne appliquée à une tuile aimantée
orthoradialement permet l'obtention de formulations totalement analytiques, que ce soit
pour le potentiel scalaire ou pour les trois composantes du champ magnétique créé par la
tuile.
De telles tuiles sont utilisées pour fabriquer des machines électriques ou des accouplements
magnétiques. Remarquons que leur rôle principal est de canaliser le �ux magnétique dans
les structures sans fer (�gure 2.28).

2.3.5 Tuile aimantée orthoradialement et uniformément

Comme pour le cas des tuiles aimantées radialement avec la technologie Néodyme Fer
Bore, les tuiles aimantées orthoradialement sont di�ciles à fabriquer en pratique. En consé-
quence, ces tuiles sont aimantées à la fois uniformément et orthoradialement. Leur étude
analytique ([Ravaud-E],[74]) montre les inconvénients de l'uniformité de l'aimantation
d'une tuile sur le champ magnétique créé.

En e�et, comme le montre la �gure 2.29, le modèle coulombien prédit les changements
de forme du champ magnétique créé par une tuile aimantée à la fois uniformément et
orthoradialement. La répartition de la densité de charge surfacique sur les faces courbes de
la tuile diminue le champ magnétique créé. Cette contribution induit des changements de
signe dans le champ axial produit, comme le montre la �gure 2.30.
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

En e�et, considérons d'abord la face dont la normale est désignée par ~n1. Sur cette

surface, la densité surfacique de pôles magnétiques est dé�nie par : −J sin
(
θ − ( θ1+θ2

2 )
)
.

Donc, on a :

θ1 ≤ θ < (
θ1 + θ2

2
)⇒ σ1(θ)∗ > 0

θ = (
θ1 + θ2

2
)⇒ σ1(θ)∗ = 0

(
θ1 + θ2

2
) ≤ θ < θ2 ⇒ σ1(θ)∗ < 0

(2.126)

Considérons maintenant la face dont la normale est désignée par ~n3 sur laquelle la densité

de pôles magnétiques est donnée par J sin
(
θ − ( θ1+θ2

2 )
)
. Nous pouvons écrire que :

θ1 ≤ θ < (
θ1 + θ2

2
)⇒ σ3(θ)∗ < 0

θ = (
θ1 + θ2

2
)⇒ σ3(θ)∗ = 0

(
θ1 + θ2

2
) ≤ θ < θ2 ⇒ σ3(θ)∗ > 0

(2.127)

Considérons maintenant la face désignée par le vecteur ~n2 sur laquelle la densité surfacique

de pôles magnétiques est donnée par J cos
(
θ1−θ2

2

)
. Nous appelons cette face f2. On déduit

les propriétés suivantes :

∀θ ∈ f2 ⇒ σ∗2 > 0 (2.128)

Considérons en�n la face désignée par le vecteur ~n4 sur laquelle la densité surfacique dê

pôles magnétiques est donnée par −J cos
(
θ1−θ2

2

)
. Nous appelons cette face f4. On déduit

les propriétés suivantes :

∀θ ∈ f4 ⇒ σ∗4 < 0 (2.129)

Dans l'approche coulombienne, le champ magnétique ~H(r, θ, z) se calcule par l'équation
suivante :

~H(r, θ, z) =
∫ ∫

S1

σ1(θ̃)∗

4πµ0

~u1

| ~u1|3
dS1

+
∫ ∫

S2

σ∗2
4πµ0

~u2

| ~u2|3
dS2

+
∫ ∫

S3

σ3(θ̃)∗

4πµ0

~u3

| ~u3|3
dS3
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.29 � Représentation d'une tuile aimantée à la fois uniformément et orthoradia-
lement dans l'approche coulombienne

Figure 2.30 � Représentation du champ axial créé par une structure alternée de 8 tuiles
orthoradiales aimantées à la fois uniformément et orthoradialement en fonction de l'angle
θ (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, r = 0.024 m, z1 = 0 m , z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m,
J = 1 T). Le champ magnétique est donc déterminé dans l'entrefer de la structure et non
dans la matière aimantée. On illustre ici les changements de signe dus à l'uniformité de la
polarisation uniforme des tuiles aimantées à la fois orthoradialement et uniformément. Ceci
est important dans la conception de wigglers où le trajet de l'électron dépend directement du
champ magnétique produit par une structure de type Halbach (pouvant comporter de telles
tuiles)
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2.3 Champ magnétique 3D créé par des tuiles

+
∫ ∫

S4

σ∗4
4πµ0

~u4

| ~u4|3
dS4

(2.130)

où ~ui ((i = 1..4)) est le vecteur entre le point d'observation et un point appartenant à la
face Si. Par ailleurs, les expressions du champ magnétique créé par une tuile aimantée à
la fois uniformément et orthoradialement ne sont pas exprimables sous forme totalement
analytique car l'uniformité de la polarisation de la tuile entraîne un pas d'intégration plus
complexe. Par conséquent, on retrouve des formulations basées sur une partie analytique et
une partie semi-analytique sous forme d'intégrale elliptique non classique.
En outre, le champ radial s'écrit :

Hr(r, θ, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)h(I)
r (ri, zj)

+
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)h(II)
r (ri, zj , θk)

(2.131)

où h
(I)
r (ri, zj) représente le champ magnétique créé par les charges �ctives situées sur les

faces courbes de la tuile et h
(II)
r (ri, zj , θk) représente le champ magnétique créé par les

charges �ctives situées sur les faces droites de la tuile.

h(I)
r (ri, zj) =

J

4πµ0
ri(z − zj)Ẽ∗ [θa, ri, zj ] (2.132)

h(II)
r (ri, zj , θk) = −

J cos( θ1−θ22 )
8πµ0Xk

(
(1− x2

k + xkXk) log[Ai,j,k]
)

−
J cos( θ1−θ22 )

8πµ0Xk

(
(−1 + x2

k + xkXk) log[Bi,j,k]
)

(2.133)

où Ẽ∗ [θa, ri, zj ] peut être vu comme une intégrale elliptique non classique.

Ẽ∗ [θa, ri, zj ] =
∫ θ2

θ1

(r − ri cos(θ − θ̃)) sin(θa − θ̃)
ξ(i, j, θ̃)

(
ξ(i, j, θ̃)2 − (z − zj)2

)dθ̃ (2.134)

et

Ai,j,k =
2(rriX2

k + r2X2
k(−xk +Xk))

(−X2
k + xxXk)(ri + r(−xk +Xk))(z − zj)

−
2Xk(z − zj +

√
r2 + r2

i − 2rrixk + (z − zj)2)

(−X2
k + xxXk)(ri + r(−xk +Xk))

(2.135)
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Bi,j,k = − 2(rriX2
k − r2X2

k(xk +Xk))
(X2

k + xkXk)(ri − r(xk +Xk))(z − zj)

+
2Xk(z − zj +

√
r2 + r2

i − 2rrixk + (z − zj)2)

(X2
k + xkXk)(ri − r(xk +Xk))

(2.136)

avec

Xk =
√
x2
k − 1 =

√
cos(θ − θk)2 − 1 (2.137)

et

ξ(i, j, θk) =
√
r2 + r2

i + (z − zj)2 − 2rri cos(θ − θk) (2.138)

Il est intéressant de noter que h
(II)
r (ri, zj , θk) est totalement analytique alors que h

(I)
r (ri, zj)

est basé sur une intégrale elliptique non classique.
La composante azimutale Hθ(r, θ, z) du champ magnétique créé par la tuile aimantée à la
fois uniformément et orthoradialement s'écrit de la façon suivante :

Hθ(r, θ, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)h
(I)
θ (ri, zj)

+
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)h
(II)
θ (ri, zj , θk)

(2.139)

avec

h
(I)
θ (ri, zj) =

J

4πµ0
r2
i (z − zj)L̃∗

[
θ1 + θ2

2
, ri, zj

]
(2.140)

où L̃∗ [θa, ri, zj ] peut être vu comme une intégrale elliptique non classique.

L̃∗ [θa, ri, zj ] =
∫ θ2

θ1

sin(θa − θ̃) sin(θ − θ̃)
ξ(i, j, θ̃)

(
ξ(i, j, θ̃)2 − (z − zj)2

)dθ̃ (2.141)

et

h
(II)
θ (ri, zj , θk) =

J cos( θ1−θ22 )
8πµ0

2r + yk
(
−xk + X̃k

)
X̃k

log [Ci,j,k]

+
J cos( θ1−θ22 )

8πµ0

−2r + yk
(
xk + X̃k

)
X̃k

log [Di,j,k]

(2.142)
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Ci,j,k =
4X̃k

(
(zj − z)−

√
r2 + r2

i − rix̃k + (z − zj)2
)

(2ri − x̃k + X̃k)
(
2r + ( ˜Xk − x̃k)yk

)
+

X̃k(x̃k2 − 4r2) + (2ri − x̃k)(x̃k2 − 4r2)

(2ri − x̃k + X̃k)
(
2r + ( ˜Xk − x̃k)yk

)
(z − zj)

(2.143)

Di,j,k =
4X̃k

(√
r2 + r2

i − rix̃k + (z − zj)2 + (z − zj)
)

(−2ri + x̃k + X̃k)
(
−2r + (x̃k + X̃k)yk

)
+

(
4r2 − x̃k2

)(
−2r + (x̃k + X̃k)yk

)
(z − zj)

(2.144)

avec

X̃k =
√
x̃k

2 − 4r2 =
√

(2r cos(θ − θk))2 − 4r2 (2.145)

yk = sin(θ − θk) (2.146)

La composante axiale Hz(r, θ, z) peut s'écrire de la façon suivante :

Hz(r, θ, z) =
2∑
i=1

2∑
j=1

(−1)(i+j)h(I)
z (ri, zj)

+
2∑
i=1

2∑
j=1

2∑
k=1

(−1)(i+j+k)h(II)
z (ri, zj , θk)

(2.147)

avec

h(I)
z (ri, zj) =

J

4πµ0
(−ri)K̃∗

[
θ1 + θ2

2
, ri, zj

]
(2.148)

où K̃∗ [θa, ri, zj ] représente une intégrale elliptique non classique.

K̃∗ [θa, ri, zj ] =
∫ θ2

θ1

sin(θa − θ̃)
ξ(i, j, θ̃)

dθ̃ (2.149)

et

h(II)
z (ri, zj , θk) =

J

4πµ0
cos(

θ1 − θ2

2
) log [ri − r cos(θ − θk) + ξ(i, j, θk)] (2.150)

Nous retrouvons donc trois formulations composées d'intégrales elliptiques non classiques
di�érentes et de fonctions totalement analytiques qui résultent des contributions de charges
situées sur les faces planes des tuiles.
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Figure 2.31 � Structure linéarisée de Halbach permettant de déterminer le champ proche
produit par un anneau constitué de tuiles aimantées orthoradialement et radialement

2.3.6 Tuile aimantée arbitrairement et uniformément

Les structures employant des aimants à polarisation tournante (de type IRM ou Hal-
bach) sont en pratique réalisées avec des tuiles aimantées uniformément. Ainsi, le champ
magnétique créé par un anneau dont l'aimantation est parfaitement tournante [24] ne peut
être prédit de façon précise que si on tient compte des e�ets de l'uniformité des polarisations
des tuiles. Une telle étude, par le biais d'approches analytiques, est donc indispensable pour
évaluer le champ magnétique exact produit par ces structures.

La comparaison du champ exact produit par ces structures avec le champ produit par
des structures linéarisées (basées sur le champ produit par des parallélépipèdes, voir �gure
2.31) montre que la forme du champ proche est di�érente entre les deux approches 2.32,
ceci conduisant à conclure que l'approche linéarisée n'est pas assez précise pour optimiser
des structures cylindriques de Halbach ([Ravaud-H],[75]). En e�et, comme le montre la
�gure 2.32, le module du champ radial est surestimé dans l'approche linéarisée (ou parallé-
lépipédique) par rapport au champ réel créé dans les structures cylindriques.

Les structures de Halbach dédiées à l'IRM (�gure 2.33) sont majoritairement consti-
tuées de tuiles aimantées uniformément dans toutes les directions.

Les expressions analytiques des trois composantes du champ magnétique créé par une
tuile aimantée à la fois uniformément et arbitrairement ([Ravaud-Y],[76]) sont basées sur
une partie analytique (contribution de charges situées sur les faces planes de la tuile) et
une partie semi-analytique (contribution de charges situées sur les faces courbes de la tuile)
([Ravaud-X],[77])([Ravaud-Z]).
Une tuile aimantée uniformément et arbitrairement peut être représentée par des densités
�ctives de pôles magnétiques localisées sur ses quatre faces. En notant σ∗j,i, la densité
surfacique de charges �ctives localisée sur la face i de l'aimant j dont la largeur angulaire
vaut θj+1 − θj , les densités surfaciques de charges sont données par les produits scalaires
~J.~nj où j = 1..4 (comme le montre la �gure 2.34). Ces quatre densités surfaciques σ∗j,1, σ

∗
j,2,
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Figure 2.32 � Représentation de la composante radiale Hr et de sa structure linéarisée Hx

en fonction de l'angle θ et de la longueur associée en analogie parallélépipédique dans une
structure de Halbach classique comportant 12 tuiles aimantées radialement et orthoradiale-
ment (r1 = 0.025 m, r2 = 0.028 m, r = 0.024 m, z1 = 0 m, z2 = 0.003 m, z = 0.0015 m
(plan médian), J = 1 T). Le champ est déterminé dans l'entrefer de la structure d'aimant
à une distance de 0.001 m de la face inférieure de l'anneau comportant les 12 tuiles d'ai-
mants. On illustre ici les limites de l'utilisation des formules linéarisées pour évaluer le
champ magnétique dans une structure cylindrique de type Halbach (dont les polarisations
successives tournent de π

2 entre deux tuiles consécutives)

Figure 2.33 � Structure de Halbach utilisée pour l'Imagerie par Résonance Magnétique ;
cette structure est composée de 8 tuiles aimantées uniformément

σ∗j,3 et σ∗j,4 sont écrites sous la forme suivante :

σ∗j,1 = −J cos
(
θ − α− θj + θj+1

2

)
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Chapitre 2 : Modélisation analytique des aimants permanents

Figure 2.34 � Paramètres utilisés pour calculer le champ magnétique créé par une tuile
dont l'aimantation est à la fois uniforme et arbitraire dans le plan (R,θ)

σ∗j,2 = −J sin
(
θj+1 − θj

2
− α

)
σ∗j,3 = J cos

(
θ − α− θj + θj+1

2

)
σ∗j,4 = J sin

(
θj − θj+1

2
− α

)
(2.151)

On utilise la fonction de Green tridimensionnelle pour l'évaluation du champ magnétique
créé par une tuile d'aimant :

G0(~r, ~r′) =
1

4π
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣ (2.152)

où ~r est le point d'observation et ~r′ est un point localisé sur la distribution de charges.
Nous utilisons les quatre dé�nitions suivantes de la fonction de Green pour établir les for-
mules des trois composantes du champ créé par une structure composée de tuiles aimantées
uniformément et arbitrairement.

G0(~r, ~r′)(1) = (4π)−1
(
r2

1 + r̃2 − 2r1r̃ cos(θ − θ̃) + (z − z̃)2
)− 1

2

G0(~r, ~r′)(2) = (4π)−1
(
r2 + r̃2 − 2rr̃ cos(θ − θj+1) + (z − z̃)2

)− 1
2

G0(~r, ~r′)(3) = (4π)−1
(
r2

2 + r̃2 − 2r2r̃ cos(θ − θ̃) + (z − z̃)2
)− 1

2

G0(~r, ~r′)(4) = (4π)−1
(
r2 + r̃2 − 2rr̃ cos(θ − θj) + (z − z̃)2

)− 1
2

(2.153)
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Pour une tuile aimantée uniformément et arbitrairement, de largeur angulaire θj+1 − θj , la
composante Hx(x, y, z) du champ est donnée par :

Hx(x, y, z) = cos(θ)∂r

{
4∑

k=1

∫
Sk

G0(~r, ~r′)(k)σ∗j,k(~r′)d
2~r′k

}

− sin(θ)r−1∂θ

{
4∑

k=1

∫
Sk

G0(~r, ~r′)(k)σ∗j,k(~r′)d
2~r′k

}
(2.154)

La composante Hy(x, y, z) est donnée par :

Hy(x, y, z) = sin(θ)∂r

{
4∑

k=1

∫
Sk

G0(~r, ~r′)(k)σ∗j,k(~r′)d
2~r′k

}

+ cos(θ)r−1∂θ

{
4∑

k=1

∫
Sk

G0(~r, ~r′)(k)σ∗j,k(~r′)d
2~r′k

}
(2.155)

La composante Hz(x, y, z) est donnée par :

Hz(x, y, z) = −∂z

{
4∑

k=1

∫
Sk

G0(~r, ~r′)(k)σ∗j,k(~r′)d
2~r′k

}
(2.156)

Les calculs précédents peuvent être développés :

Hx(x, y, z) = cos(θ)∂r

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(1)σ∗j,1r1dθ̃dz̃

}

+ cos(θ)∂r
{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(2)σ∗j,2dr̃dz̃

}
+ cos(θ)∂r

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(3)σ∗j,3r2dθ̃dz̃

}

+ cos(θ)∂r
{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(4)σ∗j,4dr̃dz̃

}
− sin(θ)r−1∂θ

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(1)σ∗j,1r1dθ̃dz̃

}

− sin(θ)r−1∂θ

{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(2)σ∗j,2dr̃dz̃

}
− sin(θ)r−1∂θ

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(3)σ∗j,3r2dθ̃dz̃

}
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− sin(θ)r−1∂θ

{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(4)σ∗j,4dr̃dz̃

}
(2.157)

Hy(x, y, z) = sin(θ)∂r

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(1)σ∗j,1r1dθ̃dz̃

}

+ sin(θ)∂r
{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(2)σ∗j,2dr̃dz̃

}
+ sin(θ)∂r

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(3)σ∗j,3r2dθ̃dz̃

}

+ sin(θ)∂r
{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(4)σ∗j,4dr̃dz̃

}
+ cos(θ)r−1∂θ

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(1)σ∗j,1r1dθ̃dz̃

}

+ cos(θ)r−1∂θ

{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(2)σ∗j,2dr̃dz̃

}
+ cos(θ)r−1∂θ

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(3)σ∗j,3r2dθ̃dz̃

}

+ cos(θ)r−1∂θ

{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(4)σ∗j,4dr̃dz̃

}
(2.158)

Hz(x, y, z) = −∂z

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(1)σ∗j,1r1dθ̃dz̃

}

−∂z
{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(2)σ∗j,2dr̃dz̃

}
−∂z

{∫ θj+1

θj

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(3)σ∗j,3r2dθ̃dz̃

}

−∂z
{∫ r2

r1

∫ z2

z1
G0(~r, ~r′)(4)σ∗j,4dr̃dz̃

}
(2.159)

Ces trois composantes, Hx(x, y, z), Hy(x, y, z) et Hz(x, y, z) peuvent s'écrire :

Hx(x, y, z) =
J cos(θ)

4πµ0

(
sin
(
θj − θj+1

2
+ α

)
f(θj) + sin

(
θj − θj+1

2
− α

)
f(θj+1)

)

+
J cos(θ)

4πµ0

2∑
i=1

2∑
k=1

(−1)(i+k)ri(−z + zk)N[θ̃]
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−J sin(θ)
4πµ0

{
sin
(
θj − θj+1

2
− α

)
h(θj) + sin

(
θj − θj+1

2
+ α

)
h(θj+1)

}

−J sin(θ)
4πµ0

∫ θj+1

θj

2∑
i=1

2∑
k=1

r2
i (−z + zk) cos

(
α+ θj−θj+1

2 − θ̃
)

sin(θ − θ̃)

(r2 + r2
i − 2rri cos(θ − θ̃))ε(θ̃)

dθ̃

(2.160)

Hy(x, y, z) =
J sin(θ)

4πµ0

(
sin
(
θj − θj+1

2
+ α

)
f(θj) + sin

(
θj − θj+1

2
− α

)
f(θj+1)

)

+
J sin(θ)

4πµ0

2∑
i=1

2∑
k=1

(−1)(i+k)ri(−z + zk)N[θ̃]

+
J cos(θ)

4πµ0

{
sin
(
θj − θj+1

2
− α

)
h(θj) + sin

(
θj − θj+1

2
+ α

)
h(θj+1)

}

+
J cos(θ)

4πµ0

∫ θj+1

θj

2∑
i=1

2∑
k=1

r2
i (−z + zk) cos

(
α+ θj−θj+1

2 − θ̃
)

sin(θ − θ̃)

(r2 + r2
i − 2rri cos(θ − θ̃))ε(θ̃)

dθ̃

(2.161)

Hz(x, y, z) =
J

4πµ0

(
sin
(
θ1 − θ2

2
− α

)
g(θ2) + sin

(
θ1 − θ2

2
+ α

)
g(θ1)

)

+
J

4πµ0

∫ θ2

θ1

2∑
i=1

2∑
k=1

ri cos(α+ θ1−θ2
2 − θ̃)

ε(θj)
dθ̃ (2.162)

avec

g(θj) =
2∑
i=1

2∑
k=1

log [ri − r cos(θ − θj) + ε(θj)]

f(θj) =
2∑
i=1

2∑
k=1

(−1)(i+k) (− cos(θ − θj) log[Xj ] + sin(θ − θj) arctan[Yj ])

h(θj) =
2∑
i=1

2∑
k=1

sin(θ − θj) log [Xj ]− cos(θ − θj) arctan [Yj ]

(2.163)

N[θ̃] =
∫ θj+1

θj

(
r − ri cos(θ − θ̃)

)
cos(α+ θj−θj+1

2 − θ̃)(
r2 + r2

i − 2rri cos(θ − θ̃)
)
ε(θ̃)

dθ̃ (2.164)

Xj = z − zk + ε(θj)
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Yj =
(z − zk) (ri − r cos(θ − θj))

r sin(θ − θj)ε(θj)

ε(β) =
√
r2 + r2

i + (z − zk)2 − 2rri cos(θ − β)
(2.165)

Ici encore, nous obtenons des expressions basées sur des intégrales elliptiques non classiques
et de fonctions totalement analytiques. Ces expressions généralisent les modèles établis dans
le cas d'une tuile aimantée à la fois uniformément et radialement et dans le cas d'une tuile
aimantée à la fois uniformément et orthoradialement. Notons que les fonctions totalement
analytiques qui composent les expressions des composantes du champ magnétique créé par
une tuile dont l'aimantation est à la fois arbitraire dans un plan et uniforme résultent des
densités surfaciques de charges localisées sur les faces planes de la tuile. Les fonctions ellip-
tiques non classiques résultent des densités surfaciques de pôles magnétiques localisés sur
les surfaces courbes de la tuile.

Ces expressions mettent en évidence les e�ets de l'uniformité des polarisations des tuiles
sur la forme du champ produit. Par exemple, la �gure 2.35 montre le champ projeté sur
une direction (y) créé par une structure composée de 8 tuiles à aimantation uniforme et
tournante.

La �gure 2.35 met en évidence le changement de forme du champ proche dû à l'unifor-
mité des aimantations des tuiles d'aimant. En champ lointain, dès que le champ est évalué
au centre de la structure, ces e�ets sont plus faibles sur l'ondulation produite.

En�n, cette approche exacte permet de reconstruire le champ en tout point de l'espace,
comme le montre la �gure 2.36.

Notons que le champ tridimensionnel exact créé par un assemblage de tuiles aimantées
à la fois uniformément et dont les polarisations tournent autour du centre de symétrie est
obtenu avec un temps de calcul de 5 s pour un processeur de 2GHz. De telles représentations
sont intéressantes pour prédire les e�ets de l'uniformité de l'aimantation des tuiles sur le
champ magnétique produit. Par ailleurs, le fait d'avoir traité ce problème en tenant compte
de la courbure des tuiles permet de calculer le champ magnétique au milieu de la structure,
comme il est généralement souhaité dans le cadre des structures dédiées à l'Imagerie par
Résonance Magnétique.
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Figure 2.35 � Induction radiale créée par une structure IRM composée de 8 tuiles aimantées
uniformément ; (r1 = 0.3m, r2 = 0.6m, z1 = 0 m, z2 = 1.6 m, z = 0.8 m,J = 1.5 T ), de
gauche à droite et de haut en bas, r = 0.29 m, r = 0.27 m, r = 0.25 m, r = 0.23 m,
r = 0.21 m, r = 0.19 m, r = 0.17 m, r = 0.15 m
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Figure 2.36 � Représentation 3D de µ0Hy = By (notation propre à cette �gure) créée par
une structure IRM composée de 16 tuiles aimantées uniformément à di�érentes altitudes
(de haut en bas et de gauche à droite, le patient rentre au fur et à mesure dans l'IRM) ;
(r1 = 0.3 m, r2 = 0.6 m, z1 = 0 m, z2 = 1.6 m, J = 1.5 T), de gauche à droite et de
haut en bas, r = 0.29 m, r = 0.27 m, r = 0.25 m, r = 0.23 m, r = 0.21 m, r = 0.19 m,
r = 0.17 m, r = 0.15 m. Le champ est de plus en plus uniforme lorsqu'il est déterminé dans
le centre de la structure de l'IRM.
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Figure 2.37 � Accouplement entre deux tuiles aimantées radialement

2.4 Forces et couples exercés entre aimants permanents

Les calculs de la force et du couple qui s'exercent entre deux tuiles ou deux anneaux
aimantés sont généralement traités dans la littérature scienti�que avec des approches linéa-
risées (basées par exemple sur le calcul de la force s'exerçant entre deux parallélépipèdes,
voir l'état de l'art au début de ce chapitre). Nous employons des approches exactes non
linéarisées formulées de manière semi-analytique pour calculer la force, le couple ou encore
la raideur s'exerçant entre anneaux ou tuiles selon le cas.

2.4.1 Couple s'exerçant entre deux tuiles aimantées radialement

Nous utilisons le modèle coulombien pour calculer le couple s'exerçant entre deux tuiles
aimantées radialement. Dans cette approche, l'expression du couple est obtenue en intégrant
le champ azimutal créé par une tuile aimantée radialement sur les contributions de charge de
l'autre tuile aimantée radialement (en multipliant l'intégrande par la distance r pour chaque
contribution). En considérant toutes les contributions de charges localisées sur chaque tuile
aimantée radialement, la formule intégrale dans l'approche coulombienne s'écrit :

Tθ = −σ
∗
1σ
∗
2

4πµ0

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r2
in1r

2
out2 sin(θj − θi)

r2
out2 + r2

in1 − 2rin1rout2 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dθidz1dθjdz2

+
σ∗1σ

∗
2

4πµ0

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r2
out1r

2
out2 sin(θj − θi)

r2
out2 + r2

out1 − 2rout1rout2 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dθidz1dθjdz2

+
σ∗1σ

∗
2

4πµ0

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r2
in1r

2
in2 sin(θj − θi)

r2
out2 + r2

in1 − 2rin1rout2 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dθidz1dθjdz2

−σ
∗
1σ
∗
2

4πµ0

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r2
out1r

2
in2 sin(θj − θi)

r2
in2 + r2

out1 − 2rout1rin2 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dθidz1dθjdz2
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−σ
∗
1σ
∗
2

4πµ0

∫ rout1

rin1

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r1r
2
out2 sin(θj − θi)

r2
1 + r2

out2 − 2rout2r1 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dr1dθidz1dθjdz2

+
σ∗1σ

∗
2

4πµ0

∫ rout1

rin1

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r1r
2
in2 sin(θj − θi)

r2
1 + r2

in2 − 2rin2r1 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dr1dθidz1dθjdz2

−σ
∗
1σ
∗
2

4πµ0

∫ rout2

rin2

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r2
2rout1 sin(θj − θi)

r2
2 + r2

out1 − 2r2rout1 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dr2dθidz1dθjdz2

+
σ∗1σ

∗
2

4πµ0

∫ rout2

rin2

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r2
2rin1 sin(θj − θi)

r2
2 + r2

in1 − 2r2rin1 cos(θj − θi) + (z2 − z1)
dr2dθidz1dθjdz2

+
σ∗1σ

∗
2

4πµ0

∫ rout1

rin1

∫ rout2

rin2

∫ θ2

θ1

∫ h

0

∫ θ4

θ3

∫ zb

za

−r1r2 sin(θj − θi)
r2

1 + r2
2 − 2r2r1 cos(θj − θi) + (z2 − z1)

dr1dr2dθidz1dθjdz2

(2.166)

Cette formule peut être réduite de la façon suivante :

Tθ =
∫ θ4

θ3

(
M

(rout1,rout2)
1 −M (rin1,rout2)

1 +M
(rin1,rin2)
1 +M

(rout1,rin2)
1

)
dθi

+
∫ θ4

θ3

∫ rout1

rin1

(
M

(r1,rin2)
2 −M (r1,rout2)

2

)
dr1dθi

+
∫ θ4

θ3

∫ rout2

rin2

(
M

(r2,rin1)
3 −M (r2,rout1)

3

)
dr2dθi

+
∫ θ4

θ3

∫ rout1

rin1

∫ rout2

rin2

M
(r1,r2)
4 dθidr1dr2 (2.167)

avec

M
(a,b)
1 = −a

2b2σ∗1σ
∗
2

4πµ0
(g(θ2)− g(θ1)) (2.168)

M
(a,b)
2 = −ab

2σ∗1σ
∗
2

4πµ0
(g(θ2)− g(θ1)) (2.169)

M
(a,b)
3 = −a

2Bσ∗1σ
∗
2

4πµ0
(g(θ2)− g(θ1)) (2.170)

M
(a,b)
4 = −abσ

∗
1σ
∗
2

4πµ0
(g(θ2)− g(θ1)) (2.171)

et g(θi) est donnée par (2.172).

g(θj) = β(a, b, h2, za, θi, θj)− β(a, b, h1, za, θi, θj)
+β(a, b, h1, zb, θi, θj)− β(a, b, h2, zb, θi, θj)

(2.172)

β(a, b, za, zb, a, b, θi, θj) = − η

ab
arctan

[
ξ

η

]
+

ξ

ab
(2.173)
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avec

ξ =
√
a2 + b2 + (z2 − z1)2 − 2ab cos(θi − θj) (2.174)

η =
√
−(z1 − z2)2 (2.175)

Dans l'approche coulombienne, l'expression du couple s'exerçant entre deux tuiles aiman-
tées radialement ([Ravaud-I],[78]) (voir �gure 2.37) se décompose en trois interactions.
La première interaction correspond à la contribution de densités surfaciques de charge des
deux tuiles. La deuxième interaction correspond à la contribution de densités surfaciques
d'une tuile avec les densités volumiques de l'autre tuile. La troisième interaction correspond
à la contribution de densités volumiques des deux tuiles aimantées radialement.
Les interactions ayant le temps de calcul le plus court sont les contributions dues unique-
ment aux densités surfaciques des deux tuiles (de l'ordre de 3 s pour calculer le couple
s'exerçant entre deux tuiles aimantées radialement avec un processeur de 2 GHz). Le fait
de prendre en compte seulement cette contribution dans le calcul du couple transmis entre
deux tuiles aimantées radialement permet d'optimiser très rapidement les dimensions des
tuiles pour avoir la forme et la valeur du couple voulu. Néanmoins, la détermination exacte
du couple transmis entre deux tuiles aimantées radialement nécessite la prise en compte
des trois contributions, le temps de calcul étant alors plus long puisque trois intégrales
numériques sont nécessaires pour déterminer le couple exact transmis entre ces deux tuiles
aimantées radialement (15 s pour calculer le couple transmis entre deux tuiles aimantées
radialement avec un processeur de 2GHz).

La �gure 2.38 représente le couple transmis entre deux tuiles aimantées radialement en
fonction du décalage angulaire entre ces deux tuiles. Nous prenons les dimensions suivantes :
r1 = 0.021 m, r2 = 0.024 m, r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m, z1 = z3 =0 m, z2 = z4 =0.003 m,
J1 = J2 = 1 T, θ2 − θ1 = θ4 − θ3 = π

4 rad.

Cette �gure traduit le caractère dissymétrique de ce couple lorsque les deux tuiles sont
décalées angulairement. Notons que cette dissymétrie est également observable dans l'ap-
proche linéarisée.

2.4.2 Couple s'exerçant entre deux tuiles aimantées uniformément et

radialement

Les tuiles aimantées radialement étant en réalité majoritairement aimantées uniformé-
ment et radialement (technologie néodyme-fer-bore), le couple transmis entre deux tuiles
aimantées à la fois uniformément et radialement ([Ravaud-J],[79]) change en module et
dans sa forme ([Ravaud-W],[80]). Pour étudier l'in�uence de l'uniformité de l'aimanta-
tion des tuiles sur le couple transmis, nous avons utilisé l'approche coulombienne et les
paramètres dé�nis à la �gure 2.39.
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Figure 2.38 � Couple transmis entre deux tuiles aimantées radialement en fonction du
décalage angulaire, r1 = 0.021 m, r2 = 0.024 m, r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m, z1 = z3 =0 m,
z2 = z4 =0.003 m, J1 = J2 = 1 T, θ2 − θ1 = θ4 − θ3 = π

4 rad

Figure 2.39 � Deux tuiles aimantées uniformément et radialement dans l'analogie coulom-
bienne

En conséquence, chaque tuile est représentée par des faces chargées avec des densités
�ctives de pôles magnétiques. En notant ~nij , le vecteur normal de la face i de l'aimant j,
les densités surfaciques σ∗ij sont déduites de la relation suivante :

σ∗ij = ~Jj . ~nij (2.176)

On applique la relation précédente aux quatre faces des deux tuiles d'aimant. On donne les
résultats à la table 2.4.2. Le couple est donc calculé en intégrant le champ azimutal créé par
la tuile extérieure sur les contributions de charges de la tuile intérieure. Le champ azimutal
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Densités surfaciques Produit scalaire Expression

σ∗11
~J1.~n1 J1 cos(θ − θ1+θ2

2 )
σ∗12

~J1.~n2 J1 sin( θ2−θ12 )
σ∗13

~J1.~n3 −J1 cos(θ − θ1+θ2
2 )

σ∗14
~J1.~n4 J1 sin( θ2−θ12 )

σ∗25
~J2.~n5 J2 cos(θ − θ3+θ4

2 )
σ∗26

~J2.~n6 J2 sin( θ4−θ32 )
σ∗27

~J2.~n7 −J2 cos(θ − θ3+θ4
2 )

σ∗28
~J2.~n8 J2 sin( θ4−θ32 )

Table 2.5 � Dé�nition des densités surfaciques de charges pour calculer le couple exercé
entre deux tuiles aimantées à la fois uniformément et radialement

s'exprime par :

Hθ(r, θ, z) =
J1

4πµ0

∫ θ2

θ1

∫ zb

za
cos(θ − θ1 + θ2

2
)
~u(rin1)
|~u(rin1)|3

rin1dθ̃dz̃

− J1

4πµ0

∫ θ2

θ1

∫ zb

za
cos(θ − θ1 + θ2

2
)
~u(rout1)
|~u(rout1)|3

rout1dθ̃dz̃

+
J1

4πµ0

∫ rout1

rin1

∫ zb

za
sin(

θ2 − θ1

2
)
~v(θ2)
|~v(θ2)|3

dr̃dz̃

+
J1

4πµ0

∫ rout1

rin1

∫ zb

za
sin(

θ2 − θ1

2
)
~v(θ1)
|~v(θ1)|3

dr̃dz̃

(2.177)

où

~u(x) = (r − x cos(θ − θ̃))~ur − x sin(θ − θ̃)~uθ + (z − z̃)~uz (2.178)

et

~v(y) = (r − r̃ cos(θ − y)~ur − r̃ sin(θ − y)~uθ + (z − z̃)~uz (2.179)

Le couple entre les deux tuiles aimantées à la fois uniformément et radialement se détermine
par la relation suivante :

Tθ =
J1J2

4πµ0

∫ θ4

θ3

∫ zd

zc
rin2H(rin2,

˜̃
θ, ˜̃z)rin2 cos(˜̃θ − θ3 + θ4

2
)d˜̃
θd˜̃z

− J1J2

4πµ0

∫ θ4

θ3

∫ zd

zc
rout2H(rout2,

˜̃
θ, ˜̃z)rout2 cos(˜̃θ − θ3 + θ4

2
)d˜̃
θd˜̃z

+
J1J2

4πµ0

∫ rout2

rin2

∫ zd

zc

˜̃rH(˜̃r, θ4, ˜̃z) sin(
θ4 − θ3

2
)d˜̃rd˜̃z
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+
J1J2

4πµ0

∫ rout2

rin2

∫ zd

zc

˜̃rH(˜̃r, θ3, ˜̃z) sin(
θ4 − θ3

2
)d˜̃rd˜̃z

(2.180)

Après simpli�cation, l'expression �nale du couple transmis entre deux tuiles aimantées à la
fois uniformément et radialement s'écrit :

Tθ =
J1J2

4πµ0

(∫ θ2

θ1

∫ θ4

θ3
dT

(1)
θ + T

(2)
θ +

∫ zb

za
dT

(3)
θ +

∫ θ2

θ1
dT

(4)
θ

)
(2.181)

avec

dT
(1)
θ = + cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) cos(˜̃θ − θ3 + θ4

2
) sin(˜̃θ − θ̃)A[rin1, rin2]dθ̃d˜̃

θ

− cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) cos(˜̃θ − θ3 + θ4

2
) sin(˜̃θ − θ̃)A[rout1, rin2]dθ̃d˜̃

θ

− cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) cos(˜̃θ − θ3 + θ4

2
) sin(˜̃θ − θ̃)A[rin1, rout2]dθ̃d˜̃

θ

+ cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) cos(˜̃θ − θ3 + θ4

2
) sin(˜̃θ − θ̃)A[rin2, rout1]dθ̃d˜̃

θ

(2.182)

On voit que dT
(1)
θ comporte les contributions croisées des charges localisées sur les faces

courbes des deux tuiles aimantées radialement. Cette fonction est particulièrement di�cile
à intégrer car le numérateur comporte un produit de fonctions dont les variations angulaires
di�èrent du pas angulaire d'intégration.

T
(2)
θ = + sin(

θ2 − θ1

2
) sin(

θ4 − θ3

2
)B[θ2, θ4]

+ sin(
θ2 − θ1

2
) sin(

θ4 − θ3

2
)B[θ1, θ4]

+ sin(
θ2 − θ1

2
) sin(

θ4 − θ3

2
)B[θ2, θ3]

+ sin(
θ2 − θ1

2
) sin(

θ4 − θ3

2
)B[θ1, θ3]

(2.183)

La fonction T
(2)
θ est la plus simple à intégrer car cette fonction résulte des contributions

de charges localisées sur les faces planes de chaque tuile aimantée radialement. Notons
d'ailleurs que cette fonction n'est basée que sur une seule intégrale numérique.
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dT
(3)
θ = sin(

θ2 − θ1

2
) cos(

θ2 − θ1

2
− θ4 − θ3

2
)C[θ2, rin2]dz̃

+ sin(
θ2 − θ1

2
) cos(

θ2 − θ1

2
− θ3 + θ4

2
)C[θ1, rin2]dz̃

− sin(
θ2 − θ1

2
) cos(

θ2 − θ1

2
− θ3 + θ4

2
)C[θ2, rout2]dz̃

− sin(
θ2 − θ1

2
) cos(

θ2 − θ1

2
− θ3 + θ4

2
)C[θ1, rout2]dz̃

(2.184)

dT
(4)
θ = + cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) sin(

θ4 − θ3

2
)D[θ4, rin1]dθ̃

− cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) sin(

θ4 − θ3

2
)D[θ4, rout1]dθ̃

+ cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) sin(

θ2 − θ1

2
)D[θ3, rin1]dθ̃

− cos(θ̃ − θ1 + θ2

2
) sin(

θ2 − θ1

2
)D[θ3, rout1]dθ̃

(2.185)

Les fonctions dT
(3)
θ et dT

(4)
θ sont des fonctions croisées dans le sens où elles tiennent compte

du produit des contributions de charges localisées sur les faces courbes et les faces planes de
chaque tuile aimantée radialement. Il est intéressant de noter que ces fonctions sont basées
sur une partie semi-analytique utilisant une seule intégration numérique.
Les fonctions A[r1, r2], B[θi, θj ], C[θi, ri] etD[θj , rj ] qui décrivent les di�érents types d'inter-
actions entre les charges magnétiques localisées sur les faces des tuiles aimantées radialement
sont dé�nis de la manière suivante :

A[r1, r2] =
∫ zb

za

∫ zd

zc

−r2
1r

2
2

(r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cos(˜̃θ − θ̃) + (˜̃z − z̃)2)
3
2

dz̃d˜̃z (2.186)

B[θi, θj ] =
∫ rout2

rin2

∫ zd

zc

∫ rout1

rin1

∫ zb

za

−r̃˜̃r sin(θj − θi)
(r̃2 + ˜̃r

2 − 2r̃˜̃r cos(θj − θi) + (˜̃z − z̃)2)
3
2

dr̃dz̃d˜̃rd˜̃z

(2.187)

C[θi, ri] =
∫ rout1

rin1

∫ zb

za

∫ zd

zc

−r2
i r̃ sin(˜̃θ − θi)

(r̃2 + r2
i − 2r̃ri cos(˜̃θ − θi) + (˜̃z − z̃)2)

3
2

dr̃dz̃d˜̃z (2.188)

D[θj , rj ] =
∫ rout2

rin2

∫ zd

zc

∫ zb

za

−r2
j
˜̃r sin(θj − θi)

(˜̃r
2

+ r2
j − 2rj̃ r̃ cos(θj − θ̃) + (˜̃z − z̃)2)

3
2

dz̃d˜̃rd˜̃z (2.189)
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A[r1, r2] = A(1)[za, zc]−A(1)[zb, zc]−A(1)[za, zd] +A(1)[zb, zd] (2.190)

avec

A(1)[zi, zj ] =
r2

1r
2
2

√
r2

1 + r2
2 + (zi − zj)2 − 2r1r2 cos(θ̃ − ˜̃

θ)

r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cos(θ̃ − ˜̃
θ)

(2.191)

B[θi, θj ] =
∫ rout2

rin2

(
−B(1)[za − zc, rout1] +B(1)[zb − zc, rout1]

)
d˜̃r

+
∫ rout2

rin2

(
+B(1)[za − zd, rout1]−B(1)[zb − zd, rout1]

)
d˜̃r

+
∫ rout2

rin2

(
B(1)[za − zc, rin1]−B(1)[zb − zc, rin1]

)
d˜̃r

+
∫ rout2

rin2

(
−B(1)[za − zd, rin1] +B(1)[zb − zd, rin1]

)
d˜̃r

(2.192)

avec

B[y, ri] = ˜̃r
√
r̃2 − 2r̃˜̃rx+ y + ˜̃r

2
x log

[
r̃ − ˜̃rx+

√
r̃2 − 2r̃˜̃rx+ y

]

+
˜̃ri(−x+

√
−1 + x2

√
˜̃r

2 − y)
2
√
−1 + x2

log[A]

+
˜̃ri(x+

√
−1 + x2)

√
˜̃r

2 − y
2
√
−1 + x2

log[B]

(2.193)

A =
2i(r̃˜̃r(−1 + x2) + ˜̃r

2
(x− x3 + x2

√
−1 + x2))

(−x+
√
−1 + x2)(r̃ + ˜̃r(−x+

√
−1 + x2))(˜̃r

2 − y)
3
2

+
2i
√
−1 + x2(−y + i

√
˜̃r

2 − y
√
r̃2 − 2r̃˜̃rx+ y)

(−x+
√
−1 + x2)(r̃ + ˜̃r(−x+

√
−1 + x2))(˜̃r

2 − y)
3
2

(2.194)

B =
2ir̃˜̃r(−1 + x2)− 2i˜̃r

2
x(−1 + x2 + x

√
−1 + x2)

(x+
√
−1 + x2)(−r̃ + ˜̃r)(x+

√
−1 + x2)(˜̃r

2 − y)
3
2

+
2
√
−1 + x2(iy +

√
˜̃r

2 − y
√
r̃2 − 2r̃˜̃rx+ y)

(x+
√
−1 + x2)(−r̃ + ˜̃r(x+

√
−1 + x2))(˜̃r

2 − y)
3
2

(2.195)
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x = cos(θi − θj) (2.196)

C[θi, ri] =
∫ rout1

rin1

C(1)[θi, ri]dr̃ (2.197)

C(1)[θi, ri] = ri

√
r2
i + r̃2 + (zc − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ3 − θi)

−ri
√
r2
i + r̃2 + (zd − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ3 − θi)

−ri
√
r2
i + r̃2 + (zc − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ4 − θi)

+ri
√
r2
i + r̃2 + (zd − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ4 − θi)

+ri(zc − z̃) log
[
−zc + z̃ +

√
r2
i + r̃2 + (zc − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ3 − θi)

]
−ri(zd − z̃) log

[
−zd + z̃ +

√
r2
i + r̃2 + (zd − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ4 − θi)

]
+ri(zd − z̃) log

[
−zd + z̃ +

√
r2
i + r̃2 + (zd − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ3 − θi)

]
−ri(zc − z̃) log

[
−zc + z̃ +

√
r2
i + r̃2 + (zc − z̃)2 − 2rir̃ cos(θ3 − θi)

]
(2.198)

D[θj , rj ] =
∫ rout2

rin2

(
D(2)(zb, zc)−D(2)(za, zc) +D(2)(za, zd)−D(2)(zb, zd)

)
d˜̃r (2.199)

avec

D(2)(x, y) =
sin(θi − θj)r2

j
˜̃r
√
r2
j + ˜̃r

2
+ (x− y)2 − 2rj ˜̃r cos(θj − θi)

r2
j + ˜̃r

2 − 2rj ˜̃r cos(θj − θi)
(2.200)

L'approche coulombienne met en évidence la déformation du couple transmis entre deux
tuiles aimantées à la fois uniformément et radialement et permet de comparer le couple
transmis entre deux tuiles aimantées uniformément et deux tuiles aimantées radialement
([Ravaud-V],[81]) (considérées comme ayant des polarisations idéales), comme le montre
la �gure 2.40.

Par ailleurs, cette �gure 2.40 illustre la diminution et la déformation du couple trans-
mis entre deux tuiles aimantées uniformément. Nous utilisons les dimensions suivantes :
r1 = 0.021 m, r2 = 0.024 m, r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m, z1 = z3 =0 m, z2 = z4 =0.003 m,
J1 = J2 = 1 T, θ2 − θ1 = θ4 − θ3 = π

4 rad. Ceci prouve les inconvénients de l'utilisation de
tuiles aimantées uniformément par rapport aux tuiles aimantées radialement.
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Figure 2.40 � Couple transmis entre deux tuiles aimantées uniformément et radialement
en fonction du décalage angulaire, r1 = 0.021 m, r2 = 0.024 m, r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m,
z1 = z3 =0 m, z2 = z4 =0.003 m, J1 = J2 = 1 T, θ2 − θ1 = θ4 − θ3 = π

4 rad

Notons en�n que la direction de la polarisation a une in�uence sur le couple transmis
([Ravaud-W],[80]) pour les accouplements à entrefer plan et cylindrique. Nos travaux
conduisent à la conclusion que les accouplements à entrefer cylindrique doivent être éla-
borés avec des tuiles d'aimantation radiale. Les accouplements à entrefer plan doivent être
fabriqués avec des tuiles d'aimantation axiale. Le détail de ces calculs sont présentés à l'an-
nexe ([Ravaud-W],[80]).

2.4.3 Force entre anneaux aimantés axialement

Les anneaux aimantés radialement sont utilisés dans la réalisation de paliers magné-
tiques dits passifs. Ces paliers sont généralement constitués de deux anneaux.

La �gure 2.41 représente une butée axiale, constituée de deux anneaux aimantés ra-
dialement en répulsion. Une telle con�guration est d'ailleurs généralement représentée en
coupe bidimensionnelle, comme le montre la �gure 2.42.

Les expressions semi-analytiques de la force et de la raideur ([Ravaud-N],[82]) per-
mettent d'étudier l'in�uence des dimensions sur la raideur ou la force (voir �gure 2.43)
s'exerçant entre ces deux anneaux aimantés axialement.

Nous avons utilisé une formulation tridimensionnelle exacte pour calculer la force et
la raideur s'exerçant entre deux anneaux aimantés axialement. Cette formulation exacte
est basée sur le modèle coulombien. Le détail des calculs est donné dans les annexes de ce
manuscrit ([Ravaud-N],[82]). L'idée est, comme pour le cas du calcul de couple transmis
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Figure 2.41 � Représentation d'une butée axiale constituée de deux anneaux aimantés axia-
lement

Figure 2.42 � Coupe 2D d'une butée axiale constituée de deux anneaux aimantés axialement

entre deux tuiles, de déterminer le champ magnétique créé par l'anneau extérieur. Dans
un deuxième temps, nous calculons la projection du champ magnétique créé par l'anneau
extérieur sur l'anneau intérieur. Cette méthode de calcul a été largement utilisée dans
cette thèse, mais aussi par de nombreux travaux portant sur l'optimisation de structures à
aimants permanents [6]-[9].

Le temps de calcul pour représenter la force axiale transmise entre deux anneaux aiman-
tés axialement et centrés radialement est de 4 s avec un processeur de 2GHz. Notons que
le temps de calcul avec une formulation linéarisée établie par J. P. Yonnet est plus courte
(moins d'une seconde avec le même processeur) mais est moins précise, en particulier pour
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Figure 2.43 � Représentation de la force axiale transmise entre deux anneaux aimantés
axialement et centrés radialement en fonction du décalage axial z (r1 = 0.021 m, r2 =
0.024 m, r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m, z3− z1 =0.003 m, z4− z2 =0.003 m, J1 = J2 = 1 T)

les dispositifs de petite taille. L'utilité d'utiliser une approche tridimensionnelle exacte est
donc clairement justi�ée par le choix d'obtenir des résultats très précis.

2.4.4 Force entre anneaux aimantés radialement

Une butée axiale peut aussi être réalisée avec des anneaux aimantés radialement tra-
vaillant en attraction (voir �gures 2.44 et 2.45) ; cependant, de tels anneaux étant di�ciles
à aimanter en pratique, il est souvent plus simple de réaliser des butées axiales avec des
anneaux aimantés axialement. Néanmoins, les propriétés mécaniques (raideur, force) sont
di�érentes ([Ravaud-N],[83]), en particulier pour des anneaux dont le rayon est petit.

L'approche analytique adoptée est similaire à celle employée dans le cas des anneaux
aimantés axialement ou à celle utilisée pour évaluer le couple transmis entre deux tuiles
d'aimant. La courbure des anneaux est donc prise en compte et ceci permet d'obtenir des
résultats très précis. Les temps de calcul sont relativement faibles : environ 6 s pour évaluer
la force entre deux anneaux aimantés radialement dans l'approche coulombienne avec un
processeur de 2GHz.

Par ailleurs, ces approches permettent de réaliser facilement des optimisations paramé-
triques. On illustre ce propos sur la �gure 2.46 où nous représentons la force en fonction
de la di�érence d'altitude entre les deux anneaux pour trois entrefers di�érents (0.1 mm,
1 mm et 3 mm). Nous prenons les dimensions suivantes : r1 = 0.021 m, r2 = 0.024 m,
r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m, z3 − z1 =0.003 m, z4 − z2 =0.003 m, J1 = J2 = 1 T
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Figure 2.44 � Représentation d'une butée axiale constituée de deux anneaux aimantés ra-
dialement

Figure 2.45 � Coupe 2D d'une butée axiale faite avec des anneaux aimantés radialement

La �gure 2.46 met clairement en évidence la nécessité de réaliser des paliers avec de très
petits entrefers, ceci a�n d'obtenir la plus grande force possible. L'utilisation de formules
3D permet d'obtenir des optimisations plus �nes que celles utilisant les formules 2D (dites
linéarisées). Un point majeur à mentionner est la possibilité d'obtenir avec précision la va-
leur maximale de la force en fonction des dimensions de l'entrefer et des anneaux utilisés.
En e�et, comme le montre la �gure 2.46, la valeur maximale de la force dépend intrinsè-
quement des dimensions de l'entrefer, et ceci pour des anneaux ayant la même dimension.
Cette information est cruciale pour l'optimisation de structures à anneaux et de paliers
passifs. En conséquence, l'approche 3D permet des optimisations plus �nes que l'approche
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Figure 2.46 � Représentation de la force axiale transmise entre deux anneaux aimantés
radialement et centrés radialement en fonction du décalage axial z (r1 = 0.021 m, r2 =
0.024 m, r3 = 0.025 m, r4 = 0.028 m, z3−z1 =0.003 m, z4−z2 =0.003 m, J1 = J2 = 1 T),
entrefers (courbe la plus épaisse à la moins épaisse) : 0.1 mm, 1 mm, 2 mm

linéarisée (basée sur la détermination de la force entre deux parallélépipèdes).

L'analyse des con�gurations étudiées montre que la prise en compte de la courbure en-
traîne systématiquement des complications mathématiques. Dans l'approche coulombienne,
six intégrations sont nécessaires pour obtenir une formulation analytique. La réduction du
nombre d'intégrales à utiliser est crucial pour réaliser des optimisations paramétriques avec
des temps de calcul réduits. La réelle complication mathématique vient de la prise en compte
des densités volumiques de charges magnétiques localisées dans les anneaux aimantés radia-
lement. Négliger ces contributions peut être une première étape de calcul pour réaliser une
optimisation paramétrique. Puis, dans un second temps, la prise en compte de ces contri-
butions de charges permet d'a�ner les résultats.
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Chapitre 3

Conception d'un haut-parleur guidé
par des joints de ferro�uide

3.1 Contexte

Nous présentons dans ce chapitre une synthèse des travaux menés sur la modélisation
des joints de ferro�uide. Ces travaux s'inscrivent dans la continuité de travaux préliminaires
développés par G. Lemarquand et V. Lemarquand sur la conception de nouvelles structures
de haut-parleur sans fer utilisant des suspensions de ferro�uide [84][18]. Cette nouvelle
structure s'inscrit dans la recherche de nouveaux transducteurs haute �délité ([Ravaud-
M],[85]).

Les haut-parleurs électrodynamiques classiques comportent des défauts qui génèrent des
harmoniques et inharmoniques lorsqu'un son est émis. Ces défauts proviennent essentielle-
ment de la structure du moteur du haut-parleur et de ses suspensions périphériques.

Après avoir retracé les principaux travaux menés dans la littérature sur les non-linéarités
des haut-parleurs électrodynamiques et sur l'utilisation des ferro�uides en ingénierie, nous
présentons succinctement les points majeurs apportés dans cette thèse sur la modélisation
d'un joint de ferro�uide guidant le piston émissif d'un haut-parleur sans fer.

3.1.1 Sources de non-linéarités du haut-parleur électrodynamique : état

de l'art

Les premiers travaux sur la modélisation du haut-parleur électrodynamique remontent
au début des années 1970 avec les publications de R. H. Small [86][87] et A. N. Thiele
[88]. Ces travaux décrivent pour la première fois un modèle linéaire simple �xant les para-
mètres essentiels à la description du comportement du haut-parleur électrodynamique en
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basse fréquence (résonance, impédance nominale, impédance motionnelle). Si ce modèle est
encore largement employé aujourd'hui, il ne prédit pas les non-linéarités intrinsèques du
haut-parleur qui se répercutent sur la dépendance des paramètres de Thiele et Small en
fonction du niveau d'excitation et de la température de la bobine.

En 1981, M. R. Gander s'intéresse au comportement de la bobine mobile qu'il juge pri-
mordial pour estimer l'excursion maximale pour laquelle le haut-parleur est linéaire [89].
Des travaux sont poursuivis pas R. H. Small sur ce même thème en 1984 [90].

En 1985, H. Suzuki montre l'in�uence de la forme du dôme d'un haut-parleur sur la
pression rayonnée [91]. Notons qu'à ce jour, le débat portant sur la forme idéale du dôme
d'un haut-parleur est encore ouvert.

En 1986, M. R. Gander étudie les conséquences de la chaleur dégagée par la bobine mo-
bile sur le rendement du haut-parleur et sur l'impédance du haut-parleur électrodynamique
[92]. L'année suivante, en 1987, A. Dobrucki et C. Szmall publient un papier sur les non
linéarités des haut-parleurs en basse fréquence (boomer), en particulier autour de la fré-
quence de résonance [93]. Les débattements de la membrane présentent des non-linéarités
assez importantes dans cette zone fréquentielle.

En 1987, A. J. M. Kaizer propose un modèle analytique basé sur les séries de Volterra
pour modéliser la réponse non linéaire d'un haut-parleur électrodynamique soumis à une
excitation sinusoïdale [94].

En 1989, J. Vanderkooy établit un modèle bidimensionnel permettant de tenir compte
des courants de Foucault apparaissant dans les pièces polaires du moteur du haut-parleur
électrodynamique [95]. D'une part, il étudie une con�guration plane puis le cas plus réaliste
d'une con�guration cylindrique in�nie dans une direction. Cette même année, P. G. L. Mills
et M. O. J. Hawksford suggèrent de réduire les distorsions induites par la bobine mobile en
employant une technologie alternative dans la source de courant [96].

Le début des années 1990 est marqué par les travaux de W. Klippel [97] sur la mo-
délisation et la caractérisation des non linéarités des haut-parleurs électrodynamiques. Ces
travaux sont d'ailleurs poursuivis par ce même auteur [98]-[100] qui identi�e l'inductance,
le facteur de force et la compliance des suspensions périphériques comme étant les princi-
pales sources de non-linéarités du haut-parleur électrodynamique.

Durant la même période, les travaux de J. R. Wright [101] et A. Dobrucki [102]mettent
en lumière les mêmes causes de non-linéarités de W. Klippel. Par ailleurs, E. R. Olsen et
K. B. Christensen établissent un modèle non linéaire du haut-parleur électrodynamique et
J. W. Norris montre les e�ets du comportement dynamique non linéaire de la bobine mobile
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du moteur [103].

L'identi�cation des paramètres de Thiele et Small suscite un certain nombre de travaux
[104] [105] et plusieurs méthodologies sont proposées a�n de déterminer les paramètres
équivalents de Thiele et Small.

Très récemment, des études de synthèse sont menées pour continuer à a�ner les mo-
dèles existants [106][107]. Parmi ces études, G. Lemarquand et M. Bruneau montrent les
conséquences de la propagation acoustique non linéaire d'ondes émises par le haut-parleur
électrodynamique [108]. Notons également que N. Quagebeur a étudié les non-linéarités et
le rôle du matériau de la membrane dans la reproduction sonore du haut-parleur électro-
dynamique [109].

3.1.2 Contributions de cette thèse sur les défauts du haut-parleur élec-

trodynamique

Des travaux préliminaires à cette thèse pointent les principales causes de non-linéarités
d'un haut-parleur électrodynamique. Une méthodologie expérimentale, basée sur la déter-
mination 3D de l'impédance électrique du haut-parleur électrodynamique, permet de classer
les défauts du haut-parleur ([Ravaud-R],[110]). Notons que cette méthodologie est aussi
utilisée pour caractériser les microphones électrodynamiques ([Ravaud-S],[111]). L'idée
principale est de mesurer l'impédance électrique d'un haut-parleur à di�érents niveaux d'ex-
citation et d'en tirer les lois de comportement des di�érents paramètres de Thiele et Small
en fonction du niveau d'excitation par la méthode du Simplex. Ces lois de comportement,
écrites sous forme polynomiale et réinjectées dans l'équation di�érentielle du haut-parleur
électrodynamique permettent de prédire théoriquement les distorsions induites par le haut-
parleur électrodynamique sous excitation sinusoïdale. Ces travaux montrent, par le biais des
distorsions induites par l'inductance, l'inconvénient d'utiliser du fer dans le moteur d'un
haut-parleur électrodynamique.

3.1.3 Utilisation des ferro�uides : état de l'art

L'utilisation de ferro�uides est née dans les années 1960. Les premiers travaux sur ce
domaine sont conduits en majeure partie par R. E. Rosensweig qui publie un livre réédité
en 1997 dans lequel les lois fondamentales de la ferrohydrodynamique sont décrites [112].
Nous retraçons ici les publications montrant l'évolution des études théoriques et expérimen-
tales sur les ferro�uides en rapport direct ou indirect avec les joints de ferro�uide.

87



Chapitre 3 : Conception d'un haut-parleur guidé par des joints de ferro�uide

En 1972, I. Tarapov étudie le mouvement d'un �uide magnétique utilisé dans une struc-
ture cylindrique [113]. Ce ferro�uide est utilisé comme lubri�ant et joint d'étanchéité. Cette
idée d'utiliser les ferro�uides dans les paliers est reprise par J. Walker et J. Backmaster en
1979 [114]. En 1983, N. Tiperi décrit les di�érentes caractéristiques intrinsèques des paliers
à ferro�uide et S. Miyake et S. Takahashi approfondissent l'idée d'utiliser les propriétés
d'étanchéité et lubri�catrices en 1985 [115]. Cette idée est largement reprise par H. Chang,
C. Chi et P. Zhao en 1987 [116]. Certains auteurs s'intéressent alors aux propriétés sta-
tiques de ces �lms de ferro�uide, comme Y. Zhang en 1991 [117] alors que M. C. Miguel
et J. M. Rubi étudient le comportement du ferro�uide en régime dynamique [118].

Les applications de l'utilisation des ferro�uides sont nombreuses. C. A. Borghi, A. Cris-
tofolini et M. Fabbri utilisent les ferro�uides dans la conception de pompes [119] alors
que H. S. Lee et I. Nakatani étudient la stabilité des ferro�uides fabriqués avec di�érents
surfactants [120].

En 2000, S. Chen, Q. Zhang, H. Chong, T. Komatsu et C. Kang utilisent du ferro�uide
dans les imprimantes [121] alors que Q. Zhang, S. Chen, S. Winoto et E. Ong l'emploient
pour des moteurs à haute vitesse [122].

D'autres études théoriques portent sur les propriétés macroscopiques du ferro�uide.
T. Osman, G. Nada et Z. Safar reprennent l'idée des paliers lubri�és avec du ferro�uide
et établissent des modèles statique et dynamique pour caractériser le ferro�uide en champ
con�né [123]. D'un autre côté, G. S. Park et S. H. Park étudient la forme du ferro�uide sou-
mis à des forces extérieures [124][125]. Citons également les travaux de M. Miwa, H. Harita,
T. Nishigami, R. Kaneko et H. Unozawa [126] qui déterminent la fréquence caractéristique
des particules ferromagnétiques dans le ferro�uide. Cette donnée est d'ailleurs particuliè-
rement intéressante lorsque l'on souhaite décrire théoriquement le phénomène d'agrégation
des particules en champ très intense.

Les notions de pression et de force sont employées par M. d'Aquino, G. Miano, C. Ser-
pico, W. Zamboni et G. Coppola en 2003 [127] pour caractériser les propriétés mécaniques
des ferro�uides. En 2004, R. C. Shah et M. Bhat exposent un modèle analytique basé sur
l'hypothèse d'un champ homogène pour déterminer les propriétés d'un �lm de ferro�uide
dans un palier [128] ainsi que P. Kuzhir en 2008 [129] alors que W. Ochonski étudie les
forces d'interaction dans les paliers employant des ferro�uides en 2005 [130].

Au cours de ces années de recherche, certains inconvénients importants sont mis au jour
(instabilités, agrégation des particules ferromagnétiques ) en régime dynamique, comme le
montrent G. Matthies et U. Tobiska en 2005 [131], H. S. Choi, Y. S. Kim, K. T. Kim et
I. H. Park [132] en 2008 et A. Ivanov, S. Kantorovich, V. Mendelev et E. Pyanzina en 2006
[133]. Citons aussi les travaux de Y. L. Raikher, V. I. Stepanov, J. C. Bacri et R. Perzynski
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en 2005 sur la modélisation du phénomène de relaxation des particules dans les ferro�uides
[134].

Historiquement, certains papiers de synthèse retracent bien la problématique des ferro-
�uides, leurs utilisations, leurs propriétés, comme le montrent C. Holm et J. J. Weiss en
2005 [135] et H. Chetouani, C. Jeandey, V. Haguet, H. Rostaing, C. Dieppedale et G. Reyne
en 2006 [136] par des applications originales.

Les publications les plus récentes et qui sont davantage en lien avec la manière dons nous
utilisons le ferro�uide dans un haut-parleur sans fer sont celles de S. H. Lee, H. S. Choi,
I. H. Park en 2007 qui utilisent les forces de Kelvin pour remonter aux grandeurs méca-
niques [137] et G. Lemarquand cette même année qui emploie le joint de ferro�uide pour
le guidage d'un piston émissif [84]. Citons également la publication de X. Li, K. Yao et
Z. Liu qui s'intéressent à l'utilisation de ferro�uide en champ fort [138], comme c'est le cas
dans notre application (on appelle ici champ fort, un champ d'environ 500 kA/m).

En�n, R. E. Rosensweig, Y. Hirota, S. Tsuda et K. Raj utilisent le ferro�uide comme
milieu de transfert thermique pour évacuer la chaleur dégagée par la bobine d'un haut-
parleur [139]. Ce haut-parleur est constitué de ses suspensions périphériques, ce qui est
di�érent du prototype développé au LAUM où le ferro�uide est employé pour ses propriétés
mécaniques et non pas simplement comme un milieu de transfert thermique.

3.2 Modélisation analytique d'un joint de ferro�uide

Nous exposons ici succinctement les hypothèses descriptives du formalisme basé sur
l'énergie magnétique contenue dans le joint de ferro�uide. Les détails des calculs conduisant
à la détermination de la forme ([Ravaud-U],[140]), du volume ([Ravaud-L],[141]), de la
répartition ([Ravaud-T],[142]) du joint dans un entrefer ainsi que ses raideurs radiale et
axiale ([Ravaud-K],[143]) sont détaillés dans les publications des annexes.

3.2.1 Hypothèses du modèle

Les travaux menés durant cette thèse sur la modélisation du joint de ferro�uide d'un
haut-parleur sans fer sont étroitement liés aux travaux concernant l'évaluation des champs
magnétiques créés par des aimants permanents. En e�et, les joints de ferro�uide guidant le
piston émissif du haut-parleur sans fer sont soumis à des champs magnétiques forts. Dans
ces conditions, les particules ferromagnétiques sont alignées avec le champ magnétique et le
champ qu'elles produisent est négligeable par rapport à l'énergie d'interaction entre les par-
ticules ferromagnétiques et le champ magnétique créé par les aimants permanents. L'énergie
gravitationnelle et l'énergie thermique ne jouent également aucun rôle dans les propriétés
mécaniques du joint de ferro�uide.
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Nous partons alors de l'équation de Bernoulli généralisée qui est utilisée en ferrohydrody-
namique [112].

ρ

(
∂~v

∂t
+ ~v.~∇~v

)
= − ~∇p∗ + µ0M~∇H + η~∇2~v + ρ~g (3.1)

où ρ est la densité volumique du ferro�uide, ~v est la vitesse de déplacement du ferro�uide
(régime dynamique), p∗ désigne une pression (pression atmosphérique, pression de capilla-
rité, tension de surface), µ0 est la perméabilité du vide, M est la magnétisation moyenne
du ferro�uide, ~H est le champ magnétique créé par la structure extérieure au ferro�uide, ~g
est l'accélération de la gravité. Cette équation peut être vue comme une généralisation de
l'équation de Navier-Stokes. Le terme µ0M~∇H décrit l'interaction entre le champ magné-
tique créé par une structure extérieure au ferro�uide (aimants permanents) et les particules
ferromagnétiques. Notre �uide est étudié en régime statique dans l'ensemble de nos travaux.
En conséquence, l'équation (3.1) s'écrit :

0 = − ~∇p∗ + µ0M ~∇H + ρ~g (3.2)

L'intégration de l'équation précédente entraîne :

A = −p∗ + µ0MH + ρgh (3.3)

où A désigne une constante et h la hauteur du ferro�uide. Dans nos conditions expérimen-
tales, la tension de surface ne joue aucun rôle car le champ est très intense (supérieur à
1.2 T). Dans ces conditions, le ferro�uide est saturé et peut être considéré du point de vue
macroscopique commme une distribution dipolaire continue. Sa magnétisation moyenne est
alors vue comme une magnétisation saturée et est notée Ms

M̄ =
1
H

∫ H

0
MdH = Ms (3.4)

La tension de surface intervient généralement dans un terme décrivant la pression de capil-
larité. Dans notre application en champ fort (entre 1 à 1.2 T), cette pression de capillarité
est négligeable devant le terme µ0MH. Par ailleurs, la pression normale de traction est
également négligeable. Le ferro�uide sature à 32 kA/m alors que le champ magnétique que
nous utilisons dépasse les 400 kA/m ; dans ces conditions, la valeur de la pression est plus
grande que 12800 N/m2. D'un autre côté, la tension de surface est bien réelle. Cependant,
quand on prend en compte à la fois la valeur du coe�cient de surface, S, (S vaut 0.0256 kg/s2

pour les ferro�uides utilisés) et le rayon de courbure, l'e�et de la tension de surface peut
être négligé : ce dernier ne déforme pas le ferro�uide en champ fort. De ce fait, la pression
totale en un point du ferro�uide devient (à une constante A près, qui est choisie nulle) :

p = p∗ (3.5)
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Par ailleurs, les particules ferromagnétiques sont alignées avec le champ magnétique exté-
rieur. De plus, pour un très petit volume de ferro�uide, la gravité n'intervient pas dans
l'équation de Bernoulli. On obtient alors :

p = µ0
~Ms. ~H = µ0MsH (3.6)

En résumé, notre modèle est basé sur la détermination de la pression magnétique dans le
joint qui s'exprime en fonction de l'aimantation saturée du ferro�uide et du champ inho-
mogène dans lequel est baigné le ferro�uide.

3.2.2 Exemple de calcul pour une con�guration à deux anneaux aimantés

radialement

L'équation (3.6) est utilisée pour évaluer les propriétés mécaniques d'un joint de fer-
ro�uide, le volume qu'il occupe dans l'espace (par exemple un entrefer) et la forme qu'il
épouse sous le champ magnétique. Notons que cette équation n'est valide que lorsque le
ferro�uide est soumis à un champ fort (de l'ordre de 1.2 T), comme c'est le cas du haut-
parleur sans fer guidé par joints de ferro�uide.

Nous donnons à titre d'illustration un exemple de con�guration étudiée pendant cette
thèse. Considérons la con�guration présentée à la �gure 3.1. Ce système est composé de deux
anneaux aimantés radialement et dont les polarisations sont opposées, d'un piston émissif
sans fer qui est centré radialement et d'un joint de ferro�uide utilisé pour le positionnement
et le centrage radial du piston émissif. La pression en tout point de l'espace est alors calculée
à partir de l'équation suivante :

|p(r, z)| = µ0Ms.H(r, z) (3.7)

où µ0 est la perméabilité du vide, Ms est l'aimantation saturée des particules ferromagné-
tiques et H(r, z) est le champ magnétique créé par la structure cylindrique. Du fait de la
symétrie cylindrique, la pression magnétique ne dépend pas de l'angle θ mais seulement des
deux paramètres r et z.

p(r, z) = µ0Ms. ~H(r, z) = µ0Ms

√
Hr(r, z)2 +Hz(r, z)2 (3.8)

Nous utilisons la fonction suivante pour le champ magnétique créé par les deux anneaux
aimantés radialement :

Hr(r, z) =
σ∗

πµ0
i(1 + u) (ς(u1)− ς(u2)) (3.9)
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Figure 3.1 � Con�guration à deux anneaux aimantés radialement dont les polarisations
sont opposées avec un piston émissif sans fer et un joint de ferro�uide

avec

ς(u) =
ξ1(−(a1d+ b1(c+ e1)))F ∗

[
i sinh−1[

√
−c+d−e1√
c+e1+du

], c+d+e1
c−d+e1

]
d
√
−c+ d− e1e1

√
d(1+u)
c+e1+du

√
1− u2

+
ξ1(b1c− a1d)Π∗

[
e1

c−d+e1
, i sinh−1[

√
−c+d+e1
c+e1+du ], c+d+e1

c−d+e1

]
d
√
−c+ d− e1e1

√
d(1+u)
c+e1+du

√
1− u2

+
ξ2 (−(a2d+ b2(c+ e2)))F ∗

[
i sinh−1[

√
−c+d−e2√
c+e2+du

], c+d+e2
c−d+e2

]
d
√
−c+ d− e2e2

√
d(1+u)
c+e2+du

√
1− u2

+
ξ2(b2c− a2d)Π∗

[
e2

c−d+e2
, i sinh−1[

√
−c+d+e2
c+e2+du ], c+d+e2

c−d+e2

]
d
√
−c+ d− e2e2

√
d(1+u)
c+e2+du

√
1− u2

−
η3 ((a3d− b3e3))F ∗

[
i sinh−1[

√
−d−e3√
e3+du

], −d−e3d+e3

]
d
√
−d− e3(−c+ e3)

√
d(1+u)
e3+du

√
1− u2
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−
η3(b3c− a3d)Π∗

[
−c+e3
d+e3

, i sinh−1[
√
−d+e3
e3+du ], −d+e3

d+e3

]
d
√
−d− e3(−c+ e3)

√
d(1+u)
e3+du

√
1− u2

−
η4 (a4d− b4e4)F ∗

[
i sinh−1[

√
−d−e4√
e4+du

], −d+e4
d+e4

]
d
√
−d− e4(c+ e4)

√
d(1+u)
e4+du

√
1− u2

−
η4(b4c− a4d)Π∗

[
−c+e4
d+e4

, i sinh−1[
√
−d−e4
e4+du ], −d+e4

d+e4

]
d
√
−d− e4(−c+ e4)

√
d(1+u)
e4+du

√
1− u2

(3.10)

Par ailleurs, la composante axiale s'écrit dans notre con�guration :

Hz(r, z) =
σ∗

πµ0

−rin K∗
[
−4rrin

(r−rin)2+z2

]
√

(r − rin)2 + z2


+
σ∗

πµ0

rin K∗
[

−4rrin
(r−rin)2+(z−h)2

]
√

(r − rin)2 + (z − h)2


− σ∗

πµ0

rin K∗
[
−4rrin

(r−rin)2+z2

]
√

(r − rin)2 + z2


+
σ∗

πµ0

rin K∗
[

−4rrin
(r−rin)2+(z+h)2

]
√

(r − rin)2 + (z + h)2


(3.11)

ξi =

√
d(−1 + u)
c+ ei + du

(3.12)

ηi =

√
d(−1 + u)
ei + du

(3.13)

Les paramètres utilisés dans (3.10) sont dé�nis à la table 3.1.

Ainsi, le terme ~H(r, z) doit être évalué précisément de façon à calculer les propriétés
mécaniques du joint de ferro�uide guidant le piston émissif du haut-parleur sans fer.

3.2.3 Validation du modèle

Notre modèle a été validé expérimentalement dans le cas d'une con�guration à deux
anneaux, comme le montre schématiquement la �gure 3.2.
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Paramètres

a1 rinrz

b1 -r2
inz

c r2 + r2
in

d −2rrin
e1 z2

a2 −rinr(z − h)
b2 r2

in(z − h)
e2 (z − h)2

a3 rinrz

b3 −r2
inz

e3 r2 + r2
in + z2

a4 rinr(−z − h)
b4 −r2

in(−z − h)
e4 r2 + r2

in + (z + h)2

Table 3.1 � Dé�nition des paramètres utilisés dans (3.10)

Le dispositif expérimental est représenté à la �gure 3.2. La partie statique est constituée
de deux rangées de tuiles aimantées transversalement (et qui forment deux anneaux suppo-
sés aimantés radialement en première approximation). Le diamètre intérieur des anneaux
est de D = 49.7 mm. Le diamètre du piston central est de d = 49.0 mm. L'épaisseur du joint
de ferro�uide est de 0.35 mm. Notons que le ferro�uide est placé en dernier, une fois que le
piston central est disposé dans le dispositif. Le ferro�uide utilisé est le Ferrotec-APGW05
donc le µ0Ms vaut 40 mT.

L'objectif de la manipulation est d'appliquer deux forces aux extrémités du piton central
F1 et F2 qui assurent un déplacement radial, comme le montre la �gure 3.3. Notons que,
dans ces conditions, le rayon extérieur rout du cylindre central véri�e la relation suivante :

rout(θ) = r0 + e cos(θ). (3.14)

où r0 désigne le rayon du piston émissif et e le décalage radial. On utilise par ailleurs un
miroir avec une grille et un faisceau laser pour s'assurer que le mouvement du cylindre
central s'e�ectue dans une seule direction (mouvement de translation pure).
Deux capteurs de force sont utilisés pour mesurer la force de rappel du joint de ferro�uide
en fonction du déplacement du piston central. Nous donnons ici à la �gure 3.4 les résultats
expérimentaux pour un volume de ferro�uide de 105 mm3.
A l'aide de notre modèle de pression, nous pouvons déterminer l'énergie magnétique dans
le joint de ferro�uide. Pour cela, nous utilisons la relation suivante qui tient compte du
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Figure 3.2 � Représentation schématique du dispositif expérimental pour mesurer la raideur
radiale d'un joint de ferro�uide

Figure 3.3 � Décalage radial du pison central pour le calcul de la raideur radiale du joint
de ferro�uide
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Figure 3.4 � Résultats expérimentaux de la mesure de la force en fonction du décalage
radial du piston central ; D = 49.7 mm, d = 49.0 mm, µ0Ms = 40 mT, h = 0.02 m

Volume µ0Ms ktheo kexp
105 mm3 40 mT 1.85 kN/m 1.82∓ 0.21kN/m

Table 3.2 � Résultats expérimentaux et théoriques pour la détermination de la raideur d'un
joint de ferro�uide

décentrage du piston central :

∆Em =
∫ 2π

0

∫ rin

r0+e cos(θ)

∫ z0

−z0
pm(r, z)rdrdθdz −

∫ 2π

0

∫ rin

r0

∫ z0

−z0
pm(r, z)rdrdθdz (3.15)

où rin est le rayon intérieur de l'anneau, 2z0 est la hauteur du joint de ferro�uide au contact
des deux anneaux aimantés radialement. Ainsi, la densité d'énergie magnétique contenue
dans le joint de ferro�uide peut être représentée en tout point de l'espace de façon très
rapide puisque sa formulation est analytique. La �gure 3.5 montre la répartition de la
densité d'énergie magnétique dans le joint de ferro�uide avec les mêmes dimensions que
celles choisies pour l'expérimentation. Le travail de la force de rappel est égal à la variation
de l'énergie magnétique dans le joint de ferro�uide. On suppose en première approximation
que cette force est proportionnelle au déplacement e du piston

Fr =
∆Em

2e
(3.16)

La raideur théorique ktheo sé déduit alors directement en calculant le rapport Fr
e . Les ré-

sultats expérimentaux et théoriques sont donnés à la table 3.2.
La table 3.2 montre un bon accord entre le modèle théorique et les mesures expérimen-

tales ([Ravaud-Q],[144]).
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Figure 3.5 � Représentation de la densité d'énergie magnétique en tout point de l'espace
dans l'entrefer ; D = 49.7 mm, d = 49.0 mm, µ0Ms = 40 mT, h = 0.02 m

3.2.4 Prédiction des propriétés mécaniques d'un joint de ferro�uide

Un premier paramètre important à déterminer pour modéliser une structure à aimants
permanents utilisant du ferro�uide est le volume qu'il occupe dans l'entrefer. Le ferro�uide
étant un produit cher (plusieurs milliers d'euros le litre), il est fondamental de connaître
exactement le volume optimal de ferro�uide à utiliser en fonction des dimensions du système.

Notre modèle nous permet de reconstruire le volume occupé par un ferro�uide dans un
entrefer donné. A titre d'illustration, nous donnons la représentation 3D d'un joint de fer-
ro�uide soumis à un champ magnétique créé par deux anneaux aimantés, de polarisations
radiales opposées (J = 1 T). Le rayon intérieur est 0.025 m et la hauteur de chaque anneau
vaut 0.003 m.

Ainsi, la formulation analytique de la pression dans le joint de ferro�uide permet de
prédire, pour des dimensions données, la forme épousée par un volume de ferro�uide donné
([Ravaud-L],[141]).

Dans un second temps, ce modèle est utilisé pour prédire la raideur axiale du joint
de ferro�uide soumis à la fois à un champ fort et à un piston non cylindrique ([Ravaud-
K],[143]). La démarche utilisée repose sur l'utilisation des propriétés géométriques liées à la
forme des iso-champs avec lesquels les particules ferromagnétiques sont alignées. Un critère
important d'optimisation consiste à déterminer la forme du piston émissif pour laquelle la
force de rappel de ce piston soit proportionnelle au déplacement de la bobine.
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Figure 3.6 � Représentation 3D d'un joint de ferro�uide soumis à un champ magnétique
produit par deux anneaux aimantés, de polarisations opposées dont le module vaut 1 T et
de hauteurs 3 mm. Le rayon intérieur vaut 0.025 m

3.2.5 Optimisations de dispositifs à aimants permanents

L'intérêt d'utiliser une approche analytique basée sur la connaissance précise du champ
magnétique créé par des structures cylindriques réside dans la facilité avec laquelle ces
structures peuvent être optimisées. D'une part, les temps de calculs sont très courts (de
l'ordre de quelques secondes), par ailleurs, des études paramétriques sont facilement mises
en oeuvre.

On illustre ceci en étudiant l'in�uence de la hauteur d'un anneau aimanté radialement
sur la forme du joint de ferro�uide. On utilise pour ceci trois anneaux aimantés radialement,
comme le montre la �gure 3.7.

On utilise les dimensions suivantes : rin = 0.025 m, J = 1 T, la hauteur des anneaux
du haut et du bas est de 3 mm, le rayon extérieur est rout = 0.028 m et est gardé �xe pour
les simulations analytiques.

Une étude paramétrique sur l'anneau central permet de prédire quelle hauteur de l'an-
neau du milieu induit un ou deux joints de ferro�uide en fonction des dimensions des autres
anneaux, pour un volume de ferro�uide donné. Par exemple, lorsque la hauteur de l'anneau
central vaut h = 0.003 m (�gure 3.7-(a)), il est possible d'obtenir deux joinst de ferro�uide.
Lorsque la hauteur de l'anneau central diminue et vaut la moitié de la hauteur des anneaux
inférieur et supérieur (�gure 3.7-(d)), il est moins aisé d'obtenir deux joints de ferro�uide.
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Figure 3.7 � Coupe de la pression magnétique dans un joint de ferro�uide soumis à un
champ créé par trois anneaux aimantés radialement, rin = 0.025 m, J = 1.5 T ; les couleurs
les plus chaudes correspondent aux régions de l'espace pour lesquelles la pression magnétique
est la plus forte ; de haut en bas et de gauche à droite : on diminue la hauteur h de l'anneau
du milieu : (a) h = 0.003 m, (b) h = 0.0025 m, (c) h = 0.002 m, (d) h = 0.0015 m, la
hauteur des deux autres aimants vaut 0.003 m.

Ces travaux ([Ravaud-T],[142]) montrent l'intérêt d'utiliser notre modèle à des �ns
d'optimisations de structures sans fer utilisant des joints de ferro�uide.
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Chapitre 4

Conclusion

L'utilisation d'approches analytiques tridimensionnelles permet de construire des mo-
dèles exacts pour concevoir et optimiser des structures à aimants permanents.

En particulier, les expressions du champ magnétique créé par des anneaux ou des tuiles
sont utilisées pour modéliser di�érents systèmes à aimants permanents. Certains travaux
exposent les formulations analytiques des champs créés par ces anneaux et démontrent
la nécessité d'utiliser un formalisme tridimensionnel qui tient compte de la courbure des
aimants. Par ailleurs, de tels modèles sont plus appropriés que les méthodes totalement
numériques pour réaliser des études paramétriques.

Une partie importante des travaux réalisés tout au long de cette thèse montre les e�ets
de l'aimantation uniforme des tuiles sur le champ magnétique produit. Ces tuiles corres-
pondent aux aimants à base de néodyme-fer-bore (aimants modernes) qui sont utilisés du
fait de leurs propriétés magnétiques remarquables (rectangularité de leur cycle d'aiman-
tation, aimantation rémanente). L'uniformité de la polarisation des tuiles engendre des
ondulations de champ dans les machines électriques et abaisse la qualité de la transmission
dans les accouplements magnétiques. Ces approches analytiques mettent en lumière les cas
où les formulations ne peuvent s'écrire en fonction d'intégrales elliptiques classiques dans
l'approche coulombienne. Ces modèles sont utilisés pour reconstruire le champ magnétique
créé par des structures de Halbach, en particulier celles dédiées à l'Imagerie par Résonance
Magnétique. Ils permettent de prédire théoriquement les ondulations de champ résultant
de l'uniformité des tuiles alors que les modèles linéarisés ne permettent pas de les décrire.

Les con�gurations étudiées pendant cette thèse sont données à la �gure 4.1 où le point
majeur est la comparaison entre l'approche coulombienne et l'approche ampérienne ; on
note IE = Intégrales Elliptiques, IENC = Intégrales Elliptiques Non Classiques. Les cases
au fond rouge désignent les cas où la formulation est soit totalement analytique soit basée
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sur des intégrales elliptiques classiques (de première, seconde et troisième espèce). Les cases
au fond orange désignent les cas où la formulation est basée sur des intégrales elliptiques
non classiques dans l'approche coulombienne. Les cases au fond vert désignent les con�gura-
tions qui n'ont pas encore été étudiées. On donne également les références bibliographiques
associées à chaque structure.

Ces travaux conduisent à penser que le choix du modèle pour calculer le champ créé
par un aimant est primordial. Par exemple, l'approche ampèrienne est plus appropriée que
l'approche coulombienne pour calculer le champ magnétique créé par un anneau aimanté
radialement et une tuile aimantée radialement. Par ailleurs, les expressions établies tout au
long de cette thèse montrent des corrélations fortes sur les fonctions spéciales utilisées.

Les approches analytiques permettent également d'optimiser le moteur d'un nouveau
type de haut-parleur sans fer développé au LAUM. Les anneaux aimantés radialement étant
souvent remplacés par des tuiles aimantées à la fois uniformément et radialement, le nombre
de tuiles utilisées est un critère important pour concevoir des transducteurs électroméca-
niques. Les modèles établis permettent de prévoir, pour un nombre de tuiles donné, la forme
et le taux d'ondulation du champ radial dans les entrefers de tels transducteurs.

Nos modèles analytiques sont également appliqués à des dispositifs d'accouplements ma-
gnétiques et de paliers magnétiques. Des études paramétriques montrent l'intérêt d'utiliser
ces approches analytiques a�n d'optimiser la raideur dans les paliers passifs ou le couple
transmis dans les accouplements à entrefers plan ou cylindrique. Par ailleurs, la formula-
tion tridimensionnelle est indispensable pour connaître le positionnement relatif exact entre
deux anneaux aimantés pour lequel la force est la plus élevée.

Ces expressions analytiques du champ sont aussi employées pour étudier les propriétés
d'un joint de ferro�uide guidant le piston émissif d'un haut-parleur sans fer. Un modèle
3D, basé sur l'énergie contenue dans un joint de ferro�uide, nous conduit à dimensionner
les moteurs de haut-parleurs sans fer et la quantité de ferro�uide à utiliser. Ce modèle,
véri�é expérimentalement, est déterminé lorsque le ferro�uide est soumis à des champs ma-
gnétiques forts, ce qui est généralement le cas dans les haut-parleurs sans fer ou pour les
paliers employant du ferro�uide.

Les di�érents modèles établis ont donc pour objectif d'être utilisés pour la conception et
l'optimisation de dispositifs de toute taille, en particulier les dispositifs miniatures où les ef-
fets de courbure sont prépondérants. La philosophie de l'utilisation d'approches analytiques
est clairement justi�ée par les temps de calcul très courts pour réaliser des optimisations
paramétriques. De plus, de tels modèles comportent des informations fondamentales sur la
topologie du champ.
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Figure 4.1 � Synthèse des con�gurations d'aimant étudiées dans cette thèse à l'aide de
l'approche coulombienne et de l'approche ampérienne 103
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