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Etude de deux problemes quasilinéaires elliptiques
avec terme de source relatif a la fonction ou a son
gradient

Résumé

Dans ce manuscrit de these nous présentons des nouveaux résultats concernant 1'exis-
tence, la non-existence, la multiplicité et la régularité des solutions positives pour deux
problemes quasilinéaires elliptiques avec conditions de Dirichlet dans un domaine borné.
Dans le chapitre 1 d’introduction, nous décrivons les deux problemes que nous allons
étudier et nous donnons les principaux résultats. Le premier, d’inconnue u, comporte
un terme de source de gradient a croissance critique. Le second, d’inconnue v, contient
un terme source d’ordre 0. Dans le chapitre 2 nous donnons des nouveaux résultats de
régularité des solutions renormalisées utiles pour notre étude.

A T’aide d’un changement d’inconnue, nous établissons un lien précis entre les problemes
en u et v. Le chapitre 3 est consacré a montrer ce lien et a donner une premiere application.

Dans les chapitres 4 et 5 nous traitons de ’existence de solutions, la solution extrémale
et sa régularité, 'existence d’une deuxieme solution bornée du probleme en v. Dans le
chapitre 6 nous démontrons un résultat d’existence pour le probleme en v avec des données
mesures de Radon bornées quelconques. Dans le chapitre 7 nous obtenons des nouveaux
résultats pour le probleme en u en utilisant la connexion entre ces deux problémes.

Mots clés : problemes quasilinéaires elliptiques, p-Laplacien, mesures de Radon bornées,
p-capacité, topologie étroite, topologie faible *, solution renormalisée, solution atteignable,
solution minimale bornée, solution extrémale, régularité, multiplicité, deuxieme solution
bornée, fonctionnelle d’Euler, solution semi-stable, géométrie de col, suites de Palais-
Smale.
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Study of two elliptic quasilinear problems with a
source term involving the function or its gradient

Abstract

In the thesis manuscript we present new results concerning existence, nonexistence,
multiplicity and regularity of positive solutions for two elliptic quasilinear problems with
Dirichlet data in a bounded domain. In chapter 1 we describe the two problems which we
study in the sequel and we give the main results. The first one, of unknown wu, involves
a gradient term with natural growth. The second one, of unknown v, presents a source
term of order 0. In chapter 2 we give new regularity results for renormalized solutions.

Thanks to a change of unknown we establish a precise connection between problems
in v and v. Chapter 3 is devoted to show this connection and to give a first application.

In the chapters 4 and 5 we treat existence solutions, extremal solution and its regu-
larity, the existence of a second bounded solution for the problem in v. In chapter 6 we
prove a result of existence for the problem in v with general bounded Radon measures
data. In chapter 7 we obtain new results for the problem in w by using the connection
between these two problems.

Keywords : elliptic quasilinear problems, p-Laplacien, bounded Radon measures, p-
capacity, narrow topology, weak * topology, renormalized solution, reachable solution,
minimal bounded solution, extremal solution, regularity, multiplicity, second bounded
solution, Euler function, semi-stable solution, geometry of Mountain Path, Palais-Smale
sequences.
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L’objectif de ce travail est de présenter des nouveaux résultats concernant 1’existence,
la non-existence, la multiplicité et la régularité des solutions positives de deux classes
d’équations aux dérivées partielles elliptiques non linéaires faisant intervenir 1’opérateur
p — Laplacien sur un domaine borné régulier. Grace a un changement d’inconnue, nous
établissons un lien précis entre ces deux classes de problemes. Cette connexion sera le
point clé dans notre étude.

1 Problemes étudiés

Soit © un domaine borné régulier de RY (N > 2) et 1 < p < N. Considérons les deux
problemes elliptiques non linéaires suivants

(Po) { —Apu = B(u) |Vul’ + \f(2) dans , (1)

u=20 sur 011,
et
L 12
ou
e )\ est un réel strictement positif.
e [ est une fonction définie sur un intervalle quelconque [0, L) satisfaisant
B € C0,L)), L < oo, et 3 est positive, 3 # 0. (1.3)
e g est une fonction définie sur un intervalle quelconque [0, A) satisfaisant
g€ CY[0,A)), A < oo, g(0) =0 et g est croissante, g # 0. (1.4)
e f est une fonction définie sur {2 satisfaisant
f€LYQ), f>0 presque partout dans Q. (1.5)

1.1 Changement d’inconnues et équivalence formelle

En partant du probleme (P, ) avec [ satisfaisant (1.3), considérons le changement
d’'inconnue v(z) = ¥(u(x)), on ¥ est définie pour tout ¢ € [0, L) par :

(t) = /0 t(ﬂ@/@—l)de, ot (t) = /0 t 3(6)db. (1.6)

Notant A = W(L), il est clair que ¥ est une bijection de [0, L) sur [0, A) . Nous définissons
sur [0, A) la fonction suivante :

7€ [0,A) — g(r) = W O/-D _q (1.7)
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La fonction g satisfait (1.4). Formellement, nous avons
Vo =V (u)Vu = W/ -Dyy = @)/ e-Dgy, = (1 4 g(v))Va,
et par suite

— A = —div(|Vu|’? Vo) = —div(e”™ |[Vu’~* Vu)
= —div(|Vul" 2 Vu)e™™ — o/ (u)e?™ |Vul’
= (=Apu— B(u) [Vul")e'™ = Af(z)(1 + g(v))" .

Donc nous obtenons formellement le probleme (P, »). D’autre part, en effectuant le chan-
gement de variable z = U~!(s) nous trouvons

T U1(r) U—1(7)
/O BY(s))ds = /0 B(2)¥'(z)dz = /0 7 ()@ Vdz = (p — 1)g(7).

pour tout 7 € [0, 7).

D’ou , .
T)=—— [ B(¥(s))ds,
or) = == | 8
donc
(p—1)g'(r) = BT (r)) = B(t) avec t = U1 (7)
Aussi
T ds T . wi(r)
/ :/ 677(‘1’ (3))/(p*1)d8 :/ e*’y(z))/(pfl)\I]/(Z)dZ: \1171(7_)’
0 1+g(8> 0 0
donc ¥~! = H ou .
S
HT:/— Vr e [0, A). 1.8
M=), T 0.4) (1)

Ce qui permet d’effectuer le changement inverse : si g est une fonction qui satisfait (1.4),
nous considérons la fonction H définie par (1.8) et on note L = H(A) puis nous définissons
sur [0, L) une fonction [ par :

te[0,L) = B(t) = (p— 1)g' (H™'(1)). (1.9)

La fonction 3 satisfait (1.3) et H~* = . Dans le probleme (P, ), effectuons le changement
d’inconnue u(x) = H(v(x)) nous obtenons le probleme (P, ).

Donc il y a une bijection T" entre la classe des fonctions 3 satisfaisant (1.3) et la classe
des fonctions g satisfaisant (1.4) et une correspondance formelle entre les deux problemes
(Pu,)\) et (va/\)‘

Dans les cas ou L = oo, les fonctions v et ¥ sont bien connues dans I’étude du probleme
(Py,.). Dans le cas A = oo la fonction H est connue dans 'étude de (P, ), mais elle est
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apparemment rarement utilisée pour obtenir le probleme (P, ), méme dans le cas p = 2.
Notre premier but a été de donner un sens a ce changement d’inconnue. Par exemple,
dans le cas L = oo, si u € WyP(Q) N L>®(R) est une solution au sens des distributions
du probleme (P, ) alors A = oo et v = W(u) € Wy P (Q) N L®(Q) et elle est une solution
au sens des distributions du probleme (P, ), ot ¢ est définie par (1.4). A part de cette
situation, une solution du probleme (P, ) n’est pas nécessairement réguliere méme pour
des fonctions (et f qui sont bornées et par suite v = ¥(u) risque fortement d’avoir moins
de régularité puisque v croit beaucoup plus vite que u. Cela est montré par I’exemple
explicite de la sous-section suivante.

1.2 Complexité

L’exemple le plus simple est la fonction constante §=p —1 :

—Apu=(p—1)|Vul’ + \f(2) dans Q, (1.10)
u=>0 sur 0. '
Posons v = e* — 1. Formellement nous obtenons le probleme
—Ayv = Af(x)(1+ v)P! dans €, (1.11)
v=1_0 sur 0f).

et nous pouvons revenir de v vers u par u = In(1 4 v).

Un exemple, di a [16], montre que cette correspondance est plus compliquée : considérons
f=0et Q= B(0,1), p < N, I'équation 1.10 admet la solution uy = 0, correspondant a
vo = 0; mais elle admet une infinité d’autres solutions. En effet, pour tout m € (0, 1), la
fonction

tm(2) = In ((1 — ) Y| NP m)), (1.12)

appartient & W, (), sa singularité logarithmique en 0 n’apparait pas dans D’ () et elle
est solution du probleme (1.10) dans D’ (Q2). La fonction v, = e*™ — 1 satisfait

— Ay, = Ky N0 dans D' (Q),
Um =0 sur 011,

ol &y est la masse de Dirac concentrée en 0, et K,, y > 0, donc v, ¢ Wy ().

Cela montre que 'apparition de données mesures présente une vraie complexité, mais elle
nous a permis a suivre la démarche suivante :

Etape 1. Nous précisons une connexion entre les problemes (P,.) et (P,,), avec la
possibilité de I’apparition de données mesures.

Etape 2. Nous étudions les problemes (P, ) sans ou avec données mesures.
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Etape 3. Nous tirons les conséquences sur le probleme (P, ).

De plus, nous allons commencer par établir des résultats de non-existence de solutions
pour le probleme (P, ), puis nous déduisons les conséquenses sur (P, ) avec et sans
données mesures. Grace a cet échange, nous obtenons des nouvelles résultats d’existence
ou de non-existence ou de multiplicité ou de régularité, non seulement pour le probleme
(P,,») mais aussi pour le probleme (P, ).

Avant de présenter nos résultats, nous rappelons quelques résultats déja connus pour
les problemes du type (P,) et (P,.).

1.3 Historique

Probléme (P, ). Beaucoup d’auteurs ont traités des problemes quasi-linéaires dont
I'exemple type est le probleme (P, ). Parmi eux, nous mentionnons les résultats de [4],
[5] pour le cas p = 2, [15], [16] pour des opérateurs quasi-linéaires généraux, quand [
est définie sur R tout entier, a valeurs réels non nécessairement positives, mais qui est
bornée. Le probleme (P, ) a été étudié dans [1] pour p = 2 et [ plus générale, definie
sur [0, 00), telle que liy_{ glf B(t) > 0, voir aussi les références dans cet article. Pour p > 1

quelconque, le probleme a été traité dans [28] dans le cas ou 3 est définie sur R tout
entier, et 3 € L'(R) avec une donnée mesure quelconque, et dans [27] avec 3 de signe
quelconque, avec des hypotheses fortes sur |3].

Probléme (P, ). La littérature sur 1'étude des équations du type (P, ) dans le cas
A = o0 est tres riche, surtout quand g est convexe, sur-linéaire, p = 2 et f est bornée.
Trois points essentiels peuvent étre abordés pour ce type de probleme :

(1) Déterminer l'intervalle [0,A*) de A pour laquelle il existe au moins une solution
variationnelle v € W, ?(Q), et I'intervalle [0, \;) de A pour laquelle il existe une solution
minimale bornée v € Wy*(Q) N L® (Q). Il est évident que 0 < A, < A* < oo. Naturel-
lement, une question importante se pose : est-ce-que A\* = A\,7 Quand \* < 00, que se
passe-t-il pour A grand ?

(2) Les propriétés de régularité de la limite de ces solutions, dite fonction extrémale :
est-elle une solution du probléme limite, et dans quel sens ? est-elle dans W, (£2), est-elle
bornée ?

(3) Lexistence de deux solutions bornées dans W, (€2) quand g est sous critique par
N
rapport a 'exposant de Sobolev Q* = p* — 1, ou p* = ]\f— .
-Pp

Les premiers modeles types qui ont été étudiés sont le cas de 'exponentielle g(v) =
e’ — 1 et le cas de la puissance g(v) = v9. Dans ces cas avec p = 2, mentionnons les
résultats de [11] et [23]. Le cas d’une non-linéarité g plus générale avec p = 2 a été étudié
par [6], [7] et plus récemment [1]. De nombreux articles traitent de la régularité L>(2)
de la solution extrémale, voir [8] et les références dans cet article. Les travaux de [18],
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[19], [17], [8], [9] et [10] ont donné des extentions pour le cas général p > 1. Concernant
I'existence d'une deuxieme solution variationnelle bornée, elle a été obtenue pour des non-
linéarités de la forme d’une puissance de type concave-convexe, voir [2], [20]. Dans [1], on
donne des résultats pour une fonction générale convexe g dans le cas p = 2. Ces résultats
seront repris et précisés dans la suite. Dans [17], on donne des résultats dans le cas d’une
puissance et p > 1.

2 Description par chapitre des résultats principaux

Nous regroupons nos résultats en six chapitres :

- Chapitre 2 :  "Solutions renormalisées et solutions atteignables”.

- Chapitre 3 :  ”Connexion entre les deuz problemes (P, ) et (P,\)”.

- Chapitre 4 :  "Ezistence de solutions pour le probléeme (P, )”.

- Chapitre 5 : "Fuxistence d’une deuxiéeme solution et solution extrémale”.

- Chapitre 6 : "Etude du probléme (P, ) avec données mesures quelconques”.

- Chapitre 7 : "Applications au probléme (P, ) sans et avec données mesures”.

2.1 Connexion entre les problemes (P, ) et (P,,)

Chapitre 2 : Solutions renormalisées et solutions atteignables.

Dans le chapitre 2, nous rappelons des notions et de quelques propriétées des solutions
renormalisées et solutions atteignables du probleme

-AU = p dans €2,
U=0 sur 011,

ou u est une mesure de Radon bornée sur ). Nous référons principalement aux deux
papiers récents [14] et [13].

Notons que I'unicité des solutions de cette équation reste un probleme ouvert lorsque
p # 2, N et la partie singuliere de p est non-nulle, voir les résultats récents de [24] et
[22]; et c’est une grande difficulté que nous rencontrons dans ’étude des problemes avec
données mesures. Pour les solutions renormalisées, il s’ajoute une deuxieme difficulté qui
est la restriction de la stabilité d’une suite de solutions renormalisées a une approximation
particuliere pour la mesure pu.

Quand p = F € L™(§2) pour un m > 1, nous donnons des nouveaux résultats de
régularité dans le lemme 2.3.3 et la proposition 2.3.4, ou de plus F' dépend de U. Quand
F € L}, .(Q) et F >0, nous établissons dans le lemme 2.3.6 des estimations locales pour

loc
le second membre F' par rapport a la solution U.



38 2. Description par chapitre des résultats principaux

Chapitre 3 : Connexion entre les problemes (P, ) et (P,.).

Dans le chapitre 3, nous définissons une bijection entre la classe des fonction [ satisfai-
sant (1.3) et la classe des fonction g satisfaisant (1.4) et nous donnons quelques propriétés
élémentaires de cette bijection. D’apres 'expression (1.8), 'intervalle [0, L) de définition
de [3 est de longueur finie si et seulement si 1/(1 + g) € L'((0,A)). Comme conséquence
de (1.9), B est croissante si et seulement si g est convexe. Nous donnons des exemples
explicites remarquables. Quelques fonctions 3 correspondent a des problemes bien connus
en v, parmi lesquelles :

—Agu = Afe’, =D =Af(1+0)? Q>p—1,
ol (3 a une asymptote, ou
_APU = )\f(l + U)Q7 Q < p— 17 _APU = /\f(l + U)(l + 111(1 + v))p717

ou 3 est définie sur [0, 00) .

Ensuite, nous montrons un résultat principal qui donne le théoreme suivant de
connexion entre les problemes (P, ») et (P, ). Notons par M, (2) 'ensemble des mesures
de Radon bornées , M(Q)) le sous-ensemble des mesures concentrées sur un ensemble
de p-capacité nulle, dites singulieres; et M; () et M7 (Q) sont les sous-ensembles de
mesures positives.

Théoreme 2.1 (i) Soit g une fonction satisfaisant (1.4) et H et B les deux fonctions
définies par (1.8) et (1.9). Supposons que v est une solution renormalisée du probleme

(2.1)
v=20 sur 09,

{_AWZAﬂ@ﬂ+MwV1+% dans  ©,
telle que 0 < v(x) < A presque partout dans Q, ot 1y € MT(Q). Alors il existe une mesure
singuliére positive oy, € M (Q) | telle que uw = H(v) est une solution renormalisée du
probleme

{ —Apu = B(u) | Vul” + Mf(z) + s dans  §, (2.2)
u=20 sur  0S.

De plus si ps = 0, alors ag = 0.

Si A < o0, alors 1y = s =0 et u,v € WyP(Q) N L™ (Q).

Si L < o0o=A, alors ay =0 et u € WyP(Q) N L (Q).

Si L = oo = A et g nest pas bornée, alors oy = 0; si g est bornée, alors ay =

s
(1+g(o0))p—t
(ii) Soit [ une fonction satisfaisant (1.3) et VU et g les deuz fonctions définies par
(1.6) et (1.7). Supposons que u est une solution renormalisée du probleme (2.2), telle
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que 0 < u(x) < L presque partout dans Q, ot as € MT(Q). Alors il existe une mesure
e M (Q), telle que v ="U(u) est une solution atteignable du probléme

(2.3)

—Apu = Af(z)(1+ g)P +p dans
v=_0 sur  0S);

d’on I’équation est satisfaite dans D' () et plus précisément, pour tout h € W1°(R) telle
que h' soit a support compact, et tout ¢ € D(2), on a

/Q|Vv|p_2 V.V (h(v)p)de = /\/

B0} f (2)(1+ g(v))Pdz + h(o0) / pdu. (2.4)
Q Q

De plus si L < 0o, alors a; =0 et u € Wy P(Q) N L®(Q).
Si A < oo, alors g = =0 et u,v € Wy P(Q)NL®(Q).

Si L = oo et B ¢ L*((0,00)), alors ay = 0; si 3 € L'((0,00)), alors p = ">, est
singuliere , et v est une solution renormalisée.

Sip =2, oup= N, alors en tout cas p est singuliere et v est une solution renormalisée.

Ce théoréme précise et étend largement les résultats de [1, théoremes 4.2 et 4.3] ou
p = 2 et [ est définie sur [0, 00) et I}/m Jrinf B(t) > 0. Nos démonstrations sont différentes,
—+o00

elles sont basées sur les équations satisfaites par les troncatures de u et v. Le fait
que o, = 0 quand 3 ¢ L'((0,00)) améliore quelques résultats de [28].

Premiere application. Considérons le cas [ constant égal a p — 1 et la fonction
correspondante g(v) = v et supposons que f satisfait (1.5) avec f # 0. Nous donnons des
résultats d’existence et d’unicité pour le probleme (1.11) en v et nous les traduisons sur
le probleme (1.10) en u, en utilisant le théoreme 2.1. Nous obtenons des résultats de non-
existence pour le probleme (1.10) en u et nous déduisons des résultats de non-existence
pour le probleme (1.11) en v, en utilisant (z) du théoreme 2.1. L’existence est liée a un
probleme de valeur propre avec le poids f,

—Ayw = Af(z) |w]’w dans €,
w=20 sur 011,

et plus précisément a sa premiere valeur propre définie par

, Jo IV’ dz
A = inf =2 2.5
) wewdr@) Jo flwl” dx (25)
w70

Nous montrons le résultat d’existence et d’unicité et de régularité suivant :
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Théoréme 2.2 Supposons que g(v) = v. S1 0 < X < A\ (f) alors il existe une solution
unique vy € WyP(Q) du probléme (1.11).

Si f € LN/P(Q), alors vy € LF(Q) pour tout k > 1.

Si f e L"(Q),r > N/p, alors vy € L=(Q).

En se servant du théoreme 2.1, nous obtenons le résultat suivant pour le probleme en u :

Corollaire 2.3 Supposons que f =p—1. Si 0 < A < A(f) alors il existe une unique
solution ug € WyP(Q) de (1.10) telle que e* — 1 € W, P(Q).

Si f € LNP(Q), alors ug € LF(Q) pour tout k > 1.

Si feL"(Q),r > N/p, alors uy € L>*(Q).

Concernant la non-existence, nous établissons pour le probleme (1.10) le résultat suivant :

Théoréme 2.4 Supposons que 3 = p —1. Si A > M(f) > 0, ou A = \(f) > 0 et
fe LN/p(Q),p < N, alors le probléme (1.10), n’admet pas de solution renormalisée.

En utilisant (z) du théoreme 2.1, nons obtenons le résultat suivant pour le probleme
(1.11) :

Corollaire 2.5 Supposons que g(v) = v. St A > A(f) > 0, ou A = MN(f) > 0 et
f € LN?(Q),p < N, alors le probléme (1.11), n’admet pas de solution renormalisée.

Dans le théoreme suivant, nous citons un résultat d’existence ou non-existence pour le
probleme (1.11) avec donnée mesure dans le second membre. Ce théoreme est un cas
particulier d’un résultat plus général que nous établirons dans le chapitre 6 ot nous
étudierons des problemes plus généraux avec des donnés mesures quelconques.

Théoréeme 2.6 Supposons que f € L"(Q),r > N/p. Si 0 < A < A(f) alors pour toute
mesure positive singuliére j1s € MT (), il existe une solution renormalisée vs du probléme

{ —Apvs = A (@) (1 4+ vs)P~ 1 + dans €, (2.6)

ve =0 sur  O0);

Si A > M(f) >0, 0uX=X\(f) >0et fec LV?Q),p < N, alors le probleme (2.6),

n’admet pas de solution renormalisée.

En appliquant (i) du théoreme 2.1, nous trouvons un résultat de forte multiplicité de
solutions pour le probleme (1.10) :

Corollaire 2.7 Supposons que f € L"(Q),r > N/p. Si 0 < A < M\ (f) alors il existe une
infinité de solutions u, = In(1 4 v,) € Wy P(Q) de (1.10), mois réguli¢res que uy.
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Extension. Le fait que f ne dépend pas de u ou de v n’est pas utilisé dans la
démonstration du théoreme de connexion 2.1, nous utiliserons seulement ’hypothese (1.5)
sur f. Nous pouvons donc supposer que f dépend aussi de u ou v. Si u est une solution
du probleme de la forme

—Apu = Bu) [Vul” + A f(, ),
ot f(z,u) € LY(Q), f(x,u) > 0, alors v vérifie formellement 1’équation
—Apv = Af(z, H(v))(1+g(v))"".
Réciproquement, si v est une solution du probleme de la forme
—Apv = Af(z,v)(1+g(v))",
alors u est formellement une solution de
—Apu = Bu) [Vul” + Af(z, ¥(u)).

Ce qui étend largement le domaine des applications de notre résultat, voir le chapitre 7.

2.2 Etude du probleme (P, ) sans mesure

Chapitre 4 : Existence de solutions pour le probleme (P, »).

Dans le chapitre 4, nous étudions l'existence ou non des solutions du probleme (P, )
pour une fonction g générale, sans donnée mesure. Il est facile de montrer a ’aide de sur
et sous solutions que I'ensemble des A pour laquelle il existe une solution dans W, (Q)
est un intervalle [0, \*) et I’ensemble des A pour laquelle il existe une solution minimale
vy € WyP(Q) N L®(Q) telle que [0All oy < A est un intervalle [0, Ap) .

La premiere interrogation importante est de savoir si A\, = A\*. Notre résultat principal
de ce chapitre répond positivement a cette question lorsque ¢ est convexe au voisinage
de A, sous des hypotheses appropriées sur f. Nous étendons le résultat bien connu de [6]
relatif au cas p = 2, et nous améliorons aussi le résultat de [9] pour p > 1.

Théoréme 2.8 Supposons que g satisfait (1.4) et g est convere au voisinage de A, et
ferL (2),r> N/p. Alors il existe un réel \* > 0 tel que

(1) pour A € (0,\*) il existe une solution minimale bornée v, de (P, ) telle que
[oAll poe oy < A-

(it) pour X > X\* il n'existe pas de solutions renormalisée de (P, ) .
En particulier on a Ay = \*.
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Donc pour A > A\*, non seulement il n’existe pas de solutions variationnelles, mais encore
il n’existe pas de solutions renormalisées, ce qui est nouveau pour p # 2. Il est remar-
quable que notre démonstration utilise le probléeme (P, \) et elle est basée sur le théoréme
d’échange 2.1. Un résultat plus général est donné dans le théoreme 4.3.3.

Chapitre 5 : Existence d'une deuxieme solution et solution extrémale.

Dans le chapitre 5, nous étudions deux nouvelles questions importantes quand A = oo.
La premiere porte sur l'existence d’une deuxieme solution variationnelle quand g est
sur-linéaire et sous-critique par rapport a ’exposant de Sobolev. Plus précisement, nous
supposons que g satisfait

Mg = limsup J < 00, (2.7)
s——+00 SQ
pour un certain ) < QQ* ou
Np-1

Nous définissons sur R une fonction ¢ :
p(t) = (L+g(t"))™  VLER,

ou t7 = max(0,t). Nous considérons une primitive de ¢ :

O(t) = /o o(s)ds = /0 (1+g(sT))Ptds  VteR.

Nous montrons qu’il existe au moins deux solutions variationnelles bornées dans les cas
du théoreme suivant :

Théoréme 2.9 Supposons que g est définie sur [0,00), et tlim g(t)/t = oo, et que g

satisfait la condition de croissance (2.7) avec Q < Q*, et f € L"(Q) avec (Q + 1)1’ < p*.
Alors

(i) Si g est convexe au voisinage de 0o, il existe Ao > 0 tel que pour tout A < Xg, il existe
au moins deux solutions v € W, *(Q) N L®(Q) de (P,.).

(ii) Sip =2 et g est convezxe, ou si [ € L>(Q) et g satisfait la condition d’Ambrosetti-
Rabinowitz

to(t
lim inf g (<t)> —k>p,

alors pour tout A € (0,\,) il existe au moins deuz solutions v € W, P(Q) N L=(Q) de
(P,.)).
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Notre résultat est nouveau méme pour p = 2, améliore les résultats de [1] ou les
contraintes sur g sont fortes , et nos preuves sont simplifiées. Dans le cas p > 1 et g est
de type puissance, il résout la conjecture de [17] que Ag = Ap.

La deuxieme question est la régularité de la fonction extrémale définie, quand A\, < oo,

par
v* = lim v,.
A Xp

Est-elle une solution du probleme limite (7, ,) , et dans quel sens ? Est-elle variationnelle,
est-elle bornée ?
Sous des hypotheses de convexité nous étendons quelques résultats de [25] , [29] et [1]
et, en particulier, nous montrons que la solution extrémale est bornée dans le cas ou g
satisfait (2.7) avec @) < Q1 ou

—1)N
QIZ% (@1 =o0sip=N).
Théoréme 2.10 Supposons que g satisfait (1.4) avec A = oo et tlim g(t)/t = 00, et g

est conveze au voisinage de oo ; et f € L™ (Q),r > N/p.
Alors la fonction extrémale v* = )\11/1&1 v, est une solution renormalisée de (P, ).

De plus

(i) i N < p(1+p)/(1+p'/r), alors v* € W,P(Q).

Si N <pp'/(141/(p—1)r), alors v* € WyP(Q) N L>(Q).
(i1) Si (2.7)est satisfaite avec Q@ < Qq, et f € L"(Q) avec Qr' < Qy, ou si (2.7) est
satisfaite avec Q < Q*, et f € L"(R) avec (Q + 1)1’ < p*, alors v* € WyP(Q) N L™ ().

La preuve résulte du théoreme 5.4.10, des propositions 5.4.11, 5.4.15 et 5.4.16. Sans hy-
pothese de convexité sur g, nous obtenons un résultat local, voir le théoreme 5.4.6. La
preuve est basée sur un résultat de régularité de [3] et I'inégalité de Harnack faible.

2.3 Probleme (P, )) avec mesure et retour sur le probleme (P, ,)

Chapitre 6 : Etude du probleme (P, ») avec donnée mesure quelquonque

Dans le chapitre 6, nous étudions l'existence de solutions pour le probleme (P, ) avec
donnée mesure dans le second membre , ce qui nécessite une condition de croissance forte
sur g : (2.7) avec @ < (1. Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréeme 2.11 Supposons que g est définie sur [0,00), et f € L"(2) avec r > N/p.
Soit ;1 € M (Q) quelcongue.
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1) Supposons que (2.7) est satisfaite pour Q = p—1 et M, 1\ < M (f), ou pour un
(i) Supp q p p p P
Q<p—1etQr < Q. Alors le probléeme

—Av = Af(z) (14 g(v))P + p dans  §,
v=20 sur 09,

admet une solution renormalisée.
(ii) Supposons que g satisfait (2.7) pour un Q € (p—1,Q1) et Qr' < Q1. il existe une

solution renormalisée pour le probléme précédent si X et |u| (2) sont suffisamment petits.

Plus généralement, nous donnons des résultats d’existence de solutions U de signe
quelconque pour des problemes de la forme

AU = Mz, U) + dans  Q,
U=0 sur 011,

ou p1 € M,(9), et
(2, U)| < f(z)(1+[UI9).

Dans le théoréme 6.1.1, nous améliorons les résultats annoncés dans [21] et nos démonstrations
sont plus précises. Dans la proposition 6.1.2, nous donnons un résultat de non-existence
basé sur le lemme 6.1.3 di a Ponce [26].

Chapitre 7 : Applications au probleme (P, )

Dans le chapitre 7, nous revenons au probleme (P, ») pour un 3 quelconque satisfaisant
(1.3). Dans la premiere section, nous donnons des résultats d’existence, de régularité,
d’unicité ou de multiplicité en utilisant le théoreme 2.1 et les résultats des chapitres 4, 5
et 6. Notons que I'’exemple de multiplicité de solutions que nous avons cité dans la section
1.2 est un phénomene plus général ; en particulier dans le cas Af = 0 le probleme (P, )
admet une infinité de solutions si 3 ¢ L'(0,00). Si A\f = 0 et 8 € L'(0,00) alors la
solution triviale est I'unique solution de (P, ) .

Dans la deuxiéme section nous analysons le sens de la condition de croissance (2.7) sur la
fonction g en termes de (3. 11 a été conjecturé que si 3 satisfaisant (1.3) avec L = oo, et
est croissante avec tll)rgo B(t) = oo, la fonction correspondante g satisfait la condition de

croissance (2.7) pour un @ > p — 1 (voir [1] et [12]). Nous montrons que la conjecture
est fausse , et nous donnons des conditions suffisantes assurant (2.7).

Dans la troisieme section, en remarquant que nous pouvons étendre le théoreme 2.1
sur des fonctions f qui dépendent de u, nous donnons une application simple sur cette ex-
tension, voir le corollaire 7.3.2. Aussi nous donnons dans le corollaire 7.3.4 une application
du théoreme 2.1 pour des problemes ayant une autre puissance du terme gradiant.

Finalement, dans la derniere section nous donnons un résultat d’existence pour des
problemes plus généraux, voir le théoreme 7.4.1.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous précisons les notions de solutions qui nous seront utiles pour
établir nos résultats dans les chapitres suivantes. Nous rappellons de la définition et
de quelques propriétés fondamentales d’une solution renormalisée, pour les détails nous
référons au papier récent [13]. Les propriétés les plus importantes qui seront des points
clés dans nos démonstrations sont les équations satisfaites par les troncatures d’une so-
lution renormalisée (voir la définition 2.2.11) et la stabilité des solutions renormalisées
sous une sorte de convergence précise pour les mesures (voir le théoreme 2.2.12). Une
deuxieme notion de solutions plus faible que la précédente qui sera utilisée est la solution
atteignable, nous référons a [12].

Dans la section 2.2, nous donnons quelques propriétés de régularité pour les solutions
renormalisées.

Dans la section 2.3, nous établissons des résultats de régularité standard quand le second
membre est dans L™(Q) avec m > 1, voir le lemme 2.3.3 étendant des résultats précédents.
Dans la proposition 2.3.4 nous montrons, en utilisant un argument de bootstrap pour cer-
tains cas, des résultats de régularité sous des hypotheses de croissance sur le second
membre avec un poids f € L"(£2) avec r > 1. Finalement, en adaptant I'idée de [7, Pro-
position 2.1], nous montrons dans le lemme 2.3.6 une estimation locale par rapport a U
du second membre de —AU = F, lorsque F € L, .(Q) et F' > 0.

loc

2.2 Notions de solutions

2.2.1 Solutions renormalisées
2.2.1.1 Capacités et Mesures de Radon

Tout d’abord, nous citons quelques outils nécessaires pour introduire la notion des
solutions renormalisées. Pour plus de détails nous référons a l'article de base [13].

Définition 2.2.1 on désigne par la p-capacité d’'un ensemble B C ) par rapport a 2 la
quantité cap,(B,?) donné par

1. La p-capacité d'un ensemble compact K de () est définie par
cap, (K, €2) = inf {/ Vo’ de: ¢ € D(Q),p > 1surK}
)
2. La p-capacité d'un ensemble ouvert O de € est définie par
cap,(0,2) = sup {Capp(K, Q), K compact, K C O}

3. La p-capacité d’un ensemble B de 2 est définie par
cap,(B,(2) = inf {capp(O,Q), O ouvert, B C O}
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Maintenant, notons par M,;(2) 'espace des mesures de Radon sur {2 ayant une va-
riation totale bornée. Pour u € M,(£2), on note par ut, pu~ et|u| sa partie positive, sa
partie negative et sa variation totale respectivement . On note M, () le sous-ensemble
de mesures positives.

Une mesure p € M,(€2) est dite absolument continue par rapport a la p-capacité si
pu(B) = 0 pour tout borélien B C Q tel que cap,(B,) = 0. Soit M(2) I’ensemble
des mesures absolument continues de M,;(2). On note M (Q) le sous-ensemble de
mesures absolument continues positives.

On dit q'une mesure p € M,y(Q2) est singuliere par rapport a la p-capacité si il existe
un borélien E C Q, avec cap,(E, ) = 0,tel que p(B) = p(B N E) pour tout borélien
B C ). On dit que p est concentrée sur un ensemble de capacité nulle. L’ensemble des
mesures singuliéres est noté par M,(€2). On note M7 (Q) le sous-ensemble de mesures
singulieres positives.

Soit i € My(€2). Parmi les propriétés principales des mesures de Radon bornées, les deux
suivantes sont bien connues :

1. Il existe une unique couple de mesures (pg, its) avec g € Mo(2) et pus € My (Q)
telle que

M= fho + fs;
( voir [16, Lemme 2.1]) . De plus, si u > 0 alors po > 0 et ps > 0.

2. Toute mesure u € M,;(Q2) appartient & My(Q) si et seulement si p € LY(Q) +
W=1(Q) (voir [9, Théoreme 2.1]). Cela veut dire que si u € My(Q), il existe
he LYQ)et ge (L7 ()Y, tel que = h —div(g) au sens des distributions et on

a
/godu:/hgoda:—l—/g-Vgod:c,
Q Q Q

pour tout ¢ € Wy (Q) N L>(£). Notons que cette décomposition n’est pas unique
puisque L'(2) N W7 (Q) # {0} .

Remarque 2.2.2 En particulier, pour h = 0, on obtient une formule d’intégration par

parties :
/ div(g)pdr = — / g-Vodr,
Q Q

pour tout g € (LP ()N telle que div(g) € L'(Q) et pour tout p € WyP(Q) N L2(9).
Grice & [10], cette formule a lieu pour tout g € (LP'(Q)N et o € WyP(Q) satisfaisant
div(g)e > G presque partout dans §), pour une certaine fonction G € L*().

Mentionnons les deux types suivants de convergence de mesure :

Définition 2.2.3 1. On dit qu’une suite de mesure pi,, € My(S2) converge étroitement
vers p1 € My(Q) st

n—oo

lim @dun:/godp, (2.2.1)
Q Q
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pour toute fonction ¢ continue et bornée sur ). On note Cy(S2) 'ensemble des fonc-
tions continues et bornées sur §2.

2. On dit qu’une suite de mesure p, € My(2) converge faiblement * (ou vague-
ment) vers p € My(QQ) si (2.2.1) est satisfaite pour toute fonction ¢ continue et
a support compact de Q. On note C.(Q2) l'ensemble des fonctions continues et a
support compact de Q.

Remarque 2.2.4 La convergence étroite des mesures implique la convergence faible *,
mais la réciproque n’est pas vraie. Si p, > 0 on a la caractérisation suivante : p, converge
vers pu pour la topologie étroite des mesures si et seulement si p,(§2) converge vers pu($2)
et la suite p, converge vers i faiblement *. En particulier, si i, > 0, alors u, converge
vers p pour la topologie étroite des mesures si et seulement si (2.2.1) est satisfaite pour
tout p € C(1Q).

2.2.1.2 Définition d’une solution renormalisée

Pour tout £ > 0 et s € R, on designe par Ty(s) la fonction troncature définie par
Tr(s) = max(—k, min(k, s))

Grace a [4, Lemme 2.1], on obtient un outil important qui va étre utilisé pour définir

une solution renormalisée : la définition du gradient d’une fonction ayant toutes les tron-
catures dans W, ?(Q).

Définition 2.2.5 Soit u une fonction mesurable définie sur Q) et finie presque partout,
telle que Ti(u) € WyP(Q) pour tout k > 0. Alors il eziste (voir [4, Lemme 2.1]) une
fonction mesurable v : Q@ — RV telle que

V Ti(u) = vX{u<k} Presque partout dans$2, pour tout k& > 0,

cette fonction est unique au sens de l'équivalence presque partout. On définit le gradient
Vu dew par Vu=wv.

Maintenant, nous pouvons rappeler une premiere définition d’une solution renormalisée :

Définition 2.2.6 Soit u € M,(Q2). Une fonction u est dite solution renormalisée du
probleme

{ —Aju=p dans (€, (2.2.2)

u=20 sur  0f,
si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) u est mesurable et finie presque partout dans Q, telle que Ti(u) € WyP(Q) pour tout
k> 0.
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(ii) le gradient V u introduit dans la définition 2.2.5, vérifie

IVulP™ e LYQ), pourtout1 < ¢ < (2.2.3)

N_1

(iii) Siw € WyP(Q)N L®(Q) et si il existe k > 0, et wt™ et w™>° dans W (Q)N L=(Q),
avec r > N, telles que

w=w"*

w =w">® presque partout sur {u >k},
presque partout sur {u < —k},

alors

/]Vu|p2Vu.dea::/wduo+/w+°°dui—/w_oodus_. (2.2.4)
Q 0 Q Q

Nous donnons les remarques suivantes qui concernent l’existence, 1'unicité ou non et le
principe du maximum pour les solutions renormalisées :

Remarque 2.2.7 Si u est une solution renormalisée du probléme (2.2.2) alors elle est
solution au sens des distributions dans €2, c’est a dire :

—Apu=p dansD'(Q) (2.2.5)
De plus, sip>2— % alors u € Wy (Q) pour tout q < %.

Réciproquement, si u € Wol’p(Q) est une solution de de (2.2.5) alors u € W=1P(Q) C
My(2), et u est une solution renormalisée du probléeme (2.2.2) qui est unique d’apres [9].

Remarque 2.2.8 Pour toute mesure € My(Q2) le probleme (2.2.2) admet au moins
une solution renormalisée, d’aprés ([13]). En ce qui concerne le probleme d’unicité ou
non, on distingue les cas suivants :

1) Si e My(Q), c’est a dire la partie singuliere est nulle, alors cette solution est unique,
d’aprés [9].

2) Sip ¢ Mo(Q), c’est a dire la partie singuliére ps # 0, alors on distingue encore deux
cas :

(i) Sip =2 oup = N alors cette solution est unique, pour les détails nous référons a
[15].

(ii) Si p # 2, N alors l'unicité de solutions reste un probleme ouvert; voir les résultats
récents de [27], [23].

Dans le cas de ['unicité la notion de solution renormalisée coincide avec la solution au
sens des distributions.

Remarque 2.2.9 Principe du maximum faible : Soit u une solution renormalisée
de (2.2.2). Si >0 alors u > 0. En effet, soit u= = min(u,0) et w = (T (u))” = Trp(u"),
pour k > 0. La fonction w est une fonction admissible dans (2.2.4) avec wr> = 0 et
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—00

w™>® = —k. De plus p; =0 et o > 0, car p > 0. Donc en considérant w comme fonction
test dans (2.2.4) nous obtenons :

/ VulP > Vu-VT(u)de = / Ty (u™)dpo <0,
Q Q
par suite,
|72 g = [ IV Tl do <0
0 Q

donc Ti(u™) = 0, pour tout k > 0, et par conséquense u~ = 0 ; autrement dit u > 0.
Remarque 2.2.10 Soit u une solution renormalisée de (2.2.2), et pu = po + ps unique
décomposition telle que o € Mo(Q2) et ps € My(£2).

i) Stu>0 presque pCLT’tOUt dans Q, alors la par tie singuliéw vérifie
s Z Oa

voir [13, Definition 2.21]. Dans [25], ce phénomene est appelé le ”Principe du Mazimum
wmverse” . Plus généralement, si u est minoré par une constante M presque partout dans
Q, alors on a encore ps > 0. En effet u— A est localement une solution renormalisée, et
on déduit d’apres [6, Theorem 2.2].

(i) Siu € L=(Q2), alors u =T,
W=7 (Q).

(u) € WyP(Q), donc ps = 0 et = pig € Mo(Q) N

ull oo ()

2.2.1.3 Equations satisfaites par les tronquées d’une solution renormalisée

Dans [13], les auteurs donnent trois autres définitions d’une solution renormalisée,
équivalentes a la définition (2.2.6). Parmi lesquelles nous rappelons une définition qui
donne explicitement les équations satisfaites par les tronquées d’une solution renormalisée.
Ces équations joueront un role capital dans les démonstrations de nos résultats.

Définition 2.2.11 Soit 1 € M,(Q2). Une fonction u est dite solution renormalisée du
probléme (2.2.2) si u satisfait les conditions (i) et (ii) de la définition 2.2.6, et si la
condition suivante est satisfaite :

(iv) Pour tout k > 0 il existe ay, B € Mg (), concentrées sur les ensembles {u = k}

et {u = —k} respectivement, telles que o — pt et B — p étroitement lorsque k — oo
et telles que pour tout k > 0 et ¢ € WyP(Q) N L®(Q),
/ \Vu]p_QVu-Vgod:c:/ goduo—i—/godak—/(pdﬁk, (2.2.6)
{Jul<k} {Jul<k} Q Q
autrement dit nous obtenons l’équation satisfaite par Ty (u) pour tout k >0 :
—A, (T (u)) = pok + o — By dans D'(Q), (2.2.7)

ot flox = HoL{jul<k} €St la restriction de po sur Uensemble {|u| < k}.
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2.2.1.4 Stabilité des solutions renormalisées

Parmi les grandes difficultés qu’on rencontre dans I’étude des solutions renormalisées
des problemes avec donnée mesure sont les hypotheses restrictives pour la stabilité. Le
théoreme de stabilité suivant est établi dans [13]. Ce résultat sera fréquemment utilisé
dans nos démonstrations.

Théoreme 2.2.12 ([13]) Soit p = po+p —py, avec pg = F—divg € Mo(Q), pt,ps €
ME(Q). Soit

tn = F, —div g, + pp — M, (2.2.8)

avec F,, € LY(Q), gn € (LZ ()N, pn, 1n € M ().
Supposons que (F,) converge vers F faiblement dans L*(Y), (g,) converge vers g forte-
ment dans (L7 (Q))N et (div g,) est bornée dans My(S2), et (p,) converge vers ut et (n,)
converge vers [, pour la topologie étroite des mesures. Soit U,, une solution renorma-
lisée
—AU, = py, dans €,
U,=0 sur of.

Alors il existe une sous-suite (U,) convergeant presque partout dans ) vers une solution
renormalisée U du probleme (2.2.2).De plus (Ty(U,)) converge vers Ty,(U) fortement dans
Wy ().

Remarque 2.2.13 Quelques resultats de convergence pour les fonctions U, sont établis
dans [13], sans utiliser les hypothéses de convergence de l'approzimation (2.2.8) imposées
dans le théoreme de stabilité précédent. Plus précisément, il suffit de supposer que p,
est borné dans My(Q) (voir [13, Section 5.1]), pour montrer que |U,|[P~" est bornée dans
L™ () pour tout T < Nl_p et |VU,|" " est bornée dans L™ (Q) pour tout T < 2 et quil
existe une sous-suite, nommé encore Uy, et une fonction U telles que

U, — U presque partout dans 2,

VU, — VU presque partout dans €2,

et
VU, P2 VU, — |[VU P> VU fortement dans L™ (Q),

N
pour toult T < 5.

Remarque 2.2.14 De maniére analogue, une notion de solutions renormalisées locales
est introduite et étudiée dans [6]. Nous ['utiliserons au chapitre 5 (proposition 5.4.6).
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2.2.2 Solutions atteignables

Une deuxieme notion de solution faible qui sera utilisée dans I'un de nos résultats
principaux est la notion des solutions atteignables. Pour plus de détails nous référons a
[12, Theorems 1.1 and 1.2].

Définition 2.2.15 Soit u € My(Q2). Une fonction U est dite solution atteignable du
probléme (2.2.2) si elle satisfait l'une des conditions (équivalentes) suivante :

(i) Il existe p, € D(Q) et U, € WyP(Q), telles que

=AU, = ¢y dans W=7 (Q),
tel que (p,) converge vers p pour la topologie faible * de My(QY), et (Uy,) converge vers U
presque partout dans 2.

(11) U est mesurable et finie presque partout dans ) , telle que Ty(U) appartient a Wol’p(Q)
pour tout k > 0, et il existe M > 0 tel que

/ VT (U)|P de < M(k+1) pour tout k > 0,
0

et VU eL'(Q), et

-AU=p inD(Q). (2.2.9)
(ii) U est mesurable et finie presque partout dans Q, telle que Ty,(U) appartient & Wy ()
pour tout k > 0, et il existe pg € Mo(Q) et p1, pa € M (Q), telles que

W= o + 1 — pa,

et pour tout h € Wh*°(R) telle que h' a un support compact, et pour tout o € D(Q)

/Q VUV -V (h(U)g)dz /

Qh(U)goduo+h(oo)/ngd,u1 - h(—oo)/ggpd,uz.

(2.2.10)
Remarque 2.2.16 Toute solution atteignable satisfait
IVU[P~ eL™(Q) pour tout 7 € [1, N/(N — 1)),

et (le représentant cap,-quasi continu) U est fini cap,-quasi partout dans S0, d’aprés [12,
Theorem 1.1] et [13, Remark 2.11].
De plus, d’aprés [12], pour tout k > 0, il existe ag, B, € MF(Q), concentrées sur les
ensembles {U =k} et {U = —k} respectivement, convergeant faiblement * vers i, s,
telles que

—Ap(Ti(U)) = pror = po{uj<iy+ar — B dans D'(Q).

1l est évident que toute solution renormalisée est une solution atteignable. Les motions
coincident pour p =2 et p = N.
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Finalement, donnons la définition suivante :

Définition 2.2.17 Soit H : Q x R x RY — R, une fonction de Carathéodory et u €
My(2). Nous dirons que u est une solution du probléme

—Ayu=H(z,u,Vu)+p dans Q,
u=20 sur 011,

si H(z,u,Vu) € L'(Q) et elle est solution au sens considéré.

2.2.3 Second membre dans L!(Q)) et inégalité de type Picone.

Dans cette sous-section nous donnons quelques propriétés d'une solution renormalisée
dans le cas particulier ou le second membre est dans L'(Q2). Tout d’abord notons que,
dans ce cas, la notion de solution renormalisée coincide avec les notions de solutions
atteignables, et la solution d’entropie introduite dans [4], et la notion de solution obtenue
comme limite d’approximations SOLA donnée dans [14], voir encore [9]. Cela est due a
'unicité de solutions quand le second membre est dans L'(2).

Définition 2.2.18 Nous notons par W () Uespace des fonctions U telle que il existe
F e LY(Q) telle que U est une solution renormalisée du probléme

AU =F dans 0
v ans s (2.2.11)
U=0 sur — Of).
Alors U est unique, nous posons
U= G(F). (2.2.12)

De maniére analogue, nous notons Wi,.(2) Uespace des fonctions U telles que il existe
F e L}, (Q) telle que U est une solution renormalisée locale de —A,U = F dans (.

Remarque 2.2.19 Le théoréme 2.2.12 implique en particulier :

Si (F,) converge vers F faiblement dans L*(Q), et U, = G(F,), alors il existe une
sous-suite (U,) et une fonction mesurable U telle que (U,) converge presque partout vers
U, et U=G(F).

Remarque 2.2.20 Grace a l'unicité et la stabilité, on peut déduire :

1) Le principe de comparaison :

Si Uy et Uy € W(Q) et Fy = =AU, > =AUy = F presque partout dans 2, alors
U, > Uy presque partout dans €.
En effet, considerons v, = G(T,(F})) et w, = G(T,(Fy)) € WyP(Q), pour tout entier
n > 1. Par le principe du mazimum faible ( voir par exemple [24, Lemme A.0.7]), nous
obtenons w, < v,. D’apres la remarque 2.2.19 il existe deux sous-suites v, et w, qui
convergent respectivement vers G(Fy) = Uy et G(Fy) = Uy presque partout dans §2. Donc
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Us < Uj.
2) Le principe du mazrimum :

SiU € W(Q) telle que F = —A,U > 0 et U # 0 alors U > 0 presque partout
dans Q). En effet, nous avons F # 0 puisque U # 0. Soit Fy = min(F,1) € L®(Q) et
Uy = G(F)) € WyP(Q). Puisque Fy < F, alors Uy < U par le principe de comparaison.
D’autre part, nous avons Fy # 0, donc Uy # 0. De plus, Fy = =AUy > 0; donc par le
principe du maximum fort (voir [29]) nous avons Uy > 0 presque partout dans Q2. Par
suite U > 0 presque partout dans €.

Maintenant nous déduisons une forme faible de I'inégalité de type Picone :

Lemme 2.2.21 Soit U € Wy (Q), et V € W (Q), telles que U > 0 et —A,V > 0 presque
partout dans Q, et V £ 0. Alors UP(—A,V)/ VP~ € L1 (Q) et

/ VU dz > / UPVIP(—A,V)dz. (2.2.13)
Q Q

Preuve. L'inégalité est connue pour V' € W, (), voir par exemple [1]. Soit F' = —A,V,
et F, = min(F,n) € L*(Q), et V,, = G(F},) pour n > 1. Nous avons V,, > 0; et

/|VU|pd9:2/U”an_p(—Aan)dx.
Q Q

D’autre part, la suite F), converge fortement vers F' dans L'(Q), et (V},) est croissante.
D’apres la remarque 2.2.19, (V,,) converge presque partout vers une solution renormalisée

w de —Ayv = —A,V; et par unicité, w = V. De plus, par le principe de maximum nous
avons V' > 0. Donc, par le lemme de Fatou UPV?(—A,V) € LY(Q), et nous déduisons
I'inégalité (2.2.13). n

2.3 Régularité

Dans cette section nous rappelons quelques résultats de régularité de base pour les
solutions renormalisées du probleme (2.2.2) et nous donnons des résultats de régularité
pour le probleme

{ —Ayu = h(z,u) dans €, (2.3.1)

u=>0 sur  0f),

ou h: €2 Xx R — R une fonction de Carathéodory, sous des conditions de croissance sur h.
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2.3.1 Régularité de base

Nous commencons par résumer quelques résultats de régularité pour une solution
renormalisée u de I’équation (2.2.2) qui sont bien connus dans le cas p < N, voir [4], [13]
et plus délicats dans le cas p = N, voir [15] et [20]. Rappelons que, voir par exemple [5],
pour 0 < ¢ < oo l'espace de Marcinkiewicz M?(2) est défini par

MIQ) ={:Q—R:3C <ootel que [{z € Q:|f(x)] >k} < Ck ?pour tout k > 0}.

Dans [13], dans le cas p < N, les auteurs donnent des estimations de u et de son gradient

V u dans les espaces de Marcinkiewicz M1 (Q) et M (Q) respectivement, ol oy = %
et 6, = %. IIs donnent également des estimations de u dans M"(€2) pour tout r > 1

et de Vu dans M?*(Q) pour tout s < N, dans le cas p = N. Mais dans le cas p = N,
une régularité maximale est donnée par [15] et [20], en imposant plus de régularité sur le
domain € : les auteurs supposent que RV\Q est géométriquement dense, c’est a dire

=
_ fdx|dr < oo
|B(a’7 T)| B(a,r)

Proposition 2.3.1 Soit 1 <p < N, et up € My(Q2). Soit u une solution renormalisée du
probléme (2.2.2). Si p < N, alors pour tout k > 0,

Kn(Q) = inf {r " |B(z,r)\Q| : 2 € R"\Q,r >0} > 0.

On note

BMO(Q):{fELI(Q): sup T_N/( )f—
B(a,r

B(a,r)CQ2

{|u| > k}| < C(N,p)k~ = DN/WN=2)(| | (Q))N NP
{|Vu| > k}| < C(N7p)k*N(P*1)/(N71)(‘M| (Q))N/(Nfl).

Sip= N, alors u € BMO(), et
{IVu| >k} < C(N, Kn(Q)k™N (] ()N =D,

Comme conséquence, on obtient des estimations de u et de son gradient dans des
espaces L*(Q2) optimaux.

Proposition 2.3.2 Soit 1 < p < N et p € M,(Q2). Soit v une solution renormalisée

du probleme (2.2.2). Si p < N, alors pour tout o € (0, Niﬂ)) et 0 € (O,%), il existe
C(N,p,0), K(N,p,0) >0 qu’on peut calculer explicitement, telles que
(=10 g% ;-
(f lul dr)e < C(N,p,0)[Q=" ¥ |u[ () (2.32)
Q

_ 1 1_(N-1)
</ V"D da)s < K(N,p,0) Q1 [u] () (2:3.3)
Q
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1
Sip= N, alors 0 > 0 est arbitraire, et les constantes dépendent de Kn(2). Sip > 2——,

N
—1)N
alors U € W, (Q) pour tout q < %
De plus, dans tout les cas, pour tout § > 1 on a l’estimation suivante
Vul? Q
/ |V ul ﬁd:lt < 1] (2) (2.3.4)
o (1+ [ul) f-1

2.3.2 Résultats de régularité

Dans le lemme suivant nous montrons des résultats de régularité d’une solution renor-
malisée quelconque u = G(F) € W(Q2) quand le second membre F' € L™(Q), avec m > 1.
Nous donnons des estimations de u et son gradient dans des espaces L* optimales. Nous
améliorons les résultats de [8], [17], [2], [11] et nous étendons les estimations du gradient
données dans [21], [22] pour des solutions U € W, *(Q). Des estimations dans les espaces
de Marcinkiewicz (ou de Lorentz) sont données dans [19], [3].

Lemme 2.3.3 Soit 1 < p < N. Soit U = G(F) une solution renormalisée du probleme
(2.2.11) avec F € L"(Q2), 1 <m < N. Notons

Np
Np—N+p

m =

(1) Sim > N/p, alors U € L*>(Q).
(i1) Si m = N/p, alors U € LF(Q) pour tout k > 1.
(iii) Sim < N/p, alors UP~t € L*(Q) pour k = Nm/(N — pm).

(iv1)p|(V§]|(p_1) € LK(Q) pour k = Nm/(N — m). En particulier si m < m, alors U €
wie(Q).

En utilisant ce lemme, nous montrons des résultats de régularité pour les solutions du
probléme (2.3.1) sous des conditions de croissance sur h. La proposition suivante étend des
résultats bien connues dans le cas p = 2, f = 1 et un résultat de [18] pour p quelconque
et le cas linéaire () = p — 1, ot la solution U est supposée dans VVO1 Q).

Proposition 2.3.4 Soit 1 < p < N. Supposons que U une solution renormalisée du
probléme (2.3.1), c’est a dire h = h(z,U) € LY Q) et U = G(h). Supposons que h
satisfait I’hypothese :

h| < f(2)(JU|° +1) presque partout dans €2,

avec f € L"(Q),r > 1 et Q > 0.
Supposons d’abord p < N; alors
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(i) SiQ>p—1etQr <Q (dotr > N/p), alors U € WyP(Q) N L=(Q).

(i) SiQ >p—1et Qr =Qq et [UP" € L°(Q) pour un certain o > N/(N — p), alors
UeW,P(Q) et U e LF(Q) pour tout k > 1.

(iii) 8i Q > p—1 et si U € Wy P(Q), et (Q+1)r' < p*, alors U € L=(Q); si (Q+1)1" = p*,
alors U € L*(Q) pour tout k > 1.

() Si Q <p—1etr>N/p, alors U € WyP(Q) N L®(Q).
(v) SiQ<p—1etr=N/p, alors U € WyP(Q) et U € L*(Q) pour tout k > 1.

(i) SiQ < p—1etr < N/pet Q' < Q, alors U* € LY Q) pour tout k < d =
Nr(p—1-Q)/(N—pr). Dans ce cas, si (Q+1)r' < p* alors U € Wy (Q); si (Q+1)r' > p*,
alors |VU|" € L*(Q) pour tout t <6 = Nr(p—1—Q)/(N — (Q + 1)r).

Supposons maintenant p = N, alors U € WEN(Q) N L*(Q), et [VU YW Dm/N=m) ¢
LY () pour tout m < min(r, N).

Remarque 2.3.5 Nous donnons un contre exemple pour (ii) de la proposition précédente
lorsque Uhypothése U € L°(2) pour un certain o > N/(N — 2) n’est pas satisfaite, les
deux autres hypotheses Q > p — 1 et Qr' = Q1 sont satisfaites, et U ¢ WOI’Z(Q) : soit
p=2cet Q= B(0,1); il existe une fonction radiale strictement positve U € LN/(N=2)(Q))
telle que
_ [7N/(N—-2
{ AU = UN/(N-2) dans  Q, 235)

U=0 sur  0f,

avee limg_o |z|N 72 In|2|| 22U (z) = ex > 0, voir [26]. Alors U & L°(Q) pour tout
o > N/(N —2). La fonction U satisfait l'équation —AU = fU? avec Q = &5 > 1 =
p—1,f =1, et donc U & Wy*(Q), car sinon nous déduisons que U € L®(Q) d’aprés
(iti), car (Q + 1)r' = =2 < 2%,

La fonction U satisfait aussi —AU = fU? avec Q =1, f = U¥WN=2 ¢ LN2(Q), et on a
U¢g Wol’z(Q) mais ce n'est pas un contre exemple pour le cas linéaire (Q = p — 1 car elle

ne satisfait pas U'hypothése U € L7(Y) pour un certain o > N/(N — 2).

Dans le lemme suivant nous donnons des estimations locales du second membre F
quand F € L] (Q) et FF > 0. Ce type d’estimations est donné dans [7] pour des fonc-
tions continues et sur-harmoniques dans R . Suivant 1'idée de [7, Proposition 2.1], nous

montrons le lemme suivant, qui complete le principe du maximum strict :

Lemme 2.3.6 Soit U € W,,.(?) telle que —A,U = F > 0 presque partout dans ). Pour
tout wo € Q et tout p > 0 telle que la boule B(xo,4p) C Q, et tout o € (0, N/(N — p)), il
existe une constante C' = C(N,p,0), telle que

1/o
/ Fdx < CpNA-Yo)-p ( / U<P—1>"da:) . (2.3.6)
B(zo,p) B(x0,2p)
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Si U € WEP(Q) ou si U = G(F) est une solution globale, alors il existe une constante

C = C(N,p) telle que

/ Fdx < Cp"N"Pinf essp, ) UP " (2.3.7)
B(zo,p)

2.3.3 Preuves

Notons par Cl, la meilleure constante de Iinjection de sobolev de W,*(Q) dans

L7 (Q), avec p* = ]\’;—JL :

( /Q lw[”" dz)P/P" < Cy,p /Q \Vw|Pdz Yw € W,P(Q) (2.3.8)

Rappelons 'inégalité de Young avec § > 0 : soit 1 < s,q < 00, % —l—é = 1. Alors, pour
tout a,b>0et d >0 on a:
ab < da® 4+ C()v?, (2.3.9)
o C(0) = (ds)~%/*q 1.
Nous donnons les démonstrations des propositions 2.3.1 et 2.3.2 dans le cas p < N.
Le cas p = N est plus délicat, pour cela nous référons a [15] et [20].

Preuve des proposition 2.3.1 et 2.3.2. Notons par V = |u| (€2) la variation totale
de p. Pour k > 0, considerons Tj(u) comme fonction test dans (2.2.2) on obtient

/Q\VTk(u)\pda: < kV (2.3.10)
Estimation de u : En utilisant 'inégalité de Sobolev (2.3.8)
{lul = K} < ’fp*/Q\Tk(u)!p* dx < kP*(CN,pLIVTk(u)\pdx)P*/P
et en combinant avec I'inégalité (2.3.10), on obtient
{u| > k}| < (CN,pV)p*/pk'(p*/p)_p* - (CvaV)N/(N—p)k—(p—l)N/(N—p) (2.3.11)
De cette inégalité on déduit que |ul’~' € M7 (Q), ot 0y = %ﬁ avec

sup { k7' mes {|u]p_1 >k} < (CnpV)™
k>0

Soit maintenant 0 < o < o1, et notons Cy 5 = (72 U) o (2 ) (-25). Pour 0 > 1 on a
'estimation suivante, d’apres les deux estimations du [5, Lemme A. 2]

([ 177 da)? < Co 1007 (sup {7hms {ul”™ > k}})%
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et en combinant les deux inégalités précédentes on obtient
11
(/ [u ™7 da)7 < Cp gy Civy |7 71 V.
Q
Pour 0 < 0 < 1, d’apres I'inégalité de Holder puis en utilisant [5, Lemme A.2]

([t angt < ot [
Q Q

91

o (sup {k"'mes { |ul' " > k:}})ﬁ
k>0

1_
< G, 1277119
11
< Cro Onp (97 1 V.

Donc on obtient 'estimation (2.3.2) avec C(N,p,0) = Cypmax(Cy oy, Cl oy )-

Estimation de Vu : Grace a l'estimation (2.3.11), on a ’éstimation suivante pour
tout k, n > 0 (voir [4, Lemme 4.2]) :

Vk
H{IVul > n} < r + (Cy V)N N=P) o= (p=DN/(N=p)

En fixant n et en considérant le second membre de I'inégalité précédente comme fonction de

. .. (p—1)N N—p N N—p_ 1 _
k, cette fonction admet un minimum sur (0, +00) pour ko = (¥5=5=) 70 (C,p) NI pN=1V ¥

(p—1)N B

et la valeur minimale de cette fonction est C(N,p)n ¥+ V' ~¥-1 ou C(N,p) > 0 peut étre
calculée, et on obtient

{|Vu| >n} < C(N,p) VN/W-1)y=(p-1N/(N-1)

De cette inégalité on déduit que |V u’~" € M (Q), ot 6 = avec

N

N-1’
sulg {nelmes {Iv ul ' > nt} < C(N,p) %48
n>

Donc, comme pour ’estimation de u, pour tout 0 < # < 6; on obtient

([ 17017 da)} < COV.p.6) 907 (sup (g mes ([T up™" > n} )
Q n>0

1
(%)% (725). D’ott on a I'estimation

=

ou C'(N, p,0) = max(Cy, , C1 4, ), avec Cp, = (%)

(2.3.3) avec K(N,p,0) = C'(N,p,0) C(N, ).

Pour l'estimation (2.3.4), soit § > 1 et considérons la fonction réelle définie par

S dt 1 1 .
¢ﬁ(s) = /0 (1 + |t|)ﬁ = ﬁ — 1(1 - W)Slgn(s))
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nous avons ¢g € C’l(R R) avec ¢5(s) = (1+\ ik
on a |@s(s)| < 5. Considérons la fonction w = ¢5(Tk(u)), c’est une fonction admissible

d’apres (z) de la deﬁmtlon (2.2.6) avec w™ = ¢g(k) et w™ = ¢g(—k). Donc, puisque
|pg| < v = 5=, d’apres (2.2.4) on obtient

pour tout s € R. De plus, puisque 5 > 1,

|V ul? _
s da <y ol () + v i | () + | | ()
Amﬂuﬂw )+ o
par suite
YV ul? Q
[ v, e
(lu<ky (1+ |ul) p—1
d’ott nous déduisons 'éstimation (2.3.4). |

Preuve du lemme 2.3.3. Nous avons m € (1, N/p) pour p < N, et m = 1 pour
p= N.

e Tout d’abord, supposons que 1 < m < N/p, donc p < N. Soit € > 0 et k > 0.

Utilisons la fonction test ¢g-(T%(U)), ot ¢p.(w) = / (e + [t])"Pdt, pour un réel donné
(8 < 1. Nous obtenons ’
V()P
| St = [ Fesmar < [ |Fl1os n)) e
Mais
|0p.c(s)] = [(B =)' = (e + |s])'~")sign(s)]
=(1=8)7ET = e+ 1)) < Q=TT A+ s
car # < 1. D’ou l'inégalité
|VTk(U)|p -1 1-8
/Q—(6 - /Q|F| (e + [TH(U)])"Pda (2.3.12)
Posons n = (p — 1)m* = (p — 1)mN/(N — m) et alors

1 :N—n: N—pm ’

et choisissons

B=1- a=1-°%.
p

Nous avons < 1 et donc o > 0. De plus, en substituant n* et m’ par leurs valeurs, nous
trouvons

n* B
%7

g1 m=D@-ON _N-—pm—(pm—m-p+ DN
N —pm N —pm
Np(1 —m(Np— N +p)/Np)  Np(l—m/m) Np(m—m)

N —pm N —pm m(N — pm)
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Donc, nous pouvons conclure que 3, € (0,1) pour m < m, et § < 0 < a — 1 pour
m > m. D’autre part, calculons « en fonction de n* et p* :
pa  p—1 1 N —pm 1

p
n* n* m/ Nm m N  p*

donc o = Z—
La fonction Uy = ((¢ + |Tx(U)|)* — £*)sign(U) appartient a Wy () N L®(1), avec
- « 1=6 a "
(e +ITh(U))'™ = (& + Urel) = = (€ + |Usel) o,

oo - VL) VL)
Y e e+ IO o (e H [T
donc, d’apres (2.3.12) puis en utilisant 'inégalité de Holder, nous obtenons

VT (U)
VUapdx:ap/—‘ dx <C/F e U, T g
/9' kel (e + |TH(U)|)" o J, 1EI Vel

sawﬂmmw/@-wmawmm>

1
7

(2.3.13)

ot Cy = (1 —3)~'a” > 0. Notons YV = /(s"‘ + |Up|)"/*dx . Remarquons que o = Z—:

Q
et utilisons I'inégalité (a + b)* < 257'(a® + b*), pour tout a,b > 0 et s > 1 puis utilisons
I'inégalité de Sobolev (2.3.8) puis (2.3.13) nous trouvons

/wm”m>

(9]

<0M¢/lvcmafdeVm
Q

Lm(Q) (/Q<5a + ’Uk,st*dx)W
= Cy(e" + || FI[f 0y, Y2 /o)

y = / (6% + UV da < 2"~ (=27"
Q

< 2p*—1 (anp*

S Cl(gap* + “F

oi O = 2P "'max(|Q] , (Cn,Co)? /P). Nous avons p* < pm’, car m < N/p; donc utilisons
Iinégalité de Young (2.3.9) pour a = Y?'/P™' b = ||F||p /p ,s=pm/[/p*etq=s/(s—1)=
1/(1—=(1/s)) =1/(1 — (p*/pm’)), nous obtenons

Y < Cl(EOép* +30Y + C(0) HFHILL’Tg/g))
= C (g7 +0Y + C(0) ||F||1/(p/p ~1/m)).

En choisissant 0 < § < C*, nous trouvons une nouvelle constante C' > 0 qui ne dépend
ni de €, ni de £ ; telle que

Aw+mewscwwwm%%”“» (2.3.14)
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D’ autre part, [T(U)]" < (e+[TH(U))7 = (e +[Upe|)?" et 1/(p/p" —1/m') = 5/ (p—1)
donc

| @ s < o + IFIZHE").

et ceci pour tout € > 0. Faisons tendre ¢ vers 0, nous déduisons 1’estimation
/ T(U)[" de < C | FTLEY

et par le lemme de Fatou, nous obtenons 'estimation suivante avec une autre constante

C:
(N—pm)/Nm
(/ |U|(p—1)Nm/(N—pm) dm) <C ||F||Lm(Q) ' (2.3.15)
Q
Dot (idi).
e Supposons de plus que m < m. Combinons (2.3.13)et (2.3.14), et utilisons la relation

! IR S
(pm//p*) — 1 1—p*/pm’  p*(p—1)

nous obtenons avec une nouvelle constante C > 0 :

(

" &4 ||F 1/(p/p*—1/m’)
o 6—|—|Tk<U)|) L ( H H )

Lm(92)

m 1 —1/m")m
<mwmm<w/+wm£% fmtamhy

* T+l
= O |l ey + NI

cwWmem—wm&ﬂp%,

et en faisant tendre k vers oo, par le lemme de Fatou nous déduisons

/"—iygfl—d < C|Fll gy /™ + P20, (2.3.16)
N ETHIE

D’autre part, nous avons n < p, et 1/(p/p* — 1/m') =n*/(p — 1), d’ou

donc en substituant n* et p* par leurs valeurs nous trouvons

pn pn(l—n*/p*) N |
p—n p—n N —n
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Par 'inégalité de Holder avec 1'exposant p/n et son conjugué p/(p — 1), puis en utilisant
(2.3.16) et (2.3.15) nous trouvons une autre constante C' > 0, dépendant de 2 telle que

/|VU|’7d /( _|_’|V(§])‘|)ﬁn/p( Y)Y dg

m’ 1 1 _
< O(IF || g e e"/ ool 1 ) KL O ) ol [t B

et passons a la limite lorsque ¢ — 0, nous déduisons
0
90T s < G

ou

donc nous avons

* N — N —
g (n( p)+1_n): U n_n_
p—1" pN p p—1 N p—1
donc nous obtenons 'estimation
(N—m)/Nm
(/Q |VU|(p_1)Nm/(N_m) dx) <C ||F||Lm(Q) (2.3.17)

d’ou (iv) pour m < m.

e Supposons m > m, p < N. Dans ce cas, il est facile de vérifier que
m <p"&m>m,

par suite par l'injection de Sobolev VVO1 P(Q) s’injecte continument dans L™ (). Alors
L™(Q) ¢ W= (), donc, par unicité, U € Wy () et elle est une solution variationnelle.
Plus précisement
L™(Q) ¢ WbNm/(N=m)(qy,

Si m =m, alors Nm/(N —m) = p/, et nous déduisons (2.3.17). Si m > m, alors d’apres
21], [22], U € WHE(Q) avec £ = (p — 1)Nm/(N — m), et nous obtenons (2.3.17) , et (iii)
résulte pour m > m; et (i) et (i¢) par l'injection de Sobolev. Une autre démonstration
dans le cas m > N/p est donnée dans [24].

e Supposons m > 1 et p = N. Alors L™(Q) C W=ENm/(N=m)(Q) " d’ici (2.3.17) est
satisfaite si m < N, et alors U € L*>((Q). u
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Preuve de la proposition 2.3.4. Si p = N, alors U € L(Q2) pour tout ¢ > 1

d’aprés la proposition 2.3.2, alors f(z) [U|¢ € L™(2) pour tout m € (1,r), alors U €
W N(Q) N L®(Q) d’apres le lemme 2.3.3, et [VU|Y ™! € L7(Q) pour 7 = Nm/(N — m).

Dans toute la suite nous supposons que p < V.

(1) D’abord nous supposons que Qr’ < Q1.
Soit k € (0,1) telle que

1 Q QN —p)

A A A Akt

7 >k + ; + Np—1)
Alors f(z) |U|¢ € L™ (Q) avec mg = 1/(1 — k) > 1. Prenons k suffisamment petite pour
qu'on ait my < N/p, donc h(x) € L™ (), alors par le lemme 2.3.3, |U|** € L'(Q) avec
s1 = (p— 1)Nmg/(N — pmy). Alors f(z)|U|? € L™ (Q), ot

1 1_ Q@ (i_ﬁ), (2.3.18)

mi r p—1\mg N
Par suite
1 r 1+ Q 1 P 1
my my r p—1\mg N mo
gy 9WN=p) Q@ (1 py 1
Np—-1) p—1\mg N mo
Q 1
=—(——-1)<0
p—l(mo ) ?

d’ici mq > my.
Si my > N/p alors nous déduisons directement (i) par le lemme 2.3.3.

Simy = N/palors U € L7(Q2) pour tout v > 1, d’apres le lemme 2.3.3, et dans ce cas nous
pouvons choisir ~ assez large pour obtenir f(z)|U|% € L*(Q), pour un certain v > N/p
car Qr' < (; et nous déduisons (7).

Simy < N/p alors nous définissons my en fonction de m; de la méme fagon que nous avons
défini my en fonction de mg et ainsi de suite nous continuons avec la méme discussion.
Pour tout n € N telle que f(x) |U|* € L™ (Q) et m,, < N/p, nous pouvons définir m,,,;

par
L l_¢ (i - ﬂ) , (2.3.19)

Myt1  r p—1\m, N

et nous montrons que m,, < My,41. Si m, < N/p pour tout n, alors, la suite (m,), admet
une limite car elle est une suite strictement croissante et majorée. Et alors

_ % _ @ (l _ £) _ (2.3.20)
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SiQ =p—1alorsr = %, ce qui est impossible car (p — 1)r" < @ si et seulement si

r > %. Quand @ > p — 1, nous obtenons m = (Q/(p —1) — 1)/ (Qp'/N — 1/r). De plus,

il est facile de vérifier que Qr’ < )1 si et seulement si 1% —-1< QTP/ — % Donc, puisque
Qp 1 Qp 1 _p 1

= >l >
N r N@p-1 r N r

car Qr’ < (1, nous obtenons m < 1, ce qui est impossible.
Alors apres un nombre fini d’étapes n, nous arrivons a my > N/p , donc nous obtenons
() par le lemme 2.3.3.

(#1) Supposons que Q@ > p — 1 et Qr' = Qq, donc p < N, et |[U]""" € L7(Q) pour un
certain ¢ > N/(N — p). Posons

oc=(140)N/(N—p) avech >0, et mog=(1+6r)/(1+0)>1.

Nous avons Qr/(r — mg) = (p — 1)o, et par 'inégalité de Hélder pour I'exposant r/my
nous obtenons :

mo/r 1-mgo/r
/(f|U|Q)mOd:L‘ < (/ frd:L‘) (/ |U|Q7"/(T—m0) d:L') 7
Q Q Q

donc nous avons f(z) |U|% € L™ ().
Si mg > N/p alors U € L>®(R) si I'inégalité est stricte et U € L*(Q) pour tout k > 1.

Simg < N/p alors nous définissons my par la relation (2.3.18), et donc f(z)|U]|? € L™ (Q)
et mo < my. Et ainsi de suite pour tout n € N telle que f(z)|U|? € L™ (Q) et m,, < N/p,
nous pouvons définir m,, 1 par la relation (2.3.19) et la suite est strictement croissante.
Si m, < N/p pour tout n alors elle a une limite m donné par la relation (2.3.20). Mais
en utilisant I’hypothese Qr’ = @1, avec un calcul simple nous trouvons m = 1, ce qui est
impossible. D’ou (47).

(74) Nous montrons (7ii) en utilisant [18, Propositions 1.2 and 1.3]. En effet I’équation
peut s’écrire sous la forme

—AU = K(z)(1+|UP™Y,
o (1+|U|9)
K(x xr)—m—
K ()] < f( )<1+|U’p_1)

Si (@4 1)r" < p* alors K(x) € L*(2) pour un certain s > N/p, alors U € L®(Q) si
I'inégalité est stricte , et U € L*(Q) pour tout k > 1 dans le cas d’égalité.

< f@)(1+ (U977,

Maintenant nous traitons le cas strictement sous-linéaire () < p — 1. Alors

[A(@)] < f@) (U +1) = F(U" xquiz1y + U xqoiay +1) < FQUP +2),
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d’ici nous pouvons conclure (iv) comme dans (i4i). Sir = N/p, alors nous avons Qr’' < Q1,
et moyennant la méme procédure itérative déja utilisée, nous pouvons construire une
suite strictement croissante m, qui tend vers m donné par la relation (2.3.20). Donc
(1% —1)(£ — £) = 0, par suite m = N/p. Alors h(x) € L*(Q) pour tout s < N/p, d'ou
U € WyP(Q) et nous déduisons (v) par le lemme 2.3.3. Si r < N/p alors m < N/p. Donc
par le lemme 2.3.3, U* € LY(Q) pour k < (p — 1)Nm/(N —pm) = 0. Si (Q + 1)1 < Q,
alors m >, donc U € WyP(Q). Si (Q +1)r' > Qy, alors m < m, donc |[VU|"™" € L™(Q)
pour tout 7 < Nm/(N —m) = 6. Alors nous avons (vi). |

Preuve du lemme 2.3.6. Dans [7, Proposition 2.1], les auteurs ont donné les esti-
mations (2.3.6) et (2.3.7) pour des fonction continue et sur-harmonique dans RY. En fait
nous pouvons adapter ces estimations pour toute solution renomalisée locale U € W,,.(2)
avec —AU = F > 0.

Tout d’abord notons qu’une telle solution satisfait UP~! € L7 () pour tout o € <0, ~ p)

Soit zp € Q2 and p > 0 telle que B(xg,4p) C §2. Soit ¢ € D(R) a valeurs dans [0, 1], telle
que ¢(t) =1 pour |t| < 1,0 pour [t| > 2. Definissons sur 2 une fonction £, par

C(|Jz — x| /p) si x € B(xg,4p),
gp@):{ 0 ’ si xGQ\B(x(I)O,le),.

Nous avons £, € D(Q) telle que {,(x) = 1 pour | x — zo| < p, 0 ailleurs. De plus |V, (x)| <
p~ IV C(|lz — 20l /p)| pour p < @ < 2pet VE, = 0 ailleurs, donc |VE,| < Cp~' sur Q, pour
une borne supérieure C' > 0 de |V(| sur Q. Considérons ¢, = f’\ avec A > 0 sufﬁsament

large qui sera fixé ultérieurement. Soit o € (1, N/(N —p)) et a € (1 — p,0). Nous posons
U. = U + ¢, pour tout € > 0. Soit k > €. Alors nous pouvons prendre

¢ = Ti(U.)*E)

comme fonction test. D’ou
/ FT(U.)°€Mdz + o / V)1 [V (T(U) P de
<A / (U [V (T(U) P2 V(T (U) VE, di
<) /QTkwg)asz‘l IV (T(0) P Ve, | da
N A (e e LAt
{£p#0}

< ol /Tk( T V(TW(U )|pdx+0(a,A)/Tk(Ua)a+p—1gg—P|V§p|pdx,
Q

2 o

en utilisant I'inégalité (2.3.9) avec § = |af /2X, a = [V(Tu(U)P~' b = Ti(U.)& 1 [VE,| et
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q = p. Par suite
[ rrwyrga+ B [ nwyg wamor
< C(a) / T (U.)* P17 IVE, | d.

Alors faisons tendre ¢ vers 0 et k vers oco. Posons 0 = (p — 1)o/(p — 1 + ) > 1, prenons
A suffisamment large puis utilisons I'inégalité de Holder puis en utilisant les propriétés de
&p, nous obtenons

/ FUO“ggal:z:JrM / Ut VU d
Q 2 Q

1/6 ) 1/6
<C ( / U@l)“g;dx) ( / & Vg, P dx)
supp V(¢ Q
1/0
<cor( [ wevga) (o an
supp V&, B(z0,2p)

Par conséquent,

1/6
/ FU“&) +— / Ut VU < opNor / U7 da
Q supp V¢,

avec une nouvelle constante C' dependante de a et .
Maintenant nous prenons ¢ = 5,;\ comme fonction test. Nous trouvons

/ F&de < A / OTHVUP? VUV, dx
Q Q

1/p' 1/p
<A ( / U§‘1£3|VU|pdx) ( / U§1—O‘><p—%3‘p|vgp|pdm) :
Q Q

Puisque ¢ > p—1, nous pouvons fixer un a € (1 — p,0) telle que 7 = /(1 —a) > 1. Alors
quand € — 0, nous déduisons

1/6p’+1/1p
/ Féde < C ( / U<P—1>0§;dx>
Q supp V¢,
/ 1/6'p’ ) 1/7'p
9 ( / sz‘e’pwspﬁpdw) ( / 52"’p\vsp|”dx) |
Q Q
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Mais 1/0p' +1/tp=1/c =1—(1/0'p' + 1/7'p), d’ou

1/o
/ F&dr < C / U7 dy | pNUTYO
Q supp V&p

et nous déduisons (2.3.6). Par ailleurs, si U € W,2P(2), d’apres linégalité de Harnack
faible, il existe C" = C'(0, N, p) telle que

1

1/(p—1)o
(_N / U(p_l)gdx) S C/ lnf eSSB(Io,p) U7
P B(z0,2p)

d’ou nous obtenons (2.3.7) en fixant o.

Si U = G(F) considérant F,, = min(F,n) et U, = G(F,), la suite (U,) est croissante
par le principe de comparaison et satisfait (2.3.7), et U aussi par passage a la limite
presque partout. ]
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3.1 Introduction

Soit © un domaine borné régulier de RY (N > 2) et 1 < p < N. Nous désignons
par B lensemble des fonctions 3 définies sur un intervalle quelconque [0, L), L < oo}
satisfaisant

B € C°0,L)), L < oo, et 3 est positive, 3 # 0. (3.1.1)

On note G I'ensemble des fonctions g définies sur un intervale quelconque [0, A), A < oo;
satisfaisant

g € CH[0,A)), A< oo, g(0) =0 et g est croissante, g Z 0. (3.1.2)

Dans la section 3.2 de ce chapitre, on établit une correspondance de B sur G et on donne
quelques propriétés élémentaires de cette correspondance. Pour un § € B donné, on
considere deux fonctions v et W définies, par

~(t) = /Otﬁ(s)ds, U(t) = /Ot ')/ P, (3.1.3)

pour tout ¢ € [0, L).
En notant, A = U(L), on peut définir une fonction g € G, par

ERTC S Te VT ) S S APV
g(1) =e l—p_l/o B~ (s))ds, (3.1.4)

pour tout 7 € [0, A).
Réciproquement, pour un g € GG donné on considere la fonction H définie par

H(r) = /OT b (3.1.5)

1+ g(s)’

pour tout 7 € [0, A).
En notant L = H(A), on peut définir un § € B, par

Bt) = (p—1)g' (H (1)), (3.1.6)

pour tout ¢ € [0, L) et on montre que H~' = .
On note cette bijection entre B et G par T :

T:B«—— (.

Les fonctions ¥ et H apparaissent dans 1’étude de deux problemes suivants

(Poy) { —Apu=Fu)|VuP +Xf  dans Q (3.17)

u=20 sur 011,
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et
A, v =\ 1 p=1 d Q
(Py2) w0 =M f{)(1+9(v)) e (3.1.8)
v=20 sur 011,
ou f € B, g€ G, \est un réel strictement positive et f une fonction vérifiant :
f € LYQ), f > 0 presque partout dans €. (3.1.9)

En fait ; en partant du probleme (3.1.7) avec § € B, par un calcul formel simple le change-
ment de fonction v(z) = ¥(u(x)) conduit formellement au probleme (3.1.8) ou g = T'(3).
Réciproquement, en partant du probleme (3.1.8) avec g € GG; le changement de fonction
u(x) = H(v(z)) conduit formellement au probleme (3.1.7) ou 3 =T 1(g).

Ensuite, nous donnons quelques exemples explicites de 3 qui donne g ou bien le compor-
tement de g et réciproquement. Le lien étant formel entre les deux problemes (3.1.7) et
(3.1.8), notre but principal est de donner un sens a ce lien : c’est le sujet de la troisieme
section de ce chapitre.

Dans la section 3.3, on établit un lien précis entre ces deux problemes avec ’apparition
possible de mesures. Plus précisement, cette section est consacrée a la démonstration des
deux résultats principaux suivants :

Théoréme 3.1.1 Soit 5 une fonction vérifiant (3.1.1). Supposons que u est une solution
renormalisée du probleme

{ —Apu = Bu) [Vul” + Af(x) +a,  dans Q. (3.1.10)

u=>0 sur  0f,

telle que 0 < u(z) < L presque partout dans Q, ot as € MF(Q), alors il existe p € M (Q)
telle que v = W(u) est une solution atteignable du probléeme

{ —Apu=Af(2)(1 4 g)P "+ p dans  §,

(3.1.11)
v=20 sur 09,

ot g = T(B). En particulier v satisfait I’équation dans D'(QY) et plus précisement, pour
tout h € Wh°(R) telle que I/ a un support compact, et tout p € D(Q),

/Q|Vv|p_2 Vou.V(h(v)p)dr = )\/

i h(v)e f(1+ g(v))?~'dx + h(cc) / pdup.  (3.1.12)

Q

De plus, si 3 € L'((0,L)) alors p = e?Way est singulicre, et v est une solution renorma-
lisée.

Si B¢ LY(0,L)) alors ay = 0.

Sip=2oup= N, alors dans tous les cas . est singuliere et v est une solution renorma-
lisée.

Dans le sens inverse on a le résultat suivant :
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Théoréme 3.1.2 Soit g une fonction vérifiant (3.1.2). Supposons que v est une solution
renormalisée du probléeme (3.1.11) telle que 0 < v < A dans Q avec p = ps € MF(Q).
Alors il eziste o telle que u = H(v) est une solution renormalisée du probleme (3.1.10),

ot 3=T""(g).

De plus, ag = 0, si s = 0, ou A < +00, ou A = +00 et klim g(k) = +00.

— 00

Si A =+o0 et klim g(k) < 400 alors oy = ps/(1+ g(+00))P~L, ot g(+o0) = lim g(k).

——+00 k—+o0

Notre premiere application de ces résultats apparait dans 1’étude du probleme (3.1.7) dans
le cas particulier on 8 = p— 1 avec f # 0 vérifiant (3.1.9) et son probleme correspondant
(3.1.8) ou g(v) = v : c’est le sujet de la section 3.4. L’existence est liée & un probleme de
valeur propre avec poids f,

—Aw = M (x) |[w’w dans Q, (3.1.13)
w =0 sur Q.
plus précisément a sa premiere valeur propre
, Jo IVw|” dx
A = inf =2 3.1.14
1) weWlP(Q) fo wl” dx ( )
w70

et on montre le résultat suivant :

Théoreme 3.1.3 Soit f(u) =p — 1, et g(v) = v sa transformée par T.

(i) 8i0 < X < M\ (f) alors il existe une solution unique vy € W, P(Q) de (3.1.8), donc une
solution unique ug € Wy (Q) de (3.1.7) telle que "0 — 1 € W, P(Q).

Si f € LN'?(Q), alors ug,vo € L*(Q) pour tout k > 1.

Si f € L™(Q) avec r > N/p, alors ug et vy € L=().

De plus, si f € L"(Q) avec r > N/p, alors pour toute mesure pus € M (), il existe
une solution renormalisée vy de

{ —Apvs = Af(@)(1+v)P s dans O, (3.1.15)

v, =0 sur  O0S;
donc il existe une infinité de solutions u, = In(1 + v,) € WyP(Q) de (3.1.7), moins
réguliere que uyg.

(i5) Si A > M (f) >0, ou A=\ (f) >0 et f € LNP(Q), alors (3.1.7), (3.1.8) et (3.1.15)

n’admettent pas de solutions renormalisées.
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3.2 Changement ponctuel de fonctions

3.2.1 Définitions et propriétés

Dans cette sous section on donne une correspondance entre la classe des fonctions B
satsfaisant (3.1.1) et la classe des fonctions G vérifiant (3.1.2).
Soit 5 € B . Pour tout ¢t € [0, L) on définit

= [ B(s)ds, W) = / /D g

Il est évident que la fonction W est strictement croissante, par conséquense elle admet
une fonction réciproque définie sur W([0, L)) = [0,A),A = V(L) < oco. Introduisons la
fonction suivante

. 1
T € [O,A) [d 9(7') = 67(\11 (M)/=1) _ 1= F/ﬁ(\pl(é?))ds (321)
0

Alors on a

Proposition 3.2.1 Soit § vérifiant (3.1.1) et g la fonction définie par (3.2.1). Alors g
satisfait I’hypothése (3.1.2) et on a W= = H, ou H est la fonction définie par (3.1.5).

Preuve. On montre que H = U1 en effectuant le changement de variable simple s =

U(r) :

T T

\11*1(7')
ds ds V'(7)dr -1
H(T) = /1+g(8) _/ey(\lll(S))/(p—l) o / eV(M)/(p-1) v (T)
0

0 0

[ |

L’expression (3.1.5) nous a permis d’obtenir ¥~! en fonction de g. Grace & cette

expression, on obtient la réciproque : considerons une fonction g € G . Il est évident que

la fonction H est strictement croissante, par conséquent elle admet une fonction réciproque
définie sur H([0,A)) =1[0,L),L = H(A) < co. Introduisons la fonction suivante

te[0,L)— p(t) = (p—1)g'(H (1)) (3.2.2)
Alors on a

Proposition 3.2.2 Soit g vérifiant(3.1.2), alors la fonction G définie par (3.2.2) satisfait
(3.1.1) et on a H™' = 1.
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Remarque 3.2.3 En notant 7 = U(t) on obtient les relations suivantes :
Bt)=(p—1)g (), 1+g(r) =/ (3.2.3)

et par suite 3 est croissante si et seulement si g est convexe. Nous remarquons que la
corrélation entre g et f n’est pas monotone; nous avons seulement : si g; < gb, alors

Br < fBa.
Maintenant, notons quelques propriétés élémentaires de cette correspondance

Proposition 3.2.4 Soit ((,g) € Bx G, telle que g = T(3). On a les propriétés suivantes

L=00= A= 0. (3.2.4)

L <oo<+=1/(1+g(s)) € L'((0,A)) (3.2.5)

A < oo /=1 ¢ [1((0,L)) (3.2.6)

Y(L) < 0o <= B € L' ((0,L)) <= g est bornée (3.2.7)

Preuve. On remarque facilement que W(¢) > ¢ pour ¢ € [0, L), d’ot on obtient (3.2.4). Les
deux propriétés (3.2.6), (3.2.5) se découlent directement des définitions de ¥ et H. Puisque
9([0,A)) = [0,e"®)), méme pour L = oo, on conclut v(L) < 400 <=> g est bornée. Par
la definition de v on deduit v(L) < co <= 3 € L' ((0, L)), d’ot1 on a (3.2.7). n

Remarque 3.2.5 Puisque g est croissante, alors elle admet une limite finie ou infinie
lorsque k /A, donc (3.2.7) est équivalente a

limA(l +g()P =P < +o0

Dans la proposition suivante on donne quelques relations entre les comportements de (3(t)

lorsque t — L et @ lorsque s — A :
s

Proposition 3.2.6 on a les propriétés suivantes

(1) ligriiLnfﬁ(t) >0 = ligrii/\nfg(s)/s > 0.

(11) 1tli_r)nLﬁ(t) =00 = sli_)m/\g(s)/s = 0. La réciproque est vraie si [ est croissante au
voisinage de L.

Preuve. (i) Si ligri)iLnfﬁ(t) > 0 alors il existe C' > 0 et 6 € (0, L) telles que 5(t) > C pour

tout t € (9, L), par suite (p — 1)g'(s) > C pour tout s € (¢(6),A). En integrant de 0 & s
on obtient (p — 1)g(s) > C's pour tout s € ((d), A).

(74) Supposons limLB(t) = 00. Puisque s - A &t = H(s) — H(A) = L, alors
t—

1 1
lim¢'(s) = —— i H = li t) = ;
sgl}\g (5) p—1 H(s)ﬂ[(A)ﬁ( () p—1 tLHLlﬁ( ) = Foo;
donc, par la régle de I’'Hopital, on a lim g¢(s)/s = oo. [ ]

s—A
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3.2.2 Exemples

Dans cette sous section, nous donnons quelques exemples explicites de [ et g, pour
lesquelles on peut calculer leurs fonctions correspondantes par la transformation 7. Nous
donnons quelques exemples pour lesquelles le calcul est tres difficile, mais ce sont des bons
modeles liant le comportement de 3 au voisinage de L et g au voisinage de A. Le calcul
est plus facile en partant d’une fonction donnée g, on calcule u en utilisant (3.1.5) et 3
par (3.2.2).

Les exemples montrent que la corrélation est sensible par rapport a 3 : une petite
perturbation sur § peut impliquer une forte perturbation sur g.
Les exemples 1,2,5,6 sont remarquables, puisqu’ils conduisent a des équations bien
connues en v. L’exemple 10 est un modele qui conduit a un nouveau type d’équation en
v, presentant une singularité. Le fleche < indique le lien formel entre les deux problemes
en u et v.

1°) Cas ou [ est définie sur [0,00) ( L =00 = A).

1) ( constante, g linéaire :

Soit B(u) = p — 1, d’apres (3.1.3) on a

t t
/ Bu)du = (p—1)t, Y(t)= / e’/ N5 = / e*ds = e — 1
0 0

et d’apres (3.2.1) on a
1 v
—— | B t))dt=—— [ (p—1)dt=
= [ e = = [o-

doncv =e*—1,u=V"!(v) =In(1+wv) et on a I'’équivalence formelle des deux problémes :
A= (p-DIVaP £ M) o =B = Af(@)(1+ 0P
2) g est de type puissance et sous-linéaire :

Soit 0 < @ < p—1; posons o = Q/(p — 1) < 1, et B(u) = {1 ip(zi)Z)u)’

1-a)u=1+v)!"*—1et (14+g(v))P ! =(1+v)? En effet, on a

alors

(0 = [ s = (= Da/(1 - a1+ (1 - a)r)
=(p—1)In(1 + (1 — a)t)*/=
et donc
U(t) = / im0 g / (14 (- a)s) /0=

= (14 (1—a))/t- 1
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dotv=V(u) = (1+ (1 —a)u)/1= —1et U (v) =u=2-((1+v)'"* —1), par suite
d’apres la définition (3.2.1), on trouve

1 4 g(v) = @@ @O/E) — /(1) _ Jn(+(1-ayuye/0-2)
=1+ (1 = a)u)t = (1+0)

done (1+ g(v))P~t = (1 +v)? et
(p— Do P _ .
—Apu = T4+ —au Vul” + A f(x) = =D =Af(z)(1+0)%

Dans cet exemple, il est clair que g n’est pas bornée et elle est concave, donc [ est
décroissante, et 3(u) ~ C'/u au voisinage de oo, donc 8 ¢ L' ((0,00)) .

3) 0 est de type puissance, g est de type logarithmique.

(1) Soit B(u) = (p— D)u™, m > 0, alors g(v) ~ Cvo(lnv)™ ™+ avec C = (m +
1)™/(m+1) En effet, on a

v(t) = /0 (p— Du™du= ((p—1)/(m+1)u™ et v =V(u) = /Ou e tT ds

m+1
Integrons par parties 'intégrale I(u) = [/ s~ (mADes™ T/ (m+1) g en posant U = e mrT et
m+1
V' = s (MY donc U’ = sme it et V = %s*m on trouve que
u — 6(m+1)— 1 1 gmtl
I(u):/ s (m+1)em+1ds——+—u Mt 4 — / et ds
1 m m m

donc
sm+1 um+1

J(u) = / emit ds = —e™D T Ly e 4o I (u)
1

m+1
Posons Z(u) =ue . On a Z(u) — oo et I(u) — oo si u — oco. Mais

m+1
I'(u) w= Mt e 1 0
— — —

Zl(“) (]_ — 777/u_(’m"!‘l))eﬁi1 um™tt —m

lorsque u — oo. Donc, par la regle de 'Hopital on conclut que I(u)/Z(u) tend vers 0 si
u — oo . Il en résulte que
J(u) elm+1)™ I(u)

Zw ~ Zw) " Zw T

um+1
tend vers 1 si u — oo ; c’est a dire J(u) ~ Z(u) a Uinfini. Par suite v = W(u) ~ u e m+1

a 'infini. De plus, on a

/ / ur:l+11 —-m u7;n+11
(InU(u)) _ v (u) _oemimuMe ™y 3
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donc, par la regle de ’'Hopital on trouve que Inv = In¥(u) ~ u™/(m + 1) ou bien,
u ~ ((m+1)In v)/(+D 3 Tinfini.
Maintenant, d’apres (3.2.1) et I'expression de 7, on a

um+1 um+1
1+ g(v) = W/ = eft = ymy e mir

ce qui est équivalent & Uinfini & ((m + 1) In v)™/ ™y = Cv(In v)™/ ("),
(43) Dans le sens inverse, soit 1 + g(v) = (1 4+ Cv)(1 + In(1 + Cv))™ ™+ avec m >
0,C' > 0, alors on obtient exactement

Cu = (m+1)((1 +In(1 4 v))YD — 1),

et
Cu ,, Cm
Blu) = (0= DO+ )" + —=" ),

alors B(u) ~ Ku™ au voisinage de +oo, avec K = (p — 1)C™"(m + 1)™™. En effet, en
posant # = In(1 4 C's) on obtient

v ds
u=H(v)= /0 (1+Cs)(1+1In(1 + Cs))m/(m+1)

In(14-Cw) d&
N /0 C(1+ g)m/ontD)

1
- %((1 +In(1 + Co))YomHD 1)

d’ott Cu = (m +1)((1 +In(1+ Cv))Y™+) — 1), donc (1 + In(1 + Cv))V/m+D) =1 4 mc—fl

D’apres la définition (3.2.2) de 3, on a B(u) = (p — 1)¢'(v). Calculons ¢'(v) on trouve

¢'(v) = C(L+ In(l+ Co))™/™ 4 %ﬂ +In(1 + Cv)) "7

m
Cu Cm Cu

m 1 —1
m+1) +m+1( +m+1)
Cu Cm

m—l—l) +m+1+0u

=C(1+

=C(1+

4) B est de type exponentiel, g est de type logarithmique . On donne les trois exemples
suivants :

e Soit f(u) = (p — 1)e*, alors g(v) ~ vInwv au voisinage de co. En effet :

V() = (p— 1)(e" — 1), V() = el/o ¢ ds.
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Integrons par parties l'intégrale I(u) = fou e~*e“ds, en posant U = e, V' = ™% et donc
U' =e%e®, V = —e *: on obtient

u t
I(u) = / e e ds=e—e e + / e ds
0 0
=e—e” " 4 eWU(u)

et en utilisant la regle de ’'Hopital on conclut que I(u)/e® ~* tend vers 0 lorsque u — oc.
Il en résulte que v = ¥(u) ~ e ~*~! au voisinage de oo. De plus, on a

(@) W) e
= = —_—
eutl et (u) U(u) ’

donc, d’apres la regle de 'Hopital ; In v = In W (u) ~ e*™! au voisinage de oo. Finalement,
on a
14 g(v) = W/ =1 — g — pet—umloutl | g1p o,

au voisinage de oo.

e Soit f(u) = (p—1)(e*+1), alors on calcule exactement 1+¢g(v) = (1+v)(1+In(1+v))
et u=1In(1+1In(1+v)), en effet v(t) = (p—1)(t + €' — 1) et

v="U(u) = 6_1/ efeds =e e —e) =T — 1,
0

d’ou on trouve u et
14 g(v) = /=1 — gube=L — pe"—lou — (1 L )(1 4 In(1 4 v)),
et les deux probléemes suivants en u et v sont formellement équivalents :
—Ayu=(p—1)(e"+1)|Vul’ + \f(z) < —Ayu=Af(2)((1+v)(1+In(l+v))) "
o Soit B(u) = (p — 1)(e”+* + e* + 1), on vérifie que el = = — ¢ et 1+ g(v) ~

u
vinvin(lnv)) au voisinage de oo. En effet :

1t =(p-1) /Ot(esees +et+1)ds = (p—1)(e” +e' +t—(e+1)),

et

u

T

J
J
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d’ol on tire 'expression de v en fonction de u et

u

1+ g(v) = /7t = (et e Fertu — om(eth) e ot u

=e (1 +ev)(e+In(l+ ev))(In(e+ In(1 + ev))
~vinvin(lnwv),

au voisinage de co.

2°) Cas ou [ a une asymptote (L < co ), mais g est définie sur [0,00). Cest
le cas ott 1/(1+ g(s)) € L' ((0,00)) .
5) g est de type puissance et sur-linéaire :

Soit @ > p —1; posons a = Q/(p— 1) > 1, et f(u) = (p — 1)a/(1 — (a — 1)u), avec
L =1/(a — 1), nous vérifions que (14 g(v))P ' =(1+v)%et (a — Du=1— (1 +v)te
Le calcul est plus facile en partant de g, on trouve

u-H(v)—/OU“jL—SS)a

dott L = H(oo) = 1/(a — 1) uisque a>1etu==(1+0v)"—=1)et flu) =
(P—1)g'(v) = (p—1e(l +U) = (p—1Da/(1+v)'"* = (p—1)a/(1 — (o= 1)u). Donc
—Ayu = (p= Lo IVulP + Af(x) <  —Apw=Af(z)(1+v)<.

ol (a=1u
Un autre exemple est le cas B(u) = 2(p — 1)tgu avec L = 7/2, out 1 + g(v) = 1 + v?, et
u = Arctgu. Le calcul est simple en partant de g.
6) g est de type exponentiel :
Soit B(u) = (p —1)/(1 —u) avec L = 1, alors pour tout t € [0,1)

A0 =0=1) [ {5 ===,

et pour tout 0 < uw < 1ona
v="U(u) = / e m1=9ds = —In(1 — u),
0
donc A = 400, u=1—e" et 1 + g(v) = W/ (P71 = g=nll=u) — g=lne™ — oV ot donc :
_ p— 1 p _ (p—1)v
—Ayu = T Vul” + Af(z) < —Ayu=Af(v)e :
—u

7) g est de type logarithmique :
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Soit B(u) = (p—1)k/(1—u)**' k > 0 avec L = 1, alors on obtient g(v) ~ kv(Inwv))k+D/k
au voisinage de co. Réciproquement, si 1+ g(v) = (1 4 kv)(1 + In(1 + kv))*+D/k alors
Blu) = (p = D(k/(1 = w)*** + (k + 1)/(1 — u)), donc B(u) ~ (p — Dk/(1 — u)**" au
voisinage de 1. Les calculs sont analogues a celles de ’exemple 3.

Remarquons que # a une singularité plus forte que celle de 'exemple 6, mais g a une
croissance plus lente.

8) g est de type d’une exponenticlle forte e’ :

v

1 v
Soit f(u) = %(1—(111 ﬁ)_l) avec L = 1, alors 14+g(v) = e* 71 u=1—¢!7¢".

Le calcul est simple en partant de g, on a
v
u=H(v)= e/ e efds=eclet—e)=1—¢""¢
0

donc u 1 lorsque v /' oo, par suite L = 1. De plus on obtient e¢ =% = (1 —u)~! et

e’ = In ;% Calculons ¢'(v) en fonction de u on trouve

G0) = (" =D = e 1= e ) = (1w (1= () ),

1—u
d’ott on obtiont G(u) = (p — 1)¢'(v).
Remarquons que (# a une singularité du méme type que I’exemple 6.

3°) Cas ou et g ont des asymptotes (L < co et A < o0).

9) Soit @ > 0. Posons o = Q/(p — 1) > 0, et f(u) = (p — 1)a/(1 — (o + 1)u), avec
L =1/(a+1),onobtient (1+g(v))Pt = (1—v) @ avec A = let (a+1)u=1—(1-v)*!:

A (x)

T = T—0)e

(p—1a
b l1—(a+1

i Vul” + \f(z) < —Ap=

10) B(u) = (p — Du/(1 —u?) avec L = 1, alors 1 + g(v) = 1/cosv avec A = 7/2 et
U = sin v.

3.3 Preuve des théoremes 3.1.1 et 3.1.2

Cette sous section est consacrée a la démonstration des théoremes 3.1.1 et 3.1.2. Tout
d’abord, notons les difficultés liées au p- Laplacien. La connexion entre les problemes (P, »)
et (P,.») induit des mesures, alors nous ne pouvons pas utiliser des approximations par des
fonctions régulieres, parce que 'unicité de solutions du probléme (2.2.2) n’est pas assurée
lorsque la partie singuliere de la mesure est non nulle, voir la remarque 2.2.8. Pour cela
nous utilisons les équations satisfaites par les troncatures, voir la définition 2.2.11. Dans
'article de Malusa [7], auteur a utilisé ces équations pour simplifier la démonstration du
résultat de stabilité de [4].
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Remarque 3.3.1 (i) Si v € Wy P(Q), alors uw = H(v) € WyP(Q). En effet u < v, et
Vu=Vuv/(1+ g(v)).

(ii) Si L = oo et litm inf 5(t) > 0, et u est une solution renormalisée de (P, ) alors
—00

u e Wy(Q); en effet B(t) = m >0 pour t > Ko >0, donc

/ |V ul’ dzx :/ |Vu|pdx—|—/ |V u|’ dx
Q {u>Ko} {u<Ko}

1
< E/Qﬂ(u)|Vu|pdx+/Q\VTK0(u)|pdx.

Remarque 3.3.2 (i) Si u est une solution du probléme (3.1.10), ou 0 < u(x) < L
presque partout dans €2 , et si L < oo, alors ay = 0 d’aprés la remarque 2.2.10, et
u="Ty(u) € WyP(Q) N L2(Q).

De méme, si v est une solution de (3.1.11), ot 0 < v(z) < A presque partout dans <, et
A < o0, alors 1y = 0, et v =Ty(v) € Wy P(Q) N L®(Q).

(ii) Si u est une solution renormalisée de (3.1.10), alors la p-capacité de [’ensemble
{u = L} est0. Cela résulte par exemple de [4, remarque 2.11] pour L = oo, et par [4, pro-
position 2.1] appliquée o (u— L)t si L < 0co. De méme, si v est une solution renormalisée
de (3.1.11), alors la p-capacité de l'ensemble {v = A} est 0.

Pour la démonstration des théoremes 3.1.1 et 3.1.2, on établit les trois lemmes sui-
vants :

Lemme 3.3.3 Soit (§,g) € B x G telle que g = T((). Pour tout K € (0,L), k € (0,A),
sotent ag, i, € Mg (Q) telles que

e = (14 g(k))P ok, pour k= U(K). (3.3.1)

Alors, on a :

(1) Si py. converge vers s € MI(Q) pour la topologie étroite (respectivement faible *) des
mesures lorsque k /A, alors ag converge étroitement (respectivement faiblement * ) vers
un oy € MH(Q) lorsque K/ L. Plus précisément, as = 0, si s = 0 ou %m}\ g(k) = 4o0.

Si ]11H}\ g(k) < +oo alors ag = ps/(1+ g(A)P~L, ou g(A) = klim g(k).

— — 00
(ii) Si 3 € L*((0,L)) et ax converge étroitement (respectivement faiblement *) vers un
as € MHQ) lorsque K/ L, alors uy converge vers pus € M7 () pour la topologie

étroite (respectivement faible *) des mesures, ou

ps = (14 g(A)P Lo, = Doy,
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Lemme 3.3.4 Supposons que u est une solution renormalisée du probléme (3.1.10), o
0 < wu(x) < L presque partout dans 2 et considérons v = V(u). Pour tout K > 0, k > 0
il existe ag, pp € M (Q) telles que :

(1) Les fonctions tronquées Tk (u), Ty.(v) satisfaisent les équations
—A,Tg(u) = B(Tk(w)) |V T (w)|” + A Xju< i} + Ok dans D'(Q), (3.3.2)

=N, T(v) = A1+ ()" Xgoary + 11 dans D'(Q), (3.3.3)
(i1) Pour tout K € (0, L), en posant k = V(K) on a la relation (3.5.1).

(111) la suite de mesures (o )o<k <, converge pour la topologie étroite des mesures vers o
lorsque K " L.

Réciproquement on a le lemme suivant :

Lemme 3.3.5 Supposons que v est une solution renormalisée du probléme (3.1.11), o
0 <wv(x) < A presque partout dans 2 et considérons w = H(v). Pour tout k >0, K >0
il existe pg, g € M (Q) telles que :

(i) Les fonctions tronquées Ty (v), Tk (u) satisfont respectivement les équations (3.5.3),

(3.3.2).
(11) Pour tout k € (0,A), en posant K = H(k) on a la relation (3.3.1).

(111) py converge vers us pour la topologie étroite des mesures lorsque k /" A.

Preuves des lemmes 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.5.

Preuve du lemme 3.3.3 Posons 2, = (1 + g(k))'™?, K = H(k), on a ax = zpu.
Puisque g est croissante sur (0, A) alors elle admet une limite (finie ou infinie) lorsque
k / A. Notons g(A) = %m}\ g(k), dans les deux cas ou A est finie ou non. Donc z;, admet

une limite avec

0 si lim g(k) = o0,
lim 2L = k—=A
k—A (1+gA)'P=2 =i Ilnr}\ g(k) = g(A) < 4o0.

Maintenant, pour tout ¢ € Cy(2) (respectivement ¢ € C.(2)), on a

/QdeOéK:Zk/Qéf?d,uk

Donc, par la convergence étroite de uy vers pus on déduit que / ¢ dag converge vers 0 si
Q

Ilin}x g(k) = +oo et z/ ¢ dps si %m}x g(k) < +oo lorsque K L. Dot , on conclut que ok
— Q —



64 3.3. Preuve des théoremes 3.1.1 et 3.1.2

converge étroitement (respectivement faiblement *) dans M, (€2) vers 0 si ;m}\ g(k) =400

et zu, si %m/l\ g(k) < +o00. D’ou (7).
Pour (i), lasuite z;, ' = (1+g(k))P~! = €75 admet une limite finie égale a (1+g(A))P~t =
") si et seulement si g est bornée, ce qui est équivalent & 3 € L'((0, L)), d’apres (3.2.7).
D’ou (it).

Preuve du lemme 3.3.4 : Supposons que u est une solution renormalisée de (3.1.10).
Pour tout K > 0, considérons la fonction Txk (u) € Wy (€).
D’aprés la définition 2.2.11 il existe ax € M{ (), concentrée sur 'ensemble {u = K},
qui converge étroitement vers oy lorsque K — 400, telle que

/Q IV Tk (w)|P % VT (). Vipda = /

{U<K}

_ /Q (B(Tx (u) [V Tk (u) [ tpdlx +/

{u<K}

(Bu) |[Vul” + Af)dda + / vda
Q
/\ng)d:Jc—l—/gbdaK (3.3.4)
Q

pour tout ¢ € WP (Q) N L®(Q). En d’autre termes on obtient I'équation (3.3.2) vérifié
par la troncature Tk (u).

Considerons maintenant le changement de fonction v = ¥(u), on a 0 < v < A. Pour
K € (0,L), soit k=V¥(K) € (0,A). Alors, puisque ¥ est strictement croissante, on a

_Jv=Pw) s v=V(u) <Kk,
T (v) = { I siov=U(u)>k;

) () siu<K,
] ¥(K) si u> K,

donc Ty (v) = ¥ (Tk(u)) . Par conséquent par le théoreme de dérivation fonctions com-

posées (chain rule), Tx(v) € WyP(Q) N L®(Q) car ¥ est continue sur (0, L) et Tk (u) €
Wy (Q) N L®(Q) avec [Tk (W) ooy < K < L. De plus, on a

VTi(v) = V(T (u))VTk(u) = eV(TK(“))/(p_l)VTK(u)
= W/ P-DY Ty (u). (3.3.5)
Puisque W est une bijection de (0, L) sur (0, A), alors Tj,(v) € Wy () pour tout k €
(0,A). Si A = oo, on peut donc définir le gradient de v, avec Vo = ¥/ ®P=1Dy, d’apres
la définition 2.2.5 et (3.3.5). Dans le cas A < 0o, on a imédiatement v € W, ?(Q) N L=(Q)
car dans ce cas U est borné.
Cherchons maintenant ’équation vérifiée par Ty(v). Soit ¢ € WyP(Q) N L®(Q), et ¢ =
Ty on a g € WyP(Q) N LX(Q) avec
VY = (RO (T (1)) T ) + 75T
= (TS G(Ty () ) VT () + DT
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Considerons ¢ comme fonction test dans (3.3.4), on obtient
/ Tk |7 Ty (u) [P% VT (u). Vo da + / TR (B(Tx (1)) |V Tk (w)|P @ da
Q Q

- / &) (3(Tye (u) [V Tk ()| o e + /

{u<K}

Afhdr + / wday
Q

Donc, en tenant compte la relation (3.3.5), on obtient

/Q VT (0) [P 2 VT, (v). Vi dr = /

M TR o 4 / TR 5 oy
{U<K}

Q

Puisque {u = K} = {v =k} et ak est concentrée sur {u = K}, en utilisant la définition
(3.2.1) de g, on a donc

/ \VTi(0) P> VT (v). Ve dr =
0

/ Mf TR 5 1y 4 / TR 5 oo
{U<K} QN{u=K}

= / )\f(1+g(v))p_1g0dm+/ B dovge
{v<k} Qn{u=K}

_ / (L + g(o)Ppdr + / o (1+ g(B)P da
{v<k} Q

_ / AL+ g(0) pde + / o dik
{v<k} Q

ou py = " Wag = (14 g(k))P*ak. D’ott on obtient 'équation (3.3.3) vérifiée par la

troncature T (v).
I1 nous reste & démontrer la partie (iii), pour cela on distingue les deux cas L = 400 et
L < +o0:

Cas 1 : L = 4o00. On obtient immédiatement la convergence de ax vers o, pour la
topologie étroite des mesures lorsque K " +oo = L.

Cas 2 : L < +oo. D’aprés la remarque 2.2.10, on a ay = 0, et u = Ty, (u) € WyP(Q) N
L>(Q). De plus Tk (u) converge fortement vers u dans W, () lorsque K ' L. . Consi-
derons ¢ = Tk (u) dans (3.3.4), on obtient

/Q]VTK(u)\pda::/Qﬁ(TK(u))]VTK(u)\pdaH—/{<K} M Ti(u)dr + Kag ()

D’autre part, la suite 3(Tx(u)) |V Tx(u)|” = B(u) |V Tk (u)[" croit si K croit vers L et
converge presque partout vers B(u) |[Vul’ € L'(Q), dot par le théoreme de conver-
gence dominée on obtient la convergence forte dans L'(Q) de 3(Tx(u)) |V Tk (u)? vers
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B(u) |V ul” lorsque K " L. De plus, on a Afxju<k} converge vers Af fortement dans
L' (Q) lorsque K ' L, puisque f € L' (Q) et u < L presque partout dans €.
Par conséquent, on obtient

lim Kag(Q) =
KL

]l(ir/nL(/Q \VTx ()| dox — /QB(TK(U)) |VTx(u)|” doe — /{KK} A Tk (u)dx)

:/Q]Vu|pdx—/ﬂﬁ(u) ]Vu]pdx—/g)\fudx:O,

donc ag converge vers 0 pour la topologie étroite des mesures lorsque K * L. Donc,
dans les deux cas ou L est finie ou non, ax converge vers a, pour la topologie étroite des
mesures lorsque K 7 L.

Preuve du lemme 3.3.5 : Supposons que v est une solution de (3.1.11). Pour tout
k > 0, on considere la fonction tronquée Ty (v) € WP (Q).
D’apres la défintion 2.2.11, il existe j, € M (£2), concentrée sur I'ensemble {v = k}, qui
converge étroitement vers s lorsque k — 400, telle que Ty (v) satisfait 1’équation (3.3.3),
c’est a dire

/ IV T0(0) [PV Ty (v). Ve do = )\/
Q {v<k}

1+ g(0) pdr + / cdie  (3.3.6)

pour tout ¢ € WyP(Q) N L®(Q).

Maintenant, on considere le changement de fonction u = H(v), on a0 < u < L. Pour k €
(0,A), soit K = H(k). Alors Tk (u) = H(Tk(v)), et par la regle des fonctions composées
on obtient

V Tk (u) = H'(Ti(0)V Ti(v) = (1 + g(Ti(v)) "'V Ti(v)
= (1+ g(v)) 'V Ti(v) (3.3.7)
D’ou, voir la définition 2.2.5, on peut définir le gradient de u par
Vu=(1+gw) Vo

Cherchons maintenant I'équation satisfaite par Tx(u). Soit 1 € WyP(Q) N L=(Q), et
0 = (1+g(Tp(v))"P; on a @ € WyP(Q) N L®(Q) avec

Vo = (1=p)(1+ g(Ti(v))) Py (Tr(v)) ) VTi(v) + (1 + g(Ti(v) PV

Considerons ¢ comme fonction test dans (3.3.6), on obtient

/Q(l + 9(Te(0) P IV T (v)]P 2V Ti(v). Voo da =
/Q(P — g (Th(v)) (1 + g(Ti(v))) 7 |V Ti(v)[" ¢ dz

o\ / P+ g(0)P (1 + g(Tu(o)) e do + / (1 + g(Tu(0) 4 da
{v<k} Q
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En utilisant la relation (3.3.7), la définition (3.2.2) de 3, et que Ty(v) = v sur {v =k} =
{u = K}, on déduit

/|VTK(u)\p_2VTK(u).V¢dx:/B(TK(U))|VTK(U)|pz/de
Q Q
A /{ N @+ o) du,

or i est concentrée sur 'ensemble {v = k}, donc

/Q (1 + g(Te(v)) P dpy, = / (1 + g(Th()) 4 dyae

Qn{v=k}

= [ e rvdn = [ vdax
Qn{v=k} Q

ou ag est donnée par la relation (3.3.1). Par conséquent, on obtient ’équation (3.3.2)
satsfaite par Tk (u).

Pour montrer la partie (i7i), on distingue les deux cas A = 400 et A < +00. Si A =
+o00, alors la convergence est immédiate. Si A < oo, alors ps, = 0, et v = Ty(v) €
WyP(Q)NL>(Q), . De plus Tj(v) converge fortement vers v dans Wy () lorsque k /7 A.
Considerons ¢ = T(v), dans (3.3.6), on obtient

/ VT (v)|P de = / ML+ g(0))P  oxpperde + kug(S2)
0 0

D’autre part, par le théoréme de convergence monotone, f(1+ g(v))? vy u<k} converge
fortement dans L'(Q) vers f(1+g(v))P~tv € L'(Q) lorsque k * A, puisque v < A presque
partout dans 2. Alors

. o . P . p_l
lisn Fye() = Jin ([ (VTP do = [ AL+ 900 oxeardo)

= [1werar— [ Asa+ gty tods <o
Q Q

donc gy, converge étroitement vers 0 dans M, (€2) lorsque k " A. D’ici, dans les deux cas
ou A est fini ou infini, on a . converge vers u, pour la topologie étroite de My (£2) lorsque
k /7 A. [

Apres avoir démontré les lemmes 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.5, on va les utiliser pour démontrer
le résultat principal de ce chapitre : les théoremes 3.1.1 et 3.1.2.

(UV) Preuve du théoréme 3.1.1. Soit u une solution renormalisée du probleme
(3.1.10). Soit g = T(B) et v = Y(u), donc 0 < w(x) < A presque partout dans €.
Reprenons toutes les notations du lemme 3.3.4.
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Soit 1 = e Tx(®) — 1 = (14 g(Tr(v))? ' — 1. On a ¢y € Wy P(Q) N L=(Q) avec

Vip =/ (T ()" DT Ty (u)
_ ﬁ(TK(u))eV(TK(“))V TK(u)

Considerons ¥ comme fonction test dans I’équation (3.3.2) satisfaite par la tronquée
T (u), on obtient

/ B(Tic(w)) [V T () T
Q

Vul’ v d Afud d
/{M}ﬁ(u)! e “/{M} fi x+/Qw ax

= / B(Tr(u)) VT (u)]? (e Tx®) 1) da + / Nfdr + / Vdo
Q {u<K} Q
d’ou
/ﬁ(TK(u))|VTK(u)|p d:v:/ )\fwdx+/wda1{
Q {u<K} Q

par suite, en utilisant 1'expression de 1 et le fait que ax est concentrée sur {u = K} =
{v = k}, on obtient

/QB(TK(u))WTK(u”pdx:/{

u<K}

Afdr + / Ydag
Q

_ / M1+ g0)" = Vda + (1 + g(k))~" — 1) / doe
{v<k}

Q

:A<m*ﬂu+amv*—¢Mw+mﬂD—aﬂQ>

par conséquent A [, f((1+g(v))P~ da + () est égal &

/QB(TK(U)) VT (u)| do + )\/{ » fdxr + ag() (3.3.8)

Puisque B(u) |Vul’ € L' (), f € L'(Q) et ax converge étroitement, on déduit que
la quantité (3.3.8) est uniformement bornée par rapport a K. Donc, il existe M > 0
indépendante de k telle que :

A g e+ ) < M (3.3.9)
{v<k}

Il en résulte que ® = f(1+ g(v))P~! € L' (), par le lemme de Fatou, et que la suite des
mesures i est uniformement bornée par rapport a k dans M,(Q2) . Alors il existe une
suite (k,,) qui converge vers A telle que (uy, ) converge vers une mesure u € M; (Q) pour
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la topologie faible * de M, ().
Maintenant, soit v, = T}, (v), alors (v,) converge vers v = W(u) presque partout dans
Q2. De plus, v, est solution de I’équation (3.3.3) pour k = k,. Donc v, est solution de
I’équation :

— AUy =Ny dans D'(Q)
avec 7, = f(1 4+ g(v))? 'X{v<k} + tr, > 0. D’apres (3.3.9) on a 1, (Q) < M. Par suite,
voir remarque 2.2.13, nous obtenons a une sous-suite pres :

v, — v presque partout dans (2,
Vv, — Vv presque partout dans €2,

N
|V, [P~ est bornée dans L7 () pour tout 7 < N1’

Vo, [P* Vo, — |Vo [P~ Vo fortement dans L7 (Q) pour tout 7 < N1

Alors v satisfait I’équation
—ANu =D+ p dans D'(Q); (3.3.10)

donc p est uniquement determiné, ety converge pour la topologie faible * de M,,(2) vers
p lorsque k , A. Alors v est une solution atteignable de I’équation (3.3.10) . Posons
M=+ p.

Premier cas : p =2 ou p = N. Alors, par unicité de solution, on sait que v est
une solution renormalisée de I'équation (3.3.10). Il existe m € M (Q) et n, € M (Q)
telles que M = m + n,, et d’apres la definition d’une solution renormalisée , pour tout
k >0, il existe n, € M () concentrée sur I'ensemble {v = k}, qui converge vers 7y pour
la topologie étroite des mesures, et

—A Ty (v) = mipery+ne  dans D'(Q),

malis on a aussi
ATy, (v) = Dy, + ik, dans D'(Q),

avec @5, = Af(1+4 g(v))? ! X{v<k,}. Donc on obtient

D, — ML{v<kn}= My — MHky s

et puisque le premier membre de I'égalité @5, — mL,<k,) est concentré sur I'ensemble
{v < k,} et le second ny, — ug, est concentré sur 'ensemble {v = k,}, alors tous les deux
sont nulles, par suite @5, = mLgy<p,) et M, = p, . 11 en résulte que n, = pg,, et p = n;,
et

—Ayv = f(1+ gw)P" +n, dans D'(Q);
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donc au sens de solution renormalisée ; avec py converge vers 7, pour la topologie étroite
des mesures et p = n; est singuliere.

Cas géneral. Si A < +oo alors L < 0o, u,v € WyP(Q) NLX(Q), et u=a=0, et
u, v sont des solutions variationnelles de (P, ) et (F,.).
Montrons les résultats dans le cas A = +o00. D’apres [3], il existe m € My(Q2) et n €
M (Q) telles que M = m + 1, et il existe une suite (k,) qui tend vers oo, telle que il
existe une mesure My, € WL (Q) N M, (Q) telle que —A, T}, (v) = My, dans D'(2), et

Mo = M, fomk} € MG () et My, = M fucr,} 0k,

et (g, ) converge faiblement * vers M; et pour tout h € W1(R) telle que 4’ a un support
compact, et pour tout ¢ € D(€)

/Q|Vv|p_ Vv.V(h(v)gp)dx:/Qh(v)cpdm%—h(oo)/ﬂgpdn. (3.3.11)

Mais
My, = mifpckny Tk, = PXfo<iny + Hins

d’olt Nk, = fih, €t ML{ycr,}= PX{v<kn}, €t {v = 00} est de capacité 0, donc m = @, et
= mn, donc (3.1.12) est satisfaite.

De plus, si 8 € L'((0,L)), alors = "o, d’apres (i4) du lemme 3.3.3, donc j est
singuliere ; et u; converge pour la topologie étroite des mesures , donc v est une solution
renormalisée de (3.1.11). Si L = oo et 3 ¢ L'((0,0)), alors d’apres (3.2.7) et la remarque
3.2.5, cela est équivalent a vli_II}Ag(v) = 00, d’olt oy = 0 par (i) du lemme 3.3.3. n

(VU) Preuve du théoréme 3.1.2. Soit v une solution renormalisée de (3.1.11), ou
0 < v(z) < A presque partout dans €. Soit 8 = T"'(g) et u = H(v) donc 0 < u < L
presque partout dans €.

to(s) =1+
Soit ¢(s) =1 AT o)

(3.1.11), donc on trouve

. La fonction ¢y, = ¢(Tk(v)) est une fonction admissible dans

Y ul do — (1 — LAGINED s
/{KK}M JIVulide=(p ”/M EY O

) /{ Ly T g0 e o) / dyie

Q

<A / (4 g(v))do + / d < C

olt C' > 0 est indépendante de k; alors 8(u) |V ul’ € L*(Q).
D’apres (i) du lemme 3.3.3, on a ag converge étroitement vers un a; € M (). Puisque
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T (u) € W3 P(Q), elle est encore une solution renormalisée de I'équation (3.3.2). D’aprés
[4, Theorem 3.4] il existe une sous-suite convergente vers une solution renormalisée U de

=AU = B(u) |Vul” + Af + a,

et Ty (u) converge presque partout dans €2 vers u, donc (le représentent quasicontinu de)
U est égal a u. [

Terminons cette section par quelques remarques, ol nous commentons les résultats
des théoremes 3.1.1 et 3.1.2 :

Remarque 3.3.6 Sous les hypothéses du théoreme 3.1.1, on a

1. Si g€ LY(0,L)), ce qui est équivalent a g est bornée d’aprés (3.2.7); alors p =
Doy est singuliére et si de plus L < oo, donc as =0, alors p = 0.

2. Si8¢ LY(0,L)),ce qui est équivalent ¢ g non bornée d’apres (3.2.7); alors ag = 0,
mais on ne sait rien sur p. Donc, le probleme (3.1.10) n'a pas de solution renorma-
lisée pour as # 0.

Remarque 3.3.7 Sous les hypotheses du théoreme 3.1.2, on a
1. 8t A < o0, ce qui implique L < 0o, alors ag = s = 0.

2. Si A = oo et g est bornée, ce qui est équivalent ¢ 3 € L'((0,00)) d’apres (3.2.7),
alors g = 6_7("0)/13

3.4 Le cas ( constant, ¢ linéaire

Dans cette derniere section de ce chapitre nous montrons les résultats du théoreme
3.4.1, concernant les deux problemes (3.1.7) et (3.1.8), ou f # 0, et B(u) = p — 1, et
g(v) = v sa fonction correspondante :

~Apu=(p—1)|Vul’ + \f(z)  dans (3.4.1)
w=0 sur of).
et
Apv = Af(1+0) dans {1, (3.4.2)
v=0 sur o).

D’abord, notons quelques propriétés de la premiere valeur propre A; (f) définie par (3.1.14) :
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3.4.1 Quelques propriétés de \((f)
(¢) Soit f e L'(Q), f >0, f #0, telle que
A (f) > 0.
Soit C' > 0. Alors pour tout v € W,?(€2), on a
FC+ o) e WH(Q) N LN(9),
en particulier f € W1 (Q).

En effet, pour tout € > 0, la fonction A(r) = (C'+7)? — (1 +¢)r? admet un maximum sur
[0, 00), donc il existe M, = M(e,p,C) > 0 telle que

(CH+r)P <(14e)rP + M, pour tout r > 0,
donc pour tout € > 0, il existe K. = K(g,p,C) > 0 telle que pour tout v, w € Wol’p(ﬂ) :
1+¢€

M(f)

donc en utilisant (3.4.3, puis I'inégalité (z+y)? < 2%+ pour tout 7,y > 0et 0 < 0 < 1,
on obtient

/fC+|v\)p 1\w\da;<(/f0+|v\ pdm) (/f|w\pdx)

< soais ([0 pae) " 19wl

/fC+]v|)pd;1:< (1+¢) /f]v|pd:zc+M 90 < 7 V0l + Me10 (34.3)

(1+€)1 v /v
< ( 1 IVl + Ko IVl o
1(f)p+p
14 el/?
<_ V017 + K IVl 1o (3.4.4)
A(f)

o K. = (M. |Q)YP /\(f)P. Done f(C + [v])P~! € W=7(Q) N LY(Q), en particulier
f € W=19(Q), et avec des nouveaux ¢ et K.,

1+e¢

(/)

(i1) Si f € L™(Q2), avec r > N/p, alors A\;(f) > 0, et A1 (f) est atteinte par une certaine
premiere fonction propre ¢ € Wol’p(Q) du probleme (3.1.13), d’apres [6]. Sir > N/p, alors
¢1 € L>(Q2), d’apres la proposition 2.3.4, et ¢; est localement Hélder continue, d’apres
2]. Si 7 = N/p, alors ¢; € L*(2) pour tout k > 1.

(43i) Si 0 € Q et f(z) = 1/ |z|", alors f & LN/P(Q), mais A (f) > 0 d’apres I'inégalité
de Hardy, donnée par A;(f) = ((IN — p)/p)? et A\ (f) n’est pas atteinte.

Hf(o + |U|)p_1HWfl,p’(Q) < <7A HV ||LP(Q) + K. (3-4-5)
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3.4.2 Preuve du Théoréme 3.1.3

Les résultats du théoreme 3.1.3 sont ceux que nous avons énoncé dans le chapitre
d’introduction par les théoremes 2.2, 2.4 et 2.6 et les corollaires 2.3, 2.5 et 2.7.

Nous commencons par démontrer le résultat d’existence, d'unicité et de régularité du
théoreme 2.2 :

Théoreme 3.4.1 Si0 < A < A\ (f) alors le probléme (3.4.2) admet une solution positive
unique v € WyP(Q). Si de plus f satisfait f € L™ (Q),r > N/p, alors v € L>®(). Si
f € LN?(Q), alors v € LF(Q) pour tout k > 1.

Preuve. Existence et Régularité : Supposons 0 < A < A(f). Alors f € W=1(Q)
d’apres (i) de la sous section 3.4.1, donc vy = G(Af) € WyP(Q) et v; > 0, d’apres la
remarque 2.2.20 . On a f(1+v)P~' € W=17(Q), d’aprés (i) de la sous section 3.4.1. Par
un processus d’itération nous définissons v, = G(Af(va_1 + 1)P~1 € W, P(Q), alors

—Apv, = Af(v,_1 + 1)P1 dans W=17(Q). (3.4.6)
D’apres la remarque 2.2.20, on déduit que la suite v,, est croissante.

Considerons v,, comme fonction test dans (3.4.6), alors d’apres (3.4.3) il existe une constante
C'(e) > 0 in dépendante de n telle que

/ |Vu,|P de = )\/ fvp_y + 1P o, da
Q Q

< )\/ flu, + DPdx
Q
)\(1+5)/
< ———= [ Vo, [P dx + M\C(e).
) ol ”
et alors AL+ o)
+ €
1— Vo, |’ de < XC(e).
(1= [ 9ol (©
A —A A(1
Choisissons € telle que 0 < € < %, par suite 1— % > 0, alors on conclut que
1

(un) est bornée dans Wy (). La suite v, est décroissante, donc elle converge faiblement
dans T/VO1 P(Q)), et presque partout dans ) vers v = sup v,,.
Maintemant, pour tout w € W,?(Q), on a

|f(on + P | < FO+ 0P w| =,
et nous avons h € L'(Q) d’apres (3.4.4), donc

f(vp_1 + 1P~ — f(1 4 v)P"! faiblement dans W’l’p/(Q).
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Mais, d’aprés [8], l'opérateur (—A,) ! est compact de W~1#(Q) dans L¢(Q) pour tout 1 <
q < pN/(N —p). Donc il existe une sous suite de v,, qui converge fortement dans L?(2) for
any ¢, 1 < ¢ < pN/(N —p) et presque partout dans Q vers w = (—A,)"'(A f(v+1)P71) €
Wy P(€2). Mais la suite v, converge vers v presque partout dans €, alors v = w € Wy (Q)
et donc v est une solution de

—Ayu=Aflv+1)P ! in W' (Q).

La régularité est obtenue par la proposition 2.3.4.

Unicité : L’unicité est basée sur le lemme du type Picone 2.2.21. Nous nous inspirons
de l'inégalité de Diaz-Saa, voir [5], en notant que la difficulté dans notre situation est que
le second membre n’est pas borné et par suite une solution n’est pas assez réguliere, méme
elle n’est pas nécessairement bornée.

Soient v, 7 € W, () deux solutions positives de (3.4.2). Notons que 0 n’est pas solution
du probleme (3.4.2), donc toute solution de (3.4.2) est non identiquement nulle, donc par
le principe du maximum fort on a v,v > 0.

D’apres le lemme 2.2.21 appliqué pour U = v et V = 4, nous déduisons que v?(—A,v)/vP!
avec

/ Vol dr > / N
Q Q

D’autre part, puisque —A,p € W= (Q) N LY(Q) et (—A,v)v > 0, nous obtenons
/(—Apv)vda: = / |Vo|” dz, voir la remarque (2.2.2). Par conséquent
Q Q

—Apu Ay Apv
I= /Q<vp—pl + @p]‘il)vl’dm = /Q(—Apv)vdx+/ﬂvpplvpdx

:/|Vv|pd:v+/vp(Ap77)/17p1dx20;
Q Q

et par symétrie J = /Q($ op1

D’autre part
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donc I+ J = 0. Par conséquent v = v sur {f > 0}. De plus I = J =0, car I, J > 0. Donc
I :/ |Vv|pdx+/vp()\f(1 + )P o dx
Q Q
:/ IV ol? dx —/ oA f(1+2)P Vdx
Q {r>0}

:/ |Vv|pdx+/v(Apv)dx

Q Q

:/]Vv]pdx—/\V@]p_2V17-Vvdx
Q Q

= /(|W|HW— V[P 2 Vo) - Vode.
Q
De méme J = /(]Vv\pQ Vi — |V’ ? V) - Vidz. Donc
Q

T47= /(|W|f”—2 V- Vol 2 Vo) - (Vo - Vo)de = 0.
Q

Il en résulte que v = ¥, voir [8, Lemme A.0.5]. [ ]

Par le théoréme 3.4.1 nous obtenons le résultat suivant

Corollaire 3.4.2 Si 0 < X\ < A\ (f) alors il existe une unique solution ug € Wy (Q) de
(3.4.1) telle que " —1 € WyP(Q). Si f € LN?(Q), alors ug € L*¥(Q) pour tout k > 1. Si
fe L (Q),r> N/p, alors ug € L>*(Q).

Preuve. Toute solution renormalisée u de (3.4.1) satisfait (p — 1) |Vul” € L*(Q), donc
w e WyP(Q). Si A < A\ (f), il existe une solution unique vy € W,y (Q) de (3.4.2) par le
théoreme 3.4.1. Alors par le théoreme 3.1.2, ug = H(vg) est une solution renormalisée de
(3.4.1) telle que vy = U(ug) = e* — 1 € Wy P(Q).

Réciproquement, si u est une solution renormalisée de (3.4.1), telle que v = ¥(u) €
W, ?(Q), alors par le théoreme 3.1.1, il existe une mesure g € M, (Q) telle que v est une
solution atteignable de

A= Af(1+v)P !+ p

Puisque v € W, ?(Q), alors F = Af(1+v)P~' + € W5 (Q) et donc
p= F = Af(1 40t € W (@) + L) = Mo(Q).

Alors par Pexistence et 1'unicité des solutions de (2.2.2) lorsque u € My(€2), v est encore
une solution renormalisée. Comme dans la démonstration du théoreme 3.1.1 dans le cas
p=2ou N, on déduit que p € M7 (). Donc u € My(2) N M (2) = {0}, donc u =10
et v = v, alors u = uy.

La régularité résulte du fait que ug < vy. [

Maintenant nous montrons le résultat de non-existence du théoréme 2.4 :
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Théoréeme 3.4.3 Si A > A\ (f) >0, ou A=\ (f) >0 et f e LNP(Q), alors le probleme
(8.4.1) n’admet aucune solution renormalisée.

Preuve. Supposons que u est une solution renormalisée du probleme (3.4.1). D’apres la
remarque 3.3.1, u € Wy (Q).

(i) Soit ¢ € D' (R2), avec 1 > 0. Prenons ¢ = ¢ comme fonction test dans le probleme
en u, nous obtenons

(p— 1)/ |Vul? YPdx + /\/ fYPde = p/ PP VP Vu.Vipde
0 Q Q
< p [ IVal [Vl s
Q

< / VUl dz + (p— 1) / IVl 4P

en utilisant I'inégalité de Young ab < % + l;i,, ou p’ = p/(p —1); appliquée pour a =
IVaulP " P~ et b= |Vi)|. Dot

A/wadxg/gwwdx;

par densité nous montrons que A < A;(f). En particulier si A\;(f) = 0 alors il n’existe pas
de solution pour tout A > 0.

(43) Supposons que f € LNP(Q) et A = A\ (f) > 0. On sait que \;(f) est atteinte par
une certaine premiere fonction propre ¢; € Wy (Q) (voir (ii) de la sous section 3.4.1).
Considérons ¢q, on a

[ o as = [ sotar (3.4.7)
Q Q

Considérons une suite de fonctions positives ¥, € D(2) convergente vers ¢; fortement
dans W, ?(Q). Prenons ¢ € W,(Q) N L>(Q) comme fonction test dans le probleme en
u, on trouve

(p— 1)/ |Vul” Pdx + M (f) / furtde = p/ PP Vul T Vu Vip,de.  (3.4.8)
Q Q Q
Pour toute fonction ¢ € W, (), nous posons
L(u, ¢) = (p = 1) [Vul" ¢" + [V [’ — p¢? ! [Vul"™* Vu. Vo,
Li(u, ) = (p — 1) [Vul” ¢* + Vo[’ — pg*~" [Vul""" V9],

presque pour tout z € w. Donc 0 < Ly(u, ¢) < L(u, ). D’apres (3.4.8),

[ twiz ) [ o< [ Lwodes ) [ pegde = [ 190, ds
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En utilisant la convergence forte de v, € D(Q) vers ¢, dans Wy”(Q), on peut extraire
une sous suite qui converge presque partout dans €2 puis utiliser le lemme de Fatou pour
conclure I'inégalité

/S)L1(U7¢1)dil?+)\1(f)/ﬂf¢}fd$§/QL(%%)dx‘i‘)\l(f)/Qfﬁdx:/Q|V¢1’pd5€7

par suite, en utilisant (3.4.7), nous obtenons Lj(u, ¢1) = L(u,¢;) = 0 presque partout
dans Q. Soit A = {z € Q: V¢, = 0}, alors nons trouvons

Vu=20 presque partout dans A

et
AT T
(p—1) Sz P Vo +1=0 presque partout dans Q\ A (3.4.9)
Posons X = %“J;ﬂl alors, en substituant dans (3.4.9), on obtient

(p—1DXP —pXP 1 4+1=0 avec X > 0,
qui admet dans R une solution unique X = 1 car p > 1, alors
IVul g1 = (p—1) |V presque partout dans 2\ A
Mais L(u, ¢1) = 0, alors

|Vl % 4 (p — 1)P IVul? ¢F —p|VulP > Vu.V ¢ ¢" 1 =0

1
(p—1)
et par suite

S IVl = p Va6 g =0
ou bien

1
p|VulP ¢f_2Vu(FVu ¢»1 — V1) =0  presque partout dans Q\A  (3.4.10)

D’autre part Vu # 0 presque partout dans Q\ A : en effet, si Vu(x) = 0 alors Vo, (z) = 0,
puisque L(u, ¢1) = 0 donc = € A. Par conséquent, puisque ¢; > 0 nous pouvons conclure
que IﬁVU ¢1 — Vo1 = 0 presque partout dans Q\ A, d’apres (3.4.10). Alors

\Y
Vu = (p— 1)% presque partout dans Q\ A
1
et puisque Vu = V¢; = 0 presque partout dans A, il en résulte
v _ v¢1 o p—1
u = (p— 1)¢— = V(log(e]™)) presque partout dans §)
1
alors u = log((b’f_l) + k, ou bien gb’f_l = e“ % > e7* presque partout dans 2, ce qui est
impossible. ]

En appliquant le théoreme 3.1.2 nous obtenons le corollaire 2.5 :



78 3.4. Le cas [ constant, g linéaire

Corollaire 3.4.4 Si A > M\ (f) >0, ou A=\ (f) >0 et f € LN?(Q), alors le probleme
(8.4.2) n’admet aucune solution renormalisée.

Preuve. Si (3.4.2) admet une solution renormalisée v alors u = In(1 + v) est une solution
renormalisée du probleme (3.4.1), d’apres le théoreme 3.1.2. n

Finalement, admettons provisoirement le résultat suivant concernant le probleme linéaire
en v avec une donnée mesure pus € M7 (Q) :

(3.4.11)
v=0>0 sur 0.

{ —Apv = A f(z)(1+ g(v))P? dans €,
Théoreme 3.4.5 Si 0 < A < \(f), pour toute mesure n € M, (), il existe au moins
une solution renormalisée v du probléeme (3.4.11).

Ce théoreme est un cas particulier d’'un résultat plus général qui sera donné dans le
chapitre 6 par le théoreme 6.1.1 ol nous traiterons des non-linéarités plus générales avec
une donnée mesure de Radon bornée quelconque sans hypothese de signe. Notons que ce
résultat sera établi pour une mesure non nécessairement singuliére; cela étend le
résultat [1, Theorem 2.6] relative au cas du Laplacien, c’est a dire p = 2, et ou la mesure
considérée est singuliere.

Comme conséquence des théoremes 3.4.5 et 3.1.2 nous obtenons le résultat de multi-
plicité suivant :

Corollaire 3.4.6 Supposons que f € L"(Q2),r > N/p. Si 0 < A < A\ (f) alors il existe
une infinité de solutions u, = In(1 -+ v,) € Wy (Q) of (1.10), mois réguliére que uy.

Preuve. Pour chaque p, € MT (Q) il existe une solution renormalisée v, de (3.4.11)
par le théoreme 3.4.5, donc u, = In(1 + v,) € Wy (Q) est une solution de (3.4.1), par le
théoreme 3.1.2. m
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est ’étude de 'existence de solutions positives du probleme
(P,,) sans mesure :

A v =\ 1 p-1 d Q
(P,») pV f(@)(1+g(v)) ans ; (4.1.1)
’ v=0 sur 011,
pour une fonction g positive quelconque satisfaisant 1’hypothese
g€ CY[0,A)), A < oo, g(0) =0 et g est croissante, g # 0. (4.1.2)

sous des hypotheses convenables sur f qui est positive et au moins integrable sur €2.

Nous allons vérifier que I'ensemble de A pour laquelle il existe une solution dans
Wy P(Q) (respectivement W(Q)) est un intervalle [0, \*) (respectivement [0, ) et I'en-
semble de A pour laquelle il existe une solution v, dans W,"*(Q) N L®(Q) telle que
[All (@) < A est un intervalle [0, Ap).

Dans la section 4.3, nous essayons de répondre a deux questions principales qui peuvent
naturellement se poser, qui sont les suivantes :

(1) Quand a-t-on A\, = A* =\, 7
(2) Si A* < 0o, que se passe-t-il pour A > \* 7?7

Dans la sous-section 4.3.1, nous établissons des résultats sous des hypotheses de
convexité sur g ou H x (1 + g), o H est définie par (3.1.5), voir le théoreme 4.3.3.
Notre résultat est une extension du résultat bien connu de [2], relatif au cas p = 2. Le
point clé dans le raisonnement de [2] est une inégalité de la forme

—A,®(v) > (¥ (v))PH(=A), (4.1.3)

qui est formellement satisfaite pour une fonction v sur 2 et p quelconque si ® est une
fonction concave sur R. Dans [2, Lemme 2|, dans le cas p = 2, les auteurs ont montré
cette inégalité au sens que

—/ O (v)Aldr > / ' (v)(—Av)(dx, V¢ e C?(Q),¢ =0 sur 99,
Q Q

sous les hypotheses suivantes sur ¢ et v :
e & € C*(R) est concave telle que ® bornée et ®(0) = 0.

e v € L'(Q) est une solution trés faible de —Av = f € LY (Q, p(x)dr) avec v = 0 sur
0€), ou p est la distance au bord 0f2, dans le sens que

—/vA(dx = / fldzx, V¢ e C? (ﬁ) ,C =0 sur 0f2.
Q Q
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Dans le cas p # 2, il n’y a pas de notion de solution tres faible. Dans le théoreme 4.3.1
nous considérons une solution renormalisée quelconque v € W(R) telle que —Ay,v > 0
et nous montrons I'inégalité (4.1.3) dans L'(€) pour un choix particulier de ®, voir la
remarque 4.3.2.

Dans la sous-section 4.3.2, nous donnons quelques résultats répondant aux deux ques-
tions (1) et (2) sans hypotheses de convexité sur g, dans le cas A = oo et ol g est a
croissance lente :

L g(r)y!
Mg = hmTSEEO o <™ (4.1.4)
pour un certain @ € (0,Q1), ou
N(p—-1
O, = ]E[p_p), (Q1=ocosip=N). (4.1.5)

4.2 L’intervalle d’existence pour \

Nous commengons par un résultat d’existence simple, ou g satisfait seulement (4.1.2),
A < o0, sans aucune condition de croissance par rapport a une puissance, sous 1’hypothéese
G(f) € L*™(Q2) ou G est défini par (2.2.12) de la définition 2.2.18. Cette hypothese faible
sur f est satisfaite en particulier quand f € L™ (Q),r > N/p.

Proposition 4.2.1 Supposons (4.1.2) et G(f) € L>(Q). Alors il existe Ao > 0 telle que
pour tout 0 < X\ < X , le probleme (P, ) admet une solution minimale bornée v, telle
que (sl poo ) < A-

Réciproquement, si L = H(A) < oo, (en particulier si A < oo) et si il existe A > 0
telle que (P, ) admet une solution renormalisée, alors G(f) € L>(2).

Preuve. Soit w = G(f) € WyP(Q) N L=(Q). Soit a > 0 tel que a |wl[ () < A. Soit
Ao =a((1+g(a ||w||LOO(Q))))*(p*1) et A < )\ fixé. Alors
~Ay(aw) = af(z) = o f (@) (1 + gla |wl i) )P = AL+ glaw))™!

puisque g croissante. Il existe une solution minimale v, intermédiaire entre la sous-solution
0 et la sur-solution aw, obtenue comme limite croissante d’un schéma itératif. En effet,
en partant de la sous-solution vy = 0, nous pouvons définir une suite de fonctions de

Wy (Q) N L®(Q) par :
vn = GAf(@)(1 4 g(va1))P1),n > 1. (4.2.1)
Par le principe de comparaison nous avons

O=vo<v1 <. <v,1<v,<..<7=aw.
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Donc nous pouvons extraire une sous suite qui converge vers une solution v, € VVO1 P(Q)N
L>(€2) du probleme (P, ) telle que [[v)| ) < al[w]/pg) < A. En fait toute la suite
converge car elle est croissante. De plus, v, est la solution minimale, puisque pour toute
solution vy nous pouvons construire le schéma en considerant la fonction 7 = v, comme
sur-solution.

Réciproquement, soit v une solution de (P, ). Alors u = H(v) est une solution de
(P,) (ou (1.1)) avec 8 = T '(g), d’apres le théoreme 3.1.2. Notons w = G(f), nous
avons

—Aju > Nf=AN-A,w) = —Ap()\rllw) dans L'(9),

donc, par le principe de comparaison, AFT 1w < wu presque partout dans 2. Mais u < L,
puisque H est croissante, donc \/®P~DG(f) < L presque partout dans €. D’ou G(f) €
L>(Q). |

Remarque 4.2.2 [ est clair que ’existence pour A petit est valable méme si g(0) > 0.

Remarque 4.2.3 Le résultat inverse est optimal comme le montre ['exemple suivant :
prenons [ =1/ x|’ avec 0 € Q, alors G(f) & L>(Q). Pour A > 0 quelconque, on sait q’il
n’'y a pas de solutions du probleme

—Ayu = ﬁ(l +v)@ dans  ,
v=0 sur 0.

pour Q@ > p—1; dans ce cas L < oo. Par contre par le théoréme 3.1.3, pour Q =p—1 et
0 < A < Ai(f), il existe une solution ; dans ce cas H(o0) = oo.

Remarque 4.2.4 Quand A < oo, et g a une asymptote en A, il peut exister des solutions
avec ||U||Loo(9) = A. Considérons U'ezemple 9 du paragraphe 3.2 de [1] avec p = 2 et
Q= B(0,1). Dans cet exemple nous avons

Il+gw)=>1-0v)"9 Q>0 et Bu)=0Q1—(Q+1u).

Pour A = 2((N —2)Q + N)/(Q + 1)?, le probléme (P,,) admet la fonction u = (1 —
r2)/(Q + 1) comme solution. Alors v = U(u) = 1 — r?/(@+) ¢ W, *(Q), et [0][ ooy = 1-

L’ensemble des A > 0 pour laquelle le probleme (P, ) admet une solution dépend a
priori de la régularité des solutions. Nous introduisons trois classes de solutions . Dans le

cas A < oo la notion de solution tient compte du fait que 0 < v(z) < A presque partout
dans 2.

Définition 4.2.5 (i) Soit S, l'ensemble des X > 0 telle que (P, ) a une solution renor-
malisée v, autrement dit v € W.

(11) Soit S, Uensemble des X > 0 telle que (P, ) a une solution variationnelle v,
cest a dire v € Wy (Q).

(111) Soit Sy l’ensemble des A > 0 telle que (P, ) a une solution renormalisée v bornée
telle que ||| oo (q) < A
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Remarque 4.2.6 Les ensembles S,., S,, S, sont des intervalles :
Sr=10,A), Se=1[0,\), Sp=1[0,) avec <A <\ <oo. (4.2.2)

En effet si Ao appartient a l'un de ces trois ensembles, et vy, est une solution de (P, »,),
alors vy, est une sur-solution de (P, ) pour tout A < X\g. Entre la sous-solution 0 et vy,
il existe une solution minimale vy, , de (P,.), obtenue comme une limite croissante du
schéma itératif (4.2.1). En particulier Uapplication X — v, \ est croissante, dans le sens
que st A\i < Ay alors vy, < Uz, Presque partout dans 2.

Dans le cas A = oo, Sy est l'ensemble de X > 0 telle que (P, ) admet une solution
v e WyP(Q) N L®(Q). Pour tout X\ < X, il existe une solution minimale bornée v,. Et
Ay < N* puisque toute solution renormalisée bornée est dans Wol’p(Q) d’apres la remarque
2.2.10.

Si A < oo, alors N\, = X, puisque S, = S, d’aprées la remarque 2.2.10. De plus
1
A < 00. En effet toute solution v de (P,) satisfait \v=1G(f) < v < A presque partout
dans 2, et G(f) # 0.

4.3 Egalité des intervalles

La question principale est de savoir si A\, = A* = A, comme nous 'avons montré dans
le cas quand g(v) = v, par le théoréme 3.1.3 du chapitre 3, ou \* = Ay (f) . Il a été montré
quand ¢ est définie sur [0,00) et convexe dans [2] pour p = 2. Nous commengons par
établir des résultats sous des hypotheses de convexité.

4.3.1 Convexité

Dans [2], pour p = 2, les auteurs ont utilisés une méthode basée sur la transformation
u = H(v), méme si le probleme (P, ) n’était pas introduit. En utilisant les équations
satisfaites par les troncatures comme dans la démonstration du théoreme 3.1.2, nous
pouvons étendre le point clé de la preuve :

Théoréme 4.3.1 Soient g1, g, € C'([0,\)) deuz fonctions croissantes , avec 0 < gy < gy
sur [0,A). Soit v € W (Q) telle que —Ayv > 0 presque partout dans 2, et 0 < v < A
presque partout dans 2. Soient

me = [ me- [

Supposons que
0<ghoH,'<gloH" sur [0, Hy (A)). (4.3.1)
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Alors v = Hy ' (H (v)) €W, et v < v, et

—ALU 92(0) - —Auv ans L
Ao > (gl(v)) (=Aw)  dans L'(Q). (4.3.2)

Preuve. Pour simplifier, nous pouvons supposer que g;(0) = 1, sans perte de généralité.
Soit w = H;(v), e¢ F = —A,v. Appliquons le théoreme 3.1.2 avec ¢ = ¢; — 1 et
f = Fg1(v)!™? < F, nous trouvons que la fonction u est une solution renormalisée de

—Apu = By(u) |Vul’ + Fgy(v)t? dans  Q,
u=20 sur 011,

ol By(u) = (p—1)g;(v) = (p — 1)g; (H; ' (u)). Soit
v =Hy'(u) = (Hy"' o Hy)(v)

alors ¥ < v, car go < gy. Posons fa(u) = (p — 1)g5(v) = (p — 1)g4(Hy *(u)), nous pouvons
écrire

Br(w) [Vul” = By(u) [Vul” + 1,
n = (Bi(u) = Ba(w)) [Vul”
= (p = V(g1 (H{ (u)) — gao(Hy ' (w))) [Vul”.

Par I'hypothese (4.3.1) nous obtenons gj(v) > g4(v) > 0, c’est a dire 0 < 3 < [y, par
suite

0 < Bo(u) [Vul” < Bi(u) [Vulf € L'(Q),
donc n € L' () et n > 0; donc
—Ayu = Bo(u) [Vulf + f

avec f = Fgi(v)'™P +n. Par le lemme 3.3.4, les troncatures Ty (v), T (u), Ty () satisfont
respectivement les équations

AT (v) = Fxquery +
—A, Ty (u) = By (T (w) [V T (w)]” + Fgr(v)' Px {u < K} + ak,
—ATh(0) = fga (V)P Xgoer) + ks

dans D'(£2), ou
ag = g1(v) Py, fik = (g2(k)/g1(k))P™ e
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Comme dans la preuve du théoreme 3.1.1, nous obtenons fga(0)P~t € L' (Q), et
J92(0)P" X (5<iy converge vers fgo(0)P~! fortement dans L* (2) . De plus jy, converge vers 0
pour la topologie étroite des mesures lorsque & — A, donc %m}\ i () = 0; et go(k) < g1(k),

donc lim fiy, (2) = 0, et 1. converge vers 0 pour la topologie étroite. Alors par théoreme
2.2.12, v est une solution renormalisée de

—A,0 = fgo(v)P! dans ,
v=20 sur 9.

Alors —A,v € L*(Q), et v satisfait (4.3.2). ]

Remarque 4.3.2 L’hypothése (4.3.1) est équivalente a la concavité de la fonction ¢ =
Hy'o Hy; et(4.8.2) signifie que

~Ap(v) = (6 ()" (=) dans L' ().

Si nous considérons une fonction concave quelconque ® l'inégalité (4.1.3) est formelle.
Pour le choiz particulier ® = ¢, Uinégalité n’est pas formelle , puisqu’il n’y a pas de
Mesures qui apparaissent.

Notons que ce choiz particulier joue un réle important dans la démonstration du [2,
Théoréme 3.

Maintenant nous donnons notre résultat principal (qui couvre en particulier le théoréme
2.8). Nous avons affaibli ’hypothese de convexité de g sur [0, A) :

Théoréeme 4.3.3 Soit g satisfaisant (4.1.2), et H est définie par (3.1.5) sur [0,7A), et
fe L Q). Dans le cas A = oo, L = H(A) = oo nous supposons que f € L" (), r > N/p.
Supposons que pour un certain A > 0 il existe une solution renormalisée v de (P, ) telle
que 0 < v(x) < A presque partout dans .

Supposons que H x (14 g) est convexe sur [0,A), ou que g est convexe au voisinage
de A. Alors pour tout € € (0,1) il existe une solution bornée w, telle que HwHLm(Q) <A
de

(4.3.3)

—Apyw = A1 —e)P L f(z)(1+ g(w))P? dans €,
w =70 sur  0SQ.

En d’autres termes, Ay = \* = A,.

A
d
Preuve. Premier cas : L = H(A) = / Y
o T+90)

e D’abord supposons que H X (1 + g) est convexe sur [0, A). Nous prenons g; = 1+ ¢
et go = (1 —€)g1. Nous désirons appliquer la proposition 4.3.1 pour g; et g, et leurs
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fonctions associés Hy et Hy. Nous avons Hy = H et Hy = H/(1 — ¢). En écrivant u =
(1—e)"H(H (1 —e)u)) = Hy(H'((1 — €)u)) nous trouvons

Hy'(u) = H7H (1 = g)u) = ¥((1 = e)u).
Il est facile de vérifier que la condition (4.3.1) est équivalente a
(1 =2)ug (P((1 = e)u) < ug'(¥(u)).

En terme de u, cette inégalité signifie que la fonction v —— ufB(u) est croissante; en
terme de v cela veut dire que H X ¢’ est croissante. Et ceci est vraie quand H x (1 + g)
est convexe, puisque (H X (14 g¢))' =14 H x ¢'. Alors par le théoréme 4.3.1, la fonction
v=Hy (H(v)) = V((1 —¢)H(v)) satisfait dans L'(£2) I'inégalité

a0 (2o

=9+, -
= (YA @)+ g()

=M1 =) f(@)(1 +g(0))"".

Donc © est une sur-solution pour le probleme (P, ,), avec p = (1 — )P~ !\, D’autre part,
puisque £ € (0,1) et ¥ = H~! est strictement croissante alors v(z) < ¥((1 —¢)L) <
(L) = A presque partout dans €. Par suite ¢ est bornée avec [|0[| ) < A. Donc il
existe une solution w de (4.3.3) telle que w < v, d’ot [[w|[ e () < A

e Maintenant, supposons que g est convexe sur [A,A), avec 0 < A < A. Fixons d > A.
Nous pouvons choisir R suffisamment petit de facon que le cercle (C') tangent au graphe de
1+ g de rayon R reste au dessus du graphe et 1’abscisse du centre ¢ de (C') soit A < ¢ < d,
puisque 14-g est convexe et croissante sur [A, A). Choisissons R tres petit telle que R < 5.
Notons que dans le cas ¢ = d, nous avons ¢’'(d) = 0. Dans ce cas notons par g; la fonction
sur [0, A) qui vaut 14 g(d) sur [0,d) et 1+ g sur [d,A). Dans le cas ¢’'(d) > 0, on considere
la tangente horizontale a (C') au point d’abscisse ¢ de la partie inférieure de (C) , elle
coupe le graphe de 1+ g en un point d’abscisse B telle que ¢ < B < d. Soit M = 1+ g(B),
nous considerons ¢; la fonction suivante

M, sur [0,¢),
Gi(s) = M+R—(R*+(s—o))Y? sur |[ed],
1+g, sur  [d,A).

Donc nous construisons une fonction convexe croissante g; € C'([0, A)) telle que g; > 1+g,
et

M<gi(s) <M(1+5) sur [0,d],

g1(s) =1+ g(s) sur  [d,A).
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Nous posons g = (1 — £)g;. Alors, par la proposition 4.3.1 la fonction v = H; ' (H;(v)) =
Ui ((1 = 5)H(v)) satisfait

~—

CAG S M@ E, on F = (1— 5)Al
pU_ f(l’) € u ( 2)91(0)

(1+g(v)),

et v < v. Dans le cas ou ¢'(d) = 0 nous avons

e Sur [0, d], nous avons ¢;(v) = g1(v) = 1 + g(d) alors puisque g est croissante
Fo= (1= 51 +9() 2 (1= )1+ g(0)).
e Sur [d, A), nous avons g; = 1 + g et donc
Fo= (1= 5)gi(0) = (1= )(1+ g(0).

Dans le cas ou ¢'(d) > 0 nous distingons trois cas possibles

e Sur 'ensemble {v < v < d}, nous avons M < ¢1(0) et g1(v) < M(1+¢), donc

1-3)
F. > 1+

(1+9(0) = (1 =)+ g(v)).

e Sur I'ensemble {d < v < v}, nous avons g; = 1+g, donc en substituant dans I’expression
de F. nous trouvons F. > (1 —¢)(1 + g(v)).

e Sur I'ensemble {v < d < wv}, nous avons ¢1(v) > 1+ g(v) et g1(v) = 1 + g(v) donc
F.> (1-¢)(1+g(0)).

Alors, dans tout les cas, nous avons

—A, 5 > M1 —e)P () (1 + g(v))P! dans  L'(Q),

et nous conclurons comme précédemment.

Deuxiéme cas : L = oo. Dans ce cas, la sur-solution déja construite v n’est pas
nécessairement bornée. Etendant [2], nous effectuons un argument itératif de ”bootstrapp”
basé sur le lemme 2.3.3 et la concavité de Hi, afin de construire une solution bornée.

Puisque g; est croissante alors la fonction H; est concave, car H{ = —g}/(g1)?. Donc
Hy(v) — Hy(0) < (v — 0) (1)) = =t < (4.3.4)
1(v) — 1(v) < (v — = —— < —=. 3.
' 91(0) 7 91(0)

Nous avons Hy(v) = (1 —0)H(v), ol § = € ou § = 5, donc (4.3.4) implique dg,(7) <
v/Hi(v). D’autre part, puisque L = oo alors H(s) tend vers oo lorsque s — oo, donc
v/Hi(v) < C(1+ v) pour un certain C' > 0. Par suite

6(14g(v)) < dg1(v) < C(1 +w).
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Alors (1 + g(v))P~! € L7 () pour tout o € [1, N/(N — p)), car v est une solution renor-
malisée. Puisque f € L™ (Q2), r > N/p, par I'inégalité de Holder, il existe m; > 1 telle que
F(1+ g(o)P 1 € L™ ().

Entre la sous-solution 0 et la sur-solution v il existe une solution renormalisée w du
probleme (P, _,) ot Ay = (1 —¢)?7'A, telle que 0 < w < ©. Donc, puisque g est crois-
sante, —A,w € L™ (Q).

Sip = N,alorsw € L*> () d’apres le lemme 2.3.3 et nous conclurons comme précédemment.

Dans la suite nous supposons p < N. Nous distinguons les cas suivants :
e Sim; > N/p alors w € L™ ().

e Si m; = N/p alors w € L¥ () pour tout k > 1. Donc, puisque 7 > N/p, nous pouvons
choisir k suffisamment large pour obtenir f(1 + g(w))?~! € L*(Q2) pour un s > N/p. Par
suite v € L™ (12).

e Si my < N/p. Posons w; = w. Par le lemme 2.3.3, w? ™7 € L(Q) avec o = Nmy /(N —
pmy). Soit my :

Nous avons my < ms.

Remplagons 1 + ¢ par (1 —€)(1 + ¢g) nous construisons de la méme facon une solution
wy de (Pyy.,) ot Aep = (1 — ¢)?®=V, telle que g(ws) < C(1 + wy)). Par itération,
nous construisons une solution w, of (P,.,) oit Ao, = (1 — )"®=YA, telle que g(w,) <
C(14 wy_1)), donc f(1+ g(w,))P~t € L™ (Q), avec

11 1 P

My T My N

Il existe un entier n = n(r, p, N) telle que mz > N/p. Si non, alors la suite m,, admet une
limite finie et nous obtenons r = N/p en passant a la limite dans la relation d’itération.
Donc wiy1 € L®(Q) par le lemme 2.3.3. Puisque ¢ est arbitraire, nous obtenons une
solution bornée de (4.3.3). |

Dans le cas ou g est convexe sur [0, A), nous donnons le résultat d’existence suivant :

Théoreme 4.3.4 Soit g satisfaisant (4.1.2), et H est définie par (3.1.5) sur [0,A), et
f e LY (Q). Dans le cas A = oo, L = H(A) = oo nous supposons que f € L™ (Q), r > N/p.
Supposons que pour un certain A > 0 il existe une solution renormalisée v de (P, ) telle
que 0 < v(x) < A presque partout dans .

Supposons que g est convexe sur [0, A). Alors pour tout e € (0, 1) il existe une solution
bornée w telle que ||wl| oy < A de

{ —Ayw = Af(x)(1+g(w) —epP™' dans  Q, (4.3.5)

w =0 sur 0.
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Preuve. Supposons que g est convexe sur [0, A). Nous prenons g; = 1+ g et go = g1 — ¢,
alors (4.3.1) est satisfaite, car ¢’ est croissante et H; < H,. Appliquons la proposition
4.3.1, nous trouvons que v = Hy ' (H;(v)) est une sur-solution du probleme (4.3.5). Alors il
existe une solution de w of (4.3.5), telle que 0 < w < ¥ = H; *(H;(v)). Par contradiction,
nous trouvons seulement que w(z) < o(x) < A presque partout dans €2, , mais pas
[w]] ooy < A

Nous avons Hy(v) = Hy(v), d’ou

o v B 1 . v 1 _ 1 .

) =100 = [ 5= 5w = [ G~ a
:E/” ds >€/” ds ‘
o BO@E -9 o mlP

Alors, pour A > 0 fixé, il existe C'(A) > 0 telle que Hy(v) — H1(v) > C(A)e, presque
partout sur U'ensemble {v > A}. Mais H; satisfait (4.3.4), donc g;(v) < v/eC(A) sur cet
ensemble. Par suite, il existe C. > 0 tel que g (v1) < C.(14v), o v; = w. En remplacant
g par g — ne, et en effectuant un nombre fini d’étapes, comme dans la démonstration du
théoreme 4.3.3 dans le cas L = oo, nous trouvons une solution bornée de (4.3.3), puisque
€ est arbitraire. (]

Comme conséquence nous obtenons le résultat de non-existence suivant :

Corollaire 4.3.5 Soit g satisfaisant (4.1.2), et H est définie par (3.1.5) sur [0,A), et
f € LY (Q). Dans le cas A = oo, L = H(A) = oo nous supposons que f € L™ (),
r > N/p. Supposons que g est convexe sur [0, ).

Si \* < 00, alors pour tout ¢ > 0, il n’y a pas de solution du probléeme

— = * pil
{ Apv = X f(x)(1+ g(v) +¢) dans (4.3.6)
v=0 sur  OSL.

Preuve. Supposons qu'il existe une solution de (4.3.6) pour un certain ¢ > 0. Alors

Y p—1 g9(v) p—1
—Au=X"(1+c)" fz)(1+ (1—1—0)) dans €.

Appliquons le théoreme 4.3.4 pour la fonction g/(1 + ¢) et € = ¢/2(1 4 ¢), il existe une
solution bornée w telle que [[w|| () < A, du probleme

—Apyw = X f(z)(1 4 g(w) + ¢/2)P! dans €,
w =0 sur O
Nous prenons a > 0 tel que o < ¢/2(1 + [[g(w) || oo ) ) Alors

(1+g(w) +¢/2)" = (1+ g(w) + a(l + [|g(w)]| e ()"~
> ((1+a)(1+g(w))) "
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Par suite w est une sur-solution de (P, ) ot A = A*(1+«)P~!, donc il existe une solution
y de ce probleme telle que [[y|| () < [[wl| =gy < A, ce qui contredit la définition de A*.
u

4.3.2 Cas ou g a une croissance lente

Dans le cas linéaire g(v) = v, nous avons montré que \* = A{(f), voir le théoréeme
3.1.3 du chapitre 3. Dans la suite, nous considérons des fonctions g ayant une croissance
lente. Plus précisement g satisfait (4.1.4) pour un certain @ € (0,Q1) .

eCas Q@ <p-—1

Nous montrons le résultat suivant qui est une variante du théoreme 3.4.1, lorsque g
est au plus linéaire au voisinage de oo :

Théoreme 4.3.6 Soit g une fonction continue positive sur [0,00) satisfaisant (4.1.4)
avec () = p —1, c’est a dire
9(7)

0< M;i(lp_l) = limsup —= < o0, (4.3.7)

T—>00 7-
Supposons que M\ (f) > 0. Alors :

(i) Si My 1)\ < M\ (f) il existe au moins une solution positive v € Wy *(Q) du probléme
(Py ). Autrement dit \* > sz_ll)\l(f) si M1 >0; et \* =00 si M,_1 =0.

(ii) Si (14 g(v))/v est strictement décroissante, alors la solution est unique.

(111) Si f € L™ (Q),r > N/p, alors toute solution satisfait v € L>®(Q2), donc A\, = \*.
Si f € LNP(Q) et p < N, alors toute solution satisfait v € LF(Q)) pour tout k > 1.

Preuve. Soit M > M,_; telle que M < A\(f). Il est clair que, par (4.3.7), il existe
A > 0 tel que (1 + g(s))P! < M(A+ s)P7! sur [0,00). Définissons v; = G(\f) €
Wy P(Q) comme dans le cas linaire du théoréme 3.4.1 du chapitre 3, et v, = G(Af(1 +
g(vn_1))P") € WP (Q). Par(3.4.5), nous trouvons

/ |Vu,|P de < )\M/ FA+v,_1)P to,de
Q Q

)\M(1+5)/
< 250 TS 190, P de + MK,
AM(f) Q| |

avec une nouvelle constante K. > 0, et nous conclurons comme dans le théoreme 3.4.1.
L’unicité découle du lemme 2.2.21 comme dans le théoreme 3.4.1, et la régularité est
obtenue par la proposition 2.3.4, (7). ]

Dans le cas ou g est sous-linéaire, c’est a dire g satisfait (4.1.4) avec ) < p— 1, nous
appliquons le théoreme 4.3.6 et montrer que si A\{(f) > 0, alors \* = oo :
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Corollaire 4.3.7 Soit g une fonction continue positive sur [0,00) satisfaisant (4.1.4)
avec Q <p—1. St \(f) > 0, alors \* = oc.

Preuve. En écrivant
grP=t  g(r)p!

7—p—1 B TQTP_l_Q7
: glr) . . D
on conclut que limsup == = 0, si g vérifie (4.1.4) avec @ < p — 1. D’ou le résultat, par
le théoreme 4.3.6. |

Comme dans [3], nous obtenons des résultats d’existence pour quelques fonctions f
sans supposer que Ai(f) > 0 et sans imposer des hypotheses de petitesse sur A :

Proposition 4.3.8 Supposons que p < N, et g une fonction continue positive sur [0, 00)
satisfaisant (4.1.4) avec Q € (0,p—1) et f € L"(Q), r € (1,N/p), avec Qr' < Q.

Alors pour tout X\ > 0 il existe une solution renormalisée v de (P, ) telle que v¢ €
LYQ) pour d= Nr(p—1—Q)/(N — pr). En particulier \, = co. En plus

(i) Si (Q+ 1)r' < p*, alors v € Wy P(Q), donc \* = .

(i) Si (Q + 1)r' > p*, alors |Vv|” € L) pour § = Nr(p—1—Q)/(N — (Q + 1)r).

Preuve. Par 'hypothese (4.1.4), on déduit qu’il existe M > 0 tel que (1 + g(t))P~! <
M(1+ ) pour tout ¢ > 0.

Pour tout n € N fixé, on peut appliquer les résultats standard de Leray-Lions, voir [4];
et on déduit qu’il existe v, € W, " () N L®(Q) positive tel que

—Apvn = AT (f(2)(1 + g(va))" ).

Pour un réel donné (3 < 1, nous considérons la fonction

s 1 1
s) = 1+ |t)Pdt = 1-—- sign(s),
on(s) = [ ()Pt = 50 = siens)
nous avons ¢g € C'(R,R) avec Ps(s) = W pour tout s € R. De plus, puisque § < 1,

on a |ps(s)| < (1 — B)7(1 + |s])*7P. Nous prenons ¢s(v,) comme fonction test dans
I’équation satisfaite par v,,, nous obtenons

/ﬂ(1+vn)ﬁd —A/ﬂTn(f( )1+ g(vn))P ™) dp(va)d

< (1 —6)‘1>\M/ (14 v,) P9,
Q

Posons a« =1 —3/p et w, = (1 +v,)* — 1, on a

Vw, = a(l 4 v,)* 'V, = a(l +v,) PV, (4.3.8)
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donc nous obtenons
1
aaéwmﬁwxgu—m*MwAfa+mykﬁ@Mm. (4.3.9)

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder nous trouvons

/ f(1+ wn)(l’ﬁ““?)/adx < c(/ fdx+ / f(wn)(1*ﬁ+Q)/ada:‘)
Q Q Q

1/r!
<l + €l ( [ugsrar /adx)

Par suite, par (4.3.9), il existe C' > 0 tel que

1/r
KﬂvwﬁﬂwﬁCﬂﬁmmm+ﬂﬂhmn<AUﬁ*”®”%m) ).
Nous pouvons choisir
B=Q+1)r" —p)/(r =p"/p),

car 1 —f3 = (p*(1-1/p) = Qr')/(r'—p*/p) = (@1 —Qr")/(v'—p"/p) > 0, puisque r < N/p
et Qr' < Q. Donc 3 < 1. En effectuant cette substitution, nous obtenons

(Q+ 1) —p*/p) — (Q+ 1)r' +p*

Lores (r' = p*/p)
_prp-Q-1)
prl_p*
P T
pr'—p pr'—p

Donc (1 — 5+ Q)r'/a = p*. Par conséquent, par 'injection de Sobolev

p* /pr’
[ 19unl e < C ey + 151 ( [ vl dx) )

avec une nouvelle constante C' > 0.
Puisque 7’ > p*/p, donc en utilisant I'inégalité de Young (2.3.9) avec § > 0 suffisamment
petite nous déduisons que

(wy) est bornée dans W, *(2), et donc dans LP" (£2).

Retournons a v,, nous avons v, < 1+ v, = (1 + wn)l/ @ et choisissons

(p—1-Q)p

P =Nr(p—1-Q)/(N —pr).

d=p‘a=
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et nous conclurons que (v?) est bornée dans L!(Q2). Maintenant, soit o = rd/(rQ + d). 1l

est facile de voir que 1 < ¢ < r, donc par I’hypothese sur g et I'inégalité de Holder
[ g <ar [ )
Q Q
< MO’(/ fr)U/r(/(l +Un)d)(r—a)/r
Q Q

Il en résulte que F, = T,,((f(z)(1 + g(v,))P~!) est bornée dans L7(£2). Alors il existe une
sous-suite notée encore v,, qui converge presque partout vers une fonction mesurable v, voir
la remarque 2.2.13. Par le lemme de Fatou, la fonction F' = ((f(z)(1+g(v))P~1) € L7(Q).
En utilisant le théoreme de la convergence de Vitali, il est facile de montrer que F),
converge fortement vers F' dans L*(2) pour tout s € [1,0). D’apres la remarque (2.2.19),
il existe une sous-suite (v,) et une fonction mesurable w telle que

Uy — W presque partout dans 2,

Vv, — Vw presque partout dans €2,

avec w est une solution renormalisée de —A,w = F. Mais (v,,) converge presque partout
dans €2 vers v. Alors w = v.

En plus, nous distinguons les deux cas suivants :

eCas 1 : Si (Q + 1)r" < p* alors # < 0. Dans ce cas |Vu,| < |Vw,|, par (4.3.8). Alors
(un) est bornée dans W, (Q), et par suite v € W, 7(Q).

eCas 2 : Si (Q + 1) > p*, alors 8 > 0, et considérons 6§ = % < p. Par (4.3.8) et
I'inégalité de Holder

/|an|9d$:/|an|9(1+vn)59/p
Q Q

p/0 B6/dp
< (/ |Vw,|” dx) </(1 + vn)dda:) ;
Q Q

donc (|Vu,|?) est bornée dans L!(€). Par le lemme de Fatou, on obtient |Vo|® € L1(€),
car le gradient converge presque partout. [ |

Remarque 4.3.9 (i) Nous allons voir dans le chapitre 6, par le théoréme 6.1.1 que
A = 00 dans une situation beaucoup plus générale, ou nous donnons des résultats
d’existence pour une non-linéarité non nécessairement positive avec une mesure de Radon
quelconque. Comme ici, le fait que \, = 0o sera montré dans le cas sous-linéaire.

(i1) La régularité de la solution construite dans la proposition 4.3.8 est un peu plus forte
que celle prévue par (vi) de la proposition 2.3.4 . Nous ne savons pas si toute solution de
ce probleme a la méme régularité.
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eCas Qe p—1,0Q1)

Notre dernier résultat de ce chapitre donne une réponse a la question (2) dans le cas
ou la fonction g est sur-linéaire, c’est a dire g satisfait (4.1.4) avec Q € [p—1,Q1); et
sans imposer une hypothese de convexité sur g. C’est une conséquence directe du résultat
de régularité de la proposition 2.3.4 :

Proposition 4.3.10 Supposons que g est une fonction continue positive sur [0,00) sa-
tisfaisant (4.1.4) avec Q € [p—1,Q4) et f € L"(Q2) avec Qr' < Q.

Alors toute solution renormalisée de (P,,) appartient ¢ Wy P (Q) N L®(Q). Done Ay =
A=A\

Remarque 4.3.11 En particulier quand p = N, si g satisfait (4.1.4) pour un certain
Q>N-—1etfelL(Q),r>1,alors \p =\ = \,.
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5.1 Introduction

Apres avoir discuté dans le chapitre précédent de l'intervalle des A\ pour lesquels on
a l'existence de solution du probleme (P, ), nous poursuivons notre étude des questions
classiques qui se posent pour ce type de probleme. Dans ce chapitre, nous nous intéressons
aux deux questions suivantes :

Question 1 : Quand-est-ce qu’il existe une deuxieme solution variationnelle bornée du
probleme (P, )7

Question 2 : Lorsque A = 0o et A\, < 00, que peut-on dire sur la régularité de la fonction
extrémale définie par

v* = lim v,,
AN

ou v, est la solution minimale de (P, ) ? Est-elle une solution du probleme limite (P, , ),
et dans quel sens ? Est-t-elle une solution variationnelle, est-t-elle bornée ?

Supposons que A = co. Dans tout ce chapitre, nous supposons que g satisfait
g € C*([0,)),g(0) =0 et g est croissante , g # 0. (5.1.1)

Dans la plupart de nos résultats nous allons supposer une hypothese de croissance sur
g(s)/s :
lim 9(s) = 00. (5.1.2)

s—0o0 8§
Cette derniere condition exprime que g est sur-linéaire a l'infini. Nous établissons d’abord
un résultat de multiplicité en supposant en plus que g est sous-critique par rapport a I'ex-
posant de Sobolev :

. g(r)r! . .
lim sup g <00, pourun certain Qe(p—1,0Q7, (5.1.3)
T—00 T
ou Q* est définie par
Q:p—lz—( ) (Q* =o00sip=N).

N-—-p
Par ailleurs nous donnons des résultats d’existence et de régularité de la solution
extrémale, et en particulier lorsque ¢ satisfait (5.1.3) avec @ € (p — 1,Q1) ou Q € (p —

1,Q%), ou @y est défini par (4.1.5). Pour chacun des résultats, les hypotheses sur f sont
adaptées par rapport a celles sur ¢g; f satisfait au moins

feL'(Q) f>0,f#0. (5.1.4)

Le plan du chapitre est le suivant : Dans la section 5.3, nous allons montrer le théoreme
de multiplicité suivant sous des hypotheses de convexité sur g ou sous la condition bien
connue d’Ambrosetti-Rabinowitz

L tp(t)
hggf o) k> p,

(5.1.5)
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ol ¢ est définie pour tout ¢ € R par :

p(t) = (L+g(t) (5.1.6)

et ® est une primitive de ¢ :

(t) :/0 o(s)ds = /0 (1+g(s))Ptds. (5.1.7)

Théoréme 5.1.1 Soit g satisfaisant (5.1.1), (5.1.2) et la condition de croissance poly-
nomiale (5.1.3) avec Q < Q*, et f € L"(Q2) avec (Q + 1)r" < p*. Alors

(i) Si g est convexe au voisinage de oo, alors il existe Ao > 0 tel que pour tout A < Ao, il
existe au moins deux solutions v € WyP(Q) N L=(Q) de (P,).

(i) Sip = 2 et g est convexe, ou si g satisfait la condition d’ Ambrosetti-Rabinowitz
(5.1.5) et f € L>(Q), alors pour tout A\ € (0,),) il existe au moins deuz solutions
v € Wy P(Q) N L®(Q) de (P,,).

Dans la section 5.4, sous des hypotheses de convexité sur g nous étendons certains
résultats de [18] , [22] et [1], par le théoreme 5.4.10, les propositions 5.4.11, 5.4.15 et
5.4.16. En particulier, nous montrons

Théoréme 5.1.2 Supposons que g satisfait (5.1.1), (5.1.2) et g est conveze au voisinage

deoco; et fe L (2),r> N/p. Alors la fonction extrémale v* = )\h/II}\l v, est une solution

renormalisée de (P, ). De plus

(i) Si N < p(1+p)/(1+p'/r), alors v* € WyP(Q). Si N < pp'/(14+1/(p—1)r), alors
v € WyP(Q)NL>®(Q).

(ii) Si g satisfait (5.1.3) avec Q < Qu, et f € L"(2) avec Qr' < @1, ou si (5.1.3) est
satisfaite avec Q < Q*, et f € L"(RQ) avec (Q + 1)1’ < p*, alors v* € WyP(Q) N L™ (Q).

Sans hypotheses de convexité sur g, nous obtenons un résultat d’existence locale par la
proposition 5.4.6, voir le théoreme 5.4.6. La démonstration est basée sur un résultat de
régularité de [3] et I'inégalité de Harnack faible. Nous montrons dans la proposition 5.4.8
un résultat global pour v* sous la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz (5.1.5).

5.2 Outils techniques

5.2.1 Fonctionnelle d’Euler

Pour établir la majorité des résultats de ce chapitre, nous utilisons une fonctionnelle
d’Euler Jy associé au probleme (P, ) et quelques propriétés importantes de cette fonc-
tionnelle données dans [7].
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Par le principe du maximum, le probleme (P, ) est équivalent a

(5.2.1)
v=20 sur 0.

{ —Apv = Af(x)p(v) = Af(x)(1+ g(vh))P? dans ,
ol ¢ est définie par (5.1.6).
Lorsque g est seulement continue sur [0, 00) alors ¢ est continue, donc ® € C'(R), out ®
est définie par (5.1.7).
Pour tout f € L'(Q) et tout v € W, ?(Q) tel que f®(v) € L'(Q), nous posons

Ta(v) = ]19 /Q Vol dz — A /Q FO(v)dz. (5.2.2)

En particulier la fonctionnelle Jy est définie sur Wy*(Q) N L=(Q). Dans la suite, nous
donnons quelques propriétés importantes de J, . Tout d’abord, mentionnons un résultat
donné dans [7, proposition 2.1] qui caractérise en particulier I’énergie de la solution mini-
male.

Proposition 5.2.1 ([7]) Supposons que g satisfait (5.1.1) et f satisfait (5.1.4). Soit
A > 0 tel que il existe une sur-solution © € Wy (Q) de (P,,). Alors Jy est définie sur

0}

et atteint son minimum sur Ky en un certain point v qui est une solution de (P, ). En
particulier si 0 < A < Ny, alors

IC;,:{UEWOLP(Q)ZOSU

IN

Jr(v,) = min Jy(v) <0.

X

Remarque 5.2.2 En fait nous avons Jx(v,) < 0. En effet si Jy(v,) = 0, alors pour tout
te (07 1)7 J)\<tg)\> > 07 donc

tp/ Vo, | dz zp)\/f@(tb)dm Zp)\t/fy/\dx
Q Q Q

donc fv, =0, et f#0, donc v, =0 sur {f >0}, ce qui contredit le fait que v\ > 0 par
le principe du maximum fort.

Dans la proposition 5.4.11 nous montrons des résultats de régularité pour la solution ex-
tremale v*. Dans la démonstration nous utilisons le fait que la solution minimale v, est
semi-stable, voir [7, Définition 1.1] et [7, Proposition 2.2]. Par [7], la définition d’une fonc-
tion semi-stable est donnée pour toute fonction v € W, (). Nous étendons la définition
a des fonctions moins régulieres :
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Définition 5.2.3 Une solution renormalisée v du probléme (P, ) est dite semi-stable
si la 7dérivée seconde de Jy est positive”, dans le sens que la forme quadratique J (v)
définie par

vor - et 4 Ve o

R w0 = [

{Vo#£0}
~ =1\ [ 10+ g0y @) (523)
soit positive pour tout Y € A, ot
A, =D(Q) sip>2;
et pour 1 <p < 2,

A, ={¢ e D(Q): 3C >0 tel que [¢[ < Cv et [V| < C[Vu| dans Q}.

Cette définition a un sens puisque l'intégrale I(v,v) = J{(v)(¢, 1) est bien définie.
En effet nous avons I(v, ) > 0 et

I(0,0) < (- 1) /{ o T T s

— (p—1)( / Vol |Vl de + / Vol 2 [Vl de)
{IVv|>1} {o<|Vu|<1}

donc si p > 2, alors

I(0,0) < (p— 1) / Vol [V de + / Vol do).
{|Vv|>1} {0<|Vo|<1}
Sil<p<?2alors
T(0,) < (p— 1)( / Vyl2dz +C Vol [V da).
{IVol>1} {0<|Vol<1}

donc I(v,) < oo puisque |V’ € L1(Q) et 1 € D().
Quand v € Wy P(Q), (5.2.3) est valable pour tout ¢ € W,?(Q), satisfaisant [ < Cv et
V| < C'|Vu| dans Q, pour un certain C' > 0 lorsque p < 2.

Remarque 5.2.4 La notation J}(v) ne veut pas dire que Jy est de classe C* en v.

Maintenant, nous donnons quelques remarques sur la premiere et la seconde variation de
la fonctionnelle Jy.
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Lemme 5.2.5 Supposons g une fonction continue sur [0,00) satisfaisant (5.1.8) avec
Q < QF et que f € L7(Q) telle que (Q + 1)r" < p*. Alors la fonctionnelle définie par
(5.2.2) est de classe C* sur W, P(Q) avec

J,'\(v)(w):/Q]Vv|p_2VU.Vw—)\/Qfgo(v)wdx, (5.2.4)

pour tout v,w € Wy (Q).

Preuve. On peut facilement adapter les démonstrations classiques pour montrer que la
fonctionnelle

v— F(v) = / fo(v)de, (5.2.5)
0
est de classe C* sur W, 7(Q). ]

Remarque 5.2.6 Si g est de classe C, alors ¢ est de méme classe si et seulement si
g'(0) = 0. Par conséquent, pour que la fonctionnelle F' définie par (5.2.5) soit de classe
C? sur WyP(Q) il faut au moins supposer que g est de classe C* avec ¢'(0) = 0.

Par le [25, corollaire 17.8], nous déduisons le lemme suivant

Lemme 5.2.7 Soit g une fonction de classe C' sur [0, 00) avec ¢'(0) = 0. Supposons que
p=2, f € L*(Q) et que g satisfait (5.1.3) avec Q < Q*. Alors la fonctionnelle Jy est de
classe C* sur H}(Q). En notant par g le prolongement par 0 de g sur R, alors pour tout
v,w, € HY(Q), nous avons J{(v)(w, ) égale a

/ Vw -V dr — )\/ fg(v)wy dx (5.2.6)
Q Q

Preuve. Puisque ¢ satisfait (5.1.3) alors g(t) < ¢(1 + t9), pour tout ¢ > 0, avec Q <
2*—1 = (N+2)/(N—2). Puisque g est convexe sur [0, 00) alors g(2t) > g(t)+tg'(t) > tg'(t),
dott ¢'(t) < C1(1+t97 1) < C(L 4+t D) car Q — 1 < ££2 — 1 = 4. Donc

7] =g(t) < CL+ VN, (5.2.7)

et on conclut en appliquant le [25, corollaire 17.8]. [

Finalement , nous énongons un résultat important donné dans [16] que nous allons
utiliser dans la démonstration de I’existence d’'une deuxieme solution bornée du probleme
(P,\) pour A petit :

Théoréme 5.2.8 Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et soit J C RT un
intervalle. Nous considérons une famille (I))xe ;s de fonctionnelles de classe C sur X de
la forme

I(u) = A(u) — AB(u), YA € J
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ot B(u) > 0,Vu € X et telle que A(u) — +00 ou bien B(u) — +oo lorsque ||u|| — oo.
Supposons qu’il existe deux points (v, ve) dans X telles que, en posant

= {y € C([0,1], Wg"(Q)) : 7(0) = v1,7(1) = va}
la condition suivante soit satisfaite pour tout A € J

¢y = inf max I,(0(t)) > max(I(vy1), Ix(vs)).
0el tel0,1]

Alors, pour presque X € J, il existe une suite (v,) C X telle que
(i) (vn) est bornée dans X,

(ii) Ir(v,) — ¢y,

(iii) I5(v,) — 0 dans le dual X~ de X.

5.2.2 Fonctions liées a g et leurs comportements asymptotiques

Dans cette sous-section nous définissons quelques fonctions liées a g et nous étudions
leur comportement asymptotique lorsque g est convexe a l'infini, voir le lemme 5.2.9.
Notons que la fonction h définie par (5.2.9) est introduite dans [18]. Dans la proposi-
tion 5.2.10 nous donnons un résultat simple mais tres utile dans notre démonstration de
I’existence globale du théoreme 5.4.10 et le résultat de multiplicité du théoreme 5.1.1.

Lemme 5.2.9 Supposons (5.1.1) et (5.1.2) avec g convexe sur [A,o0) pour un certain
A > 0. Pour toutt > 0, soit

J(t) = tg'(t) — g(t) = /Ot(g'(t) —g'(s)ds,  J(t) =te(t) — p(t), (5.2.8)

h(t) = / §(5)(g(t) — ¢'())ds = g(t)g/(t) — / ¢*(s)ds. (5.2.9)

Alors
lim jj(t) = oo, (5.2.10)
lim j(1)//(1) = oo, (5.2.11)
lim 7 (1) /(1) = oo, (5.2.12)
lim A(t)/j(t) = oc. (5.2.13)
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Preuve. Par I'hypothese (5.1.2) et la convexité, on a
tlim g(t) =00

) Puisque g est est convexe sur [A,00), alors ¢’ est croissante sur [A, 00). Pour tout
> 7 > A nous avons

i =it = [ (@O -genis+ @0 -g6Nis— [ ) =g

(¢
t

= (g () — (7)) + / (¢/(t) — g'(s))ds > 0,

alors j est croissante sur [A, 00).
Donc j admet une limite L qui appartient a (—oo, co]. Montrons que L = oo; en effet si
L est finie, alors il existe o tel que tg'(t) < g(t) + |L| + 1 pour t > to, donc

(M) _ g g FIL 1 _
t ) >

pour t > tg, donc (g(t) + |L| + 1)/t est décroissante sur [tg, 00), ce qui contredit (5.1.2).
Donc
lim j(t) = oo.

t—o0

Dans le cas ou g € C? ((0,00)) et ¢g”(t) > 0 sur [A4, 00) : par la régle de 'Hopital,
Jim J(@)/g' () = lim J'@)/q"(t) = lim ¢ = oo,

Dans le cas général g est convexe pour t > A, donc ¢’ est croissante sur [A, co). Puisque
tlirn g'(t) = oo alors pour tout K > 0, il existe tx > A+ 2K tel que ¢'(t) > 2¢'(A + 2K)

pour t > tg. Alors pour ¢t > t,

j(t) = / (¢/(1) — g/(s))ds = / (d/(1) — o' (s))ds + / (¢/(t) — o' ())ds

A

A+2K t
— Ag'(t) — g(A) + / (d(t) — g ())ds + / RCORTOZ
> —g(A) —i—/A : (¢'(t) —¢'(A+2K))ds  car g’ > 0 et croissante

= —g(A) +2K(4'(t) — ¢'(A + 2K)) = —g(A) + Kg'(t),
donc lim Jj(t)/4 (t) = .
Maintenant, nous avons pour tout ¢ > 0,

J'(t) = o(t) + o' (t) — p@'(t)
=(L4g®) " +tlp— 1A +g@®)" g () —p(L+g(t))!
= (p—1A+g(t)"2(tg'(t) — (L+g(t))).
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Donc
J(t)=p-DA+g®))P*Gt) —1) = @)5(t) —1)/g (t) (5.2.14)
par suite tlim J'(t)/¢'(t) = co. Mais tlim ©(t) = 0o, donc par la regle de 'Hopital nous

obtenons
lim 7 (£)/ (1) = oo.

(i) Maintenant nous montrons (5.2.13). Dans le cas ot g € C? ((0,0)) et ¢”(t) > 0,
t
nous obtenons h(t) = / g(s)g"(s)ds, et par la regle de 'Hopital,
0

lim A(0)/5(1) = Jim A'(2)/1g/ (¢) = Jim 9(t)/t = oc.

t—o0

Dans le cas général, pour tout C' > 0, il existe A; > A tel que that ¢'(s) > 2C, pour
s > Aj et il existe B > 5A; tel que ¢'(t) > 2¢'(5A;) pour t > B. Pour tout ¢ > 0, nous
avons

fﬁ%%WﬂZA@%%%Wﬂﬂ—ﬂW%=h+h+h

ou

kzl(ﬂﬁ—@@@—d@ﬂ&

Aq

Pour t > B, nous trouvons
UA=A1¢@¢m@—41@@WM—cllym@+cA1@@@
Ay
=¢@on—A (¢/(5))%ds — Cg/ (1) Ay + Cg(Ar)

Ay
> —/ (¢'(s))%ds — CA1g'(t) car g est positive et croissante.
0

541
> C/ (d'(t) — g'(BA1))ds car ¢’ est croissante sur [A, o)
A

= 4CA(g'(t) — ' (5A1)) = 2C A (1)
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t
3) I3 > C/ (¢'(t) — ¢'(s))ds > 0 car ¢ est croissante sur [A, 00).
54,
Aq

Il en résulte h(t) —Cj(t) > —/ (¢'(s))*ds+C A, g (t) pour tout t > B. Mais Jim Jt) =
0 -

00, alors h(t) — C'j(t) > 0 pour ¢ suffisamment grand. Donc tlim h(t)/j(t) = oc. n

Le résultat suivant sera utilisé dans les deux sections suivantes pour établir la mul-

tiplicité par le théoreme 5.1.1 et l'existence globale du théoreme 5.4.10. La preuve est

simple et nouvelle, nous utilisons seulement la fonction J définie par (5.2.8). Notons

que la preuve donnée dans [1] pour p = 2 ne peut pas étre étendue, car elle utilise une
fonction propre ¢; du Laplacien et le fait que

/ Vv Voide = / v(=Ag¢y)dx  pour tout v € W,2(Q).
Q Q

Proposition 5.2.10 Supposons(5.1.1) et (5.1.2) avec g conveze a linfini, et f € L' (Q).
Soit (A\,) une suite de réels strictement positive tels que liminf A, = A\ > 0, et (v,) une
suite de solutions de (P,,) , tel que v, € WyP(R), f®(v,) € L' (Q), et Jy, (v,) < c €R.

Alors (Apvy) est bornée dans L'(€2).
Preuve. Considérons v,, comme fonction test dans (P, ,) nous obtenons
/ |V, " de = )\n/ F(1+ g(v,))P o, da; (5.2.15)
Q Q
donc
p I, (Vn) :/ |Vu,|" dz —p/\n/ f®(v,)dx
Q Q
N A”/ F+ g(on) " v — p®(vy))da
Q
— / Flomo(vn) — p®(v,))dz = A, / FT (), (5.2.16)
Q Q

ou J est définie par (5.2.8). Donc / fTI(y)dx = N, 'p Jy, (v,) < A 'pe. Par (5.2.12) du
Q
lemme 5.2.9, il existe B > 0 tel que J(t) > o(t) pour tout t > B. Par conséquent

| fetwn)do - /{ et /{ L, feir < e(p) [ fas4atpe

Alors / fe(v,)dx est bornée, c’est a dire (A,v,) est bornée dans L*(Q). n
Q
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5.3 Existence d’une deuxieme solution variationnelle
bornée.

Cette section est consacrée a la démonstration de la multiplicité du théoreme 5.1.1.
Nous utilisons la fonction d’Euler J) associée a (P, ). Nous rencontrons les deux diffi-
cultées suivantes :

1) Pour X petit, Jy a la géométrie de col au voisinage de 0, mais la fonction g peut étre
légerement sur-linéaire c’est a dire elle croit plus vite qu'une droite mais n’est pas minorée
par une puissance s? avec ¢ > 1. Et, dans ce cas, les suites de Palais-Smale ne sont pas
nécessairement bornées dans W, *(Q); alors nous utilisons le théoréme 5.2.8 donné par
[16] pour montrer qu’il existe une suite (A,) convergente vers A, telle que J,, a un point
critique v, et nous déduisons que (v,) est bornée dans W, ?(Q) d’aprés notre résultat de
la proposition 5.3.1.

2) Pour \ grand, sous les mémes hypotheses sur f et g, il n’est pas garanti que la fonc-
tionnelle Jy ait la géométrie de col au voisinage de la solution minimale vy de (P, ).
Pour assurer cette géométrie, nous allons imposer des hypotheses plus fortes sur f et g.
Précisement, dans le cas p # 2 et g n’est pas nécéssairement convexe, nous supposons que
f € L>(Q) et g satisfait la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz (5.1.5).

Nous commencons par le résultat clé suivant :

Proposition 5.3.1 Supposons(5.1.1), (5.1.2) et (5.1.8), g convexe a linfini, et f €
L7(Q) avec (Q + 1)r" < p*. Soit (\,) une suite de réels strictement positive tels que
lim\, = A > 0, et (v,) une suite de solutions de (P,y,) tel que v, € Wy*(Q), et
Iy, (vy) <ceR.

Alors (v,) est bornée dans W, P (Q).

Preuve. Par (5.2.16) nous avons

P (00) = Ao / F (0 (02) — pB(0,))d = A, / 1T (),

ou J est définie par (5.2.8). Moyennant une méthode de [17], nous allons montrer par
contradiction, que la suite (v,) est bornée dans W,”(Q).

Supposons que (v,) n’est pas bornée dans VVO1 P(Q2), alors il existe une sous-suite, indicée
encore par n, telle que lim [[0nlyy1.0 () = 00 Considérons

-1
w, = ||Un||W01,p(Q) Up,.

Donc HwnHWOl,p(Q) = 1, alors il existe une sous-suite (w,) qui converge vers une fonction w
faiblement dans W, ?(Q) et fortement dans L*(), pour tout k < p*. Pour tout ¢ € D(1),

I, = /Q |V, |P~* Vw, Vdr = anH;&’fP(m /Qf<1 + g(vn))P~Cda.
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D’apres la proposition 5.2.10, (f(1+ g(v,))?~!) est bornée dans L'(Q2). Alors I,, tend vers
0. D’autre part I, tends vers / |Vw|P~? VwV{dz. Donc —A,w = 0 dans D’'(£2), par suite
Q

w = 0.
Maintenant nous définissons

t, = inf {t € [0,1] : Jy, (tv,) = max J,\n(svn)} .

s€[0,1]
Soit z, = t,v,. Nous obtenons successivement deux conclusions contradictoires :
(1) limy, 00 Jy, (2n) = 00.
(2) Jy, (zn) est bornée.
En effet :

1) Supposons que limsup Jy, (z,) = M < co. Pour un K > 0 donné, posons u, = Kw, =

n—oo

K ||vn||;[%,p(ﬂ) Up,. Pour n grand 0 < K anH;Vlol <1, car lim,, ||vn||W01,p(Q) = c0. Alors

7P(Q)
pour n suffisamment grand,

I, () < max Jy, (sv,) = Jy, (2,) < M +1 (5.3.1)

s€[0,1]

D’autre part lim [ f®(u,)dx = 0. En effet, d’apres 'hypothese (5.1.3) il existe C' > 0

n—oo [¢)

tel que, pour tout s > 0, (1 + g(s))P~1 < C(1 + 5)?. Donc ®(s) = / (14 g(r))P tdr <
0

C/ (1+7)%7r =C(Q+ 1)1 (1 +5)?" — 1) pour s > 0. Par suite
0

0< /Qf<I>(un)d:c < C/Q F(O 4 u)@ — 1)da = J,

et puisque f € L"(Q) et u, = Kw, converge fortement dans L@+ (Q), car (Q 4 1)1’ <
p*; alors J, tend vers 0, en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

Donc lim / f®(u,)dx =0, d'ou lim Jy, (u,) = K?/p par (5.2.2). En prenant K tel que

n—oo

KP?/p > M + 1, nous obtenons une contradiction avec (5.3.1). Donc on obtient (1).

2) Comme conséquence de (1) nous pouvons facilement conclure que ¢, # 0 et ¢, # 1
pour n grand. En effet :

e Par (1), pour n grand J,,(z,) > 0 donc t,, # 0, car J,,(0) = 0.

e Par hypothese on a Jy, (v,) < ¢ et encore par (1) on a Jy, (2,) > ¢, pour n grand. Si
t, = 1 pour un n grand, alors ¢ < Jy (z,) = Jy,(v,) < ¢, ce qui est impossible.
Alors t,, € (0,1) pour n suffisamment grand. Puisque la fonction

t€0,1] — tv, — Jy, (tvy)
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atteint son maximum en t¢,, € (0, 1), car Jy,(z,) = m[ax] Jy, (tvy,), alors sa dérivée est nulle
tef0,1
en t = t,. Par le théoreme de dérivation de fonction composée, nous trouvons que cette

dérivée est égale a J| (2,)(v,). Donc J§ (2,)(v,) = 0. Par suite, en multipliant par ¢, la
linéarité de J} (z,) nous donne J} (z,)(z,) = 0. Donc

T (2)(20) = /Q Vel do — A, /Q £+ g(2))P zndz = 0,

et par suite

&%&@0=Lﬂ%w%%mﬂ%wm=éﬁﬂ%ﬂv

D’apreés (5.2.10) du lemme 5.2.9, il existe B > 0 tel que j(s) — 1 > 0 pour s > B, d’ou
J(B) < J(t) < J(r) pour tout B <t < 7 par (5.2.14). De plus z, < v, presque partout
dans €, donc {z, > B} C {v, > B}, alors

/ij(zn)dx:/{zngB} fj(zn)dx+/ fJI(zn)dx

{zn>B}

N J

gam+/ f I ) 1T (B)) de

{zn>B} >0
gC(B)Jr/{ >B}f(J(zn)+!j(B)|)d$

gam+/’ F(T(0n) + T (B)|)da

{vn>B}

< Cy(B) + / [T (vp)dz < C+ X, 'pe
Q

donc (Jy, (z,)) est bornée. Donc nous arrivons a montrer (1) et (2), ce qui est une contra-
diction. Alors (v,) est bornée dans W, (Q). n

Remarque 5.3.2 Le résultat précédent nous servira aussi pour montrer que la solution
extrémale est bornée sous 'hypothese 5.1.3, voir la proposition 5.4.16.

Preuve du théoréme 5.1.1. Pour tout A € (0, \) il existe au moins une solution : la
solution minimale bornée v,, telle que Jy(v,) < 0, par la proposition 5.2.1 et la remarque
5.2.2.

(1) Existence d’une deuxiéme solution pour ) suffisamment petit.

Tout d’abord montrons qu'il existe un Ag € (0, Ay) tel que pour tout A € (0, Ag) , Jy a
la géométrie de col au voisinage de uy = 0. Par (5.1.3), par un simple calcul il est facile
de voir qu’il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ € R,

(1) < O(Jt] + 1|7,
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Donc, pour tout v € Wy (Q)), on obtient

1
Aa(v) = Z—?/QWW’ dz = A fll 1y (0l ) + HUH%LW(Q))

par des inégalités de Holder. Notons ||v]| = Hv||Wg,p(Q) et utilisons les injections de Sobolev

de W, 7(Q) dans L' () et L@t (Q), nous trouvons une nouvelle constante C' > 0 telle
que

Q-I—l)

1
Ja(v) = p [l = ACHFll ey Cloll + Nl

a1 .
> [Joll (llol”™ =AM o) 1ol = AC N £ll o -

Pour € > 0, soit Ay = (¢/p)?"2/(p + )C | fll1ry- Soit A € (0,X) et Ry = ((p +
AC HfHLT(Q))fl/(QH*P), Sur {J,\(v) : ||v||W3,p(Q) = R,\}, un calcul simple montre que

1 _
po = llvll (lol”™ (5 =AUl @ 101977 = AC N 1l ) > O-

Clest & dire inf {JA@) Mol = RA} > py > 0.

D’autre part, pour une fonction v € W, () strictement positive, en utilisant (5.1.2) il est
facile de montrer que Jy(tv) tend vers —oo lorsque t — +o00. Donc , pour ¢ assez grand,
la fonction wy = tv satisfait Hw,\HWOLp(Q) > Ry et Jy(wy) < 0. On a encore J,(0) = 0.
Alors Jy a la géométrie de col au voisinage de 0, et en utilisant le lemme du gendarme
nous obtenons :

¢y = inf max Jy(0(t)) > 0 = max(J»(0), Jx(w,)), (5.3.2)

0er tel0,1]

o I' = {0 € C([0,1],Wy?(R)) : 0(0) = 0,0(1) = w, } .

Soit A1 € (0, \g) fixé. Montrons 'existence d'une solution au niveau c,,. Par continuité
par rapport a \, il existe 0 > 0 tel que la famille de fonctions (J/\)Ae[,\l(ka) M (148)] satisfait
encore la condition (5.3.2) :

cx = inf max Jy(0(t)) > 0 = max(Jy(0), Jx(wy,)). (5.3.3)

0T te[0,1]

Par [16, théoréme 1.1], pour presque tout A € [A;(1—0),A;(1+ 9], il existe une suite
(Vam) men de Wy (Q), telle que

1) (vam),, est bornée dans Wy"(1).

2) lim Jy(vam) = Ca.
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3) lim J{(vam) = 0 dans W= (Q).

m—0o0

Par compacité de I'injection de Sobolev de Wol’p(Q) dans L@tV (Q), car (Q + 1)1’ < p*;
on peut extraire une sous suite qui converge vers une fonction v, faiblement VVO1 P(Q) et
fortement dans L@+D™(Q), et presque partout dans . Par (5.2.4) :

—Ayoam = Jy(Urm) + Afp(vam)  dans WH(Q),
et par compacité
folvam) — fe(vy) fortement dans W1 (),
donc, par 3)
—Apuam — 04+ Afo(vy) = Afe(vy) fortement dans W1 (Q).
Lopérateur (—A,)~": W= (Q) — Wy P(Q) est continu, alors
Uam — (=A,) (A fe(vy)) fortement dans W, 7 (Q),
or vy, — v, faiblement VVO1 P(Q), alors
—Ayon = Afp(va),

et (Vnm)m converge vers vy fortement dans W, (Q). Et, par suite Jy(vy) = ¢y et Ji(v)) =
0. Par le principe du maximum v, est une solution positive de (P, ).

Donc, nous avons montré que pour presque tout A € [Aj(1 —0), A\ (1 + J)], il existe une
solution vy, qui est un point critique de J, au niveau cj.

Par conséquent, il existe une suite (\,) convergente vers A; tel que il existe une solution
v, = Uy, de (P, y,) avec Jy(v,) = ¢y, . Alors, voir (5.2.16),

I, (Un) = Ay /Q fonp(v,) — pP(v,))de = ¢y, < cy+ 1.

D’apreés la proposition 5.3.1, (v,) est bornée dans W, (€). Donc, il existe une sous-suite
(un) qui converge vers une fonction v faiblement dans W, ?(Q) et fortement dans L*(Q)
pour tout k < p*, et presque partout dans 2. Alors

M f (14 gw)Pt — M f(1 4 g(v)Pt fortement dans L*(2).

Par la remarque 2.2.19, v est une solution de (P, ). Et (f(vnp(vn) — p®(v,))) converge
vers f(vp(v) — p®(v)) fortement dans L'(Q) alors (Jy, (v,)) = (cy,) converge vers Jy(v),
donc Jy(v) = cy. Par suite, par la proposition 5.2.1 et (5.3.3) :

J)\(Q/\) <0<cy = J)\(U).
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Donc v # v,.

(i7) Existence d’une deuxiéme solution pour \ < ;.

Soit A\; < Ay fixé. Soit Ay € (A1, \p), et soient v, .Uy, les solutions minimales bornées
des problemes (P, ,) et (P,,,) respectivement. Alors, d’apres la proposition 5.2.1, Jy,
atteint son minimum ICQA2 en un point vy qui est une solution de (P, y,), car vy, est une
sur-solution pour (P, ,). Mais, v,  est la solution minimale, donc vy, < vy < v,,.

(7i); :Cas p =2 et g est convexe. Supposons que p = 2 et g est convexe. Notons que
dans ce cas A\, = A*. Nous montrons que vy = v,, et elle est un minimum local strict de
Jy. - En effet, d’apres [7, proposition 2.2], v, est semi-stable, donc pour tout ¢ € H}(9),

/Q]Vgo|2dx2 )\g/ﬂfg’(y/\Q)<p2dx.

Puisque g est convexe alors ¢’ est croissante, par suite g'(vy,) > ¢'(v,) presque partout
dans 2. Donc

" / )\
B )eo) = [19ePdr—n [ 1ot )etin > 0=30) [ 9ol dr
Q Q 2 Q

Notons 0 = 1 — A;/A2. Nous distinguons deux cas :
e Si ¢'(0) = 0 alors Jy, est de classe C?, d’aprés le lemme 5.2.7. Pour tout w, ¢ €
Hi(2), on a
B4 = I W), 0)] < [ (w) = T ()|, 1l o

olt Ly est I'espace des formes bilinéaires continues sur H}(Q2) x H, 1(9) Par continuité
de w — J§ (w) de H§(Q) sur L, il existe un (8) telle que ||JY (w) — J}, (v,,)

gHSOH?{é(Q) si Hw U>\1||H1 < g(d) . Par conséquent

le, <

) 4}
2 2 2
>0 H‘PHH&(Q) D) HSO“HOI(Q) ) H‘PHH&(Q)

Or, par la formule de Taylor-Lagrange sur les espaces de Banach :

+ lJﬁ’l(w)(% ©)

J/\l (Q)\l + 90) - J>\1 (Q)\l) = J;\I (y)q)(@) 92

ot w = vy, + 0 avec 0 €]0,1[. Si || g1 ) < £(0) alors |w _y/\lHHl(Q) < g(6) et donc
0

0 2 0 2
In Wy, + ) = In (uy,) = 5, (v, () + 5 ol @) = 5 1ol @) -
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car nous avons .Jy (v,,) = 0, alors v, est un minimum local strict dans Wy (Q). D’autre
part Jy, (tvy,) — —oo si t — +oo. Alors il existe Ry, > 0 et wy, € W,P(Q) avec
||w)\1||W01,p(Q) > R,, telle que

inf {J,\(v) : Hv —Q)\IHW(},,;(Q) = R,\l} > Jn () > a(wy,).

Donc Jy, a la géométrie du col au voisinage de v, . Comme dans le cas A petit, nous
utilisons le résultat de[16] et nous prouvons l'existence d'une solution de (P, y,) au niveau
cx, > i (vy,), et donc cette solution est différente de v, .

e Si ¢’(0) > 0, alors g n’est pas de classe C'. Considérons une fonction g de classe C"*

qui vaut g sur [0,00) et —1/2 sur |—o0, 1] et telle que g > —1/2 sur [1,0]. Définissons
t

G(t) = / g(s)ds. On a G"(t) = g'(t), et elle satisfait (5.2.7) avec une autre constante C'.
0

Donc la fonctionnelle I, définie pour tout v € Hy(f2) par :

],\l(v):%/Q|VU|2da:—Al/glf(m)(v—kG(v))dx,

est de classe C? sur Hj(Q) et I§ (v)(w,?) est donné par I'expression (5.2.6). Nous re-

marquons facilement que Iy, (v) = Jy, (v), I3, (v) = J},(v) et I§ (v) = Jy (v) pour toute

fonction strictement positive v € H}(Q), puisque g = g sur [0, c0). Donc

I () (2 0) = I3 () (2:0) = 8 [l 2l

et comme pour Jy,, on montre que

5
Doy, +90) = Du(vy,) 2 I ()(0) + 5 el F )

pour ||g0||?{6(9) suffisamment petit. Or I} (v,,) = J3,(vy,) = 0; donc en utilisant le fait
que Iy (tvy,) = Jy (tvy,) — —o0 si t — 400, nous déduisons que Iy, a la géométrie de
col au voisinage de v, . D’une maniere similaire au cas A petit mais avec la fonctionnelle
I, on montre 'existence d'une solution v du probleme

—Av = A\ f(z)(1+ g(v)) dans €,
v=0 sur 011,

telle que Iy, (0) > Iy, (vy,) = Jx, (vy,). Mais g > —1/2, donc Ay f(z)(1+4g(v)) > 0, et donc
v > 0. Par conséquent ¢ est une solution positive de (P, ,) telle que Jy, (0) = I, (0) >
Jxi (y,)- Done 0 £ v,

(17)2 :Cas p quelconque et g non nécessairement convexe. Supposons que g sa-
tisfait la condition (5.1.5), sans hypothese de convexité, et f € L>*(€). Si vy # vy,
alors nous avons construit une deuxieme solution. Dans la suite supposons que vy = v, .
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Puisque f € L>*(Q), alors v, et vy € C* (), d’apres [23]. D’apres [13, théoreme 5.2],
vy est un minimum local dans W, () : elle minimise la fonctionnelle Jy, dans une boule
B(vg,8) de WP ().

Grace a (5.1.5), les suites de Palais-Smale sont bornées. En effet, par (5.1.5), il existe
A > 0 tel que pour tout t > A :

to(t) > (k+p)e(t)/2.

Soit v, € Wy () une suite de Palais-Smale, c’est & dire v, satisfait lim.Jy, (v,) = ¢ et
& = J§, (vn) tend vers 0 dans W% (Q). En écrivant v, = v, — v, et remarquant que
¢(s) =1 pour s < 0, nous trouvons

gn(vn):/ |vvn|de_A1/fvn90(vn)dx
Q Q
:/]an|pdx—)\1/fv:go(v:)dx—l—)\l/fv;dm
Q Q Q

donc, en utilisant l'injection de Sobolev et le fait que Jy,(v,) est bornée nous obtenons
/ |V, [P de — &, (v,) = M / Jfuloh)de — M\ / fu, dx
Q Q Q
> [ puee e = e [ s
{vn>A} Q

k+p
> A\ 5 / f@(vn)dx—CanHWé,p(Q)
{anA}
k+p, 1

-2 / VP de — Ay /{ = ()

— C [vallyirey
k+p
2 [ 190, da = O(A) = (1l + 1) = C lunllgo

donc, avec une nouvelle constante C' > 0,

1on 10 ) < 1€n(vn)] + C(A) + (le] + 1)C [[vallyzo )

< [l€nllw—10 (@) lonllwpr @) + C(A) + (el + DC [[onlly 1)
<C(l+ ||Un||W()1'p(Q))

2p

donc (vy) est bornée dans W, 7(Q), car k > p. Maintenant nous montrons l'existence
d’une deuxieme solution : il existe une fonction v = ty, telle que Jy,(0) < Jy, (v1) et
||Q)\1 — 6” > 149, car Jy, (tvg) — —o0 si t — o0o. Soit

¢y, = inf max Jy, (0(t)) > max(Jy, (vy,), Jx, (?))

ocr' te[0,1]
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ouI'={0 € C([0,1],Wy"(R)) : 0(0) = v, ,0(1) =5} .
Pour conclure nous distinguons deux cas :

e Si ¢\ > max(Jy, (vy,), Jx, (7)) alors nous obtenons I'existence d'une solution au niveau
¢ en appliquant directement le théoreme du col classique. Cette solution est différente de
vy, car ¢y, > Jy, (vy,)-

o Si &, = Jy, (v1) alors il existe une solution dans W, *(Q)\B(uv,,,6/2), par la variante de
[14]. [

5.4 Solution Extrémale

Dans cette section nous traitons 1’existence et la régularité de solution extrémale pour
le probleme (P, ) lorsque g est sur-linéaire satisfaisant (5.1.1) et (5.1.2).

Définition 5.4.1 Supposons que 0 < Ay < X" < A\, < co. La fonction

V" = sup v,,
XAy

ot vy est la solution minimale bornée de (P, ) est dite extrémale.

Remarque 5.4.2 Supposons que g est au moins linéaire a l'infini :

lim inf @ > 0,
T—00 T
qui est satisfaite par exemple quand g est convexe, g Z 0.
Alors N\, < 0o. En effet il existe ¢ > 0 tel que 1+ g(7) > ¢(1 + 7) pour tout 7 € [0,00) .

Si (P,,) admet une solution renormalisée, alors elle est une sur-solution du probléme

—Ayv = APV f(2)(1 4 v)P! dans €,

w=20 sur  0S2.
Alors il existe une solution de ce probléme et par suite X < ¢ P (f) d’aprés le théoréme
3.4.1.

Pour g convexe et sur-linéaire vérifiant 5.1.2, le cas p = 2 a été étudié dans [4] , avec
f = 1. Par [4, lemme 5], les auteurs montrent que la fonction extrémale est une solution
tres faible. Dans le lemme suivant nous étendons leur résultat a des fonctions f plus
générales en reprenant leur démonstration qui n’utilise pas I’hypothese de convexité qu’ils
ont imposé sur g, mais qui utilise seulement la sur-linéarité (5.1.2). Ils ont utilisé la
convexité de g pour montrer que A\* < co. Par notre remarque 5.4.2 la convexité n’est pas
nécessaire.
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Lemme 5.4.3 ([4]) Supposons p = 2, f € L"(Q),r > N/2 et g satisfait (5.1.1) et
(5.1.2) . Alors v* est une solution trés faible de (P, ,), c¢’est a dire v* € L'(Q), fg(v*) €
LY, pdx) ot p est la distance au bord 05, et

— / v*Aldr = /\b/ f(1+g(v"))(de, V¢ e C? (ﬁ) ,C =0 sur 09. (5.4.1)
Q Q

Preuve. Soit A, / A, et v, = v, . L’hypothese (5.1.2) implique qu’il existe C' > 0 tel
que 1+ g(t) > %{ff)t — C pour tout t > 0. Multiplions I’équation satisfaite part v, par
la premiere fonction propre ¢; > 0 du laplacien avec le poids f, nous trouvons

)\n/ f(L+g(vn))prdr = M (f) / Jonrdr < a / f(L+g(v,) + C)rda,

donc nous déduisons que / f(1+ g(v,))¢p1dx est bornée, donc (fg(v,)) est bornée dans
L*(Q, pdx). Utilisons la fonction test ¢ = G(1), nous trouvons

/ vpdr = )\n/ F(1+g(vn))pdr < )\nC’/ F(1+ g(vy))prde,
O 0 0

par le lemme de Hopf; donc (v,) est bornée dans L'(Q). Alors v* € L'(2) et satisfait
(5.4.1). |

Remarque 5.4.4 Dans [18], l'auteur a montré que v* est plus réquliére lorsque, de plus,
g est conveze. En particulier, il a montré que g(v*) € L'(Q), en utilisant les propriétés
de stabilité de v*. Donc v* est une solution renormalisée de (P, +) Dans le cas p # 2 il
n’y a pas une notion de solution trés faible.

Remarque 5.4.5 Lorsque G(f) € L*(R), la fonction v* est bien définie a valeurs dans
[0, 00]. Dans la suite, nous allons énoncer les résultats d’ezistence de la solution extrémale
sous Uhypothése f € L™ (Q),r > N/p, mais quelques résultats sont valables pour les
fonctions moins réguliéres qui satisfaisent (5.1.4) avec G(f) € L>®(2). Pour les résultats
de réqularité de la solution extrémale les hypothéses de réqularité sur f sont indispensables
pour nos démonstrations.

5.4.1 Existence locale

Sans hypothese de convexité sur g nous obtenons un résultat d’existence locale :

Proposition 5.4.6 Supposons que f € L"(Q2),r > N/p et g satisfait (5.1.1), (5.1.2).
Alors v* est une solution renormalisée locale de (P, ,). En particulier

(i) Te(v*) € WEP(Q) pour tout k > 0,
(ii) v*?~1 € Lg (Q), pour tout o € [1, N/(N —p)),

(iii) (|Vv*|)P~t € LT (), pour tout 7 € [1, N/(N — 1)),
(iv) v* satisfait

—Av* = N f(1+ g(v*))P! dans D'(Q).
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Pour la démonstration nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 5.4.7 Supposons que f € L'(Q), et g satisfait (5.1.1). Soit (\,) une suite de
réels positives telle que liminf A\, > 0, et (v,) une suite de solutions renormalisées du
probléeme (P, ), ). Alors

(i) (fg(v,)P~1) est bornée dans Li,.(S2),

(ii) (v2~1) est bornée dans LY, .(Q), pour tout o € [1, N/(N —p)).

loc

Preuve du lemme 5.4.7. Si f = 0 sur 2 il n’y a rien a démontrer. Supposons que
f # 0sur Q. Par le lemme 2.3.6, pour tout zy tel que B(zg,4p) C £2, il existe une constante
C = C(N,p) tel que

)\n/ f(1+g(v,))Ptdr < CpV™P min P!
B(zo,p) B(zo,p)

CpN
< S / fo, P dx,
JBwop) T8 JB(2o.p)

en supposons que f # 0 sur B(zy, p).
Alors il existe ¢ = ¢(N, p, p, f, o, liminf A\,,) > 0 tel que

/ fg(v,)P~tdx < c/ fu,P .
B(zo,p) B(zo,p)

Par (5.1.1), il existe 4 > 0 tel que g(¢) > (2¢)"/®~Y¢ pour tout ¢ > A, donc

/ fo,P e :/ fvnp_ldx—i—/ fo P e
B(zo,p) B(zo,p)N{vn, <A} B(zo,p)N{vn>A}

1
< A”l/ fdr + —/ fo(va)P~ dx
B(zo,p) 2c B(zo,p)

1

< APt HfHLl(Q) + 5/3( )fvnp—lda:.
zo,pP

Par suite
/ four e <247 11y
B(zo,p)

par consequent

/ Fun) e < / Fortdz < 2477 | fll ey -
B(zo,p)

B(zo,p)

et il en résulte (7). De plus nous déduisons que

min ?J,ﬁ_l S C, = C,(N7p; P, f,g,ffo);
B(zo,p)



Chapitre 5. Existence d’une deuxiéme solution et solution extrémale 123

donc par I'inégalité de Harnack faible , nous obtenons (7). ]

Preuve de la proposition 5.4.6. Soit A\, / Ay, et v, = v, . D’apres le lemme
5.4.7, (fg(v,)P™!) est bornée dans L} (), et (vE~!) est bornée dans L (), pour tout
o € [1,N/(N —p)). Alors d’apres [2, Theorem 3.2], il existe une sous suite convegente
presque partout dans €. Et puisque (v,) est croissante donc toute la suite converge vers
v*. Puisque g est croissante, donc fg(v*)P~! € L], () par le théoréme de convergence

monotone de Beppo-Levi, et (fg(v,)P~!) converge vers fg(v*)P~! faiblement dans L;, (9);
donc (A, f(x)(1 + g(v,))P~1) converge vers A\, f(x)(1 + g(v*))P~! faiblement dans L .(Q).

loc
Par [2, Theorem 3.3], v* est une solution renormalisée locale de (P, y,). n

5.4.2 Existence globale
5.4.2.1 Sans convexité

Ici, nous donnons un résultat d’existence globale sans hypothese de convexité sur g
mais en imposant sur g la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz (5.1.5) :

Proposition 5.4.8 Supposons que f € L" (Q2),r > N/p et g satisfait (5.1.1), (5.1.2) et
la condition (5.1.5). Alors v* € WP (Q) et elle est une solution variationnelle de (P, ,) .

Preuve. Soit A, /" Ay, et v, = v, . D’apres la proposition 5.2.1,

1
Ix, (V) = —/ |Vu,|” de — )\n/ f®(v,)dx < 0.
D Jo Q

Puisque v,, satisfait (5.2.15), alors nous obtenons

A / F(0np(0a) — pB(uy))dz = py, (1) < 0.
Q

Par 'hypothese (5.1.5), pour € = (k — p)/2 il existe B > 0 tel que tp(t) > (k —e)P(t) =
(52)®(¢) pour tout t > B. Par suite

/Q Fono(vn)dz < Aup /Q FO(0,))da
= p(/{vnSB} f@(vy)dx + / f@(v,)dx)

{vn>B}
2p
<ot 2 Funp(vn))d,
k+p Jiw,>By

pour une certaine constante C' > 0. D’olt on conclut que fv,¢(v,) est bornée dans L'(12),

et donc / |Vu,|” dx est bornée ; alors il existe une sous-suite convergeant faiblement dans
Q

Wy P (), et nécéssairement vers v*. Par la proposition 5.4.6, v* est une solution de (Pyy,)
dans D'(Q2), donc v* est une solution variationnelle. n
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Remarque 5.4.9 Un cas particulier pour lequel la condition (5.1.5) est satisfaite est

lorsque /
lim inf ZA0) =
t=oo g(t)
Cela résulte de la régle de I’Hopital, puisque (tp(t)) /®'(t) =14 (p— 1)tg'(t)/(1 + g(t)))
pour tout t > 0. Par suite la proposition 5.4.8 améliore le résultat de [7],0t en plus il est
supposé que g(t) < C(1+t™), et étend encore celle de [5].

> 1.

5.4.2.2 Avec convexité

Ici nous supposons que g satisfaisant (5.1.1) et (5.1.2) et convexe au voisinage de oco.
Notons que dans ce cas A\, = A\* = A\, < oo d’apres le théoreme 4.3.3 et la remarque 5.4.2.

Comme conséquence de la proposition 5.2.10, nous montrons que la fonction extrémale
est une solution de (P, y«) :

Théoréme 5.4.10 Supposons (5.1.1) et (5.1.2) avec g est convexe au voisinage de 0o, et
f e L () avecr > N/p. Alors la fonction extrémale v* est une solution renormalisée
de (Pv’)\*>.

Preuve. Soit A\, /' \*, et v,, = v, . Alors J),(v,) < 0 d’apres proposition 5.2.1. Par
la proposition 5.2.10, (fg(v,)P~!) est bornée dans L*(€), et (vE~!) est bornée dans L7(12),
pour tout o € [1, N/(N — p)). Alors v, converge vers v* presque partout dans €, voir la
remarque 2.2.13.

Par le théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi , fg(v*)P~! € L1(Q), et (fg(v, )P 1)
converge vers fg(v)P~! fortement dans L'(Q); donc

M (@) (14 g(v,))P ™t — N f(2)(1+ g(v))P? fortement dans L'(€2).

D’apres le remarque 2.2.19, v est une solution renormalisée de (P, x+). [ ]

5.4.3 Régularité

Dans cette section nous supposons que g est convexe au voisinage de oo et nous
cherchons d’autres informations sur la régularité de v* en utilisant la semi-stabilité de
la solution minimale bornée de (P, ), donnée par [6, proposition 2.2]. Nous étendons les
résultats de [18] pour p = 2 et de [22] pour p > 2 avec f = 1. Ici nous utilisons la fonction
h définie par (5.2.9), introduite par [18].

Proposition 5.4.11 Supposons (5.1.1) et (5.1.2) avec g conveze sur [a,o0) pour un a > 0
et fe€ L (Q),r> N/p. Soit h définie par (5.2.9).
(i) Alors

f(+g(*)Pth(v*) € LY(Q). (5.4.2)
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(i) Si N < No=pp'/(L+1/(p— 1)r), alors v* € L>(2). En particulier si N = p alors
vt e L>®(Q).
Si N > Ny, alors v*P~t € L¥(Q) pour tout k <&, ou1/5 =1—pp'/N +1/r(p —1).
Si N = Ny, alors v* € L*(Q) pour tout k > 1.

(iii) Si N < Ny = p(1 4 p')/(1 +p'/r) alors v* € W,P(9).
Si N > Ny, |V~ € L(Q) pour tout 7 < 7 ot 1/7=1+1/(p— 1)r — (p' +1)/N.
Si N = Ny, |[Vo*| € L*(Q) pour tout s < p.

(1v) Si litm inf h(t)/t > 0, alors v* € WyP(Q). En particulier cette condition est satisfaite
si li{n inf(g'(t) — g(t)/t) > 0.

Preuve. (i) Soit A, /" A*, et v, = v, . D’apres [7, Proposition 2.2], v, est semi-stable.
Considérons ¢ = g(v,) dans (5.2.3) avec A = \, et v = v,,, nous obtenons

/ Vol 2 (vn)di > A, / O+ g(0))72g (0) g (vn) de
Q Q

t
On considere la fonction S(t) = / g”?(s)ds, pour tout t > 0. Prenons S(v,), comme

0
fonction test dans (P, ,), nous trouvons

/Q|an|p g*(vy)dx = )\n/Qf(l + g(vn))P 1S (v, da

Par suite

[ 50+ o)y (0 g(0))S(00) = ' (0)g (00))de 2 0
Mais (1+ g(1))S() — ¢ (6)g(t) = S(t) — g(t)(g'(D)g(t) — S(1)) = S(t) — g(t)h(¢). Done
[ 50+ a0y 2(S(0) = a(v.)hon)ds 2 0,
c’est a dire
[ 50+ o)y gt < [ £+ ooy S 0,)ds

Or, par (5.2.11) et (5.2.13) du lemme 5.2.9 nous avons lt1im h(t)/g'(t) = oo, et par (5.1.2)

on a tlim g(t) = oo, donc

S g)g(t)
g(t)n(t) g(t)h

+h(t) ¢'(t) 1
(t) h(t)  g(t)
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donc il existe A > 0 assez grand tel que S(t) < (g(t)h(t))/2 pour tout t > A. Alors il
existe C'= C'(A) > 0 tel que

[ 10+ gtep2gtenets < .

Puisque tlim g(t) = oo, donc il existe B > 0 tel que 1+ g(t) < 2¢(t) pour t > B, par

conséquent
(f(1+ g(va))P  h(vy)) est bornée dans L'(£2), (5.4.3)

d’ott nous déduisons (5.4.2). Alors, en utilisant (5.2.13) du lemme 5.2.9 nous obtenons
Faw)P~li(v") € LH(Q),
d’ou, par (5.2.11) nous déduisons

fgw )P~ (v) € LY(Q).

Par convexité de g sur [a,00), pour tout ¢ > a nous avons g(a) > g(t) + (a — t)g'(t) >
g(t) — tg'(t), car g croissante. Donc ¢ () < g'(t)+ @ <g(t)+2 a) pour tout t > a. Par
conséquent

fow )P /™ € LY(Q).

En particulier nous retrouvons de nouveau que (f(1+g(v*))P~" € L'(Q), qui a été obtenu
dans le théoreme 5.4.10.

(i1) — (ii7) La régularité de v* découle de 'estimation f(g(v*))?/v* € L'(Q). Nous
utilisons un argument de bootstrap en plusieurs étapes :

Etape d’initiation. Prenons o tel que ' < ¢ < N/(N — p), nous avons v*?~1 € L7(Q).
Définissons ¢ par § =p — 1+ % + %, nous avons 0 € (1,p'), et

0 p—1 (p/d)—(p-1) 6,1 1 0 r+o
T L e -
p p/ p/ pr o p ro
donc p'/(p’ — 0) = 4(;7% ). Par l'inégalité de Holder

pg(v* /
fg 0/p,,x0/p"\p'/(p'~0) )10/;/
*) 1-0/p'
(/ fggji ) (/ fro/ r+o) *(p—l)ro/(r—i—o)dx)
19 U* ) ( Td ) ( o(p-1)4 )Wpo
< (/Q /f X /U X
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Alors fg(v* )Pt € LY(Q) avec 0 > 1.

Si p = N, alors par le lemme 2.3.3, v* € L>(f2). Dans la suite nous supposons p < N.
Choisissons ¢ suffisamment proche de ' :

1 p(N—p)
J— > - ,
o r N
nous obtenons ) L1 .
p
— =14+ —(=—==)> =—.
0 +p<0 7”) N

Par le lemme 2.3.3, puisque # < N/p, nous avons
v e L7(Q) avec 01 = NO/(N — p0).

Pour ¢ suffisamment proche de r’ :

o r! N 7
nous trouvons que oy > 0.
Définissons 6, par
1 1.1 1
(== D).
o TG T

Alors 0; > 0 et nous montrons que fg(v*)P~ € L% (), comme pour 6. Dans la suite nous
discutons la position de #; par rapport a N/p et nous pouruivons par un argument de
bootstrap.

Bootstrap 1. Nous distinguons les trois cas suivants :

Cas 1 : Si 0§, < N/p alors v*?~! € L72(Q) avec Uiz = % — &, d’apres le lemme (2.3.3).
Nous avons gy > o1 > o > r’. Définissons #; par % =1+ %(é — %) Alors 6y > 6, et

fg(v*)P~L € L%(Q), comme dans 'étape d’initiation.

Cas 2 : Si 6; = N/p alors v*P~* € L*(2) pour tout s > 1. Prenons k: 2 =p—1+ % + 1,
avec s assez grand ; par exemple + < & — W. Alors k > N/p et fg(v*)P~' € L*(Q) ,
comme dans 1'étape d’initiation. Alors v*P~1 € L>(0).

Cas 3 : Si 6y > N/p alors v*?~! € [>(Q).

Et ainsi de suite, nous pouvons définir deux suites strictement croissantes (o,) et (6,),
par

1 1 D 1,1 1 D

1_1 »_,.1 _Lyr 5.4.4

o, 0,1 N +p(<7u—1 7"/) N’ ( )
1 11 1 1.1 p 1

— el (=)=l (- — = — = ), (5.4.5)
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tant que 0,1 < N/p, telles que v*P~! € Lo (Q) et fg(v*)P~! € L% (). Ainsi nous obtenons
une suite (6,_1) strictement croissante majorée par N/p, alors (6,_1) converge vers une
limite lp < N/p. En passant a la limite dans la relation itérative (5.4.5) nous obtenons

=14 (= — £ _
PR Yl w2l
donc . . .
p
~ -1 _ 2
lg * (p—1)r N
Donc

1 1
—>p/N&e1+
lo p

D’ou on conclut
e Si N < Ny alors I'argument itératif s’arréte apres un nombre fini d’étapes v avec
0, > N/p. Alors v*P~1 € L>(Q).

e Si N > N, alors (6,) converge vers ly et (0,) converge vers une limite [, obtenue en
passant a la limite dans (5.4.4) :
1 1 p 1 p+y

—=——-=—=1
L L N O To-or N

Puisque v*?~! € L7%(Q) pour tout v alors v*?~! € LK(Q) pour tout k < &, ot & = I,.
Dans le cas N = Ny on a [, = 0o. Donc la preuve de (i7) est achevée.

. Np 1
Bootst 2.D 1 1 du bootst 1sif > —— al e WyP(Q);
ootstrap ans le cas 1 du bootstarp 1 si 1_Np—N+pa0rSU e Wy (Q);
. p -1
0 < ——— < N/p al bt le 1 2.3.3: P L™(Q
si 0y No N /p alors nous obtenons par le lemme (IVv*|"7) € L™ ()

avec 1/7 = 1/60; — 1/N, et ainsi de suite on peut définir une suite strictement croissante
(1,) par

1/7, =1/, —1/N, (5.4.6)
Np -1 .
tant que 0, < ————— , avec (|Vo*|? € L™ (). La suite (8,) converge vers une
q ]X?_Nﬂj (Vo ") (€2) (6,) g
.. p 1 1 !
hmltelgémetE:l‘i‘W—% Donc
1 _  Np—N-+p 1 1 1 1 1+yp
> - r _1_ 4 _&_ - 4> < N>N
lo ~ Np p N (p—l)Ter_ N =

D’ou on conclut

e Si N < N; alors I'argument itératif s’arréte apres un nombre fini d’étapes 7 avec

Np »
0,7 > m Alors v* € WOLP(Q)
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e Si N < N alors la suite (7,,) converge vers une limite [, obtenue en passant a la limite

dans (5.4.6) :

1 1 1 1 14y
14 . .
I, lp N (p—1r N
Alors (|[Vu*[P~!) € L7(Q) pour tout 7 < 7 = I, = (1 + (pfl)r — (pﬁl))_l. Pour N = N; on

a 7 = 00. Donc la preuve de (7i7) est achevée.

(1v) Si litminf h(t)/t > 0, alors /f(l + g(vn))? tv,dz est bornée dans L'(Q), en

utilisant (5.4.3). En multipliant (P, ,,) par v, nous obtenons

/ |V, |[" de = )\n/ F(1+g(v,))P todr < C,
Q Q

donc v* € W,P(Q). Cela est vrai en particulier quand litm inf j(t)/t > 0, d’apres (5.2.13)
du lemme 5.2.9. [

Remarque 5.4.12 Sip > 2, alors v* est semi-stable. En effet v, = v, satisfait (5.2.3)
pour tout ¢ € D(Q). Et (|Vu,|’") converge fortement dans L'() vers |Vo*[P", done
on peut passer a la limite en utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesque
et le lemme de Fatou.

Remarque 5.4.13 Sip = 2, Q strictement conveze, et f = 1, alors v* € Wy*(Q), pour
toute fonction g satisfaisant (5.1.1) et (5.1.2), d’aprés [19] . La preuve utilise le fait que
Iy (v*) <0 et Uidentité de Pohozaev; le point clé est que v* est réguliére au voisinage du
bord , d’apres les résultats de [20).

Dans le cas général p > 1 avec f = 1, si on peut montrer que v* est réquliere au voisinage
du bord, alors v* € Wol’p(Q). En effet, un résultat de [15] étend l'identité de Pohozaev
au p-Laplacien. Pour f quelconque on ne peut pas obtenir le résultat par cette méthode ,
méme pour p = 2.

Remarque 5.4.14 Dans le cas exponentiel 1 + g(v) = €*, avec f = 1, il a été montré
que v* € WyP(Q), et v* € L=(Q) quand N < Ny = 4p/(p— 1) + p, voir [11] et [12]. Dans
le cas de puissance, (14 g(v))P~' = (1+v)™ on a les méme conclusions, si N > Ny, et
m < me, ou

p-UN-2/p- DN -D+2-p
N-p—2-2/(N-Djp-1)
alors on a encore v* € L*®(Q), voir [10]. Les méme conclusions ont été montrées quand
la fonction g se comporte comme une exponentielle ou une puissance, voir [24], [7], [21],

et [9]. A notre connaissance, pour g général on ne sait pas si v* est bornée pour N entre
No = pp’ et Ny, a lexception du cas radial , voir [8].

Maintenant nous donnons deux cas pour lesquelles la solution extrémale est bornée
quand g a une croissance lente :
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Proposition 5.4.15 Supposons que g satisfait (5.1.1), (5.1.2 et (5.1.3) pour un certain
Qe (p—1,Q1), et g est convexe au voisinage de 0o, et f € L"(Q) avec Qr' < Q.

Alors v* € WyP(Q2) N L=(Q) et elle est une solution variationnelle (P, ).

Preuve. Comme dans la proposition 4.3.10, la conclusion résulte du théoreme 5.4.10
et (i) de la proposition 2.3.4. u

Comme conséquence de la proposition 5.3.1 nous obtenons que la solution extrémale
est bornée sous la condition (5.1.3) et f € L"(Q2) avec (Q + 1)r" < p*, ce qui acheve la
démonstration du théoreme 5.1.2 :

Proposition 5.4.16 Supposons (5.1.1), (5.1.2) et (5.1.3), g convezxe au voisinage de oo,
et f e L"(Q) avec (Q + 1)r' < p*. Alors la solution extrémale v* € Wy () N L®(Q) et
elle est une solution variationnelle (P, +).

Preuve. Considérons A, / A*, la suite de solutions minimales v, = v, satisfait
Iy, (vn) < 0 par la propositions 5.2.1. D’apres la proposition 5.3.1, (v,) est bornée dans
I/VO1 P(Q), et converge vers v* presque partout dans 2, donc v* € VVO1 P(Q) et elle est une
solution variationnelle de (P, y+). Alors v € L>(2) d’apres (iii) de la proposition 2.3.4 . m

Remarque 5.4.17 Dansle casp = N, les hypotheses de croissance ne sont pas nécessaires
dans les propositions 5.4.15 et 5.4.16 : pour tout g satisfaisant (5.1.1), conveze au voisi-
nage de oo, et f € L" () ,r > 1, nous avons v* € Wol’N(Q) N L>®(Q), par la proposition
5.4.11. Cependant, nous avons besoin de U’hypothése (5.1.3) pour un Q > N — 1 pour
obtenir le résultat de multiplicité du théoreme 5.1.1.
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous donnons des résultats d’existence et de non-existence de solu-
tions renormalisées pour le problémes (P, ) avec mesure pu € M, (Q), p #0 :

{_Aw:AﬂwaW*+u dans £, (6.1.1)

v=0>0 sur of)

En fait, le résultat d’existence du théoreme 2.11 est une conséquence du théoreme suivant
qui traite 'existence du probleme plus général :

{ ~AU =Mz, U)+p  dans € 612)

U=0 sur 011,

ou i € M,(Q2) est arbitraire, sans hypothese de signe ; et h une fonction de Carathéodory
de € x R a valeurs réels ayant une croissance lente polynomiale de la forme

Wz, U)] < fla)(K +|UI9), (6.1.3)
avec Q > 0et A\, K >0, et f € L"(Q) avec Qr' < @1, ou @1 est donné par (4.1.5).

Théoréme 6.1.1 Soit p € M,(Q), et h satisfaisant (6.1.3) avec avec @ > 0 et A, K > 0,
et f € L"(Q) avec Qr' < Qy. Alors il existe une solution renormalisée de (6.1.2) dans
l'un des cas suivants :

Q=p—1 et X< X(f); (6.1.4)
0<Q<p-—1; (6.1.5)

Q>p—1 et
{A 171l (VK [ Fll gy -+ ] (2)) @601 [o1i7=/@s < ¢ (6:16)

pour une certaine constante C' = C(N,p,Q) pour p < N, et C = C(N,Q, Kn()) pour
p= N.

Ce théoreme améliore un résultat annoncé dans [6, théoreme 1.1] pour @ > 1, avec une
preuve incomplete. Notre résultat traite le cas général () > 0, et donne les meilleurs
informations dans le cas Q = p — 1.

Par la proposition suivante nous obtenons des résultats de non-existence de solutions
renormalisées du probleme (6.1.1) :
Proposition 6.1.2 Soit u, € MF(Q) et f € L' () une fonction positive.
(i) Pour tout X > A\ (f), ou A = M\ (f) et f € LN?(Q),p < N, il n’y a pas de solution
positive v de

(6.1.7)

—Apu = Af(1+v)P~t + g dans (,
v=20 sur  OS.
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(i1) Soit g définie sur [0,00) et litm inf g(7)/7 > 0. Si A > A, il n’y a pas de solutions v
de

—Au=Af(1+g(v)P™ + pg dans €,
v=20 sur  OSL.

Dans la démonstration de la proposition précédente nous utilisons le résultat suivant de
Ponce [7], qui est une conséquence directe du principe de maximum quand p = 2, mais
n’est pas simple pour p # 2, puisqu’on ne connait pas un principe de comparaison pour
les mesures :

Lemme 6.1.3 Soit h une fonction Carathéodory de Q2 x [0,00) dans [0,00). Soit us €
MTE(Q) et u une solution renormalisée positive de

{ —AU = h(z,U) + ps dans  §Q, (6.1.8)

U=0 Sur 0f).

Supposons que sup h(x,t) = F(x) € L'(Q). Alors il existe une solution renormalisée
te[0,u(x)]
positive V' de

(6.1.9)

—A)V = h(z,V) dans €,
V=0 sur  OSQ.

6.2 Preuves

La démonstration du [6, théoreme 1.1] est incompléte : 'approximation de la mesure
n’est pas précisée. Ici nous donnons une preuve détaillée, valable pour tout p < N, ou
nous précisons ’approximation de la mesure.

Preuve du théoréme 6.1.1. La démonstration est partagée en plusieurs étapes :

Etape 1 : Construction d’une approximation convenable de . Nous suivons une
preuve de [3], voir encore [5] .Soit

=y — po s —
avec (1 = g, iz = g € Mg (Q) et pf, u; € M7 (Q), donc
1 () + p2(Q) + i () + 5 () < 2[u(Q)].
Par le résultat de [4], pour i = 1,2, u; se décompose de la fagon suivante
i = ©iYi, avec v; € M (Q) N W= (Q) et ¢; € LY, 7).
Soit (K,),>1 une suite croissante de compactes de €, telle que U/ K,, = Q et soit

vii = Ti(pixr )y et vni = Ta(wiXr,)Yi — Tno1(@iXK, . )i
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En utilisant une suite régularisante, il existe une fonction positive ¢, ; € D(Q2) telle que
||¢n7i - Vn,i”w—Lﬂ(Q) < 2_nﬂi(Q)7

pour tout n > 1, voir [3]. Alors h,; =Y | ¢xi € D(Q) et (hy;) converge fortement dans
L*(Q2) vers une fonction h;, et 1 ill 11 () < 1(€2). On définit la suite de fonctions

n

Goi =Y (ki — b)) € W (Q) N My(9).

1

Nous avons encore (G,,;) converge fortement dans W~ (Q) vers une certaine fonction
Gy, et pu; = h; + G, et HGH:Z‘HM;,(Q) < 2u;(9). Pour la partie singuliere, par régularisation,
il existe une suite de fonctions positives A} et A2 € D(2) convergeant respectivement vers
pis s py pour la topologie étroite, avec ||\l < wd (), M llig) < ps (). Alors la
suite d’approximations de p define par

Mn = hn,l - hn,2 + Gn,l - Gn,Q + )\%L - )‘EL

satisfait les conditions de stabilité du théoreme 2.2.12, et de plus elle est bornée
par rapport a |p| (€2) par une constante universelle :

l1n| (Q) < 4| ().

Etape 2 : Le probleme d’approximation. Pour tout n € N fixé, nous cherchons une
solution variationnelle de

—ApU, = X1, (h(x,Uy)) + pin, (6.2.1)

en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder . A chaque V' € Wi (£2) nous associons
la solution U = F,,(V)) € W, *(2) de

—AU = N1, (h(z, V) + fin,
ou T,, est la fonction de troncature. En considérant U comme fonction test nous touvons
IVUIZo0y < AUl pagy + lnll—10 @) 1U ooy -

donc HUHWOLP(Q) < (), indépendante de V.

Soit B, = B(0,C,) la boule de rayon C, de W,"(2). Alors F, est définie, continue et
compacte de B,, dans B,,, donc elle admet un point fixe U,,.

Etape 3 : Estimations :
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Par l'estimation (2.3.2) de la proposition 2.3.2, avec ¢ = Qr'/(p—1), et par 'hypothese
(6.1.3) nous avons

(/Q|UH|Q’"' dz)P=0/9" < ¢y 9 <)\/Q|Tn(h(x, Un))|dx+|un(§2)]>

<)ol (A 1l / U@ d2) " 4 AK [[f sy + 41 <Q>) |

oul = (p—1)/Qr'—(N—p)/N,et Cy = Co(N,p,Q,r) pourp < N,et Cy = Co(N,Q,r, Ky (2))

pour p = N.
Donc
(/ U,|9" da)~ D/ < a+b(/ U9 da)"/" (6.2.2)
Q Q
ou
a = ColO VK [fll sy + 411l (), b=Col A fllprey . (62:3)

De méme, nous avons l'estimation
( / U9 da)P=D/9" < g 4 b( / V|9 da) " (6.2.4)
Q Q

Etape 4 : Passage a la limite : Maintenant nous distingons les cas suivants :
Cas1:Q <p—1.Danscecasona (p—1)/Qr" > 1/r", donc I'estimation (6.2.2) implique

qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de n telle que [ (|U,|9" )dz < C, clest &
Q
dire

Ay = / U9 dx est bornée . (6.2.5)
0

Donc, par 'hypothese (6.1.3), la suite (h(x,U,)) est bornée dans L'(Q), donc (—A,U,)
est bornée dans L'(Q).

Alors, voir la remarque 2.2.13, (|U,|" ") est bornée dans L*(2) pour tout s € [1, N/(N — p))
(pour tout s > 1sip = N) et il existe une sous-suite, notée encore U, qui converge presque
partout dans 2 vers une certaine fonction mesurable U. Choisissons s > Qr’/(p — 1), et
soit ko définie par :

1 1 Q

ke r (p—1)s
Alors il est facile de vérifier que ky > 1 et (|h(z,U,)|) est bornée dans L*(2). Alors,
par la convergence presque partout, le lemme de Fatou et le théoreme de convergence de
Vitali il résulte que

h(z,U,) — h(x,U) fortement dans L*(Q),

pour tout k£ < ky. Par suite, en utilisant le théoreme 2.2.12, nous pouvons conclure que U
est une solution renormalisée du probleme (6.1.2).



Chapitre 6. Etude du probleme (P, ) avec données mesures quelconques 139

Cas 2 : Q = p — 1. Supposons que A < Ai(f). Dans ce cas nous montrons encore
(6.2.5), par contradiction. Supposons que (6.2.5) n’est pas vrai. Alors il existe une sous-

. . N . —1)7’
suite, qu’on continue a indicer par n, telle que a,, = / \Un|(p ™ dz tend vers oo. Posons

Q
wy = an ' PI"U,. Alors w, € Wy (), / wP V" dx = 1, et satisfait
Q
—ANyw, = a7V (=AU = 10 + o, (6.2.6)

oun, = agl/r,)\Tn(h(m, Un)) et o, = aﬁl/wun. Il est facile de voir que (¢,,) converge vers 0
fortement dans L'(Q), puisque u, () est bornée. Et (1,) est bornée dans L(£2), puisque
ferL(Q)et

‘7771’ < p = )‘f(Cagl/r + |wn’p—1)_
Alors, voir la remarque 2.2.13, (Jw,|"~") est bornée dans L*(Q) pour tout s € [1, N/(N — p))
et il existe une sous-suite, notée encore w,, qui converge presque partout dans {2 vers une
certaine fonction mesurable w.
Alors, par le lemme de Fatou et le théoreme de Vitali, (|wn|(p _1)5) converge fortement
LY (Q) vers |w|®™V* pour tout s € [1, N/(N —p)). En particulier pour s = 7/, car
r" < N/(N —p). Douw # 0.
Et (1) converge fortement dans L'(Q) vers Af |w["~", d’ott (1,) converge fortement dans
€ L' () vers une certaine fonction n € L' () avec || < Af(z) |w|[’~" presque partout
dans €2. Donc, par le théoreme 2.2.12, w est une solution renormalisée du probleme

{ —Apw =1, dans €, (62.7)

w =10 sur of).

Par (i) de la proposition 2.3.4, nous obtenons w € VVO1 P(Q), puisque r > N/p. Alors

Al(f)/\w\pdxg/\Vw|pdx§)\/f\w\pda;,
Q Q Q

donc A\ (f) < A, ce qui contredit I'hypothese. Alors nous pouvons conclure a 'existence
d’une solution renormalisée du probleme (6.1.2), comme dans le cas précédent.

Cas 3 : ) > p— 1. Dans ce cas, (6.2.5) n’est pas nécessairement vrai pour cette suite
U,, mais nous construisons une suite particuliere (U,,) satisfaisant (6.2.5) : pous tout
V e WyP(Q) et U = F,(V), nous avons l'estimation (6.2.4). Posons

o) = ([ V1% dnyr-rer,

nous obtenons z(U) < a + bz(V)¥/P=1, Puisque Q > p — 1, alors la fonction définie par

p(y) =a+ byQ/(pfl) —y
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admet un minimum au point gy = ((p — 1)/b6Q)®~V/(@=P+1) et par un calcul simple on
a P(yo) = a — c(p, Q)b1~P/(@=P+1) 'pour une certaine constante c(p, Q) > 0. Alors P(y)
admet au moins une racine si P(yy) < 0, ce qui est équivalent a ¢/@~P1)/=Dp < C(p, Q),
et un simple calcul conduit a la condition supposée dans (6.1.6). Soit y; = y(a, b, p, Q) la
plus petite racine de P(y). Si (V) <y alors z(U) < a + by?/(pfl) = 1;. L’ensemble

Ay = {V € W9, 2(V) < 1 et [Ullyaoey < o

est un sous-ensemble convexe et fermé de W, (). Alors utilisons le théoreme de Schau-
der dans I'ensemble A, ,, nous trouvons une solution U, € W, *(Q) de (6.2.1) telle que

/
/ |Un|QT dz est bornée. Et nous concluons comme dans les cas précédent. |
Q

Remarque 6.2.1 Dans le cas Q = p — 1, la condition (6.1.4) est optimale, d’apres le
théoréeme 3.1.3. La preuve donnée pour () > p — 1 est valable pour Q = p — 1, mais la
condition (6.1.6) obtenue dans ce cas n’est pas optimale.

Remarque 6.2.2 L’hypothése de croissance lente (6.1.3) est naturel pour obtenir un
résultat d’existence. Par exemple, soit p = 2 < N et g(v) = v? pour un Q > 0, et
soit i = 6, la mesure de Dirac en un point a € §2. Si v est une solution, alors v(z) >
Clz — a|*™ au voisinage de a; alors nous avons nécessairement |z — a|* % f € LY(Q);
alors @ < N/(N —2) si f = 1.

Plus généralement s’il existe une solution de (6.1.1), alors fG () € LY(Q), ot G (1) = u
est la solution de (2.2.2). Cette condition est toujours satisfaite si f € L"(2) pour un
certain r > N/2.

Preuve du lemme 6.1.3. Soit A(z, ) = h(x, max(0, min(¢, u(x))). Alors 0 < h(z,t) <
F(z) presque partout dans 2. Par le théoreme de Schauder, pour tout n € N il existe
V,, € WyP(Q) N L=(Q) positive telle que

A

—A\V, =T,(h(z, V) in Q.

Par la remarque 2.2.19, il existe une sous-suite notée V,, qui converge presque partout vers
une solution renormalisée positive V' de 1’équation

—AV = h(z,V) dans €,
V=0 sur 09,

Il reste a montrer que V < w. Pour m > 0 fixé, et n € N on considere la fonction
w =T (Vi —u) ). Soit ¢, = [|[Va| oo () nOUS avons

Vo—u>0 sur {u<V,},
Vi—Te,(u) =< V,—u<0 sur {V,<u<e,},
Vo=, <0 sur {u>e,},
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Par suite

V-1, <u>>+:{ o

0 siou>V,,

qui égale & (V,, —u)*. Donc w = T, ((V,, — T, (u))") € WyP(Q) N L=(Q). En remarquant
que wt® =0 sur {u > ¢,} et pu; =0, donc par la définition 2.2.4

/|Vu|p_2Vu.dex:/wh(m,u)dm—i—/uﬁduj:/wh(x,u)d:v
Q Q Q Q

D’aute part, w est encore admissible dans ’équation satisfaite par V,,; donc
/ IVV, P2 VV,.Vwds = / T (h(z, V) )wda;
Q Q

alors

/Q (IVVL P2 VY, — [VulP 2 V) V(T (Vi — w) 7)) da

e Sur {u < V,} on a h(x,V,) = h(z, u).
e Sur {u>V,}onaT,(V,—u)")=0.

Par le lemme de Fatou et le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, faisons
P 1
tendre n vers oo pour m fixé, puisque les troncatures convergent fortement dans W, ” (),
nous obtenons

[ (9ve9v - [vop2ve) ¥ (5. - 0)) e <o

Alors T,,,((V = U)*) = 0 pour tout m > 0, donc V' < U presque partout dans €. [ |

Preuve de la proposition 6.1.2. Le lemme 6.1.3 dit que s’il existe une solution
du probleme avec mesure alors il existe une solution du probleme sans mesure. D’ou nous
obtenons (i) d’apres le théoreme 3.4.1 et (iz) par le fait A, < oo, d’apres la remarque
5.4.2.
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Remarque 6.2.3 Une application de changement de variable de type Cole-Hopf pour un
résultat de non-ezistence (dans un cadre parabolique, la singularité porte sur les données
initiales) peut étre trouvée dans la proposition 3.1 de [1], voir aussi [2].
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Dans ce chapitre nous déduisons des résultats d’existence ou de non-existence, de
régularité et de multiplicité pour le probleme (P, ) a partir des résultats que nous avons
obtenus sur le probleme (P, ) en utilisant le théoreme 2.1.

7.1 Applications et résultats

Le cas f = p—1et g(v) = v a été étudié dans la section 3.4 du chapitre 3 par
le théoreme 3.1.3. Pour une fonction quelconque (3 satisfaisant (3.1.1), nous associons
la fonction ¢ = T(3) définie par (3.2.1). Nous avons établi quelques résultats pour le
probleme (P, ») en supposant que g est définie sur [0, 00) et satisfait (4.1.4) :

g(r)P~!
-Q

Mg = limsup

T—>00

< o0 (7.1.1)

pour un certain ) > 0.

Rappelons que si 3 est définie sur [0, 00) alors g est encore définie sur [0, 00), d’apres
(3.2.4). Réciproquement, si g est définie sur [0, 00) alors L < oo si et seulement si 1/(1 +
g(v)) € L' ((0,00)). La condition (7.1.1) est équivalente a

li ") 71.2
msup ———— < Q. 1.

7.1.1 Probleme (P, )) sans donnée mesure

Nous commencons par la présentation de nos résultats d’existence, de régularité et de
multiplicité :

Dans le cas ou g est linéaire, nous obtenons le résultat suivant

Corollaire 7.1.1 Supposons que 3 satisfait (3.1.1) avec L = oo et que g satisfait (7.1.1)
avec Q =p—1 et f £0.

Si M,_1 A < M(f), alors il existe au moins une solution u € Wol’p(Q) du probleme

(Py))-
Si de plus f € LNP(Q),p < N, alors u € L*(Q) pour tout k > 1.

Si feL"(Q),r> N/p, alors u € L>(Q); et si de plus 3 ¢ L'((0,00)) alors il existe une
infinité de solutions us de (P, ) moins réguliéres que u.

Si (14 g(v))/v est strictement décroissante, alors u est l'unique solution de (P,\) qui
satisfait U(u) € W, ().

Preuve. Nous obtenons d'une solution u« € W, (Q) en appliquant le théoréme 3.1.2 au
résultat du théoreme 4.3.6. La régularité résulte de la remarque 3.3.1 et du fait que u < v.
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L’unicité s’obtient comme dans la preuve du corollaire 3.4.2 dans le cas § = p—1. La forte
multiplicité est obtenue par (i) du théoreme 2.11 et le théoréme 3.1.2. En effet pour chaque
mesure s € M7 () il existe une solution renormalisée du probleme (3.1.11) d’apres (i)
du théoreme 2.11. La fonction us = ¥(v;) est une solution renormalisée de (P, ) d’apres
le théoreme 3.1.2.

[ ]

Remarque 7.1.2 Si M, 1 =0 et \;(f) > 0 alors nous avons (i) pour tout tout A > 0.
En particulier si g satisfait (7.1.1) avec Q@ < p — 1 alors M,_y = 0. Dans le corollaire
sutvant nous déduisons de la proposition 4.3.8 des résultats d’existence et de multiplicité
de solution renormalisée pour tout A\ > 0 lorsque g satisfait (7.1.1) sans supposer que

Dans le cas ou g est sous-linéaire, nous obtenons le corollaire suivant

Corollaire 7.1.3 Supposons que (3 satisfait (3.1.1) avec L = oo et g satisfait (7.1.1) avec
Q<p-—1,et feL(Q) avecr € (1,N/p) telle que Qr' < Q.

Alors :

(i) Pour tout A\ > 0, il existe une solution renormalisée u de (P, ) telle que v = ¥ (u)
satisfait

vt e LYQ)  pour d=Nr(p—1-Q)/(N —pr),
et alors u® € L*(Q). Si (Q + 1) < p*, alors u € W, P(Q).
Si (@Q + 1)r' > p*, alors

Vul® € L'(Q)  pour 0 =Nr(p—1—Q)/(N —(Q+1)r).

(ii) Si 3 ¢ L'((0,00))) alors pour tout A > 0, il existe une infinité de solutions u, de
(Py.x) moins réguliéres que u.

Preuve. (i) résulte par la proposition 4.3.8 | le théoreme 3.1.2 et le fait que u < v et
Vu = Vuv/(1+ g(v)). La multiplicité est obtenue par (i) du théoreme 2.11 et le théoreme
3.1.2. [

Dans le cas ou g sur-linéaire et sous-critique, nous obtenons le résultat suivant

Corollaire 7.1.4 Supposons que 3 satisfait (3.1.1) avec L = oo et que (7.1.1) avec p—1 <

Q< Qy, et fel"(Q) avec Qr' < Q.
Alors pour tout X € (0, \,), il existe une solution u € Wy P(Q) N L¥(Q) de (Py.»).

Si de plus 8 ¢ L'((0,00))) alors pour \ assez petit (P,.) admet une infinité de solution
moins réqulieres que .

Preuve. Ce corollaire résulte de la proposition 4.3.10, (i7) du théoreme 2.11 et le théoréeme
3.1.2. [
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L’exemple explicite de multiplicité de [7] a été la motivation essentielle pour notre
étude de la connexion entre (P, ) et (P, ). En fait, dans le cas A\f = 0, le phénomene de
multiplicité est plus général grace a notre résultat. Comme simple application du théoreme
3.1.2, mentionnons le résultat de multiplicité suivant :

Corollaire 7.1.5 Pour tout 3 ¢ L'(0,00), 3 # 0 le probléme
—Ayu = B(u) |Vul’ dans  §,
u=20 sur 09,
admet une infinité de solutions renormalisées.

Maintenant, nous traitons l'existence d’une solution minimale, la fonction extrémale
et 'existence d'une deuxieme solution bornée pour A petit :

Corollaire 7.1.6 (i) Supposons (3.1.1), et f € L"(Q),r > N/p. Alors pour A > 0
assez petite, il existe une solution minimale uy, € Wy*(Q) N L™ (Q) de (P,) , avec
[urll ooy < L-
(11) Supposons de plus que t3(t) est croissante, et f Z 0. Alors il existe \* > 0 telle que
pour tout X € (0, \*) il existe une solution minimale u, € WyP(Q)NL> (Q) de (P,.) avec
[uxll ooy < L-

Si de plus ligriiLnfﬁ(t) > 0 alors pour tout X > \* le probléme (P, ) n’a pas de solution
renormalisée bornée.

Preuve. (i) résulte de la proposition 4.2.1 et (i) résulte du théoreme 4.3.3, puisque la
preuve est faite sous la condition ¢/3(t) est croissante. La non-existence résulte de (ii) de
la proposition 6.1.2. [

Remarque 7.1.7 Par [3, remarque 2.5], le probléme (P, ) n'a pas de solution renorma-
lisée pour X\ assez grand si li%n inf 3(t) > 0, puisque dans ce cas une solution renormalisée

appartient a Wol’p(Q), d’apres la remarque 3.3.1.
Par les théoremes 5.1.2, et 5.1.1 et la remarque 3.3.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 7.1.8 Supposons que ( satisfait (3.1.1) et f € L"(Q2),r > N/p, f # 0.
Supposons que 3 est croissante au voisinage de L et

limLﬁ(t) =00, et WD ZL(Q).
t—s

(i) Alors u* = sup w, est une solution de (P, ), etu* € Wy (). Si une des conditions
AN

(1), (ii) du théoréme 5.1.2 est satisfaite, alors
|| poe oy < L.

(ii) Supposons de plus que (7.1.1) est satisfaite avec Q < Q*, et f € L"(2) avec
(Q + 1)r" < p*. Alors il existe A\g > 0 telle que pour tout A € (0, \g) il eziste au moins
deuz solutions de (P, ) telles que |[ul| joo (o) < L.

Quand p = 2 et B est croissante nous avons \g = \*.
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7.1.2 Probleme (P, ) avec mesure

Ici nous présentons les résultats que nous avons obtenus sur le probleme (P, ) avec
mesure singuliére positive a; € M (Q) :

{ ~Apu =) [Vul’ + Af(x) + ;. dans Q, (7.1.3)

u=">0 sur 011,

Nous avons le résultat de non-existence suivant

Corollaire 7.1.9 Supposons que (3 satisfait (3.1.1) avec L = oo, f satisfaisant 1.5, f #
0. Alors

(i) Si 3 ¢ L'((0,00)) et ag # 0 alors le probléme (7.1.3) n'a pas de solution renorma-
lisée.

(1) Sip =2 oup = N et liminf g(s)/s > 0 alors il existe A, telle que le probléme

(7.1.3) n’a pas de solution renormalisée pour tout A\ > \,.

Preuve. (i) Si 8 ¢ L'((0,00)), alors par le théoreme 3.1.1, ay = 0 si (7.1.3) admet une
solution renormalisée.

(77) Dans le cas p = 2 ou p = N il y a une équivalence entre les deux problemes
(7.1.3) et (3.1.11) au sens renormalisé, d’apres le théoreme 2.1. Et on conclut par (i7) de
la proposition 6.1.2. m

Remarque 7.1.10 (i) En particulier dans le cas M\ (f) =0, sip =2 oup = N alors il
n’existe pas de solution renormalisée pour tout A > 0. Dans le cas B constant le résultat
est vrai pour p quelconque.

(ii) L’hypothése liminf g(s)/s > 0 est satisfaite si litm inf B(t) > 0, d’apres (i) de la
proposition 3.2.6.

(111) Il est difficile de déduire la non-ezistence pour probléme (P, ) en utilisant les résultats
de non-existence de solutions renormalisées sur le probléme (P, ) dans le cas 3 ¢ L'((0,0)).

En fait, dans ce cas, si il existe une solution renormalisée de (P, ) alors v = U (u) n'est

pas nécessairement une solution renormalisée de (P,)), a lexeption du cas p = 2 ou
p=N.

Remarque 7.1.11 Dans [8], lauteur montre un résultat d’existence pour le probléme
avec donnée mesure quelconque p € My(QQ) suivant :

AU =pB(U)|VUP + p dans  §,
U=0 sur 09,

sous le seule hypothése 3 € L*(R). Il donne un contre-exzemple ou 3 ¢ L*(R) et p est
une masse de Dirac montrant que son résultat d’existence est optimal, voir [’ezemple 2.5.
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Dans (i) du corollaire précédent nous améliorons et nous étendons la non-existence pour
tout 8 ¢ L'((0,00)) et o # 0.

En appliquant son résultat d’existence, en prolongeant (3 par 0, on obtient [’existence pour
le probléeme (7.1.3) quand 3 € L'((0,00)) . Par le corollaire suivant nous retrouvons cette
existence en appliquant nos résultats. Nous obtenons de plus un résultat d’unicité.

Corollaire 7.1.12 Supposons que [3 satisfait (3.1.1) avec L = oo et 8 € L*((0,00)). Soit
as € MI(Q).
Alors le probleme (7.1.3) admet une solution renormalisée us pour tout A > 0.
De plus, si A\f =0 alors :
(i) Sip=2 oup= N alors us est unique.

(ii) Si as = 0 alors la solution triviale est 'unique solution .

7.2 Signification de (7.1.1) en terme de ( et remarques

Il n’est pas facile de vérifier la condition (7.1.2), équivalente a (7.1.1). La condition

. B(t)
est suffisante pour que (7.1.2) soit satisfaite et si de plus 3 est croissante les deux conditions
sont équivalentes, en utilisant la regle de I’Hopital. En effet

(eX®/@-D)y + (£)e /@) B(#)

(WR/e-D(3)y — QU D-L()W'(t) QU-D-1()

Remarque 7.2.1 Si 3 = 31 + B, ot 31 € L' ((0,L)) et Ay = oo et (3 satisfait (7.1.2),
alors [ satisfait (7.1.2).

En effet, posons v =¥ (u), v; = Vi(u) et ve = Vy(u), nous avons vy < v et
1490  swre-nlt o) o wye-nlt ()
vl T v - vy

En particulier (7.1.2) est satisfaite avec QQ = p — 1 pour toute fonction 3 de cette forme ,
telle que (5 est bornée.

Par le lemme suivant nous donnons une condition simple sur  qui assure (7.1.2) :

Lemme 7.2.2 Supposons que 3 € CY[0,L)), et L = o0 ou L < oo et e¥O/P=1) &
L' ((0,L)). Supposons qu’il existe un Q > 0 tel que

, —1)p( 1
hin—S»lLlp % <1- % (7.2.2)

Alors (7.1.2) est satisfaite.
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Preuve. Rappelons que G(t) = (p — 1)g'(¥(¢)). Alors pour tout ¢t € (0, L) :

(p— DA _ g"(WE)W'(t) _ g"(T(0)e "D " (U (1)g(¥ (1)

2t (g(T() (g(r®)?  (g(E()?
Les hypotheses sur § impliquent A = oo et
: (p—1BE) _ . 99" . 99" Q
limsup ———+——= = limsu P(t)) = limsu T)<1———;
msup = m stip g,g( ()) = Tim sup g'Q( ) < P
par (7.2.2). Donc pour = (p — 1)/Q > 0 et T assez grand
99"
9/2 ( ) S 1 - 97
d’ou
(9")" = 09"2(0 = 1)g” + 99" <0,
c’est a dire gP~1/@Q est concave au voisinage oo, donc elle est au plus linéaire. ]

Remarque 7.2.3 D’apres [1], il y a beaucoup de fonctions "élémentaires” croissantes [3
définies sur [0,00) qui satisfaisent la condition (7.1.2) pour tout Q) > p — 1.

Dans les exemples de la section 3.2.2, nous avons vu que pour ((u) = u™, m > 0,
g(v) =0(v (ln v)m/(m“)) au voisinage de 00.

Pour B(u) = €", g(v) = O(vInv) au voisinage de co.

Pour f(u) = ee +“—|—e +1, g(v) = O(vInvin(Inv)).

Dans tout ces cas, lim sup(ﬁ /B%)(t) = 0.

t—o00

Dans [1] et [6], la question suivante reste ouverte : est-ce-que toute fonction croissante
B definie sur [0,00) satisfait (7.1.2) pour un certain ) > p — 1. Dans le lemme suivant
nous montrons que la condition (7.1.2) n’est pas toujours satisfaite, méme avec @)
large, méme quand 79 est remplacée par une exponentielle :

Lemme 7.2.4 Considérons une fonction F' € C°([0,00)) strictement conveze, avec

lim F(s) = oo.

§—00

Alors il existe une fonction 3 € C°([0,00)), croissante avec 3(0) > 0, tlim B(t) = oo telle

que la fonction correspondante g donnée par (3.1.4) satisfait

lim sup 9(r) _ (7.2.3)

oo F(T)
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Preuve. Il suffit de montrer 1'existence d’une fonction g qui satisfait (7.2.3) telle que
g € C'([0,00)), convexe, avec lim g(s)/s = oo, et

1/(1+g(s)) & L' ((0,00)) .

En effet si on construit une telle fonction g alors sa fonction correspondante 8 = T71(g)
est définie sur [0, 00) , d’apres (3.2.5) de la proposition 3.2.4; elle est croissante car g est
convexe, voir la remarque 3.2.3 et elle tend vers oo si t — oo, d’apres (i7) de la proposition
3.2.6.

Tout d’abord, nous construisons une fonction g qui est seulement continue. Soit F
la courbe représentative de F. Posons g(s) = 0 pour s € [0,1]. Il existe m; > 1 tel
que la ligne droite de pente m; passant par (1,0) coupe F en deux points s; < s/. On
choisit s; > s tel que s —1 > (14 g(1))e™, c’est a dire s; > 1+ ™. Nous définissons
g(s) = mq(s — 1) pour tout s € [1, s1]. Alors

81
/ ds/(1+g(s) =mi In(1 +my(s; — 1) > my In(1 +me™) > 1,
1

et le point (s1, g(s1)) est en dessous de F. Par induction pour tout n > 1, nous considérons
my, > 2m,_1 tel que la ligne droite de pente m,, passant par (s,_1, g(s,—1)) coupe la courbe
F,, definie par nF' en deux points s/, < s/. Nous définissons ¢(s) = g(Sn—1) +mn(s— Sp—1)
pour tout s € [s,_1,Ss], ol s, > s/ est choisi de sorte que s, — -1 > (1 + g(s,-1))e™"
et s, > 2s,_1. Alors

/Sn ds/(1+g(s) > 1.

Sn—1

La fonction g satisfait 1/(1 + g(s)) € L' ((0,00)), et g > nF sur [s/,s"], et s/, > s, > 1,

n» T n

donc elle satisfait (7.2.3); et g(sn) > mn(Sn — Sp—1) > My, /2, alors lim g(s)/s = oo.

Finalement nous régularisons ¢ aux voisinages des points s,, et nous obtenons une fonction
de classe C! et convexe. n

7.3 Extensions et applications

1) Dans le théoreme de connexion 2.1, nous pouvons supposer que f dépend aussi de
u ou v. Si u est une solution du probleme de la forme

—Apu = Bu) [Vul” + A f(z, u),
ot f(x,u) € L*(Q), f(x,u) > 0, alors v est formellement une solution de
—Apv = Af(w, H)(1+ g(o)).
Inversement, si v est une solution du probléeme de la forme

—Apv = Af(z,v)(1+g(v))",
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alors formellement u est une solution de
Ay = B(u) [Vul? + Af (2, W(w)).

Ce qui étend fortement le domaine des applications de notre résultat.

Remarque 7.3.1 Cet argument a été un point essentiel dans la preuve du théoréeme 4.3.1
(ce théoréme a été le point clé pour établir le théoréme 4.3.3 qui couvre en particulier le
théoréme 2.8) : nous utilisons le fait que , pour tout g satisfaisant (4.1.2) avec A = oo,
et tout v € W(Q), telle que —Apv = F > 0, alors u= H(v) € W et elle est une solution
de ’équation

—Apu = B(u) [Vul’ + Fe 7™,

Maintenant, nous donnons un exemple simple d’application :

Corollaire 7.3.2 Soit w € C'([0,00)) une fonction positive et croissante , et f €
L™ (2),r > N/p. Considérons le probléeme

—Apu=(p—1)|Vul]’ + A\f(z)(1 + w(u))P~? dans €,
u=20 sur 0.

(i) Alors pour \ > 0 petit, il existe une solution dans W, (Q) N L>® (Q).

(i1) Supposons que limsup w(t)P~ /e < oo pour un certain k > 0.
t—00

Sir'(k+1) < N/(N —p) alors pour X\ > 0 petit, il existe une infinité de solutions dans
]-7
W (€2).
Sir'(k/p+1) < N/(N — p) et w est convexe, il existe au moins deuz solutions dans
WyP(Q) N L™ (Q).

Preuve. Posons v = e¢* — 1, alors v satisfait 1’équation —A,v = A\f(z)(1 + g(v))P~!
dans Q, ot 14+g(v) = (1+v)(1+w(In(1+4v))). Et g satisfait (7.1.1) avec Q@ = (p—1)(k+1),
et elle est convexe quand w est convexe. Nous déduisons les résultats par la proposition
4.2.1, et les théoremes 2.1, 2.11 et 5.1.1. ]

Remarque 7.3.3 En particulier pour tout b > 0, pour tout f € L"(2),r > N/p, et
A > 0 petit, le probleme

—Apu = |Vulf + Af(z)(1 4+ u)® dans  ,
u=20 sur 082,

. L . 1 . . ,
admet une infinité de solutions dans Wy (Q), dont une solution au moins est bornée et
deux solutions au moins sont bornées st b > p — 1.
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2) Aussi, le théoreme 2.1 recouvre et précise le résultat récent de multiplicité de [2,
théoreme 3.1|, relatif aux solutions radiales du probleme avec une autre puissance de
gradient :

Corollaire 7.3.4 Soit Q = B(0,1). Considérons le probleme

{ —Ajw=c|Vw|?+ \f dans €, (73.1)

w =20 sur OS2,
avecm>1,¢>0etq>(m—1)N/(N—1), ou f est radiale et
ferl*Q), k>N(@-m+1)/q

Alors il existe \ > 0 tel que pour tout A\ < X, le probléme (7.3.1) dans D'(2) admet une
infinité de solutions radiales, dont une solution est dans C! (Q)

Preuve. Dans le cas radial, le probleme (7.3.1) fait intervenir la dérivée w’ :
—r NN ) TP ) = e |+ A (7.3.2)

/|p/qfl

Considérons le changement de fonctions w' = A |u u avec p = q/(g —m+1) et

A= (c/(p—1)7P/9. Nous avons

-1 2(m—1) —
E(m—l)—lzm—_l_ (m—1)—q _ q
q g—m+1 g—m+1 g—m+1

—2=p—-2,
donc
|w/|m*2 w = Am—l |ul|P(m*2)/‘1 |u/|p/tI*1 u = Am—l |ul|p(m*1)/(1*1 u = Am—l |u/|p*2 u'

et A1 = (c/(p—1) PV = (¢/(p—1) P et c || = A W[ = ec/(p—1) 7" [u']" =
(p—1)(c/(p—1) PP = (p—1)A™ ! |o/[’. Donc en substituant dans (7.3.2) et en
divisant par A™~1, I'équation se réduit formellement &

= NN Y = (0= D+ pf, (7:3.3)
ot p= A"\ = (¢/(p—1))P~ 1\
Puisquem >1onal<gq/(g—m+1) et

q>(m—1)N/(N—1)&q/(g—m+1) <N,

donc 1 < p < N,. Par hypothese, on a f € L*(Q2),s > N/p. Par le théoreme 3.1.3, pour
tout p < A1(f) ou Ay(f) est définie par (3.1.14), et pour toute mesure s € M (B(0,1))
il existe une solution renormalisée positive vy du probleme

{ Aoy = pf(L+v )P + g dans Q, (7.3.4)

v, =0 sur o0<;
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donc il existe une infinité de solutions positives u, = In(1 + v,) € Wy (Q) de
—Apus = (p—1) |Vus’ + pf  dans Q.

Prenons 5, = ady, avec a > 0. Alors (7.3.4) admet au moins une solution radiale v, ,,
obtenue comme dans le théoreme 6.1.1 par le théoreme de Schauder pour les fonctions
radiales. Alors u = ug, est radiale, et r +— u(r) satisfait (7.3.3) dans D'((0,1)), d’ou
ue CH((0,1]) et u/(r) < 0. Alors

1
w(r) = —4 [ P s € ¢ (0.1,

w(r) > 0 et w satisfait (7.3.4) in D'((0,1)) avec A = ((p — 1)/c)P "1 p.

De plus z — w'(|z|) € L1(Q\{0}), et {0} a une p-capacité 0 puisque p < N, donc
w e W (Q), dou |[Vu|™ " e LV (Q). Soit ¢ € D(Q) et p, € D((Q\ {0}) convergeant
vers ¢ dans W, (). Alors

/ \Vw|™* Vw.Vp,dz = A™ / \Vul""? Vu.V,ds
Q Q

:Am_l/((p— D [Vul” + pf )pnda = /(CIVw|q+pf)<Pndx;
Q Q

et en passant a la limite, nous trouvons que w est une solution de (7.3.1) dans D'(2).
Alors il existe une infinité de solutions radiales de (7.3.1) pour tout A < A = ((p —
1)/c)P'A1(f). En considérant ps, = 0, le probléeme en u admet une solution radiale
bornée ug € C* ([0, 1]), donc (7.3.1) admet une solution radiale wy € C* (2) . ]

Remarque 7.3.5 De plus, puisque v = v, est radiale, par les hypothéses sur f, nous
pouvons savoir le comportement des solutions singulieres au voisinage de 0. Nous distin-
guons deux cas :

(i) Cas 1. Siq> (m—1)N/(N —1), c’est a dire p < N, alors il existe l > 0 telle que

lim NP/ y(r)y =1 et limr™ Y () = 1(p— N) /(p - 1).

r—0 r—0
ot v(r) =v(|z]) = v(x). En effet v e CY(B(0,1)\ {0}) est solution de
—Apv = pf(l+0v)P ! dans D'(B(0,1)\ {0}). (7.3.5)
En d’autres termes
—(r o PP, = N pf (L 0Pt dans D'((0,1))
Considérons le changement de variable

W)=V S =FH. =,
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Alors V € CY([1,00)) et satisfait
—(ViP2 Vi), = pF()(1 + V)P" dans D'((1,00)),

D’ou V' est concave.
Puisque f € L*(B(0,1)) avec k > N/p et v est solution de (7.3.5), singuliére en 0 alors
nous déduisons d’apres [10] qu’il existe Cy,Cqy > 0 telles que

pour tout x € B(0,¢€)\ {0} avec € assez petit. Dot
Cy <V(t)/t < Oy, pour t suffisamment grande.

Maintenent, par la concavité de V il est facile de voir que la fonction

Vi) -v(@® _V@E)

t— h(t) = =
— hi®) i1 P—1
est décroissante. En écrivant h(t) = @(klm) on peut déduire que h(t) est minorée par

C1/2 pourt assez grand. Alors il existe | > 0 telle que tlim h(t) =1. D’ou tlim Vi(t)/t=1.

Donc
lim V=P =Dy () = 1.

r—0
Puisque v est concave et tlim V(t)/t =1> 0 nous obtenons tlim Vi(t) =1, qui implique
lin D0 () = I(p — N)/(p 1)

De plus
L= (p—1)(N —p) " Sy | VP al/D),

En effet, pour € assez petit et ¢ € D(B(0,1)) on a

f(1 +U)p_1<,0das+/ Vol Vv.é—’gpdSe (7.3.6)
{lz|=e}

/ Vo2 Vo.Vedr = p

Qe
Or v est radiale, donc
\V/ P—2V oz dr — / p—=2 ds
V| V. d [v'(€)|" " v'(€)p(e€) dSe
{lel=c) || {lel=)
_ / N1 ()2 (€)ple) Sy
{lal=1}

(N —p)l\"
-1
faisant tendre € vers 0 dans (7.5.6) nous obtenons

—Apv = pf(1+v)"" + Ld dans D'(B(0,1)).

qui tend vers Ly(0) avec L = |Sn—1| ot |Sn-1] = f{|z|=1} dS;. Donc,
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Donc L = a. D’ou nous trouvons la valeur de .

Etu' = /(1+v), donc ||/ "/ = —(N —p)/(p — 1)r) P91 + o(1)). Siq > m,
c’est a dire si ¢ > p, alors w est bornée, la singularité apparait au niveau du gradient . Si
q < m, alors w(r) = Cr~(m=a/la= erl)(1 +0(1)), avec C = C(N,m,q,c). Siq=m — 1,
alors w(r) = C(—Inr)~*(1 4 o(1)).

(ii) Cas 2. Si g = (m —1)N/(N — 1), alors p = N. Dans ce cas nous utilisons le
changement de variable

v(r) =V (t), t=—Inr,

et nous trouvons

lim(—Inr)"to(r) = eya/® Y et lim 7' (r) = —ena/M =Y,

r—0 r—0

avec cy = |SN,1]_1/(N_1) )

Et WP = —(r(=1nr))"N-D/m=1(1 4+ o(1)). Si N < m, alors w est bornée ; si
N >m, alors w = C(—Iny)~W=D/n=1)p=(N=m)/(m=1)(1 4 (1)), avec C = C(N,m,c). Si
N =m, alors w = C(In(—1Inr)(1 + o(1)).

7.4 Un résultat d’existence pour des opérateurs plus
généraux

On considere le probleme non linéaire suivant

{ —div(A(z,u, Vu)) = B(z,u, Vu) + A f dans (7.4.1)

u=20 sur 011,

ol © est un ouvert borné dans RY, avec N > 1, p est un réel tel que 1 < p < N et
A:QxRxRY RN et B: QxR xRY — xR sont deux fonctions de Carathéodory
vérifiant les hypotheses suivantes :

(HA) IlIs existent deux constantes « > 0, 3y > 0, et une fonction positive by € LT
telles que

(A(z,s,8) — Az, 5,m))(§ —n) >0, (7.4.2)
Az, 5,€).£ > alE]”, (7.4.3)
Az, 5,)| < Bolbo() + [s]”~" +[¢[) (7.4.4)

pour presque tout z € €, pour tout s € R et tout &, n € RV, avec £ # 1.

(HB) Ils existent deux constantes v > 0 et 5 > 0 telles que

—vA(z,5,£).£ < B(x,s,&)sign(s) < v A(z,s,£).£ (7.4.5)
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pour presque tout z € €, pour tout s € R et tout £ € RV,
Finalement, on suppose que f vérifie

fe L), f#0 (7.4.6)
On note f Yl d
w xXr

A = inf 22— 74.7

D7 et T TP e

On va montrer le résultat suivant qui étend le corollaire 7.1.1 a des opérateurs plus
généraux, et améliore un résultat de [16] onl f est supposée dans LY/P(Q).

Théoréme 7.4.1 Supposons que les hypothéses (HA), (HB) et (7.4.6) soient vérifiées.
Si A (f) > 0, alors pour tout A > 0 telle que

APTIN < (p— 1P ra(f) (7.4.8)

il existe au moins une solution u € Wy (Q) du probléme (7.4.1), qui vérifie la régularité
exponentielle suivante
(Pl =D _ {)sign(u) € W, () (7.4.9)

pour tout 8 > 0 tel que
PN < (p— 1P ra)(f) (7.4.10)

Preuve. On va suivre trés fidelement les étapes de la démonstration du [7, théoreme
2.1] avec les différences suivantes :

1) Dans leur démonstration, les auteurs considerent une suite d’approximation quelconque
de f qui converge fortement L/?(Q). Ici, nous considérons une approximation particuliere
de f:

fn = max(—n, min(f,n)).

Dans de I'étape 2 de leur démonstration, les auteurs utilisent 1'inégalité de Holder, I'inégalité
de Sobolev et la convergence forte dans L/?(Q) de la suite d’approximation de f pour
établir 'estimation a priori. Ils ont aussi utilisé I'inégalité de Holder et la convergence
forte dans LY/?(Q) de la suite d’approximation de f pour montrer 1’équi-integrabilité
dans l'étape 5. Ici, dans I étape 2 et la preuve de la convergence (7.4.27) de 1'étape 5,
nous utilisons le fait |f,| < f et que 'hypothese A (f) > 0 implique

[t ar <nn [ 9o as (7.411)
Q Q

pour tout v € Wy ().

2) Dans 'étape 4 nous donnons une démonstration plus simple en utilisant une estimation
a priori de I'étape 2. On peut aussi adapter leur démonstration en utilisant le fait que
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|1 (C + [o])P~' € LY(Q) pour tout C' > 0 et v € Wy P(Q) si A (f) > 0 (voir la section
3.4.1).

Etape 1 : Approximation. Pour tout n € N*, on définie

B
fo = max(—n,min(f,n) = To(f).  Bulw.s.6) = 1 <B(§’ 5 (7.4.12)
et considerons le probleme d’approximation
—div(A(z, up, Vuy,)) = Bu(x, un, Vuy,) + Afy dans (7.4.13)
U, =0 sur of. o

Puisque | B, (z,s,&)| < n et A vérifie 'hypothese (HA), alors d’apres le résultat classique
de Leray et Lions (voir [9] ) il existe au moins une solution u, € W;?(Q). Puisque le
second membre de I’équation est borné, alors la solution w,, est bornée.

Etape 2 : Estimation a priori. Fixons un 6 > v qui vérifie (7.4.10) et on définit la
fonction

v, = ((e’l — Dsign(uy,)) /v, onv=280/(p—1) (7.4.14)

Il est facile de remarquer les égalités suivantes
v4+0=pv, Vu,=el"IVu, =14 v|v,|)P ! (7.4.15)
La fonction définie par ¢, = e?l“nly, appartient a Wy (Q) N L>(Q) avec
Vo, = "I v, + 6 U, | vl oy,
d’ou, en considérant ¢, comme fonction test dans (7.4.13), on obtient
/(69|“"A(x, Up, Vun ).V vy + 0 [0n| 2 A2, 1, Viu,).V uy,) da
0
= )\/ frelunly, dz + / Bn(x,un,Vun)ee‘““vn dx
Q Q
= )\/ freflinly, da + / Bn(:v,un,Vun)ee‘“"| |v,| sign(u,) dx
0 0
par suite
/ 69‘“"|A(a:,un, Vu,).Vo,dr = )\/ frneflunly, da
Q Q

+/ (B (2, U, Vi )sign(uy) — 0 Az, tp, Vu, ).V uy,)) e v, | do
0
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Remarquant que |B,(z,s,§)| < |B(x,s,§)|, utilisons 'hypothese (7.4.5) sur B, on obtient
/ el Az, uy,, V).V v, do < /\/ | fo] €1 0| da
Q Q
+ /(’y — ) A(x, U, V).V up) el v, | da
Q

Le dernier terme est négatif puisque 6 > ~ et A vérifie 'hypothese de coercivité (7.4.3).
Par conséquent, en tenant compte des égalités (7.4.15), on a

/ ep”|“"‘A(:B,un,Vun).V Uy, dar < )\/ | ful |on] (1 + v ]vn|)p_1daz
Q Q
Par I'hypothese (7.4.3), on a

/ ePV|Un|A(a:,un,Vun)-V Uy, dx > a/ P Vlun IV u,|P do = a/ |V v, |* dx
0 Q

Q

par suite en combinant les deux inégalités précédentes, puis d’apres (7.4.11) en utilisant
I'inégalité (1 4+ r)? < (1 + €)r? + C(e, p) pour tout r > 0 nous obtenons

Oé/ Vol da < A/ | fol ] (1 +v |Un|)p_1dx
Q [9]
A
<A / 1+ v o) de

A1 +e€) A
<229 [l do + 5 e Il
A1+ e)pr! )\
< (A— L1942 e 1l
donc A .
+ e)vP™
(0= 255 [ Ve < OO o)
Pour 6 > 0 verifiant (7.4.10) on peut choisir € telle que 0 < e < %, c’est a dire
o — m:—gj’f)w > 0, par consequent on conclut qu’il existe C' > 0 qui ne dépend pas de n
telle que
/ Vo, [P dx < C. (7.4.16)
Q
Donc
v, est bornée dans Wy™"(Q). (7.4.17)

1
Puisque u,, = — log(1 + v |v,])sign(v,), alors
v

Vo,

Vu, = ————
" 1L+ v|v,|

(7.4.18)
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par suite |V u,| < |Vu,]|, donc par (7.4.17) on déduit que

u, est bornée dans W, 7(Q). (7.4.19)

Etape 3 : Preuve de la régularité (7.4.9). Par (7.4.19) et (7.4.17), il existe deux
sous suites encore notées u, et v,, deux fonctions u € Wy ?(Q) et v € Wy (Q) telles que

u, — u faiblement dans I/VO1 P(Q)) et presque partout dans €,

v, — v faiblement dans W, () et presque partout dans €,

v = ((e"™ — 1)sign(u))/v, avecv =20/(p—1).

Considérons maintenant un autre 6, noté ¢, telle que 6’ > ~ et
@A < (p =D rah(f).

Posons
v, = ((e""“"| — Dsign(uy,)) /v, ouv' =0/(p—1).

I’estimation & priori (7.4.16) montre que v/, est bornée dans W, (). D’ott on déduit que
("1&=D —1)sign(u) € Wy™(9),
pour tout @', telle que
0>~ et ()P 'A< (p—1PTal(f).

Ce qui implique la régularité (7.4.9) pour tout # > 0 satisfaisant (7.4.10). En effet, puisque
7 vérifie (7.4.8) alors on conclut la régularité pour 0 < 6 < ~.

Etape 4 : Estimation pour / 'V u,|” de.
{lun|>k}
Par (7.4.14) on a e’l*"| = 1+ v |v,|, donc {|u,| > k} = {|v,| > (e"* — 1)/v}. Par suite,
en utilisant (7.4.18) on obtient

Vo,
/ |V w,|” dx :/ &dx
{un| >k} {foal>(e k1)) (1 v [va])?
1
< — k/ Vv, | dx
e"PE MHonl>(erb-1)/0}

1

— evpk

/\an|pdx < Cevrk
0
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ou C' est une constante qui ne dépend pas de n. D’ou

n—-+o0o

limsup/ IV u,|P de < CevPk
{lun|>k}

par conséquent

lim limsup/ |V u, [P dx =0 (7.4.20)
{lun|>k}

k=400 pnotoo

Etape 5 : Convergence forte des troncatures T (u,) dans W, ().
Fixons k > 0. Dans cette étape nous montrons que

VTi(u,) =5 VT (u) fortement dans (LP(Q))". (7.4.21)

Pour montrer cette convergence nous utilisons une technique diie a Bebsoussan, Boccardo,
Murat [1]. Nous définissons
wy, = Ty (un) — Tr(u)

Pour p = (v + 0)?/4, nous considérons la fonction
W(s) = se’™ Vs € R.
Cette fonction est dérivable, croissante et satisfait
$(0)=0 et ' —(v+0)[¢]=1/2 (7.4.22)
Puisque w, € W,"(Q) N L>(Q) et 1(0) = 0 alors
Yo = W(wy)e € WP () N L=(9),

avec
Vy, = w’(wn)ee‘““an + w(wn)eelu”lsign(un)Vun

Prenons y,, comme fonction test dans (7.4.13) nous trouvons
Jo =1} + M, (7.4.23)
ou
Iy = /QA(x,un, Vuy,) - Vwy, ¢ (wy,) e dz,
= /Q Futo () dz,

M, = / [Bn(x, uy, Vuy,)sign(u,) — 0A(z, up, V) - Vi, w(wn)sign(un)ee‘““|dx,
Q
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Posons
Jy = /{ . [A(2, T (), VTi(un)) — Az, Ti(un), VIi(1)] - Vw, ¢ (wy, )Tl dy
My = /{ _|<k}(’Yo +0) [A(z, Ti(un), VTk(un)) — Az, T (un), V()] - Vo, [1h(w,)] el dg,
M, = /{ |_k} (B (2, U, Vg )sign(uy) — OA(z, U, Vi) - V] ¥ (wy )sign (uy, )e?1 @)l dy
un|<
Az, Ty (), V(1)) - Vv, ' (wy ) e e da,

|un|<k}

A(Z’, Unp, Vun) . an ¢,(wn>€9|u"|d1’,

|un|>k}

I
J
74— / [By (2, Uy, Vi, )sign () — OA(z, wp, Vi) - V] ¥ (w, )sign(u, el dz,
{
J

lun|>k}
(o + 0)A(z, Ty(un), V() - VT(w) [1h(wy)| e dg,

|un|§k5}

IP = / (o + ) A(z, Ty (un), VT (un)) - Vwy, [00(w,,)] e Tkl g
{lun|<k}

En décomposant Q en Q = {|u,| < k} U {|u,| > k}, il est facile de voir que
Jo=JF+ 2412

et B
M, =M, +1I}

Par suite, (7.4.23) devient
PPy =1+ M, +1* (7.4.24)
En utilisant I’hypothese (7.4.5)et v < 6, nous avons
—YA(x,5,£).£ < Bp(x,s,&)sign(s) <0 A(z,s,8).€ (7.4.25)
pour presque tout & € Q, pour tout s € R et tout £ € RV,

Donc

M, < / | By (22, iy, Vi )sign () — OA(2, Uy, Vi) - Vg | [¢0(wy, )] €T dg

— / (OA(2, Uy Vi) - Vit — By (0, tn, Vu,)sign(uy,)) |1 (w, )| /17l dg
{|un‘§k}

{lun|<k}

=M} + I+ 15,
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Donc, par (7.4.24) nous obtenons
JP+ R+ <)+ ME+ I+ I8+ I
Par (7.4.22) nous avons

JE—MF> -1,

N | —

ou

h:/ Az, Te(wn), V(1)) — Az, Th(), VTi(w))] - Vi de.
{lun|<k}

Par conséquent

1
Ehgﬁ—ﬁ—ﬁ+m+ﬁ+m. (7.4.26)

Dans la suite nous montrons que I} < 0 et I tend vers 0 lorsque n tend vers co pour
J# 4

e j = 1. Nous allons montrer que
Iy = / W (wy )™ fde =50 (7.4.27)
Q

En effet puisque ¥(w,)e’*f, = ¥(w,)(1 + 0 |v,])P~Lf, converge presque partout vers
0 il suffit, d’apres le théoreme de la convergence de Vitali, de montrer que la suite est
équi-integrable.

Puisque |w,| < 2k alors il existe une constante C'(k) indépendante de n telle que |9 (w,,)| <
C'(k). L’équi-integrabilité résulte du fait que pour tout Borélien B on a

[ o)1+ 0l ol de < O0) [ (14 lunly |1 do
= CO)( [ 17177171707 (14 0o )
O [ 111407 1710+ 0 o, re)rm
v [ Iflde)

car en utilisant ’hypothese A;(f) > 0 et (7.4.16) nous trouvons

/ I+ 0 fuPde < / L4 8 oz < o1+ M (f) / VP di) < C.
B Q Q

ou (' > 0 est une constante indépendante de n.

e j = 2. Posons
By = Xjunl<ty A(@, T (), VT (u))¢' (wy, )T,
By = X<y A, T (), VTi(w))3/ (0)e” T,
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En utilisant le théoreme de convergence de Vitali, et, sur 'ensemble {|u| = k}, le fait que
A(z,s,0) =0, nous avons

E!"™% E, fortement dans (L” (Q))V

n

1
o1 p est le conjugué de p : — 4+ — = 1.
p

Donc, puisque Vw, = VT (u,) — VT (u) tend vers 0 faiblement dans (LP(2))V, I2 tend
vers 0.

e j = 3. D’abord, nous montrons que
E? = Az, upn, V)Y (wy)e’" ! est bornée dans (LP' (). (7.4.28)

En effet w, (et donc ¥'(w,)) est bornée dans L*>°(f2). Posons S = sup ||¢'(wn))||i En

n>1
utilisant 1’hypothése de croissance (7.4.4), les inégalités e/l = (14 v |v,|)P~ et Vv, =
(1+v|v,)|)V uy, nous trouvons

B2 < S8 ((bo(2) + [un P~ + [V P (1+ v ua|)r)”
= Sﬁg/ (bo(:c)(l + v ]vn])p_l + |un|pf1 (1+v ]vnl)p_l + \an]pfl)p
< ep)SA (bo(w)) (L4 v o)+ [unl? (14w o, + Vo)

Notons C(p) = ¢(p)S3 . En utilisant 'inégaliti¢ de Holder avec ¢ = N/p et ¢ = N/(N—p)
nous obtenons

2||P
HETL p’

C) (1ol - + Nl B N+ v [0l + el 1) -

D’ot1 nous obtenons (7.4.28) puisque by est supposée dans LT () et puisque v,, est bornée
dans I/VO1 P(Q) qui implique en particulier que u,, est bornée dans L™ ().
D’autre part Vw,, = VTi(u,) — VIi(u,), donc nous avons

X{lun |5k} VW, = —X{\un|>k}VTk;(Un) — 0 fortement dans (LP(Q))N

Donc, par cette convergeance et (7.4.28), nous déduisons que I tends vers 0.

e j = 4. Puisque v est croissante, nous avons

X{lun| >k} (Wn)S1gN (Un) = X (fun >k ¥ (T (un) — Th(uy))sign(u,) >0

presque partout dans €. Donc, en utilisant la condition (7.4.25) nous obtenons I} < 0.

e j = 5. La quantité I> tends vers 0 puisque VT (u)|[¢)(w,)| tends fortement vers
VT (u) [¢(0)] = 0 dans (LP(Q))N, et X{u<ry A, Ti(un), VT (uy,)) el est bornée

/

dans (L7 (Q))V.
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e j = 6. La quantité I? tends vers 0 puisque VTj(u,) — VT (u) converge faiblement vers 0
dans (LP(Q))V, et par le théoreme de Vitali et 1(0) = 0, xqjuj<iy Az, T(un), VT (w)) [ (wy,)| €7@l
converge fortement vers 0 dans (L? (Q))".

Par les résultats sur I7, 1 < j < 6, et I'inégalité (7.4.26) nous déduisons que I,, tend
vers 0 puisque I, d’apres ’hypothese (7.4.2) ; c’est a dire

/{ Ly A D), Vi) = A, Tiun), VT4(w)) - (Vi) = VTi(w)) di =50
. (7.4.29)

Par la condition de croissance (7.4.4) et le théoréeme de Vitali nous avons

X{unl>ky (AT, Ti(un), VI (un)) — Az, Ty (un), VI (u)) - (VTi(un) — VTi(u))
= X{Jun|>k} (A(@, Ti(un), 0) = Az, Ti(un), VIi(u))) - VIi(u) — 0
fortement dans L*(Q) lorsque n — oo,

Donc, par (7.4.29), nous déduisons que

/Q(A(:U,Tk(un), VTi(u,)) — Az, Tp(uy,), VTi(w))) - (VTi(up) — VTi(u)) de == 0

(7.4.30)
Puisque A satisfait 'hypothese (HA), alors on peut déduire (7.4.21) en utilisant (7.4.30)d’apres
un résultat de Browder, voir [5, page 27] ou [4, Lemme 5.

Etape 6 : Passage a la limite. Notons Gj(s) = s — Ti(s) pour tout s € R. Alors
pour tout k£ > 0, on a

Vu, — Vu = VTi(u,) — VIi(u) + VG(u,) — VGi(u).
En utilisant (7.4.20) et (7.4.21) nous obtenons

Vu, =% Vu fortement dans (LF(Q))",

c’est a dire
n—oo

u, == u  fortement dans W, 7(Q).

Finalement, il est facile de passer a la limite dans le probleme d’approximation (7.4.13)
et montrer que u est solution du probleme (7.4.1). |
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Résumé :

Dans ce manuscrit de these nous présentons des nouveaux résultats concernant ’existence,
la non-existence, la multiplicité et la régularité des solutions positives pour deux problemes
quasilinéaires elliptiques avec conditions de Dirichlet dans un domaine borné. Dans le chapitre
1 d’introduction, nous décrivons les deux problemes que nous allons étudier et nous donnons
les principaux résultats. Le premier, d’inconnue u, comporte un terme de source de gradient a
croissance critique. Le second, d’inconnue v, contient un terme source d’ordre 0. Dans le chapitre
2 nous donnons des nouveaux résultats de régularité des solutions renormalisées utiles pour notre
étude.

A T'aide d’un changement d’inconnue, nous établissons un lien précis entre les problémes en
u et v. Le chapitre 3 est consacré a montrer ce lien et a donner une premiere application.

Dans les chapitres 4 et 5 nous traitons de l'existence de solutions, la solution extrémale et
sa régularité, l'existence d’'une deuxiéme solution bornée du probléeme en v. Dans le chapitre 6
nous démontrons un résultat d’existence pour le probleme en v avec des données mesures de
Radon bornées quelconques. Dans le chapitre 7 nous obtenons des nouveaux résultats pour le
probléeme en v en utilisant la connexion entre ces deux problemes.

Mots clés :

Problemes quasilinéaires elliptiques, p-Laplacien, mesures de Radon bornées, p-capacité, to-
pologie étroite, topologie faible *, solution renormalisée, solution atteignable, solution minimale
bornée, solution extrémale, régularité, multiplicité, deuxiéme solution bornée, fonctionnelle d’Eu-
ler, solution semi-stable, géométrie de col, suites de Palais-Smale.

Abstract :

In the thesis manuscript we present new results concerning existence, nonexistence, multi-
plicity and regularity of positive solutions for two elliptic quasilinear problems with Dirichlet
data in a bounded domain. In chapter 1 we describe the two problems which we study in the
sequel and we give the main results. The first one, of unknown u, involves a gradient term with
natural growth. The second one, of unknown v, presents a source term of order 0. In chapter 2
we give new regularity results for renormalized solutions.

Thanks to a change of unknown we establish a precise connection between problems in
and v. Chapter 3 is devoted to show this connection and to give a first application.

In the chapters 4 and 5 we treat existence solutions, extremal solution and its regularity,
the existence of a second bounded solution for the problem in v. In chapter 6 we prove a result
of existence for the problem in v with general bounded Radon measures data. In chapter 7 we
obtain new results for the problem in w by using the connection between these two problems.

Keywords :

Elliptic quasilinear problems, p-Laplacien, bounded Radon measures, p-capacity, narrow to-
pology, weak * topology, renormalized solution, reachable solution, minimal bounded solution,
extremal solution, regularity, multiplicity, second bounded solution, Euler function, semi-stable
solution, geometry of Mountain Path, Palais-Smale sequences.



