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Résumé

La dynamique semi-classique d’un opérateur pseudo-différentiel P, sur une va-
riété M est I'analogue quantique du flot classique de son symbole principal p sur la
variété T* M. Cette dynamique semi-classique est décrite par I’équation de Schrodinger
de I'opérateur Py, ; alors que le flot classique hamiltonien est, lui, donné par les équa-
tions d’"Hamilton associées a la fonction p. Le spectre de I'opérateur pseudo-différentiel
P;, permet donc de pouvoir décrire les solutions générales en fonction du temps de
I'équation de Schrodinger associée. Le comportement en temps long de la dynamique
semi-classique donnée par ces solutions reste cependant sur bien des points mysté-
rieux. La dynamique semi-classique dépend donc directement du spectre de 'opéra-
teur Py, et aussi par conséquent de la géométrie sous jacente dans T*M induite par la
fonction symbole classique p. Dans cette theése, on décrit d’abord la dynamique semi-
classique en temps long dans le cas de la dimension 1 avec une fonction symbole p
n’ayant pas de singularité ou bien avec une singularité non-dégénérée de type ellip-
tique : le feuilletage dans T* M de p est alors elliptique. Les regles de Bohr-Sommerfeld
régulieres fournissent alors le spectre d'un tel opérateur. On traite aussi le cas de la
dimension 2 qui nous ameéne a quelques discussions de théorie de nombres. Pour fi-
nir, on s’intéresse au cas d'un opérateur pseudo-différentiel P, avec une singularité
non-dégénérée de type hyperbolique : le feuilletage dans T*M de p est alors un “huit
hyperbolique” (modele difféomorphe au Schrodinger avec un potentiel double puits).

Mots-clés

Systemes completement intégrables, singularités non-dégénérées, spectre, opéra-
teur de Schrodinger, double puits, analyse semi-classique, analyse microlocale, dyna-
mique semi-classique, équation de Schrodinger, régles de Bohr-Sommerfeld, asympto-
tiques des valeurs propres, formes normales.

Abstract

The semi-classical dynamics of a pseudo-differential P, operator on a manifold M
is the quantum analogous of the classical flow of his main symbol p on the manifold
T*M. This semi-classical dynamics is described by the Schrodinger equation of the
operator P, whereas the classical Hamiltonian flow is given by the Hamilton’s equa-
tions associated with the function p. Thus the spectrum of the pseudo-differential ope-
rator P, enable to describe the general solutions of the associated Schrodinger equa-
tion. The long time behavior of these solutions remains in many ways mysterious.
The semi-classical dynamics depends directly on the spectrum of the operator P, and
consequently also on the underlying geometry into T*M induced by the classical sym-
bol p. In this thesis, we first describe the long time semi-classical dynamics of an Ha-
miltonian in the one-dimensional case with a symbol function p with no singularity or
with non-degenerate elliptic singularity type : the associated fibers are closed elliptic
orbits. The regular Bohr-Sommerfeld rules supply the spectrum of the operator. We
are also interested in the elliptic case of the dimension 2 which leads to some discus-
sion of numbers theory. Finally we consider the case of a one-dimensionnal pseudo-
differential operator P, with a non-degenerate hyperbolic singularity : the singular fi-
ber of p in T*M is a “hyperbolic eight” (this model is diffeomorphic to the Schrodinger
operator with a double wells).

Key-words

Completely integrable systems, non-degenerate singularities, spectrum, Schrédin-
ger operator, double wells, semi-classical analysis, microlocal analysis, semi-classical
dynamics, Schrédinger equation, Bohr-Sommerfeld rules, eigenvalues asymptotics, nor-
mal forms.
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Prologue

Motivation et contexte

En physique quantique, les questions de stabilité de la dynamique engen-
drée par une perturbation d’un hamiltonien ont été tres étudiées ces dernieres
années, surtout dans le domaine du chaos quantique [GVJZ]. Méme dans le
cas de l'opérateur de Schrodinger 1'étude de la dynamique peut étre tres dif-
ficile; aussi on aimerait pouvoir disposer de n'importe quelles approxima-
tions physiques raisonnables nous permettant de prévoir quelques proprié-
tés quantiques d’un systéeme. La mécanique classique, qui, sur beaucoup de
points est plus simple que la mécanique quantique, décrit parfaitement bon
nombre de systémes physiques élémentaires. Ainsi on peut espérer que la mé-
canique quantique soit une généralisation de la mécanique classique, dans le
sens ol on aimerait récupérer les propriétés classiques d'un systeme en faisant
des approximations sur les propriétés quantiques de ce méme systéme. En
fait, le principe de correspondance de Bohr affirme que la mécanique classique
est dans un sens la limite de la mécanique quantique quand / tend vers zéro.
Ainsi, une des voies possibles pour I'étude d"un opérateur perturbé consiste
a se placer a l'interface entre théorie classique et quantique. Le régime, ap-
pelé semi-classique, dans lequel ces deux théories se recouvrent, correspond a
des systemes dont les actions mises en jeu sont beaucoup plus grandes que la
constante de Planck h. Mathématiquement 1’analyse semi-classique consiste
donc a étudier les propriétés spectrales d'un opérateur auto-adjoint sur un
hilbert quand / tend vers zéro.

En mécanique quantique non relativiste I'état d'un systéme est régi par
I’équation de Schrodinger sur la variété riemanienne (M, ) :

lhaqg—it) = DPyo(t)

avec
K2
Py = - ?Ag +V;
h étant le parametre semi-classique, Ay désignant I'opérateur de Laplace-Beltrami
avec la convention “analyse”ou bien plus généralement P, est un opérateur
pseudo-différentiel sur L?(M). En dimension 1 ou dans des situations com-
pletement intégrables on sait généralement bien décrire les états stationnaires,
qui correspondent aux valeurs propres de 1'opérateur P,. Par linéarité, on a
donc, en principe, acces aux solutions générales de I’équation de Schrodinger.
Pourtant la dynamique des solutions (comportement lorsque le temps évolue)
reste sur bien des aspects mystérieuse. Dans un contexte général on s’attend
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a ce qu’un état initial localisé suive en premiere approximation (dans la limite
h — 0) la trajectoire classique associée, c’est a dire le flot hamiltonien associé
a la fonction classique définie sur la variété symplectique T* M par :

p(x,&) = 12 /2 + V().

Des versions de ces affirmations existent dans la littérature physique pour des
échelles de temps tres courtes. En dimension 1 ou dans des situations compleé-
tement intégrables on s’attend & beaucoup mieux. Dans cette theése on propose
une compréhension pour des échelles de temps beaucoup plus longues (de
I'ordre de 1/h° avec s > 0 dans un contexte elliptique ; ou bien de 1’ordre de
lIn(h)|* avec encore s > 0 dans un contexte hyperbolique). Cette étude a per-
mis de prouver l'existence de “renaissances” du paquet d’onde, récemment
mis en évidence par les physiciens ([Av-Pe], [LAS], [Robil], [Robi2], [BKP],
[B1-Ko]). Une partie du travail que j'ai fait a été de se placer sous différentes
hypotheses géométriques : le cas régulier et le cas des singularités elliptiques
en dimension 1 [He-Ro] (traité indépendamment par M. Combescure et D. Ro-
bert [Co-Rol, [Rob2]), le cas elliptique en dimension 2 et le cas hyperbolique
en dimension 1 [Lab2]. Le cas hyperbolique a nécessité le calcul du spectre
d’un opérateur de Schrodinger autour d'une singularité hyperbolique ; voir
[Lab2].

Dynamique quantique
Généralités

La dynamique constitue un aspect essentiel de la mécanique quantique,
elle détermine au cours du temps les états quantiques, et par conséquent 1'es-
pace de Hilbert des états ou des opérateurs agissant sur cet espace. En consi-
dérant une grandeur physique mesurable par un observateur, les postulats
de la mécanique quantique indiquent qu’il peut étre associé a cette grandeur
physique un opérateur auto-adjoint agissant sur I'espace des états, et que le
résultat de la mesure donnera : soit la valeur propre de 'opérateur considéré
si I’état quantique est unique (cas pur), soit la valeur propre pondérée par la
probabilité d’existence d'un état quantique. La mesure de 'observable peut
changer au cours du temps, est-ce 1’état quantique qui va évoluer au cours
du temps ? Ou est-ce 'opérateur ? Ou encore les deux en méme temps ? Ces
différents points de vue conduisent a des descriptions différentes de la dyna-
mique quantique. Le point de vue de Schrodinger est que 1'espace des états
du Hilbert évoluent au cours du temps tandis que les opérateurs sont inva-
riants temporellement. A partir d"un opérateur auto-adjoint P, sur un espace
de Hilbert séparable H, on lui associe le groupe unitaire fortement continu
(voir aussi les rappels du chapitre 1) :

u(r) = {e_ii’rxp"}

Pour tout état initial 9 € H, I’évolution quantique du vecteur ¢y par ’hamil-
tonien P, au cours du temps est donnée par

p(t) =Ut)po € H;

teR
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notons bien qu’en dérivant la précédente expression on obtient :

Ly = L rgp(t)

c’est 'équation de Schrodinger qui régit toute la mécanique quantique !

Fonction de retour et d’auto-corrélation

Un moyen! simple pour essayer de comprendre une dynamique quan-
tique est celui consistant a mesurer comment un état “revient ou non sur sa
position initiale”. On va définir et utiliser un analogue quantique de la fonc-
tion de retour de Poincaré de la mécanique classique hamiltonienne.

Définition. On définit la fonction de retour quantique r de ’hamiltonien P,
et de vecteur initial ¢y par:

r(t) = (P(t), o)y

et la fonction d’auto-corrélation quantique par :

a(t) := |r(6)] = [(¥ (), )3 -

Cette quantité mesure en quelque sorte dans la dynamique le retour sur
I’état initial. Si le vecteur 1 (t) est complétement délocalisé par rapport au vec-
teur initial ¢ alors la fonction a(t) est nulle; si par contre le vecteur ¢ (t) est
localisé la fonction a(t) est alors égale a 1.

Cas d’un opérateur diagonalisable en base hilbertienne

Considérons le cas d'un opérateur linéaire auto-adjoint P, sur un espace
de Hilbert séparable H tel que son spectre est constitué d"une suite de valeurs
propres (A, (h)),~, de multiplicité finie et s’accumulant en +co :

et tel que la famille (ey), o des vecteurs propres associés forment une base
hilbertienne de 1'espace H.

Exemple. L'opérateur de Schrodinger sur (M, g) une variété riemannienne
compléete connexe de dimensionn > 1:
K2

avec V une fonction de L{° (M) telle que lim V(x) = +oo. La théorie géné-

x| 0
rale (voir chapitre 1) nous informe que le spectre de 'opérateur de Schrédin-
ger Pj, est constitué d"une suite de valeurs propres de multiplicité finie s’accu-
mulant en +co et que les vecteurs propres forment une base hilbertienne de
L2(M).

11 faut noter que ce moyen est pertinent dans le cadre des systémes intégrables avec des
trajectoires fermées.
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Dans ce contexte les expressions de la fonction de retour et d’auto-corrélation
prennent alors une forme plus familieére. En effet, lorsque on connait le spectre
de l'opérateur Py, les fonctions de retour et d’auto-corrélation s’expriment
simplement avec des séries de fonctions. Expliquons ceci : pour tout réel ¢
et quel que soit I’entier n nous avons :

it
(eflﬁph) —ip /\n ) ens

ainsi pour un vecteur initial ¢9 € D(P;,) C H et en notant par (a,(h)),eN
la suite de I2(IN) donnée par a,(h) := 7t(yo) ot 7t est I'opérateur unitaire de
projection suivant :
H — I2(IN)
T
P—=<@en>H
on obtient alors que pour tout réel ¢ :

$(E) = U)o = (lhph)(zan )

nelN

=Y a —iAn(h)g,

neN
Un simple calcul donne I’expression des fonctions de retour et d’auto-corrélation
dans la base des vecteurs propres (e,),cN : pour tout réel t nous obtenons les

égalités
r(t) = Y Jan(h)Pe i),
nelN

On vient de voir qu'un moyen de comprendre la dynamique quantique d'un
systeme est d’étudier la fonction a(t) au cours du temps. La principale diffi-
culté est alors purement spectrale, en effet cette méthode nécessite de plus ou
moins connaitre (au moins localement) les valeurs propres (A, (h)), del’'opé-
rateur Py,.

Etude de la fonction d’auto-corrélation

Sous les hypothéeses précédentes la fonction d’auto-corrélation quantique

s’écrit :

B =| ¥ lan(n)]?e ")

nelN

Ensuite la premiere idée pour 1’étude d’une telle série de fonctions (idée que
'on trouve dans la littérature physique [Av-Pe], [LAS], [BKP], [Bl-Ko], [Robil],
[Robi2]) consiste grosso-modo a faire un développement limité des valeurs
propres (A, (1)), autour d'un niveau d’énergie E fixé. Plus précisément sup-
posons que les valeurs propres (A, (h)),, de notre opérateur P, s’écrivent sous
la forme A, (h) = f,(n) avec f; une fonction de classe C* . On écrit alors une
formule de Taylor formelle autour du nombre entier quantique ng (qui cor-
respond le plus souvent a I'indice de la valeur propre la plus proche du réel
E):

5 (110)

fu(n) = fu(no) + fi(no) (n — ng) + = > (n —ng)* +

®)
fu 6(”0) (n—np)P+- -
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et donc

Y lau(m)2 e it

nelN

/ 1 (3)
800 1 G200 1) D0 (12 0 ()

= an(we‘”{ ;

nelN

et par conséquent la fonction d’auto-corrélation quantique s’écrit

’ /" (3)
f;,(hno) (nfno)+fh2(:0) (n7n0)2+J‘;1T(’“()> (n—ng)>+---

at)y=| Y a,,(h)|zel{

nelN

La seconde idée de 'étude est de simplifier cette série : en commengant par ne
garder que la partie linéaire du développement limité :

. fh(ng)
ar(t) = Y |an () Pe 7 (i),

nelN

puis ensuite en gardant a la fois la partie linéaire et la partie quadratique du
développement limité :

£/ (ng)

!
Tu00) (11 yg) 4 D00 (13 g2

()= Y \an<h)|2[”{ i

nelN

Maintenant la question sous-jacente a tout cela est la suivante : “dans quelle
mesure a t'on le droit de faire ceci? Et comment faire?”. Les étapes a cette
problématique sont :

1. d’abord il faut légitimer cette “formule” de Taylor sur les valeurs propres.

2. Ensuite, il faut dire dans quelles conditions, en particulier sur quelles
échelles de temps on peut approximer la fonction d’auto-corrélation a
par les fonctions a; et ap?

3. Enfin vient la question de comment étudier ces fonctions d’approxima-
tions aj et as.

La réponse a la premiére question vient du contexte mathématique : de 1'ha-
miltonien de départ et plus précisément de son spectre. Il faut en effet que
le spectre de notre opérateur puisse effectivement s’écrire sous une forme du
type An(h) = f,(n). Dans cette thése, on se place dans trois contextes géomé-
triques différents qui nous ameéne a ce type d’écriture :

“Théoreme”. Sous des hypothéses géométriques et autres... le spectre de I'opérateur
Py, s’écrit sous la forme Ay (h) = f,(n); ol fy, est une fonction admettant un dévelop-
pement asymptotique en puissance de h avec des coefficients de classe C*°.

Ensuite les conditions d’approximations dépendent de la géométrie sous
jacente au symbole principal p de l'opérateur Pj, et de l’état initial py. Ces
approximations sont bien sur valides sur des échelles de temps qui dépendent
du contexte géométrique et encore de 1’état initial 1y .Dans les chapitres de
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cette thése on aura a disposition des théoréemes d’approximations analogue
au:

“Théoreme”. Sous des hypotheses géométriques et autres... pour j € {1,2} , sur une
certaine échelle de temps [0, Tj| nous avons a(t) = aj(t) + r;j(h); oit pour h — 0 le
reste rj(h) — O uniformément sur le compact [0, T].

Enfin, on voit immédiatement que la fonction t — aj(t) est T,j-périodique,

ou T, := f%&}é i L'étude de la fonction t — ay(t) nous amene une nouvelle
h
période égale a Ty, := % : on a effet des théoréme du type :
h

“Théoréme”. (Théoréme de pleine renaissance). La fonction t — ax(t) est
(modulo un reste dépendant du contexte géométrique) Tyen-périodique.

Dans ces chapitres on s’intéresse aussi a ce qui se passe en f = LT, ol
q

% est une fraction rationnelle, et l1a dans la plupart des cas un phénomene

de clonage multiples du vecteur initial ¢y apparait. Pour étre précis on a des
théorémes du type :

“Théoreme”. (Théoréme de renaissances fractionnaires). Pour tout couple (p,q) €
Z x IN* tel que p \ q = 1, il existe une famille de q nombre complexes dépendant du
parametre h; (b(q))se (0..q—1} telle que sur une certaine échelle de temps et modulo

un reste dépendant du contexte géométrique

p = k_ p
az (H- —Nthz) =) b(ga (f + Ty (— + _Nh)) .
q k=0 q9 4

oit Ny = E | Ju .

cl

On arrive d’ailleurs a donner une formule pour calculer le module de cha-
cun des coefficients by (q) suivant la parité de l'entier 4. Dans le cas ot g est
impair on dispose de :

“Théoréme”. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p A q = 1 et q impair,
alors nous avons pour tout k € {0...g — 1}

1
be(q))? = =.
bela)” =

Et puis, dans le cas ot1 g est pair :

“Théoreme”. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p A\ q = 1 et q pair ; nous
avons pour tout k € {0..g — 1}
2

q
si st pair, alors |by(q)? =

si k est pair

0 sinon;

0 si k est pair
si & st impair, alors |by(q)* =

2 .
= sinon.
q
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Plan de la theése

Chapitre 1: une vue panoramique sur 1’analyse semi-classique

Ce premier chapitre est destiné aux lecteurs non-spécialistes de ’analyse
semi-classique. Ce chapitre est une tentative de panorama, personnel et donc
forcément partiel, de I'analyse semi-classique. Sa présence sert aussi a rappe-
ler quelques définitions, outils et théoremes bien utiles dans la suite de cette
these. Une partie de ce chapitre a fait ’objet d"une publication [Lab1].

Chapitre 2 : dynamique elliptique en dimension 1

Dans ce chapitre on se place dans la cadre d’un hamiltonien classique p
sans singularités (ou avec une singularité du type elliptique). Les régles de
Bohr-Sommerfeld régulieres donnent alors le spectre de I’'hamiltonien quan-
tique Pj, associé : le spectre de 'opérateur Py, est alors une suite de valeurs
propres régulierement espacées avec un interstice d’ordre k. L’étude de la dy-
namique semi-classique associée a un tel hamiltonien n’est pas vraiment nou-
velle : dans la littérature physique les articles de Averbukh, Pereleman [Av-
Pe]; Leichtle, Averbukh, Schleich [LAS]; Bluhm, Kostelecky, Porter [BKP],
[Bl-Ko] et de Robinnet [Robil], [Robi2] semblent faire référence pour l'as-
pect physique. Ces articles de physique théorique donnent les idées mathé-
matiques essentielles mais n’offrent pas des justifications mathématiques trées
rigoureuses. Indépendamment de mes travaux M. Combescure et D. Robert
[Co-Ro] et [Rob2] ont précisément travaillé sur une justification mathéma-
tique rigoureuse de cette dynamique en temps long. Trés récemment T. Paul
[Paull, [Pau2], [Pau3] a aussi travaillé sur ce sujet. Dans ce chapitre on trou-
vera une présentation légerement différente et des détails supplémentaires
par rapport aux travaux de M. Combescure et de D. Robert. En particulier en
ce qui concerne les renaissances fractionnaires des paquet d’ondes. Dans ce
chapitre on montre d’abord que sur des échelles de temps courtes la dyna-
mique est périodique et suit le mouvement géométrique classique associé. Un
vecteur initial g localisé suit la dynamique classique associée a p, c’est a dire
une trajectoire elliptique et périodique avec une période T,; indépendante de
h. Ensuite sur des échelles de temps plus grandes une nouvelle période non
géométrique apparait. Cette période Ty (dite période de renaissance) est de
l'ordre de 1/h; le vecteur ¢ (Tyen) reprend sa forme initial 1y. Encore plus

surprenant quand on observe ce qui se passe aux temps %Tren, ol s est une

fraction rationnelle, on constate qu’il y a un phénomene de clonage du vecteur
initial : en quelque sorte que le vecteur i (5 T,gn) s’écrit comme une combinai-

son linéaire complexe finie de translaté du vecteur initial . Dans ce chapitre
on arrive a décrire ces coefficients complexes : on arrive, suivant les propriétés
arithmétiques de la fraction p/q a donner le nombre de coefficients non nuls
et la valeur de leurs modules. Pour finir on se placera dans un cadre gaus-
sien (i.e on choisira une gaussienne pour vecteur initial 1) ce qui permettra
de pouvoir faire des calculs exacts et de faire une description analytique plus
détaillée de ces phénomenes.
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Chapitre 3 : Dynamique elliptique en dimension 2

Dans ce chapitre on se concentre sur le pendant en dimension 2 de la dyna-
mique du modele elliptique uni-dimensionnelle traité au chapitre précédent.
Ici I’hamiltonien de la dynamique est alors un opérateur auto-adjoint avec
domaine inclus dans l'espace L? (R?); et ayant un spectre discret du type
F(hZ,hZ), F étant un polyndme a deux indeterminées sur le corps des réels.
A l'instar de la dimension 1 un vecteur initial ¢y localisé suit en premiere ap-
proximation la dynamique classique associée a ’hamiltonien de départ. En
dimension 2, sur des échelles de temps courtes cette dynamique est nettement
plus complexe. Le flot hamiltonien classique s’enroule autour d’un tore de di-
mension 2, il y a alors deux périodes classiques (qui sont d’ordre O(1)). En
premiere approximation la fonction d’auto-corrélation (qui une fois réécrite
est toujours une série de fonctions) de notre systéme bi-dimensionnel reste
en principe aussi simple a étudier qu’en dimension 1, mais la présence des
deux périodes classiques compliquent nettement la compréhension de 'évo-
lution de la fonction d’auto-corrélation pour les échelles de temps courtes.
Dans ce chapitre on propose une étude au premier ordre de la dynamique
semi-classique en fonction de la commensurabilité de ces deux périodes clas-
siques ; ce qui nous amene a quelques discussions de théorie des nombres.
Lorsque on regarde la dynamique sur des échelles plus grandes il y a 3 pé-
riodes de renaissance (d’ordre 1/h) qui apparaissent. Sous une hypothése de
commensurabilité entre ces 3 périodes on arrive a écrire un analogue du théo-
réme de renaissance du cas uni-dimensionnel.

Chapitre 4 : Sur le spectre semi-classique d’un systeme intégrable de
dimension 1 autour d"une singularité hyperbolique

Dans une série de trois articles [Co-Pal], [Co-Pa2] et [Co-Pa3] Y. Colin de
Verdiere et B. Parisse se sont intéressés au spectre semi-classique de 'opéra-
teur de Schrodinger, en dimension 1 avec un potentiel ayant un maximum
local non-dégénéré, c’est a dire avec un potentiel type double puits. Dans
la classification des singularités de 'application moment d"un systéme com-
pletement intégrable le double puits représente le cas des singularités non-
dégénérées de type hyperbolique. Dans [Co-Pa3] Y. Colin de Verdiere et B.
Parisse traitent de maniere générale 1’étude des singularités. Dans [Co-Pa1l
et [Co-Pa2] les deux auteurs donnent une condition nécessaire et suffisante
pour trouver le spectre semi-classique dans un compact de diametre h centré
autour de l'origine de I'opérateur linéaire :

h? d?

Pyi= —
h 2 dx?

+V

avec un potentiel V type double puits : c’est-a-dire avec une fonction poten-
tielle V € C®(R) telle que

lim V(x) = 4o

‘]{‘—M}O

et V possédant exactement un maximum local non dégénéré, que 1'on sup-
posera par exemple atteint en 0. Dans la premiere partie de ce chapitre on
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rappelle la formule donnée par Y. Colin de Verdiéere et B. Parisse. Dans la se-
conde partie on utilise cette formule pour expliciter, dans une certaine mesure,
le spectre de I'opérateur P,. On montre en particulier le :

Théoreme. [Lab2]. Le spectre semi-classique de l'opérateur Py, dans le compact
[— Vh, \/ﬂ s’écrit comme la réunion disjointe

(ex(n))er, LJ (Bi(1)yey,

de deux familles (ay(h)) et (B1(h)), s’écrivant ax(h) := VhA,(27k), Bi(h) ==
VhB,(27tl) ; les fonctions Ay, et By, étant de classe C*. De plus les familles (ax (1)),
et (B1(h)), sont strictement décroissantes et en quinconce :

Brr1(h) < ax(h) < Br(h) < ag_1(h).

En outre 'interstice spectral est de I'ordre de O(h/ |In(h)|) : il existe C,C’ deux
constantes réelles strictement positives telles que :

Ch C'h Ch C'h

|11’1(h)‘ < ‘ak-‘rl(h) _D‘k<h)| < \ln(h)|' \ln(h)| < ‘ﬁk-&-l(h) _ﬁk(h)‘ < |11’1(h)‘

Qui a pour conséquence immédiate le :

Corollaire. Le nombre de valeurs propres de l'opérateur Py, dans le compact [— Vh, \/ﬂ
est de 'ordre de |In(h)| /v/h.

Ce chapitre a fait I'objet d’une pré-publication aux Actes du Séminaire de
Théorie Spectrale et Géométrie, et une publication aux Annales Scientifiques section
Mathématique de Toulouse [Lab2].

Chapitre 5 : Dynamique hyperbolique

Dans ce chapitre on étudie la dynamique semi-classique en temps long
dans le cas d'un hamiltonien quantique P, de dimension 1 avec une singula-
rité du type hyperbolique ; ce qui est localement, plus ou moins isomorphe au
cas d’un opérateur de Schrodinger avec un potentiel type double puits. C’est
en fait exactement le cadre mathématique du précédent chapitre. La singu-
larité de ’hamiltonien classique se situe donc au maxima local du potentiel
(donc en 0 ici). On va alors utiliser la description locale autour de 1’origine du
spectre de I'opérateur P, pour comprendre la dynamique semi-classique en-
gendrée par ce dernier. A l'instar des chapitres 2 et 3 on propose une étude de
la dynamique en temps long de ce modele. Le modele du double puits étant
par nature plus complexe que le modele elliptique ; I’étude de la dynamique
est tout de méme beaucoup plus partielle et moins descriptive que dans les
cas elliptiques de la dimension 1 et 2.
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Chapitre 1

Une vue panoramique sur I’analyse
semi-classique

Passer de la mécanique de Newton a celle d’Einstein doit étre un peu, pour le mathématicien
commme de passer du bon vieux dialecte provengal a I'argot parisien dernier cri. Par contre,
passer d la mécanique quantique, j'imagine c’est passer au chinois.

-ALEXANDRE GROTHENDIECK [Grot], Récoltes et Semailles (1986).

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente un rapide et partiel survol de I’analyse semi-
classique. Cette théorie mathématique est un carrefour entre la géométrie et la
théorie spectrale. Comme ce chapitre ne contient que des résultats standards,
on ne trouvera que quelques démonstrations, mais on donnera des références
précises. Ce chapitre ne prétend a aucune originalité dans les résultats. Pour
plus de détails sur la géométrie symplectique voir par exemple les premiers
chapitres des livres de M. Audin [Aud1] et [Aud2], voir aussi les ouvrages de
A.T. Fomenko [Fom1], [Fom2]. On peut aussi consulter le trés bon livre de D.
McDuff et D. Salomon [MD-Sa]. Pour les généralités sur le formalisme ma-
thématique de la mécanique quantique on peut se reporter au livre [Gu-Sil
ou bien au polycopié de P. Cartier [Cart]. Pour la partie théorie spectrale, voir
par exemple le livre de P. Lévy-Bruhl [Le-Br], le livre de T. Kato [Kat1], ou en-
core la collection des Reed-Simon [Re-Si]. En ce qui concerne la quantification
voir par exemple le livre A. Catteneo, B. Keller, C. Torrosian et A. Bruguiéres
[CKTBI. Enfin, pour I'analyse semi-classique voir les références classiques : le
livre de D. Robert [Rob1], celui de M. Dimassi et . Sjostrand [Di-Sj], le livre de
A. Martinez [Mar] et le polycopié de Y. Colin de Verdiere [Col9]. Pour la partie
analyse microlocale, voir [VuN3], [VuN4], [Col9], [Gr-Sjl. En ce qui concerne
les systémes intégrables symplectique on pourra voir [Aud1], [Aud2], [Mir]
et [VulN4]. Le récent livre de S. Vu Ngoc [VuN4] propose un grand panorama
trés complet sur les systémes intégrables symplectique et semi-classique.
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1.2 Lagéométrie symplectique

A la différence de la géométrie riemannienne, la géométrie symplectique
est une géométrie de mesure de surface, dédiée a la base pour la formula-
tion de la mécanique de Hamilton, elle joue aussi un role tres important a
l'intérieur méme des mathématiques, notamment en topologie. Pour com-
mencer on définira la notion de variété symplectique, on donnera ensuite des
exemples simples, comme par exemple le fait que pour n'importe quelle va-
riété différentiable M, on peut munir son fibré cotangent T* M d’une structure
symplectique. On verra ensuite les principales caractéristiques de la géomé-
trie symplectique.

1.2.1 Lamécanique de Hamilton

La mécanique de Hamilton par rapport a la formulation de Lagrange n’ap-
porte rien de nouveau sur le contenu physique, mais elle offre un cadre géo-
métrique puissant, elle apporte une nouvelle fagon de voir la physique : une
fagon moderne et géométrique. Une des principales caractéristique de la phy-
sique moderne, c’est la géométrie (relativité générale, cordes...). La géomé-
trie riemannienne est une généralisation de I'ancienne géométrie euclidienne,
elle est liée a la théorie de la relativité générale et a la théorie des jauges. Il
existe une autre géométrie, encore plus liée a la physique : la géométrie sym-
plectique. Moins connue que sa cousine riemannienne, elle est pourtant tres
riche, elle formalise parfaitement la mécanique de Hamilton. Dans la théo-
rie d'Hamilton, les particules physiques sont décrites par leurs positions et
leurs vitesses ; par exemple dans l’espace euclidien R un point matériel est
caractérisé par un vecteur (x1,x2,x3,81,82,83) € R®. Pour un hamitonien
f € C®(R® R), la dynamique est alors donnée par les équations de Hamil-
ton :

— _9f
o= 9f
x] = aj.

1.2.2 Les variétés symplectiques

Définition 1.2.1. Une variété symplectique (M, w) est une variété différen-
tiable de dimension m muni d"une 2-forme w fermée et non-dégénérée.

Rappelons que non-dégénérée signifie que pour tout point x de la variéte
M, la forme bilinéaire w(x) est non-dégénérée sur 'espace vectoriel T;M.
Ainsi comme pour tout point x de M, la forme bilinéaire w est a la fois non-
dégénérée et alternée, la dimension de 1'espace Ty M doit étre nécessairement
paire; ainsi la dimension de la variété M est elle aussi paire : m = 2n. Une
variété symplectique (M, w) est naturellement munie d’'une forme volume
T = %w”, ot w" = wAwA..ANw, ona donc a disposition une orientation
et une mesure de Lebesgue sur la variété M. Donnons maintenant quelques
exemples standards et importants de variétés symplectiques :

Exemple 1.2.2. L’espace R?" : c’est ’exemple type, en notant par (x1, X3, ..., X2,)
la base canonique de I'espace vectoriel R?", et en notant par dx; := (xj) RS
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n
{1,...,2n} la base duale de R?"; alors la 2-forme wy = Z dx; A dxj munie la
ij=1
variété IR?" d’une structure symplectique. Si en particulier n = 1, le 2-forme
wy est un déterminant, c’est alors une mesure d’aire algébrique sur le plan.

Remarque 1.2.3. 11 est bon de noter que la géométrie symplectique ne donne
que des notions d’aire, il n'y a pas de notions de longueurs, encore moins de
notions d’angles, en effet, tout vecteur est orthogonal & lui méme'!

Exemple 1.2.4. La sphére S? : sur 52 on définit pour tout x € S? la 2-forme

wx(n,&) == (x, 7 AN E)Rs avec (17,8) € (Tsz)2 C R3 ce qui munie la 2-sphére
d’une structure de variété symplectique.

Plus généralement on a :

Exemple 1.2.5. Sur une surface : il suffit de prendre w = +/|g|dg A dp, ou
|g| = det(g;,;) dans la carte de coordonnées locales (p, 7).

Finissons maintenant I’exemple fondamental :

Exemple 1.2.6. Sur le fibré cotangent d"une variété : Le fibré cotangent d'une
variété différentiable est naturellement muni d’une structure symplectique.
En effet, pour toute variété M de classe C*° de dimension 7, on peut munir de
fagon intrinseque son fibré cotangent T* M d"une structure de variété symplec-
tique (T*M, w) de dimension 2n définie par la différentielle extérieure w = du
de la 1-forme de Liouville «.

1.2.3 Le théoréme de Darboux

Définition 1.2.7. Soient (M7, wq) et (Mp, wy) deux variétés symplectique de
méme dimension, un symplectomorphisme de M; sur M; est un difféomor-
phisme f: M; — M, tel que f*wy = wy.

Sur les variétés symplectique, le premier résultat géométrique majeur est
le théoreme de Darboux qui donne la “géométrie” locale de ces variétés.

Théoreme 1.2.8. (Darboux). Toute variété symplectique (M, w) de dimension 2n
est localement symplectomorphe a (R*", wy).

Ce qui signifie que pour tout point xy € M, il existe un ouvert U de M
contenant x et il existe un systeme (xy,..., X, (1, ...,(n) de coordonnées lo-
cales! tel que sur 'ouvert U on ait I'expression :

n
w = 2 dac; A de.
ij=1

Le théoreme de Darboux établit une différence majeure entre les géométries
riemannienne et symplectique, en effet : dans le premier cas, il y a un invariant
local : la courbure, alors que dans le second cas tout est localement isomorphe
a (]R2n ’ a)o).

ldites coordonnées canonique, ou encore coordonnées de Darboux.
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1.2.4 Flot hamiltonien

Comme la 2-forme w est non-dégénérée, pour tout point xy de M, on
peut avec la 2-forme w, identifier les deux espaces vectoriels Ty M et Ty, M.
Ainsi pour toute fonction f € C*(M), par dualité il existe un unique vecteur

Xf (x0) € Tx,M tel que pour tout vy, € Tx,M on ait w(x) (xf(xo),vxo) =

—df(xp).vx,. Ensuite, pris fibres par fibres, nous avons l’existence et 'unicité
d’un champs de vecteur x; € T(M) tel que pour tout champs de vecteur

v € T(M) on ait :w ()(f, v) = —df.v; c’est-a-dire tel que iy, (w) = —df. En
coordonnés locales de Darboux on a alors I’écriture :

_y (o) (2
f ];agj (axj> ox; <agj>‘

On note par ga{ le flot associé au champs de vecteur x f : ga{ Tm=mr ga{ (m).

Ce flot est donné comme étant la trajectoire associé au champs de vecteur x ¢
passant par le point m. C’est a dire que :

4 (pfm) = xs (o (m))
g} (m) = m;

ol % ((p{ (m)) € T(Pf (m)M. En coordonnés de Darboux on a l'expression fa-
t

miliére des équations de Hamilton :

: _ of

éf ax,-
_ of

Xj = a_g]

Sur une variété riemannienne (X, g) le flot géodésique est donné par G; (x,v) =
(y(t),7(t)) otr 7y est la géodésique de X telle que y(0) = x € X et y(t) = T X.
Le groupe G; a un parameétre est un groupe de difféomorphismes de T*X (que
I'on a identifié & TX via la métrique g) qui conserve le fibré unitaire UX. Ce
flot est exactement le flot hamiltonien sur T*X associé a la fonction

f8) = 5 870
L]

Remarque 1.2.9. Revenons maintenant a un fait important, qui justifie que la
2-forme doit étre fermée : la forme w (ainsi que la forme volume associée) est

*
conservée par le flot hamiltonien : pour tout f > O on a (ga{ ) w = w. Pour le

voir il suffit d’écrire la définition de la dérivée de Lie : £y, (w) = % ((p{ ) et

d’utiliser la formule de Cartan pour voir que Ly (w) = 0.

1.2.5 Crochets de Poisson

A partir du champ x on peut munir C*°(M) d’une structure d’algebre de
Lie : avoir une application a valeurs dans C*°(M) , bilinéaire, alternée et véri-

fiant I'identité de Jacobi. Pour toutes fonctions (f,g) € (C®(M))* on définit
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les crochets de Poisson :

C®(M) x C®(M) — C®(M)
{}
(f.8) = {f 8} :==wXxsxs)

En fait 'application :
x: €M), {., .} = I(M), [ ]

est alors un homéomorphisme d’algebre de Lie. En coordonnées de Darboux,
le crochet de Poisson de deux fonctions f et g s’écrit simplement :

- 0f 0g  9f o8
{fgr=y L8 2L
Soient f et ¢ deux fonctions de C*°(M), et notons simplement par ¢; le flot
hamiltonien associé a f, alors pour tout point m € M nous avons que

T (g0 gi(m) = {8, f} o gi(m).

Ainsi la fonction ¢ est constante le long des trajectoires du flot hamiltonien
associé a f, si et seulement si {g, f} = 0.

1.2.6 Pour finir : un peu de topologie symplectique

Finissons cette partie sur un résultat étonnant. Comme on vient de voir,
la géométrie symplectique est isochore : elle conserve le volume ; de plus par
I'absence de courbure, elle est moins rigide que la géométrie riemannienne,
et on peut espérer que dans une telle géométrie on puisse “faire passer un
chameau par le chat d’une aiguille”, plus précisément on peut se deman-
der si on peut plonger de maniére symplectique une boule dans un cylindre
de rayon plus petit. Cette question est restée ouverte jusqu’en 1985 ou1 M.
Gromov a répondu par la négation [Gro]. En notant B**(r) := Bgau(0,7) et
Z?(R) := Bg2(0,R) x R?>"~2 on a le fameux :

Théoréeme 1.2.10. (Gromov). Si il existe un plongement symplectique (un plonge-
ment qui conserve la 2-forme wy) de B> (r) dans Z**(R), alors r < R.

1.3 Mécanique quantique et théorie spectrale

1.3.1 Larévolution de la physique

La physique jusqu’a la fin du XIX siecle était constituée par deux entitées :
tout d’abord les corpuscules, c’est-a-dire les points matériels, qui constituent
la matiere, la seconde entité est les ondes, qui constituent les vibrations et les
rayonnements. Le mouvement des corpuscules est décrit par des trajectoires
déterministes dans 1’espace, on connait a tout instant la position et la vitesse
d’une corpuscule. Les ondes sont quand a elles non localisées, elles amenent
des phénomenes d’interférences. Alors que les physiciens pensaient encore
pouvoir tout décrire avec ces deux entités, certaines expériences, comme celle
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des fentes de Young, de la photo de Wilson (1911) et méme l'effet photo-
électrique qui datait de 1887 ne pouvait s’expliquer avec les deux entités de
base. On peut alors situer la naissance de la mécanique quantique au mo-
ment ol1 a débuté l'interrogation des physiciens au sujet de 'interprétation
des ces fameuses expériences. Au début de XX siecle, ce furent les idées révo-
lutionnaires de Bohr, Einstein, Heisenberg, et Schrodinger qui fournirent une
théorie respectable. Construite pour expliquer des phénoménes de rayonne-
ment, cette théorie débouche sur beaucoup d’autres themes de la physique.
Un des grands succés de la théorie quantique est que celle-ci s’attaque di-
rectement a la structure fondamentale de la matiere, en expliquant notam-
ment les structures moléculaires, atomiques et les propriétés des électrons. La
mécanique quantique est a la fois un bouleversement intellectuel, culturel et
philosophique. En effet, c’est une toute nouvelle fagon de penser, opposée a
I'intuition immédiate, et qui est nécessaire pour comprendre le monde sous
un aspect quantique. Par sa puissance analytique et prédictive, elle a permis
d’ouvrir de nouvelles voies dans la recherche scientifique et dans 1'évolution
de la technologie. La mécanique quantique décrit la réalité physique avec des
principes et des postulats. Afin de mieux comprendre I'origine du cadre ma-
thématique de cette théorie, citons quelque postulats (pour plus de détails
voir par exemple [Mes]). Dans l'espace euclidien IR" la description quantique
d’un point a l'instant ¢ se fait avec une fonction d’onde, c’est-a-dire un vecteur
@(t) € L*(R") que I'on interprete de la maniére suivante : pour toute partie
Q de R" le réel [, |@(t)[?dxy...dx, est la probabilité de présence de la parti-
cule dans le domaine () a l'instant ¢; bien sur ceci impose la normalisation
Jgn |@(t)[?dx;...dx, = 1. Un second principe donne la dynamique ('analogue
quantique des équations de Hamilton) : lorsque la particule est soumise a un
champs de forces dérivant d'un potentiel V, la fonction d’onde associé vérifie
I'équation de Schrodinger

L do(t)
h———= = Ho(t
m—s ¢(t)
ou H = — h;A + V. L’équation de Schrodinger tient sa justification physique

des ses conséquences. Un autre principe, encore bon a mentionner est celui
concernant les observables : a toute grandeur physique a on lui associe un
opérateur linéaire (2 domaine) auto-adjoint A agissant sur I'espaces des fonc-
tions d’ondes de sorte que le réel [, Ag(t)¢(t)dx;...dx, représente la valeur
moyenne des résultats de la mesure de la grandeur a.

1.3.2 Rappels de théorie spectrale hilbertienne

La théorie des opérateurs linéaires a domaine et I'étude de leurs réduction,
ce qu’on nomme théorie spectrale constitue les fondements mathématiques de
la mécanique quantique. En 1932, J. Von Neumman donne la définition abs-
traite des espaces de Hilbert et il montre que les points de vue de Heisenberg
et de Schrodinger sont équivalent, en méme temps il développe la théorie de
réduction des opérateurs a domaine. Le théoréme spectral est I'un des résul-
tat les plus profond de 'analyse moderne, et est fondamental en mécanique
quantique. Grace a ce théoréme on peut introduire la notion de mesure spec-
trale associé a un état, cette mesure conduit a une loi de probabilité sur IR, qui
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amene a l'interprétation probabiliste de la mécanique quantique. Le théoreme
spectral permet aussi des opérations sur les observables, comme la compo-
sition, qui est similaire a ce qu’on sait déja faire en mécanique classique. En
mécanique quantique, les observables sont des opérateurs auto-adjoints a do-
maine, et d'un point de vue technique, la difficulté de définir des fonctions
d’opérateurs non bornée est levée en grande partie par le théoréme spectral,
plus précisément par son corollaire : le calcul fonctionnel. Un autre fait remar-
quable en mécanique quantique est que les opérateurs ne commutent pas, ceci
conduit aux fameuses relations d’incertitude de Heisenberg.

On va rappeler quelques résultats de théorie spectrale avec cette fois des
démonstrations : le lemme central au théoreme spectral concernant les opéra-
teurs non bornés est le suivant :

Lemme 1.3.1. Soit (X, F, ) un espace mesuré, que I'on notera plus simplement
(X, ) et F une fonction réelle finie u presque partout sur X. Alors l'opérateur de
multiplication par F définit par :

Mr: D(Mg) = {p € L*(X, ), Fg € I2(X, 1) } — L2(X, )

¢ Fo
est un opérateur a domaine dense et auto-adjoint. En outre si F est bornée, Iopérateur
MEF est continue sur L>(X, u) avec |||Mg||| = ||F||o, -

Démonstration. Vérifions dans un premier temps que D(Mf) est dense dans
L?(X, ) : Pour cela soit ¢ € L?(X, i) et considérons la suite (¢, ), de L?(X, )
définie par ¢, = @X(|F|<n), X désignant la fonction indicatrice. Compte tenu
que pour tout n € IN, |Fgn| < ng, on a que (¢n)n est une suite de D(My).
Ensuite comme F est finie presque partout il est clair que (¢, ), converge sim-
plement presque partout sur X vers ¢. Enfin comme pour toutn € IN, |¢,| <
@ € L*>(X,u) on a grace au théoréme de convergence dominé de Lebesgue
que (@n)n converge dans L?(X, i) vers ¢. Vérifions que l'opérateur M est
férmé : considérons donc une suite (@), € (D(Mg))N telle que @, converge
dans L?(X, ) vers un certain ¢ € L?(X,u) et que Mp(¢,) converge dans
L?(X, ) vers un certain ¢ € L2(X,u). Avec la réciproque du théoréme de
convergence dominé de Lebesgue on a d’une part que, quitte a extraire une
sous suite, ¢, converge simplement presque partout sur X vers ¢, donc en
particulier Fp;, converge simplement presque partout sur X vers F¢, ainsi
§ = Fg presque partout. Donc ¢ € D(Mr) et Mp(¢) = 1. Ensuite montrons
que Mr est auto-adjoint : comme F est a valeurs réelles MF est trivialement sy-
métrique sur D(MF), maintenant pour montrer que Mr est auto-adjoint mon-
trons que ker(Mj £ iI) = {0}, prenons donc ¢ € ker(M} —il), on a d'une
part que M} (¢) = ig, et d’autre part comme pour tout ¢ € D(Mf) on a <
Mg (9), ¥ >12=< @, M(¢p) > 2, ainsi pour tout p € D(Mr) ona [y igpdu =
Jx 9F du c’est a dire que pour tout ¢ € D(Mf), [y ¢(i — F)idu = 0. Donc
comme D(Mp) est dense dans L?(X, ) et F est a valeurs réelles, on a que
@ = 0. De méme on a que ker(M} +iI) = {0}. Donc MF est bien auto-adjoint.
Ensuite le cas ot F bornée est trivial. O

Citons un théoreme issu de la théorie spectrale sur les C*algebres [Arvl],
[Arv2]:
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Théoreme 1.3.2. (Théoréme spectral des opérateurs normaux bornés). Soit N
un opérateur borné normal sur un Hilbert 'H séparable. Il existe un espace mesuré
fini (Y,u) et une fonction bornée F sur Y, tels que N soit unitairement équivalent a
la multiplication par F dans L (X, u) au sens du lemme .

A partir de ce théoréme, on va pouvoir en donner une version pour les
opérateurs auto-adjoint non bornés. Commencons par des notations :

Notation 1.3.3. On va considérer un opérateur a domaine (A, D(A)) auto-
adjoint sur un Hilbert H, < . >y séparable. Comme c(A) C R, on a que
+i ne sont pas dans le spectre de A; on notera alors Ry; = (&l + A)~! les
résolvantes en ces points.

Du précédent théoréme et avec les notations ci-dessus on a :

Corollaire 1.3.4. Avec les notations précédentes, il existe un espace mesuré fini
(Y, ), un opérateur unitaire U : H — L*(Y,u) et une fonction bornée F non
nulle y presque partout sur 'Y, tels que avec les notations du lemme :

URU™ = Mp.

Démonstration. Vérifions dans un premier temps que les opérateurs Ry ; sont
normaux : comme Inm(+il + A) = H, on en déduit donc que : V(u,v) € H?,
3!(z,w) € D(A)? tel que v = (—il + A)(z) etu = (il + A)(w),doncona:

(v, Rju)q, = (=il + A)(z), w)y
= (z, (=il 4+ A)*w)y = (z, (il + A)w)y
= (R_j(v), u)yy;

ce qui prouve que R’; = R;. D’autre part d’apreés I'équation résolvante, les
résolvantes R; et R_; commutent, ainsi R; et R_; sont des opérateurs bornés
normaux. On utilise ensuite le théoreme 1.3.2 : le seul point non contenu dans
le théoréme 1.3.2 est la non nullité de la fonction F : par définition R; est in-
jectif, donc par conjugaison unitaire Mr doit I'étre aussi, c’est a dire que F soit
non nulle i presque partout. O

Du cas particulier de la résolvante on a le théoreme spectral sous sa forme
multiplicative pour les opérateurs auto-adjoints a domaine :

Corollaire 1.3.5. (Théoreme spectral multiplicatif). Toujours avec les notations
précédentes, il existe un espace mesuré fini (Y, i), un opérateur unitaire U : 'H —
L2(Y, ) et une fonction réelle f finie u presque partout sur Y, tels que avec les
notations du lemme v € D(A) < U(v) € D(My) et puis sur U(D(A)) ona

UAU! = My,

Démonstration. Posons f = + — i qui est donc finie y presque partout sur Y
car F est elle méme non nulle y presque partout sur Y. Notons bien que par
construction F(f +i) = 1 et UR; = MpU. Montrons que v € D(A) < U(v) €
D(My) : soit v € D(A) alors 3lu € H tel que v = R;u. Donc Uv = MpUu.
En multipliant cette égalité par f on a: fUv = (1 —iF)Uu. Comme Uu €
L%(Y, u) et que la fonction F est bornée on en déduit que fUv € L2(Y, u), ie :
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Uv € D(My). Réciproquement si Uv € D(Mjy) alors d'une part (f +i)Uv €
L%(Y, u), d’autre part comme U est unitaire entre H et L2(Y, ), 3lu € H tel
que (f +i)Uv = Uu. Enfin en multipliant cette égalité par F on obtient : Uv =
FUu, donc v = U 'FUu = R;u donc en particulier v € D(A). Montrons
maintenant UAU ! = My sur U(D(A)) : notons bien que Vu € ‘H FUu =
UR;u etdonc Uu = %URiu. Prenons v € D(A) 3'u € H tel que v = R;u; avec
l'équation résolvante on obtient que Av = u — iv, donc UAv = (1 —i)Uv,
soit encore UAv = fUv ce qui montre 1'égalité. Reste a vérifier que la fonction
f est a valeurs réelles : si on suppose que la partie imaginaire Im(f) de f est
strictement positive sur un sous ensemble () de Y tels que u(Q)) > 0, compte
tenu que (Y, p) est un mesuré finie xo € D(My). Maintenant on sait avec le
lemme précédent que M est auto-adjoint, donc (xq, fxa);2 € R, ce qui est
absurde par définition de (), donc au final f est a valeurs réelles yu presque
partout.

A partir de ce corollaire on en déduit le calcul fonctionnel borné standard :

Définition 1.3.6. Soit 1 € L*(R), avec les notations du corollaire précédent,
on définit I'opérateur borné h(A) sur H par :

h(A) = U Mo UL

On montre facilement le théoréme suivant qui servira fortement dans la
suite :

Théoreme 1.3.7. (Calcul fonctionnel borné). Soit A, D(A) un opérateur auto-
adjoint sur H. L'application ¢ définit par :

L®(R) — L.(H)
h— h(A)

vérifie les propriétés suivantes :
(i) ¢ est un x-homomorphisme d’algebre normées continu, et on a pour toute fonc-
tion h € L*(R)
[RCA < [1A]]o -

(i) Si (hy)n € (L®(R))N telle que (x +— hy(x))y converge simplement vers x s x
et V(x,n) € R x N onait |h,(x)| < |x| alors pour tout u € D(T)

hy(A)u — Au dans 'H.

(iii) Si (A, u) € 0p(A) x (H —{0}) tels que Au = Au, alors si h € L*(R),
h(A) € op(h(T)) et

1.3.3 Dynamique quantique et groupe d’évolution

Mathématiquement, a partir d’'un opérateur auto-adjoint on peut définir
la dynamique quantique associée via le calcul fonctionnel borné comme étant
un groupe unitaire a un parametre (ici le temps) fortement continu, en effet
(voir par exemple [Kat1] ou [Le-Br]) :
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Théoréme 1.3.8. Soit A, D(A) un opérateur auto-adjoint sur un hilbert H alors la
famille d’opérateur bornée :

U(t) — {eitA}

est un groupe unitaire fortement continu, de générateur (iA, D(A)).

teR

L’évolution d'un systeme physique S au cours du temps peut donc étre re-
présentée mathématiquement par un groupe unitaire de générateur (iA, D(A))
dans un hilbert H associe a S, plus précisément si I’état initial a I'instant 0 est
représenté par le vecteur ¢y € D(A), I’état a I'instant t est représenté par le
vecteur () = U(t)Po avec U(t) = e € L.(H). Uopérateur H = —hA est
appelé hamiltonien du systéme S et représente I'observable énergie totale de
S; on a donc que pour tout ¢p € D(A) nous avons §(t) = e*iTrrHll;O.

1.4 Spectre du laplacien et de I'opérateur de Schrédinger

On va faire quelques rappels sur la théorie spectrale du laplacien et de
I'opérateur de Schrodinger. Pour plus de détails on pourra consulter l'article
[Lab1] qui donne un panorama partiel et historique sur I'étude spectrale du la-
placien et de I'opérateur de Schrodinger sur des variétés riemanniennes. Dans
un systéme physique constitué d’une particule se déplacant dans une partie
ouverte X de R”, I’espace de Hilbert associé est LZ(X), et, si la particule n’est
soumise a aucune force, I’hamiltonien est

12
H=——
2m
n 2
ol A = % est le laplacien de R”, m la masse de la particule, et 7 la
j=1"1

constante de Planck. Si au contraire la particule est soumise a un champ de
force dérivant d"un potentiel réel V, '’hamiltonien est alors

72
H=—-——A+YV;
2m

V désignant I'opérateur de multiplication par la fonction V.

En géométrie riemannienne, I'opérateur de Laplace-Beltrami? est la géné-
ralisation du laplacien de R". Pour une fonction f de classe C? a valeurs réelles
définie sur une variété riemannienne (M, g), etpour ¢ : U C M — R" une
carte locale de la variété M, 'opérateur de Laplace-Beltrami, ou plus simple-
ment laplacien de (M, g), appliqué a la fonction f est donné par la formule

locale : :
- 0 x0(fop)
L dx; (\/ggf X )

1
Aof = —
=R

20n utilise ici la convention de signe des analystes pour 'opérateur de Laplace-Beltrami.
n

3 fop—1
Dans la convention des géometres Ay f = — % aixj (\/gg]k a(fa—j;)) .
jk=1
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ot g = det(g;j) et ¢/* = (gjx) ! Cet opérateur joue un trés grand role au
sein méme des mathématiques : son spectre est un invariant géométrique ma-
jeur. L'apparition de l'opérateur de Schrédinger en géométrie riemannienne,
en particulier lorsqu’il s’agit d’estimer les variations d’un invariant rieman-
nien provoquées par une modification de la métrique, s’explique par le fait
que tout opérateur différentiel linéaire A d’ordre 2 réel auto-adjoint sur une
variété riemannienne (M, g), et dont le symbole principal est égal a la mé-
trique riemannienne duale (définie sur T* M) est de la forme : A = —Ag + V.
(Pour les détails voir [Gall).

1.4.1 Le contexte

Considérons une variété riemannienne (M, g) compléte connexe de di-
mension 7 > 1. On lui associe 1'espace de Hilbert L?(M) = L2(M,dVy), V,
désignant le volume riemannien associé a la métrique g. L'opérateur de Schro-
dinger H associé a la variété (M, g) de potentiel V, V étant une fonction de
M dans R, est défini comme 1'opérateur linéaire non-borné sur les fonctions
lisses a support compacte C°(M, R) par :

]’12
H= 58 +V (1.1)

A étant le laplacien de la variété (M, g).

1.4.2 Motivation

On s’intéresse au probleme spectral : trouver les couples non-triviaux (A, u)
de scalaires complexes et de fonctions tels que :

—Agu + Vu = Au
(avec u € L?(M) dans le cas non compact).

Dans le cas des variétés a bord on a besoin en supplément d’imposer des

conditions au bord sur les fonctions 1, comme par exemple les conditions de
Dirichlet : on impose u = 0 sur le bord de M, ou celles de Neumann : % =0
sur le bord de M, n étant la normale extérieure au bord de M. Dans le cas
des variétés compactes sans bord, comme par exemple la sphere, on parle
de probleme fermé. Il y a deux problématiques majeures liées au spectre du
laplacien (ou de l'opérateur de Schrodinger) sur une variété riemannienne

complete (M, g) :

1. les problemes directs : étant donnée une variété riemannienne (M, g),
que dire du spectre de 'opérateur —A¢ ou de celui de I'opérateur —Ag +
V?

2. Les problemes inverses : étant donné le spectre de I'opérateur —A,, que
dire géométriquement de la variété (M, g)?

Avant de répondre a ces questions, examinons quelques propriétés générales
du spectre.
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1.4.3 Le caractere auto-adjoint

Une des premiéres questions a traiter lors de 'étude spectrale d'un opé-
rateur linéaire est celle du caractére auto-adjoint, ou a défaut du caractere
essentiellement auto-adjoint. Rappelons que un opérateur linéaire H est es-
sentiellement auto-adjoint si son unique fermeture H est auto-adjointe. Quel
est l'intérét du caractere auto-adjoint? Il y a au moins deux bonnes raisons
d’en parler :

1. si H est auto-adjoint, on a déja une premiere information spectrale im-
portante : le spectre de 'opérateur H est une partie de IR.

2. Le caractere auto-adjoint assure en mécanique quantique 1'unicité de
la solution de l'équation de Schrodinger : en effet, a partir de '’hamil-
tonien auto-adjoint H, on peut, via le calcul fonctionnel construire de
maniére unique le groupe unitaire fortement continu {U(f)},.r ol :
U(t) = e M,

Quels sont les principaux résultats connus sur le caractere auto-adjoint ?

— Dans le cas ot la variété M = R" avec sa métrique standard, T. Carle-
man [Car] en 1934 a montré que si la fonction V est localement bornée et
globalement minorée, alors 1’opérateur de Schrodinger H est essentiel-
lement auto-adjoint.

- En 1972, T. Kato [Kat1] a montré que I’on pouvait remplacer dans 1’énoncé
de Carleman 'hypothése V € L (M) par V € L2 (M).

— En 1994, I. Olenik [Ole1l], [Ole2], [Ole3] donne un énoncé tres général
concernant des variétés riemanniennes completes connexes quelconques
avec des hypotheses plus complexes sur la fonction V. Un corollaire
sympathique de cet énoncé est le suivant :

Théoreme 1.4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne complete connexe de dimen-
sionn > 1, et V une fonction de LS (M) telle que Vx € M, V(x) > C, oi C est une
constante réelle, alors l'opérateur H = —Ag + V est essentiellement auto-adjoint.

1.4.4 Le spectre de l'opérateur est-il discret ?

Hormis le fait que le spectre est réel, que savons nous de plus? En 1934
K. Friedrichs [Fri] a montré que dans le cas ou la variété M = R”" avec sa
métrique standard, si la fonction V est confinante, ie lim V(x) = +oo, alors

[x|—00
le spectre de l'opérateur de Schrodinger H est constitué d"une suite de valeurs
propres de multiplicités finies s’accumulant en o0 :

MSA <SS

Dans le contexte d’une variété riemannienne compacte avec un laplacien pur
(V = 0) nous savons aussi que le spectre de 'opérateur —A, est constitué
d’une suite de valeurs propres positives, de multiplicités finies, et s’accumu-
lant en 40

0SS A Al S A<

Qu’en est-il des variétés non compactes ? Commengons par donner une défi-
nition :
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Définition 1.4.2. Soit (M, g) une variété lisse et V une fonction de M dans R,

on dira que | llim V(x) = 00, si et seulement si :
X|—00

VA>0,dIKCC M, Vx e M\ K, |f(x)] > A.

Un des théorémes concernant le spectre de l'opérateur de Schrodinger est
celui de Kondratev et Shubin [Ko-Sh1], [Ko-Sh2] qui donnent un énoncé as-
sez technique sur les variétés a géométrie bornée ; de cet énoncé, on a le corol-
laire bien pratique suivant :

Théoreme 1.4.3. Soit (M, ) une variété riemannienne complete connexe de dimen-
sion n > 1, et V une fonction de L5, (M) telle que |1|im V(x) = +oo. Alors le
X|—00

spectre de l'opérateur H = —Ag + V est constitué d'une suite de valeurs propres de
multiplicités finies s’accumulant en +o0 :

xeM

Le théoreme de Courant de 1953 [Co-Hi], assure en particulier que la pre-
miere valeur propre A; de 'opérateur H est simple.

1.4.5 Un apercu sur les problémes directs

L’objectif est, a géométrie fixée, de pouvoir calculer, ou a défaut de don-
ner des propriétés sur le spectre de 'opérateur —A, ou de celui de I'opérateur
—Ag + V. On va d’abord parler de résultats exacts, puis de méthodes qualita-
tives.

Calcul explicite de spectre

IIn’y a bien sur pas de méthodes générales pour calculer un spectre d’opé-
rateur linéaire ; méme dans le cas de Schrodinger sur une variété raisonnable,
le calcul est souvent difficile, et finalement on dispose de peu d’exemples ou
I'on peut expliciter completement le spectre. Voici tout de méme un exemple
de calcul exact : I'oscillateur harmonique, ou opérateur d’Hermite comme on
le nomme en analyse harmonique. C’est 'un des rares exemples d’opérateur
de Schrodinger sur une variété non compacte pour lequel on arrive a calculer
explicitement son spectre. L’oscillateur harmonique joue un role trés impor-
tant dans 1’étude des systémes intégrables en classification symplectique : il
sert en effet de modele de référence des équilibres stables de type elliptique;
pour plus de détails, on peut consulter le livre de Vu Ngoc [VuN4l. Ici on
prend M = Ret H = — % ;—; + %2 Les propriétés spectrales de l'opérateur H
sont trés remarquables : on arrive a calculer son spectre et les vecteurs propres
associés de maniere explicite. Ces calculs, d’un point de vu trés formel, se
trouvent dans n’importe quel bon livre de mécanique quantique. Pour des dé-
monstrations précises, on conseille par exemple le livre de M.E. Taylor [Tay].
Le résultat est alors le suivant, le spectre de I'opérateur H est

O‘(H):{H—F%,HGN}
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avec comme vecteurs propres associés la base hilbertienne de L?(R) consti-
tuée des fonctions d’"Hermite :

2 d 2

en(x) = (2niy/70) b5 Hy(x) oit Hy(x) = (—1)" e

Etude qualitative spectrale en bas du spectre

Dans nombre de cas on ne sait pas calculer un spectre, on essaye alors de
le décrire de maniere qualitative. Il y a disons deux sous thémes :
— le premier concerne le bas du spectre : on s’intéresse aux plus petites
valeurs propres de l'opérateur.
— Le second est I'étude de I'asymptotique des grandes valeurs propres :
analyse semi-classique.
Donnons quelques exemples de résultats concernant le bas du spectre. Com-
mencons par des résultats de comparaison des premieres valeurs propres.

Théoreme 1.4.4. (Théoréme de Faber-Krahn, 1953). Soit M une partie bornée de
R". En notant par A1(M) la premieére valeur propre de 'opérateur —A avec condi-
tions de Dirichlet, on a A;{(M) > A1(Bpm); By désignant la boule euclidienne de
volume égal i Vol(M). Et on a égalité si et seulement si M est isométrique a Byy.

Dans le méme style, on a aussi la version avec conditions de Neumann ot
I'inégalité est dans l'autre sens :

Théoreme 1.4.5. (Théoréme de Szegi-Weinberger, 1954). Soit M une partie bor-
née de R"™. En notant par yy (M) la premiere valeur propre de de I'opérateur —A avec
conditions de Neumann, on a p1 (M) < u1(Bp); By désignant la boule euclidienne
de volume égal a Vol(M). Et on a égalité si et seulement si M est isométrique a Byy.

Un autre type de résultat classique concerne les constantes de Cheeger :
soit (M, g) une variété riemannienne connexe et compacte de dimension n >
1. Pour toute partie bornée réguliere D de M, on considere la quantité

_ Vol(aD, g)
MD:8) = 5D, 5)

ot Vol(aD, g) estle volume n — 1 dimensionnel. On définit ensuite la constante
de Cheeger par
h = inf h(D
(M, g) = inf h(D,g)
X étant I’ensemble de tous les domaines de M de volumes majorés par w
Alors un des résultats de Cheeger est que la premiéere valeur propre non nulle

du laplacien est minorée par h(MT’g)Z [BGMLI.

Pour finir, donnons un autre résultat intéressant qui concerne la multipli-
cité des valeurs propres en fonction de la topologie. Pour cela plagons nous un
instant dans le cas des surfaces : si (M, g) est une surface complete connexe, et
H = —A¢ +VavecV € C*(M,R) telle que | ll'm V(x) = +oo. En notant par

X|—00
A <Ay < oo <A < -+ le spectre de l'opérateur H et par my la multiplicité

de la k-eme valeur propre Ay, nous avons le résultat dti a S. Y. Cheng [Che2]
et amélioré par G. Besson [Bes], Y. Colin De Verdiére [Col5], N. Nadirashvili
[Nad] et B. Sévennec [Sev] :
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Théoreme 1.4.6. Sous les hypothéses précédentes nous avons :

-Si M = S2 ou R?, alors pour tout k > 3, my < 2k — 3.

-SiM = ]PZ(]R) ou Ky (la bouteille de Klein), alors pour tout k > 1, my <
2k + 1.

- Si M = T?, alors pour tout k > 1, my < 2k + 2.

- En notant par x(M) la caractéristique d’Euler-Poincaré, si x(M) < 0, alors
pour tout k > 1, my < 2k —2x(M).

Etude qualitative spectrale en haut de spectre

L'exemple de base est la formule asymptotique de Weyl de 1911, [BGM].
Pour le laplacien dans un domaine rectangulaire Q de R? avec des conditions
de Dirichlet aux bords, le physicien P. Debye conjectura que le nombre de
valeurs propres NV (1) inférieure a un réel positif A, vérifie I'équivalence, pour
A — +oo

Vol ()
A) ~v——=A
N 47
ouVol(Q)) est l'aire du rectangle Q). En 1911, H. Weyl démontra cette conjec-
ture.

Théoreme 1.4.7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de dimen-
sion n, si on note par Ay < Ay < -+ < A < -+ - les valeurs propres de I'opérateur
—Ag sur M, on a I'équivalent pour A — +o0

Card ({k € N, Ay < A}) NWAZ

+ NI=
—_

ot B, = ﬁ est le volume de la boule unité de R".
2
On reviendra dans la derniere partie a I'étude du “haut” du spectre en
utilisant ’analyse semi-classique.

1.4.6 Problemes inverses : la géométrie spectrale
Le son détermine t-il la forme d’un tambour?

La problématique inverse est la suivante : étant donné le spectre d'un la-
placien ou d’un opérateur de Schrodinger, quelles informations géométriques
sur la variété (M, g) peut-on avoir ? Dans le cas du laplacien, un des premiers
a formaliser mathématiquement cette question est sans doute M. Kac [Kac]
en 1966 dans son célebre article “Can one hear the shape of a drum ?”® : pour
le laplacien riemannien, une suite de valeurs propres (un ensemble d’harmo-
niques du tambour) caractérise-t’elle, a isométrie pres, la variété de départ (la
géométrie du tambour) ? Il est connu que si deux variétés sont isométriques,
elles sont alors isospectrales (c’est-a-dire ont le méme spectre). Mais qu’en est
t-il de la réciproque ? On sait depuis 1964, que la réponse au probleme de M.
Kac est négative; en effet, ]. Milnor [Mil] donne comme exemple de variétés
isospectrales mais non isométriques, une paire de tores plats de dimension 16.

3”Peut-on entendre la forme d’un tambour ?”
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Depuis, de nombreux autres exemples ont été trouvés, a commencer par T. Su-
nada [Sun], qui en 1985 donne une méthode de construction systématique de
variétés isospectrales non isomorphes. C. Gordon et E.N. Wilson [Go-Wi] ont
aussi donné en 1984 une méthode de construction de déformations continues
de variétés qui sont isospectrales sans étre isométriques. L'histoire ne s’arréte
pas 1a, d’autres méthodes de construction apparaissent, comme par exemple
la méthode de transplantation de P. Bérard [Ber2], [Ber3] etc... En 1992, C.
Gordon, D. Webb et S. Wolpert [GWW1] donnent le premier exemple de deux
domaines plans non isométriques, mais ayant tout de méme un spectre com-
mun pour le laplacien avec conditions de Neumann ou de Dirichlet.

Fig 1. Une photographie de C. Gordon et D. Webb avec leurs fameux domaines plans
isospectraux mais non isométriques.

Pour plus de détails sur cet exemple ou pourra consulter les auteurs [GWWT1],
[GWW?2] mais aussi voir les articles tres pédagogiques de P. Bérard [Ber5],
[Ber6], [Ber7]. Mentionnons aussi le travail de S. Zelditch [Zel] datant de 2000,
ot il montre que si on se restreint a des parties de R? simplements connexes
avec un bord analytique et possédant deux axes de symétrie orthogonaux,
alors le spectre détermine complétement la géométrie.

Spectre des longueurs et formules de traces

La donnée du spectre du laplacien donne des informations sur d’autres
invariants géométriques comme la dimension, le volume et l'intégrale de la
courbure scalaire. En fait le laplacien fournit aussi d’autres invariants, comme
par exemple le spectre des longueurs d’une variété. Le spectre des longueurs
d’une variété riemannienne est I’ensemble des longueurs des géodésiques pé-
riodiques. En 1973 Y. Colin de Verdiére [Col1], [Col2] montre que dans le
cas compact, modulo une hypothese de généricité toujours vérifiée a cour-
bure sectionnelle négative, le spectre du laplacien détermine compleétement
le spectre des longueurs. La technique utilisé par Y. Colin de Verdiere repose
sur les formules de traces. Ces derniéres s’utilisent dans un cadre beaucoup
plus général que celui des opérateurs de Schrodinger. Le principe formel des
formules de traces est le suivant : considérons d’abord un opérateur linéaire
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H non-borné sur un Hilbert ayant un spectre discret : 0(H) = {A,, n > 1},
et puis une fonction f “sympathique”. La formule de trace consiste alors a
calculer la trace de l'opérateur f(H) de deux fagons différentes :
- la premiere facon, lorsque que cela a un sens, avec les valeurs propres
de l'opérateur linéaire f(H) :

Tr(f(H)) = ) f(Aw).

k>1

- La seconde facon, avec le noyau de Schwartz de l'opérateur f (H) :si
F(H)9(x) = [ Ky(x,1)p(y) dy,alors

Tr(f(H)) = /M Ky (x, x) dx.

Ainsi

Y f) = /M Ky (x, x) dx.

k>1

La difficulté réside alors dans le choix de la fonction f, d’une part pour 1é-
gitimer ces formules, et d’autre part pour arriver a en tirer des informations
spectro-géométriques. Les choix de fonctions f les plus courants sont : f(x) =
e~ ottt > 0 (fonction de la chaleur); f(x) = &, oits € C, avec Re(s) > 1

_itx

(fonction zéta de Riemann); f(x) = e~ ou t > 0 (fonction de Schrodin-
ger); etc ... Pour fixer les idées, donnons un exemple simple de formule de
trace exacte : la formule sommatoire de Poisson pour un réseau I' de IR". La
formule de Poisson sur le tore I' \ R” nous donne 1’égalité :

)3

oM — Vol (I'\ 15{”) -z
Aea(Ag) (47t)2

e # (1.2)

ol 0'(Ag) est le spectre de I'opérateur Aq et X. le spectre des longueurs comp-
tés aves leurs multiplicités, la multiplicité d"une longueur étant le nombre de
classes d’homotopies de lacets du tore plat I' \ IR" représentées par une géo-
désique périodique de cette longueur. Dans 1'égalité (4.2) le terme de droite
correspond a la partie géométrique (volume, dimension,...) alors que le terme
de gauche contient les informations spectrales. Pour une référence récente voir
[Col10].

1.4.7 Métrique de Agmon et puits multiples
Définition de la métrique

Dans toute la suite (M, g) est, soit une variété riemannienne compacte,
ou bien 'espace R" tout entier. L'opérateur de Schrodinger Pj, associé a la
variété (M, g) de potentiel V, V étant une fonction de M dans R, est défini
comme l'opérateur linéaire non-borné sur les fonctions lisses a support com-
pact CZ®°(M, R) par:

K2

Pp= A +V (1.3)
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avec une fonction V localement bornée, globalement minorée et confinante :

lim V(x) = 4oo;

[x|—00
ce qui assure un spectre réel discret constitué de valeurs propres. Soit E > 0;
dans le cas ot M = R" on suppose en outre que |lilm V(x)—E>0.
x|—0
Définition 1.4.8. La métrique de Agmon est donnée par max (V(x) — E,0) dx?
ott dx? = ¢(x); g étant la métrique de la variété (M, g).

Ainsi 'application m,4 : x € M — max (V(x) — E,0) g(x) est un produit
scalaire sur 'espace produit TxM x TyM.

Remarque 1.4.9. C’est une métrique dégénérée sur (M, g).
Définition 1.4.10. La distance de Agmon sur (M, g) est définie par :

da(ab) = inf £(7)

1
L) = [ matr(®) (1)
v :10,1] — M est un arc de classe C! de M tel que v(0) = a et y(1) = b.

Si on se place sur M = R” et si on considere deux réels a et b aveca < b
nous avons que

aata,0) = [ fmeal(®) G030t

avec y(t) = at+ (1 —t)b, t €[0,1]; ainsi 7(t) = a — b; et donc

da(a,b) = /01 VV(r(8) —Ela—b|dt = /ab,/V(x) — Edx.

Application aux puits multiples

Pour plus de commodité on prendra E = 0 et on suppose que la fonction
potentiel a N puits :

{x e M; V(x) <0} :IN_[U]-
j=1

ou N est un entier et les U; sont des compacts de M (on parle de puits). Avec
la distance d 4 on peut définir Sy : la distance de Agmon entre deux puits

S() = I]I;li]l;ldA (LI], Uk)
Soit s €]0, Sp[ et posons
Ba (U],S) = {x EM,dy (X,U]) < S},’
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alors si j # kona B (Uj,s) NUg = @ et on peut trouver des variétés com-

pactes a bords C2-lisses (Mj)]. C M telles que B (Uj,s) C Int (M;) etsij # k
alors M; N Uy = @. Sur les Hilberts L? (M]) on considere les restrictions
(avec conditions de Dirichlet) auto-adjointes de Pj, a M;, notée P;. Soit I(h) =
[(h), B(h)] un intervalle qui tend vers le singleton {0} quand # — 0.On ale:

Théoreme 1.4.11. [He-Sj] I existe s; < sg tel que pour hassez petit, il existe une
bijection

z

j=

telle que pour tout T < sy onait b(A) —A = O (e_%) .

Ce théoréme explique le phénoméne de séparation des valeurs propres
dans chaques puits; avec une distance exponentiellement petite.

1.5 Quantification et limite semi-classique

1.5.1 Problématique

Le principe de correspondance est a la base des postulats de la méca-
nique quantique, c’est le “dictionnaire” entre le monde classique et le monde
quantique. La quantification est la théorie mathématique qui a pour but d’es-
sayer de justifier ce dictionnaire ; plus précisément d’essayer de construire un
morphisme entre ces deux mondes. La quantification est le passage du clas-
sique au quantique ; I'opération inverse est qualifiée de limite semi-classique.
Pour plus de détails sur la quantification voir par exemples les livres [Fed] et
[CKTBI.

|  Mécanique classique | Mécanique quantique |
(M, w) variété symplectique | H CL%(X), ou X variété
Points x € M Vecteurs ¢ € H
Algebre C* (M) Algebre d’opérateurs sur H
Crochet de Poisson{. } Commutateur |.]
| Equation de Hamilton | Equation de Schrodinger |

On voit trés nettement les premieres grosses difficultés mathématiques du
passage d'un monde a l'autre : passage de la dimension finie a infinie, pas-
sage du commutatif au non commutatif, linéarité qui apparait en mécanique
quantique, etc...

1.5.2 Impossibilité de la quantification idéale

Commengons par le passage de la mécanique classique a la mécanique
quantique ; la question mathématique précise de ce passage se formule par
I'existence de :

47



Définition 1.5.1. On appelle quantification (idéale) de la variété symplectique
(M, w) toute application linéaire :

Q : C*(M) — {Algebre d’opérateurs sur un Hilbert}
vérifiant les quatres axiomes suivants :

(i) Q(1) = 1
(i) Q({f,8)) = - [Q(),Qs)];

(iii) Q(xx) = x et Q(&y) = _ihai

Xk;
(iv) (Q(f)" = Q).

En fait si on se place sur la variété symplectique la plus simple possible :
R?"; il n’existe pas de quantification idéale : en effet on a le fameux (voir par
exemple [Fol]) :

Théoreme 1.5.2. (Van Hove, 1952). 1l n’existe pas de quantification :
Q : Rlxy,x2,...,%n,81,82,...,Cn] — [Algebre d’opérateurs sur LZ(]R”)}.

11 faut alors affaiblir la définition de la quantification idéale, en particulier
l'axiome (ii). Cela est possible dans le cas de IR?". On verra ca dans la partie
1.6 a l'aide des opérateurs pseudo-différentiels.

1.5.3 Principe de ’analyse semi-classique

De manieére extrémement simple et naive 1'idée de 1’analyse semi-classique
est de comprendre le quantique lorsque le parametre 1 — 0. Pour le lecteur
qui voudrait en savoir plus sur I'analyse semi-classique, on conseille la lit-
térature suivante : Y. Colin de Verdiere [Col9], Dimassi-Sjostrand [Di-Sjl, L.
Evans et M. Zworski [Zwo], A. Martinez [Mar], D. Robert [Rob1], S. Vu Ngoc
[VuN4]. Revenons un instant a la limite # — 0, quel est son sens physique ?
En ”principe” tout systeme physique est de par nature quantique. D’apres les
fameuses inégalités d’incertitude de Heisenberg, on ne peut pas mesurer pré-
cisément a la fois vitesse et position d"un électron, sauf si 1 = 0. En fait plus
h est petit, plus on peut faire des mesures simultanées précises. Ainsi plus
h — 0, plus on se rapproche du déterminisme de la mécanique classique sur
le fibré cotangent T* M. En pratique quand on fait de I'analyse semi-classique,
on travaille a la fois avec des objets classiques (variétés symplectiques, algebre
des fonctions C*, crochet de Poisson, équations de Hamilton,...) et des objets
quantiques (espace de Hilbert, algebre d’opérateurs, commutateur, équation
de Schrodinger,...). Une autre philosophie de 1’analyse semi-classique est la
suivante : dans la limite des grandes valeurs propres, le spectre de I'opérateur
de Schrodinger sur une variété riemanienne (M, Q)

hZ
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ou plus généralement d'un opérateur pseudo-différentiel, est remarquable-
ment liée & une géométrie sous-jacente. Celle-ci vit sur le fibré cotangent T* M,
vu comme une variété symplectique : c’est la géométrie de 1’espace des phases.
C’est d’ailleurs le méme phénomene qui permet de voir la mécanique clas-
sique (structure de variété symplectique) comme limite de la mécanique quan-
tique (structure d’algebre d’opérateurs). Voyons pourquoi s'intéresser a 1’asymp-
totique du spectre de 'opérateur H, revient dans une certaine mesure a faire
tendre le parametre /1 vers 0 (limite semi-classique). Par exemple, pour E > 0

fixé, ’équation —%qu) = Eg@ admet ¢y, le k-iéme vecteur propre du lapla-
cien Ag, comme solution si — %/\k = E. Ainsisih — 07, alors Ay, — +o0. C’est
pourquoi la limite semi-classique peut aussi se voir comme 1’asymptotique
des grandes valeurs propres du laplacien.

1.6 Opérateurs pseudo-différentiels

1.6.1 De Fourier a nos jours...

Historiquement on peut dire que c’est Fourier en utilisant la transformée
de Fourier pour résoudre 1'équation de la chaleur % = Au qui fut le pionnier
des opérateurs pseudo-différentiels. Dans le début des années 60, Caldéron et
Zygmund introduisent les opérateurs intégraux a noyaux singuliers en vue de
résoudre des équations aux dérivées partielles avec des coefficients variables.
Entre 60 et 70, Niremberg et Hormander ont donné la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels sans le parametre semi-classique 4. Un peu plus tard Ma-
slov, Helffer, Robert et Sjostrand se sont intéressés a I'étude avec h. Il y a en
réalité moulte opérateurs pseudo-différentiels, destinés a tel ou tel applica-
tion et il est difficile de présenter une théorie tres générale. Dans la suite, on
va rapidement décrire “une” théorie des opérateurs pseudo-différentiels avec
le parametre semi-classique /. De nos jours la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels est devenue un outil d’analyse trés puissant, en particulier en
équations aux dérivées partielles, en analyse sur les variétés et méme en géo-
métrie algébrique complexe. On va rappeler brievement une des définitions
des opérateurs pseudo-différentiels : celle de la quantification de Weyl sur
R?" (ou sur T*X) et donner les principales propriétés. de ce type d’opérateurs
pseudo-différentiels. Pour plus de détails, voir [Di-Sjl.

1.6.2 Symboles et transformée de Weyl

De maniere trés formelle, la quantification de Weyl consiste & associer a
une fonction symbole convenable a : (x,&) — a(x,&) € C*®(R*") un opéra-
teur linéaire Oy (a) de S(R") dans lui méme et admettant une représentation
intégrale :pour toute fonction u € S(IR") et pour tout x € R" :

1 ' ify— X+
w == (x=y)¢, Y
(080 w)) () = e [ oo 0 (528 o) vt
Une des premieres difficulté de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels
est de donner un sens a ce type de formule. Bien sur pour des symboles a &
S(IR?") cest plutdt facile a définir, mais pour faire de la quantification il faut
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au moins autoriser des symboles polynomiaux en x et ¢. On va définir une
classe de symboles usuelles pour faire de la quantification : sur la variété X :=
R", etpourk,m € 72, on définit 'ensemble de symboles d’indice k et de poids

(z)" sur la variété X ou (z) = (x,¢) := (1+ \z|2)%, par:
(X, 2)")

= {ah(z) € C®(T*X), Ya € N", 3C, > 0, Vz € T*X, [0%ay,(z)| < Cult* <z>m} .

Avec des intégrations par parties habiles (technique des intégrales oscillantes),
voir [Di-Sj] ou [Mar] on montre que :

Théoréme 1.6.1. Sia € S* (X, (z)"), avec m > 0, alors O} (a) est un opérateur
linéaire de S(R") dans lui méme.

Donnons un exemple trés important de calcul de transformée de Weyl : la
quantification des variables canoniques.

Exemple 1.6.2. Le quantifié de Weyl de la fonction (x,§) — 1 est l'opérateur iden-
tité. Le quantifié de Weyl de la fonction (x,¢) — x; est I'opérateur de multiplication
par la variable x;. Le quantifié de Weyl de la fonction (x,§) — ¢; est 'opérateur de

L. . 9
dérivation _’ha_x,-'

En analyse semi-classique, on est aussi amené a considérer des symboles
ayant des développements asymptotiques en puissance de h : soita;, € S° (X, (z)™),
on dira que ce symbole est semi-classique si et seulement s’il existe une suite

de symboles (a;) e Y (X, (z)m)]N indépendant de h tels que pour tout

K > 0,onait:

jEN

K . !
(ah(z) - Za]-(z)h]> € SFHL(X, (z)™).

j=0
tooo
On note alors a, = 2 a;l, on dira aussi que a est le symbole principal de a;,.
j=0

Le théoréeme de resommation de Borel (voir [Mar]) assure que pour toute suite
arbitraire de symboles (a;) € S(X,(z)™"), il existe une unique, modulo

jEN
Hoo
O(h*), fonction symbole aj, telle que a, = Y _ a;h/ .
j=0

1.6.3 Quelques propriétés

Si on fait le produit de deux opérateurs pseudo-différentiels de symboles
a et b, alors 'opérateur produit est encore un opérateur pseudo-différentiel :

Théoreme 1.6.3. Quel que soient les symboles (a,b) € S (X, (&)™) x S (X, <§>m/),
il existe un symbole ¢ € S (X, (C)"Hm,) tel que

0%(a) 0 0¥(b) = O¥(c).
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De plus un choix possible pour le symbole c est donné par la formule de Moyal :

B _+°° W L — J
c=ax*b _];;j!(Zi)fa Elagpaxp—axpagp b

oit la fleche indigue sur quelle fonctions, a ou b la dérivée doit opérer.
Citons maintenant un théoréme de continuité fondamental :

Théoreme 1.6.4. (Calderon-Vaillancourt) Si le symbole a € gk (X, 1),k >1,
alors l'opérateur O} (a) est un opérateur linéaire continu de L?(R") dans L?(R") :

3C,M >0, [[[OF ()| < C Y [0%al] e (reny-
o] <M

Une des principales applications de ce théoreme de continuité est 1'inver-
sion des opérateurs pseudo-différentiels : un symbole a € S (X, (z)™) est el-
liptique en (xg, §p) € T*X si et seulement si |a(xg, {o)| # 0.

Théoreme 1.6.5. Soit m € Reta € S (X, (E)"™) elliptique sur T*X, alors il existe
un symbole b € S (X, (C)fm) tel que :

0Y(a) 0 O¥(b) = Iy + Ry, OY(b) 0 O¥(a) = I; + Ry

oit Ry, Ry sont des opérateurs linéaire continus de L?(R") dans L?(R") et vérifiant
HR[[]+ [[[Ra]|] = O(h%).

1.7 Analyse microlocale

Il semble que 'analyse microlocale prenne naissance dans les années 70
pour des applications en équations aux dérivés partielles. Aujourd’hui I'ana-
lyse microlocale est présente dans beaucoup de mathématiques, comme la to-
pologie, la géométrie analytique,... Le principe moral de I’analyse microlocale
est d’utiliser des variétés symplectique pour faire de ’analyse : pour des ob-
jets vivants naturellement sur une variété quelconque X, on peut aussi les
faire vivre sur la variété T*X. Donnons ici quelques éléments d’analyse mi-
crolocale, pour plus de détails voir par exemple [VuN3], [VuN4], [Col9] ou
[Gr-Sjl.

1.7.1 Fonctions admissibles
Pour hy > 0 fixé, 'ensemble
A= {/\(h) e ol IN € Z, [A(h)| = O(h—N)}

est un anneau commutatif pour les opérations usuelles sur les fonctions. On
voit aussi sans peine que 1’ensemble
I:={A(h) € A, A(h) = O(h*™)}

est un idéal bilatere de A, on définit alors I’anneau C}, des constantes admis-
sibles comme étant I’anneau quotient A/I. On peut alors définir le C,-module
des fonctions admissibles :
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Définition 1.7.1. L'ensemble A;(X) des fonctions admissibles sur X est 1’en-
semble des distributions u;, € D'(X) tels que pour tout opérateur pseudo-
différentiel P, dont le symbole dans une carte locale est a support compact

AN € Z, || Pyuy |2 (x) = O(hN).

L'ensemble Aj(X) est un C;-module pour les lois usuelles des fonctions.
Un premier fait important est que par le théoreme de Calderon-Vaillancourt,
on a l'inclusion : L?(X) C Aj(X).

- S(x)
Exemple 1.7.2. Les fonctions WKB* de la forme : uj,(x) = a(x)e' "7 , S étant
une fonction réelle C*, sont des fonctions admissibles stables par 1’action d'un
opérateur pseudo-différentiel.

1.7.2 Micro-support et microfonctions

Lorsque on regarde une équation du type P,uj, = 0,1'é¢tude dans T* X de la
fonction symbole p de l'opérateur pseudo-différentiel P, permet de localiser
les singularités de la solution uj, grace a la notion de micro-support. Histori-
quement la notion de micro-support a été introduite par Sato et Hormander.
On va donner une définition proche de celle de Hérmander : & tout élément
uy, du Cy-module des fonctions admissibles est associé un sous-ensemble de
T*X, cet ensemble, nommé micro-support® décrit la localisation de la fonction
uy, dans I'espace des phases.

Définition 1.7.3. Soit u, € A, (X), on dira que uy, est négligeable au point m €
T*X, si et seulement sil existe P, un opérateur pseudo-différentiel elliptique
en m tel que :

[ Pattp || 2(x) = O(K®).

On définit alors MS(uy,), le micro-support de u;, comme le complémentaire
dans T*X de I’ensemble des points m € T*X ol uy, est négligeable.

Moralement le micro-support de u;, est le complémentaire de I’ensemble
des directions oti, & une variante pres, la transformée de Fourier de uy, est a
décroissance rapide. Parmi les propriétés liées au micro-support nous avons
que si Py, est un opérateur pseudo-différentiel de symbole principal p alors on
a l'implication :

Pyuy, = O(h®) = MS(uy,) C p_l(O).

Donc si par exemple P; est un opérateur de symbole principal p, A un sca-
laire, et si 1y, est une fonction non nulle telle que : (P, — Aly) u, = O(h*) alors
MS(uy,) C p~Y(A). Ceci est une propriété fondamentale de I’analyse micro-
locale : elle donne une localisation des fonctions propres dans 'espace des
phases.

Exemple 1.7.4. Pour une fonction WKB ona MS(uy,) = {(x,dS(x)),a(x) # 0}.

Définition 1.7.5. Soient uy,, v, € Ay (X)?, on dira que u;, = v;, + O(h*) sur un
ouvert U C T*X si et seulement si MS(u, —v,) NU = Q.

4Pour Wentzel, Kramers et Brillouin.
50u front d’ondes.
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Avec les propriétés du micro-support, on peut montrer que pour tout ou-
vert U de T*X, l'ensemble {u;, € A, (X), MS(u,) NU = O} est un C;,—sous-
module de Aj(X), on peut alors définir I'espace des micro-fonctions :

Définition 1.7.6. Soit U un ouvert non vide de T*X, on définit I'espace des
micro-fonctions sur U comme étant le C;, —module quotient :

My (U) i= Ap(X)/ {uy € Ay(X), MS(up) N U = @} .

Les opérateurs pseudo-différentiels agissent sur M (U), en effet : pour
tout opérateur pseudo-différentiel P, on a

MS(Phuh) C MS(uh)

etainsi P, (M, (U)) C My (U).

1.7.3 Analyse microlocale et faisceaux

Le langage le plus adapté a 'analyse microlocale est le langage des fais-
ceaux. Sans rentrer dans les détails, en voici le principe : a tout triplet (P, A, U)
oul P, est un opérateur pseudo-différentiel, A un scalaire de 'anneau C;, et
U un ouvert non vide de T*X, on peut associer 'ensemble L (P, A, U) des
microfonctions uy, solutions dans l'ouvert U de (P, — Al;) u, = O(h*). L'en-
semble L (P, A, U) est un C,-module, et si Q) désigne un ensemble d’indices
quelconque, la famille d’ensembles { L (P, A, Uy) , x € O} estun (pré)faisceau
audessus de | J Uy. En effet toute solution peut étre restreinte sur des ouverts

xeQ)
plus petits d'une unique maniere, et deux solutions u; définie sur un ouvert

Uy et v, définie sur un autre ouvert Uy et telles que u;, = v, sur l'ouvert
U, N Uy, peuvent étre misent ensemble pour former une solution globale sur

'ouvert Uy U U,,. Ce faisceau est supporté® sur 'ensemble p~1(A) C T*X.

1.7.4 Théoréme d’Egorov et opérateurs intégraux de Fourier

Pour finir donnons le théoreme d’Egorov qui permet de définir rapide-
ment la notion d’opérateur intégral de Fourier, voir par exemple [Egol, [Col9] :

Théoreme 1.7.7. (Egorov) : Soient (T*X,dw) et (T*Y,dp) deux variétés symplec-
tomorphe : il existe x un symplectomorphisme de T* X dans T*Y. On supposera que
X est exact : x* B — w est une 1-forme exacte sur X. Alors il existe X un morphisme de
Cy-module de My, (X) dans My, (Y) inversible tel que pour tout a € My(Y), en no-
tant par a = O (a), 'opérateur B = X~ oao X est un opérateur pseudo-différentiel
sur My (X), et dont le symbole principal est donné par ag o x, ag étant le symbole
principal de . On dit que X est un opérateur intégral de Fourier associé a x.

En fait il y a toute une théorie sur les opérateurs intégraux de Fourier (voir
[Dui] et [Du-Hol), ces derniers on en effet une représentation intégrale. Leurs
noyaux sont cependant plus compliqués et plus délicats a manipuler que les
noyaux des opérateurs pseudo-différentiels.

6 Au sens du micro-support.
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1.8 Vers la quantification par déformation

Avec la théorie des opérateurs pseudo-différentiels, on dispose d"une quan-
tification sur R?" ou sur T*X . Cette quantification n’est en fait pas idéale au
sens ol I'axiome (ii) est vérifié avec un reste en O(h?). Donc si on accepte de
laisser tendre le parametre /1 vers 0 on se rapproche alors d"une quantification
idéale.

1.8.1 Casde T*X

Sur la variété symplectique R?" ou sur T* X la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels fournit une quantification (pas idéale mais presque). De maniére
concrete pour toute fonction symbole a “convenable” on a l’existence d'un
opérateur linéaire 4 définit par la quantification de Weyl 2 := O}/(a). Dans
I'exemple 1.6.2 on a vu que les axiomes (i) et (iii) de la quantification sont
vérifiés ; I'axiome (iv) est lui aussi vrai. Par contre 'axiome (ii) pose pro-
bleme : généralement pour tout couple de symboles ¢, on a que Oy (¢) o
Oy (y) # OF(¢y); mais le théoreme 1.6.3 assure I'existence d’un unique
symbole 7t donné par la formule de Moyal (voir théoréme 1.6.3) vérifiant la
relation Oy (¢) o O (y) = O}/ (7). On définit alors le produit de Moyal des
symboles ¢ et ¢ par:

(9 9) = oxyp:=m
soit encore : -
9y =y
Et comme d’aprés la formule de Moyal : ¢ x ¢ := @1 + O(h), on en déduit
alors la formule :

px =y +O(h).
Par conséquent si on calcul le commutateur de deux symboles quantifiés ¢ et
1 on obtient : N R
[@.9] = 99— 99
=QxYP—Pro=9xyp—yPxg¢;
et comme par la formule de Moyal pxp — ¢ x ¢ = % {@, 9} +O(h?) on arrive
la formule :

9.1 = g 9} +002)

On vient donc de montrer que 'axiome (ii) est vrai modulo O(h?). En fait, on
peut voir le produit non-commutatif x comme définit sur un anneau de fonc-
tions en oubliant la représentation par les opérateurs pseudo-différentiels. La
quantification apparait donc comme une déformation du commutatif vers le
non-commutatif, la trace de la non-commutativité étant donné par les crochets

{,.}
1.8.2 Cas général

Le programme de quantification par déformation est initié par Bayer, Flato,...
il consiste a essayer de définir sur chaque variété symplectique un produit x
analogue a celui de Moyal. Localement cela est facile (on se raméne a R?"
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par le théoreme de Darboux), mais bien évidement la difficulté de ce pro-
gramme est le passage du local au global. Concretement quand on dispose
d’un produit x sur une variété M, on peut quantifier : on associe a chaque
fonction u € C®(M) un opérateur il définit par #(v) := u x v. Le probleme
des produits * sur des variétés est d’abord celui de leurs existences et de leurs
classifications. Parmis les résultats majeurs citons d’abord les travaux de De
Wilde-Lecompte [DW-Le] qui en 1983 montrent que toute variété symplec-
tique admet un produit *. En 1997, Kontsevitch [Kon] montre que toute va-
riété de Poisson admet un produit *.

1.9 Les systémes complétement intégrables

Pour finir ce chapitre on va donner les principaux résultats connus sur
les systémes completement intégrables symplectiques et semi-classique. On
reprend et on résume une partie du livre de S. Vu Ngoc [VuN4].

1.9.1 Définitions

En physique hamiltonienne un systéme intégrable est un systéme possé-
dant un nombre suffisant de constantes de mouvement indépendantes; ma-
thématiquement on a la définition suivante :

Définition 1.9.1. Un systeme intégrable classique est la donnée d’une variété
symplectique (M, w) de dimension 2n et de n fonctions (f1, ..., f») de 1’algebre
C*(M) telles que les différentielles (df;(x));_; _, sont libres presque- partout
sur M; et telles que pour tout indices 7, j on ait { f;, fj} = 0. On définit alors
I'application moment classique associée :

M — R"”

x = (f1(x), .., fu(x)).

Exemple 1.9.2. L'oscillateur harmonique classique : sur la variété symplec-
tique R? on note par p l'oscillateur harmonique : p(x, &) = p(x,¢) = (x> + &%) /2.

En effetdp = ( g

Définition 1.9.3. Un systéme complétement intégrable semi-classique sur une
variété X estla donnée de n opérateurs pseudo-différentiels Pj, ..., P, sur 12 (X)
telle que pour tout indices i et j on ait [P, Pj] = 0 et dont les symboles princi-
paux forment un systéme complétement intégrable classique sur M := T*X.
On notera par P := (P, ..., P;) I'application moment quantique et par p :=
(p1, .., pn) application moment classique associée aux symboles principaux
de P.

) est non nul presque partout, donc libre presque partout.

En géométrie symplectique et en analyse semi-classique, ’application mo-
ment joue un réle important pour classifier les systémes complétement inté-
grables.

Définition 1.9.4. Le spectre exact 0 (P, ..., P;) d’un systéme completement in-
tégrable semi-classique (X, P), ou encore spectre conjoint exact des opérateurs
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pseudo-différentiels Py, ..., P, est définit par :

U'(Pl,...,Pn)
= {(All o //\i’l) S Rn/ Hu € L2<R”), u # O’P]u = /\]u} ’

La définition semi-classique est :

Définition 1.9.5. Le spectre semi-classique X, (Py, ..., Py) d'un systeme com-
pletement intégrable semi-classique (X, P), ou encore spectre conjoint des opé-
rateurs pseudo-différentiels Pj, ..., P, est définit par :

Xy (Py, ..., Py)

= {(Al(h), c An(h)) € R, Fuy € L2A(RY), wy £ 0; (P — A()Iy) uy, = O(hw)}

I; étant I'opérateur identité.

On appelle multiplicité microlocale de Ej la dimension du Cj,-module des
solutions microlocales de cette équation. Moralement le spectre semi-classique
(ou microlocal) correspond aux valeurs propres approchées avec une préci-
sion d’ordre O(h*). Le lien précis entre spectre exact et semi-classique est
donné par la [VuN4] :

Proposition 1.9.6. Sur un compact K de R, le spectre semi-classique conjoint Xy, (Py, .

et le spectre exact o (Py, ..., Py) sont liés par :
Zh(Plz ey Pn) = O'(Pl, ey Pn) NK+ O(l’loo)

au sens oit si Ay, € Xy (Py, ..., Py) alors il existe yy, € o(Py, ..., Py) N K tel que Ay, =
wp +O(h*®); et siyy € o(Py, ..., Py) N Kalors il existe Aj, € Xy (Py, ..., Py) tel que
iy = Ay + O(h®). De plus pour toute famille Aj, ayant une limite finie A € K
lorsque h — 0, si la multiplicité microlocale de My, est bien définie et est finie, alors
elle est égale pour h assez petit au rang du projecteur spectral conjoint des Pj sur une
boule de diametre O(h®™) centrée autour de Aj,.

Exemple 1.9.7. L'oscillateur harmonique quantique : ici on prend M = R et
P=P= —%2;—; + "72 alors l’application moment classique est p(x,{) =
p(x,&) = (x*+¢2) /2. Dans cet exemple, le spectre exact et semi-classique
coincide et o(P) = {h (n + %) ,nE ]N} .

1.9.2 Théorie locale
Des points réguliers ...

Les points réguliers de 'application moment classique sont les points m €
M tels que les différentielles (dp;(m));_, , sont libres. Les points réguliers
d’un systeme completement intégrable ont une description symplectique lo-

Py

cale simple donnée par le théoréme de Darboux-Carathéodory (voir par exemple

[Aud2]):
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Théoreme 1.9.8. (Darboux-Carathéodory). Soit (M, w, p = (p1, ..., Pn)) Un sys-
téme completement intégrable de dimension 2n. Pour tout point m € M régulier, ie :
(dpi(m));—y ., est une famille libre ; il existe un systeme de coordonnées canonique
locales (x1, ..., Xn, €1, ..., Cn) tel que sur un voisinage de m :

gj = pj— pj(m).

Ce théoreme a un analogue semi-classique du a Y. Colin de Verdiere en
1979 [Col3] :

Théoreme 1.9.9. Soit (M, w, F = (f1, ..., fn)) un systeme compleétement intégrable
de dimension 2n. Pour tout point m € M régulier, il existe U un opérateur intégral de
Fourier unitaire défini microlocalement prés de m tel que sur un voisinage microlocal

dem:
h o
-1 _

Le théoreme de Darboux-Carathéodory semi-classique permet de faire une
description précise de I'ensemble des micro-solutions des équations Pjuj, =
O(h®). Les résultats d’analyse microlocale nous informe déja que les solutions

n

uy, sont localisées sur ﬂ p;l (0) ; mais en fait on a bien mieux :
j=1

Théoréme 1.9.10. Pour tout point m € M régulier de p = (p1,...pn) tel que
p(m) =0, le faisceau des micro-solutions de I'équation

P]-uh = O(hoo)

est un faisceau en Cy, module libre de rang 1 engendré par U~1(1), oit U est donné
par le précédent théoreme et 1 est une micro-fonction égale a 1 pres de I'origine.

... aux points singuliers non-dégénérés

Il y a toute une théorie sur I'étude et la classification des singularités des
applications moment. Le cas de certaines singularités générique, dites singu-
larités non-dégénérées est bien connu. Suivant une classification algébrique
dut a Williamson [Wil] datant de 1936, ces singularités sont de trois types :

1. les singularités elliptiques : q; = x;G;;
2. les singularités hyperboliques g; = (x? + &%) /2;
3. etles singularités loxodromique (ou focus-focus) g; = x;G;11 — xj11C;i et gip1 =
XiGi + Xiy18is1-
D’apres un théoreme d’Eliasson de 1984 [Elil], [Eli2] toutes ces singularités
non-dégénérées sont linéarisable : il existe xy un symplectomorphisme local de
R?" dans M tel que : p; o x = gi(91,92, - - -,qn)- En réalité Y. Colin de Verdiere
et ]. Vey ont traités le cas de la dimension 1 de ce théoréme en 1979 [Co-Vel].

Par quantification de Weyl on obtient I’analogue semi-classique du théoréeme
d’Eliasson (voir le livre de S. Vu Ngoc [VuN4] pour un énoncé précis).
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1.9.3 Théorie semi-globale
Des fibres réguliéres ...

Une fibre A. := p~!(c) est réguliere si et seulement si tous les points
de A, sont réguliers pour p. Les fibres réguliéres sont décrites par le théo-
réme actions-angles, nommé aussi théoréme d’Arnold-Liouville-Mineur, qui
donne la dynamique classique au voisinage d'une fibre réguliére connexe
et compacte : le flot hamiltonien associé a une intégrale premiere est quasi-
périodique (droite s’enroulant sur un tore) :

Théoreme 1.9.11. (Actions-angles). Soit (M, w, p = (p1, ..., Pn)) Un systéme com-

pletement intégrable de dimension 2n. Soit A une composante connexe compacte de
—1 . . P . . .

p " (c) telle que tous les points de la fibre A, sont réquliers; alors toutes les fibres

dans un voisinage de A sont des tores et il existe ¢ un symplectomorphisme :

¢ : T"T" = M
qui envoi la section nulle T" x {0} de T*T" sur A. et tel que :

pPo¢=x(G1Gn)
oit x est un difféomorphisme local de R*" laissant fixe I'origine.

On dit que les variables (xy, ..., x,) sont les variables actions et (&1, ..., &n)
les variables angles. San Vu Ngoc a donné la version semi-classique de ce
théoréme [VuN1],[VuN2] :

Théoréme 1.9.12. (Actions-angles semi-classique). Si la fibre A, est réguliere il
existe U un opérateur intégral de Fourier associé a x un symplectomorphisme exact :

x:T'T" - M

qui envoi la section { = a sur A et il existe aussi des séries formelle A;(h) €C[[h]],
j =1, ..., n telles que microlocalement au voisinage de la section { = a on ait

_ h o h o
U (P — py(m)lg, ., o — pu(m)[)) U = N (7% = A(h)1g,..s T, /\n(h)ld)
ot m est un point quelconque de la fibre A. et N est un matrice 2x2 inversible a
coefficients dans le Cy-module des opérateurs pseudo-différentiel.

Le théoréme actions-angles semi-classique fournit donc une description
locale du spectre d’un systéme intégrable ; en effet autour d’une valeur régu-
liere de l'application moment classique p le spectre conjoint semi-classique
%, (Py, ..., Py) est localement difféomorphe au réseau hZ" (voir [VuN4]). Pré-
cisément du théoréme actions-angles semi-classique on arrive aux fameuses
régles de quantification de Bohr-Sommerfeld :

Théoréme 1.9.13. (Regles de Bohr-Sommerfeld). Il existe n fonctions S;(E) =
Si(E,h), j =1,...,nadmettant des développements asymptotiques en puissance de h
avec des coefficients de classe C*° par rapport a E = (Ey, ..., E,) € R", telles que les
équations :

(Pj — Ejld) up = O(l’loo)
admettent une solution microlocale uy, avec son microsupport MS(uy,) = Ag si et
seulement si S;(E) € 2mthZ.
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Décrivons un peu la construction de ces fonctions S;(E). Pour fixer les
idées, placons nous dans le cas de la dimension symplectique deux; donc
P = P. D’apres le théoreme 1.9.10 pour une fibre A := p~!(E) compacte,
connexe et réguliere, toute microsolution uy, de (P — El;) u;, = O(h®) est en-
gendré par U~ !(1). La théorie des opérateurs intégraux de Fourier montre
que uy, est nécessairement du type WKB. On va maintenant décrire comment
on prolonge une microsolution d’un ouvert a un autre le long d’'une fibre
réguliere (pour plus de détails, voir [VuN4]). Pour commencer on se donne
un recouvrement fini (Uy,),.q d’ouverts de la fibre compacte Ag. Pour tout
couple d’ouverts non vides U, et Ug du recouvrement tel que U, N Up est
non vide et connexe; si on considére alors deux microfonctions ¢. et g so-
lutions de (P — Aly) u, = O(h*) microlocalement sur les ouverts respectifs
Uy et Ug; les microfonctions ¢, et ¢p sont alors respectivement engendrées

par U1 (1,) et par U~! (1/5), 1, et 15 étant égale a 1 microlocalement sur
U, et respectivement sur Uﬁ. En se plagant sur U, N Uﬁ et en utilisant 1'ar-
gument de la dimension 1 on a 'existence d'un scalaire ¢, 5 € Cj, tel que
sur I'ouvert U, N Ug on ait Uu-'(1,) = c,%,lgll*1 (14) et dong, sur U, N Ug on
alsy = cyplp. La théorie des opérateurs intégraux de Fourier montre (voir
is
[VuN3],[VuN4]) que la constante c, 4 s’écrit sous la forme ¢, g = e%, le sca-
laire S, g étant dans C;, est dépendant de la variable E. Plus généralement
pour une famille finie (Uy);_; , d’ouverts non vides recouvrant une par-
tie compacte et connexe de la fibre réguliere Af telle que pour tout indice
ke{1,..,1—1}, U N Uy estnon vide et connexe. Sur chaque ouvert Uy on

a un générateur 1; de £ (P, A, Uy) et pour tout indice k € {1,...,] — 1} il existe
Sk k+1

Ckk+1 =€ € Cy tel que 1y = ¢y k41141 ainsi nous avons alors 1'égalité
iS

. 21 N ;
1; = c1023...¢—1,;1;. On peut donc écrire 1y = ¢™# 1; oli on a posé

-1

S10=)_ Skis1-
k=1

On notera par S sa classe de cohomologie a valeur dans R/27hZ associée. La
dépendance en la variable E est lisse : les fonctions E — S (E) sont C*(voir
[VuN1],[VuN3] et [VuN4]). Ainsi, avoir une solution globale sur la fibre signi-
fie que le réel S(E) est un multiple de 27th.

Fig. 2. Un recouvrement par des ouverts d'une fibre réguliere.
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... aux fibres singulieres

On ne va pas décrire ici toute la théorie des fibres singuliéres ; on rappelle
juste que dans le cas elliptique : lorsqu’on a une application moment p =
(p1, .., pn) avec un point fixe m elliptique, il existe x un symplectomorphisme
local de IR?" vers M envoyant 0 sur le point m tel que :

por=vo(M3H, 508,

En version semi-classique, si on est dans le cas de la dimension 2, P = P; avec
p = p1 ayant une singularité elliptique en m, il existe alors un opérateur inté-
gral de Fourier U et une série formelle A(h) €C[[h]] tels que microlocalement
prés de l'origine on ait :

U(P—p(m)I) U™ = N(Q—hA(h)ly)

ou Q est l'oscillateur harmonique de dimension 1 et N un opérateur pseudo-
différentiel elliptique en 0. De la on en déduit une condition de quantifica-
tion sur la série formelle A(h) et aussi que ’ensemble des micro-solutions de
I'équation :

Pu, = O(h*)

est un Cj, module libre de rang 1. Pour le cas hyperbolique, on va juste parler
du “huit” en dimension 2 (voir aussi le chapitre 4). Pour cela, considérons
donc un hamiltonien p : R?> — R tel que 0 soit valeur critique de p = p
et telle que la fibre p~1(0) est compacte et ne contient qu'un unique point
critique m € M non-dégénéré de type hyperbolique.

o

Fig. 3. Un “huit” hyperbolique.

La fibre Ag = p~1(0) est alors un “huit” : le feuilletage dans un voisinage
de la fibre singuliere A est difféomorphe a celui du double puits en dimen-
sion 1 (voir [Lab2]). Dans le cas de la dimension 2, P = P avec p = p ayant
une singularité hyperbolique, Y. Colin de Verdiére et B. Parisse on montré que
I'ensemble des micro-solutions de "équation :

Pu, = O(h™)

est un C;, module libre de rang 2. (voir aussi [Co-Pal], [Co-Pa2], [Co-Pa3] et
[Lab2]). Dans I’étude des singularités de l'application moment d’un systeme
complétement intégrable, I'opérateur de Schrodinger avec double puits est le
modele type pour les singularités non-dégénérées de type hyperbolique. En
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effet, pour un hamiltonien p : M — R tel que 0 soit valeur critique de p, et
tel que les fibres dans un voisinage de 0 soient compactes et connexes et ne
contiennent qu’un unique point critique non-dégénéré de type hyperbolique :
la fibre Ag := p~1(0) est alors un “huit” et le feuilletage dans un voisinage de
la fibre singuliere A est difféomorphe a celui du double puits. Dans [Lab2]

on montre que le spectre de 'opérateur P dans le compact [—\/E, \/E} est
constitué de deux familles de réels (ay(h)), et (B;(h)), vérifiant :

e < Brga(h) < ag(h) < Br(h) < aga(h) <---
et, il existe C, C’ deux constantes réelles strictement positives telles que

Ch C'h Ch C'h
|11’1(h)‘ < ‘ak+1<h) _D‘k<h)| < \ln(h)|' \ln(h)| < ‘ﬁk+l<h) _ﬁk(h)‘ < |11’1(h)‘

Pour le cas loxodromique (qui existe a partir de la dimension symplectique 4)
on renvoie aux travaux de S. Vu Ngoc [VuN3], [VuN4].
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Chapitre 2

Dynamique dans le cas elliptique
en dimension 1

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se place dans la cadre d’un hamiltonien classique p
sans singularités (ou avec une singularité du type elliptique). Les régles de
Bohr-Sommerfeld réguliéres donnent alors le spectre de I’'hamiltonien quan-
tique Pj, associé : le spectre de 'opérateur P), est alors une suite de valeurs
propres régulierement espacées avec un interstice d’ordre h. L’étude de la dy-
namique semi-classique associée a un tel hamiltonien n’est pas vraiment nou-
velle : dans la littérature physique les articles de Averbukh, Pereleman [Av-
Pe]; Leichtle, Averbukh, Schleich [LAS]; Bluhm, Kostelecky, Porter [BKP],
[Bl-Ko] et de Robinnet [Robil], [Robi2] semblent faire référence pour l'as-
pect physique. Ces articles de physique théorique donnent les idées mathé-
matiques essentielles mais n’offrent pas des justifications mathématiques tres
rigoureuses. Indépendamment de mes travaux M. Combescure et D. Robert
[Co-Ro] et [Rob2] ont précisément travaillé sur une justification mathéma-
tique rigoureuse de cette dynamique en temps long. Trés récemment T. Paul
[Paul], [Pau2], [Pau3] a aussi travaillé sur ce sujet. Dans ce chapitre on trou-
vera une présentation légerement différente et des détails supplémentaires
par rapport aux travaux de M. Combescure et de D. Robert. En particulier en
ce qui concerne les renaissances fractionnaires des paquet d’ondes. Dans ce
chapitre on montre d’abord que sur des échelles de temps courtes la dyna-
mique est périodique et suit le mouvement géométrique classique associé. Un
vecteur initial g localisé suit la dynamique classique associée a p, c’est a dire
une trajectoire elliptique et périodique avec une période T,; indépendante de
h. Ensuite sur des échelles de temps plus grandes une nouvelle période non
géométrique apparait. Cette période Ty, (dite période de renaissance) est de
I'ordre de 1/h; le vecteur ¢ (Tyen) reprend sa forme initial ¢9. Encore plus
surprenant quand on observe ce qui se passe aux temps %Tm, ol % est une

fraction rationnelle, on constate qu’il y a un phénoméne de clonage du vecteur
initial : en quelque sorte que le vecteur ¢ (% T,en) s’écrit comme une combinai-

son linéaire complexe finie de translaté du vecteur initial 1. Dans ce chapitre
on arrive a décrire ces coefficients complexes : on arrive, suivant les propriétés
arithmétiques de la fraction p/q a donner le nombre de coefficients non nuls
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et la valeur de leurs modules. Pour finir on se placera dans un cadre gaus-
sien (i.e on choisira une gaussienne pour vecteur initial 1) ce qui permettra
de pouvoir faire des calculs exacts et de faire une description analytique plus
détaillée de ces phénomenes.

2.2 Le contexte

2.2.1 Regles de Bohr-Sommerfeld régulieres

On considére un opérateur pseudo-différentiel P, sur L?(IR). On notera par
p son symbole de Weyl de sorte que P, = Oy (p). Dans les zones régulieres
(elliptique) les régles de quantification de Bohr-Sommerfeld (voir chapitre 1)
sont : pour un réel E tel que tout les points de p~!(E) sont réguliers, I'équation
(P, — El;) uy = O(h*) admet une solution microlocale uj, avec son microsup-
port MS(uy) = p~!(E) si et seulement si S(E) € 27thZ; ou S(E) = S(E, h) est
une fonction admettant un développement asymptotique en puissance de h
avec des coefficients de classe C* par rapport a E. Dans les travaux de B. Hell-
fer et de D. Robert ([He-Ro]) on trouve un énoncé légérement différents des
régles de Bohr-Sommerfeld avec un indexage non pas sur Z mais sur IN . Par
la suite on va précisément utiliser leur énoncé des reégles de Bohr-Sommerfeld.

Les hypotheses fonctionnelles de B. Hellfer et D. Robert [He-Ro] et [Rob3]
sont les suivantes :

(H1) Le symbole p de Pj, est réel et de classe C*; on suppose que p n’a pas
de symbole sous-principal : p; = 0.

(H2) Le symbole principal pg de Py, est borné inférieurement : il existe cy >
0 ety € R tels que pour tout z € T*R, ¢y < po(z) + 7Yo. De plus on suppose
que p(z) + o est un poids tempéré : il existe C > 0 et M € R tels que pour

tout (z,2') € (T*R)? on ait

po(z) + 70 < C (po(2) +70) (1 + ||z = 2™

(H3) Pour tout indice j € IN et pour tout multiindex « il existe ¢ > 0 tel
que pour tout z € T*RR

0“H;
oz

< c(po(z) + 70)-

(H4) Il existe Ny € N tel que pour tout N > Nj et pour tout v > 0 il existe
A > 0 tel que pour tout z € T*R

aﬂ(

N .
3% <P(Z) - ;)Pj(z)h]>
]:

< ARNHL

Remarque 2.2.1. Sous ces 4 hypotheses 1'opérateur P, est essentiellement auto-
adjoint ([Rob1]).

Les hypotheses géométriques sont les suivantes : pour un compact I =

[E_,E4], avec E_ et Ey deux réels et posons aussi F,,_ := A (E4/_) avec
A(x) = / dy.
Jply)=x
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(H5) L'ensemble p~'(I) est un anneau topologique de T*R feuilleté par
des trajectoires périodiques du flot hamiltonien.
(H6) La fonction p n’a pas de points critiques sur p~1(I).

Remarque 2.2.2. Si p(x,¢) = 5—22 + V(x) on peut relaxer les hypotheses (H2) et
(H3) (voir [He-Rol).

Fig. 4. Courbes p~1(c) elliptiques.

Théoreme 2.2.3. ([He-Rol) Sous les hypotheses précédentes (H1) a (H6); il existe
une fonction f, définie sur | := [F_, F] admettant un développement asymptotique
en puissance de h avec des coefficients de classe C* sur | :

+oo ,
fiulx) =} fi()H;
j=0
de sorte que les valeurs propres (Ay(h)), de Py dans le compact I sont données par
1
)\n(h) = fh (l’l (1’[+ E)) +O(h°o)

avec n € N tel que h (n + %) € J. Enoutre fo(x) = A~1(2rtx) et f; = 0.

Ainsi localement le spectre de P, est une suite de valeurs propres avec un
interstice constant d’ordre /.

~ Kh
- I
e T s
o % -

Fig. 5. Le spectre de Py, : les croix obliquent rouges représentent les valeurs propres.

Remarque 2.2.4. Dans [Bil] (voir aussi [Rob3]) on trouve une preuve de ce
résultat utilisant les états cohérents.
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Récemment dans [Col8] Y. Colin de Verdiére donne le calcul de tous les
coefficients dans le développement asymptotique de la fonction f;,.

Notation 2.2.5. On notera par e, = e, (h) € L?>(R) les vecteurs propres de P,
associés aux valeurs propres Ay, (h) : Pren = Ap(h)ey.

2.2.2 Forme normale autour d’une singularité elliptique

Avant de passer a la suite, il bon de remarquer que le cas ol la fonc-
tion symbole p admet une singularité elliptique en un point my € T*R (par
exemple un fond de puit), l'utilisation d’une forme normale semi-classique
([Col9], [VuN4], [Ch-VuN]) montre que le spectre de 'opérateur P, reste une
suite de valeurs propres avec un interstice d’ordre /, ce qui nous raméne
grosso modo au cas des zones réguliéres. En effet pour un parametre réel
E € [—4, 0], oi1 § est une constante réelle strictement positive et indépendante
de h, nous avons 'égalité microlocale

U='(P, — Ely)U = N (7 — a(E)1y)

PN , 4 . . ~ hZ dZ xZ
ou 7 est 'opérateur oscillateur harmonique : 7 := =% 45 + 51z U est un
opérateur intégral de Fourier; N un opérateur pseudo-différentiel elliptique,

« = ay une fonction ayant un développement asymptotique en puissance de
h:

wy(E) = ) aj(E)W
j>0
ot les fonctions a; sont de classe C* par rapport a E et indépendante de h.
Notons bien que dans le cas particulier de 1’opérateur de Schrodinger P, =

- ’12—2Ag + V, par une symétrie du parametre &, tous les termes de degrés im-
pairs dans le développement asymptotique de la fonction aj, sont nuls. Ainsi
en utilisant le fait que le spectre de 1’oscillateur harmonique 7 est

(2]

on obtient que le spectre semi-classique de l'opérateur P, pres de la singularité
elliptique est donné par la suite :

1
71 -
o () e
2.2.3 Fonctions d’auto-corrélation

Pour un vecteur initial ¢y € D(P,) C L?*(R), la suite de [*(IN) donnée
par a,(h) = m(ypg) ot 7t est la projection sur les vecteur propres (e,),en; la
fonction d’auto-corrélation dans la base des vecteurs propres s’écrit donc :

Y |an(h)[ et

nelN

a(t) =
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2.3 Préliminaires

2.3.1 Choix d"un état initial localisé en énergie

Définissons un état initial ¢y € L?>(R) de la dynamique dépendant de / et
localisé autour d’un nombre réel fixé E € | indépendant de /.

Définition 2.3.1. On définit le nombre ny = ny(h) par

np := argmin A, (h) — E|.
nejf

L’entier 1y est donc 'indice de la valeur propre de Pj, la plus proche du réel E.

Remarque 2.3.2. Dans le cas ot le réel E serait exactement au milieu de deux
valeurs propres A, (h) et A,+1(h) on choisira de prendre 1y = n. On supposera
ainsi que 'entier n( est unique.

On a alors le lemme :

Lemme 2.3.3. Il existe une constante C > 0 indépendante de h tel que| A, (h) — E| <
Ch. Ainsi pour h — 0 on a I'équivalent ny ~ % oiu N := f(;l(E) est un réel non
nul.

Démonstration. Or comme

Ag1(h) = Ap(h) = fi <h <n+ ;)) — f (h <n+ %)>,

par le théoreme des accroissements finis : il existe { = &, g € ] tel que
Ania () = An(h) = f; () .

onadoncquepourtoutn6]Nte1queh<n+%) €]eth(n+%) e]J

[Ans1(h) = Au(h)| < hsup | fj(x)]

xejf
< hsg |fo(x)| +O(K%) = O(h).

Ensuite comme

‘/\no (h) - E| < max{‘/\”0+1(h) - )‘no(h)

)‘ﬂo(h) - /\nofl(h)‘}

il existe bien C > 0 indépendant de n et de h tel que|A,, (1) — E| < Ch; c’est-
a-dire fj, (h (no + %)) = E + O (h). Nous avons alors h (no + %) =g(E+
O(h)) otr gy == f, ! et donc hng = go(E + O(I)) + O(h). Par conséquent on a

4

lim noh = go(E) # 0
d’ot1 le lemme. O
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Définition 2.3.4. Considérons la suite (a;), ., définie par :

an :=an(h) = Kpx (W) ,n e

ou x € S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire;; ¢’ un

nombre réel et Kj, est une constante de normalisation de sorte que ) [a, ?=1+0(h™).
nelN
On va détailler ce choix d’état initial :

An(h)=Ang(h)
ho'
ment, mais pour des raisons techniques, autour de la valeur propre la
plus proche de E. Un exemple typique de choix de fonction x est la

gaussienne.

1. Le terme x ( ) sert a localiser autour, non pas de E directe-

2. Les constantes ¢’ et ¢’ servent a modifier la dilatation de la fonction .

Ensuite comme

1 1
)tn(h) — )tn[)(]’l) th <I’l <I’I+ E)) _fh (h <Tl0 + E)) ;
avec le théoreme des accroissements finis : il existe { = ¢, ;, ¢ € | tel que
An(h) = Aug(h) = f; (€) (n —no) h.

On a donc
An(h) = Ao (h) = f5(&) (n —ng) b+ O(h?).

On est alors amené a la définition (définitive et plus facile a manipuler) sui-
vante :

Définition 2.3.5. Considérons la suite (a,(h)), . définie par :

n—n
ﬂn::KhX<h5/—10),n€Z

ot x € S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire;
0<d8 <1;et
n—np
= e ()

2.3.2 Premieres propriétés de la suite (a,),

P(N)

Proposition 2.3.6. La suite (a,),., € 12(Z).

Démonstration. Comme x € S(IR), ils existe (N, Mj;) € IN x R tel que : pour

M o
tout n > Ny ,|an(h)| < (1+Z7-) € 12(Z) et ainsi (a,(h)), € 1*(Z). O

Par la suite on va souvent utiliser le résultat classique suivant :
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Lemme 2.3.7. Pour toute fonction f € S(IR) et pour tout triplet de scalaire (x, B, y) €
R x R? on a la relation de dilatation-changement d’échelle suivante; pour tout
CeER

4

S(fFﬂf+mé”)@>=§f”€2mﬁsuv<—§+—l‘)

a  27nw
oit la transformée de Fourier est définie par : F(f) () := ffooof(t)e—ZiﬂCfdt.

On sait calculer la valeur de la constante de normalisation Kj,. On va d’abord
montrer le :

Lemme 2.3.8. Soit une fonction ¢ € S(R) et e € ]0,1]; alors :
! %0
lez, |l|>1
Démonstration. Le premier point est que pour toute fonction ¢ € S(R) et pour

tout € € |0, 1] nous avons
0| - O(1)
A .

Ensuite on applique ceci a la fonction ¢(x) := x*Ng(x), ot N € IN; et on
obtient alors pour tout entier N > 1:
! 2N

! 2N
)<
D’ot1 le lemme. O

leZ,|11>1

lez, |1|>1 lez

Théoréme 2.3.9. Nous avons

Ky = +0 (1),
T /T (x?) (0)

et ainsi |[an || o) = 14 O(h).

Démonstration. Avec la formule sommatoire de Poisson et les deux précédents
lemmes nous avons 1'égalité :

Y (nh(s—,nlo) _ -1 Y3 (Xz) (_lhé’fl)

nez 1eZ

— 1 [S (xz) 0+ Y S(XZ) (—lh‘5l‘1)

leZ,|l|>1
= W15 () (0) +0 (h).
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On va maintenant revenir a 'indexage sur IN de la série. Comme x?> € S(R)
on dispose de :

Cr

Vk € N*, 3C > 0, Vx € R, —
(1+ [x])

()] <

ensuite on part de 'égalité :

-1
2 (N—No\ _ 2 (M~ Mo 2 (M~ Mo
LK <h5/1>_2" (h“)_ L (h“)
Z n=-—oo

nelN ne

=115 (%) (0) +0 (h) Z x< — 1>.

n=—oo
Par parité de la fonction x? :

n—mn P n-+n
Z X < 5= 10> :le2<h5/10>

n=—oo n—=

T L 1
n=1 (H;ZT/"”) =1 |1+ no|

et par les théorémes généraux de comparaisons entre séries et intégrales, on
obtient la majoration :

+o0 00
GV Y 1 Ckhk((s/—l)/ du e Ci k1 N
=1 \n+n0| o (u+ng) (k—l)nof

Maintenant, quand & — 0, on sait que ny ~ % ot N # 0, ainsi, quand h — 0
ona:

-G 1 Ck o1
k=1 a1~ NI 1)

et par conséquent pour k arbitrairement grand on obtient Y, 1 x? (%) =
O(h*). Au final on a bien :

n—np
e (5)

d’ott Kj, = —————— + O (h™) . Ensuite il suffit de réécrire que

o'—1
b2 /8 (x*)(0)

2

= 1715 (%) (0) + 0 (h);

2(N)

lanllfney = K2R3 (32) (0) + O()] = 1+ 0(h),
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2.3.3 Découpe de la série

Commengons par une définition :

Définition 2.3.10. On définit les ensembles d’entiers A = A(h,E) et T =
I'(h,E) par:

A= {n €N, |n—ngl gh5—1}; r=N-A
ot le réel § € 0, 1[ vérifie &' > 4.

Remarque 2.3.11. Pour h assez petit on a donc que 1 < B < 01, Cest a
dire que I'ensemble A est “plus grand” que la localisation du vecteur initial
(an)n; le lemme suivant illustre parfaitement ceci.

Lemme 2.3.12. Nous avons I'égalité :
Y. lan = O(h%).
nel

Démonstration. Partons de :

Z |“n‘2 < Z |“n‘2'

nel nezZ, |n—np|>h4-1

Ensuite, avec le méme argument que dans la preuve du lemme précédent on
montre que pour tout entier N > 1

L (520) " o)

nez

Sans perdre de généralités on peut supposer que ng = 0. Ensuite écrivons :

2N
/1 n 1
Yo e =nNCTD N e <hé'1) 2N

nezZ, |n|>h-1 neZ, |n|>h-1

p2N('-1) o n \N s
Smngzlan\ <h§—1) =0 (1PN-).

Ainsi comme ¢’ > § on abien ) |au|*> = O(h™). O
nel

2.3.4 Stratégie de I’étude dynamique

On va étudier les fonctions de retour r(t) et d’auto-corrélation a(f) en uti-
lisant leurs expressions sous forme de séries de fonctions. Ensuite 1'idée est
de simplifier ces séries en utilisant un développement de Taylor des valeurs

propres Ay (h) = f; (h (n + %)) + O (h*) . Précisément on fera des dévelop-

pements limités autour, non pas du réel E, mais autour de la valeur propre
Angy (1) la plus proche de E.
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2.4 Période classique et terme principal de la fonction
d’auto-corrélation en limite semi-classique

2.4.1 Définition d'une échelle de temps spécifique

Dans cette section on fera un développement limité & 1’'ordre 1 des valeurs
propres : on conservera juste la partie affine de A, (h).

Lemme 2.4.1. Quelque soit n € A et quelque soit t € R nous avons :

t/\nh(h) _ t/\n;l(h) (=) f} (h (ﬂo " %)) L0 (th25—1) ‘

Démonstration. Comme pour tout n € IN, A,(h) = f, (h (n + %)) ; en écri-

vant une formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 1 de la fonction fj, autour du
point h (no + %) ona

A”,Eh) = AOT(h) +(n—no) f] (h <no + %)) J ) . ) ()

avec § = (g € J. Ensuite on utilise le développement asymptotique de la
fonction f;, pour tout nn € A et on obtient

)‘"T(h) = /\HOT(h)+(n—n0)f6 (h (n0+%)) +0 (K1),

D’ou le lemme. O

Proposition 2.4.2. Soit « un réel vérifiant I'inégalité : « > 1 — 25. On a alors
uniformément pour t € [0, h*] :

o[ Ang(R) 1
. An(h) 71t< 0 +(n—ng) £ (h(no+3 )
} |an‘2e—lt nh — 2 |an‘2e h ( O)f0< ( 0 2)) +O (hDé‘FZCS—]) .
nelN nelN

Démonstration. Etudions la différence e(t) := &(t, h) définie par

. [ Ang(h) ,
e(t) == | Y |an)? (eit“ﬁ _e‘”(A i +<n—no>f0(h(no+%))))

nelN

donc a l'aide des ensembles I' et A et par inégalité triangulaire on a pour tout
t>0

. An, (h) !
e(t) < | X laal” (e—ff“é“ _e‘”(07*(”‘”‘)”0(”(”0*%))))

nen

| L o’ <e—f“”7“’> e”(”‘iw)ﬂnno>fa(h<"o+%>)>)
n - .

nel
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Regardons d’abord le terme de droite de la précédente majoration de la fonc-
tion e(t) :

. Ang(h) ,
Y lauf? e — (e (n(r0+1)) )
nel

<2Y |a,* = O(h)

nel

d’apres le lemme 2.3.12. Ensuite pour tout n € A et et pour tout t € [0, h"]
avec le précédent lemme on obtient que :

it e—it(A”OT“')Jr(n—no)fé(h(”ﬁ%)))

.. [ Ang(h) /
:e_zt( 0 +(n—no>f0(h(no+%))) leth(";())zf;y(é')_l

-0 (htx+2571) ;

et ainsi pour tout t € [0, h*] nous obtenons

5 a2 (et o (s )
neA
<O (ht20-1 lag|? < O (ne+26-1 anf? = O (251
( )ng n ( )ng\l . ( )

Au final, on a, montré que uniformémentent € [0,h*] onae(t) = O (h*+20-1).
O

En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction
d’auto corrélation dans 1’échelle [0, %] est la série de fonctions :

Définition 2.4.3. Le terme principal de la fonction de retour r(t) est la série de
fonctions

. Ang ()
—it 0 +(n— "(h +l >
1t ) |a|*e l< it rmmofy (h(no+3)) ;

neN
et son module est le méme que celui de la série de fonctions :

aj : t— Z \an|2e*it«"’"o)fé(h("ﬁ%))),
nelN

Etudions maintenant cette série en détails :

2.4.2 Périodicité du terme principal en limite semi-classique

Le module du terme principal de la fonction d’auto-corrélation est une
fonction périodique de période ———2"—-.
PEFIOCINE CE PEHOCE R (w 1))

Définition 2.4.4. On définit la période classique T,y = T, (h, E) par
2
T, : &

T
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La période T,; de’approximation a 'ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation
quantique correspond géométriquement a la période du flot classique associé,
eneffetonala:

Proposition 2.4.5. Nous avons :

lim T,y = 7(E).

o0 cl ( )
T(E) désignant la période du flot hamiltonien associé a la fonction symbole p avec une
condition initiale sur la fibre p~'(E).
Démonstration. Partons du fait que pour tout réel x on a

271
/
X)=—Fr———,
fo(x) A'(A=1(27x))

ensuite comme A’(y) = 7(y) [Gu-St] on en déduit que T.; = T(A ™1 (27thny)).
Puis comme, pour i — 0 on a I'équivalent

fo '(E)

Vlowh,

on obtient alors immédiatement
lim Ty = (A7 2nfy Y(E))) = T(E).
O

Remarque 2.4.6. Notons que comme la seule contrainte sur la constante « de
I’échelle spécifique est que « > 1 — 25, avec d €]0, 1] ceci autorise donc d’avoir
a < 0; et donc d’avoir un choix de & pertinent : pour & assez petit, I’échelle de
temps spécifique d’approximation est plus grande que la période classique,
en effet pour / assez petiton a:

[0, ] C [0,h"].

24.2.1 Comportement sur une période classique

Etudions donc la fonction aj(t) sur une période [0, T/, on a:

1
2 ‘{/‘l ‘2 —it(n— ng)fo Yl0+ Z |an‘ —it27(n—np) T .
nelN nelN

Proposition 2.4.7. Pour tout t > 0, on a I'égalité :

—it2m(n—ng) 4~ _1,6'—1 i
¥ e I — e U5 () (4 (14 1) )

nez leZ

Démonstration. L'ingrédient essentiel de la démonstration est la formule som-
matoire de Poisson. Considérons la fonction (); définie par :

R—C
Qti

2 —if2m(x— ”0)%

X — |ax|“e
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out € R, et ay est, rappelons le, la fonction définie par :

0 1 X(x—no)
NSO R

Clairement (); € S(R), calculons donc §F () sa transformée de Fourier; on
obtient avec le lemme 2.3.7 que quel que soit { € R

() (@) = mem’“’% () (‘h“ <€ - %)) ‘

Maintenant avec I'égalité de Poisson appliquée a la fonction (); on obtient :

1

2 idn(nng)d _ 1 2 (_hé'l <l+i)>
Ll EFOI) EZS(X) Ta) )

O

Pour comprendre la fonction a;(#) on va donc s’intéresser a la nouvelle
série de fonctions :

a0 (0 ()

leZ

On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance a l'infini de la fonction
F (x?) € S(R) que les termes prépondérants dans la série correspondent aux

indices I tels que (I + Ti]) soit le plus proche de zéro. Précisons cela avec une
Ci
définition et un théoreme.

Définition 2.4.8. Pour tout ¢ € R, on définit 'entier I(¢) = I(t,h, E) comme

étant l'entier le plus proche du réel — Ticz ; on note alors par d (t, T Z) la dis-

tance entre le réel t et le réseau T, Z.

Remarque 2.4.9. Quitte a modifier le parametre &, donc quitte a modifier la
valeur de T,;, on supposera que l’entier /() est unique. Par ailleurs pour tout
leZtelquel #I(t)ona:

1
I+ = > =.
* -2

‘ t
Tcl

On aura besoin du :

Lemme 2.4.10. Soit une fonction ¢ € S(R) et € € |0, 1]; alors uniformément pour
u € R nous avons
I
£ (122 o

leZ, |l+u|2%
Démonstration. On montre facilement quuniformément pour u € R

D ¢<ltu)‘ =0(1).

1€Z, |I4+u|>1
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Ecrivons ensuite que

r W)L ) b ()

1€Z, |l4+u|>1 lezZ,|l+ul>5
2N
<82N4N2(l—|—u> q)(H—u)"
€ €
lez
Ensuite on applique ceci a la fonction (x) := x*N¢(x) pour conclure. O

Théoreme 2.4.11. On a uniformément pour tout t € R :

2 —1t27‘c(n ng)%l . 1 3 h5 d Z,t o0

0= ——s— +O(h%).
n;\;| n|"e §(x*) (0) (X )( (Ter )) (n%)

Démonstration. Onva commencer par montrer ce résultat avec la série indexée
sur Z : or d’apres la précédente proposition ona:

D e T = e B 0) (0 (1)

nez ) iz cl
_ 1 2 51 1 2 < 51 ( t >)
= —h® 7 d(t, TyZ) ) + —h I+—) ).
s ) ( (T )) §(x3) (0) lﬁl:(f () T
Avec le lemme précédent on a

y 3(7(2) (—hy—l (l+ Tid)) = O(h™)

1£1(t)
On va maintenant montrer le résultat avec la série indexée sur IN. On part de
l'égalité

Z |an‘26—1t27c(n ng) T, _ Z ‘ﬂn| —it2mt(n—nyg) T _ Z |an|26—1t27c(n—n0)T—d

nelN nez n=—oo

qui avec la proposition 2.4.7 se réécrit aussi

2 7it27'((n7n0)i . -1 t
Z‘an| e Te 23( )(—h (Z+T—Cl))

nelN <X ) i

—1 . N1
_ Z \an|2e it2m(n nO)Tcl,

n=—oo

Ainsi

ng\J al*e Sl m& (X ) ( W' =ld (T2, t))‘

est, par inégalité triangulaire, majorée par
1 / t = 2
€ T ks () (0 (1)) Bl

lgf) (x?) (0) ( ) T 7;

Par définition de la suite (a,), on a aussi que (voir preuve du théoreme 2.3.9)
Yo fas al? = O(h™). O
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Finissons par un corollaire d’affinage qui explique le comportement de la
fonction d’auto-corrélation sur une période classique T,;. Le résultat suivant
montre que le graphe de la fonction d’auto-corrélation est tres “piquée” sur la
valeur 1 autour de la période classique.

Corollaire 2.4.12. Nous avons que :
(@) pourt € TyZ ; c’est adire:d (T Z,t) = 0;0na

i 1
Z ‘ﬂn|2 e—thn(n—no)T—cl —1,
nelN
(ii) pour tout ¢ > 0 tel quee <1 — ¢ et pour t tel que d (T4Z,t) > h' =9, ona
1

Z |an‘267it2r((n7n0)T—cl _ O(l’loo)
nelN

Démonstration. Le premier point découle directement du précédent théoreme.
Pour le second point : si ’—h‘s/_l (l + Til) ’ > h~®onadonc:
c

(02

N (1+ ‘—h‘s/—ld(TClZ,t)Dk

By

< k
(1+h°)

Ceci étant vrai quel que soit I'entier k; le second point est démontré. O

2.4.3 Comparaison de la période classique avec I’échelle h*

Rappelons que § €]0,1], et que a doit vérifier : &« > 1 — 26, on peut donc
choisir « tel que

—1<a<O

ce qui permet, pour & assez petit d’avoir les inclusions :

[0, Ty) C [0,h"].

2.5 Terme d’ordre deux de la fonction d’auto-corrélation en
limite semi-classique

On va utiliser la méme démarche que dans 1’étude précédente : on va trou-
ver une échelle de temps sur laquelle on peut simplifier la fonction d’auto-
corrélation dans un régime semi classique. Dans cette section on fera un déve-

loppement limité a 1’ordre 2 : on conservera les parties affine et quadratique
de Ay (h).
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2.5.1 Définition d’une nouvelle échelle de temps spécifique

Lemme 2.5.1. Quelque soit n € A et quelque soit t € R nous avons :

tAn(h) _
=

%H(m—no)ﬁg (h (n0+ %)) +th(”_27”0)2 v (h (n0+ %)) +0 (th”‘l).

Démonstration. On écrit une formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 de la fonc-

tion fj, autour du point h (no + %) ona:

/\n}gh) _ /\noh(h) +(n—mno) f} (h <n0+ %)) +h(”+”0)2 }/l/ (h (”0+ %))

—|—I’12< )fh ()

avec { = (g € J. Ensuite on utlhse a nouveau le développement asympto-
tique de la fonction fj, : on a alors que pour tout n € A,

/\nlgh) _ /\”OT(h)Jr(n—no)fé (h (110-1—%))4_}1(%”0)2 X (h (nw%))

+0 (h”—l) .

O

Notation 2.5.2. On notera par Qz(X) = Qz(h, E, X) le polyndome de R;[X]
donné par :

Q206) = 200y i g (n (o 1))+ 1T (n (g4 1)),

)‘”}Eh) =Qa(n)+0 (K1),

Proposition 2.5.3. Soit B un réel vérifiant l'inégalité : B > 1 — 36. On a alors
uniformément en t € [0, hﬁ]

Y Janfe 5 = Y a, ‘2g—th2(n)+O(hﬁ+So 1)
nelN nelN

Démonstration. Etudions la différence e(t) := &(t, h) définie par

Y lanl"e — L lan[? e

nelN nelN

Ainsial’aide des ensembles I et A et par inégalité triangulaire, pour tout t > 0

on a
Z‘a |2 71t"(>_z‘a‘ethz +ZZ‘“”|

neA neA nel

e(t) <
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Etudions donc le terme de gauche de la précédente inégalité :

¥ lanfe 5 = 1 a2 1000 = | [ (i e-“Qﬂ”))‘
nen neA nen
et comme pour tout 11 € A et que que soit t € [0, hP]
it iiQy(n) _ p=itQa(n) l i L) 0 ) 1
e — 2 —e 2 e 6 h —1

on a alors pour tout t € [0, hF]

2 \an|2 ( —it ) —lsz(n))

neA

<0 (hﬁ+35—1) Z \ﬂn|2

neA

<0 (hﬁ+3571) Y Jasf =0 (hﬁ+3571) ‘

nelN

Au final, on a montré que uniformémentent € [0, hﬁ] onae(t) =0 (hﬁ+3‘5’1) .
O

En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction
d’auto corrélation dans 1’échelle [O, hﬁ} est la série de fonctions :

Définition 2.5.4. L'approximation & 1’ordre 2 de la fonction de retour semi-
classique r(f) est la série de fonctions :

Iy : t— Z |an\2 e~ itQ2(n)
nelN
et son module est le méme que celui de la série de fonctions :
20, )2
, =it 5 +)+ 20 1)
ay it ) aglte .

nelN

2.5.2 Théoréme de pleine renaissance

On va mettre en évidence une nouvelle période, bien plus grande que
la période classique, olt I’on trouve des phénomenes particuliers purements
quantiques. Commengons par des notations relatives a la période renaissance :

Définition 2.5.5. On définit la période renaissance Tren = Tyen(h, E) par
47
nfy (n(no+14))

et on notera par N, = N(h, E) la partie entiere de la division euclidienne de
Tren par T

Tren :=

Tren
Tcl

M= |7 e
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De sorte que par division euclidienne : il existe un unique ®;, € [0, 1] tel que :

Et ainsi
. 1 21
ar(t) = X fanfPe 2 () o).
nelN

Théoréme 2.5.6. Avec les précédentes notations nous avons :
(1) Si ®y, = 0, alors pour tout t € R :

az(t + N, Ty) = az(t + Tren) = az(t).
(ii) Si ®y, €]0, 1], alors pour tout t € R :
az(t + Tren) = az(t) + O(hzéil)-
Démonstration. Comme Ty, = T,;Nj, + TOy, on a pour tout t € R

2

. Ny T, . (t+Tren—T.©,
i Nl ( re%a .l h>(n—n0)
ren

a)(t+ N,Ty) = Z |ﬂn‘26 T (n—no)e—Zzﬂ
nelN

it (n— - (t=TOp) 2
T a2 0 2 S
nelN
Donc si on suppose que ®;, = 0 on obtient bien sur que :

az(t + N Ter) = az(t).

Maintenant si on suppose que @, €]0, 1], étudions la différence:|az(t + N, T;) — ax(t)|.
Or par définition pour toutt € Ron a

laz(t + N, Ty;) — az(t)|

nelN

it (n— ot 2 ; T 2
Z \an|2e 2im g (n no)e—me(n—no) <e7.17r®hﬁ,%(n—no) _1)‘

puis en partitionnant IN avec A et T, et par inégalité triangulaire :

2t (n— ot 2 ; T 2
< Z |an‘2€ ZzﬂTcl(n Ylo)e—erch(n—ng) <6217T®hﬁ%%(”—”0) _1>
neA
_2imt (n— it 2 ; T, 2
+ Z |ﬂn‘26 Zzan(n H0)6721nm(n7n0) (6217'[®hTr”e[n(nn0) _1) )
nel

Majorons le premier terme : or quel que soit n € A nous avons que

Tcl

(n—ng)* < Mh?1
TVCYI

ou M > 0, ainsi quand & — 0, on obtient que quel que soitn € A :

eZin@;,%(ﬂ—no)z =140 <h2(571) )
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Donc il existe C > 0 telle que pour tout t € R

it : ; T,
Z |an\2g_zmTTz(”_”O)g_ZI”Tten(”‘”O)Z <€217I®;,Trceln(n—n0)2 . 1>
neA

< Ch25*l 2 ‘an|2 < C]’l2§71 Z ‘an|2 _ O(h2571)‘
neA nelN

Ensuite pour le second terme :

it (n— — 2 ; T 2
2 |an‘26 2iny (n n0)672mm(n7n0) <e2m®hTan(””0) . 1)
nel

< Y 2(ay* = O(h™)

nel

ce qui acheve la démonstration. O
Remarque 2.5.7. Nous avons quand & — 0 que :

NoTor _ Tren —OpTa _ ;  OnTa |

T1’6 n T1’6 n ren

1

ainsi NjT;; ~ Tren quand B — 0. On a aussi l'équivalence, quand # — 0,
Ny, ~ X ot K > 0.

La proposition précédente montre que f — ax(t), est, modulo O (h2‘5’1),
périodique, avec une période équivalente, quand /1 — 0 & Ty.,. C'est ce qu’on
appellera le phénomene de pleine renaissance (voir annexe).

2.5.3 Théoréme de renaissances fractionnaire

On va s’intéresser a ce qui se passe sur des temps proches de STW, ol %
sera un nombre rationnel. Commecons par quelques préliminaires :

2.5.3.1 Préliminaires arithmétiques

Notation 2.5.8. Pour tout couple (p,q) € Z x IN*, on considere la suite (03,(p,q))
indexée sur Z :

—2im 2 (n—ng)?
(ou(p,q)), =e i) ez,
La périodicité de cette suite est caractérisée par la :

Proposition 2.5.9. Quel que soit le couple d’entiers (p,q) € Z x IN*, la suite
(ou(p,q)), est I-périodique si et seulement si I'entier | est solution de I'équation sui-

vante :
2

Ym e Z, %plm+% =0 (mod1).

Démonstration. C’est évident : en effet, une fois le couple (p,q) € Z x IN* fixé,
pour tout entier relatif n nous avons :

(0P, 0))ps1 = (P, 9)),
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S VneZ, g(n—no—l—l)2 = g(n—no)2 (mod1)

2
S VneZ, 2Tpl(n—no) + % =0 (mod1).
Ce qui montre la proposition. O

Maintenant on va résoudre cette équation :

Proposition 2.5.10. Supposons que les entiers p et q sont premiers entre eux ; alors
I'ensemble & des solutions I de I'équation :

2
Vm € Z, %plm—k% =0 (mod1)

est caractérisé par :
(1) si q impair alors € = {qZ} ;
(ii) si q pair et L impair alors € = {qZ} ;
(iii) si q pair et § pair alors € = {17} .

Démonstration. Déja notons bien que dans les trois cas le fait d’étre multiple de
g est une condition suffisante pour étre solution de 1'équation; voyons main-
tenant les conditions nécessaires. Par définition nous avons :

2
lefEeVmeZ, ZTPZWI—F%EO(MOdl)

& Vm e Z, q|(2plm + pl?);

et comme p A g = 1, par le lemme de Gauss, nous avons donc

lc&eVYmeZ, q|(2lm+1?).

Soit maintenant / un entier solution de £; d’une part on a en particulier (en
prenant m = 0) que q|/?, ainsi il existe & € Z tel que I> = aq. D’autre part,
comme pour tout m € Z on a q|(2lm + %), on en déduit que quel que soit
m € Z, il existe B, € Z vérifiant 'égalité 2Im + > = B,,q; ainsi comme
I> = ag, nous avons alors pour tout m € Z l'égalité 2Im + aq = Buq. En
particulier avec m = 1 on déduit que :

21 = (1 —a)g.
. . . . .. o (,31 - D() A
e Si g est impair : alors 1 — « est pair; et donc ] = ~—5 fainsi qll,
——
€Z

d'ou & = {42}.
e Si q est pair : alors | = (1 — «)3; donc |I. Ecrivons que I = k} avec
k € Z, alors :

2 2
VYm € Z, 2_plm+ﬂ :kpm—l—w.
q q 4
Ainsi comme ) )
pkq Pk,

VmeZ,kpm+T€Z<:> 1
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& pk’q € 4Z.

Et comme p impair, on a finalement, avec ! = k% que:
2
Vm € Z, ZTPZer% €Z & KqedZ.

Distinguons alors deux autres sous cas :

e Si 1 est impair : alors k?g € 4Z < k? est pair, donc équivalent a k pair,
ainsi | = k{ est un multiple de g, d'otr & = {4Z}.

e Si 1 est pair : alors g = 44 ot ¢’ € Z*, donc quel que soit k € Z; k?q =
k*4q €4z ,d'ou € = {]1Z}. O
Remarque 2.5.11. Dans le cas ot les entiers p et 4 ne sont pas premiers entre

eux, la proposition precédente reste vraie et applicable, il suffit de réduire p et

q : prendre £ 5ra €t 5ng —L 72 la place des entiers p et g.

Maintenant pour une période [ fixée, munissons l'ensemble des suite /-
périodiques a valeurs complexes d’une structure hermitienne de la fagon sui-
vante :

Définition 2.5.12. Pour un entier /€ Z* fixé; on définit G;(Z) I'ensemble des
suites périodiques de période I par :

G,(Z) := {un eC% vnez, Uy = un}.
Onaalorsla:
Proposition 2.5.13. L'application :
GZ(Z)Z — C
<’ >6] : 1 — .
(u,0) — i Z Uk Tk
munie S;(Z) d’une structure hermitienne de dimension 1.

Démonstration. 11 est évident que &;(Z) est un C—espace vectoriel de dimen-
sion |/|; il suffit juste de vérifier que (, >6, est bien un produit scalaire hermi-
tien ; ceci est classique et immédiat. O

_ 2intkn

Proposition 2.5.14. En notant par ¢& := e~ "1 ou (k,n) € Z2; la famille
k .
t b th de &
{(%)nez}k:o...l—l est une base orthonormée de S;(Z).

Démonstration. Avec | > 0, la famille {(4)’;,) Z}k l est clairement une
ne =0...1-1
famille formée de I vecteurs non nuls de &;(Z), ensuite pour tout couple

(p,q) € {0..1 — 1}2 calculons le produit scalaire de ¢ et de ¢ :
1 -1 217( k
(@7, 97 e Zwk 12( ) = Opa-
Donc { (cp’,;) ez }k " est bien une base orthonormée de &;(Z). O
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2.5.3.2 Le principal théoréme
Maintenant énoncons le théoreme sur les renaissances fractionnaires :

Théoreme 2.5.15. Pour tout couple (p,q) € Z x IN* tels que p N\ q = 1; il existe

oil
ke{0..1-1}
Uentier | € Z est solution de I'équation de la proposition 2.5.10; tels que pour tout
t € [0, h"] on ait I'égalité :

k
(t + thTd) 2 be(1) (t + T, (7 + gNh)) +O(h¥ .

une famille de | nombre complexes dépendant du parametre h; (b}(l))

Les coefficients be(1) sont nommés coefficients fractionnaires, et sont donnés par : quel
que soit k € {0..1 — 1}

2irtkng

bi(1) = e 1 be(1)

-1 . .
bi(1) = bl 1) = (a(p,a), f) | = 7 3 ¢ 2T

6 n=0

En outre en supposant de plus que % € Q, on a alors I'égalité stricte :
yp

(H—qTren) Zbk <t+TCl<l+ZNh))

Démonstration. Pour plus de commodité pour 1’écriture, posons # := n — ny.
Soit aussi I € Z solution de I'équation de 1’énoncé. Ainsi d'une part nous
avons
p —2imqti p2in e 2 2 BNy ~2imh NiTep 72
2 [ t+ENT ) = ) |an|% e o Tren "o Tren

q neN

Alors comme Ty = N T+ O, Ty onac:

Ny T ~ ~ 0T ~
2171;7 hocl 352 —2171' 2 2171;7 —hd g2
Tren Tren

_2inP 72 —2itE (n—nn)2
2im g7 —e Zlﬂq(}’l ng)

—21'71%’(11—110)2)

et que clairement par définition del’entier /,1a suite e €

6/(Z) ; ainsi on peut décomposer de maniére unique la suite (e
n

sur la base orthonormée (4>k)k 0.1 1}de CHVAR
€{0..1—

-1
i P o ik
¢ 2inch ¢ 217'( (n—ng)? Z<‘Th P4 , >G 4)];1 Zbka)efmnjn.
I k=0

ar (t + gNthl>

, ~ _ -1 @, T, ~

—2in7 _oix-t 72 —2inPAN, ik il Onlel 72

= E ‘ﬂn|2€ T e 2im g i e 170 g N E bk(l)g 2imyn e G TTren ™
k=0

Par conséquent

nelN
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i T i b 52 _oinBAN, ok, 0ipl QuTd 2
=) Zbk ) |an|? e T g2 T g T2 g NN o= 20 21T T

ne€N k=0
D’autre part
k T i
ar (t+Ta (7 +EN) ) = X JaufPe e 2imlig 2y Nt
l q nelN
d’ou
-1 _ p
Zbk(l <t+Td<l N>)
k=0 q
1-1 . -
_ 23 21”"”0 Z ‘ﬂn| 217TTI71 —2irk i, ZzngNhn
k=0 nelN
= —217'(—11 2i pN
e o
neN k=0
Ainsi

k
(t + thTd) 2 be(1) (t + T, (7 + gNh))

= it i PN 2i T~
- N — 4 2irtk _n; hcl 2
Z Z |ﬂn\2bk(l)e 21nT01ne 217‘(th}’16_ 17]In (e 2171Tm +217‘cq el _1) ;
nelN k=0

puis en partionnant IN avec A et I' au niveau de la premiére série, et par in-
égalité triangulaire on a :

_ 2irk i b 2 i P Onler =2
Z Z ‘ﬂn| bk 217‘[T n 2inE nNh 17']In (e 2menn e+217rq el 1)
nel k=0

1-1 - . . y
- T, — = 2irtkn 7 OyTy 2
Z Z ‘ﬂn|2 bk(l)e ZznTclne Zznquhe, z7lr n ( 217TTW +2mq S el 1)
neA k=0

Majorons la premiere somme :

_ }Z 2irntk t 2 E_ILQL 72
£ o) (i )
nel k=0

-1

<o Clal?) [ 1)1 ) = 0().

nel k=0

Ensuite pour la seconde somme, examinons le terme :

0,T, ) ~» Y Py_1 =
_zmT_enn +2m mj eo_, 2171(t+®thlq>Tm” )

Or quel que soit n € A et pour tout ¢ € [0,h*] on a qu'il existe C > 0 telle que

_ 2
‘ (t i ®th§) (n—mno)”

<C (hﬁzéq i hzfsfl) < 2CHrT2-1
Tren B B
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Ainsi pour tout t € [0, h*]

= it = ; 0T,
- —2in? 2inkn [ izt =2 o oi P OnTe o
Z Z |an‘2 bk(l)e ZzﬂTclne 2znquhe, frlrn <e 2171Tmn e+2mq it [ _1>
neA k=0

. . T
< O<ha+20—1) 2 |ﬂn|2 < O<ha+20—1) Z ‘ﬂn|2 =0 (ha+25—1) .
neA n=0

Ensuite dans le cas particulier ot1 ¢+ = 0 et TTY—EI" € Q alors ®; = 0 et on ob-

tient alors immédiatement 1’égalité stricte proposée en fin d’énoncé, d’ot1 le
théoréme. O

Corollaire 2.5.16. Nous avons I'égalité 25;%) be* = 1.

Démonstration. C’estsimple : comme by () = <0’h(p, q), ¢k>6, et que (cpk) t

es
ke{0..1-1}
une base orthonormée &;(Z) avec 1'égalité de Parseval nous obtenons que

T Lo l6e()] = llow(pa) i, = 1. =

Examinons deux cas particulier du théoréme : le cas ou % = 1l etle cas ou
p_1

g7
Corollaire 2.5.17. Avec les mémes notations qu’au précédent théoréme ;
(i) pour tout t € [0, h*]
az(t+ NyToy) = ar (1) + O (271);

(ii) pour tout t € [0, h"|

NpTo\ Np+1 w261\ .
az(t—I——z )—al(H-( - ) T +O(h )

en particulier si Ny, est impair, alors :

N, T
ar <t + —hz Cl> = al(t) +0 (ha+2§71)

et si Ny, est pair, alors :

NpTa\ Ty a426-1
az(H— : )—al(t—l-z +O(h )

Démonstration. Commencons par le cas (i) :icip = 1,9 = I = 1 donc par le
précédent théoreme on a I'égalité (valable pour tout ¢ € [0, h*]) suivante :

as (t + gNth) = bo(1)aq (t+ TyNy) + O (W”—l)

= by(1)ag(t) + O (h“”‘“)
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et bp(l) = %e_Zi””% =1, donc et by(1) = 1. Ensuite pour le second cas , on a
que p =1, g = I = 2 et par conséquent

asz (t+ gNhTCl) =

- TN, ~ 1 N, _
hﬂ@a1(t+ ;h)—%h(ﬂa1(t+7g(——%—ﬂ))_+o(hwﬂ51)‘

2 2
Calculons ensuite les coefficients :

1 ; 1 ;
by(2) = 56721”%"02 + Ee’zm%(l’”‘))z =0

donc by(2) = 0. Ensuite :

1 oipip2 20 1 _oin1q_p)2 2in
b1(2):—e 2imyn =5 +§e 2im5 (1-np) o2

— % (e—iﬂn02 + (_1)e—i7f(}’l0—1)2) — (_1)7’10

et donc by(2) = e~ (—1)™ = 1. Enfin la discussion suivant la parité de
N}, vient directement de la propriété de T,;-périodicitée de la fonction ¢ +—
al(t). O

2.5.4 Comparaison des échelles de temps d’approximation,

classique et de renaissances

Rappelons que (5,,5) €]0,1[2, avec 8’ > 4, et que les échelles de temps

d’approximation données par les coefficients « et § doivent vérifier : & > 1 —
26 et B > 1 — 34, on peut donc choisir les coefficients « et § tels que :

B<-1<a<0

ce qui permet, pour h assez petit d’avoir les inclusions :

mmcmmchg?kmmﬂcpﬂ.

2.6 Calcul explicite du module des coefficients de
renaissance

2.6.1 Quelques remarques préliminaires

Concernant les coefficients b~k(l) du théoréeme de renaissances, on sait juste
-1, 2
) ’bk(l)‘
k=0 _
pour calculer le module de chacun des coefficients by (). D’apres la proposi-

tion 2.5.10, il y a deux cas a traiter : le premier cas ot | = g et 'autre cas ol
I = 1. On se propose donc de calculer :

= 1. Mais on peut mieux faire; en effet on va donner une formule

1-1 . .
1 2 67217'(5 (n7n0)2672‘7lfk”

8D = L] = |5

n=0
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pour tout entier k € {0... —1}. On supposera pour la suite que les entiers p
et g sont premiers entre eux. Notons bien que pour faire le calcul de |b ()| on
peut supposer que 'entier 1y est nul, en effet :

Proposition 2.6.1. Pour tout k € {0...I — 1}

1

b = 7| L e,

meZ./17Z
Démonstration. On part de ‘l;k(l)‘ = |bx(1)|; ainsi pour tout k € {0...] —1}

il (n—np)2 2imkn
e 217Tq(7’l ng) o2k

5| =5

neZ/lZ

il m? 2irtk(m+ng) _2imlm? 2inkm
"1 | = q" ST

—_ =

1
I

meZ/1Z meZ./1Z
D’ot1 la formule. O

2.6.2 Cas ou on choisit/ =g
Définition 2.6.2. Pour 4 € IN*fixé, on notera par yx le caractére suivant :
{ Z/9Z — C*

X

—2ir?
ar—e 7.

On a alors que

Proposition 2.6.3. Pour tout entier k € {0...q — 1} nous avons :

@l =~ T x(pl-y)(xty) —kx—y).
T wye@zy

Démonstration. C’est calculatoire, écrivons simplement que

2
(@=L ¥
1 neZ/qZ
= lz < Z e2in§xze%> < Z g2i”§y2e2[%ky>
q x€Z/qZ YEZ/qZ
1
=5 ( Y, x(px? —kx)> ( Y x(—py2+ky)>
q xX€Z/qZ yEZ/qZ
1
== Y (xp?—k0) (x(=pr*+ky))
q 2
(xy)€z/qZ)
1
-7 Y. x(px=y)(x+y) —k(x—y)).
(xy)ez/q2)*
Ce qui donne bien la formule proposée. O
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Au vu de cette formule, on a envie d’effectuer le changement d’indice z =
x —yett=x+y; précisons cela :

Notation 2.6.4. Soit @ le morphisme de module suivant :
{ (Z/42)* — (2/92)?
P:
(o y) = (x =y, x+y).
Nous avons alors que :

Proposition 2.6.5. L'application ¢ est un automorphisme de (Z/ qZ)2 si et seule-
ment si g est impair.

Démonstration. 11 suffit par exemple d’écrire la matrice de ¢ dans la base ca-
nonique ; celle ci s’écrit :

A= <} _11 > € My (Z/9Z)

donc ¢ est inversible si et seulement si det(A) € (Z/qZ)”™ ; c’est a dire si et
seulement si 2 € (Z/qZ)*. Comme (Z/qZ)" = {k€ Z,kNg=1}, onen
déduit que ¢ inversible si et seulement si 2 A g = 1 ce qui équivaut a dire que
g est impair. O

Pour le calcul des coefficients, distinguons alors deux cas, suivant la parité
de l'entier g.

2.6.2.1 Cas ou g est impair

C’est donc le cas ou ¢ est un automorphisme de (Z/ qZ)* ; on arrive alors
au:

Théoreme 2.6.6. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p A q = 1 et q impair,
alors nous avons pour tout k € {0...g — 1} :

1
be(q))* = -
bela)” = 2

Démonstration. Dans ce cas 1a, ¢ est un automorphisme de (Z/ qZ)2 ;ona
donc que :

Y x(px—y)x+y)—k(x—y)= Y x(pzt—kz)
(xy)€(Z/q2)* (zt)e(@/qZ)

= ) < )y X((Pt—k)2)>-

teZ/qZ \z€Z/qZ
Or comme
g si pt—k=0][q]

Y. x((pt—k)z) = {

ZEZ/9Z 0 sinon
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on a donc que

) < ) X((pt—k)z)):q.Card({tGZ/qZ, pt—k=0[q]}).

teZ/qZ \zeZ/qZ

Ensuite comme p A g = 1, p est alors inversible modulo g, donc pt — k =
0[q] & t=p 'k[q];delaonvoitqueCard ({t € Z/qZ, pt—k=0]q]}) =1
ainsi au final quel que soitk € {0.. —1} ona:

~.

1 1
be(q)]> = =g =~.
bela)l” = 20 =2
Ce qui établit une formule pour le cas impair. O

2.6.2.2 Cas ou q est pair

Dans ce cas la, ¢ n’est plus inversible, cependant comme le changement
d’indice apparait explicitement dans la formule de la proposition 2.6.3, en
sommant seulement sur I'image du morphisme ¢, et en multipliant cette somme
par le nombre d’antécédents de chaque élément, c’est a dire par la cardinalité
du noyau de ¢, on arrive alors a déterminer la valeur du module des coeffi-
cients de renaissance, en effet :

Théoréme 2.6.7. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p A\ q = 1 et q pair;
nous avons pour tout k € {0..g — 1}

q

% si k est pair
si > est pair, alors |by(q)]> =

0 sinon;

si & estimpair, alors |by(q)* =

2 sinon.

{ 0 si k est pair
q

Démonstration. D'une part, comme p A g = 1, avec q pair; p est alors impair,
d’autre part nous avons aussi que p A % = 1. D’apres la proposition 2.6.3

@ =~ T x(p-y)(xty) —kx—y)
q (xy)€Z/qz)*

1
=z L x(rmlexy)mleny) —kmlety))
(vy)e@/q92)?
ou 711 et 71p désignent respectivement les projections sur les deux coordonnées

de (Z/9Z)*; de 13, on a I'égalité :

Y. x(pmle(x,y)m(e(x,y) —km(e(x,y)))
(xy)e@/qz)?

= Card (ker(¢)) Y x(pzt—kz).
(zt)€(Im(g))?
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Maintenant déterminons I'image du morphisme ¢ : si (z,t) € Im(¢), alors il
existe (x,y) € (Z/qZ)* tel que z = x — y et t = x 4y, ce qui implique que
z 4t = 2x, ainsi z + t est pair dans Z/gZ. Réciproquement, soit un couple
(z,t) € (Z/qZ)* tel que z + t soit pair dans Z/gZ, alors z et t sont de méme
parité. Si z et t sont pairs, alors z et f peuvent s’écrire z = 2i et t = 2j, ainsi
enprenantx =i+4jety = —i+jonaz = x —yett = x +y. Si maintenant
z et t sont impairs alors z et ¢ s’écrivent z = 2i + 1 et t = 2j 41, donc avec
x=i+j+1lety= —i+j onaencorebienquez =x—yett=x-+y. Donc
le couple (z,t) s’écrit comme élément de I'image du morphisme ¢; ainsi au
final :

im(g) = {(z 1) € (Z/q2)*, 2+t pair}.

Notons bien alors que Card (Im(¢)) = %2, ainsi comme (Z/qZ)* / ker(¢) ~
Im(¢), on a Card (ker(¢)) = 2. En écrivant que

Im(p) = {(z,t) €(Z/qZ)%, z +t pair}

= {(z,t) € (Z/9Z)*, (z,1) pairs}H{(z,t) € (Z/9Z)*, (z,1) impairs}

nous obtenons

2 X (pzt —kz) = Z X (pzt —kz) + Z X (pzt — kz);
(zt)€lm(g) (z1)e(Z/qZ)* (zt)e(Z/qZ)?

(z,t) pairs (z,t) impairs
posons alors
o= Y, )Y x(pzt—kz);
teZ/qZ z€Z/qZ
t pair z pair

Si= Y. Y. x(pzxt—kz).

teZ/qZ z€Z/qZ
t impair z impair
Traitons d’abord le cas particulier ot 4 = 2; ainsi p est impair (car on a sup-
posé que p A g =1):
2
be(2)]" =

aveciciX, = x(0) = letX; = x(p — k) = e~ P~k et comme p est impair
¥, = —e 7k ; d’ot si k est pair on a £; = —1 et donc |b(2)|* = 0; par contre
si k est impair on a £; = 1 et ainsi |bg(2)|* = 1. Revenons maintenant au cas
général : commengons par calculer la somme ¥, ; comme g > 2, en écrivant z

sous la forme z = 2z’ ,avecz' € Z/ %Z nous avons

Sp= ), Y. x((pt—k)27)

teZ/qZ ez /izZ
t pair
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puis comme
1sipt—k=0[4]
Y. x((pt—k2e) =
7e€z/4zZ 0 sinon
on a donc

Xy = g.Card ({t €Z/92Z, t pair, pt —k =0 E} }) .

Il faut maintenant calculer l’autre somme, en écrivant alors z sous la forme
z=27z'41,avecz € Z/%Z on obtient :

L= ) Y. x((pt=k) (22 +1)) ],

teZ/qZ z/EZ/%Z
t impair

puis comme X est un caracteére

L=y Y. x((pt—k)2Z') x (pt—k)

teZ/9Z \ Zez/}z
t impair

Yo ox(pt—=k) [ Y x((pt—k)27)

teZ/qZ Zez/3z
t impair

Ici la somme Z; est plus difficile a calculer que dans le cas pair. Considérons
pour k fixé dans {0...g — 1} 'ensemble E; défini par

Ep = {teZ/qZ, pt—k=0 [g”

Alors pour tout k € {0...g — 1} il est clair que Card(Ey) = 2; en effet : 'équa-
tion pt = k[3] a deux solutions dans Z/gZ, la premiere est t = p~ 'k, qui est
unique dans Z/ %Z (carp A % = 1 et donc p est inversible modulo %) et 'autre
solution est p~ 'k + . Maintenant on a deux cas suivant la parité de l'entier .

o Si % est impair : alors les deux solutions de Ej ont des parités différentes,
car la différence des deux est égale a , donc une des deux solutions est paire
et I'autre impaire ; on est alors déja assuré que X, = % Ensuite en notant par
t; la solution impaire de Ej ; il existe un unique m € Z tel que pt; — k = m1,
ainsi

g _ -2in"iq i
k) > Ty = (-1) >

11 faut donc utiliser la parité de l'entier m ; en fait comme p impair et ¢; impair,
avec I'égalité :

L= x(pti—

pti —k=m g
gy ~—~
impatr . .

impair



on en déduit que k et m sont de parité opposée. D’oty, si k est pair, alors m est
impair, ainsi dans ce cas1a £; = —% et donc £, + £; = 0; puis par conséquent
be(q)[> = 0. Si par contre k est impair, m est alors pair et par suite £; = £ d’ott
Yp+Z;=qetdonc be(q)|* = %.

e Si 1 est pair : alors les deux solutions t; et t, de Ey sont de méme parité.
De plus, comme pour tout indice j € {1,2} ona pt; —k = mj% avec p impair
et 1 pair; alors k et t; sont de méme parité. Il y a donc deux sous cas a voir :
si k est pair, alors les deux solutions sont paire, et donc X, = get Z; = 0 d’ot
|bk(9) \2 = % Si par contre k est impair, alors les deux solutions sont impaires

et on a déja que X, = 0. Ensuite par différence des deux solutions nous avons

p(ty —t1) = (my _ml)g
—_———

=pd

donc p = my — m; ainsi comme p est impair, m; et my sont de parités diffé-
rentes; et donc X; = 0; d’ou |by(q) \2 =0. O

2.6.3 Casoul=1

C’est donc le cas ol1 g € 47Z et en fait on peut se ramener assez facilement
au cas précédent.

Théoreme 2.6.8. Quel que soit le couple d’entiers p et g, avec p Nq = letq € 42*;
pour tout k € {0...3 — 1} nous avons que

(3 -2

Démonstration. Nous avons vu que :

—2imPyn2 2imkn
Yo e e

neZ/1Z

bult)| =

En écrivant alors que g = 2¢' = 44" on obtient alors

1 2”.[17 2 21'rkn 1
(=] L e =g
q neZ/q'zZ q nezZ/q'Z

217_(_, "2 217((2/k)n
2q e 2q

. . —2i ST —
Comme g’ est pair , la suite < %" e > est q'-périodique et ainsi
n

1 i 2 2in(2k)n 1 i p "2 2im(2k)n
- Z e 17T q/i’l e Zq/ — Z e 17T q 672‘]/
T \nezjqz T \nezj2qz
_nip 2 2in(2k)n
_ 1 Z e 217Tq}’l P
1 nezZ/qZ
et donc pour tout k € {0.. — 1} nous avons |by (1)| = |bx(q)| et en utili-
sant le pré(;édent théoréme, comme 1 est pair, on a pour tout k € {0..1 — 1},
b2 (9)] = §- O

q
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2.7 Quelques raffinements

2.7.1 Théorémes d’écroulement

Notation2.7.1. Pour &« > 0 on note par ¢, la fonction définie sur R par ¢, (x) :=
x> (x)efZirrx%c.

Lemme 2.7.2. Soit ¢ € R tel que —8 < < 1—28'; pour tout entier k on a

ak
sup |[(1+ ”2) 9k (q)thz(s/fl (”))

tejon’)

_0 (hk('y/+25/—1)) '

oo, uER

Démonstration. Avec la formule de Leibnitz on a

Foo & joT o/, V[ i
= Ll () g ()

k. k—j .
=Y c J ]‘ (Xz) (u)P]-(oc,u)e_ZIm‘z“

ot P; € C[X, Y] avec degy P; < j et degy P; < j. Donc pour tout u € R

k k—j
(1 4+12) 2 (puw) T (0¢) )] Qilau) € Su(R)

k .
<(1+u?) ). C
j=0

avec Q; € R[X, Y] avec degy Q; = j et degy, Q; = j; notons bien que la fonc-
tion

.
2 () )| Qilaw) € L7 (R)

k .
ur (14+u?) Y. Cl|=——
j=o "o

et par conséquent

ok
ouk=i

k
(1 4+12) 2 (pulw) 14102 (x2) Q)

oo, uER

qui pour & > 1 est égalea un O (ock) ;etpour o < lestégaleaunO (1).D’ou

pour « = th*' " avec t € [0,h"'], comme ¢ — 1+ 26 < 0ona donc

ak
sup |[(1+ ”2) 9k (Gothzéf—l (”))

tejo,n)

_0 (hk('y/+25/—1)) '

oo, uER

Théoréme 2.7.3. Pour tout t € [0,h"'] on a uniformément :

2(0) = i (2 () ) iz )+ 0 ).
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Démonstration. Ecrivons que

] -1 ., (n—np) 2

m —2imttd  _pimpmZ i) . (n=ng)

az(t) :Ki Z X2< 5/1) e Tel o 2 Ten Z ‘ﬂn|23 Ty 207ty
mez h n—co
—1 s, (n—ngp) i (n—n0)2
o Z ‘an|2€ 2imt Ter 6_2”” Tren
n=co
1

avec K,% = . Ensuite avec la formule sommatoire de Poisson

h' 13 (x2)(0)
Y X (

it ; 2 2imx2t
311> B i <X2 ( E 1) i > <l+ L)
mez he leZ e T

. 5 X  2imx?t ) ( t ) ( 2 ( X )  2imx?t ) ( t )
= ~ e Tren 1(t) + — | + 5 e Tren I+ —.
s (X (l’l(> _1) ) T lgt)s X n! Ta

Or quel que soit ¢ € Rona

inx? +oo inx? .
S <X2 <h(51) €_2Trent) ((:) = /;oo X2 <h(jcl> E_ZTrentg*mTféx "

avec le changement de variable u := P ona

& -1
5!
X _2i7'(x2t o -1 +o _21’7'(142}120 72[ Y o' -1
§( () e B ) @ =0 [ e e gy
B oo
§l—1 [T o, 2281 §1_1
—h / )(2(1/[)6 2irttuh B;,e 2irtéuh du
—o0
Y (h(no+3 . N
avec By, := W qui, pour h — 0, tend vers une constante indépen-

dante de /. Par conséquent

X _ 2inx?t 5/ —1 +oo 9 51
§ <X2 <h5/1) e Tren > () = i’ /_oo (PBhchzS’—l(u)e 2AmGUn gy

§'—1

— 'z (05, o) @),

Ensuite pour tout ¢ non nul et pour tout entier k > 0 avec la relation

F(2 (@ o)) @)
5 (B (pgee )
R (2r)k fg B

il Nl W [
< HS(auk (PBhchA’—l o o

&1

)

’3 ((PBhthM’—l) (¢h

o N e Ol

+o00
-/

Ll
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L1

Ensuite comme
‘ .

duk (q)BhthM’—l) (u)| du

aa_;( (q)BhchJ’—l)




avec le lemme précédent et comme B, = O(1) ona:

k

a I -
(1+ ”2)W (Gf’shthza/—l(u)) < Myh*r #2010

sup
telo,h']

oo, uelR
ainsi

oo k(v +26' -1
§/+ Mdu<Mk hk(’Y+25—1)

ak
ouk ((I)Bhthw*l) —eo 1+u?

L1

oo X 2imx’t t
s (e (=) ) ()
1=1()+1 h T
i 22 t 51
=h Z 3 ((PBhthzlsLl) ((l + T_cl) h )

I=1(t)+1

Donc

o + / /
<o’ Y R -upa-o) 1 i
1=i(f)+1 ‘l 4k

ensuite

D’ot1 pour tout k > 0

T inx? /_ 1A
Z 3 (XZ (h;/c_l) e_ZTrent) (l + Ti) < th‘5 1hk((5 +y ),
+1

1=I(t)

comme ¢’ + ' > 0 on a alors
2i7rx2t t
S( ( > Tren)<l+_>:Ohoo;
= IZ h Tcl ( )

— . m2
KZ Z X < ) ZzﬂtTcle_zlmm

meZ

et donc

96



2imx’t t
ML (e (7)) ()
h Z;Z /A T

Enfin comme

—1 i (n—np) . (n—np)?
Z |ﬂn‘2€ 2irt Tdo 67217'[15 nTr:lS :O(hoo)

n=-—oo

on a finalement que pour tout ¢ € [0,7']

O

Ensuite on examine un cas particulier tres étudié par les physiciens : le
cas des paquets d’ondes gaussien : le cas o le vecteur ¥y est précisément
distribué suivant une gaussienne. On va montrer que pour des échelles de
temps tres grande, mais plus petite que la période de renaissance, la fonc-
tion d’auto-corrélation tend vers 0 : c’est un phénomene d’écroulement des
paquets d’ondes. On va deés maintenant se placer dans le cas ou

x(x) = € S(R).

Commengons par un calcul de transformée de Fourier d"une Gaussienne com-
plexe:

Lemme 2.7.4. Soit z € C tel que Re(z) > 0, alors pour tout { € Rona

§ () (@) = \/ge—”—zﬁ.

Démonstration. Commengons par le cas standard o1 z = a € R, et posons
Pa(x) = e e S (R). Or clairement quel que soit x € R cette fonction
vérifie :
!
P, (x) + 2axpa(x) =0

donc en appliquant la transformée de Fourier on a pour tout € R

§ (1) (©)+2a5 (xy0) (§) = 0.

D’ot1 avec les formules usuelles de dérivation sur la transformée de Fourier

on obtient )
5 () (@) = — 255 (9a) (0

a

donc en intégrant cette équation différentielle linéaire d’ordre un, on obtient

272
S (Ya) (Q) = Ce=™% ol C € R est la condition initiale donnée par l'égalité
C=5F(,)(0) = f jooo e gt ; ainsi en effectuant le changement de variable :
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2
_ _u : [ eTH
u = +/at,donc t = z on obtient C = f7 NG

a I'égalité, pour touta > 0

= ﬁ . Au final, on arrive

"%

F(e7) (@) = /5

a

Etablissons ce méme type de résultat sur 'ouvert P := {p € C; Re(p) > 0}.
2

D’une part pour tout ¢ € R la fonction z — \/: = est holomorphe sur

IP... D’autre part pour tout ({,t) € R? la fonction z — e —2#%,=2inlt et holo-
morphe sur IP ;. Et pour toute partie X compacte de P, il existe ¢ > 0 tels

que pour tout z € K, Re(z) > e. Ainsi pour tout ({,t,z) € R x K
‘efztzefﬁng't’ < efRe(z)t2 < efstz c L1<]R).

Donc d’apres le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral, on a que pour
tout ¢ € R la fonction

(9] 2 .
7 / e—zt e—ZmCt dt
—0o0

2272
est holomorphe sur IP . Au final, comme les fonctions z — \/E ez etz

1=, =22t 4t sont holomorphes sur [P et coincident sur la sous partie
R* de IP4, avec le théoreme du prolongement analytique on a que pour tout
(g Z) eRxP +

2 §2

® 2 o T
/ e zte217'(§tdt: Ze
o z

Ce qui montre le lemme . O

Théoreme 2.7.5. Soit 7 € R tel que 5 > —8.0na que pour tout t € [0, h”Y,] :
1-8
T T i U e B Sl ST
n=0 nzh(ﬂ

/ .
ot Zy(t) := 1272 + F e P,

Démonstration. Le précédent lemme appliquée a z = 1 fournit § (x?) (0) =
/7. Or comme
_2f 1 it
(@) sy
avec les formules de translations de transformées de Fourier on obtient que
pour tout { € R

2 1 . t 2 1 B t
— 20T =— _imt — 20T =—
N e B B e e ) <é+i).

T
Et comme —— h >+ 2i 7TT € P4 avec le lemme on arrive a :
2 1 it . 2 )2 1
s[e <h25,72+ 1nT75n>6721nT—dx T (¢+4) 2
Zy(t)
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J .
ot Zy(t) := h?72° + ZTI,_Zt Ensuite il ne reste plus qu’a appliquer le précédent
théoréme pour conclure. O

Corollaire 2.7.6. Soient (v, 'y’) € R? tels que 'y’ > —4 et 'y/ < v < 0. Alors si
/ /
¥ <1—26 onapourtoutte [h7,h7]

too it (n ot 2 1-28'—y
Y Jan[? e 21 1) 2 (i) — (hT)
n=0

Démonstration. On part de

pl=o ~ (T2 7l | pl=o e—ﬂzd(TC,Z,t)zRe(ﬁ)
Z(t) VIZi(t)]

7 5
1 (T Z,t)? <h2‘2" +E5L )
= e h

! 7 i
<1 L g <4h<no+%>>2> '

qui pour tout t € [h7,h" | est majoré par
1

< .
(14 M2 )Y

4

Comme par hypothese 2y + 46" —2 < 0, on obtient
1 \/Eh—cs/+1/2—v/z
! " I~ 1 / i
(1o ) oo ) e )

_ O(h7(5/+1/27'y/2).

2.7.2 Affinage d’ordre 3

Toujours dans le cas d’un état initial type gaussien, on va affiner I'étude
des renaissances en approximant la fonction d’auto-corrélation a 1’ordre 3.
Cette approximation cubique fait apparaitre la fonction d’Airy (voir I'annexe
pour sa définition). L'intérét majeur de ceci concerne 'étude locale de la fonc-
tion d’auto-corrélation : plus précisément de la disymétrie des pics des renais-
sances et de la présence de petites oscillations autour des ces mémes pics. La
fonction d’Airy explique ce phénoméne. Dans [LAS] on trouve une étude de
cette disymétrie des pics de renaissances; D. Robert [Rob2] donne aussi une
analyse mathématique bien détaillée de la disymétrie et des oscillations. Dans
cette sous-section on va montrer comment la fonction d’Airy apparait dans
I'approximation de I'auto-corrélation a 1’ordre 3.
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Lemme 2.7.7. Sid € } %, % [ alors quelque soit n € A et quelque soit t € R nous

aoons :
Mnh(h) _ t)‘n;l(h) +t(n—mng) f} (h (”0 + %))

+th@f6/ (h (no + %)) +th2(”%f°)3f(§3) (h (no + %)) +0 (th‘”—l) .

Sid e ] %, 1[ alors quelque soit n € A et quelque soit t € R nous avons :

M’;q(h) = M";;(h) +t(n—np) £ (h <n0 + %))

+th@f5’ (h <n0 + %)) +th2@f(§3) (h <n0 + %)) +0 (th”l) .

Démonstration. On écrit une formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 4 de la fonc-

tion fj, autour du point h (no + %) :avec

/\n}gh) _ /\noh(h) +(n—mno) f} (h <n0+ %)) +h(”+”0)2 ;l/ (h (”0+ %))

3 4
o) _6n°) £ (h (no + %)) i) _2:0) 2@

avec{ = (g € J. Puis on utilise encore le développement asymptotique de
la fonction fj, : pour tout n € A nous avons

/\WT(h) _ /\ronUl)+(n_n0)f6 (h <n0+%)> + (n—ng) K2 f} <h <no+%)>

e () 2555 o)

—l-hz(n%flo)gfo(s) <h (”0 + %)) + h3%fé4)(§) +0 (thzéﬂ) '

Or quel que soitn € A

(n=m)1fs (i (m+ 3 ) ) =00

et
4
n—no 4 _
h3%f0( )(g) _ O(h4‘5 1).
C’est donc pourquoi on distingue les cas § € } %, % { etd € ] %, 1 [ O
Notation 2.7.8. Soit Ts, := 127

w2y (n(mo+4))”
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Proposition 2.7.9. Si le paramétre 6 € } %, % {alors pour un réel y vérifiant l'inéga-
lité : u > 1 — 46 on a, uniformément en t € [0, h],

A Ang(h) | 2m(n—ng) | 2m(n—ng)? | 2m(n—ng)®
lt( T + + Tsr +O(h}4+4(5—1).

— Z \an|2 e

nelN

Si par contre le parametre § € | %, [ alors pour un réel v vérifiant I'inégalité : v >
—1— b ona, uniformément en t € [0, h"],

Y lan?e"

nelN

h)

L Ang(h) | 2m(n—ng)  2m(n—ng)2 = 2m(n—ngp)3
71t< (2, + T 0 + Treno + Tsr 0 + 9] <h0+1+5) .

= Z ‘ﬂn|2e ol

nelN

Dans le casol1 6 € } z,g[ona doncque 1 —45 € } 3,—1[;ainsi on peut

choisir un réel u tel que —2 < u < —1, de sorte que pour / assez petit nous
ayons

1 1
LN
< S
Dans l'autre cas: 6 € |3,1[ona —1 — 46 € |2, —3[; ainsi on peut choisir un

réel vtel que —2 < v < —% de sorte que pour h assez petit nous ayons

E < —= ! <h’ < 1

h "3 h2’
Remarque 2.7.10. Ces deux échelles d’approximation ne sont pas bonnes pour
voir apparaitre une éventuelle nouvelle période : la période T;, qui est d’ordre
1/h?. Ces deux échelles d’approximation servent a avoir plus de précision
dans la compréhension des phénomeénes de renaissances, en particulier pour
étudier la disymétrie et les petites oscillations des pics de renaissance (pour
plus de détails sur ces phénomeénes voir [Rob2]).

Définition 2.7.11. Le terme d’ordre 3 de la fonction d’auto-corrélation par-
tielle a(t) est la série de fonctions :

. 27'((n—n0) 27'((n—n0)2 27'((n—n0)3
*”< T, T T +—
as : t— Z |ﬂn‘2€ cl ren sr
nelN

Dans notre cadre gaussien on a donc :

(n—n )2 o 2r(n—ng) 27'((n—n0)2 27'((n—n0)3
az(t) = R — =D T e lt( W T r
F (%) (O)r 1 en

Pour une commodité technique on va rajouter des termes dans l'indicage de
la série, en effet :
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Proposition 2.7.12. Pour tout tona:

1 _Vf'—z _ it 2mm 2mm? M
a3<t) = Z e h26'-2¢ lt( T, + Tren + Tsr ) _|_O(h°°)
§(x%) (0h 1 ez
Démonstration. Cela tient encore juste du fait que ¥/ |a_, P=0r>®). O

Ensuite un simple calcul nous donne la :
Proposition 2.7.13. Pour tout tona:
1

3. . .
a3(t) _ _ ef(eroq) zwt672m/3tm69,z + O(hoo);
§(x?) (0)h 1 m;Z

27t Ty [ 1 i
wi = —>0, ay := — -———— ] €(,
T T, Y (Tm 2nth25/2>

primt| T (2 _7)
£ TCZ 3 Tren 27'[”’125/_2

L'idée est 3.a‘1lors de calculer la transformée de Fourier d’une fonction du
type : e~ (*T%)% ayec & un nombre complexe et w > 0. Commecons par rap-
peler le:

€C, b :=ajw; €C.

Lemme 2.7.14. Pour a € C tel que Im(a) < 0; la fonction fu(x) := emixta)’ ¢
[ee]

oo
S(R). Et d’autre part, 'intégrale / e~ dx est convergente et vérifie I'égalité :

—00

oo 5 too .,
/ e~ () gy :/ e ™ dx.
—00 —00

Démonstration. Pour le premier point comme

—i(x+a)d| _ eSIm(a)x2e6xRe(a)Im(a)xel’aRe(oc)zIm(a) —Im(a)3

7

e

et que Im(x) < 0; on a bien que la fonction e~ixt®)’ ¢ S(R). Esnuite, la
fonction g(x) := e~ %" vérifie I'équation —g’(x) + g(x) = (3ix2 4+ 1) g(x), ainsi
pour A,B € R ona

B B B /
_ g(x) B / g (%)
/Ag(x)dx_/Al+3ix2dx AT ™

Comme la fonction x — g(x) est majorée par 1, il est clair que l'intégrale

“+o0
g(x) o . . .
/ T30 dx converge. Une intégration par parties donne ensuite que

/B g'(x) dx:[ g(x) TW- /BL@C)M

Al + 3ix2 1+43ix2 | 4 A1+ 3ix2)2
alors, comme ( 115"3(1,2)2 < g f;‘ﬁ’ en faisant tendre A — —oco et B — oo,

+oo
on en déduit que l'intégrale / $) gy converge. Pour finir on va montrer

. 1+3ix2
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'égalité proposée en utilisant une déformation de contour ; comme la fonction
_i 3 s
x — e~ {(*+0)” est entiere

/A e—i(x+a)3 dx — / e—i(z+a)3 dz
—A 7(A)

ot 7(A) est le chemin orienté : [-A, —A —a]U[-A—a, A—a]U[A—u, A

oit A > 0.0n adonc
/ ez gy
7(A)

/ =i+ g / =i+ gy 4 / eilzte)® gy
[-A,—A—q] [-A—a,A—a] [A—a,A]

Pour commencer calculons la seconde intégrale : en faisant le changement de
variablez =u —aona

. 3 A .3 -3
/ e~ i(zta) dz:/ e " du —>/ e " dupour A — +oo.
[-A—a,A—a] —A R

Ensuite, pour la troisieme intégrale en faisant le changement de variable z =
A—a+ta

/ i) gy Dc/le—i(A+tvc)3 it
[A—wa,A] 0

Comme

(A+ta)®| _ ,3A%HIm(a)+6Re(a)Im(a) Ar2+3Re? (a)Im(a) >~ Im(a)?.

7

pour tout t € [0, 1] presque partout nous avons alors

3A%tIm(b)+6Re(w)Im(a) A*+3Re? (a)Im(a) P —Im(a)? _

et puis ’e_i(A+t”‘)3 < e~Pm@)® ¢ 11(]0,1]); d’oti par le théoreme de conver-

gence dominé :

lim e~ g7 — 0.
A—+oo) [A—a,A]
Pour finir en faisant le changement de variable z = —A — a(1 — u) dans la
premiere intégrale on obtient :

/ e—i(z+v¢)3 dz = _“/le—i(—A+au)3w du.
[—A,—A—q] 0

Et comme

—i(—A+tau)d < 63A2ulm(a)—6Re(o¢)Im(o¢)Au2+3Re2(a)Im(a)u3—u3b3,

= 7

g

et donc pour tout u € [0,1] presque partout on a

lim 63A2ulm(a)—6Re(a)1m(a)Au2+3Re2(a)Im(a)u3—u3Im(a)3 -0
A—+o0
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donc A — EBAZuIm(uc)76Re(uc)lm(uc)Au2+3Re2(oc)Im(oc)u37u3Im(oc)3 est bornée pour tout

u € [0,1] presque partout : IM > 0 tel que VA > 0 et Vu € [0,1] presque
partout

eBAZuIm(tx)76Re(oc)Im(oc)Au2+3Re2(uc)Im(tx)u37u3Im(u¢)3 <Mce Ll([O, 1})
d’ot1 par le théoréme de convergence dominé :

lim | e+ gy — 0,
A=+t ) [—A,—A—a

O

Lemme 2.7.15. La fonction { — § (faw) € S(R) admet un prolongement holo-
morphe a U := {z € C; |Im(z)| < 1} et pour toutz € Uona:

oo ‘
§ (fa,w) (Z) = 7oofv¢,w (x)672mzx dx.

Démonstration. Déja pour tout x € R presque partout et pour tout z € U la
fonction z — fy  (x)e 27 est entiere. Ensuite comme

fuc w (X)E—Zinzx < e3x21m(a)w+6Re(o¢)Im(o¢)xw+3Re‘2(a)Im(a)w—Im(a)3w627'clm(z)x,

= 7

< eSxZIm(a)w+6Re(a)Im(a)xw+3Re2(a)Im(a)w—Im(a)3weZ7rx el (IR)
x

donc avec le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction

z— /+oof (x)e™ 272 dx
o,w
est holomorphe sur U. O

Lemme 2.7.16. Pour tout B € U on a pour tout { € R

3 (faw(x)e2) () = § (faw) (E + B).

Démonstration. Le cas ou B est réel est usuel. Ensuite, d’une part pour tout
¢ € R presque partout la fonction B — F (faw) (& + B) est entiere, en effet
cette fonction s’exprime comme une combinaison linéaire des fonctions d’airy,
qui sont entieres (voir la preuve du théoréme suivant). D’autre part pour tous
& € Retx € R presque partout B + fuw(x)e 2% 2I7h% st entiere; et
comme

fa w (x)e—Zinéxe—Zinﬁx < e3x2ulm(a)w+6Re(o¢)Im(o¢)xw+3Re‘2(a)Im(a)w—b3weZ7IIm(ﬁ)x

< e3x2u1m(a)w+6Re(a)Im(a)xw+3Re2(a)Im(a)w—b3w627rx eIl (]R)
= X
avec le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction
B § (faw(x)e 277 ()
est holomorphe sur U pour tout x € IR presque partout. Comme les deux fonc-

tions B — § (faw(x)e 27F%) (&) et B+ F (fuw) (€ + B) sont holomorphes sur
U et coincident sur R C U, elle coincident alors sur U. O
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Théoréeme 2.7.17. Pour tout { € Rona:

8 (fuw) (0) = C2™4; (Kig) ;

oit A; est la premiere fonction d’Airy. Les réels k = k(w) et C = C(w) sont donnés

par:
3
ko= 2‘/5'7”, C=3iT (%) L/
\/§w 3 w

Démonstration. Notons bien que

i3
e ™ dx.

—+o0

[e)

QI

— 3; 2 3
‘E (x+a)iw| _ e3w1m(oc)x eZwRe(a)Im(a)xewIm(oc )

7

ainsi comme on a supposé que Im(a) < 0 et w > 0 on a bien que e~ @ (x+0)° ¢
S(R). Ensuite quel que soit x € R nous avons

fhow(x) + Biw(x + a)frw(x) =0
donc en appliquant la transformée de Fourier on a pour tout € R
§ (faw) () +3i0F ((x + )2 fuw) (§) = 0.

D’ou1 avec les formules usuelles de dérivation sur la transformée de Fourier
on obtient que

" _ . / _ 2 9 % _
§ (fuw)” (§) —4artiF (fuw) (§) 4mta” + 3w§ § (fuw) (0) =0

c’est a dire que la fonction fy «, est solution de :

3
y" — damtiy — <4n2a2 + ziwx) y=0.

Alors on vérifie sans peine que la nouvelle fonction gy« (¥) 1= e ™2™ (f, ) (%)
est solution de :

873
1
— ——xy =0.
3w
3
Posons k := 2\\%22 > 0 de sorte que pour tout x réel on ait :

g,;’,w(x) —kxguw(x) =0;

ainsi par définition des fonctions d’Airy A; et B; (voir annexe) il existe deux
scalaires C = C(a, w) et D = D(a, w) tels que pour tout x réel

Quw(x) = CA; (k%x) + DB; (k%x) :

ie.

e 2TE (fow) (%) = CA; (K3x) + DB (kix).
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3
, 3
e3%?

et B; (k%x) ~ \/Elex

Or on sait que (voir annexe) pour x — —+oco on a
3
_ % X2

2
A (k3x) ~
1 ( ) 2/7txd
donc comme [e=27%| = 27¥IM(@) ayec Im(a) < 0 et que F (fuw) € S(R)

alors
xkfﬂ e—Zzﬂxag (faw) (x) =0
par conséquent D = 0. La constante C dépend de « et de w; en effet
3

oo
C:3%]"( ) (faw) ( )_3%1‘ (%) /7 e—ileta)’w g,
oo
—33r (2 / e gy — 33T ( 2 il/ e du.
3 3) ot/ —e
O

Enfin pour conclure on a le

Théoréme 2.7.18. Pour tout t > 0 nous avons
‘C 217T06[(Z+‘Bt) % [}
jas(y] = 0y (K U+B0) ) [ +00n).
leZ
Tsr 1 i
5 (7~ wz) €€
eC,

avec
Ky =
3 TT’E?’I
i )2

1 Tsy 1
Y - _
Pr:= [ (Tren 27th?9'—

T, 3
oo .
k= | 2222 S0, oy = air (2 il/ e du
3 t 3 3J —
wy
ol wy 1= 2T—7Zf >0
Démonstration. On a vu que pour tout ¢t > 0
1 _ 35w — —0,i
|a3(t)\ — . Z e (m+ay) iwi 27'(‘Btme 1 +O(l’l°°),
§ (%) O~ nez
en posant ¢;(x) := e~ (r+a0)’iwr on 4 alors que
las(t)[ = Y @i(m)e 2P 4 O(k®)
S( ) h5 -1 meZ
puis d’apres la formule sommatoire de Poisson
e=2) (1) + O(h)

23(%

leZ
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1
=— § [+ +O0(h*
50 o 1| 5 90 (B o)
C(t ; 2
_ ‘hy(_)l‘ Z eme(l-&-ﬁ,)Ai (kf (l + ,Bt)) + O(hoo)
lez
d’apres le précédent lemme. O

2.8 Bilan des résultats obtenus dans ce chapitre

2.8.1 Echelles de temps

Dans ce chapitre beaucoup de différentes échelles de temps sont apparues,
on va les rappeler briévement et les comparer :

— l'échelle de temps d’approximation & l'ordre 1 de la fonction d’auto-
corrélation : [0, h%];

- la période classique : Tj;

— l'échelle de temps d’approximation a l'ordre 2 de la fonction d’auto-
corrélation : [0, hP];

— la période de renaissance : Trey;

!
— T’échelle de temps d’écroulement (cas gaussien) de t — ax(t) : [h7,h7 ].
Hormis la période classique, toutes ces échelles de temps sont des puissances
négatives de h. Et mise a part les périodes Ty., et T, ces échelles sont sou-

misent a des conditions dépendants des parametres § €]0,1[ et & €]0,1]. La
premiere condition est que (voir remarque 2.3.11 et lemme 2.3.12) :

6 > 6.

La seconde, exprimée a la proposition 2.4.2 est :

1-26 <a<O.

Celle de la proposition 2.5.3 est

1-36<p<—1.

Puis celle du théoréme 2.7.5:

v > 0.

Et enfin celles du corollaire 2.7.6 :
'y/ <¥<0
y<1-26.
Remarquons bien que, en prenant seulement I’hypothese :
% <5<d <1
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on a immédiatement que :

1<1-28 <1-26<0
1< -8 <1-25
1-35< —1

d’olr: ) )
1-30<—-1< -0 <1-26 <1-26<0
donc 3(a, B, 7, 'y/) € R* tels que :

1-30<B<—-1<—0 <y <y<1-25<1-26<a<0

d’ou1 pour h assez petit :
« ¥ A,' PTren B
Ty <h*<h"<h <T<Tm<h.

Il est donc possible de faire le choix des coefficients («, B, 7, 'y/) de maniere
cohérente. Ainsi l'interprétation physique des différentes propriétés mathé-
matiques énoncées devient pertinente.

2.8.2 Période classique

Dans I’échelle de temps [0, h*] ot & > 1 — 20, le terme principal de la fonc-
tion de retour semi-classique de la dynamique quantique associé a P, est la

fonction
1

I‘z(t) — efitA—zO 2 ‘an|2 €_1t2”(”_”0)T_’:]
neN

. Ang

Mis a part le terme oscillant e~"*7# de module constant égale a 1, le terme
principal de la fonction d’auto-corrélation est une fonction T,;-périodique. En-
suite au voisinage des t € T.;Z le module de la fonction d’auto-corrélation est,
modulo h*, égale a 1, alors qu’entre deux périodes consécutives, ce module
est nul (modulo k).

2.8.3 Pleine renaissance

On a grace a la proposition 2.5.3 que t — ay(t) est une approximation a
l'ordre 2 de la fonction d’auto-corrélation (y(t), ¢o),» valable sur [0, 1f] avec
B > 1—36. Et ci dessus on a remarqué que quitte a prendre 6 > % onapour h
assez petit :

[0, T C [0,h*] C [0, P Z’e”

} C [0, Tren] C [o, hﬁ} .

Le théoreme 2.5.6 montre que t — ax(f) c’est a dire le module de 'approxi-
mation, est périodique de période N, T,; modulo #2°~1:

az(t+ NyTy) = ag (1) + O (271);

cette période N, T, est équivalente a Tr.; quand i — 0. C’est le phénomene
de renaissances.
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2.8.4 Phénomenes de renaissances fractionnaires
Le théoreme 2.5.15 montre que la fonction d’auto-corrélation a 1’ordre 2

pres de %Nthl s’écrit comme une combinaison linéaire complexe finie de
translatée de la fonction d’auto-corrélation a I'ordre 1 :

-1
~ k .
a (f + gNth) =) b(Day (t + T (7 + gNh)) +O(h*7 1),
k=0

I étant un entier dépendant du rationnel p/q. Physiquement cela s’interprete
comme un phénomene de “clonage” du paquet d’onde 1, le nombre de clones
(Ie nombre de coefficients b~k (1) non nuls) et leurs hauteurs (le module des co-
efficients by (1)) dépendent des propriétés arithmétiques de p/g. Sur les figures
suivantes on observe bien ces renaissances partielles : par exemple sur la fi-
gure 19 on distingue 3 “clones” ; sur la figure 21 on a 2 clones.

2.8.5 Phénomenes d’écroulement des paquets d’ondes Gaussien

Si on se place dans le cas particulier out on prend un état initial localisé
en énergie suivant une distribution Gaussienne, le théoreme 2.7.5 montre que

/
dans une certaine échelle de temps [0, 417 | C [0, Tyen| la fonction ¢ — ax(t) est
décrite, modulo h* par la fonction :

0,k ] —C

pl-s e—ﬂzd(t,TdZ)2 %
\/ 7'L'Zh (t) ’

Et en examinant (corollaire 2.7.6) cette fonction on a en particulier que ¢ —

t—

a(t) converge uniformément vers 0 sur [h7, h'Y/] quand i — 0. Ce qui, physi-
quement, signifie que pour des échelles de temps trés grande, mais plus petite
que la période de renaissance, la fonction d’auto-corrélation est tres petite et la
période classique a disparu, ceci s’interprete comme une forte délocalisation
du vecteur initial, c’est un phénomene d’écroulement des paquets d’ondes.
Par exemple sur les figures 16 et 17 (voir aussi la figure 23) on observe bien
cette écroulement du paquet initial.

2.8.6 Approximation cubique : fonction az(t)

L’apparition de la fonction d”Airy dans I’approximation d’ordre trois de la
d’auto-corrélation (voir théoreme 2.7.18) explique en partie le phénomene de
disymétrie des pics des renaissances et de la présence de petites oscillations
autour des ces pics. Pour des détails complet de ces phénomenes on conseille
au lecteur l'article de D. Robert [Rob2].

2.9 Simulations numériques

On présente ici quelques illustrations numériques de simulation de la dy-
namique. Ces différentes simulations sont réalisées avec différents logiciels et
langage (Maple, Python).
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Dynamique du paquet d’ondes

Ces 16 premieres figures illustrent ’évolution au cours du temps de l'état
initial ¢y (ici une gaussienne) en 3 dimensions. Le plan du bas représente le
plan de phase. Cette simulation part de t = 0 jusqu’a environ t = Ty, /4. Au
début : en t = 0 le paquet d’ondes initial est une gaussienne localisée dans
le plan de phase. Ensuite le paquet suit la dynamique en tournant le long des
trajectoires classiques (ici des ellipses). Comme le paquet est supporté sur plu-
sieurs trajectoires classiques, ot les vitesses sont différentes, le paquet d’onde
commence a se disperser le long des trajectoires classiques (figures 10 a 15)
jusqu’a s’écrouler completement (figures 16 et 17). Ensuite, quand t = gTrm,
le paquet initial se clone en g “mini” paquets décalés 1'un de l'autre (voir par
exemple les figures 18 & 21 avec différentes valeurs de 'entier g).

N=200 t=0.04 tTE=0.36 N=200 t=0.08 tTE=0.73

0.5

Fig.6&7.

N=200 t=0.12 tTE=1.1 N=200 t=0.16_ tTE=1.5

Fig. 8 &9.
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N=200 t=0.22 tTE=2 N=200 t=0.28 tTE=25

N=200 t=0.3 tTE=27 N=200 t=0.38 t/TE=3.5

<>y >

0.5

Fig. 12 & 13.

N=200 t=0.42 tTE=3.3 N=200 t=0.54 t/TE=4.9

Fig. 14 & 15.
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N=200 t=0.74 tTE=6.7 N=200 t=0.86 tTE=7.8

Fig. 16 & 17.

H a

N=200 t=4.6  it=23 N=200 t=7.6 _ it=38

0.5

H a

N=200 t=9.4  it=47

N=200 t=11

Fig. 20 & 21.

Fonction d’auto-corrélation

Les trois figures suivantes sont les graphes de la fonction d’auto-corrélation
(sur I'axe des ordonnées : la valeur de la fonction, sur I’axe des abscisses le

temps ).
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Fig. 22. Période classique de la fonction d’auto-corrélation.

Sur la figure 22, on trouve le tracé de t = 0 jusqu’a t = 4T,;. On voit par-
faitement la T,;—périodicité de la fonction d’auto-corrélation sur des échelles
de temps courtes.

Fig. 23. Ecroulement de la fonction d’auto-corrélation.

Ensuite, la figure 23 est le tracé de fonction d’auto-corrélation sur un inter-
valle du type [AT,;/2, BT, /2] avec A, B assez grand. On voit ici encore “un
peu” la T;—périodicité de la fonction et on voit aussi que la fonction s’écroule
(elle n’atteint plus 1).
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20000 40000 0000 0000 100000

Fig. 24. Périodes de renaissances pleine et fractionnaires de la fonction
d’auto-corrélation.

Pour finir on trouve sur la figure 24 le tracé de la fonction d’auto-corrélation
sur [0, Tyen]. On y aperqcoit tres nettement la pleine renaissance en t = Ty, et
les renaissances fractionnaires (en particulier en t = Ty, /2).
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Chapitre 3

Dynamique dans le cas elliptique
en dimension 2

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on se concentre sur le pendant en dimension 2 de la dyna-
mique du modele elliptique uni-dimensionnelle traité au chapitre précédent.
Ici I’hamiltonien de la dynamique est alors un opérateur auto-adjoint avec
domaine inclus dans 'espace L? (R?); et ayant un spectre discret du type
F(hZ,hZ), F étant un polyndme a deux indeterminées sur le corps des réels.
A l'instar de la dimension 1 un vecteur initial ¢y localisé suit en premiere ap-
proximation la dynamique classique associée a ’hamiltonien de départ. En
dimension 2, sur des échelles de temps courtes cette dynamique est nettement
plus complexe. Le flot hamiltonien classique s’enroule autour d’un tore de di-
mension 2, il y a alors deux périodes classiques (qui sont d’ordre O(1)). En
premiere approximation la fonction d’auto-corrélation (qui une fois réécrite
est toujours une série de fonctions) de notre systeme bi-dimensionnel reste
en principe aussi simple a étudier qu’en dimension 1, mais la présence des
deux périodes classiques compliquent nettement la compréhension de 1’évo-
lution de la fonction d’auto-corrélation pour les échelles de temps courtes.
Dans ce chapitre on propose une étude au premier ordre de la dynamique
semi-classique en fonction de la commensurabilité de ces deux périodes clas-
siques; ce qui nous amene a quelques discussions de théorie des nombres.
Lorsque on regarde la dynamique sur des échelles plus grandes il y a 3 pé-
riodes de renaissance (d’ordre 1/h) qui apparaissent. Sous une hypothese de
commensurabilité entre ces 3 périodes on arrive a écrire un analogue du théo-
réme de renaissance du cas uni-dimensionnel.

3.2 Contexte

3.2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se place en dimension classique égale a 4. On prend
comme hamiltonien quantique, I'opérateur P, := F (P, P,) ou F est un poly-

néme de R [X, Y] indépendant de /; P; et P, sont les quantifiés de Weyl des os-
24 a2

. . . X+
cillateurs harmonique classiques p; (x1,{1, X2, {2) = wj~5+ avec wy, wy > 0.
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L’étude de 'oscillateur harmonique permet par exemple d’étudier tous les ha-
miltoniens sur R* définis & partir d’une forme quadratique définie positive ;
en effet (voir par exemple le livre de S. Vu Ngoc [VuN4]) :

Proposition 3.2.1. Toute forme quadratique q définie positive sur R* est un oscil-

lateur harmonique : il existe w1, wo > 0 et un changement de coordonnées symplec-
24 22 24 a2

tiques telles que q (x1,81,%2,82) = w1x12;61 + wz%i.

Ce modele d’opérateur P, := F (P;, P,) est moins particulier qu’il ne le pa-
rait, puisque, a un difféomorphisme pres, il donne le spectre de tout systeme
complétement intégrable en dimension deux autour d"une singulartité de type
elliptique. L'étude de I'hamiltonien P, = F (P;, P;) permet donc de faire une
étude assez générale non triviale en dimension 2. Notons bien aussi que notre
contexte induit un systéme complétement intégrable, ici I’application moment
est donnée par

]R4 _ ]RZ
m = (x1,81,%2,G2) > (p1(m), pa(m)).

3.2.2 Oscillateur harmonique quantique en dimension 2

Définition 3.2.2. L'oscillateur harmonique quantique de 'espace L2 (R?) est
défini par I'opérateur linéaire a domaine

D (Hose) = {g € H' (R?); | (x,9) I p(x,y) € L* (R?) }

et pour toute fonction ¢ € D (Hs)

L N S SR wy (2
Hyscqp := > < hax2—|—x>g0—|— > < hay2—|—y>g0.

La théorie générale (voir chapitre 1) nous apprend que l'opérateur Hys est
auto-adjoint sur son domaine et que son spectre est donné par :

Ay = {)&n,m = wih <n + 1) + woh <m + 1) }
2 2 n,mcIN2

avec comme vecteur propres associés les fonctions d’Hermite ey, (x,y) =

(en ®em) (x,y) ot
1 X
en(x) = — — ), neN
=570 (7)
avec
2 dn 2

T (™).

Bien sur on a Hysc = P; + P, et pour tout n entier naturel et quel que soit
l'indice j € {1,2} nous avons

Pu(x) = (Z”n!ﬁ)_%e_%Hn(x) et Hy(x) = (=1)"e"

1
p; (en) = wih (n—l— 5) en;
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par conséquent pour tout couple (1, m) d’entiers naturels et pour tout (x,y) €
IR? nous avons

Hose (en @ em) (x,y) = <w1h <n + %) + wyh <m + %)) (en @em) (x,1).

Ainsi, en posant

1 1
Ty = whh (n—i—i), Um := woh (m—i—z);

on a par conséquent 1'égalité A, ,, = T, + pm et pour tous n, m entiers natu-
rels Hose (en @ en) = Anm(h) (en ® ey) . De plus comme (e, ® em)n,me]l\l2 est
une base hilbertienne de L?(R) ® L?(R) ; et que L2(R) ® L2(R) = L? (R?) ; la
famille (e; ® em),, e est alors une base hilbertienne de L? (R?) formées de
vecteurs propres de Hosc.

3.2.3 Polyndme d’oscillateur harmonique

A partir des deux opérateurs auto-adjoints P, P, en involution! et du po-
lynéme F € R [X, Y] ; on va construire un nouvel opérateur F (P;, P;). On note
par 7 'opérateur unitaire suivant :

[2(IR?) — I>(IN?)
P =< @ en@em >12(R2)

Considérons aussi I'opérateur de multiplication par la suite F (A, i) sur
I2(IN?) : son domaine est donné par

D (MF(An,um)) = {(”n,'ﬂ)n,m € I2(N?); F (T, pim) tnm € 12(N2)}
et 'opérateur est alors définit par

MF(Tn,‘um)un,m =F (Tn/ ,um) Un,m-

Cet opérateur est auto-adjoint (c’est un cas particulier du lemme 1.3.1 du cha-
pitre 1). A partir de cette opérateur on va définir le nouvel opérateur a do-
maine F (Py, P;) de la maniere suivante :

Définition 3.2.4. Pour F € R[X,Y]; le domaine de l'opérateur F (P, P,) est
donné par :

D (F (P, P2)) = 7 {D (Mp(g ) }

et l'opérateur F (P;, P,) est égale a:

F (P, Py) = "o Mg ot

an,”m)

1

Remarque 3.2.3. Les deux opérateurs commutent: Py o P, = P,o Pj
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Ensuite, par construction on a immédiatement que :

Proposition 3.2.5. Nous avons :
(i) L'opérateur F (P, Py) est auto-adjoint sur son domaine.
(ii) Pour tout couple (n, m) d’entiers naturels

F (Plr PZ) (en & em) =F (an ,um) (en ® em) .
(iii) Si F(X,Y) = Y_ a; ;X'Y/; alors sur I'espace S(IR?)
i
F(Py, Py) szl]PloP = leup oPi.
ij i

Remarque 3.2.6. Le dernier point montre que la définition de F (P;, P») coincide
sur S(IR?) avec I'idée intuitive que 'on a pour définir un polyndme d’opera-
teurs F (P, P,).

Démonstration. Démontrons points par points.

(i) Le premier point est clair par le lemme 1.3.1.

(ii) Fixons nous d’abord un couple (19, mg) € IN? puis calculons F (Py, P,) (en, ® ey ) ;
par définition on a :

F (PerZ) (6”0 ® emo) =t (F (7”0/ Vmo) T (6”0 ® emo))

=1 (F (Tigs Hmg) (5n,no‘5m,mo)n,m) = F (Tug, Hmy) ! ((5”'n05m’m0)”/m)

=F (T”O/ Vmo) (eﬂo ® 6”10);
et donc pour tout (1,m) € N2 onabien F (Py, P;) (e @ em) = F (Tu, tm) (en @ em) -

(iii) Pour le dernier point, d"une part pour tout (1, m) € IN? nous avons :
sz”PloP (en @ em) Za”Pl (en ® P em) ,
ij i
puis avec les propriétés spectrales des opérateurs P; et P, on obtient

= Zai’jpi‘ (en ® }l]mem) = Z“i,jy{npi‘<e") & em
)

= Z“z] n#men ey =F (an ,um) (en ® em) .
i
D’autre part

szl]P oPl en ® em) thl] (Plen ® em)
ij

—thl] <T6n®6m) thl] (en®Pem)

= Z’Xi,j'f;llljmen ey =F (Tn/ ,um) (en ® Em) .
ij
Ainsi les deux formules coincident sur la base hilbertienne (e, ® EM)n,me]NZ'
elle coincident donc partout sur I'espace S(IR?). O
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3.24 Dynamique semi classique associée

Dans ce chapitre I'hamiltonien est 1’opérateur auto-adjoint F (P;, P;) et pour
tout triplet (t,n,m) € R x IN? nous avons

_;t it
((3 1hF(P1rP2)) en ey = (3 1h/\n,m) en Q ey

Soit un vecteur initial 9 € D (F (Py, P,)) C L?(IR?) et notons par (anm),, ,,
(anm(h)), , la suite de 1?(IN?) donnée par a = 7t(yp), aveca = (anm), , - On

obtient alors que pour tout ¢ réel

,m

P(t) =U(t)po = (e_iéF(Pl'PZ)) < Z an,m(en ®€m)>

n,meN2

_;t
= Z An,me 1hF(anVm)€n Q em;

n,mcIN?2

et par conséquent pour tout f réel

+00 400 +00 400
Z Z | @, m \ e it F(Tuptm), Z Z |@n,m \ o~ i F(Tuptm)
n=0m= n=0m=

Avant d’étudier ces quantités en détails on va d’abord définir un état initial
pour la dynamique.

3.3 Préliminaires sur la dynamique

3.3.1 Choix d’un état initial localisé en énergie

Définissons un état initial 1y de la dynamique dépendant de / et localisé
autour des nombres réel E;, Ej. Soit deux réels E; € [—1,1] et E; € [—1,1]
indépendant de h.

Définition 3.3.1. On définit les entiers naturels 1y = ng(h) et mo = mo(h) par:
np := argmin |1, — E1|; mp := argmin |y, — Ep|.
n m

L'entier ng (resp. myg) est donc l'indice de la valeur propre de 1'opérateur P;
(resp. de P,) la plus proche du réel E; (resp. Ey).

Onaalorsla:
Proposition 3.3.2. Nous avons :

(1) |E1 — Tny| < wiheet |Ex — pmy| < wrh.
(ii) Pour h — 0 on a les équivalences
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Proof. Démontrons points par points.
(i) Comme les valeurs propres de P; (resp. celles de P,) sont distantes l'une
de l'autre de wyh (resp. de wyh) le point (i) est alors immédiat.

(ii) En partant de ’El — w1h (no + %) ‘ < w1h on en déduit

‘cfllh o %‘ =1
et donc £ 3 1B
wah 2552 G
on en déduit alors facilement que pour # — 0 on a ng ~ wE_llh De la méme
fagon pour 1 — 0 on a aussi mg ~ % O

Définition 3.3.3. Considérons la suite (anm), ,cz2 = (anm(h)), yez2 définie
par:

— Tn — Tng Pm — Hmg \ _ n—ny m—mp\
an,m = KhX( héi ’ héé ) - KhX (601 h‘s{_l %] h‘s,';__l )/

oit x € S(R?) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire. Les
paramétres (61, 65) €]0,1[%. Et avec

(T T o — g
Kh‘_HX( W o )

PN2)
On va détailler ce choix d’état initial :

T N .
1. Le terme x (w, Hmhﬂ) sert a localiser autour, non pas autour de
1 %

(E1, Ep) directement, mais pour des raisons techniques, autour des valeurs
propres les plus proches du couple (Ej, Ep).

2. Les constantes ] et &) servent a modifier la dilatation de la fonction y.
La raison du choix 0 < 5’ < 1 est la suivante : c’est I'unique choix possible
pour avoir a la fois une locahsatlon pertinente (qui ne tend pas vers {0}) et

une localisation plus grande que l'interstice spectral 1> h.
Enongons maintenant les premiéres propriétés de la suite (a,,m),, ,,

Proposition 3.3.4. Lasuite (aym),, ,, € 1*(Z?); et levecteur o := =" (anm(h)) €
D (F (P, P)).

Démonstration. D’une part comme x € S(R?), il existe M, € R*. tel que :

M

=TI © e

et par conséquent (an,m),, ,, € 12(Z?). D’autre part comme la fonction

1 1 X — m
o = @)@+ (1 (x4 3) o (4 3) ) Ko (22 w0 )
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est une fonction de S(R?); il existe donc Mj, > 0 tel que pour tout 1, m € IN?
on ait :

1 1 n—ng m— mg
’(1+n2)(1+m2)F (h (n—i— E) Jh (m+§)) Kyx (w1 P , Wy P )’ < M

ie:
’F<h <n+%),h<m+%)>anm < My,

~ (1+n2)(14 m?2)

€ I?(N?).

O

De maniere analogue au cas de la dimension 1 (voir chapitre 2, lemme
2.3.8) on dispose du

Lemme. Soit une fonction ¢ € S(R2) et (e1,¢2) € 10,1 alors :

L e(go)|-o6r ).

1s€Z2,|l|+]s|>1 f &

Théoréme 3.3.5. Nous avons

+ 0 (h*™);

1
+5’

VS OOh

et ainsi |[anm|[pn2y = 1+ O(h°°).

Ky =

Démonstration. Avec la formule sommatoire de Poisson et le lemme précédent
nous avons les égalités

2 n—np m—mo
Z X (wl h(S{—l @2 héé—l

n,meZ?

o &1 &1
= W L S(Xz) <_lha111 '_Sh;z )

l,seZ?

i g o) (5

Ls€Z?, |l|+|s|>1
— poito-2g (XZ) (0,0) + O (h%).

On va maintenant revenir a 'indexage de la série sur 1’ensemble IN? ; sans
perdre de généralités on va supposer maintenant que w; = wp; = 1. Comme
3 (x?) € S(R?) et x* € S(R?) on a l'inégalité suivante a disposition :

Cra

k d
(T [x1])" (14 |x2])

Vk,d € N*2, 3C4 > 0, Vx1, x2 € R?,

X2 (xlr xZ) ‘ S
Partons de I'égalité :

b [N —ng m—my n—ng m-—my
Z X < hé/_l 7 hé/_l ) Z X <hol_1 7 hé/_] )

n,mcIN2 n,mcZ?
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S g ng m— mo > ny m— mo
> sz(holl'h‘s"l) I (h"'l'h‘s'—l)

N=—00 M=—00 n=0m=—oo

= W25 (32) (0,0) + 0 (h)

1 ny m—m > 4 n—mny m—m
L ZXZ(hfs’—lo’ hé’—lo) L Lox ( a 0)'

I __ 7 _
H=—00 M=—00 =0 m=—co pia-17 po-1

D’une part, par parité de la fonction x? par rapport aux deux variables nous
avons

-1 +o00 400 400
5 ng m— moy n—+nyg m+moy
Loy (S i) - E e (B )

N=—00 M=—00 n=1m=1

—+o0 +o0 +o0
s (n+mng my n—+mng m—mo
+ X ( S/ 7 sl ) + ( / 7 S/ )
n;—l hol—l ho2—1 nzl mz h51—1 ho2—1
=TI Ck d

SHIDY

d
n=1m=1 [n+ng| |m+my|
( + 5’ 1 1+ o1

k d k°
”—1"1?5"10( +n;m1>|) (1+n}z;110|) n= (1+n+n0|)

Ensuite comme

i Cra

k d
(1+ n;nfln) (1+ ’";TP')

(0 ~1)+d(8)-1) <+Z°:° 1 ) <+§ 1 )
< Ck,d 1~ 2~
n=1 ‘ﬂ-i—ﬂo‘k m=1 \m+m0|d

et par les théorémes généraux de comparaisons entre séries et intégrales, on
obtient la majoration :

':‘Msa

/ / ® du e do
<C hk(51—1)+d(5z—1)/ /
=k 0o (utng)Jo (v+mg)

! ! 1 1
= C, k-1 +d(6-1)
kA (k— 1)k (d — 1)mf-1
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Maintenant, on sait que quand # — 0 on a 1y ~ %, my ~ % ouN,M # 0;
ainsi, quand & — 0 on a I’équivalent

k(01 —1)+d(55-1) ko1 +doy—2

T ~ NEIpp-T
d’ou
Py P — o)
Ensuite
+o0

YOy Cra < oy Cra

k d — Z Z* k d
n=1mFm < _+n;n$> < -%'my"?> n=1pez (1_%n+nm) (1_% Pl )
2
) / iy 1 =1
S 2Ck,dhk(5lfl)+d(§2fl) <Z 7) (Z _)

it n+nglt ) \y= P!

<cuwwﬂnmfn/9_ﬂL_‘f“
- 0 (u+mny)k
+

! ! 1 X 1
= Ck,dhk(51*1)+d(5z*1)7_ < _> ]
(k_ 1)”]6 ! r=1 pd

Etquand/# — Oona

Kk (01 =1)+d(55-1) pkop+d(5—1)—1

k-1 ~ k—1
n, N

et par conséquent pour k assez grand par rapporta d :

—+o0

Y X Cha

- = O(h).
n=1m#my <1+ n+n0|) <1+ |m— m0|)
Enfin
iy Crd ’_ ® du ’_ 1
2 —k < Cp g 1)/ — = Cp g0 1)7](_1;
(1+ |n+n0) 0 (Ll—i—i’lo) (k— 1)7’[0
oh-1

hk(éi—l) hk&{—l R
etquandh — Oona T~ e d’oir
0

+

3

Cra
1 In-+n) k

n= n+ngp
(“ )
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On vient donc de montrer que

D’autre part
Z":" i ( —ng m— mo)
P o1 o1
. ‘i" 2<n§/n0/m—|/—m0)++z°:° 2<O,m—i/—m0>
e -1 =1 = hoh—1
PR 2Ckq = Crd

+ - s
p=1m=1 <1+ P >k <1+ m+mo> <1+ m+m0)

7
h(sl -1 hoz—l

Py C 21
< 2 ﬁ <2hk(511) Z ? +1>

m=1 |m—+my| p=1
(1 + 1

/ ® do
<C hd(éz—l)/ k(1 -1)
=k 0 (v4mg)d ;

/ 1 - |
(d—1)mi-1 p=1 P
hd(éé—l) hd(S’
etpourh — Oona i ~ AT
rapport a k nous obtenons alors

+oo -1
ngp m mo 0
LY o«x <W1f7ﬁT):th

n=0m=—oo

et par conséquent pour d assez grand par

Au final on a bien:

H (n—no m—mo) 2
X héifl ! h‘%*l 12(N2)

d’ott .
Ky = 514652
5 (x?) (0,0)h

Ensuite il suffit de réécrire que

+0 ().

2
anmll2nz) = Ki Y

X(w n—ny m—mo)’2
1 7 s 2 7
B hélfl hézfl

= KEn2 [3 (32) (0,0) + O(h) | = 1+ 0().
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3.3.2 Découpe de la série

Commencons par une définition :

Définition 3.3.6. On définit les ensemble d’entiers A = A(h,E1,E;) et T =
I'(h,Eq,Ep) par:

) h(51 h52
A= {(”/m) € N5, ‘Tn_Tno‘ < Z—Met ‘Vm—,umg| < 2—602}

= (nm)elNz'\n—n\<h§171et|m—m\<h5rl
I ’ 0= "2w, o= 2w,

oul < d; < 5; < 1; et on considere aussi I' le complémentaire de A dans NZ:
[:=N2-A.

Lemme 3.3.7. Sion suppose que pour tout indice i € {1,2}, 8/ > &; on a alors

Y |anm|* = O(h®).

nmel

Démonstration. La preuve est ’analogue en dimension deux du lemme 2.3.12.
Ecrivons :

2 |an,m‘2 < 2 ‘an,m‘z + 2 ‘an,m|2 .

n,mel n,meZ2, |n—np|>h’1-1 n,meZ2, |m—mpg|>h%2"1
Comme x? est a decroissance rapide, pour tout entier N > 1 on a
2N 2N
n—ng 2 m —myp 2
2 <—h‘5{_1 ) |€ln,m| + Z <7h5é_1 ) |€ln,m| = O(l)
n,meZ? n,meZ?

Sans perdre de généralités on peut supposer que 1y = my = 0. Ensuite nous
avons comme pour la dimension 1

Z ‘an,m‘z =0 (hZN((si_él)) ,
nmeZ2, |n|>h1"1
Z |an m‘z =0 (h2N(5‘;‘7§2))
n,meZ2, |m|>h%2=1
etainsi ) |an,m|* = O(h%). O

nmel

3.4 Etude alordrel

Lorsque on approxime au premier ordre la fonction d’auto-corrélation il
apparait deux constantes; ces deux constantes sont les périodes classiques
géométriques associées a ’hamiltonien classique du systeme. Cette étude a
I'ordre un va naturellement nous amené a considérer deux cas suivant que les
deux périodes classiques sont commensurables ou non.
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3.4.1 Périodes semi-classiques et classiques

En tout premier lieu introduisons les périodes semi-classiques et classiques
du systeme. On va en effet introduire deux paires de périodes classiques; la
premiere paire sort naturellement de la formule de Taylor effectuée sur les
valeurs propres dans la fonction d’auto-corrélation.

Hypotheses 3.4.1. On suppose ici que

oF oF

5% (E1, E2) #0, 3y (Eq1, E2) #0.

3.4.1.1 Périodes semi-classique

Définition 3.4.2. On définit les périodes semi-classiques Ty et Ty, par:

27 L 27
5F et Tscl2 =5

Tsep, = _
! X (T”O/ Vmo) w1 oY (T”O/ .umo) wr

En premiére approximation la fonction d’auto-corrélation est alors égale a:

Proposition 3.4.3. Soit & un réel vérifiant 'inégalité : « > 1 — 2 min 6;. On a alors
uniformément pour tout t € [0, h*] :

Yl*no m*mo

’ 3_217Tt<TSCII T, ) L0 (hoc+2min§ifl) .

r<t):eiitF<Tn0’HmO)/h Z |an,m
n,mcIN2

Démonstration. Etudions la différence e(t) := ¢(t, h) définie par

L . —2im("’"0+’""”0>
S(t) — Z ‘an/m|2 eflEF(anVm) _ e_ltF(Tnofﬂmo)/h Z |an’m 2 e Tscll Tsclz .

n,meIN2 n,mecIN2

Ecrivons maintenant la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 sur la fonction
F autour du point (Ty,, pim, ) ; pour tout couple (n,m) € IN?, il existe un réel
p = p(n,m,ng,my) €10,1] tel que

F(Tﬂr.um) = F(Tﬂor.umo)

w (T — Tng) + %(;Vmo) (o — o)
+% O*F (Tny +p(Tn — Tng;rfmo + o (m — pmg)) (Tw — Ty )2
. % O°F (Tny + p(T0 — Tnaoifrzymo 00 = o)) iy )?
+82F (Tng +o(Tn — g;g§¢mo + 0(#m — Hmg)) (T — Tng) (W — Hmy) 3
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et donc en utilisant les expressions de 1, et de y;; on obtient

hin—n h(m—m
F (tn, pim) = F (Tug, pimy) + ( 0) ( 0)
Tsc11 T5612

L (g + (T = ), oo + i = o)) 212 (2

2 X2
192F (Tuy + p(Tn — Tug), fimg + 0 (Hm — Himg)) 2,2 )
+5 0 E(;YZ 0 02 wih” (m — my)
b (0 = ), g+t — i)l (1 — ) (o —
ey (T + 0T = T ), g + (i — ) 1602h (1 = o) (2 — o)
Et ainsi

. n—n, m—m
e(t) = 2 \ay m‘2e_21m<Tstlo+ Tsczzo) [e—i27'ctRn,m(h) . 1}

n,meN2
ol on a posé

_ hew? (n — 19)? 0F (Tug + p(Tn — Tug), fmg + P (Hms — iy ))

Rium (1) : 4n 9X2
e (m = o) 2F (Tuy + p(Ts = Tig) ping + P (s = o))
47 oY?
hwywy(n — ng) (m — mg) *F (Tuy + 0(Tu — Tug), Py + 0 (pm — timy))
o7 OX0Y '

Ensuite a 'aide des ensembles I' et A et par inégalité triangulaire pour tout
t>0ona

7"0 m—m,

. n
Z ‘an m‘26721nt<Tscll + Tscty > |:efi27'(tRn,m(h) _ 1} 42 Z |an m|2 )

e(t) <
nmel

n,men

2 = O(h*®). D'autre

D’une part (voir le lemme 3.3.7) on sait que ) |a,m
nmel

part; pour tout t > 0, pour h assez petit et quel que soit (n,m) € A nous
avons :

thw%(n - ”0)2 O°F (Tng + (T — Tng), g + (P — Himy)) < K201,
im 0X2 = ’

thw?(m — mg)? 92F (T, + 0(Ty — Tn ), + - _
2(1m — 11g)” O°F (Tuy + p(Tn no)2#mo Pl = 1mo)) -y 2021,
47 Y
thwywy(n —ng) (m —mg) 9°F (Tng + 0(Tn = Tng), Himg + 0 (fm — timy)) < 1Ky op01H02— 1.
27 XY =2 ’

ot K1, Ky, K15 > 0 sont des constantes indépendantes de /, en effet : en notant
par B ((Ey, Ez), r) la boule euclidienne de dimension 2 de centre (Eq, Ey) et de

rayonr,; comme

}lllg}) (7”0/ Vmo) = (ElrEZ)
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Ve > 0, 3hg > 0, tel que pour tout i < hg, (Tuy, fm,) € B ((E1, E2), €) ; ensuite
pour tout couple (n,m) € A

|p(Tn = Ty )| = hewrp |11 — no| < wih®,

l0(tm — ping)| = hewpp |m — mo| < woh®

donc pour & assez petit, disons I < hy

(Tng + (T = Tng ), Py + (i — pimy)) € B ((E1, Ez),€);
et ainsi pour tout i < hy,

9°F
ax2 (Tno +0(Tn = Tug ), g + 0(pim = pimg ))| < sup

82—F(x y)‘
(x)eB((Ev Ex).c) | 9%

qui est une constante positive indépendante de k. Ensuite comme & > 1 —
2mind;, on en déduit que &« > 1—241 ;0 > 125 eta > 1— 31 — dy; d’ott
pour tout t € [0,h*] on a

t|Rym(h)| < Kyh*F20-1 4 gopa 201 4 g ,patorto-l
< M1 (h251 4 202 +h‘51+‘52)
avec M := max (Kj, Ky, K3)
< 3Mh* ! max (h251,h252,h51+5z) — 3\p2mindita-l

ot par hypothése 2min d; +a« — 1 > 0. Et ainsi pour tout t € [0, 1] et quel que
soit le couple (n,m) € A nous avons

e~ i2tRum(h) _ 1 — O (hzmmaiﬂq) ;

d’ot

y \anm|>e <T5C11 T [e—zzntRn,m(h) _ 1} -0 (h2m1n5;+a—1) ‘

n,men

Au final, on a, montré que pout f € [0,h*] on a uniformément ¢(t) = O (h2mindi+a-1)
o

3.4.1.2 Périodes classiques

Les deux périodes semi-classiques T, dépendent de ; comme par la

. . . Ta . vy
suite on va distinguer les cas ott —! € Q ou non; il est préférable de sup-
scip

T,
primer la dépendance en i du quotient TSEjl afin de ne pas faire faire des hy-
scly

pothéses de commensurabilité valide pour tout 4 > 0. On va donc remplacer
les périodes semi-classique Ty, par les périodes classique T, .
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Définition 3.4.4. Les périodes classiques T et T;;, sont défnies par :

2 2

Tp = etTy = .
DT (ELE) w7 (B E)ws

On a evidemment que pour tout j € {1,2}
;11136 Tsclj = Tcl]-‘
Proposition 3.4.5. Soit T un réel vérifiant l'inégalité : T > —miné;. On a alors

uniformément pour tout t € [0,h"] :

n—ny m—mgp n—ny m—mgp

Z ‘an m‘2e_2iﬂt<Tsc11 . Tscl2 ) — Z ‘ai’l m|2 e_Ziﬂt< Tcll + Tclz ) +O (hT+min5,’) )

n,meN2 n,meN2

Démonstration. Observons que

[ (s ) (s )
Z ‘a}’l m ‘ e sclq scly —e clq cly

n,meN2
< Z 2|an,m 2
nmel
1 1 1 1
+2 an, 2H2ntn—no ( ——)’+’27Ttm—m0 ( ——)H,
n,mZeA‘ | ( ) Tse, Ty ( ) Tser,  Ta,
car
eixleiXZ _ eiyleiYQ < ei(X1+X2) _ ei(Y1+Y2)
S2[(X1+X2) = (Y1 +Y2)| <2[X; = +2(|Xo — Y.
Ensuite pour tout ¢ > 0 nous avons
1 1 Tcl - Tscl
27Ttn—n0)< ——>‘§‘27‘ctrz—n0 <¥ ,
‘ ( Tscll Tcll ( ) Tsclchll
or
27 27 27T g_f( (Tngl VW[O) - g_f( (El/E2)
Tc11 - Tscll = = — ;

g_f( (El/EZ) w1 g_f( (Tng/ ,umg) w1 w1 g_f( (El/EZ) aa_§ (T}’lol ]/lWlo)

— 2_77: aa_}F( (Tnm ]/‘mo) — aa_)F( (Elz E2).
w1 SF (E, E2) §% (Tugs pimy)
et d'une part, par I'inégalité des accroissements finis, en notant par B ((E1, E3), 1)

la boule euclidienne de dimension 2 de centre (E;, E;) et de rayon 1, on obtient
la majoration

JoF JoF
‘ﬁ (T”O/ Vmo) - ﬁ (E], EZ)

< sup
X,yGB((El,Ez),l)

oF
‘v (ﬁ) (x,y)H]R2 H(Tno/,umo) - (El’EZ)H]RZ
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V2
< My (T — 1+ (g — E2)? < MRSZ.
ot M > 0 est une constante indépendante de /. D’autre part comme on sup-

pose que 9E (Ej, E;) # Oil existe e7 > Oetr; > 0 tels que pour tout couple

(x,y) € B((E1,E2),11)
JoF

il > oo
5% (x,y)‘ > €1;

donc comme %in}] Tny = Ep et ;lzin}) Hmy = Eo il existe alors k1 > 0 tel que pour

tout i € 10, hy[
(Tno/ Vmo) €B ((El/ Ey),11);

] est bornée sur 'ouvert |0, 11|, en effet pour tout

.. 1
ainsi h —
% (E1/Ez) % (Tnorﬂmo

h €1]0,h]
oF 18F S l2 <t
oX (E1/E2) oX (Tﬂor .umo) &
Mh 2
d’otavec M’ := 2m—5% , pour tout h € |0, ;[ nous avons
1
|Tc11 — Tscll‘ < hM'.
Puis comme
1 wiwy oF oF
— (E1,E2) — ,
T, Ta, | — 472 |0X (Ev, B2) 55 (T, Hmo)
oF 2
w1y
< sup —(x,y)D < o0
drt (aayeB((El,Ez),l) oxX

on arrive au fait qu’il existe une constante C; > 0 indépendante de / (C; :=
KM') telle que pour tout h € ]0, 1|

1 1

Tscll T.

< Cih.

h
De méme il existe C; > 0 et hip > 0 tels que pour tout /1 € ]0, |

1 1

Tsclz Tc

< Goh.

I

Ainsi pour tout & € 0, h*[ ott h* = minh; et pour tout t € [0,h"] avec T € R,
et quel que soient (1,m) € Aona:

1 1 1 1
t(n — —— )| < kv, |t (m — — — )| < GntY,
‘ (1’1 1’10) (Tscll Tcll>‘ = ‘ (m MO) <Tsclz T, )’ =

I

ainsi pour tout (t,n,m) € [0,h"] x A

1 1 1 1 .
t(n —ng < ——)—l—tm—mo ( ——>‘§Mhr+mm‘5i.
‘ ( ) Tscll Tc11 ( ) Tsclz T612
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Donc

. Vl—no WI—WIO . Vl—no WI—WIO
2 —217'ct<—chl + Tol ) —217It( T + T, )
2 ‘an,m‘ e scly sy ) e 1 2
n,meN2

< 477 M THmind; Z |an,m|2 +0 (hoo) -0 (hT+min5,-) )

n,men

3.4.1.3 Remarques sur les échelles de temps

Notons que comme la seule contrainte sur le & de 1’échelle spécifique est
que & > 1 —2mind; avec le choix de prendre J; €]3,1[ ceci autorise donc
d’avoir @« < 0; ce qui donne un un choix de «a pertinent : pour / assez pe-
tit, ’échelle de temps spécifique d’approximation est plus grande que les pé-
riodes classiques, en effet pour & assez petiton a:

[0,Ty,] € [0,h%].
Ensuite comme — min d; — (1 —2mind;) = —1 +minJ; < 0, on a donc
hfminé,» > hlf2m'1n5,»,
on peut donc faire le choix de prendre T = a. En conclusion, on a immédia-

tement que le terme principal de la fonction d’auto corrélation dans 1’echelle
[0, h*] est :

Définition 3.4.6. Le terme principal de la fonction de retour r(f) est la série de
fonctions

. 2 72int<—"T_"0+mT_mO>
r1 it o e HF (Tugutimg) /1 Y lanml| e dp el
n,meN2

et son module est le méme que celui de la série de fonctions

72int<n—n0+m—mo>
T T
ay it 2 ‘ﬂn,m|2€ cly cly

n,meN2

3.4.1.4 Interprétation géometrique des périodes

Les deux périodes classiques T;, ont une interprétation géometrique bien
précise ; considérons pour E; > 0 et E; > 0 le sous-ensemble de R* :

ME, g, = {(Xbéfl,xz, &) €RY py (x1,81,%2,82) = Ey et pa (x1,81,%2,82) = Ez}

=py (E1)Npy’ (E1) CRY
2,22
ott rappellons le p; (x1,81,x2,82) = wj~5". Ainsi ME, g, est isomorphe au

tore 7 = T (Eq, E;) donné par 7 = %Sl X %Sl.
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@fe

[2E Fig
\

V@ @,
Fig. 25. Les deux générateurs du tore T .

On va calculer le flot hamiltonien de p = F(p1, p2) avec un point initial :

X1,0
X2,0
mo = ’ eM .
0 Elo E1E>
€20
Les équations de Hamilton sont :
2 2 2 2
g_f( w1 X1(t)‘2"§1(t),w2 xz(t);réz(t) Cl(t)wl
¥4 (t 2 2 2 2
x;gt; 0F (o AOHEO OO £ (1),
i = 2 2 2 2
28 8% (e A, 0, B0 ) 2 (e
2 2 2 2
_3_11; w1 X](t);‘gl(t)’ Wy xz(t);Q(t) x2(t)w2

Ensuite comme

d
T (progt) ={p1,p}oep:
dp1 OF (p1,p2) _ 9p1 OF (p1, p2)

={p1, F(pi,p2)} oot = 9x1 o0& &1 0x1
oF [ 24+@2 24 oF (248 3+
— w2 (wl 1251,“)2 22‘32 Cl—glﬁ w1 1261,602 22‘32 w1X1

on en déduit alors que la fonction p; o ¢; ne dépend pas de ¢, donc pour tout
t nous obtenons

2 2
() +E3() X+l
w1 5 = w1 5 = El.
De méme pour tout t réel on a aussi 1'égalité
2 2
B +E(t) x0+8y E
Wy 2 = Wy 2 = L.

Donc le flot est bien tracé sur le tore 7 .

132



Fig. 26. Le flot hamiltonien sur le tore T .

Par conséquent, en posant

oF oF
ai= ﬁ (El, Ez) w1, b.= W (El, Ez) Wy
les équations de Hamilton se réecrivent plus simplement :
(1) ag1(t)
%(t) BSa(t)
10 —axy(f) [
¢a(t) —pxa(t)
et en posant pour tout indice j € {1,2}, Z;(t) := xj(t) +ig;j(t) € Con a
immédiatement les deux égalités Z;(t) = —iaZy(t), Zo(t) = —ibZy(t). Et

par conséquent en intégrant cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 on
obtient alors ‘ ,
Z1(t) = Zy(0)e ™, Zy(t) = Zp(0)e ™

ainsi que

_2
2,

2E,

|Z1(0)[* = x£(0) + £1(0) |22(0)* = x3(0) + 63(0) = ==;

par conséquent le flot hamiltonien dans le repére (x1, {1, X2, {2) est donné par :
Re (Z,(0)) Re (Zy(t))
| m@z©) | | mz)
75| Re(za(0)) Re (Zy(1)) |
Im (Z,(0)) Im (Z5(t))

qui en coordonnées complexe est

o (20 )~ (40 )

En coordonnées angulaire le flot s’écrit alors linéairement :

[ 010 ) < 010 — 2= >
Pt < 020 )\ By ih—,i
_ argZ;(0)

avec 09 = —5+— [1].
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Fig. 27. Le flot hamiltonien tracé sur le tore T et sur son revétement universel.

On retrouve alors bien les périodiques classiques du flot hamiltonien ¢;

27 27 2 27

a 5% (Ey, Ep)wr fehs 7 9L (E1, Ep) wo
Un résultat classique affirme (voir par exemple [Ar-Av]) que si les deux pé-
riodes sont commensurables alors le flot s’enroule périodiquement sur le tore ;
si par contre les deux périodes ne sont pas commensurables le flot s’enroule
densement sur le tore. Sur la figure suivante on trouve un exemple ot le quo-
tient des deux périodes est commensurable : le flot est alors périodique sur le
tore.

= Te,.

Fig. 28. Le flot hamiltonien tracé sur le tore dans le cas d’une pente rationnelle.

La figure suivante illustre un exemple o1 le quotient des deux périodes est
non-commensurable, c’est a dire non-rationnel : le flot est alors dense sur le
tore?.

20n parle aussi de quasi-périodicité.
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amaim

Fig. 29. Le flot hamiltonien tracé sur le tore dans le cas d’une pente irrationnelle.

3.4.1.5 Comportement sur les périodes classiques

Etudions donc la fonction aq (#) sur une période [0, max T,].

Proposition 3.4.7. Pour tout t > 0, on a I'égalité :

—2it( M0 4 Mo
26 ( Tcll + Tclz

(1) (o)
Ty, ) w2 Ta,) )

Démonstration. L'ingrédient essentiel de la démonstration est la formule som-
matoire de Poisson. Pour cela considerons la fonction €); définie par :

Z |an,m

n,meZ?

1 héifl
=500, 2,5 () (‘ wr

l,s€Z?

R? - C
Qti

—2imt10) iy (3—10)
2 Te )
(Xl,x2) = ‘axl,xz| e 1e 2

oll t est un parametre réel, et ay, v, est, rappelons le, définie par :

Axyxy =

1 X(wx—nowy—mo)'
S 1ol 2 15— /W25 ’
503 (0)h 172 h1 h°2
et ainsi pour tout couple (n, m) € Z?

Yl*no m*mo

—2irmt
| m|* e <T”’1 el ) = O(n,m).

Clairement, uniformément par rapport a t, la fonction Q; € S(IR?). Calculons
§ (€) sa transformée de Fourier ; on obtient alors que quel que soit {1,{» €
2

T () (C1,02) = / / O (x1,x7) e~ 2171617213282 ) ey
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et donc on trouve que que soit {1, {, € R?

5 () (C1,82) = %3 (Xz) ( n (51 :11) o (§2 TZ))'

Maintenant avec I'égalité de Poisson appliquée a la fonction (); on obtient :

Zﬂtnm Z&Qtls)

n,mez? lscz?
h&i -1 t h(Sé—] t
o B30 (5 0-4) 25 1)
S ( ( l s§ZZ ( ) < wl TCZ] w2 TCZZ
Ce qui donne bien I'égalité énoncée dans la proposition . O

On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance a l'infini des deux
variables de la fonction § (x2) € S(IR?); que les termes prépondérants dans
la série correspondent aux indices ! et s tels que [ + % ous + ﬁ soient le

1 2

plus proche de zéro. Précisons cela avec une définition et une proposition.

Définition 3.4.8. Pour tout réel positif ¢, on deﬁnit les entiers [;(t) = I;(t, h)
comme étant les entiers le plus proche des réels — —— ; on note alors par d (t T, Z)

la distance entre le réel t et le réseau T, Z :
t
d (t, Tcl,-z) =L(t) + —.
TCli

Remarque 3.4.9. Par définition, on a immédiatement que quel que soit ! € Z

tel que I # [;(t) on a la minoration ‘l + %’ > %
h

On aura besoin du lemme suivant (qui ’analogue en dimension deux du
lemme 2.4.10 au chapitre 2) :

Lemme 3.4.10. Soit une fonction ¢ € S(R2) et (e1,€2) € ]0,1]%; alors uniformé-
ment pour (uq,uy) € R® ona

)y

lseZ, |l+u1\2%, \s+u2\2%

(l—l—u1 s+u2)‘ O( te )
’ & 2

€1 &

Théoréeme 3.4.11. On a uniformément pour t réel

it ( 0 4 M
( Tcll Tt:lz

=1 hééfl .
o d (TCZZZ/ t)) +0O (k™).




Démonstration. Onva commencer par montrer ce résultat avec la série indexée
sur Z%. Comme § (x2) € S(R?) ona

B
Vk,d € N*2, 3B 4 > 0, V{1, {» € R?, ( ) (51152)‘ -

Ensuite, d’apres la précédente proposition et le lemme précédent, on a 1'éga-
lité, uniforme pour ¢ réel :

—2imt WT "0y T—’”o
scly scly

)3

n,meZ?

W1 ¢ %51 /
l+—,— 4+ —
s <X ) ( ! ngzg ( ) ( w1 ( Tcll ) Wy (S Tclz )>
1 hoi-t 11 .
B Ws (Xz) <_ wy 4(tTa2), - s d(t, Tcl2z)> +0 (h™).

Maintenant établissons ce méme type de résultat avec la série indexée sur
’'ensemble IN2. Partons simplement de I'égalité

. n—n m—m,
O ()

n,mcIN?2

2 t 0 Wl—mo> 2 t< 0 Wl—mo>
— Z |ﬂn,m| e e < cll + Tclz _ Z |an,m‘ e T 511 + Tclz
n,meZ? n,meZ2—-IN2

ainsi

. n—n m—m
—2imt| 72 0
T e ()
n,meN2
U N4
81 -1

1 h 1
ERICOM (‘ o T Z8), == d(ng)’

< Y |agmf O (0.

n,mecZ?—IN2
Pour finir la preuve il suffit donc de montrer que ), ,,c 72 N2 =0 (h%).
Ecrivons alors :
, = ) -1 -1 ) —1 +oo )
Z ‘an,m‘ = Z Z |an,m‘ + Z Z |an,m‘ + Z Z ‘an,m‘ .
n,meZ2—IN2 n=0m=—o00 n=—00 M=—00 H=—o00 m—=0

Or

PV I Y (ES

n=0m=—co ()( )(0 O h(s +5 2= 0m=—oo
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400 400 .
e S ) ()
F (x2) (0,0)ho1+%22 iZom=1 por1 o1
Brg w 1 oo .

— ! /7 Z B k / q
S(X2) (0/ 0)h§1+§2 2 =0 (1 + wlhl—él |7’l _ n0|) =1 (1 +w2h1752 ‘m + m0|)

Posons :

+oo 1 +o00 1
Rh = Z ; % Sh =
n=0 (1 + w1 |n — n0|)

/! q-
m=1 (1 + woh' =% |m + mol)

D’une part nous avons

v +o
1S,] < iqh(‘)z_l)q %
wz m=1 ‘m + m0|
< L -1y / e_do 1.y 1
T W) o (mo+0) ] (9 —1)(mo)71
ha% -1

~ —_1
w2 (7~ 1)E;
pour i — 0. D’autre part

IRyl <1+ ), L

/ k
n#ng (l + wlhliél ‘7’1 — 7’10‘)

71071 1 —+00 1

=1+ ) -+

n=0 (1 + wlhl_‘si ln — no\) n=nop+1 (1 + wlhl_‘s; |n — no\)k.

Or
+o0 1 B +o0 1
kK 7Nk
n=no+1 (1 + wrh' 0 | — no\) N=1 (1 + w1h1_"1N)
’ +oo
< 2 (£
w1 =l
et

7’10—1 1 1

n
5 k- Z s k
n=0 <1+w1h1’ 1 \n—no\) N=1 (1+w1h1’ 1N)
400 , to
<Y e < (8
N=1 Wk I—0kNE @ =)
etainsi |R,| <1+ Mh1=Dk; ot M > 0 est une constante indépendante de 5.
Par conséquent il existe une constante Cy ; > 0 indépendante de & telle que
400 —1

Y Y [l < G20 (Hthz-nk) -1

n=0m=—oo
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_ Ck,qhéé(q—l)-i-l—&i n Ck,th(s;(q—l)Jr(k—l)(5{—1).

donc en prenant g assez grand par rapport a k, comme par exemple g >

E [% + 1} on obtient

2
+o0o -1 ’
Z Z |an,m| :O(hoo).
n=0m=—oco

De la méme fagon nous avons

-1 -1 -1 4o

2 2
Z Z |anm|” = O (h*), Z Z |anm|” = O (h%)
N=—00 M=—00 n=—oom=0
parsuite ), cz2 N2 |@nm 2 = O (k™). Ce qui montre le théoreme. O
N Tcll b
342 Casou;!=_.€Q
cly a
T,
On va supposer dans cette sous section que Tc—jl = % € Q; ainsi aT, =
cl2

bT,,. Il existe alors une période commune et le flot hamiltonien est périodique
sur le tore.

Définition 3.4.12. Si les deux périodes classiques sont commensurables; la
période classique totale du systeme est définie par T;; := aT,, = bT,-

Le premier résultat que nous avons explique le comportement de la fonc-
tion d’auto-corrélation sur une période classique T;. Dans le théoreme sui-
vant on montre que le graphe de la fonction d’auto-corrélation est trées “pi-
quée” sur la valeur 1 autour de la période classique.

Théoréme 3.4.13. Nous avons :
(i) Pour t tel que t € TN (i.e pour tout i € {1,2},d (t, Tcl,-Z) =0):

al(t) =1.
(ii) Si il existe un indice i € {1,2} tel que d (T, Z, t) > W= alors :
a1(t) = O(h*).

Démonstration. Le premier point (i) estimmédiat. Démontrons le second point :
en partant de 1’égalité donnée par le précédent théoréme :

_ 1 ) héifl h&éfl
ai(t) = W% (X ) <— o d (T, Z,t), — o

et en utilisant toujours le fait que la fonction § (x*) € S(IR?) on a une inégalité
du type

d (TCIZZ/ i’)) +0 (l’loo);

Dy

Vg e N, 3D, > 0, V1,0, € R?,
1 7 T+ (Gl +12])

3 (XZ) (511472)’ < (
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et ainsi
-1

h
d (TCIIZ, t) ;= o d (TCIZZ/ t)) |

50 (e

< /
hél—l
1+

Par conséquent il existe un indice i € {1,2} tel que d (T, Z,t) > w;h' ™%

Dy

51 1°
4 (To,21) + 24 (1,2, t))

alors il existe € > 0 de sorte que d (Tcl,-Z/ t) > w;h'~%~¢ et ainsi nous avons
pour tout g € IN I'inégalité suivante :

hé{—l Ko—1
2 _ _
5 () (e,

Par conséquent, comme ceci est vrai pour tout entier g4 € IN on en déduit que

< Dgh.

d (TC12Z, t))

ho1—1 Bo—1 N

T.
3.4.3 Casou T—jl = % ¢ 0
¢

C

N 4 To . .
Le cas ot le réel % =7 11 n’est plus une fraction rationnelle est beaucoup
Ci

plus délicat, en effet il n’existe plus de période classique commune. Le flot
hamiltonien est lui dense sur le tore. Le théoreme 3.4.11 nous indique que le
comportement a 1'ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation est donné par la
fonction :

1 9 po1—1 o1
fi— W& ()c ) (— o d(T,Z,t), — o d (T, Z,t) | .

Pour comprendre cette fonction il faut donc analyser 1’évolution des distances
entre la demi-droite (OM;) ot1 O := (0,0), M; := (t,t) etlesréseaux T, Z, T, Z

: Te )
en fonction du temps ¢ et du nombre T—il = % On va donc débuter cette sous-
2

section par des résultats géométriques, puis on reviendra a 1’étude de la fonc-
tion d’auto-corrélation aq ().

3.4.3.1 Généralités

\ T . ’ A
Dans le cas ouTC—]1 = 4 ¢ Q, le flot classique sur le tore n’est pas pério-
2

dique, mais il est dense sur le tore 7. On a vu qu’en coordonnées angulaires
le flot hamiltonien est donné par

[0,1]> — [0,1]?

AICINEEY
62,0 —5 + 620
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Sans perdre de généralité on va supposer que la condition initiale est ( 91'0 ) =
2,0

( 8 ) etquea, b < 0.Enposanta:= —5= > 0etb = —5= > 0, le flot hamil-

tonien s’écrit alors plus simplement

Rappelons aussi que T,;, = |2Z| = (1| et T, = || = ‘%‘ . La compréhen-
sion de la fonction
1 ) po1—1 Ko—1
t— ————— — d(TyZ,t),— d(T,yZ,t
Hs(;cZ)(o,O)S(")( wy @ T2, == (T 2)

passe donc par I’étude de l'évolution de la distance d (¢t, Z2) en fonction du
temps t et du nombre 2 - Commencons tout de suite par une premiere estima-
tion de la distance entre le point du flot ¢; et 'ensemble Z2 :

Proposition 3.4.14. Pour tout T > 0, les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) il existe C > 0 tel que pour tout (n,m) € Z2 et quel que soit t €]0, T]

C
||(ney + mey) —(at, bt)||g2 > TT

oit (eq,ey) est la base canonique de R?.
(ii) 1l existe Kt > 0 tel que pour tout (n,m) € Z2 avec

27tn 27'cm KT

a T

Cette proposition affirme que si on suppose qu’a un temps T fixé, la dis-
tance entre la partie du flot { ¢}, jo,7) €t 'ensemble Z2 est minorée par un co-

efficient de 'ordre de 1/ T ; alors la distance entre les deux périodes classiques
T, est aussi minorée par un coefficient de I'ordre de 1/T ; et réciproquement.

Démonstration. Montrons que (i) = (ii) : supposons qu’il existe une constante
Cr > 0 telle que pour tout couple (n,m) € Z2 et quel que soit t €]0, T]

C
| (nex + mez) —(at, b)|lgz > =

alors (comme les normes || (x,y)||g2 et |x| + |y| sont équivalentes sur R?) il
existe une constante D > 0 telle que pour tout couple (n,m) € Z? et quel
que soit t €]0, T]
|n—at| + |m—bt| > &
T
D’une part en prenant t = § (avec donc m < Tb) on obtient

|[nb—ma| > —— bDr
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d’autre part en prenant t = 2 (avec donc # < Ta) on obtient

aDT
|ma—nb| > T

d’olt en posant Er := min(a, b) Dy, pour tout couple (n,m) € Z2 vérifiant
|n| < aT et |m| < bT nous obtenons

Er
b—ma| > —
|nb—ma| > T

i.e.
n m E
‘___ > =T

a bl abT

ainsi avec Kt := f—{), on a bien pour tout couple (1, m) € Z2 vérifiant [n| < aT
et |[m| < bT l'inégalité
2> Kr.
a bl— T
Réciproquement, montrons maintenant que (ii) = (i) : s'il existe une constante
Kt > 0 telle que pour tout couple (n,m) € Z2 vérifiant |n| < aT et |m| < bT
on ait

a blZT

alors pour tout réel positif ou nul t on a aussi par inégalité triangulaire

n m|_ K
z-512 7

SR
a b - T

d’out
Krmin (a,b)
T 7
et donc, (comme les normes ||(x, y)||gz et |x| + |y| sont équivalentes sur R?) il

existe une constante Cr > 0 telle que pour pour tout couple (n,m) € Z2 tel
que |n| < aT et |m| < bT on ait

|n—at| + |m—bt| >

C
|| (ney + mey) —(at, bt)||gz2 > TT

3.4.3.2 Casou % vérifie une condition diophantienne
Quelques rappels

Au milieu du XIXeme siecle, J. Liouville a demontré le

Théoreme 3.4.15. (Liouville). Soit 8 un nombre irrationnel algébrique réel de degré
d > 2. Il existe une constante C = C(6) > 0 tel que pour tout nombre rationnel g

on ait
-1]s5
q q
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En d’autres termes, un nombre algébrique ne s’approche pas bien par les
rationnels. Vers le milieu du XXeme siecle, K. E. Roth a considérablement amé-
lioré ce résultats (ce qui lui a valu la médaille Field en 1958).

Définition 3.4.16. On dit qu'un nombre § irrationnel vérifie une condition
diophantienne d’ordre ¢ si et seulement si il existe une constante C; > 0 telle
que pour tout couple (p,q) € Z x IN*

p Ce
‘0_5‘ = g

On note par C 'ensemble des nombres 6 irrationnels qui vérifie une condition
diophantienne d’ordre e. On dit qu'un nombre 6 irrationnel est un nombre de
Roth si et seulement si 6 € ﬂ Ce;lie.

e>0

Ve >0, 3C > 0; V(p,q) € Z x N¥;

p Ce
0 — E‘ Z q2+s‘

Il y a beaucoup d’exemple de nombre de Roth, par exemple :

Théoreme 3.4.17. (Thue-Siegel-Roth). Tout nombre irrationnel algébrique réel de
degré d > 2 est de Roth.

Il est aussi connu que (voir par exemple [Cas]) :
Théoréme 3.4.18. La mesure de Lebesgue des nombres de Roth est pleine.

Remarque 3.4.19. Si un nombre 6 est un nombre e-diophantien alors comme
0—E| > Ceetque |0 —p| <} < ‘/TE on en déduit alors que pour tout € > 0
onal< (C < %

Estimation de la distance d (¢, Z2)

On va maintenant estimer la distance euclidienne entre la partie du flot
{@t}1c(o,1) et 'ensemble z2.

Notation 3.4.20. Notons par A et I les deux droites vectorielles orthogonales
A := Vect(ae; + bey), T := Vect(—be; + aep)
oit (e, e;) est la base canonique de R%. Considérons aussi 715 le projecteur

orthogonal sur la droite A et 7t le projecteur orthogonal sur la droite I'.
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Fig. 30. Les deux droites orthogonales A et I .

Par la suite on suppose que 6 = % est un nombre de Roth.

Lemme 3.4.21. Pour tout ¢ > 0, il existe K¢ > 0 telle que K, < C; oit Cg est la

constante de Roth du nombre 6 = % ; telle que pour tout couple (n,m) € Z2

K

K
|7 (ney +mez)||ge = ——————; [I7r (ney + mez)||ge = -

|[ne1 4 mea ||z Hnel—kmezﬂﬁg‘g.

Démonstration. En notant par

= ()= ()
uy )T JaZ1bZ\ b
le vecteur directeur normé de la droite A, nous avons
I7ca (ney + mey)||gz = |(u, ney + mez)ge |
= |nuy + muy| = |uq| |n +mb|;

comme 6 est un nombre de Roth, pour tout € > 0il existe une constante C; > 0
telle que

C
(|7 (ner + mes) ||z = |ua ‘m|—f+g
|u1| Ce

" [|neq + mes|| g3

De la méme fagon nous avons

|u2|C£

7
ey + me || ot

C
| 7tr (ney + mez)||ge > |uz] |n|1£+€ >

ainsi en posant K¢ := min (|u;| Ce, |uz| C¢) < C¢ on a bien

Ke Ke
[7ta (ne1 + me2) || g2 = ner & meg [ [|7tr (ney + mes) || e > e & mea
1 21IR2 1 21IR2
Ce qui montre le lemme. O
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De ce lemme on en déduit le :

Théoréme 3.4.22. Pour tout € > 0, il existe une constante K, < C; ot Ce est la
constante de Roth du nombre 6 = % ; telle que pour tout t > 0

K
(0 2) = (¥ +t\/a;—|- b—z)m'

Démonstration. Pour tout ¢t > 0, le point ¢; € A; il existe donc un couple
(nt, my) € Z2 tel que

d (%Z‘?;) = HO—q); — (neeq +mt€2)’

R2

> ||t (nieg + mien)||ga

et avec le lemme précédent on en déduit alors

K
d (91, 22) > ATEE
|nrer + myea|| g2

Par ailleurs, nous avons la majoration
2
V2
2= 2

H@; — (meeq + mtez)‘

R
et par 'inégalité triangulaire renversée on obtient

V2
-

—
|nier + miea||ga < HO(Pt‘

]R2+

—
D’oti, comme HO(ptH , = tva? +b? pour tout t > 0 et quel que soit ¢ > 0
nous avons R

K
(o 22) > (tva?+ b2€+ %)Hs.

O

1+e
Corollaire 3.4.23. Pour tout € > 0 et quel que soit 17 € }O, ‘/52 { C }0, 72 [ nous

avons l'implication suivante :

1
2 1 (KT 2
d(got,Z*)<17:>t> \/m ” 5 .

Démonstration. Supposons que d (¢;(0), Z2) < 1, ainsi par le précédent théo-

réme pour tout € > 0 il existe une constante K, € } 0, % [ telle que

Ke
<7
1+
(2 +1va?+p7) ‘
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i.e.

1
K\ T /2
<—€) < %+t\/a2+b2

U

et par conséquent on en déduit 'inégalité souhaitée :
1 (KE ) LRCAR
Va2 4 b2 1 2 ‘

1+ L
Remarque 3.4.24. Comme 57 € ]0,@[ }O, \?{ona (%) e %

Notation 3.4.25. Pour ¢ > 0 ety > 0, onnote :

o 1<£ ™2
we == \\5) 7
a

Théoréme 3.4.26. Pour tout € > 0 et quel que soit 7 € } {avec 1 assez petit

pour que ty(e) > max T ; pour tout entier k > 1 il existe une constante Dy > 0
telle que pour tout t €[max Ty, ty(e)] on ait uniformément

|a1(t)\ < thk(l—maxél’-)ﬂ—k‘

Démonstration. Par définition de d (t, T, Z), on a la simple relation valide
pour tout £ > max Ty, >0

d (t, TcliZ) =d (i’, Tcl,»N*) ,

puis comme T, =

et Ty, ‘%‘ ona
d(t, lez) =d(at,N*), d (t, T;,Z) = d (bt,N*).

Ainsi par contraposée du précédent corollaire nous obtenons que pour tout
t €[max Ty, ty(e)]

d ((at,bt),Zi) >n;

ce qui implique (comme les normes ||(x,y) (g2 et |x| + |y| sont équivalentes
sur R?) l'existence d’une constante C > 0 telle que pour tout t €[max Ty, t(¢)]

d(t, Ty, Z) +d (t, T, Z) > Cy.
Puis comme la fonction § (x2) € S(IR?)
My

Yk € N2, 3M; > 0, V21,0, € R?, —
(121] + 1221)"

( ) (@LCz)‘

d’ott pour tout t €[max Ty, ty(e)]

o -1 8h—1
d (t Tcllz)

2 I’ll hZ
|S (x ) (— A T d(t,Td2Z)>|
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< My

on—1

S , k
(h:] d(t, T,Z) + hjz dt, TC12Z))

1

. max(w; ) M;
hkmax(éi)*k (d (t, TCllz) + d (t/ TCI2Z))k

k k
max(w;)"My 1 M* (1 —max(é))), —k.
pkmax(d;)—k Cknk - max(wi)Fh v
d’ot1 le théoréme énoncé. O

Puis en appliquant ce théoréme avec 7 = h°, ot s estunréel de |0, 1 — max &/
on obtient immédiatement le :

Corollaire 3.4.27. Pour tout ¢ > 0, pour tout s € ]0,1 —maxé} | et pour h assez
petit tel que tys(e) > max Ty alors uniformément pour tout t € [max Ty, t;(e)]
nous avons

a1 (t) = O(h™).
Remarques sur les échelles de temps

Pour que le précédent lemme ait un intérét il faut vérifier que pour tout
e>0
tys(e) < h*

ot on rappelle que &« > 1 —2min (J;) .
Proposition 3.4.28. En supposant que mind; > %, pour tout € > 0 et pour tout

s €]0,1—maxd][ona

1 —omind:
tys(€) < — e (p172MIN0; _ /o)
h()*Z\/a2+b2( )

Démonstration. D"une part pour tout s > 0 et pour tout ¢ > 0 comme

fis(e) =~ ((Ks>f+e h - ?)

VaZ +b?

. s 1
pour i — 0 on a donc I'équivalence tjs ~ Deh™ T+ ot Dg := ﬁ (Ke) T >
0. D’autre part pour toute > Oona

. maxdl —1
1—2miné; <———L—,
1+e
/_
en effet en posant ¢(e) := (1 +¢) (1 — 2min d; — malefg 1) de sorte que 1 —

maxd; — 1 ~¢(e)

1+e  1+e
sante sur R ¢, ainsi pour tout ¢ > 0

2min d; — . On note que la fonction ¢ — ¢(¢) est décrois-

¢(e) < ¢(0) =2 —2min (6;) — max (6;) <2 —3min(5;) <0
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donc pour tout € > 0, ¢(e) < 0 et ainsi

maxd; — 1

1 —2minJ; <
14

Par suite

maxél/-—l

et par conséquent

1 1 max&lf—l \/E
hele) < <<K£>1“h —7>

< 1 (Kg)%ﬂ hl—zminéi _ ﬁ < 1 lhl—Zmil’léi _ Q .
T Va4 b2 2 ~ VaZ+p2 \2 2

O

3.4.3.3 Utilisation des fractions continues

On peut se demander quels sont les temps précis ot d (¢t, Z2) < 17? Pour
répondre a cette problématique on va utiliser les fractions continues.

Quelques rappels

Les fractions continues sont surtout utilisées pour 1'approximation des
nombres irrationnels par des nombres rationnels. Il existe deux types de frac-
tions continues : les fractions continues finies qui représentent les nombres
rationnels et les infinies qui représente eux les irrationnels. Pour tout nombre
réel irrationnel 6 il existe une suite de couple (g,, p,) €IN? telle que pour tout
nelN

‘ bl 1
|~ a
Cette suite est donnée par 'algorithme des fractions continues (voir [Ro-Sz],
[Khi]). Géométriquement, le principe de construction de cette suite est le sui-
vant (voir [Arn2]) : on pose v := (0,1) etv_; := (1,0). Il est clair que ces deux
points se situe d"une part et d’autre de la droite d’équation y = 0x. Par récur-
rence : supposons construits les vecteurs v;_; et vy alors pour construire le
vecteur vy, 1 on ajoute a vx_q autant de fois que nécessaire le vecteur vy pour
que le nouveau vecteur vy 1 se situe du méme coté de la droite d’équation
y = 6x que vg_1:

V41 = kU + U1
ie
Tk+1 = WGk + k-1

Pk+1 = akPk + Pk—1

ot (ay);~( est une suite d’entiers strictement positifs.
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Y

1 Z

Fig. 31. L'algorithme des fractions continues ; en gras quelques vecteurs vy.

De 1a on en déduit en particulier que la suite (g, ),, est strictement crois-
sante. Avec la notation standard des fractions continues
1

[a0,a1,...,0n,...] == a9+ P

1
a2+a3+...

on a (voir par exemple [Khi]) la relation usuelle entre la fraction % et la suite

(a")n :
Pn

an’
Exemple 3.4.29. Le nombre v s’écrit: m = [3,7,15,1,292,1.. ].

[ﬂ(), ay, .. ‘/an] =

Temps d’approche

Notons par D la droite d’équation y = %x = fx. Ainsi pour tout t > 0;

[Oq)t] C D.

Pour n > 0 fixé on va déterminer le point de la droite D qui réalise la distance
entre D et le point (., pn) € IN?; ce qui revient a trouver le temps T, tel que

d (¢x,, (Gn, pn)) = d (D, (qn, pn)) -

Proposition 3.4.30. Pour tout n > 1; l'unique T, > 0 tel que d (¢=,, (Gn, pn)) =
d (D, (qn, pn)) est donné par

- ag, +bpy,
" a?+b? -’

De plus nous avons

2y o2 1 _1
(o0 2) < Jmgmm <o

Démonstration. Pour n fixé non nul, on va chercher t > 0tel que d (¢¢, (qu, pn)) =
d (D, (qn, pn)) - Il faut donc trouver + > 0 tel que :

— —
Og¢: L ((qn61 + puer) _O(Pt)
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ie : il faut donc trouver ¢ > 0 tel que :

— —
<O¢nWMl+pwﬁ—O¢QR2:0

On doit donc résoudre at(g, — at) + bt(p, — bt) = 0. On trouve comme solu-
tion non nulle

At bpy,
a?+b2 -’
Etainsiat = 1, := % on obtient

a’g, +abp, abg, +b?
d (@<, (qn, pn)) = d (( 2:24_1,2%' Zg+bzpn) /(qn/Pn))

B a%q, + abp, — a%q, — b?q, 2 n abg, + b2%p, — a%p, — b%p, 2
B a2 + b2 a2 + b2

1
T a2+ p2 \/b2 (apn — bqn)2 +aZ (bg, — apn)2.

< L Cest-a-dire pour tout entier

Or comme pour tout entier 7 on a ’9 — Bn o
n

In
n

a
|gnb — pral < —;
In

on en déduit donc I'inégalité valide quel que soit n

d < 1 232 232
((PTnl (qi’l/ PH)) >~ m b % + a %

a 1 1
<<— < —.
T VaZz+b2qn In

Pour conclure il suffit de noter que pour tout entier n on a d (¢+,, (4, Pn)) >
d (¢r,, 22). a

Généralisons un peu ce résultat en regardant comme évolue la distance
entre 'ensemble Z2 et la partie du flot ¢; lorsque ¢ est dans un voisinage de
Ty.

Notation 3.4.31. Pour tout réel r > 0, en note par I(r) la boule fermée de centre
Ty etderayonr > 0:

a2 4 b? " a2+ b2

I(r) = {3‘7"“’?” y, 21+ bpn +r}.

Proposition 3.4.32. Pour tout réel r > 0; quel que soit t € I(r)

2 1 ab 2 2 : a_z 2 2 ?
d<¢t'z*)§a2+b2\/<<qn +ra(a®?+b?)) + p +rb(a?+b?) | .

n
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Démonstration. Partons de 1'inégalité vraie pour tout réel t > 0.

d ((Pt,Zi) < d (1, (qn, pn)) -

Ensuite pour tout t € I(r) on a tres clairement que

a2qn +abp, abg, +b2Pn
(3 € B]R <W,ra) X B]R <W,T’b>

ot Br (X, R) := [X — R, X + R]. Par conséquent

d (¢t (qn, pn))
a’q, + ab 2 abg, + b? 2
<\/(%+ra—qn) +(—Z;+bzpn _|_rb—pn)
1 2 2 2))2 2 2 2112
= a2+b2\/(abpn—b qn +ra(a? +b?))" + (abg, — a%p, + rb(a? 4 b?))
1 ab 2 a2 2
< & 2 4 p2 all 24 b2) ) .
a2+b2\/((qﬂ)+ra(a +b)) —i—(qn—i—rb(a —|—b))
Ce qui montre I'inégalité proposée. O

Remarque 3.4.33. Pour r = 0 on obtient

d( Zz)<# ab 2_|_ a_z 2<Ll
Pt 2 ~ aZ+ b2 In In T VaZ+b2qn

et on retrouve bien le résultat de la précédente proposition.

On va maintenant donner un équivalent pour n — oo du réel 7, :

Proposition 3.4.34. Pour n — oo on a I'équivalent T, ~ Qg oit on a posé () :=

a+bod
a2+b? > 0.

Démonstration. Ecrivons le quotient T, sur gy, :

Ty ag, +bp, a’+b? a by

Qgn ~ 2402 gi(aib0) atbl  gu(atbo)

Pn _

et comme lim,, . n

6 on en déduit que lim, e g = 1. a

Revenons maintenant a la fonction d’auto-corrélation aj.
1

Notation 3.4.35. Pour p > 0 fixé, on note par A, = A, (6, u) 'ensemble sui-
vant :
.Ah = {qn €N, gn € {hmincsf—l-&-y,hl—Zmin&;—y} } ]

Remarque 3.4.36. Pour y > Oona [hmm‘sf’l”‘, hl’me‘si*V} C [hmm‘sz{’l,hl’2min‘5i} .
Théoreme 3.4.37. Supposons que Ay, # @, alors

sup  Jax(m) — 1) = O(h").
ne{meN, qu(0)€A,}
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Démonstration. Appliquons pour commencer la formule de Taylor-Lagrange
d’ordre 1 sur la fonction (x,y) — § (x?) (x,y) autour de l'origine : pour tout
réel t > 0 il existe unréel p = p (t,h, Ty, Tpyy) € 10,1 tel que :

() (-5

hoi-1 0§ (x2) [ it hé2-1
_ w1 d(leZ,t) 1Y w1 d<TCllZ,t>,pw—2d (Tclzz,t)

1 hééfl
d(Ty,Z,t),— o

h

d (T.,Z, t)) =5 (x*) 0.0)

ox

Bo—1 0F (XZ) RO -1 Bo5—1
o d (TCIZZ/ t) ay Y w1 d (Tcllz, t) ,pw—2d (TCIZZ/ t) .

Nous venons de voir que pour tout entier n > 1 la distance entre la partie du
flot ¢, et I'ensemble Z2 est strictement plus petite que qln Ainsi si on suppose

, . , . . 1
qu’a partir d"un certain rang la suite ( p

n

) devient trés petite, disons que pour
n

tout n > N on ait

l<hs
In

avec s > 0. Alors dans ce cas la nous obtenons la majoration
d(pr, 22) <h;

et par conséquent pour tout indice i € {1,2} on a aussi
d (T, Ty, Z) < I°.

Par conséquent, pour tout indice i € {1,2} nous avons

h(sf—ld (Tn, Tcl,-Z) < hél’.—l—&-s
et comme on suppose que s > —mind; + 14 p avec i > 0
Wil (o, Ty, Z) < h¥;
et comme pour & assez petit

h(S{—l 5h—1

ag (XZ) h(?i—l %2
1 d (Tcllz, Tn) ox Y wr d(leZ,Tn),p Wy < Mh¥,

d (TCIZZ/ t’l’n)>

5—1

héé*l 2
0 d (TCIZZ/ t’l’n)>

9% (x?) Ro-1 h
Wy d (TCZZZ’ T") dy P w1 d (Tcllzr Tn) /0

< Nh¥;

ou M, M’ sont des constantes positives indépendantes de k. Ainsi avec la for-
mule de Taylor précédemment écrite on a immédiatement

sup a1(t) =1 = 7o
ne(meN, (@) e A} §(x*) (0,0
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Bo—1
w—2d (TCIZZ/ Tn) )

héifl oF (XZ) héifl
1 d (TCllz/ T?’l) ax p wl d (TCllz/ Ti’l) /p

sup
ne{meN, qu(0)€A,}

hééfl 0F (XZ) hé{—l hééfl
o d (T, Z, Tn) oy 0 o d (T, Z, ) ,pw—zd (Ten,Z, )

< h*M.

3.4.4 Comptage de lasuite (q,(0)),
Généralités

Auvu du précédent théoreme il est intéressant de déterminer la cardinalité
de I'ensemble Aj,. Comme la suite (4,(6)),,cn est strictement croissante

card {A,} =card {n € N, 4,(0) € A,}.

Commergons par une minoration simple de card { A} :
card {A;,} < card {]N N [hm'méfl'*lfy, h1*2mm‘51’+"} } <E[§h)]+1

ol §(h) := pl—2minditp _ pmin %~1-1_On a alors que pour &t — 0 l'équivalence
5(h) ~ hl=2mindi+# Pour minimiser card {4} c’est beaucoup plus dur; ce-
pendant il est clair que pour tout n* > 1, il existe h* € |0, 1] tel que :

[ mindi=1=p, 1 =2mindcey ] <an(9)> = {an-(0)}.
n=0

Pour pouvoir estimer I'entier card {.A,} il faut connaitre la distribution des
(91(0)),,en sur la droite des réels (en particulier sur le compact [hmm Si=1=p, pl-2min; *V} )
en fonction du nombre 0. Essayons de donner quelques exemples de distribu-

tion de (4(0)) . -

Un exemple : le nombre d’or

Le nombre d’or est le nombre 1'unique racine réelle de X> — X —1 = 0,

1+5

c’est a dire —>*>. La fraction continue approximant le nombre d’or possede
systématiquement la plus petite valeur possible pour chacun des coefficients,
asavoir 1:

1
p=M11...,1.]=1+—7—

En conséquence le nombre d’or est I'irrationnel qui s’approxime le plus mal
par des rationnels. Une autre des particularité de ce nombre est que la suite
des dénominateurs g, de l'algorithme des fractions continues est égale a la
suite de Fibonacci F; :

b L (14vB)" 1 (1-45)"
T 2 V5 2 :
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Notons bien que
. ]FnJrl o
ngr-rrloo F, L&

Ensuite pour n — +oc0 on a aussi :

1 (1+v5)
o (1)

Proposition 3.4.38. En notant par q,(x) le n—eme dénominateur de I'algorithme
des fractions continues de x ; pour tout 8 € R nous avons pour tout n > 0

qn(0) = Fy.

Démonstration. On va démontrer cette proposition par récurrence. Au rang
n=0onagqy(#) =1 > . Ensuite supposons la relation vraie au rang # ; alors
comme §,+1(0) = 3,4, (0) + §,—1(0) aveca, > 1 onaalors g,4+1(0) > .(0) +
gn-1(0) > F, +F,_; et par définition méme de la suite de Fibonacci : F,, 1 =
F, + IF,_4; ainsi on vient de montrer exactement que g,,11(6) > ;1. O

Cas général

Dans le cas général ot1  est un irrationnel quelconque on dispose du théo-
réme d’arithmétique analytique suivant (voir par exemple [Ro-Sz]) :

Théoréme 3.4.39. (Khintchine-Lévy, 1952). Pour presque tout 0 € IR; nous avons

lim qn(ﬂ)%

n—-+o00

=K

oit K est la constante de Khintchine-Lévy K := e12n@) > 1.

Ainsi, par exemple, a partir d'un certain rang on a :

1 \" 3.\"
— < <|= .
L'étude de la distribution des suites géométriques ( (%K) n) N ( (3K) n) N
ne ne

i ! 1 . ~ .
sur le compact [hmm ‘51"1’?‘, j1—2min ‘Siﬂ‘} est assez simple a faire ; malheureu-
sement ceci ne fournit pas beaucoup d’informations exactes sur la distribution

de la suite (7, (0)),,cn -

Question ouverte

Connait t'on la distribution des dénominateurs (g, (6)),cp sur les réels
en fonction de 6; plus précisément pour un compact non vide fixé de R" est
til possible d’estimer le nombre d’éléments de la suite (g,(f)),cpn dans ce
compact en fonction du réel 6 et du diametre de ce compact?
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3.5 Etude al’ordre 2
Hypotheéses 3.5.1. Dans cette section on supposera que

0%F 0*F 9%F
el (E1,E2) #0, XY (E1,E2) #0, el (E1,E2) #0.

L’approximation a I’ordre deux de la fonction d’auto-corrélation fait appa-
raitre trois nouvelles quantités : les périodes de renaissances.

3.5.1 Périodes de renaissances

Définition 3.5.2. On définit les périodes de renaissances semi-classiques Tren,,
Tsren, et Tsren,, du systeme par :

4 47
Tsrenl = 2F 2} Tsrenz = Tr 2}
hm (Tugs iy ) W7 hﬁ (Tngs Himy) 3
T o 47
srenyp haz—F (T )w w .
aXBY nos }lmo 1 2

De sorte que :

Proposition 3.5.3. Soit B un réel vérifiant l'inégalité : B > 1 — 3 min d;. On a alors
uniformément pour tout t € [O,hﬁ] :

e+itF(Tn0,ym0)/hr(t)

oimt( "=Ma  m—mg (nfno)z (mfmo)2 (”*”0)(”’*”‘0)
2 Tsel Tsel Tsrenq Tsreny Tsrenqy
= Z |an,m| e 1 2

n,mcIN2
+0 (hﬁ+3min5,-—1) ‘

Démonstration. Le principe de la démonstration est le méme que dans la preuve
de la proposition 3.4.3. Ici il faut par contre écrire une formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 3 : pour tout couple (1, m) € IN?, il existe p = p (n,m,ng, mg) €
10, 1[ tel que

F (Tﬂr .um) =F (Tnor .umo)

OF (Tug, pm )
dy
10°F (T, Hmy)

wWih? (n —np)* + ETw%hz (m — mg)?

OF (T tima)
T x

1621-" (Tngs Pmy)
2 0X2

wrh (n —mngp) + wyh (m —myg)

1 &F (

2 0X9oY

+1 83F (Tno +p(Tn - T?’lg)/ ,um() +P(Vm — Vmo))
6 0X3

+163F (Tno +p(Tn - T?’lg)/ Vmo + P(.um — num()))
2 9X29Y

+ T}’lo/ Vmo) (,()1(,()2]/12 (7’[ - n()) (m - mo)

wWwih® (n — ng)®

wlwyh® (n — ng)?* (m — my)
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+1 831: (Tno +p(Tn - T?’lg)/ ﬂmo +P(Vm — VWO))
2 9X0Y?2
+183F (Tno +p(Tn - T}’lo)/,um() +p(VWl B VWIO))
6 9X3

Ensuite il suffit de noter que pour tout couple (1,m) € A et pour tout t €
0, 7]

wiwh® (n —ng) (m — mg)?

wW3h® (m — mo)° .

‘t (7’[ _ 7’10)3 h2‘ < h,B+351*1; ‘t (7’[ _ nO)Z (Wl _ mO) I’l2‘ < hﬁ+2(51+5271;

| (n = o) (m — mo)® 12| < WPHEr20; |t (m — o) 2| < W32
et donc comme
B >1—min (361,201 + &2, 51 + 262,30;) =1 —3mind;,
quel que soit ¢ € [0, hP] et pour tout couple (1, m) € IN? nous avons

ef2i7'(t((n7n0)3h2+(n7n0)2(m7m0)h2+(nfno)(mfmo)2h2+(m*m0)3h2)
_ (1 L0 (h,s+351—1)) (1 +0 (hﬁ+2(51+52—1))
(1 +0 (hﬁ+51+252—1)) (1 +0 (hﬁ+352—1))

—1+0 (hﬁ—1+3min5,-) '
Ce qui permet de simplifier la fonction d’auto-corrélation. O

Définition 3.5.4. On définit les périodes de renaissances Tren,, Tren, €t Tren;,

par:

T . 47 T 47
ren| = Toor -~ . L dreny ‘T T T 5
h% (Ell EZ) w% h% (Elr EZ) w%
T o 47
renyy «— 2 .
%L (Ev, Ep) wiws

On a evidemment que pour tout indice j € {1,2,12}

Tsren;
lim L =1.
h—0 Trenj

Les trois périodes semi-classiques Tsen; dépendent de / ainsi que leurs quo-
tients. Comme par la suite on va faire des considérations sur les quotients des
périodes, il est préférable de travailler plutdt avec les périodes de renaissances
qu’avec les périodes de renaissances semi-classique ; pour cela nous disposons
en effetdela:

Proposition 3.5.5. Soit v un réel vérifiant I'inégalité : v > —2mind;. On a alors
uniformément pour t € [0,h"] :

—oimt( "o m=mg (n—no)2 (m—mo)z (”’_”’O)(W’—”’g)
2(3 Tocty ety Tsrenq Tsreny Tsrenqy

Z ‘an,m

n,meIN?

156



. — — —nn)2 —mm2  (n—ng)(m—m,
) _oint (V’} ng ”"I[ my (nT,,;O) n (m—mq) 0 0)
_ Z ‘an’m‘ e scll sclz 1

n,meN2

Démonstration. Le principe de la preuve est le méme que celle de la proposi-
tion 3.4.5. Observons qu’avec la partition N> = AIIT et par inégalité triangu-
laire nous obtenons :

217‘[t< —ng m—m0+(n—n0)2 (m—mo)z (”_”O)(m_"’0)>

Z |€l |2 Tocly * Tscly Tsreny Tsreny Tsrenqy
n,m
n,meIN?
o n—ng  m-mg  (n— "0) (m— mo) ("*"0)(”‘*”‘0)
e 217‘(t< Tsely " Tocty * Tremy T e, Trenqy
< ) 2fannl’
> n,m
n,merlr
2 1 1 1
+2 Y |anm| Hzm(n —1p)? ( - )‘ + ‘Znt(m — mg)? ( —
nmen Ts"f"l T"f"l Tsren2

7

[t = no)on = mo) (7 - )

TST’E?’IIZ TT’E?’llz

on a utilisé ici que pour tout (X, Y) € R?

er _ ezY
En écrivant
1 _ 1 _ Trem - Tsrenl
Tsrenl Trem Tsrem Trem

et en remarquant

47T 1 1
Tsren, — Tren, = —5+ < - )
o @i\ (T i) 555 (En, E2)

4 BX2 (E1/ EZ) aXz (Tnol ymo)

= 2
wih \ &L (Tay, tmy) S5 (B, E2)

d’une part avec l'inégalité des acroissements finis nous avons

9’F 9’F
‘ El/EZ) aXz (Tngl ]/lWlo)

< sup

0°F
\4 (x }/) H(ELEZ) - (Tnm ]/‘mo)HIRZ
(xy)€B((E1,E2),1)

X2

2
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ol M est une constante strictement positive et indépendante de h. D’autre
part comme on suppose que % (E1, Ez) # 0;il existee; > O etry > 0 tels que
pour tout (x,y) € B((Ey, Ea),11)

O°F
‘m (x,y)‘ > ey
donc comme }linb Ty, = Eq et }llin}) Hm, = E2 il existe iy > 0 tel que pour tout

helo,h
(Tugs imo) € B((Ex, E2),11);

ainsi 'application
1

2 2
% (ElrEZ) % (Tnor .umo)

est bornée sur I'ouvert |0, 11 |, en effet pour tout /1 € ]0, 1|

1
2 2
% (ElrEZ) % (THO/ Vmo)

MV2
£2
1

<

d’ot1 avec M’ := 271 , pour tout i € 0, h1[ nous avons | Tsren, — Tren,| <

M'. Aprés, comme

2 2
% (E1/E2) % (Tﬂor .umo)

1

< K? < Kh?
Tsreanrenl o 1672 -
ou )
TR S e o)
T 1672 ax2\ ’
167 () eB((Ev B ) 19X

par conséquent il existe une constante C; > 0 indépendante de / telle que
pour tout h € |0, 111
1 1

Tsrem Trenl

< Cyh?

(il suffit de prendre C; := KM). De la méme facon on montre l'existence de
deux autres constantes Cy, C1p > 0 indépendantes de & telles que pour tout
h €10, hy[ on ai

1 1
- < Gh?
Tsrenz Trenz =2
et pour tout 1 € |0, h1»[ on ait
1 1
— < Cpoh.
‘ TST’E?’IIZ TT’E?’llz - 12

Ensuite quel que soit > 0, quel que soit (n,m) € A et que que soit h <
min (hy, hy, hy2) nous avons

1 1

Tsrenl Trem

= ( )| = cute
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1 1

= o) =) ( )| = Culinrees

TST’E?’IIZ Tren12

2 1 1 )
t(m—m —
‘ ( 0) <Tsren2 Tren2

et donc pour tout t € [0, h”] ott v est un réel tel que v > —2min J;, nous avons

e o IR LR €=t o |
t(n—n — + (t(m—m —
‘ ( 0) <TSY€7’11 Tren1 ( 0) TS?‘GYIZ TY@?’IQ

+’t(”—”0)(’“—mo)( ! ! )‘

Tsrenlz Ti’e}’llz

< Cylt|n*>;

< th+min(2(51,(51+(52,2(52) — th+2min(5,-

ot M := 3max (Cy, Cy,Cy2). Au final on vient de montrer qu'il existe une
constante M > 0 telle que pour tout h < min (hy,hy, h12) et pout tout v >
—2min J;

oimt( =04 m=mg (n=ng)? | (m—mp)? ("*"0)("'7'”0)
2 Tyl Tsel Tsren Tsren Tsren
|anm| e scly scly 1 2 12
n,meN2
—oit( P=ha L m=mg (n—no)2 (m—mo)z (”’_”’O)(W’_”’())
e Tocty " Tsety Treny Tren, Trenqy

<2 Z |an,m‘2+MhU+2min§i Z |an,m|2~

nmerl n,men
Ensuite comme d’aprés le lemme 3.3.7

Z "Zn,m‘z =0 (h%®)

nmel

et que
Z ‘an,rn‘z < Z ‘“n,m‘zzl"‘o(hw)

n,men n,mcIN2

on en déduit que

—oit( P=ra L m=mg (n—no)2 (m—mo)z (”’_”’O)(W’—”’g)
2 T Ty T, Tsreny Tsreny Tsrenqy
a e 1 2
| n,m |

n,mcIN2

it 0 momg (n—n0)2+(m—m0)2 (n—ng) (m—mq)
e Tscll Tsclz Treny Treny Treny,

-0 (hv+2min5i) )
O

Ainsi le terme d’ordre deux de la fonction d’auto corrélation dans 1’echelle
0, hﬁ] est:
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Définition 3.5.6. Le terme principal de la fonction de retour r(t) est la série de
fonctions

_ _ _nm)2 —mp)2  (n—ng)(m—m
] —oint n—ng n m—mqg | (n—ng) n (m—mg) )
I f— e—ltF(TnO,]‘»mo)/h Z ‘an " ‘2 e ( Tsdl Tsdz Trenq Tren, Trenqy

n,meN2

et son module est le méme que celui de la série de fonctions

_ _ _um)2 —m)2 (n—no)(mfm[))
—2int<—” n g oy nonel (e )
2 T T T T Tre
az :t— z, |an,m|” e scly - Tscly reny reny renyp

n,meN2

3.5.2 Remarque sur les échelle des temps

Rappelons que (5;, 51‘) €]3,112, avec §; > 4, et que les échelles de temps
d’approximation données par les coefficients « et  doivent vérifier : & > 1 —
2minJ; et f > 1 — 3min J;. Remarquons aussi que

1—-3mind; — (1 —2mind;) = —mind; <0,
—2mind; — (1 —3mind;) =mind; —1 <0,
ainsi pour h assez petit on a
h172min(5i < h173m'1n(51- < h72m'1n(51-.

On peut donc choisir les coefficients «, 8 et v tels que :

v<Spf<-1<a<0

ce qui permet, pour & assez petit d’avoir les inclusions :

[0, T ] C [0, C [0, Tren,] C [o,hﬁ] C [0,1Y].

3.5.3 Théoréme de renaissance
3.5.3.1 Hypothese de résonance

Définition 3.5.7. On dira que les trois périodes de renaissances Tren,, Treny, Treny,

sont en résonances si et seulement si il existe un triplet (%, %, %) € Q3 tel
que

P1

n

_ P2 _ P2

Trenl = q Tren2 = q Trenlz}
2 12

Notation 3.5.8. Dans le cas ot les trois périodes de renaissances Tren,, Treny, Trens,
sont en résonances on pose :

1 2 12
Tfrac = Z_lTrenl = Z—2Tren2 = ZzTrenlz.

Pour tout indice j € {1,2} on note aussi 7; := p129j, s; := q12p;, de sorte que

pourj € {1,2}
i

Tren]- = Trenlz .

]
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Définition 3.5.9. On définit la fonction classique ¢; a deux variables temps t1
etity:

72i7Tf1 ﬁ 72i7Tf2 n”]lw—mo
scly scly

Yo (tt) == Y |anm|’e

n,meIN2

On a alors immédiatement les propriétés évidentes suivantes :
() pour tout t > 0, P (t, 1) = a1(t);

(ii) pour tous t1, £, > 0, Py (tl + Tscrys t?.) =a (t,t2);

(iii) pour tous t1,tp > 0, e (t1, t2 + Teery) = P (t1,12) -

3.5.3.2 Quelques lemmes

Notation 3.5.10. On considere la suite (0n,m),, ,, = (0n,m (1)), ,, indexée sur z?
par:

i (PL(y—n )2 P12 _ P2, 2
Gn,m — 2”-[(‘71 (n—nq) +q12(n ng) (m m0)+q2 (m—myq) >

Proposition 3.5.11. Il existe deux entiers Iy et Iy tels que pour tout couple d’entiers
(n,m) € Z?

6n+ll,m = Bn,m

6n,m+lz = Bn,m
si et seulement si les entiers Iy et I vérifient les équations suivantes :

12
q1 n s191

2
V(n,m) € z2, 22 2P2h, | parla, oy
q2 q2 5202

Démonstration. Pour tout couple d’entier relatif 1, m nous avons :
0n+l1,m = Gn,m

_(Bpy 2pl !
—Zlﬂ(—]—l-&-—p]—lnﬁ-ﬂ—]—lm)

2 q q B

& V(n,m) € 27, 0yyp,m = Onme 1 1 1

12
eV m ezr, TP 2h, | iy g
n n 5191

De méme pour l'autre période Ip. O
Exemple 3.5.12. Une solution de ces deux équations est [; = q151 et [ = g257.

Maintenant pour une paire de périodes Iy, I, fixées, munissons 1'ensemble
des suite (1, [)-périodiques a valeurs complexes d'une structure hermitienne
de la facon suivante :

Définition 3.5.13. Pour une paire d’entier I, o€ (Z*)? fixés; on définit 1'en-
semble :

72 2
611/12(2) = {unm € C™;Vn,m € Z%, Upyy,m = Unm; et Uy i, = un,m}.
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On a alors trivialement la :

Proposition 3.5.14. L’application :
61,,(Z)* — C

<’ >611/12 : 1 1 2| 1
(u,v) — <u’v>611,12 = gl Z Z_: Un,mOn,m
munie &y, 1, (Z.) d'une structure hermitienne de dimension I11.

Puisonala

_ 2imkn _ 2impm

Proposition 3.5.15. En notant par 47’,2% =e¢ he h oiu(kp) € Z%Ia

famille { ( ]f,%) 2}
nMEZE ) k=0..1;—1,p=0..1,—1

Démonstration. La preuve est analogue au cas de la dimension 1. O

est une base orthonormée de &y, 1,(Z.).

Théoreme 3.5.16. Sous I'hypothese de résonance il existe une famille de 1 + I

nombre complexes dépendant de h; (Ek:;z)k (Ol 1} ka€ (0. 1y-1) oit les entiers
1€00- =1} req0..—

I1,1y € Z? sont solutions des équations de la proposition 3.5.11; telle que pour tout
t € [0, h*] on ait I'égalité :

L=1lhL-1 ____

kq ko
az (t + Tfrac) = Z Z bk1 kzchl (t + Tfmc + 5 Tscllr t+ Tfmc + = Tsclz)
k1=0ky=

+0 (humLZm'm&,»fl) )
En outre quel que soient les indices ky € {0..I1 — 1}, ko € {0..Ip — 1} les coeffi-

cients by, i, sont données par

_ 2imkqng  2imkomg

—~—

bkl/kZZE hoe 2 bk1/k2

avec
_ _ K,k
bk1rk2 - bk1,k2(h) = <‘7h/47 1 2>6
llp
Il - imkyn 2irtk

_1 Ao R i (B (r) 252 (o) (o) + 2 (o)) 2T 2k
= 1 q T 1
TAA Z Z ( 12 2 >e 1 e B

Démonstration. L'idée générale de cette preuve est proche de celle du théo-
réeme de renaissances fractionnaire de la dimension 1. Posons 71 := n — ng, m :=
m — mg et considérons la différence ¢(t) définie par :

h=1lL—1 ____ K ks
S(t) = |az (t + Tfmc) Z Z bk1 kzwcl (t + Tfmc + = Tcll/ t+ Tfrac + Tc > ‘
=0ky=0
_ Z , —2i stcﬁ . 2ian,aEqu;le—2inthflz E—Zz‘anm%lz

n,mcIN2
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) ~2 pu.
_9; 73 _ poms o ni
e zmtm" 2171_]_ 2 T"’” 2e 2 e 2UHT:Z’:!nlze 2”T_]?izlz_
h—11-1 k k
- Z Z bkl kzwcl (t+ Tfrac+ Tcllft“‘ Tfrac+ Tclz)
k1=0kp=0
[ S M) TR PR M ¥ i
= Z |ﬂn,m‘29n,m€ zmtTSClle 2lﬂTfmT“lle 2mtT5dZe 2mTfWTS”’
n,meN2
—2imt 2 2irtt T
Trenqy Tren Trenqy
ll—l 12 1 o~ k k
- Z Z bkl kzlpcl (t+ Tfrac+ TClllt+ Tfrac+ Tc )
k1=0ky=0

Comme la suite (0n,m), ,, € &1,1,(Z) ot l; = g151 et [ = gps7 on peut dé-
composer d’une maniére unique la suite (6,), ,, sur la base orthonormée

k, ,
{ ( n,%) 2} de l'espace &y, 1,(Z) :
nMEZ ) k0., 1, —1,p=0..1—1

=1 Ip—1 -
1/ 2
Oum = ) Z Dy ey P’
k1=0ko=0
ou by, k, = <9, ¢k1'k2> . Par suite nous avons :
11,5
holh-l ~2imttpl 2inTperie —2imtrl ~2inTperli-
5(1-): Z Z Z ‘anm| bk1k2 scly ¢ scly ¢ scly o scly

n,meN2k;=0ky,=

7 L =2
e—Zzﬂt—Tr"enl 6721”%32”2 217ItTnn ¢k1’k2
h—11-1 k k
- Z Z bkl,kzlpcl (t + Tfrac + == Tscllr t+ Tfrac + = TSCZ2)
k1=0ko=0
=1 15-1 i

it i T . _Dimtll _0inT iit
T, fracT, T rac T
= Z Z Z |a7’l m‘ bkl,kz sch e scly g scly o f scly
n,meN2 k1=0ko=0

. 72 . 2 .
ef2znt—Tml 6—217rt—Tm2 672mtTnn12 ¢kl,k2
Ii—1 I—1 2i n ; i . P1
=2imtter— =2inT e — ik, L
- X 2 b, Y lawmlPe " e T2
k1=0k,=0 n,meN2
—2imt T ik,
p 17T TS”’2e 2672mk2%
=1 1-1 i it ; it ; it
—2imtt="— —=2inT —2irt —2intT rype7—
- Z Z Z |an’m‘2 I Tecly o fraeTen o TsczZE fracTy,

n,meN2 k1 =0ko=
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—Zimi _Zim,ﬁ_Z oiqp i 2imkyn 2irtkym
e Trenq e Treny e Trenqy e h e I

=1 1-1 2i n 2i 7] . P
o —2imtyt— 2in T — —2imky L
_ bk k ‘ﬂ ‘ e sclq e sclq e Iy
Z Z 1,K2 Z n,m
=0ky= n,mcIN2

=ittt 20Tyt _2imk, i
e Tscl2 e frac Tscl2 e 2irtka Iy

. P1 . i 2imtkqn 2irtkom
—2imky - —2irky 2 e P
e = by, e e 2 onendéduitalors
e(t) =

h—11-1 21‘7.(TfchL —21‘7TtTﬁ _Zianrac%efzmkln _ 2intkpm

—2irm tT
Z Z Z |€ln m‘ bkl k2 scly g scly g scly p I e T

n,meN2 k1=0kp,=0

Et comme by t,e

. 52 . =2 . =
=it —2imt e —2igrt M
VEVII e YL’YIZ e 75”12

—1+4e

Ensuite, en s’inspirant encore du cas de la dimension 1, on partionne IN? avec
les ensembles A et I et il suffit alors d’étudier la série sur I’ensemble A. Il existe
des constantes Cy, Cp, C12 > 0 telles quel que soit le couple (n,m) € A et pour
tout t € [0,h"] :

2 2
‘t(n - ”0) ‘ < Clha+2(51—1; t(m — mO) ’ < C2h0t+252—1;
reny Tf’é‘nz
’t (Tl - ”0)(7” — mo) < Cl2hﬂt+(51+§271'

Ti’e}’l]z

Par conséquent pour tout f € [0, h*] et quel que soit (1, m) € A nous avons :

it Tl YR )
¢ ZzﬂtTre ZzntTnnze 217TtTren12 1=0 (h“+2mm‘5i*1) ‘

En prenant t = 0 on obtient le :
Corollaire 3.5.17. Sous les mémes hypotheses :

=1 I—1

k1 ko
a2 (Tfrac) = Z Z bkl ko Pel (Tfrac + = Tscllr Tfruc + = TSCZ2)
k1 =0 ky—0

3.5.3.3 Calcul des coefficients

Dans cette sous section on s’inspire directement des résultats établis en
dimension 1.

Théoreme 3.5.18. Supposons que I’hypothese de résonance soit vérifiée avec en plus
B2 ¢ 7;alors :

912
1 2 2inmk 2 ppsy 2 2imk 2
72171—]—1 L« —2imb2zy? 222y
I I
‘ kl/k2‘ 121 Z ¢ e n Z ¢ rren
12 |xeZ/WZ yEZ/lzZ
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Démonstration. De méme que dans la proposition 2.6.1 du cas de la dimension
1 on a déja que pour tous indices k; € {0...I; =1}, kp € {0.., — 1}

1
|bk11k2| = ll_l Z

2 \(n,m)eZ/WZXZ/1LZ

2irtkyn  2intkym
,2 7T<_1 2, P12 _2. 2) 1 2inkym
: Jr‘712 nmt g e h ¢ I

7

1

Lilp

Ir—1 2irtkym oinl2 2 Ir—1 i P2 2mn<kl Vlzllm)
I ¢ 92 Ze 7 e 712

et comme /1 = q151 = §1412p1 nous obtenons que

Ib—1 2intkom
1 % Zimkym —Zzﬂpzmz faz —2imPLly2? 2"‘”(k s1m)
= T q q 1~ P129151
‘bklszy I, Zoe 2 2 Z e ! :

Pour j € {1,2}, on considére y; les caracteres donnés par

Xj: —21'7'(%
a—e
et ainsi
12 1 1
|k, | = 11 Z X2 (stzm —kzm) Z (Plsln —n(ky — P12£11P1m) ;

par conséquent

1
’bk1,kz’ lzlz < Z 2 X1 (Plslxz —x(ky — Plthr’ﬂ/) X2 (stzyz - kﬂ))
er/llz yeZ/ZZZ

( ) Y x (—PlSlZ2 +z(ky — Plz‘hr’lf) X2 (—stzfz + kzt)>
2€Z/LZ €T LZ

SF 1 S o vl »

XEZ/WZYEZ/ZZ 2€Z/WZ t€Z/1,Z

X1 (Plsl (x2 - 22) —ki(x —z) + progip1(xy — Zf)) X2 (stz (]/2 - tZ) —ka(y — f))) .

Maintenant comme % € Z alors i = q1912p1|91p1p12 et donc pour tout

X,Y,z,tnous avons pipq1p1(xy —zt) € 1Z;d’ott pour tout x, y, z, tona x1 (p12g1p1(xy — zt)) =

1. Ainsi
1
|bk1k2| 1212< Z
XEZ/WZ YyeZ/Z 2€Z/WZ t€Z /1 Z

X1 (Plsl <x2 - 22) —ky(x— Z)) X2 (stz (y2 - f2) —ka(y — f)))

= % < Y. Y. x (Plsl (XZ—ZZ) —kl(x—z))

er/llz ZEZ/Z]Z
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Y x (stz (}/2 - t2) —ka(y — f)))

yeZ/IZZ fEZ/lzz

. 2 .
1 P151 y2 2imtky 1 pasy 2 2irtky

2
— l_2 Z e—217‘f 11 e [1 X l_2 Z 67217'[ 12 y e [2 y

1 XEZ/llz 2 yEZ/lzZ

O

Ensuite les résultats établis dans le cas de la dimension 1 nous permettent
de calculer les deux termes

1 i P15 ,2 2i7rk1x 1 _oigb252,2 2irtky
- Y et e, T Yo e TR e
1 |\xez/1hZ 2 \yez/lZ

en fonction des entiers [;, p;, s; et k;.
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Chapitre 4

Sur le spectre semi-classique d’un
hamiltonien de dimension 1 autour
d’une singularité hyperbolique

Ce chapitre a fait I'objet d’une pré- publication au actes du Séminaire de Théorie Spectrale et
Géométrie de Grenoble et d'une publication aux Annales de la Faculté des sciences de Toulouse
[Lab2].

4.1 Introduction

Surla variété M = IR, l'opérateur de Schrodinger Pj, de potentiel V, V étant
une fonction de R dans IR, est I'opérateur linéaire non-borné sur l'espace des

N

fonctions C* a support compact C° (R, R) définit par :

h2
Pyi=——>A+V,

ou V est 'opérateur de multiplication par la fonction V, le laplacien est donné

par A = %:2 et /1 est le parametre semi-classique. Le spectre semi-classique
d’un opérateur de Schrodinger en dimension 1 est bien connu [Ge-Gr], [He-
Ro] et [Col8] dans les zones dites elliptiques, c’est-a-dire en dehors des maxima
locaux de la fonction potentiel V' ; on parle alors de régles de Bohr-Sommerfeld
régulieres. Dans ce chapitre on se concentre sur le cas d"un opérateur de Schro-
dinger avec un potentiel type double puits, c’est-a-dire que V € C*(R) avec
lim V(x) = 4o etV possédant exactement un maximum local non-dégénéré,

|x|—o0

que 'on supposera par exemple atteint en 0. Le modele du double puits a
été beaucoup étudié [BPU], [He-Sj2], en particulier dans [He-Ro] et [Fu-Ra]
pour l'étude de la transition de 1’espacement des valeurs propres. Cepen-
dant le spectre du double puits reste globalement assez mystérieux. Dans
I'étude des singularités de l'application moment d’un systéme complétement
intégrable, 'opérateur de Schrodinger avec double puits est le modele type
pour les singularités non-dégénérées de type hyperbolique [VuN4]. En ef-
fet, pour un hamiltonien p : M — R tel que 0 soit valeur critique de p, et
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tel que les fibres dans un voisinage de 0 soient compactes et connexes et ne
contiennent qu'un unique point critique non-dégénéré de type hyperbolique :
la fibre Ag := p~1(0) est alors un “huit” et le feuilletage dans un voisinage de
la fibre singuliere Ay est difféomorphe a celui du double puits.

Fig. 32. Le feuilletage autour d une singularité hyperbolique.

Dans une série de trois articles [Co-Pal], [Co-Pa2] et [Co-Pa3] Y. Colin de
Verdiere et B. Parisse se sont intéressés au spectre semi-classique de 1'opéra-
teur de Schrodinger, en dimension 1 avec un potentiel ayant un maximum
local non-dégénéré. Dans [Co-Pa3] ils traitent de maniére générale I'étude des
singularités. Dans [Co-Pal] et [Co-Pa2] les deux auteurs donnent une condi-
tion nécessaire et suffisante pour trouver le spectre semi-classique dans un
compact centré autour de l'origine de I'opérateur linéaire :

h? d?
S 2dx2
avec un potentiel V type double puits. Dans la premiére partie de ce chapitre
on rappelle d’abord la formule donnée par Y. Colin de Verdiere et B. Parisse.

Dans la seconde partie on utilise cette formule pour expliciter, dans une cer-
taine mesure, le spectre de 'opérateur P,. On montre en particulier que le

Ph = +V

spectre de 'opérateur P, dans le compact [—\/ﬁ, \/ﬂ est constitué de deux
familles de réels (ay (1)), et (B;(h)); vérifiant :

< Pra() < ag(h) < Br(h) < wa(h) <--
et, il existe C, C’ deux constantes réelles strictement positives telles que

Ch C'h Ch C'h
‘ll’l(l’l)| < ‘ak-‘rl(h) _“k<h)| < |1n(h)\' \ln(h)\ < |:Bk+1(h) _:Bk(h)‘ < |11’1(I’l)|
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Fig. 33. Le spectre de Py, : les croix obliquent rouges représentent les valeurs propres
issues de la famille (ay(h)), ; et les les croix verticales-horizontales vertes
représentent les valeurs propres issues de la famille (Br(h));.

4.2 La formule de Colin de Verdiére-Parisse

421 Le cadre
Soit V € C*(R) telle que | llim V(x) = +oo et V possédant exactement un
X|—o0

maximum local strict non dégénéré, que 1'on supposera atteint en 0, ainsi :
V(0) =0, V'(0) =0, V"(0) < 0. On supposera aussi que la fonction possede
exactement deux puits : il existe x; < 0 < xp tels que V(x1) = V(xp) =
0, V > 0dans |—o0,x1[ U]xp, +oo[ et V < 0 dans [x1, x3]. En plus V/(x1) < 0
et V’(JCz) > 0.

Exemple 4.2.1. Un exemple typique non-générique est la fonction potentiel
V(x) = x* — x2.

L L L L L
-15 -1 -05 0 05 1 15

Fig. 34. La courbe représentative de la fonction potentiel V(x) = x* — x2. On
distingue les deux puits (les minima) du potentiel, le droit et le gauche.

On notera par p la fonction définie sur le fibré cotangent de R par :

2
p(x,¢):= 5+ V(x) € C*°(T*R,R).




Fig. 35. Courbes de p~(c) avec des c> 0 : une seule composante connexe, c=0 : le
huit hyperbolique, c < 0 : deux composantes connexes.

Son quantifié de Weyl P}, est donné par :
h?
Pp=——A+V.
I yAT
4.2.2 Enoncé de la formule

Y. Colin de Verdiere et B. Parisse ont donné les regles de Bohr-Sommerfeld
dans le cas singulier sous la forme suivante :

Théoréme 4.2.2. Pour E € [—0,6]; o1 § est un réel strictement positif suffisamment
petit et indépendant de h; I'équation :

(Py — Elg) uy, = O(h%)

admet une solution u, € L?(R) non triviale avec son microsupport MS(uy) =
p~Y{E} si et seulement si le réel E vérifie I'équation suivante :

\/Hl_?cos (9+;9_) = cos (—¥+g+%1n(h)+arg (F (%4—1%)))

@.1)

N

ou:
e:=¢(E), 0,,_:=0,,_(E)=S""(E)/h

Les fonctions ¢ et S/~ admettant des développements asymptotiques en puissance
de h avec des coefficients C* par rapport i E.

4.2.3 Les grandes étapes de la preuve

On résume [Co-Pa1], [Co-Pa2] et une bonne partie de [Co-Pa3]. La preuve
de la formule se décompose en plusieurs grandes étapes.

La stratégie

La premiere étape de la preuve est une étude locale autour de la singula-
rité. Pour ¢a on utilise une forme normale de Birkhoff quantique de maniére a
se ramener a une équation différentielle linéaire du premier ordre. On exhibe
alors quatre solutions et on utilise le fait que I'ensemble des solutions est de
dimension 2, pour en déduire une dépendance linéaire entres ces solutions. La
seconde étape consiste a prolonger de manieére globale les fonctions solutions,
ce qui donnera a nouveau une dépendance linéaire entres les solutions. A la
fin, on exprime simultanément ces relations linéaires avec un déterminant et
un peu d’algebre linéaire.

Premiére étape : Etude locale autour de la singularité

Pour un réel E € [—4,], ou J est une constante réelle strictement posi-
tive et indépendante de h, on va étudier 1'équation (P, — EI;) u, = O(h®)
avec une forme normale quantique autour de l’origine, utilisons le théoréeme
suivant (voir [CLP]) :
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Théoreme 4.2.3. [l existe U un opérateur intégral de Fourier, N un opérateur pseudo-
différentiel elliptique en 0 et une fonction ¢ ayant un développement asymptotique en
puissance de h : €(E) = Y>0¢;(E YW oil les fonctions e; j sont de classe C* par rap-
port a E et indépendante de h tels que microlocalement dans un ouvert (g contenant
l'origine, on ait pour tout E € [—6, 0] :

U-Y(P, —EI;)U =N (xAg - s(E)Id)

o x¢ := % (xd% + %Id) avec gg(0) = 0 et £(0) = %.

La démonstration de ce théoréeme de forme normale quantique est don-
née dans [CLP], ou [Co-Pal], la preuve utilise le lemme de Morse isochore
[Co-Vel. L'analogue analytique de cette forme normale est donné dans [He-
Sj2]. Le cas de la catégorie C* de ce type de forme normale est prouvé par J.
Sjostrand [Sjo1], [Sjo2].

Remarque 4.2.4. Cette forme normale reste valide uniquement pour |E| < J,
ol J est un réel strictement positif suffisamment petit mais indépendant de h.

Pour tout |E| < dona:

¢(E) = eo(E +Zs

ainsi, en appliquant la formule de Taylor sur la fonction de classe C* ¢ ; pour
tout E € [—4, ] nous avons :

E pa
¢(E) = ———+O0(E*) + }_¢;(E)W
—V"(0) j=1

Par la suite on va utiliser ce théoréme avec E = Ah* ou A € [—1,1]; 2 > Oeth
assez petit pour que [—h%, h*] C [—J,4]. Ainsi, pour tout réel A € [—1,1] :

14 +o00
e()\h"‘):L O(h*) + 2 (AR®)h (4.2)

_V// (0)
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Fig. 36. Ouvert Qg oit la forme normale est valide.

Grace a ce théoreme de forme normale semi-classique on a un lien tres

simple entres les vecteurs propres des opérateurs (P, — EI;) et x¢ —e(E)ly;
en effet on voit facilement que :

(Py — ELy)u, = O(h™) & (3& — e(E)Iy) U~ (1) = O(h*).

Ainsi si on travaille sur I'ouvert )y ou la forme normale est valide, on est
amené a résoudre : (EE — S(E)Id) v, = O(h®), ie, résoudre :
1 e(E
xv), (x) + (5 — ze(h—)) op(x) = O(h%).
Alors, par simple intégration d’équation différentielle ordinaire linéaire du

premier ordre, les solutions exactes de (E — s(E)Id) v, = 0 sont engendrées
par les deux fonctions :

€

. .
¢2(x) 1= 27T = 1. (x)em 2N H (=),
Ensuite, 1'idée est de construire deux autres solutions de 1’équation différen-
tielle (EE —¢(E )Id) v, = 0. L'idée est de pouvoir écrire une relation linéaire
entre ces quatres solutions. Pour cela on utilise la h-transformée de Fourier
définie par :

1 +oo ixt
FlF)) = = /_ e

En effet, en utilisant les propriétés usuelles sur la dérivation des h-transformées
de Fourieronala:
1

Proposition 4.2.5. En posant ¢%(x) := x.> " et ¢}(x) := x_
fonctions @3 et @4 définies par

P3(8) = e L F (97) (=€) et @a(E) = e 3T (93) (=)

sont aussi solutions exactes de x¢ — e(E)1; = 0.

1_je
2 " les deux

Maintenant si u;, est solution de (EE —¢(E )Id) uy, = by, ou le second membre

by, est un O(h*), on peut, en utilisant essentiellement la méthode de la varia-
tion de la constante, voir [Co-Pal], montrer que nécessairement il existe un
unique couple x1, x; € C% tel que uy, = x1¢1 + x2¢2 + O(h®), en effet :

Théoreme 4.2.6. [Co-Pal] L'espace des solutions microlocales de I"équation (P, — El) uj, =
O(h®) dans Q) est un Cy- module libre de rang 2.

En notant par B := {¢1, p2} et B’ := {¢3, ¢4} les deux bases de solutions,
la matrice de passage Q de la base B’ a B est donnée par :
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Théoréme 4.2.7. La matrice de passage Q de la base B' a B s'écrit :

1 ie h
:5 €
Q ( ie” h 1 )

e TG HIR) eqamm) 1 iarg(r(h+ig)+ig (i)
27T 1/1_’_6727'(%

Pour prouver cela on a besoin du (voir annexe) :

Lemme 4.2.8. Pour tout A € C — Z* on a, au sens des distributions, que :

7, ({xﬂ) () = z’l"(\//\%l)hﬂé {ei%/\g:/\fl _ e#%/\g;/\fl} ;

7, ([x)lD () = ir%l)hH% [ezg/\éz;/\fl —e*ig)‘g:)‘*l}

I' désignant la fonction Gamma d’Euler usuelle.

Démonstration. (du théoreme) Ce type de calcul exact de matrice de passage
est écrit dans de nombreux endroits de la littérature (voir [Ge-Sh] pour le
calcul des transformées de Fourier des distributions [x‘f‘F /7} et voir [Co-Pal],

[He-Sj2], [Ram] pour le calcul des matrices). Du lemme, on en déduit I'égalité
suivante :

_l+‘£
Fien © =7 ([ @
.e e _imo_—L_j¢£ T oime —L1_jE
=<2 hiply |:32hgl4(:_2 h _elzeling+2 h}
En appliquant a nouveau Fj on a:

(Fh o Fi) (@1)(x)

ie
if(%—l—i%) e[ _me nome
—x —= N ptn e 2ne e Fy (@3) (x) —etde2n Fyy (7)) (x
o1(—x) = — 2=l | n (93) (¥)  (91) ()]
lr(%+l%) € e T oTeE
=—=__""}'h e 20 —x) —e'2e2h —x
ook e Thgu(—) 93(~)]
et donc: . e
I'(5+ié)ezn .. )
p1(x) = %hlh {qvg(x) +ie Th 904(95)} .

De la méme maniére on exprime la fonction ¢, comme combinaison linéaire
des fonctions @3 et @4

#2(x) = =2 it [g4(x) +ie s ()]
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Par conséquent la matrice Q s’écrit

1 ie i
:g £
Q ( ie”n’ 1 )

[(3+if) e(z .. . . . . N A
avec £ = 1t \2/2—;(}’)6h (3+In(t)) Pour finir la démonstration, il reste juste a véri-
fier que :

1 .
I'(z + l%)e}%(%+ln(h)) _ 1 piarg(T(3+if))+if In(h).

V2r 1+e 270

en effet comme

arg (F (% +i%)) = —iln (F (%—l—z%)) +iln (‘F(%—l—z%)‘)

on a donc

eiarg(l"(%-‘ri%)) _
Et comme

1 e\ 1 ¢ 1 e 1 e 1 e

en appliquant la formule des compléments on a :

2

‘r (1 + if) - -7
2 h cos(miy)  cosh(ry)
et donc
Jargrdig) _ TG+ o g
2 ;
ainsi
1 eiarg(r(%-‘ri%)) _ r(%+l%)e%%
V1+e 270 V2m
Ce qui montre le théoréme. O

Remarque 4.2.9. Dans [Ram] on trouve un calcul similaire de ce type de ma-
trice; T. Ramond utilise une forme normale analytique pour calculer une ma-
trice de diffusion au sommet d’une barriére de potentiel.

Revenons maintenant & 1’étude de (P, — El;)u;, = O(h®) : si uy, est une
solution globale non triviale, en se placant sur I'ouvert () ot1 la forme normale
est valide, il existe alors un quadruplet (x7 x2, X3 x4) € (Ch)4 tel que U~ tuy, =
X191+ X292 = X393 + x4¢4. Ensuite en posant pour tout indice j € {1,2,3,4},
¢; := Ug; , les deux familles de fonctions C := {¢1,¢2} et C' := {¢3, P4} sont
deux bases de solutions de (P, — EI;) u;, = O(h*) dans l'ouvert Q)y. Donc,
dans Qg ona uy, = x1¢1 + X2 = x3¢3 + x4¢4. Et ainsi on a la relation matrice-

vecteur suivante :
X3\ _ X1
<x4>_Q<x2)' 4.3)
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Seconde étape : Etude globale

Toutes les fibres Ar := p~!(E) sont compactes, pour E # 0, la fibre
Ao := p~1(0) étant 'unique fibre singuliere du feuilletage. I'ensemble Y :=
p~1(0) — Qg est une partie réguliere de la fibre Ag, pour E € [—4, 5] le faisceau
des solutions microlocales de (P, — El;)u, = O(h®) au dessus de Ag est un
fibré plat de dimension 1 (voir [VuN2], [VuN3], [VuN4]).

Fig. 37. Les ouverts Uy, Uy, Us, Uy et .

La fonction ¢; est une solution microlocale de (P, — El;)u, = O(h®) sur
I'ouvert U; et la fonction ¢4 est solution sur I'ouvert Uy ; avec 'argument de la
dimension 1 on peut montrer ([VuN2], [VuN3], [VuN4]) qu’il y a une unique
facon de prolonger la solution ¢; le long de la courbe en évitant la singularité
pour arriver sur 'ouvert Uy ; la solution finale ¢, différe alors de la solution
¢4 par un facteur de phase ([VulN2], [VuN3], [VuN4]) :

by = &iST(EV /g,

ott la fonction ST admet un développement asymptotique en puissance de h :
+ [ P
ST(E) = gsj (E)W;

avec des coefficients S].+ qui sont C* par rapport a la variable E. De la méme
fagon on a que

§o = €S (B /gy
avec aussi une fonction S_ ayant un développement asymptotique en puis-
sance de fr :

avec des coefficients Sj_ qui sont C* par rapport a la variable E. Ces deux

séries formelles ST/~ sont appelées actions singuliéres. On posera pour la

suite L
ST/ —(E
by (£) = )
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A ce stade 13, il ne reste plus qu’a écrire les relations locales et globales pour
montrer le théoréme : soit 1, une solution globale de (P, — EI;)u, = O(h%),
telle que sur chacun des ouverts Uy, Uy, Us, Uy (voir Figure 37) on ait pour tout
indices j € {1,2,3,4} :

Upu; = Xjj;

on a alors que :

X3\ X1 x3 ) 0 ¢t0—(E) X1
(X4)_Q(x2)et(x4)_(ei"+(E) 0 X )

Ainsi il existe une fonction uy, = x1¢1 + X292 = x3¢4 + x4¢4 solution globale
non triviale de (P, — El;)u, = O(h®) si et seulement si :

0 ei0-(E)
det (Q — ( ei9+(E) 0 )) =0

0 o—i0+(E)

& 1€ Spec(T(€));

ol on a posé

0 i) o—i0—(E)jp—e(E)/h o—i0 ()
T(&):=Q ( o—i0_(E) 0 ) =& ( o—i0_(E) o0+ (E)jp—e(E)e/h )

Et maintenant a ce stade 1a, pour conclure on utilise le lemme 1 de [Co-Pa1],
rappelons le :

a

Lemme 4.2.10. [Co-Pal] Soit U = < c b > une matrice unitaire de M, (C),

d

0 eiel
telle que U # ( i );alors

1 € Spec(U) < |a| cos <%(da) - arg(a)) = cos (@) , |d] = |a].

En appliquant ce lemme a la matrice T(£) on arrive bien a :

1€ Spec(T(€)) &

\/Hl_?cos (9+;9_) = cos (—9+42_9_ +§+%ln(h)+arg (F (%4—1%)))

Ce qui donne bien la formule proposée dans le théoreme 4.2.2.

Remarque 4.2.11. Dans [Co-Pa3], Y. Colin de Verdiere et B. Parisse montrent
que dans le cas ot E = Ah avec A €][—1,1], les actions singuliéres peuvent
s’écrire avec des invariants symplectiques :

S/7(E) = Ay (E) + &o(E) In|eo(E)| — e0(E)

ouA,, (E):= /P:E +/_§dx.
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4.2.4 Dusingulier au régulier

L’asymptotique de la formule de Y. Colin de Verdiere et de B. Parisse dans
les zones ; — +o0 et ; — —oo nous redonne bien les régles de quantification

réguliere. Soient E; , E_ € [—1,1]* tels que 0 < E_ < E avec E_ > € o1 € est
un réel strictement positif indépendant de k.

Haut de spectre

Cestlecasou E € I := [E_,E4], 'ensemble 4 := p~! (L) est alors un
anneau topologique. Pour tout E € I, lim;_,y+ ; = +oco donc en utilisant la
formule de Stirling, pour # — O on a

1 .
arg <F <§+l%>) = %ln‘i‘ —%4—0(1)

dottpourh — 0:

0+ +0_- m ¢ 1 e 1 T
- > +E+Eln(h)—|—arg (F (E—i_lﬁ)) = —EA+/,(E)+E+O(1).

D’autre part comme limy, o+ ﬁ = 0; I'asymptotique de la formule de
e
Colin de Verdiere-Parisse est alors :

0 = cos (—% + g —1—0(1))

ot A(E) = A4 (E) + A_(E), ce qui donne bien les regles de Bohr-Sommerfeld
régulieres pour un puit : + A(E) + o(1) € nZ.

Bas de spectre

Cestlecasou E € I_ := [~E4,—E_], ensemble | := p~! (I_) est alors
la réunion de deux anneaux topologiques. Pour tout E € I, lim;,_,p+ ;; = —o0
donc toujours avec la formule de Stirling, pour 1 — 0:

1 .
arg (F (54-1%)) = %m‘%‘ —%4—0(1)

d’ott pour h — 0:

0+ +0_- m ¢ 1 e 1 T

- > +E+Eln(h)—|—arg (F (E—i_lﬁ)) ——EA+/,(E)+E+O(1).

D’autre part comme limy, g+ ﬁ = 1; l'asymptotique de la Colin de
V 1-&-@ZT

Verdiéere-Parisse est :

o8 (A+(E)2_hA_(E) —|—O(1)) — cos (_W 4 g —|—0(1))
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ce qui implique donc

AE) L 24 0(1) €277
et
ALE) | 210(1) € 27Z.

Ce sont bien les regles de Bohr-Sommerfeld réguliéres pour les deux puits.

4.3 Laforme du spectre autour de la singularité

4.3.1 Introduction et résultats

On va dans cette partie utiliser la formule du théoréme 4.2.2 pour en dé-
duire des informations sur le spectre semi-classique autour de l'origine de
I'opérateur :

h2
Py:=——A+V.
2
Précisément on va démontrer le :

Théoréme 4.3.1. Le spectre semi-classique de Iopérateur Py, sur le compact {— Vh, \/ﬂ
s’écrit comme la réunion disjointe

(e (n))xer, L (Bi(1)yey,

de deux familles (ay(h)) et (B(h)), s’écrivant ay(h) := VhA,(27k), Bi(h) :=
VhB,,(27tl) ; les fonctions Ay, et By, étant de classe C®. De plus les familles (o (h)),
et (Bi(h)), sont strictement décroissantes et en quinconce :

Bri1(h) < ap(h) < B(h) < ag_1(h).

En outre 'interstice spectral est de l'ordre de O(h/ |In(h)|) : il existe C,C’ deux
constantes réelles strictement positives indépendantes de h et de I'indicage telles que :

Ch C'h Ch C'h

‘h‘l(l’l” < ‘Dckle(h) _D‘k(h)| < |ln(h)\' |h‘1(l’l)| < ‘ABk+l(h) _ABk(h)| < \ln(h)\

Qui a pour conséquence immédiate le :
Corollaire 4.3.2. Le nombre de valeurs propres de I'opérateur Py, dans le compact

{—\/ﬁ, \/ﬂ est de l'ordre de |In(h)| /v/h.

Avant de démontrer le théoreme on va d’abord interpréter géométrique-
ment le terme en In(h).

4.3.2 Interprétation géométrique

Le terme |In(h)| est la signature de la singularité hyperbolique : en effet
géométriquement il correspond au temps de parcours du flot classique avec

un point initial situé a une distance v/ de I'origine.
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Théoréme 4.3.3. Soit m;, € T*IR de coordonnées (\/ﬁ, O) dans le repere (0,x,¢) .

Alors le flot hamiltonien associé a p et de point initial my, est périodique et sa période
Ty, vérifie pour h — 0 I'équivalent suivant :

[In (1))
9 K

ot K est une constante réelle non nulle et indépendante de h.

Démonstration. Sans perdre de généralités comme V" (0) < 0 on peut suppo-
ser que —V"(0) = 1. Ensuite notons par A, = p~! {p (m;)} 'unique fibre
réguliere contenant le point my,; le flot hamiltonien ¢ (m),) associé a p et de
point initial my, est alors périodique et supporté sur la fibre Aj,. Pour estimer
la période de ce flot on va faire deux étapes : d’abord une étape en se placant
autour de la singularité (en 0) oti on peut utiliser une forme normale classique
symplectique pour estimer le temps de visite du flot dans un voisinage de la
singularité. Ensuite la seconde étape consiste a estimer le temps de visite du
flot en dehors de ce voisinage.

Premiere étape. Avant d’utiliser une forme normale on va d’abord faire un
changement de repére préliminaire : en faisant un développement limité de la
fonction V autour de 0 :

p(x,&) = %2 +V(x) = 72 +V(0) +V'(0) + @xz +o(x%)

2
_ s X 3y.
=5 2+0(x),

donc sur un voisinage de (0,0) nous avons que

)= (55 2) (S 25) vow)
L’application : -

Lo x &4 x

e G R )

est un C!- difféomorphisme linéaire et son inverse ¢! est égale a @. Ainsi
dans les nouvelles variables (X, E) := ¢(x,{) ona

p(X,E) =XE+o (X3E3) ;

et le point initial m;, a pour nouvelles coordonnées m;, = (@, \/g ) . Main-

tenant le théoréme 2 de forme normale de Moser (voir [Mos]) assure 1'exis-
tence d'un ouvert U de IR?> contenant l'origine, d’un symplectomorphisme
¢ : U — R? et d'une fonction F : R — R de classe C® telle que pour
tout (X,E) € U on ait

p(X,E) = F(XE).



Ainsi les équations de Hamilton du flot sont alors :
X =F (X8) X
{ &= —F (XE)&.
Notons bien que t — X(t)E(t) est constante, ainsi pour toutt > 0 on a l’égalité
X(HE(t) = X(0)E(0) = % En posant Cj, := F’ (%) et pour h assez petit pour
que le point my, soit dans l'ouvert U et que F/ (%) # 0 (en effet F/ (%) =
F'(0) + F"(0) % 4 o(h?) avec F'(0) # 0); nous avons donc que pour tout f > 0:

X(t) = /et
(1) = \/Becn.

Or comme U est un ouvert non vide contenant 0, il existe une constante A > 0
telle que la boule B (0, A) (pour la distance infinie de IR?) de centre 0 et de
rayon A soit incluse dans U. Sans perdre de généralité on va supposé que
C, < 0.0n va calculer le temps 11 (1) pour que le flot hamiltonien partant du

point m;, = (X(0),Z(0)) = (@, \/g) sorte de la boule carré B« (0, A) : il

faut donc trouver ¢ tel que Z(t) = A. On a alors immédiatement que :

(k) = Cihln < g) - Clhln(A)

[1]

Ainsi sur une période complete du flot hamiltonien partant du point m;, le
temps total de parcours du flot dans la boule B (0, A) est 27 (h).

Seconde étape. Il reste donc maintenant a estimer le temps de parcours du
flot hamiltonien en dehors de la boule B, (0, A). En fait, on va montrer que
ce temps est négligeable par rapport a 7 (h). Considérons alors le point a =
(0, A) et comme 1'unique fibre A4 = p~! {p(a)} qui contienne ce point a ne
contient pas de singularité en dehors de la boule B« (0, A), le flot hamilto-
nien de point initial 2 va nécessairement revenir en temps fini dans la boule
B«(0, A), on peut alors considérer le réel :

po= inf{t > 0; gi(a) € BOO(O,A)}
etposer b := ¢ (a). Notons aussi par T, I'hyperplan transverse au flot (¢¢(a) ),

au point a, et par T, I'’hyperplan transverse au flot (¢¢(a)),~, au point b.
Comme le flot hamiltonien est associé au champs de vecteur C*

= ( V'io )
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qui ne s’annule pas en a et en b, par un théoreme classique de calcul différen-
tiel de type application de Poincaré (voir par exemple [Laul]) il existe (); un
voisinage ouvert de a dans le plan T, une fonction 6 de (); dans R de classe
C® telle que 6(a) = 0 avec les propriétés suivantes :

1) pour tout x € Oy ona @ g(y)(x) € Tp;

2) l'application x — @« g(y)(x) est un difféomorphisme local de ), dans
), un voisinage ouvert de b dans le plan Ty,

Autrement dit, partant d’un point voisin de a sur I'’hyperplan T, le flot
rencontre 'autre hyperplan T, en un temps voisin de t* qui est une fonction
différentiable du point de départ. Donc en particulier comme (), est un voisi-
nage ouvert de a dans T, ~ IR, par compacité locale il existe K, un compact de
R tel que a € K; C Q) avec K, # {a} et donc évidemment pour tout x € K,
ona |0(x)| < sup |0(x)|. Ainsi, comme :

xeK,

h
Py () (11) = (ﬂ,A)

pour h assez petit on a que ¢, () (my,) € Ko x {A} etdonc:
10 (90 (1)) | < sup 10(x)1;
x€K,

d’oir au final la période totale 7, du flot hamiltonien est égale a

T(h) = 71(h) + 0 @z, () )

1 1 1
= 56, () = 55 In(2) = & In(4) +6 (¢Tl(h)(mh));

etdonc pour i — 0 onal’équivalent suivant 7(h) ~ 21;1,((}1},) 7 et comme F’ (%) =
2

F'(0) + F"(0)% + o(h?) avec F/(0) # 0; pour h — 0 on a 'équivalent T(h) ~

In(h
ZF’((O))‘ 0

Remarque 4.3.4. Pour un calcul voisin voir I’article de S. De Bievre et D. Robert
[DB-Rol.

4.3.3 Démonstration du théoréme 4.3.1
Stratégie

La formule du théoréeme 4.2.2 est une équation fonctionnelle implicite ; on
va inverser (au sens bijectif) cette fonction de maniére a pouvoir expliciter les
valeurs propres. Pour cela on va utiliser ce théoreme avec E = Ah* ot la va-
riable A € [—1,1] etle parametre « > 0. Par la suite on va voir que sil’on choi-
sita € {%, 1 { de sorte qu’on ait l'inclusion évidente [—h*, h*] C [—\/E, \/ﬂ ,
on peut montrer assez facilement le théoréeme 4.3.1 avec des techniques d’ana-

lyse réelle assez basiques. Afin de comprendre pourquoi on suppose que le

parametre & € [%, 1 [, plutdt qu’écrire la preuve directement avec & = % on

écrira toute la preuve avec & € [%, 1 { (voir dans la preuve de la proposition
4.3.5 les majorants des égalités 4.4 et 4.5).
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Prologue

On va commencer par des notations : pour alléger 1'écriture on définit sur
le compact [—4, ] la fonction de la variable E :

e(E) 1 e(E)
+= In(h) + arg (F (E i
et sur le compact [—1, 1] la fonction de la variable A :

fu(A) = F(AR7)

61 (ABY) + 6 (AR%) (A% 1 e(ARY)
- 5 +g+€h ln(h)—l—arg(l"(z—l—lsh )),

puis sur [—4, d] la fonction de la variable E :

p(E) = HEFO(E) |

NS

0+ (E) - 0-(E)

Gh(E) = >

et sur [—1,1] la fonction de la variable A

04 (Ah%) — 6_(Ah%)

gn(A) == Gp(AR") = 7

Pour finir avec les notations, sur le compact [—1, 1], on définit les deux fonc-
tions V), et Zj, par

B . cos (gn(A)) )
yh(/\) T fh(A) ccos <\/1+exp (27‘[8(/\;1“)/;1)> '

B cos (gn(A))
Zp(A) == fu(A) + arccos (\/1 + exp (Zns()th”‘)/h)> .

Le théoreme 4.2.2 affirme alors exactement que :

A))
h*A € Xy (Py, [—h*, h* cos (81 N §
i (P [ e V/1+exp (2rre(AR®) /1) o
_ cos(gp(A))
fn(A) = arccos <\/1+exp(2n£(Ah”)/h)) [27]
o ou
fi(A) = —arecos <m§f§<(§ii??mwh>) o
V(M) € 2nZ
N ou
Z,(\) € 2nZ.

L’idée pour expliciter le spectre est d’inverser les fonctions YV}, et Zj, pour avoir
une formule explicite. On va d’abord montrer que :
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Proposition 4.3.5. Pour h assez petit, la fonction Yy, (resp. la fonction Zy) réalise
une bijection strictement décroissante de [—1,1] sur Yy, ([—1, 1)) (resp. sur Z;, ([—1,1])).
En outre, on a uniformément sur le compact [—1,1] que

he=1In(h) Loy < V() < ah®1In(h)

+O0(h* Y.
—V"(0) —V"(0)

De méme pour la fonction Zy,.

Démonstration. Avec la définition de la fonction ), pour tout A € [—1,1] on

: N | cos (gn(A))
Vi(A) = fu(A) = 55 |arccos <\/1 Texp (ZHS(Ah”‘)/h)ﬂ
0/ (AR®) + 67 (AR%)
2

o e (3 )] - 3 e (et )|

On va estimer, un par un, les quatres éléments de cette somme. Comme la

fonction E — — (©/, (E)+ ©"_(E)) /2 admet un développement asympto-

tique en puissance de i de —1 a +o0, avec des coefficients de classe C* par

w0 (ABY) 46 (ARY)
2

=" + B L (AR®) In(h)

rapport a E, on a donc que la fonction A +— —h admet un

développement asymptotique de « — 1 a 400, avec des coefficients C* par

rapport a A, ainsi nous avons sur le compact [—1, 1]

O (ARY) + 07 (ARY)
2

Ensuite on va estimer le terme A +— h*~1¢/(Ah%) In(h) : en utilisant le dévelop-
pement asymptotique de la fonction € et en le dérivanton a :

—h

=0 Y.

+
3

e/ (ABY) = Y (AR )W = ey (AR") +2 (AR HI
0 j=1

-.
i

+o0 .
= ¢9(0) +O(h*) + ) & (AR
j=1

+00 ,
L o+ Y e,

_V// (0) ].:1

Par conséquent nous obtenons que sur le compact [—1, 1]

a—1,1 « h! ln(h) 20—1 S / aypjta—1
e (Ah*) In(h) = —==+0O(h In(h)) + Zsj()\h W In(h).

-v"(0) j=1

Estimons maintenant le terme A — & {arccos < cos(g (A ) ] : par un

V/1+exp(27e( /\h"‘)/h)

simple calcul de dérivée on a pour tout A € [—1, 1] I'égalité :

5 cos (gn(A))
= larccos (\/1 Fexp (2ns(/\ha)/h)>]
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_ sin(g,(A))gy,(A) [1 4+ exp (2re(AR*) /h)] + mth* e/ (Ah®) cos(gn(A)) exp (27te(ARY) /1)

(1+exp (2e(Ah*) /h)) \/1 + exp (2rte(Ah*) /h) — cos? (g,(A))
_ sin(gi(1))gh (V)
1+ exp (2me(Ah®) /h) — cos? (g, (1))
N Th*~Le! (Ah®) cos(gy, (1)) exp (27te(AR*) /h)
(14 exp (2me(Ah%) /h)) /1 + exp (27te(Ah*) /h) — cos? (g, (A))

Or pour tout A € [—1,1], comme : 1+ exp (27te(Ah*)/h) > 1 on a donc la
minoration :

V14 exp (7e(AR®) /1) — cos? (g4(A)) = 1/1 — cos? (g(1)) = Isin (g4(A))];

d’ott pour tout A € [—1,1] :

sin(gx(1))8,(A)
V/1+exp (2me(Ah*) /h) — cos? (g (7))

] [9+(/\h“)—9 (/\h“)”zha

< |gn ()]

0, (AR*) — 6" (AR®)
2

oA 2

hD{
T2

Sy (AB®) = S (AR®)
h

+ (S L (AB®) = S} _(Ah%)) +2( (AB) = §],_(AR®)) Wi~

— oY)

sur tout le compact [—1, 1]. Ensuite comme pour tout réel A € [—1,1] :

\/1 +exp (2rte(Ah%) /h) — cos? (g, (1)) > exp (we(ARY) /h);

nous avons alors que pour tout scalaire A € [—1,1] :

th*~Le! (Ah*) cos(gp, (1)) exp (27te(ARY) /1)
(1+exp (2e(Ah*) /h)) \/1 + exp (2rte(Ah*) /h) — cos? (g, (1))

< ‘nhﬂ‘*ls’(/\h“) exp (e(Ah*) /h);

avec d'une part

mh* L (ARY)| =

n.hocfl +o0o .
————+ 0 ) + Y mef (AR )W
_V//<0) ].:1

=O(h* 1)
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sur le compact [—1, 1], et d’autre part

i3 ARt ! 20—1 - ayz,j—1
exp (me(Ah®)/h) = exp | ——=+O0O(F** ")+ )_ mej (AR )W ;
-v"(0) j=1
(4.4)
comme & > 1, on en déduit alors que sur le compact [—1,0]
A —exp (me(Ah*) /h) = O(1);

ainsi sur tout le compact [—1, 0]

a—1./ « o
1 th*~ e (Ah*) cos(gn(A)) exp (2rte(AR™) /h) | — o1,

(1 +exp (2me(Ah%) /h)) /1 +exp (2re(Ah*) /h) — cos? (g, (1))

D’autre part, pour tout A € [—1, 1] on a aussi

Th*~Le/ (Ah®) cos(g, (1)) exp (27te(AR*) /h)
(1+ exp (2rte(AR*) /1)) \/1 + exp (2rte(Ah%) /h) — cos? (g, (M)

>exp(2me(AhY) /h) >exp(re(Ah®) /h)

- Th*~Le/ (Ah®) exp (27te(ARY) /h)
- exp (37te(Ah%) /h)
= 7th* L' (Ah*) exp (—mte(ARY) /) ;
_V_/
—O(he-1)
avec

o ARt 20—1 = ayg,j—1
exp (—me(Ah*)/h) = exp | ———=—=+O(K**7") = ) me;(AR )W | ;
—-V"(0) j=1
(4.5)
donc toujours comme a > 1, on en déduit que sur tout le compact [0,1] on a
A — exp (—me(Ah*)/h) = O(1);
ainsi sur tout le compact [0, 1] on obtient

mth*~1e'(Ah%) cos(gx(A)) exp (27te(ARY) / h)
(1+exp (2me(Ah*) /h)) \/1 + exp (2me(AhY) /1) — cos? (g, (A))

| =O(h* 1),

On vient donc de montrer que sur [—1,1]

A i larccos ( cos (gn(Y) )
A V/1+exp (2re(Ah®) /h)

Ensuite, pour finir, on va calculer et estimer la fonction

e & o ()
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pour tout A € [—1,1] nous avons :

2 {arg (F (% +l.s(Ahh“)))] -2 [Im (ln (F (% “8();:1&))))]
[ (o () [ )

r(§+i40)
(1 .e(AR"Y)
T (2 ti=g— )] 1 (AR Re (T (1 +is(/\ha)>) '

= h* 1/ (Ah%)Re

.e(AR™ 2 h
r ( 14 ean) ))
out ¥ est la fonction di-Gamma définie sur C — Z~ par ¥(z) := rr/((zz)) (voir

[Ab-St]). Rappelons que pour tout réel A € [—1,1],

o a—1 o0 .
S(Ahh o A opety 4 Y e (An)HL

Donc comme la fonction x — Re (‘Y (% + ix)) est paire et strictement crois-

sante sur R, on en déduit I'encadrement pour tout A € [—1,1] :

Re <‘I’ <% + iO(h2"‘1))> <Re <‘I’ <% + iS(Ahha)»

1 ihe1
<Re ¥ |z4+ ———+iO(n*! )
(v(3+ o))

Alors d’une part, comme & > 1 nous avons que sur le compact [—1,1] :

Re (‘Y (% + z’O(hz“l))) =0(1);

d’autre part, comme (voir [Ab-St]) pour |y| — +oo

Re (‘I’ (%—Hy)) :1ny+o(%)

on en déduit (car < 1)

Re [¥ (14 _im +i0(h?%~1)
2 _V//<0)
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puis comme

1 o 1
2 = hM 2 30_2
( ol o 1)) “v o)
-v"(0)
_ VO o o 2wy _ oy(2-2ay.
= o~V OFF 00 = 00,
et que
he-1 pe-1
In|———— +O0(h* )| = In|— (1 + O(h"))
—V”(O) _V//<0)
per-1
=In|———=|+In[1+0("h")| = (a—1)In|h| — —V"(0)| + O(h*);
_V//(O)

on en déduit I'égalité

Re [ ¥ 1+£+i0(h2‘"—1) .
2o

\/—v”(o)‘ +O(h*) + O(h*~2).

Par conséquent, pour tout A € [—1,1] nous avons 'encadrement :

my(h) < % [arg (T (% +1%)>} < Ma(h);

ot les fonctions m(A) = m(A,a, h) et M(A) = M(A,a, h) sont définies pour
tout A € [—1,1] par:

=(a—1)In|h| —1In

m(A) == h""1¢/(Ah%)Re <‘{’ <% + iO(h2"‘1))>

:O(hocfl)’,
et
a—1_/ ® 1 iha_l . 200—1
M(A) :=h* " (Ah*)Re [ ¥ §+7+10(h )
—V”(O)
a—1
:{ f h2“1] (@ —1)In|h| —In |/ —V"( ’+Oh”‘+Oh2 2“)}
_V//
— Dh +O<h"‘ 1)

JT

187



Ainsi au final, on en déduit que pour tout A € [—1,1]:

he=LIn(h) Loy < V() < ah* in(h)
—V"(0) —V"(0)

O(h*~1).

Ensuite pour /1 assez petit on conclut que pour tout A € [-1,1], V;(A) < 0
et donc la fonction ), est bien strictement décroissante sur le compact [—1, 1].
De méme pour la fonction Zj,. O

Existence des deux familles de valeurs propres

Comme les fonctions ), et Zj sont toutes deux bijectives, considérons
leurs bijections réciproques, que ’on renote par :

Ap =Y D ((F11]) = [-11];

By:= 21 Z,([-1,1]) — [-1,1].

Ainsi la condition nécessaire et suffisante des valeurs propres semi-classique
devient :
h*A € Zy(Py, [—h*, h*])

Yi(A) €2nZ  avech € [—1,1]
ou
Zy(A) €2nZ avecA € [—1,1]

=

S Ae ( U .Ah(27rk)) U (U Bh(an))

kel le]y

ol on a posé

I i= {k € Z, 27tk € Y, ([~1,1])} = w nz,
Jhi={l €2, 21l € 2, ([-1,1])} = w nz.

En résumant nous avons alors la :

Proposition 4.3.6. L'équation (P, — h*Aly)u, = O(h*) admet une solution u; €
L%(R) non triviale avec son microsupport MS(uy,) = p~1{0} si et seulement si :

Ae ( U Ah(an)) U (U Bh(an))
kel le]y

oit Ay =Y, 1, By=Z, et = W) A7 1 = w nNZ.

27

Notons bien que les ensembles Ij, et J; ne sont pas vides, en effet on a
méme un encadrement du nombre d’éléments de ces deux ensembles :
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Proposition 4.3.7. Pour h assez petit, nous avons les encadrements suivants :
aht1 In(h) pr1 In(h)

T/ —V"(0) T/ —V"(0)

oit E[x] désigne la partie entiére de x. On a le méme encadrement pour le cardinal de
I'ensemble J[j,.

E +O(h"‘1)] < Card(I;) < E [— +Oo(n* Y| +1

Démonstration. On va faire la preuve de la proposition uniquement pour 1'en-
semble [,. Comme la fonction ), est strictement décroissante sur le compact
[—1,1], le diametre du compact V), ([—1,1]) est simplement donné par la rela-
tion :
diam (Y ([=1,1])) = Vu(=1) = Vu(1).
Par le théoréme des accroissements finis il existe unréel ¢ = &(h) € |—1,1] tel
que :
Vi(=1) = V(1) = =2);(8) > 0.

On obtient donc avec I’estimation de la fonction y; I’encadrement suivant :

a—1 _npa—1
a0 L 61y < diam (9 ([-1,1])) < —2 ) L o ey,
—V"(0) V" (0)
La suite de la preuve est alors directe. O

Quinconce et interstice

Comme on 'a vu, dans le compact [—h*, h*] (avec & > %) le spectre semi-
classique de l'opérateur :

K2 42
C2dx2
est constitué de deux familles : d’abord la famille

Dck(h) = haAh(ZT(k), kel

P, = +V

puis la famille

,Bl(l’l) = I’lth(ZT[Z), e
Donnons les propriétés importantes de ces deux familles de nombres réels

Proposition 4.3.8. Pour h assez petit, les deux familles de réels (ay(h)) e, et (B1(h))
sont strictement décroissantes.

le]y

Démonstration. Cela tient juste du fait que les fonctions )V}, et Zj, sont de classe
C! et strictement décroissante, donc leurs bijections réciproques le sont aussi.
O

Proposition 4.3.9. La famille

{@a0)es, B0y, )

est une famille de réels deux a deux bien distincts; en d’autre termes :

@ (0))ey, ) (Bi(1))ye, = .
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Démonstration. Les familles {a(h)},c;, et {Bi(h)},c;, étant des familles de
réels strictement décroissantes, il suffit juste de vérifier que ces deux familles
n‘ont pas de valeur commune. Raisonnons par l’absurde : supposons donc
qu’il existe un couple (k,1) € I, x J, tel que ag(h) = B;(h), ie : Ap(27k) =
By, (27tl). En notant par A cette valeur commune, ¢’est-a-dire :

A= A, (27tk) = B (2xl);
puis en appliquant les fonctions V;, et Z, sur le réel A, on a que
Yi(A) =2mk € 2nZ et Zy(A) =2nl € 2nZ

et par conséquent :
yh<)\) — Zh(/\) €2nZ,;

donc par définition des fonctions ), et Z;, nous avons

—2 arccos < cos (gn(A)) ) €2nZ
“)/h)

V/1+exp (2me(Ah

cos (gn(A)) .
arceos ( V1+exp (27rs(x\h“)/h)> € ne;

ainsi nécessairement on a

cos (g(A))
1+ exp (2me(Ah®) /h) € =11}

Ce qui implique finalement 'égalité :

cos? (gn(A)) = 1+ exp (2me(Ah®) /h)

<1 >1

qui est absurde, d’ot1 la proposition. O

On va maintenant s’intéresser a comparer ces deux familles entre elles,
pour cela il faut prendre des indices appartenant a I;, N J;,. On va donc d’abord
s’assurer que I'ensemble I; N ], C Z est non vide.

Proposition 4.3.10. Pour h assez petit, nous avons

E [Dc((:f — 1)]10‘—1 ln(h) + O(ha—l)] < Cm’d(lh N ]h)

m\/—V"(0)

r {(g 1)L In(k)
y/—V"(0)

oit & = &(h) €] — 1,1[.

+1

+0(h* 1
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Démonstration. Ecrivons juste la différence entre les fonctions ), et 2, , pour
tout A € [—1,1] nous avons

. cos (gn(A))
Vild) = £4(4) = =2 CC°S<¢1+exp<zns<Ah“>/h>>

e[—2m,0]

donc en particulier
Yi(=1) = 2,(=1) <0 et V(1) = 2,(1) <0

(pour le strict dans les inégalités, voir la démonstration de la précédente pro-
position) ; et donc

V(1) < Z,(1) < Vu(-1) < Z4(-1).

Ensuite comme d’apres la preuve de la proposition 4.3.5 on a 'encadrement :

Lo L1y < diam(y([—1,1))) < —2E ) g
_V// (O) _V//(O)

(h*7h)

et en utilisant aussi que pour tout A € [—1,1]
(Vr(A) = Zp(A)| < 21

on voit immédiatement que pour h assez petit Y, ([—1,1]) N Z,([-1,1]) # @;
et on a méme mieux, en effet comme :

diam (Y, ([=1,1]) N 2, ([=1,1])) = Vp(=1) = Z,,(1)

puis que
Zp(1) <Mu(=1) < Z(-1)

par le théoréme des valeurs intermédiaires il existe unréel & = &(h) €] —1,1]
tel que V,(—1) = 2,(&), par conséquent nous avons

diam (Y ([=1,1]) N 23, ([=1,1])) = 24(&) — Z5(1)

= Z,(0)(¢—1);

ou® = 6(h) € |¢, 1] est donné par le théoreme des accroissements finis ; d’ot
au final I’encadrement :

sh I E =) 4 6a1) < diam (V) ([-1,1]) 1 25 ([~1,1))

_V// (O)
a—1 _
< h ln<h)<‘: 1) —l—O(ha_l)
_VH (0)
et on en déduit alors la proposition. O
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yh([_l/l])zr:_(zh([_l'l]) N7Z

Proposition 4.3.11. Pour h assez petit et pour tout k €

a(h) < Br(h).

Démonstration. On sait déja que pour tout réel A € [—1,1]

cos (gn(A)) <0
V1+exp (2me(A®)/h) ) —

€[—2m,0]

Wu(A) — Z,(X) = —2arccos <

La proposition 4.3.9 nous informe de plus que la précédente inégalité est stricte :
pour tout A € [—1,1]
Vu(A) < Z(A).
Vu([=11DNZ,([=11])
([ }ZH W(Z11) A7

De la on déduit que pour tout indice k €
Vi (Ap(27tk)) < 23 (A (277K))

ie:

2tk < 2, (.Ah(zn'k)) .
Comme par hypothese 27tk € Zj, ([—1,1]) en appliquant sur la derniere inéga-
lité la fonction By, : 2, ([—1,1]) — [—1,1] (qui est strictement décroissante)

on arrive a:
Bh(Zﬂfk) > Ah(2nk)

et donc

a(h) < Br(h).

Ensuite dans le méme style onala:

Proposition 4.3.12. Pour h assez petit et pour tout indice k € Y h([fl’l]);rzh([fl’l]) N

Z. nous avons :

Bi(h) < ar—1(h).

(=L1)NZ,([=11])

e N Z, considérons les

Démonstration. Pour tout indice k € 2
deux réels 0, = 6;(h), {x = {x(h) donnés par

O = Bh(ZT(k) S [—1, 1],‘
Ly = Ah(ZT[k) - Ah(ZTI(k - 1)) < 0.

Alors comme :
V(O + Cx) — Zn(6k)

= fu(Ox + Cx) — fu(6k) —arccos< cos (gn(0k + k) )

VI T oxp (2re((6 + L)) /)

_< cos (3 (6)) )
I+ exp (2e( (8 + Goht) /h)

= fu(Ok + Ck) — fn(0) +O(1)
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= fi(w)Ck +O(1)
—_—

-
>0 (car {;<0)

ot Ty = T (h) est donné par le théoreme des accroissement finis ; alors :

V(6 + i) > Z,(6)
ie:
Vi (By(27tk) + i) > 27tk.

D’ot1 en appliquant la fonction A, (qui est strictement décroissante) nous ob-
tenons alors :

Bh<27'[k) + e < Ay, (27Tk)

et ainsi

By (27mtk) + Ay (27tk) — Ay (2m(k — 1)) < Ap(27k)

soit encore

Br(h) < ax_q(h).

Pour finir, estimons la distance entre les valeurs propres :

Proposition 4.3.13. [l existe C et C' deux nombres réels strictement positifs et indé-
pendant de h tels que :

Ch C'h Ch C'h
|h‘1(l’l)| < ‘Dckle(h) _D‘k(h)| < \ln(h)\' |h‘1(h)‘ < ‘ABlJrl(h) _:Bl(h)| < \ln(h)|

Démonstration. Or pour tout indice k € Y "([_1’1])222"([_1’1]) NZ,ona:

|1 (h) —ag(h)| = 1 [ Ay 27t(k+1)) — Ay (2725
= 27th" | A} (Zk) |

ouleréel &y = Gy (h) € |k, k + 1] est donné par le théoreme des accroissements
finis. Il reste alors a écrire simplement que

44691 = |5y
pour avoir 'encadrement suivant :
@ @
7h““5‘,(h>2n+h s B 7““”2(;'7{-}: o1y’
—V(0) =V(0)
Ensuite il reste juste a noter que :
h* h

hTIn(h)|+O(h*—1) ~ |In(h)]+ O(1)
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N |1nlgh> 1+o(l;) - |1nlgh> (”O <|1nzh>|>)

[In(#)]

et comme pour h assez petit 1/ In(h)?> < h/ |In(h)| on démontre la proposi-
tion. O

En résumant toute cette partie 4, on a bien montré le théoréme 4.3.1.

4.3.4 Quelques remarques

Pour finir, on va donner deux remarques, la premiére est technique et
concerne le diametre du compact ou1 le théoréme principal 4.3.1 est valide.
Dans la seconde remarque on tente de donner un panorama global sur 1’allure
du spectre du double puits a I'aide des résultats connus sur le haut de spectre
[Ram], [Col8] et sur le bas de spectre [He-Sj1]. Quelques tracés numériques
sont aussi proposés.

Une remarque technique

Dans la preuve du théoreme 4.3.1 on a vu la nécessité technique d’avoir
supposé a > % (voir en particulier dans la preuve de la proposition 4.3.5
les majorants des égalités 4.4 et 4.5). Cependant, malgré cette hypothese, le
théoréme 4.3.1 reste assez intéressant, notamment en vue d’applications : par
exemple pour 'étude de la dynamique quantique d"un paquet d’ondes, en ef-
fet la taille v/ est (modulo un facteur multiplicatif) la taille d’'un boule d’aire
h, c’est a dire en physique la taille d’un quanta.

Une remarque sur le spectre global du double puits

Pour fixer les idées, on va supposer que le double puits est symétrique
(la fonction V est paire), le bas du spectre est alors uniquement constitué de
quasi-doublets! de valeurs propres distant 1'un de l'autre de &. Le haut de
spectre est constitué de valeurs propres régulierement espacées de taille
(voir [He-Ro], [Col8]). Sur la figure 38 on voit le passage du spectre quasi-
double correspondant au bas du spectre au spectre simple correspondant au
haut du spectre. On voit aussi que les valeurs propres se resserrent entre elles
au passage du maximum local et s’écartent lorsque on monte vers le haut du
spectre.

IEn fait les valeurs propres sont toutes simples, mais la présence des deux puits induit deux
spectres exponentiellement proches 1'un de l'autre ; voir [He-Sj1].
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10 20 30 40

Fig. 38. Tracé numérique d’une partie du spectre du double puits symétrique : sur
I'axe des abscisses on trouve un indexage des valeurs propres, et sur I'axe des
ordonnées on trouve les valeurs propres.

La figure 39 ci dessous décrit la différence entres 2 valeurs propres consé-
cutives : en passant du bas au haut du spectre on voit que l'oscillation in-
duite par le phénomene de quasi-doublets diminue jusqu’a disparaitre. Sur
cette méme figure 39 on distingue aussi tres bien le resserrement “logarith-
mique” des valeurs propres au passage du maximum local, puis I'écartement,
lui aussi “logarithmique”, des valeurs propres quand on remonte dans la haut
du spectre.

0.025 1

0.02

o

0.015 1

0.014

=

0.005

|
|
o

40 60 80 100
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Fig. 39. Tracé numérique de la différence entres 2 valeurs propres consécutives dans
le cas du double puits symétrique : sur I'axe des abscisses on trouve un indexage des
valeurs propres, et sur l'axe des ordonnées on trouve la différence entres 2 valeurs
propres consécutives.

Cet chapitre donne le trait d’union entre ces deux zones : méme si les tran-
sitions restent mathématiquement délicates a écrire, on peut imaginer qu’en
partant du bas de spectre et en montant vers le maximum local, la quin-
conce exponentielle des quasi-doublets augmente jusqu’a apparaitre claire-
ment. Dans le méme temps, toutes les valeurs propres se resserrent (passage
de la distance spectrale h a 1/ |In(h)|). Ensuite quand on continue de monter
du maximum vers le haut de spectre, il faut la aussi imaginer que la quin-
conce devient équidistante et que les valeurs propres s’écartent (passage de la
distance 11/ |In(h)|a h).
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Chapitre 5

Dynamique hyperbolique

5.1 Introduction

Ce chapitre propose une étude la dynamique semi-classique en temps long
dans le cas d"un hamiltonien quantique de dimension 1 avec une singularité
hyperbolique ; c’est-a-dire dans le cas d'un opérateur de Schrodinger avec un
potentiel type double puits. Ce chapitre est 'analogue hyperbolique du cha-
pitre 2. A l'instar du chapitre 2 on va aussi utiliser la description locale du
spectre (en particulier autour de la singularité) pour comprendre la dyna-
mique semi-classique associée. Le chapitre précédent donne justement une
description locale dans le compact {—\/ﬁ, \/ﬂ du spectre de l'opérateur de
I'opérateur de Schrodinger en dimension 1 :

K2

avec V un potentiel double puits ; c’est-a-dire : V € C®(R) telle que
lim V(x) = +o0

|x|—o0
et V possédant exactement un maximum local non dégénéré, que I'on suppo-
sera atteint en 0, ainsi : V(0) = 0; V/(0) = 0; V"(0) < 0. Dans ce chapitre
(et ceux pour des raisons techniques) on va seulement “utiliser” le spectre de
I'opérateur P, dans le compact [—h, h] C {—\/ﬁ, \/ﬂ . Précisément on va tra-

vailler avec un état initial (vecteur initial dans la dynamique) microlocalisé
dans un compact de diametre de taille /. La raison de ce choix est technique;
en effet les estimations des lemmes 5.5.1 et 5.7.1 sont trés délicates a faire dans
le contexte plus “général” {—\/E, \/ﬂ .

Dans ce chapitre on utilisera les résultats du chapitre précédent avec o = 1.

La théorie générale (voir le chapitre 1) nous informe que le spectre semi-
classique de I'opérateur Pj, est constitué d’une suite de valeurs propres de
multiplicité finie s’accumulant en +co :

mi]lrle(x) <A(h) <Ap(h) <--- < Ay(h)— + oo.
xe
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Notation 5.1.1. On notera par e, les vecteurs propres de Py associés Pne;, =
An(h)en. Ces vecteurs propres forment une base hilbertienne de L?(R).

On a vu dans le chapitre précédent que le spectre de 'opérateur P, dans le
compact [—h, h] est constitué d’une réunion disjointe :

(e (1)ex, L] (B () gy,

de deux familles de réels (ay (1)), et (B;(h)),; s’écrivant ay (h) := hAj,(27tk), Bi(h) :=
hBy,(27tl) ; les fonctions A, et By, étant de classe C* uniformément par rapport

ah > 0.De plus les familles (ax (/1)) et (B;(h)); sont strictement décroissantes

et en quinconce :

Brr1 () < ag(h) < Br(h) < ap—q(h).
En outre l'interstice spectral est de 'ordre de O(h/ |In(h)|).

Notation 5.1.2. On notera par O 'ensemble des indices des valeurs propres
de l'opérateur Py dans le compact [—h, h] ®f, := {n € N, A, (h) € [~h,h]}.

5.2 Expression de la fonction d’auto-corrélation

Soit maintenant un vecteur initial ¥y € D(P,) C L?(R) et notons par
(cn(h))nen la suite de 12(IN) donnée par (c,(h))uen = 7(1ho). La fonction
de retour dans la base des vecteurs propres s’écrit sous la forme

Ici, on va juste utiliser “la connaissance” des valeurs propres de P, dans le
compact [—h, K] ; on va donc réécrire la précédente série en faisant apparaitre
I'ensemble @), : pour tout réel ¢

2 it 2 _jt
()= Y leafe T 4 N ey fte A,
ne@h ne]N—@h
Par la suite, avec un choix d’était initial localisé autour de 'origine ; la seconde

série sera alors nulle (modulo un reste en O }W }). Ensuite pour la série qui

reste 'idée naturelle est alors de la découper en deux de maniére a faire appa-
raitre les deux familles (ay (1)), et (B;(h)), . Pour faire ce découpage il faut étre
un peu prudent car les ensembles d’indices Ij, et J;, ne forment pas directement
une partition de ®;,. On va cependant en construire une : comme les valeurs
propres de l'opérateur P, dans le compact [—h, h] sont toutes distinctes ; pour
tout indice k € I, (resp. | € Jj) il existe un unique indice o7 (k) € O, (resp.

(1) € ©y) tel que :
{ hAL(27k) = Ag (k) (1)

hBh (27‘(1) = )\(72(1) (h)

On peut alors définir les applications :
I, -0, Jn — 0Oy
o1 et 0
k — oy (k) I— oy(1)
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Ces deux applications 07 et 0, sont clairement injectives ; ainsi I, et o (I;,) sont
en bijection et J;, et 02(J;,) le sont aussi. D’autre part, on a aussi que o1 (I;) et
02 (J,) forment une partition de ©;. Ainsi la fonction de retour r(f) se reécrit
comme suit :

()= ¥ lale 04 Y g Pe i)
keo (1) leay(Jy)

+ 2 ‘Cn|26—i£)\n(h)
YIEN—@;,

= L [ ¢4+ T

kGIh le]h

Y fenPeiim ),
nelN—-0,

2
—itBy, (27l
%(z)’ e~

On va alors étudier ces deux premieéres séries de fonctions indépendamment
l'une de l'autre.

Définition 5.2.1. On considére les fonctions d’auto-corrélation partielle de
notre systéme hamiltonien

2 .
a(t) = ¥ Jeoyqp| e ™, b(1) = 1
kel L€Jy,

2 .
c ‘ e—ztBh(an).

a2(1)

Avant d’étudier ces quantités en détails; on va d’abord définir un état ini-
tial pour la dynamique semi-classique.

5.3 Choix d"un état initial localisé en énergie

5.3.1 Préliminaires

Définissons un état initial ¢y de la dynamique dépendant de & et localisé
autour d’un nombre réel E;, proche de l'origine. Soit un réel E € [—1, 1] indé-
pendant de & et posons Ej, := hE.

Définition 5.3.1. On définit ny = ng(h, E) et my = my(h, E) les entiers natu-
rels :

ng := argmin |h A, (27tn) — hE| et mg := arg min |h3;,(27tm) — hE|.
nEIh mGIh

Remarque 5.3.2. Dans le cas ol le réel hE serait exactement au milieu de deux
valeurs propres consécutives h.A; (27tn) et h A, (27tn 4 27) on choisira de prendre
ng = n. On supposera ainsi que l'entier 79 est unique. De méme pour l'entier
mp. On va supposer ici que ces deux entiers 7 et 1y sont uniques.

L’entier ng (resp. mg) est donc 'indice de la valeur propre de la famille
(ax(h)); (resp. de la famille (B;(h)),) la plus proche du réel hE. Ainsi comme
l'interstice spectral est de I’ordre de O(h/ |In(h)|) il existe une constante réelle
C > O telle que:

Ch Ch

_ < - — < —.
|h Ay (27tng) — hE| < ]’ |hBy, (2tmg) — hE| < o]

On a alors le lemme :
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Lemme 5.3.3. Pour h — 0 on a les équivalents suivants :

M
nowﬁetmorv?

ot N et M sont des réels non nuls.

Démonstration. On va donner la preuve uniquement pour l’entier 9. Comme

C

< —
‘Ah(27’[ﬂo) E| |1 I’l|

c’est-a-dire que Ay (27tng) = E+ O (ﬁh‘) nous avons alors

1
2mtng = Yy, <E+O<l h|>)

(el e L

[Inh

Avec par définition (voir chapitre précédent)

(e +o () = (+0 (m))

_ 0L (RE+ O/ [In()])) +6- (HE+O (/ In())) , 7
2

2
e(hE+ O (h/ |In(h) 1 . e(hE4+O((h/|In(h
LUE OGN 13 g (1 (1 4 £ BE+OU 1))

En multipliant 27tny par & nous avons donc :

6+ (hE4+O (h/ |In(h)|)) + 60— (hE+ O (h/ |In(h)|))
2

2nngh = —h

cos (gh (E+O (|1n—m)))

1+ exp (27e (hE+ 0 (i) ) /)

Evaluons un par un les cinq termes de droite de la précédente égalité. Comme
la fonction

+§h+s (hE+O (h/ |In(h)|)) In(h) + harg (r ( 4 E(E+O(R/ ln(h)I))))

—h arccos

6 (hE+ O (h/ [In(h)|)) + 60— (hE+ O (h/ |In(h)|))
2

admet un développement asymptotique en puissance de & de —1 a +o0, nous
avons

Er— —

+ (hRE4+ O (h/ |In(h)|)) + 60— (hE+ O (h/ |In(h)]))

0
—h 5

=0(1);
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on a méme mieux, pour 1 — 0

0. (hE+ O (h/|In(h)])) +6_ (hE+4 O (h/ In(h)]))

—h 7

1 -
— =5 (85,(0)+55,(0)) #0
ot les quantités ST /S~ sont définies au chapitre précédent. Ensuite :

BE+0 (1/ In(B)]) ,
-V"(0)

e (hE+ O (h/ In(h)|))In(h) = O(h?) | In(h) — 0.

Pour finir, comme

a (1 (4 4 £UEOU )Y _ o

et

cos (gh (E+O(|h3—h\))) = 0(1);

\/1 +exp (27e (RE+0 () ) /1)

onaque, pourh — 0:

harg (1" (%_Hs(hE—i-O(h/ |1n(h)|)))> 0

arccos

h

et

cos (91 (E+0 (mn)))
\/1 +exp (27re (RE+0 (5 )) /1)

;llirrb27m0h = —% (§1,(0) +S,(0));

h arccos — 0.

Ainsi au final

d’oit le lemme proposé. O

5.3.2 Premiére définition (provisoire)

Pour une commodité technique on va d’abord introduire la nouvelle suite :

Définition 5.3.4. Pour tout entier n € ®), on considere la famille :
hAy,(2rtng) sin € oy (1)
Hno =
hBh<27TTYZO) sin e (Tz(]h).

On étend ensuite cette famille en une suite indexée sur IN en posant 1,0 = 0
pour les entiers n € N — @y,

Cette suite prend uniquement deux valeurs suivant 1’entier # : soit la va-
leur propre de la famille (ax (%)), la plus proche du réel hE ; ou bien la valeur
propre de la famille (8; (%)), la plus proche de hE. A ce stade la on peut donner
la premiere définition (provisoire) de notre état initial localisé autour de hE :
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Définition 5.3.5. Considérons la suite (¢, (1)), définie par :

cni=cn(h) = Ky (L’ ;aju”’o lnh'y/) X0 (L’ ;h‘un’0> ,nEZ

ou x € S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire; a’
et 7/ sont deux réels; xo € D(R) telle que xo = 1 sur |—1,1[ et supp(xo) C

[—1,1]; et
o Hn — Hn0 7' Pn — Hnp
Ky = HX( . Inh| )Xo ( T )

On va détailler ce choix d’état initial :

P(N)

— !
1. La terme yx (% [Inh|” ) sert a localiser autour, non pas de Ej;, di-

rectement, mais pour des raisons de commodité technique, autour de la
valeur propre la plus proche de hE.

2. Les constantes a’ et 7/ servent a modifier la dilatation de la fonction yx.

3. La fonction xj sert a tronquer les valeurs propres qui sont en dehors du
compact [—h, h].

5.3.3 Ajustement des constantes de dilatation «’ et

L'unique choix possible pour avoir a la fois une localisation de l’état initial
plus grande que l'interstice spectral de I'opérateur et pour avoir une localisa-
tion dans le compact [—h, h] ; ¢’est & dire avoir en méme temps

he hooon
> ; r<h
Ink|" = [InhA|" inp|Y

est de prendre::
d=10<9 <1

Remarque 5.3.6. Le choix le plus “large” de h*' / \1nh|7/ = h/ \lnh\vl est le
choix consistant a prendre ' = 0.

Sous ces hyphotheses on peut donc supprimer la fonction X et on arrive
donc a la seconde définition provisoire suivante :

5.3.4 Seconde définition (provisoire)

Définition 5.3.7. Considérons la suite (¢, (1)), définie par :
cn = Kyx <L _hV”’O |1nh|7l> ,neZ

ot x € S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire;

0< 9 <1;et
Kj = HX <7‘un —hﬂn,O |lnh|7/>

2(N)
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Quand on écrit alors les fonctions d’auto-corrélation partielles a(t) et b(t)

il apparait les suites (cgl(k)) . et (cgz(l)) 7 pour alléger I’écriture :

Notation 5.3.8. On pose

O = Coy(my = Ky ((An(27en) = Ay (270n0)) [In | ") ;
bus = Coy(my = K ((Bu(270m) — By(270mo)) [Inh|"") .

5.4 Etude d’une fonction d’auto-corrélation partielle

On va dans cette partie étudier une des fonctions d’auto-corrélation par-
tielle ; disons par exemple la fonction t +— a(f). Avant de commencer 1'étude
on va donner une définition définitive d’un état initial. Par le théoreme des
accroissements finis il existe un réel { = {(n,h,E) € V), ([—1,1]) tel que

Ay (2mtn) — Ay (2mtng) = A}, (0)2mt(n — ng)

ainsi comme

A(8) = /

nous avons donc

Ay (27tn) — Ay (27tng) =

27(n —ng)y/—V"(0) (

1
[inf| 1+Ohth‘

On est donc amené a la définition (définitive et plus facile a manipuler) sui-
vante :

Définition 5.4.1. Considérons la suite (a,(h)), ., définie par :

L n—np
ﬂn.—KhX<W>,n€Z

ot x € S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire;

0<9' <1;et
n—np
Ky =|\x| ——=
H <1nh|1_7>

Enongons les premiéres propriétés de la suite a, :

12(N)

Proposition 5.4.2. La suite (a,(h)), € 1>(Z).

Démonstration. Comme x € S(R), il existe M € IN x R tel que |a,| <

(1+—N£12) € I2(Z) etainsi (a,(h)), € 1*(Z). O
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Théoréme 5.4.3. Nous avons que

1 1
Ky = — +0 <\’
500 = )
et ainsi .
Hanle(N) =1 +O ’W‘ .

Démonstration. Avec la formule sommatoire de Poisson, le précédent lemme
et le lemme 2.4.8 du chapitre 2 nous avons l'égalité :

(£
1

=, leZ
[k {{S’ (XZ) (0)+0 ()™ ]

On va maintenant revenir a 'indexage sur IN ; on part de la simple égalité :
n—np
L X L X L ( )
neN (1 n ) nez <lnh1 v ) nse” \[Ink['"7

‘ Z 2 n—mng
2" \nn
Par parité de la fonction § (x?) :

_ too
Zx(" "O>:ZX2<LH_0,> < B AT L

" \Inn*" ) Inh|'=7 =+ nlf

= [na[""'§ (x?) (0)+0|;

Par les théoremes généraux de comparaisons entre séries et intégrales, on ob-
tient la majoration suivante :

By [Inh|=7) Y ! - < By |1nh|<1*7’>’</ diuk
=1 |1+ nol 0o (u+ng)
— AN (k— Bk 1
_ \lnh|(1 7' (k=1) —.
(k—1) pt=1

Maintenant, on sait que quand & — QOon a 1y ~ % ot N # 0, ainsi, quand
h — 0 on obtient

/ B 1 B /
Inh (1_')/ )k k k hk*l Inh (1—’)/ )k
[In A k=1 s 1~ NFI(k—1) [tn
et par conséquent Y, 1 A2 (%) 0] ‘ i ‘ Au final on a bien :
n
? 1
n—mnp 1—9/ 2

x| ———— = |Inh F(x7)(0)+0 il

|| <|1nh|17> 12(N) i ( )< In(k)
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d'ou K, = 1 — O ’1n(i)°° ’ . Ensuite il suffit de réécrire que
VE(X®)(0)[Inh| 72"
o 1 1
lau[I ) = K3 [Inh| {3’ (x*) (0) +O‘ln(h)°°H 140 s ‘

5.4.1 Découpe de la série
Commencons par une définition :

Définition 5.4.4. On définit les ensemble d’entiers A = A(h,E) etT = T'(h, E)

par:
A:={neN,|n—n| <|n(h)|"} CN

et
I''=IN-A
ot le réel y vérifiey < lety+19' > 1.
Remarque 5.4.5. Comme ¢ < 1 nous avons que |In(k)|” < |In(h)| et donc

par conséquent comme pour 1 — 0 on a Card (I;) ~ |In(h)|; on obtient,
pour h assez petit, 'inclusion : A C Ij,. D’autre part comme v+’ > 1ona

[In(h) \177, < |In(h)|” ce qui signifie que 'ensemble A est plus “grand” que
la localisation de I'état initial.

Lemme 5.4.6. Nous avons :

Z |“n‘2 =0

nel

1
1n<h>°°‘ '

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme 2.3.12 du cha-
pitre 2. O

5.5 Détermination du terme principal de la fonction
d’auto-corrélation en limite semi-classique
5.5.1 But

On va étudier la série de fonctions

a:tis Z ‘ﬂn|2 e—itAh(Znn)l.
nelN

que par une formule de Taylor a I'ordre 2, on écrira :

a(t) _ Z |an|2e*if(Ah(27T”0)+A;,(27'5"0)27'((71*"0)+A;{(é’)2”2("*"0)2)
nelN

oul =¢(mh E) € Yy ([-1,1]).

Lemme 5.5.1. Nous avons uniformément sur le compact [—1,1] que :

A (A o) (A) =0

In(h)3|"
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Démonstration. Les formules de dérivation donnent que pour tout réel x €

I ([-1,1]) 0 ) (9
A (x) = — h ©An) (X ;
s (V)0 Ap)° (x)

et donc pour tout A € [—1,1]

;2’(?&)
(Vi) ()

Estimons d’abord la fonction y;l' . Pour tout réel A € [—1,1] nous avons

(A o) (A) =

0" (Al) + 6" (Ah)
2

3 o (352 B e it

Or pour tout A € [-1,1] ona

VI/(A) = —1? + he”" (Ah) In(h)

0L (A) 0" (Ah)
2

= O(h)

et

hs”()\h)ln( ) = (hln )

Estimons ensuite le terme 5 /\2 [arg ( ( ) ) ; un simple calcul montre

: )
2 o)
oo (s 120

= he’ (Ah)Re (‘Y (% - i£<2h)>) — (¢(Ah))*Im <‘{’(1) <% + is(zh)» ,

ott ¥(V est la premiere dérivée de la fonction di-Gamma d’Euler [Ab-St]. Ainsi
clairement la fonction

A % { /(Ah)Re (‘I’ (% +i8(2h)))}

est égale a un O(1) sur le compact [—1,1]. Pour finir estimons le terme

9 cos (gn(A))
Ao [ar“os <\/1 +oxp (2718()\11)/11))] ’

par un calcul un peu laborieux, pour tout scalaire A € [—1, 1]

52 cos (gn(A))
=3 [arccos <\/1 Texp (zng(Ah)/h)>
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ol le numérateur Nj, (1) est un polynome de degré fini indépendant de i en
les variables

0 0?
(cos(gh(A)) sin (gx(A)), _A(gh( ). "IN (&n(A))

% (8(211)) s ( > exp (2re(Ah) /h)>

Ainsi A — Nj(A) = O(1) sur tout le compact [—1, 1] . Ensuite le dénominateur
est donné précisément par

NIw

Dj,(A) = (14 exp (2me(Ah) /h))* (1 + exp (27te(Ah) /h) — cos? (gh(/\))) ;

alors comme la fonction A — exp (27te(Ah) /h) estun O(1) toujours positif sur
le compact [—1, 1], on voit sans peine que sur [—1, 1]
1

A e =0(1).

Ainsi au final sur le compact [—1,1]

a A
A+ = |arccos cos (gn(})) =0(1).
oA V/1+exp (2re(Ah)/h)
Par conséquent sur [—1,1] nous avons que A — Y;'(A) = O(1). Pour finir
comme on a uniformémént sur le compact [—1, 1] I'égalité

sur tout le compact [—1,1].
(|

on en déduit alors A — (A}l 0 V) (A) =0 ‘

n(n)?

5.5.2 Définition d"une échelle de temps spécifique

Proposition 5.5.2. Soit « un réel vérifiant l'inégalité : &« < 3 — 2. On a alors
uniformément pour t € [0, [In(h)|"] :

Z |an‘2e—it¢4h(2nn Z ‘a | e~ .Ah 27tng)+Aj, (27tng) 27 (n— nO))—l-O (|11’1( )|oc+2'yf?>) )
nelN nelN

Démonstration. Etudions la différence ¢(t) := €(t, h) définie par

S(t) — Z |an|26—it.Ah(27'm) _ Z |a ‘2 —lt(.Ah(Znno)-i-.A' (27tng)27(n— 7’10))‘
nelN nelN

La formule de Taylor-Lagrange a 1'ordre 2 donne l'existence d'un réel { =
{(n,h,E) € Yy ([-1,1]) tel que
Ap(27tn) = Ay (27tng) + A}, (27n9)27t(n — n) + Ay (§)278 (n — ng)?
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et ainsi pour tout réel ¢

Z ‘ﬂn| e .Ah 27tng)+Aj (271n9) 27t (n—n9) + AZ(Q’)Zrﬁ(nfno)z)
nelN

B Z ‘a ‘ e~ .A;, 21tng)+Aj, (27rn0) 27t (11— no))|
nelN

Z ‘ﬂn|2 e—it(Ah(27rn0)+A§7(27rn0)27r(n—n0)) {e—itAZ(g)an(n—ng)z . 1} )
nelN

Avec les ensembles I' et A et par inégalité triangulaire on obtient pour tout
t>0

Z |a ‘ e .A;, 27tng)+Aj, (27tng)27 (n— ng)) [e—it.A;,’(C)an(n—no)z _ 1}
neA

Z |a ‘ e .A;, 27tng)+Aj, (27tng) 27 (n— no)) [e—it.A;,’(C)an(n—no)z _ 1} )
nel

Regardons d’abord le terme de droite de la précédente majoration de la fonc-
tion &(t) :

2 |an‘2efit(Ah(27'(n0)+.,4;l(27m0)271(n7n0)) {efitA;,’(gan(nan)z B 1}
nel

<22|an|

nel

° |

d’apres le lemme 5.4.6. Maintenant étudions le terme de gauche majoration
de (t). Avec le précédent lemme : pour tout entier n € A et pour tout réel
t € [0, [In(h)|"]

LAY (0)272 (1 — ng)? < M [In(i)[* 2773

ot M > 0 est une constante indépendante de h; par conséquent pour tout
entier n € A et pour tout réel t € [0, [In(/)["]

efitA”(§)2n2(n7n0)2 _ 1 — O (‘ln<h)|0é+2')/_3) ;
et ainsi pour tout ¢ € [0, |In(h)|"] nous obtenons

Z ‘a | e~ .Ah 2mtng)+Aj (27tng)2m (n— no)) {efitA;,’(g')an(nfno)z _ 1}
neA

<0 (‘ln(h)|a+27*3) Z |an‘2

neA
<0 (Jm(m)[217) ¥ Jaul? = 0 (Jn()|*7217%).
nelN

Au final, on a montré que uniformémént pour t € [0, [In(h)|*] on a &(t) =

) <|1n(h) |“+2'Y—3) . C’est exactement 1'égalité proposée dans 1'énoncé. O
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En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction
d’auto corrélation partielle a(t) dans I'échelle [0, |In(h)|"] est:

Définition 5.5.3. Le terme principal de la fonction d’auto-corrélation partielle
a(t) est la série de fonctions :

ay it 2 ‘an|2efit<./4h(27‘(110)+.A;7(27Tn0)27'[(n7n0))‘
nelN

On définit aussi la fonction a3 par

ay it Z |an|2efitAil(2rm0)2r((n7n0).

nelN

Ainsi que quel que soit t € [0, [In(h)|*]
al(t) — e*itAh(27'(n0)é"1(t).

Etudions maintenant cette série en détails :

5.6 Comportement semi-classique du terme principal

5.6.1 Périodicité du terme principal en limite semi-classique
Ainsi le module du terme principal de la fonction d’auto-corrélation par-
. . Loe 1s 2 1
tielle a(t) est une fonction périodique de période A )
Définition 5.6.1. On définit la période hyperbolique Ty, = Ty, (h, E) par
1
Ty i = .
P A (27T

Compte tenu de l'estimation de la fonction A on voit que quand 1 — 0
ona Ty, ~ K|In(h)|; ot K > 0 est une constante indépendante de .
5.6.2 Interprétation géométrique de la période

La période Ty, de l'approximation a I'ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation
quantique correspond géométriquement a la période du flot classique associé
(voir le chapitre précédent).
5.6.3 Echelle de temps spécifique et période classique

Comme 7y < 1 on a par conséquent que 1 < 3 — 2+ ; ainsi il existe au moins
un réel a tel que « € |1,3 — 2y[ et donc:

fin(h)] < fin(k)[* < [in(r) >3,

Ceci autorise donc d’avoir un choix de & pertinent : pour h assez petit, I’échelle
de temps spécifique d’approximation est plus grande que la période hyperbo-
lique, en effet, pour h assez petit on a

[o, Thyp} c [0, In(k)[] .
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5.6.4 Comportement sur une période classique
Etudions la fonction aj(t) sur une période [O, Thw} .

Proposition 5.6.2. Pour tout t > 0, on a I'égalité :

Z |€l ‘ . —it27(n— no)
n

Thyp = é — |In 1= _t
Py s(%)(@ég("z)( okl (”Thyp))'

Démonstration. L'ingrédient essentiel de la démonstration est la formule som-
matoire de Poisson. Considerons la fonction (); définie par :
R—C
Qt .

—it27 (x—ng) =L
X — |ay)?e Thyp

ol t € R, et ay est, rappelons le, définie par :

1 x—no
\/ 0) Ink| 2= \InAl"~

ainsi .
zt27‘( n n
0 Thyp —

Y lanle =) Qu(n)

nez nez

Clairement (); € S(R), calculons donc §F () sa transformée de Fourier; on
obtient alors que quel que soit { € R

1 itZHHOTL 2 X —ng _itzﬂxTL
Q = 7 hyp —_— hyp .
§ () () 50 (O [ e 3 ()c <|lr1h1_7 ) e ) Q)

En appliquant le lemme 2.3.7 avec f = x%, & = 1/ \1nh|1_'y/, B = 7‘12—';&/
n
v = 27” ; on trouve que quelque soit ¢ € R
1 Y 1—n/ t
3(Q = ————e 2molx () | —Inh|""" [+ =—] |.
() @) = 55270 () | =kl {4 -

Maintenant avec 1’égalité de Poisson appliquée a la fonction (); on obtient :

Y Qu(n) =} () (1)

nez 1eZ

_ 1 2\ npt=7 b
_g(XZ)(O)IEZZ&(x)< n |- <z+ThyP>>.

Ce qui donne I'égalité enoncée dans la proposition . O

Pour comprendre la fonction aj(t) on va donc s’intéresser a la nouvelle
série de fonctions :

e s lgs( ) <— Inh|) =" <l+ #yp)) :
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On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance a l'infini de la fonction

3 (x?) € S(R), que les termes prépondérants dans la série correspondent aux

indices I tels que (l + ﬁ) soit le plus proche de zéro. Precisons cela avec
yp

une définition et une proposition.

Définition 5.6.3. Pour tout € R, on définit /() = I(t,h, E) comme étant
I'entier le plus proche du réel ﬁtp ; et donc
Y

1(£)+ Tw =d(tTiyyZ).

Remarque 5.6.4. Quitte a modifier le parametre k, donc quitte a modifier la
valeur de Ty, on supposera que l'entier [(t) est unique. Par ailleurs pour
tout! € Ztelquel #I(t)ona:

I+
Thyp

>

I\Jli—‘

Théoreme 5.6.5. On a uniformément pour t € Ry

—it2m(n—ng)

Z |an‘2e Ty = m& (Xz) (— ‘h‘lh|17’yld (t, Thypz)) +0

nelN

1
In(h)® ’ ‘

Démonstration. On va commencer par montrer ce résultat avec la série indéxée
sur Z. D’aprés la précédente proposition et le lemme 2.4.7 du chapitre 2 on a
I'égalité :

Z \an|2e_it2n(n_n0)m _ o 25( ) <_ |1r1h|177, (l—l- L))

nez (x ) leZ Thyp

s () (i s 72) 0.

On va maintenant montrer le résultat avec la série indexée sur IN. On part de
I'égalité

2 —1t27‘c(n ng) Thlyp

Z |an|” e

nelN

i ) —1 _ 1
_ Z ‘an|26 it2m(n nO)Thyp _ Z |an‘2 it27t(n—ng) Thypl-
nezZ n=—o0

qui avec la proposition se réecrit aussi

5 —it2m(n— ”O)Thl B 1 hli,yr I L
Z‘an| P gx) Zg( )< |rl | +Thyp

nez leZ

-1

- Z |an‘23

n—=——oo

7it2n(n7n0)$yp
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Ainsi

Y jan2e BT . (le) o° () (~ e ="a (s, ThWZ))|

nelN

est, par inégalité triangulaire, majorée par

1 ! t
IBILS (— [kt <l+%>>

Rappelons que précédement nous avons vu que pour tout ¢ positif

1 2\ [ it b —
73()(2)(0)17;”8(%)( |In /| <Z+Thyp>> 0

et Ja_y[>=0 ‘ W‘ . D’ott le théoreme. a

)3

A

+o0 )
+ 2 l[a_n]”.
n=1

In(h)®

Finissons par un corollaire d’affinage :

Corollaire 5.6.6. Nous avons que :
(i) pour t tel que t € Ty, N ona

7”27-((717710)% _q

Z \an|ze

nelN

(ii) Pour tout € > Otel quee < 1— 1 et pour t tel que ’d (t, ThypZ)’ > \1nh|”r'—1+€,.

ona
) |an\26

nelN

7it27'((n7n0)#yp _0

1
moal

Démonstration. Le premier point découle directement du précédent théoreme.
Pour le second point : si ‘— Inh|=7 (I(t) + A, (27tng)) ‘ > [Ink|® onadonc:

— By
F(x%) (= k"7 (1) + LA, (27ng)) ) | < ——F—
‘ ( )( ( h ))‘ (1—|—|h‘1h‘€)k
< By |Inh| %k,
Ceci étant vrai quel que soit I’entier k; le second point est démontré. O

5.7 Détermination du terme d’ordre deux de la fonction
d’auto-corrélation en limite semi-classique

On va faire la méme démarche d’étude que précédemment : on va trou-

ver une échelle de temps sur laquelle on peut simplifier la fonction d’auto-
corrélation dans un régime semi classique.
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5.7.1 But

On va continuer a étudier la série de fonctions a(t) que par une formule
de Taylor a I'ordre 3, on écrira :

—it <Ah (27tng)+Aj}, (27'[7:0)27'((717710)+.A”(27'mo)27'(2(717nO)ZJr.A}(?> 2) (2g>3 (n7n0)3>

=Y |ane
nelN
ott le nombre réel. { = {(n,h,E).

Lemme 5.7.1. Nous avons uniformément sur le compact [—1,1] que :

1

A (A,(f) oyh) (M) =0 |

Démonstration. Les formules de dérivation donnent 'égalité valide pour tout

X € yh ([—1,1})

~ (3ot (@) L3R oA ().
o) (x) (Vo) (x)

AP (x) =

et donc pour tout réel A € [—1,1]

(3) 2
AP oy Y (1) =~ M) 3" ()
( I yh)( ) o ) + O )

Pour débuter estimons la fonction A — y,§3) (A). Pour tout réel A € [—1,1]
nous avons

0 (Ah) + 6 (AR)
2

YI(A) = - + %) (AR) In(h)

o ) o et

Uniformément sur le compact [—1, 1]

()(/\h) ()(/\h)

_h3 _ h2
. o(?)
et
A v W) (Ah) In(h) = (thn()
Ensuite estimons le terme A +— aA [ ( ( h)))} : pour tout réel
A e [-1,1]

2 o (322
- 2 e (342)) o (30 (3 22) )
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= 123 (Ah) Re(‘I’(l—l—zs

—2he! (Ah)e” (Ah)Im (‘I’ ( h))) — (¢'(Ah))? ai [Im (\f(l) (% L)

oo
il 50)

et ainsi, clairement, cette fonction A 8_233 {arg ( ( (zh) ) )} est égale a

N
v
N———
_|_
=
m\
/-:
>
=
SN—
v
|
r
=
)
7 N
€
7 N
N —
_|_
Nm
—~
=| >
=
S—
N———
N———
_

—|—1

NI =

un O(1) sur tout le compact [-1,1]. Pour finir estimons le terme

3
A= 8_ arccos cos (gn(A)) ,
0A3 V/1+exp (2re(Ah) /h)
en utilisant les notations de la preuve du lemme 5.5.1, pour tout scalaire A €
[—1,1] nous avons

6—3 arccos cos (gn(A)) _ 9 (Nh)
JA3 V/1+exp (2me(Ah) /h) oA \ Dy
_ N;(M)Dy(A) = Nu(A)D(A)

Di(A) /

toujours d’aprés la preuve du lemme 5.5.1, sur le compact [—1,1] on a

De méme, avec les estimations faites dans la preuve du lemme 5.5.1 on montre
trés facilement que le numérateur Nj (A)Dj,(A) — Nj,(A)Dj(A) de la fraction
dérivée est aussi un O(1) sur tout le compact [—1,1]. Par conséquent pour
tout A € [—1,1] . Par suite, sur [—1,1] nous avons A +— yh(3)(A) = O(1). Puis
comme on a uniformémént sur le compact [—1, 1] I'égalité

=28 o),
V//(Q)
on en déduit alors
M BN
Wty ()

sur tout le compact [—1, 1]. Dans la preuve du lemme 5.5.1 nous avons vu que
sur [-1,1] :

A= Y/(A)=0

In(h)3
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ainsi sur l'intervalle fermé [—1,1] :

et alors la fonction

PN 3 ()
4 + 5
N D™

sur [—1,1]. O

A (A on) (1) =

o & 5 1
est bien égale a un O ‘ ()t

Notation 5.7.2. On notera par Ry(X) = Ry(h,ng, X) le polyndme de R;[X]
donné par :

Ry(X) := Ay (27tng) + A (27tm9)271(X — ng) + A (27tng) 273 (X — ng)2.

5.7.2 Définition d’une nouvelle échelle de temps spécifique

Proposition 5.7.3. Soit B un réel vérifiant l'inégalité : B < 4 — 3. On a alors
uniformément pour t € {0, [In(h) \ﬁ}

a(t) = ¥ |aal’ %00 40 (|In()|PH774).
nelN

Démonstration. Etudions la différence ¢(t) := €(t, h) définie par

a(t) — Z \ﬂn|2 o~ itQa(n)

nelN

e(t) :=

Avec la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 3 on a l'existence d'un réel { =
{(n,h,E) € Y, ([—1,1]) vérifiant

An(2mn) = Ay (2mtng) + Ay (27tn) 27t (n — no)

W

(27)
8

+ A (27n0) 273 (1 — ng)? + AP (0) =L (1 — o)

ainsi pour tout réel ¢

_ B) @03 . 3
Y Jaale (a4 0 5 ) Y Jag|? et
nelN nelN

e(t) =

Y lan|? 1@ [e-ftAf)(o S 1] .
nelN

Ainsial’aide des ensembles I et A et par inégalité triangulaire, pour toutt > 0
ona

. . )3
e(t) < | Y |an|>e 1 {E”Af(?)@ ) _ 1}

nen
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. . T 3
+ | Y Jan|? et [e_”““l(f)(g)%(”‘”0)3 — 1] .

nel

Regardons d’abord le terme de droite de la précédente majoration de la fonc-
tion g(t) :

Y Jag|? e *Q2(m {eiff‘f)(é) 5 (oo ]

nel

<22|an\

nel

s

d’apres le lemme 5.4.6. Maintenant étudions le terme de gauche : comme pour
tout n € A et pour tout t € {0, [In(h) \ﬁ}

(n —n9)® < M|In(h)[FT377*

ot M > 0; par conséquent nous avons pour tout n € A et pour tout t €
[0, [in(n) ]

)3

A O 1 2 0 (g 74)

et ainsi pour tout f € [O, [In(h) |ﬁ } nous obtenons

Y Jan | e Q2 [ztA <é><;§)3<nno>3_1]

neA

<O (In(m)P™*4) L Jaf?

neA

<0 (jm(m)P**) ¥ Jan = O (Jin(i)F+774).

nelN
Au final, on a, montré que uniformémént en t € {O, \ln(h)\ﬁ } on a g(t) =

0 (|1n(h)|f3+37*4) . O

En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction

d’auto corrélation dans 1'échelle [O, [In(h) |’3 } est la série de fonctions :

Définition 5.7.4. L'approximation a I'ordre 2 de la fonction d’auto-corrélation
partielle a(t) est la série de fonctions :

2t Y |ay )P,
nelN

On définit aussi la fonction :
a: b Z ‘an|26 t( A}, (27n0) 27 (n—ng)+Ajl (27tng) 27 (n— no)z)

nelN

216



Ainsi que quel que soit f € {O, In(h)|P }
az(t) — 6_it"4h(27—m0)a~2(t).

Commencons par remarquer que quel que soit ¢ € {O, In(h)|P }

_ _ 2 —lt Ah(Znno 27t (n—ng)+Ajl (27ng) 2w (n—ng)? )
laz(t)| = [aza(t)| = | }_ |an| e :

nelN

5.8 Théoréme de pleine renaissance

On va mettre en évidence une nouvelle période, bien plus grande que la
période hyperbolique, ol1 'on trouve des phénomenes particuliers purement
quantiques. Commegons par des notations :

Définition 5.8.1. On définit la période de renaissance Tyen = Tren(h, E) par

1
A} (27tng)

et on notera par Nj, = N(h) la partie entiere de la division euclidienne de T,y

par Tyyp :
T,
Ny, ::E[ ’e”] € N.

Tren :=

Thyp

De sorte que par division euclidienne : il existe un unique un réel ©, €
[0,1] tel que :

Proposition 5.8.2. Si on suppose que

}llin’(l) (Y o Ay) (2mtng) =K

ott K est une constante non nulle ; alors

In(h)[*
Tren = 7‘ ()] 3 +0(1).
K(=Vv"(0))?
Démonstration. Par définition de la période de renaissance on a
(V) 0 Ap)® (27tm0)
Tren = —

(V) o Ay) (2mtng)’
Si on suppose donc que

}llin’(l) (Y o Ay) (2mtng) =K

on en déduit alors facilement que
—In(h)3

Tren = 3
K(=v"(0))*

+0(1).
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Théoreme 5.8.3. Avec les précédentes notations nous avons :
(1) Si ®y, = 0; alors pour tout t € R :

a~2(t + NhThyp) = a~2(tL + Tren) = a~2(t)}

(ii) Si ©®y, €0, 1[, alors pour tout t € Ry :

a3t + NyTiyp) = a3() +o\

1 .
In(h)2 27|’

donc en particulier :

1
‘az(t—l— NhThyp)‘ = ‘az(t)| + O‘W .
Démonstration. Pour tout t € R4
: HNhThW’ (t+Tren—"Tpy,,,9p)
-2 — Y hyp®©h) o
51~2(t+NhThyP): Z |an‘2€ " Thyp g nO)E 2in Tren (n=no)

nelN

—2im -t (n—ny =Ty On) 2
= ) lan’e Ty (1 10) = 2ime = (n=m0)?,
nelN

Si on suppose que @, = 0; alors bien évidement
a~2(tL + NhThyp) = a~2(t)

Supposons que @, €]0,1], étudions la différence :|ax(t + Ny T,;) — az(t)]. Or
par définition pour toutt € Ry ona

}a}(t + Ny Tiyp) — ()|
(t=Tp,,,9p)

— | Y Jan[2e 2 1) i (o)

nelN

—2imt—(n—n ot 2
_ Z |an\2e T,,yp( O)e—ZIHTm(H—Ylo)
nelN

—2im -t (n—n vp ( 2
Z ‘an|26 Thyp( 0) —ZznTren n—np) (6217'[®hT (n—nyp) ~1
nelN

—2im——(n—ng) _ yP 2
Z |an‘ e Th ) 217'(Tm1 n—mnp) (e2zn®h Ty (1—10) 1)
neA

—2im—t—(n—n ot 2 . Thyp 2
Z |an‘26 Thyp( 0)6—217'(Tm1 (n—nyp) <e21n®hm(nn0) 1)1,

nel

_|_

Majorons le premier terme : quel que soit ’entier n € A nous avons que
(n = n0)* < [In()[*”
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ainsi quand & — 0, on obtient que quel que soit I'entier n € A :
TX
2O T (=m0 _ 1 1 5 (\1n(h)|2772) .

Ainsi pour tout t € Ry

—2in—t—(n—n : t 2 . Thyp 2
Z |ﬂn|2 e Thyp( o)e—ZznTm (n—ng) (gzm@hTm;(”_”O) 1
nea

<O (In(w)*"*) X lanf*

neA
<0 (JImn(mP"?) ¥ Jaal* = 0 (jn(m)P77?) .
nelN
Ensuite
Z ‘an|2 6721‘”%(nino)e—ZiTCTten(n—ng)z (eZin(%;,TT}:Z:(n—ng)z _ 1> ‘
nel
< ¥ 200 = 0| .
= In(h)

Remarque 5.8.4. Nous avons que

NhThyp - Tren — ®hThyp —1_ ®hThyp _

TVE n T1’6 n ren

1

quand h — 0; ainsi NhThyp ~ Tyen quand i — 0.

La proposition précédente montre que t — ay(t), est, modulo un reste en
|In(k)|*Y 2, périodique, avec une période équivalente, quand h — 0, & Tyep.
C’est ce qu’on appelera le phénomene de renaissance.

5.9 Théoréme de renaissances fractionnaires

On va s’intéresser a ce qui se passe sur des temps proches de ng ol %
est un nombre rationnel.

5.9.1 Le principal théoréeme

Maintenant énongons le théoréme sur les renaissances fractionnaires :

Théoréme 5.9.1. Pour tout couple (p,q) € Z x N* tels que p A q = 1; il existe

une famille de p nombre complexes dépendant de h; (b~k(l ))k -1 ot 'entier
€{0..p—
I € Z est solution de I'équation :

2
Vm e Z, %plm—k% =011]
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telle que pour tout t € [0, |In(h)|*] on ait I'égalité :

_ p _ =1 __ - k p a+27-3
ar t+ ENhThyp - Z bk(l)al t+ Thyp 7 + ENh +0 (‘ln(h)‘ )
k=0

Les coefficients by(1) sont nommés coefficients fractionnaires ; et sont données par :
quel que soit k € {0... — 1}

2imtkng

bi(l) = e~ T bye(l)

- irtkn
bk(l) = bk(l’l,l) = <U’h(p,q , >6] l Z 217‘[ n no _ 2 2iztkn

En outre en supposant de plus que % € Q, on a alors I'égalité stricte :
yp

k
<t + qTren) Z bk ap (t + Thyp (7 + gNh)> .

Démonstration. Pour plus de commodité pour 1’écriture, posons # := n — ny.
Soit aussi I € Z solution de I'équation de 1’énoncé. Ainsi d'une part nous
avons
it ot o pany _nep NiThyp
~2 (t+ ENhTCl = Z ‘ﬂn|2€ Thyp e 217TTrenn e 2lnquh 2 g Tren "
q neN

Alors comme Tren = N, Ty + O Tpyp onac

_2 ﬂﬂmn B _zlnEnZ ZIHEMEH

Tren Tren

et que clairement par définition de I'entier !

_2irE72 —2itE (n—npn)2
e 2im g —e 217Tq(}’l ng) EG[(Z),’

2t (n—ny)?
ainsi on peut décomposer de maniére unique la suite (e 2im (n=m0) ) sur la
n
base orthonormée (cpk) de 6,(Z)
ke{0..1-1}
—2irki2  2inf(n-ng)* _ =l k k
e T =e T =) \oup.a).¢") ¢n
k=0 !
-1 r
— Zbk(l)e 2inn
k=0
Par conséquent
ar (t+ ENhThyp)
9
2 iy i 'ﬁz —2int 7N, = _oirnkn 21‘7-( ©n "W~2
= Z |an‘ e hW’ T e q Zbk(l)e I e Tre
neN k=0
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O, T,
_ =2 _oigly k. iR Zhhyp o
_ Z Zbk ‘ﬂn| Thyp 217'(T o 2171qu;,6_217177162qu Tron 11
nelN k=0
D’autre part

" k —Dimt—7 ke~ i PN
a (t+Thyp (7+§Nh)) = Z |an‘2g lnThyp”e_zzrc’T(ne 2inE Nyt

nelN
d’ou
-1 k
1) A P
Z be(l)ay <t + Thyp (? + =N,
k=0 q
_ 2imkng k Tt o . -
k=0 nG]N
-1 b
—2iT=——n ikn _2igE N7
= L Y lanb(t)e " e T,
nelN k=0
Et ainsi

p -1 _ k p
a <t+ —NhThyp) — Y be()ay <t + Thyp (7 + —Nh)>
q =0 q
Z li; |an‘2 bk([)efﬁﬂﬁwﬁe_%n—gﬁ]\]hei2irlrkn 217-[;7,12 _|_217.[V h hyP~2 _

nelN k=0

puis en partionnant IN avec A et I' au niveau de la premiére série, et par in-
égalité triangulaire on a :

-1 N .
=21 _igPyN, _2inkn [ _oig t 27117 O OnThyp >
Y Y JanlPbe()e T T e M e (e 2T 2 TG o T g
nel k=0
9T,
n _2inli 2irtk it 2 q2igk Zhhyp o
Z Z ‘ﬂn| bk Thyp 217'(qu;7€, 17'lfn e 217TTren” e+2mq Tron D1l 1
neA k=0
Majorons la premiere somme :
QT
n _oigPy 2imk 3 ik h hyp =2
Y Z‘“”| bi(1) Thyp 2t ANy — 2k [ —2imploi? A2im g —p B
nel k=0
2\ [V 1
<2 Ll ) (L 101) =0 s
nel’ k=0

Ensuite pour la seconde somme, examinons le terme :

72

0, Ty
et =2 4oim P ThThyp oo ,‘( E)L
P il e e [ G (D o

Or quel que soit n € A et pour tout ¢ € [0, |In(h)|*] on a qu'il existe C > 0 tel
que

' <t + ®hThyP7"> (n—mnp)*
q Tren

<C (|1n(h)|2"—3+“ T \1n(h)\27—2)
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< 2C |In(h)[*7 2.
Ainsi il existe A > 0 tel que pour tout t € [0, [In(/)["]

-1 b~ o e ) 2 O Ty i
—2im7 —2imk 2irk Yy pZh hyp™
Z Z |€ln‘2bk(l)e 217TTc1ne Zzﬂquhe, A’Irn ¢ 2mTreng+2mq il _1
neA k=0

—+00
< Aln(W)P"72 Y Jaul® < AIn(m)[P772 Y Jaal*.
nea n=0

Ensuite dans le cas particulier ot1 ¢t = 0 et TT’—e[” € Q alors ®; = 0 et on ob-

tient alors immédiatement 1'égalité stricte proposée en fin d’énoncé, d’ot1 le
théoreme. O

Corollaire 5.9.2. Nous avons I'égalité :
-1 9
Y () =1.
k=0

Démonstration. C’estsimple : comme by () = <0’h (r.9), ¢k> s, et que (47") ke{O...l—l}eSt

une base orthonormée &,(Z), avec I'égalité de Pythagore nous obtenons que
-1 ) )
Y b = llow(p. d)lls, = 1-
k=0
O

Examinons deux cas particulier du théoréme : le cas ou g = 1l etle cas ou
P 1

g =7
Corollaire 5.9.3. Avec les mémes notations qu’au précédent théoreme ;
(i) pour tout t € [0, |In(h)|"]
&t + NyTyp) = a1 (1) + O (JIn(n) 2173
(ii) pour tout t € [0, |In(h)|"]

en particulier si Ny, est impair, alors :

5 (t " thTcl) —a()+0 (|1n(h)|a+2'y—3)

et si Ny, est pair, alors :

a (t—l— thTd) =a (t+ %) +0 (|1n(h)|“+2”‘3) .
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Démonstration. Commergons par le cas (i) :icip = 1,9 = [ = 1; donc par le
précédent théoreme on a 'égalité valable pour tout t € [0, [In(h)| %] suivante :

a (t + ZN;ZT;W> = bo(1)an (¢ + TaNy) + O (|n(h)[*+77?)

= bo(1)au(t) + O (|n(m)[*+77?)

et bo(l)

= %e’mm% =1, donc et by(1) = 1. Ensuite pour le second cas , on a
quep =14

= [ = 2 et par conséquent
i <t+ gNth> -

bo(2)ay (t + w) +b(2)a (t + T, (% - %)) +0 (|1n(h)\"‘+2“f—3) .

Calculons ensuite les coefficients by (2) = %e‘zm%”g + %e_zm% (1=m0)* — 0 donc
bp(2) = 0. Ensuite :

et donc by (2) = e~ (—1)" = 1. Ensuite la discussion suivant la parité de
Nj, vient directement de la propriété de Tj,,-périodicité de la fonction ¢ —
a (i’) . ([l
5.9.2 Calcul explicite du module des coefficients de renaissance

Concernant les coefficients b~k(l) du théoreme de renaissance, on sait juste
que

2
‘:1.

-1, _
)3 ‘bk(l)
k=0

Mais on peut mieux faire; en effet on va donner une formule pour calculer

le module de chacun de ses coefficients by (1). D’apres le chapitre deux , il y a
deux cas a traiter : le premier cas ot/ = q et 'autre cas ot/ = 3.

5.9.2.1 Cas ot on choisit!/ = g

Dans le cas ol g impair on a :

Théoreme 5.9.4. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p A q = 1 et q impair,
alors e pour tout k € {0... — 1} nous avons :

1
() = -
q
Et dans le cas ou g pair :
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Théoreme 5.9.5. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p A q = 1 et g pair;
pour tout k € {0...g — 1} nous avons :

% si k est pair
Si L est pair, alors : [by(q)? =
0 sinon.

0 sik est pair
Si % estimpair, alors : |b(q)|* =

2 .
= sinon.
q

5.9.2.2 Casoul = %

C’est donc le cas o1 q € 4Z. En fait on peut se ramener assez facilement
au cas précédent pour faire le calcul du module des coefficients.

Théoréme 5.9.6. Quel que soit le couple d’entiers p et g, avec p Nq = let q € 4Z*;
nous avons que pour tout k € {0..3 — 1}

b () =

5.9.3 Comparaison des échelles de temps d’approximation,
classique et de renaissances

Comme v < 1 on a par conséquent que 1 < 3 — 27 et ainsi il existe au
moins un réel a tel que & € |1,3 — 2] et donc il existe bien au moins un réel &
tel que :

[In(h)| < [In(m)[* < [n(m)]2".
Ceci autorise donc d’avoir un choix de « pertinent : pour h assez petit, ’échelle

de temps spécifique d’approximation est plus grande que la période classique,
en effetona:

[0, T,W} c [0, [In(i)|*].

Ensuite en prenant ¢ < % ona3 < 4 — 3y et ainsi il existe au moins un réel
tel que B € |1,4 — 37 et donc il existe bien au moins un réel a tel que :

n(h) > < in(k) [P < [in(h) 7.

Ceci autorise donc d’avoir un choix de « pertinent : pour / assez petit, ’échelle
de temps spécifique d’approximation est plus grande que la période de renais-
sance, en effetona:

[0, Tyen] C [o, |1n(h)\/ﬂ :
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Annexes

Fonctions d’Airy

Les fonctions d’Airy sont des fonctions spéciales usuelles; il y a beaucoup
de fagons de les définir. On présente ici une des fagon : celle par les séries
entieres : on cherche a résoudre I'équation différentielle y”” — xy = 0 avec une

“+o0
fonction y(x) admettant un développement en série entiere y(x) = ) a,x".

n=0
Ainsi

+o00 +o0
YV —xy=0& )Y a,omn+2)(n+1)x" =) a, qx" =0

n=0 n=1

+o0
& 2ay + Z (appo(n+2)(n+1)—a, 1)x" =0

n=1

{ 612:0
iS4
ﬂn+3:m VVLZO

Par conséquent a; = k(ﬂl’(‘j) Vk > 3. La donnée de ag et de a1 détermine
completement la suite (a,),>0 (en effet a, = 0) et:

1.4.7...(3k—2
ask = %ﬂo Vk >0,
2.5.8...(83k—1
A3k+1 = Wﬂl Vk >0,

azk4o = 0 Vk > O,

et donc en posant

214.7..(3k—2) 2258.(3k—1)
yi(x) = kg) T 3,y (x) = 1;6 DT X3+

la solution

+o0 +00 +o0
y(x) = Y agex® + Y age x4 Y g px ¥
k=0 k=0 k=0
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s’écrit

y(x) = aoy1(x) + arya ().
Notons bien que les fonctions y; et y, sont bien définies et de classe C* sur
1.4.7...(3k — 2)

R ; en effet en posant uy := 30!

+o0
etX:=x>onay(X) =) u, X"
n=0

puis

u 1
lim = i =0
i ey noteo (31 4 3) (31 + 2)

et donc le rayon de convergence de cette série est +-co. De méme pour l'autre
série. On est alors en mesure de donner la :

Définition. Les fonctions d’Airy réelles A;(x) et B;(x) sont définies sur R par

Ai(x) := agy1 (x) — a1y2(x), Bi(x) := V3agy (x) + v3aryz(x)

@I
Q=

3

r(

3=

r(

ouaqy = >0eta; = )>0

QAN

)

w3

ris

ro0.5

Fig 40. Les fonctions d’Airy.

On a la [Ab-St] :

Proposition. Nous avons pour x — oo les équivalents suivants

NI
NIw

2 e 3 2 o5
Ay (kéx) ~ T et B; (kéx) ~ T
Zﬁxl ﬁxl

Avec cette définition par les séries entiéres on peut définir les fonctions
d’Airy sur C; et ainsi z — Aj(z) et z — Bj(z) sont des fonctions entieres. Pour
finir donnons le :

Théoreme. Les fonctions d’Airy réelles A;(x) et B;(x) forment une base de solutions
de I'équation différentielle linéaire d’ordre deux y'"' = xy.
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Démonstration. Deja par construction des fonctions d’Airy A;(x) et Bj(x) il est
clair que ces deux fonctions sont solution de : " = xy. Ensuite par un argu-
ment d’étagement des degrés les fonctions y; et y, sont libres. Considérons A4
et Ap deux réels tels que :

AMA;+ ABi =0

on a donc
(/\1110 + )\2\/5&0) y1+ (\/5/\2111 — /\1111) y2 =20

d’ot comme les fonctions v, et y, sont libres et ag, 41 sont non nuls

/\1+)\2\/§=0 A =0
=
V3BA, — A1 =0 A, = 0.

O

Ensuite de la on voit facilement que pour k > 0 une base de solutions de
y" = kPxy est
{x — Ay (k%x) ; x+— B; (k%x)}

Distributions tempérées holomorphes

Le but de cette annexe est de montrer de maniere détaillée, a I'aide des
distributions, le lemme 4.2.8 (voir aussi [Ge-Sh]).

Définition. Soit U un ouvert non vide de C, et considérons 'application :

u— S'(R)
T :
)\HTA.

On dira que la distribution T, est holomorphe sur U si et seulement si pour
tout ¢ € S(R) la fonction A — (T, ¢) & 5 est holomorphe sur U.

Les distributions [x} ] et [x} ]
Soit A € C tel que Re(A) > —1, on définit alors les fonctions x* et x* par:

A

X o= 1]R*+(x)xA

’ x/l = 1]R’i (x)‘x‘A‘
Comme Re(A) > —1 on vérifie sans peine que x} et x* sont dans L] (R) et

loc
que les distributions réguliéres associées [x1] et [x”] sont holomorphes sur
{z € C, Re(z) > —1}.

Proposition. Les distributions [x}] et [x}] admettent toutes les deux un prolon-
gement holomorphe a C — Z*.

Démonstration. Pour le moment la distribution [x7} | n’a de sens que pour A €

C tels que Re(A) > —1. Alors comme pour tout ¢ € S(IR) nous avons

(] )= f) ¥ ot0ax
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:./(;1x)‘(go(x)—( dx—l—/ x(p )dx+;010)1

Il est clair que la fonction A — KE&) est holomorphe sur C — {—1}; que A —

400 1
/ x*¢(x) dx est holomorphe sur C; et que A / M ((x) — ¢(0)) dx
1 0

est absolument convergente pour A € C tel que Re(A) > —2. Ainsi 1'égalité
précédente est vraie pour A € C — {—1} tel que Re(A) > —2; on vient donc de
définir la distribution [x} ] pour A € C — {—1} tel que Re(A) > —2. Itérons
ce procédé : en écrivant que

([ 0)gs= ) > pma

xnfl
= [ (96 = 9(0) = 3¢/ 0) = . = Zsi0000) )
+o0 k 1)(0)
+/1 xA x)dx + Z —A )

Avec le méme procédé qu’avant, on peut définir la distribution [x}] pour
AeC—{-1,-2,---,—n} ettel que Re(A) > —n — 1. Ainsi par récurence on
peut définir la distribution [x}] pour tout A € C — {Z* }. a

Les distributions (x +i0)" et (x — i0)"
Soit A € C et pour tout (x,y) € R? on définit la fonction (x + iy)* pour
tout couple (x,y) € R? par:
(x + iy))\ — pAIn(x+iy) _ A |3 4y2 | Aiarg(x+iy)
Ainsi comme z = x + iy +— z* = (x +iy)* est holomorphe sur U, := C —R_,

on va s’intéresser aux limites quand on s’approche de 'axe des réels par le
haut et par le bas de I’axe ; on a simplement que :

)\ .
x* si x>0
(X 4 Z'O)A — lirn+(x2 + yZ)%e)\iarg(x-f-iy) _ ‘
y=0 |x|*eMT si x < 0;

N siox >0
(x —i0)* = lim (x* +y%)2 3 hiarg(x-tiy) — ‘
y=0 x| M7 si x < 0.

Ces deux nouvelles fonctions (x +i0)* et (x — i0)" sont bien définies sur tout
C et donc pour tout A € C tel que Re(A) > —1 ces fonctions peuvent aussi
s’écrirent :

(x4+i0)* = 2} +eMxt et (x — i0)N = 2t + e MTxh

Ainsi pour tout A € C tel que Re(A) > —1, au sens des distributions nous
avons :

(x+0)* = [}] + M [xA] et (v —i0)* = [x2] + o747 [x].
Avec la proposition précédente on peut définir un prolongement holomorphe
de (x +i0)" etde (x —i0)* aC — Z*.
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Calcul de la transformée de Fourier de [x}] et de [x}] .

On va démontrer le lemme 4.2.8 : soit A € C tel que Re(A) € ]0,1[etT > 0;
pour tout x € R nous avons

1 oo ,
Fi (tﬂ‘re_ﬂ) (x) = E/O the e ¥ dt

- /+oo et gt (.1)
V2 Jo

oltona posé s := —x + ti. Comme Im(s)> 0, I'intégrale (4.1) converge absolu-
ment et on peut voir avec le théoreme de convergence dominée que la distri-
bution [x} e~ ] converge dans S'(RR) vers la distribution [x} | quand T — 0;
ainsi par continuité de la transformée de Fourier la distribution F; ([x}e~7])
converge dans S'(RR) vers la distribution 7; ([x1]) quand T — 0. On va
maintenant calculer l'intégrale (4.1) : en faisant le changement de variable
u = —ist,avecs = —x + Ti,ou T > 0, ainsi arg(s) € ]0, r[ona:

S\ AL

00 ) i
/ trelst dt = <—> / ute™ du
Jo s Jr

ot L est la demi-droite partant de 0 et d’angle arg(—is). Notons bien que

arg(—ist) = arg(s) — %, donc arg(—ist) € |—%, 5 [. Maintenant montrons

que :
“+o00
/ we Mdu = / xre ¥ dx.
L 0

Pour cela soit 0 < € < R, et considérons le lacet orienté . g du plan complexe
défini sur la figure 41.

Fig. 41. Chemin d’intégration ye g := Le g U CR U [R, €] U Ce.

Ap=2 — pAn(z)

Alors comme f : z — z"e” e~ * est holomorphe sur tout ouvert
de {z € C, Re(z) > 0} par le théoreme de Cauchy on a d’une part

f(z)dz=0

Ye,R
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et d’autre part, en décomposant le lacet on obtient 1’égalité suivante :

fydz= [ RO i @zt /. © F(x) dx + /. FIOLANCEY

Ye,R

Or avec le changement de variable z := Re”® dans la seconde intégrale de (4.2)
nous avons

arg(—is) . 0
R)\-&-lez)\ée—Rel de.

z)dz = —i/

@) i

Or )
‘R)\-i-lei)\é)e—Re’g < RRe(A)+1,~Rcos(6).

7

donc, comme arg(—is) € |—%, %[, pour tout 6 € [0,arg(—is)], cos(f) > 0,
ainsi
hm RRE()\)+16*RCOS(9) — O

d’ot1 par convergence dominée sur un compact :

li dz = 0.
Jim [ f(e)ds

Avec le changement de variable z := ee'® dans la quatriéme intégrale de (4.2)

nous avons
z)dz = z'/
c. f(z) 0

< eRe()\)-i-l‘ arg(—is) |}

arg(—is) . i0
€A+161A967667 4o

donc

c f(z)dz

et comme Re(A) +1 >0

lim eRWM+1 arg(—is)| = 0
e—0F

on a
li dz = 0.
ei»%l‘*' Ce f<Z) z

Enfin par le théoreme de Cauchy, et comme (5.1) converge absolument, en
faisant tendre € — 0 et R — +oo, I'égalité est valable pour tout A € C tel que
—1 <Re(A) <0
0
0= / whe " dt + xte % dx;
L +o00
donc

A e A
/u efudt:/ xtetdx=T(A+1)
L 0
ie:

) (tie-ff) (x) = —— (f)mr(ﬂ 1)



1 7 e 1 jela A
= — [ — T'(A+1) = T'(A+1).
(A+1) o (—x 1 i) (A+1)

Maintenant passons a la limite (T — 0) dans S’(IR) on obtient :

A ([]) -

iy
izA

T(A+1).

i
Alors comme A +— \/%#EO)MF (A 4+ 1) est holomorphe sur C — Z* et
que A — Fy ([t}]) est holomorphe sur C — Z* , par un prolongement ho-
lomorphe la précédente égalité reste vraie sur C — Z*. Et donc pour tout

A € C — Z* nous avons

7 ([4) 0= st

et donc
iZA

#1 ([tﬂ) (=x) = \/12_7r (x _iei_o))\-‘rl

ensuite comme

F'(A+1);

(x +1.0)™1 = [x;)hl] _phin {xf)xq} ;

pour tout A € C —Z*ona

([ 0 = g (] e )

d’ont
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Principales notations

— Dans toute la suite, sans précisions particuliere H, (.);, désignera un es-
pace de Hilbert sur le corps C, on notera I son élément identité.

— h sera le parametre semi-classique.

— Lc(H) : T'ensemble des applications linéaires de H dans H continues
pour la norme de H, on notera |||.||| sa norme d’opérateur associée.

— 1%(Z) : I'ensemble des suites de carrées sommables.

- 0p(A) désignera le spectre ponctuel d'un opérateur A ,ie ses valeurs
propres.

- 0(A) désignera le spectre de A, ie le complémentaire de 1’ensemble ré-
solvant de A dans le corps des complexes.

— Onnotera L¥ (M) 'espace de Lebesgue usuel d’ordre p sur la variété M.
— On notera H” (M) I'espace de Sobolev usuel d’ordre p sur la variété M.
— On notera S(M) l'espace de Schwartz sur la variété M.

— On notera D(M) 'espace des fonctions tests sur la variété M.

- Pour f € S(R) on notera F(f) () := [ f(t)e 27 dt sa transformée
de Fourier usuelle.

- Pour f € S(R) onnotera §;,(f)({) := \/zlﬁ ffooof(t)e_% dt sa h— trans-

formée de Fourier.
— Pour tout réel x, on notera E[x] sa partie entiere.

— On dira qu’une fonction fj, est égale a O(h*) sur un compact I C R ssi
quel que soit un entier k € IN il existe une constante My > 0 telle que
sup,e; | f(x)] < My,

— On notera par TM (resp. T*M) le fibré tangent (resp. cotangent) d'une
variété M.
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