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Abstract /Résumé

Abstract

In this thesis, we consider the numerical solution, in two- and three-
dimensional bounded domains, of the inverse problem for identifying the
location of small-volume, conductivity imperfections in a medium with ho-
mogeneous background.

The identification of these inhomogeneities reposes on a dynamic ap-
proach based on the wave equation. Our numerical algorithm is based on the
coupling of a finite element solution of the wave equation, an exact control-
lability method and finally a Fourier inversion for localizing the centers of
the imperfections. A practical application of this procedure could be the
determination of the location of anti-personnel mines or tumours.

Numerical results, in two- and three-dimensions, show the robustness and
accuracy of the approach for retrieving randomly placed imperfections from
both complete and partial boundary measurements.

Keywords : inverse problem, wave equation, geometrical control, Fourier
inversion, finite elements, parallel computing.



Résumé

Dans cette these, nous considérons la solution numérique, dans des do-
maines bornés bidimensionnels et tridimensionnels, d’'un probleme inverse
pour la localisation d’imperfections de petits volumes contenues dans un do-
maine sain de conductivité différente que celle des inhomogénéités.

L’identification de ces inhomogénéités repose sur une approche dyna-
mique basée sur 1’équation des ondes. Notre algorithme numérique s’appuie
sur le couplage d'une solution élément fini de ’équation des ondes, d'une
méthode de controlabilité exacte et d’une inversion de Fourier pour localiser
les centres des imperfections. Une application pratique de cette technique
pourrait étre la localisation de mines anti-personnel ou de tumeurs.

Des résultats numériques, en deux et trois dimensions, montrent la robus-
tesse et la précision de I’approche pour retrouver des imperfections, placées
aléatoirement, a partir de mesures sur la frontiere complete ou sur une partie
de la frontiere.

Mots clés : probleme inverse, équation des ondes, controle géométrique,
méthode d’inversion de Fourier, éléments finis, calcul pa-
rallele.
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1.1 Introduction

Les themes abordés dans cette these concernent des questions de détection
numérique d’inhomogénéités par une méthode de controlabilité exacte de
frontiere pour I’équation des ondes bidimensionnelle et tridimensionnelle.

Ces questions de détection numérique ont été largement étudiées dans
le cas d’équations ou de systémes stationnaires (par exemple I’équation de
Helmholtz), mais constituent un sujet de recherche récent dans le cadre
d’équations ou de systemes instationnaires. Or, ces questions représentent
un intéret certain pour I'imagerie médicale et le controle non destructif en
général.

1.2 Les problemes inverses

Deux problemes sont dits inverses I'un de 'autre si la formulation de
I'un met 'autre en cause. Cette définition comporte une part d’arbitraire, et
fait jouer un role symétrique aux deux problemes considérés. Une définition
plus opérationnelle est qu'un probleme inverse consiste a déterminer des
causes connaissant des effets. Ainsi, ce probleme est l'inverse de celui ap-
pelé probleme direct, consistant a déduire les effets, les causes étant connues.

Cette seconde définition montre que nous sommes plus habitués a étudier
des problemes ”directs”. En effet, depuis Newton la notion de causalité est
ancrée dans notre subconscient scientifique, et a un niveau plus prosaique,
nous avons appris a poser, puis a résoudre des problemes pour lesquels les
causes sont données, et I’on cherche les effets. Nous verrons plus loin qu’il est
possible de donner un contenu mathématique a la phrase ”les mémes causes
produisent les mémes effets”, autrement dit, qu’il est raisonnable d’exiger
que le probleme direct soit ”"bien posé”. Par contre, il est facile d’imagi-
ner que les mémes effets puissent provenir de causes différentes. Cette idée
contient en germe la principale difficulté de I’étude des problemes inverses :
ils peuvent avoir plusieurs solutions, et il est nécessaire de disposer d’infor-
mations supplémentaires pour discriminer entre elles.

Une difficulté pratique de I’étude des problemes inverses est qu’elle de-
mande souvent une bonne connaissance du probleme direct, ce qui se traduit
par le recours a une grande variété de notions physiques, que mathématiques.

La résolution du probleme inverse passe en général par une étape initiale

17



de modélisation du phénomene, dite ”probleme direct” qui décrit comment les
parametres du modéle se traduisent en effets observables expérimentalement.
Ensuite, a partir des mesures obtenues sur le phénomene réel, la démarche
va consister a approximer au mieux les parametres qui permettent de rendre
compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numérique
ou de facon analytique. La résolution mathématique est rendue difficile par
le fait que les problémes inverses sont en général des problemes "mal posés”.
En effet :
- Un modéle physique étant fixé, les données expérimentales dont on dis-
pose sont en général bruitées, et rien ne garantit que de telles données
proviennent de ce modéle, méme pour un autre jeu de parametres.

- Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des parametres
différents conduident aux mémes observations.

- Le fait que la solution d’'un probleme inverse puisse ne pas exister n’est
pas une difficulté sérieuse. Il est habituellement posssible de rétablir
I’existence en relaxant la notion de solution.

- La non-unicité est un probleme plus sérieux. Si un probleme a plusieurs
solutions, il faut un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer
d’informations supplémentaires ( une information a priori).

- Le manque de continuité est sans doute le plus problematique, en particu-
lier en vue d’une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il
ne sera pas possible (indépendamment de la méthode numérique) d’ap-
procher de facon satisfaisante la solution du probleme inverse, puisque
les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes,
des données "réelles”.

On retrouve des problemes inverses dans de nombreux domaines scienti-
fiques. Nous pouvons en citer quelques uns :

- 'imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X,...) ;

- I'ingénierie pétroliere (prospection par des méthodes sismiques ou

magnétiques) ;

- I'hydrogéologie (identification des perméabilités hydrauliques) ;

- le radar (détermination de la forme d’un ”obstacle”);

- 'acoustique sous-marine (méme objectif!) ;

- la chimie (détermination des constantes de réaction) ;

- le traitement d’image (restauration d’images floues).
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Du point de vue mathématique, ces problemes se répartissent en deux grands
groupes :
-les problemes linéaires (échographie, traitement d’image,...) qui se
ramenent a la résolution d’une équation intégrale de premiere espece ;
- les problemes non-linéaires, qui sont le plus souvent des questions d’esti-
mation de parametres dans des équations différentielles ou aux dérivées
partielles.

La seconde catégorie peut elle-méme se subdiviser en deux sous-catégories
selon que le parametre que I'on cherche a estimer est un vecteur (de dimension
finie) ou une fonction. Le second cas est évidemment plus difficile que le
premier, puisqu’il faut en particulier décider de la paramétrisation de cette
fonction, avant de résoudre numériquement le probleme en dimension finie.

1.3 La théorie du controle

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systemes
commandés, c’est-a-dire des systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au
moyen d’une commande (ou controle). Le but est alors d’amener le systeme
d’un état initial donné a un certain état final, en respectant éventuellement
certains criteres. Les systemes abordés sont multiples : systemes différentiels,
systemes discrets, systemes avec bruit, avec retard... Leurs origines sont tres
diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie, économie...
L’objectif peut étre de stabiliser le systeme pour le rendre insensible a cer-
taines perturbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions
optimales pour un certain critere d’optimisation (controle optimal ou com-
mande optimale).

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme
dynamique dépendant d'un parametre dynamique appelé le controle. Pour
le modéliser, on peut avoir recours a des équations différentielles, intégrales,
fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles, stochastiques,
etc... Pour cette raison la théorie du controle est a l'interconnexion de nom-
breux domaines mathématiques. Les controles sont des fonctions ou des pa-
rametres, habituellement soumis a des contraintes.

Une fois le probleme de controlabilité (existence d'un controle) résolu, on
peut de plus vouloir passer de 1’état initial a 1’état final en minimisant un cer-
tain critere ; on parle alors d’un probleme de controle optimal. Nous n’avons
pas besoin ici de cette notion de controle optimale en vue de la détection
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numérique d’inhomogénéités. Cependant, cette thématique de recherche est
tres attrayante, car les applications concernent tout systeme sur lequel on
peut avoir une action, avec une notion de rendement optimal comme les
télécommunications, le raffinage pétrolier, les satellites, etc...

1.4 Rapide historique au sujet de la localisa-
tion d’inhomogénéités

Récemment, de nombreux travaux ont été consacrés a I’analyse numérique
de localisation d’inhomogénéités (voir [4], [8], [12], [18], [39], [40]), en particu-
lier dans le domaine de la Tomographie par Impédance Electrique (Electrical
Impedance Tomography (EIT) en anglais). L'EIT est une technologie ini-
tialement congue pour la caractérisation des sols en géophysique. Elle est
également utilisée dans le secteur industriel, notamment pour l'inspection
non destructive des matériaux. Sur un autre terrain, elle a démontré son effi-
cacité pour détecter les mines anti-personnel. Dans le domaine biomédical, on
commence a exploiter son potentiel dans I'imagerie du cancer, du sein et de
la prostate. Toutefois, sa résolution spatiale reste insatisfaisante a cause des
caracteres non linéaires et mal posés du probleme. Dernierement, H. Ammari
et H. Kang ont surmonté dans [6] ces deux difficultés fondamentales dans un
cadre asymptotique qui semble étre bien adapté non seulement au probleme
d’imagerie du cancer du sein et de la prostate par impédance électrique,
mais également a la détection des mines anti-personnel ou de défauts dans
les structures élastiques.

Le modele de localisation proposé par D.J. Cedio-Fengya, S. Moskow
et M.S. Vogelius [18] consiste a identifier des inhomogénéités de petit vo-
lume en combinant une formule asymptotique avec un algorithme d’inver-
sion. Typiquement, dans [18], le probleme de conductivité est posé dans un
domaine borné contenant un nombre fini d’inhomogénéités inconnues de pe-
tit volume. L’algorithme d’inversion construit utilise une formule asympto-
tique (pour des perturbations dans le potentiel de tension), et est basé sur
une procédure de minimisation de type moindres carrés pour le calcul des
parametres géométriques des imperfections. Une autre approche de recons-
truction de ces petites inhomogénéités, également basée sur une procédure
de minimisation non linéaire, est celle qui consiste a imager la conductivité
électrique dans le domaine (voir [6]). En regardant le méme probleme de
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conductivité, H. Ammari, S. Moskow et M.S. Vogelius ont proposé dans [§]
un procédé de localisation de petites inhomogénéités, ou la formule asymp-
totique de [18] est considérée pour mesurer des perturbations de frontiere
initiées par des courants électriques appliqués sur le bord du domaine. L’al-
gorithme d’inversion, qu’ils utilisent, consiste a résoudre un systeme linéaire
pour localiser une seule inhomogénéité, ou a calculer une transformée de Fou-
rier discrete inverse d’un échantillon de mesures dans le cas de la localisation
de multiples inhomogénéités. L’algorithme d’inversion dans [8] est alors, en
contraste avec celui de [18], non itératif et basé sur une des deux méthodes
linéaires : la méthode de projection de courants (pour localiser une seule in-
homogénéité) ou la méthode d’inversion de Fourier (pour localiser plusieurs
inhomogénéités).

D. Volkov a formulé dans [40] un algorithme basé aussi sur la méthode
d’inversion de Fourier pour localiser des petites inhomogénéités diélectriques
dans un domaine borné bidimensionnel, a partir d’'un développement asymp-
totique (introduit dans [8]) pour I’étude de perturbations dans le champ
électrique vérifiant I’équation de Helmholtz. Le développement de cette al-
gorithme est aussi décrit dans [40] pour l'identification d’inhomogénéités
diélectriques en trois dimensions, a partir d’'un champ lointain a une fréquence
fixée.

Dans le contexte de la localisation dans un domaine non-borné, H. Am-
mari, E. lakovleva et D. Lesselier ont développé dans [5] un algorithme pour
localiser des petites inclusions bidimensionnelles incluses dans un demi-espace
a partir de 'amplitude dispersive a une fréquence fixée. Dans [5], le probleme
continu est posé a l'aide de 1’équation d’Helmholtz bidimensionnelle, un
développement asymptotique de I'amplitude dispersive est présenté, et ’algo-
rithme d’inversion est essentiellement une méthode pour caractériser le rang
d’un opérateur semi-adjoint. Ceci est une méthode linéaire, appelée MU-
SIC (MUltiple Slgnal Classification), généralement utilisée dans la théorie
du traitement du signal, et connue pour estimer les fréquences individuelles
de signaux multi-harmoniques.

Plus récemment, H. Ammari, M.S. Vogelius et D. Volkov [9] ont introduit
un cadre de travail pour la localisation d’inhomogénéités électromagnétiques
tridimensionnelles. Ce cadre de travail considere les équations de Maxwell
harmoniques en temps dans un domaine borné tridimensionnel contenant
un nombre fini d’inhomogénéités inconnues de petit volume, et propose de
localiser ces inhomogénéités a partir d'un développement asymptotique de la
perturbation dans le champ magnétique de frontiere (tangentiel).
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M. Fink a mis au point un procédé physique qui permet a une onde de
retourner vers sa source dans le cas d'une propagation non dissipative, le re-
tournement temporel - voir [24]. Ce procédé permet de résoudre le probléme
inverse ou plus clairement le renversement du temps d’une action. Le principe
repose sur 'invariance de I’équation de propagation des ondes par renverse-
ment du temps : cette invariance autorise une onde a se rétropropager de telle
sorte qu’elle peut rejouer la scene aller de sa propagation mais a rebours. Le
Miroir a Retournement Temporel permet d’enregistrer un champ acoustique
sur la surface qui entoure le milieu de propagation puis de réémettre la ver-
sion retournée temporellement de ce champ et de refocaliser le signal sur le
point de I’émission. Grace a cette technique, un échographe révolutionnaire a
vu le jour, Aixplorer. Il permet de mesurer avec précision 1’élasticité des tissus
a l'intérieur du corps humain, il peut donc repérer facilement les régions les
plus dures, susceptibles d’étre des tumeurs, avec une résolution millimétrique.

Il est important de mentionner qu’en contraste avec la grande variété
de papiers consacrés a la localisation numérique bidimensionnelle, nous ne
trouvons pas dans la littérature un nombre similaire de références pour la
localisation numérique en trois dimensions. Par ailleurs, il n’existe pas a
notre connaissance de travaux numériques sur la détection dynamique d’in-
homogénéités par une méthode de controle géométrique.

Pour conclure sur ce rapide historique, il existe plusieurs algorithmes
d’inversion (algorithme variationnel, algorithme de projection de courants,
approche par extension méromorphe, algorithme de type diffraction tomo-
graphique ou Fourier, algorithme de type multiple signal classification (MU-
SIC) ou de type retournement temporel) qui sont robustes et performants et
qui peuvent étre utilisés en temps réel pour retrouver la position de I'inho-
mogénéité, estimer son volume et avoir une idée sur sa forme géométrique
( via la détermination des tenseurs de polarisation généralisés qui lui sont
associés). Un travail numérique de comparaison entre quelques uns de ces
différents algorithmes de détection a été éffectué par M. Asch et S.M. Mefire
dans [12].

1.5 Plan de la these

A travers cette these, nous allons utiliser des espaces de Sobolev L? stan-
dards de mesures régulieres. La notation H® est utilisée pour ces fonctions
qui, ainsi que leurs dérivées d’ordre plus petit ou égal & s, sont dans L% H}
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désigne la fermeture de C§° dans la norme H'. Les espaces de Sobolev avec
des indices négatifs sont en général définis par dualité, en utilisant un pro-
duit scalaire L?. Nous avons seulement besoin de deux de ces espaces, H™*,
le dual de Hy et H2, le dual de HZ qui est la fermeture de C§° en norme H?.

Dans le Chapitre 2, nous reprenons les résultats d’Habib Ammari établis
dans son article [3]. Ces résultats constituent la clé de voute dans l'identi-
fication d’inhomogénéités pour I’équation des ondes bidimensionnelle et se
généraliseront pour le cas tridimensionnel. Nous y redonnons les différents
théoremes et propositions nécessaires a la mise en place d’un algorithme de
localisation dynamique d’imperfections.

Dans le Chapitre 3, nous rappelons la Méthode d’Unicité de Hilbert
(HUM) introduite par J.-L. Lions dans [29], ainsi que I’application numérique
de cette méthode pour le controle exact de frontiere dans le cas de I’équation
des ondes. Nous indiquerons également 1’algorithme HUM bi-grilles utilisé
dans notre procédure d’identification.

Le Chapitre 4, plus appliqué, contient des résultats obtenus pour I’équation
des ondes bidimensionnelle. Il est consacré a 1’étude plus détaillée de 1’algo-
rithme d’identification d’imperfections. Nous y relatons toutes les méthodes
et stratégies numériques utilisées durant ces trois ans. De nombreux tests
seront présentés pour valider les résultats théoriques du Chapitre 2.

Le Chapitre 5 est une généralisation du cas bidimensionnel au cas tridi-
mensionnel. Ce chapitre fait I’'objet d’un article soumis, en collaboration avec
Mark Asch et Marion Darbas. Les résultats obtenus dans le Chapitre 4 ont
été le point de départ pour tous les calculs en 3D.

Pour terminer, nous ferons certaines conclusions et nous indiquerons quelques
perspectives, qui restent nombreuses et variées.
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Chapitre 2

Théorie de la localisation
dynamique pour I’équation des
ondes
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Ce chapitre reprend les résultats contenus dans l'article [3] d’H. Ammari.
Nous considérons, pour 1’équation des ondes, le probleme inverse d’identi-
fication de localisations et de certaines propriétes de formes de petites in-
homogénéités contenues dans un domaine borné homogene. Cette procédure
d’identification d’inhomogénéités se fait a partir de mesures dynamiques de
frontiere sur une partie du bord et pour un intervalle fini en temps. L’al-
gorithme de reconstruction proposé se base sur une formule asymptotique
construite via la Méthode d’Unicité de Hilbert (HUM) et une méthode d’in-
version de Fourier. Les résultats obtenus dans ce chapitre sont établis en deux
et trois dimensions.

2.1 Notations et présentation du probleme
inverse

2.1.1 Notations

Soit  un domaine borné de R%, d = 2,3. Par souci de simplification,
092, le bord de €2, est pris C*°. Nous notons n la normale (unité) extérieure
a 0€). Nous supposons que ) contient un nombre fini m d’inhomogénéités,
chacune de la forme z; + aB;, ott B; C R? est un domaine borné contenant
I'origine. Ainsi le recouvrement total des inhomogénéités prend la forme B, =
UTL, (25 + aBj). Les points z; € Q, j = 1,...,m, qui déterminent les centres
des inhomogénéités, sont supposés vérifier

dist(z;,00Q) > dy > 0 V. o

Par conséquent, on en déduit de (2.1.1) que m < 49 en deux dimensions

7rdg
619

et m < =3 en trois dimensions. De plus, nous supposons aussi que o > 0
ﬂ-do Y )

I'ordre commun des diametres des inhomogénéités, est suffisamment petit

pour qu’elles soient disjointes et que leur distance a R?\Q soit supérieure a
do
5

Désormais, nous appelons chacune de ces petites inhomogénéités, une

imperfection.
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Fic. 2.1 — Exemple de domaine contenant des imperfections.

2.1.2 Présentation du probleme inverse

Soit g la conductivité homogene du milieu, supposée constante pour la
suite. Soit «; la conductivité constante de la j-iéme imperfection, z; + aB;.
Nous introduisons alors la conductivité constante par morceaux

Yo six € Q\Ba,

Yaol(T) =
v six € zj+abBy,j=1,...,m.

Considérons le probleme aux limites pour 1’équation des ondes (scalaire)

( J%u, ,
5z div(v, gradu,) =0 dans Q x (0,7),
Uy = dans 09 x (0,7,
Ug|i—o = u° dans €, (2.1.2)
\ %h:o =yt dans €.
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Nous définissons par u la solution de ’équation des ondes en ’absence d’im-
perfections. Ainsi u vérifie

(0w

o2 div(yogradu) =0 dans Q x (0,7),

u=f dans 09 x (0,7),

=g = u° dans €, (2.1.3)
\ %h_o =u' dans €.

Le parametre 7' > 0 est le temps final d’observation. Les conditions initiales
u®, ulp € C°(Q) et la condition aux bords f € C*(0,T;C*(99Q)) vérifient
des conditions de compatibilité :

9 fli=o = (90)'(A'Q)laa et 7 flimo = (0)'(A'¢)og, 1=1,2,....

Ainsi le probléme aux limites initial (2.1.3) a une unique solution dans
C*([0, T]x ). Le probleme de transmission pour I'équation des ondes (2.1.2)
a une unique solution faible u,, € C°(0,T; H())NC* (0, T; L*()), voir par
exemple [1], [23], [29] ou [38].

Nous notons v; la normale (unité) extérieure a Jd(z; + aB;) pour j =
1,...,m et les indices +, — indiquent quand J(z; + aB;) est approché par
I’extérieur ou par l'intérieur, respectivement. Soit I' C €2 une partie donnée,
non dégénérée, du bord de 0. Le but de ce chapitre est de donner la
procédure d’identification des imperfections B,, i.e. leur localisation et cer-
taines propriétés géométriques, a partir uniquement de la connaissance des
mesures de frontieres de %L;‘ sur I'x (0,7), i.e. sur la partie I' du bord 0%2 et
sur U'intervalle fini en temps (0, 7). A cette fin, nous présentons une méthode
asymptotique proposée par H. Ammari dans [3]. Cette approche est basée sur
une moyenne appropriée, utilisant des solutions particulieres comme poids.
Ces solutions particulieres sont construites par une méthode de controle (voir
Chapitre 3).

La premiere étape fondamentale de la méthode de reconstruction est la
dérivation d'une formule asymptotique pour %“7;%| a(z;+aB;)+ €n fonction de la
solution u dans le milieu sain, de la localisation z; de I'imperfection z; 4+ aB;,
et de la géométrie de B;. La seconde étape consiste a utiliser cette formule
asymptotique pour écrire une formule intégrale de frontiere avec un choix
convenable de fonctions tests, via une méthode de controle géométrique.
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2.2 Procédure d’identification

Avant de définir la procédure d’identification, nous avons besoin d’intro-
duire quelques notations supplémentaires. Pour tout 1 < j < m, ®; est la
solution de

A®; =0 dans By, et Rd\Bj,
®; est continue a travers 0B,
Yo 8<I>] 6(13]

., T ==Y
Y5 an an
hm\yl—H—oo |®j(y)| =0

(2.2.4)

L’existence et I'unicité de ce ®; peuvent étre établies en utilisant des poten-
tiels de simple couche avec des densités convenablement choisies ; voir [18].
Considérons A € C§°(2) une fonction cut-off telle que A(z) = 1 dans un
sous-domaine ' de Q qui contient les imperfections B,. Pour un n € R¢
arbitraire, nous supposons que nous sommes en possession de mesures de

frontiére de

Ouq
% sur I' x (0,7,

pour
W) = ul(a) = €, ul(x) = ul(x) = —iy/A0 In] €7

et f(z,t) = fy(z,t) = et r—ivolnlt,

Ce choix particulier de données pour v’ u' et f implique que la solution u

de I’équation des ondes (2.1.3) en I'absence d’imperfections est donnée par
u(z,t) = uy(x,t) = VM dans Q x (0, 7).

Supposons que 1" et la partie I' du bord 0f2 sont tels qu’ils controlent
géométriquement €2, ce qui signifie que tout rayon de l'optique géométrique
commengant a n’importe quel point x € ) au temps ¢ = 0 atteint au temps
T un point non diffractif; voir [16]. Alors, Vn € R% la Méthode d’Unicité
de Hilbert (HUM)! permet de construire un unique g, € Hy (0,75 L*(T)) tel
que l'unique solution faible w, dans C°(0,T; L*(Q)) N C*(0,T; H () de

Woir Chapitre 3
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I’équation des ondes

(83 — 'yoA) w, =0 dans Q x (0,7,

Wy = Gy dans I" x (0,7,

wy, =0 4 dans OQ\T" x (0,7, (2.2.5)
Wyli—o = A(x)e®  dans Hy(Q),

0wy li=o =0 dans

satisfait w, (T) = dyw,(T) = 0. Soit v,, € C°(0,T; L*(2))NC*(0,T; H~1(Q2))
définie par

( (07 = %A) Vay =0 dans Q x (0,7),
Vay =0 dans 0€2 x (0,7,
Vaylt=o = 0 dans 2,

S 50-2)
=1
0P
\ (V] (_ N 1) auyj |+) " 0p(z5+aB;) dans Q

Puisque %h(y)%(zﬁagj) € H Q) pour j = 1,...,m, 'existence et I'unicité
J

d’une solution v, , peuvent étre établies. En effet, nous pouvons prouver que

Qe ¢ [1=1(0, T; L*(T)). Pour se faire, soit 6 défini comme

(0 € Hy(Q),
fmA9:§:¢<L-@)n
=1 &
70 8(1) -1
- v — -1 055 +aB. H Q) d Q,

et introduisons

Z@Q_A%WWmﬁm@eﬁmy

I1 est facile de voir que z vérifie le probleme aux limites suivant

(8,52 — ’yoA) z=0 dans Q x (0,7,

z2=0 dans 9Q x (0,7,
Z|t 0:0 EH&(Q),
8u|t 0=0 dans )
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car d’apres le théoreme de Leibniz de dérivation d’une intégrale, nous avons :
t
(07 =20 25.1) = Bty (:8) =20 500) = [ 308y,
0

par ailleurs en combinant d;v,,(z,t) = fot OV (, ) ds + Oyva (1, 0) et les
définitions de v, et de 6, nous arrivons bien a notre probleme aux limites
ci-dessus.

Des résultats classiques de régularité donnent

0
| € LX(0, 73 LX(D)),

0

et par suite g;;’"|r = O (2_2|F> € H1(0,T; L*(I)).

Proposition 1 (Ammari, 2002). Supposons que I' et T contrélent
géométriquement §). Pour tout n € RY, nous avons

<N Yo Yo 8(I>j > iom-
ozg 11— = . vi+|——1|—= 'Y ds;
: ( %‘) ! /aBj ( ’ (%‘ ) v; +() i)

7=1
of fut
= —% .
0 r K an

Ici fOT Jr gy Zen est & considérer au sens de la dualité entre H} (0,T) et

H~1(0,T). La Proposition 1 est obtenue en multipliant (07 — 40A) vy, = 0

par w,
T T
/0 /Qﬁfvam wy, — 70/0 /QA’UOM? w, = 0.

Nous appliquons ensuite la formule de Green, nous avons alors

T T T 0@
/ / atQUa,n Wy + /70/ / Vvoz,n : vwn - ’70/ /gn P 7777
0o Ja 0o Ja o Jr n

puis nous intégrons par partie sur (0,7") et nous appliquons une nouvelle fois
Green

T m
8’00”7 ( ’VO) iz
—70/ /9 =) il 1-=) ey
o Jr T on e Y5

Yo 8@ T — 2z .
. ) A 1 ] ] m-x
/Q (V] " (’Yj ) v; + ( a %0ty 0 () d.
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ou l'intégrale de la partie droite est a considérer au sens de la dualité entre
Hj (Q) et H(Q). Ainsi

O0v,, o inoa
_%/ fion = (1__9>6n K
/ ( Vi + <'70 1) 0 ]|+ (x ZJ)) RUR de (JZ),
58(2j+aBj) /7-7 a]/] a

puisque ((z) = 1 dans un sous-domaine €2 de Q qui contient les inho-
mogénéités B,. Par un changement de variables, l'identité ci-dessus mene
a la formule désirée.

En prenant maintenant le développement de Taylor de e**7Y et en ayant

a 'esprit que
o 8(13] )
+ — 1) ds;(y) =0,
[, (e (2m) Sw) s

H. Ammari obtient une formule asymptotique plus convenable.

Proposition 2 (Ammari, 2002). Supposons que I' et T controlent
géométriquement §). Pour tout n € RY, nous avons

“ . 0D
3 (1 2) e [ o (22 B0
; ~ Ui o5, j v 81/]|+() n i)
T Vo 9
= — 4+ o(a”).
%/o /Fg” on T o)

Ensuite, pour tout n € R?, soit 6, la solution de Iéquation de Volterra
de seconde espece :

T
0,6, (2.) + / e~V (g (2. 8) — /70 || 86, (2, 1)) ds
t

= gl 22.)
pour x € ', t € (0,7),
0,(x,0)0 =0 pourzel

L’existence et 'unicité de ce 6, dans H'(0,T; L*(T")), pour tout n € R?
peuvent étre établies en utilisant le noyau résolvant. Puisque ¢, € Hy(0,T; L*(T)),
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la solution 6, appartient, en fait, & H?(0,T; L*(I")). Notons que c¢'était Ya-
mamoto [43] qui a eu le premier cette idée d’utiliser une telle équation de
Volterra pour appliquer le controle géométrique pour résoudre des problemes
inverses. Nous notons aussi a partir de la différentiation de (2.2.6) en ce qui
concerne t que 6, est 'unique solution de I'équation différentielle ordinaire

(EDO)

{@@—@:&%W&@“ﬁww)mmweﬁte@T% (2.2.7)

0, (x,0) = 040, (z,T) =0 pour z € I’

Par conséquent, la fonction 6, peut eétre calculée explicitement avec une
méthode de variation des constantes. Il ressort de cette observation que 6,
appartient & H?(0,T; L*(T")) puisque g, € H;(0,T; L*(T)).

Pour identifier les centres ainsi que certaines propriétes des petites imper-
fections B,, nous regardons la moyenne des mesures de frontiere %L;h“x(o,’f),
en utilisant ¢, de I’équation de Volterra (2.2.6) ou, ce qui est équivalent,
I'EDO (2.2.7) comme fonction de 7.

Nous arrivons au résultat fondamental pour la procédure d’identification.

Théoréme 3 (Ammari, 2002). Soit n € RY. Soit u, ['unique solution dans
C°0,T; HY(Q)) N CY(0,T; L*(Q)) de ’équation des ondes (2.1.2) avec

W(e) = wdfe) = €7, ul(a) = ul(x) =~y o] €7
et fz,t) = f,(x,t) = em= ol

Supposons que I' et T contrélent géométriqguement 2. Alors on a
T ou, Ou ou, Ou
[ J (G- 50) vooa(5i - 50)]
— /T/ei\/%lnltat (e_i\/%mltg ) % J— @ (2 2 8)
0o Jr Y\ on  On o

(7 -
- adz (f; - 1) e [Mj(n) o/ ’77|2 |Bj” + o(a?),
— j

ou 0, est Uunique solution de 'EDO (2.2.7), avec g, défini comme le contrile
de frontiére dans (2.2.5), et M, est le tenseur de polarisation de B;, défini
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par

(M)t = - ( / (v (22-1) G210 e dsj@))  (229)

Ici (eq, ..., eq) est une base orthonormale de R

Nous sommes maintenant en position pour décrire la procédure d’identi-
fication qui est basée sur le Théoreme 3. Négligeant le reste dans la formule
(2.2.8), on définit A,(n) par

T Oou, Ou Oou, Ou
won= [ f (G =) o0 (5= 50)]
La fonction A, (n) est calculée par I'approche suivante. Premiérement, nous
construisons le controle g, dans (2.2.8) pour un 7 € R? donné par la résolution
du probleme de controle (2.2.5). Ensuite, nous résolvons ’équation des ondes
(2.1.2) pour u,, puis & partir des mesures de bords %|Fx(o,T), nous formons
les intégrales qui entrent en jeu dans l'expression (2.2.8) de A, (n).
Rappelons que la fonction e*"% est exactement la transformée de Fourier
(a une constante multiplicative pres) d'une fonction de Dirac 6_5.; (d'une
masse ponctuelle située en —2z;). A partir du Théoreme 3, il s’ensuit que
la fonction A,(n) est (approximativement) la transformée de Fourier d’une
combinaison linéaire de dérivées de points masses, ou

Ao(z) = o Z L; (0-22,) (2),

ou L; est un opérateur différentiel du second ordre aux coefficients constants
dont les coefficients dépendent du tenseur de polarisation M; défini par
(2.2.9) et Ay(z) représente la transformée de Fourier inverse de Ay (7).

La méthode de reconstruction proposée ici consiste a évaluer des valeurs
d’échantillonnage de A, en un certain ensemble discret de points et alors
a calculer la transformée de Fourier discrete inverse correspondante. Apres
un changement d’échelle par —%, le support de cette transformée de Fou-
rier discrete inverse rapporte la localisation des petites imperfections B,. En
d’autres termes, une fois A,(n) calculé a partir des mesures dynamiques de
frontieres sur I', nous calculons sa transformée de Fourier inverse. La formule
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asymptotique (2.2.8) du Théoreme 3 assure que cette transformée de Fourier
inverse est une distribution supportée en les centres (zj)?;.

Une fois les localisations connues, on peut calculer les tenseurs de polari-
sation (Mj);.nzl en résolvant un systeme linéaire approprié résultant de (2.2.8).
Ces tenseurs de polarisation donnent des idées sur l'orientation et la taille
relative des imperfections. Nous souhaitons remarquer qu’a partir du terme
d’ordre principal de A, (n) donné par (2.2.8), nous ne pouvons reconstruire
plus en détails les formes des domaines B;. Des termes de degré élevé dans le
développement asymptotique de A, (7), en ce qui concerne «, sont nécessaires
pour reconstruire les domaines B; avec une haute résolution - voir [6].

Le nombre de points (d’échantillonnage) nécessaire pour une inversion de
Fourier discrete précise de A, (n) s’ensuit du théoréeme d’échantillonnage de

Shannon. Nous avons besoin (conservativement) des valeurs échantillonnées
d’ordre (%)2 pour reconstruire, avec une résolution ¢, une collection d’im-
perfections qui s’étend a l'intérieur d’un carré de taille h. Dans le but de
simuler des erreurs de mesures de %er sur I' x (0,7, aussi bien que les er-
reurs inhérentes dans I’approximation (2.2.8) et dans les calculs de gy, 0, et
Ao (n) (par certaines formules de quadrature), nous pouvons ajouter un bruit
aléatoire aux valeurs de A, (7). Des expériences numériques faites dans [10]
pour le probleme inverse de conductivité 2D semble suggérer que la méthode
est assez stable en ce qui concerne le bruit dans les mesures et des erreurs

dans les différentes approximations.

Des formules approchées telles que (2.2.8) représente une approche tres
prometteuse pour lidentification dynamique de petites imperfections qui
sont incluses dans un milieu homogene. En particulier, la méthode peut
étre étendue pour résoudre le probleme d’identification dynamique de pe-
tites inclusions rigides ou incompressibles. Formellement, on peut recouvrir
ces deux cas en laissant 7; tendre vers +oo ou 0 dans (2.2.4) et la formule
asymptotique (2.2.8). Rigoureusement, pour assurer que (2.2.8) est encore
valide pour des inclusions rigides ou incompressibles, on doit montrer que
le terme o(a?) est uniforme en 7; quand 7; tend vers +o00 ou 0. De plus,
la méthode rapporte une bonne approximation pour des perturbations de
petites amplitudes dans la conductivité (v,(z) = 70 + ay1(x)) a partir des
mesures de %L; sur I x (0, 7). La méthode peut rapporter la transformée de
Fourier de la perturbation 7 (x). Ce probleme inverse est considéré dans [4].

Finalement, nous souhaitons accentuer le fait que, dans I’algorithme décrit
dans ce chapitre, les centres z;,7 = 1,..., m des imperfections sont retrouvés
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avec une erreur O(a?1), et seuls les tenseurs de polarisation des domaines
B; peuvent étre reconstruits. En utilisant des termes de degré supérieur
dans le développement asymptotique de %uTj‘a(szraBj)-‘r, nous serions certaine-
ment capables de reconstruire les petites imperfections avec une plus grande
résolution a partir des mesures dynamiques de frontieres sur une partie du
bord et capturer plus de détails sur les géométries des domaines B;. Ceci
nous permettra peut-étre d’identifier des imperfections de conductivité assez

générales sans restriction sur leurs tailles.

Résumé de la procédure d’identification :

i) Considérer un nombre fini d’imperfections, z; + aB; pour j =1, ...,m,
de conductivité ; ;

ii) Résoudre I’équation des ondes (2.1.2) par une méthode d’éléments finis
en espace et différences finies en temps? pour obtenir les mesures de frontiere
%Ls sur I' x (0,7);

iii) Calculer la dérivée normale de la solution u connue dans le milieu sain
pour obtenir les mesures de frontiere g—z sur ' x (0,7);

iv) Calculer le controle g, de (2.2.5) pour un € R? donné, par une
méthode de controlabilité, (voir le chapitre suivant) ;

v) A partir des mesures de frontiere de 88%;‘, g—z et g, sur I'x (0, T), calculer
la formule asymptotique (2.2.8);

vi) Appliquer la méthode d’inversion de Fourier®. Cette étape fournit la

localisation des imperfections dans le domaine ().

2Voir Annexe A pour une résolution de I’équation des ondes.
3Cette étape essentielle dans la procédure d’identification sera détaillée dans le Chapitre
4 de cette these.
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Nous présentons, dans ce chapitre, une méthode de controlabilité exacte
de frontiere pour I’équation des ondes, la Méthode d’Unicité de Hilbert (HUM)
introduite par J.-L. Lions dans [29]. Le probleme de contrdle pour 1’équation
des ondes a été étudié a de nombreuses reprises (voir [11], [13], [17], [26],
etc...) en vue de la théorie sous-jacente et de son implémentation numérique
par diverses méthodes numériques (différences finies, éléments finis, éléments
finis mixtes, approche spectrale,...). Nous redonnons les principaux résultats,
théoremes, définitions et algorithmes nécessaires a la construction de notre
algorithme de controle, qui sera incorporé a notre procédure d’identification
d’inhomogénéités. Dans la derniere partie de ce chapitre, nous faisons une
étude numérique (dans le cas 2-D) de notre méthode HUM bi-grilles pour
obtenir sa validation afin de I'utiliser correctement pour notre probleme de
détection numérique.

3.1 Formulation du probleme

Soit Q C R?, avec d = 2 ou 3, un domaine borné de frontiere 95, et
[y € 0. Nous considérons ’équation des ondes avec un controle sur une
partie du bord,

(02 —A)u=0 dans Q = Q x (0,7,
Ulimo = u° , Oyl = ul dans €,

[ g sur g =T, x(0,T),
“{ 0 sur $— %o =00 — T, x (0,T).

(3.1.1)

En d’autres termes, le “controle” g est appliqué sur une partie I'y du bord
0€); il permet de ramener au repos la vibration initiale.

Alors le probleme de controlabilité exacte est : "Etant donné T > 0 et les
données initiales (u°, u') € L*(Q) x H~(Q), peut-on trouver une fonction
controle g € L*(T x (0,7)) telle que la solution du systeme (3.1.1) vérifie

u(z,T) = Owu(x, T) =0 sur Q77

On sait que, pour que ce probleme admette une réponse positive, on doit
vérifier deux conditions nécessaires :

(i) T doit étre suffisamment grand (car les ondes se propagent a vitesse
finie).

(ii) I'y doit vérifier la Condition de Controle Géométrique.
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Remarque : La condition géométrique est remplie, lorsque I' est le bord
de Q tout entier, le temps étant deux fois le diametre de Q (diam(2) =
Supw,y€§2|x - y|>

Si (i) et (i1) sont vérifiées, alors le probléme de controle ci-dessus a au
moins une solution v € L3(T" x (0,7)). Mais en général la solution n’est pas
unique. Avec tous les controles possibles, nous pouvons sélectionner celui de
norme L? minimale. Une méthode systématique et constructive pour calculer
un tel contrdle, g, est fournie par la méthode d’unicité de Hilbert (HUM) de
Lions [29].

Le principal avantage de la méthode HUM est que le controle est ca-
ractérisé par une formulation variationnelle qui peut étre facilement implémentée
par un algorithme de Gradient Conjugué.

3.2 Description de HUM

Nous décrivons maintenant HUM pour le controle de I’équation des ondes
sur une partie du bord de maniere assez breve. Pour plus de détails, regarder
dans [26] et [29].

Nous notons par

E=H(Q) xL*Q), E'=H Q) x L*(Q),

I’espace des états initiaux pour I’équation d’ondes homogene et le dual de F,
respectivement. On définit 'opérateur

A E— F

comme suit :
1. Prendre e = {e’,e'} € F et résoudre de t =0 at =T

(02 —A)p=0 dans Q = Q x (0,7,
oo = €, Oyp|i=o = ' dans Q. (3.2.2)
o(x,t) =0 sur ¥ =1"x (0,7).

2. Alors résoudre de t =T a t = 0 (backwards)

(02— A)p =0 dans Q = Q x (0,7),
Y(x, T)=0, o(x,T)=0 dans €2, 393

_ g—‘z sur Yo =I'g x (0,7, (3:2:3)
Q/)_{O sur ¥ — Yy =00 — Ty x (0, 7).
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3. Finalement, définir 'opérateur A comme

Ae = {(0), =(0)} € E".
Nous avons le théoreme original de J.-L. Lions [29] :

Théoréme 4 (J.-L. Lions, 1988). L’opérateur A est linéaire et continue de E
dans E' ; par ailleurs, siT est suffisamment grand (> Tnin = 2 ||z — 20| ()
et si 'y est du type

[ (zg) =A{z|z €T, (x — x9) - n, >0}

ot zg € R? est un point arbitraire et n, est la normale extérieure a T' en z,
alors A est un isomorphisme de E dans E'.

Ce précédent théoreme peut étre interprété plus généralement de maniere
géométrique :

Théoréme 5 (Bardos-Lebeau-Rauch, 1992). Si tous les géodésiques ! généralisées
de longueur T rencontrent le bord du controle I'g, a un point non diffractif
alors pour tout u°, u' dans H=1(Q) x L?(Q), on peut trouver un contréle

g € L*(Ty x (0,T)) qui dirige le systéme (3.1.1) a partir de u°, u' au temps

t =0, jusqu’au repos au tempst =T

3.3 Application de HUM a I’équation des ondes

Appliquons maintenant le théoreme 4 au controle de 1’équation des
ondes (3.1.1). Supposons que

w e L*(Q) , vt e H1(Q)

sont donnés. Alors :
1. prendre f = {u', —u°} - i.e. nous identifions u avec 1 ;

0

2. résoudre Ae = f pour obtenir €°, e!, les données initiales pour

I'équation des ondes en ¢ (3.2.2);

3. résoudre 'équation des ondes en ¢ (3.2.2) (progressive en temps) en
utilisant €, e! comme données initiales ;

'En géométrie, une géodésique désigne le chemin le plus court, ou I'un des plus courts
chemins s’il en existe plusieurs, entre deux points d’un espace pourvu d’une métrique.
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4. calculer la dérivée normale de la solution de I’équation des ondes en
¢ (3.2.2) et poser g = 2|5, ;

5. résoudre ’équation des ondes en 9 (3.2.3) (rétrograde en temps) en
utilisant g comme donnée sur le bord ;

6. finalement, poser u = 1, alors puisque ¥ (x,T) = 0, Y (x,T) = 0
étaient imposées, g (le controle) donne la controlabilité exacte de
frontiere avec

u(z,T) = Ow(z, T) =0, Vo e Q.

Nous remarquons que l'opérateur A est symétrique et E-elliptique. Ces
propriétés impliquent que Ae = f peut étre résolu par un algorithme de type
gradient conjugué.

3.4 Un algorithme numérique basé sur HUM

Comme nous allons le montrer maintenant, la nature constructive de
HUM avec les propriétés favorables de I'opérateur A, nous permet de formu-
ler un algorithme numérique basé sur 1'utilisation d'une méthode de gradient
conjugué avec HUM a sa base. Ceci sera présenté en trois étapes :

1. présentation de la solution du gradient conjugué (Algorithme du

Gradient Conjugué);

2. application de l'algorithme Gradient Conjugué au probleme de
controlabilité pour 1'équation des ondes basé sur HUM (Algorithme
du Gradient Conjugué pour HUM);

3. discrétisation de l’algorithme Gradient Conjugué pour HUM
en utilisant une technique multi-grilles (Gradient Conjugué Bi-
grilles) ;

3.4.1 DMotivation. Description d’un algorithme général
de gradient conjugué pour résoudre des problemes
variationnels fortement elliptiques

Nous pouvons réécrire le probleme Ae = f, en prenant f = {u', —u"},
dans la forme variationnelle suivante :
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Trouver e € E tel que

(Ae, ) = <{u1, —uo} ,é> , Veel, (3.4.4)

ou (.,.) dénote la dualité entre E et E’. Nous avons
(es) = [ 103(@,0) ¢ (2.0) = ¥ (£,0) 1 (2,0)] o
Q

0p 0P 5
= — | dr E.
/E{ﬁnﬁn}d dt , Ve, é €

Puisque la fonctionnelle bilinéaire (A.,.) est continue, symétrique, et E-
elliptique (i.e. coercive) pour T suffisamment grand, le probleme (3.4.4) peut
étre résolu par un algorithme de gradient conjugué. Allant alors au cas
général, nous considérons le probleme linéaire variationnel suivant

Trouver u eV tel que

a(u,v) = L(v) , Yo eV, (3.4.5)

ou V est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire (.,.) et la norme
correspondante ||.||, a : V x V — R est une forme bilinéaire, symétrique,
continue et V-elliptique et L : V' — R est une forme linéaire et continue.

Avec ces hypotheses, le probleme a(u,v) = L(v) admet une unique solu-
tion, qui peut étre calculé par I'algorithme du Gradient Conjugué suivant :

Algorithme du Gradient Conjugué
e Etape O : Initialisation

u’ € V donné; (3.4.6)
résoudre alors
eV, (¢°v)=al’v)— L) YveV. (3.4.7)

0

Si ¢° = 0, ou si "petit”, prendre u = u° : sinon, poser
bl ) bl )

g’ =u’. (3.4.8)

41



Alors, pour n > 0, en supposant que u", ¢", w™ soient connus, calculer u"**,

g™, w"t! comme suit :

e Etape 1 : Descente

Calculer
llg"]|?
y = ————— 3.4.9
Pn = ) (3.4.9)
et alors
u" =" — pLw™. (3.4.10)

e Etape 2 : Test de la convergence et construction d’une nouvelle
direction de descente
Calculer le résidu

g"t €V, solution de

(9", v) = (9", v) — ppa(w",v) — L(v), Vv €V (3.4.11)

Si ¢g"*! =0, ou si "petit”, prendre u = u™*! ; sinon, calculer
g™ 7

et définir la nouvelle direction de descente par
W' = ¢"t oy " (3.4.13)

Mettre n = n + 1 et retourner en (3.4.9).

3.4.2 Application de I’algorithme gradient conjugué au
controle de ’équation des ondes

La méthode HUM se réduit au calcul du controle de norme L? minimale
pour le probleme continue (3.1.1) en résolvant Ae = f, avec f = {—u', u’}
donné et e € E. Ici nous adaptons 'algorithme général du Gradient Conjugué
décrit ci-dessus pour résoudre ce probleme linéaire. Tout d’abord, on décrit
I’algorithme au niveau continu.
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Prenons

V=F,
al.,.)=<A.,.> L:¢—<u' —u’é>.
Nous notons par -
D:@—A, dans Q x (0,7)

Iopérateur d’Alembertien.

Algorithme du Gradient Conjugué pour HUM
e Etape O : Initialisation
Choisir une valeur positive pour le critere d’arrét €, et donner des données
initiales

e) € Hy(Q) et ef € L*(Q). (3.4.14)
Résoudre
Opg =0 dans Q@ = Q x (0,7,
Yo = sur ¥ =00 x (0,7),
wo(z,t =0) =€) dans Q, (3.4.15)
%0 (y,t =0)=¢y dansQ
et
(g = 0 dans @ = Q x (0,7,
Yo(z, T) =0, Oho(x,T)=0 dans €,
o = %ﬁ—” sur X9 =T'g x (0,7, (3.4.16)
T 0 sur X —3%,=00—T, x (0,7).
Calculer go = {g0, 95} € F, comme suit :
—Agd = 2%2(0) —u' dans €,
{ =0 0 (3.4.17)
et
go = u’ — 1(0). (3.4.18)
Si gg = 0, ou si "petit”, prendre e = e ; sinon, poser
Wo = Go- (3.4.19)
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Alors pour n > 0, supposons que €,, ©n, Un, gn, W, sont connus, calculer

€n+1, Pn+il, wn+17 gn+1, Wpi1 COIMIME suit :

e Etape 1 : Descente

Résoudre
Op, =0 dans @ = Q x (0,7,
@n(z,1) =0 sur X = 9Q x (0,7),
on(z,t =0)=w® dans Q, (3.4.20)
%(m,t =0)=w. dans Q
et
e, = 0 dans Q = x (0,7),
Un(2,T) =0, O(x,T)=0 dans (2,
vo— | B sw Se=Tox (0.7). (3.4.21)
P70 sur X —%o=00-Tx(0,T).
Calculer g, = {g°,g.} € E, comme suit
—AgY = %(O) dans Q
" ’ 4.22
{ 3 =0 sur Of) (3 )
et
Gn = —Un(0) (3.4.23)
Ensuite calculer
Jo (V98P + 193 ) da Lo
Pn = TV -Vl + ghwt) da (3.4.24)
Une fois p,, connu, calculer
€nil = €n — PrlWp, (3.4.25)
On+1 = Pn — pn@n, (3426)
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wn—i-l = wn - Pn@n, (3427)

Le nouveau résidu est donné par :

Hgn+1HH01><L2

(3.4.29)

restdual =
|90/ | 12 x L2

e Etape 2 : Test de convergence et construction d’une nouvelle
direction de descente

Si gny1 = 0, ou si "petit” (résidu < tolérance), prendre e = e,11, ¢ = @pi1,
¥ = ¥,11; sinon, calculer

B Ja (|Vg2+1|2 + ‘g}wl}z) dx

Vo = (3.4.30)
Jo (IV631° + 1g4]%) da
et définir la nouvelle direction de descente par
Wna1 = i1 + YnWp. (3.4.31)

Poser n =n + 1 et retourner en (3.4.20).

Remarque : Notons que dans 'algorithme du gradient conjugué ci-dessus,
nous cherchons (par minimisation du résidu) les bonnes conditions initiales,
e, el de I’équation des ondes en ¢ - pas celles de notre équation des ondes
originale en u. Une fois que nous avons obtenu ces conditions initiales, nous
pouvons résoudre ’équation des ondes en ¢ et calculer le controle g = g—mgo

pour I’équation des ondes en 1. Cependant, nous imposions les conditions

Y (x,T) = (x,T) = 0.

Ainsi la solution de I’équation des ondes en 1, en utilisant la valeur convergée
de g, nous donnera la controlabilité exacte par simple identification avec
I’équation des ondes en u. Le seul role joué par les conditions initiales de u
est dans le calcul du résidu dans la zero’ieme itération du gradient conjugué
- voir ci-dessus (3.4.17) - (3.4.18).
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3.4.3 Discrétisation de ’algorithme du Gradient Conjugué
en utilisant une technique de filtrage multi-grilles

La discrétisation de l'algorithme ci-dessus va subir de nombreuses méta-
morphoses. La raison de cela est le fait qu'une discrétisation directe mene a un
probleme discret mal posé. De nombreuses tentatives ont été effectuées dans
le but de remédier a ce probleme (voir I'article [26] et 'analyse de [44]). La
tentative la plus aboutie a été formulée par Glowinski et utilise une technique
de filtrage multi-grilles inspirée d’un probleme similaire qui survient dans la
solution numérique du probleme de Stokes. Nous présentons maintenant une
implémentation par éléments finis de cette technique.

Le coté mal posé vient des composantes hautes fréquences de la solution
du probleme discret

Apaten = [ (3.4.32)

Le remede est d’éliminer les composantes de petite longueur d’onde des
conditions initiales de I’équation des ondes ¢ en les définissant sur une grille
grossiere de deux fois la taille initiale, 2h. Nous avons besoin de définir deux
opérateurs pour le passage de grille a grille :
e un opérateur d’interpolation 1%, qui s’applique de la grille grossiere &
la grille fine :
Igh Qi g—r L

e un opérateur d’injection I?", qui s’applique de la grille fine & la grille
grossiere :
Lol —

Les espaces discrets fondamentaux

Nous supposons pour simplifier que  est un domaine polygonal de R
Soient Ty, et Ty, deux triangulations régulieres classiques d’élément fini, une
fine (T},) et une grossiere (1), vérifiant :

a=|JK=|J K (3.4.33)

KeTy, K'eTy,

et soient h et 2h la plus grande longueur des arétes de T}, et de Ty, respec-
tivement.
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Nous définissons ensuite les espaces discrets suivants :
Vh = {vh|vh c CO(Q),U;L |K S Ql,VK S Th}

V2 = L] van € CUQ), vap | € Q1 VK € Top}
Vi = VN Hy(Q) = {va| v, € V", vy, |r = 0}
Vel = V2N Hy () = {van] van € V0 [r = 0}

Finalement posons
(u,v)p, = / wdzdy et a(u,v) = / Vu - Vo dxdy
Q Q

L’algorithme discret pour le HUM BI-GRID est alors :

Algorithme du Gradient Conjugué Bi-grilles
Etape 0 : Initialisation
e c), e} sont donnés sur la grille grossiére ;
e Résoudre I'équation des ondes discrete (directe) pour n = 0,1,..., N,

sur la grille fine

eott e Vi,
(3.4.34)

n+1 n—1 n
Yo Tt 2 _ h.
( 0 ‘Aot‘Q_O ’Uh>h +al(py,vn) =0, v, € Vi

initialisée par ) = I7, €d et o} — o) = (2At)I% e}, et stocker ), i
e Pourn=N,N—1,...,0, calculer ¢, %if, Yyt par intégration en temps
(rétrograde) comme suit :
- sin = N, calculer 655 :
- sinon si n < N, calculer en premier ¢j en résolvant pour un pas de
temps (rétrograde) sur la grille fine

h
vo € W'
ST . . (3.4.35)
(—|At|2 ,Uh>h +aleg™,on) =0, v, € Vg
e el 12 ’ . Opy
initialisée par les valeurs stockées ) et '™, et ensuite calculer a
- fin si;
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- résoudre

-1
(gt e Vi,

¢7L71+1/)7L+1_21/)n .
<W,Uh , +a(yy,vn) =0, v, € Vi

8”
(Y = 5> sur T,

initialisée par
Yo =0 et g =y =0;

e Calculer le résidu gy = {¢9, g5} € V" x V", en
- résolvant sur la grille grossiere

a8 € Vi v € Vi,
1 0
a(gy, van) = (IQhM Uzh) o — (I, vap)an,

- alors poser

9 = i’ ]£h¢o

(3.4.36)

(3.4.37)

(3.4.38)

e Sig, = 0, ousi”petit”, poser e, = eg et STOP ; sinon, poser la premiere

direction de recherche wy = g, (“steepest descent”).

Ensuite pour k£ > 0, en supposant que ey, g, Wi sont connus, calculer

les itérations suivantes eji1, g1, Wi41 comme suit :

Etape 1 : Descente

e Résoudre I’équation des ondes discrete (directe) pour @}, n

sur la grille fine

— 1
ot e Vi,

n+1 -1 _o5-n
+Pr _—20 = _ h.
( |Akt|2 k,Uh>h+a(SOZ,Uh) _07 Up € ‘/0 )

initialisée par
oh = ghwlg et @ — _71 <2At>1 W

et stocker g, gt
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e Pourn = N,N—-1,...,0, calculer ¢}, 87;“ , ” ! par intégration en temps
(rétrograde), comme sult :
N
-sin = N, calculer 88%;
- sinon si n < N, calculer en premier ¢} en résolvant pour un pas de
temps (rétrograde) sur la grille fine

op €V,
(3.4.40)

i n+1 h.
( k ]TAHQ , Up h+a((’0k , U ):Oa ,Uhe‘/()7

initialisée par les valeurs stockées @2 et @ "', et ensuite calculer a@iﬂﬁ
- fin si;
- résoudre
Tn—1
(e v,
n 1+ n+1_2 n _
(WJ Uh)h + a(%& Uh) = 07 Up € ‘/Oh7 (3441)
L z/?,? =% I,

initialisée par B
G =0 e G ¢§=0

e Calculer le résidu g, = {gk,gk} € Vil x V@,
- résolvant sur la grille grossiére

gy € Vi vg, € V@M,

(3.4.42)

a(g27v2h) — (]2h1/’k 11% U2h> 7

2h

- ensuite en posant
Ge = —Ia"dns (3.4.43)
e Calculer ensuite la direction de recherche en calculant
2 2
Jo (1981 + |9 ") da

Pr = (3.4.44)

Jo (V3R - Vw) + giawy) da
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e Une fois p; connu, calculer les quantités

€41 = € — PLWi,
Pkt1 = Pk — PkPk;
Vi1 = i — Prthr,
8kt1 = 8k — PrBy-

Etape 2 : Test de convergence et nouvelle direction de descente

e Si g, = 0, ou si petil, poser e, = €1, Vo = Pri1, Yn = Yy et
STOP ;

e Sinon

- calculer
2 2
Ja (‘vggﬂ‘ + gkl ) da
Ye = 012 L2 (3449)
Ja (‘ngl + |9 ) dx

- définir la nouvelle direction de recherche conjuguée comme

Wi+1 = 81 + VW (3.4.50)

e Poser k = k + 1 et retourner a 1’étape 1.

Remarques : Nous répétons ici deux remarques basiques faites dans [25]
concernant la complexité de l'algorithme discret ci-dessus :

1.7... L’algorithme ci-dessus semble étre un petit peu compliqué a premiere
vue [...] mais en fait la seule partie non triviale est la solution (sur la grille
grossiere) des problemes discrets de Dirichlet (3.4.37) et (3.4.42)”. Une ca-
ractéristique intéressante de l’algorithme est que l'intégration simultanée
rétrograde des deux équations discretes d’ondes pour ¢ et ¢ fournit une
économie de place mémoire dans l'ordinateur. Le stockage sera plus impor-
tant pour 7' grand et sera d’une nécessité absolue pour des problemes 3D.

2. La remarque précédente montre aussi l'intérét de 1’approche HU M
d’un point de vue calculatoire. Dans le probleme original de controle, I'in-
connu est le controle g qui est définie sur X = I' x (0,7); utilisant HU M,
I'inconnu est la solution e de Ae = f qui est approchée par e, et est substan-
tiellement plus petite en termes de mémoire requise.
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3.5 HUM sur le carré unité : Etude numérique

Avant de présenter les résultats numériques, nous allons donner succinc-
tement la définition des normes utilisées dans les calculs d’erreurs, puis nous
discuterons du critere de convergence de la méthode, ainsi que des normes
discretes utilisées.

3.5.1 Rappels

Nous introduisons tout d’abord les notations suivantes pour les normes :
o |||, q est la norme L*(Q);

® |-, o est la norme Hy(Q); ||y ¢ est la norme H'(Q);

1
|| _;q est la norme H71(Q), ou v, g = <fQ |Vv|2dac>2 et ||v]|_; g =

[wl g, ot w € Hy(Q) est la solution du probleme de Dirichlet —Aw = v
dans €2, w =0 sur I'.

3.5.2 Critere de convergence et normes discretes
1. L algorithme du gradient conjugué est initialisé par ¢} = e} = 0. En
d’autres termes, la donnée initiale de la solution e, est zéro.

2. Le critere d’arrét : nous utilisons

fQ (‘Vgl(gH’z + }911:+1|2> dx
Jo (I8 + 193 ) da

S €

ou € dépend de la précision de la machine. Dans nos calculs, on utilise
e = 107%,1078. Dans les cas avec des données initiales oscillantes, nous
réduisons cette tolérance & 107°.

3. Dans les Tables, nous notons par uj, et u;, les valeurs calculées des condi-
tions initiales u° et w!. En fait, ce sont les analogues discrets des valeurs
convergées de 1(0) et %—‘f(O). Nous notons par ¢ et e}, les valeurs calculées
(convergées) des conditions initiales € et el.

4. Nous utilisons des versions discretes des normes définies précédemment,
qui sont calculées par une régle de quadrature de type trapeze a partir
de la solution numérique discrétisée.
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5. La quantité [|g[|, 5, est la norme L? du contréle sur le temps de [|g(¢)|| 2
(ou g est la fonction controle a déterminer) - Cette derniere fonction est
tracée en fonction du temps et montre comment 1’énergie du controle
évolue.

[un (1)l 0
l[un (0)]l2,0
I’équation des ondes originale pour u, en commencant avec les données

initiales données et en employant le controle de frontiere exacte, g, qui a
été calculé par 'algorithme. Elles montrent comment le controle calculé
atteint I'état terminal désiré u(z,T) = u(z,T) = 0.

7. Notre motivation pour 'utilisation de fonctions cut-off, comme celle de
la figure 3.1 (b), est qu’en pratique il est difficile de penser que le controle
peut étre appliqué instantanément au temps ¢ = 0 : un petit délai aura
lieu.

6. Les deux quantités et [[u (T)||_, o sont obtenues en résolvant

T t Alt T-At T t
(a) (b)

Fi1G. 3.1 — Différents tracés de la fonction cut-off utilisée dans HUM.

Similairement, la suppression du controle de frontiere ne peut pas étre
fait immédiatement, expliquant le comportement a ¢t = T de la fonction
cut-off de la figure 3.1 (b). Dans nos simulations numériques, nous avons
utilisé la fonction cut-off de la figure 3.1 (b).
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3.5.3 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons un certain nombre d’expériences nu-
mériques pour des conditions initiales différentes, mais nous utilisons toujours
une méthode de Newmark? avec les parametres 3 = }l et 0 = 0. Chacun de
ces exemples est défini sur le carré unité. Pour calculer le controle, nous
avons utiliser la méthode de HUM présentée précédemment qui réduit le
probleme de controle a la détermination d’une suite de conditions initiales
(€, e!) d’une équation d’onde progressive. L’algorithme itératif du gradient
conjugué est utilisé avec I'initialisation (¢, e!) = (0,0). Nous supposons que
la convergence est obtenue quand le résidu relatif est plus petit qu'un € > 0
donné.

Exemple 1 : Conditions initiales régulieres

Nous considérons sur le carré unité les conditions initiales suivantes
u’(z,y) = 10sin(rz) sin(my) ; u'(x,y) =0; (z,y) € (0,1)% (3.5.51)

Nous supposons que le controle est actif sur I'y = {(z,1):0<z <1} U
{(1,y) : 0 <y < 1}. Le temps auquel nous voulons que la solution soit sta-
bilisée est prise égal & T = 3 > 2/2. Finalement, nous prenons € = 1.e — 06.
En outre, nous rappelons que le schéma BI-GRID est stable sous la condi-
tion At < h/v/2 (voir Annexe A). Nous décrivons dans la figure ci-dessous
la norme ||gn|| 2 en fonction du temps. La méthode BI-GRID produit de
bons résultats en peu d’itérations.

2yoir Annexe A.
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Pas Maillage h:% h:% hzg% h:6i4 h:ul)—2
Pas temps At:% At:% At:% At:% At:%
Nb d’itérations 5 5 4 4 4
A 0.0791026 | 0.0351821 | 0.015714 | 0.0139754 | 0.0160854
1€97], 4 0.380507 | 0.18742 | 0.127949 | 0.124443 | 0.130721
e, g 1.93352 | 1.94312 | 1.93605 | 1.94323 | 1.94522
% 41%x10°2|36%x103 ] 1.1x103]6.6x10*| 6.2 x 10~
Tupll_ g 0.139035 | 0.0549563 | 0.0243796 | 0.0110221 | 0.005086
% 0.0327554 | 0.0100263 | 4.3 x 1073 | 1.8 x 1073 | 8.2 x 10~*
u (1) 0.117575 | 0.0378059 | 0.013585 | 7.2 x 1073 | 4.3 x 1073
lonlhs 311402 | 3.06502 | 3.04898 | 3.04929 3.05

TAB. 3.1 — Résultats obtenus pour HUM avec BI-GRID pour des conditions initiales

régulieres et des valeurs différentes de h (Exemple 1).

Dans la figure ci-dessous, nous avons décrit le tracé du résidu du gradient
conjugué (en haut a gauche), le graphe de I’énergie (en haut a droite) et les
graphes des normes du controle (avec et sans carré, en bas).

valeur du Résidu (en logi0)

valeur de la Norme L2(Garima) de 1 au camé

valeur de ['Energie Controlée

valeur de la Norme L2(Ganma)

F1G. 3.2 — Représentation des graphes pour h = 1/32 (Exemple 1).
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Exemple 2 : Conditions initiales irrégulieres - Discontinuité de la
position initiale

Dans ce deuxieme exemple, nous considérons une situation plus singuliere
avec une condition initiale discontinue u°. Plus précisément, nous considérons,
encore sur le carré unité (0, 1), les fonctions suivantes

40 si (z,y) € (3, 3)°

u’(z,y) = s ul(x,y) =0 (3.5.52)

0 sinon

Nous supposons que le controle est actif sur I'y = {(z,1): 0 <z < 1} U

{(1,y) : 0 <y < 1} et nous prenons 7' =3 > 2v/2 et € = 1.e — 06.

Pas Maillage h = %h = %% = 3i2h h = Gi% h = %}%
Nb d’itérations 8 8 8 7 7
100 0.199385 | 0.130374 | 0.0887119 | 0.0935635 | 0.0932021
190, ¢ 2.35813 | 1.88889 | 1.36014 | 1.22461 | 1.12666
leiTo.0 1.00134 | 6.04182 | 4.91324 | 539078 | 5.22464
% 0.507409 | 0.418109 | 0.265759 | 0.18585 | 0.15264
ulll_, o 0.694683 | 0.831586 | 0.551424 | 0.414996 | 0.336339
% 0.804113 | 0.32463 | 0.237266 | 0.16793 | 0.129609
(D) 2.62082 | 3.0269 | 2.58778 | 1.54586 | 1.25757
9n ]l 6.03455 | 9.20006 | 7.60342 | 8.36248 | 8.12837

TAB. 3.2 — Résultats obtenus pour HUM avec BI-GRID pour des conditions
initiales irrégulieres et des valeurs différentes pour h (Exemple 2).

Dans la figure ci-dessous, nous avons décrit le tracé du résidu du gradient
conjugué (en haut a gauche), le graphe de I’énergie (en haut a droite) et les
graphes des normes du controle (avec et sans carré, en bas).
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valeur du Résidu (en log10)
valeur de 'Energie Controlée
o
s
ey
L

I
05 1 15 2 25 3
MNombre de Résidu calculé temps (en secondes)

180 v T T T T 14

160 - e

140 4

120 -

100+ B

valeur de | Norme L2(Gamma) de g au carré
valeur de la MNorme L2{Gamma)

I i i L o L I I L I
03 1 15 2 2.9 0.3 1 15 2 2a
temps (en secondes) temps (en secondes)

Fic. 3.3 — Représentation des graphes pour h = 1/32 (Exemple 2).

Les résultats résumés dans la Table 3.2 indiquent que le controle ob-
tenu, pour une position initiale u° discontinue, ne conduit pas la solution
au repos au temps T contrairement au cas de données régulieres. Dans le
précédent exemple, la situation était différente, la condition initiale u® étant
continue. Nous observons également que le nombre d’itérations nécessaire a
la convergence est presque le double que pour des données initiales régulieres
et cela pour le méme €. Dans notre cas, la procédure bi-grilles n’a aucun effet
régularisant sur la position initiale irréguliere u® (la projection de u° sur le
maillage grossier est toujours discontinue pour un saut indépendant de h), et
par conséquent le controle obtenu n’est pas le bon. Afin de remédier a cette
situation, il faut utiliser des méthodes d’ordre plus élevé - voir [13].
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Exemple 3 : Conditions initiales régulieres propageantes

Dans ce troisieme exemple, nous prenons une condition initiale pro-
pageante u°, c’est-a-dire une fonction exponentielle. Plus précisément, nous
considérons, encore sur le carré unité (0, 1)?, les fonctions suivantes

’LLO("L’7 y) e 6764[(x7$0)2+(y7y0)2]; ul (.'L', y) e 0’

(3.5.53)

Dans nos calculs, nous avons pris le couple (zg,y0) = (0.5,0.5) et nous

avons supposé que le controle est actif sur I' tout entier et nous prenons
T=3>2V2ete=1e—08.

Pas Maillage h:% h:% :% hz% :6i4 hzwlz
Pas temps At:\% At:\% At:\% At:\% At:\% At:\%
Nb d’itérations 5 12 10 7 5 5

100 0.00765 | 0.002303 | 0.000618 | 0.000386 | 0.000369 | 0.000387
1€01], 0.03828 | 0.02596 | 0.00950 | 0.00483 | 0.00329 | 0.00288
lekTo.o 0.08578 | 0.0470 | 0.03069 | 0.029541 | 0.029285 | 0.029205
DA 1.8104 | 04283 | 0.0368 | 0.00438 | 0.000322 | 0.000117
Tulll_, o 0.010633 | 0.011065 | 0.002214 | 0.001395 | 0.000433 | 0.000207
W 0.77812 | 0.3257 | 0.038474 | 0.007832 | 0.00213 | 0.001083
lu (D)1 0.09894 | 0.02056 | 0.003057 | 0.001185 | 0.000307 | 0.000127
[ Tss 0.22792 | 0.1079 | 0.06909 | 0.066918 | 0.06629 | 0.066147

TAB. 3.3 — Résultats obtenus pour HUM avec BI-GRID pour des conditions initiales
propageantes et des valeurs différentes pour h (Exemple 3).

Dans la figure ci-dessous, nous avons décrit le tracé du résidu du gradient
conjugué (en haut a gauche), le graphe de I’énergie (en haut a droite) et les
graphes des normes du controle (avec et sans carré, en bas).

Nous observons, pour ce test, que le controle trouvé conduit la solution

au repos au temps 7. En particulier, les quantités

lun(D)llo.0
l[un(0)llo,2

flu®—ufllo,0
lu%l0,2

) Huile—l,Q et

convergent vers zéro quand h tend vers zéro. Ce constat est similaire

a celui obtenu pour 'Exemple 1 dans le cas de données initiales régulieres.
En d’autres termes, ces résultats sont adéquats a nos attentes.
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L
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L

waleur du Résidu (en log10)
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=
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temps (en secondes)

valeur de la Norme LZ{Gamma)

1 1 0.01 R

valeur de la Norme L2(Gamma) de g au card
o
L

I L i L h 0 I I I I I
05 1 15 2 25 05 1 15 Z 5
temps (an secondas) tetps (2n secondes)

F1G. 3.4 — Représentation des graphes pour h = 1/32 (Exemple 3).

Exemple 4 : Conditions initiales irrégulieres - Discontinuité de la
vitesse initial

Encore sur le carré unité, nous considérons maintenant des conditions
initiales moins régulieres :

UO([L‘, y) = ¢0(ZE, Y, O) + ¢1($, Y, O)a (3554>
0 0
u'(z,y) = %(:c,y,o) + %(m,y, 0), (3.5.55)

avec

¢o(z,y,t) = —mV2cos <W\/§(t—$>> <sin(7rx) cos(2my)+cos(2mx) sin(wy))
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et

o1(z,y,t) = 4w (T—t) sin (Wf(t—ﬁ))_

28
32

sin(my/1+p2(t —=1T))

sin(mV2(t=T)) sin(rz) sin(7y)

. p
+4 sin(mx) Z 5 [
p>3, pimpair P = 1 1 + p2

\/_ .
7 €08 <7r\/_< 4\/_>)] sin(pmy)

: p 2 :
+4 sin(my) Z 5 [ sin(my/1+ p2(t =1T))
p>3, pimpair pe = 1 \% 1 + p2

V2 .
Jrp3 _24 cos <7T\/_<t _ 41%»] sin(prx)

avec T = %(njti) (ici n = 3). Ces conditions initiales irrégulieres introduites

3
_l’_
p?

par Glowinski, Li et Lions [26] sont bien connues pour produire de fausses
oscillations et des effets numériques pathologiques. Nous rappelons que u°
est une fonction Lipschitz n’appartenant pas a C''(Q) alors que u' appartient
a L+ mais pas a C°(Q). Les fonctions u® et u! sont décrites sur la Figure
3.5.

Le principal avantage est que la solution analytique est connue. Plus
précisément, les conditions initiales (e°,e!) de 1’équation des ondes sont
données par :

e(x,y) = sin(rz) sin(ry) , e'(x,y) = 7v2sin(rr)sin(7ry)  (3.5.56)

menant a la solution
1
x,y,t) = V2 cos (7?\/5(75 — —)) sin(7x) sin(m 3.5.57
o(r,y,t) v (m) sin(7y) ( )

et alors a I'expression analytique du controle g = g—i Ir agissant sur la frontiere
toute entiere I'. La norme L? du controle en ce qui concerne le temps est
représentée a la figure 3.8.
Nous considérons ici différents €, qui seront détaillés dans le tableau des
résultats. La figure 3.7 décrit 'approximation (e, e},) obtenue pour (e, e').
La figure 3.8 décrit 1’évolution du controle numérique en norme L?(T') en
ce qui concerne le temps dans [0, T] obtenue pour BI-GRID.
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valeur du Résidu (en log )

valeur de a Norme L2(Gamna) de g au carré

fanction LD en x sur [0,1] ety = 1/Z

Condition Initiale UD de Lions

o
S
SO O
R i i 00t e e
E =
N
30
o o1 0z 03 04 ns 06 07 08 08 1
Conation nitiale U1 de Lions fonction UT en x sur (0,1] sty = 1/2
150 - - : : : -
100 4
‘ﬁ,”:;r, ;‘]’-‘\\ 50 4
Wi R
s R S
3 L e NN o
= R q
e, sttt Pkt
R 80 |
-100 =
-150
o 01 8z o0s 04 0s G0s 07 05 08 1

F1a. 3.5 — Condition initial u° (haut)

3000

z500

zo00

1500

1000

+aleur de 'Energie Contrclée

z5 35 15
Nombre de Résidu calculé temps ten secondes)

valeur de la Nome L2(Ganma)

15
temps (en secondes)

15
temps (en secondes)

F1G. 3.6 — Représentation des graphes pour h = 1/32 (Exemple 4).
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Pas Maillage h:3l2 h:6i4 h:6_14 h:1_(1)2 h:m%
Pas temps At:\% At:\% At:\% At:% At:\%
Critere € l.e — 05 l.e — 06 l.e — 07 l.e — 06 l.e — 07
Nb d'itérations 4 4 12 4 i1
Irrilhg 0.0606849 | 0.00995675 | 0.00956373 | 0.0220988 | 0.0216298
ICATE 0.0765947 | 0.027936 | 0.0351155 | 0.02783 | 0.0335945
lr—cilbg 0.0998045 | 0.0756765 | 0.151082 | 0.0691148 | 0.161201
DA 0.0216589 | 0.0118858 | 0.0351155 | 0.00979851 | 0.0433632
b —vilve 0.0393988 | 0.0102581 | 0.0254580 | 0.01187 | 0.0308774
o s 0.0267875 | 0.00968071 | 0.0249061 | 0.0102611 | 0.0344916
() 0.362724 | 0.114551 | 0.313136 | 0.121784 | 0.420346
[9n]ss 7.18995 | 7.35213 | 7.36315 | 7.30957 | 7.3227
19 — gnllos 0.461710 | 0.324526 | 0.427732 | 0.332067 | 0.465487

TAB. 3.4 — Résultats obtenus pour HUM avec BI-GRID pour les conditions initiales.

de Glowinski-Li-Lions et des valeurs différentes pour i (Exemple 4)
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1

F1c.3.7—€))(z,y = 1) et e} (z,y = 1) en fonction de = € [0, 1] obtenu avec

2

BI-BRID : exacte(-) et numérique(-); h = 1/32 et At = h/y/2
(Exemple 4).
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Fic. 3.8 — ||gn|| vs. t € [0,7] obtenue avec BI-GRID : exacte(-) et

numérique(-o-) ; pour h = 1/32 (Exemple 4).

3.6 Conclusions

Grace aux tests effectués dans la section précédente, nous avons pu étalonner
notre algorithme pour différents types de données initiales, mais surtout le
valider en comparant nos résultats avec ceux de Glowinski-Li-Lions dans [26].
Par suite, le HUM couplé avec la méthode bi-grilles fournit un algorithme
robuste et précis pour le calcul de la fonction de controle de frontiere g. Main-
tenant que nous avons des outils efficaces pour la controlabilité géométrique
de frontiere, nous pouvons aborder la détection numérique de petites imper-
fections au moyen de notre procédure d’identification établie au Chapitre

2.
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Chapitre 4

Détection numérique en deux

et trois dimensions
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4.1 Introduction et rappel

4.1.1 Introduction

Ce chapitre est une implémentation numérique directe de la théorie de
la localisation dynamique pour I’équation des ondes initiée par H. Ammari
dans [3] et présentée dans le Chapitre 2. Nous y présentons les discrétisations
en espace et en temps utilisées pour I’équation des ondes, les différentes
techniques et astuces pour la méthode d’inversion de Fourier, des calculs
de calibration sur la formule asymptotique (2.2.8) en 2-D et 3-D, ainsi que
de nombreux résultats numériques en deux dimensions (voir Chapitre 5 pour
trois dimensions) pour la localisation de une a plusieurs imperfections a partir
de mesures sur une partie du bord ou sur le bord tout entier. Pour finir, nous
ferons une étude comparative, pour trois imperfections fixées, des méthodes
utilisées dans ce chapitre.

4.1.2 Rappel de la procédure d’identification

Nous réécrivons ici le processus d’identification de plusieurs imperfections.

Etape 1 : Initialisation
Considérer Q un domaine borné de R, d = 2,3, de conductivité v, et qui
contient un nombre fini d'imperfections, z; + aB; pour j = 1,...,m, de
conductivité ;.

Etape 2 : Calcul de A,
Pour 1 dans R?
i) Résoudre I'équation des ondes (2.1.2) pour avoir 2% sur I' x (0,7) ;!
ii) Calculer la dérivée normale de la solution u connue dans le milieu sain
pour obtenir % sur ' x (0,7);
iii) Calculer le controle g, de (2.2.5) par une méthode HUM bi-grid ;?
iv) Evaluer l'intégrale de frontitre (2.2.8).

Etape 3 : Localisation des centres des imperfections
Application de la méthode d’inversion de Fourier, qui sera étudiée plus en
détails dans la suite de cette partie.

Voir Annexe A pour une résolution et une discrétisation de 1’équation des ondes.
2Voir Chapitre 3 pour une illustration de cette méthode.
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4.2 Discrétisation numérique de ’algorithme
de localisation dynamique

Dans cette section, nous présentons la discrétisation numérique de notre
probleme d’identification. Tout d’abord, nous décrivons la méthode d’éléments
finis et la méthode des différences finies en temps utilisées pour résoudre les
différentes équations des ondes contenues dans ce probleme de détection. Puis
nous discuterons de la parallélisation de notre procédure d’identification. La
méthode d’inversion de Fourier sera vue en détails dans la section suivante.

Nous ne redécrirons pas ici la discrétisation numérique de la méthode
HUM bi-grid, vu au Chapitre 3 (le lecteur intéressé pourra consulter [11] ou
[17]), ainsi que I’évaluation de l'intégrale de frontiere (2.2.8) qui est basée sur
des formules de quadrature classiques.

4.2.1 Discrétisation espace-temps pour I’équation des
ondes

Dans cette sous-section, nous montrons que la méthode des éléments finis
est bien adaptée a la résolution numérique de I’équation des ondes : nous
combinons éléments finis pour la discrétisation en espace et différences finies
pour la discrétisation en temps. Ceci sera utilisé pour résoudre le probleme
de controle (2.2.5) pour g, et I'équation des ondes inhomogene (2.1.2) pour
Ug-

Semi-discrétisation en espace : Approximation par éléments finis

Premierement, nous considérons 1’équation des ondes générale suivante,
avec une condition de Dirichlet sur le bord, définie sur Q x (0,7) :

Fu(z,t) = V- (v(2) V (u,t) = f(z,t) V(z,t) €Q2x(0,T),

( ) g(x,t) V(z,t) € 002 x (0,7,
w(w t = 0) = w0 (x) vaeq (4.2.1)
(9tu(:c,t =0) = u'(2) Ve,

avec f € L?(L*(Q);(0,T)), g € Hy(0Q), @ ¢ R% d = 2,3. On suppose
que v € L®(Q), v(z) > 0, Vz € Q, et que v°, ! € H'(Q). En outre, on
considere la fonction g comme dérivable en temps et vérifiant des conditions
de compatibilité avec u° et u'.
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En pratique, pour travailler dans I'espace homogene H{ (£2), nous utilisons
une technique de relevement sur la fonction g, définie comme suit. Pour
simplifier, nous réécrivons la partie elliptique (spatial) de (4.2.1) comme

Lu = f dans (,
u=g sur 0.

Nous étendons g a tout €2, qui sera noté g, et cherchons des solutions & = u—g
de I’équation homogene

Lu=f—Lg dans (),
=0 sur 0f).

Dans le sens faible, le probleme devient : Trouver u € HS (Q) telle que
a(i,v) = (f,v) —a(gv) VuveH(Q),

olt (.,.) est le produit scalaire dans L? (Q2) et a(.,.) est la forme bilinéaire
elliptique donnée par
a(u,v) = (yVu, Vo).

La solution existe, d’apres le lemme de Lax-Milgram, si § € H'(Q), qui
d’apres le théoréme de Trace est vraisi g € H2 (092). Une fois @ connu, nous
recouvrons facilement u a partir de la définition, u = u + g.

Pour le maillage en éléments finis, nous considérons des maillages de forme
réguliere, 7;,, qui partitionne le domaine €2 en un ensemble d’éléments dis-
joints {K}, tel que Q = {Jxer. K. Les éléments sont des rectangles (en 2-D)
ou des parallélépipedes (en 3-D), alignés avec les axes de coordonnées. Ces
formes géométriques sont nécessaires pour 'implémentation de ’algorithme
bi-grilles. Le diametre d’un élément K est noté par hy et la taille du maillage
h est donnée par h = maxge7, hx. Nous définissons le sous-espace suivant de
H}(Q) sur le maillage,

Vi, = {Uh € C%0); v, =0 sur 90 et vylx € Q1, VK € 7}1}

ou () représente 'espace des polynomes de degré au moins un dans chacune
des d variables, donc engendré par {1, z,y, xy} sid = 2, et par {1, z,y, 2, vy, x2,yz, xyz}
sid=3.
Une approximation possible d’éléments finis est alors donnée par : Trouver
up, € Vj, telle que

a (fbh, Uh) = (f, ’Uh) —a (g,vh) Yo, € Vj,.
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Cependant, cette approximation n’est pas tres pratique, ce qui est du a la
difficulté de construction de 'opérateur d’extension, g — g. Nous supposons
ainsi que g n’appartient pas seulement & Hz (9Q) mais aussi & C°(€2). Nous
notons par I 'ensemble des noeuds internes (les noeuds n’appartenant pas a
[' = 09) et par J l'ensemble des noeuds sur la frontiere. Leur cardinalité est
respectivement N; et N;. Maintenant nous posons

Vi ={u, € CO(Q); v () = g (2;),i=1,...,N; sur 9Q et vp|x € Q1,VK € Tp}
et le probleme approché se lit alors : Trouver u;, € V,* telle que
a(un,vn) = (f,vn) Vo, € Vi

Mais nous pouvons décomposer tout u, € V;* comme

Ny Ny
up (z,t) = Z%(%J) w; + ZQ(%‘J) Wj = 2n + gn
i=1 j=1

w et @ sont les fonctions de base relatives aux noeuds internes et frontieres,
respectivement. Nous notons que z, € Vj, et g, € V;*. Finalement le probleme
peut étre réécrit dans une forme symétrique comme : Trouver z, € V), telle
que

a (Zh, Uh) = (f, Uh) —a (gh, Uh) = <f, ’Uh) Vvh € Vh.

Un élément vy, de V}, s’écrira comme
Ny
Vo e, vp(2) = th(xi) w;(z),
i=1

ol les w; sont des fonctions de base ()1 associées aux noeuds internes.

Retournons maintenant a I’équation des ondes (4.2.1), nous pouvons écrire
la forme faible compléte comme : Trouver u € HY(Q), avec ul—g = u® et
Oyuli—o = ut telle que

< Pu,v > +a(u,v) = (f,v) —a(Gn,vn) Ywe€HNQ), 0<t<T,

oll < .,. > dénote la dualité entre H~! (Q2) et H} (). L’approximation semi-
discréte en éléments finis est alors : Trouver uy, € V3, x [0, T telle que

<at2uh,vh>+a(uh,vh):(f,vh) VUhEVh, O0<t<T
upli—o = Ppu’, (4.2.2)
Oy =0 = Phu1 )
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ol P, décrit la projection L? sur V}, et la forme bilinéaire discrete sur Vi, x V,

est donnée par
a(u,v) = Z / yVu - Vo dz.
K

KETh

Ecrivant,

Otup(w,t) = Zu (i, t) wi(z),
iel
nous obtenons le systeme linéaire du second ordre d’équations différentielles

ordinaires pour la discrétisation de (4.2.1) par la méthode des éléments finis
(4.2.2),

1 — <

Un(0) = UY et U, (0) = V}? donnés .

ot Up = Pyu® et V! = Pyu'. La matrice de masse, M, a les coefficients

Mij = / wz(:c) Wj(l’> dZE, 0 S Z,] S NI7
Q

la matrice de raideur, K, a les coefficients

K;; = / Y(x)Vw;(z)Vw,(z)dz, 0<i,j<N;
Q

et B, € CN le vecteur second membre de coeflicients
Ny Ny
(Bn); = /Qf(%‘,t) wilw)de =" Kijgla;, t) = > Mi; 07g(x;,t).
=1 j=1

Discrétisation compléete en espace-temps

Pour discrétiser (4.2.3) en temps, nous utilisons le schéma de Newmark
(voir [37], [42]) et ’Annexe A. Ce schéma fournit une approche générale et
nous permet de passer d'un schéma explicite a un schéma implicite. Soient
At > 0 le pas de temps et {t"},., ., une subdivision de lintervalle de
temps [0,7] en N + 1 points. Plus précisément, on pose N = %, " = nAt,
V0 <n < N, soit t¥ = T. Notons U, (t") = U et By,(t") = By.
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Nous avons le schéma de Newmark suivant : Trouver des approrimations
{UF},, de Uy telles que

(M + BAPK)U = [2M — At*(1 — 23+ 6)K| Uy
— [M + AP(B—0)K| U™ + ARy,
pourn=1,...N —1.Ici § >0 et 6 > 0 sont les parametres de Newmark,
Ry =8B +(1-28+0)By + (8- 96) Byt

et By, est le second membre du systeme matriciel (4.2.3).

Remarque : Nous rappelons que pour 0 = 0, le schéma de Newmark est

d’ordre deux en temps, alors qu’il se réduit a ’ordre un pour § > % Quand

G =0et d =0, nous obtenons un schéma explicite qui correspond au schéma
1

standard saute-mouton. Quand 3 = ; et § = 0, nous avons un schéma

implicite, inconditionnellement stable.

Dans les calculs, nous avons utilisé le schéma implicite, inconditionnelle-
ment stable, pour la solution de 1’équation des ondes (2.1.2) avec des imper-
fections et pour les équations des ondes dans le probleme de controle (2.2.5).

4.2.2 Implémentation parallele

Dans le but de réduire le temps CPU nécessaire pour notre algorithme
d’identification, nous avons utilisé des commandes Message Passing Interface
(MPI) pour une implémentation parallele en Fortran 90. Deux niveaux de
parallélisation sont possibles :

e une grossiere, ol nous exploitons les commandes MPI pour boucler
sur les différentes valeurs de n = (11, ..., 14) ;

e et une fine, ou les solveurs linéaires sont parallélisés en utilisant le
package PETSc [15].

Dans le premier cas, la vitesse de calcul sera linéaire en fonction du nombre
de processeurs. Dans le second cas, on s’attend a une vitesse de calcul super-
linéaire.
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4.3 Meéthode de Fourier

4.3.1 Echantillonnage

La localisation des centres, z;, j = 1,...,m, requiert que nous calculions
numériquement la transformée de Fourier inverse de l'intégrale de frontiere,
A, (1), puisque nous voulons recouvrir des dérivées de masses de Dirac - voir
Chapitre 2 Section 2.3. Un cadre de travail théorique pour le nombre de
points d’échantillonnage nécessaires est fourni par le théoreme de Shannon

Théoréme 6 (Shannon). Si la transformée de Fourier d’une fonction h(r)
est zéro pour toutes fréquences plus grandes qu’une fréquence critique f. (la
fréquence de Nyquist), alors la fonction continue h(T) peut étre uniquement
déterminée a partir de la connaissance de ses valeurs échantillonnées par la
formule

sin (27 f. (T — n®))
(T —nO)

h(r)=0 > h(ne)

n=—oo

ou 0 = # et é est connu comme étant le taux d’échantillonnage de Nyquist.

D’apres ce théoreme, il s’ensuit les deux faits suivants :
(i) Si les imperfections sont connues comme étant contenues dans un
carré/cube de coté 2M, nous devons échantillonner A, () avec un
pas An = ﬁ
(ii) Si nous échantillonnons dans un domaine || < 7max, alors la

résolution sera au moins § = 3 L
TImax

. : d . . .
Ainsi nous avons besoin de N5 = (%) , d = 2,3, valeurs échantillonnées de
A, (n) pour reconstruire, a une résolution 4, un ensemble d’inhomogénéités

contenues a I'intérieur du carré/cube de taille 2M . Cela implique, par conséquent,

(AM ax)” points d’échantillonnage.
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Une autre possibilité est une approche plus calculatoire étudiée par D.
Volkov dans sa these [41]. Pour simplifier, supposons que d = 2 et examinons
notre donnée A, (1) dans sa forme la plus condensée

A (n) = ¥ (4.3.4)

pour une seule imperfection z = (21, z2). Nous échantillonnons maintenant n
dans le domaine [—nNmax, Pmax] X [—7max; Tmax], uniformément avec n* points
et avec un pas de discrétisation Ap = 2imex

n+1
Nous obtenons 'approximation discrete,

Ah (77) — e[Qizl(_nmax+(k_1)A77)+2i22(_nmax""(l_l)An)}’ 1 S k’l S n.

Il est tout a fait naturel d’utiliser un algorithme de transformée de Fourier
rapide (FFT) pour ce type de probleme. La transformée de Fourier inverse
discrete (IDFT) appliquée a cette quantité nous rapporte

1 n n

. . . k—1 . -1
A - 6[21,21(fnmax+(k71)An)+27,z2(777max+(l71)A77)]6[27,71'(T(r—l))-‘,—Qm‘(T(s—l))]
n (1) n2 Z Z

k=1 =1
pour tout 1 < r,s < n. Pour bien comprendre le mécanisme, restreignons
nous a la premiere coordonnée :
n

Z 6[2m(—nmax+(k—1)An)]e[2m(%(r_l))]

k=1

1

n

Ay
Un calcul élémentaire montre que :

A1 = 1 Z 01261 (~Thnaxt (k=1)An)] , [2im (572 (r—1) )|
n

k=1

= [ (v (3224 =1))

1 Sin (20max21) ‘
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Pour n grand (n — 00), |A1| — 0 sauf si la quantité dans le dénominateur
est égale a zéro. Ceci aura lieu quand sin (k7) = 0, k£ = 0,£1,42, ..., ce qui
veut dire que (% + %) doit étre proche d’un entier. Ainsi, seul le signe
de z; est fixé, dans le but d’approcher seulement une valeur entiere (et ainsi
observer un seul pic dans la transformée de Fourier), la condition suivante
doit étre vérifiée :

zAn

™

1
< Z
-2

0< <L
Une autre condition raisonnable pour des imperfections vivant dans le carré
[—a,a]® est

aAn 1

>~ _ 4.3.
- 3 (4.3.5)

Il est clair que le plus grand n est, le meilleur, % approchera n’im-

porte quel nombre entre 0 et 1 pour un r convenable. Par conséquent, notre
stratégie consiste a fixer An d’apres (4.3.5) et d’augmenter simultanément les
valeurs de n et de Npax = n2ﬂ pour une meilleure précision. Noter que grace
aux propriétés multiplicatives de l’exponentielle, il est possible de traiter
indépendamment chaque coordonnée. Notons aussi que la donnée |7]|2 e2in=
correspond a la différentiation en z des sommes ci-dessus. Nous supposons
aussi que nous sommes capable de traiter plusieurs imperfections suffisam-
1 Sin(2nmax21)

n Sil’l(ﬂ'[@-‘r%])

pic si la condition (4.3.5) est vérifiée ou est sinon trés plat.

a clairement un seul

ment éloignées entre elles parce que

Nous exposons maintenant des exemples liés a cette derniere technique,
ce qui permettra aux lecteurs d’avoir une meilleure compréhension de la
méthode pour la suite du chapitre. Dans toutes les Figures, nous tracons les
lignes de niveau de la transformée de Fourier calculée.

Exemple 1 : Condition (4.3.5) non vérifiée

Prenons une seule inhomogénéité centrée en z = (—12,—12) et supposons
que nous échantillonnons 0.2 ]77\2 €2 avec Nmax = 3 et n = 30. D’apres la
Figure 4.1, il semble que I'imperfection soit localisée au point (4,4).
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F1G. 4.1 — Condition (4.3.5) non vérifiée.

Exemple 2 : Condition (4.3.5) vérifiée pour une imperfection

Dans cette seconde expérience, nous reprenons la méme donnée que I’exemple
1. Supposons qu’il y ait une imperfection dans le carré [—13, 13]2 et que nous
sommes conscient de la condition (4.3.5) ainsi pour n = 30 nous choississons
Nmax = 1:,)5—9”. Le résultat de cette deuxieme simulation est montré dans la

Figure 4.2.

74



016.-".

p1af.

F1a. 4.2 — Condition (4.3.5) vérifiée pour une imperfection.

Exemple 3 : Pour plusieurs imperfections

Nous supposons que toutes les inhomogénéités sont dans [—6,6}2. Prenons
cinq imperfections z; = (1,1), 22 = (=2,2), 23 = (3,3), 24 = (1,-5), z5 =
(5, —3) et nous échantillonnons la quantité Z?Zl (i—2 |77|2) e?# La Figure
4.3 montre le recouvrement des localisations des imperfections avec n = 120

__ 10w
et Tlmax = 3
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F1G. 4.3 - Localisation de plusieurs imperfections pour 2]5.:1 (i —2 |77|2) ez,

4.3.2 Eviter les pieges

L’évaluation numérique des transformées de Fourier de fonctions générales
comporte de nombreux petits pieges. Cela peut étre considéré comme étant
di a deux causes principales : la définition de la transformée de Fourier et
I’échantillonnage de la fonction a transformer.

La définition de la transformée de Fourier, et son inverse, impose un choix
de constantes de normalisations. Ce choix doit aussi correspondre précisément
avec la définition de ’algorithme de la FFT.
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Definition 7. La transformée de Fourier d’une fonction h(t) est définie
comme

H(f)= / T (t) e~ qt

o0

et la transformée de Fourier inverse par
h(t) = / H (f) e df.

Notons que I’algorithme de FF'T, que nous utilisons dans le post-traitement
(Matlab®), utilise cette convention et que, la définition permet d’éviter la
nécessité de constantes de normalisation. En particulier, en utilisant cette
convention, nous avons le résultat suivant pour la transformée de Fourier
d’une fonction delta de Dirac : Si

h(t) = Ae™! = Acos (27 fyt) + i Asin (27 fot) ,
ou A est une constante réelle, alors

H(f)=Ad(f = fo).

Une fois le probleme de la définition résolu, tous les autres problemes
rencontrés sont dis a l’échantillonnage.

La premiere étape, quand on détermine 'intervalle d’échantillonnage, est
de respecter la périodicité de la fonction. Si I’échantillonnage en temps n’est
pas un multiple exact d’une période, un rippling effect se produit. En fait, si
une fonction périodique est échantillonnée et tronquée a un entier qui n’est
pas un multiple de la période, alors les transformées de Fourier discrete et
continue résultantes différeront considérablement.

Des aliasings® ont lieu quand la fréquence d’échantillonnage est trop fine
(ou ’échantillonnage en temps est trop grossier) et nous obtenons un che-
vauchement de répliques périodiques de tres hautes fréquences de la fonction
transformée. Si l'intervalle d’échantillonnage en temps est choisi comme étant
la moitié de la réciprocité de la composante de plus haute fréquence, alors
les aliasings ne se produisent pas.

3effet visuel indésirable provoqué par I'insuffisance de la définition ou par un filtrage
inadéquat des contours d’objets, et qui prend habituellement la forme de dentelures et de
contours brisés.
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Finalement, tronquer la fonction (ce qui implique la multiplication par
une fonction seuil), introduira un phénomene de Gibbs*. Cela peut étre évité
en élargissant I'intervalle d’échantillonnage total, mais nous devons étre pru-
dent pour ne pas avoir un pas d’échantillonnage trop grand, sinon des alia-
sings réapparaitront.

Le concept le plus important a garder a ’esprit est que la transformée de
Fourier discrete implique la périodicité dans le domaine temporel et fréquentiel.
Si nous respectons le fait que les N valeurs échantillonnées de la fonction dans
le domaine temporel représentent un échantillonnage simple d’une fonction
périodique, alors 'application de la transformée de Fourier discrete donnera
peu de surprises.

4.3.3 Une méthode d’échantillonnage exacte

Nous proposons, dans cette sous-section, une autre approche pour la
détection d’inhomogénéités. Cette méthode se base sur le plus petit com-
mun multiple (PPCM). Pour cela, nous reprenons la formule (4.3.4) pour
plusieurs imperfections :

NOED I (4.3.6)
j=1

avec z; le centre de la j-iéme imperfection appartenant au carré [—a,a] X
[—a,al.

Dans le but de bien échantillonner A, nous étudions la périodicité de la
fonction n — €2*7 pour une imperfection. On pose z = (%, %) ou p et g sont

des entiers et D est la précision de localisation (en général D = 10,20, ...).
Nous constatons que cette fonction est (73, T, )-périodique avec T, = % et

T, =2,
Y q

Maintenant si nous avons deux inhomogénéités de centres z; = (%, %) et

2o = (%, %2), notre fonction devient 7 +— €21 4 %227 et cette derniere est

(T}, Ty)-périodique. Pour trouver T et Ty, il suffit de résoudre un systéme
d’équations de la forme :

{ le:m = llTxQ - Tl (4 3 7)

4Ce phénomene est un effet de bord qui se produit & proximité d’une discontinuité de
la fonction.
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ot (Ty,,T,,) est la période de la fonction n — e**17 et (T,,,T,,) est la période
de la fonction 7 +— €227,
Apres quelques calculs °, nous obtenons

1 DPPCM
PGCD (p1, p2) D2
Ty — 7D x 1 _ 7D PPCM (q1, ¢2)
PGCD (ql, QQ) q142
De méme, nous indiquons les pas d’échantillonnage en 7 :
D D
Am i et Any = a

~ 2PPCM (p1, p2) 2PPCM (q1, ¢2)

Par conséquent, les nombres de points d’échantillonnage nécessaires sont :

T 2(PPCM (p1.ps))”

Ne, — _ < 2PPCM (p1,

o s (p1,p2)
T, 2(PPCM ?

Ne, 2 _ ( (91, 92)) < 2PPCM (q1, q2)
AHQ q192

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour bien échantillonner
A. Regardons quelques exemples numériques basés sur cette technique. Dans

toutes les figures, nous tracons les lignes de niveau de la transformée de
Fourier de A (7).

Exemple 1 : Deux imperfections

En considérant A (n) = 232:1 e*#" comme fonction a échantillonner sur
[—1,1] x [—1,1], nous posons z; = (—0.4,—0.4) et 2o = (0.6,0.6) les centres
des deux inhomogénéités. Apres quelques calculs, nous obtenons qu’il faut
24 x 24 points d’échantillonnage pour une précision de localisation D = 10.
Malgré un faible nombre de points d’échantillonnage, nous détectons correc-

tement ces deux imperfections, (cf. Figure 4.4).

5Nous utilisons la formule suivante :

PPCM (a,b) = ﬁg(a@ si a et b non nuls.
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F1G. 4.4 — Localisation de deux imperfections avec PPCM.

Exemple 2 : Deux imperfections

Nous choisissons les centres des imperfections comme étant z; = (0.58,0.63)
et 2o = (0.39,0.27). Par conséquent on travaille dans le domaine [0, 1] x [0, 1].
La précision de localisation sera D = 40. Comme dans I’Exemple 1, nous
prenons A (n) = 25:1 e?#™M, Grace aux calculs ci-dessus, nous obtenons que
le nombre de points d’échantillonnage nécessaires est 736 x 550. La Figure
4.5 rend compte de ce résultat.
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Fia. 4.5 — Localisation de deux imperfections avec PPCM.

Exemple 3 : Trois imperfections

A(n) = 25:1 In|?e*#M sera la fonction & échantillonner. Pour cela, nous
fixons D = 40 et prenons z; = (0.29,0.43), 2o = (0.51,0.59), z3 = (0.68, 0.40).
Ainsi le nombre total de points nécessaires a un bon échantillonnage est
1080 x 1632. Nous observons bien nos trois imperfections sur la Figure 4.6.

81



10 N TS [T O SRS SR (YR SRR SRS T
aal ; : : ; ! : 4
07 : : : : : : ~

oo} ; S — ; S

04 : <<>>

03l : ; ; : ; . : E
D02 b s g g s s g s g s g s g s g s e g s g e g sy e iy e s e sy e e s e s onnege ]

iRy : ; & ! i : : - —

FiG. 4.6 — Localisation de trois imperfections avec PPCM.

4.3.4 Explication des fenétres FFT
Introduction - Définition

Le fenétrage est une technique servant a découper une section des données
a mesurer, afin de minimiser les distorsions qui provoquent une “fuite spec-
trale” de la FFT. En utilisant correctement des fonctions de fenétrage, la
résolution spectrale des résultats dans le domaine fréquentiel s’en trouvera
accrue.

La FFT, ou transformée de Fourier rapide, applique une transformée de
Fourier a un ensemble de fréquences discretes, a partir d’un signal du domaine
temporel échantillonné de maniere discrete sur un intervalle de temps fini.
L’intervalle étant fini, la FF'T a tendance a ne pas étre tres sélective du point
de vue de la fréquence.
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La fuite spectrale

Le calcul de la FFT suppose quun signal soit périodique dans chaque
bloc de données. Quand la FFT d’un signal est calculée sur un intervalle de
troncature qui ne respecte pas la périodicité, le spectre résultant en fréquence
souffre de fuite. La Figure 4.7 illustre I'effet de perte. Le graphique en haut
a gauche montre une onde sinusoidale d’amplitude 1.0 qui est périodique
dans la fenétre en temps. La FFT résultante (en bas a gauche) montre un
pic étroit sur 'axe des fréquences avec une hauteur de 1.0 comme attendue.
Le graphique en haut a droite montre une onde sinusoidale qui n’est pas
périodique dans la fenétre en temps, et on s’apercoit (en bas a droite) qu’il
y a une perte dans la FFT. L’amplitude est plus petite que la valeur 1.0
souhaitée et I'énergie du signal est plus dispersée.

0.8H 4 0.8H

0.6 9 0.6

0.4 9 0.4

0.2 4 0.2

Amplitude
Amplitude

-0.2f -0.2f

-04f s

-061 -061

-08f H -08F

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps Temps

Magnitude
Magnitude

40 50

FiG. 4.7 — FFT d’une onde périodique (gauche) et d’'une onde non
périodique (droite).
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Le fenétrage réduit la fuite

Puisque la plupart des signaux ne sont pas périodiques, une fenétre doit
étre appliquée pour corriger la fuite. Une fenétre se construit de la fagon
suivante : elle vaut exactement zéro au début et a la fin du bloc de données
et possede une forme spéciale entre les deux extrémités. On multiplie alors le
bloc de données en temps par la fenétre forcant le signal a devenir périodique.
Un facteur spécial de pondération doit aussi étre appliqué pour corriger
completement 'amplitude du signal de la FFT.

0.8t

06

0.4

02

Amplitude
Amplitude

—o2f

—o0af

—o6l

—osl

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps Temps

Magnitude
°
o
Magnitude
°

0 0
Frequence Frequence

FiG. 4.8 — Comparaison du calcul de la FFT d’une onde sinusoidale
avec un échantillonnage non périodique sans (gauche) et
avec (droite) fenétrage.

La Figure 4.8 montre la réduction de la fuite en appliquant une fenétre de
Hanning a une onde sinusoidale non périodique. Le graphe en haut a gauche
décrit une onde sinusoidale non périodique dans la fenétre en temps, ce qui
implique une perte dans la FFT (en bas a gauche). Lorsqu'une fenétre de

84



Hanning (cf. Figure 4.9) est appliquée (en haut a droite), alors cette perte
est réduite dans la FFT (en bas a droite). Remarquer que nous n’avons pas
exactement la méme forme que la FFT de 'onde sinusoidale périodique de
la Figure 4.7, mais les erreurs d’amplitude et de fréquence résultantes de la
fuite sont corrigées. Une fonction de fenétrage minimise 'effet de fuite pour
mieux représenter le spectre fréquentiel de la donnée.

Les fonctions de fenétrage sont plus facilement comprises dans le do-
maine temporel. Cependant, elles sont souvent implémentées dans le do-
maine fréquentiel. Mathématiquement, il n’y a aucune différence quand le
fenétrage est appliqué dans les domaines fréquentiels ou temporels, bien que
la procédure mathématique soit quelque peu différente.

Choisir une fonction fenétrage

Les fenétres réduisent les effets de perte mais elles ne peuvent pas éliminer
entierement les fuites spectrales. En effet, elles changent seulement la forme
de la fuite. De plus, chaque type de fenétre affecte le spectre de maniere
légerement différente. De nombreux fenétrages ont été proposés, chacun avec
ses avantages et ses inconvénients. Certaines sont plus efficaces pour des types
spécifiques de signaux comme aléatoire ou sinusoidal. Certains améliorent la
résolution fréquentielle, i.e., ils la construisent plus facilement pour détecter
la fréquence exacte d'un pic dans le spectre. Certains améliorent la précision
de 'amplitude, i.e., ils indiquent plus précisément le niveau du pic. Il faudra
alors choisir selon 'application souhaitée un fenétrage adapté.

) Meilleur pour Résolution Fuite li‘rems%on de
Fenétre ces types , . Pamplitude
. fréquentielle | spectrale .
de signaux du pic
Barlett Aléatoire Bon Raisonnable| Raisonnable
Aléatoi
Blackman ea, OLre /ou Pauvre Tres bon Bon
mélangé
Flat Top Sinusoidal Pauvre Bon Tres bon
Hanning Aléatoire Bon Bon Raisonnable
Hamming Aléatoire Bon Raisonnable| Raisonnable
Tukey Aléatoire Bon Pauvre Pauvre

TaB. 4.1 — Caractéristiques des fenétres les plus utilisées

(selon [19]).
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Nous avons listé dans le Tableau 4.9 ci-dessus les types de fenétres les
plus utilisées et donné leurs caractéristiques. Cette table pourra étre utilisée
pour choisir la meilleure fonction fenétrage pour chaque application.

Hamming Hanning

L L I _UZ L L L I
0 50 100 150 200 Zil i a0 100 150 200 il

Blackman

L L I L I
0 50 100 150 200 2il i 50 100 150 200 il

F1G. 4.9 — Formes des fenétres les plus utilisées.
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Notons que l'inconvénient principal du fenétrage est I'atténuation du
spectre au début et a la fin du signal. Ceci est compensé en prenant plus
de mesures et peut cotiter cher en temps de calcul.

Pour conclure sur cette méthode, toutes FFT basées sur des mesures
supposent que le signal est périodique dans la fenétre de temps. Quand le
signal mesuré n’est pas périodique, alors des fuites spectrales ont lieu. Une
fenétre FFT peut étre appliquée pour réduire les effets de fuites. Parmi ces
nombreux choix de fonctions de fenétrage, chacune possede des applications
spécifiques. Nous devons dans un premier temps comprendre les effets de
fuite, pour pouvoir ensuite trouver la fenétre adaptée a chaque cas.

Comme pour les méthodes expliquées précédemment, nous illustrons nos
propos par quelques exemples numériques pour la détection numérique.

Exemple 1 : Fenétre de Blackman pour une imperfection

Dans un premier temps, nous étudions le cas d'une imperfection z = (—0.43,0.68)
contenue dans le domaine [—1,1] x [—1,1] pour la fonction A (n) = €=,
Nous posons n = 64 nombre de points d’échantillonnage et nn.x = 11. La
Figure 4.10 montre le résultat obtenu en appliquant une fenétre de type Bla-
ckman a notre fonction échantillonnée.

i :’31\“

F1G. 4.10 — Localisation d’'une imperfection par une fenétre de
type Blackman.
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Exemple 2 : Deux imperfections avec Hamming

Nous considérons deux imperfections de centres z; = (0.47,0.29) et zo =
(0.39,0.58) vivant dans [0,1] x [0,1]. A(n) = 25:1 || 2% sera la fonction
a échantillonner. Les parametres d’échantillonnage sont n = 128 et Ny = 23.
Une fois A (n) échantillonnée, nous lui appliquons une fonction fenétrage de
Hamming. La Figure 4.11 rend compte de ce résultat.

i i i 1 | i i i 1
] 01 0z 053 04 05 0B 07 0& 03 1
x

F1G. 4.11 — Localisation de deux imperfections par Hamming.
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Exemple 3 : Détection numérique de trois imperfections par

une fonction fenétre de Hanning

2

Dans ce dernier exemple, nous utiliserons la fonction A (1) = 25:1 <1 — %)
x e%%i" avec des inhomogénéités situées en z; = (0.21,0.17), 25 = (0.69, —0.08)
et z3 = (—0.33,—0.56). Par suite, le domaine contenant ces imperfections
est [—1,1] x [—1,1]. Nous échantillonnons maintenant 1 dans le domaine
[—33, 33] x[—33, 33], uniformément avec 1282 points. Ensuite nous multiplions
notre fonction échantillonnée par une fenétre bidimensionnelle de Hanning.
D’apres la Figure 4.12, les trois imperfections sont détectées.

oaf
08 besons Shmmersoninesss oS nsas onbnns ovmstios o s vt s onsnedbyovmses By mvanse] 14
: : : 12
] ; ; [ il
- ol —" -
: ! 2
. YSOUN PUI SU YUI. UY DUUR SO S . 06
04
AR |
‘ : : 0z
gl e oy e , ’
: ! ; 4
2
-nak .
1

- i 1 i i i I i i
= -08 -06 -04 -02 a 0z 04 06 [k} 1

Fia. 4.12 — Fenétre de Hanning pour la localisation de trois imperfections.
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4.4 Exemples et tests de calibration basés sur
la formule asymptotique (2.2.8)

Nous rappelons tout d’abord notre formule asymptotique (2.2.8), en négligeant
le reste o(a?)

Aa(n) =a®y (E - 1) = [M;(n) - n— In|*|By] (4.4.8)

ou : @ & = ordre commun de 'amplitude des diametres des imperfections ;
e vy = conductivité du domaine sain ;
e v; = conductivité des imperfections, j = 1,...,m;

o i =en (fog, (vi+ (2 =1) 521) - erds;(w)
= tenseur de polarisation de B; ;

e B; = domaine borné contenant 'origine, j = 1,...,m;

e z; = centre des imperfections, j = 1,...,m;

Supposons maintenant que toutes les imperfections sont des cercles ou
des spheres. Alors, nous avons une formule explicite pour M; et la formule
(4.4.8) devient en deux dimensions :

M) =a?y (@ - 1) 2320‘2 S m2|n|2] L (449)
=1 N i
et en trois dimensions :
m 4ma?
Yo iz | T3 dra
Aaln) =a® Y (f - 1) S —|77|2] (4.4.10)
j=1 i Vi

Cette formule sera systématiquement utilisée dans le but de tester les
stratégies d’échantillonnage et de choisir les parametres d’échantillonnage,
avant le lancement des simulations completes de localisation. Nous présentons,
dans cette section, quelques exemples et tests effectués en 2-D et 3-D qui
montrent la robustesse et la précision inhérente de cette formule.

Trois stratégies d’échantillonnage vont étre testées :

(1) Une stratégie d’échantillonnage périodique qui suppose a priori la
connaissance des centres des imperfections.

(2) Un cheminement de Shannon basé sur 'analyse de [41] et [10].

(3) Une approche fenétrage qui compare les fonctions de Blackman,
Hamming et Hanning.
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4.4.1 Cas 2-D
Test a partir de la méthode PPCM

Nous échantillonnons notre formule asymptotique (4.4.9) pour trois imper-
fections se situant en z; = (0.26,0.34), 25 = (0.39,0.68) et z3 = (0.71,0.52),
toutes de conductivité v; = 2, 7 = 1,2, 3. Par suite, on suppose que les z;,
j =1,2,3, vivent dans le carré [0,1]* de conductivité 5y = 1. L’ordre com-
mun des rayons des imperfections est o = 0.03. D’apres la Section 4.2.3.,
nous trouvons qu’il faut 560 x 140 points d’échantillonnage pour D = 20 la
précision de localisation. Nous obtenons la Figure 4.13 suivante.

04+ : e
:

03 : : -
L A S S L S A e R R S R A S A R R S .
{1y [ AR, PR MU U . SO | RPN SO SRS SO . S -
0 I i | 1 i 1 i | I

] 01 [iF] 03 04 05 06 0r 08 08 1

X

F1G. 4.13 — Localisation de trois inhomogénéités par la méthode PPCM.
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Exemple lié a Papproche de Shannon

Nous cherchons a localiser trois inhomogénéités z; = (0.64,0.69), zo = (0.78,0.71)
et z3 = (0.51,0.76) de rayon o = 0.03 pour notre formule (4.4.9). On suppose
que ces imperfections vivent dans [0, 1]2. Nous posons la conductivité du do-
maine sain a 7y = 1 et les conductivités des imperfections a v, = v = 73 = 2.
Pour ce qui est de I’échantillonnage, nous posons n = 128 et . = 53. La
figure 4.14 montre le résultat obtenu.

F1G. 4.14 — Détection de trois imperfections pour notre formule (4.4.9).

Tests pour le fenétrage

Comme nous l'avons expliqué précédemment, les fenétres sont des outils
adaptés a notre probleme de détection. Effectivement ne connaissant pas
a priori la périodicité de notre signal, nous utilisons différentes fonctions de
fenétrage bidimensionnelles (voir Figure 4.15) pour périodiser notre signal et
ainsi obtenir une localisation efficace de nos imperfections.
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Hanning Hamming

Bartlett Blackman

F1G. 4.15 — Fonctions fenétres bidimensionnelles.

La procédure de détection est exactement celle décrite dans la Section
4.2.3.. Nous échantillonnons notre fonction par ’approche faite par D. Volkov.
Une fois la fonction échantillonnée, nous lui appliquons un fenétrage.

Les Figures 4.16 et 4.17 illustrent 'application de deux fenétres : Black-
man et Hanning, pour deux inhomogénéités de rayon o = 0.01 situées en
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21 = (0.33,0.52) et z, = (0.61,0.33) appartenant au domaine [0, 1] x [0, 1].
La conductivité a l'intérieur du domaine sera vy = 1 et dans celle des im-
perfections de 7; = 10. Concernant les parametres d’échantillonnage, nous
prenons 128 x 128 points avec Nyax = 23.

F1G. 4.16 — Localisation de deux imperfections avec une fenétre de Blackman.

Nous fixons maintenant trois impuretés z; = (0.49,0.21), zo = (0.65,0.37)
et z3 = (0.28,0.74) dans [0, 1] x [0, 1], chacune de rayon @ = 0.01. La conduc-
tivité a I'intérieur du domaine sera 79 = 1 et dans les imperfections de v; = 5.
Nous prenons 128 x 128 points d’échantillonnage avec ny,.x = 33. Nous ap-
pliquons deux fenétres : Blackman (Figure 4.18) et Hamming (Figure 4.19).
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F1a. 4.17 — Localisation de deux imperfections avec une fenétre de Hanning.

A partir de ces tests 2-D sur la formule (4.4.9), nous arrivons a certains
constats. Premierement, la méthode exacte basée sur le PPCM améliore la
précision de localisation des imperfections, mais au prix d’un grand nombre
de mesures. Par ailleurs cette méthode a besoin de la connaissance a priori
des centres des inhomogénéités. Les deux autres méthodes ont elles aussi
besoin d’un grand nombre de mesures, mais ce nombre est petit par rapport
a celui nécessaire pour la méthode PPCM. La précision de localisation reste
tres satisfaisante pour ces deux dernieres stratégies.
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Fi1G. 4.19 — Localisation de trois imperfections avec une fenétre de Hamming.
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4.4.2 Cas 3-D

Suite aux conclusions faites pour le cas 2-D, nous avons décidé d’éliminer
la méthode exacte (PPCM) du cas 3-D, car cette méthode sera trop cotiteuse
en temps de calcul et en mémoire. Ainsi nous avons illustré deux tests ef-
fectués sur la formule (4.4.10). Le premier utilise l'analyse étudiée dans
[41] pour le domaine [0,1] x [0,1] x [0,1] de conductivité 79 = 1 conte-
nant trois inhomogénéités z; = (0.55,0.39,0.33), zo = (0.31,0.61,0.55) et
z3 = (0.71,0.32,0.63), toutes de conductivité v; = 10 et de rayon o = 0.03.
Pour détecter ces imperfections, nous avons eu besoin de 64 x 64 x 64 points
d’échantillonnage et de poser nu.. = 15. La Figure 4.21 représente la loca-
lisation des trois imperfections avec projection sur les plans xy (a gauche),
xz (au centre) et yz (& droite). La localisation en trois dimensions peut étre
vue sur la Figure 4.20.

g o
N

F1G. 4.20 - Visualisation 3-D des trois imperfections z; = (0.55,0.39,0.33),
2 = (0.31,0.61,0.55) et z3 = (0.71,0.32,0.63).
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v

Fi1G. 4.21 — Localisation de trois imperfections en 3-D. Vues dans les plans
xY, vz et yz.

Le deuxieme exemple utilise la méme technique appliquée ci-dessus, mais
nous appliquons en plus une fenétre tridimensionnelle de Hamming. La Fi-
gure 4.22 montre la détection des imperfections z; = (0.20,0.22,0.21), 2o =
(0.48,0.34,0.52) et z3 = (0.61,0.69,0.78) sur les plans zy, zz et yz. Par suite
le domaine contenant les z;, j = 1,2, 3, sera [0, 1]3 avec la conductivité vo = 1.
La conductivité des impuretés sera de 10 et leur rayon sera de 0.03. Nous
avons considéré 643 points d’échantillonnage pour 7. = 23. Puis nous avons
appliqué a notre fonction échantillonnée une fenétre 3-D de type Hamming.
La figure 4.23 décrit notre localisation numérique en trois dimensions.

F1G. 4.22 — Fonctions fenétrage pour la localisation, utilisant la formule
asymptotique (4.4.10), de trois imperfections en 3-D.
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F1G. 4.23 - Visualisation 3-D des trois imperfections z; = (0.20,0.22,0.21),
2o = (0.48,0.34,0.52) et z3 = (0.61,0.69,0.78) par une fenétre 3-D
de Hamming.

4.5 Localisation numérique d’imperfections en
2-D

Nous présentons ici des résultats numériques de notre algorithme d’identi-
fication décrit dans les Sections 4.1 et 4.2. Dans tous les tests, nous prenons
le domaine  comme étant soit le carré unité [0,1]%, soit le carré [—1,1]°.
La fonction cut-off, 3, est égale a 1 sur un sous-domaine €2 = (0.2,0.8)2
si Q= (0,1 ou ¥ = (—08,0.8)" si 2 = (—1,1)%. La conductivité ~, du
domaine sain {2 sera toujours égale a 1. Nous utilisons des éléments finis
(1 en espace et un schéma de Newmark inconditionnellement stable pour la

1

discrétisation en temps avec 3 = 7 et 0 = 0 - voir Section 4.2.1. Le pas de

discrétisation spatial, h, et le pas de temps, At, seront indiqués dans les tables
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des exemples, ainsi que le critere d’arrét, €, de la méthode HUM bi-grid. Les
parametres de Fourier dépendent de la géométrie considérée (nombre d’inho-
mogénéités et localisation de chaque imperfection) et de la résolution requise.
Nous noterons par N, le nombre de points d’échantillonnage en Fourier pour
chaque composante. Dans toutes les figures, nous représentons les contours
de la transformée de Fourier inverse, A,.

Dans la Table 4.2, nous résumons les caractéristiques principales des ma-
chines utilisées pour effectuer les tests numériques, qui seront présentés dans
la suite.

Nombre
Machine Marque CPU Mémoire | Fréquence total de
processeurs
DELL power 4 Go
A edge Xeon PIII de RAM 3.06 Ghz 2
SGI-ALTIX Itanium 72 Go
B 450 2 de RAM | 17 GhZ 36

TAB. 4.2 — Résumé des caractéristiques principales des machines
utilisées pour les tests numériques.

Avant de donner des résultats numériques 2D, nous devons indiquer une
remarque importante pour nos méthodes d’échantillonnage. Pour des grandes
valeurs de 7y.x, NOUs commengons a observer des instabilités dues aux termes
exponentiels oscillatoires dans la formule asymptotique qui deviennent haute-
ment oscillatoire. Dans le but de controler ces oscillations, nous nous inspirons
de [12], et nous imposons la troncature ||n|| < || (1, 7.)" ||. Puis nous posons
la quantité A, (n) = 0 pour toutes les autres valeurs de 7. Nous nommerons
aussi cette technique, seuillage.

Basés sur les tests de calibration de la Section 4.4.1., nous montrons main-
tenant les résultats de la procédure numérique de localisation, suivant les
étapes énoncées dans la Section 4.1.2. Nous présentons d’abord des résultats
dis a la méthode d’échantillonnage exacte. Ensuite nous donnons quelques
résultats pour 'approche d’échantillonnage de Shannon. Puis nous exposons
quelques figures pour un controle agissant sur une partie I' du bord 0€2. Avant
de conclure, nous indiquons une courbe de performance pour une localisa-
tion parallélisée de notre code. Enfin nous ferons une étude comparative des
techniques utilisées jusque-la pour cibler quelle méthode sera appliquée au
cas 3D.
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Nota : Les petits carrés rouges et jaunes, visibles sur certaines des figures,
représentent respectivement les centres effectifs et calculés des im-
perfections.

4.5.1 Détection numérique 2-D pour un controéle sur
toute la frontiere

Dans cette sous-section, nous présentons nos résultats numériques en deux
dimensions pour un controle opérant sur tout le bord du domaine 2. Les
tests exposés permettent de détecter de une a cinq imperfections grace aux
méthodes expliquées dans les sections précédentes. Pour chaque exemple,
nous précisons les parametres de discrétisation et d’échantillonnage, ainsi
que les coordonnées des inhomogénéités dans une table pour une meilleure
lisibilité des tests.

Une imperfection

Pour les deux tests suivants, nous avons appliqué 'approche de Shannon,
puisque la méthode exacte du PPCM nécessite au moins deux imperfections.
Les parametres pour ces deux exemples sont indiqués dans la Table 4.3.

Figure n’ 4.24 4.25
Q (0,1) x (0,1) (0,1) x (0,1)
Q (0.2,0.8) x (0.2,0.8) | (0.2,0.8) x (0.2,0.8)
€ 107° 1076
Pas du 1 1
Maillage h=3 h=7
Pas de temps At = \% At = \%
Temps final T=3 T=3
Imperfections z = (0.60,0.60) z = (0.37,0.52)
Rayons des 2 a=0.03 a=0.04
Conductivité v1 = 10 v = 10
. Ne = 32 Ne =16
Parametres pour
I’échantillonnage hmaz o 3 Imaz o o
An = TR An = TR

TAB. 4.3 — Parametres pour les tests avec une imperfection.
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Les Figures 4.24 et 4.25 montrent une tres bonne localisation pour une
imperfection avec des temps de calcul d’environ 4 heures et 72 heures, res-
pectivement. Ces deux tests ont été effectués sur la machine A.

F1G. 4.24 - Localisation d’une imperfection z = (0.60, 0.60).

o

F1a. 4.25 — Localisation d’une imperfection z = (0.37,0.52).
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Deux imperfections

Cette sous-section va se diviser en deux parties. Dans la premiere partie,
nous présentons deux exemples pour la localisation de deux imperfections
avec la méthode d’échantillonnage exacte. Les parametres d’échantillonnage
et de discrétisation sont introduits dans la Table 4.4. Nous constatons, dans
la Figure 4.26, que les deux inhomogénéités sont bien détectées, malgré un
relativement faible nombre de points d’échantillonnage en Fourier. Ceci vient
de la régularité des coordonnées des imperfections (0.30,0.30) et (0.70,0.70).
Nous avons parallélisé cet exemple sur siz processeurs (voir Section 4.5.3)
et nous avons obtenu un temps de calcul de 422 secondes avec la machine
B. La Figure 4.27 a été réalisée en seuillant par || (., 7) || = || (7,7) || notre
fonction A, (n). Ce précédent test a été exécuté sur la machine A pendant
environ 6 heures.

Figure n’ 4.26 4.27
Q (0,1) x (0,1) (0,1) x (0,1)
94 (0.2,0.8) x (0.2,0.8) | (0.2,0.8) x (0.2,0.8)
£ 107° 10_6
Pas du maillage h=1/16 = 1/16
Pas de temps At = \% At \/5
Temps final T=3 T=3
. 0.30,0.30 2 = (0.64,0.69
Imperfections Eo 70,0. 70§ 2y = 20.38, 0.433
Rayons des z; a=0.03 a=0.04
Conductivité m=10 m =10
72 =10 72 =10
D =10 D =20
A Ne, =42 Ne, =208
Vechantilionnege | = 2 Ne, = 202
& Anx = 157)871 Anx = ]eg:
Ay = ]?eﬁy Ay = ]?ei,

TAB. 4.4 — Parametres pour les tests avec PPCM contenant deux
imperfections.

Pour terminer, nous commencons déja a constater que la méthode PPCM
nécessite un nombre élevé de mesures, alors que nous sommes simplement
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dans le cas de deux imperfections.

F1G. 4.26 — Détection de deux inhomogénéités avec la méthode
d’échantillonnage exacte.

@_‘

F1G. 4.27 — Localisation de deux imperfections z; = (0.64,0.69) et
2o = (0.38,0.43) avec PPCM et seuillage || (., n:) || =

(7, 7)1
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Dans la deuxieme partie de cette sous-section, nous exposons deux tests
avec l’approche de Shannon. Un seuillage || (10, 10) || et un fenétrage de type
Blackman ont été appliqués pour les Figures 4.28 et 4.29, respectivement.
Les temps de calcul sur la machine A pour ces deux tests sont de 18 heures
et 48 heures, respectivement. Les données utilisées pour ces deux simulations
sont visibles dans la Table 4.5.

Figure n’ 4.28 4.29
Q (0,1) x (0,1) (0,1) x (0,1)
9 (0.2,0.8) % (0.2,0.8) | (0.2,0.8) x (0.2,0.8)
€ 107¢ 1076
Pas du 1 1
Maillage h=1s h= 1
Pas de temps At = \% At = \%
Temps final T=3 T=3
. = = (0.75,0.64 % = (0.33,0.52
Imperfections 2 = §0.57, 0.41; 2y = 20.61, 0.33%
Rayons des z; a=0.03 a=0.03
Conductivité m =10 7 =10
V2 = 10 Yo = 10
. Ne = 256 Ne =128
Parametres pour
I’échantillonnage hmaz 5 33 Imaz > 33
An = TR An = TR

TAB. 4.5 — Parametres pour les tests avec I’approche de Shannon
contenant deux imperfections.

La détection numérique pour ces deux exemples reste tres correcte. Par
ailleurs, le fenétrage semble étre une technique qui fonctionne pour notre
donnée échantillonnée. Nous reverrons cette méthode pour trois imperfec-
tions. Pour le moment, nous ne pouvons pas comparer les méthodes uti-
lisées ici, car nous ne sommes en présence que de deux inhomogénéités et les
seuillages effectués n’ont pas la méme valeur, malgré cela le temps de calcul
pour ces deux séries de tests sont tres différents.
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Fi1G. 4.28 — Détection de deux inhomogénéités avec un seuillage
1 (10,10) |-

F1G. 4.29 — Localisation de deux imperfections avec une fonction de
Blackman.
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Trois imperfections

Nous passons maintenant aux exemples pour trois imperfections. Comme
dans les sous-sections précédentes, nous indiquons les parametres utilisés
pour la méthode d’échantillonnage dans la Table 4.6. Pour la Figure 4.30,
nous avons simplement appliqué la méthode PPCM, puisque les coordonnées
des inhomogénéités sont assez régulieres. Par contre lors du test de la Figure

4.31, nous avons du effectuer un seuillage || (., 7:) || = 1| (8,8) ||
Figure n’ 4.30 4.31
Q (0,1) x (0,1) (0,1) x (0,1)
9 (0.2,0.8) x (0.2,0.8) | (0.2,0.8) x (0.2,0.8)
€ 107° 1076
Pas du 1 1
Maillage h =1 h =1
Pas de temps At = \% At = \%
Temps final T=3 T=3
2 = (0.30,0.40) |z = (0.33,0.52)
Imperfections 2o = (0.40,0.70) 2o = (0.61,0.29)
2 = (0.60,0.50) | 2 = (0.69,0.72)
Rayons des z; a=0.03 a=0.04
1 =10 7 =10
Conductivité Y2 =10 Yo = 10
vz =10 vz =10
D =10 D =20
. Ne, =24 Ne, =420
paenits o |
& Anx = 157)871 Anx = %
Any = Jeeﬁy Any = ]?c?;

TAB. 4.6 — Parametres pour les tests avec PPCM contenant trois
imperfections.

Le temps de calcul pour ces deux tests demeure conséquent : environ 8
heures pour le premier (machine A) et 11 heures pour le second (machine
A). Mais la localisation numérique reste satisfaisante, surtout pour le premier
exemple.
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FiG. 4.30 — Détection de trois inhomogénéités avec la méthode
d’échantillonnage exacte.

F1G. 4.31 — Localisation de trois imperfections z; = (0.33,0.52),
2y = (0.61,0.29) et z3 = (0.69,0.72) avec PPCM.
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Nous présentons, a présent, trois simulations numériques pour 'approche
de type Shannon - voir Table 4.7. Les deux premieres permettent de locali-
ser trois imperfections dans le domaine (0,1)% pour un seuillage || (11,11) |
(Figure 4.32) et une fonction fenétre de Blackman (Figure 4.33), tous deux
avec Ne = 128. Tandis que le dernier test localise trois inhomogénéités dans
le carré (—1,1)* grace a un seuillage || (11,11)]] et Ne = 256 - voir Figure

4.34.
Figure n° 4.32 4.33 4.34
Q (0,1)° (0,1)° (—1,1)°
Q (0.2,0.8) (0.2,0.8) (—0.8,0.8)
€ 10°° 107° 107°
Pas du 1 1 1
Maillage h =1 h=1 h =1
Pas de temps At = \% At = \% At = \%
Temps final T=3 T=3 T=3
z1 = (0.33,0.52) z1 = (0.33,0.52) z1 = (0.33,0.52)
Imperfections 2y = (0.61,0.29) 2y = (0.61,0.33) 29 = (—0.74,0.35)
z3 = (0.69,0.72) z3 = (0.67,0.69) z3 = (—0.38,0.62)
Rayons des z; a=0.04 a=0.04 a=0.03
1 =10 1 =10 7 =10
Conductivité Yo =10 v9 =10 Yo =10
73 =10 73 =10 vz =10
Parameétres Ne =128 Ne =128 Ne = 256
pour P Nmax = 33 Nmax = 33 Nmax = 33
échantillonnage An = @% An = @% An = @%

TAB. 4.7 — Parametres pour les tests avec I’approche de Shannon
contenant trois imperfections.

Le temps de calcul sur la machine A pour ces trois exemples va en croissant,
car le premier test exige 4 heures de calcul, le second 11 heures et le dernier
37 heures. Ces temps sont réalistes puisque pour le seuillage, 'algorithme ne
calcule pas tous les coefficients de notre A,, contrairement au fenétrage et
enfin le dernier test est effectué sur un domaine qui est équivalent a quatre
fois le domaine de base (0,1)? et le nombre de points d’échantillonnage Ne
est le double des deux premiers tests.
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F1a. 4.32 — Localisation de trois imperfections z; = (0.33,0.52),
2o = (0.61,0.29) et z3 = (0.69,0.72) avec seuillage.

F1a. 4.33 — Localisation de trois imperfections z; = (0.33,0.52),
29 = (0.61,0.33) et z3 = (0.67,0.69) avec fenétrage.
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FIG. 4.34 — Détection de trois inhomogénéités dans le carré (—1,1)°.

Quatre imperfections

A partir de quatre imperfections, nous avons mis de coté la méthode
d’échantillonnage exacte, ainsi que la technique de fenétrage, car ces stratégies
demandent un temps de calcul trop important. Par conséquent, nous n’uti-
lisons pour ces deux tests que I'approche de Shannon avec un seuillage
| (ne;ms) || =] (10, 10) ||. Les informations sur ces deux exemples sont notées
dans le Tableau 4.8.
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Figure n’ 4.35 4.36
Q (0,1)° (—1,1)°
Q' (0.2,0.8) (—0.8,0.8)°
£ 107° 10°
Pas du 1 B L
Maillage 16 16
Pas de temps At = \% At = \%
Temps final T=3 T=3
z1 = (0.69,0.37) z1 = (0.23,0.60)
. 29 = (0.70,0.73 29 = (—0.43,—-0.40
Impertections 23 = 50.35,0.66; 2 :( (0.03,0.18) )
z4 = (0.43,0.43) z4 = (—0.43,0.0)
Rayons des z; a=0.03 a=0.03
T =29 7 =10
.« el s Yo = 5) Yo = 10
Conductivité e =5 g = 10
Y4 =5 s = 10
R Ne =128 Ne = 256
Parametres pour
I’échantillonnage maz — 63 Thmaz — 33
An = e Anp = e

TAB. 4.8 — Parametres pour les tests avec I'approche de Shannon

contenant quatre imperfections.

La premiere interprétation de ces résultats montre que notre algorithme
d’identification localise correctement quatre imperfections, voir les Figures
4.35 et 4.36. Les temps de calculs pour ces deux tests sur la machine A sont

de : 30 minutes pour la Figure 4.35 et 29 heures pour la Figure 4.36.

Cinq imperfections

Pour terminer sur ces tests numériques dont le controle agit sur sur toute
la frontiere €2, nous donnons un dernier résultat obtenu pour cing imper-
fections vivant dans le domaine (—1,1)* - voir Table 4.9. La méthode, qui
nous a permis de localiser ces impuretés, est ’approche de Shannon avec un

seuillage || (10, 10) ||.
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F1G. 4.35 — Localisation de quatre imperfections z; = (0.69,0.37),
2 = (0.70,0.73), 25 = (0.35,0.66) et 2, = (0.43,0.43).

F1G. 4.36 — Localisation de quatre imperfections z; = (0.23, —0.60),
2z = (—0.43,-0.40), 23 = (0.03,0.18) et 2z, =
(—0.43,0.0).
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Figure n° 4.37
Q (—1,1)
Q (—0.8,0.8)°
£ 1076
Pas du Y
Maillage 16
Pas de temps At = \%
Temps final T=3
z1 = (0.63,0.26)
29 = (0.09,0.27)
Imperfections = (—0.71,-0.15)
= (—0.65,0.41)
= (—0.23,0.53)
Rayons des z; a=0.03
7 =10
72 =10
Conductivité v3 = 10
74 =10
75 = 10
Parametres pour Ne =256
. . Nmaz = 33
I’échantillonnage Ap = 277mm

TAB. 4.9 — Parametres pour les tests avec I'approche de Shannon
contenant cinq imperfections.

Le temps de calcul nécessaire pour détecter ces inhomogénéités est d’environ
2 jours sur la machine A avec un processeur. Mais contrairement a ce que
I’on pourrait penser, I'approche de Shannon avec seuillage reste la méthode
la plus fiable et la plus efficace par rapport aux autres méthodes.
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FIG. 4.37 — Détection de cinq inhomogénéités contenues dans (—1, 1)

4.5.2 Localisation dynamique depuis une partie du bord

Puisque la méthode HUM nous permet de controler sur une partie de la
frontiere, nous pouvons simuler des cas ot la donnée est seulement déterminée
sur un sous-ensemble de J€2. Dans ce cas, la causalité de I’équation des ondes
impliquera le besoin d'un temps de controle, T, plus long et 1’éventualité
d’une augmentation du nombre d’itérations requises pour l'algorithme HUM.
Une présentation détaillée de ce phénomene peut étre trouvée dans [11].
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Dans un premier temps, nous comparons les résultats obtenus pour différents

controles géométriques :
(1) un controéle sur tout le bord du domaine €2 ;
(2) un controle sur trois cotés :
IM={y=0,0<z<1}u{r=10<y<1}u{y=1,0<z <1},
(3) un controle sur deux cotés adjacents :
[o={z=00<y<1}U{y=0,0<2z<1};

Ces trois tests sont effectués pour trois imperfections de rayon a = 0.03
et de conductivité égale a 10. Les parametres de discrétisation en espace
et en temps sont fixés dans la Table 4.10. Nous avons posé N, = 128
et Mmax = 65 comme parametres d’échantillonnage en Fourier et défini un
seuillage || (n,7.) || = || (12,12) |.

Q o T h At =
(0,1)2 | (0.2,0.8)° | 3>2V2 L x 109

TAB. 4.10 — Parametres de discrétisation pour la Section 4.5.3.

Dans les Figures 4.39 et 4.40, nous notons que les inhomogénéités sont encore
bien détectées, comme pour la Figure 4.38. Par contre, le temps de calcul
augmente si I'on réduit la partie controlable - voir Table 4.11, ceci est di a un
plus grand nombre d’itérations pour arriver a la convergence de ’algorithme
(HUM Bi-Grid). Les erreurs relatives pour la localisation des centres sont
données dans la Table 4.12.

Temps pour le Temps pour le Temps pour le
controle total controle I'y controle I'y
2201 secondes 4551 secondes 5376 secondes

TAB. 4.11 — Temps de calcul pour les différents controles.

Centres théoriques | Controle total | Controle I'y | Controle I’y
2z = (0.43,0.39) 0.0107 0.0410 0.0107
2o = (0.32,0.67) 0.0232 0.0232 0.0661
z3 = (0.73,0.58) 0.0298 0.0113 0.0298

TAB. 4.12 — Localisation des centres de trois imperfections. Erreurs
relatives de localisation.
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F1G. 4.38 — Localisation de trois imperfections pour un controle sur tout le
bord.

F1G. 4.39 — Localisation de trois imperfections pour un controle sur I';.
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F1G. 4.40 — Localisation de trois imperfections pour un controle sur I's.

Dans un second temps, nous regardons le cas d'un controle sur I's =
{y=0,0<2<1}U{z=0,0<y <1}U{y=1,0 <z < 1} pour quatre in-
homogénéités - voir Table 4.13. Toutes ces imperfections ont un rayon o =
0.03 et une conductivité v; = 10, j = 1,2, 3, 4. Les parametres de discrétisation
spatial et temporel restent inchangés a la Table 4.10. A Tinverse les pa-
rametres d’échantillonnage sont remaniés, puisque 'on prend 7. = 33 et
N, = 256, mais le seuillage est fixé a || (n.,n) || = || (11,11)||. Nous re-
marquons que toutes les imperfections sont bien localisées, mis a part une
imperfection, z4, qui est un peu moins prononcée. Les centres calculés sont
obtenus par interpolation et lissage dis a l'algorithme de “contour” de Mat-

lab.

Centres théoriques | Centres calculés | Erreurs relatives
z1 = (0.33,0.64) 2§ = (0.34,0.61) 0.0374
2o = (0.44,0.31) 25 = (0.43,0.34) 0.0611
z3 = (0.60,0.51) 2§ = (0.61,0.52) 0.0277
z4 = (0.72,0.71) 2§ = (0.75,0.70) 0.0327

TAB. 4.13 — Localisation des centres de quatre imperfections pour le
controle I's. Erreurs relatives de localisation.
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F1G. 4.41 — Localisation de quatre imperfections pour le controle
agissant sur I'y.

Ces résultats sont tres importants, puisqu’ils montrent le potentiel de
notre algorithme pour traiter des cas plus réalistes en plus de la robustesse
et de la précision de cet algorithme.

4.5.3 Courbe de performance pour une localisation pa-
rallélisée

Nous présentons dans la Figure 4.42 un graphe du temps CPU en fonction
du nombre de processeurs et dans la Figure 4.43 un graphe du speed-up® pour
la machine B en fonction du nombre de processeurs. Pour ce calcul 2D, nous
avons pris h = 1/32 et N, = 16, ainsi 1024 points dans I'espace = — y, 135

6Le speed-up est défini comme étant le rapport entre le temps nécessaire pour faire
fonctionner un algorithme parallele sur un processeur et celui pris pour le faire tourner
sur [N processeurs.
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pas de temps et 16 x 16 points d’échantillonnage dans 1’espace de Fourier
étaient nécessaires pour ce test. Nous observons pour ce test que chaque
fois que nous multiplions par deux le nombre de processeurs nous obtenons
approximativement un temps CPU (en secondes) divisé par deux, ce qui nous
fait penser que si nous avions utilisé 32 processeurs, nous aurions obtenu un
temps CPU d’environ 461 secondes.

16480

15000

10000

8190

CPU time (in seconds)

5000

4044

1964

Fi1G. 4.42 — Courbe de performance pour la localisation d’une imperfec-
tion avec une parallélisation.

Fi1G. 4.43 — Courbe speed-up pour la localisation d’une imperfection avec
une parallélisation.
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4.5.4 Etude comparative des méthodes utilisées

Dans cette sous-section, nous allons comparer les différentes méthodes
introduites dans les sections précédentes. Cette étude a été exécutée sur la
machine A. Pour cela, nous fixons les parametres de discrétisation contenus
dans le Tableau 4.14 pour toutes les simulations numériques, ainsi que le
centre, le rayon et la conductivité des imperfections (voir Tableau 4.15). Le
controle agira sur tout le bord du domaine.

Q o T h At £
(0,1)2 | (0.2,0.8)° | 3>2V2 L % 109

TAB. 4.14 — Parametres de discrétisation pour I’étude comparative.

Les techniques utilisées pour effectuer cette comparaison sont les sui-
vantes :
e PPCM;
e PPCM avec un seuillage ;
e PPCM avec un fenétrage ;
e Approche de Shannon
e Approche de Shannon avec un seuillage ;
e Approche de Shannon avec un fenétrage

Centres des
imperfections z1 = (0.63,0.28) | z = (0.39,0.66) | 23 = (0.73,0.65)
Rayon des 003
Zj
Conduc?wte des =10 = 10 10
j

TAB. 4.15 — Informations sur les imperfections de I’étude comparative.

Nous étudions d’abord les résultats numériques pour la méthode PPCM.
En ce qui concerne les parametres d’échantillonnage, la précision de loca-
lisation est fixée a D = 20, nous avons par conséquent 3120 x 156 points
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d’échantillonnage. La Figure 4.44 montre le résultat de la détection sans ap-
pliquer de fenétrage ni de seuillage. On constate qu’aucune imperfection n’a
été localisée.

04—

F1G. 4.44 — Localisation 2-D avec la méthode PPCM pour trois inhomogénéités.

Maintenant nous reprenons exactement la méme donnée, mais cette fois-ci
nous la multiplions par une fenétre de type Blackman. Et la grace a 'ap-
plication d’une fenétre, nous retrouvons le centre des imperfections a une
distance moyenne de 5 x 1072 - voir Figure 4.45. Le temps de calcul, qui a
été nécessaire pour ce test, est d’environ 13 jours pour un processeur.

Ensuite la troisieme simulation réalisée pour le PPCM a été exécutée pour
un seuillage || (7«, %) || = 1| (9,9) ||, de ce fait le temps de calcul devient plus
raisonnable, environ 2 jours. La localisation des centres z;, 7 = 1,2, 3, reste
inchangée par rapport au fenétrage (voir Figure 4.46).
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F1G. 4.45 — Localisation de trois imperfections pour la méthode PPCM avec
application d’une fonction de Blackman.

F1G. 4.46 — Localisation des trois imperfections pour la méthode PPCM avec
un seuillage || (9,9) ||
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Pour finir cette étude comparative sur les différentes méthodes utilisées
en deux dimensions, nous regardons ’approche de Shannon. Les parametres
d’échantillonnage vont nettement différer des tests effectués pour la méthode
exacte du PPCM, puisque nous utilisons 256 x 256 points d’échantillonnage
pPOUr Nmax = 33. Comme c’était le cas pour le PPCM, I’approche de Shannon
seule ne permet pas de détecter les trois impuretés (voir Figure 4.47).

F1G. 4.47 — Localisation 2-D avec 'approche Shannon pour
trois inhomogénéités.

Toutefois, en appliquant une fenétre de Blackman a notre donnée échantillonnée,
nous retrouvons ’emplacement de nos imperfections - Figure 4.48. Nous
avons eu besoin d’environ 2 jours de calcul pour obtenir ces deux résultats.

Mais regardons maintenant le résultat pour un seuillage || (7., 7) || = 1] (9,9) ||
avec les mémes parametres d’échantillonnage. La Figure 4.49 montre la simu-
lation obtenue pour ce seuillage avec un temps de calcul d’environ 7 heures.
Les centres z; demeurent encore bien localisés.
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F1G. 4.48 — Localisation de trois imperfections avec application d’une fonction
de Blackman.

F1G. 4.49 — Localisation des trois imperfections avec un seuillage || (11,11) ||
pour l'approche Shannon.
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Au vue de cette étude pour le cas bidimensionnel, un constat nous saute
aux yeux : la méthode utilisant le PPCM est bien trop cotiteuse en temps de
calcul, méme avec un seuillage, malgré une précision de localisation légerement
meilleure a celle de 'approche Shannon. Ainsi une méthode efficace, que ce
soit en temps de calcul ou en précision, sera I'approche de Shannon avec un
seuillage. Ainsi pour le cas 3-D, nous avons privilégié cette méthode de calcul
avec seuillage.

4.6 Localisation numérique en 3-D

Dans cette section, nous ne présenterons pas de résultats numériques 3-D.
Ces derniers pouvant étre vus dans le Chapitre 5, dans lequel nous indiquons
quelques tests numériques basés sur les exemples de calibration effectués
dans la sous-section 4.4.2. Les résultats obtenus proviennent essentiellement
d’échantillonnages de type Shannon et avec un controle agissant sur une
partie ou sur 'intégralité du bord. Tous les tests 3-D ont été effectués sur la
machine B.
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Chapitre 5

Solution numérique d’un
probléme inverse pour
I’équation des ondes en
présence d’imperfections de
petit volume
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Ce chapitre reproduit I’article soumis [10] et dans lequel les calculs numériques

de détection en 3-D ont été présentés.

5.1 Introduction

The localization of small imperfections is of great importance since there

are numerous practical applications, particularly in the fields of medical ima-
ging and nondestructive testing of materials. Generally, when we seek to lo-
calize an imperfection contained in a bounded domain, we need to solve an
inverse problem for retrieving the geometry of the inhomogeneity.

The determination of conductivity profiles from knowledge of boundary

measurements has received a great deal of attention (see, for example, [2],
[3], [8] and [27]). However, the reconstruction of imperfections within a dy-
namical (i.e. time-dependent) framework has not been widely investigated.
The present paper is a first attempt to implement an effective numerical
method to determine the location of small-sized, conductivity imperfections
inside a homogeneous medium from dynamical measurements on a part of
the boundary. In imaging, this is known as “limited-view data”.

The inverse problem considered in this paper is more complicated from

the mathematical point of view and more interesting from the point of view of
applications than the one solved in [8] and [27] because one oftrn cannot get
measurements for all ¢ or on the whole boundary, and so one cannot, by taking
a Fourier transform in the time variable, reduce our dynamic inverse problem
to the Helmholtz equation considered in [8] and [27]. Previous numerical
investigations have concentrated on time independent equations with full
data - see for example, [6, 7, 10].

This article is based on three sources : the Hilbert Uniqueness Method

(HUM) formulated by J.-L. Lions - see [29]; the numerical application of
the above method to exact boundary control of the wave equation by R.
Glowinski et.al. - see [26] ; the theoretical results of the problem of detection
for the wave equation by H. Ammari - see [3].

This paper is structured as follows. We begin, in Section 5.2, by defining

some notation and then formulate the inverse initial boundary value problem.
We also recall the identification procedure by the Fourier method. In Section
5.3, we recall the numerical algorithm for the Hilbert Uniqueness Method
of J.-L. Lions [29]. We present the numerical method used for the dynamic
detection problem in Section 5.4. Then numerical results obtained from simu-
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lations are shown in Section 5.5. Finally, some conclusions and perspectives
are reported in the last section.

5.2 Dynamic localization theory

In this part, we recall the different results contained in the article of H.
Ammari (see [3] for the full details) on which the numerical algorithm and
the subsequent simulations will be based.

5.2.1 Some notation and presentation of the inverse
problem

Some notation

Let Q be a bounded, smooth subdomain of R¢, d = 2, 3, with for sim-
plicity, a smooth boundary 02, with n denoting the outward unit normal
to 0f). We suppose that {2 contains a finite number m of inhomogeneities,
each of the form z; + aB;, where B; C R? is a bounded, smooth domain
containing the origin. This gives a collection of inhomogeneities of the form
B, = UL, (z;+aBj). The points z; € 2, j = 1,...,m that define the locations
of the inhomogeneities are assumed to satisfy two distance conditions :

dist(z;,00Q) > dy > 0 V.

We also assume that a > 0, the common order of magnitude of the diameters
of the inhomogeneities, is sufficiently small so that these are disjoint and their
distance to R?\( is larger than 2.

Presentation of the inverse problem

Let 7o denote the conductivity of the background medium which, for sim-
plicity, we shall assume is constant. Let «y; be the constant conductivity of the
J-th inhomogeneity, z; + aB;. We define the piecewise constant conductivity

Y0, ifz € Q\B,

Yalz) = {
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Fi1G. 5.1 — An example of a 2-D domain containing three imperfections,
21+ aBy, 20+ aBsy, 23+ aBs.

Consider the initial boundary value problem for the wave equation, in the
presence of the inhomogeneities,

0%u, .

2 V:(¥aVus) =0 in Qx (0,7),
Uy = on 99 x (0,7), (5.2.2)
Ug|i—0 = u° Qua) u' in Q

Define u to be the solution of the wave equation in the absence of any inho-
mogeneities, satisfying

0%*u .
W—V~(70Vu):0 in Q x (0,7),
we f on 9Q x (0,T), (5.2.3)
Ulp—p = ul, @ =4 in Q.
2L

Here T" > 0 is a final observation time, and the initial conditions ¢, ¢ €

C>(€2) and the boundary condition f € C*(0,7;C>*(02)) are subject to

the compatibility conditions at the initial time,

' flizo = (70)' (A"u°) oo and 97! flico = (70)'(A'u)]an, 1=1,2,....

These ensure that the initial boundary value problem (5.2.3) has a unique
solution in C'*°([0, 7] x €2); see [23]. The transmission problem for the wave

132



equation (5.2.2) has a unique weak solution u, € C°(0,T; H*(Q2))NC*(0,T; L*(Q)) ;
see, for example, [29]. Moreover, it can be shown that 8;—73|aﬂ belongs to
L2(0,T; L*(092)).

We employ standard L?-based Sobolev spaces to measure function regu-
larity. The notation H® denotes those functions which, along with all their
derivatives of order less than or equal to s, are in L2, In particular, H} denotes
the closure of C§° in the norm H'. Sobolev spaces with negative indices are
defined by duality, using an L?-inner product. We shall only need one such
space, namely, H ™', which is defined as the dual of H}.

The aim of this paper is to determine numerically the centers of the
imperfections from the knowledge of boundary measurements of

OUg
on

where I'. C 01 is a part of the boundary that must satisfy certain geometrical
constraints, and (0,7") is the finite time-interval during which the measure-
ments are recorded. It is also possible to compute certain properties of the
shapes of the inhomogeneities B,, though this is not treated here. For this
purpose, H. Ammari, in [3], has developped an asymptotic method based on
appropriate averaging of dynamic boundary measurments, using particular
background solutions as weights. These particular solutions are constructed,
when measurements are available on all or a part of the boundary of the
domain, by the control method of Section 5.3.

The first fundamental step in the design of the reconstruction method
is the derivation of an asymptotic formula for %“7‘%|3(Zj+a3j)+ on the outer
boundaries of the imperfections, in terms of the reference solution u, the lo-
cation z; of the imperfection z; + aB;, and the geometry of B;. The next
step is the use of this asymptotic formula to derive integral boundary formu-
lae with a judicious choice of test functions and is based on the geometrical
control method and the solution of Volterra-type integral equations. We will
show that these boundary integral formulae form the basis of very effective
numerical identification algorithms, as was predicted in [3]. We note that
an analogous approach may be applied to the full (time-dependent) Max-
well equations with small imperfections of different electric permittivity or
magnetic permeability (or both) - see [10] for the time-harmonic case.

on I, x (0,7),
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5.2.2 The Asymptotic Formula and the Identification
Procedure

Following [3], we let # € C§°(2) be a cutoff function such that f(x) = 1 in
a subdomain € of Q that contains the inhomogeneities B,. For an arbitrairy
n € R?, we assume that we are in possession of the boundary measurements

of P
% on I, x (0,7)

for
u(x) = e ul(z) = —iy/Ao [n| €™ and f(x,t) = TV (5.9 4)

This particular choice of plane wave data u°, u! and f implies that the back-
ground solution u of the wave equation (5.2.3), in the absence of any inho-
mogeneity, is given by

u(w,t) = uy(z,t) = M=V iy Q x (0, 7). (5.2.5)

Suppose that T" and the part I'. of the boundary 02 are such that they
geometrically control €2, which roughly means that every geometrical optic
ray, starting at any point x € € at time ¢ = 0, hits I'. before time T at
a non-diffractive point - see [9], [13]. Then from [29], it follows that for any
n € R? we can construct by the Hilbert uniqueness method (HUM), a unique
gy, € H{(0,T;L*(T)) in such a way that the unique weak solution w, in
CY0,T; L*(Q)) N CH0,T; H1(R2)) of the wave equation

(92
aa;‘;” — V- (Vw,) =0 inQx(0,7),
wy = gn in FC X (O,T),
w, = 0 in OO\, x (0,7), (5.2.6)
Wyli—o = B(x)e™* €Hy (),
a;}t” =0 in Q,
\ t=0

satisfies w,(T") = dyw,(T) = 0.
Next, for any n € R?, let 6, be the solution to the Volterra equation of
the second kind :
89?7 mt +f e—zf|77|(s t) < (SL’ S) _Z\/_Mﬂ 397,(3325))
= gn(x,t) forx el'., t € (0,7, (5.2.7)
0,(x,0) =0 for x € I'...
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The existence and uniqueness of this 6, in H'(0,T; L*(T.)), for any n € R%,
can be established using the resolvent kernel. Since g, € H}(0,T; L*(T.)),
the solution 6, belongs, in fact, to H?*(0,T; L*(T.)). We also note from dif-
ferentiation of (5.2.7) with respect to t that 6, is the unique solution of the
ODE

{ 0,0, — 0, = eVohlty, (e=vwlnltg ) for x € T, t € (0,T),

0,(x,0) = 0,0,(z,T) =0 for x € T... (5.2.8)

It also immediatly follows from this observation that 6, belongs to H?(0,T; L*(T"))

since g, € Hg(0,T; L*(T)).

To identify the locations and certain properties of the small inhomoge-
neities B,, we average the boundary measurements %L; I'.x(0,T), using the
solution 6, to the Volterra equation (5.2.7) or, equivalently, the ODE (5.2.8)
as a function of 7. The following result holds.

Theorem 1. (H. Ammari) Let n € RY d = 2, 3. Let u, be the unique
solution in C°(0,T; HY(Q)) N CY0,T; L*(Q)) to the wave equation (5.2.2)
with

W) = () = €7 ul () = ub(x) = —iy/o ]

and o
fla,t) = folz,t) = eVt

Suppose that T'. and T geometrically control Q) [13]; then we have
foT fr [977 (%Lﬁ o %) + 0,0,0; (%Lna o g_z)]

= — [ [ eivlltg, (emivilitg,) (Qua _ Ou) (5.2.9)

on on

=t S (2 = 1) @5 (M) - — 0l B[] + o),

where 0, is the unique solution to the ODE (5.2.8), with g, defined as the
boundary control in (5.2.6), and M; is the polarization tensor of B;, defined

by
(M;)ry = ek - (/aBj <’/j + <z—j - 1) %(y)) y-e dsj(y)) . (5.2.10)

Here (e1,..,e4) is an orthonormal basis of RY, v; is the outward normal of
the j-th imperfection and ®; is the solution of a Laplace equation in the j-th
imperfection.
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See [3] for the full formulation and details of the proof. This theorem is
fundamental for our identification problems.

We can now proceed to describe our identification procedure which is
based on Theorem 1. We neglect the asymptotically small remainder in the
asymptotic formula (5.2.9) and define A,(n) by

T ou, Ou ou, Ou
Aalm) —/0 /r {eﬁ (a—n - %) 00 (a—n - %)] -

The function A, (n) is computed in the following way. First, we construct
the control g, in (5.2.6) for given n € R?. Then from the boundary measu-
rements %L;er(o,T)? and the explicit knowledge of %, we form the weighted
boundary integrals that appear in the above expression of A,(n). We repro-
duce this very important formula, using the data (5.2.4),

T | duy O
Aa(n) = _A /F61W|U|tat (671\/%|77|th]) (ain . a_Z) (5.2.11)

o N\

Q

Recall that the function €% is exactly the Fourier transform (up to a
multiplicative constant) of the Dirac function d_s.; (a point mass located at
—22;). From Theorem 1, it follows that the function A, (n) is (approximately)
the Fourier transform of a linear combination of derivatives of point masses,
or

Ao(z) m o Lids,,
j=1

where L; is a second order, constant coefficient, differential operator whose
coefficients depend on the polarization tensor M; defined by (5.2.10) (see
[18] for its properties) and A, (z) represents the inverse Fourier transform of
Aa(n).

The method of reconstruction we propose here consists, as in [8], of sam-
pling values of A,(n) at some discrete set of points and then calculating the
corresponding discrete inverse Fourier transform. After a rescaling by —%, the
support of this discrete inverse Fourier transform yields the location of the
small inhomogeneities B, . In other terms, once A,(n) is computed from dyna-
mic boundary measurements on I'., we calculate its inverse Fourier transform.
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Then the asymptotic formula (5.2.9) in Theorem 1 asserts that this inverse
Fourier transform is a distribution supported at the locations {z; };nzl

Once the locations are known, we may calculate the polarization tensors
(Mj)7Z, by solving an appropriate linear system arising from (5.2.9). These
polarization tensors give ideas on the orientation and relative size of the
inhomogeneities. As was pointed out in [3], from the leading term of A, ()
given by (5.2.9), we cannot reconstruct more details of the shapes of the
domains B;. Higher order terms in the asymptotic expansion of A, (n), with
respect to «, are needed to reconstruct the domains B; with high resolution.

The theoretical number of data (sampling) points needed for an accu-

rate discrete Fourier inversion of A,(n) follows from Shannon’s sampling
theorem. We need (conservatively) order (%)2 sampled values of A,(n) to
reconstruct, with resolution ¢, a collection of inhomogeneities that lie inside
a square of side h. Numerical experiments in [8] for the two-dimensional
(time-independent) inverse conductivity problem confirm this sampling and
seem to suggest that the method is quite stable with respect to noise in

measurements and errors in the different approximations.

5.3 The HUM approach to exact boundary
controllability

In this section we recall very briefly the numerical method that will be
employed in order to solve the exact controllability problem. Full details of
the method may be found in [9, 25, 26, 27].

5.3.1 Formulation of the problem

We consider the wave equation with control on a part of the boundary,

(@~ A)u=0 inQ=0x(07T),
Ulimo = u° , Opuli—o = ul in €,

_J g omE.=T.x(0,T),
“_{0 on X\ X, =T\T, x (0,T),

(5.3.12)

where 2 is a bounded domain of R?, d = 2, 3, with boundary I', and ', C T’
is the part of the boundary where the control is applied.
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The problem of exact boundary controllability is then : “Given T, u°, u!,
can we find a control g on 3, such that the solution of (5.3.12) satisfies

u(z,T) = Owu(z, T) =0 in Q77

The answer is positive if one takes T' sufficiently large and one controls
on a set large enough to encounter every ray of geometric optics (see [9, 13]).
A systematic and constructive method for computing such a control, g, is
provided by the Hilbert uniqueness method (HUM) of Lions [29].

5.3.2 Description of the HUM

We describe briefly the HUM for the control of the wave equation from a
part of the boundary. Full details can be found in [26] and [29]. Let

E=H}(Q) x L*Q), E'=H Q) x L*(Q)

and define the operator
A E—F

as follows :
1. Take e = {e%,¢'} € F and solve from t =0 to t =T

(02— A)p =0 in Q=Qx(0,7),
Plimo =€, Oypli—o = €' in Q. (5.3.13)
o(x,t) =0 on X =Ix(0,7),

2. Then solve (backwards) from t =T tot =0

w(l’,T>:O , aﬂﬁ(l’,T):(] in Q,
g 3 mZe=Tex(0,7), (5.3.14)
10 omX—-%.=T-T,x(0,7),

3. Finally, define the operator T as

Te = {¢y(x,0), —(z,0)} € E'.

138



We have the original theorem of J.-L. Lions [29] :

Theorem 2. (J.-L. Lions). Operator Y is linear and continuous from E
onto E' ; moreover, if T' is sufficiently large (> Tnin = 2 ||z — @o| oo () and
if I'e is of the type

I'(zg) ={z|z €T, (x — z0) - n, > 0}

where xy € RY is an arbitrary point and ny is the outward normal to T’ at x,
then T is an isomorphism from E onto E'.

5.3.3 Application of the HUM to the wave equation

We now apply Theorem 2 to the control of the wave equation (5.3.12).
Suppose that

uw e L*(Q) , vt e H1(Q)
are given. Then,
1. take f = {u', —u®} - i.e. we identify u with v ;

2. solve Te = f to obtain €°, ¢!, the initial data for the ¢ wave equation
(5.3.12) ;

3. solve the ¢ wave equation (5.3.12) forwards in time using €’ €' as
initial data;

4. calculate the normal derivative of the solution ¢ and set g = g—ﬂgo ;

5. solve the 1 wave equation (5.3.14) backwards in time using g as the
boundary data;

6. finally, set u = 1), then since ¢¥(x,T) = 0, ¢4(x,T") = 0 was imposed, ¢
(the boundary control) gives the exact boundary controllability with

u(z, T) = Owu(x,T) =0, Vz € Q.

We remark that the operator T is symmetric and FE-elliptic. These proper-
ties imply that, in step (2), Te = f can be solved by a conjugate gradient
algorithm.
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5.3.4 A numerical algorithm based on the HUM

We have faithfully followed [9] and [25] in order to formulate our algo-
rithm. In particular, we point out that a bi-grid approach, that filters the high
frequency components of the discrete solution, is used in order to regularize
the numerical implementation.

5.4 Numerical discretization of dynamic lo-
calization

In this section, we present the numerical discretization of our identifi-
cation problem. First of all, we describe the finite element method and the
time-stepping scheme used for solving the different wave equations contained
in this detection problem. We then discuss the parallel implementation of
the identification procedure. Finally, we provide a detailed analysis of our
implementation of the Fourier inversion method.

We will not describe here the numerical discretization of the bigrid HUM
method, seen in Section 5.3 (the interested reader should consult [9, 17]), nor
the evaluation of the boundary integral in (5.2.9) which is based on standard
quadrature rules.

5.4.1 Time-space discretization for the wave equation

In this subsection, we show that the finite element method is well adapted
to the numerical resolution of the wave equation : we combine finite elements
for the space discretization and finite differences for the time discretization.
This will then be used for solving the control problem (5.2.6) for g, and the
inhomogeneous wave equation (5.2.2) for u,.
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Space semi-discretization : Approximation by finite elements

First, we consider the following, general wave equation with a Dirichlet
boundary condition, defined on Q x (0,7) :

Ot (at) = V- () V(e ) = Flent) V(at) € Qx (0.7),
u(z,t) = g(x,t) Y (z,t) € 02 x (0,T)
\ E(x,t: ) = u'(z) Ve,

with f € L*(L*(Q);(0,T)), g € Hy(89Q), @ € R? d = 2, 3. We assume
that v € L®(Q), y(x) > 0, Vo € Q, and that u°, u! € H'(Q). Besides, we
consider the function ¢ as differentiable in time and satisfying the necessary
compatibility conditions with u° and u!.

In practice, in order to work in the homogeneous space H}(€2), we use an
extension technique on the function g, defined as follows. For simplicity, we
rewrite the elliptic (spatial) part of (5.4.15) as

Lu=f in{,
u=g ondfl.

We extend ¢ to all of €2, denoted by g, and look for solutions & = u — g of
the homogeneous equation

Lu=f—Lg inQ,
u=0 onofl.

In the weak sense, the problem becomes : find @ € H}(£2) such that
a(u,v) = (f,v) —a(g,v) Vv € Hy (),

where (+,-) is the inner product in L*(2) and a(,-) is the elliptic bilinear
form given by

a(u,v) = (vVu, Vo).

The solution exists, according to the Lax-Milgram lemma, if g € H*(£2) which
according to the Trace theorem is true if g € H/2(99). Once @ is known, we
easily recover u from the definition, u = u + g.
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For the finite element mesh, we consider shape-regular meshes, 7}, that
partition the domain € into a set of disjoint elements {K}, such that Q =
Ugker, K. The elements are rectangles (in 2D) or parallepipeds (in 3D), ali-
gned with the coordinate axes. The diameter of an element K is denoted by
hi and the mesh size h is given by h = maxge7, hx. We define the following
sub-space of H}(€2) on the mesh,

V, = {vh € C°(Q); v, =0 on 9Q and v, | € Q1, VK € 77L}

where ()1 denotes the space of polynomials of degree at most one in each of the
d variables, thus spanned by {1, z, y, xy} when d = 2, and by {1, z, y, 2, zy, zz, yz, vyz}
when d = 3.
A possible finite element approximation is then given by : find @, € Vj,
such that

a(tp,vp) = (f,vn) —a(g,vp) Yoy, € V.

However, this approximation is not very practical due to the difficulty of
constructing the extension operator, g — g. We thus assume that g belongs
not only to H'/2(9Q) but also to C°(Q2). We denote by I the set of interior
nodes (the nodes not belonging to I' = 9€2) and by J the set of boundary
nodes. Their cardinalities are N; and N; respectively. Now we set

Vi ={u, € C°(Q); wn(zy) = g(z;), i =1,..., Ny on 9Q and v, | € Q1,VK € T}
and the approximate problem then reads : find u;, € V" such that
a(up,vp) = (f,vp) Yoy, € V.

But we can express any u;, € V" as
Ny Ny
up(x) = Z up(zi)w; + Zg(xj)@j =zp+ g
i=1 j=1

where w and @ are the basis functions relative to the internal and the boun-
dary nodes respectively. We note that 2z, € V}, and g, € V. Finally the
problem can be rewritten in a symmetric form as : find z;, € V}, such that

a(zn,vn) = (f,vn) — algn,vn) = (f,on) Yo € Vi,
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An element vy, of V}, will be written as

Ny

Vo € Q, vp(x) = valw;)wi().

i=1
where w; are the (1 basis functions associated to the interior nodes.

Returning now to the wave equation (5.4.15), we can write the complete
weak form as : find u € H}(Q), with u|i—g = u°, dyul—¢ = u', such that

(Ofu,v) + a(u,v) = (f,v) Yo e Hy(Q), 0<t<T

where (-,-) denotes the duality pairing between H~'(Q2) and H}(Q). The
semi-discrete finite element approximation is then : find uy, € V}, x [0, T] such
that (with a slight abuse of notation, rewriting wy, for z;, and dropping the ~)
<8fuh,vh> + a(up,vp) = (f,on) Yo, €V, 0<t<T,
Uplizo = Ppu’, (5.4.16)
atuh’t:O = Phul7

where P, denotes the L2-projection onto Vj, and the discrete bilinear form
on Vj x Vj, is given by

a(u,v) = Z / yVu - Vodz.
KeTy, K
Writing,
Dun(x,t) =Y u; (Hwi(x),
i€l
we obtain the linear, second-order system of ordinary differential equations
for the discretization of (5.4.15) by the finite element method (5.4.16),

{ MU, (t) + KUy, (t) = By, 0<t<T,

where Up = Pyu® and V2 = P,u'. The mass matrix, M, has coefficients
My = [w@hwy(e)dn, 1<ij< N
Q
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the stiffness matrix, K, has coefficients

Ky = [ 100V (@) Ve, 1< 0.5 < Ny
Q

and Bj, € CM | the right hand side vector, has coefficients

B-:/f(xv twi(x)de — ) Kijg(x; t)—ZM-.@(x- t)
i 0 i i ij G\ L5, ii g2 i t)-

j€d jET
Complete space-time discretization

To discretize (5.4.17) in time, we use the Newmark time-stepping scheme
(see [37, 28]). This scheme provides a general approach and permits us to
pass easily from fully explicit to fully implicit schemes. Let £ > 0 be the time
step and {t"},., .y be a subdivision of the time interval [0,77] into N + 1
points. More pr_ec_isely, we put N =T/k, t" =nk, VO <n < N and tV =T.
Note Uy (t") = U} and By(t") = B}

We have the following Newmark scheme : find approximations {U}, V' },
to {Uy,0,U}'} such that

1 1
(M + K*CK) Ut = | M - /8(5 — QK| UP+kMVP+E* |(B + (§ — OBy,

and
MV = MV + kK [6UP + (1= 8)Up] + k [6BH + (1= 6) By,
forn=0,...,N — 1, with
U) =u°, VY =t
Here ¢ > 0 and § > 1/2 are the two Newmark parameters.

Remark 3. We recall that for 6 = 1/2 the Newmark scheme is second-order
accurate in time, whereas it reduces to first-order accurate for § > 1/2. When
¢ =0 and § = 1/2, we obtain an explicit scheme that corresponds to the
standard leapfrog scheme. When ( = 1/4 and § = 1/2, we have a fully
implicit, unconditionally stable scheme.

In the computations we have used the fully implicit scheme for the so-
lution of the wave equation with imperfections (5.2.2) and for the two wave
equations (direct and adjoint) used to solve the control problem (5.2.6).
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5.4.2 Parallel implementation

In order to reduce the CPU time needed by our identification algorithm,
we have used Message Passing Interface (MPI) commands for a parallel
implementation in Fortran 90. Two levels of parallelism are possible :

— coarse grain, where we exploit the MPI commands for looping on chunks

of different values of n;
— and fine grain, where the linear solvers are parallelized using the PETSc
package [12].
In the first case, the speed-up should be linear in the number of processors.
In the second case, we expect the speed-up to be superlinear.

5.4.3 Fourier method
Sampling

The localization of the centres, z;, 7 = 1,...,m requires that we numeri-
cally compute the inverse Fourier transform of the boundary integral, A,(n)
- see Section 5.2.2. A theoretical framework for the number of points needed
is provided by Shannon’s Theorem.

Theorem 4. [Shannon] If the Fourier transform of a function h(t) is zero for
all frequencies greater than a critical frequency, f., (the Nyquist frequency)
then the continuous function h(t) can be uniquely determined from a know-
ledge of its sampled values by the formula

sin 27 f.(t — nT)
m(t —nT)

h(t)=T i h(nT)

where T'=1/(2f.) and (1/T) is known as the Nyquist sampling rate.

From this theorem we conclude the two following facts :

1. If the imperfections are known to be contained within a square/cube of
side length 2M, we must sample A,(n) with a step size An = 1/(2M).

2. If we sample in a domain |1| < Nmax, then the resolution will be at most
0 = 1/(2Nmax)-
Thus we require N5 = (2M/§)?, d = 2,3 sampled values of A,(n) in order

to reconstruct, at a resolution J, a set of imperfections contained inside the
square/cube of size 2M. This implies that we need (4Mnyax)? points.
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We now, folowing the analysis of [27], take a closer look at the quantity
A.(n). For clarity, let us assume that d = 2 and let us examine a simplified
form by assuming that our data is of the form

A(n) = =7

for a single imperfection, z = (z1,25). Now we sample 7 in the domain
[ Mmaxs Tmax] X [~ "max, Pmax], uniformly with n? points and define the dis-
cretization step-size as
2max
An = :
g n—+1

We obtain the dicrete approximation,
Ah(/r’) — 621‘31(_77max"‘(k_1)A77)""2i22(_77rr18u("!‘(l_1)A77)7 1 S k:’l S n.

Applying the inverse discrete Fourier transform (IDFT) to this quantity, we
obtain

i Z Z €2iz1(*nmaer(kfl)An)JrZizz(7nmax+(l71)An) 6271'2'( (k;l) (r—l))+27ri< (l;l) (8—1))
n?

k=1 1=1
for all 1 <7, s < n. Let us look at the first coordinate,
< 1~ ., )

A = — 62Z21(_nlllax+(k—1)An)€2ﬂ'Z( - (1”71)) '

An elementary calculation yields

l sin (29 max21)
nsin [r (222 4 2]

e

For n large (n — o0), ‘/v\1| — 0 unless the quantity in the denominator
equals zero. This will occur when sin km = 0, k£ = 0, £1, ... which means that
(Zl—ﬂml + %) must be close to an integer. So, once the sign of z is fixed, in
order to approach only one integer value (and thus observe a single peak in
the Fourier transform), the following condition must hold :

1
<

=2

ZlAn

™
since 0 < ’“n;l < 1.

For large values of nyax, We begin to observe instabilities due to the expo-
nential terms in the asymptotic formula that become highly oscillatory. In or-

der to control these oscillations, we impose the truncation ||n|| < ||(n.,7.) ||
in a discrte 2-norm and set the quantity A, (n) = 0 for all other values of 7.
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Avoiding the pitfalls

The numerical evaluation of Fourier transforms of general functions is
filled with numerous little traps. These can be considered as being due to
two main causes : the definition of the Fourier transform and the sampling
of the function to be transformed.

The definition of the Fourier transform, and its inverse, imposes a choice
of normalizing constants. This choice must also correspond precisely with
the definition used in the FFT algorithm itself. In order to minimise this
problem, we prefer to use the following definition.

Definition 5. The Fourier transform of a function h(t) is defined as

H(f) = / T h(e Ity

—00

and the inverse Fourier transform by
h(t) = / H(f)e* .

Note that the FFT algorithm that we use in the post-processing (Matlab)
uses this convention and that, more importantly, this definition avoids the
need of pesky normalizing constants. In particular, using this convention,
we have the following “clean” result for the Fourier transform of an impulse
function : if

h(t) = Ae?™ot = A cos 2 fyt + jAsin 27 fot,
where A is a real constant, then

H(f) = AS(f — fo).

Once the problem of the definition is resolved, all other problems encoun-
tered are due to sampling and padding issues.

The first step when determining the sampling interval, is to respect the
periodicity of the function. If the sampling in time is not an exact multiple of
the period(s), a rippling effect is produced. In fact, if a band-limited, periodic
function is sampled and truncated at any of other than an integer multiple
of the period, the resulting discrete and continuous Fourier transforms differ
considerably.
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Aliasing occurs when the frequency sampling is too fine (or the time
sampling is too coarse) and we obtain a folding-in and overlap of higher
frequency periodic replicates of the transformed function. If the sampling
interval in time is chosen equal to one-half the reciprocal of the highest
frequency component, aliasing does not occur.

Finally, truncating the function (which implies multiplication by a step
function), will introduce a Gibbs effect. This can be avoided by enlarging the
total sampling interval, but one must then be careful not to have too large a
sample step, which will reintroduce aliasing.

The most important concept to keep in mind is that the discrete Fourier
transform implies periodicity in both the time and the frequency domains.
If one respects the fact that the N sample values of the time-domain func-
tion represent a single sample of a periodic function, then application of the
discrete Fourier transform should result in few surprises.

An exact sampling method

To capture the exact sampling frequencies when numerous imperfections
are present in the domain, we propose an exact sampling method based on the
least common multiplier (Iem) of the coordinates of each of the imperfections.

We consider the periodic component of the asymptotic formula with m
imperfections,

ORI
j=1

We set z = (p i 1), where p, ¢ and r are whole numbers, and D is a

D> D’ D
precision factor that depends on the size of the domain and the accuracy of
the reconstruction desired. In general, we take D = 10, 20, ... The function
n — ¥ is (Ty, Ty, Ty)-periodic, with T} = %, T, = %, and Ty = %.
If we now consider two imperfections, with centers z; = (%, z, %) and
2 = (B, 2, 2) | the periodicity of the function n — €% 4% hecomes
T wDlem(py, p2)
1=
P1p2
T — mDlem(qy, g2)
2 = — ),
41492
wDlem(ry, r
T3 == —( ! 2).

rire
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With these periods, we can proceed to compute the discretization step in 7
and the number of Fourier points needed. We find that

D D D

Ay =———— Ap=——-—"7— Amnp=——
n 2lcm(p1 ’ p?) 7 G 21(3m((11> QZ) 7 G 21cm(r1, 7’2) ’
and that the number of points is
_ [lcm(plap2)]2
Ny = —————=— < 2lem(pi,p2),
P1p2
1 2
N, = lem@@)l” o)
q192
1 2
Ny = demur)l o),
172

For example, if we have two imperfections, z; = (0.30,0.30,0.30) and
2o = (0.60,0.60,0.60), we need N; = N3 = 70, and Ny = 30 with D = 10.
If we now take z; = (0.58,0.63,0.32) and z, = (0.39,0.27,0.71), we require
Ny = 736, Ny = 550, and N3 = 728 with D —= 40.

Examples and tests based on the asymptotic formula (5.2.9)

We recall the asymptotic formula (5.2.9), neglecting the higher order
term,

Vi

= 70 in-z; 2

Aa(n) =a®> (— - 1> X5 [My(n) -n— " 1Bl d=2,3. (54.18)
7=1

This formula was systematically used in order to test the sampling strategies
and choose the sampling parameters, before running the complete localization
simulations. We present, in Section 5.5.1, some tests performed in both the
3-D case that show the inherent precision and robustness of this formula.

Three sampling strategies have been tested :

1. A periodic sampling strategy that supposes a priori knowledge of the
imperfections’ centers.

2. A Shannon approach based on the analysis of [27] and [10] with a
suitable truncation.

3. A windowing approach that compares Blackman, Hamming and Han-
ning functions.

Extensive tests of the formula, encompassing all three of the above strategies,
can be found in [18].
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5.4.4 Résumé of the identification procedure algorithm

Before presenting the numerical results, we resume the procedure used by
our identification algorithm.

First, we suppose a finite number of imperfections, z; + aB; for j =
1,...,m, with conductivities 7;. Then, for each 1 in a discrete set of values,

1. Compute the solution u,, of the wave equation (5.2.2) by a finite element
method to simulate the boundary measurements of 2% on I' x (0, 7).
The quantity 2% on I' x (0,T) is explicitly known from (5.2.5).

2. Calculate the control g, of (5.2.6) via the BiGrid HUM method.

3. Form the quantity A,(n) from the left hand side of (5.2.11) with a
suitable quadrature formula.

Finally, apply the inverse Fourier transform to A, () to compute Ay (z). This
leads to the localization of the centers of the inhomogeneities.

5.5 Results of the numerical simulations

We present here some numerical results of our identification algorithm.
In all examples, we take the domain Q to be the unit cube [0, 1]>. Extensive
simulations in the 2D case can be found in the thesis [18] and will not be
presented here. We use ()1 finite elements for the space discretization and an
implicit, unconditionnaly stable Newmark scheme for the time discretization
with ¢ = 1/4 and 0 = 1/2 (see Section 5.4.1). We also suppose that when the
control is active on the entire boundary, we take a final time, T', according to
the Table 5.1. The spatial discretization, h, and the corresponding time step
At are also given in Table 5.1, as well as the stopping criterion of the bigrid
HUM method, €. The cutoff function, (3, is equal to 1 on a subdomain ' =
(0.2,0.8)%, d = 3. The conductivity 7o of the background medium is equal to
1. The Fourier parameters depend on the geometry considered (number of
imperfections and location of each imperfection) and the resolution required.
We denote by N, the number of Fourier points for each component. In all
the figures, we plot contours of the inverse Fourier transform, Aa(x)
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’Parameter\ Values ‘

N 14
h 1/N
At h/\/3
T 4> 23
€ 1076

TAB. 5.1 — Discretization parameters for all numerical simulations.

F1G. 5.2 — Exact sampling method for two imperfections, using the
asymptotic formula, z; = (0.50,0.30,0.70) and 2z, =
(0.70,0.50,0.50).

5.5.1 Calibration tests based on the asymptotic for-
mula

We computed numerous test cases using the asymptotic formula (5.4.18).
These tests were extremely helpful in analyzing and choosing the discretiza-
tion parameters for the Fourier variable, . We fix o = 0.02 and v; = 10 for
each imperfection in the following tests.

The exact sampling method

Applying the exact sampling procedure, two imperfections can be exactly
located with Ny = N3 = 140, Ny = 60 and D = 20 - see Figure 5.2.

Further tests, and in particular a comparison of various windowing func-
tions as well as different truncations, can be found in [18].
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Fi1G. 5.3 — Shannon sampling approach without truncation, using
the asymptotic formula, z; = (0.51,0.64,0.32), 2z, =
(0.66,0.32,0.47) and z3 = (0.39,0.49,0.61).

The Shannon sampling approach without truncation

Three imperfections are succesfully localized via the Shannon sampling
approach without truncation by taking N, = 128, nyax = 64 - see Figure 5.3.

5.5.2 Numerical Localization of Imperfections in 3D

Based on the calibration runs of the previous section, we now show results
of the numerical localization procedure, following the steps laid out in Section
5.4.4. We first present results due to the exact sampling method. We then
show the Shannon sampling approach and finally results for “limited-view”
data. We finish by giving performance results obtained from the parallel
version of the code. In 2D (see [18]) we have also applied various windowing
methods for the inverse Fourier transform.

The Shannon sampling approach with truncation

In the first example, we have taken one imperfection with equal abscissa
and ordinate. The imperfection is situated at (0.25,0.25,0.25) with a radius
a = 0.05. The conductivity of the medium is equal to 1 and that of the
inhomogeneity is equal to 10. The number of data (sampling) points for the
calculation of A, is V. X N, X N, = 16 x 16 x 16 and the space step h = 1/12.
The Fourier inversion is performed with 7., = 19 and a truncation at n, = 9.
In Figure 5.4 we compare the numerical result with that obtained from the
asymptotic formula, with and without truncation.

The second test case has three imperfections, centered at z; = (0.39,0.63,0.32),
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F1G. 5.4 — Localization of a single imperfection at z = (0.25,0.25,0.25) :
asymptotic formula (left), asymptotic formula with truncation

(center), numerical localization (right) - views of = — y plane
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Fi1G. 5.5 — Localization  of  three imperfections, centered at
z = (0.39,0.63,0.32), z = (0.71,0.27,0.43), 23 =
(0.51,0.47,0.66) . Views from the z—,y- and z—directions.

29 = (0.71,0.27,0.43), z3 = (0.51,0.47,0.66) . The number of data (sampling)
points for the calculation of A, is N, X N, X N, = 64 x 64 X 64, with 1., = 40
and a truncation at 1, = 9. The spatial discretization step is h = 1/14, the
radius of the imperfections o = 0.02 and the conductivity ; = 10. In Figure
5.5 we observe that all three imperfections are well located. A 3D view of the
localized imperfections is shown in Figure 5.6.

Finally, we confirm the robustness of our method by a test with four
imperfections centered at z; = (0.66,0.32,0.47), zo = (0.55,0.71,0.39), 23 =
(0.39,0.63,0.31), z4 = (0.71,0.42,0.74) . We fix the parameters N, = 64,
Nmax = 40 and 1, = 9. The radius of the imperfections is now a = 0.01 and
the conductivity 7; = 10. In Figures 5.7 and 5.8, we can observe that all four
imperfections are well located.
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F1G. 5.6 — Localization of three imperfections centered at
21 = (0.39,0.63,0.32), 2, = (0.71,0.27,0.43), z3 =
(0.51,0.47,0.66) . 3D view.

F1G. 5.7 — Localization of four imperfections, centered at
21 = (0.66,0.32,0.47), 2z = (0.55,0.71,0.39), 23 =
(0.39,0.63,0.31), zy = (0.71,0.42,0.74). Views
from the x—,y- and z—directions.
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F1G. 5.8 — Localization of four imperfections centered at z; =
(0.66,0.32,0.47), z, = (0.55,0.71,0.39), 23 =
(0.39,0.63,0.31), z4 = (0.71,0.42,0.74) . 3D view.

Limited-view data

Since the HUM method permits us to control on a part of the boundary,
we can simulate cases where data is given only on subset of 9€2. In this case,
the causality of the wave equation will imply the need of a longer control time,
T, and the eventuality of an increase in the number of iterations required for
the HUM algorithm to converge. A detailed presentation of these phenomena
can be found in [9].

We consider again the second test of the previous section, using now
partial measurements on ' = {0 <z < 1,y = 0,0 <z < 1}U{x =0,0 <
y <1,0<z<1}u{r =10<y < 1,0 <z < 1}. In other words,
measurements are assumed to be available on only three adjacent faces of
the cube. In Figure 5.9 we notice that the imperfections are still well located.
Relative errors for the localization of the centers are given in Table 5.5.2.
These results illustrate both the accuracy and the robustness of the method.
Note that the theoretical resolution is 0 = 1/2n,a = 0.0125.

This result is very important, since it shows the potential of our algorithm
for treating more realistic cases.
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5.9 — Localization with limited-view data of three imperfections,
centered at z; = (0.39,0.63,0.32), zo = (0.71,0.27,0.43), 23 =
(0.51,0.47,0.66) . Views from the z—,y- and z—directions.

Theoretical centers Total control | Partial control
2 = (0.39,0.63,0.32) 0.072 0.072
2o = (0.71,0.27,0.43) 0.007 0.007
z3 = (0.51,0.47,0.66) 0.033 0.052

TAB. 5.2 — Localization of the centers of three imperfections. Relative
localization errors (total control versus partial control).
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Fic. 5.10 — Performance curve for the localization of one imperfection
with parallelization.

Performance curve for parallelized localization

We present in Figure 5.10 a graph of CPU time versus the number of
processors. For these 2D computations, we have taken h = 1/32 and N, = 16,
thus yielding 1024 sample points in x—y space, 135 time steps and 256 sample
points in Fourier space.

We remark that we obtain a linear speed-up in the number of processors.

5.6 Conclusion and perspectives

This numerical study has proven the feasibility and the robustness of
the dynamic localization procedure proposed by H. Ammari in [3] that is
based on the wave equation. The two central parts of this procedure are
the computation of a control function, via a geometric control method, and
a Fourier inversion of a boundary integral. We have carefully implemented
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these two parts. The first using the HUM (Hilbert Uniqueness Method) with
a bigrid, finite element in space, Newmark in time, numerical algorithm,
and the second using Shannon’s theorem, windowing functions and an exact
sampling approach. Our implementation of the HUM also permits the study
of limited-view data where the observations are available on only a part of
the frontier of the object/domain that we are imaging.

The results obtained, in 2D and in 3D, are remarkably accurate. We can
localize an arbitrary number of randomly placed imperfections with good pre-
cision. Particularly encouraging, are the good results obtained in the limited-
view cases.

The perspectives are numerous. First of all, we intend to extend the treat-
ment to general geometries. However, here we need to ensure the applicability
of the BiGrid method which requires a structured mesh. If not, we could re-
sort to uniformly controllable approaches, as in [11], or spectral approaches
[23], that can both be used with unstructured meshes. A second perspective is
to treat coupled photoacoustic [4] and magnetoacoustic [5] approaches in the
dynamic regime. There is also the possibility of extending the complete lo-
calization procedure to Maxwell’s equations, for which the theory exists (see
[3]) but the numerical implementation of the geometric control still remains
to be done. Finally, a challenging problem is that of localizing imperfecions
from a single, dynamic measurement recorded at one point. In this case, the
object to be imaged must be placed in the interior of a chaotic (or ergodic)
cavity - see [25].
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives
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6.1 Conclusions

L’étude numérique effectuée dans les Chapitres 4 et 5 a permis de montrer
la faisabilité et la robustesse de la procédure de localisation dynamique pro-
posée par H. Ammari dans [3] qui est basée sur I’équation des ondes. Les deux
parties principales de cette procédure sont le calcul d’une fonction controle,
via une méthode de controle géométrique, et une inversion de Fourier d'une
intégrale de frontiere.

Nous avons soigneusement implémenté ces deux parties. La premiere
en utilisant HUM (Hilbert Uniqueness Method) sur deux grilles avec des
éléments finis en espace et un schéma de Newmark en temps, et la se-
conde en utilisant le théoreme de Shannon, des fonctions fenétrages et une
méthode d’échantillonnage exacte. Notre implémentation de HUM permet
aussi I’étude de données limitantes ou les observations sont disponibles sur
une partie de la frontiere de 'objet/domaine contenant les imperfections.

Q (0,1)’ (0,1)°
Q' (0.2,0.8)° (0.2,0.8)°
Pas du o o
Maillage h=1s h=1
— h — &
Pas de temps At = 7 At = 7%
Temps final T=3 T=14
. 2 =(040,0.62) 139 049 0.73)
Imperfections 2y = (0.68,0.29) 2 = (0.52.0.63, 0.42)
z5 = (0.29,0.31) S
Rayons des z; a =0.03 a =0.03
11 =10 _
Conductivité Y2 = 10 N B 18
75 = 10 nT
R Ne = 256 Ne = 32
Parametres pour
I’échantillonnage maz — 33 maz — 15
An = e An = e
Temps de 8 heures 3 jours
calcul (machine A) (machine B)

TAB. 6.1 — Parametres 2-D et 3-D avec I'approche de Shannon.

Nous donnons a titre indicatif les précisions de localisation et les temps de
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calcul d’un test 2-D et 3-D pour trois et deux imperfections, respectivement.
L’échantillonnage utilisé pour ces deux tests est basé sur 1’échantillonnage
de Shannon. Le controle de ces deux exemples agit sur toute la frontiere du
domaine. Le Tableau 6.1 résume les parametres utilisés et les Tableaux 6.2
et 6.3 les résultats obtenus.

Centres Théoriques | Erreurs relatives
2 = (0.40,0.62) 0.0261
2o = (0.68,0.29) 0.0464
z3 = (0.29,0.31) 0.0556

TAB. 6.2 — Localisation des centres de trois imperfections en 2-D. Erreurs
relatives de localisation.

Centres Théoriques Erreurs relatives
21 = (0.32,0.42,0.73) 0.0074
29 = (0.52,0.63,0.42) 0.0045

TAB. 6.3 — Localisation des centres de deux imperfections en 3-D. Erreurs
relatives de localisation.

Les multiples résultats obtenus, en 2D et en 3D, sont remarquablement
précis. Nous pouvons localiser un nombre arbitraire d’imperfections placées
aléatoirement avec une bonne précision. Les bons résultats acquis dans les
cas de données limitantes sont particulierement encourageants.

6.2 Perspectives

Les suites a donner a cette these sont nombreuses et variées. Nous allons
vous en présenter quelques unes.

1. Géométries générales : Nous avons 'intention d’étendre notre procé-
dure d’identification a des géométries plus générales telles que des
cercles en 2D ou des spheres en 3D. Toutefois, nous avons besoin ici
d’assurer ’applicabilité de la méthode HUM bi-grilles qui requiert un
maillage structuré.
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2. Autres approches pour le contréle géométrique : Si nous ne pou-
vons pas appliquer la précédente méthode a notre équation des ondes
pour des géométries générales, il nous reste d’autres techniques comme
des approches uniformément contrdlables - voir [13] ou des approches
spectrales - voir [28]. Ces deux types d’approches peuvent étre utilisées
avec des maillages non-structurés.

3. Parallélisation hybride : Dans le but d’obtenir une parallélisation
plus efficace de notre algorithme d’identification, il est possible, dans un
premier temps, de paralléliser notre solveur pour I’équation des ondes
et, deuxiemement, d’utiliser plutot des commandes OpenMP pour une
implémentation parallele en Fortran 90. Une autre possibilité est de
coupler des commandes MPI et OpenMP ou encore de paralléliser le
solveur pour I’équation des ondes, ainsi que les boucles en n dans le
meme programme.

4. Identification de petites imperfections pour les équations de
Maxwell en régime temporel : L’objet de ce travail, un projet
commun entre les universités d’Amiens et de Reims, est de généraliser
ces travaux de these aux équations de Maxwell en régime temporel, a
partir de la théorie établie par H. Ammari dans [4].
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Annexe A

Probleme d’évolution pour une
EDP hyperbolique : ’équation
des ondes
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A.1 Introduction - Présentation du probleme

Cette partie est consacrée a une équation aux dérivées partielles (EDP) de
type hyperbolique : ’équation des ondes, qui est le prototype d’'une équation
hyperbolique. On représente par 2 un domaine borné régulier de RY, avec
d =2 ou 3, et on désigne par 02 = I" sa frontiere. On considere le probleme
aux limites suivant pour I’équation d’ondes, ou T représente le temps final
fixé (T > 0). Pour d = 2 et d = 3, on a respectivement ¥ = (z,y) et

7= (z,y,2).

trouver une fonction u telle que :

Otu(Z, t) — div(y(¥)gradu(, t))

= f(Z,t) V(Z,t) € 2x]0,T7,

u(@,t) = g(Z,t) V(Z,t) € 002x]0,T7, (A.1.1)
w(@, t =0) = up(%) Ve,

Owu(Z,t =0) = uy (%) Ve Q,

avec f € L2(L*(Q):;]0,T)), g € Hy(0Q) ot HL(Q) = {v € HY(Q):;v =
0 sur dQ}. On suppose que v € L>®(Q), v(Z) > 0, VZ € , et que wuy,
u; € H'(Q). En outre, on considére la fonction g comme dérivable en temps
et vérifiant des conditions de compatibilité avec ug et u;.

Le probleme (A.1.1) est un probléme avec une condition de Dirichlet non
homogene. Afin de pouvoir travailler par la suite dans l'espace Hj (), on
procede & un relevement dans H'(2) de la fonction g. Autrement dit, on
décompose u en deux fonctions :

U=+ ug, (A.1.2)

ot @ € Hy(Q), uy € H'(Q) telle que u,(7,t) = g(&,t) V& € 9Q, YVt €]0,T].
On a alors :

g}

(T,t) = u(@, t) — uy,(Z,t) VZ e, Vteo,T].
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Le probleme (A.1.1) devient alors,
trouver, pour tout ¢t > 0, a(.,t) € H}(Q) telle que :

( 0%u(7,t) — div(y(Z)gradi(F, t))
+07u, (Z,t) — div(y(7)gradu, (T, t))

= [(Z,t) V(Z,1) € 2x]0,T7,
A1) = 0 (7 e ooxjo, T,  A13)
(@, = 0) = up() — uy (7,0) VieQ,

0ii(%,t = 0) = uy (F) — Opuy(7,0)  VFeQ

\

Dans un premier temps, nous présenterons la formulation variationnelle
du probléeme (A.1.3), puis nous donnerons sa discrétisation et les méthodes
numériques utilisées pour sa résolution.

A.2 Formulation variationnelle du probleme

La formulation variationnelle du probleme (A.1.3), s’obtient en multi-
pliant la premiere équation de (A.1.3) par une fonction test v et en intégrant
par partie grace a la formule de Green !. On a

trouver, Vt > 0, a(.,t) € Hy(Q) telle que :

([ 0%u, o e o
W(m, t)v(Z)dz + /Qv(x)Vu(x,t) - Vo(Z)dz
2
/ aazég (Z, t)v(L)dx + / Y(Z)Vu,(Z,t) - Vo(Z)dz =
Q Q
Jo F(&, t)o(F)dE Yo e HY(Q),  (A24)
(@, t) =0 V(Z,t) € 00x]0,T],
W@, t =0) = up(7) — uy(z,0) VieQ,
Ot = 0) = () ~ 2a(z ) vreo
TR A T z

Cette formulation variationnelle possede une et une seule solution via le
théoreme de Lax-Milgram. La fonction uy étant connue, il est facile une fois
(A.2.4) résolue de déterminer u grace a (A.1.1).

'Formule de Green : Vu € H?(), Vv € H'(Q)

/vAuda::— Vu~Vvdx—|—/ %Uds
Q Q S

Q on
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A.3 Meéthodes Numériques dans le cas hy-
perbolique :
Discrétisations en espace et en temps

Dans cette section, nous montrons que la méthode des éléments finis est
bien adaptée a la résolution numérique de 1’équation des ondes : on combine
des éléments finis pour la discrétisation spatiale et des différences finies pour
la discrétisation temporelle.

A.3.1 Semi-discrétisation en espace : Approximation
par éléments finis

On réalise un maillage du domaine €2 en éléments finis quadrangulaires (.
Soient w; les fonctions de base associées aux éléments finis choisis. Notons
I 'ensemble des indices des noeuds internes du maillage correspondant a
une valeur inconnue de la solution u, c¢’est-a-dire ici 'ensemble des noeuds
n’appartenant pas a I' (=0f2) et Ny est le cardinal de I. Notons J 1’ensemble
des indices des noeuds sur le bord du maillage correspondant a une valeur
connue de la solution, donc ici appartenant a I'.

On introduit le sous-espace de H}(Q) suivant :

Vi, = {Uh € C°Q);v, =0 sur 0Q et vylx € Q1, VK € Th}

Un élément v, de V), s’écrira :
Ny
Vi€ Q, un(F) = on(@)wi(7).
i=1

On notera que I'ensemble des fonctions de base constitue une base de V.
C’est un sous-espace de dimension finie associé a H}(Q).
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Le probleme semi-discret en espace associé a (A.2.4) est introduit ci-
dessous :

Pour tout ¢ €]0, T, trouver uy(.,t) € V}, telle que

/ it (7, t)on (F)d + / (@) Vi (7, ) - Vou(7)di
/82ugh T, 0)up(2)dZ + | y(Z)Vugn(Z,t) - Vo (2)dx
Q
< / F(Z, 8 on(2)dT Yop € Vi, (A.3.5)
Q

an(7,1) =0 v (Z,1) € 90x]0, TT,

fbh(f,t:()) = Ug f) —Ug7h(f,0) Ve Q,
| 9,0 (7,t = 0) = uy () — Dy n(7,0) VieQ

On peut décomposer la solution approchée u; ainsi :
VZe QVt >0, up(Z,t) = up(Z,t) + ugn(Z, t).

Nous avons 1’écriture suivante dans la base des w;
= E up,i()wi ()
iel
et
Ug, h z, t E g T, t wz

ieJ

On en déduit ensuite

8t2 T, Z Ui

el

Ce relevement présente deux avantages :

1) La solution cherchée uy, et la solution calculée @, prennent les mémes
valeurs aux points ou la solution u est inconnue. Il n’y a donc pas de trans-
formation a posteriori a effectuer sur les résultats.

2) Les conditions aux limites ne produisent qu'une modification limitée
du systeme linéaire qui n’intervient que sur quelques composantes du second
membre.
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En intégrant dans la formulation variationnelle tous ces éléments, on ob-
tient en définitive le probleme approché s’écrivant sous la forme d’un systeme
différentiel linéaire de N; équations a N; fonctions inconnues du temps u;.

Trouver pour tout ¢ €]0,7, et Vj € I, les fonctions u;(t) telles que,

Viel:
(o)t (o))

jel
= /waidf— Z (/Q YVw; - Vw; df) 9(%;,1) (A.36)

jed
jeJ e
[ u;(0) et u,;(0) donnés Vi € 1

Ce qui donne matriciellement :
Trouver pour tout t € [0, 7], le vecteur U(t) tel que :

{ MU"(t)+ KU(t) = B (A.3.7)

U(0) et U'(0) donnés
avec M la matrice de masse de coeflicients

Q

K la matrice de raideur de coeflicients

Q

et B le vecteur second membre de coeflicients

B; = /Qf(fi,t) widZ = Kijg(T,t) — Y My 07g(T;,1).

jed jed
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A.3.2 Discrétisation complete en espace et en temps

Dans cette sous-section, nous appliquerons différents schémas en temps
pour obtenir une discrétisation complete du probleme.

Soient At > 0 le pas de temps et {t" },., - 5 une subdivision de l'intervalle
de temps [0, 7] en N +1 points. Plus précisément, on pose N = %, t" = nAt,
V0 < n < N, soit t¥ = T. Notons U(t") = U™. On identifiera par la suite

At comme étant le pas de discrétisation en temps de (A.2.4).

On utilise les approximations numériques suivantes :

v U+ Af) = 2U() + U(t — At)

U'(t) ~ — ,
Uy ~ Ut AAti - U(t)

Schéma explicite du second ordre

En appliquant les approximations ci-dessus a (A.3.7), on obtient le schéma
explicite suivant :

Trouver pour tout n € [0, N], la suite de vecteurs U™ tels que :
U° et U' donnés (A.3.8)
MU =2MU™ — MU' — A2KU™ + At’B

Remarquons que la dépendance du second membre B par rapport au
temps ne poserait pas de probleme difficile.

La résolution complete du probleme approché nécessite la résolution d’un
systeme matriciel a chaque pas de temps. Nous avons trois possibilités :

1) On factorise une fois pour toutes en début de calcul la matrice de masse
M qui est symétrique définie positive sous forme LLT et on a deux systemes
triangulaires a résoudre a chaque pas de temps.

2) On effectue un gradient conjugué pour MU = F a chaque pas de
temps, ou F' est le second membre connu de la relation (A.3.8).

3) On calcule la matrice de masse de fagon approchée sous forme d’une
matrice de masse condensée diagonale (lumping). Ce qui est facile pour des
éléments P; ou Q7. L’inversion de la matrice de masse est alors immédiate
et on obtient un schéma numérique explicite.
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Schéma implicite

Le choix d’une discrétisation implicite en temps conduit au schéma sui-
vant :

Trouver pour tout n € [0, N], la suite de vecteurs U™ tels que :
UY et U' donnés (A.3.9)
(M + APK)U™ ! = 2MU" — MU' + At*B

Dans ce cas, que 1’on ait ou non condensé la matrice de masse sous forme
diagonale, on doit résoudre un systeme matriciel. Ce que 'on fait soit en
factorisant une fois pour toute au début du calcul, la matrice M + At?K qui
est symétrique définie positive, sous forme LLT puis en résolvant a chaque
pas de temps deux systemes triangulaires, soit en utilisant une méthode de
gradient conjugué pour (M +At?K)U = F ou F est le second membre connu
de la relation (A.3.9).

Schéma de Newmark

On peut, pour plus de généralités, utiliser le schéma de Newmark pour
la discrétisation en temps. On aboutit au schéma suivant, qui est équivalent
au schéma donné a la sous-Section 4.2.1 :

Trouver pour tout n € [0, N], la suite de vecteurs U™ tels que :

U° et U' donnés A3.10
(M + BAPK)U™ = (2M — A*K(1 —28+0))U" (A.3.10)
—(M + APK (3 —0)) U™t + At*’B

o B = (™) + (1— 28+ 8)b(t") + (8 — &)b(t™)

avec b le second membre du systeme matriciel.

Ensuite, on procede comme pour les précédents schémas, c¢’est-a-dire soit
on factorise une fois pour toute au début du calcul la matrice M + BA2K
(symétrique définie positive), sous forme LLT puis on résout a chaque pas de
temps deux systemes triangulaires, soit on utilise une méthode de gradient
conjugué pour (M + BAt*K)U = F ou F est le second membre connu de la
relation (A.3.10).

Remarque : Lorsque § = 6 = 0, on obtient le schéma explicite et quand
(6 =0 =1, on retrouve le schéma implicite.
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Nous allons maintenant nous intéresser a 1’ordre de convergence et a la
stabilité du schéma de Newmark (A.3.10) en nous basant sur des études faites
dans [1] et [38].

Ordre de convergence
Introduisons 'erreur de troncature

U(t+At) —2U(t) + U(t — At)
(i )

E(U) = M(

FE(BU(E+ A + (1+8 = 28)U(1) + (8- 9)U(t — A))

- <5b(t + AL+ (1406 —28)b(t) + (B — 6)b(t — At))
En effectuant un développement de Taylor en ¢ = ¢", on établit que

1 Y 2 o yooan (At)2 (1)
B(U) = MU"+KU—b+ A3 (KU'—b)+(A6)* (6-35) (KU" =0 ) +-=2-MU

+%5<KU(3) — ) + O((A1)?).

Si U est solution de I’équation (A.3.8), on a
MU"+KU —-b=0

et
KU" =V = —MUW.

Ainsi,
1

E(U) = At (KU~ ~(A1) (35—

)MU(4)+(A—J)35(KU(3)—6(3)> +O((At)Y).

On vérifie aisément sur I'expression de E(U) que le schéma de Newmark est
d’ordre 1 pour ¢ # 0, d’ordre 2 pour 6 =0 et § # % et d’ordre (au moins) 4
sido=0et 0= %.
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Remarque : Cas particuliers

-0=0et 3= i, c’est la méthode des accélérations constantes (trapeze),

-0=0et f= %, c’est la méthode des accélérations linéaires,

-0 =0et =0, c’est la méthode des différences centrées, qui peut-étre
explicite,

-0=0et = %, c’est la méthode de Fox-Goodwin.

Stabilité
On se contente d’étudier la condition nécessaire de stabilité de Von Neumann.

Lemme 8. On considére le schéma de Newmark (A.3.10). Si§ < 0, il est

toujours instable. Supposons désormais que § > 1/2. La condition nécessaire
(1+6)?

de stabilité de Von Neumann est toujours vérifiée si 3 > =, tandis que,
st 8 < (126)2, elle n’est satisfaite que sous la condition CFL
maz; \i(At)? < 4 (A.3.11)
1 1 (1 +5)2 . 4/67 eJ.

ot les \; sont les valeurs propres de KU = AMU .

Remarque : On ne reconnait pas immédiatement dans (A.3.11) la condition
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) usuelle At < C'h pour ’équation des ondes.
En fait, on peut montrer que, si le maillage T} est uniformément régulier au
sens ou toute maille contient une boule de rayon C'h (avec C' > 0 indépendant
de la maille), alors on a effectivement maz; \; = O(h~?). Contrairement au
cas parabolique, la condition CFL (A.3.11) n’est pas trop sévere puisqu’on
peut prendre des pas de temps At de 'ordre du pas d’espace h. Cependant,
quitte & inverser un systéme linéaire (pour pouvoir calculer U™*! en fonction
de U™, U™ ! et du second membre), autant utiliser le schéma de Newmark
pour des valeurs de ¢ et 3 telles qu’il soit inconditionnellement stable. Le seul
cas intéressant pour un schéma stable sous condition CFL est le cas ou il est
explicite, c’est-a~-dire qu’il n’y a pas de systeme linéaire a résoudre a chaque
pas de temps. En effet, un schéma explicite nécessite tres peu d’opérations par
pas de temps et conduit donc a des calculs peu cotiteux. La seule possibilité
pour le schéma de Newmark d’étre explicite est que 3 = 0 et que la matrice
de masse M soit diagonale grace a des formules d’intégration approchée. Ce
schéma explicite est souvent utilisé en pratique avec § = 0.
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Condition de stabilité Pas de temps critique
inconditionnelle | § > 0.25 et § > 0 At, = 00
ditionnell 26<6—Letd>0| At, = —Tmin__
conditionnelle 0 < 5 et 0 > 2m/o/75
TaB. A.1 — Conditions de stabilité de la méthode d’intégration tem-
porelle de Newmark.

En conclusion, la méthode de Newmark correspondant a 5 > }l et 0 =0
est inconditionnellement stable et d’ordre 2. Elle fournit en général une bonne
approximation des solutions des problemes d’ordre 2 en t : la méthode la plus
utilisée est relative au cas limite § = }L, 0 = 0. Lorsque la solution u n’est
pas assez réguliere et que 1’on résout le probleme dans un grand intervalle de
temps [0, T, la solution approchée wu;, présente dans ce cas des oscillations
parasites qui ne sont pas amorties. Il est préférable d’utiliser la méthode de
Newmark avec § > %, 0 > 0 convenable. Cette méthode n’est plus que
d’ordre 1 mais introduit une propriété d’amortissement de I’erreur au cours
du temps qui se traduit par une diminution notable des oscillations parasites
mentionnées plus haut. Le choix du coefficient ¢ convenable dépend dans une
large mesure du probleme considéré.

Enfin la méthode de Newmark correspondant a 3 = § = 0 est tres uti-
lisée en pratique lorsque la matrice de masse M est diagonale. En effet, la
méthode obtenue est explicite et la condition de stabilité associée n’introduit
pas comme dans le cas parabolique une restriction trop sévere sur le pas de
temps At.

Remarque : Dans le probleme de 1’équation des ondes (progressives i.e.
0 — T), on doit trouver le vecteur U™, Par contre dans I’équation des
ondes (rétrogrades en temps i.e. T — 0), on doit trouver le vecteur U™,
Par conséquent, on obtient la méme formulation variationnelle du probleme
et il n’y a que le schéma de Newmark qui est modifié comme suit :

Trouver pour tout n € [0, N], la suite de vecteurs U™ tels que :

UN et UN*! donnés (A.3.12)
(M + (B —8)APK)U = (2M — A*K(1 —28+0))U" e
—(M + APKBU ! + At?B

ot B = Sb(t"™) + (1—28+0)b(t") + (8—0)b(t" 1), avec b le second membre
du systeme matriciel.
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