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Résumé

Une des thématiques abordée par I’équipe Image et Vidéo-Communication est la reconstruction
tomographique discrete a ’aide de la transformée Mojette. Ma these s’inscrit dans le cadre de la
reconstruction tomographique médicale. La transformée Mojette est une version discréte exacte de
la transformée de Radon qui est 1’outil mathématique permettant la reconstruction tomographique.
Pour évaluer la qualité des reconstructions, nous avons utilisé des fantomes numériques 2D simples
(objet carré, rond) en absence puis en présence de bruit. Le coeur de mon travail de these est la
reconstruction d’un objet & ’aide d’un algorithme de rétroprojection filtrée exacte Mojette en absence
de bruit s’appuyant sur la géométrie discrete. Pour un nombre fini de projections dépendant de la
taille de ’objet a reconstruire la reconstruction est exacte. La majorité des tomographes industriels
utilisent I’algorithme de rétroprojection de projections filtrées (Filtered Back Projection ou FBP)
pour reconstruire la région d’intérét. Cet algorithme possede deux défauts théoriques, un au niveau
du filtre utilisé, 'autre au niveau de la rétroprojection elle-méme. Nous avons pu mettre au point un
algorithme de Mojette FBP. Cet algorithme fait partie des méthodes directes de reconstruction. Il a
aussi été testé avec succes en présence de bruit. Cet algorithme permet une équivalence continu-discret
lors de la reconstruction. L’étape de projection/rétroprojection Mojette présente la particularité
intéressante de pouvoir étre décrit par une matrice Toeplitz bloc Toeplitz. Pour utiliser cette propriété

nous avons mis en ceuvre un algorithme de gradient conjugué.
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Abstract

One of the recherch field of in the Image and Videocommunication team is the discrete tomogra-
phic reconstruction. My PhD is in the field of the medical tomographic reconstruction. The Mojette
transform is a discrete exact version of the Radon transform. The Radon transform is the mathema-
tic tool that allows to perform a tomographic reconstruction. To evaluate the reconstruction quality
we have used 2D simple numeric phantoms (round and square shape) without and with noise. The
main point of my work is an object reconstruction with a backprojection exact fitrered Mojette
algorithm without noise, using the discrete geometry. For a finite number of projections according
to the object size, the reconstruction is exact. Most of industrials tomograph are using the FBP
algorithm (Filtered Backprojection) to reconstruct the region of interest. We could implement a
FBP Mojette algorithm. This algorithm is a part of the reconstruction algorithm methods. It was
successfully tested in the presence of noise. This algorithm allows a continuous/discrete equivalence.
The projection/backprojection Mojette has the property to be described by a Toeplitz bloc Toeplitz

matrix. To use this property we have implement a congugate gradient algorithm.
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Introduction

Voir a l'intérieur du corps humain est recherché par les Hommes depuis des siecles. L’imagerie
médicale, depuis la mise en ceuvre de I'imagerie par rayons X par W.C. Roentgen en 1895 permet a
I’'Homme de voir de maniere non invasive dans le corps humain in-vivo. Cette découverte a ouvert
la voie a une nouvelle eére qui a permis la mise en ceuvre de nombreuses théories et techniques pour

voir toujours plus précisément l'intérieur et le fonctionnement du corps.

Pour étudier I'anatomie du corps, différentes modalités d’imagerie médicale ont été créées. Elles
répondent & des besoins spécifiques. Elles se répartissent en trois catégories : 'imagerie ”topogra-
phique” qui représente la surface du corps, I'image par projection qui montre 'interaction de ra-
diations selon des directions connues dans le corps humain et I'imagerie tomographique qui est une
image de la distribution spatiale de I'interaction locale de radiation avec des tissus dans une coupe

fine du corps humain [71].

Dans les années 70, la mise au point du scanner (tomodensitométrie) est une autre avancée fon-
damentale de 'imagerie médicale. Il permet de mesurer les propriétés des tissus en tout point du
corps. Dans les années 80, I'imagerie par résonance magnétique nucléaire est mise au point. Elle per-
met de mesurer les propriétés magnétiques des tissus. D’autres modalités se développent comme les
ultra-sons, la tomographie par émission de positons (TEP ou PET : Positon Emision Tomography)
ou la tomographie par émission de photons simples (TEPS ou SPECT : Single Photon Emission
Computed Tomography). Ces modalités sont décrites dans le chapitre |1} Chacune de ces modalités a
sa spécificité mais toutes font 'acquisition d’une projection du corps humain qu’il va ensuite falloir

reconstruire.

La géométrie d’acquisition des projections a évolué avec les générations d’appareils. Une des
principales préoccupations était d’acquérir les projections le plus vite possible. Les premiers scan-
ners ne possédaient que des capteurs linéiques qui devaient étre animés a la fois d’un mouvement
de translation et de rotation. L’acquisition était lente et les artefacts dus aux mouvements du pa-
tient nombreux. Les générations suivantes changent de géométrie d’acquisition pour arriver a une

géométrie conique puis hélicoidale. Le chapitre [2| décrit ces différentes géométries d’acquisition.
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L’obtention d’images a partir de projections du corps humain nécessite une étape de reconstruc-
tion. Les méthodes de reconstruction en tomographie sont fondées sur la transformée de Radon [69)].
C’est une transformée mathématique qui permet la reconstruction exacte d’un objet avec une infinité
de projections. Les méthodes de reconstruction peuvent s’appuyer sur une représentation continue
de lespace (tranche centrale, transformation de Fourier, transformation de Hankel, rétroprojection
filtrée) mais certaines comme les méthodes itératives s’appuient sur une représentation discrete de

l’espace. Ces méthodes sont décrites chapitre

Cet état de l'art nous permet d’avancer la présentation des outils généralement usités pour la
reconstruction tomographique médicale. Toutefois la discrétisation de 'opérateur de Radon inverse

est une tache délicate.

Le coeur de ce manuscrit est de s’appuyer sur une transformation de Radon déja discrete, la
transformée Mojette, et de I'utiliser en tomographie médicale. Il est & souligner ici que méme si cette
transformée date de dix ans et qu’auparavant un des auteurs avait travaillé en imagerie médicale,

aucun lien n’a été réalisé avant cette these.

La seconde partie du document nous permet de présenter notre contribution qui se fonde sur une
nouvelle formule d’inversion de la transformation Mojette. De prime abord, cette formule semble
inutilisable en 1’état car demande ’acquisition de treés nombreuses données vis-a-vis de méthodes
standards aussi bien en termes de nombre de projections que de nombre d’éléments, dénotés bins,
sur chacune de ces projections. Cependant, ce trés grand nombre de données est fini au regard d’une
taille d’image également finie en nombre de pixels. Cette différence se révele colossale pour la suite
de ce manuscrit car elle permet une mise en ceuvre stable et robuste sans dénaturer les propriétés

mathématiques intrinseques de cet opérateur.

Le chapitre [4] expose tout d’abord la géométrie d’acquisition Mojette qui permet d’obtenir qua-
siment immédiatement la formule d’inversion discréte exacte [73]. Un autre travail relatif & cette
géométrie d’acquisition est I'obtention de la grille discréte dans Pespace projeté [65] & partir de la
grille originale dans un espace de dimension n. Ces deux travaux de nature différente sont aisément
réunis ici car leur association forme le centrage de notre travail entre la tomographie discrete ap-
pliquée et la géométrie discréte. En effet, ’esprit initial de ce travail était bien de faire un lien entre
les avancées en reconstruction tomographique d’une part (mais en privilégiant les aspects de bonne
discrétisation) et les nouveaux outils de géométrie discréte comme la morphologie mathématique ou

la description des angles par suite de Farey.

La suite du chapitre [4|est relativement aisée une fois cette double présentation fondatrice effectuée
car la notion d’un filtre discret exact étant devenue explicite, il peut étre mise en ceuvre soit dans un
algorithme de rétroprojection filtrée, soit dans un algorithme itératif qui doit converger (en ’absence

de bruit) en un nombre fini d’itérations. Toutefois une premieére inspection visuelle de 1’espace nul
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engendré par un nombre insuffisant de projections est réalisée.

Le chapitre 5] permet d’exposer comment les deux principes novateurs présentés dans le chapitre 4]
peuvent étre ensuite naturellement déclinés pour la mise en ceuvre des algorithmes de reconstruction
tomographique avec des modeles d’intensité de pixel différents. En suivant la ligne des travaux de
la décennie précédente sur la consolidation des travaux de Schoénberg par Unser et Aldroubi sur les
fonctions et espaces splines et sur leur utilité dans la mise en ceuvre de problemes mal posés [36)], 2]
nous pouvons nous servir des résultats obtenus en géométrie discrete dans un contexte de base de
Dirac pour les généraliser aux espaces splines qui sont quand méme sans doute plus proches de I’idée
que l'on se fait de 'intérieur du corps humain. Ce lien entre visions continue et discréte permettra
d’avoir d’autres types d’opérateurs que la reconstruction tomographique dans la méme boite a outils
comme par exemple I'analyse par ondelettes faite dans ’espace spline du méme ordre que celui ayant
servi a la reconstruction. Il est d’ailleurs & noter qu’une étude en ce sens a été menée (méme si elle

n’est pas présentée ici) pour l'utilisation d’une multirésolution Mojette.

Pour valider I'ensemble des résultats, le chapitre [6] permet des comparaisons croisées entre des
méthodes standards et les méthodes présentées, ce qui a demandé des efforts de programmation

conséquents puisque nous sommes repartis de zéro.

La méthodologie aujourd’hui dominante pour la validation de la qualité des images médicales est
celle des observateurs [I] : un stage d’un mois au FDA & Washington avec Robert Wagner et Kyle
Myers nous a permis de l'apprendre. Cependant par faute de temps (dédié a la programmation)
nous avons réduit cette méthodologie de maniére a obtenir plutdét une premiere impression globale
des nouveaux algorithmes plutot qu’une analyse fine qui devrait prendre en compte les défauts du
capteur (flou, non linéarité...) et les caractéristiques de la tache de détection ainsi que celle de 1’ob-
servateur. Ainsi ’acquisition sera dégradée par du bruit et la tache de détection sera ”focalisée” par
une région centrale de I'image dans laquelle se trouve le fantome. Nous avons en quelque sorte une
évaluation entre la méthodologie propre mais complexe a mettre entierement en ceuvre et le simple

calcul ”aveugle” d’une différence aux moindres carrés.

Les perspectives de ce travail sont importantes si I'on en juge & la fois par les premiers résultats

et par 'ampleur de ce qui reste & faire pour la validation tenant compte de capteurs réels.
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La reconstruction tomographique :
introduction et position du

probleme






Les trois premiers chapitres rappellent les bases théoriques de la reconstruction tomographique
au niveau de la géométrie d’acquisition et des algorithmes. Ils permettent aussi de poser le cadre
futur d’applications de la reconstruction tomographique Mojette en présentant quelques modalités
de 'imagerie médicale qui utilisent la reconstruction tomographique.

Dans le premier chapitre, nous allons présenter quelques modalités de I'imagerie médicale, les
géométries associées et les méthodes mathématiques utilisées pour effectuer une reconstruction
d’image.

Elles ont évolué dans les dernieres décennies avec 1'utilisation de nouvelles géométries d’acqui-
sition. Ces géométries d’acquisition sont décrites dans le deuxieéme chapitre. Pour la reconstruction
d’image, elles sont souvent ramenées a une géométrie parallele.

Le troisieme chapitre donne des méthodes mathématiques de reconstruction fondées sur la géométrie
d’acquisition parallele. Nous avons choisi de décrire principalement cette géométrie puisque nous
allons l'utiliser pour la reconstruction tomographique Mojette. Nous décrivons tout d’abord les
méthodes fondées sur une représentation continue de l’espace puis quelques méthodes fondées sur

une représentation discrete de 1’espace.

Reconstruction Tomographique Mojette 7



Reconstruction Tomographique Mojette



Chapitre 1

Systemes d’acquisition

tomographique
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1.1 Introduction

Il existe de tres nombreuses modalités en imagerie tomographique dont quelques-unes sont listées
dans la table[I.1] Ces modalités ont évolué depuis la découverte des rayons X par Roentgen en 1895.

Le but de ce chapitre est de présenter certaines de ces modalités qui utilisent ’acquisition tomo-
graphique. Ces modalités se différencient par les phénomenes physiques qui sont utilisés pour obtenir
les images. Les capteurs détectent des ondes acoustiques, des ondes électromagnétiques ou bien des
rayonnements photoniques. Selon la modalité utilisée, le contraste dans 'image obtenue change et
les régions sont mises en valeur différemment.

Nous allons voir les principes physiques de certaines de ces modalités, les méthodes d’acquisition
et leurs applications.

La sortie d’un systeme d’imagerie tomographique fournit des images bi ou tri-dimensionnelles.
Elles sont échantillonnées sur des grilles de pixels ou de voxels. Dans la suite du document, nous
utiliserons le néologisme de JP. Guédon pour qualifier indépendamment de la dimension un élément
d’information par ixel (ce qui donne pixel en dimension deux et voxel en dimension trois). La taille
de ces ixels définit la résolution spatiale de la modalité. Si le systeme d’acquisition est dynamique,
on peut aussi définir une résolution temporelle du systeme.

Les rayonnements utilisés traversent la totalité de ’objet a représenter. Ils fournissent une infor-
mation globale, intégrant ’ensemble des contributions des régions traversées.

Nous allons tout d’abord rappeler brievement ce qu’est la tomographie, puis nous allons présenter
des appareils d’acquisition tomographique selon deux volets principaux, la tomographie de transmis-
sion et la tomographie d’émission. Les systemes d’acquisition tomographiques permettent 1’obtention

de données soit par transmission de rayon X par exemple a travers le corps humain soit directement
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1.2 Qu’est-ce que la tomographie ?

projection

F1G. 1.1 — Projection tomographique selon un angle 6.

par émission de photons a partir, par exemple, de la désintégration d’'un corps radioactif dans le

corps humain.

1.2 Qu’est-ce que la tomographie ?

La tomographie est une technique de création d’image par section. Ce mot vient de deux racines
grecques : tomos morceau coupé et graphein écrire. Elle consiste a reconstruire une vision en trois
dimensions d’un objet & partir d’'une série d’images en deux dimensions. On peut donc avoir une
vision de la structure interne d’un objet sans découper matériellement cet objet.

La tomographie est utilisée en médecine, en géologie ou encore pour le controle de la qualité des
pieces manufacturées.

Un objet est reconstruit a partir de I’acquisition d’un nombre fini de ses projections (figure .
La figure peut étre considérée comme une figure générique donnant la projection 1D a ’angle 6
de l'objet 2D. La tomographie consiste a acquérir un ensemble de projections d’angles 6 différents

puis a reconstruire une approximation de 1'objet 2D.

Modalité d’imagerie | Contraste Résolution | Résolution temporelle

tomographique spatiale

Tomographie X médicale | coefficient d’atténuation, | axiale = 0,5 | 0,5 s & 5 s par ensemble

(appelée Tomodensi- | densité de matiére mm, trans- | de coupes associées a une
tométrie) axiale = 1 & | rotation
5 mm
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Radiologie X tridimen- | coefficient d’atténuation, | = 0,25 mm 3 a 6 s par acquisition vo-
sionnelle densité de matiere lumique (demi-tour)
Tomographie RMN amplitude de l'aimanta- | = 1 mm 0,1a10s
tion transversale
Tomographie d’émission | concentration de traceur, | 10 & 20 mm | 600 a 3600 s par acquisi-
monophotonique (TEPS) | parameétres physiologiques tion
ou biologiques associés
Tomographie d’émission | concentration de traceur, | 3 & 10 mm 300 & 600 s par acquisition
par positons (TEP) parametres physiologiques
ou biologiques associés
Tomographie RMN fonc- | amplitude de lai- | % lmm 0,1s
tionnelle mantation transver-
sale, concentration de
l'oxydésoxyhémoglobine
Tomographie en microsco- | coefficient d’atténuation 1075 mm quelques 100 s en fonction
pie électronique en trans- de la taille de 'image
mission
Tomographie synchrotron | coefficient d’atténuation, | 1072 & 1072 | 800 & 3600 s par acquisi-
densité de matiere mm tion (demi-tour)

TAB. 1.1 — Tableau comparatif de quelques modalités d’imagerie tomographique [33].

1.3 Tomographie de transmission

Dans cette partie la (figure|1.1]) est instanciée de la fagon suivante : les traits paralléles irradiant

I'objet 2D proviennent d’une source extérieure, c’est la tomographie de transmission. Nous allons

présenter quelques types d’appareils utilisant les rayons X, la résonance magnétique nucléaire et les

ultrasons.

1.3.1 Scanner

Le scanner X ou tomodensitométrie (TDM ou Computed Tomography) est une modalité d’image-

rie médicale qui permet d’obtenir un plan de coupe de la distribution des tissus humains. Ces coupes
sont reconstruites a partir de la mesure de l'atténuation du faisceau de rayon X dans le volume
étudié. Le premier prototype industriel a été réalisé par Allan M. Cormack et Godfrey N. Hounsfield

qui ont recu le prix Nobel de médecine pour leurs travaux en 1979 [20].

1.3.1.1 Principes physiques

L’atténuation spatiale du faisceau de rayons X due a la traversée d’'un corps absorbant permet

d’obtenir la distribution de la densité du plan de coupe.
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1.3 Tomographie de transmission

F1G. 1.2 — Scanner Sommaton Sensation de Siemens Medical [Siemens AG].

S ¢0 ¢ D

Source Détecteur

Fi1G. 1.3 — Traversée d’un corps d’épaisseur = par un faisceau de rayon X.

Sous I'hypothése d’un rayonnement monochromatique d’énergie F et d’un flux incident ¢, le

flux de photon X transmis ¢ est donné par la loi de Beer-Lambert :
¢ = poe J5 pE@V)dL (1.1)

ou p est le coefficient d’atténuation linéaire des tissus [3]. On peut obtenir un faisceau monochroma-
tique a la sortie du tube a rayons X en utilisant des filtres.

Si S est la source et D un détecteur, la mesure

6. D
() = [ sl (1.2)

est l'intégrale du coefficient d’atténuation linéique total a 1’énergie E entre la source et le
détecteur. L’ensemble des mesures intégrales pour un objet pour divers angles permet de recons-
truire I'image de pg(x,y).

Apres reconstruction, les images sont normalisées en unités de Hounsfield :

H = 10002 —Feav (1.3)
/'['eau

ou i est le coefficient d’atténuation du tissu considéré et pieq, celui de 'eau. Par exemple pig;r =
—1000, ftgraisse = —60 a — 120 et pos = 1000.
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1.3.1.2 Des générations de scanners

Depuis les années 1970, les scanners ont évolué et plusieurs générations de machines se sont
succédées.

Généralement, I’ensemble générateur/détecteur de rayons X est solidarisé par un montage mécani-
que rigide qui définit un plan de coupe. L’objet a étudier est placé dans le faisceau et on mesure a
I’aide de détecteurs linéiques ou en couronne, I'atténuation du rayonnement due a 'objet traversé,
situé dans ce plan. La source tourne autour de l'objet pour acquérir différents plans de coupe et

ensuite permettre la reconstruction (figure [1.4)).

Rotation de 6

R

I

Translation

Source
Collimateur

I

Filtre
compensateur source
collimateur
/ filtre compensateur
cercle de reconstruction faisceau de RX
Détecteurs
(a) Scanner lere et 2eme génération (b) Scanner 3eme génération

source

collimateur

filtre compensateur

cercle de reconstruction faisceau de RX

(c) Scanner 4eme génération

F1a. 1.4 — Géométrie des différentes générations de scanners [3, p35].

Les détecteurs étaient constitués de cristaux a scintillation ou de chambres d’ionisation per-

mettant de quantifier Patténuation du faisceau de rayons X. Actuellement, les détecteurs a semi-
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conducteurs (scintillateurs associés & des photodiodes) donnent une meilleure réponse et ont pris
le dessus dans la technologie des détecteurs des scanners hélicoidaux. Pour des détecteurs a semi-
conducteur, plus de 90% de I'information est restituée contre 50 & 90 % pour des détecteurs a gaz
(chambre d’ionisation au Xe).

Les contraintes principales que doivent supporter les détecteurs des scanners sont [3] :

— une bonne efficacité de détection(> 70 %),

— une grande dynamique (2.10°),

— une décroissance rapide du signal apres coupure du faisceau.

Les scanners de premiere et deuxieme génération effectuaient des translations et des rotations
de l'ensemble source/détecteurs autour de 'objet étudié (figure a). Les rotations de ’ensemble
source/détecteurs étaient égales & ’angle d’ouverture du faisceau. Pour décrire tout I’objet, 'ensemble
source-détecteur devait translater. La premiére génération ne comportait que deux détecteurs séparés
permettant d’obtenir deux coupes simultanément avec un temps d’acquisition de plusieurs minutes.

Pour la troisieme génération de scanner, I’'objet est entierement dans le faisceau de rayons X. Les
détecteurs sont placés en arc de cercle (géométrie "en éventail” cf. section et ils voient toujours
la source sous la méme incidence (figure b). Les détecteurs sont courbes et comportent environ
1000 détecteurs unitaires. L’ensemble source/détecteurs se déplace d’un mouvement de rotation
autour du patient.

La quatrieme génération de scanner est constituée d’une couronne de détecteurs fixes et seule la
source est mobile autour du patient a intérieur de cette couronne (figure c). Le faisceau de rayon
X est la aussi divergent et irradie tout le patient comme pour les scanners de troisieme génération.
La source est plus pres du patient et la résolution spatiale est dégradée. L’ouverture du faisceau doit
étre plus importante. Les couronnes de détecteurs doivent contenir de 2000 a 4800 détecteurs pour
que ’'appareil ait de bonnes performances.

Les scanners de troisieme et quatrieme génération ont permis de réduire le temps d’acquisition
des données et donc les artefacts dus aux mouvements involontaires ou physiologiques des patients.

Au début des années 1990 sont apparus des tomographes a rotation continue. Ils permettent
d’acquérir en continu des données en déplagant uniformément le lit du patient a travers ’anneau
de détecteurs tout en faisant tourner la source autour de lui. La géométrie d’acquisition devient

hélicoidale par rapport au patient (figure [1.5)).

Trajectoire apparente
de ta source X

-

F1a. 1.5 — Géométrie hélicoidale d’acquisition [3 p 36].

Dans un temps donné, un scanner hélicoidal peut acquérir cinq a vingt fois plus de données que
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les tomographes des années 1980. Une acquisition hélicoidale de 30 secondes, avec une translation
du lit du patient & 10 mm/s permet d’acquérir un volume de 300 mm de hauteur (rotation d’une
seconde par tour, épaisseur de coupe de 10 mm et un pas (pitch) de 1)[34] p36].

Les tomographes multicoupes apparaissent vers la fin des années 1990. Ils permettent d’acquérir
plusieurs coupes en une seule rotation. Leurs capteurs sont des détecteurs matriciels qui peuvent
étre constitués de lignes de détecteurs de hauteurs égales ou variables (figure . Le rayonnement

est de géométrie conique et non plus en éventail.

Source de rayonnement X

*  (faisceau conique)

Rotation de
I’ensemble

Arc de détecteurs matriciels

F1a. 1.6 — Tomographe multicoupes [3, p37].

Le temps d’acquisition est réduit et pour un temps d’acquisition égal, la zone couverte est plus
importante que celle acquise avec un scanner classique. En revanche, le rayonnement traversant le
patient est plus diffusé et perturbe plus la mesure. Le bruit sur les coupes augmente et la résolution
spatiale longitudinale diminue.

Les deux parametres principaux en tomographie hélicoidale sont :

— la largeur de la collimation (en mm),

— la vitesse de translation du lit (en s).

Les tomographes hélicoidaux avec acquisition en continu ont permis d’obtenir de meilleurs résultats
qu’avec des scanners séquentiels, notamment les images du thorax sont de meilleure qualité.

Le nombre de coupes pouvant étre acquises en apnée (pour limiter les mouvements du patient)
a augmenté ce qui réduit les problemes de recalage dus a la respiration. De plus, la quantité de
produit de contraste injecté pour détecter des tumeurs en cas d’utilisation en transmission est di-
minuée. Mais le mode d’acquisition hélicoidal diminue la résolution spatiale longitudinale en raison

de I'élargissement du profil de coupe et de 'augmentation du bruit dans I'image [34].

1.3.1.3 Qualité des images : artefacts et performances

L’image des coupes pour un scanner récent est représentée par une matrice variant entre 512 x 512
et 1024 x 1024 pixels [I3]. Les pixels ont une taille jusqu’a 0,2 mm et I’épaisseur de coupe varie entre

1 et 10 mm selon les régions a traiter [3].
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L’atténuation est déterminée par la composition du matériau traversé et par son épaisseur mais
dans la gamme d’énergie utilisée pour le diagnostic, I’atténuation est principalement déterminée par
Deffet photoélectrique et Ueffet Compton [30, p527].

L’effet photoélectrique a été découvert par Albert Einstein en 1905. Lors d’une interaction
photoélectrique, le rayon X incident interagit avec le matériau. Il est totalement absorbé et toute son
énergie est transférée a un électron (figure [1.7}a) [I3] p19]. Si Ey est énergie du rayon X incident,
I’électron émis aura une énergie cinétique de Ey — E,; ou Fg; est I’énergie de liaison entre 1’électron
et le noyau de ’atome.

L’effet Compton est une interaction des rayons X avec un électron de la couche électronique

externe de 'atome. L’électron est émis et le rayon X est dévié selon un angle # qui dépend de
I'énergie perdue lors de l'interaction avec I'électron (figure [1.7b) [13] p21].

(a) Effet photoélectrique (b) Effet Compton

Fi1a. 1.7 — (a) Effet photoélectrique : un rayon X d’énergie Ej est absorbé par un électron lié & un
atome qui est émis. (b) Effet Compton : un rayon X d’énergie Fy interagit avec un électron de la

couche électronique externe qui est émis et le rayon X est dévié d’un angle 6 [13].

Il existe de nombreux autres facteurs influants sur la qualité des images acquises par un scanner
comme par exemple la dose injectée au patient. La résolution spatiale de I'image va dépendre de la
taille des détecteurs, de la géométrie de I’acquisition, de la taille des pixels mais aussi des algorithmes
de reconstruction. L’alignement mécanique du tube a rayon X et des détecteurs, les mouvements du
patient, une variation dans la génération des rayons X ou une instabilité des détecteurs sont sources
d’artefacts a 'acquisition. La sensibilité et la finesse des coupes va dépendre de la collimation des
rayons X, de la largeur des détecteurs, du nombre de coupes, du pas entre les coupes mais aussi des

méthodes de reconstruction et d’interpolation choisies [30, p534 Table 8.2].
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SOMATOM

Sensation 64

F1G. 1.8 — Scanner d’un crane avec un SOMATON 64 de Siemens [Siemens AG].

1.3.1.4 Conclusion

Les tomodensitometres sont une des modalités d’imagerie morphologique qui permettent d’acquérir
des coupes du corps humain [3]. Deux de ses caractéristiques principales sont la restitution sans dis-
torsion de I’anatomie en coupes axiales transverses et I’étude des densités des structures traversées,
exprimées sur 1’échelle de Hounsfield.

La tomodensitométrie est utilisée pour des applications abdominales (foie, rein), thoraciques
(poumon, bronches) et vasculaires (avec produit de contraste) mais aussi pour obtenir des images
du cerveau (figure [L.§).

L’utilisation depuis les années 90 de scanner hélicoidaux a représenté une avancée importante
dans cette modalité d’acquisition. Il permet d’acquérir un objet plus rapidement avec une méme

qualité d’image.

1.3.2 IRM

L’ IRM (Imagerie par Résonance Magnétique) est une modalité d’imagerie médicale dont 1’im-
portance s’est accrue durant ces vingt dernieres années. Cette modalité est fondée sur les propriétés
magnétiques du noyau atomique. Elle permet aux médecins d’obtenir des images de pathologies

différentes de celles obtenues avec d’autres modalités et qui sont souvent complémentaires.

1.3.2.1 Principes physiques

A I’équilibre thermodynamique dans un champ magnétique il existe des moments magnétiques
microscopiques associés au moment angulaire des noyaux (ou spin).

La polarisation en présence d’un champ thermique est treés faible et les aimantations d’ori-
gine nucléaire ne peuvent étre mesurées par des méthodes directes mais par résonance du noyau

conditionné par le mouvement de précession du champ magnétique statique et par l'existence du
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phénomene de relaxation [15].

Un moment magnétique microscopique placé dans un champ magnétique extérieur peut avoir
deux niveaux d’énergies. La résonance magnétique consiste a faire passer le moment magnétique
nucléaire du niveau de plus basse énergie a celui de plus grande énergie. Un noyau de l'atome
considéré absorbe les rayonnements électromagnétiques d’une fréquence spécifique en présence d’un
fort champ magnétique. Plus le champ magnétique appliqué est important, plus la différence d’énergie
entre les deux niveaux est grande.

Tous les atomes n’ont pas un spin nucléaire non nul. Par exemple les atomes de carbone 12 et
d’oxygene 18 ont un spin nul. En revanche I’hydrogeéne n’a qu'un proton, son moment magnétique
nucléaire est non nul. La résonance magnétique du proton est la plus utilisée. Dans un champ
magnétique, la moitié des atomes d’hydrogene sont dans le sens du champ et ’autre moitié dans le
sens opposé au champ. L’énergie amenée par une onde radio adéquate fait passer les atomes d’un
niveau d’énergie a l'autre. Ce phénomene ne dure que quelques milli-secondes mais le temps de
relaxation n’est pas le méme selon les tissus.

Lorsque les noyaux alignés regoivent un apport d’énergie sous la forme d’une onde électromagnéti-
que dont la fréquence est égale & la fréquence de résonance du noyau (fréquence de Larmor), ils entrent
en résonance et basculent du sens paralléle au sens antiparalléle, c’est-a-dire de 'état fondamental
de basse énergie au niveau de haute énergie.

A larrét de I’impulsion radiofréquence, le retour a 1’état d’équilibre s’accompagne d’une part
de la restauration de la magnétisation longitudinale (au cours de cette remagnétisation, il y a des
échanges d’énergie importants avec les molécules avoisinantes), d’autre part de la décroissance de
la magnétisation transversale (qui correspond au déphasage des spins). Le temps de relaxation
correspondant a la relaxation spin/milieu, c’est-a-dire le temps nécessaire & la restauration de la
magnétisation longitudinale, est noté 77, le temps de relaxation spin/spin correspondant a la dimi-
nution de 'aimantation transversale est noté T5. Les temps de relaxation Ty et Ty caractérisent la
structure chimique et la composition du matériau (figure . Le temps de relaxation T; des tissus

biologiques est environ 10 fois plus long que le temps de relaxation T5.

1.3.2.2 Appareil

L’appareil est constitué d’un aimant (généralement 3 Tesla). Les aimants de moins de 0,5 Tesla
peuvent étre réalisés avec des aimants permanents; pour des aimants plus puissants des supracon-
ducteurs sont utilisés. Selon la partie du corps & acquérir, une antenne émettrice/réceptrice de forme
adaptée est placée sur le patient (figure .

1.3.2.3 Images et artefacts

Toute différence de la valeur du champ magnétique statique observée entre deux éléments de
volume d’échantillon situés a des emplacements différents de I’espace se manifeste par un décalage
de la phase des signaux issus de ces éléments [15], p83].

Si on applique séquentiellement trois gradients G, Gy et G, pendant les temps t,, t, et t., le
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Fi1c. 1.9 - IRM MAGNETOM Trio de Siemens, aimant de 3 Tesla [Siemens AG].

Graisse 240 ms Graisse 84 ms
Muscle 730 ms Muscle 47 ms
Substance blanche | 680 ms Substance blanche | 92 ms
Substance grise 809 ms Substance grise 101 ms

(a) (b)

F1G. 1.10 — (a) Temps de relaxation 7'1 dans un champ magnétique de 1 Tesla, (b) temps de relaxation

T2 dans un champ magnétique de 1 Tesla.

signal tridimensionnel recueilli apparait comme la transformée de Fourier inverse de la densité locale
d’aimantation. Une transformation de Fourier directe du signal permet de reconstruire 'image.

I’IRM est tridimensionnelle dans son principe et permet d’extraire des coupes dans toutes les
orientations de I’espace. Pour reconstruire I'image, une transformée de Fourier discrete du signal ac-
quis dans I'espace réciproque doit étre faite. Si le découpage de 1’espace réciproque n’est pas cartésien,
les données seront interpolées. Il existe plusieurs méthodes de balayage de ’espace réciproque selon
les gradients choisis (figure . Ces méthodes circulaires sont rapides.

Les images acquises par cette modalité peuvent comporter des artefacts. Ils peuvent provenir de
mouvements involontaires du patient dans la machine qui provoquent des changements soudains et ra-
pides dans l'intensité du signal. Une variation dans le champ magnétique peut causer un déplacement
du contraste dans 'image. Les méthodes de reconstruction considerent que le champ magnétique est
homogene. Un effet de gradient est supposé étre linéaire, constant dans le temps et avoir une ampli-
tude fixée. Une modification de "'amplitude va provoquer un changement de la taille des voxels aux

bord de la zone d’intérét. Il existe d’autres sources d’artefacts au niveau de la reconstruction comme
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FiG. 1.11 — Antenne radiofréquence placée sur le patient lors d’une acquisition d’images de la téte.

ky

5

(a)

F1G. 1.12 — Balayage radiaux de I’espace réciproque (a) selon la direction de rayons, gradient réorienté
puis maintenu fixe, (b) selon des cercles concentriques, gradient variant de fagon sinusoidale et en
quadrature , (c) selon des trajectoires spirales, gradient d’amplitude croissante oscillant. kx et ky

sont les fréquences spatiales selon = et y [34].

le phénomene de Gibbs, 1’aliasing ou leffet de volume partiel [68, p419-427].

1.3.2.4 Conclusion

L’IRM permet grace a ’excitation des atomes d’hydrogene présents dans le corps d’obtenir des
images anatomiques du corps humain.
Des avancées récentes en IRM fonctionnelle permettent de distinguer les zones de ’encéphale

activées par des stimuli [I0]. La micro IRM (u-IRM) permet de réaliser de biopsies virtuelles des os

[88] et ainsi caractériser des maladies osseuses.
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Fia. 1.13 -]

IRM d’un crane avec un MAGNETOM Trio de Siemens [Head, TIRM coronal, PAT 2 TR 5980 ms,
TE 47 ms, TT 180 ms, TA 2 min, SL 3 mm, slices 38, matrix 384, FoV 219 mm, mode Triple, coil

HE, PAT 2] [Siemens AG].

1.3.3 Ultrasons

L’imagerie par ultrasons est bien plus récente que l'imagerie par rayons X. C’est une modalité

d’imagerie relativement peu cotiteuse. L’imagerie par ultrasons est fondée sur la vibration d’un cristal

de céramique (PZT), situé dans une sonde, qui, soumis a des impulsions électriques, vibre et émet

des ultrasons.

Les avantages principaux de cette modalité sont :

le capteur a ultrasons est TEPit et facilement manipulable et permet la génération d’images
en temps réel aux orientations et positions choisies par 1'utilisateur,

la résolution (0,2 mm & 2,0 mm) est suffisante pour montrer les détails de beaucoup de struc-
tures du corps,

les systemes d’imagerie par ultrasons sont peu chers, compacts et mobiles,

ils peuvent donner des images en temps réel de la vitesse et de I’écoulement du sang dans les

veines (en utilisant l'effet Doppler) [25, p465].

1.3.3.1 Principes physiques

Les ultrasons se propagent a une vitesse qui sera fonction de la nature du milieu. Dans I’organisme,

les ultrasons vont se propager a une vitesse proche de 1500 m/s selon la nature des organes qu’ils

traversent.

La pénétration relativement aisée des ultrasons dans les tissus mous permet I'exploration de la

22
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plupart des organes a ’exception du squelette et des poumons. Des images échographiques morpholo-
giques sont obtenues en analysant les échos réfléchis par les tissus. L’analyse des tissus en mouvement
en utilisant I'effet Doppler permet de réaliser une imagerie fonctionnelle de ’appareil cardiovasculaire
et une évaluation des écoulements du sang dans les vaisseaux.

La résolution des images est plus fine lorsque la fréquence des ondes ultrasonores augmente.
Néanmoins, plus la fréquence des ondes augmente, plus la pénétration des tissus biologiques par ces
ondes décroit. Les appareils d’imagerie par ultrasons utilisent des fréquences entre 2 et 15 MHz.

La réflexion et la diffusion des ultrasons par des cibles sont a I'origine de la formation de I'image
échographique. Les interfaces entres les objets macroscopiques contenus dans le corps humain (organe,
tumeur) sont & origine de la réflexion de 'onde incidente. Les inhomogénités locales de 1’objet a
étudier si elles sont de petite taille par rapport a la longueur d’onde de I’onde incidente vont provoquer

une diffusion du signal.

1.3.3.2 Appareil

Contrairement a d’autres méthodes d’imagerie, il n’est pas nécessaire d’entourer I’objet a acquérir
avec des émetteurs et des récepteurs, la transmission et la réception sont faites du méme coté a ’aide
de la méme sonde.

Le capteur est composé d’une barrette multi-éléments constituée d’une rangée d’éléments piézo-
électrique de petite taille (typiquement 64 & 128 éléments de largeur 100 & 500 pm). Plusieurs éléments
piézo-électriques de la barrette fonctionnent ensembles pour produire un front d’ondes convergent.
Les éléments sont excités avec des décalages temporels qui correspondent a la courbure de ’onde
que l'on désire émettre. Les éléments latéraux les plus éloignés du centre de courbure de ’onde
convergente émettent les premiers, ’élément central émet le dernier. Le méme principe est utilisé
pour la focalisation a la réception. Une correction de retard est appliquée a chaque élément. Cette
loi de retard compense les différences de temps de vol liées a la courbure de 'onde regue et permet

de remettre en phase tous les signaux issus d’une cible & une profondeur donnée.

1.3.3.3 Forme des données

Pour les ultrasons, les erreurs sur les données mesurées proviennent principalement du fait que
les ondes sonores ne traversent quasiment jamais un objet en ligne droite. Les données mesurées ont
pu avoir un chemin courbe a travers l'objet. Ce chemin peut étre approximé par des lignes droites
pour les applications principales de cette méthode [47].

Les méthodes de focalisation des données supposent que la vitesse du son dans le corps est
constante. Cependant, les fluctuations de la vitesse du son observées lorsque I'on passe d'un tissu a
lautre (graisse : 1450 m/s; muscle : 1570 m/s) ou a l'intérieur d’un méme organe sont responsables
de distorsions du faisceau ultrasonore, appelées aberrations de phase et d’amplitude, qui dégradent
la qualité de la focalisation.

L’inter-corrélation des signaux issus de deux éléments voisins de la barrette permet de déterminer

le décalage temporel a appliquer pour corriger les aberrations introduites par le milieu et remettre
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F1G. 1.14 — Appareil a ultrasons ACUSON Sequoia Echo 256 Images de Siemens [Siemens AG].

10:13:09 am
3¥2¢ T-TRIG
100mm
Contrast 20 MCE
MCE
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Real Time CCl Myocardial C. raét Enhancement

Fic. 1.15 — Image par ultrasons d’un coeur avec un ACUSON Sequoia Echo 256 Images de Siemens
[Siemens AG].

les signaux en phase. Cependant, les aberrations pour des ondes qui se sont propagées dans le corps
humain comportent des modifications de la phase et de ’amplitude, car chaque composante spectrale
des signaux subit un déphasage qui lui est propre. Les fluctuations d’absorption dans le milieu
de propagation contribuent également au phénomeéne d’aberration d’onde. De simples décalages
temporels des signaux sont insuffisants dans le cas le plus général pour corriger totalement les défauts

de la focalisation.
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1.3.3.4 Conclusion

L’imagerie ultrasonore est utilisée pour obtenir des images d’un foetus a l'intérieur du ventre
de sa meére, mais est aussi utilisée pour la détection des troubles d’organes internes. Associée & un
Doppler, une information sur le flux sanguin est aussi collectée. L’imagerie ultrasonore 3D est en

plein développement, par exemple pour voir un feetus en 3D.

1.4 Tomographie d’émission

Apres avoir balayé quelques modalités d’imagerie par transmission, nous allons nous intéresser a
des modalités d’imagerie par émission.

Parmi ces techniques d’imagerie, nous allons nous focaliser sur la TEP (Positron Emission To-
mography - Tomographie par Emission de Positons) et la TEPS (Single Photon Emission Computed
Tomography - Tomographie d’Emission de Photons Simples) qui sont deux modalités d’imagerie
nucléaire.

Le but de la médecine nucléaire, y compris pour les TEP et TEPS, est de fournir une information
sur la répartition d’une molécule donnée dans le corps humain, que ce soit dans ’espace ou dans
le temps [56]. Pour des molécules bien choisies, cette répartition dans le corps entier ou dans un
organe donne des informations sur le fonctionnement de cet organe. Cela permet de détecter des
déformations comme des tumeurs cancéreuses et ainsi permettre un diagnostic médical et un suivi
du traitement.

L’information fonctionnelle obtenue par TEPS et TEP est essentiellement fonctionnelle et donc
complémentaire de I'information anatomique obtenue par d’autres méthodes d’imagerie comme les

rayons-X, le scanner ou 'imagerie par résonance magnétique.

1.4.1 Tomographie par émission de positons (TEP)

La TEP est un outil trées important pour détecter les tumeurs et évaluer leur malignité. Son
fonctionnement est fondé sur les différences biochimiques et métaboliques entre les tumeurs et les

tissus sains environnants.

1.4.1.1 Principes physiques

En médecine nucléaire, certaines molécules sont marquées avec un isotope radioactif (table .
Ces isotopes instables sont produits a ’aide d’un cyclotron. Ils sont introduits dans le corps du
patient et se désintegrent de fagon aléatoire. Une des principales caractéristiques de ces isotopes est
une demi-vie courte. Le résultat d’une désintégration est un nouveau corps avec un proton en moins
et un neutron supplémentaire. Lors de la désintégration il y a aussi émission d’un neutrino et d’un
positon :

XN =5 Yn +et 4, (1.4)

oll et est le positon et v le neutrino.
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F1a. 1.16 — Coincidence détectée dans un TEP par un anneau de détecteurs [84].

Isotope | Demi-vie
He 20,3 min
BN 9,97 min
150 124 sec
Bp 110 min

TAB. 1.2 — Quelques isotopes communément utilisés pour la TEP [84].

Apres la désintégration, les positons se déplacent sur une distance d’environ 1 mm, ils interagissent

avec la matiere environnante. Ensuite ils s’annihilent par collision avec un électron :
et +eT = v+ (1.5)

Cette collision provoque 1’émission de deux photons vy d’énergie 511 keV émis a 180 degrés 'un
de l'autre. Cette émission simultanée de deux photons dans des directions opposées est la base de
I'imagerie par coincidence.

Les photons utiles sont ceux qui n’interagissent pas avec le corps humain et dont la paire est
interceptée par le détecteur. Quand deux photons sont détectés quasiment au méme moment, c’est-
a~dire dans une fenétre de 6-12 ns, les photons sont dits ”en coincidence” et les coordonnées des deux
photons sont enregistrées. On fait I’hypothese que ces photons proviennent d’une désintégration sur
la ligne de coincidence qui est appelée ligne of response (LOR) (figure [1.16]).

Le lieu d’annihilation entre le positon et I’électron et le lieu d’émission des photons ne sont pas

confondus. Ceci limite la résolution spatiale intrinseque de la méthode d’imagerie TEP [I7].

1.4.1.2 Appareil

Les systemes d’acquisition TEP peuvent étre 2D ou 3D. Pour les TEP 2D, un collimateur annu-

laire est souvent placé entre les anneaux de détecteurs pour réduire la diffusion inter plan des photons.
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F1c. 1.17 — TEP ACCEL de Siemens [Siemens AG].

Ces collimateurs, d’épaisseur environ 1 mm, sont en plomb ou en tungsténe. Le diametre des an-
neaux du TEP est d’environ 80-100 cm pour une épaisseur par anneau de 10-20 cm. Le diametre
extérieur des collimateurs est égal au diametre de I'anneau de détecteur du TEP et la différence
entre les diametres intérieurs et extérieurs du collimateur varie de 7 & 10 cm [23]. L’utilisation de
collimateurs annulaires limite le nombre de photons diffusés de 30-40 % & 10-15%. En revanche, si on
n’utilise pas les collimateurs, la sensibilité du TEP est augmentée d’un facteur 4 a 6 et la méthode
de reconstruction doit étre purement 3D [23].

L’utilisation de plusieurs anneaux de détecteurs augmente le champ de vue axial tout en conser-
vant la résolution axiale (figure [I.18).

Les détecteurs sont composés de cristaux d’iodure de sodium couplés a des tubes photomulti-
plieurs. Quand un photon interagit avec le cristal, il échange soit une partie de son énergie par un
ou plusieurs effets Compton, soit toute son énergie par effet photoélectrique ou par un ou plusieurs
effets Compton avec les électrons du cristal [9]. Les électrons sont déplacés d’une couche d’énergie
a une autre. Quand ils reviennent a un état stable, ils émettent de la lumiere. Les TEPs les plus
courants utilisent des cristaux de bismuth-germanate qui génerent environ 2500 photons de lumiere
pour un photon a 511keV recu. De tels cristaux sont de taille 3,3 mm dans le plan transversal, 6,25
mm dans la dimension axiale et de 30 mm de profondeur [G6].

Les tubes photomultiplicateurs collectent les photons de scintillation et déterminent quel détecteur

a détecté 1'événement [23].

1.4.1.3 Données - artefacts et performances

TL2
2
les détecteurs ce qui sont autant de LOR différentes détectables. Le systeme pendant 1’acquisition

1.4.1.3.1 Forme des données Pour un anneau de n détecteurs, il y a manieres d’appairer
compte le nombre de photons détectés en coincidence par des paires de détecteurs [84]. Les données
acquises sont représentées sous forme de sinogramme qui permet de grouper les LOR (figure [1.19)).

Dans un sinogramme sont représentées cote a cote les projections paralleles équivalentes aux
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(a) (b) (©)

F1a. 1.18 — Différents modes d’acquisition d’'un TEP multi-anneaux. (a) TEP 2D avec acquisition
directe et entre anneaux voisins, (b) TEP 2D avec acquisition directe et acquisition étendue entre

anneaux voisins pour augmenter Uefficacité, (¢) TEP 3D. [84]
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F1G. 1.19 — Sinogramme [84].

données acquises pour un nombre de bins (échantillonnage sur la projection) fixé pour tous les
angles. Pour chaque détection de coincidence, la LOR est déterminée et le pixel dans le sinogramme
associé avec cette LOR est localisé et incrémenté. Dans le sinogramme final, la valeur de chaque pixel
représente le nombre de coincidences détectées par la paire de détecteurs associée a cette LOR. Un
sinogramme est acquis par coupe et représente les données acquises pour cette coupe pour tous les
angles de projection [23].

Pour augmenter 1’échantillonnage axial et la sensibilité des coupes, les détecteurs peuvent étre
utilisés en coincidence avec des détecteurs dans des anneaux voisins. L’acquisition de coincidences
directes et croisées entre anneaux de détecteurs voisins donne un échantillonnage axial qui est égal a
la moitié de la largeur du détecteur. De nombreux appareils utilisent des capteurs avec des détecteurs
de faible épaisseur pour obtenir un échantillonnage axial fin. Mais d’autre part, des détecteurs de
faible largueur donnent une faible sensibilité intra-coupe et ainsi des images bruitées [23].

Pour la TEP 2D, les données acquises sont organisées en une série de coupes paralléles qui peuvent
étre reconstruites indépendamment. Les données d’'un TEP 3D doivent étre réarrangées en données

2D pour reconstruire les images, ou un algorithme de reconstruction 3D doit étre utilisé [23].

1.4.1.3.2 Facteurs de dégradation de I'image Pour la modalité TEP, il existe de nombreux
facteurs de dégradation de 'image. Certains d’entre eux peuvent étre corrigés.
Les cas dits de ”vraie coincidence” sont les cas ou les deux photons provenant de la méme

annihilation n’ont pas interagi avec le corps humain et sont détectés pendant la fenétre de détection
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F1a. 1.20 — [AB] vraie coincidence de deux photons & 511keV, [CD] coincidence diffusée, [EF] coinci-
dence fortuite. Les lieux d’annihilation des positons sont les points e. Dans le cas de fausses coinci-

dences, 'annihilation est localisée & tort sur les droites pointillées. D’apres [22].

par des détecteurs alignés et opposés. Si un des photons n’est pas détecté pendant la fenétre de
détection, on ne détectera qu’un photon et ses coordonnées ne seront pas prises en compte. La méme
situation peut se produire pour un autre photon quasiment au méme moment et cela va conduire a
la détection d’une ”coincidence accidentelle” (figure . Ces "accidents” de détection provoquent

des erreurs dans les données. Les coincidences fortuites ajoutent un fond a I'image [84].

Une autre source d’erreur dans les données provient de l'interaction d’'un ou des deux photons
avec le corps humain qui sont alors déviés. Cela provoque une atténuation, c’est-a-dire moins de
photons comptés pour la ligne de coincidence. Si ces photons déviés sont détectés et acceptés, on
parle de coincidence diffusée. Selon la résolution en énergie des détecteurs, le taux d’acceptation
des événements diffusés change. Pour éviter aux détecteurs de recevoir des photons diffusés d’autres
coupes, les anneaux de détecteurs sont munis de collimateurs annulaires (septa) entre les couronnes
pour bloquer les photons dont lorigine est & l'extérieur de la zone étudiée (field of view). Un des

photons change de direction en interagissant avec un électron et en transférant une partie de son

énergie dans le processus (section [1.3.1.3)).

L’atténuation est la perte de vraies coincidences due a la diffusion et a ’absorption. Un des deux
photons produits par la désintégration est perdu. Les effets de I'atténuation sont plus génants en
TEP qu’en TEPS. En effet, en TEP, les deux photons en coincidence doivent étre détectés pour étre
comptés. En TEPS, un seul photon est détecté et la probabilité qu'’il soit atténué est plus faible [84].

L’atténuation, du fait du nombre de paires de photons comptées, augmente le bruit et diminue

la précision de la détermination de la répartition de la radioactivité dans le corps. Ce dernier effet
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F1c. 1.21 — Examen TEP d’une femme de 31 ans avec un cancer du sein [Siemens AG].

devrait étre compensé par une correction de 'atténuation. La correction de l'atténuation peut étre
soit calculée, soit mesurée. Pour calculer la correction de I'atténuation, le contour extérieur du corps
doit étre connu et les propriétés d’atténuation sont considérées comme constantes a l'intérieur de ce
contour. La correction d’atténuation mesurée est obtenue a 'aide d’une acquisition supplémentaire.
Une acquisition de référence (blanche) est faite sans le patient puis & nouveau avec le patient. Le

ratio entre le nombre de coups avec et sans patient donne un facteur de correction pour chaque LOR

[84].

Un autre probléme vient des détecteurs eux-mémes. Apres une détection, il existe un temps mort
pendant lequel le détecteur ne détecte pas d’autres événements. Il peut y avoir des événements
manqués. Ces pertes sont minimisées dans des systéemes avec de nombreux détecteurs indépendants

ou avec des scintillateurs rapides.

Un facteur important en médecine nucléaire est le bruit. Le bruit dans les images diminue avec
un nombre de coups plus important. Pour acquérir plus de coups, le temps d’acquisition doit étre
plus long ou on doit injecter au patient plus de traceur radioactif ou encore augmenter la sensibilité

du scanner a détecter les événements.
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1.4.1.4 Conclusion

La TEP est la technique d’imagerie clinique in vivo utilisée chez ’homme pour obtenir la cartogra-
phie tridimensionnelle au sein des organes d’un parametre physiologique comme le métabolisme du
glucose, le débit sanguin, ou la densité de récepteurs d’un systeme de transmission neuronale. L’ap-
plication clinique la plus importante aujourd’hui se situe en oncologie [22]. Une nouvelle application

d’imagerie in-vivo de l'expression des génes est en train de voir le jour [72].

1.4.2 TEPS

La TEPS peut étre utilisée pour étudier le débit sanguin dans les parois musculaires du cceur
mais aussi pour obtenir des images du cerveau, des reins ou du squelette en cas de tumeur.
En TEPS, les images tomographiques sont reconstruites a partir de ’acquisition de multiples

projections par une gamma-caméra en rotation autour du patient.

1.4.2.1 Principes physiques

Les traceurs radioactifs utilisés en TEPS sont des émetteurs de photons gamma. Leur énergie est
comprises entre 80 keV pour le thallium-201 et 360 keV pour l'iode-131. Le marqueur le plus utilisé
est le technétium-99m. Il émet des photons gamma d’énergie 140 keV bien adaptés a la détection

par les gamma-caméras [18].

1.4.2.2 Appareil

Le détecteur utilisé en TEPS est une gamma-caméra composée d’une ou plusieurs tétes de
détections fixées a un portique (ﬁgure. Les gamma-caméras sont caractérisées par leur résolution
spatiale, leur sensibilité et leur résolution en énergie.

Les détecteurs plans TEPS sont composés d’un cristal scintillant d’iodure de sodium dopé au
thallium d’environ 1 cm d’épaisseur. La dimension de ce cristal détermine la taille du champ de vue
de la caméra, généralement 60 x 40 cm. Des tubes photomultiplicateurs sont disposés derriere le
cristal.

Comme pour la TEP, la détection par scintillation se fait en deux étapes. Tout d’abord une
conversion des photons gamma en lumiere visible et suivie par une conversion de la lumiere visible
en signal électrique.

Chaque élément du détecteur recoit des photons d’un cone étroit défini par 'ouverture du col-
limateur. L’angle solide défini par le collimateur autour d’une direction donnée est tres limité. Les
collimateurs sont constitués d’un réseau de canaux d’environ 4 cm de long et de faible diameétre (1
a 2 mm), séparés par une fine paroi de plomb. Les collimateurs peuvent étre paralleles, en éventail
ou coniques (figure .

Pour extraire les photons provenant d’une interaction Compton, une fenétre d’énergie centrée sur

la valeur théorique d’énergie d’émission du photon est mise en place.
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F1a. 1.22 — TEPS e.cam Fixed 180 de Siemens [Siemens AG].
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F1a. 1.23 — Collimateurs (a) paralléle (b) en éventail (c) conique [18].
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1.4.2.3 Données et erreurs

En TEPS comme en TEP, le systeme de détection accumule des coups pour des lignes de 1’espace.
Les problemes principaux en TEPS affectant les données sont le bruit de comptage, les phénomenes
d’atténuation, de diffusion et de résolution spatiale variable du détecteur [34].

A part ces sources d’erreur, le total des coups par ligne indique le nombre total de désintégrations
sur cette ligne mais pas la localisation de ces désintégrations sur la ligne. La reconstruction d’image
permet & partir de ce comptage imparfait d’'un grand nombre de données (millions de lignes et
millions de photons détectés) de reconstruire une image montrant la répartition spatiale des atomes

marqueés.

1.4.2.4 Conclusion

La dose en TEPS est tres faiblement ionisante pour le patient. Cette modalité nous permet
d’avoir acces & une information fonctionnelle cruciale plus facilement qu’en TEP, mais la résolution

des images n’est pas tres bonne.

1.5 Nouvelles voies de la tomographie

Des nouvelles voies sont explorées pour obtenir des images du corps humain, soit en cherchant a

mettre au point de nouvelles modalités d’imagerie, soit en combinant des modalités existantes.

1.5.1 Tomosynthése (Radiologie tridimensionnelle)

La tomosynthese est une nouvelle modalité de I'imagerie médicale, encore a 1’état de prototype,
qui s’appuie sur les mémes principes physiques que I'imagerie par scanner. Mais contrairement au
scanner il n’y a pas de rotation de la source et des capteurs autour du patient mais simplement une
translation de 'un par rapport a ’autre. C’est une technique d’acquisition qui permet de reconstruire
un volume 3D a partir d’une table de radiologie classique. Les premieres acquisitions étaient faites
sur film mais actuellement des capteurs numériques sont utilisés. Les images obtenues donnent une

densité des tissus traversés par les rayons X.

1.5.1.1 Appareil

Le systeme d’acquisition est constitué d’une source de rayons X et d’'un détecteur plan. Contraire-
ment au scanner, la coupe a reconstruire ne se trouve pas sur la trajectoire de ’ensemble source/détec-
teur. Une autre différence avec la modalité décrite précédemment est la forme des détecteurs. En effet,
les détecteurs utilisés en radiographie tridimensionnelle sont plans et non pas linéaires (figure .

Les détecteurs sont des tubes intensificateurs d’imagerie radiologique [34]. La résolution de ces
détecteurs est plus grande que celle des détecteurs de scanner. Le champ d’acquisition est plus large
et la résolution spatiale est meilleure. Mais la vitesse de rotation du systeme d’acquisition est plus

faible donc la précision en densité des volumes reconstruits n’est pas tres bonne.
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F1G. 1.24 — Vue d’ensemble du systeme d’acquisition table BACCARA + capteur PALADIO [12].

1.5.1.2 Acquisition et images

Selon le déplacement de la source, on peut distinguer la tomosynthese linéaire (figure a) ou
la tomosynthése circulaire (figure b) [12].

Epaisseur
de coupe

Epaisseur
de coupe

(a) (b)

F1G. 1.25 — (a)Tomosynthese linéaire, (b) Tomosynthese circulaire.

Pour chaque acquisition, la source est décentrée par rapport au détecteur sur un secteur angulaire
limité. En combinant les projections acquises avec différents angles de vue, le volume projeté peut
étre reconstruit en 3D. La région 3D de reconstruction correspond au volume défini par 'intersection
des toutes les projections acquises. Plus ’angle de vue est grand, plus la zone de reconstruction sera

petite.
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La dose délivrée au patient ne doit pas étre plus importante que celle délivrée pour une radio-

graphie classique. Pour N projections, la dose sera % fois celle d’une radiographie classique.

Fic. 1.26 — Image reconstruite a partir d’un algorithme M-ART apres acquisition par tomosynthese

[12, p129].

Différents artefacts existent sur les images, dus & la méthode d’acquisition. Les données peuvent
étre tronquées a cause d’une acquisition suivant ’axe principal de l'objet. Avec un grand angle
de projection, certains rayons peuvent se projeter hors du détecteur et créent des artefacts lors de
la reconstruction. Pour corriger ces artefacts, plusieurs solutions existent comme le prolongement
des projections [12] p86]. Les corps métalliques, comme des protheéses dentaires ou orthopédiques,

génerent des artefacts trés importants car peu de photons traversent le métal.

1.5.1.3 Conclusion

Cette modalité est utilisée pour des applications ou les images ont un fort contraste comme
en imagerie osseuse ou en angiographie et est peu adapté a la reconstruction de tissus mous. La

tomosynthese peut aussi étre utilisée en chirurgie assistée par ordinateur.

1.5.2 Appareillages multimodalités

Il est parfois difficile de détecter exactement une anomalie avec une seule modalité. Par exemple
la TEP donne une information sur la présence d’une tumeur mais sa localisation précise reste
problématique. En combinant un TEP avec une modalité d’imagerie avec une bonne résolution
anatomique comme un scanner, le probléme de localisation est résolu, sous réserve d’avoir une bonne
mise en correspondance des deux modalités. Cette étape est simplifiée si les deux modalités sont

regroupées dans le méme appareil avec la possibilité d’acquérir les deux types d’images pendant la
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méme session. Le premier prototype de scanner/ TEP date de 6 ans [83].
Le "PET-scan” est un autre exemple d’appareil multimodalité. C’est une gamma-caméra couplée
avec une source gamma externe pour que le détecteur soit utilisé & la fois en émission et en trans-

mission. Il est utilisé lors des protocoles cliniques en oncologie.

1.6 Conclusion

Nous venons de parcourir les caractéristiques de quelques modalités d’imagerie médicale. Quelle
que soit la modalité considérée, I'acquisition des données s’effectue toujours a l'aide de capteurs
discrets. Ces données correspondent a des intégrales le long de lignes de réponse. Il existe des angles
ou ces données sont manquantes et elles sont entachées de bruit de diverses sources. Le contraste, la
résolution et le bruit sur les images dépendent de la modalité utilisée.

Elles sont toutes caractérisées par leur géométrie d’acquisition que nous allons étudier plus en

détail dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Géométrie d’acquisition
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2.1 Introduction

Les systemes d’acquisition décrits précédemment sont caractérisés par leur géométrie d’acquisition
des données. Ces géométries peuvent étre diverses mais ’obtention des données se fonde toujours sur
la transformée de Radon.

En 1917, Johann Radon définit la transformée qui porte son nom [69]. La transformée directe
de Radon décrit la projection d’un objet selon des lignes intégrales. La transformée inverse décrit la
reconstruction de cet objet a partir d’une infinité de projections.

Cette transformation est fondamentale en tomographie et peut étre décrite dans plusieurs géomé-
tries d’acquisition.

Nous allons tout d’abord présenter la transformation de Radon en deux dimensions avec des
géométries d’acquisition paralleles puis en éventail. Nous verrons ensuite une version 3D de la trans-
formée de Radon. Les géométries d’acquisition en trois dimensions sont plus diverses. Nous verrons
la géométrie parallele et la géométrie conique qui étendent celles qui existent en 2D au cas 3D puis

la géométrie hélicoidale.
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2.2 Géométrie d’acquisition 2D

La transformation de Radon en deux dimensions projette un objet f(x,y) sur des projections
proj(,t). Les valeurs des projections dépendent de l'intégrale des valeurs de 1’objet selon la ligne
intégrale de direction 6.

Nous nous intéressons tout d’abord au cas ou les rayons sont paralleles entre eux puis nous

étudierons le cas de rayons divergents.

2.2.1 Géométrie parallele

On utilise le systéme de coordonnées défini par la figure [2.2.3] pour décrire les lignes intégrales et

les projections. La projection de Radon se fait selon la direction :

t=xcosf+ysind. (2.1)

La ligne intégrale se définit alors selon I’équation de la transformée de Radon :

+oo +oo
proj(t,0) = / / flx,y)d(xcosf + ysinb — t) daedy, (2.2)

ou 0 < 0 < 7 est 'angle de la projection avec 'axe ¥ et —oo < t < 400 est la coordonnée
curviligne sur la projection prise par rapport & la projection de l'origine du repere. proj(t,0) est la

transformée de Radon de la fonction f(z,y). L’équation peut se réécrire sous forme d’opérateur :

proj(t,f) = RQ(f(xvy)>7 (2'3)

ou Ry est la transformée de Radon 2D.
Une projection parallele est formée d'un ensemble de lignes intégrales.

L’équation [2.2] peut s’écrire plus généralement :

“+o0 “+o0
proj(t,@):/_ /_ FFO(FT — 1) &F, (2.4)

ou 71t = t est la ligne intégrale avec 77 un vecteur unitaire faisant un angle 6 avec 'axe & et r est
un vecteur 2D en coordonnées cartésiennes.

La transformation de Radon est une transformation linéaire et invariante par translation. Les
méthodes de reconstruction des objets a partir de leurs projections en géométrie parallele seront
développées dans le chapitre [3] Cette géométrie permet un calcul simple des objets & reconstruire a

l'aide de la transformation de Radon.

2.2.2 Géométrie en éventail (Fan Beam)

Une autre géométrie de projection est la géométrie en éventail ou fan beam. Une source unique est
placée dans une position fixe par rapport a un détecteur ligne. Cette géometrie permet une acquisition

plus rapide des données [47](p75). En effet, pour générer directement des projections paralleles pour
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fln.v)

F1G. 2.1 — Projection de Radon de I'image f(x,y) selon la direction ¢t = 2 cos 8 + ysin 6 [47, p50].

Reconstruction Tomographique Mojette 41



Géométrie d’acquisition
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F1G. 2.2 — Exemples de projections en éventail : (a) langle entre les lignes intégrales est constant
mais les détecteurs ne sont pas équirépartis, (b) les détecteurs sont équirépartis mais angle entre

chaque projection n’est plus constant [47), p78-79].
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les scanners de 1¢" et 2¢ génération (section , I’ensemble source-détecteur devait parcourir la
totalité de la longueur de la projection puis étre tourné d’un angle fixé et recommencer I'acquisition
pour chaque projection. Cette méthode d’acquisition est longue, acquisition en éventail permet
de faire I’économie du déplacement linéaire de I’ensemble source-détecteur pour ne garder que le
déplacement angulaire (3¢ et 4¢ générations de scanner).

Il existe deux types de projections en éventail : les projections sont soit échantillonnées selon
des angles réguliers et le pas sur la droite de projection est variable (figure a), soit elles sont
échantillonnées avec un pas constant sur la droite de projection (figure 2.2}b).

Pour des projections échantillonnées selon des angles réguliers, la reconstruction de l'objet f(z,y)

s’écrit en coordonnées polaires [47], p80] :

2 m
/ /7 h(rcos (B + v — ¢) — Dsinvy)D cos~y dvydg, (2.5)

Y
avec Rg(y) une projection en éventail comme décrit par la (figure ou (3 est ’angle que la source
S fait avec 'axe de référence 7/, v 'angle entre un rayon quelconque et le rayon passant par l’origine,
0 est 'angle que fait la source avec un des axes de référence, 6 'angle de la projection parallele
correspondante pour la ligne intégrale considérée, D la distance de la source a 'origine. La fonction
h est la transformée de Fourier inverse du filtre rampe qui sera défini dans le chapitre

Pour des projections échantillonnées selon un pas régulier, la reconstruction de l'objet f(z,y)
s’écrit en coordonnées polaires [47, p88] :

27 D3

/ / Rg(s)h(rcos(B8+tan "~ — — ¢) — \/m) (D7 1 52772 dsdB,  (2.6)

ou Rp(s) est une projection comme défini par la (figure @, s est la coordonnée curviligne sur la

projection avec comme origine le bin correspondant a la ligne intégrale passant par 'origine, S, est
la coordonnée maximale sur la projection.

Pour une géométrie en éventail la reconstruction peut étre effectuée de maniere directe par
I’équation [2.5] ou les données peuvent étre réarrangées en géométrie parallele.

Pour rééchantillonner les projections en éventail en géométrie parallele, chaque rayon de la pro-
jection en éventail est considéré comme un rayon d’une projection parallele. La projection parallele
correspondante n’est pas échantillonnée uniformément et les données doivent étre rééchantillonnées
pour pouvoir ensuite utiliser des algorithmes classiques de reconstruction en géométrie parallele.

Selon la figure la coordonnée curviligne ¢ sur la projection parallele est donnée par :

t = Dsinvy, (2.7)

et f I'angle de la projection parallele équivalente est donné par :

0=03+r. (2.8)

Donc on peut écrire :

R(7) = Ppiy(Dsing) (2.9)
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fan projection

Ry (v)

F1G. 2.3 — Géométrie en éventail pour des angles équi-répartis [47, p80].
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2.2 Géométrie d’acquisition 2D

F1G. 2.4 — Géométrie en éventail pour des détecteurs équi-répartis [47), p86].

ol Rg(7) est une projection fan beam prise a l'angle [ et Py(t) une projection paralléle prise
a Pangle 6. Pour reconstruire des images a partir de données acquises en géométrie fan beam, les
données sont rééchantillonnées puis la reconstruction est effectuée en géométrie parallele. Si 'on
considere que les incréments successifs de et de 7 sont égaux a « (cas échantillonnage angulaire

uniforme), on peut écrire :

B =ma et v =na, (2.10)
pour m et n des indices entiers.
L’équation s’écrit alors [47, p93] :
Ria(na) = Pipinya (D sinna). (2.11)

L’équation signifie que le n**™¢ rayon de la projection fan beam numéro m est le rayon
(m + n)®me de la projection parallele. L’échantillonnage sin na sur la projection paralléle n’est pas

uniforme.
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Les données sur les projections paralleles vont étre interpolées pour donner des projections uni-
formes. Selon [42], on va estimer P,r(uh) & partir de Py, (I,) avec 0 < v <V —1 et VI = 7,
—U <u < U et hla distance entre deux détecteurs. Considérons une projection composée de 2U + 1
bins, 6,, m, = (m + n)a et I, = sinna. Ce réarrangement de données s’effectue en deux étapes :

— Pour chaque n, —N < n < N, considérons n fixé et estimons P,r(l,) & partir de Py, , (1,).
Cette étape peut étre faite par exemple par interpolation linéaire et donne des rayons paralléles
irrégulierement espacés.

— Ensuite pour chaque v, 0 < v < V — 1, considérons v fixé et estimons P,r(uh) & partir des
valeurs de P,r(l,). Cette étape peut étre faite par interpolation linéaire sur I,, et donne des

rayons paralleles régulierement espacés.

2.3 Géométrie d’acquisition 3D

Une maniere d’obtenir des données 3D est de concaténer des coupes 2D. Mais les données peuvent
étre acquises directement en 3D.

Nous avons vu (section que les systemes d’acquisition actuels faisaient I'acquisition des données
directement en 3D (PET 3D, Tomosynthese, SPECT).

La géométrie d’acquisition 3D permet une acquisition plus rapide des données, mais la recons-
truction est plus complexe car I’'objet ne peut plus forcément étre séparé en coupes 2D. D’autre part,

les photons diffusés augmentent le bruit de fond.

2.3.1 Géométrie parallele

La transformation de Radon peut se généraliser en dimension n. A partir de I’Equation 1) on

peut écrire :

(R f](t,7) = / Fr)S (7 — 1) dF, (2.12)

ol t = 71 est ’équation générale d’un hyperplan de dimension (n — 1) dans un espace de dimension
n. En 3D la transformée de Radon peut s’interpréter comme l'intégrale d’une fonction 3D sur des
plans 2D [7, p210].

2.3.2 Géométrie Cone Beam

Une autre géométrie d’acquisition 3D est une généralisation de ’approche fan beam. Au lieu
d’acquérir uniquement une coupe de 'objet a reconstruire, tout 'objet est acquis a partir d’une
source ponctuelle de rayons X sur un détecteur plan [2I, p76]. Cette géométrie est appelée cone
beam.

Les données projetées Rga(t, r) sont maintenant fonction de I'angle de la source § et des positions
horizontales ¢ et verticales r sur le détecteur plan [25].

Une ligne intégrale dans une projection 3D est décrite par 'intersection de deux plans :

t =xcosf+ ysinb (2.13)
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et
r = —(—xsinf + ycosd)siny + z cos~y. (2.14)
Un nouveau systeme de coordonnées (¢, s,7) est donné par deux rotations de la base (z,y, z). La

premiere est faite autour de l'axe z de 'angle 6 et donne la base (¢, s, 2), la seconde d’angle ~ est
faite autour de l'axe t (figure [2.5)).

FiGg. 2.5 — Pour simplifier la reconstruction en géométrie conique, le systeme de coordonnées est

tourné selon ’angle de la source pour donner les axes s et t [47].

Quatre variables sont utilisées pour préciser la position d’une ligne intégrale, (¢,6) spécifie la
distance et 'angle dans le plan x — y et (r,) dans le plan s — z [47].

Dans un systéme a géométrie conique, la source est tournée d’un angle g (figure . Les lignes
intégrales sont mesurées sur le détecteur plan. Les projections vont étre décrite par Rg(p’, ().

Pour trouver la projection paralléle, nous définissons d’abord :

p'Dso ot ¢ — ('Dso
Dso + DpEk Dso + DpE

ol Dgp indique la distance du centre de rotation a la source et Dpg indique la distance du centre

. (2.15)

de rotation au détecteur. Pour un rayon dans la géométrie conique Rg(p, (), le rayon en géométrie

paralléle est donné par :

D
t=p——22— (2.16)
VD30 +1?
et
0 =3 +tan"'(p/Dso). (2.17)
ou t et 6 localise une ligne intégrale dans un plan incliné. De méme :
D
P=y———2 (2.18)

-
VD%, + 72
et
7 = tan™"(v/Dso0) (2.19)
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}- Rtr)

Source I‘;

Detection
plane

F1a. 2.6 — Géométrie cone beam [47].

ou r et v précisent la position de ce plan incliné [47].

Les données en géométrie conique peuvent étre reconstruites directement si la condition de Tuy sur
la trajectoire de la source est respectée : ” Tout plan coupant 1’objet a reconstruire doit couper en au
moins un point la trajectoire de la source” [12]. Pour reconstruire des images & partir de ces données,
I'algorithme de Feldkamp est souvent utilisé. Le principe fondamental de ’algorithme de Feldkamp
[24] est d’étendre & la géométrie conique 1’algorithme fondamental de filtrage-rétroprojection utilisée
pour la géométrie en éventail [53]. Les projections 2D de différents angles sont filtrées et rétroprojetées
sur les voxels selon la direction de projection. La valeur finale de chaque voxel est la somme de toutes
les contributions des projections fan beam inclinées passant a travers le voxel.

Les algorithmes existants de reconstruction en géométrie conique peuvent étre divisés en deux
classes : analytiques et algébriques. Les méthodes algébriques nécessitent plus de ressources que
les méthodes analytiques. La rapidité de calcul est importante donc les algorithmes analytiques sont
préférés en pratique [87]. Actuellement, la puissance de calcul augmentant, les algorithmes algébriques

sont plus utilisés.

2.3.3 Géométrie hélicoidale

La géométrie hélicoidale a été introduite pour les scanners en 1989 comme méthode d’acquisition
continue [29]. Pendant ’acquisition, le point focal décrit une hélice par rapport au patient.
Dans un scanner hélicoidal, la distance entre la source et le détecteur est généralement dun

metre. L’épaisseur des coupes est de 1 mm. Les coupes peuvent étre considérées comme paralleles
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entre elles pour des détecteurs qui font ’acquisition jusqu’a quatre coupes simultanément. La les
outils 2D peuvent étre utilisés [29].

Les scanners hélicoidaux actuels peuvent acquérir jusqu’a 16 coupes simultanément. L’approxi-
mation de coupes paralleles ne peut plus étre faite.

Pour reconstruire une coupe en 2D il est nécessaire de connaitre la distribution intégrale de
I'objet selon toutes les lignes intégrales qui passent par le point a reconstruire. En 3D ce sont tous
les plans 2D qui doivent étre connus. La mesure de toutes les données de fagon analogue au cas 2D
n’est pas possible. Pour faire face a ce probleme, des études récentes utilisent des combinaisons de
données pour synthétiser les projections tronquées et calculer les projections de Radon completes.
Une méthode exacte de reconstruction a été proposée [48].

Les projections nécessaires a la reconstruction peuvent aussi étre obtenues par interpolation
linéaire sur 360 degrés [34]. Les projections sur 360 degrés sont générées a partir de projections
mesurées sur 720 degrés. Une estimée de la projection choisie a I’angle 6 est obtenue a partir d’une
combinaison linéaire entre les deux projections les plus proches de méme angle. Utiliser des données
acquises sur un temps plus long pour reconstruire une coupe réduit le bruit dans I'image mais réduit

aussi la résolution longitudinale [34].

2.4 Conclusion

Les objets acquis peuvent étre reconstruits soit en 2D, soit en 3D par concaténation de coupes
2D.

Les acquisitions 3D vont donner des projections 2D qui vont étre reconstruites a l'aide d’algo-
rithmes intégrant la géométrie 3D. Mais que la géométrie d’acquisition soit hélicoidale, conique ou
en 2D fan beam, elles sont ramenées a des géométries paralleles. Ces reconstructions se ramenent &
une reconstruction a ’aide de la transformée de Radon en rayons paralleles.

Nous allons maintenant décrire quelques-uns des algorithmes utilisés pour reconstruire un objet

a partir de ses projections.
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La reconstruction tomographique fait partie des problemes inverses. La reconstruction d’image
fait partie des probléemes inverses mal posés au sens d’Hadamard.

Nous voulons reconstruire des sections ou des volumes du corps humain. Cette reconstruction
revient a décrire la distribution d’isotope radioactif dans le corps humain pour de la tomographie
en émission. Pour de la tomographie en émission cela revient a obtenir la distribution de la densité
du plan de coupe (section . Les isotopes radioactifs sont caractérisés par ’émission de photons
gammas produits lors de leur désintégration. La concentration d’un isotope évolue avec le temps
a cause de la désintégration et des phénomenes bio-chimiques du corps. L’acquisition des données
doit étre rapide comparée avec le temps de désintégration des marqueurs radioactifs. Pour de la
tomographie en transmission, la dose de rayons X délivrée au patient doit étre la plus faible possible.

La tomographie par rayons X permet aussi de faire de l'imagerie fonctionnelle. En effet, en
utilisant des images acquises & des temps différents, pour la méme section du corps humain, on peut
déterminer ’état fonctionnel de différents organes.

Dans une situation idéale, les valeurs des données sur les projections sont des intégrales des
données traversées. Les lignes intégrales sont les lignes droites qui traversent I’objet et qui interceptent
un détecteur. Un des outils les plus importants pour la reconstruction tomographique est le théoreme
de la tranche centrale qui fait le lien entre les projections mesurées et la transformée de Fourier 2D
de la section a reconstruire.

Lors de I'acquisition, les images numérisées sont de taille N x N. La taille N est un compromis
entre la résolution choisie et la statistique de comptage (bruit de Poisson). Sur 360 degrés on choisit
un nombre de projections N identique a la taille de la matrice pour que la résolution angulaire soit
égale a la résolution spatiale.

Nous allons voir tout d’abord pourquoi la reconstruction tomographique est un probléme mal
posé puis nous étudierons des méthodes de reconstruction fondées sur des données continues puis

sur des données discretes.

3.1 Lareconstruction tomographique : un probléeme mal posé

Pour résoudre un probleme de reconstruction tomographique, on cherche a reconstruire un objet
f a partir des données acquises. En se fondant sur la physique, on suppose f a support borné et
infiniment différentiable; f et les projections py sont considérés comme continus.

Si les ixels, éléments de base de discrétisation de 'objet [37], & reconstruire sont les inconnues du
probleme et les projections sont les mesures, I’ensemble des mesures réalisées constitue le probleme
direct reliant les inconnues aux données. Ici les pixels de I'image sont les ixels. Obtenir une image
revient a résoudre un systeme d’équation, c’est-a-dire mettre en ceuvre le probleme inverse. Les
mesures fournissent des équations intégrales sur les inconnues. Les opérations de reconstruction

mettent souvent en ceuvre des opérations de différenciation instables numériquement [35, p40].
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La reconstruction tomographique est un probléme inverse mal posé au sens de Hadamard. C’est-
a~dire qu’il possede 'une de ces propriétés :

— il ne possede pas de solution,

— sa solution n’est pas unique,

— sa solution ne dépend pas contintiment des données.

Un probléme est dit bien posé si pour tout ensemble de données il existe une solution unique
qui dépend continiiment des données [36, pl5]. Dans ce cas une erreur faible de mesure sur les
données doit produire une erreur faible sur la solution reconstruite. Au contraire, dans le cas ou la
solution ne dépend pas continiment des données, un bruit sur les projections rend instable le calcul
de la solution. En cas de non continuité des données, il ne sera pas possible d’approcher de maniere
satisfaisante la solution du probléme inverse.

Le systeme d’acquisition peut étre complet ou incomplet selon que les mesures couvrent tout le
domaine support de la transformée modélisant le systeme [35], p41].

Les problemes de reconstruction tomographique n’ont souvent que des solutions approchées a
cause du bruit. La non unicité de la résolution impose de choisir entre les solutions possibles et pour
cela, de disposer d’une information a priori.

La résolution de ces probléemes inverses nécessite une régularisation. La reconstruction tomogra-
phique est régularisée en imposant des contraintes sur la solution. Les techniques de régularisation
imposent de choisir un compromis entre adéquation aux données et contraintes sur la solution. Cela
implique une relation d’incertitude entre la localisation et la quantification sur les images. Les prin-
cipales techniques de régularisation sont [35, p41] :

— réduire le nombre d’inconnues (par exemple en utilisant un ixel plus grossier pour la recons-

truction),

— introduire des contraintes de régularité sur I'image reconstruite,

— éliminer de 'opérateur inverse les faibles valeurs du spectre ou de la décomposition en valeur

singuliere de 'opérateur direct.

Il existe plusieurs méthodes de reconstruction tomographique. On distingue d’une part les méthodes
déterministes des méthodes probabilistes, et parmi les méthodes déterministes, les approches analy-
tiques (ou directes) des approches itératives (ou discretes). Nous allons décrire le principe et quelques

exemples des méthodes de reconstruction continues et discretes.

3.2 Meéthodes fondées sur une représentation continue de
I’espace

Le probleme direct est décrit par un opérateur sur un ensemble de fonctions. Les projections sont
liées aux données par une convolution, par une transformée de Fourier ou par une transformée de
Radon. Des formules explicites permettent de calculer 'objet directement. Le probléme est régularisé
par lissage (des projections ou de I'image), sans connaissance a priori de la solution [33].

Bracewell en 1956 a démontré un théoréme reliant la transformée de Radon a celle de Fourier et
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Fi1G. 3.1 — Représentation du théoreme de la tranche centrale.

de Hankel ; ceci est présenté maintenant.

3.2.1 Le théoréme de la tranche centrale

3.2.1.1 Dimension 2

Pour obtenir le théoreme de la tranche centrale, il faut remarquer que la transformée de Fourier

a une dimension d’une projection paralléle est égale & une tranche de la transformée de Fourier a

deux dimensions de I'objet de départ (figure .

Cela signifie qu’avec un ensemble de projections paralléles, on peut estimer 'objet de départ par

transformation de Fourier inverse 2D.

Soit p(t,0) les projections de la fonction f définie pout ¢t € R et 6 € [0, 7| par :

+o00 +o00
proj(t,0) = / / f(z,y)d(xcosf + ysinf — t) dady. (3.1)

que ’on note avec les coordonnées polaires :

dans le plan de la fonction :

2 s}
= / / flr,0)d(rcos(p — 0) —t) |r| dedr.
o Jo

T =T1Cosyp
Yy = rsing,

2m [es]
p(t,0) = / / f(r,p)d(rcospcosf — rsinpsind — t) |r| dodr
o Jo

(3.3)

o4
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Si I'on prend la transformée de Fourier 1D de ’équation sur la variable ¢ :
P(v,0) = F (p(t,0))
= / p<t7 a)e—QiTrtl/ dt
— 00
T i (3.4)
= / / / f(’r7 @)6(7& + Tsin(<p — 9)) ‘7«| e-?lﬂ'tu d(pd?"
—sJo Jo

27 o]
_ / / f(T, QO) |’I"| 621‘7rm"sin(<p70) d(pd?“.
0 0

On obtient le théoreme de la tranche centrale en écrivant la transformée de Fourier 2D de la fonction

de départ dans un repere cartésien :
FU,V) = F(f(z,y))
A —2im(zU—+yV) (3'5)
= / / f(x,y)e YY) dxdy.
— 0o — 0o

Si ’on effectue le passage en coordonnées polaires a la fois dans le domaine spatial et dans le domaine

de Fourier avec :

T =TCosp ot U =vcosvy (3.6)
y=rsingp V =vsiny
on obtient dans 1’équation |3.5|:
27 0o
F(U, V) — / / f(r, g0)6721'7r7“1/(cos<,ocos 1+sin p sin 1)) ‘,’,| drdgp
0 —o00
27 oo ) (37)
_ / / f(T, @)672171'7’1/ cos(p—1)) ‘7‘| d?”dgﬁ
0 —o0
On obtient alors :
F (le(ta 9)) = f(2Df(ra ¢))¢:0 . (38)

La reconstruction d’image a partie du théoreme de la tranche centrale n’est théoriquement pos-
sible que pour une infinité de projections. Pour des données réelles, nous n’avons qu’un nombre fini
de projections. Dans ce cas, la fonction F(U, V') est connue uniquement le long de la ligne radiale.
Le nombre d’échantillons est le méme quelle que soit la direction de projection. Dans le domaine de
Fourier, ’échantillonnage est aussi constant quelle que soit la direction de projection.

Pour pouvoir néanmoins reconstruire la fonction de départ, ces points doivent étre interpolés
d’un repeére polaire dans un repére cartésien (figure[3.2)). Généralement, cette interpolation s’effectue
en prenant le plus proche voisin ou en faisant une interpolation linéaire entre les points connus. La
densité des points dans le repere polaire du domaine des fréquences devient plus faible & mesure que
Pon s’éloigne des basses fréquences. Donc l'erreur d’interpolation est plus grande dans les hautes

fréquences que dans les basses fréquences, ce qui dégrade les détails de I'image.

3.2.1.2 Dimension 3

La transformée de Radon s’écrit en dimension 3 :

[RfI(t,7) = > f(r)d(rii — ) d°r (3.9)

Reconstruction Tomographique Mojette 55



Mathématiques en Tomographie
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A

Fic. 3.2 — Passage d’une grille polaire a une grille cartésienne.

ou t = r7i est un hyperplan de dimension 2.
En suivant la géométrie de projection décrite par (figure[3.3)), la projection de Radon 3D s’écrit
aussi :

RS1(1,0.6) = /

o0 v

/ / d(xzsinfcosd + ysinfsin g + zcos — t) f(x,y, z) dedydz. (3.10)

Le théoreme de la tranche centrale en 3D s’écrit alors :

F(Rf(1,0,0)]) = F (f(sinbcos ¢, € sinfsin o, € cos ), (3.11)
ot 1a transformée de Fourier 3D de f s'écrit -
Pt = [ [ [ 1y 2)emonere) duaya: (3.12)
et
FRFE0.0)) = [ Ri(t.0.0)%"¢ de (3.13)

est la transformée de Fourier 2D de la transformée de Radon 3D de f par rapport a t.

3.2.2 Transformation de Fourier

A partir du théoréme de la tranche centrale (équation , on peut reconstruire 'image de départ
en passant par le plan de Fourier (figure [3.4).
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2\

Fic. 3.3 — Géométrie de projection 3D.

La premiere étape est d’obtenir les projections de Radon. Ensuite en utilisant le théoreme de la
tranche centrale, le plan de Fourier est rempli angle par angle. Apreés une étape d’interpolation pour
passer des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes, I’objet de départ est reconstruit par
transformée de Fourier inverse 2D.

Cet algorithme n’est valable que pour un nombre infini d’angles. Pour un nombre fini d’angles la

reconstruction n’est pas exacte.

3.2.3 Transformation de Hankel

La transformée de Hankel relie la méthode de Fourier et la décomposition en intégrale de Fourier.
La transformée de Fourier 2D et la transformée de Hankel d’objets invariants par rotation sont égales.

En géométrie polaire, la transformée de Hankel s’exprime comme :

+o0o
= % /O f(p)Jn(rp)pdp, (3.14)

avec J,, la fonction de Bessel du premier ordre d’indice n :

F(r) =Hn[f(p)]

To(z) = i f;)k,(f)%ﬂ. (3.15)
pors El(n+k)! "2

On peut remarquer que H,, ! = H,,, donc f(p) peut se calculer par transformée de Hankel inverse :

I
=— F(r)J,(rp)rdr. (3.16)
27T 0
Pour reconstruire un objet avec cette méthode [36], il faut tout d’abord prendre la transformée

de Fourier des projections de l'objet :

P(v,0) = F(v,0). (3.17)
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domaine fréquentiel

obtention des projections remplissage du plan de Fourier
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transformée de Fourier

A inverse
<<
objet
domaine spatial domaine fréquentiel
image reconstruite passage a un plan de fourier

catésien

FiG. 3.4 — Reconstruction par transformée de Fourier.
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Ensuite les projections F'(v, 0) dans le domaine de Fourier vont étre décomposées en séries de Fourier

sur 0 et donner les coefficients F,,(v). Les coefficients f,(r) sont donnés par :

1 [t

fn(r) F,(v)J,(vr)vdv = H,[Fn(v)]. (3.18)

:%0

Pour finir, pour chaque angle du plan entre 0 et 7, la tranche du plan dans la direction ¢ est remplie

par :

+oo
Fryp) =Y falr)em/2=9), (3.19)

n=—oo

3.2.4 Rétroprojection Filtrée (FBP : Filtered Backprojection)

La rétroprojection filtrée est la méthode directe de reconstruction la plus utilisée. Elle est notam-

ment implantée dans les scanners, PET et SPECT commerciaux.

3.2.4.1 Formulation

Pour une fonction f & décroissance rapide, infiniment dérivable, dont toutes les dérivées appar-

tiennent au méme espace et définie sur un support compact, I'opérateur de Radon est défini comme :

+oo +oo
proj(t,0) = / / flx,y)d(xcos@ + ysinb — t) dxdy. (3.20)

On peut écrire objet reconstruit g(z,y) & partir de la transformée de Fourier inverse de F'(\, )

comime :

+oo +oo
g(z,y) = /_ /_ F(\, p) exp(2im(Az + py)) dedy. (3.21)

Si on utilise le théoréme de la tranche centrale :
P(v,0) = F(\ 1) (3.22)
on obtient pour g(z,y) :
+oo —+o0
g(z,y) = / / Py(v) exp(2im(Ax + py)) dedy. (3.23)

Effectuons un changement de variable pour passer dans un systéme de cordonnées polaires :

A =vcosb
) (3.24)
©w=vsinf
cela donne :
27 “+o0o
g(z,y) = / P(v,0) exp(2imv(xz(cos ) + y(sinb))) |v| dvdb. (3.25)
o Jo
En prenant en compte le fait que :
p(t,o) :p(7t79+ﬂ') :p(t,0+2ﬂ'), (326)
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et en décomposant 1’équation sur [0, 7] et [m, 27], 'objet reconstruit s’écrit :

T “+o0
glz,y) = / / Py(v) exp(2imv(x cos§ + ysin b)) |v| dvdf. (3.27)
0 —0o0

En posant ¢t = z cosf + ysin § on obtient :

™ —+o0
g(z,y) = / Py(v) exp(2imvt) |v| dvde. (3.28)
0

— 00

Le terme |v| de cette équation est & l'origine de la notion de filtrage des projections par le filtre

rampe.
Si on pose :
+o0 )
Qp = Py(v) |v] ™ dv, (3.29)
— 0o

on obtient :

g(z,y) = / Qo(t) d6. (3.30)
0

Lors de la rétroprojection, chaque projection est rétroprojetée sur I'image. La grandeur v a la di-
mension d’une fréquence spatiale. Son intégration dans 1’équation [3.29] doit avoir lieu pour toutes les
fréquences. En pratique, ’énergie contenue dans la transformée de Fourier au dessus d’une certaine
fréquence est négligeable. Pour des raisons pratiques les projections sont le plus souvent considérées
comme étant a bande limitée.

Les équations [3.29 et [3:30] peuvent étre vues comme deux étapes de la rétroprojection filtrée.
Dans I’équation un opérateur de filtrage est associé & chaque projection py(t) et donne une

projection filtrée :

Po(t) = po(t) * k(t), (3.31)
avec .
k(t) = /_ |v| exp(2imut) du. (3.32)

L’équation [3.30] est I’étape de rétroprojection, opérateur dual de l'opérateur de Radon :
alry) = R'5ult) = [ pilt) db. (33
0

3.2.4.2 Algorithme

Cet algorithme se sépare en trois étapes principales (figure [3.5) :
1. projection de 'objet de départ f(z,y);
2. filtrage (dans le domaine spatial ou fréquentiel) ;

3. rétroprojection des projections filtrées pour reconstruire I'image de départ g(z,y).
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Domaine spatial

1 |
1 |
: objet acquis objet reconstruit :
| 1
i projection Do (t) * k(t) rétroprojection 1
| ~ 1
L Sz y) »po(t) > o (t) >g(z,y) |
: filtrage :
. transformée transformée
transf A N
do Fourier “vere inveree 2D

e e ey (i 1
i i
i filtrage 5 1
: Py(v > Py (v) »G(A\, 1) |
| |
; V|Po(v) :

1
1 1
| |

Domaine de Fourier

F1a. 3.5 — Reconstruction par rétroprojection filtrée.

3.2.4.3 Le filtre rampe

Si les projections sont calculées dans le domaine de Fourier, elles sont multipliées par le filtre
rampe |v| lors de 'opération de filtrage. Ce filtre met & zéro la composante continue dans le domaine
de Fourier et donc introduit des valeurs négatives.

Le filtre rampe a un support non borné. D’une part il amplifie les hautes fréquences pour lesquelles
le rapport signal a bruit est le plus faible. D’autre part, le pas d’échantillonnage sur les projections 7
limite la fréquence maximale accessible a la fréquence de Nyquist vnyquist = % [33, p59]. Les valeurs
négatives introduites autour de ’objet filtré le sont pour compenser les artefacts de la rétroprojection.

Le filtre rampe |v| peut étre alors limité a la fréquence vyyquist (figure . Ce filtre est ap-
pelé le filtre Ram-Lak (d’apreés le nom de ses inventeurs Ramachandran et Lakshiminarayanan).
Généralement les fréquences au dessus de vy yquist sont entachées d’erreur a cause de l'aliasing et du
bruit. L’utilisation d’une fenétre de lissage comme Hanning, Hamming ou Shepp-Logan supprime les

plus hautes fréquences spatiales et réduit ces artefacts. Par exemple la fenétre s’écrit :

H(l/) — VNyquist

{ a+ (1 —a)cos —£ pour |v| < Unyquist (3.34)

0 pour |V| > VUNyquist

Si oo = 0,54 on obtient la fenétre de Hamming et si & = 0,5 on obtient la fenétre de Hanning [58].

3.3 Meéthodes fondées sur une représentation discrete de 1’es-

pace

Une compétition a toujours existé entre méthodes de reconstruction directes et itératives. La
tomographie a pu voir le jour grace au travail théorique de Radon, Bracewell et Cormack sur les

transformations intégrales, néanmoins c’est un algorithme itératif développé par Hounsfield qui a été
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F1G. 3.6 — (a) Filtre rampe coupé a la fréquence vnyquist, (b) fenétre de Hamming (traits pleins),
fenétre de Hanning (pointillés), (c) produit d’un filtre rampe avec une fenétre de Hamming (traits

pleins) et de Hanning (pointillés) [58].

mis en ceuvre dans le premier scanner commercial. Cormack et Hounsfield ont partagé le prix Nobel
de médecine en 1979 pour le développement de la tomographie assistée par ordinateur.

Ces méthodes sont différentes des méthodes décrites précédemment. Le probleme est directement
formulé dans un espace discret. L’espace doit étre discrétisé en choisissant un modele de pixel pm.
L’objet f(x,y) peut alors s’écrire comme :

+o0 00

Flay) =D 3" fkDpm(z —k,y —1). (3.35)

k=0 1=0
Une fois cette discrétisation effectuée, les données et I’'objet peuvent étre représentées sous forme
de vecteurs. Ce sont deux ensembles finis discrets de valeurs échantillonnées. Si le systeme est linéaire,
la relation entre le vecteur de mesure et le vecteur objet est décrit par une matrice, la matrice
définissant le systeme d’acquisition. Le probleme de reconstruction tomographique se résume & l'in-
version d’un systeme d’équations linéaires de grande taille.

La projection des données peut s’écrire :
proj = Rf, (3.36)

ou R est la projection de Radon, proj I’ensemble des bins rangés sous forme de vecteur et f 1'objet
de départ rangé sous forme de vecteur.
On pourra écrire aussi :
pj=rif, (3.37)
ou r; définit la mesure p; en fonction de I'objet f et le la j°*¢ ligne de la matrice R.
Si les fonctions de base de I'objet sont des pixels, le coefficient r;; représente la longueur de

€me rayon avec le pixel ¢ en tomographie par rayons X. En tomographie par émission,

Iintersection du j
74 correspond a la probabilité qu'un photon émis par I'ixel ¢ de I’objet dans la direction du détecteur

soit détecté sur le bin j de ce détecteur [q].
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[ Image Reconstruite Correction de I'image |
transformation
modéle de dans le
I'acquisition domaine de
l'image
| Sinogramme calculé Comparaison Sinogramme d'erreur |

[ Sinogramme mesure

Fi1G. 3.7 — Schéma général des méthodes itératives. La reconstruction est mise & jour a chaque étape

pour réduire l'erreur sur le sinogramme.

Le systeme a résoudre peut étre tres grand. Si I'objet de départ est de taille 512 x 512 avec
512 projections, le systeme est de I'ordre de 250000 équations a 250000 inconnues. Mais ce systeme
est aussi tres creux. Si, de plus, les acquisitions sont bruitées, le systeme peut étre inconsistant, il

n’admettra pas de solutions. Une solution approchée selon un critere sera choisie.

En présence de bruit, un terme pourra étre ajouté a ’équation |3.36| qui s’écrira alors :

proj = Rf + e, (3.38)

ou e traduit le bruit global du systéme (bruit photonique, de conversion, de détection...).

Le probléme inverse en tomographie est de déterminer 'image f en connaissant les mesures proj
et le modele de projection R. Pour résoudre ce probléme on peut aussi avoir des informations sur le
bruit et I'image [33].

Méme si une reconstruction directe est possible, les méthodes itératives sont préférées pour leur

souplesse et leur facilité a prendre en compte les contraintes et le bruit.

Les méthodes itératives sont décrites par le schéma général (figure [3.7]).
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3.3.1 ART - MART
3.3.1.1 ART

La méthode ART (pour Algebraic Reconstruction Technique, méthodes de reconstruction algébrique)
est une méthode itérative développée par Gabor Herman dans les années 1970 [43] B1]. Elle fait
partie des méthodes algébriques par optimisation sous contrainte. Elle est utilisée en cas de sous
détermination des données, lorsque le nombre de mesures est limité.

Le principe de cette méthode est de partir d’une image initiale (9 et de la modifier & chaque
itération. L’image au pas d’itération k + 1 ne dépend que de 'image calculée au pas d’itération k.
Le calcul consiste & comparer la projection de I'image f(*) et les projections mesurées pour chaque
angle. L’écart mesuré sert & corriger 'image f*) pour obtenir I'image f**1. L’algorithme ART se

traduit par 'expression :

initialisation de f(©)

=T (k)
fi(k+1) _ fi(k) i %szv (3.39)

pour i = 0..nombre de pizels et j = k(modulo nombre de projections) + 1. Une itération est complete
lorsque l'algorithme a balayé tous les rayons de projection. On calcule la convergence en mesurant
les écarts entre les images obtenues entre deux itérations.

Pour accélérer la convergence, on peut modifier I’algorithme en incluant un parametre de relaxa-

tion A, €]0,2[. L’algorithme devient donc, exprimé sous forme matricielle :

initialisation de f(©

FUHD — k) 4 Ak%g (3.40)

ou ro est le transposé du vecteur r;.
Cet algorithme est populaire en tomographie car il converge rapidement. Mais comme il converge
vers une solution des moindres carrés, il peut ne pas converger en présence de bruit. Pour éviter

cette instabilité, les itérations peuvent étre arrétées avant détérioration de la solution [§].

3.3.1.2 MART

L’algorithme MART (Multiplicative Algebraic Reconstruction Technique) converge vers une solu-
tion qui minimise ’entropie :
M
E(f) ==Y frlog fi. (3.41)
k=1
Nous ne cherchons que les solutions positives de 1’équation [3.36]

Cet algorithme s’écrit comme :

initialisation de f(©)

Til
10 =19, () =t

T
ri fic1

FOD = £17. (3.42)
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3.3.2 Information a priori

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a régulariser la solution par ajout d’information

a priori sur la solution. Mais un modele a priori n’est pas adapté pour une reconstruction par FBP.

3.3.2.1 EM - OSEM

3.3.2.1.1 EM - Ezxpectation Mazximisation L’algorithme EM est une méthode générale pour
trouver 1’évaluation du maximum de vraisemblance de la distribution régissant un ensemble de
données quand les données sont incomplétes ou quand il y a des données manquantes [I1].

L’algorithme EM pour résoudre un systeme linéaire tel que proj = Rf s’écrit :

(k+1) _ (k) pr PTOJ
f YR RFR (3.43)
Les opérations sont effectuées élément par élément. Le but est de calculer un minimum du logarithme

de la fonction de vraisemblance :

1(f) = (projilog (Rf); — (Rf):). (3.44)

7

La méthode EM donne des images avec beaucoup trop de détails. Pour faire face a ce probleme, il
existe plusieurs solutions. La premiere est de stopper les itérations tot, généralement apres 12 étapes
[60].

Une autre méthode est d’ajouter un terme de pénalité B(f) pour minimizer [60] :
1(f) = B(f). (3.45)

Généralement :
B(f)=(-H"B(f- 1), (3.46)

avec B une matrice positive et f une image de référence.

3.3.2.1.2 OSEM - Ordered Subset Expectation Mazximisation La méthode OSEM a été
introduite en 1994 par Hudson et Larkin [45]. Elle diminue le temps de reconstruction de la méthode
EM. Cette modification de l'algorithme EM utilise B sous-échantillons de données pour chaque étape.
L’image est mise a jour pour chaque sous-itération et une itération complete aura B mises a jour
d’images. S’il n’y a qu'un sous-échantillon, les algorithmes EM et OSEM sont les mémes.

Dans leur article Hudson et Larkin différencient :

— les sous-échantillons sans recouvrement,

— les sous-échantillons emboités,

— D’échantillon standard qui est en fait la totalité des mesures et qui revient a utiliser ’algorithme

EM.
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3.3.2.2 MAP /Bayesien

Pour l'utilisation de méthodes statistiques bayésiennes, nous allons considérer les données et
I’objet comme la réalisation d’un processus aléatoire. Ces méthodes tentent d’augmenter la qualité de
I'image reconstruite. Nous allons utiliser la connaissance de 'objet f & partir d’une loi de probabilité

a priori p(f). Si proj sont les données, la régle de Bayes s’écrit :

p(flproj) = p(pmﬂf)p;p(’;?)j ), (3.47)

avec p(f|proj) la loi a posteriori, p(proj|f) la vraisemblance et p(proj) et p(f) les lois a priori
sur la distribution des données et sur ’objet respectivement.
L’objet f peut étre estimé par la minimisation d’une fonctionnelle intégrant une fonction de cott

c(f,g) entre la solution exacte g et celle estimée f [33, p121]. Ce qui donne :
fsolution =arg m;n/c(fa g)p(f = g|p7“0]) dg (348)

Le critére pour le maximum a posteriori est donné par la la fonction de coiit ¢(f,g) =1 —0(f, g)
dans I’'équation ou ¢ est la distribution de Dirac au point f. La solution est alors :

fsolution =arg meLl‘ p(f|p7’0]) (349)

3.3.2.3 Gradient Conjugué

Dans le cas de surdétermination des données, la solution recherchée est la minimisation d’une

fonctionnelle quadratique [27), [T9]. De fagon courante, c’est 'erreur quadratique qui est minimisée :
J(f) = llproj — Rf||*. (3.50)

La minimisation de cette fonctionnelle conduit & la solution des moindres carrés donnés par la
résolution du systeme :
RTRf = R"proj, (3.51)

ou RT est la transposée de R.
Dans la méthode du gradient conjugué, le résidu est orthogonal par rapport & R” R et I’algorithme

s’écrit :

FOHD = £ 4 a,p,
rn = RT(proj — Rf(”))
pr=roetsin>1p,1 =71, — Bybn

avec < Ppg1,7n >=0et < pni1, RTRp, >=0

__ Papn

A = Rpn) T (Rpm)
B8, = Braz1) (Boni)
n (Rpn—-1)T(Rpn-1)"
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3.3.3 Autres méthodes discretes

La tomographie discréte reste un champ de recherche actif [41],52] 26]. 11 existe d’autres méthodes
de reconstruction fondées sur la géométrie discrete ou sur la transformée de Radon discrete. Elles
mettent en ceuvre des multiplications de matrices de structure bloc-circulante avec un vecteur de
données. 11 existe deux classes d’algorithmes pour inverser les versions discretes de la transformée
de Radon : les techniques de reconstruction algébriques et les algorithmes de rétroprojection fondés
sur des discrétisations différentes de la formule d’inversion de Radon. Le probleme inverse est traité
comme un probleme d’algebre linéaire qui se réduit a résoudre un systeme d’équations linéaire avec

une matrice bloc circulante.

3.3.3.1 R(t,m)

La transformée de Radon discréete décrite par Matus et Flusser [28] est définie sur un tableau
p X p ou p est premier. L’intégrale continue de la transformée de Radon est remplacée par une somme
discrete sur les lignes k = ml +t mod p pour tous les points d’intersection 0 < ¢ < p, pour une pente
de la droite m telle que 0 < m < p.

Cette transformation considere ’espace de 'image comme torique. Les lignes de projection ”en-
tourent” I'image (figure [3.8]a).

Sur une image f(k,1) elle s’écrit :

mmm:{ZZJ@Q sim=0 (3.52)

ST F((m + tmod pj)  si0<m <p

3.3.3.2 R(k,0)

Une autre définition de la transformée de Radon discrete est décrite par Kingston et Svalbe
[51, 50]. Elle suit la méme géométrie que R(t,m) mais les lignes intégrales modulo p sont séparées
+p,k;

ont été séparées en lignes intégrales simples (figure [3.8b). Pour une image f(i,j) cette transformée

en lignes intégrales individuelles : k; k&, 4 2p, . ... Les lignes intégrales de ’espace torique

Im > VIm

m

s’écrit :
p—1p—1
R(k,0) = " f(i,§)0(k — ijm + jim), (3.53)
i=0 j=0
avec 0(1) = Osiiz0
1sii=0

Contrairement a la transformation précédente, le nombre de bins N,, sur une projection n’est

pas constant :

N = p(lil + ), (3.54)

avec 0<i<pet 05 <p.
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~

im

(a) (b)

F1a. 3.8 — (a) Schéma d’une projection de Radon discréte R(t,m) pour t = 0,m =9 et p = 29. Les

pixels sommés sur une ligne intégrale sont marqués par e, (b) schéma d’échantillonnage pour R(k, 6).

3.3.3.3 Reconstruction d’image

11 est possible de calculer des sinogrammes pour les projections discretes R(k, 6) [51].

La reconstruction d’images a partir de projections continues en utilisant la transformée de Radon
discréte nécessite une mise en correspondance inverse de celle obtenue pour le sinogramme R(k, 0).
Cela peut étre fait par mise en correspondance des transformées de Fourier discretes et continues
des données. Pour cela toutes les données obtenues par transformée de Fourier discrete de toutes les
projections sont utilisées pour obtenir les fréquences de chaque projection discrete. L’erreur d’inter-
polation est plus grande a haute fréquence. L’utilisation dans le domaine de Fourier de projections

proches de 6 + 7 permet une meilleure approximation de I'image a ’angle 6.

3.4 Conclusion

Nous venons de décrire les algorithmes généraux de la reconstruction tomographique. Ces algo-
rithmes se fondent sur une représentation soit continue, soit discrete des données.

Nous allons utiliser cette représentation discrete des données pour dériver de nouveaux algo-
rithmes de reconstruction. Ces algorithmes vont mettre en ceuvre tout d’abord une approche totale-
ment discrete du probléme de reconstruction tomographique dans le Chapitre[d] Cette mise en ceuvre
a des points communs avec la reconstruction décrite par Kingston et Svalbe [5I]. Puis nous allons

utiliser une géométrie et une représentation discrete pour revisiter les algorithmes traditionnels de
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Enormément de travaux ont été réalisés pour la mise en place d’algorithmes performants pour la
reconstruction d’images et de volumes comme nous 'avons décrit dans la premiere partie. Il existe
plusieurs géométries, plusieurs types de capteurs, plusieurs dimensions suivant lesquelles aborder le
probléeme, et aussi d’algorithmes incorporant ces contraintes. Dans ce mémoire de these, nous al-
lons nous concentrer sur l'utilisation d’une géométrie particuliere d’acquisition angulaire avec une
discrétisation idoine donnée par la géométrie de la transformée Mojette. Cette version de la trans-
formée de Radon est discrete et exacte pour un nombre fini d’angles. Par contre, I’ajout de bruit
dans les données conduit & un probleme mal posé n’ayant pas de solutions évidentes. En fait, cette
derniére propriété a été utilisée pour faire du tatouage dans les images [5]. Le but de ce travail de
doctorat est donc de poser les fondations pour rechercher des solutions algorithmiques évitant le
probléeme mal posé de la géométrie Mojette. Pour cela, nous allons montrer dans le chapitre quatre
comment obtenir une solution exacte en augmentant tout d’abord le nombre d’angles discrets (vis-a-
vis de la solution Mojette inverse classique) avant de réduire ce nombre tout en essayant de controler
les fantomes de I’espace nul. Cette nouvelle formulation possede des caractéristiques mathématiques
intéressantes lorsque 'on exprime les choses sous forme matricielle puisque l'on voit apparaitre des
matrices Toeplitz bloc Toeplitz lorsque 'on insere cette nouvelle formule dans un algorithme de
gradient conjugué. Dans le chapitre 5, nous revisiterons les algorithmes de rétroprojections de pro-
jections filtrées utilisant la géométrie Mojette pour exprimer les angles acquis. Nous éluciderons alors
les liens entre 1'opérateur Mojette et les deux versions du filtre : celle obtenue dans le chapitre 4 et
celle obtenue par dérivation du modele continu-discret de pixel [38] dans le cas d’angles Mojette.
Ces schémas seront validés par des tests sur des fantomes numériques dans le chapitre six afin de
donner une vue objective de la qualité des algorithmes développés mais aussi afin de pouvoir dessi-
ner les grands traits de futures expérimentations réelles basées sur des acquisitions tomographiques

véritables.
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4.1 Introduction

Il existe des méthodes de reconstruction tomographique discréte qui s’appuient sur la trans-
formée de Radon discrete (section . Nous allons présenter une autre transformation de Radon
discrete, la transformation Mojette. Elle a été mise au point dans I’équipe IVC (Image et Vidéo-
Communication) du laboratoire IRCCyN en 1995 par JeanPierre Guédon [40] et a déja trouvé des
applications en géométrie discrete [63], en réseaux [39] et en protection des images médicales [Bl [@].

Du fait de sa forte relation avec la transformée de Radon, nous avons appliqué cette trans-
formation a la tomographie. Nous allons d’abord rappeler les propriétés de la Mojette, puis nous
allons dériver un nouveau schéma de reconstruction tomographique discret exact a partir de cette
transformation et nous ’évaluerons.

Les propriétés de la transformée Mojette nous permettent aussi de dériver un schéma de recons-

truction par gradient conjugué.

4.2 Géométrie Mojette et rebinnage

4.2.1 Géométrie Mojette de projection

La géométrie Mojette se dérive de la projection de Radon par discrétisation. Nous allons présenter
les différentes étapes qui permettent de passer de la transformation de Radon a la transformation

Mojette.

4.2.1.1 De Radon a la Mojette

La transformation Mojette est une version discrete exacte de la transformation de Radon
(équation [2.2)). Mais contrairement & cette derniere, elle permet la projection de données discretes
sur un hyperplan discret. Considérons une grille cartésienne avec un modele de pixels Dirac; un objet

continu f(x,y) sur cette grille sera décrit par :

—+o0 —+o0

Fay)= > Y (kD@ — Apk)3(y — Ay, (4.1)
k=—oc0 l=—0c0
ou f(k,1) est la valeur de 'objet au point de coordonnées entieres (k,!) sur la grille avec :

5(95):{ Lsiz=0" (4.2)

0 sinon
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et A, la taille du pixel.
La transformation de Radon selon 'angle 6 qui ici définit la direction de projection (figure [4.1))
s’écrit :

+oo +oo
proj(t,0) = / / flx,y)6(t + zsin @ — y cos 0) dxdy. (4.3)

F1G. 4.1 — Transformation de Radon selon 6.

Si on écrit la transformation de Radon pour l'objet f(z,y) avec un modele de pixel Dirac, on

obtient :

+oo +oo
projs(t,0) / / flz,y)o(t + xsinf — y cos 0) dxdy

+oo  +oo +oo +o0

Z Z f(kJ)/ / Oz — Apk)d(y — Apl)d(t + zsiné — ycos b)) dedy
k=—o0l=—o0 - -

“+oo +oo
= > > F(kDS(t+ Apksind — Aylcosd). (4.4)

k=—o0 l=—c0

On choisit un angle discret pour définir la direction de projection, avec p un déplacement en
pixels selon # et ¢ un déplacement en pixels selon §. L’angle de projection discret (p,q) définit la
direction de projection.

Le modele de pixel Dirac choisi pour interpoler les données induit un échantillonnage régulier
sur les projections pour un angle discret fixé. En effet, seuls les bins correspondants a des lignes
intégrales passant par les centres de pixel sont non nuls ce qui implique un échantillonnage régulier
dépendant de langle discret choisi (figure .

L’expression ksin @ — [ cosf est généralement réelle et de forme elliptique. Il ne peut exister de

q

pas d’échantillonnage sauf pour tanf = e Un tel angle 6 donne :

cosf = et sinf = (4.5)

p q
avec p le déplacement en pixels selon ’axe des abscisses, ¢ le déplacement en pixels selon 'axe des

ordonnées et A, la taille du pixel. Tous les vecteurs dans la direction (np,ng) avec n € Z appar-
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F1G. 4.2 — Projection d’un support 4 x 4 dans la direction (2,1) pour un interpolateur Dirac.

tiennent a la méme classe d’équivalence. Pour supprimer toute ambiguité, le plus petit représentant
la classe et tel que PGCD(p,q) = 1 est choisi dans la classe d’équivalence [37]. Cela permet de ne
pas avoir des projections identiques comme (2,2) et (1,1). De plus les projections (p, q) et (—p, —q)
sont égales donc les angles 6 sont choisis uniquement sur [0, 7].

Avec ces notations, 'équation [4.4] s’écrit [62, 37, [64] :

—+o0 +o0
projs(t,0) = > > f(k,DI(tVD® + ¢ + kg, — plA,). (4.6)
k=—ocol=—0c0

Sur la projection, le pas d’échantillonnage est défini par :
bA,

t= (4.7)

ou b est I'indice du bin sur la projection.

Le choix de p et ¢ entiers et premiers entre eux implique que seules les valeurs entieres de b sont
en correspondance avec des pixels (k et [ entiers). Ce choix implique aussi que toutes ces valeurs
correspondent a des pixels, car b = —gk + pl admet une infinité de solutions entieres de k et [ pour
b donné entier et p, ¢ entiers premiers entre eux selon le théoreme de Bezout.

Ce qui donne l'expression de la projection Mojette Dirac :

[Msf](b,p,q) = projs(b,p,q) (4.8)
+oo +oo

= > > fkDAD+ kg —pl), (4.9)

k=—o0 l=—0

1sib=0
avec A(b) = 0 Znon et (b,p,q) € Z3.

La figure donne un exemple simple de projection Mojette Dirac suivant 1’algorithme de trans-
formation directe.

La transformation Mojette conserve la linéarité et 'invariance par translation.
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F1a. 4.3 — Transformation Mojette Dirac d’une image 4 x 4.

4.2.1.2 Obtention des projections Mojette Dirac

4.2.1.2.1 Projections en 2D Lors d’'une projection Mojette Dirac, les projections sont échantil-
lonnées uniformément pour un angle donné et le nombre de bins sur la projection dépend de la
direction (p,q) de projection, (p,q) premiers entre eux. Pour un objet de taille P x @ le nombre de

bins sur la projection (p, q) est donné par [62, [40] :

#binsp q.pq = (P —=1)|p| + (@ —1)|q| + 1. (4.10)

L’algorithme de projection Mojette Dirac est défini dans [62]. Pour chaque direction de projection,
tous les pixels de I'image sont parcourus séquentiellement et leurs valeurs sont ajoutées aux bins
correspondants. Pour un pixel (k,) projeté dans la direction (p, ¢), le bin correspondant est

b = —qk + pl. Le pixel (0,0) se projette sur le bin 0.

Cet algorithme a une complexité en O(NI) ou N est le nombre de pixels de 'image et I le nombre

de directions de projection.

4.2.1.2.2 Projections en 3D Nous pouvons réécrire I’équation [4.8)) [65] en considérant la ma-

trice Po—,1 de projection sur le plan 2D selon la direction (p, q) :

+oo 4o k
[Msfl(b,pa)= Y, > flkDA (b—PH (l )) (4.11)

k=—o0 l=—

avec Po_,1 = (—q p).
Cette notation s’étend & la dimension 3 pour une direction de projection (p, g, r) suivant les axes
(Z,7,7) définissant une maille de P'espace de départ. Les angles (p,q,r) sont aussi choisis comme

étant les plus petits représentant d’une classe d’équivalence avec PGCD(p, ¢,r) = 1. Si on dénote
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Algorithme 1 — Algorithme de projection Mojette Dirac [62]
pour indice_projection < 1 a I faire
//Parcours de l'image
pour | — 1 a @ faire
pour k «— 1 a P faire
//Calcul de 'indice du bin
b« pl — qk
//incrémentation de la valeur du bin
bin(b, p, q) < bin(b,p,q) + f(k,1)

fin pour
fin pour
fin pour
b1 , . — ) L
par B = ; les coordonnées des bins sur le plan de projection, on peut étendre 1’équation
2
précédente (équation [4.11]) & la dimension 3 :
+oo +oo +oo k
(Msf1(B,pasr)= > > > flkl,mA|B=Pss| I (4.12)
k=—o0 l=—0c0 m=—0o0
m
(10 -2
r sir#0
0 ] e
P 1 —a 0 ir=0etq#0
avec P3_,o = sir=0etq .
|0 0 1
01 0 )
sir=0etqg=0
|0 01

4.2.1.3 Obtention de ’ensemble des directions de projection

Si 'on désire avoir I'ensemble des angles discrets possibles issus de origine et passant par le

centre d’un pixel d’un ensemble fermé, il nous faut utiliser les suites de Farey.

4.2.1.3.1 Suites de Farey en 1D En géométrie Mojette, les angles de projection sont des angles
discrets de la forme (p,q) avec p # 0, ¢ > 0 ou ¢ = 0 et p = 1. Les angles sont calculés dans le

s
» 4
bissectrice et a ’axe des ordonnées.

secteur angulaire [0, Z] et un découpage de [0, 7] est obtenu par symétrie par rapport a la premiére

Le calcul des angles discrets sur [0, 5[ est donné par les suites de Farey [82] [32]. La suite de Farey
d’ordre N, F, est ’ensemble de toutes les fractions irréductibles comprises entre 0 et 1, ordonnées
par ordre croissant et dont le dénominateur n’excéde pas N [32]. Par exemple F; est composé de

0111231 mao

{1,733, 5> 3> 1) Pour obtenir Fy; a partir de Fy, entre chaque fraction et " de Fy on
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insere le cas échéant la fraction médiane % telle que mo = mg+mq et ng =ng+ny simg < N+1
et no < N +1.

Les suites de Farey donnent des angles discrets (p, q) avec les fractions irréductibles de la forme
%. En ajoutant les symétries décrites précédemment, on obtient des angles répartis sur [0, 7[ comme
décrit par (figure pour une suite de Farey d’ordre 10.

Fia. 4.4 — Représentation angulaire d’'une suite de Farey d’ordre 10 et de ses symétries.

4.2.1.3.2 Suites de Farey en 2D L’espace 3D de travail est découpé par une grille 3D réguliere
associée & une base orthonormée (Z, ¢, Z). En utilisant les symétries par rapport aux plans des axes
et des bissectrices, on peut découper I'espace Z> en 48 sous-espaces (48-symétrie) [70]. En notant S

un de ces sous-espaces, on obtient :
S={0<z<y<w(z,y,2) €z’ (4.13)

Ce sous-espace peut aussi étre représenté par la projection 7 :

T (2,y,2) — (% %) (4.14)

Pour découper 'espace, nous allons utiliser un ensemble de Farey 2D dans chaque sous-espace S

puis utiliser des symétries pour remplir ’espace.

Défintion 4.2.1.1 Soit un ensemble de Farey de dimension 2 et d’ordre n, E, est lensemble de
points (£, 2) tels que PGCD(z,y,2) = 1, entre [0,0] et [1,1] dont le dénominateur n’excéde pas n.

Soient Ay (2-, Z1) et As(£2,22) deux points de U'ensemble de Farey d’ordre n — 1 tels que

yitys zi1+zo )

r1 + o = n. Le point médian entre Ay et As est le point de coordonnées (w1+a:2’ P

Donc on a (¥ %)EFnSixgn,Ogygm,nggxetSiPGCD(x,y,z)zl.

T

Par exemple un ensemble de Farey 2D d’ordre 3 est composé des angles :

(3,1,0) (3,1,1) (3,2,0) (3,2,1) (3,2,2) (3,3,1) (3,3,2) (4.15)
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F1G. 4.5 — (a) Un sous-espace S et (b) sa représentation en utilisant la projection 7 [70].

Nous avons donc un moyen de calculer tous les angles de projection discrets pour un objet.

4.2.1.4 Obtention d’une base d’un hyperplan de dimension n — 1 dans un espace de

dimension n

Lors d’une projection Mojette, I’espace de départ de dimension n est projeté sur un hyperplan
de dimension n — 1. Nous allons décrire comment obtenir une base de ’hyperplan de projection a
partir de la projection de la base de ’espace de départ.

L’espace de départ L est une grille de 'espace euclidien. Cet espace a n dimensions peut étre

vu comme [’échantillonnage discret régulier d’un espace continu a n dimensions découpé par une

grille réguliere iy, ..., i,. Chaque point (by,...,b,) € Z™ dans l'espace discret correspond & un point
by X i1+ -+ b, X i, dans 'espace continu, avec b = {by,...,b,} un vecteur de dimensions n décrit
par ses coordonnées dans la base {iy,...,i,}.

Apres avoir choisi une direction de projection (v1,...,v,) Mojette, i.e. PGCD(vy,...,v,) = 1,

la projection de I’espace initial £ donne un hyperplan. La projection de I’espace de départ engendre
un maillage régulier sur ’hyperplan de projection.

La base (i1,...,4,) de L est projetée sur (i}, ..., ) qui engendre une grille de I'hyperplan mais
pas une base. La projection de £ sur ’hyperplan £’ est une grille réguliére (figure .

Les vecteurs {i}, ..., } projections de {i1,...,i,} le long de (v1,...,v,) sont liés par la relation :

vy X @) 4o, X i, = 0. (4.16)

{i}, ...} sont linéairement dépendants et ne peuvent pas former une base. Nous allons supposer
dans la suite que {#},...,4),_;} est une base de I'hyperplan et donc ¢/, est une combinaison linéaire
de ces vecteurs. Cette hypothese est vraie sauf si la derniére composante de la direction de projection
v, est nulle. La direction de projection posseéde au moins une composante non nulle v,,. L’hypothese
précédente sera alors assurée en permutant l'ordre des vecteurs deux fois : une fois pour placer i/, a

la fin de la liste et une deuxieme fois pour remettre les vecteurs dans leur ordre initial.
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F1G. 4.6 — Exemple de projection de grilles 3D sur un plan de projection pour les angles (1,0,0),
(-2,—-1,1) et (1,1,2).

Il existe une infinité de bases qui engendrent la méme grille sur 'hyperplan de projection. Nous

allons en choisir une arbitrairement.

Premier vecteur de base Le premier vecteur de base de 'hyperplan, j1, est choisi en suivant
la direction de 4} & partir du bin O, projection du pixel (0,0, 0). L’extrémité de j; est le point le plus
proche de O selon la direction 7. Comme dim(iy,...,i,) =n — 1, il y a exactement deux maniéres
linéairement indépendantes de suivre cette direction, soit selon 4}, projeté du point (1,0...0) de

Pespace discret initial, soit avec une combinaison linéaire de {i}, ..., } selon (4.16) :
vy X8 = —vg X iy — e — vy, X . (4.17)

Cette équation peut se réécrire comme :

1 vy X i+ vy X i

./
X i, = 4.18
PGCD(vy,...,v,)  ° PGCD(vy, ..., v,) (4.18)
Le terme de droite est une combinaison linéaire & coefficients entiers de {i, ..., %, }. Il correspond
donc a la projection du point (0, PGCD&’Z’“_’%) ey PGCD&Z,...,%)) de l'espace discret initial.

o o y v
Toutes les combinaisons linéaires de ] et de PGCD(s o)

points sur 'axe O} sont obtenus par combinaison linéaire  coeflicients entiers de ) et

X i} sont colinéaires & | et tous les

v1 27
PGCD (va,...,up) 1"

Le point le plus proche de O dans la direction i} est donné par la combinaison linéaire minimale
avec des coefficients entiers. PGCD(vg,...,v,) et v1 sont des entiers premiers entre eux. Selon le

théoreme de Bezout, il existe aq, 31 € Z tels que :

a1PGCD(va, ..., vn) + f1v1 = PGCD(vy,...,v,)
1
+8 u = ! (4.19)
“ "PGCD(vs,...,v,)  PGCD(va,...,vp) )

La combinaison linaire minimale donne donc comme premier vecteur de base :

. 1
1= PGCD(va, ..., vn)

i). (4.20)

—Bivn

Les points qui se projettent sur (1,0, ..., 0) sont de la forme (a1, PGC]S(QJ:,Z,_ ) PGP Un)).
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Le k® vecteur de base Si on suppose avoir déja trouvé les k — 1 premiers vecteurs de
base ji,...,Jjrk—1. Le vecteur 4, introduit une nouvelle dimension car #},...,i) _, sont linéairement
indépendants. jj doit avoir la plus petite composante non nulle dans la direction 4. Il y a deux
manieres indépendantes de se déplacer, en suivant 4}, lui-méme ou en suivant une combinaison linéaire
de ij_ y,...,1i, selon I'équation m :

vy + ol Vg 1ipy + -+ Undy,
PGCD(Uk+1,...,7)n) - PGCD(Uk+1,... ,Un) ’

(4.21)

La proximité des hyperplans & I'origine est mesurée par la projection sur i), et donne respective-

v

ment 1 et W. La combinaison minimale est a nouveau donnée par le théoreme de Bezout

et il existe ay, B, € Z tels que :

U PGCD(vg, ..., vn)
= 4.22
o + P PGCD(vgy1,---,0n) PGCD(vgy1,...,0n) ( )

Donc le nouveau vecteur de base j; est donné par :

vt + - 4 gl
PGCD(vgt1y.--50Un)

Ji = iy + B (4.23)
L’annexe [A] donne un exemple d’obtention de base sur 'hyperplan de projection lors d’une pro-
jection Mojette 2D vers 1D et 3D vers 2D.

4.2.2 Reconstruction Mojette exacte

La transformation Mojette possede une transformation inverse exacte en ’absence de bruit sur
les projections. Si le nombre de projections est suffisamment élevé, c’est-a-dire si le rang de la matrice
de projection est suffisant, la reconstruction Mojette inverse est toujours possible, mais la méthode
décrite ci-dessous développée par Nicolas Normand [62] permet une optimisation de la reconstruction.

Le principe de cette reconstruction est de reconstruire les pixels en correspondance univoque
(ﬁgure avec un bin et de mettre a jour les projections a chaque étape. L’image est reconstructible
a chaque étape si on peut au moins trouver un pixel reconstructible a chaque étape. Une image
convexe de taille P x @) est reconstructible par un ensemble de projections St = {(p;,¢;),¢ € {1...1}}

que l'on peut déterminer par le critere de Katz [49] :

I I
Yopil =P ou Y lal>Q (4.24)
=1 1=1

ou (p;,q;) sont des directions de projection.

Les liens entre la reconstruction Mojette et la morphologie mathématique ont été étudiés dans
62]. Une application de la transformée Mojette & la description de 'information a été mise en ceuvre
67]. Elle a aussi été utilisée pour tatouer des images [4]. Enfin la transformation Mojette a été

7

étendue aux dimensions supérieures [86].
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Fi1G. 4.7 — Bins-pixels en correspondance univoque.

Algorithme 2 — Algorithme de reconstruction Mojette Dirac [62].

//Mise & jour des projections par suppression des contributions des bins reconstruits.
tant que il existe au moins un bin reconstructible faire
chercher un bin reconstructible
chercher le pixel (k,1) correspondant
pour i =0 & [ faire
b=—q xk+p; xI
projs(b) — proji(b) — £(h,1)
fin pour

fin tant que

4.2.3 Rétroprojection Mojette

La rétroprojection Mojette est I'opération duale de la projection Mojette. Pour tous les bins des

projections, la rétroprojection Mojette Dirac ajoute la valeur du bin courant aux pixels alignés dans

la direction (p,q) (figure .

Avec un modele de pixel Dirac, la rétroprojection Mojette s’écrit [73] pour une projection (p,q) :

+oo H4oo +oo
(M proj|(k, 1) = > > 8(k—)d(1—34) Y proj(b,p, ) Ab+aqi—pj)  (4.25)
i=—00 j=—00 b=—o0

Pour une projection (p, q), fp,q(k,1) = [Myproj](b, p,q), Vopérateur Mojette dual M* correspond

a un opérateur de rétroprojection discret exact dans le sens ou M* permet de rétroprojeter la valeur
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- 2, 1)

F1a. 4.8 — Exemple de rétroprojection Mojette pour un bin d’une projection (2,1).

des bins directement au centre des pixels sans interpolation sur les projections contrairement a la

rétroprojection en géométrie classique (figure [4.9).

4.3 Algorithme de rétroprojection filtrée discrete exacte

Cette partie constitue le cceur de notre travail de these. Elle montre qu’une reconstruction tomo-

graphique discrete exacte peut étre faite sur une image avec un nombre fini de projections [76].

4.3.1 Algorithme

Dans le cas de l'utilisation d’un modele de pixel Dirac, on peut écrire un algorithme de rétroproject-
ion filtré Mojette exacte. En effet, en ’absence de bruit, pour un nombre fini mais complet de
projections, une image peut étre reconstruite par rétroprojection puis étre filtrée.

A partir des opérateurs de projection et rétroprojection Mojette Dirac, la valeur du pixel (k,1)
dans 'image reconstruite obtenue a partir de la rétroprojection de la projection ¢ dans la direction

(pi, q;) est donnée par :
filk,l) = M;M;f
SN ) A(gik — pil — ik + pil’). (4.26)

kU

Lors de cette rétroprojection, le pixel (k,1) va recevoir la somme de tous les pixels alignés avec lui

dans la direction (p;, ¢;)-
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Algorithme 3 — Algorithme de rétroprojection Mojette Dirac.

//I : nombre total de projections
pour i =1 a I faire
pour b =1 & nombre_de_bin; faire
//Recherche des pixels alignés avec le bin courant dans la direction de projection courante
Chercher les pixels (km,ln) m=1... M tels que b = pilym — gikm
pour m =1 a M faire
fkm, ) — f(km, ln) +valeur_bin(b, p;, g;)
fin pour
fin pour
fin pour
pour k =1 a P faire
pour [ =1 a @ faire
Flhy 1) LD
fin pour

fin pour

(a) (b)

Fic. 4.9 — (a) Interpolation sur la projection pour rétroprojeter dans le centre du pixel, (b)

Rétroprojection Mojette Exacte.
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Pour un ensemble de I projections, la valeur rétroprojetée dans le pixel (k,!) devient :

gk, 1) = Tf(k, )+ Y Y f(K 1) Ak — pil — gk’ +pil). (4.27)
k' #k U £

En considérant uniquement les étapes de projection/rétroprojection, les valeurs des pixels de
I'image reconstruite ne dépendent que du nombre total de projections I.

Mais ce nombre de projections, bien que grand, est fini a cause de la taille finie de I'image et de
Putilisation de la géométrie discrete (section . Pour une image de taille N x N, I’ensemble
des directions discrétes dans cette image sont données par une série de Farey d’ordre n — 1 et ses
symétries par rapport a la premiere bissectrice et par rapport a I’axe des ordonnées.

Nous utilisons la linéarité de la transformée Mojette pour obtenir I'algorithme final. En utilisant
un modele de pixel Dirac tel que f(k,1) = A(k)A(l), 'image résultante d’une projection suivie d’une

rétroprojection donne :

N N
gk, 1) = (I =1 f(k, D)+ > Y f(K,1). (4.28)

k'=110'=1

Or, la somme de tous les pixels S se retrouve dans la somme de tous les bins sur chaque projection :

N N

SN = 1S projb.pia) = S (4.29)
i b

k=11=1
La valeur S est constante lorsqu’il n’y a pas de bruit et peut étre estimée par moyennage sur
I’ensemble des projections dans le cas contraire.

La reconstruction exacte s’écrit alors :

1

F0 D) = 7 lg(k,1) = 5] (30)

Cette expression permet une reconstruction exacte en ’absence de bruit d’un objet avec un
nombre fini de projections, en utilisant toutes les directions qui permettent de joindre deux a deux

tous les pixels de I'image.

4.3.2 Résultats

Nous allons reconstruire une image de taille 65 x 65. L’image a reconstruire est constituée d’un
fond a 0, d’un carré central de taille 9 x 9 avec une bordure d’un pixel de valeur 0,5, des coins a
0,25 et un centre a 1 :

Pour reconstruire ce fantome par rétroprojection filtrée discrete exacte Mojette, on calcule ses
projections selon les directions données par la série de Farey d’ordre 64 et ses symétries (section
4.2.1.3.1)) ce qui donne 5040 projections. L’'image reconstruite est exacte (figure a). Une recons-

truction exacte peut donc étre obtenue avec un nombre fini de projections.
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F1G. 4.10 — Fantome carré 65 x 65.

4.4 Approximations

L’équation décrit I’équivalent de la rétroprojection filtrée mais en tomographie discrete avec
un nombre fini (méme si important) d’angles. Dans cette section, on visualise I’espace nul de deux
fagons. D’abord en réduisant le nombre de projections (c’est-a-dire mise & zéro des autres) puis en

interpolant les autres.

4.4.1 Utilisation d’un nombre réduit de projections

Cette reconstruction peut aussi étre exécutée avec un nombre de projections inférieur au nombre
nécessaire qui est issu de Fgy. La méme reconstruction est exécutée avec Fio, Fig, Fig et F5 (voir
figure [4.11)).

Plus le nombre de projections diminue, plus I’erreur totale de reconstruction augmente. Pour Fis,
Perreur est sur la bordure de 'image. A mesure que le nombre de projections diminue, 'erreur de
reconstruction devient plus importante vers le centre de I'image. La partie de 'image reconstruite
exactement est dépendante du nombre d’angles choisis. Par exemple avec les angles issus de Fj3s et

de ses symétries une zone 33 x 33 centrée au centre de I'image 65 x 65 est parfaitement reconstruite.

4.4.2 Obtention de projections par interpolation angulaire

On remarque dans les résultats précédents que pour 1296 projections, 'erreur de reconstruction
sur 'objet est faible pour un nombre de projections plus de trois fois inférieur au nombre de projec-
tions nécessaires a la reconstruction exacte. Nous allons interpoler les projections obtenues par Fj,

Fip et Fig (et leurs symétriques) pour obtenir les projections données par F3o et leurs symétriques.

4.4.2.1 Principe de l’interpolation

Le principe de l'interpolation est le suivant. Supposons que nous connaissons les projections P;
(p1,q1) et Po» (p2,q2) et nous voulons obtenir la projection P (ps3,qs) telle que 6; < 03 < 5. On
trace la droite D parallele a la projection 3 passant par le centre de I'image (Cy,Cy). Les points

appartenant a cette droite peuvent s’écrire comme :

D : {(Cy — qst, C, + pst)|t € R}, (4.31)
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(a) () () (d) ©

(f) () (h) (i) 8

Fic. 4.11 - Rétroprojection filtrée discrete exacte avec un nombre réduit de projections.
(a)(b)(c)(d)(e) Images Reconstruites, (f)(g)(h)(i)(j) Images d’erreur

(a) (b) () (d) ()
MSE (sur toute I'image) | 0 | 0,00002 | 0,01113 | 0,11738 | 1,76863
# proj 5040 | 1296 320 128 40

ou t est 'abscisse curviligne sur D.

Un point de D se projette sur la projection Ps tel que :
(7,y) € D — —q37 + p3y. (4.32)
Donc la projection d’'un point d’abscisse ¢ de D sur la projection P53 donne le point ¢3 :
ts = —q3Cy + g5t + p3Cy + P3t. (4.33)
De méme, les projections de ¢ sur la projection P; et la projection P, s’écrivent respectivement :

t1 = —q1Cy + quq3t + p1Cy + p1pst
t2 = =204y + qagst + p2Cy + papst (4.34)

On cherche la valeur des bins sur la projection Mojette 3. Dans le cas de (figure 4.12)), la valeur
au bin b3 doit correspondre & la somme de la ligne intégrale alignée avec b3 dans la direction (ps, g3).
Pour approximer cette valeur, on calcule ’abscisse curviligne du point A de la droite D qui se projette

sur bz. Ce point A se projette en ¢; sur la projection P; et en to sur la projection Ps.
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(p1,91)

b3

/ S T (p3.93)

(P2, q2)

D

F1G. 4.12 — Principe de 'interpolation angulaire des projections Mojette.

Les équations précédentes (4.33] [4.34)) se réécrivent en tenant compte de bs et des constantes :

t1 —t1e = (Q1QS + p1p3)t’
ty —tae = (q2q3 + p2p3)t,
by —bs. = (43 +pi)t, (4.35)

avec t1. = _QICa: +p10y7 toe = _q2Ca: +p2Cy et b3, = _q3C;v +p30y
Les valeurs t; et t2, qui ne correspondent généralement pas & des positions de bins Mojette, sont

calculées par interpolation linéaire entre deux bins (figure [4.13)).

Valeur interpolée

X ) Valeur connue

Fic. 4.13 — Interpolation linéaire entre deux bins de valeurs connues pour obtenir la valeur de ¢;.

La contribution t1,, de t; & b3 va s’écrire en utilisant I'équation [£.35] :

bl - blc
p1p3 + q1G3

2

t1,, = bsc + (P3 + q3) (4.36)
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De méme, on peut écrire la contribution ¢5,, de 2 a b3 :

b2 - bQC

_ (4.37)
P2p3 + 9293

ta,s = bse + (P3 + 43)

La valeur de b3 est ensuite calculée en fonction de t;,,, t2,, et des angles a et ap tels que :

aqly,, + aota,,

b =
3 o1 + Qo

(4.38)

Cette opération est répétée pour tous les bins de la projection Ps. On calcule ainsi des projections

a partir des projections connues.

4.4.2.2 Résultats

Le fantome utilisé est le méme que dans la partie Les projections Fy, Fip et Fig (et leurs
symétriques) sont interpolées selon la méthode précédente pour obtenir les projections correspondant

a F3o et leurs symétriques (1296 projections).

(a) (b) (c)

(d) (e) ()

F1a. 4.14 — Rétroprojection filtrée discrete exacte avec des projections interpolées. (a)(b)(c) Images

Reconstruites, (d)(e)(f) Images d’erreur

(a) (b) (¢)
MSE (sur toute I'image) | 0,01152 | 0,05180 | 0,20691
# proj interpolées 320 128 40

Les images reconstruites & partir des projections interpolées ont des MSE (Mean Square Error)
bien plus faibles que pour les images reconstruites avec les projections sans interpolation (section
4.4.1), pour Fy et Fip au moins. En revanche, les images reconstruites montrent bien mieux ’objet

avec les projections interpolées que sans interpolation.

92 Reconstruction Tomographique Mojette



4.5 Algorithme du Gradient Conjugué Mojette

Les reconstructions faites avec un ensemble d’angles insuffisant vis-a-vis de la taille de I'image
montrent bien le type d’artefact auquel on peut s’attendre dans un cas concret. L’interpolation
angulaire, quoique simple, montre une amélioration importante dans le cas de la reconstruction de

la zone centrale de I'image.

4.5 Algorithme du Gradient Conjugué Mojette

L’autre facon de voir 1’équation est une vision matricielle du filtre de reconstruction de
maniere a le mettre en ceuvre dans une méthode itérative d’inversion. Les propriétés de M*M
exposées dans la section suivante induisent un choix naturel pour la méthode du gradient conjugué

qui est ensuite présentée.

4.5.1 Propriétés de M*M

A
...... At T -5 0]
..... '.e'.'.'.... .....:di'.’...................... c+d

(1,0)

Fia. 4.15 — Exemple de projection Mojette pour une image 2 x 2.

L’opérateur de projection Mojette est noté M et le rétroprojecteur Mojette M*. Ces opérations
peuvent aussi se décrire sous forme de matrices qui s’appliquent sur I'image de départ. Dans ce cas,
les pixels sont rangés dans un vecteur selon I'ordre lexicographique. La projection Mojette du vecteur
de pixels donne un vecteur de bins. Par exemple pour I'image de (ﬁgure, la projection Mojette

va s’écrire :

c+d |
a

a+b
b

M = da |. (4.39)

c

b+c

a
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La rétroprojection de cette image donne :

c+d
2a + b
ath +2b+
a c
M* d = . (4.40)
b+2c+d
b+c
c+2d
a

La matrice M*M est le point principal du schéma, itératif mis en ceuvre quand nous cherchons a
minimiser |M*Mproj — M*bin|. Nous allons d’abord donner une formule générale de M*M et ses

principales caractéristiques.

4.5.1.1 Expression de M*M

Lorsqu'un pixel (k,1) d’'une image N x N est projeté dans la direction (p,q) sur un bin b de la

projection Mojette, les indices du bin et du pixel sont liés par la relation :
b+qk—pl=0 (4.41)

La matrice M*M agit sur les pixels de I'image apres les avoir rangés dans un vecteur dans I'ordre

lexicographique. L’indice i dans le vecteur de pixels correspond au pixel (ki,l;) dans 'image avec :
i=ki+1l1 xN (442)

ou N est la largeur en pixel de 'image de départ.
Dans la matrice M*M pour une seule direction de projection (p, q), le coefficient a I'indice (i, )
est mis & 1 si les pixels ¢ et j sont projetés sur le méme bin dans la direction (p, q).

Les indices dans la matrice M*M peuvent étre définis a partir des indices de I'image de départ.

{i:k1+ll><N {zlz
avec l

J (4.43)
j= ko + 1o x N

ou |z] est la partie entiere de x.

Si les pixels (ki1,11) et (k2,l2) sont projetés dans la méme direction, on obtient :

by = —qky + pl
LT (4.44)
by = —qka + plo
L’indice (¢,7) de la matrice M*M est mis a 1 si les deux pixels se projettent sur le méme bin,
c’est-a-dire si

by — by =0, (4.45)

soit
—q(kzl — ]{12) —|—p(ll — 12) =0. (446)

Cela nous donne 'expression de M*M pour une direction de projection (p,q) :

M M, 1), (kot) = 9, Alby = b), (4.47)
#(p,q)
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1siz=0
ou A(z) = { 0 aill . Léquation |4.47| peut aussi étre réécrite avec les indices (i, j) comme une
ailleurs.

somme dans toutes les directions de projection :

MMy = 0 A |=ali =)+ @V 4] - 15D)]. (4.48)
#(p.9)

Avec cette expression, nous pouvons écrire aisément la matrice M*M (équation |4.16])

M*M =

o = OO O OO0 O =
— O OO0 O OoO|Oo +~ O
o O O] O o~ O O
SO O OO ©O mH|lO O O
SO O OO0 B OO0 O O
SO O O O Ol O o
o O RO O Ol o o
O = OO0 O OO0 O =
— O OO0 O OoO|o +~ O

F1G. 4.16 — Expression de M*M pour la direction (1,2) pour une image 3 x 3.

Avec le formalisme décrit dans [I4], la matrice peut étre réécrite comme :

£0,0)  £(1,0) £20) | £0,1)  £1,1)  £21) | £(0.2) £(12) £22)

£(-1,0) £(-1,1) £(-1,2)

£(-2,0) f(-2,1) £(-2,2)

£0,-1) f(1-1) £2-1) | £0,0) £10) £(2,0) | £0,1) £1,1) £(2.1)
M*M = f(-1,-1) £(-1,0) f(-1,1)

f(-2,-1) £(-2,0) f(-2,1)

£0,-2) f(1-2) £2-2) | £0-1) f(1-1) £(2-1) | £0,0) £1,0) £(2.0)

£(-1,-2) f(-1,-1) £(-1,0)

£(-2,-2) £(-2,-1) £(-2,0)

avec

4.5.1.2 M*M est une matrice Toeplitz Bloc Toeplitz

Si on considere deux pixels sur la méme ligne dans 'image de départ translatés d’une ligne, leur
coeflicient dans la matrice M*M sera translaté de N lignes et N colonnes dans M*M. Si ces deux
pixels alignés sont translatés d’une colonne dans 'image de départ, leur coefficient sera translaté

d’une ligne et une colonne dans M*M.
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Si (4,7) et (i + 1,7+ 1) appartiennent au méme bloc i.e. si V'H = LﬁJ et %J = {%J alors :

i
o [ ) el B2 ) o[ o[ -
o) ol 7))+ J

| M Mgy = M* M) | (4.49)

=
=
|
=
B

Alors

et M*M est composée de blocs Toeplitz.
De plus,

e n [ el n| 5] o7
(e a ) lrl4]) o

[ M My giny = M" M) | (4.50)

nous déduisons donc que

et nous pouvons conclure que M*M est Toeplitz bloc Toeplitz.

4.5.2 Conditionnement de M*M

Comme M*M est une matrice carrée inversible, son conditionnement est donné par :
cond(M* M) = ||M*M]||.||[(M*M)™1|| (4.51)

Cette expression donne comme résultat, quand elle est calculée avec la norme Lo :

max;| ;|

Cy = condy(M*M) = (4.52)

min; | ;|
ou \; est une valeur propre de M*M.

Pour une matrice Toeplitz bloc Toeplitz, les valeurs propres asymptotiques peuvent étre calculées
comme décrit dans [I4] en travaillant dans le domaine de Fourier.

Pour une image 16 x 16, la Table [£.1] donne le conditionnement exact de la matrice M*M et ses

approximations avec différents nombres d’angles.

4.5.3 Algorithme du gradient conjugué

L’algorithme du gradient conjugué est un algorithme bien connu pour résoudre les problemes
inverses fondés sur la minimisation d’un critere [27, [19]. Nous définissons une solution estimée, notée

pix, comme 'image qui minimise le critere des moindres carrés :

J(piz) = ||bin — Mpiz||?, (4.53)
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TAB. 4.1 — Comparaison du conditionnement exact et approximé de M*M.

angles | exact C | approximé Cs
32 18.04 28.96
64 8.13 8.22
128 3.83 4.74
256 2.34 2.72

ou pix est la matrice de pixels et bin le vecteur des bins projetés. De maniere équivalente pix annule
le gradient de .J, c’est-a-dire
M*Mpix = M*bin. (4.54)

Dans notre cas, nous avons utilisé la forme standard du gradient conjugué décrite dans [61] p.
111] :
k=0,1..

_ Tk
dTM*Mdy,

PiTpy1 = PiTy + apdy
Tk+1 =Tk — OlkM*Mdk

L
pixg donné

ro = M*bin — M™* Mpixg

dO =T0 ﬁ o r£+lrk+1
k+1 = rzrk
di+1 = kg1 + Brr1di
ou ry, = =VJ(pixg)/2 = M*bin — M*Mpizy et ay, dj sont les valeurs courantes du pas et de la

direction de descente.

4.5.4 Résultats de reconstruction

La premiere image de test est une image 128 x 128 avec un carré central de taille 17 x 17 avec
1 en son centre de taille 15 x 15, le fond est de %, les bords de 3 (2 = 1(1 + 1)) et les coins du
carré & (& =1 x 14 1 x 1 (figure ) La seconde image de test est un disque de diametre
21 pixels. La valeur des pixels sur les bords du disque dépend de la surface interceptée par le disque
sur le pixel (figure [6.11p).

Les projections sont obtenues par projection Mojette Dirac et sont prises uniformément réparties
sur [0, 7| (pour le choix des angles, se référer a la section [6.3]).

En I’absence de bruit sur les projections, les images sont parfaitement reconstruites pour un
nombre d’itérations faible dés que le nombre de projections atteint la taille de I'image (Table

[46].

4.6 Conclusion

Nous venons de présenter une version discrete de la transformée de Radon et quelques-unes de

ses propriétés. En exploitant ces propriétés et les liens avec la géométrie discrete, nous avons mis au
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(a) fantome carré (b) fantéme rond
128 x 128 128 x 128

Fia. 4.17 — Images de test.

TAB. 4.2 — Nombre d’itérations pour une reconstruction exacte par gradient conjugué Mojette sans
bruit.

‘ fantome ‘ 32 projections | 64 projections | 128 projections | 256 projections | 512 projections
carré 1366 82 31 22 14
rond 2785 147 35 24 16

point une nouvelle méthode de reconstruction tomographique totalement discrete. Cette méthode
permet en plus une reconstruction méme si le nombre d’angles requis pour la reconstruction n’est pas
atteint. Nous avons montré que la reconstruction était possible avec cette méthode en interpolant
un petit nombre de projections.

L’opérateur Mojette de projection combiné a ’opérateur de rétroprojection présente une structure
Toeplitz bloc Toeplitz. Il se préte bien a la mise en ceuvre de I’algorithme de gradient conjugué.

Le chapitre suivant va consolider cette approche en revisitant 1’algorithme standard existant en
méthode directe, c’est-a-dire la rétroprojection de projections filtrées appelé FBP (Filtered Backpro-

jection).
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Chapitre 5

Application de la tomographie
Mojette discrete aux algorithmes

standards de la tomographie
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Apres la reconstruction tomographique fondée sur des méthodes purement discretes, nous avons
mis en place une version Mojette des algorithmes traditionnellement développés en tomographie.

Pour pouvoir utiliser ces algorithmes, les objets vont étre discrétisés dans des bases de fonctions.
Le choix d’une base judicieuse va permettre d’obtenir une équivalence continue/discréte pour toutes
les étapes de la reconstruction de 'objet.

Nous avons utilisé le filtre RamLak et un filtre défini par Guédon et Bizais [38] fondé sur le
modele de pixel spline 0. La discrétisation de ces filtres nous a permis de dériver un schéma de
rétroprojection filtrée Mojette et une équivalence continue/discréte de manieére récurrente sur ordre
de spline du modele de pixel utilisé.

Nous avons étendu la définition de I'opérateur Mojette en fonction du modele de pixel choisi. Une

fois 'opérateur fixé, le choix du filtre va permettre une reconstruction par rétroprojection filtrée.

5.1 Modele de pixel

5.1.1 Modele de pixel général

L’utilisation d’un modele de pixel pm permet de décrire un objet f(x,y) dans différentes bases.

Avec un modele de pixel quelconque {pm(z — k,y — 1), k,l € Z}, Pobjet f(x,y) va s’écrire :

400 00

Flay) =D 3 fkDpm(z —k,y —1). (5.1)

k=0 1=0

5.1.2 Modele de pixel Dirac

Osix#0

L’objet peut étre décrit sur une base Dirac si pm(z) = 6(z) ot §(x) = { L
sinon

La base de Dirac est séparable : §(x,y) = §(x)d(y), donc la discrétisation de 'objet s’écrit :
+o00 400
Fy) =3 > fk D@ = k)dly —1). (52)

k=0 1=0

Ce modele simple pour I’échantillonnage n’est pas riche en terme d’interpolation.
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5.1 Modele de pixel

(a) n=0 (b) n=1
™,
h,
\\._ [ —
(c) n=2 (d) n=3

F1a. 5.1 — B-spline de degrés 0 a 3 [85].

5.1.3 Modele de pixel spline

L’objet peut aussi étre décrit par un modele de pixel spline. Les splines forment une base de
Riesz.

Une base de Riesz {9} }; est une famille de fonctions dans un espace de Hilbert telles que :
2 2
AY lal” < |1 evlP < BY el (5.3)
i i i

avec 0 < A < B < oo pour des ¢; quelconques.
De plus les splines sont séparables : 3, (x,y) = Bn(z)Bn(y).

Les ordres de spline sont reliés par une relation de récurrence :

Bn(x) = Bo * Bo * - - x Bo(x) (5.4)

(n+1) fois

ou fy est la fonction porte de longueur unitaire :

Lsift| <3
Bo(t) =< 1si [t =3 (5.5)
0 ailleurs
Différents ordres de splines sont représentés sur la Figure |5.1.3
La discrétisation d’une fonction continue f(z,y) va alors s’écrire [2] :
+oo +oo
folzy) = D7 D F(kDBu(x —k)Baly —1). (5-6)
k=—o0l=—00
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5.1.4 Théoréme général d’échantillonnage d’Unser-Aldroubi

Pour obtenir un signal discret, une infinité de fonctions d’interpolation peuvent étre choisies.
Définir une fonction d’interpolation ¢ revient & projeter la fonction continue de départ f(x),z € R
dans le sous-espace V' de Ly généré par la fonction ¢. Trouver I’approximation d’erreur minimale sur

V de f selon la norme Lo :
=< f.f>, (5.7)

revient & trouver la projection orthogonale de f(x) sur V.
L2(R) est 'espace vectoriel des fonctions f(z),z € R mesurables, de carré intégrable. C’est un

espace de Hilbert dont la norme Lo est définie & partir du produit vectoriel :

400
< fi,fo >= / fl(x)fg(x) dx. (58)
Un opérateur de convolution inversible est une série b=1(k) telle que :
1sik=1
b=t % b(k) = k.0, avec 0y = . 5.9
() = 9o o {Osikz;«él (59)

Dans ce cas de figure Unser et Aldroubi ont montré [2] :

Théoréme 1 L’espace V = {f,(z) = ?:”ioo d(k)(x — k), k € Z,d € Ly} est un sous-espace clos
de Ly avec {p(x — k), k € Z)} comme base de Riez-Schauder si et seulement si b(k) =< ¢(x), p(x —
k) > est un opérateur de convolution inversible de Lo. De plus, la projection orthogonale d’une

fonction f dans Lo est donnée par

—+o0

folx) = D < f@),p(x— k) > p(x — k),

k=—o0

ot la fonction duale p(x) appartient & Ly(R) et est donné par :

+oo
px) = ) (k) — k).
k=—oc0
Théoreme 2 Une séquence a(k) dans ly définit un opérateur de convolution inversible de ly dans

lui-méme si et seulement si il existe deux constantes m et M telles que :
0<m<Metm<AW) <M, ouA(v) est la transformation de Fourier de a(k)

Le théoréme 1 peut étre vu comme une extension de la théorie d’échantillonnage de Shannon [2].

Le schéma général d’échantillonnage est décrit sur la figure Il se décompose en trois étapes :
préfiltrage, échantillonnage et post-filtrage. Le filtrage consiste a projeter la fonction dans le sous-
espace V' ou elle sera ensuite échantillonnée et donnera les coefficients f(k,1). Pour obtenir une
approximation du signal de départ, il faudra interpoler les valeurs échantillonnées a 1’aide de .

Dans les cas particuliers d’une fonction génératrice ¢ = sinc ou de la fonction spline 0 , on obtient

o
=
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® [k, 1) a > fo(,y)

préfiltrage échantillonnage postfiltrage

IR —,

F1G. 5.2 — Schéma général d’échantillonnage.

5.2 Opérateur Mojette

Un des points principaux de la définition de la transformation Mojette est le choix du modele de

pixel utilisé pour discrétiser I’objet continu. Le choix du modele de pixel définit 'opérateur Mojette.

5.2.1 Transformation Mojette généralisée
5.2.1.1 Projection Mojette

A partir d’'un modele de pixel général (équation , on peut définir un opérateur Mojette
générique & partir de la transformée de Radon (équation [4.3)) :

+oo +oo
proj(t,0) = ZZf(k,l)/ / pm(x — k,y —1)6(t + xsin @ — y cos 0) dxdy. (5.10)
k l —0o0 — 00
Les projections sont discrétisées avec un échantillonnage Mojette selon I'équation [4.7] :
+oo —+oo
proj(b,p,q) ZZ]‘ (k,1) / / m(x — k,y —1)6(b+ gz — py) dedy. (5.11)

En considérant une image avec seulement un pixel en son centre, la projection du modele de pixel

pm dans une direction (p, q) est :
“+oo +oo
pmp(b, p, q) = / / pm(z,y)d(b+ gz — py) dedy. (5.12)

En effectuant le changement de variables :

=x—k
{ eyt (5.13)

dans I’équation [5.11} on a :

+oo +oo
ko1 o

= ZZf(k,l)/ y )b + gz’ — py') da'dy, (5.14)
ko1 —Oo0 /=0

ou b =b+ gk —pl.
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D’ol avec ’équation dans ’équation [5.14] on obtient finalement :

proj(b,p,q) = > Y f(k, pmp(b+ gk — pl,p, q). (5.15)
k l

De I’équation [5.15| on peut déduire :

proj(b,p,a) = Y f(k,D)pmp(b+ gk —pl,p, q)
k 1
= > > fkDA(m + gk — pl)pmp(b — m, p,q)
m k l
= Y _projs(m,p,q)pmp(b — m, p,q). (5.16)
Donc :
proj(b,p, q) = projs(b, p,q)x,pmp(b + gk — pl, p, q), (5.17)

ou *; indique la convolution discrete sur b.
En conclusion, quel que soit le modéle de pixel, la projection Mojette peut s’écrire

comme la convolution de la projection Dirac par la projection du modele de pixel utilisé.

5.2.1.2 Rétroprojection Mojette

La rétroprojection Mojette est I'opération duale de la projection Mojette. Dans le cas général

elle s’écrit :

fk,l) = Z Zproj(b,p, q) / /pm(x —k,y — Db+ qr — py) dzdy. (5.18)
b Ty

p.q

Avec le changement de variables (5.13)), on obtient :

Fe) =3 S proipa) [ [ pma’ )60+ ata’ +8) = ol + ) da'dy
Pq b zvy

(5.19)
=>"> proj(b,p.q) / /pm(fv’,y’)5(b’ +qx’ — py') da'dy’
Pa b -y
oud =b+ gk —pl.
D’ot1 avec I’équation dans Déquation [5.19] :
F,1) =Y " proj(b, p, q)pmp(b + gk — pl, p, q). (5.20)
p,q b
De I’équation [5.20| on peut déduire :
Fe,1) =" " proj(b, p, ¢)pmp(b + gk — pl, p, )
Pq b
= > proj(b,p,q)A(m + gk — pl)pmp(—(m — b), p, q) (5.21)
pPg b m
=33 " proj(b,p, 9)pmp(—(m — b), p, ) A(m + gk — pl)
p,g m b
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Donc :

fll,1) = " proj(m, p, q)x,pmp(—m, p, ) A(m + gk — pl). (5.22)

g m
Quel que soit le modele de pixel, la rétroprojection Mojette peut s’écrire comme la
rétroprojection Dirac de la projection convoluée par le symétrique du projeté du modele

de pixel.

5.2.2 Transformation Mojette Dirac

La premiére transformation Mojette écrite est celle présentée dans la section|4.2.1.1{ (équation [4.8)).

Elle correspond & la transformation Mojette généralisée utilisée avec un modele de pixel Dirac :

[Ms f](b,p,q) = projs(b,p.q) (5.23)
+oo  +oo

= Y > FDAD+ kg - pl), (5.24)
k=—o0 l=—
1sib=0

0 sinon

avec A(b) = {

5.2.3 Transformation Mojette spline

En utilisant le modele de pixel spline (équation [5.6) dans (équation [5.10]), nous obtenons une

nouvelle version de 'opérateur Mojette :

“+oo “+oo
M f(k,1) = proju(b,pa) = > Y f(k,Dnoyau,(k,1,b,p,q), (5.25)

k=—o0 l=—

avec Too Too

noyau, (k,1,b,p,q) = / Bn(x — k) Bn(y — 1)6(b + gz — py) dzdy. (5.26)

oo J-
Si nous nous plagons dans le cas des spline 0, I’expression noyaug correspond a un filtre trapézoidal
discret. Ce filtre est défini dans [64] comme une convolution discrete de deux suites de valeurs unitaires

de longueur respective p et ¢ :

1sip=0o0uq=0,
é (1..1) % (1..1) si p et g sont impairs,
noyauo (b, p,q) = T T (5.27)
2pq * (11) *w*w et p ou ¢ sont pairs.
p q
L’expression de noyaug(b,p,q) correspond & la projection du modele de pixel spline 0 sur la
géométrie Mojette dans la direction (p, q) [64]. Cela nous permet de relier les expressions des trans-

formations Mojette spline 0 et Dirac :

pT’OjO (bap7 q) = pTOj(S(bvpa q) * noyauo(b,p, q) (528)
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Cette expression s’écrit a ’ordre n comme :

p’l"OjO(b,p, Q) = pT0j5(b,p, q) * noya'uo(b7p7 q) * noyauo(b,p, Q) ook noyauo(b,p, Q) .

n+1

(5.29)

La mise en ceuvre du filtre noyaug se fait par simples additions et décalages comme décrit dans

[64].

5.3 Rétroprojection filtrée Mojette

La rétroprojection filtrée Mojette (ou MFBP Mojette Filtered Backprojection) est une adaptation

en géométrie Mojette de 'algorithme de FBP (section [3.2.4) [75].

5.3.1 Algorithme

L’algorithme de reconstruction MFBP suit les étapes de l'algorithme de FBP classique. Il se

compose de :
1. choix du modele de pixel,
2. projection Mojette,
3. filtrage,

4. rétroprojection Mojette.

Le choix du modele de pixel fixe le projecteur Mojette utilisé. Une fois les projections obtenues,

elles sont filtrées. L’étape de filtrage des projections peut étre effectuée dans le domaine spatial ou

dans le domaine de Fourier. Avant d’étre utilisé, le filtre doit étre échantillonné en géométrie Mojette.

Les filtres utilisés sont le filtre de RamLak et le filtre ko défini par Guédon et Bizais dans [3§].

La rétroprojection est donnée par la rétroprojection Mojette Dirac.

5.3.2 Filtres

5.3.2.1 Le filtre de RamLak

Le filtre de Ramachandran et Lacksminarayanan (RamLak) est un filtre trés connu en recons-

truction filtrée. Dans le domaine de Fourier, son expression est :
F([k(t)]) = K(v) = |v|rect,, (v).

Ce filtre a la forme d’une rampe tronquée dans le domaine fréquentiel.

Dans le domaine spatial, il a pour expression :

K(t) = 1 (’/2 sin (2mvgt) @ [sin (ﬂugt)r)

2 2mvgt 2 gt

Le détail des calculs est donné dans ’annexe [B]

(5.30)

(5.31)
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Filtre rampe dans le domaine fréquentiel
05 T T T T T T

021 -

015 B

01 B

F1G. 5.3 — Représentation fréquentielle du filtre rampe (v3 = 0,5).

En respectant la condition de Shannon avec k = ﬁ, I’équation est discrétisée en fonction

du pas d’échantillonnage 7 [47][p72] :

12 si n = 0,
k(nt) = ¢ —=3—> si nest impair, (5.32)
0 si  n est pair.
Ce filtre (équation |5.32)) se discrétise facilement en géométrie Mojette avec 7 = 2A+ = le pas
p2+q

d’échantillonnage sur la projection dans la direction (p,q) pour un objet dont la taille de pixel est

A.

5.3.2.2 Le filtre kg

Dans cette section la notation kg indique le filtre kg dans le domaine spatial et la notation Kj

indique le méme filtre mais dans le domaine de Fourier.

5.3.2.2.1 Cas continu Le filtre ky a été défini dans [38] & partir de la projection du modele de
pixel spline 0. Le pixel spline 0 est un pixel d’intensité constante sur toute la surface du pixel. Utiliser
un modele de pixel spline 0 revient a effectuer une sommation continue sur la ligne d’intégration. La

projection du modele de pixel spline 0 est trapézoidale (Figure .
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F1G. 5.4 — Projection du modele de pixel spline 0. Pour un angle de projection § = 0, la projection est
un carré de mémes caractéristiques que le pixel, pour ¢ €]0, 7 [ la projection est de forme trapézoidale

et pour ¢ = 7 la projection est un triangle isocele.

Si on écrit le modele de pixel spline 0 de fagon dépendante de la taille du pixel A [38], on obtient :

1si|t] <
Boalt) =1 3silt|=
0si |t| >

> D>

(5.33)

w[>

En utilisant cette formulation, la projection du modele de pixel spline 0 dans la direction 6 s’écrit
[38] :
wO(tvg) = /BO,ACOSO(t) * 60,Asin9(t); (534)

ce qui donne dans le domaine de Fourier :
Wo(v,0) = A%sinc (v cos §)sinc (v sin 0). (5.35)

Wo(v,0) oscille pour des 6 multiples de § mais s’adoucit pour § = 7 (Figure .

] Wy (v,704)
' e WO (V,ﬂ6)
X _ Wy(vmli2)
(t/74)
o b .
N Al ¥
o2 | 05 A\l g 3 4 v

F1a. 5.5 — Représentation de Wy (v, 0)[38]
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En ajoutant une étape de filtrage par le filtre rampe a l’expression précédente I’'équation le

filtre Ky dans le domaine de Fourier va s’écrire :
Ko(v,0) = A?r |v| sine (vA cos 6)sine (vA sin §). (5.36)

Dans le domaine spatial, le filtre ko s’écrit [36] :

2

2 — A(1+smze)' —In

kO(tve) = 4

1 , A .
s <ln = — T(l - bln?G)D ) (5.37)

pour 0 €]0, w/4].

5.3.2.2.2 Discrétisation Le filtre ky va ensuite étre discrétisé en géométrie Mojette avec t =
bA

et tand = %, pour p, q ¢ {0..1}. Nous obtenons dans le cas général :

p>+q?
. . 2pg _ (p+9)? (p—q)?
sin20 = 2sinf cosf = = —l=—-——45+1 5.38
rP+¢ pPEe P+ (538
D’ou
24 2 2 _ (ptq)2
e el )
ko(b,p,q) = 5.39
o(b,p,q) 27pq b2 — (B51)2 (5.39)
Si 0 = 0, c’est-a~dire pour q=0 et p=1, on obtient :
Ko(v,0) = A |v| Sm:” = Asign (v) sin(mv) (5.40)
™
D’apres [54] :
F (sign (z) sin2wbz) = S
'8 men N w2 — b2
+oo )
= / sign (z) sin(27bx)e ™2™ dz.
D’ou :
+o0 )
F~1 (sign (v) sin 27bv) = / sign (v) sin(27bv)e* ' dy
En faisant le changement de variable v — —¢
+oo )
= / sign (€) sin(2mb€)e 247 dy
—o0
_ 1 b
o ma? b2
Donc pour Ky(t,0) par transformation inverse de Fourier :
1 2A
ko(t,0) = —————. A1
0( ,0) T4t2 — 1 (5 )
D’ou en discrétisant avec t = bA (p=1,¢=0) :
A 2
ko(b,1,0) = —— —5——5—. A2
O(a ,0) T 4b2A2 — 1 (5 )
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ko(nd/2,x/4)
Kg(nA/2,x/6)
ko(nd/2x/12)
j kg(nA/2,0)

ko(nA/4,x/4)

vx ' Ko(nA/4x/12)

~— kg(nA/4 X6
ko(nA/4,0)

0 4 Lt

(b)

F1a. 5.6 — (a)Représentation de ko(nA/2,0), (b) Représentation de ko(nA/4,6) [38].

Si b =0, dans le cas général on obtient :

2 2
ko(0,p,q) = PG, ’M‘ : (5.43)
g < |p—q
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Cette formule est valable pour 6 # 0 et 6 # 7.

Si 0 = 0, c’est-a~dire si ¢ = 0, U'expression de kg est :

2A
1,0) = ——5—= 44
kO(bv 70) 7T(4b2A2 _ 1) (5 )
d’ott
2A
ko(0,1,0) = —. (5.45)

Il subsiste néanmoins des problemes de discontinuité.

Dans le cas ot b=0et § = 7 (i.e. p=1,¢ = 1), on obtient :
kO(Oalal) — 400

Un autre cas beaucoup plus fréquent de discontinuité est lorsque b = ’%q oub= 1,

Sip=2k+1etg=2l+1,onobtient b=k + 1+ 1 ou b=k — [ qui correspondent a des points
échantillonnés. Si p = 2k+1 et ¢ = 2l, on obtient b = k +1 —&—% oub==k —l—i—% et on n’est pas sur un
point échantillonné, de méme pour p = 2k et ¢ = 2 + 1. Le cas p et g tous les deux pairs est absent
car PGCD(p,q) = 1. Donc si p et ¢ sont tous deux impairs, il existe deux points de discontinuité.
Ils apparaissent car le filtre rampe agit comme un dérivateur.

Pour résoudre le probleme, nous allons utiliser une condition de Dirichlet. Pour chaque point de

discontinuité b la valeur du filtre sera la moyenne des valeurs calculées a b+ 0.5 et b — 0.5.

F1G. 5.7 — Filtre ko dans la direction (1, 3) et la projection trapézoidale du modele de pixel spline 0

correspondante.

Ce filtre donne un algorithme de rétroprojection filtrée exact s’il est utilisé avec une infinité de

projections.
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5.3.2.3 Le filtre k;

5.3.2.3.1 Cas continu Pour obtenir le filtre ki, on peut suivre le méme raisonnement que
précédemment avec un modele de pixel spline 1.

Le modele de pixel spline 1, 31, s’écrit comme :

Br,a(t) = Bo,a * Bo,a(t). (5.46)

La projection de ce modele de pixel dans la direction 6 va donc s’écrire comme wq (¢, 8) * wq (¢, 9).

Cela va donner pour Ki(v, ) dans le domaine de Fourier :
Ki(v,0) = |v| Alsinc(vA cosf)’sinc (vAsin6)>
= Ko, 0) x Wy(v,0). (5.47)

Apres calculs, le filtre k1 donne dans le cas continu, dans le domaine spatial (voir Annexe |C.1)) :

82 1n ||

—4(t — Asinf
—4(t+ Asiné
—4(t — Acos0)?In |t — Acos 0]

k1(t,0) = 5ooiogy X | —4(t + Acos8)?In|t + Acosd)| , (5.48)
+2(t+ Acosf + Asinf)?In |t + Acosf + Asin 6|
(
(
(

2In|t — Asin 6
2In|t + Asin 6|

)
)

+2(t + Acosf — Asin#)?In |t + Acosf — Asin 6|
+2(t — Acosf + Asin0)?In |t — Acosf + Asin 6|
| +2(t — Acos — Asinf)?In|t — Acos — Asinf| |

Dans le cas particulier ou § = 0, ky s’écrit (Annexe |C.1.2)) :

A
Bi(t,0) =~ [ 21}t~ Inft + A] ~ Inft - A] | (5.49)

5.3.2.3.2 Discrétisation Comme le filtre kg, le filtre k1 va ensuite étre discrétisé en géométrie

Mojette avec t = \/% et tanf = %, pour p, q ¢ {0..1}. Nous obtenons dans le cas général (Annexe
P>+q

C.2) :

8b2In |b|
~4(b—¢)*In[b—q|
—4(b+q)*In|b+q|
—4(b—p)*In|b— p|
ki(b,p.q) =255 x| —a(b+ p)Inb + pl . (5.50)
+2(b+p+q)?In|b+p+q|
2(b+p—q)*Infb+p—q
( )
( )

+

+2(b—p+q)*Infb—p+q|
+2(b—p— q2ln|bfpfq\_

Pour des points comme b = £p, b = £¢, b = 0 nous utilisons lim z?lnxz — 0. Il reste une

z—0

singularité pour langle (1,1) et nous allons utiliser une interpolation.
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5.3.2.4 Le filtre K,,

Pour obtenir le filtre K, il suffit d’utiliser la relation de récurrence entre les différents ordres du
filtre :

}'{1(V7 9) = anl(V, 9) X Wo(l/,a)
Ko(v,8) x Wo(v,0). (5.51)

Le filtre K, va s’écrire comme :

K, (v,0) = Ko(v,0) x Wo(v,0) x --- x Wy(v,0), (5.52)

nfois

ce qui peut aussi s’exprimer comme :
Ko (v,0) = 7 |v] A2 Dsine (vA cos 0)"sine (vA sin 6)" . (5.53)

Ce filtre n’a pas été calculé dans le domaine spatial ni discrétisé en géométrie Mojette. Pour les

simulations qui suivent dans ce manuscrit, nous nous sommes limités a ’ordre 0 puis 1 du filtre &,.

5.3.3 Equivalence continu-discret

Dans cette section, nous allons démontrer I’équivalence entre le schéma de reconstruction par
rétroprojection filtrée Mojette et le schéma continu classique de rétroprojection filtrée. Cette équivalence
sera d’abord décrite pour une projection Mojette spline 0 en utilisant un filtre kq, puis elle sera

étendue a l'ordre n, en utilisant une Mojette spline n et un filtre k,.

5.3.3.1 A Yordre 0O

MO KO ~ M(gk
fO(kJ)—» pO(b7pa Q) pO(b7pa Q) fO(kal)
Spline 0 l Spline 0
R K ~ R*
f0($7y-)—> pO(tae) pO(tae) fO(x7y)

F1G. 5.8 — Equivalence entre les schémas continu et discret.

L’expression dans le domaine de Fourier de Ky (équation [5.36)) est divisée en deux parties : un
filtre rampe parfait et la transformée de Fourier d’un trapeze. Ce trapeze est la projection du modele

de pixel spline 0. L’objet s’écrit alors :

+o00o 400

Flay) =D > fkD)Bo(x — k)Boly — 1), (5.54)

k=0 1=0

et le produit tensoriel de §y correspond a une base de Riesz 2D.
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Application de la tomographie Mojette discrete aux algorithmes standards de la tomographie

En utilisant l'algorithme de rétroprojection filtrée Mojette, 'objet f(k,1) est projeté en utilisant
la projection Mojette spline 0. Dans le domaine spatial, les projections sont ensuite convoluées avec
le filtre kg, ce qui revient a les convoluer avec le filtre rampe puis avec un trapeze. La derniere
étape est la rétroprojection Mojette Dirac. En utilisant I'équation [5.22] ces étapes sont équivalentes
a une projection spline 0 Mojette, une étape de filtrage avec un filtre rampe et a une étape de
rétroprojection spline 0 Mojette. L’objet obtenu est une image de coefficients discrets. Donc pour
revenir a l’objet continu, nous devons utiliser la fonction é(x), or pour les splines 0 é(x) = B(x).

Ce schéma assure une équivalence continue/discrete a chaque étape de lalgorithme (Figure
en utilisant comme opérateur de préfiltrage et de post-filtrage les splines 0 [77].

Le schéma mis en ceuvre sera alors constitué d’un opérateur de projection utilisant I’échantillonnage

Mojette, un filtre rampe spline 0 et d’un opérateur de rétroprojection Mojette [78] : My KoM, = Ido.

5.3.3.2 Ordre n

Cette équivalence peut étre étendue a ordre n de spline (Figure [5.9).

P folk ) M po(bp,a) ko bolb.pa) = folkiD) 2 folay)
fom el O OAED M pepg " BGpg Foak) ®oAEy

: ¥, wo (b, p, q)

Bop ) M g ) k) B faey)

Fic. 5.9 - Equivalence continue/discrete généralisée en utilisant un modele de pixel spline et des

filtres fondés sur les splines.

En utilisant une interpolation spline n pour 'objet, ’équivalence entre 1’objet continu f(z,y) et
sa version discrete f(k,l) est assurée. Le filtre k,, est mis en ceuvre comme une étape de filtrage par
le filtre rampe, suivi de n convolutions avec wq. L’étape de rétroprojection Mojette Dirac suit. Si on
considere les deux parties du filtrage comme étant deux étapes distinctes, les n convolutions avec wy
suivies de I'étape de rétroprojection sont équivalentes a une étape de rétroprojection spline n.

L’objet reconstruit ¢, (k,l) est en fait une image de coefficients, pour revenir & ’objet continu,

nous devons utiliser la fonction duale de I'interpolateur spline, c’est I’étape de post-filtrage.

5.3.4 Comparaison de la rétroprojection filtrée Mojette Dirac et spline 0

Nous utilisons des directions de projection uniformément réparties sur [0, 7[ en minimisant le
nombre de bins pour comparer les deux reconstructions. Nous expliquerons dans la section pour-
quoi nous avons choisi cette répartition angulaire. Nous allons reconstruire une image Dirac de
taille 128 x 128 (Figure a)) avec une projection Mojette Dirac, suivie d’un filtrage ko et d’une

rétroprojection Mojette Dirac d’une part et avec une projection Mojette spline 0 suivi d’un filtrage
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5.3 Rétroprojection filtrée Mojette

ko et d’'une rétroprojection Mojette Dirac d’autre part. L’image reconstruite est normalisée et la
ligne contenant le Dirac est extraite (Figls.10).

Nous pouvons observer les différences de reconstruction sur l'image Dirac avec ces projections
convoluées avec un ou deux trapezes. Avec le schéma Mj KoMy, les projections restent dans I’espace
de Sobolev grace au modele de pixel spline 0 (section . Avec le schéma M; KoMs, il n'y a
qu’une convolution par un trapeze lors du filtrage par kq. Les projections filtrées ne sont pas dans
Pespace de Sobolev, 1’équivalence continue/discret n’est pas assurée.

L’utilisation du schéma Mj KoMy permet de lisser les projections avec un trapeze de plus et
I'image reconstruite est de meilleure qualité, que ce soit pour 64, 128 ou 256 projections (Figb7

Fig|5.10ld et Figl5.10f).

Avec le schéma MjKoMs, il y a des irrégularités dans I'image reconstruite autour du Dirac
(Figa, Figc et Fige), autrement dit on visualise la non application du théoreme
d’Unser/Aldroubi dans ce cas.

Dans les deux cas, plus le nombre de projections augmente, meilleure est la reconstruction.

L’algorithme de rétroprojection filtrée Mojette fondé sur le modele de pixel spline 0 peut facile-
ment s’étendre a 'ordre n. L'opérateur Mojette M;s et son dual M permettent de se projeter dans
I’espace des projections et de revenir dans le domaine de I'image sans perte d’information car il n’y
a pas d’interpolation sur les projections du fait de la géométrie Mojette.

Le filtre résultant peut étre calculé presque partout, sauf aux points ou le trapéze n’est pas
dérivable ; en ces points, sa valeur est approximée. Ces singularités n’avaient pas été mises en relief

dans [38] avec un échantillonnage et une projection conventionnels.

5.3.5 Etude de I’espace nul lors d’une reconstruction Mj Ky M,

Pour obtenir une représentation de l’espace nul, nous effectuons une rétroprojection tomogra-
phique Mojette spline 0 sur deux fantéomes numériques simples. Le premier est une image Dirac et
le deuxieme est une image de taille 128 x 128 avec un carré de taille 17 x 17 centré dans 'image. Le
fond de 'image est & 0. Nous avons utilisé une condition de Dirichlet sur les bords du carré [36]. La
partie centrale du carré de taille 15 x 15 est a 1, les bords ont la valeur % et les coins ont la valeur
i (Figure . Les images reconstruites sont normalisées. La valeur maximum est ramenée a 1 a
I’aide d’un facteur de normalisation, le zéro n’est pas modifié et les autres valeurs sont obtenues par
interpolation linéaire.

Nous allons étudier 1'espace nul de la rétroprojection filtrée Mojette spline 0 en calculant les
différences entre les images originales et reconstruites.

Les deux fantomes sont testés avec 64, 128 et 256 projections et la figure [5.12) montre les résultats

pour le fantéme Dirac et la figure pour le fantome carré.

Comme montré par les images de différence, dés que le nombre de projections est égal a la taille

de 'image, les dégradations de 'image se réduisent.
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F1a. 5.10 — Ligne d’une image Dirac reconstruite avec une rétroprojection filtrée Mojette. (a) Image
reconstruite avec 64 projections et un schéma My KoMs. (b) Image reconstruite avec 64 projections et
un schéma M KoMy. (c) Image reconstruite avec 128 projections et un schéma M7 KoM;s. (d) Image
reconstruite avec 128 projections et un schéma M Ko Mj. (e) Image reconstruite avec 256 projections

et un schéma My KoM;. (f) Image reconstruite avec 256 projections et un schéma My KoM,.
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5.4 Conclusion

F1G. 5.11 — Fantome carré de taille 128 x 128.

(a) (b) (©) ()

F1G. 5.12 — Reconstruction d’une image Dirac avec un schéma My KoMy. (a) Image originale. (b)

Différence normalisée entre I'image reconstruite et I'image originale pour 64 projections (facteur de

normalisation WZG). (c) Différence normalisée entre 'image reconstruite et 'image originale pour
1

128 projections (facteur de normalisation g45). (d) Différence normalisée entre I'image reconstruite

et I'image originale pour 256 projections (facteur de normalisation les)'

L’intérét du deuxieme fantome est de montrer les dégradations sur les bordures. La figure [5.14]
représente une coupe du fantome carré reconstruit. Plus le nombre de projections est grand, meilleure

est la reconstruction des bords du carré.

5.4 Conclusion

Nous avons défini dans ce chapitre un opérateur Mojette généralisé dépendant d’un modele de
pixel. A Taide de ces opérateurs et de filtres dépendants de la géométrie du probléme, nous avons
réécrit en géométrie discrete Mojette un algorithme de reconstruction tomographique classique, 1’al-

gorithme de rétroprojection filtrée.
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(a) (b) (c) (d)

F1G. 5.13 — Reconstruction du fantéme carré avec un schéma Mj KyMy. (a) Image originale. (b)

Différence normalisée entre I'image reconstruite et I'image originale pour 64 projections (facteur de

normalisation Wl%). (c) Différence normalisée entre 'image reconstruite et 'image originale pour
1

128 projections (facteur de normalisation g4=5). (d) Différence normalisée entre I'image reconstruite
1

et 'image originale pour 256 projections (facteur de normalisation 54z5)-

L’utilisation de modeles de pixel qui sont des bases de Riesz et qui répondent aux criteres des
filtres utilisés dans la théorie générale d’échantillonnage d’Unser/Aldroubi nous permet de dériver un
schéma, de reconstruction ou 1’équivalence entre les modeles continu et discret est assurée a chaque
étape.

Cet algorithme donne une bonne reconstruction sans bruit et avec un schéma Mj KoMy. Nous
allons le comparer & une reconstruction classique et voir son comportement sur d’autres fantémes

sans ou avec bruit sur les projections.
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5.4 Conclusion

Fic. 5.14 — Ligne de l'image reconstruite passant par le milieu du carré d

normalisée. (a) 64 projections. (b) 128 projections. (c¢) 256 projections.
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6.1 Introduction

Pour évaluer l'algorithme de reconstruction de rétroprojection filtrée Mojette nous I’avons mis
en ceuvre sur des fantomes numériques simples.

Nous rappelons tout d’abord la méthode de référence d’évaluation de la qualité des images
médicales et les criteres d’évaluation de la qualité. Nous avons utilisé une méthode un peu simplifiée
pour I’évaluation de la qualité de nos images simulées car le type de validation que nous recherchons
est un peu en amont d’un changement de caractéristiques dans un algorithme : ici c’est la nature
de T'algorithme que l'on teste pour savoir si la tomographie discrete peut égaler grossierement les
méthodes usuelles.

Pour utiliser les méthodes de reconstruction Mojette, une premiere étape a été de choisir les angles
de projection. Ces angles choisis, nous comparons les méthodes de reconstruction Mojette purement
discretes puis continues-discrétes. Ensuite nous avons comparé notre méthode de rétroprojection
filtrée Mojette a une méthode classique de reconstruction sans et avec bruit sur les projections et
avec différents fantomes.

Pour finir nous comparons la méthode de rétroprojection filtrée Mojette a la reconstruction par

gradient conjugué pour comprendre la meilleure adéquation logicielle de la tomographie discrete.

6.2 Evaluation de la qualité des images

Le probleme pour mesurer la qualité d’une image est de trouver une métrique qui ait du sens et uti-
liser un observateur idéal qui connait toutes les informations de I'image. La principale préoccupation
est de mettre en correspondance des données cliniques et celles acquises en laboratoire avec les études
d’images de fantéme avec les performances des systemes d’imagerie au niveau clinique.

L’évaluation des systemes d’imagerie dépend de la tache pour lequel le systéme a été construit.
Ses performances sont mesurées en deux étapes [I].

Premieérement, la performance du systeme par rapport a la tache qui lui a été assignée peut
étre mesurée en évaluant comment un observateur bayésien idéal accomplirait la tache en utilisant
seulement les données saisies, c’est-a-dire avant qu’elles ne soient présentées comme une image a un
observateur humain. Cela peut étre fait pour certaines taches bien définies et cela conduit a une
description de la qualité des données saisies en termes de rapport signal/bruit pour un observateur
idéal.

La deuxieme étape comporte la mesure de la performance par rapport a I'exécution de la tache
par des observateurs en utilisant des données d’affichage. Dans ce cas, ’évaluation est faite en termes
de courbe caractéristique du fonctionnement du récepteur (ROC : Receiver Operating Characteristic)

et la qualité des données affichées peut étre indiquée par le rapport signal sur bruit.
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6.2 Evaluation de la qualité des images

Ces deux étapes d’évaluation de la qualité sont complémentaires. L’analyse des données saisies a
I'avantage de permettre ’étude de 1’évolution des performances du systéeme d’imagerie en modifiant
divers parametres. Dans certaines circonstances, cette approche peut permettre le calcul du meilleur
rapport signal sur bruit réalisable, mais il ne permet pas de prévoir le comportement de 1’observateur
humain. Cette approche nécessite également des données acquises en laboratoire et des informations
sur le systeme d’imagerie tels que la MTF (Modulation Transfert Function) et la puissance du bruit ou
le spectre de Wiener. Les courbes ROC fournissent une évaluation complete de la qualité des données
affichées qui tient compte du comportement de 1’observateur, mais elles nécessitent du temps et des
ressources pour étre calculées.

Le cadre proposé dans ce rapport relie les mesures purement objectives de la performance du

systeme avec ’évaluation subjective de la qualité de I'image.

6.2.1 Les objets reconstruits

Pour un systeme d’imagerie médicale, les données se présentent comme un ensemble de N me-
sures discretes {g1, g2, ...,gn} oll gy représente la nieme mesure. Les données peuvent étre rangées
en vecteurs colonnes g de dimension N. g peut représenter par exemple les pixels d’une image re-
construite. L’espace des données est considéré comme étant de Hilbert Lo, ce qui permet d’utiliser les
définitions usuelles du produit scalaire et de sa norme [59][p562]. L’objet peut étre considéré comme
une fonction f(r) continue de dimension 2 ou 3 qui peut aussi dépendre du temps.

L’opérateur d’imagerie décrit une correspondance entre I’espace de I’objet et ’espace des données.
Il peut s’écrire comme :

b=Hf+n (6.1)

ou l'opérateur H est 'opérateur d’imagerie qui décrit la correspondance image de départ f données

g. C’est un opérateur intégral définit comme :
o = /f(r)hm(r)dzr =1, M, (6.2)

et hy,(r), appelé la sensibilité de la fonction, donne la contribution de la m® mesure de 'objet au
point r. Le vecteur n représente le bruit. Le bruit ne peut étre qu’additif. En général le bruit est la

différence entre les données attendues en ’absence de bruit et les données réelles :
n=<g>-g, (6.3)

ou < g > est la moyenne de g. Dans le cas d’imagerie médicale, le bruit peut étre un bruit photonique.
Pour un état j qui peut étre soit 1’état signal présent, soit ’état signal absent, la moyenne sur

les données est :
<g>=H<f>;=Hf; (6.4)

ot f; est 'objet moyen dans la classe j.
Pour écrire le processus d’imagerie comme (équation [6.1]), la seule hypothese nécessaire est qu’il

soit linéaire [59][p562]. La fonction de sensibilité est étroitement reliée a la matrice d’interférence qui
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décrit comment des coefficients de Fourier particuliers de 'objet peuvent étre obtenus a partir d’un
ensemble discret de mesures.

Pour des taches de classification, chaque état, appelé hypothese, représente un objet ou une classe
d’objets selon que 1'on se place dans le cas d’un signal aléatoire ou non.

Quand le nombre de coups pour chaque détecteur est supérieur a 10, on peut faire une approxi-

mation gaussienne du bruit poissonnien [44].

6.2.2 Détermination des taches servant de références pour la mesure de
la qualité d’une image
Pour évaluer un systéme d’imagerie, il faut au préalable connaitre [7] :
1. quelle est la tache affectée au systeme (quelle va étre I'utilisation des images) ;
2. quel est le type de I'observateur qui va accomplir cette tache;

3. avoir une connaissance compléte des propriétés statistiques de l'objet a reconstruire et des

images résultantes [57, [].

En imagerie médicale les taches sont généralement de deux ordres, elle peuvent étre de classification

ou d’estimation.

6.2.3 Métriques significatives de mesure de la qualité

Les métriques pour étre significatives doivent utiliser le transfert en niveau de gris, la MTF
(Modulation Transfert Function) pour connaitre la résolution du systeme, la NPS(v) (Noise Power
Spectrum) pour connaitre le bruit et le coit en dose () pour les données d’entrées. Elle doivent avoir
un fondement en théorie de décision statistique (dépendre d’une tache) et utiliser sous certaines
hypotheses la DQE (Detector Quatum Efficiency).

La DQE est un résumé des métriques, dans le domaine temps-fréquence elle s’exprime comme :

_ SNRZ,(v)

out

DQE(v) = SN ()

Cette valeur est toujours inférieure a 1. Le SNR (Signal to Noise Ratio) est calculé pour une tache
en particulier. Un coefficient de DQE de 0.7 est considéré comme bon.

Une autre métrique est le NQE (Noise Quanta Equivalent) :

_ pMTF(v)

NQE(v) NPSW)

ol G est le transfert en niveau de gris.

Ces métriques caractérisent le systeme d’imagerie.

Le NEQ prend en compte le gain du systéme, la fonction de transfert du systeme et le NPS
(Power Spectrum of the Noise).

Le SNR regroupe les informations provenant du NEQ, de la différence de signal et de la perfor-

mance de ’observateur.
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6.2 Evaluation de la qualité des images

Dans un contexte de radiologie ou plus généralement d’imagerie médicale, la qualité d’une image
est jugée par rapport a son utilité pour un diagnostic. La qualité d’'une image est, pour des mesures

plus objectives, reliée a son contraste, au bruit qu’elle contient et a sa résolution spatiale.

6.2.4 Courbe ROC

Pour évaluer la capacité d'une classe d’image a révéler un certain type de pathologie, on utilise
souvent des mesures plus subjectives que les métriques décrites précédemment. Ce type d’analyse
implique 'utilisation d’observateurs qui vont dire si ils voient quelque chose d’anormal dans I'image,
et avec quel seuil de confiance dans un grand panel d’images. Bien que plus subjective, la courbe
ROC [16] (Receiving Operator Caracteristic) donne une mesure plus directe des performances du
systeme d’imagerie ou de la méthode évaluée. L’utilisation de la ROC est particulierement utile pour
comparer deux procédés.

Pour effectuer une analyse ROC sur un systeme d’imagerie, il faut créer ou acquérir un ensemble
d’images qui contient a la fois des cas normaux et anormaux. Une série d’image est acquises. Dans
cette série, une pathologie est présente la moitié du temps et les images qui la présentent sont
connues. L’observateur regarde séquentiellement chaque image et doit les classer dans différentes
catégories selon son observation. Il existe cing catégories selon qu’il pense que la tumeur est absente,
stirement absente, probablement absente, incertaine, probablement présente, présente (échelle de 1 a
5). Ces intervalles de confiance présentent différents seuils de décision. Le choix du seuil de décision
détermine la différence entre sensibilité et spécificité.

Les réponses de cette classification se présentent sous forme de deux histogrammes (figure .
Parce que les images sont bruitées, il y a un certain recouvrement des distributions. Ce recouvrement
conduit a des faux positifs et des faux négatifs. Le seuil de décision peut étre modifié. Si il est déplacé
vers la gauche, le nombre de faux négatifs diminue et la détection de vraies tumeurs est améliorée
(sensibilité) mais le nombre de faux positifs augmente et la non détection de tumeurs non réellement
présentes va étre diminuée (spécificité).

A chaque seuil de décision la sensibilité et la spécificité sont calculées. La sensibilité est la capacité
a détecter une lésion quand elle est réellement présente alors que la spécificité est la capacité de dire
si la lésion est absente quand elle est vraiment absente. La ROC est un graphe de la fraction de
vrais positifs par rapport aux faux positifs pour chaque seuil de décision. Pour chaque seuil on peut
déterminer les TP (true positive), TN (true negative), FP (false positive) et FN (false negative). Avec
ces valeurs, on peut calculer la fraction de faux positifs (FP/(FP+TN)) et la fraction de vrais positifs
(TP/(TP+FN)). En prenant plusieurs seuils, on trace la courbe ROC (figure[6.2)). Un systeme ayant
100% de sensibilité et de spécificité est représenté par la ligne & gauche et en haut du graphe. Si on
fait une estimation au hasard, c’est une courbe a 45 degrés que l'on obtient. Plus un systéeme a sa
courbe ROC qui se rapproche de celle & 100%, meilleur il est.

Comme la courbe ROC dépend de la sélection d’objets tests, elle était d’abord utilisée pour com-
parer deux systemes d’imagerie. Mais elle peut aussi étre utilisée pour comparer deux observateurs.

Les courbes ROC sont un résumé des performances d’un systeme d’imagerie pour la qualité des
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Fic. 6.1 — Diagramme décrivant les bases de la théorie de décision. Les images sans lésions sont

représentées par 1’histogramme de gauche, les images avec lésion sont représentées & droite. [16]
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F1G. 6.2 — Courbe ROC [I6]

images par rapport a une tache donnée.

Les courbes ROC permettent d’évaluer un systeme d’imagerie dans son ensemble. Nous ne nous
sommes pas attachés a évaluer les performances de 1'observateur. Comme nous disposons des images
originales lors de nos simulations, nous avons préféré évaluer les capacités de reconstruction de nos
algorithmes par rapport a cette image initiale en utilisant une MSE sur toute I'image ou juste sur

une partie du fantome.
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6.3 Choix des directions de projection

6.3 Choix des directions de projection

Une premiere étude est a effectuer pour choisir les angles les plus appropriés a la reconstruction.
Pour choisir la meilleure méthode de reconstruction nous utilisons la MSE.

Le choix des angles de projection pour l'algorithme de rétroprojection filtré Mojette peut se faire
de fagons diverses [80].

Pour les algorithmes rétroprojection filtrée en continu, les projections sont réparties de maniere
uniforme sur [0, 7[. En effet, un tomographe classique est constitué de capteurs animés d’un mouve-
ment de rotation lors de I'acquisition des données.

Dans notre cas, 'algorithme de reconstruction nécessite des angles discrets de la forme 6 =
arctan(%) avec PGCD(p, ¢) = 1. Une méthode d’obtention de ces angles a été décrite dans la section
[4:21.3] avec l'utilisation des suites de Farey. Les méthodes étudiées dans le cadre de ce manuscrit
pour choisir les angles de projection sont toutes fondées sur les suites de Farey alors que pour les
autres applications de la transformation Mojette I'optimisation angulaire conduisait & une répartition
angulaire compacte.

Pour comparer ces reconstructions, nous avons mis en ceuvre 'algorithme de rétroprojection filtré
Mojette sur le fantéme carré. Une partie de ce travail spécifique a été réalisé avec la collaboration

de Peggy Subirats alors en stage de DEA.

6.3.1 Directions de projections données selon une suite de Farey F),

Si pour choisir les directions de projection, on se fonde sur les suites de Farey, la suite de Farey
Fi58 va nous donner toutes les directions discretes possibles dans une image de taille 129 x 129,
c’est-a-dire 20088 directions de projection. Pour reconstruire le fantéme carré, nous pouvons utiliser
toutes ces projections, mais il est trés grand et nécessite le calcul d’un grand nombre de bins (16384
bins pour la projection (1,128) pour une image (128 x 128)).

Une autre solution est d’utiliser un ordre de la suite de Farey qui donne un nombre de projections
équivalent a un nombre de projections classique. Pour le fantéme carré, nous pouvons prendre la
suite de Farey Fio qui est composée de 128 projections (figure .

Nous pouvons remarquer qu’en choisissant un découpage de l'espace avec des suites de Farey, les
angles ne sont pas uniformément répartis sur [0, 7r[. Si le nombre de projections n’est pas trop grand,
comme dans Fjg, on remarque que certains secteurs angulaires sont moins finement échantillonnés
que d’autres, notamment pres de I’horizontale, de la verticale et des premiere et deuxieme bissectrices
du plan. Cet échantillonnage va donner des erreurs de reconstruction sur les détails, en particulier

les bords du carré.

6.3.2 Projections uniformément réparties sur [0, 7]

Pour se rapprocher du choix des angles qui est effectué en continu et éviter ce sous-échantillonnage

de certains secteurs angulaires, nous allons choisir des projections uniformément réparties sur [0, 7[.
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F1G. 6.3 — Série de Farey d’ordre 10, 128 projections

Pour le fantéme carré, nous choisissons 128 directions de projection discrétes parmi les 20088 (Fiag)

qui angulairement s’approchent le plus de la répartition uniforme (figure [6.4)).

F1G. 6.4 — 128 directions de projections (p, q) issues de Fiog uniformément réparties sur [0, 7|

6.3.3 Projections uniformément réparties sur [0, 7| avec minimisation du

nombre de bins

Les projections uniformément réparties ont encore pour certaines un nombre de bins tres élevé.
Ce nombre de bins élevé pose des problemes pour le temps de calcul et pour le bruit. La solution
choisie pour contourner ce probleme est de choisir des directions de projection les plus uniformément

réparties possible tout en minimisant le nombre de bins sur les projections [79]. Pour cela, autour

k.
1287

projection discretes qui se trouvent dans ce secteur angulaire, celle qui donne la projection avec le
moins de bins est choisie (figure [6.5)).

de chaque angle de la forme k € Z, un angle de tolérance est choisi et parmi les directions de
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6.3 Choix des directions de projection

F1a. 6.5 — 128 directions de projections (p, q) issues de Fiog uniformément réparties sur [0, 7] en

minimisant le nombre de bins des projections résultantes.

6.3.4 Comparaison des reconstructions selon le choix des angles.

Pour comparer les reconstructions, nous allons utiliser la MSE calculée sur une zone de taille
23 x 23 centrée sur le carré de sorte a avoir un compromis entre le calcul de 'observateur qui se
focalise sur cette région d’intérét et la MSE globale qui n’a pas d’intérét sémantique. Les images

reconstruites sont normalisées entre 0 et 1.

La reconstruction avec les 20088 angles donne de bons résultats mais est tres longue a calculer
et n’est pas réaliste en termes de nombre de projections par rapport a une géométrie d’acquisition

continue.

Si on choisit 128 directions de projections issues de Fig, on remarque effectivement sur I'image de
reconstruction (figure b)) possede des défauts de reconstruction dans les directions horizontale,
verticale et obliques, ce qui montre que le défaut d’échantillonnage dans ces directions donne des

erreurs de reconstruction. Ces défauts de reconstruction se voient d’autant mieux sur I'image d’erreur
(figure[6.7(c)).

Les reconstructions avec 128 angles discrets répartis uniformément permettent une reconstruction
sans les défauts de reconstruction obtenus avec 128 projections issues de F10. La MSE autour de
I'objet est plus faible si les angles sont uniformément répartis sans optimisation du nombre de
bins. Mais la différence entre les deux méthodes reste faible. La méthode de choix d’angles avec
optimisation du nombre de bins permet un calcul plus rapide des images résultats [81]. Elle a été

utilisée dans la suite des simulations.
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(a) (b) (c)

(e) () (8) (h)

FI1G. 6.6 — (a) Reconstruction avec 20088 angles (Fiag), MSE = 0,00798, (b) Reconstruction avec
128 angles (Fig), MSE = 0,13467, (c¢) Reconstruction avec 128 angles uniformément répartis sur
[0,#[, MSE = 0,00033, (d) Reconstruction avec 128 angles uniformément répartis sur [0, 7] et
minimisation du nombre de bins, MSE = 0,00051, (e) Image d’erreur entre I'image originale et
Iimage reconstruite (a), (f) Image d’erreur entre l'image originale et I'image reconstruite (b), (g)
Image d’erreur entre I'image originale et I'image reconstruite (c), (h) Image d’erreur entre l'image

originale et I'image reconstruite (d).

6.4 Comparaison de la rétroprojection filtrée discrete exacte

avec la rétroprojection filtrée Mojette

Nous allons comparer notre méthode de reconstruction tomographique Mojette discrete exacte
avec la rétroprojection tomographique filtrée Mojette qui est fondée sur un schéma continu-discret.
Cette comparaison s’effectue sur un fantome carré de taille 64 x 64 avec un carré 9 x 9 de valeur 1
en son centre, les bords du carré sont fixés a % et les coins a %. Les directions de projections sont

données par les suites de Farey Fig (320 projections), F32 (1296 projections) et Fg4 (5040 projections)

(Table [6.1)).

La suite de Farey Fg4 donne plus de directions de projections que nécessaire pour reconstruire
exactement le fantome 64 x 64 avec la méthode de reconstruction filtrée exacte Mojette car elle peut

étre obtenue avec les directions de projection de Fgsz (section [4.3). Les images reconstruites sont
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(a) Image originale (b) Image reconstruite (c) Image d’erreur avec

un facteur de normalisation

0.280

F1G. 6.7 — Reconstruction avec 128 angles (série de Farey d’ordre 10) avec convolution des projections

par le filtre kg et une rétroprojection Mojette.

normalisées. La MSE est calculée sur toute I'image.

Pour un nombre d’angles trés insuffisant pour la reconstruction exacte discrete Mojette Fig, la
rétroprojection Mojette filtrée donne de meilleurs résultats en ’absence de bruit. Avec un nombre
d’angles plus important (F3a, Fgs) les résultats de reconstruction de la rétroprojection filtrée Mo-
jette évoluent peu. En revanche la reconstruction Mojette exacte donne de tres bons résultats de

reconstruction en terme de MSE.

6.5 Comparaison de la rétroprojection filtré Mojette et de la

rétroprojection filtrée classique

6.5.1 Mise en ceuvre de la rétroprojection filtrée classique

Pour pouvoir évaluer notre méthode de reconstruction, nous ’avons comparée a une méthode de
rétroprojection filtrée classique. Cette méthode a été mise en ceuvre comme il suit.

Le nombre de bins sur chaque projection est fixé quelle que soit la direction de projection. Lors
de la projection d’un pixel de I'image, ce pixel ne se projette généralement pas sur un bin mais entre
deux bins (figure [6.8).

La valeur affectée aux bins b, et b, dépend de A, et Ay avec by = waleur a t X Ay et by =
valeur a t X Aq.

L’étape de rétroprojection a été mise en ceuvre comme suit. Pour chaque projection de centre de
pixel sur une projection, la valeur rétroprojetée dans le pixel est calculée par interpolation linéaire
entre les valeurs des deux bins les plus proches. La valeur rétroprojetée sera valeur du pizel = by X
Ay +bg x Ag.
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TAB. 6.1 — Comparaison de la reconstruction filtrée exacte Mojette et de la rétroprojection filtrée
Mojette My KoMy sur un fantome carré 64 x 64 avec des directions de projections données par les
suites de Farey d’ordre 16, 32 et 64. (a) Images reconstruites par reconstruction filtrée discréte exacte
Mojette, (b) Images d’erreurs entre les images reconstruites par reconstruction filtrée discrete exacte
Mojette et I'image originale, (c¢) Images reconstruites par rétroprojection filtrée Mojette, 'objet est
projeté par un projecteur Mojette spline 0, filtré par un filtre kg et rétroprojeté par rétroprojecteur
Mojette. (d) Images d’erreurs entre les images reconstruites par rétroprojection filtrée Mojette et

I'image originale

F16 F32 F64

MSE = 0.01084 MSE = 0.00001 MSE =0

MSE = 0.00055 MSE = 0.00048 MSE = 0.00046
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Fia. 6.8 — Projection Classique

Avec cette mise en ceuvre, seul le cercle circonscrit au carré de I'image est reconstruit.
Pour effectuer des comparaisons de reconstruction, nous avons travaillé sur la reconstruction du
fantome carré 128 x 128 avec un fond nul et sur la reconstruction du fantéme rond 128 x 128 avec

un fond nul. Quelques reconstructions ont aussi été simulées sur des fantoémes & fond non nul.

6.5.2 Reconstruction sans filtrage et sans bruit

Nous effectuons une reconstruction sans filtrage pour montrer les structures qui apparaissent
apres ’étape de projection/rétroprojection pour un choix d’angle classique (figure ou Mojette
(figure de sorte a comprendre visuellement les artefacts structurels des filtres ensuite.

La figure [6.9la montre I'image originale, la figure [6.9/b montre la reconstruction avec 128 angles
uniformément répartis et la figure [6.9}¢ montre la différence en valeur absolue entre I'image recons-
truite et I'image originale qui met en valeur les artefacts de ’espace nul.

L’image reconstruite est normalisée. La valeur maximum est ramenée a 1, le zéro n’est pas
modifié et les autres valeurs sont obtenues par interpolation linéaire. L’image de différence est aussi
normalisée.

La figure [6.10] montre la méme image en utilisant un projecteur et un rétroprojecteur Mojette.
Les directions de projection choisies sont 128 angles discrets uniformément répartis sur [0, 7|, choisis
dans Fjog avec minimisation du nombre de bins (cf. section .

A Dextérieur de I'objet carré, selon la méthode de reconstruction choisie, la reconstruction est
isotropique (figure c) ou anisotropique (figure selon I’échantillonnage angulaire choisi.

L’intérieur de 'objet est mieux reconstruit avec le schéma Mojette d’apres les images d’erreur.

Cela est particulierement visible sur les bords et les coins du carré.
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(a) Image originale (b) Image reconstruite avec un (¢) Image d’erreur avec un facteur

rétroprojecteur classique de normalisation de ﬁ

Fi1G. 6.9 — Image reconstruite avec 128 angles uniformément répartis dans une géométrie classique

apres une étape de projection/rétroprojection.

Le flou introduit par I’absence d’étape de filtrage est trés différent pour les deux méthodes. Il est

la aussi isotropique pour la géométrie classique et anisotropique pour la géométrie Mojette.

a) Image originale b) Image reconstruite avec un ¢) Image d’erreur avec un facteur
(a) Tmage orig g &

rétroprojecteur Mojette de normalisation de Wlm

F1G. 6.10 — Image reconstruite avec 128 angles uniformément répartis sur [0, 7|, sans filtrage des

projections et avec un rétroprojecteur Mojette.
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6.5.3 Rétroprojections filtrées en absence de bruit
6.5.3.1 Comparaison des reconstructions avec les filtres de RamLak et kg

Nous allons comparer les rétroprojections filtrées en absence de bruit pour une géométrie Mojette
et une géométrie classique en utilisant les filtres de RamLak (Table et ko (Table [6.3). Pour le
cas Mojette, le projecteur est le projecteur spline 0.

Le fantome reconstruit est le fantome carré 128 x 128 avec un fond nul. Les images reconstruites
sont normalisées, ainsi que les images d’erreur. La MSE est calculée sur toute 'image.

Les images reconstruites sont de meilleure qualité en terme de MSE avec le schéma Mojette que
ce soit pour un filtrage RamLak ou un filtrage kq. Il n’y a pas de différence notable en terme de MSE
lorsqu’on compare les images reconstruites avec le filtre kg ou le filtre RamLak.

L’utilisation de filtres dans le cas Mojette permet d’oter l'anisotropie de la reconstruction a
Pextérieur de I'objet comme c’était le cas sans filtre (figure .

Pour la reconstruction en géométrie classique, les projections sont de 128 bins. Les bords du carré
ne sont pas bien reconstruits car la condition de Dirichlet n’est pas satisfaite sans suréchantillonnage
sur les projections [3§].

Ce probleme de non suréchantillonnage est le méme en géométrie Mojette pour les projections
(1,0) et (0,1). Ces projections n’ont que 128 bins, la condition de Dirichlet n’est pas satisfaite et il

y a des artefacts en dehors de 'objet dans ces directions.

6.5.3.2 Comparaison des reconstructions avec des fantomes a fond non nul

Nous nous sommes intéressé a la reconstruction de fantémes a fond non nul pour mettre en
évidence d’autres types d’artefacts dus au fond.

La premiere image de test est a nouveau un fantome carré 128 x 128 avec un objet 17 x 17 en
son centre. La partie centrale 15 x 15 du carré est a la valeur 1, les bords sont a la valeur g et les
coins a 1—76 (figure ) Le fond est fixé a 1. Ce fantome respecte une condition de Dirichlet.

Le second fantome est un disque de 21 pixels de diametre et la valeur des pixels sur les bords
dépend de la surface interceptée entre le pixel et le disque. Les pixels entierement compris dans le
disque sont fixés a 1 et le fond est fixé a 1 (figure )

Les coins du carré sont des objets plutot rares dans des images médicales, méme si ce genre de
forme peut apparaitre avec des os, mais ils provoquent des hautes fréquences dans le domaine de
Fourier. C’est utile pour tester la linéarité et I'invariance par translation de ’algorithme.

Les artefacts de reconstruction avec un fond non nul sont différents sur le fantome carré de ceux
obtenus sur le fantéme & fond nul. Ils sont beaucoup moins marqués dans les directions (0, 1) et (1,0)
mais on les voit apparaitre pour d’autres directions de projection, notamment sur les images d’erreur.
Néanmoins, ce sont toujours des artefacts en strie que nous retrouvons pour les deux fantoémes.

Sur le fantome rond, les artefacts de reconstruction sont isotropes contrairement au fantome

carré. La géométrie du fantéme n’induit pas d’artefacts particuliers dans les directions obliques.
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TAB. 6.2 — Rétroprojection filtrée avec le filtre de RamLak. Les rétroprojections sont mises en
ceuvre avec 16, 32, 64 et 128 projections uniforméments réparties sur [0, 7r[. (a) Images résultats de
rétroprojection filtrée classique avec un filtrage RamLak, (b) Images d’erreur entre le résultat de la
rétroprojection filtrée classique et I'image originale, (b) Images résultats de rétroprojection filtrée
Mojette avec un filtrage RamLak, (d) Images d’erreur entre le résultat de la rétroprojection filtrée

Mojette et I'image originale

I =128

MSE = 0.00332 MSE = 0.00029 MSE = 0.00023

MSE = 0.00250 MSE = 0.00056 MSE = 0.00013 MSE = 0.00007
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TAB. 6.3 — Rétroprojection filtrée avec le filtre kg. Les rétroprojections sont mises en ceuvre avec 16,
32, 64 et 128 projections uniforméments réparties sur [0, 7[. (a) Images résultats de rétroprojection
filtrée classique avec un filtrage ko, (b) Images d’erreur entre le résultat de la rétroprojection filtrée
classique et 'image originale, (b) Images résultats de rétroprojection filtrée Mojette avec un filtrage

ko, (d) Images d’erreur entre le résultat de la rétroprojection filtrée Mojette et I'image originale

I =16 1 =32 I =64 I =128

MSE = 0.00310 MSE = 0.00092 MSE = 0.00036 MSE = 0.00024

MSE = 0.00277 MSE = 0.00063 MSE = 0.00012 MSE = 0.00004
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TAB. 6.4 — Rétroprojection filtrée avec une projection Mojette spline 0, un filtrage ky et une
rétroprojection Mojette Dirac. Les rétroprojections sont mises en ceuvre avec 16, 32, 64 et 128
projections uniforméments réparties sur [0, 7[.(a) Images résultats de rétroprojection filtrée Mojette
avec un filtrage kg sur le fantéme carré avec un fond a 0,25,(b) Images d’erreur entre le résultat de
la rétroprojection filtrée classique et I'image originale,(b) Images résultats de rétroprojection filtrée
Mojette avec un filtrage ko sur le fantdéme rond avec un fond & 0,25,(d) Images d’erreur entre le

résultat de la rétroprojection filtrée Mojette et I'image originale.

I1=16 1 =32
(a)- .

MSE = 0.00697 MSE = 0.00393 MSE = 0.00135 MSE = 0.00040

(b). -
(c) - .

MSE = 0.00872 MSE = 0.00375 MSE = 0.00108 MSE = 0.00024

(d). .
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(a) Fantéome carré (b) Fantéme rond
128 x 128 128 x 128

Fi1c. 6.11 — Images de test

6.5.4 Rétroprojections filtrées bruitées

Pour simuler une acquisition tomographique, la rétroprojection filtrée Mojette est mise en ceuvre
sur des données bruitées pour un nombre de projections différent mais avec le méme nombre de
photons total [74].

Si T est le nombre de photons total, S la somme totale des densités des pixels et I le nombre de
projections, nous avons :

axSxI=T, (6.5)

ou a est un facteur multiplicatif.

Avant lajout de bruit, la somme des bins sur chaque projection est égale a aS. Le nombre de
coups sur les projections est modifié avec a pour toujours correspondre au méme nombre de photons
total, quel que soit le nombre de projections.

Nous avons ajouté un bruit poissonnien sur les projections.

Les reconstructions sont comparées pour une distribution angulaire classique et Mojette. Méme
si le nombre de bins par projection est fixé pour la rétroprojection filtrée classique et varie pour la
géométrie Mojette, ce qui donne des comportements trés différents par bins, le résultat pour les deux
algorithmes est proche (Table Table . Toutes les images reconstruites sont normalisées entre
0 et 1. La rétroprojection filtrée est mise en ceuvre sur des images 128 x 128 pour 16, 32, 64, 128 et
256 projections. Les rétroprojections filtrées Mojette et classique sont utilisées avec le filtre kg puis
avec le filtre k1. Pour le schéma Mojette, nous utilisons tout d’abord la projection Mojette spline 0
suivi d’un filtrage par kg et d’une rétroprojection Mojette Dirac. Ensuite nous faisons une projection
Mojette spline 1, suivi d’un filtrage par un filtre k; et d’une rétroprojection Mojette Dirac et nous
obtiendrons une image a partir des coefficients reconstruits avec la fonction duale de la fonction
spline 1 comme expliqué précédemment.

Nos simulations sont faites avec un nombre de coup total 7" = 1000000 et une somme de pixels
S = 4312, 75 pour le fantéome carré a fond non nul et S = 4355, 77 pour le fantome rond & fond non

nul.
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La MSE est calculée sur un carré de taille 17 x 17 centré sur I'objet pour le fantome carré et sur

un carré de taille 24 x 24 sur le fantéome rond.

6.5.5 Discussion

La mise en ceuvre du filtre ky pose des problemes pour des points non différentiables, il y a des
discontinuités dans le filtre ou les points sont interpolés (section . Pour le filtre kq la seule
singularité est pour 'angle (1,1) aux bins b = 0 et b = p — q. Pour des ordres supérieurs de spline, il
n’y aura plus de probléeme de différentiation.

L’équivalence continu/discret nous permet d’avoir & la fois les coefficients spline de 'image et
leur version échantillonnée en utilisant 1'étape de post-filtrage décrite dans Unser/Aldroubi [2].

La premiere conclusion visuelle sur les reconstructions bruitées a des ordres de spline différents
est que les comportements sont tres proches comme déja remarqué avec la reconstruction classique.

Avec ou sans bruit, il n’y a pas de différences entre la forme générale des artefacts de reconstruc-
tion obtenus sur le carré ou le disque.

Le bruit simulé a la méme structure dans les images reconstruites avec ’algorithme classique
et avec l'algorithme Mojette. C’est un fait a noter car la distribution du bruit a été faite de fagon
tres différente dans les deux méthodes. La rétroprojection filtrée Mojette est aussi valide pour des
reconstructions de projections bruitées. Ce résultat n’était pas évident car toutes les propriétés de
I'opérateur Mojette sont fondées sur les projections alors que le bruit n’agit que sur les bins. Le seul
lien entre les projections et les bins est la conservation de 'information totale a travers un nombre
de coups constant.

La maniere de répartir 'information bruitée initiale de maniere dépendante du nombre de projec-
tions est aussi importante. Méme si la MSE calculée sur I'objet et une évaluation visuelle ne sont pas
des mesures objectives de la qualité, on peut toutefois remarquer que la qualité de la reconstruction a
la fois pour I'algorithme classique et pour ’algorithme Mojette augmente lorsque le nombre d’angles
de projection augmente. Lorsque le nombre de bins est grand, I'information contenue dans chaque
bin est faible, ce qui donne un faible rapport signal a bruit par bin.

Ces images montrent la validité de notre algorithme dans un cas de reconstruction tomographique

bruitée.

6.6 Comparaison de la reconstruction gradient conjugué Mo-

jette avec la rétroprojection filtrée Mojette

Nous avons déja vu la reconstruction par gradient conjugué Mojette en 1’absence de bruit (section
qui donne une reconstruction exacte. Nous allons comparer ces reconstructions dans le cas de
reconstruction de projections bruitées par un bruit poissonnien.

L’algorithme du gradient conjugué Mojette avec une condition d’arrét par minimisation d’un

critere des moindres carrés est mis en ceuvre sur les fantomes carré et rond (Table .
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6.6 Comparaison de la reconstruction gradient conjugué Mojette avec la rétroprojection filtrée
Mojette

TAB. 6.5 — .
JReconstruction du fantéme carré avec des projections bruitées par un bruit Poissonnien,
les images reconstruites sont normalisées sur [0,1]. (a) Rétroprojection filtrée Mojette spline
0 avec des angles uniformément répartis, filtré par ko(b,p,q), (b) Rétroprojection filtrée
classique avec des angles uniformément répartis, filtré par ko(t,6), (c) Rétroprojection
filtrée Mojette spline 1 avec des angles uniformément répartis, filtré par ki(b,p,q), (d)

Rétroprojection filtrée classique avec des angles uniformément répartis, filtré par ki(¢,6).
1=16 1=32 1=64 1=128 =256

MSE = 0.2977 MSE = 0.2711 MSE = 0.2203 MSE = 0.2035 MSE = 0.1867

MSE = 0.3560 MSE = 0.3110 MSE = 0.2797 MSE = 0.2718 MSE = 0.2472

MSE = 0.3373 MSE = 0.3075 MSE = 0.2773 MSE = 0.2600 MSE = 0.1978

(d)
MSE = 0.3280 MSE = 0.2672 MSE = 0.2193 MSE = 0.1932 MSE = 0.1762
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TAB. 6.6 — .
JReconstruction du fantéme rond avec des projections bruitées par un bruit Poissonnien,
les images reconstruites sont normalisées sur [0,1]. (a) Rétroprojection filtrée Mojette spline
0 avec des angles uniformément répartis, filtré par ko(b,p,q), (b) Rétroprojection filtrée
classique avec des angles uniformément répartis, filtré par ko(t,6), (c) Rétroprojection
filtrée Mojette spline 1 avec des angles uniformément répartis, filtré par ki(b,p,q), (d)

Rétroprojection filtrée classique avec des angles uniformément répartis, filtré par ki(¢,6).
1=16 1=32 1=064 1=128 1=256

MSE = 0.4827

MSE = 0.4620 MSE = 0.4018 MSE = 0.3154 MSE = 0.3180

(b)

MSE = 0.4563

MSE = 0.5666 MSE = 0.5175 MSE = 0.4717 MSE = 0.4600

()

MSE = 0.5479 MSE = 0.4932 MSE = 0.4185 MSE = 0.4032 MSE = 0.3343

(d)
MSE = 0.5217 MSE = 0.4171 MSE = 0.3647 MSE = 0.3821 MSE = 0.2831
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6.6 Comparaison de la reconstruction gradient conjugué Mojette avec la rétroprojection filtrée
Mojette

TAB. 6.7 —.
JReconstruction avec lalgorithme du gradient conjugué des fantdémes carré et rond avec des
projections bruitées par un bruit Poissonnien, les images reconstruites sont normalisées sur
[0,1]. (a) Reconstruction par gradient conjugué Mojette avec des angles uniformément répartis,
sur le fantéme carré, (b) Rétroprojection filtrée Mojette spline 0 avec des angles uniformément
répartis, filtré par ko(b,p,q) sur le fantéme carré, (c) Reconstruction par gradient conjugué
Mojette avec des angles uniformément répartis, sur le fantéme rond, (d) Rétroprojection filtrée

Mojette spline 0 avec des angles uniformément répartis, filtré par ko(b,p,q) sur le fantome rond.
I =32 I =064 I =128 1=256 I =512

4572 itérations 185 itérations 38 itérations 27 itérations 17 itérations
MSE = 0,4259 MSE = 0,1766 MSE = 0,1160 MSE = 0.0900 MSE = 0.0446

MSE = 0,2711 MSE = 0,2203 MSE = 0,2035 MSE = 0,1867 MSE = 0,2268

4610 itérations 186 itérations 38 itérations 27 itérations 7 itérations
MSE = 0,4259 MSE = 0,2813 MSE = 0,1799 MSE = 0,1745 MSE = 0,0625

MSE = 0,4620 MSE = 0,4018 MSE = 0,3154 MSE = 0,3180 MSE = 0,3092
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La rétroprojection filtrée Mojette est plus bruitée que la reconstruction par gradient conjugué
Mojette pour le méme bruit sur les projections.

Pour un faible nombre de projections, 'algorithme du gradient conjugué Mojette donne de tres
bon résultats. Dés que le nombre de projections est suffisant (c’est-a-dire 64 projections) par rap-
port a la taille de 'image, cet algorithme donne des images reconstruites de meilleure qualité que la
rétroprojection filtrée Mojette. Il pourrait de plus tirer avantage de I’augmentation du conditionne-

ment de la matrice M*M en utilisant I'information a priori sur la scéne et le bruit.

6.7 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, montré la mise en ceuvre d’algorithmes classiques revisités grace a
la géométrie Mojette.

Un premier point a été de choisir les directions discrétes de projection qui respectent la géométrie
Mojette mais aussi qui permettent une reconstruction de la meilleure qualité possible.

En I'absence de bruit, sur des fantomes simples nous pouvons reconstruire par rétroprojection
filtrée Mojette ou par gradient conjugué Mojette. Il est intéressant de remarquer que nous pouvons
reconstruire ces mémes fantomes & partir de projections bruitées. Cela valide nos algorithmes et

permet d’envisager des reconstructions d’images a partir de projections réelles et non plus simulées.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons tout d’abord rappelé les principes de quelques modalités de I'imagerie
médicale fondée sur la tomographie. Nous avons ensuite balayé les géométries d’acquisition de ces
modalités en insistant sur l'utilisation de la géométrie parallele a laquelle toutes les géométries
peuvent étre ramendées.

Nous avons ensuite rappelé les algorithmes classiques de la reconstruction tomographique que
nous avons ensuite dérivés en géométrie Mojette. Nous avons rappelé 'existence de méthodes de
reconstruction tomographique discretes qui se rapprochent de la méthode de reconstruction Mojette.

L’opérateur Mojette est dépendant d’une grille discréte. Nous I'avons utilisé pour dériver un nou-
vel opérateur de reconstruction filtrée Mojette discrete exacte. Cet opérateur permet une reconstruc-
tion parfaite en I’absence de bruit avec un nombre de projections grand mais fini. La reconstruction
est toujours possible en diminuant le nombre de projections ou en les interpolant, mais la qualité de
reconstruction est moindre.

Nous avons généralisé I'opérateur Mojette en définissant un opérateur de projection dépendant
d’un modele de pixel quelconque. Nous avons de plus écrit les liens entre les opérateurs de projection
et de rétroprojection Mojette Dirac et les opérateurs fondés sur un modele de pixel quelconque.

L’utilisation de la géométrie discrete et de la rétroprojection Mojette exacte nous a permis de
définir un algorithme de gradient conjugué Mojette.

L’utilisation d’un modele de pixel spline couplé avec la théorie générale d’échantillonnage d’Unser-
Aldroubi nous a permis de définir un schéma de reconstruction qui respecte ’équivalence continu-
discret a chaque étape de la reconstruction. Ce schéma de reconstruction associé a un filtre dépendant
du modele de pixel spline utilisé, k,, nous a permis de mettre en ceuvre un algorithme de rétropro-
jection filtrée Mojette.

Tous ces algorithmes ont ensuite été testés sur des fantomes numériques simples en absence et
présence de bruit et ces reconstructions montrent de bons résultats.

Nous avons dans ce manuscrit exploré des pistes pour faire de la reconstruction tomographie

Mojette. Il reste de nombreuses voies a étudier.

La méthode de reconstruction discrete exacte Mojette doit étre testée en présence de bruit et
nous devons étudier son espace nul. Le choix des angles de projection uniformément répartis peut
aussi étre fait d’'une autre fagon qu’en choisissant des angles dans une suite de Farey. Finalement,

nous allons aussi tester ces algorithmes de reconstruction sur des fantomes plus complexes et des
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Conclusion

images réelles et en dimension 3. Cette méthode pourra étre utilisée pour reconstruire des données

PET 3D car la géométrie d’acquisition PET se préte bien a la reconstruction Mojette.
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Perspectives

Revenons tout d’abord aux deux fondements énoncés dans le chapitre[d] ¢’est-a-dire I’algorithme
de reconstruction discret exact d’une part et la définition automatique de la maille obtenue par
projection d’une maille. Il est clair que pour 'algorithme discret exact, il nous manque une ana-
lyse approfondie de la structure de l’espace nul correspondant aux suites de Farey plus petites. 1l
semble clair que cette structure peut étre reliée a une analyse multirésolution Mojette qui nous fait
toujours défaut (depuis la premieére tentative d’Olivier Philippé dans sa these). Il reste également
des éclaircissements pratiques a apporter dans les relations entre le nombre de projections corres-
pondant & la suite de Farey et la résolution finie de I'image avec les approximations trouvées sur
le nombre d’angles ”suffisant en pratique” mais aussi avec le nombre d’angles et de bins obtenus
par 'algorithme de Mojette inverse de N. Normand. Les relations entre ces diverses pieces devraient
apporter une meilleure compréhension de I’équivalence du filtre Rampe non infini utilisé ensuite dans
la rétroprojection filtrée Mojette.

L’algorithme d’obtention automatique de la maille projetée a partir de la maille originale semble
aujourd’hui également prometteur et des relations se sont nouées avec I’équipe du LIRMM de Mont-
pellier et celle de SIC a Poitiers pour utiliser ce résultat (en dimension n) dans d’autres domaines
de la géométrie discrete. Il semble par exemple y avoir des applications dans des secteurs comme la
cryptographie utilisant les courbes elliptiques ou bien des codes correcteurs a trous. Toujours dans le
chapitre 4| nous n’avons pas aujourd’hui une vision suffisante des propriétés mathématiques globales
de 'opérateur M*M et de 'implication & la fois pour I’algorithme itératif du gradient conjugué et pour
le filtre Rampe dans la FBP. Pour le gradient conjugué, le travail entrepris avec Jérome Idier de I'TRC-
CyN doit étre poursuivi pour étre en mesure d’utiliser pleinement ces possibilités mathématiques
de structure Toeplitz-BlocToeplitz pour l'initialisation adéquate et le conditionnement du gradient
conjugué.

Le chapitre [5| permet de rebondir et de généraliser la problématique de l'algorithme utilisé :
méthode itérative avec le gradient conjugué Mojette ou bien méthode directe avec la rétroprojection
de projections filtrées Mojette. Dans les deux cas de figure, le probleme générique de la transformée
Mojette, c’est-a-dire du nombre d’angles et de leur orientation n’est pas encore résolu de facon
satisfaisante. En effet, le nombre d’angles est généralement fixé et I’on obtient ensuite par homothétie
sur la projection (apres avoir rendue continue par un mécanisme qui est exact) les valeurs des bins.

En fait cela revient a inventer par une sorte de lissage la valeur des bins manquants vis-a-vis de
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Iinformation totale dont on dispose a la fin de 'acquisition. Une autre maniere de faire qui est sous
étude maintenant est de faire ce lissage globalement dans le domaine Mojette. La nature du bruit
associé a la mesure doit également étre prise en compte a ce stade. Le fait de disposer d’un exemple
ou l'on acquiert directement dans I’espace Mojette en 3D doit étre analysé. Il s’agit en 'occurrence de
travailler les données d’acquisition de TEP 3D pour les entrer dans les plans de projections Mojette
en forgant une pseudo-acquisition Mojette : chaque paire de photons issus de positon est ”acquis” sur
une ligne orientée en géométrie discréte avec un angle (p,q,r) correspondant. L’autre grand chantier
que 'on doit maintenant aborder est la reconstruction d’examens réels et ’évaluation cohérente des
résultats. Cela veut dire qu’il faut commencer par ’acquisition de fantomes physiques spécifiquement
dessinés pour permettre une tache spécifique de décision une fois I'image (ou la région) reconstruite.
Les travaux réalisés dans le laboratoire du FDA depuis vingt ans serviront de fil conducteur a ce
travail qui est devenu obligatoire en priorité pour les industriels désirant mettre des appareillages
tomographiques sur le marché de la santé américain. Il est a noter que ’évaluation des algorithmes
dans les bonnes revues semble suivre la méme voie depuis un an et abandonner doucement le rapport
signal a bruit standard.

Enfin, cette these a permis de réaliser le pont entre tomographie classique et tomographie discréete.
Ce chantier, déja commencé depuis dix ans avec la transformée Mojette, reste en cours et devra étre

alimenté avec d’autres résultats.
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Annexe A

Exemple pour 'obtention d’une
base sur un hyperplan de

projection [65] en 3D

Lors de la projection Mojette d'un plan, la projection obtenue est a une dimension. Les pixels
de I'image se projettent sur les bins de cette projection. Il est facile de la caractériser a I'aide de sa

direction et de son échantillonnage.

Lors d’une projection Mojette 3D, on obtient un plan de projection. Les voxels se projettent sur
des bins dans ce plan. Les bins forment un échantillonnage régulier du plan. Pour caractériser ces
lieux, nous devons trouver une base du plan de projection. Cette base doit étre en plus une maille
du plan, c’est a dire que en suivant les vecteurs de maille, a partir d’'un bin du plan de projection,

on doit pouvoir atteindre tous les autres.

Le choix de la maille du plan de projection n’est pas unique. Nous présentons une méthode
d’obtention de cette maille telle que la matrice de passage entre la base du volume et la maille du

plan soit a coefficients entiers. Nous partons d’une base orthogonale décrivant 1’espace de départ.

Nous allons d’abord décrire une méthode permettant de définir automatiquement une maille sur
le plan de projection a partir de combinaisons linéaires des projections des vecteurs de la base initiale
en 2D puis en 3D. Puis, nous calculerons la matrice de passage entre la base du volume de départ et

la maille du plan de projection.
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Exemple pour I'obtention d’une base sur un hyperplan de projection [65] en 3D

F1G. A.1 — Projection de la base (z_{, zg) de Pespace 2D de départ dans la direction (p, q)

A.1 Détermination des vecteurs de base décrivant les mailles

d’un plan de projection 1D lors d’une projection Mojette

2D

Nous considérons 'espace de départ a deux dimensions muni d’une base (z_{,z_g’) Nous allons
commencer par projeter les vecteurs de la base de départ sur la ligne de projection, puis de ces
vecteurs projetés nous déduirons une base de la ligne de projection (Figure .

Les vecteurs (iy,i3) se projettent en (z_’l',z_’;) Comme ces vecteurs (zz,z;) appartiennent a la

projection, on a :

pil + qif, = 0, (A1)
d’ou
P (A.2)
q

Donc toute combinaison linéaire de i) et de —£4} est colinéaire & 4.
On peut obtenir les points sur ¢} soit en avancant de « soit de 6% avec «, 3 € Z. Le vecteur de

base est
Ji= (ot (A.3)

On veut néanmoins a—ﬁg le plus petit possible. Or, selon le théoréme de Bezout, avec PGCD(p,q)=1,

il existe a, B € Z tels que :

ga — fp = PGCD(p,q), (A.4)
d’ol on peut trouver « et [ tels que :

PGCD 1
o_p? = pa) _ 1 (A.5)

q q q

Donc on obtient comme vecteur de base :
I 1 7

Jj1= 611. (A.6)

Nous allons réutiliser cette méthode pour obtenir les vecteurs de base pour un plan de projection

lors d’une projection Mojette 3D.
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A.2 Détermination des vecteurs de base décrivant les mailles d’un plan de projection 2D lors d’une
projection Mojette 3D

A.2 Détermination des vecteurs de base décrivant les mailles
d’un plan de projection 2D lors d’une projection Mojette

3D

Nous considérons l’espace de départ a trois dimensions muni d’une base orthonormale (Z, f, 12)
Nous allons commencer par projeter les vecteurs de la base de départ sur le plan de projection, puis

de ces vecteurs projetés nous déduirons une maille du plan de projection.

A.2.1 Calcul de la projection des vecteurs de base

Soit une projection Mojette dirac 3D M (z,y, z) suivant la direction (p, ¢, ), avec PGCD(p,q,r)=1.
Calculons la matrice de projection sur le plan perpendiculaire au vecteur j_é = pZ—l— qf—i— rk avec (;, f, E)
la base orthonormale de ’espace de départ et ([’i, iz, % ) la projection de cette base sur le plan de
projection (Figure . Le voxel (0,0, 0) se projette sur le bin (0, 0).

Soit A(z,y, z) un point de I’espace, il se projette en A’(2’,y’, 2’) sur le plan de projection. On a
donc A’ € jét
px’ 4+ qy + 172 =0. (A7)

De plus, on doit avoir A_A’.j_é =0. Dot

xlf‘rg:ap x’:aer:c
Y —y=aq &9 ¥ =aq+ty . (A.8)
2 —z=oar Z=oar+z

En reportant dans Eq.[AT7] « s’exprime comme :

o= _Prrayter (A.9)
pP+q?+r?’

Fic. A.2 — Projection de la base orthonormale (;, f, l;) de l'espace 3D de départ dans la direction

(p,q,7)
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Exemple pour I'obtention d’une base sur un hyperplan de projection [65] en 3D

d’ou
o = (@A) e—pay—prz
pZE;'_ 2_;'_7;2)
/ _ —pgr+(p +r7)r—qrz
Yy = p2+q2+7“22 2 . (A'lo)
o = —rpr—rqy+(p~+q°)z
B p?+q2+r?

La matrice de projection de la base (7, j, k) dans (z_’{, ig, k) est donc :

. ¢+r*  -pg  —pr
_ 2 2
= p2 T q2 T r2 —pq P +7r —qr . (All)
—pr —qr PP+

Les vecteurs (4,5, k"), projections de (i, j, k) s’expriment comme :

i = = (6 + r2)i — paj — prk)
iy = e (—pai + (P +12)] — qrk) (A.12)
k' = oo (—pri — qrj + (0 + ¢°)k)

Nous avons obtenu (Z, 3, E) la projection des vecteurs de la base de départ dans le plan de pro-

jection. De ces vecteurs projetés, nous pouvons en déduire des vecteurs de maille.

A.2.2 Obtention des vecteurs de base de la maille 2D

Si on connait ﬂ et JE tel que ( ﬁ, fg) forment une maille, a partir d’'un point du plan de projection

on peut atteindre tous les autres points du plan. Il existe a,b, c,d € Z tels que :
ad —bc=1, (A.13)

et si (j_l', ]_é) forment une maille, alors on peut atteindre tous les bins du plan avec des vecteurs m'

et n tels que

m' = ajy + bja

n' = cji + dj. (A.14)

Pour chercher le premier vecteur de maille, nous choisissons la direction de [{ A partir de l'origine
du plan de projection (i.e. le bin projection du voxel (0,0,0)), on cherche le point ”le plus proche”
du point d’origine que 'on prendra comme extrémité du premier vecteur. Pour trouver le second
vecteur, on prend la droite parallele a 271 passant par un point de la grille et on prend le point "le

plus proche” comme extrémité du deuxiéme vecteur de la maille (Figure [A.3]).

— Obtention du premier vecteur de maille j_i :

Les vecteurs i}, 5, k' appartiennent au plan de projection. On a alors :

pit + qil, + rkl =0, (A.15)
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A.2 Détermination des vecteurs de base décrivant les mailles d’un plan de projection 2D lors d’une
projection Mojette 3D

d’ou
<) q -/ /
i = —=ih — =K, (A.16)

et

P 7 ¢ r -
- - . Al
PGCD(q,r)' '~ PGCD(g,r)? " PGCD(q,7) (A-17)

o o 7 q 7 - = C oy T
Donc toute combinaison linéaire de @} et de srapEi2 + paapgn~ est colinéaire a 7).

On peut obtenir les points sur z_’i soit en avangant de « soit de —f3 W avec o, 3 € Z. Le

premier vecteur de la maille est

. P 7
Jj1 = (a— 67PGCD((],T))11. (A.18)

On veut néanmoins o — ﬁﬁw le plus petit possible. Or, selon le théoreme de Bezout,
avec PGCD(p,PGCD(q,r))=1 (soit PGCD(p,q,r)=1), il existe «, 5 € Z tels que :

PGCD(q,r)a — Bp =1, (A.19)

d’ol on peut trouver « et 3 tels que :

P 1
_ = ) A.20
“ BPGCD(q, r)  PGCD(q,r) ( )
Donc on obtient comme premier vecteur de maille :
- 1 -
j ¥ (A.21)

= PGCDg )

— Obtention du deuxi¢me vecteur de maille j :
Pour avoir le deuxiéme vecteur de la maille, on cherche une combinaison linéaire de z_’; et K
qui donne le point ”le plus proche” du point origine. Le point le plus proche peut étre donné
par 272 ou par la projection de K sur 272 (Figure .

On exprime sur &’ en fonction de (i},45) :

= L 47 (A.22)

La projection de K sur z; est proportionnelle & £ (£ n’est pas forcément une fraction irréductible)
(s T

donc proportionnelle &
PGCD@r) _ 4 PGCD(g,T)

: (A.23)

___r r
PGCD(q,r)
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Exemple pour I'obtention d’une base sur un hyperplan de projection [65] en 3D

F1G. A.4 — Projection de k' sur zg

avec A entier.

La projection du deuxieme vecteur de maille j_é sur z_g est au moins de %D(W)'
On cherche a et b tels que ]2 = ai_’2' + bk'. Si on projette jg sur zg on a
b PGCD
a4 _ &7 (A.24)
r r
d’ou
ar —bqg = PGCD(q,r). (A.25)

Selon 'identité de Bezout, on peut trouver un couple (a, b) non unique qui remplisse les condi-
tions ¢i dessus.

On calcule (a,b) & I'aide de Palgorithme d’euclide étendu :

ar —bqg = PGCD(q,r)

T =quy + vy

g = viu2 + v

vy = vau3 + V3 - (A.26)

Un—2 = Up—1Un + Un

Un—1 = UplUnt1 + 0

On a v, = PGCD(q,r). En notant r = v_1 et ¢ = vp, on voit que chaque reste d’ordre k (avec

k > 1) peut s’exprimer comme une combinaison linéaire de vi_1 et vg_o :

Uy = Up_9 — Up—_1Un, (A.27)
et

Un—1 = Up—3 — Upn_—2Up_1. (A28)
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A.2 Détermination des vecteurs de base décrivant les mailles d’un plan de projection 2D lors d’une
projection Mojette 3D

Ainsi v, est une combinaison linéaire de v,,_1 et de v,_o et, comme v,,_1 est une combinaison
linéaire de v,,_o et v,_3, on peut exprimer a son tour v, comme une combinaison linéaire de

Up—o €t Up_3 :

U = (1 + Uplp—1)Vn—2 — UpVp_3. (A.29)

En procédant ainsi avec les restes successifs, on trouve explicitement v,, comme combinaison
linéaire de v_1 et vg, les coefficients étant des sommes et produits des quotients successifs.
Et on réitere le processus jusqu’a trouver v, comme combinaison linéaire de v,_1 = r et
de vy = g, c'est-a-dire ar — bg = PGCD(gq,r). On détermine ainsi (a,b) € Z* pour obtenir
I’expression de j}.
Pour vérifier si les vecteurs j; et jz forment bien une maille, on calcule le volume attaché A le
surface décrite par j_i A j; Pour obtenir la surface de la maille définie par ﬁ et ]2, on calcule HJ: A j_é I

dans la base (i, ], k) :

- - Zz 7 -
A ————— A (a3, + bk’
J1 N J2 PGCD(q.7) (aiy 4 bE')
_ 1
PGCD(q,7)(p? + ¢* +12)?
Q> +r? i —apq — bpr i
—pq A a@®+r?) —bgr j
—pr k —aqr +b(p* + ¢?) k
i
1 hrd
S ; (A.30)
k
On obtient alors
[ [——— (A.31)
J1 /N J2 oo 2 .

Si js est le vecteur donnant la direction de projection (p, ¢, ), le volume décrit par (j; A ja).j2) est

unitaire.

(.—’/\.—’).—' _ 1
JLAJ2)J2 = P+

ENTIESNIE ]
>
S
ETI N

=1 (A.32)

On a bien obtenu par le calcul de ﬂ et jz une base du plan de projection.
Cette méthode permet la détermination des vecteurs de base décrivant les mailles d'un plan de

projection 2D lors d’une projection Mojette 3D.
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Exemple pour I'obtention d’une base sur un hyperplan de projection [65] en 3D

A.3 Matrice de passage entre la base du volume et la maille

de la projection

Maintenant que nous avons les vecteurs de maille du plan de projection dans la direction (p, g, r),
nous pouvons calculer la matrice de passage de la base de départ (zﬂ7 7 E) dans la maille (ﬂ, fg) La

projection Mojette 3D s’écrit :

k
Mng(B,]J,q,T) :ZZZf(k7l7m)A B7P3—>2 l ) (A33)
k I m
m
avec BT = (by,by) sur la maille définissant le plan de projection de direction (p,q,r) avec

PGCD(p,q,r) = 1.

Il faut déterminer la matrice de passage P3_.s.

A.3.1 Obtention de la matrice P;_,5

On suppose connaitre les vecteurs de base du plan de projection dans la direction (p, ¢, ) (section

A29).

- i7

= PGCZ[l)(q,’r) (A.34)
ja = ai_; + bk (A.35)

-

Lors de la projection les vecteurs de la base (i, j, k) sont projetés sur (i},15, k'), les valeurs des
coordonnées restent inchangées.

Dans le plan de projection, le vecteur K peut s’exprimer en fonction de ZZ et z; sir=#£0:

=Py _4 (A.36)

10 -
A g oo = P/ (A.37)
(21,12, )4’(11122)

Ensuite ces vecteurs projetés sont utilisés pour définir la maille ( j;, j_é) La matrice de passage de la

base (z_’l’,z_’é) a (J1,72) est (section ) :

PGCD bpPGCD(g,r)
A 7 7 O (q7lr) a?"—bq . (A.38)
(#1,35)—(31,52) 0 T
ar—bq
La matrice de passage de (7, ], k)  (j1,J2) est donc
Psoy = Ag 7oy iy * Ad i—Giq) (4.39)
PGCD(q,r) bp —ap .
( 0 . _ si (¢,7) # (0,0)
_ PGCD(q,r) PGCD(q,r) (A.40)
01 0 i (q,r) = (0,0)
si (q,r) = (0,0).
0 0 1 d
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A.3 Matrice de passage entre la base du volume et la maille de la projection

A.3.2 Correspondance bin/pixel

La description du plan de projection par la maille (j_i, j_é) est une description ”sans trou”, c’est
a dire que l'on obtient bien un bin en face de chaque voxel projeté et que chaque voxel correspond
a la rétroprojection d’un bin.

L’obtention de la matrice Ps_,o montre que pour toute coordonnée entiere d’un voxel on obtient
des coordonnées entieres dans la base définie par la maille ( j;, j_é) car la matrice de passage Ps_.5 ne
contient que des coefficients entier. Donc un voxel se projette toujours sur un bin.

Réciproquement, tout bin du plan que I'on peut attendre par une combinaison linéaire des vecteurs
de base (j_i, j;) correspond & au moins un voxel. Par construction le pixel (0,0, 0) se projette sur le
bin (0, 0).

Si on considere le voxel (1,0, 0) dans la base (Z, 7 E), il se projette en (PGCD(q, ), 0) dans la base

(j_l’,j_g'). De plus, le voxel (0, PGC]%(q ol PGCB(q 7q)) se projete sur le bin (—p,0) dans (ﬁ,fz). Comme
PGCD(PGCD(q,r),p) = 1, selon le théoréme de Bezout il existe «, 8 € Z tels que

aPGCD(q,r) — fp = 1. (A.41)

Comme on peut trouver « et 3, le voxel («, B¢/PGCD(q, r), r/PGCD(q, 7)) qui se projette en (1, 0)
existe. Donc on trouve des voxels en face de toute la ligne de bin (1,0).

Si on considere le voxel (0,a,b), il se projette en (0,1). On trouve donc des voxels en face de
toute la ligne de bin (0, 1).

En face chaque bin, on trouve un voxel et en face de chaque voxel se trouve un bin. La maille
décrite précédemment permet de décrire le plan de projection sans trou et avec une matrice de

passage a coefficients entiers. Elle permet de définir simplement la projection Mojette 3D.
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Exemple pour I'obtention d’une base sur un hyperplan de projection [65] en 3D
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Annexe B

Calcul de la transformée de Fourier

inverse du filtre de RamLak

Dans cette annexe, nous rappelons comment inverser le filtre K (v) = |v|rect,,(v) afin d’obtenir

sa formule dans le domaine spatial [36] 47, [7].

k(t) = F K@) (B.1)
+oo
= K(v)exp(2imvt)dy (B.2)
o
= / |v|rect,, (v)exp(2imvt)dy (B.3)
+vg
= / |v|exp(2imvt)dy (B.4)
—ug
0 vg
= / (fy)e$p(2i7r1/t)d1/+/ (v)exp(2imvt)dy (B.5)
—Vg 0
(B.6)
Changement de variable dans la premiere intégrale : = —v
0 vp
k() = / (—,u)emp(—%ﬂut)du—l-/ vexp(2imvt)dv (B.7)
vg 0
0 vs
= / (—u)exp(—inut)du—&—/ vexp(2invt)dy (B.8)
vg 0
vg Vg
= / Z/exp(—%ﬂ'yt)dv—l-/ vexp(2imvt)dy (B.9)
0 0
Vg
= / viexp(—2invt) + exp(2iTvt)|dy (B.10)
0
vp
= 2/ v cos(2mvt)dy (B.11)
0
(B.12)
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Calcul de la transformée de Fourier inverse du filtre de RamLak

Changement de variable :

w
—

o~
~—

u=v | v = cos(2nvt)
’_ __ sin(27vt)
u =1 V==

Vg o3
5 [ysm (2muvt) ] _/ sin(27vt) dv) (B.13)
0 0

2nt
sin 27r1/ﬁt 1

(
(W - /0 v sin(27rut)dz/> (B.14)
- 2
- 2w

Il
o

[\

sin 27r1/5t 1 cos(2mvt)]"” (B.15)
v — | :
O ot 2wt o

sin 271'1/525 1
 4r2¢2

27t

[— cos(2mvat) + 1]) (B.16)

Formule trigonométrique : cos(2a) = 1 — 2sin® a soit 1 — cos(2a) = 2sin’a

On obtient donc :

sin(27mvgt) 1 .9
kit) = 2 (Vﬁ P ¥ [2sin®(mvat)] (B.17)
sin(2mvgt) V?g sin? (mv/gt)
= 2|3 —= B.18
( i 27t 2 mht? (B.18)
sin(27mvgt) V5 [sin(mvgt) 2
kt)y=2|v——"> -~ [] (B.19)
2mygt 2 mvgt

160

Reconstruction Tomographique Mojette



Annexe C

Filtre ky

Nous allons calculer ici le filtre k1 dans le domaine spatial. Pour cela nous allons utiliser la méme

méthodologie que celle décrite dans [38] pour le calcul de k.

C.1 Calcul de k; spatial

C.1.1 Cas 0 €]0,7/4]
Le filtre K; dans le domaine de Fourier s’écrit :

Ki(v,0) = 7|v|A%sinc (vA cos 9)2sinc (vAsin 9)2 (C.1)
= Ko(v,0) x Wy(v,0) (C.2)
avec Wo(v,0) = AZsinc (VA cos f)sinc (¢vAsin @) qui correspond & la projection d'un pixel spline 0

dans la direction 6 dans le domaine de Fourier.

Donc on peut écrire :

ki(t,0) = F'(Ki(v,0)) (C.3)
= F U (Eo(v,0)) « F (Wo(t.9)) (C4)
= kO (ta 9) * BO,A cos@(t) * ﬁO,A sin O(t) (CB)

Nous allons faire le calcul en deux étapes en calculant tout d’abord :

ki(t,0) = ko(t,0)* Bo,asino(t) (C.6)
+oo
= / ko (U, Q)ﬁO,A sine(t — U, 0) du, (C?)
avec
0si |t —ul> w
Bo.asino(t —u,0) = 75 si [t —u| = 2 (C.8)

511119 si|t—u| < Lgne.
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Filtre kq

On obtient alors : .
t+ A s2ln %

~ 1
kl(t,ﬁ) = \/t_As;nQ Sineko(uﬁ)du

Or de :
d
In [t? — o?| = %((t—a)ln|t—a|+(t+a)ln|t+a|)—
avec
a = £(cosf +sino)
B = £ (cosf —sinb),
on peut déduire :
~ 1
fa(t,0) = 7 sin 20 sin 0
t+A52in9
(u—a)ln|u—a|+ (u+a)lnju+ «
—(u=B)nfu—B = (utBnjut bl |, aumo
En posant :
_ Asind
)
on écrit :
- 1
kl(tag) -

7 sin 260 sin 0
(t+a—a)lnjt+a—al+(t+a+a)ln|t+a+al
—(t+a—-B)nlt+a—p]|—(t+a+p)Injt+a+p
—(t—a—a)lnjt—a—a|—(t—a+a)ln|t —a+
+(t—a—pF)njt—a—-Bl+(t—a+B)Injt—a+p

X

Nous arrivons a la deuxieéme partie du calcul :

kl(t’e) = Igl(t79) * ﬁO,AcosO(tga)
+oo
= / 13} (uv Q)ﬁO,A cos@(t —u, (9) du
avec
0 si |t —U| > ACOSG
Bo,Acoso(t —u,0) = m Si [t —uf = Acosd
cosG si |t7u| < ACObQ,
donne
H_w 1
ki(t,0) = ) d
1(5,0) /t_Ac?ose cos (u ) du
Or de :

d 1
(u+C)lnju+C| = %(i(u+0)2[21n|u+0| - 1)),

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)
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C.1 Calcul de kq spatial

ou C est une constante, on déduit :

1

k(t,0) = 47 sin 20 sin 6 cos 6
] _ tLcest
(uta—a)’2lnju+a—al —1]
+Hu+tat+a)2nfutatal—1]
—(u+a—-pB)?2mnju+a—pl—1]
221 -1
L | wrarp2mjutat - (C.19)
—(u—a—a)?2lnju—a—a| —1]
—(u—a+a)?2hnlu—a+al—1]
+(u—a—p)?2mnu—a—p]—1]
L+ —at AP Rmfu—at+ =1 ], s,
Ce qui donne avec
A -
b cos 6 (C.20)
2
I’expression :
1
ki(t,0) = 47 sin 26 sin 0 cos 0

(t+b+a+a)2n|t+b+a+al—1]
t+b+a+p)22Inlt+b+a+p]—1]
t+b—a+a)?2hnft+b—a+al—1]

+({t+b—a+pB)*2lnjt+b—a+ G| -1]

( )

( )

( ) (C:21
(t—b+a+a)’2ln|t—b+a+al—1]
+( )
( )
( )

(t+b+a—a)?2njt+b+a—al—1]+
—(t+b+a—P)?2nft+b+a—p]—1] —
—(t+b—a—a)?2hnjt+b—a—al -1 -
+(t+b—a—B)*2lnlt+b—a—p]—1]
—(t—b+a—a)?2Inft—b+a—a|—1] -
+t—-b+a—B)?*2lnt-b+a—B| -1+ ({t—b+a+p)?2ln|t—b+a+ B —1]
( a)?] J+(t—-b—a+a)’2Injt—b—a+a|l-1]
—(t— 2| |—(t—b—a+pB)22mft—b—a+p]—1] |

+(t—b—a—a)’2lnjt—b—a—al—
b—a—pB)?2Inlt—b—a— G| -

En remarquant que :

{a:a—H) (C.22)
ﬁ:b_aa

on obtient pour ’expression précédente :
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Filtre kq

1
ki(t,0) = 47 sin 26 sin 0 cos
[ 42[21n |t| — 1] _

—2(t —2a)?[2In |t — 2a| — 1]
—2(t+2a)?[2In |t + 2a| — 1]
—2(t — 2b)?[2In |t — 2b| — 1]
X —2(t +2b)2[2In |t + 20| — 1] (C.23)
(t +2b + 2a)?[2In |t + 2b + 2a| — 1]
(t +2b—2a)?[2In |t + 2b — 2a| — 1]
+(t — 2b+ 2a)?[21n |t — 2b + 2a] — 1]
(t —2b—2a)*2In|t — 2b — 2a| — 1] |

Ce qui donne comme expression :

i) = o 51112 20
[ 4t22In |t| — 1] |
—2(t — Asin#)?2In |t — Asind| — 1]
—2(t+ Asind)?2In |t + Asin 6| — 1]
—2(t — Acos0)?2In |t — Acosd| — 1]
X —2(t+ Acos0)?21In |t + Acosd| — 1] (C.24)

+(t+ Acosf + Asin6)?[2In [t + Acosd + Asinf| — 1]
+(t+ Acosf — Asin6)?2In |t + Acosf — Asinf| — 1]
+(t— Acosf + Asin€)?2In |t — Acos® + Asinf| — 1]
+(t —Acosf — Asin€)?2In |t — Acosf — Asinf| — 1]

En faisant le calcul de tous les facteurs multipliés par -1, on remarque qu’ils s’annulent, ce qui
donne :
1
27 sin® 20
[ 8t21n [t
—4(t — Asind
—4(t + Asin@
—4(t — Acos0)?In|t — A cos b
—4(t + Acosf)?In|t + Acosd| (C.25)
+2(t + Acosf + Asin#)?In |t + Acos + Asin 6|
(
(
(

ki(t,0) =

In|t — Asin 6

)
)2In|t + Asind|

t
+2(t + Acosf — Asind)?In |t + Acos — Asin 6|
+2(t — Acosf + Asind)?In |t — Acosf + Asin 6|
+2(t — Acosf — Asin€)?In |t — Acos — Asin 6|
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C.1 Calcul de kq spatial

C.1.2 Casf=0

Dans le cas ou 8 = 0, 'expression de k1 devient :

k1(t,0) = ko(t,0) * Bo,a(t), (C.26)
ce qui s’écrit aussi :
A2 +oo 1
ky (ta 0) = T35 A2 ﬂO,A (t - U) dt
2w o uZ— &
A2 [ttT 1
2 Ji-g u— o
car
Osi [t—ul>%
Boalt —u,0) =9 Lsift—ul=%5 (C.28)
: A
Isi|t—ul<$g
On obtient alors :
AQ t*‘rj 1
k1(t,0) = —— ——du
2r Ji-g =
A [T 1
= Tor A A du
2m t7% u—3 U+ 3
A t+45
_ A A
= 7%[ln’u—5‘—ln‘u+7| L_A, (C.29)
car
A 1 1
= — . (C.30)

On obtient alors :

A
k:l(t,O):—%[2ln|t|—1n\t+A|—1n|t—A|} (C.31)
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Filtre kq

C.2 Discrétisation de k; en géométrie Mojette

On discrétise en géométrie Mojette en prenant t =

q

2
kl(b?pa q) = %

s et tanf = %, pour p, q ¢ {0..1}. De
p2+q

et sin20 = —22%; ce qui donne pour ky :

P
VPt PP

plus on a sinf = cosf =

[ 272
8bA1‘bA

p2+q? = /p2+q2
4 bA
(\/p2+q2

q )2 In

- A
Vp+a?

bA _A q
Vr+a? Vp+d?

)21 bA

bA
— \/1)2+L12 +

A4
\/p2+q2

. \/1)2+L12

A4
+ \/p2+q2

bA
74( V2 +a?

_ AP
V2 t+e?

21 bA
) . VP2 re?

_ AP
V2 t+e?

bA
A+

A_P
Vp+e?

21 bA
) n \/p2+q2 +

A_P
Vp+e?

(C.32

bA
+2( V2 +a? +

A__P
\/172-HJ2

+A \/p§+q2 )2 1n

bA
\/172+q2 +

A__P
\/172-|-q2 +

A4
\/172-i-q2

bA
+2( V2 +a? +

A_P
Vp2tq?

— A q 2]
\/p2+q2) "

bA
Vi N

A__P
/P2 Hg?

A4
VP2 rq?

2 bA
+ (\/p2+q2

AP
\/1)2Jrq2 +

A—1L 2]
\/p2+q2) .

bA
\/1)2+q2

AP
\/p2+q2

A4
+ \/172Jr<12

bA
+2( V2 +a?

~A—2
VP2 te?

— A—-4 2]
\/p2+q2) .

bA
VP2 tq?

— AP
VP2 te?

A4
V2 +a?

Ce qui donne apres simplification :
ki(b,p,q) = %

8b%1In |b|
—4(b—q)*In|b — ¢
—4(b+¢q)*In|b+ ¢
—4(b—pPInlp - pl
X —4(b+p)*In[b+p|
2b+p+g¢q

(C.33)

+

Injb+p+q

+2(b+p—q

(
(
(
(b+
(
(
(b—
(

+2(b—p—q

—_ — — —

2In|b+p—q|
In|b—p+q
*In|b—p—q
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Résumé

Une des thématiques abordée par l’équipe Image et Vidéo-Communication est la reconstruction
tomographique discréte a l'aide de la transformée Mojette. Ma these s’inscrit dans le cadre de la
reconstruction tomographique médicale. La transformée Mojette est une version discrete exacte de
la transformée de Radon qui est l'outil mathématique permettant la reconstruction tomographique.
Pour évaluer la qualité des reconstructions, nous avons utilisé des fantomes numériques 2D simples
(objet carré, rond) en absence puis en présence de bruit. Le ceeur de mon travail de thése est la
reconstruction d’un objet a l'aide d’un algorithme de rétroprojection filtrée exacte Mojette en ab-
sence de bruit s’appuyant sur la géométrie discréete. Pour un nombre fini de projections dépendant
de la taille de l’objet a reconstruire la reconstruction est exacte. La majorité des tomographes in-
dustriels utilisent ’algorithme de rétroprojection de projections filtrées (Filtered Back Projection ou
FBP) pour reconstruire la région d’intérét. Cet algorithme posséde deuzx défauts théoriques, un au
niveau du filtre utilisé, l'autre au niveau de la rétroprojection elle-méme. Nous avons pu mettre au
point un algorithme de Mojette FBP. Cet algorithme fait partie des méthodes directes de reconstruc-
tion. Il a aussi été testé avec succés en présence de bruit. Cet algorithme permet une équivalence
continu-discret lors de la reconstruction. L’étape de projection/rétroprojection Mojette présente la
particularité intéressante de pouvoir étre décrit par une matrice Toeplitz bloc Toeplitz. Pour utiliser
cette propriété nous avons mis en ceuvre un algorithme de gradient conjugué.
Mots-clés :

Mojette, Tomographie, Radon, Géométrie Discrete, angles discrets, rétroprojection filtrée, Gra-
dient Conjugué.
Abstract

One of the recherch field of in the Image and Videocommunication team is the discrete tomogra-
phic reconstruction. My PhD is in the field of the medical tomographic reconstruction. The Mojette
transform is a discrete exact version of the Radon transform. The Radon transform is the mathema-
tic tool that allows to perform a tomographic reconstruction. To evaluate the reconstruction quality
we have used 2D simple numeric phantoms (round and square shape) without and with noise. The
main point of my work is an object reconstruction with a backprojection exact fitrered Mojette al-
gorithm without noise, using the discrete geometry. For a finite number of projections according to
the object size, the reconstruction is exact. Most of industrials tomograph are using the FBP algo-
rithm (Filtered Backprojection) to reconstruct the region of interest. We could implement a FBP
Mojette algorithm. This algorithm is a part of the reconstruction algorithm methods. It was success-
fully tested in the presence of noise. This algorithm allows a continuous/discrete equivalence. The
projection/backprojection Mojette has the property to be described by a Toeplitz bloc Toeplitz matriz.
To use this property we have implement a congugate gradient algorithm.
Keywords:

Mojette, Tomography, Radon, Discrete Geometry, discrete angles, Filtered Backprojection, Conju-
guate Gradient.
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