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PREFACE

Cette thése en physique mathématique a pour cadre général la supergéométrie, dont
le développement a été motivé par ’étude de la dynamique des particules & spin. La phy-
sique tout comme la géométrie repose de maniére essentielle sur la présence de symétries,
codées par l'actions de (super-)groupes, dont les invariants sont les objets fondamentaux.
C’est guidées par cette idée que les deux parties distinctes composant cette thése ont été
élaborées.

La premiére en constitue le corps et justifie son titre. Elle porte sur une méthode de
quantification, dite conformément équivariante, qui s’applique aux systémes dont ’espace
de configuration est une variété conformément plate (M, g). Elle est caractérisée par ’action
du groupe conforme de (M, g) sur les espaces d’observables classiques et quantiques. Cette
procédure a été développée initialement dans le cas usuel ot 'espace des phases est donné
par le fibré cotangent de M, nous I’étendons ici & I’espace des phases d’un systéme & spin,
qui est donné par le supercotangent de M.

La seconde partie de cette thése a donné lieu a un article reproduit ici, portant sur
I’étude de la géométrie projective du supercercle. Nous y proposons une vision géométrique
et synthétique de divers invariants, notamment le birapport, qui avaient été introduits dans
le cadre de la théorie superconforme des champs. Partant des supergroupes définissant les
géométries euclidienne, affine et projective, leurs invariants caractéristiques sont construits,
notamment les superbirapports pairs et impairs. Munissant ensuite le supercercle de sa
structure de contact canonique, les invariants pairs donnent lieu, par variations infinité-
simales, & des 1-cocycles du groupe des contactomorphismes a valeurs dans les densités,
de noyaux le supergroupe initial. Nous montrons de plus que tous les 1-cocycles a valeurs
dans les densités peuvent étre ainsi obtenus. Il y en a donc trois, un par géométrie, et celui
associé a la géomeétrie projective du supercercle n’est rien d’autre que la (super-) dérivée

schwarzienne.
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Chapitre 1

Introduction

La problématique de la quantification provient de ’analogie formelle entre mécanique
classique et mécanique quantique, et consiste a trouver une correspondance entre obser-
vables classiques et observables quantiques, comme formulée initialement par le probléme
de Dirac [31]. Les théories de quantification sont en fait multiples; elles différent alors,
suivant les types de systémes considérés d’une part, et les propriétés demandées a la quan-
tification d’autre part. En particulier, pour les systémes dont I’espace des phases est un
fibré cotangent T* M, la quantification G-équivariante, introduite par P. Lecomte et V.
Ovsienko [67], est définie par une condition de cohérence avec l'action du groupe G, qui
est un groupe de symétries de I'espace de configuration M.

L’objet principal de cette thése est d’étendre la quantification conformément équiva-
riante, telle qu’elle est développée dans les références [34, 37|, aux formalismes classiques
et quantiques qui permettent de tenir compte du spin, et reposant respectivement sur la
supergéométrie symplectique et la géométrie spinorielle. Avant de présenter les résultats
obtenus, nous introduisons séparément les deux domaines constitués par la quantification

équivariante et la mécanique spinorielle.

1.1 Panorama : systémes a spin et quantification équivariante

1.1.1 Apergu général de la quantification équivariante

Pour quantifier un systéme dont I'espace des phases est donné par un fibré cotangent
T*M, le plus naturel est d’utiliser la quantification géométrique, développée par B. Kos-
tant [61] et J-M. Souriau [97], comme géométrisation ultime de la méthode des orbites
de A.A. Kirillov [52, 54]. En effet, cette derniére est alors canonique. Cependant, elle ne
peut s’appliquer qu’aux fonctions polynomiales de degré au plus 1 en les impulsions, fonc-
tions qu’elle quantifie en des opérateurs différentiels d’ordre 1 sur M. Pour prolonger la
quantification géométrique de maniére univoque & un espace plus vaste d’observables clas-

siques, une méthode naturelle consiste & demander la cohérence de la quantification vis a
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4 Chapitre 1. Introduction

vis de I'action d’un certain groupe de symplectomorphismes sur ’espace des phases. C’est
le cas par exemple de la quantification de Weyl de T*R", qui est complétement caractéri-
sée par le groupe symplectique affine, comme montré par S. Gutt [46]. La quantification
G-équivariante s’inscrit dans ce cadre, avec la particularité, pour le groupe G qui la ca-
ractérise, d’agir localement sur I’espace de configuration M. Afin que son inverse définisse
une application symbole globale sur l'espace D(M) des opérateurs différentiels de M, la
quantification G-équivariante se doit de prolonger la quantification géométrique a tout I'es-
pace S(M) des fonctions sur 7% M qui sont polynomiales en les impulsions. Elle a été ainsi
immédiatement congue comme un moyen d’étude du module des opérateurs différentiels,
d’ott la considération, dés ses origines, d’opérateurs différentiels agissant sur des densités.
En conséquence, 'action du groupe G est modifiée par les deux paramétres A et u, qui sont
les poids des densités sources et images des opérateurs en question. L’espace des symboles
SO(M) est alors naturellement muni d’'un poids § = p — A, modifiant également I’action
du groupe G. Nous pouvons alors définir une quantification G-équivariante, comme un
morphisme de G-modules

Q : S°(M) — DM(M), (1.1)

préservant le symbole principal. Précisons que, par hypothése, G est un groupe agissant
localement par difféomorphismes sur M. Les structures de G-modules sur les espaces clas-
siques et quantiques résultent, respectivement, de l’action hamiltonienne canonique de
Diff (M) sur C(T*M) > S°(M) et de son action canonique sur Hom(F?*, F*) D DM,
ot FA est I'espace des A-densités de M. Il s’agit alors de discuter de l'existence et de
I'unicité de la quantification G-équivariante (1.1) en fonction du groupe G et des poids §
et A\, u caractérisant les modules classiques et quantiques. Remarquons que la famille de
quantification G-équivariante est d’autant plus réduite que le groupe G est “grand”.

Si l'on excepte le groupe trivial, le choix G = Diff (M) est le seul ne restreignant pas
les espaces de configurations M que 'on peut considérer. C’est également le plus naturel
pour prolonger la quantification géométrique. Cependant, il n’existe pas de quantification
Diff (M)-équivariante et ceci quel que soit la valeur des poids A, . Ce résultat se traduit
par 'absence d’application symbole naturelle sur I'espace des opérateurs différentiels. Il
s’agit donc de travailler avec un groupe G agissant localement sur M, et qui munit ainsi
M d’une G-structure plate [55]. Cela revient a4 demander une action locale de son algebre
de Lie g, et 'on parlera aussi bien de quantification G-équivariante que g-équivariante.

Le travail qui a initié la quantification équivariante est celui de C. Duval et V. Ovsienko
[36], ou la quantification géométrique de T*M est prolongée de maniére univoque aux
symboles de degré 2 par équivariance sous l'action du groupe conforme o(p + 1,q + 1),
pour (M, g) une variété conformément plate de signature (p, q). P. Lecomte et V. Ovsienko
[67] ont ensuite les premiers montré qu’il existe, pour 4 = 0, une unique quantification

G-équivariante définie sur tout l'espace des symboles S(M), le groupe choisi étant le
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groupe projectif SL(n + 1,R), la variété M étant de dimension n et projectivement plate.
Ce résultat est généralisé dans la référence [38] au cas d’un poids 0 quelconque, hors d’un
ensemble discret de valeurs appelées résonances. Par la suite, le cas du groupe conforme a
été réétudié par C. Duval, P. Lecomte et V. Ovsienko dans [34], ou I'existence et 'unicité
de la quantification conformément équivariante sont prouvées en dehors d’un ensemble
discret de valeurs de §. La propriété clé des algébres de Lie projectives et conformes est
leur maximalité en tant qu’algébre de Lie de dimension finie dans l'algébre de Lie des
champs de vecteurs polynomiaux. F. Boniver et P. Mathonet |14, 15] ont mis ce fait en
évidence, montrant que toute algébre de Lie maximale g conduisait & une quantification
g-équivariante.

Afin d’étudier explicitement la structure des G-modules d’opérateurs différentiels et
d’obtenir les observables quantiques en termes géométriques, il faut tout d’abord détermi-
ner explicitement les résonances puis produire en termes covariants les formules explicites
de la quantification G-équivariante. Ceci a été fait pour la quantification projectivement
[17] et conformément [37] équivariante restreintes aux symboles de degrés 2 en les im-
pulsions (i.e. en les variables fibrées). Dans le cas conforme, le degré 3 a également été
traité [69, 70|. Les modules exceptionnels Dg‘ # des opérateurs différentiels d’ordre 2, dont
les poids sont associés aux résonances, ont ainsi été identifiés, et le flot géodésique a pu
étre quantifié explicitement. Le laplacien invariant conforme de Yamabe est alors obtenu
[37] comme associé au flot géodésique quantique de I'un des modules exceptionnels, ré-
sultat tout a fait remarquable. V. Ovsienko et P. Redou [82] ont montré dans le méme
esprit que les outils de la quantification conformément équivariante permettent d’obtenir
la classification, en termes de leurs symboles, des opérateurs différentiels et bidifférentiels
conformément invariants.

Une généralisation de la quantification G-équivariante consiste a la définir sur des mo-
dules plus généraux et c’est dans cette veine que se situe notre travail. La voie a été ouverte
par F. Boniver, S. Hansoul, P. Mathonet et N. Poncin [12] o est étudiée I'application sym-
bole projectivement équivariante entre ’espace des opérateurs différentiels agissant sur les
formes différentielles et I’espace des symboles associé. La quantification G-équivariante a
ensuite été étendue & I'espace des opérateurs différentiels agissant sur un espace de sec-
tions tensorielles quelconque, et & son espace de symboles correspondant, ceci a travers
les travaux [49, 74, 75, 20|, qui se situent dans le cadre plus général de la quantification
invariante et naturelle, initiée par P. Lecomte [66].

Par ailleurs, citons le travail pionnier de P.B. Cohen, Yu. Manin et D. Zagier [25], qui
a conduit H. Gargoubi, N. Mellouli et V. Ovsienko [41] au premier développement portant

sur la quantification équivariante dans le cadre de la supergéométrie.
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1.1.2 Description et quantification des systémes a spin

Cherchant I’équation relativiste quantique régissant I’évolution des particules fermio-
niques, de spin %, P.A.M. Dirac [30] introduit un opérateur différentiel d’ordre 1 dont le
carré est le d’Alembertien, et montre que ses coefficients doivent étre des matrices engen-
drant une algebre de Clifford. Baptisé opérateur de Dirac, son étude est devenue un champ
des mathématiques & part entiére : la géométrie spinorielle [22, 24, 48, 65|. Elle permet de
définir le formalisme de la mécanique quantique pour les systémes & spin, dont les fonc-
tions d’onde sont les sections d’un fibré spinoriel, I’espace des spineurs étant par définition
I’espace de représentation irréductible de I'algébre de Clifford.

La découverte du formalisme permettant de décrire le spin en mécanique classique
est beaucoup plus récente. L’idée consiste a ajouter des coordonnées grassmanniennes a
I’espace des phases, remplagant ainsi le fibré cotangent T*M de 'espace de configuration

M par son supercotangent M, i.e. par le produit fibré
M =T"M x5 IITM, (1.2)

du fibré cotangent T* M avec le fibré tangent “impair” IIT' M au-dessus de M. Le dévelop-
pement de cette nouvelle mécanique, dite pseudo-classique, et des (super-)mathématiques
qui en forment le langage, ont été concomitants. Citons F.A. Berezin et M.S. Marinov [9|
pour la formulation de la mécanique pseudo-classique et, B. Kostant [63] et D. Leites [68]
pour 'élaboration de la supergéométrie sous-jacente.

Soulignons que B. Kostant a généralisé la géométrie symplectique et la préquantifica-
tion aux supervariétés [63], et a montré que le préquantifié d’une variable grassmannienne
est une matrice de Clifford. Ce fait a constitué un des points de départ de la mécanique
classique du spin et de I’étude de la quantification dans ce nouveau cadre. Ainsi, E. Getzler
[42] a étendu le calcul symbolique, développé par H. Widom [105], aux opérateurs diffé-
rentiels spinoriels sur M, les symboles étant alors les fonctions sur le supercotangent M
qui sont polynomiales en les variables fibrées. Cela a permis a E. Getzler de fournir une
démonstration élégante du Théoréme de 'indice d’Atiyah-Singer, et d’établir un premier
lien entre supergéométrie et géométrie spinorielle. F.F. Voronov [102| reprend ce travail, et
développe alors en détail la quantification géométrique de l'algébre de Grassmann. Dans
un aute contexte, G. Tuynman [100] formule la quantification géométrique dans le cadre
des supervariétés, 'applique a l'algébre de Grassmann munie d’une autre forme symplec-
tique, et en donne une application au formalisme BRST. Ces deux travaux établissent une
correspondance ente les structures algébriques de la supergéométrie et celles de la géo-
métrie spinorielle. Enfin, La préquantification du supercotangent est donnée explicitement
par M. Rothstein [90], mais sa quantification géométrique, permettant de géométriser la

correspondance précédente, ne semble pas avoir été traitée dans la littérature.
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1.1.3 L’apport de cette thése

Cette these se situe ainsi dans le prolongement des travaux dans les deux domaines
précités, tout en comportant des aspects nouveaux. La quantification conformément équi-
variante des fibrés cotangents est connue [34, 37| et a méme été étendue afin de conduire a
des opérateurs différentiels agissant sur des champs tensoriels |75]. Cependant, ces travaux
ne permettent pas de quantifier les fonctions du supercotangent, car les arguments des
opérateurs différentiels spinoriels, dont 'opérateur de Dirac, ne sont pas des champs ten-
soriels. Cela se manifeste par le fait que I'espace DM, des opérateurs différentiels agissant
sur des densités spinorielles, n’admet pas d’action naturelle de Vect(M), contrairement a
tous les modules étudiés jusqu’a présent dans le cadre de la quantification équivariante. En
outre, méme si le supercotangent M d’une variété pseudo-riemannienne (M, g) est muni
d’une structure symplectique canonique [90], ce qui constitue notre cadre de travail, sa
quantification géométrique n’est, a priori, pas connue alors méme que la quantification
conformément équivariante doit en constituer une extension.

L’article fondateur de E. Getzler [42] permet de définir les espaces en jeu pour la
quantification conformément équivariante de M, I'espace des observables classiques étant
I'espace des symboles de DM, qu’il montre étre formé par Iespace S? (€] des O-densités
polynomiales dans les variables fibrées sur le supercotangent M. En d’autres termes, on
a S¢] = SO(M) ® Q(M), ou Q(M) désigne l'espace des formes différentielles sur M.
Supposons désormais que (M, g) soit de signature (p, q), conformément plate et admette
une structure spinorielle. Une quantification conformément équivariante, du supercotangent

de (M, g), est définie comme une bijection linéaire
QM 1 SO¢] — DM, (1.3)

préservant le symbole principal et équivariante sous l’action, & préciser, de l'algébre de Lie
o(p+ 1,9+ 1) des champs de vecteurs Killing-conformes de (M, g).

Aprés avoir rappelé les pré-requis concernant les méthodes de quantification en général,
et la quantification conformément équivariante en particulier, nous construisons la struc-
ture de o(p + 1, ¢ + 1)-module sur I'espaces classique S°[€] et la transportons a I’espace
quantique DM via la quantification géométrique du supercotangent. Nous établissons alors
une expression explicite pour la quantification conformément équivariante des symboles de
degré 1 en les impulsions, en coordonnées conformes, i.e. adaptées a la structure conforme
de (M, [g]), puis arbitraires. Nous démontrons ensuite que, pour un poids ¢ générique, la
quantification conformément équivariante existe sur tout l'espace des symboles S°[¢] et
est unique. Enfin nous présentons quelques exemples et applications de nos résultats dans
ce cadre. Nous obtenons ainsi la classification des symboles des opérateurs différentiels,
agissant sur les spineurs, qui sont conformément invariants. La quantification de 'un des

deux symboles de degré 1 de cette classification conduit a 'opérateur de Dirac, dont les
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poids correspondent précisément a 'une des deux résonances, comme c’était le cas pour
lopérateur de Yamabe-Laplace [37] déja évoqué. Plus surprenant peut-étre, le lien entre
tenseurs de Killing-Yano et intégrabilité, tant classique que quantique, est explicité via la
superisation et la quantification conformément équivariante.

Nous présentons désormais le contenu de la thése chapitre par chapitre.

1.2 Chapitre 2 :

Quantification équivariante des fibrés cotangents

Ce premier chapitre est consacré a ’exposé des pré-requis concernant la quantification
en général, et les trois théories que constituent la quantification géométrique, la quantifi-
cation par déformation et la quantification équivariante en particulier. Nous considérons
ici des systémes sans spin, le formalisme décrivant les objets de la mécanique classique
est donc celui de la géométrie symplectique, la supergéométrie sera introduite au chapitre

suivant.

La problématique de la quantification

Nous introduisons tout d’abord les structures mathématiques de la mécanique clas-
sique et de la mécanique quantique, i.e. d’'une part les notions de base de la géométrie
symplectique : crochet de Poisson, champs hamiltoniens et application moment, et d’autre
part la structure d’algébre de Lie sur les opérateurs antisymétriques agissant sur un es-
pace de Hilbert. La présentation suit essentiellement 'article [72], ainsi que les références
[97, 3, 106].

Puis, nous formulons le probléme de Dirac [30], qui a acté la naissance de la quan-
tification en termes mathématiques, et articulons les réponses qu’en donne la quantifica-
tion géométrique, la quantification par déformation et la quantification équivariante, avant
de les exposer plus en détail. La quantification géométrique des variétés symplectiques
[97, 61, 53, 106] est présentée dans sa formulation générale, et le cas des fibrés cotangents
T*M est explicité. Sa généralisation immédiate aux supervariétés symplectiques est dé-
crite au chapitre suivant dans le cas des algébres de Grassmann et des supercotangents.
Nous introduisons ensuite la quantification par déformation et donnons ’exemple de la
quantification de Weyl sur T*R"™, qui sera prolongée par la suite au supercotangent de
R™. Enfin, nous motivons 'introduction de la quantification G-équivariante en montrant
qu’elle prolonge la quantification géométrique de T* M par un relachement de la contrainte
de Diff (M )-équivariance en celle de G-équivariance, et en soulignant qu’elle permet de

construire un star-produit fortement G-invariant [33].
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Le cadre de la quantification équivariante

Le formalisme de la quantification G-équivariante est développé ici. Il met en jeu les
Vect(M)-modules que sont I'espace classique des symboles S° et I'espace quantique des
opérateurs différentiels DM, ainsi que la notion de G-structure plate sur une variété M.
Cette derniére assure que l'algébre de Lie g, du groupe G, est une sous-algébre de Lie
de Vect(M), qui agit canoniquement sur les espaces classiques et quantiques, et les munit
ainsi d’une structure de g-modules. Deux outils sont essentiels pour obtenir la quantification

équivariante :

1. Vordre normal, noté A (2.40), fournit une identification locale entre espaces classiques
et quantiques, permettant ainsi de comparer leurs structures de modules, données par

les dérivées de Lie ng et Eﬁ‘(’“ pour X € g,

2. le Lemme 2.2.5 montre que la quantification G-équivariante de R™ se transporte, via

les G-coordonnées, & une variété munie d’'une G-structure plate.

Aprés avoir donné la Définition 2.2.3 de la quantification G-équivariante, nous exposons les
résultats obtenus sur I'existence et 1'unicité d’une quantification G-équivariante [67, 34, 15],

détaillant en particulier les valeurs résonantes du shift § dans les cas projectifs et conformes.

La quantification conformément équivariante

L’étude est alors restreinte au cas du groupe conforme G = O(p + 1,¢ + 1), afin de
présenter les résultats de [34, 37| que nous étendrons par la suite au cadre des superco-
tangents, ainsi que le schéma de leurs preuves. Cela permettra de mettre en valeur les
difficultés propres a la quantification des supercotangents.

Tout d’abord, une variété pseudo-riemannienne (M, g) est conformément plate s’il existe
localement une fonction F > 0 et un systéme de coordonnées () dites conformes dans
lequel les composantes de la métrique sont de la forme g;; = F'n;;, avec n;; les composantes
de la métrique plate. L’algébre de Lie des champs de vecteurs Killing-conformes de (M, g)
est désignée par conf(M, g), et si (M, g) est conformément plate et de signature (p, q), on a
conf(M,g) ~o(p+1,q+1).

Le premier Théoréme 2.3.3 énoncé est issu de [37], et a pour objet I'obtention de la
quantification conformément équivariante des symboles de degré 1 en les impulsions. Il
suffit de mener 1’étude sur la variété de configuration plate R", grace au Lemme 2.2.5.
L’ordre normal (2.40) permet alors de ramener la recherche de la quantification conformeé-

ment équivariante QM S%l(R") — Di\’“ (R™) a celle de QM, définie par le diagramme
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commutatif suivant de o(p + 1, ¢ + 1)-modules

DAk (1.4)

A
e
QM

SO —= &9,

Ce dernier est bien défini au-dessus de R™, et au-dessus d’un ouvert de carte d’une variété
conformément plate (M, g). Nous écrivons alors les expressions explicites des actions clas-
siques et quantiques de o(p+1,¢+1), qui coincident si I'on se restreint a la sous-algébre de
Lie des similitudes ce(p, ¢). Un résultat de [67], montre que QM est dans ce(p, ¢)', le com-
mutant de ce(p, q¢) dans End(C[z!,...2",p1,...,pn]), oil les p; désignent les coordonnées
de T*M canoniquement associées aux (z*). Nous donnons le commutant de la sous-algébre
de Lie des isométries e(p, ), qui contient ce(p, ¢)', en utilisant la convention de sommation

d’Einstein, d’usage systématique par la suite.

Proposition 1.2.1. [37] Le commutant e(p,q)' est isomorphe, pour n > 3, a l'algébre
enveloppante U(sl(2,R) x b1). Elle est engendrée par

L T=0,0,, (1.5)

R = Pipia E = pi0p, + 9 P

dont les relations de commutations sont celles de sl(2,R), et
G = piaz', D = 8pi8,», L= 8:028;61, (1.6)

dont les relations de commutation sont celles de l’algébre de Heisenberg by .

La preuve du Théoréme 2.3.3 procéde comme suit,
1. obtention de ce(p, q)' au Corollaire 2.3.2,

2. les endomorphismes de Sil(R") préservant le symbole principal et équivariants sous

l'action de ce(p, q) sont de la forme @ = Id + ¢4D, avec ¢4 une constante, voir (2.60),

3. implémentation des contraintes d’équivariance sous l’action des inversions infinitési-

males X;, ce qui détermine cg.

Théoréme 1.2.2. [37] Soit (M, g), une variété conformément plate. Si 6 # 1, il existe une
unique quantification conformément équivariante, QM : 3%1 — Di\’“, donnée localement

par

QM (Pi(a)py) = <Piai T aipf) . )

Si0 = 1, alors la quantification conformément équivariante existe si et seulement st A = 0 et
elle est donnée par Q¥ (Pi(z)p;) = 2 (P'0; + a d;P") , le coefficient a étant une constante

quelconque.
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Le cas résonant 6 = 1 provient simplement de la dégénérescence de ’équation affine ex-
primant I'invariance sous les inversions, et qui donne le coefficient ¢;. Remarquons qu’il
est possible de lever I'indétermination sur le coefficient a en demandant que les opérateurs
différentiels obtenus soient symétriques, i.e. formellement auto-adjoints, si le symbole est
réel. Spécifions que les coordonnées (z*, p;) intervenant ici sont des coordonnées de Darboux
de T* M, issues naturellement des coordonnées conformes (%) de (M, g) et indépendantes
de la métrique g. Ainsi, les formules obtenues pour la quantification sont invariantes par
changement conforme de métrique. Un simple calcul permet alors de donner I'expression

en termes covariants de la quantification,

QP ) = (P4 2508 (). (19
oit VA est la dérivée covariante des A-densités (2.32) et 9V est la dérivée covariante des
symboles (2.37), les deux étant associées a la connexion de Levi-Civita de la métrique g. Le
Théoréme 2.3.5, de la référence [37], prouve l'invariance conforme de cette application, i.e.
elle ne dépend que de la classe conforme [g] de la métrique g. De plus, cette application est
en fait Vect(M)-équivariante et coincide pour A = pu = % avec la quantification géométrique
de T*M, T'espace de Hilbert étant donné par le complété des %—densités de M & support
compact. Dans le cas plat, Q%% coincide également avec la quantification de Weyl. Un
théoréme analogue d’invariance conforme a été montré pour la quantification conformément
équivariante des symboles de degré 2 [37] et de degré 3 70|, ou des termes de courbures
viennent alors s’ajouter.

Le dernier résultat présenté sur la quantification conformément équivariante des fibrés
cotangents est le Théoréme 2.3.9, tiré de [34], qui établit son existence et son uncité pour
tous les symboles, en dehors d’un ensemble de valeurs résonantes donné en (2.44). La pré-
sentation du principe de la preuve est rapide, car celui-ci est repris en détail au Paragraphe
4.5.3, dans un cadre général indépendant du groupe de symétrie G et englobant le cas des
supercotangents. Il repose sur la diagonalisation des opérateurs de Casimirs des modules

classiques (2.73) et quantiques (2.74), qui ont pour expressions, respectivement,

Cs = RT+[1+n(5—1)—E&E—n5(6—1), (1.9)
Chy = Cs+GT —=2(nA+&)D. (1.10)
Nous explicitons la diagonalisation de Cs qui repose sur celle des opérateurs commutant £

et RT. Cela sera utile pour diagonaliser I'opérateur de Casimir classique dans le contexte

des supercotangents.
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Les opérateurs conformément invariants

Enfin nous donnons la classification des opérateurs différentiels (linéaires) conformé-
ment invariants en terme de leurs symboles dans la Proposition 2.4.1, formulée dans [82].
Son extension aux opérateurs différentiels spinoriels est I'une des applications importantes

des développements de cette these.

1.3 Chapitre 3 :

Du fibré supercotangent a la géométrie spinorielle

Le but de ce chapitre est de présenter les formalismes de la mécanique classique et
quantique des systémes a spin, qui reposent respectivement sur la supergéométrie symplec-
tique [90], et la géométrie spinorielle [22, 24, 48, 65]. La quantification géométrique des
supercotangents M, de variétés pseudo-riemanniennes (M, g), établit une correspondance
nouvelle entre ces deux géométries. Nous la prolongeons ensuite, localement, par I'ordre
normal [42], bijection entre l'espace des symboles S9 [€] et I'espace des opérateurs différen-
tiels spinoriels DM*. Ils constitueront les espaces des observables classiques et quantiques,

respectivement.

Le fibré supercotangent

Nous exposons en premier lieu le cadre de la mécanique classique & spin. L’espace de
configuration d’un systéme étant un espace-temps relativiste, ou plus généralement une
variété pseudo-riemannienne (M, g), son espace des phases est donné par son supercotan-
gent M (1.2) muni de sa structure symplectique canonique, ce que nous illustrons par un
exemple. Nous relevons ensuite les champs de vecteurs Killing-conformes de M a M, ce
qui permettra, au chapitre suivant, de munir I’espace des symboles S°[¢] € C*°(M) d’une
structure de o(p + 1, ¢ + 1)-module lorsque (M, g) est conformément plate. Cela constitue
un résultat nouveau, pour autant que nous le sachions.

Avant d’introduire le supercotangent d’une variété M, la notion de supervariété est
présentée en toute généralité, suivant les travaux de références de B. Kostant et D. Leites
[63, 68|, ainsi que la synthése sur le sujet faite dans [28|. Il est & noter que la naissance
méme des supermathématiques provient en grande partie de la recherche d’un cadre pour
la description géométrique du spin. La Définition 3.1.1 d’une supervariété est donnée dans
le corps du texte, donnons-en ici I'idée. Une supervariété, de base la variété M, est ca-
ractérisée localement par un systéme de coordonnées, formé des coordonnées () de M,
dites paires, ainsi que de coordonnées (%) dites impaires, ou grassmanniennes, qui ont la
particularité d’anticommuter. De maniére équivalente, on peut la définir par son algébre
de superfonctions engendrée localement par ses coordonnées. Ainsi, une méthode pour

construire une supervariété de base M est, partant d’un fibré E sur M, de choisir I'algébre
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des sections du fibré extérieur I'(AE*) comme son algébre de fonctions, la parité découlant
de sa Z-graduation canonique. Une telle supervariété est notée I1E, ou 1l est le foncteur
renversant la parité, et on note C*°(I1E) = I'(AE™). Nous pouvons construire de la sorte

les deux types de supervariétés avec lesquelles nous travaillerons.

1. Les supervariétés 11V, avec V un espace vectoriel, ont leur base réduite & un point,
et sont essentiellement des algébres de Grassmann, AV* = C*°(IIV). Un systéme de

coordonnées (£°) est alors une base de V*.

2. Les supercotangents sont définis comme les produits fibrés M = T*M x, IITM,
d’algebre de superfonctions C*°(M) = C*(T*M) @ Q(M). Ils admettent comme
systéme de coordonnées (z%,p;, %), ot (2%, p;) sont des coordonnées canoniques de
T*M et & la superfonction locale dz® € C*°(IIT M), ou d est ici la différentielle de
De Rahm sur M. Un tel systéme de coordonnées canoniquement associé a (x?) est

dit naturel.

L’espace des observables classiques sera pour nous 1’algébre des symboles S° €], constituée
des superfonctions de M polynomiales en les variables fibrées (p;, £°).
Nous présentons ensuite le travail de M. Rothstein [90] sur les supervariétés symplec-

tiques, et l'illustrons par les deux exemples précédents.

1. Une supervariété symplectique de base réduite & un point est une algeébre de Grass-
mann AV™* ot I'espace vectoriel V' est muni d’'une métrique g, i.e. d’'une forme bili-
néaire symétrique non dégénérée. Soient g;; les composantes de g dans une base de
V, de base duale (¢%). La forme symplectique de AV* s’écrit alors gijdgi AdE7. Un
systéme de coordonnées de Darboux (£%), cf [63], correspond donc & la base duale

d’une base orthonormée de V.

2. Un supercotangent M est muni d’une structure symplectique si et seulement si M
est muni d’une métrique pseudo-riemannienne g, et sa forme symplectique w est alors

exacte, w = da. La 1-forme potentielle s’écrit en coordonnées
o = pidx’ + ﬁgijfidvfj, (1.11)

ot dV est la différentielle extérieure covariante associée a la connexion de Levi-Civita
et k une constante. L’obtention des coordonnées de Darboux nous est essentielle pour
I'écriture du relevé de I’action de conf(M, g) de 'espace de configuration M a l’espace
des phases M, et fait 'objet de la Proposition 3.1.13.

Pour illustrer la puissance de ce formalisme, utilisé notamment par F.A. Berezin et M.S.
Marinov [9], pour la description d’un systéme classique a spin, nous traitons ’exemple d’une
particule d’essai, & spin et de charge ¢, dans I'espace-temps relativiste (M, g) et en présence
d’un champ électromagnétique F. L’espace des phases associé est le supercotangent M,

muni de sa structure symplectique canonique donnée par da, ot « est définie en (1.11)
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avec k = %, et les composantes du bivecteur de spin sont représentées localement par
S = ?glfj. Les équations du mouvements découlent alors du flot hamiltonien de H =
599 (pi — q i) (pj — qA;) + qFi;SY € SU¢], ot A = A;da’ est le potentiel local du champ
électromagnétique F'. Dans le cas d’une charge nulle, nous retrouvons dans le formalisme
supersymplectique les équations de A. Papapetrou [84], exprimant la déviation géodésique
de la particule due au couplage de son spin avec la courbure de 'espace-temps. Nous
référons également a F. Ravndal [88] qui traite séparément effet des champs gravitationnel
et électromagnétique pour une particule & spin, d’espace des phases un supercotangent,
dans le formalisme lagrangien.

Nous proposons enfin un relévement hamiltonien de 'algébre de Lie conf(M,g), des
champs de vecteurs Killing-conformes de l'espace de configuration (M,g), & son su-
percotangent M. Ceci est motivé par le double but d’obtenir ’application moment de
conf(M, g) sur M et de définir une structure de conf(M, g)-module sur I'espace des sym-
boles S[¢] € C®(M), qui devient une structure de o(p 4 1, ¢ 4 1)-module si (M, g) est
conformément plate. Cela ne semble pas traité dans la littérature et nous est essentiel pour
aborder la quantification conformément équivariante des supercotangents. La premiére
étape est naturelle et consiste a chercher les relevés X de X € Vect(M) qui préservent la
1-forme a, i.e. tel que L ¢a = 0. Le Lemme 3.1.18 prouve qu’un tel relevé n’est pas unique.
Afin de lever cette indétermination, nous choisissons d’imposer au relevé une contrainte
supplémentaire : la préservation de la direction de la 1-forme G = gijfidxj , qui est I'image
réciproque de la 1-forme potentielle de la forme symplectique impaire sur II7'M. Cela nous
permet d’obtenir un relevé unique X de X € conf (M, g), qui est de plus un morphisme
d’algébres de Lie. En revanche, cette procédure ne permet pas de relever les autres champs
de vecteurs de M. C’est 'un des deux résultats centraux de cette section, formulé dans le

Théoréeme 3.1.19, dont nous donnons ’essence ici.

Théoréme 1.3.1. Soit X un champ de vecteurs de M, du supercotangent M. Le relevé
de X a M, qui préserve « et la direction de (3, existe si et seulement si X est un champ
de vecteurs Killing-conforme. Il est alors unique, noté X, et est donné par le morphisme

d’algébres de Lie

X — X = X'0Y +0;X& 0¢, —p; Vi X0y, +% (R;;jgkgle + 0y (gkfla[le])> Dy, (1.12)
Ce résultat est & mettre en regard avec le fait que la dérivée de Lie des spineurs L, pro-
posée par Y. Kosmann [60], n’est effectivement une dérivée de Lie que pour les champs de
vecteurs Killing-conformes. Il ne semble donc pas envisageable de définir une quantification
G-équivariante du supercotangent pour un groupe G qui ne soit pas le groupe conforme.
La quantification géométrique des supercotangents, présentée dans ce chapitre, explicite le
lien entre actions classique X et quantique Ly.

Grace a laction hamiltonienne de conf(M,g) sur M définie par le Théoréme 3.1.19,
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nous obtenons une application moment J° de (M, ), dite paire, par opposition a 'ap-
plication moment J!, associée & la structure symplectique impaire de (IIT'M,3). Leur
écriture explicite est donnée dans la Proposition 3.1.20 et montre que les moments pairs
des rotations coincident avec ceux, usuels, des fibrés cotangents, & un nouveau terme de
spin prés. On retrouve alors les résultats de [88, 43], obtenus dans le formalisme lagrangien,
ou les moments sont exprimés en fonction de coordonnées naturelles de M. Dans le cas
conformément plat, 1'utilisation des deux applications moment conduit & un systéme de

coordonnées de Darboux, et ainsi au deuxiéme résultat essentiel de la section.

Théoréme 1.3.2. Soit (M, g) une variété conformément plate, et (z') des coordonnées
conformes. Les fonctions p; = ‘7591 et & = j(’i" données en (3.46), définissent un systéme
de coordonnées (xi,ﬁi,gi), qui est un systéme de coordonnées de Darboux conformes sur

M. Il permet de se ramener a Uezpression du cas plat pour le relevé X de X € conf(M, g),

~ 1 . - o hs - A
X=X'0i+5 ((@‘X )& Ogi — (aiX])gjaéi) — ;0 X705, — Efjgk(aiaka)aﬁp

(1.13)

Précisons que i, Op, 8@ sont les dérivations associées au systéme de coordonnées
(z',p;, £"). Ce dernier permet ainsi de travailler avec des expressions invariantes sous chan-
gement conformes de métrique pour X et donc pour Paction de o(p+ 1, ¢+ 1) sur espace
des symboles S9[¢]. Cette remarque est capitale car elle permet de transporter les résultats
de la quantification conformément équivariante du supercotangent de I’espace de configura-
tion plat R™, au supercotangent de toute variété (M, g) conformément plate, via le Lemme
2.2.5. La dépendance de I'action en la métrique est, en fait, contenue dans la définition des
coordonnées de Darboux. Rappelons que dans le cas des fibrés cotangents “ordinaires” les

coordonnées de Darboux en étaient indépendantes.

Eléments de géométrie spinorielle

Nous exposons ici les structures algébriques et géométriques intervenant dans la des-
cription quantique du spin. Tous les résultats de cette section sont trés largement traités
dans la littérature [10, 99| et appartiennent & la géométrie spinorielle [65]. Le seul point
délicat est la définition de la dérivée de Lie des spineurs sur laquelle repose la structure de
module de DM, qui est, rappelons-le, espace des opérateurs différentiels agissant sur les
densités spinorielles.

Nous introduisons tout d’abord les structures algébriques, qui définissent les structures
des fibres des différents fibrés en jeu. L’algebre de Clifford Cl(V, g) est définie, ainsi que sa
correspondance avec l'algébre de Grassmann AV, qui en constitue son algébre de symbole.
Nous montrons également que 1’algébre de Clifford est une déformation [77] de l'algeébre

de Grassmann, vue comme algébre de fonctions d’une supervariété symplectique de base
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réduite & un point. Puis le groupe de spin ainsi que son algébre de Lie sont donnés comme
sous-espaces de 'algébre de Clifford, et leurs propriétés caractéristiques, qui seront invo-
quées dans le cadre des variétés, sont énoncées. Le module des spineurs, qui est 'espace de
représentation irréductible de I'algébre de Clifford, est enfin introduit, et s’identifie & AP
pour P un espace isotrope maximal de V ® C, i.e. P est une polarisation.

Partant d’une variété pseudo-riemannienne (M, g), on sait construire canoniquement
le fibré de Clifford. En revanche, le fibré spinoriel S, sur lequel il agit irréductiblement,
nécessite une structure additionnelle sur M, de type spinoriel [99], que nous explicitons.
Les conditions d’existence d’une telle structure sur M, ou plus précisément d’un revétement
Spin(M, g) — SO(M, g), sont de nature topologique et ont été élucidées par A. Haefliger
[48], dont nous citons le résultat.

Nous construisons ensuite la dérivée covariante des spineurs [99], qui est issue de la
connexion de Levi-Civita et compatible avec la multiplication de Clifford. Nous donnons
enfin Pexpression de la dérivée de Lie des spineurs telle qu’introduite par Y. Kosmann
[60]. Cette formule est canonique pour les seuls vecteurs de Killing de (M, g), et définit
un morphisme d’algebres de Lie, ie. [Lx,Ly] = Lixy], & condition que X,Y soient des

champs de vecteurs Killing-conformes de (M, g).

Quantification géométrique des supercotangents et géométrie spinorielle

La quantification géométrique des supervariétés symplectiques de base réduite a un
point, puis des supercotangents, nous permet de prouver un certain nombre des résultats
précédents et de retrouver de la sorte la géométrie spinorielle & partir de la supergéométrie
symplectique. Les résultats les plus remarquables sont I’obtention des sections du fibré des
spineurs de (M, g) comme fonctions polarisés de son supercotangent M, et la construction
de la dérivée covariante et de la dérivée de Lie des spineurs par quantification.

Nous reprenons tout d’abord les résultats de F.F. Voronov [102] et G. Tuynmann [100]
sur la quantification géométrique de I'algébre de Grassmann AV™* qui est vue comme I’al-
gébre de fonctions d’une supervariété IV, dont la forme symplectique est donnée par la
métrique g sur V. Notre démarche a ceci de plus général qu’elle ne restreint pas la signature
de la métrique g, les résultats essentiels sont cependant inchangés. Ainsi, la polarisation P,
qui est un sous-espace isotrope maximal de AV* ® C, conduit & réduire ’espace de repré-
sentation quantique au module des spineurs AP, sur lequel le quantifié 57 des coordonnées
€' de P'algébre de Grassmann agissent comme des matrices de Clifford. Notons tout de
méme que nous nous restreignons a des espaces V' de dimension paire, la quantification

géométrique ne s’appliquant pas stricto sensu dans le cas d’une dimension impaire.

Proposition 1.3.3. Etant donné une polarisation P de la supervariété symplectique

(IIV, g), de dimension 0|2n, la quantification géométrique admet un unique prolongement
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en un isomorphisme d’algébre, donné en coordonnées de Darboux par,

Q:AV*®C — End(APY) (1.14)
g g g gk,

ot AV* est muni du star-produit le rendant isomorphe a [algébre de Clifford complexe

Cl(V*,g). Cela fournit une action canonique de CI(V*, g) sur AP*, donné par

: (1.15)

qui en fait le module des spineurs.

Nous construisons ensuite un produit hermitien sur le module des spineurs tel que les
fAi soient hermitiens.

La préquantification du supercotangent M de (M, g) est connue [90], nous la rappelons
avant de traiter de sa quantification géométrique. Il faut, tout d’abord, avoir une polarisa-
tion de M = T*M x;II'I'M ; on la choisit comme étant formée de la polarisation verticale
de T* M, et d’une polarisation de HTfM en chaque point. Cette derniére est un espace iso-
trope maximal de HT;CM pour tout x € M, i.e. une N-structure sur M, notion introduite
par P. Nurowski et A. Trautman [79] dans un tout autre contexte et dont nous donnons la
Définition 3.3.7. Si g est une métrique euclidienne, une N-structure sur M est simplement
une structure presque hermitienne sur M. Ainsi, il existe des obstructions topologiques &
I'existence de polarisations sur M, qui sont plus fortes que celles d’admettre une structure
spinorielle. La quantification géométrique du supercotangent construit alors une action du
fibré de Clifford sur I'espace des fonctions polarisées qui permet de l'identifier & ’espace

des sections du fibré spinoriel de M.

Théoréme 1.3.4. Soit M le supercotangent de (M, g), et P un sous-fibré de TCM dé-
finissant une N-structure sur (M, g), ce qui est équivalent au fait que M admette une
polarisation formée de la polarisation verticale de T*M et de la distribution verticale VIIP

de ITCM . La variété M admet alors un fibré spinoriel S donné par
S=AP", (1.16)

dont l'espace des sections spinorielles s’identifie a ’espace des fonctions polarisées de M,
noté F = C*(IIP) = I'(S). La quantification géométrique de M se prolonge alors en
Vapplication Q : S1 ® Spl¢] — End(F), qui s’écrit en coordonnées de Darbou,

L ~. . N 1\" ; .
PZ<w>p1-+Pj1,...,jﬁ<m>£ﬂ...sfﬂHP<x>ia~+(ﬂ> P ()70 (17)
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Cette application est un morphisme d’algébres de Lie si on se restreint aux fonctions de
degré au plus 2 en &, et un isomorphisme de C°° (M )-module si on se restreint aux fonctions

de degrés O en p.

La quantification géométrique se prolonge en un morphisme d’algébres de Lie sur un
espace de fonctions suffisant pour quantifier les moments usuels Jx = p; X* du fibré co-
tangent et les moments conformes J% € C>(M) du supercotangent. Nous obtenons ainsi
respectivement la dérivée covariante Vx pour tout X € Vect(M), au Corollaire 3.3.11, et

la dérivée de Lie des spineurs,
i 1 o
Lx = +Q(JX) = Vx + 10 X7y, (1.18)

pour tout X € conf(M, g), au Corollaire 3.3.12. Ce dernier résultat est d’un intérét parti-
culier, il permet en effet de construire une dérivée de Lie des spineurs reposant sur le choix
des structures symplectiques paires et impaires du supercotangent, et coincidant avec celle

proposée par Y. Kosmann.

Les opérateurs différentiels spinoriels et leurs symboles

Nous introduisons désormais les espaces classique et quantique formant le cadre de la
quantification conformément équivariante des supercotangents. Nous donnons en premier
lieu la définition générale de 'espace des opérateurs différentiels entre fibrés vectoriels au-
dessus d’une variété M. Il suffit de particulariser cette situation aux fibrés des spineurs de
poids A et y pour obtenir la définition de 1’espace quantique DM ~ DM @ I'(Cly(M)) des
opérateurs différentiels entre A-densités spinorielles et p-densités spinorielles. Nous définis-
sons un produit scalaire sur les champs de spineurs, issu de celui construit précédemment
en un point sur le module des spineurs, ce qui nous conduit a la définition d’un opérateur
symétrique dans DM si X\ 4 pu = 1.

Suivant E. Getzler [42], 'espace des symboles S°[¢] de DM est obtenu par produit
tensoriel de l'espace des symboles de l'algebre de Clifford Cl, (7, M) avec l'espace des
symboles de DM, i.e. de I'algébre de Grassmann AT M avec S°. Il peut se réaliser, pour
9 = 0, comme la sous-algébre de C*° (M) formée des fonctions polynomiales en les variables
fibrées ou bien comme l'algébre des tenseurs sur M qui sont symétriques en les indices
contravariants et antisymétriques en les indices covariants. Les degrés en les variables fibrées
paires et impaires définissent ainsi une Z2-graduation sur I’espace des symboles, 85[5] =

b, D, 8,‘3 ..[€]. Nous introduisons alors un espace auxiliaire 7° % en modifiant espace

. ) 5_5 P ,
des symboles de la maniére suivante 7° ~ @F_,Ss."[£], ott Si."[€] est I'espace des
symboles de degré x en les variables fibrées impaires et de degré quelconque en les variables
fibrées paires. Son intérét apparaitra lorsque nous chercherons une formulation covariante

de la quantification conformément équivariante. L’application ev, : 79 — S%[¢] identifiant
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coordonnées naturelles et de Darboux, permettra alors, en un sens, de s’affranchir de ces
derniéres qui dépendent de la métrique g.

Enfin nous écrivons localement I'ordre normal N (3.109) qui établit une bijection entre
I'espace des symboles S9[¢] et celui des opérateurs différentiels spinoriels DM, Il permettra
au chapitre suivant de transporter la structure de o(p+ 1, ¢+ 1)-modules de DM sur S°[¢],
et de travailler ainsi sur I’espace des symboles. Nous en profitons pour définir une notion

de conjugaison sur l'espace des symboles permettant au bivecteur de spin, de composantes
S = ?f’fj, d’étre réel.

1.4 Chapitre 4 [Résultats principaux]
La quantification conformément équivariante des super-

cotangents

Ce dernier chapitre est le coeur de la thése; il y est question a proprement parler de
la quantification conformément équivariante des supercotangents. Il reprend essentielle-
ment la structure de la Section 2.3 qui traite de la quantification des fibrés cotangents.
Tout d’abord, nous construisons 1'unique quantification conformément équivariante des
symboles de degré 1 en les impulsions pour un poids § générique, puis traitons en détail
les cas exceptionnels. Obtenir la formulation covariante de la quantification conformément
équivariante initialement trouvée en coordonnées de Darboux conformes n’est pas immé-
diat ; nous introduisons pour ce faire une quantification auxiliaire, ainsi que la notion de
superisation conformément équivariante. Nous donnons alors les théorémes d’existence
et d’unicité de la superisation et de la quantification conformément équivariantes, leur
démonstration reposant sur la diagonalisation des opérateurs de Casimir des o(p+1, ¢+ 1)-
modules 79, S9 (€] et DM, Nous terminons ce chapitre par un certain nombre d’exemples

et d’applications.

Nous supposons dans toute la suite que (M, g) est une variété conformément plate et

admet une structure spinorielle.

Le premier objectif est de construire la quantification conformément équivariante des
symboles de degré 1 du supercotangent de (M, g). Le schéma de la preuve est celui du
Théoréme 2.3.3, qui concerne les fibrés cotangents, et est développé au cours des deux

premieres sections.

1. Ecrire les actions classiques Lg( et quantiques EE\(’“ des générateurs de o(p+1,¢+1)
sur S°[¢], en utilisant I’ordre normal pour transporter I'action quantique de DM a

I’espace des symboles.

2. Obtenir le commutant e(p, ¢)' dans I’algébre des endomorphismes End(S? (R™)[¢]).
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3. Donner la forme des endomorphismes de Sgl(R") préservant le symbole principal et

équivariants sous l'action de ce(p, q).

4. Implémenter les contraintes d’équivariances sous l'action des inversions infinitési-

males Xj.

Actions conformes et invariants euclidiens

Nous traitons ici des deux premiers points énoncés ci-dessus.

D’une part, le relevé & M, des champs de vecteurs Killing-conformes de (M, g), a été
obtenu au Théoréme 3.1.22 et permet de définir une structure de o(p + 1,¢ + 1)-module
sur S°[¢] par la dérivée de Lie LY = X + 6Div(X), out Div(X) = 9;X*. D’autre part,
La structure de o(p + 1,q + 1)-module sur DM est donné par la dérivée de Lie des den-
sités spinorielles, qui découle naturellement de la dérivée de Lie des champs spinoriels,
déterminée précédemment et due & Y. Kosmann [60]. La difficulté est de donner l'expres-
sion explicite Lé‘(’“ de cette derniére, aprés transport par 'ordre normal sur I'espace des
symboles ; ceci constitue I'objet de la Proposition 4.1.1. Nous constatons alors que, écrites
en coordonnées de Darboux conformes les expressions de Lg( et Eﬁ‘(’“ ne dépendent de la
métrique qu’a travers les coordonnées et qu’elles coincident sur la sous-algébre de Lie des
similitudes ce(p, ).

Nous nous plagons alors sur la variété plate (R™,7n) de signature (p, q), ce qui est équi-
valent a travailler localement en coordonnées de Darboux conformes sur M. Un résultat de
[67] nous permet de montrer que les endomorphismes de S®(R™)[¢] préservant la structure
de ce(p, ¢)-modules appartiennent au commutant ce(p, ¢)' de 'algébre de Lie ce(p, ¢) dans
Iespace End (C[:rl, e TP Prs €L ,é”]) = C[m,ﬁ,é, 896,81;,85]”. En particulier,
QM définie par QM = N o QM avec QM la quantification conformément équivariante,
vérifie QM € e(p,q)'. Les éléments de e(p, )" sont aussi appelés invariants en référence
au travail de H. Weyl [104]. Ce dernier distingue les invariants “pairs” et “impairs” suivant
qu’ils dépendent, ou non, de l'orientation de R™. Nous traitons dans le corps du texte uni-
quement des invariants pairs, qui forment ’ensemble e(p, q)Lr, I’ensemble total e(p, q)' des

invariants étant traité dans I’Annexe B.

Proposition 1.4.1. L’ensemble des invariants pairs e(p, q)'_,_ est engendré, comme algébre,

par les opérateurs

R=p'pi, E€=pi0p, T=030p, X=_E0
A=E5 0=poy ¥=d. =00

(1.19)
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engendrant ’algébre de Lie orthosymplectique spo(2|2), et par les opérateurs

G=p'0;, D=050; L=0,0,, (1.20)
A

engendrant la superalgébre de Lie de Heisenberg h(2|2).
Le commutant e(p, q)'y est isomorphe a $4(spo(2|2) x h(2|2)), pour n > 3.

Cette proposition est & comparer & la Proposition 2.3.1 précitée dans le cas des fibrés
cotangents. On retrouve les 6 invariants précédents, donnés en (1.5) et (1.6), ainsi que 7
nouveaux invariants mettant en jeu les variables impaires et notés par des lettres grecques.
Il n’y a pas d’invariants impairs dans le cas des fibrés cotangents, sauf en petite dimension,
car ils sont construits a partir de la forme volume et les variables 0., p, d, sont paires.

On déduit de la Proposition 4.1.5 que e(p, q)'+ est engendrée en tant qu’algébre par
les treize générateurs indépendants précédents. Nous écrivons ensuite la contrainte cor-

< . N . . . L, . |
respondant & la commutation a la dilatation, ce qui caractérise le sous-espace ce(p,q),

de e(p, q)';-

La Quantification conformément équivariante des symboles de degrés 0
et 1 en coordonnées de Darboux conformes

Nous débutons la section par le Lemme 4.2.1 montrant que les quantifications confor-
mément équivariantes du supercotangent de (M, g) formulées en coordonnées de Darboux
correspondent a celles du supercotangent de la variété plate R™. Or une telle quantification
est de la forme QM = N o QM avec, d’aprés ce qui précéde, QM € ce(p, ¢)'. Nous mon-
trons alors que la quantification conformément équivariante d’ordre 0, ou seul le symbole
principal associé a la graduation en & est préservé, est donné par ’ordre normal et coincide
avec la quantification de Weyl. La Proposition 4.2.4 donne alors la forme des quantifica-
tions ce(p, g)-équivariantes sur les symboles de degré 1 en les impulsions, qui préservent le

symbole associé a la graduation en p. On obtient ainsi
QM =Td + cg(2)D + ey (Z)TT + crp (Z)AT + ¢4, (Z)TQ + €, (2)AQ, (1.21)

ou les coefficients c4(X), ..., c o (2), sont des polyndomes en l'opérateur d’Euler grassman-
nien » = éic’)@ et non des constantes, ce qui est la principale nouveauté par rapport
au cas du fibré cotangent “ordinaire”. Il reste & imposer a QM la condition d’équi-
variance sous les inversions conformes X; qui s’écrit £;‘£ QM = Q’\’“Li—(i, ou encore
<£;\Z:L — Li—(i) Q = [Q’L(SX,L-]’ pour tout ¢ = 1,...,n. Expliciter le membre de gauche est
immédiat, et exprimer le membre de droite est I'objet du Lemme 4.2.7, dont la démonstra-

tion est technique et repose sur I’Annexe A. Cela conduit a la Proposition 4.2.5, qui donne
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sous forme de n + 1 égalités opératorielles la contrainte d’équivariance sous les inversions,
qui porte sur les coefficients c¢g(X), ..., cr,(X). Ces n+ 1 égalités sont équivalentes et leur
résolution conduit & un systéme linéaire en les coefficients cq(k), ..., (k) pour ¥ = &,
avec k = 0,...,n =dim M. Il est diagonalisé & la Proposition 4.2.9, qui méne directement
aux théorémes sur la quantification conformément équivariante des symboles de degré 1.
Nous en énoncons ici le premier, qui correspond au cas générique et constitue I'un de nos

résultats principaux.

Théoréme 1.4.2. Soit (M,g) une variété conformément plate. Pour nd #1,...,n+1,
il existe une unique quantification conformément équivariante QM : Sgl[g] — Di\’“, qui

s’écrit localement, en coordonnées de Darboux conformes et avec N I’ordre normal associé,

QM = N o <Id +a(2)D + exp(S)AT + 00 (D)TQ + %(Z)AQ) : (1.22)

ou encore explicitement, pour P € S)[€],

QMY(P) = N(P') 1o,
+ N ((Cd + exp) 0P — exy 7FE0; Pl + 30 E10,P] + e Ujkéjpf}g) ;
(1.23)
ou P' = 0P et P, = 8@]3. Les coefficients sont des fonctions de opérateur d’Euler

grassmannien > = f’@gi, donnés par

Cd(E) _ h _2n)+1

T 2n(1-9)+2°
n(1—6—2X\
e (X) = ? (E—n(l—(5))(2n(1)—5)+2)7
I n(l—56—2\
C'yw(z) =7 (E—nzg)(Qn(l—g)-f—Q)’

h
Ow(X) =7 m~

Il est a noter que la quantification géométrique du supercotangent, donnée au Théo-
réme 3.3.9, coincide avec la quantification conformément équivariante sur son espace de
définition. Elle en constitue une extension stricte, car la quantification géométrique ne

s'applique pas aux mondmes de degré 1 en p et de degré non nul en &

Le Théoréme 4.2.11 donne ensuite les deux cas résonants § = %, "TH, pour lesquels
la quantification conformément équivariante existe si et seulement si ()\ =nl = ”—H)
2n 2n

et ()\ = 5—5, W= 23:1), mais elle est alors non unique. Enfin, le Théoréme 4.2.12 établit

la non-existence de la quantification conformément équivariante pour les cas restants, i.e.
_ 2 3
0= . L

nind’
Pour A + p = 1, nous avons défini la notion d’opérateurs symétriques via celle d’ad-

*

jonction *, ainsi qu’'une notion de conjugaison - sur les symboles. Nous pouvons donc
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conjecturer que la quantification conformément équivariante vérifie I’axiome de réalité :
QMH(P) = QMH(P)*. La Proposition 4.2.13 répond par I'affirmative, et montre que pour
les deux cas résonants traités par le Théoréme 4.2.11, imposer 'axiome de réalité a la

quantification conformément équivariante permet de la fixer.

Une quantification conformément invariante

Le second objectif de cette thése est d’obtenir une formulation covariante de la quantifi-
cation conformément équivariante des symboles de degré 1 obtenue au théoréme précédent,
i.e. de I'écrire en termes de la dérivée covariante des spineurs de poids A, et de la dérivée
covariante des symboles.

La difficulté nouvelle par rapport aux travaux antérieurs est que ’écriture de la quan-
tification conformément équivariante, donnée précédemment, dépend de la métrique via
les coordonnées de Darboux conformes utilisées. Pour résoudre ce probléme, nous introdui-
sons une quantification conformément équivariante auxiliaire Qé‘i“ - T9 — DM o lespace
79, vu comme espace de tenseurs, admet une action naturelle de Vect(M ), indépendante
de la métrique. Ainsi, Qé‘—’“ ne dépend pas de la métrique g. Le schéma de la preuve du

Théoréme 4.4.1, donnant I’écriture covariante de QM| est le suivant,
1. Déterminer la superisation conformément équivariante S : 7° — S9[¢].
2. En déduire la quantification conformément équivariante Q?“ :T9 — DM,

. A . . . .
3. Ecrire QT’“ sous forme covariante, et montrer qu’elle est invariante conforme, i.e.

invariante sous dilatation conforme de la métrique.
4. Donner l'expression de la quantification QM* qui en découle.

L’application evy : T° — S%[¢] permet de transporter la structure de o(p + 1,q + 1)-
modules de 77 a l'espace des symboles, jouant alors le role tenu par 1’ordre normal pour la
quantification. L’action de o(p+ 1, ¢+ 1) qui en résulte sur l'espace des symboles est notée
IL&. Par définition, la superisation coincide avec ev, si on se restreint au terme de plus haut
degré, condition analogue & la préservation du symbole principal pour la quantification.
Nous sommes ramenés a chercher 'automorphisme S° qui est défini par le diagramme

commutatif suivant de o(p + 1, ¢ + 1)-modules,

$0g] - $0)¢] (1.24)
T -
79,

La condition d’égalité avec ev, sur le terme de plus haut degré se traduit par le fait que
S9 —1Id est nilpotent, tout comme Q** —Id. Encore une fois, action des similitudes sur les

deux modules est la méme, d’ou S° € ce(p, q)!, et d’apreés la Proposition 4.2.4, il est de la
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forme donnée par I'équation (1.21), tout comme QM. La contrainte d’équivariance sous les
inversions conformes conduit a —[S?, ngi] = (evg]L%i (evg) ™t — L%) %, et le Lemme 4.2.7
permet encore de déterminer le commutateur. En revanche, le membre de droite est différent
du cas décrit ci-dessus et rend la résolution de cette équation plus aisée que précédemment

pour la quantification QM.

Proposition 1.4.3. Sind = 2,...,n il n'existe pas de superisation S‘ST conformément
équivariante des symboles de degré 1. Dans le cas contraire, il existe une unique superisation

conformément équivariante S‘ST : T<‘51 — 821[5}, qui est donnée par

S7 = (Id 4+ cg(X)I'¥) o evy, (1.25)

avec cg(X) = Thnél—z'

La composition de S‘ST avec QM fournit alors la quantification conformément équiva-
riante Q)}“ a la Proposition 4.3.8, que 'on peut exprimer en termes des coordonnées natu-
relles (2%, p;, £), montrant ainsi son indépendance par changement conforme de métrique.
D’autre part, remarquons que transportées a ’espace des symboles, les deux quantifications
QM et Q?” différent d’un terme.

Il s’agit alors de trouver la formulation covariante de Q)}“ , ce que nous faisons en
montrant qu’elle coincide dans le cas plat avec une expression ()4 ne dépendant que de la
classe conforme [g] de la métrique g. La formule donnant @4 est fournie dans la Définition
4.3.11, elle est écrite en termes de dérivées covariantes associées a la connexion de Levi-
Civita de la métrique g. L’invariance conforme de Q)4 est énoncé ensuite dans le Théoréme
4.3.12 et prouvée dans I’Annexe C. La preuve montre que @, est égale a Q)}“ dans le cas
plat, et comme cette derniére est également invariante conforme, elles sont égales sur toute
variété conformément plate. L’expression covariante de Q?“ est ainsi obtenue simplement

par substitution des dérivées ordinaires 0; par les dérivées covariantes.

Formulation covariante de la quantification conformément équivariante
des symboles de degré 1

Les expressions des quantifications Q?“ et QM vues sur l'espace des symboles, dif-
férent, rappelons-le, d'un terme. Nous montrons que I'expression covariante de Q)}“ , tron-
quée de ce terme, varie avec la métrique précisément comme varie QM via la dépendance
en la métrique des coordonnées de Darboux entrant dans son expression. Il en découle
que la formulation covariante de QM est également obtenue en substituant les dérivées
ordinaires 0; par des dérivées covariantes, avec désormais des dérivations par rapport aux
coordonnées naturelles 9y, et O¢:, et non plus par rapport aux coordonnées de Darboux 95,
et 8@
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Théoréme 1.4.4. Soit P € S{[¢]. Pour nd # 1,...,n+ 1, Punique quantification confor-
mément équivariante QM . S[¢] — Di"“ donnée dans le Théoréme 1.4.2 (ou 4.2.10)

admet pour écriture covariante

QM(P) = N(P)EV)
+N ((Cd + C)\w) aiVPi — Cy gijgklglﬁiVPf + Cyw glalij —+ Crw gij@VP,fD ,
(1.26)

oti les coefficients sont déterminés par (1.24), et P* = 0, P, P; = Ogi P.

Le Théoréme 4.4.4 fournit alors ’expression covariante de QM dans les deux cas réso-
nants traités par le Théoréme 4.2.11. Enfin le Corollaire 4.4.5 donne I’écriture covariante

de la superisation 857.

Existence et unicité de la quantification conformément équivariante en
degré quelconque

Cette section a pour objet les deux théorémes probablement les plus importants de cette
thése, établissant 1’existence et I'unicité de la superisation S‘ST et de la quantification QM
conformément équivariantes pour des valeurs génériques du poids § = pu— \. Les résonances
sont identifiées uniquement pour la superisation, les déterminer pour la quantification

semblant actuellement hors de portée.

Théoréme 1.4.5. Soit (M, g) une variété conformément plate de dimension au moins 2
et Is = {%] ke N*}. Si§ & Ig, il existe alors une unique superisation conformément

équivariante

St (T°,1L%) — (8°[¢], L°). (1.27)

Théoréme 1.4.6. Il existe un sous ensemble Iy de Q* (contenant Is) tel que, pour § & Ig,

il existe une unique quantification conformément équivariante

QM1 8§9¢] — DM, (1.28)

La preuve de ces deux théorémes repose sur la méme stratégie, élaborée initialement
dans [34] pour traiter le cas de la quantification conformément équivariante des fibrés co-
tangents, et exposée ici dans le Paragraphe 4.5.3 sous forme assez générale pour s’appliquer
aux deux théorémes. Il s’agit alors essentiellement de diagonaliser les opérateurs de Casimir
des trois modules en jeu 79, S9[¢] et DM, qui sont explicités dans la Proposition 4.5.3 et
calculés dans I’Annexe D. Les deux opérateurs de Casimir de S°[¢] et DM sont de la forme

Cg— + N, ou N est un opérateur nilpotent et C’% est I'opérateur de Casimir de 7°. Nous
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montrons, par le Lemme 4.5.8, que tout repose alors sur la diagonalisation de Cg—, qui a

pour expression
O =2(AQ+PU) + RT 4+ %(X —n) +2n(n(d —1) — ) E —n?6(6 — 1). (1.29)

Les quatre opérateurs £, ¥, RT et AQ+®W¥ commutent simultanément. La diagonalisation
de Popérateur de Casimir de ’espace des symboles dans le cas du fibré cotangent demande
de diagonaliser £ et RT simultanément, et le résultat a déja été formulé au Chapitre 2. Il est
assez direct de diagonaliser également X, dont les valeurs propres correspondent au degré
en les variables grassmanniennes. La diagonalisation de ces trois opérateurs est formulée
par la Proposition 4.5.10. Le dernier opérateur AQ + ®W est par contre plus délicat a
traiter, et conduit finalement & la diagonalisation de C%, explicitée a la Proposition 4.5.16.

La diagonalisation explicite de I'opérateur de Casimir de S°[¢] est traitée dans I’An-

nexe E et permet d’obtenir les résonances pour la superisation conformément équivariante.

Applications et exemples

Nous illustrons les résultats principaux de cette thése par des exemples et applications
des théorémes obtenus, en particulier sur la formulation covariante de la quantification
QM et de la superisation S‘sT conformément équivariantes des symboles de degré 1.

Tout d’abord nous montrons que la superisation S‘} permet de passer de l'application
moment J : T*M — o(p + 1,¢q + 1) a l’application moment paire J° du supercotangent

M que nous avons précédemment définie. Explicitement, on a
Jx =Sy o Jx, (1.30)

pour tout champ de vecteurs Killing-conforme X. La quantification Q™ permet alors
d’obtenir la dérivée de Lie des spineurs de poids A via : Lﬁ} = QMo SOT o Jx. Ces égalités
sont sans surprise, découlant directement des propriétés d’équivariance de la superisation
et de la quantification.

Nous proposons ensuite une application importante, qui est la classification des éléments
invariant conformes des trois o(p 4+ 1,¢q + 1)-modules avec lesquels nous avons travaillé.
Dans le cas des fibrés cotangents, nous avons traité cette question dans la derniére section
du Chapitre 2 en nous inspirant de l'article [82], et retrouvons alors la classification des
opérateurs différentiels (scalaires) conformément invariants, obtenue initialement par M.G.
Eastwood et J.W. Rice [39]. La classification obtenue ici dans le cas spinoriel ne semble pas
apparaitre dans la littérature. Elle repose essentiellement sur la Proposition B.0.14 donnant
les invariants isométriques de End(S°[€]) et sur les actions des trois modules précités, écrites

explicitement sur les symboles. Désignons par y = (VOlg)jlmjnfjl ...&In le symbole de la



1.4. Chapitre 4 : La quantification conformément équivariante des supercotangents 27

chiralité et par AX = (voly)j, j,p1&7 ... & son crochet de Poisson avec A. Rappelons

par ailleurs que A et R sont deux invariants isométriques, introduits & la Proposition 1.4.1

Théoréme 1.4.7. Les invariants conformes de la famille de modules (75)5€R sont, via
evy, donnés par
2s+a

evgf1 (Aa  x° RS> S (1.31)
otta,b=0,1 et s € N. La famille de modules (S°[¢])ser a pour invariants conformes

2s+a

n €], (1.32)

A"« "R ¢ S

ot s € Neta,b=0,1 avec a + b # 0. Les invariants conformes de la famille de modules

DMH) s Ler ont pour expression locale, via ordre normal
pus p 4 ’ i

n—1 n+1 n—2s—1 n+2s+1

N(x)eDM™, ou N(AX)eDz 2, ou N(AR)eD 2n 20, (1.33)

et ceci pour tout A € R et s € N.

La superisation Sg— et la quantification QM transportent, grace a leur propriété d’équi-
variance conforme, les éléments conformément invariants d’'un module & 'autre. Nous nous
servons alors de l'expression covariante de QM* pour obtenir les écritures covariantes des
trois opérateurs différentiels conformément invariants de plus bas degré. Celui de degré 0
est évidemment la chiralité, les deux de degré 1 font I'objet du Corollaire 4.6.7, reproduit
ici.

Corollaire 1.4.8. Les deux invariants conformes de la famille de modules (T)scr sont
A =pile T et AX = (volg)j,. jup?1&%2 .. . &in € T. Leurs superisés sont donnés par les
symboles invariants conformes

1

Sz(p€!) = AeSnf, (1.34)
Sz ((voly)j, P2 .. E0") = AXeSu[g). (1.35)

Leurs quantifiés sont également invariants conformes, et correspondent respectivement a

lopérateur de Dirac

n=1 ntl ’Yi n—1 ntl
Q 2n ' 2n A — 7v [ D 2n ’ 2n s 136
@)= 7%, (1.36)
et a son commutateur avec la chiralité,
n—1 ntl iq ’sz ’Yj" n—1 ntl
Q2n 2 (AX) = g (voly) Vi€ D2n 20, (1.37)

jl---jnﬁ"'ﬁ

Les poids (%, otL

2n 7' 2n

mément équivariante.

) correspondent a l'une des deux résonances de la quantification confor-



28 Chapitre 1. Introduction

Remarquons que, comme pour l'opérateur de Yamabe-Laplace dans le cas des fibrés
cotangents, 'opérateur de Dirac a des poids qui correspondent précisément a 'une des deux
résonances de la quantification conformément équivariante. Par contre, la quantification de
son symbole p;€ = p;&" est indépendante des poids A et 1 choisis, contrairement a celle du
symbole g%/ pip; du laplacien de Yamabe.

La correspondance entre éléments invariants conformes des trois modules considérés
est cependant limitée. Ainsi, par exemple, le module 7¢ comporte plus d’invariants que
les deux autres. Notamment, le symbole R, qui est celui du laplacien, n’est pas invariant
conforme comme élément de S° [€] et DM mais Iest en tant qu’élément de 7° . Ceci peut-
étre interprété par I’obstruction a la superisation pour § = %, montrée a la Proposition 4.6.9
ou nous donnons I'expression du superisé de R pour un poids ¢ générique.

La suite est consacrée a quelques exemples issus du couplage minimal & un champ
électromagnétique.

Nous finissons par une application prometteuse de la superisation S, a lintégrabi-
lité des systémes & spin. Nous montrons qu’elle établit une correspondance explicite entre
tenseurs de Killing-Yano et les supercharges, qui sont des symboles dont le crochet de
Poisson est nul avec le symbole de 'opérateur de Dirac [43|. Le lien entre ces deux notions
était connu [98], mais la bijection reliant les deux n’avait pas été identifiée. Nous ’éten-
dons au cas plus général des tenseurs de Killing-Yano conformes, en fournissant ainsi une

caractérisation en termes supersymplectiques.

Théoréme 1.4.9. Soit (M, g) une variété conformément plate. A tout tenseur antisymé-

trique f sur M d’ordre K, on peut associer le symbole Py = ;1.“%7153'1 L ERm1ps Onoa
alors
{A,S8%(Py)} = AP, <= fest un tenseur de Killing-Yano conforme (1.38)

ot le crochet de Poisson est donné par la structure symplectique canonique du supercotan-

gent de (M, g), A = p;&* et h est un tenseur antisymétrique d’ordre x — 2.

Par ailleurs, la quantification QM permet de passer des supercharges classiques a leurs
équivalents quantiques, qui sont les opérateurs différentiels commutant & 'opérateur de
Dirac. Ceci a déja été utilisé pour les supercharges issues de tenseurs de Killing-Yano,
mais pas pour celles provenant de tenseurs de Killing-Yano conformes. Nous donnons ici
des candidats potentiels pour leur analogue quantique, ce qui met pleinement en jeu et en

relief I’expression que nous avons obtenue pour QM.



Chapitre 2

Quantification équivariante des fibrés

cotangents

Ce chapitre est dévolu & la présentation des résultats en quantification équivariante des
cotangents qui ont été obtenu ces dix derniéres années |35, 67, 34, 37, 38, 69, 70, 15]. Aprés
une introduction générale a la problématique de la quantification, motivant la contrainte
d’équivariance, nous présentons le cadre mathématique de la quantification équivariante et
les résultats principaux. Nous spécifierons ensuite la discussion a la quantification conformé-
ment équivariante, afin de donner les stratégies des preuves qui seront généralisées ensuite

au cas des supercotangents.

2.1 La problématique de la quantification

Nous introduisons tout d’abord le cadre mathématique des mécaniques classique et
quantique afin d’exposer la problématique générale de la quantification telle que formulée
par P.A.M. Dirac [31]|. Nous présentons alors les réponses que constituent la quantification
géométrique et la quantification par déformation, mais n’en développons que les aspects
qui nous sont utiles par la suite. Enfin la quantification équivariante est introduite en
articulation avec les deux précédents procédés de quantification. Pour une introduction

générale a la quantification, on peut se référer a l'article de revue [1].

2.1.1 Le formalisme des mécaniques classique et quantique

La description de la dynamique d’un systéme isolé nécessite trois ingrédients : 'espace
des états, I'espace des observables et une structure d’algébre de Lie sur ce dernier. Cette
structure permet d’écrire ’équation d’évolution de toutes observables d’un systéme une
fois le hamiltonien donné, et définit le groupe de symétrie maximal d’un systéme, comme

le groupe des transformations covariantes de cette équation.

29
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La formulation symplectique de la mécanique classique

La présentation suivante de la mécanique classique est inspirée de larticle [72], ainsi
que des ouvrages de références (97, 3, 106].

L’espace des états d’'un systéme classique constitue une variété M que 'on suppose
non singuliére. L’espace de ses observables est donné par ’ensemble des fonctions lisses &
valeurs réelles sur cette variété, C>°(M). La connaissance des équations d’évolutions des
observables nécessite alors, en plus du choix d’une observable comme hamiltonien du sys-
téme, une structure d’algebre de Lie sur les observables, donnée par un crochet de Poisson.
En imposant & ce dernier d’étre non dégénéré, on obtient une structure symplectique sur

I’espace des états, M, ce qui constitue notre cadre de travail.

Définition 2.1.1. Une variété symplectique est un couple (M,w), o w est une 2-forme

fermée non dégénérée sur la variété M, qui est donc de dimension paire.

Un exemple standard de variété symplectique est le fibré cotangent d’une variété m :
T*M — M, muni de sa forme symplectique canonique w = dc, dérivant de la 1-forme
de Liouville a. Celle-ci est définie par (V,a)(z,p) = (m.V(x),p), ou V € Vect(T*M),
x représente un point de la base M et p un point de la fibre 7y M. En coordonnées fibrées,
la 1-forme de Liouville s’écrit donc a = p;dx?, avec i = 1,...,dim(M).

Toutes les variétés symplectiques ne sont pas de cette forme. En effet, la sphére S?,
munie de sa forme d’aire, est une variété symplectique mais n’est pas un fibré cotangent.

Le sous-groupe des difféomorphismes de M qui préservent la forme symplectique w est
appelé groupe des symplectomorphismes et est noté Sympl(M,w).

La forme symplectique w induit un isomorphisme entre espaces tangent et cotangent,
ce qui permet de définir le champ de vecteur hamiltonien X d’une observable F' comme
gradient symplectique,

txpw = —dF, (2.1)

ou ¢ désigne le produit intérieur et d la différentielle extérieure. On peut alors définir le

crochet de Poisson sur ’espace des observables,
{F,G} =w(XF,Xg) = XrG = —XgF. (2.2)

Il munit C*(M) d’une structure d’algebre de Poisson, et donc de Lie, ou l'identité de
Jacobi découle de la fermeture de w.

Dans le cas d’un fibré cotangent muni de sa structure symplectique canonique w =
dp; A dx', on obtient, grace a la formule (2.1), I’expression, en coordonnées, du champ

hamiltonien d’une fonction F,

Xp = (0p,F)0;i — (0:F)0p,, (2.3)
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et donc celle du crochet de Poisson,
{F,G} = 0,,F0;,G — 0;F0,,G. (2.4)

La correspondance (2.1) définit un morphisme d’algébre de Lie entre 'espace des obser-

vables C*°(M) et 'espace des champs de vecteurs Vect(M). Cela se traduit par I'égalité :
Xray = [XrF, Xal. (2.5)

Ce morphisme a pour noyau les constantes et n’est pas surjectif. Son image est I’algébre
de Lie des champs hamiltoniens, qui est incluse dans l'algébre de Lie de Sympl(M,w).
En effet, la Formule de Cartan : Lx,w = d(tx,w) + tx,dw = 0, assure que les champs
hamiltoniens préservent la structure symplectique.

Nous sommes alors en mesure d’écrire, pour un hamiltonien H, 1’équation d’évolution

d’une observable F
dF

o {H,F}, (2.6)
avec t un paramétre d’évolution. Celle-ci est covariante respectivement au groupe des sym-
plectomorphismes, qui s’interpréte comme le groupe de symétrie de la mécanique classique.

De l'équation d’évolution (2.6) d'une observable F', on déduit qu’une constante du
mouvement est caractérisée par {H, F} = 0. Si le flot ¢! du champ hamiltonien X est
défini pour tout t € R, il constitue un groupe & un paramétre qui est alors groupe de
symétrie du systéme de hamiltonien H, i.e. un sous-groupe de Sympl(M,w) préservant H.
Plus généralement, & une algébre de Lie d’observables, on peut associer un groupe agissant
symplectiquement sur l’espace des phases.

Intéressons nous a la procédure inverse. Partant de ’action symplectique d’un groupe
de Lie G sur M, peut-on trouver I'algébre de Lie des observables dont les flots engendrent
l’action de ce groupe? Soit g l'algébre de Lie de G, elle se représente dans Vect(M), par
Z v+ Zpm, telle que Lz, ,w = 0. En utilisant la Formule de Cartan pour la dérivée de Lie
on obtient d(tz,w) = 0, i.e. la 1-forme tz,,w est fermée. Supposons qu’elle soit exacte
pour tous les éléments Z de g. L’action du groupe est alors dite hamiltonienne et on peut

définir Papplication moment J : g — C*>°(M), di a J.-M. Souriau [97], par I’équation
Lz gw = —dJ(Z). (2.7)

Elle est couramment définie de maniére duale, J : M — g*, et —d(Z,J) = 17,w.
L’application moment permet de formuler la version symplectique du Théoréeme de

Noether : si un groupe de symétrie agit de maniére hamiltonienne et préserve le hamiltonien

du systéme, son application moment définit un ensemble de constantes du mouvement.

Terminons cette partie par I’exemple fondamental d’une particule libre dans un espace
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de configuration donné par la variété pseudo-riemannienne (M, g). L’espace des phases est
alors le fibré cotangent T M muni de sa forme symplectique canonique et le hamiltonien

est donné par H = g pip;. Son flot est le flot géodésique.

La formulation hilbertienne de la mécanique quantique

L’espace des états d’un systéme quantique est un espace de Hilbert complexe H, ou plus
précisément le projectivisé de cet espace, qui est I’ensemble de ses droites. Tous les espaces
de Hilbert de méme cardinal étant isométriques, le choix spécifique de H est donc sans
importance. L’espace des observables se réalise comme espace d’opérateurs auto-adjoints

sur ‘H, qui, muni du commutateur
i[A, B] =i(AB — BA), (2.8)

forme une sous-algebre de Lie de L(H). Elle est isomorphe a ’algébre de Lie des opérateurs
anti auto-adjoints, ol le commutateur est le méme au facteur i prés. Le groupe de Lie associé
est le groupe unitaire U(H).

Pour un systéme de hamiltonien H, I’équation d’évolution d’une observable F' est don-
née par la structure d’algébre de Lie précédemment définie,

% - %[H, F. (2.9)

Les transformations covariantes de cette équation sont précisément données par 'action
adjointe d’opérateurs unitaires, le groupe unitaire est donc le groupe de symétrie de la
mécanique quantique.

Comme dans le cas classique, une observable F' est une constante du mouvement si et
seulement si i[H, F] = 0, i.e. si elle correspond & une symétrie infinitésimale du systéme.

Terminons par ’exemple important du systéme constitué d’une particule libre dans
I'espace plat de Minkowski. L’espace de Hilbert est L2(R*), et le hamiltonien du systéme
est donné par le laplacien A = 19,0;, avec n la métrique plate de signature (+ — ——).

La similarité des hamiltoniens classique et quantique pour le méme systéme est a noter.

Etablir une correspondance entre les deux est un des but de la quantification.

2.1.2 La quantification : méthodes et obstructions

La quantification d’un systéme classique, i.e. d’une variété symplectique (M,w),
consiste en la construction d’un espace de Hilbert H, puis d’une correspondance entre
observables classiques et quantiques, qui s’écrit Q : f — Q(f), ou f € C(M) et Q(f) est
un opérateur sur H. Le paralléle structurel entre les formalismes des mécaniques classique
et quantique méne P.A.M. Dirac [31], & formuler le probléme portant son nom : trouver

une bijection linéaire () satisfaisant les trois propriétés suivantes,
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1. la fonction constante égale & 1 sur M se quantifie en I'identité sur H, Q(1 ) = Idy,

2. la conjugaison - se quantifie en l'adjonction * (axiome de réalité),
QUf) = Q(f)*, (2.10)

3. Papplication @ est un morphisme d’algébre de Lie,

QUf.9)) = y1Q(). Qo) (2.11)

Il fait naitre ainsi le concept méme de quantification. Les propriétés que doivent satisfaire
une quantification n’ont rien de canonique, et nous verrons par la suite des quantifications
répondant & des versions modifiées du probléme de Dirac.

La troisiéme propriété (2.11) signifie que la quantification préserve la dynamique,
I’équation d’évolution (2.9) en mécanique quantique se déduisant par quantification de
(2.6), celle en mécanique classique. Cette propriété peut également s’interpréter comme
équivariance de la quantification sous ’algébre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens,

ou encore, comme représentation unitaire de Sympl(M,w) sur H.

La préquantification constitue une réponse au probléme de Dirac. Cependant, méme
pour l'espace des phases T*R™, elle n’est pas satisfaisante. En effet, elle fournit comme
espace de Hilbert L2(T*R") au lieu de I'espace attendu L?(R"). La solution est apportée
par 'ajout d’une polarisation qui conduit & la quantification géométrique [61, 97, 72, 106].
Celle-ci répond a un raffinement du probléme de Dirac, qui est formulé dans [1]. Si une
polarisation permet de construire ’espace de représentation hilbertien H pertinent pour
Iinterprétation physique, la quantification géométrique ne peut s’appliquer qu’a un sous
ensemble restreint d’observables, celles précisément qui préservent la polarisation choisie.
On peut d’ailleurs montrer que la quantification géométrique ne peut étre prolongée a
C>°(M) tout en satisfaisant le probléme de Dirac, voir Proposition 2.1.8.

Une des voies pour étendre la quantification géométrique est la quantification par dé-
formations [8, 47, 32|, qui s’applique a toutes les observables. Celle-ci ne satisfait pas la
contrainte (2.11) mais une version déformée. L’existence d'une quantification par déforma-
tion, ou star-produit, a été prouvée sur toute variété symplectique |27, 40], et méme de
Poisson [58]. Tout le probléme est d’imposer des conditions supplémentaires afin d’obtenir
l'unicité. Par ailleurs, elle est formulée directement sur l'espace C*°(M) et ne fournit pas
d’espace de représentation hilbertien H.

L’unicité d’une procédure de quantification repose souvent sur la présence d’un groupe
de symétrie. Ainsi la quantification G-équivariante |67, 34|, pour certains groupes G [15],

permet d’étendre la quantification géométrique a une large classe d’observables de ma-
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niére univoque. Elle définit également une quantification par déformation fortement G-

invariante [33].

La quantification géométrique

La quantification géométrique d’une variété symplectique (M,w) s’effectue en deux
étapes, la premiére étant la préquantification. Supposons la forme symplectique exacte,
w = da. On pose H = L2(M), I'espace des fonctions complexes dont le carré du module est
intégrable sur M, relativement & la mesure de Liouville. On définit alors la préquantification

de toute observable f via la formule de Koopman-Van Hove-Segal, voir e.g. [53],

QU)Z?Xf+f—%Xﬁa) (2.12)

La préquantification @) est bien a valeurs dans les opérateurs formellement auto-adjoints
et résout le probléme de Dirac. Cela s’applique en particulier au cas d’un fibré cotangent

T*M, muni de sa forme symplectique canonique w = dp; A dz?, et la formule (2.12) devient

QU = (@0~ @1)3y) + f — pidy. . (213)

La préquantification des coordonnées s’écrit alors,

Q@@=—?%ﬁﬂﬂ Q@Jz?&. (2.14)

Si la forme symplectique n’est pas exacte, elle doit satisfaire une condition d’intégralité
pour que la préquantification existe. Plus précisément, la classe de 2-cohomologie de la
2-forme (27h) " 'w doit étre dans H?(M,Z), voir [61, 97]. Un exemple est la sphére S?,
munie de la forme symplectique w = n%surf§2, avec surfge la forme d’aire canonique de
S? et n un entier positif. La théorie générale de la préquantification se formule de facon
équivalente en terme de fibré en droites complexes sur M [61], ou en terme de fibré en

cercles sur M [97]. Suivons cette derniére approche.

Définition 2.1.2. Soit (M, w) une variété symplectique telle que (2nh)~'[w] € H*(M,Z).

1l existe alors un fibré en cercle w:Y — M, muni d’une 1-forme & vérifiant
Lp,a =0, (Op,0) =h, et da=r"w, (2.15)

ot Oy est Uaction infinitésimale de ¥ € U(1).

Le couple (Y, @) est appelé fibré préquantique. Si w est exacte, il est simplement donné
par Y = M xS! et & = a+ hdf. La préquantification d’une fonction F' € C>°(M) est alors
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fournie par le relevé quantique du champ hamiltonien de f,

Qf) = ?X}?, (2.16)

vérifiant <X }, d> = f. L’opérateur obtenu est vu comme agissant sur I’espace des fonctions
équivariantes sur Y,

H={T cL3(Y)|0p¥ = iV}. (2.17)

Dans le cas oil le fibré est trivial, H s’identifie & L2(M) et (2.16) redonne la formule de
Koopman-Van Hove-Segal.

Bien que constituant une réponse au probléme de Dirac, la préquantification n’est pas
satisfaisante, méme pour un fibré cotangent 7*M. Elle conduit & une représentation de
l'algébre de Lie C°°(T*M) sur L2(T*M), qui n’induit pas une représentation irréductible
de l'algébre de Lie de Heisenberg, engendrée par les coordonnées de Darboux p; et x*. En
effet L2(M) est alors un sous-espace stable. De plus, elle ne coincide avec la quantification
canonique de p; et o' qu'aprés restriction a L?(M). Il nous faut donc une procédure pour
réduire ’espace de Hilbert, ce qui nécessite 'introduction d’une structure supplémentaire

sur M : une polarisation.

Définition 2.1.3. Une polarisation complexe de (M,w) est une distribution compleze
intégrable et isotrope P C TCM, le complexifié du tangent de M, telle que la dimension
de D=PNPNTM soit constante.

Dans la pratique, une polarisation complexe peut étre définie localement par n =
%dim/\/l fonctions complexes en involutions, leurs champs hamiltoniens engendrant P.
Si D = {0}, alors P N TM est une distribution réelle intégrable et isotrope, i.e. une
polarisation réelle. Sur un fibré cotangent T* M, il existe une polarisation réelle canonique,

dite verticale. Elle est engendrée par les fonctions coordonnées z*, de champs hamiltoniens

D,

Définition 2.1.4. Soit (M,w) une variété symplectique de fibré préquantique (Y,&) et
admettant une polarisation P. Le relevé horizontal de P est le champ de sous-espaces
PcC TEY se projetant sur P et vérifiant (P,a) = {0}.

Si la forme w est exacte, le relevé horizontal d’'un champ X € P est donné par X =
X — (X, ) 0y.

Définition 2.1.5. Les fonctions P-polarisées de 'H sont les fonctions ¢ € H telles que
)Z'w =0 pour tout X € P. Elles forment Uespace de Hilbert noté HY .

Ainsi l'existence d’une polarisation permet de réduire ’espace de représentation. Dans
le cas d’un fibré cotangent 7% M muni de la polarisation verticale, 'espace des fonctions

polarisées s’identifie bien & L2(M).
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Une observable classique f est dite quantifiable si sa préquantification Q(f) définit un
opérateur qui préserve H’. L’ensemble A des observables quantifiables forment alors une
sous-algebre de Lie de C*°(M) qui se représente via Q sur H”. Pour un fibré cotangent
muni de la polarisaton verticale P, on obtient, au vu de la formule (2.13) donnant la

préquantification,
A={f(,p) = piAi(x) + B@)|AL,..., A", B € C(M)}, (2.18)

et la quantification géométrique est alors donnée par

Qolf) = T Ai()0, + B). (2.19)
Elle induit donc une représentation irréductible de 1’algébre de Lie de Heisenberg, avec
Qa(pi) = 10, Qa(a') = 2' et Qo(1) = Idyr.

Introduisons enfin I'espace des demi-densités, qui est I'espace des sections du fibré en
ligne |A”T*M|®%. R.J. Blattner et B. Kostant ont montré dans [11, 62] qu’il était plus
avantageux de choisir le complété des demi-densités polarisées & support compact comme
espace de Hilbert, ce choix permettant a la fois d’éviter I'introduction d’'une mesure pour
définir Iespace L2, et d’obtenir une formule de quantification correcte, a la correction

meétaplectique prés, pour loscillateur harmonique [94, 95].

La quantification par déformation

Elle constitue une voie pour étendre la quantification géométrique a un espace plus vaste
d’observables [78], en déformant la relation (2.11), qui exprime la propriété de morphisme
d’algébres de Lie d’une quantification.

Soit (M,w) une variété symplectique et ) une quantification définie sur une sous-
algébre de Poisson A de (C®°(M), {+,-}) qui vérifie Q({f,g}) = +[Q(f), Q(g)] pour tout
f,g9 € A, et est bijective. On définit alors, par transport, un nouveau produit * sur les
observables f, g € A, telles que Q(f)Q(g) € Q(A), via

QS xg) = Q(f)Q(9)- (2.20)

Ce produit est associatif et non commutatif. Si la quantification @ satisfait la contrainte

(2.11) du probléme de Dirac, alors le x-commutateur est simplement

frg—gwi="1fq) (2.21)

Une telle quantification induit une déformation particuliére du produit commutatif sur
C*>®(M), dans la catégorie des algébres associatives. Une maniére de relacher la contrainte

(2.11) est donc de chercher des déformations plus générales du produit, dit star-produits,
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vérifiant une version déformée de (2.21). C’est la méthode de quantification par déforma-

tion.

Définition 2.1.6. /8] Soit (M,w) une variété symplectique et C>°(M)[[v]] Uespace des
séries formelles en v a coefficients dans C*°(M). Un star-produit différentiable * est un

produit associatif sur C°°(M)|[[v]], donné par Uestension a C*°(M)[[v]] de Uapplication
bilinéaire * : C*°(M) @ C°(M) — C>®°(M)[[v]], de la forme

uxv=uv+ X220 Cp(u,v). (2.22)

Les C, sont des opérateurs bidifférentiels, avec Cy(u,v) — Ci(v,u) = 2{u,v} qui vérifient

uxl=1%u=u.

L’associativité du star-produit assure que le commutateur, défini par [u, v] = uxv—v*u,

confére une structure d’algebre de Lie & C*°(M), et
[u,v] = 2v{u, v} + E2250" By (u,v), (2.23)

ol les B, sont des opérateurs bidifférentiels antisymétriques en leur deux arguments. Pour
h
20
cation par déformation peut alors étre vue comme un prolongement de la quantification

v = cette équation correspond alors & une déformation de 1'égalité (2.21), la quantifi-
géométrique.

Les deux quantifications les plus couramment utilisées de T*R"™ sont la quantification
de Weyl et "'ordre normal". Elles prolongent la quantification géométrique, ou ’espace
de Hilbert choisi est respectivement celui des demi-densités et celui des fonctions de carré
intégrable sur R™. Elles donnent ainsi lieu toutes les deux & un star-produit formel sur
C>°(T™*R™) via I’équation (2.20). On peut les définir simultanément par la formule intégrale
[47, 32],

Quin)= [ demenn ((Pe+ X)) wlemierar (224

ot f est la transformée de Fourier inverse de f, P; = 7%81- et X' = 2 sont les quantifiés
(géométriques) de p; et 2%, et la fonction w est un poids. Si w = 1, on obtient la quantifica-
tion de Weyl, notée Qw, et si w(&,n) = exp(—%(f2 +n?)) on obtient I’ordre normal, noté
N. Ces deux quantifications consistent, pour un polynéme sur T*R", a remplacer p; par
P; et ' par X', avec une écriture du polynéme symétrisée en p et = pour la quantification
de Weyl et avec les p "a droite" pour l'ordre normal. Le domaine de définition de (2.24)
contient I'espace des symboles des opérateurs différentiels sur M, noté S(R™), qui est l'es-
pace des fonctions polynomiales en les p sur T*R"™. L’ordre normal permet ainsi de définir
le symbole d’'un opérateur différentiel, et il peut méme s’étendre au cas pseudo-différentiel.

La quantification de Weyl définit, via (2.20), le produit de Moyal [76] qui est le premier
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exemple, et probablement le plus simple, de star-produit. Il est donné par

fxg=moexp(P)(f®yg), (2.25)

ou P est le crochet de Poisson donné par la structure symplectique canonique de T*R"™ et
m est la multiplication usuelle sur C>°(T*R"). Ainsi, on a P(f,g) = A9, f0;g, ot AV =1
si |j —i| = n et est nul sinon. L’écriture en coordonnées de P"(f, g) est donc naturellement
donnée par PT(f,g) = A"t A%Ird; . f0j..;.9. Il est clair que le produit de Moyal
converge sur 'espace des symboles S(R"™).

11 existe des extensions de ces deux exemples de quantifications au cas des fibrés cotan-
gents, mais pas de maniére univoque |16, 85, 103]. Ce probléme est générique. En effet, si
il a été montré que toute variété symplectique admet une quantification par déformation
[27, 40], la question de 'unicité est problématique. Elle requiert d’imposer des contraintes
supplémentaires, via un groupe de symétrie par exemple.

La non unicité du star-produit peut s’interpréter comme la trop grande généralité de
Paffaiblissement (2.23) de la propriété (2.11). En effet cette égalité assurait une correspon-
dance entre les dynamiques classique et quantique. Une méthode consiste & chercher un
star-produit qui préserve I’évolution d’un ensemble privilégié d’observables, choisi comme
les moments d’un groupe de symétrie G du systéme par exemple. Un tel star-produit est
dit fortement G-invariant [8, 2, 32|. Il a été montré que certains choix pour le groupe G
conduisent a 'unicité du star-produit. Ainsi le produit de Moyal sur C*°(T*R") est 'unique

star-produit fortement Sp(2n, R) x R?"-invariant [46].

Vers la quantification équivariante

Pour obtenir une unique quantification, il s’agit donc de spécifier les symétries de 1’es-
pace des phases. Si celui-ci est un fibré cotangent 7% M, muni de sa structure symplectique
canonique w = da, elles peuvent étre données infinitésimalement comme sous-algébre de
Lie de Vect(M), i.e. comme symétries de I'espace de configuration M, relevées canonique-
ment a T*M par préservation de o. Nous montrons que la quantification géométrique est
caractérisée par Vect(M) tout entier, puis discutons de son extension par réduction de

I’algébre de Lie des symétries.

Proposition 2.1.7. Soit X € Vect(M) et a la 1-forme de Liouville sur T*M. Il existe

alors un unique relevé de X = X'0; a T*M qui préserve a, donné par
X = X'0; — p;d; X70p,. (2.26)

Les relevés des champs de vecteurs de M sont hamiltoniens, et définissent [’application
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moment J : Vect(M) — C*(T*M), telle
Jx = (X,a) = p X" (2.27)

Réciproquement, le champ hamiltonien associé a I'observable f = p; X est X ;= X.

Introduisons S<i (M), 'espace des fonctions de T*M qui sont polynomiales de degré
inférieur ou égal a k en les variables fibrées. Rappelons que la quantification géométrique de
T*M, notée Q¢, est définie sur I'espace A = S<1(M) des observables quantifiables, donné
en (2.18), et son image (2.19) est incluse dans D(M), 'espace des opérateurs différentiels sur
M. Or, d’'une part, une algebre de Lie g C Vect(M) agissant sur I’espace de configuration
M agit par adjonction sur D(M), et d’autre part la proposition précédente définit une
action de cette algebre de Lie sur C>°(T*M) D S<j (M), pour tout k € N. Une application
Q : S<i(M) — D(M) est dite G-équivariante si c¢’est un morphisme de G-modules.

Proposition 2.1.8. La quantification géométrique d’un fibré cotangent T*M muni de sa
structure symplectique canonique est lunique application Vect(M)-équivariante @ : A —
D(M), a normalisation prés. De plus, il n’existe pas de prolongement a S<o(M), qui soit

Vect(M )-équivariant.

Démonstration. 11 suffit de prouver cette propriété pour M = R", quitte a se place lo-
calement sur M. Montrons d’abord la propriété de Vect(R")-équivariance. Pour toutes
fonctions f,h € A, on a Q({f,h}) = %[Q(f),@(h)]. Choisissons X € Vect(M) et
f = Jx = p; X% on a alors {f h} = Xh et Q(f) = %X. La propriété de morphisme

d’algébre de Lie de @) se réécrit :

Q(Xh) = [X,Q(h)] = LxQ(h), (2.28)

ou Lx est action canonique de X sur D(R™); pour une expression explicite se référer a
la formule (2.41). Cette derniére équation montre précisément que la quantification géo-
meétrique est Vect(R™)-équivariante.

Dans notre cadre, on peut voir I'unicité comme découlant de I'unicité de la quantifica-
tion conformément équivariante des symboles de degré 1 [35, 37|, qui coincide alors avec la
quantification géomeétrique. Par ailleurs, le fait que, les quantifications projectivement [67]
et conformément équivariantes [35, 37| coincident sur les symboles de degré 1 et différent
sur les symboles d’ordre 2, montre qu’il n'y a pas de prolongement Diff (R™)-équivariant

de la quantification géométrique a S<2(R"). O

Pour étendre le domaine d’application de la quantification géométrique, on peut donc
chercher a prolonger @) avec une condition de G-équivariance, ot G est un groupe agissant
localement sur M par difféomorphismes. Il s’agit alors de choisir G assez petit pour qu’il

existe un prolongement a l'espace des symboles S(M) = (J;cny S<i(M), et assez gros pour
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que ce prolongement soit unique. A partir d’une telle application bijective Q, on peut définir
un star-produit via (2.20), qui est fortement G-invariant [33]. En particulier les moments
f €C(T*M) du groupe G vérifient Q({f, h}) = +[Q(f), Q(h)] pour tout h € C>(T*M),

leurs évolutions sont transportées par Q.

2.2 Le cadre de la quantification équivariante

Nous avons vu que, pour un fibré cotangent 7% M, l'action de Diff (M) admet un relevé
naturel hamiltonien & T M. L’espace des fonctions polynomiales en les variables fibrées
ou espace des symboles, noté S(M), et 'espace D(M) des opérateurs différentiels sur M
sont donc munis d’une structure de Diff (M )-module. La quantification équivariante est un
prolongement de la quantification géométrique a S(M), qui est G-équivariant, avec G un
sous-groupe de Diff(M). Une telle quantification, ou plutét son inverse, fournit, comme
la quantification de Weyl ou 'ordre normal sur R™, un symbole total pour les opérateurs
différentiels sur M. Si la quantification de Weyl est Sp(2n, R) x R?"-¢quivariante, elle ne
rentre pas cependant dans ce cadre, car son groupe d’équivariance ne provient pas d’un
sous-groupe de Diff (R™), i.e. de symétries de I'espace de configuration.

La quantification géométrique [11, 62|, ainsi que 'étude géométrique des opérateurs
différentiels [39, 35|, ménent & considérer plutot DMH(M), i.e. les opérateurs différentiels
d’arguments les A-densités et a valeurs dans les p-densités. L’espace des symboles est alors
naturellement pris comme étant de poids § = u—\, et noté S° (M). Nous commengons donc
par introduire la notion de densités tensorielles, puis les structures de Diff (M )-module sur
S°(M) et DM(M).

Comme il n’existe pas de quantification Diff (M )-équivariante, nous introduisons la no-
tion de G-structure plate sur une variété, qui caractérise l’existence d’une action, locale, du
groupe G sur la variété. Nous terminons par les résultats généraux d’existence et d’unicité

de la quantification G-équivariante.

2.2.1 Les Vect(M)-modules de la quantification équivariante

Nous donnons ici les définitions, en tant que module sur Diff (M) et/ou Vect(M ), des
trois espaces intervenant en quantification équivariante : I'espace des A-densités tensorielles
FMNM), l'espace des symboles S®(M) de poids & qui correspond a I'espace des observables
classiques, et I'espace des opérateurs différentiels entre A et u densités DM (M), consti-
tuant 'espace des observables quantiques. Nous écrivons également la forme des dérivées
covariantes des densités tensorielles et des symboles, associées & une connexion affine I’
sur M.
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L’espace des densités tensorielles F*(M)

Une densité tensorielle de poids A est une section du fibré en droite réelle |A™T™* M |®A.
Nous notons F* I'espace des densités tensorielles complexes, s'il n’y a pas d’ambiguité sur
la variété M en question. Cet espace est naturellement muni d’une structure de Diff (M)-
module.

Clairement, on a F° = C®°(M) ® C. De plus, si M est orientable, on peut identifier
FA et C®(M) ® C en tant qu'espaces vectoriels via une forme volume notée vol. Les \-
densités s’écrivent alors sous la forme f|vol|* avec f € C®(M) ® C. En particulier, on a
Fl = Q" (M)®C, avec Q™(M) I'espace des n-formes différentielles, et ainsi, pour A+p = 1,

on peut définir une forme bilinéaire entre les A et pu-densités a support compact par

FAQFF — C®(M )®(C
(6,0) /¢ (2.29)

Sid=pu= %, cette forme bilinéaire munit ’espace des demi-densités a support compact

1 1
FZ d’une structure préhilbertienne, le complété FZ2 fournissant 1’espace de Hilbert de la

quantification géométrique du fibré cotangent 7% M.
En tant que Diff (M )-module, F* s’identifie & C*°(M) ® C muni de I’action de Diff (M)

suivante
A
pyvol

oA(f) = osf , (2.30)

vol
pour tout difféomorphisme . La version infinitésimale de cette action fournit la dérivée de
Lie des A-densités, qui munit F* d’une structure de Vect(M )-module. Pour X € Vect(M),
elle est donnée par

LX(f) = X(f) 4+ ADiv(X)f, (2.31)

LX vol
vol

avec Div la divergence associée a la forme volume vol, ce qui donne Div(X) =
En coordonnées telles que vol = da' A --- A dz”, la dérivée de Lie s’écrit donc L3\( =
X0; + N0, X7).

Supposons que la variété M est munie d’une connexion affine (symétrique) I'. En notant
I = Ffj, la dérivée covariante d’une A-densité est alors donnée par

V) =0; — AT (2.32)

()

L’espace des symboles S°(M)

L’espace des symboles S(M) est le sous-espace de C*°(T*M) @ C, formé des fonctions
polynomiales en les variables fibrées, il hérite donc de la structure de Diff (M )-module de

C>®(T*M), dont la version infinitésimale est donnée par le relevé hamiltonien des champs
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de M & T*M obtenu a la Proposition 2.1.7. Dans un systéme de coordonnées locales

canoniques (x%,p;), un symbole P € S(M) s’écrit

k
P(z,p) = Z P () py, - piy,s (2.33)
1=0
pour un certain k£ € N appelé "degré" du symbole.

L’espace des symboles de poids ¢ est simplement donné alors par le produit tensoriel
des symboles et des densités tensorielles de poids §, et noté S® = S (M)® F % la référence
a M étant omise s’il n’y a pas de confusion possible. Les structures de Diff (M )-module
et de Vect(M)-module de S% sont celles d’un produit tensoriel de modules. En particulier,

laction d’un champ de vecteurs X € Vect(M) est donnée par la dérivée de Lie suivante,
L = X'0; — p;0; X7, 4+ dDiv(X). (2.34)

L’espace S s’identifie, en tant que Diff (M)-module, avec I'espace des tenseurs symétriques

contravariants de poids §, noté T'(STM) ® F?, via 'application

D(STM)®F> — & (2.35)
Ptk ()0, ®--- O aik s Phie (x)pi; - *Digs

ou les p; sont canoniquement associés aux 9; par p; = (9;,p), au point (z,p) € T M. Cette

identification confére a I'espace des symboles une graduation Diff (M )-invariante,
oo
S'=Eps), (2.36)
k=0

ou Sg désigne 'espace des symboles homogénes de degré k en les variables fibrées.
Si la variété M est munie d'une connexion affine, I'espace des tenseurs symétriques
contravariants admet alors naturellement une dérivée covariante, qui se transporte a l’es-

pace des symboles en une dérivée horizontale ou elle s’écrit
0y = 0; — Tf;pr0p, — 0T (2.37)

L’espace des opérateurs différentiels DM (M)

L’espace DM des opérateurs différentiels est un sous-espace des opérateurs linéaires
L(F*, FH), et hérite donc d’une structure de Diff(M)- et Vect(M )-modules. Soit un opé-
rateur linéaire A : F» — FH Taction de X € Vect(M) est donné par la dérivée de Lie des

opérateurs,

LYMA =THA— ALY, (2.38)
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oit L} est donnée par (2.31).

Nous allons définir DM par récurrence. Un opérateur A € L£(F?, F*) est un opérateur
différentiel d’ordre 0, ce que I'on note A € DS’“, si [A, f] = 0 pour tout f € F*. Clairement,
on a DS"” ~ FHA et A€ DS"” correspond & la multiplication par une (u — \)-densité.
L’espace des opérateurs d’ordre k est défini par : A € D,’C\’“ si [A, f] € D,i‘fl pour tout

f € F*. En coordonnées locales, 'opérateur A s’écrit alors,

k
A=Y a7 (2)d;, -0y, (2.39)
=0
oit les @’ € C®(M). L’espace total DM est I'union de chacun des espaces précédents,
DM = [ J°, Dp*, qui en constituent une filtration Diff (M)-invariante : Dy C D
< C D,i,"“ C ---. L’espace gradué associé, i.e. espace des symboles, s’identifie & S% en
tant qu’espace vectoriel, car DZ"“ /D,i‘fl ~ Sg. En revanche, cette graduation n’est pas
Diff (M )-invariante. Seul le symbole de plus haut degré d’un opérateur différentiel, appelé
symbole principal, est un terme géométrique qui se transforme comme un tenseur. On peut
se référer a [67] pour I’étude des transformations des termes suivants.

Comparer les structures de Vect(M )-modules de S? et DM nécessite un isomorphisme
vectoriel entre les deux. Sur R™, et donc également localement, sur un ouvert U C M muni

d’un systéme de coordonnées, I’ordre normal définit un tel isomorphisme et s’écrit

N:8U) — DM(U)

o T h

On obtient, via cet isomorphisme linéaire, I'’expression de la dérivée de Lie des opérateurs

transportée sur les symboles, voir [67], que I'on notera toujours L;‘(’“ , & savoir

1
oy = LS — 5pkaz-a)j)ckapiapj — A\, Div(X)d,, (2.41)
+termes du 3éme ordre en X € Vect(M).

Il en découle que l'ordre normal est exactement aff(n, R)-équivariant, la graduation des
opérateurs différentiels est exactement aff (n, R)-invariante, et le symbole principal se trans-
forme comme un tenseur.

Nous donnons désormais la définition de ’adjonction.

Définition 2.2.1. Soit A\ + p = 1. L’adjoint d’un opérateur différentiel A € DM est
Vopérateur différentiel A* € DM, tel que pour tout ¢, 1) € ‘7:3‘, on a

(Ag, ) = (¢, A™Y), (2.42)
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la forme bilinéaire (-,-) étant défini en (2.29).

Remarque 2.2.2. En quantification géométrique, ’espace de Hilbert est ]:C%, et donc l’es-
pace des observables quantiques sera naturellement dans notre cadre D33, L’adjonction est
donc bien définie, et l'aziome de réalité (2.10) est vérifié. Chaque résultat pour la famille de
modules S° et DM sera a interpréter pour § =0 et A\ = p = % pour obtenir une extension
de la quantification géométrique. Il est intéressant par ailleurs de montrer que si A+ pu =1
la quantification respecte encore 'axiome de réalité, i.e. fournit des opérateurs symétriques

si elle est restreinte aux symboles a coefficients réels.

2.2.2 La quantification G-équivariante

Nous pouvons maintenant définir ce que nous appellerons une quantification G-

équivariante.

Définition 2.2.3. [67, 34] Soit G un groupe agissant localement sur une variété M, d’al-
gebre de Lie g. Une quantification G (ou g) -équivariante de M est un isomorphisme de

g-module, Q : S — DM préservant le symbole principal.

Une quantification peut s’interpréter comme une correspondance entre symboles et
opérateurs différentiels et fournit un calcul symbolique pour les opérateurs différentiels. Une
telle quantification serait naturelle si G = Diff (M) mais il n’existe pas de quantification
Diff (M )-équivariante, voir la Proposition 2.1.8.

Nous allons donc nous intéresser a des groupes G agissant localement sur la variété
M par diffeomorphismes. L’existence d’une telle action est équivalente a celle d’une G-
structure plate. Aprés avoir défini cette notion, nous montrons qu’une quantification G-
équivariante se transporte de R™ & une variété munie d’une G-structure plate, et récipro-
quement. Nous exposons ensuite les résultats d’existence et d’unicité qui ont été obtenus

pour la quantification équivariante relativement & des groupes dits maximaux [13, 15].

Définition d’une G-structure plate sur une variété

Soit H un sous-groupe du groupe structural des k-jets, avec k un entier quelconque.
Son algebre de Lie b est donc isomorphe & une sous-algébre de Lie de Vect,(R™), les champs
de vecteurs polynomiaux sur R". Elle admet naturellement une graduation, donnée par la
valeur propre de l'action adjointe du champ d’Euler £& = z'0;. Ainsi, on a Vect,(R") =
D Vecty(R™), avec Vecty,(R™) I'espace des champs de vecteurs a coefficients homogenes
de degré k + 1. On pose g = Vect_1(R™) @ b, et on note G le groupe de Lie associé, dont
I’action sur R™ est engendrée par celle de H et par les translations.

Une H-structure sur une variété M, de dimension n, est la donnée d’une réduction d’un
fibré de k-repéres a un fibré principal de fibre H [80, 55]. Par abus de langage, on parle de

G-structure au lieu de H-structure pour les groupes conforme et projectif notamment.
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Si M admet une action globale et transitive de G, alors M s’identifie & G/H. Une
telle variété est un espace homogéne, elle est canoniquement munie d’'une H-structure
dite H-structure plate standard. Par exemple, SL(n + 1,R)/Aff(n,R) ~ RP" est un es-
pace homogene projectif, et, notant CE(p,q) le groupe des similitudes de R™ muni de
la métrique plate de signature (p,q), SO(p+ 1,9+ 1)/CE(p,q) ~ SP x S? est un espace
homogéne conforme.

Si 'action de G est locale transitive, M est encore canoniquement munie d’'une H-
structure, pour H un sous-groupe d’isotropie de G. Une telle H-structure est plate, i.e.
localement isomorphe & une H-structure plate standard [80]. Ceci signifie qu’il existe un
atlas (Uq, po) de M, tel que les U, sont des ouverts de G/H et les fonctions de transitions
sont données par des éléments de G. Réciproquement, 'existence d’'une H-structure plate
implique 'existence d’une action locale transitive de G, par transport par les cartes de
I’atlas.

Comme 'algebre de Lie g se plonge dans Vect,(R"), le groupe G agit localement sur
R™ qui est ainsi munit d’'une H-structure plate. D’autre part, G/H admet un atlas sur
R™ dont les cartes sont des morphismes de G-modules. Une variété M munie d’une H-
structure admet donc un atlas (Vy, %), ou les V,, sont des ouverts de R™ et les fonctions
de transitions sont données par ’action d’éléments de G sur ces ouverts.

Résumons ce qui précéde par la définition d’une G-structure plate sur une variété, ou

par abus de langage il est fait référence & G et non a H.

Définition 2.2.4. La donnée d’une G-structure plate sur une variété M est la donnée

d’une des trois conditions équivalentes suivantes :
1. il existe une action locale transitive de G sur M.

2. il existe un isomorphisme local de G-structure entre M et G/H muni de sa structure

plate standard.
3. il existe un atlas (U, vo) de M, ou les U, sont des ouverts de R™ et les fonctions

de transitions @, © gogl coincident sur leurs domaines avec l’action d’éléments de G.

Une variété M admettant une G-structure plate est dite G-plate.

Du cas plat R” au cas G-plat M

Le lemme suivant est essentiel par la suite, il permet de ramener I’étude des morphismes
G-équivariant sur une variété munie d’une G-structure plate & R™. On note g 'algébre de

Lie de G, et on suppose que représentée sur R™ elle contient les translations.

Lemme 2.2.5. Soit M une variété munie d’'une G-structure plate de dimension n, telle
que laction de g sur R™ contient les translations. Soient S et D deux faisceaux sur M de

g-modules, qui sont localement isomorphes a S(R™) et D(R"), deuz faisceauzr de g-modules
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sur R™, via Uaction des cartes du G-atlas relevée a S et D. Les morphismes entre S et D

sont alors en correspondance biunivoques avec ceuz entre S(R™) et D(R™).

Démonstration. Soit (U, @) et (V,1) deux cartes du G-atlas de M. L’application ¢ étant
équivariante sous l'action de G, sur M et R" respectivement, elle induit un morphisme de
g-modules entre S(U) et S(¢(U)), ainsi que entre D(U) et D(p(U)), noté encore ¢. La
carte (V, 1)) définit de méme un morphisme de g-modules entre S(V') et S(¢(V)), ainsi que
entre D(V') et D((V)).

Soit @ un morphisme de g-modules entre S(R™) et D(R™), que nous notons encore @
restreint & ¢(U) et ¥(V). Il induit sur U et V' les morphismes de g-modules : Oy = ¢~1Q¢,
et Qu = 1~ 1Q. L’équivariance de Q sous I'action de g assure qu'’ils sont égaux sur UNV.
En effet sur UNV, on a Qy = ¢ oy Qo 1)¢, et ¢! coincide avec I'action d'un
élément de G sur R”, d’ot 'équivariance de ) permet de conclure que Qp = Qv sur UNV.
Ainsi, a tout morphisme @ entre S(R™) et D(R™), on associe un morphisme entre S et D,
le recollement étant assuré entre cartes du G-atlas.

La réciproque se montre de la méme fagon : & un morphisme Q entre S et D on associe
des morphismes entre S(R™) et D(R™) via les cartes du G-atlas, qui sont tous égaux par
g-équivariance de Q. Précisons que les morphismes sont étendus d’'un ouvert de R™ & tout

R"™ par équivariance sous les translations. ]

Les faisceaux S et D intervenant dans ce lemme sont généraux, ils sont, dans ce cha-
pitre, issus de 'algébre des opérateurs différentiels et de leurs symboles. De plus, les ex-
pressions des actions de Vect(M) sur 'espace des symboles et des opérateurs différentiels
sont les mémes que sur R” dans tout systéme de coordonnées locales (¢, p;) de T*M. Ainsi
les cartes d’un G-atlas induisent bien des isomorphismes locaux entre les faisceaux de g-
modules au-dessus de M et R™, des symboles et des opérateurs différentiels respectivement.
Les hypothéses du Lemme 2.2.5 sont donc satisfaites par la quantification g-équivariante si
g comprend les translations. L’obtention d’une quantification g-équivariante sur une variété
admettant une G-structure plate est donc équivalente & son obtention sur R", le passage de
I'une & 'autre étant assuré par les cartes d’'un G-atlas. Leur expression en G-coordonnées

sont donc les mémes.

Résultats en quantification G-équivariante

Le premier résultat d’existence et d’unicité d’une quantification G-équivariante
sur M, suivant la Définition 2.2.3, a été prouvé dans [67] pour le groupe projec-
tif SL(n 4+ 1,R), sur une variété admettant une structure projective plate, de modéle
RP™ ~ SL(n + 1,R)/Aff(n,R). Plus précisément, 'existence et I'unicité de la quantifica-

tion, QM : 89 — DM sont assurées en dehors d’un ensemble de valeurs de § = p — X
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dites résonantes. Dans le cas projectif, ces valeurs sont

k

0= g (2.43)
oll n est la dimension de la variété, et k est un entier supérieur ou égal & n + 1. Dans les
cas résonants, I'unicité est perdue. D’autre part, I’existence d’une formule explicite pour la
quantification projectivement équivariante des symboles de tout degré a permis de I’étendre
a des symboles plus généraux, via des fonctions hypergéométriques non commutatives [38].
L’existence et 'unicité de la quantification équivariante ont ensuite été prouvé, pour ¢
non résonant, dans le cas du groupe conforme O(p + 1,¢ + 1), sur une variété M confor-
mément plate de modele SP x S ~ SO(p+ 1, ¢+ 1)/CE(p, q) |34], avec CE(p, q) le groupe
des similitudes pour une métrique plate de signature (p, ¢). L’ensemble des résonances est

donné par
Y= {0kistlk, l,s,t € Nk > 1525 < k;2t <[}, (2.44)

ou

1
n(k —1)
+(s—t)(k+14+1)+2(kt —Is)].

Ok los.t [(k—l+t—s)(k+1—2(s+t)+n—1) (2.45)

Les résonances peuvent correspondre soit & un défaut d’unicité, soit a un défaut d’exis-
tence de la quantification conformément équivariante. Contrairement au cas projectif, cette
derniére n’est pas donnée par une formule explicite, le résultat est obtenu grace a la diago-
nalisation des opérateurs de Casimirs des représentations sur S° et DM de olp+1,q+1).

La propriété fondamentale est la maximalité des algébres de Lie projectives sl(n+1,R)
[67] et conformes o(p+ 1,¢+ 1) [13] en tant que sous-algébres de Lie de dimension finie de
Vect,(R™), les champs de vecteurs polynomiaux sur R™. Pour toutes sous-algébres strictes
de ses deux algébres de Lie, on perd 'unicité de la quantification, et pour tout prolongement
strict, on perd l'existence. Il est donc naturel de poser la question : 'existence et I'unicité
d’un quantification g-équivariante sur R™ est-elle équivalente & la maximalité de g, en
tant que sous-algeébre de Lie de dimension finie de Vect.(R™)? Une réponse partielle a
été donnée dans [15], nous en donnons les grandes lignes. D’une part, les sous-algébres de
Lie maximales de Vect,(R™) ont été identifices dans [14], comme étant les IFFT-algeébres
classifiées dans [56]. D’autre part, suivant la démonstration mise en ceuvre dans le cas
conforme, Pexistence d’une quantification g-équivariante, QM : 8% — DM est prouvée
dans |15] pour toutes les IFFT-algébres, en dehors de valeurs critiques pour les poids A et
1. En revanche, la question de I'unicité d’une telle quantification dans le cas général reste

ouverte.
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2.3 La quantification conformément équivariante

Nous allons nous focaliser maintenant sur le cas intéressant, tant du point de vue de
la physique que de la géométrie, de la quantification équivariante sous 'action du groupe
conforme. Nous donnons tout d’abord la définition des transformations conformes, ainsi
que leurs expressions infinitésimales sur R™. Deux définitions équivalentes sont données
pour les variétés conformément plates, qui constituent le care naturel de la quantification
conformément équivariante. Suivant [37], 'étude du commutant de 'action des similitudes
sur les symboles, nous permet de donner une expression explicite pour la quantification
des symboles de degré 1, la démarche est la méme pour le degré 2 [37] et le degré 3 [69].
Nous exposons alors la méthode mise en ceuvre dans [34] et [15] pour obtenir le résultat

déja mentionné d’existence et d’unicité de la quantification conformément équivariante.

2.3.1 L’algébre de Lie conforme conf(M, g)

Le groupe conforme d’une variété pseudo-riemannienne (M, g) est défini comme le sous-
groupe des difféeomorphismes préservant la direction de la métrique, il est noté Conf(M, g).
De méme, 'algeébre de Lie conf(M, g) des champs de vecteurs conformes est définie comme
la sous-algébre de Lie des champs X € Vect(M) vérifiant, Lxg = Ag, pour A une fonction
strictement positive sur M dépendant de X. Ce groupe et cette algébre de Lie sont de
dimension maximale dans le cas plat, i.e. pour la variété pseudo-riemannienne (R"™,n)
avec 1 la métrique plate de signature (p, q). Ils sont alors isomorphes & O(p+ 1, + 1) et
o(p+1,g+1) qui sont appelés simplement le groupe conforme et I’algébre de Lie conforme.

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite conformément plate si, au voisinage
de tout point de M, il existe un systéme de coordonnées et une fonction F strictement
positive tels que g;; = Fn;j. Les transformations conformes de (R",n) sont transportées
via ce systéme de coordonnées, il en découle que conf(M,g) ~ o(p+ 1,q + 1), et ainsi M
est munie d’une o(p + 1, ¢ + 1)-structure plate.

Sur R™, ou dans un ouvert de carte de l'atlas définissant la structure conformément
plate de (M, g), on peut écrire 'expression, en coordonnées, des générateurs de I'algébre

de Lie conforme [13] :

X, = 0
Xij = 0; — x;0; (2.46)
X() = J}Zaz
Xi = Jijl‘j@i — 2xixj8j,
pour tout ¢ = 1,...,n = p -+ q. Les indices ont été abaissés au moyen de la métrique plate

n de R", ie. x; = n;;a’/. Ces générateurs sont les versions infinitésimales, respectivement,
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des translations, des rotations, des dilatations et des inversions conformes. L’algébre de Lie
conforme g admet la décomposition g = g_1PgoP g1 en espaces propres de 'action adjointe
de Xo, lopérateur d'Euler. La sous-algébre de Lie gg est égale a co(p, q), engendrée par les
rotations et dilatations infinitésimales. En lui adjoignant les translations infinitésimales,
on obtient ce(p,q) = g—1 @ go, l'algébre de Lie des similitudes infinitésimales.

Nous pouvons désormais écrire les actions explicites de ’algébre de Lie conforme sur les
symboles et les opérateurs différentiels. D’aprés la formule (2.41), qui utilise I'identification
donnée par I'ordre normal (2.40), elles sont identiques si on se restreint aux similitudes, et

données par substitution dans (2.34) ;

L%, = 0 (2.47)
Lg(i]_ = l’iaj — xj&- +p1-8p]~ — pjapi, (2.48)
Lg(o = 2'0; — piOy, + on. (2.49)

L’action des inversions sur les symboles S? s’obtient de méme,
Li—(i = (mja;j(?i — 2xiarj8j) + (2x3pj0p; + 2pk$k8pi —2p;xj0p;) — 2ndx;. (2.50)

Enfin, I’action des inversions sur les opérateurs différentiels s’obtient via la formule générale
(2.41),

h h
LY = L% + = (=2i0y O, + 200y, 0p1) + 271Dy, (2.51)

La différence entre les actions sur les symboles et les opérateurs différentiels est donnée par

un opérateur faisant baisser strictement le degré des symboles, et qui est donc nilpotent.

2.3.2 La contrainte d’équivariance conforme pour la quantification de
T*R"

Dans le paragraphe précédent, toutes les expressions données sont valables globalement
sur R™, et localement dans un systéme de coordonnées conformes pour une variété confor-
mément plate M. Nous allons donc exposer, en premier lieu, les résultats et méthodes de
démonstration sur R", ou de maniére équivalente, localement en coordonnées conformes
sur M.

Les quantifications équivariantes sous les similitudes

Les actions des similitudes sont les mémes sur les symboles et les opérateurs différentiels,
que l'on identifie via 'ordre normal (2.40), bien défini sur R™. Une quantification ce(p, q)-
équivariante, Q : 8 — DM est donc donnée par la composition d’une application Q :
S — 8% commutant a l'action des similitudes, et de lordre normal N : 8® — DM,

Etudions donc les endomorphismes de S commutant a ’action de ce(p, q).
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Les similitudes contiennent les translations et les dilatations, un des résultats de [67]
impose alors & ) d’étre un opérateur différentiel sur T*M. Comme il commute avec les
translations, ses coefficients sont indépendants de x. De plus, il agit sur les symboles,

polynomiaux en p, donc il vient
Q S C[:Ulv"'7xnap17"')pnaala" : 787176])1;"’ 7apn]7 (252)

avec un degré nul en x. Nous opterons désormais pour la notation plus compacte ) €
Clz, p, 0z, Opln.

L’algebre de Lie des similitudes se plonge dans Clz, p, 05, 0], via la dérivée de Lie des
symboles de poids . L’application @) cherchée est dans le commutant de I'image de ce(p, q),
noté ce(p, q)!. Ce dernier a été déterminé dans [35, 34|, reprenant la théorie des invariants

de Weyl [104]. II se déduit du commutant de e(p, ¢), I’algeébre de Lie des isométries.

Proposition 2.3.1. [87] Le commutant e(p,q)', de e(p,q) dans Clx,p, 0y, pln, est iso-
morphe, pour n > 3, a l'algébre enveloppante U(s1(2,R) x h1). Elle est engendrée par

~ n
R =p'p;, E =p;i0p, + 5 T = 0,iOp,, (2.53)

dont les relations de commutations sont celles de sl(2,R), et
G=p'0,  D=0,0, L=0,dy, (2.54)

dont les relations de commutations sont celles de l’algébre de Heisenberg b .

Par la suite, nous utiliserons plutot & = p;d,,, qui est 'opérateur d'Euler, que E. 11

A , N . !
découle de ce théoréme la connaissance de ce(p, q)°.

Corollaire 2.3.2. Le commutant des similitudes dans Clz,p, Oy, Opln, noté ce(p, q)', est
engendré par

§, Ry=RT, D, Go=GT, Lo=LT. (2.55)

L’équivariance de () par rapport aux similitudes lui impose donc d’étre un polyndéme
en les cinq opérateurs engendrant ce(p, q)!. Remarquons que £ et Ry préservent le degré
d’un symbole, D et Gg le font diminuer de 1 et Ly de 2. Pour que @ soit une quantification
équivariante sous les similitudes, il faut qu’elle préserve de plus le symbole principal. Il en

découle I'expression de @, de la forme suivante
Q@ =1d + PpD + Pg,Go + Pr, Lo, (2.56)

avec Pp, Pg, et Pr, des polynomes en les cing opérateurs donnés par (2.55).
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L’équivariance de la quantification relativement aux inversions

En plus de I’équivariante sous les similitudes, une quantification ) conformément équi-

variante doit vérifier la condition d’équivariance pour les inversions conformes,

Qo L, = L' Q, (2.57)
pour i = 1,---,n. Celle-ci se réécrit, en utilisant la formule (2.51) donnant la dérivée de
Lie £;‘Zii”,

h
@, ngi] = (=piT + 2(€ + nX\)0,) Q. (2.58)

Il reste donc & évaluer le commutateur de @ avec L% , qui repose sur les commutateurs
de L‘SX_ avec les cinq opérateurs engendrant polynomialement ). Reproduisons le résultat

obtenu dans [34], qui découle d’un simple calcul,

€.1%] = o, (2.59)
[Ro, L%] = O,
[Go, L] = 2(Rodp, + (2 —nd)piT),
D, L] = 2=pT +260,, +n(1 - 0)dy,),
(Lo, L%,] = A(EQT + Gody, — piDT) +2(2+ n(1 — 26))diT,
pour ¢ = 1,---,n. Pour déterminer explicitement (), la complexité des calculs impose la

restriction & des symboles de bas degré.

2.3.3 La quantification conformément équivariante des symboles de de-
gré 1

Dans ce paragraphe, la quantification () est considérée comme une application sur les
symboles de degré au plus 1. Nous donnons d’abord, dans le droit fil de ce qui précéde,
I'expression de la quantification conformément équivariante sur R™, ou de maniére équi-
valente localement en coordonnées conformes sur (M, g) une variété conformément plate.
Nous en obtenons ensuite une formulation covariante, et montrons qu’elle est conformément

invariante, i.e. son expression ne dépend que de la classe conforme de la métrique g.

Formulation en coordonnées conformes

La formule (2.56) fournit la forme des quantifications équivariantes sous les similitudes.

La restriction & des symboles de degré au plus 1 conduit & une simplification drastique de
la formule (2.56),

Q=1d+ PpD, (2.60)
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ou Pp est un polyndéme constant. En effet, les opérateurs Ry, Gy et Ly sont nuls sur les
symboles de degré au plus 1, d’'ou @Q = Id + Pp(€)D, et Popérateur € étant nul sur les
symboles de degré 0, Pp(€) se réduit a son terme constant. La condition d’équivariance

sous les inversions conformes, donnée par ’équation (2.58) se traduit alors par
s h
i i

Il suffit désormais de substituer le commutateur par son expression explicite, donnée en

(2.59), pour obtenir

2Ppn(1 — 6)d,, = 2§mapi. (2.62)
|

?1%5 si 0 # 1. Sinon, elle impose

A =0 et Pp est alors arbitraire. Nous obtenons donc le théoréme suivant, le Lemme 2.2.5

Cette équation admet une solution donnée par Pp =

permettant de passer de R™ & une variété conformément plate quelconque.

Théoréme 2.3.3. [37] Soit (M, g), une variété conformément plate. Si 6 # 1, il existe une
unique quantification conformément équivariante, QM S%l — Di\’“, donnée localement

par
A i hf A i
QM (P! (x)p;) = T P'O; + 1-5 o P" | . (2.63)
Si 0 =1, alors la quantification conformément équivariante existe si et seulement si A =0
et elle est donnée par

. ho . ,
QU (P'(z)p;) = = (P'0; + a d;P"), (2.64)
i
le coefficient a étant une constante quelconque.

Remarque 2.3.4. Dans le cas A\ = u = %, qui est celut de la quantification géométrique,
nous retrouvons effectivement l’expression donnée par celle-ci. Pour le cas résonant, 6 = 1,
1

lunicité peut étre obtenue en imposant que Q(P)* = Q(P), et on a alors a = 3.

La quantification conformément équivariante de R™ a été calculé explicitement sur les
symboles de degré 2 dans [35, 37| et sur les symboles de degré 3 dans [69]. La méthode est

exactement la méme, mais les calculs sont bien plus complexes.

Formulation covariante

La quantification conformément équivariante d’une variété conformément plate (M, g)
est donnée en coordonnées conformes par les formules trouvées sur R”. Maintenant, nous
souhaitons avoir une expression de la quantification sous forme covariante, valable dans
tout systéme de coordonnées. A cette fin, nous allons utiliser la connexion de Levi-Civita
qui est l'unique connexion symétrique transportant parallélement la métrique pseudo-
riemannienne g de la variété M. Elle permet de définir les dérivées covariantes des densités
(2.32) et des symboles (2.37).
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Théoréme 2.3.5. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et V la dérivée covariante
associée a la connexion de Levi-Civita. On note [g] la classe conforme de la métrique g.
Soit Qg : Sf — DM définie par

. I A .
0P wp) = & (Pod+ 25 a7 (2.65)
Cette application est conformément invariante, elle ne dépend que de [g]. De plus, si (M, g)
est une variété conformément plate et § # 1, elle est l'unique quantification conformément

équivariante.

Démonstration. Rappelons que la quantification conformément équivariante est donnée, en
coordonnées conformes, par 'expression : Q(P(z)p;) = 7% (Pi&; + ﬁ@i(Pi)) Cette der-
niére ne dépend pas explicitement de la métrique conformément plate g et les coordonnées

conformes non plus. On peut donc la réécrire sous la forme
Q=09,+ A,P), (2.66)
ot Ay est nul dans le cas plat, Q, est I'expression donnée en (2.65), et elle vérifie
Qg+ Ay = Q5 + Ag, (2.67)

si g € [g]. Ceci permet de déterminer A,. En effet, d’aprés les équations (2.32) et (2.37),

on a
VAX=VA+ AT, —Ty) et VP =9YVPi— ([; —T)) P+ 6(T; —T)P', (2.68)

ie. Q4 = Qg ce qui impose Ay(P) = Ayz(P). Utilisant que Ay(P) est nul dans le cas plat, on
en déduit sa nullité dans le cas conformément plat. Ainsi Q, est conformément invariante
et coincide avec la quantification conformément équivariante Q@ dans le cas conformément
plat. ]

Remarque 2.3.6. [l existe des théorémes analogues pour la quantification des symboles de
degré 2 [37] et des symboles de degré 3 [70]. Les preuves reposent sur la méme démarche :
dans le cas conformément plat, la quantification s’écrit comme sur R™, ou les dérivées sont
remplacées par des dérivées covariantes, plus des termes nuls dans le cas plat. Ces termes
additionnels sont déterminés de sorte que [’expression obtenue soit invariante conforme.
Une telle expression est uniquement déterminée dans le cas conformément plat et se pro-
longe a toute variété pseudo-riemannienne. Si pour les symboles de degré 1 il n’y a pas
apparition de termes additionnels, pour les symboles de degré 2 deux termes de courbures

sont ajoutés.
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2.3.4 Existence et unicité de la quantification conformément équiva-

riante

Notre but ici est de montrer I'existence et 'unicité de la quantification conformément
équivariante. Cela étant hors de portée via la méthode exposée précédemment, nous suivons
la preuve originelle [34]. Elle repose sur la diagonalisation des opérateurs de Casimirs Cj
et C),, des représentations sur S9 et DM de l'algébre de Lie conforme. Si Q est un

morphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-module entre ces deux espaces, alors
QCs = Cy 0. (2.69)

Si P est un vecteur propre de Cs, Q(P) est alors un vecteur propre de C} ,, de méme valeur
propre. Cela va permettre de construire Q.
Rappelons que 'opérateur de Casimir d’une représentation p : g — End(V'), d'une

algébre semi-simple est donné par
C = B p(Xa)p(Xp), (2.70)

oil B est la métrique de Killing et B*? sa matrice de Gram inverse dans une base (X,) de

g. L’opérateur de Casimir vérifie la propriété fondamentale d’étre g-invariant,
[C, p(X)] =0, (2.71)

pour tout X € g.
Le calcul de la métrique de Killing de I'algébre de Lie conforme [34], ainsi que la base
exhibée en (2.46), permettent d’obtenir une formule générale pour 'opérateur de Casimir

associé a une représentation p:o(p+ 1,q+ 1) — End(V),

Cp = 5™ (Xi)p(Xia) — p(X0)? — 3 p(X)p(Ky) = S p(K)p(Xy). (272

En particularisant cette expression aux actions de 'algébre de lie conforme sur les deux
o(p + 1,q + 1)-modules S et DM, on obtient respectivement les opérateurs de Casimirs

Cs et C) . On a d’une part,
Cs=Ro+[L+n(0—1)—E&E—-n%(6—1), (2.73)
et, d’autre part, aprés transport sur ’espace des symboles par I’ordre normal,
Chpy=Cs+Go—2(nA+&)D. (2.74)

Nous débutons par la diagonalisation de Cj. Le point essentiel est la commutation des
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opérateurs &€ et Ry,
€, Ro] =0, (2.75)

qui permet de les diagonaliser simultanément. La décomposition de S en sous-espaces

propres de & est donnée par la graduation (2.36),
S'=ps; (2.76)
k=0

et £ a4 pour valeur propre k sur Sg . Il suffit alors de décomposer S% en sous-espaces oil
I’action de Ry s’écrit en fonction de £. L’intersection avec S,‘z fournira alors les sous-espaces
propres du Casimir Cj. Nous explicitons le lemme suivant qui nous sera utile également

dans le cas des supercotangents.

Lemme 2.3.7. [34] L’espace S° admet la décomposition S° = @2, Sf}s, ol S,‘f,s =
RékerT et @ _, Sf o = ker 75+ La restriction de lopérateur Ry = RT o S? , est notée

*,8

Yes(Ro) et a pour expression
Yi,s(Ro) =2s(n+2(€ — s — 1)) (2.77)

Démonstration. Les espaces R*kerT’ pour s € N sont clairement en somme directe, car,
pour tout P € R¥ker T \ {0} on a TP # 0 et T*"'P = 0. De plus tout symbole est bien
dans A = &2, Sf’s. En effet supposons par 'absurde que ce ne soit pas le cas, et soit P un
polynéme de degré minimal qui ne soit pas dans A. Il existe alors s € N tel que T*P # 0
et 7571 P = 0. On pose alors

Q=P —aR°’T°P,

et on choisit a tel que T¢@Q = 0 pour conclure : () étant de degré inférieur & P il est dans
A, et RSTSP € S? , donc P est dans A.

#*,8)

Comme [T, R] =2(n+ &), on a
[T,R*] = 2s(n+ & — s+ 1)R*, (2.78)

et 'expression de v, s(Rp) en découle, grace a [R,&] = —2R. O

Proposition 2.3.8. [34] L’opérateur de Casimir Cs est diagonalisable, la décomposition
de Uespace des symboles en sous-espaces propres est donnée par S°® = Do EB?:/S] 5275, et

sa valeur propre sur S,‘gjs = S,f N Sjis est égale a
Vs = 28[n+2(k — s — 1)] + 2k[L + n(0 — 1) — k] — n?5(6 — 1). (2.79)

Démonstration. Comme T et £ commutent sur ker 7', on a 8570 = @2108270. Maintenant,
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[E,R] = 2R et Sis = RSS,‘E,O montrent que pour tout s € N, Sf,s = 69202258275. 11 suffit
alors de réarranger la somme pour obtenir celle donnée dans la proposition.

Notons alors v s(E) et vi,s(Ro) les restrictions de respectivement € et Ry a Sg,s. On
aYis(E) =k et dapres (2.77), i s(Ro) = 2s (n + 2(k — s — 1)). Nous notons simplement
Vk,s la restriction du Casimir Cy a S,‘; - Le résultat découle alors de 'expression (2.73) de
Cs. O

Nous décrivons maintenant la diagonalisation de I'opérateur de Casimir C) ,,. Grace a
(2.74), il s’écrit C) ;, = Cs + Ny, avec Ny un opérateur nilpotent diminuant strictement le

degré des symboles. Une solution de I’équation aux valeurs propres
Ca\uP =P, (2.80)

est nécessairement de la forme v = v, et P = Py, + P, avec Py, € S,‘g’s et P =
Py 1+ + Py, ot P, €8?. Ces derniers vérifient I'équation

NP1 = (s — Cs) P, (2.81)

pour tout i < k — 1. Ce systéme a une solution unique si v; s # 7+ pour tout [ < k et

t < [1/2], ce qui est équivalent & ¢ non résonant.

Théoréme 2.3.9. [3/] Il existe une unique quantification conformément équivariante pour

d &%, ou X est donnée en (2.44).

Elle est donnée par
Q(Pk,s) = Pk7s + Pl, (2.82)

avec P’ I'unique polynoéme tel que Cy ,(Pys + P') = Yp,s(Pr,s + P’).

2.4 Les opérateurs différentiels conformément invariants

La classification des opérateurs différentiels conformément invariants est un probléme
important. Elle a été obtenue pour la premiére fois dans [39] pour l'espace de Minkowski,
éventuellement courbé. La quantification conformément équivariante offre un moyen effi-
cace pour obtenir une classification des opérateurs différentiels (linéaires) conformément

invariants, que nous présentons ici, suivant [82].

Un opérateur différentiel D € DM, qui dépend de la métrique, est dit conformément
invariant si il ne dépend que de la classe conforme de cette derniére. Sur une variété
conformément plate, cette propriété est équivalente & I'invariance de D sous 'action [Z}\(’“
de o(p+1,q+1) sur DM, Le symbole associé a 'opérateur D via la quantification confor-

mément équivariante est alors invariant sous l’action Lg{ deo(p+1,g+ 1) sur SO,
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Proposition 2.4.1. [82] Soit (M, g) une variété conformément plate. Les symboles inva-

riants sous l’action de o(p+ 1,q + 1) sont
.. 2k
Ak = (nupipj)k €S , (2.83)
et les opérateurs conformément équivariants sont donnés par

n—2k n+2k

AFFreT — Fra (2.84)

avec, en coordonnées conformes, A = 0" 0;0;.

Démonstration. Nous reproduisons ici sommairement la preuve donnée dans [82|. Plagons
nous en coordonnées conformes et supposons que A est un symbole invariant conforme.
L’invariance par translations (2.47) donne l'indépendance de A par rapport a x. L’in-
variance par rapport aux rotations (2.48) impose alors A = (n% pipj)k. L’invariance par
rapport aux dilatations (2.49) fixe § = %, et on vérifie alors que A est préservé par les
inversions conformes (2.50).

Pour obtenir les opérateurs conformément invariants, il suffit alors de demander en plus

I'invariance sous les inversions conformes agissant sur les opérateurs (2.51), ce qui impose

—2k
A= 152k, O
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Chapitre 3

Du fibré supercotangent a la

géométrie spinorielle

Dans ce chapitre nous introduisons les objets mathématiques permettant de décrire des
particules fermioniques, de spin % Leur description quantique est bien connue, et remonte
a P.A.M. Dirac [30]. Elle nécessite, sur une variété pseudo-riemannienne (M, g), I'intro-
duction du fibré des spineurs. Il est muni par définition d’une action du fibré de Clifford
et admet une dérivée covariante canonique. Le hamiltonien quantique d’une particule libre
de spin % est alors donné par I'opérateur de Dirac, qui agit sur les sections spinorielles.

La seconde quantification des champs fermioniques a, la premiére |91, 73|, poussée a
formuler un équivalent classique de la théorie de Dirac. On en trouve une version achevée
en formalisme lagrangien dans ’article historique de F.A. Berezin et M.S. Marinov [9],
qui repose sur le fait que l'algébre de Clifford est le quantifié de ’algébre de Grassmann
[63, 102, 100]. L’espace des états est alors décrit par une supervariété (63, 68, 71, 29, 28,
101, 89] qui admet, outre les coordonnées usuelles, des coordonnées grassmanniennes.

Nous présentons d’abord les notions nécessaires relatives aux supervariétés, notamment
les supercotangents, et & la géométrie spinorielle, avant de relier les deux via I’extension
de la quantification géométrique aux supervariétés symplectiques [63, 102, 100]. Si (M, g)
est une variété conformément plate, de signature (p,q), on construit une action hamil-
tonienne de ’algébre de Lie o(p + 1,¢q + 1) de son groupe conforme sur les fonctions du
supercotangent de M. Cela nous permet de construire une dérivée covariante spinorielle et
la dérivée de Lie des spineurs par quantification des composantes de 'application moment
du groupe conforme. Nous obtenons, localement, un calcul symbolique pour les opérateurs
différentiels spinoriels, introduit initialement par E. Getzler [42], via un prolongement de

la quantification géométrique.

99
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3.1 Le fibré supercotangent

Nous commengons par donner ici les rudiments de supergéométrie, notamment sym-
plectique, qui nous sont nécessaires. Nous étudions ensuite la structure symplectique du
supercotangent M d’une variété pseudo-riemannienne (M, g), qui constitue I'espace des
phases d’un systéme a spin d’espace de configuration (M, g). Nous l'illustrons en retrou-
vant les équations de Papapetrou, donnant la déviation géodésique d’une particule & spin,
a partir du flot du hamiltonien cinétique % gYPiPi sur le supercotangent d'un espace-temps
courbe [88]. Nous étudions également dans ce contexte le couplage & un champ électroma-
gnétique. Enfin, nous construisons un relevé & M des champs de vecteurs conformes de
M, ce qui nous permettra de définir une structure de conf(M, g)-module sur l'espace des

observables classiques C>°(M).

3.1.1 Eléments de supergéométrie

Le préfixe "super" attaché & tous les objets des supermathématiques référe & une ex-
tension Zo-graduée dudit objet. Au niveau algébrique, cela a pour conséquence 'utilisation
systématique de la régle des signes : "lorsque un objet de parité a traverse un objet de parité
b un signe (—1)% apparait". Nous introduisons les notions élémentaires de superalgébre,
puis définissons les supervariétés ainsi que les champs de vecteurs et formes différentielles.
Nous terminons par la définition du supercotangent d’une variété, qui sera note cadre de

travail pour la quantification.

Préliminaires de superalgébre

Commengons par les préliminaires nécessaires d’algébre. Un superespace vectoriel V|
ou espace vectoriel Zs-gradué, est un espace vectoriel muni d’une décomposition canonique
V =V @ V1 en les espaces supplémentaires V) des éléments "pairs" de graduation nulle et
V1 des éléments "impairs" de graduation 1. Nous notons ici et par la suite |- | la graduation.
Une superalgébre, ou algébre Zs-graduée, est une algébre dont I'espace vectoriel sous-jacent
est Zo-gradué et tel que

|ab| = |allb], (3.1)

pour tout élément a,b pair ou impair de l’algébre. Toutes les égalités mettant en jeu
la graduation seront écrite de méme pour des éléments (sous-entendus) homogénes. Une

superalgébre est dite supercommutative si

ab = (—1)lalllpg, (3.2)
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A une superalgébre associative est naturellement associée une superalgébre de Lie, par,
[a,b] = ab — (—1)llPlpq, (3.3)

En effet, une superalgébre de Lie est un espace vectoriel Zo-graduée munie d’une application

bilinéaire [-,-] : V x V' — V, vérifiant
[a,b] = —(—1)"I"![p, a], (3.4)

ainsi que la super identité de Jacobi
(=), [y, 2] + (= 1) ¥y, [z, 2]) 4+ (1) ¥z, 2, )] = 0. (3.5)

Un A-module V| pour A une superalgébre, est un module Zs-gradué V= Vy @ V; sur
I’algébre A, tel que 'action de A soit paire,

Ai - Vi C Viiggs (3.6)
avec [i + j| la classe modulo 2 de i + j.

Définition d’une supervariété

Nous n’aurons besoin que des rudiments de supergéométrie différentielle, & commencer
par la définition d’une supervariété. Il existe deux approches. L'une [63, 68, 71, 28| est
basée sur une formulation en termes de faisceaux : une supervariété M est une variété
lisse | M| munie d’un faisceau en superalgébres (supercommutatives), tel que le quotient de
chaque superalgébre par 'idéal de ses éléments nilpotents redonne le faisceau des fonctions
lisses sur |M|. L’autre approche [29, 101, 89| consiste en une modification de la variété
elle-méme qui est vue comme recollement non plus d’ouverts de R™, mais de V' ® V!, pour
Vo et V1 les parties paires et impaires d’une algébre de Grassmann de dimension infinie sur
R. M. Batchelor |7] a montré que ces deux approches sont équivalentes. Nous adopterons
la premiére qui est la plus simple eu égard & notre usage des supervariétés. Nous suivrons
essentiellement la présentation faite dans [28].

Nous renvoyons a [44, 68] pour les notions générales de faisceaux et espaces annelés,
ainsi que leurs morphismes.

Commencons par définir la supervariété plate de dimension p|q, i.e. comportant p coor-
données paires et ¢ impaires. Soit Orp le faisceau des fonctions lisses sur RP, et (:E")izly,“’p
un systeme de coordonnées sur R?. La supervariété RPI? est 1espace topologique RP muni
du faisceau Opp [€1, . . ., £9] de superalgébres, ot les & sont des indéterminées impaires. L’es-
pace des (super-)fonctions sur RPl4 est Pespace des sections globales de ce faisceau, qui est la
superalgebre C°(RP) @ A(R*)?, notée C>®(RPI?). Les coordonnées (x!, ..., 2P, &' ... £9) de
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RP!9 forment un systéme de générateurs de cette superalgébre. Une fonction f € C*(IRPI?)

est donc de la forme

I
[ =rg, (3.7)
ou fr € C*°(RP) et ot, suivant la convention d’Einstein, on somme sur les multi-indices I.

Définition 3.1.1. [68, 63, 28] Une supervariété M de dimension p|q est un espace topo-
logique | M| muni d’un faisceau de superalgébres O g tel que M soit localement isomorphe

a RPI%. On note M = (IM|,Op).

Par définition, les ouverts de M sont de la forme U = (U, Orq|y), avec U un ouvert
de |[M|. Un systéme de coordonnées sur un ouvert & de M est un systéme minimal de
générateurs de C*°(U), 'espace des sections de O au-dessus de U. Ainsi, une supervariété
de dimension p|g admet localement un systéme de coordonnées obtenu par transport de
celui de RPlY, formé par p coordonnées paires et g coordonnées impaires. Par abus de
langage, on parlera de fonctions au lieu de sections (locales) du faisceau.

La relation de commutation entre deux fonctions f et g sur M est un cas particulier
de (3.2) et s’écrit donc

fg=(=)!klgr. (38)

Les fonctions impaires engendrent un idéal nilpotent 7 tel que (JM],Or/T) est une
variété de dimension p. La variété | M| sera appelée la base de M.

Un morphisme ® : M — N entre les supervariétés M = (M|, Orq) et N = (JN], On)
est la donnée d’une fonction continue ¢ : |[M| — |[N| et d’'un morphisme de faisceaux de
superalgebres ¢* : Opnr — Oy, i.e. un morphisme d’espaces annelés. Un tel morphisme se
projette, par quotient selon les idéaux nilpotents engendrés par les fonctions impaires, en
un morphisme de faisceaux d’algebres ¢* : Oy — Oy, assurant donc que ¢ : [M| — |V
est une application lisse.

Donnons quelques exemples. Les supervariétés de dimension impaire nulle sont des
variétés ordinaires. Les supervariétés de dimension paire nulle sont des algébres de Grass-
mann, nous les notons dans ce cadre ({-}, AV*), de dimension 0| dim V', o V' est un espace
vectoriel. Notons II le foncteur qui renverse la parité dans la catégorie des espaces vec-
toriels Zo-gradués. Il s’étend naturellement aux fibrés vectoriels. Ainsi IIT'M s’identifie
a la supervariété de base M et de superalgebre de fonctions Q(M), I'algébre des formes
différentielles sur M munie du produit extérieur et dont la Zs-graduation est induite par
sa Z-graduation canonique de Q(M).

Plus généralement, & partir d’un fibré vectoriel £ — M, on construit une supervariété
IIE de base M et de faisceau en superalgébres donné par les sections de AE* [90]. Les
sections locales de ce faisceau s’identifient a la restriction (aux ouverts de M) des sections

globales; la donnée du faisceau précédent sur M est donc équivalente & celle de la super-
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algebre de fonction C>*(IIE) = I'(M, AE*). La projection de E sur M donne lieu & une
inclusion canonique C*(M) — C*(I1E).

Remarque 3.1.2. Un théoréme di a M. Batchelor [6] montre que les classes d’isomor-
phismes des supervariétés de base M et des fibrés vectoriels sur M sont en bijection. Au-
trement dit, toute supervariété M, de base |M| = M, est isomorphe a ILE pour un certain
fibré vectoriel E au-dessus de M. En particulier C°(M) est isomorphe a C*°(ILE) et pour
tout ouvert U de M, C*°(U) est obtenu par restriction de C*°(M) a [U|. Ceci est fauz pour
les supervariétés complexes. Cependant cet isomorphisme n’est pas unique, il n'y a ainsi
pas d’inclusion canonique C*°(M) — C*(M), ni de Z-graduation sur C*°(M).

Champs de vecteurs et formes différentielles

Un fibré vectoriel sur une supervariété M sera défini comme un faisceau de super-
modules au dessus de Opy, de rang r|s s’il est localement isomorphe & Oy ® F, avec
F un espace vectoriel Zy-gradué de dimension r|s. Les dérivations sur RPI? sont engen-
drées par les dérivées partielles 0; et Jze associées au systéme de coordonnées canoniques
(2%,€%)i=1. . p.a=1...q Ces derniéres sous-tendent le fibré tangent de RPI4 de rang plg, leur
graduation étant celle de la coordonnée associée. Il en est de méme pour une supervariété
M quelconque, la notion étant locale. La graduation | X| d’une dérivation, ou champ de
vecteurs, X € I'(M,TM) = Vect(M), se traduit par

X(f9)=X(fg+ (—1)M¥rx(g), (3.9)

pour f,g € C>®(M).

Par dualité on peut définir le fibré cotangent des 1-formes sur M, qui engendrent toutes
les formes différentielles par produit extérieur. La différentielle de De Rham est définie par
(X,df) = X f, pour tout champ de vecteurs X € Vect(M) et toute fonction f € C*(M).
La parité de df coincide donc avec celle de f. La Zs-graduation ainsi que la différentielle de
De Rham d s’étendent a tout I'espace Q(M) des formes différentielles, qui est donc muni
d’une bigraduation Zs x Z. Nous notons QF(M) le sous-espace des formes homogénes de
degré k sur M, et || la parité de . Nous choisissons la régle des signes suivante [63, 28]
pour a € Q¥ (M) et 3 € QH(M),

a B =(=1)FFellblg A q. (3.10)

Le supercotangent d’une variété

Donnons enfin 'exemple du supercotangent M d’une variété M, qui est fondamental

pour la suite.
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Définition 3.1.3. [42] Le supercotangent d’une variété M est le produit fibré M =
T*M xp IITM, la variété de base associée est donc le fibré cotangent T*M, et la su-
peralgeébre de fonctions est donnée par C*°(M) = C®(T*M) @ Q(M).

Le produit fibré donnant M se représente via le diagramme suivant,

1

M T M (3.11)
P
T*M M.

Remarque 3.1.4. A partir d’un systéme de coordonnées locales (x%) de M, on construit
canoniquement le systéme de coordonnées locales naturelles (x%,p;, %) sur M, ot p; et &

correspondent respectivement a 0; et dx®.

Dans un systéme de coordonnées locales (2%, p;, £%), on note (9;, 0y, , Ogi) la base associée
des dérivations locales de C°° (M), vu comme C*° (M )-module, et (dx?, dp;, d¢?) la base duale

correspondante. On a alors,
df = dz"(0;f) + dpi(Op, f) + d{i(agf). (3.12)

3.1.2 Les supervariétés symplectiques

Nous introduisons désormais la notion de structure symplectique sur une supervariété,
en suivant l'article de M. Rothstein [90] et donnons ’exemple fondamental de la structure

symplectique canonique sur le supercotangent d’une variété pseudo-riemannienne (M, g).

Définition 3.1.5. [90] Une supervariété symplectique est un couple (M,w), ot w est une

2-forme paire, fermée et non dégénérée sur la supervariété M.

Comme pour les supervariétés lisses, il existe, & isomorphisme prés, un théoréme de
représentation en termes d’objets de la géométrie différentielle usuelle pour une supervariété
symplectique [90]. C’est ce que nous allons expliciter.

Soit (M,war, E,g,V), ot (M,wyr) est une variété symplectique de dimension 2n, E un
fibré vectoriel sur M dont la fibre est de dimension r, g une métrique sur les fibres de E et
V une connexion sur F compatible avec la métrique. Suivant [90], nous construisons une
forme symplectique w sur la supervariété IIE & partir de ces données.

Intéressons-nous a l'espace des champs de vecteurs Vect(IIE), vu comme espace des
dérivations de C*°(I1E). Il est engendré librement par (01,...,02n,0¢1,...,0¢r), qui sont
les dérivées partielles associées au systéme de coordonnées (z!,..., 2?7 &1, €7) sur IIE.
L’inclusion C*°(M) — C*°(ILE) permet de définir une notion canonique de dérivations

verticales, comme les dérivations de C*°(IIE) s’annulant sur I'image de C*°(M). L’espace
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des dérivations verticales est noté Vecty (IIE), il est engendré localement par (01, ..., O¢r).

On a donc la suite exacte courte,
0 — Vecty (IIE) — Vect(IIE) — C*(IIF) ® Vect(M) — 0. (3.13)

La donnée d’une connexion sur E permet de trivialiser cette suite exacte. En effet, quitte
a composer par le foncteur II, la connexion V : Vect(M) — Vect(IIE) définit un relevé
canonique des dérivations de M qui sont appelées dérivations horizontales. A un systéme de
coordonnées locales sur IIE on peut alors associer une base de dérivations se transformant
tensoriellement, a savoir

0Y =0; —T0,6% et Oga, (3.14)

pour i = 1,....2n et a = 1,...,7, les Ffa représentant les composantes locales de la

connexion. La base duale se transforme alors aussi tensoriellement et est donnée par,
drt et dVeEr = de + T4 eldat (3.15)

On définit par Re = <8§a (é?iv 8jv — ijﬁiv ), d§C> le tenseur de Riemann, qui exprime la

courbure de la connexion. Son écriture locale est donc donnée par

Lcu'j = (&'ng —0;1'G;) + (F];z §k - F’;jrfk)~ (3.16)

Lemme 3.1.6. [90] Etant donné un fibré E — M muni d’une connexion V compatible

avec une métrique g sur les fibres, on peut définir la 1-forme suivante

a(g,V) = gabfadvfb, (3.17)
qui admet pour différentielle
1 ) )
dagv) = 3 9o G660 da’ A da? + gapd¥ N dY €L, (3.18)
ol wa-j représentent les composantes du tenseur de Riemann exprimées en (3.16).
Démonstration. La 1-forme o, vy = Gap&®dY €Y est bien définie globalement, car £% et dV¢&°

se transforment comme des 1-tenseurs contravariants. Calculons sa différentielle,

dagv = (ak (gap)E%da® A AV €Y+ gupde® A dV ¥ + gupt Tl dee A dxk)
+gab€aam (ng)fcd:cm VAN dmk

Eliminons les dé® grace a la relation dY £ = d¢® + ngfbdxk , pour arriver &

dogyy = gapd €8 NdVE — g% E8da® N dVE" + Ok (gap) € da® N dV P



66 Chapitre 3. Du fibré supercotangent a la géométrie spinorielle

—gabS Toda® N dV € + g€ ¢ THTGda A da + gap€ € 0m (Tl )da™ A da®.

Or, la compatibilité de la connexion avec la métrique s’exprime en coordonnées par 'iden-

tité 9igap — I'e;9c0 — I'f;9ca = 0, on obtient ainsi

doagy = gapd € NdVE
FELETHTY da® A dx™ + g0, (T )da™ A da®.

Les composantes locales du tenseur de Riemann étant données par (3.16), I'expression de

da se réduit donc, comme annoncé, a
1 ) ,
dagy = gapd“€" NdVE" + O Ry €a€ da’ N da.
O

Proposition 3.1.7. [90] Soit la donnée de (M,wyr, E, g,V), et w la projection canonique

de 1IE sur M. Il existe une 2-forme symplectique sur la supervariété 11E définie par
w=mwy +daygv), (3.19)
Il existe donc des coordonnées locales (¢¥,py,E")v=1,...n:a=1,...r de I1E telles que
w = dp, A dg” + %gbCRZijfaﬁbdxi Adz? + gapd¥ €4 N dY €, (3.20)

ot (2")i=1,..2n est un systéme de coordonnées de M.

Démonstration. La 2-forme w est fermée par définition. Il suffit de montrer qu’elle est non
dégénérée. Ceci est clair sur 'expression en coordonnées, et cette derniére est obtenue di-
rectement & partir du lemme précédent et du Théoréme de Darboux, qui fournit I’existence

d’un systéme de coordonnées locales (¢, py)y=1,..n de M tels que wy = dp, A dg”. ]

Le résultat essentiel de M. Rothstein [90] est que toute supervariété symplectique
(M, @) est symplectomorphe & une supervariété symplectique de la forme (ITE,w). 11 re-
trouve alors aisément le résultat de B. Kostant [63] qui étend le Théoréme de Darboux aux

supervariétés.

Théoréme 3.1.8. [653] Soit (M, &) une supervariété symplectique de dimension 2n|r. Elle

admet au voisinage de tout point un systeme de coordonnées de Darboux

(qyupl/aga)I/:1,...7n7a:17_,_,r QUZ est t@l que

w = dp, A dg” + napde® A deP, (3.21)
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avec nqp les composantes d’une métrique plate, dont la signature est un invariant symplec-

tique.

Ainsi il existe au voisinage de tout point un symplectomorphisme entre (M, w) et la
supervariété T*R™ x ITR" munie de la structure symplectique plate donnée en coordonnées

canoniques par w = dp, A dg” + ngd€E® A dEP.

Remarque 3.1.9. Les coordonnées de Darboux impaires correspondent donc a un repére

orthonormé pour la métrique g sur les fibres de E.

Exemples 3.1.10. Nous donnons les cas dégénérés ot la dimension paire ou impaire est
nulle.

— Les supervariétés symplectiques de dimension tmpaire nulle s’identifient simplement
aux variétés symplectiques usuelles.

— Les supervariétés symplectiques de dimension paire nulle sont construites a partir
de ({-},0,V,g,0), avec V' un espace vectoriel muni d’une métrique g. Leur base est
réduite a un point et leur algébre de fonctions est I’algébre de Grassmann AV*. Leur
forme symplectique w s’écrit en coordonnées quelconques w = gapdE*NdEL. Un systéeme

de coordonnées de Darboux s’identifie alors a une base orthonormée de V*.

Structure symplectique canonique du supercotangent de (M, g)

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n. Elle posséde une
connexion canonique, la connexion de Levi-Civita V, et on note wp+ys la forme sym-
plectique de son fibré cotangent, qui dérive de la 1-forme de Liouville aep+ps. Nous notons
(2%)i=1,..n un systéme de coordonnées locales sur M et (2, p;) le systéme de coordonnées

naturelles associé sur T*M.

Définition 3.1.11. [90] La structure symplectique canonique du supercotangent M de la
variété pseudo-riemannienne (M, g) est donnée par (T* M, wp+pr, T*M x5y TM, kg, V). Sa

forme symplectique w dérive alors d’une 1-forme «, qui s’écrit en coordonnées naturelles,

o = pidx’ + /@gijfidvgj, (3.22)
de différentielle
da = dp; A dat + gglng;jg’fgldxi Ada? + ki gidV e A dV e (3.23)

La 1-forme « est construite a partir de ap« s, la 1-forme de Liouville sur 7" M, et a4 v),
la 1-forme sur IIT'M définie par les données (M, TM, g, V) suivant le Lemme 3.1.6. Expli-
citement, utilisant 7o : M — T*M et m; : M — IITM les projections du supercotangent
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de M sur les sous-fibrés pairs et impairs de M, on pose
a =Ty + KT 0y v (3.24)

L’écriture en coordonnées naturelles de « est immédiate, et celle de sa différentielle découle
du Lemme 3.1.6.

Remarque 3.1.12. Nous avons introduit dans « le paramétre k, il sera fixé par la suite
pour des motivations physique a 2ﬁ| Le Paragraphe 3.1.3, la remarque 3.1.21 ainsi que la

Proposition 8.3.3 justifient ce choix.

Des coordonnées locales (z?) sur M étant fixées, on peut obtenir des coordonnées
de Darboux sur son supercotangent M, & partir des coordonnées naturelles. Pour cela,
on introduit (eq)q=1,..n un repére orthonormal de (M, g). Il est relié au repére naturel
(0i)i=1,....n, défini par les champs de vecteurs associés aux coordonnées 2!, via le change-
ment de repére €', d’'inverse 6¢. La 1-forme de la connexion de Levi-Civita est alors donnée
par

wy =67 (dei + I’;keidxk> , (3.25)
avec F;k le symbole de Christoffel de la connexion de Levi-Civita.
Proposition 3.1.13. Soit (eq)q=1,..n un repére orthonormal de (M,g), et (x%, p;, €9
un systéme de coordonnées naturelles de son supercotangent M. Les fonctions suivantes

forment un systéme de coordonnées de Darboux pour M muni de sa structure symplectique

canonique (voir la Définition 3.1.11),

at =026 P =pi+ RwBEED, (3.26)

ot éa = eflgijéj et wi, = (05, wy).

Démonstration. Partons de la 1-forme a = p;da’ + f@gijfidvgj, dont la différentielle est
la forme symplectique de M ; dans un premier temps le but est de montrer que l'on a
o= ﬁidxi—i—mnabg“dgb. Développons d¥ &7 donné par la formule (3.15), et utilisons &/ = eng,
pour réexprimer «,

o = pida’ + /ﬁgijfil“ilgkdxl + Héjd(eggb).

Il ne reste alors plus qu’a développer d(eiéb) et & opérer un changement d’indice pour
obtenir
a = pid’ + ﬁ(nggjgkdxi + Hﬁgagbde{,) + KN EdEr.

L’expression (3.25) de la 1-forme de connexion de Levi-Civita montre alors, comme voulu,
a = pida’ + K P,
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Il reste a prouver que les fonctions (xi,ﬁi,ga) forment un systéme de coordonnées.
Comme elles engendrent clairement C*°(M), il suffit de montrer que les dérivations asso-
ciées commutent. Or, la forme symplectique s’écrit localement w = dp; A dx’ + nabdga A déb
par dérivation de a. Il en découle que les champs hamiltoniens respectifs des fonctions p;,
—z et —éa sont les dérivations associées au systéme de fonctions (2%, p;, 5“) Ils commutent
grice a la propriété fondamentale [Xy, Xg] = Xyf 1, cf (2.5), des champs de vecteurs ha-

miltoniens.. O

Remarque 3.1.14. Dans le cas particulier ot la métrique g de M est conformément
plate, i.e. g;j = Fn;j en coordonnées conformes, on a 0 = Fééf et el = Ffé(szb. Alors, les

coordonnées de Darbouz sont données par

Fy¢l
o

E=F2,  pi=pitrlhad =p+n& (3.27)

Mentionnons enfin I’existence de structures symplectiques impaires dont le modéle local
est IIT*M muni de la 2-forme impaire fermée et non dégénérée d&; A dx' avec ' des
coordonnées de M et &; les coordonnées fibrés associées. De telles structures sont utilisées
dans la procédure de quantification de Batalin-Vilkovisky [92, 51]. Si M est munie d’'une
métrique g, la supervariété IIT'M est également munie d’une forme symplectique impaire,

donnée par df = gijdvfi A dx? | dérivant de la 1-forme impaire 3 = gijﬁidazj.

3.1.3 Le supercotangent M comme description classique du spin

Nous montrons dans ce paragraphe que le supercotangent d’une variété pseudo-
riemannienne (M, g), muni de sa forme symplectique canonique (3.23), fournit un espace
des états "classiques" d’une particule de spin % évoluant dans l'espace-temps relativiste
M, de dimension 3 + 1. L’utilisation de variables de Grassmann pour décrire le spin a été
initiée par J. Schwinger [91] puis J.L. Martin [73] et développé dans le cadre du formalisme
lagrangien, notamment par R. Casalbuoni et al. [5], ainsi que F.A. Berezin et M.S. Marinov
[9]. Pour une particule relativiste, ils introduisent une cinquiéme dimension, réduite ensuite
par une contrainte, F. Ravndal 88| propose une approche plus simple, en dimension 4 et
sans contraintes.

Nous retrouvons ici, en formalisme symplectique, les résultats de [88] sur la dynamique
d’une particule d’essai & spin. En fait, nous déterminons les équations d’évolution de la
position, de I'impulsion et du spin pour une particule soumise & la fois & un champ gra-
vitationnel et & un champ électromagnétique extérieurs, qui sont traités séparément dans
[88]. Dans le cas du seul champ gravitationnel, les équations de Papapetrou sont obtenues
[84].

Le champ gravitationnel (extérieur) est décrit par une métrique lorentzienne g sur la

variété de configuration M. On rappelle que le mouvement d’une particule libre sans spin
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est donné par le flot du hamiltonien H = % g% pip; sur le fibré cotangent 7% M muni de sa
structure symplectique canonique w = dp; A dx’, ol les p désignent les variables fibrées.
Pour obtenir la trajectoire d’'une particule libre & spin nous allons considérer le flot du
méme hamiltonien mais sur le supercotangent de M muni de sa structure symplectique
canonique (3.23), avec kK = % L’ajout d’'un champ électromagnétique est implémenté via

le hamiltonien,

1. 3
H = 59" (pi — qAi)(pj — a4y) + %Fij5”7 (3.28)

ou ¢ est la charge de la particule et le potentiel électromagnétique est une U(1)-connexion
qui s’écrit localement A = A;dz?, de courbure le champ électromagnétique, donné locale-
ment par Fj; = 0;A; — 0;A;. Le flot de cet hamiltonien sur le supercotangent M fournit

les équations du mouvement d’une particule & spin massive et chargée.

Définition 3.1.15. [9, 88/ Sur un supercotangent M, de coordonnées locales (z*, p;, €%),

nous nommons spin le 2-tenseur contravariant S% = Thfzfj. De plus, nous notons sa

contraction avec le tenseur de Riemann par R(S);; = gkaﬁjSml.

Théoréme 3.1.16. Soit (M, g) une variété riemannienne, M son supercotangent muni de

h
2i

F. Les équations d’évolution de la position et du spin d’une particule de charge q et de

sa forme symplectique canonique (3.23), avec k = 3+, et A une U(1)-connexion de courbure

hamiltonien H = %gij (pi — qAi)(p; — qA;) + 1F;;S" sont données par

.fjvj‘i'l = —iglkR(S)jij] + %gZ]ijik — g <g” (8JVFkl)Skl> N (3.29)

iV LS8 = 2qF (gt S — gIF S, (3.30)

Précisons ici que, dans notre formalisme, I'accélération géodésique s’écrit i/ Vja':i =
zi— g Ojvaéi. De méme, l'expression #¥V,S% = §iJ — xi GJ-VSU décrit I’évolution temporelle
covariante du spin.

L’étape clé de la démonstration du théoréme consiste a obtenir le champ hamiltonien
Xy d’'un hamiltonien H, pour la structure symplectique canonique du supercotangent de

(M, g). C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 3.1.17. Soit (M,g) une variété (pseudo-)riemannienne, M son supercotangent

muni de sa forme symplectique canonique (3.23), avec k = %, et H e C*(M). Le champ

hamiltonien associé a H, noté X, est donné par

1 -t
Xy = (9, H)dY — (a?H + QR(S)j,»aij> Dy, + (=) <7> 990 Hoei. | (3.31)

Démonstration. Soit Xy = 5210 + §Vp;0p, + 5V£ia£i, le champ hamiltonien de H. Ses

coefficients sont déterminés par I'équation (X, w) = —dH, oit w est donnée par (3.23). 11
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s’ensuit que
1 o A h . . A
6V pidat + gR(S)jiémjd:L‘Z —6x'dV p; + Tgij(svfldvgj = —(0Y H)dz' — (0,,H)d" p;
+(-1)HoHAV ¢
Le résultat en découle par identification des termes en dz?, dVp; et dV €. ]
Nous pouvons alors donner la preuve du Théoréme 3.1.16.

Démonstration. Grace au lemme qui précéde nous avons accés a ’expression de Xy pour
le hamiltonien H considéré. Nous notons encore Xg = (62)9Y + (Y p;)0p, + (6VE")Oei, et

obtenons donc

6t = p'—qA’ (3.32)

Ve = qg7FFy (3.33)
1 . . .

(5vpi = —§R(S)JZ5$]—|—%(VZAJ)5IE]—g(vlF]k)S]k (3.34)

Nous avons utilis¢ 9Y (¢¥p;p;) = 0 et le lien entre dérivée horizontale et dérivée covariante
des tenseurs, notamment 9, (F}.S7%) = (V;Fj)S’*. D’autre part H étant le hamiltonien
du systéme rappelons que toute observable f admet pour équation d’évolution f =Xgf.

Il en découle que

Sat =it
0V pi = pi — Ty pja
oVE =€ + T8k,

L’expression trouvée pour §Y&' montre que V¢ = 47 iji, et I’équation (3.33) conduit
donc a I'équation d’évolution (3.30) du spin. En appliquant de nouveau I’équation d’évo-
lution & 4%, on obtient &% = a':jajva’ci +8Vp;. On en conclut que §Vp; = 7V i’ et (3.34) est

donc 'équation (3.29) décrivant la trajectoire. O

Pour un champ gravitationnel nul, i.e. une métrique plate, ou bien un champ électro-
magnétique nul, nous retrouvons les équations obtenues dans [88|. En particulier, en posant
g = 0 dans I’équation (3.29), on obtient 1’équation de Papapetrou décrivant 1’accélération
géodésique d’une particule massive & spin en relativité générale. Dans le référentiel au repos
de la particule, ’équation d’évolution du spin de la particule peut se réécrire S = 2qS x B,

la particule a spin a donc un moment gyromagnétique égal a 2.



72 Chapitre 3. Du fibré supercotangent a la géométrie spinorielle

3.1.4 Action hamiltonienne de conf()M, g) sur le supercotangent M

Nous avons vu dans la Proposition 2.1.7, que tout champ de vecteurs sur une variété
M se reléve de maniére canonique & T*M en un champ préservant la 1-forme de Liouville.
Un tel champ étant hamiltonien, il est alors aisé de calculer le moment associé. Relever
un champ de vecteurs X de M & son supercotangent M est plus problématique, et n’est
traité (4 notre connaissance) dans aucune référence. La méthode présentée ici est due
essentiellement (cas plat) & C. Duval. Les relevés préservant la 1-forme potentielle o de
M, qui est donnée en (3.23), sont non uniques, comme nous allons le voir. Nous leur
imposerons donc une condition supplémentaire, & savoir de préserver la direction de (3,
la 1-forme définissant la structure symplectique canonique impaire de IIT'M. Nous allons
prouver que seuls les champs conformes peuvent étre relevés ainsi, et que leur relevé est
alors unique. Les applications moment, associées & l’action hamiltonienne de l’algébre de
Lie conf(M, g) pour les structures symplectiques paires et impaires ci-dessus, permettent
alors de définir des coordonnées conformes de Darboux sur M si M est conformément

plate.

Relevé hamiltonien de conf(M,g) a M

Soit (M, w) le supercotangent de la variété pseudo-riemannienne (M, g), muni de sa
structure symplectique canonique défini par (T*M,w, T*M x; TM, kg, V). Soit (z*) un
systéme de coordonnées locales sur M et (z°,p;, &%) le systéme de coordonnées locales
naturelles associées sur M, cf Remarque 3.1.4. Grace & V, la connexion de Levi-Civita
associée a g, on peut relever horizontalement les dérivées associées a ! et obtenir une base

de dérivations de C*°(M) qui se transforme tensoriellement,
0Y =0; + ThiprOp, —T5E 0k, et 0y Op. (3.35)

On remarquera la différence avec 'expression (3.14), ou (x?) était un systéme de coordon-

nées locales de la variété symplectique. La base duale est donnée par
da?, dVp; = dp; — Tippda? et dV¢ = dg' + T da”. (3.36)
La différentielle d’une fonction f sur M est alors donnée par
df = (Y f)da’ + (9p, £)d" pi — (=)0 f)dV €', (3.37)

et correspond précisément a I'expression locale (3.12). Rappelons que la structure symplec-

tique de M est donné par da, et la 1-forme « est définie en (3.22).

Lemme 3.1.18. Soit (M, da) le supercotangent de (M, g) muni de sa structure symplec-

tique canonique. Un relevé des champs de vecteurs X € Vect(M) au supercotangent M,
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qui préserve «, est de la forme
Vect(M) — Vect(M)
X = X'0Y+Y;80, —pjViX'0, (3.38)
+r (Rﬁjfklej - aiV(Yklfkfl)> D
ot Y est une 2-forme arbitraire sur M, qui dépend linéairement de X .

Il n’'y a donc pas unicité du relevé, et de plus les conditions que doivent satisfaire Y

afin d’obtenir un morphisme d’algébres de Lie sont non triviales.

Démonstration. Nous cherchons les champs de vecteurs X relevant X = XJ 0;. 1ls sont de
la forme
X = Xjajv + Py, + Ejagja

avec Pj, = € C®°(M), et ils préservent o, i.e.,
Lea=0. (3.39)

La formule de Cartan se prolonge au cas des formes différentielles des supervariétés et
conduit alors a d<X,a> + <X,da> = 0. Comme dp; A dz® = (dVp; — F%pkdxj) Adxt =
dVp; A dx' par symétrie des symboles de Christoffel Ffj en i et 7, on obtient

0 = dpiX'+ kgt
. 4 1 o o
+ Pz’ — X'dY p; + kg (ZFdV e — (dVeR)E + ninijgkgl(dexﬂ — X3dah).
La différentielle d’une fonction est donnée par (3.37), d’ou, aprés factorisation,
- ) Ave ¢ Vi(¢ck= k lyj i
0 = [R +pViXP 4k (ai (€¥2) — R &' X ))} da
+ [Xi + Kg€R, S — XZ} d¥p; (3.40)

+r [_gklEl + g€ 0 B + 2gklEl} aver.

Comme dz’, dVp; et dV¢&' forment une base, nous obtenons 3 équations vectorielles. La

seconde ligne fournit I'indépendance des Z' en les pj;, et la derniére donne, pour tout

1=1,...,n,

Hi+ §j8§i5j =0.
Comme Z; est une fonction impaire, on peut la décomposer suivant : Z; = Yijfj +
Zijklﬁjfkgl + ..., avec Y et Z des tenseurs covariants pairs sur M. L’équation précédente

se réécrit alors
Vi€ + Y560 + (Zigw + 3Zm) 265 + ... = 0.
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Il en découle I'antisymeétrie de Y et I’équation Z;jx; + 3Zj;, = 0. En antisymétrisant en 4
et j cette derniére, on obtient QZ[ji}kl =0, 1i.e. Zjjri = Zjir- En réinjectant ce résultat dans
I'équation initiale, nous sommes conduit a Z;j; = 0. Le méme raisonnement s’applique
pour les tenseurs de plus haut degré, ce qui méne a =; = Y%jfj avec Y antisymétrique et

pair. De I'annulation du terme en da?, dans '’équation (3.40), il découle :
P = VX7 (OF (Viat7€") - RE;6:6'X7) .

Les contraintes sur X assurant L ¢ = 0 ont toutes ¢té implémentées, la combinaison des

expressions de Z; et P; obtenues conduit alors au résultat. O

Pour obtenir un relevé univoque des champs de vecteurs de M a son supercotangent,
nous allons imposer une condition supplémentaire : les relevés des champs doivent préserver
la direction de la 1-forme § = gijﬁidxj . Le relévement ainsi obtenu est un morphisme
d’algebre de Lie. En contrepartie, seuls les champs de vecteurs Killing-conformes de (M, g)
peuvent alors étre relevés. La 1-forme 3 est définie sur IIT'M et son relevé & M est encore
noté (B par commodité. Rappelons que df définit sur IIT'M une structure symplectique
impaire. Elle exprime un couplage entre les variables z’ et & qui est absent dans a, et c’est

précisément ce qui manquait pour fixer Y.

Théoréme 3.1.19. Soit X un champ de vecteurs de M, et 3 = g;;¢'dx’ une 1-forme sur
son supercotangent M. Le relevé de X a M, qui préserve v et la direction de (3, existe si
et seulement si X est un champ de vecteurs Killing-conforme. Il est alors unique, noté X,

et obtenu via le morphisme d’algébres de Lie

conf(M,g) — Vect(M) (3.41)

X - X,

ou X est donné par

X =X'0Y + 0 X80, — p;ViXI0p, + (RﬁjfkﬁlXj - 8?(5k§l3[sz])> Op,- | (3.42)

De plus, on a LXB =0, avec § = ﬁ!volg\’%~

Pour rappel, |voly| = /| det(g;;)| désigne la densité (pseudo-)riemannienne canonique
de (M, g).

Démonstration. Soit X € Vect(M). Grace au Lemme 3.1.18, nous avons

X = X107 4 Yy€106, — p;ViX0y, + s (R;68 X7 = 0F (Vighe!)) .
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Le tenseur Y wva étre fixé par la préservation de la direction de [, i.e. par 1’équation

L = fB3. En utilisant I'expression locale 3 = g,'jfj dx’, cette condition s’écrit
X(9ij)¢ — g X'ThE + Y8 + g 0, X% = fgi;6. (3.43)
Nous pouvons symétriser cette équation en les indices 7 et j, pour obtenir
1 1 k k
X(9ij) = 5X(9i) + 5 (900 X" + gin0;X") = fij,

ie. Lxg =2fg, ce qui impose X € conf(M, g). On remarque alors que (3 est transformée
comme une %—densité. Nous pouvons aussi antisymétriser (3.43) en les indices i et j, ce qui

conduit & la détermination de Y,

1
Y;j = 5 [gik(ank + Xll“g?l) — gjk(GiXk + Xll“fl)} = V[]XZ] = 6[]XZ}
L’expression de X s’ensuit par substitution dans la formule (3.38).
Il reste & montrer que ce relevé définit un morphisme d’algébres de Lie. Soit X,Y €
conf(M, g). Le champ de vecteur [X, Y] est un relevé de [X, Y] préservant a et la direction
de (. Mais un tel relevé est unique et donné par [X,Y], d’ou [X,Y] = [X,Y]. L’application

X — X étant de plus linéaire, ¢’est bien un morphisme d’algebres de Lie. O

Applications moments

Ayant défini un relevé de conf(M, g) préservant les structures symplectiques paires et
impaires définies par da et d@ sur M et IIT'M, on obtient deux applications moments. Via
le plongement canonique de conf(M, g)-module de C*°(IIT'M) ® F = dans C® (M) RF n

I’application moment impaire peut-étre vue comme & valeurs dans ce dernier module.

Proposition 3.1.20. L’application moment paire J° : conf(M,g) — C>®(M), est un

morphisme de conf(M, g)-modules et d’algébres de Lie, qui s’écrit

Ty = (X, 0) = pi X' + k€09, X ). (3.44)

L application moment impaire J* : conf(M, g) — C®(M) @ .7:7%, est un morphisme de
conf(M, g)-modules et d’algébres de Lie, qui s’écrit

Tk = (X, B) = &X|voly| = (3.45)

Démonstration. En appliquant la Formule de Cartan, on obtient L ga = d(X, o)+ (X, da).

Le champ de vecteurs X est donc hamiltonien pour la structure symplectique paire de M,
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et son hamiltonien est donné par J° = (X, ). Le calcul en coordonnées de cette expression
est immeédiat.

Soit X et Y des champs de vecteurs Killing-conformes. [.’égalité suivante est immédiate,
)E\jlg = <LX}~/, o)+ (Y, Lia) = (LXIN/, a). Comme le Théoréme 3.1.19 montre que LX}} =
LxY, on obtient Xj{} = jBxY’ i.e. 7 est un morphisme de conf(M, g)-modules. D’autre
part, par définition du crochet de Poisson (associé a da), on a X J = {J%, J2}. Combiné
avec ce qui précéde, il en découle 7, BXY ={J )%, \719}, i.e., J° est un morphisme d’algébres
de Lie.

La démonstration est identique pour ’application moment impaire J*. ]

Remarque 3.1.21. Dans le cas ot la variété M est plate, le moment pair d’une rotation

infinitésimale donnée par le champ de vecteur X;; = x;0; — x;0; est
TR, = (pjwi — piwj) + 26&;.

Le premier terme s’identifie au moment orbital usuel et le deuxiéme auz composantes du
spin SY = Thfifj 19, 88/, a condition que

comme choisi au Paragraphe 3.1.3. Le coefficient k est imaginaire pur afin que le spin soit
réel [102], en effet SU = 2REIET = S

Désormais nous posons donc k = %

Coordonnées de Darboux conformes sur M

Soit (M, g) est une variété conformément plate, de coordonnées conformes (z°). Nous
souhaitons construire des coordonnées conformes sur M au voisinage de tout point. Les
changements de coordonnées doivent donc se faire par application du relevé d’une applica-
tion conforme de M. L’idée est d’utiliser les moments pairs et impairs des translations (0;)
associées aux coordonnées (x’) Mais J! est a valeurs dans les —%—densités, nous devons
donc choisir une forme volume locale pour identifier son image avec des fonctions. Afin
que les coordonnés impaires obtenues commutent avec 51‘, on choisit vol, = dz' A ... Ada™
comme forme volume locale. Elle est invariante sous les translations, contrairement a voly,
qui est elle globalement définie. Dans les coordonnées conformes (z°), on a gij = Fn;j, d’ot

n
vol, = F'2vol,. Nous posons alors

. h , - 1 1
bi = Jo, =pi — U566, et & =Ty |vola|n = F72g;, (3.46)
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qui coincident précisément avec les coordonnées de Darboux de M données par (3.27). De
plus, nous retrouvons ainsi les moments pairs associés aux translations en présence d’un
champ gravitationnel, comme déterminé dans [88]. Les deux expressions obtenues peuvent

s'expliciter en fonction de F et s'écrivent alots & = nijfi = FéfZ et p;=pi + 2—’3@ Fﬁj.

Ces moments sont égaux a p; et & dans le cas plat, et & p; si on restreint ’action
de conf(M,g) & T*M. Nous pouvons désormais reformuler pour une variété conformé-
ment plate le Théoréme 3.1.19 ainsi que la Proposition 3.1.20 dans ce nouveau systéme de

coordonnées. Il permet essentiellement de se ramener au cas plat.

Théoréme 3.1.22. Soit (M, g) une variété conformément plate, et (z°) des coordonnées
conformes. Les fonctions p; et £, données en (3.46), définissent (wi,ﬁi,gi)z‘:h..,n, qui est

un systeme de coordonnées de Darboux conforme sur M,
N R
a = pdz' + gnijfzdfj et w =dp; Ndx" + Emjdfl AdE. (3.47)
[ [

1l permet de se ramener & des expressions analogues a celles du cas plat,

N T . - o h- - .
X=X'0i+35 ((@X )& Ogi — (8iXJ)£j8§i> — p;j0i X705, — Eéjgk(aiaka)aﬁi,

(3.48)

JIY =pi X' + %ékéf (@;X%) et Jr=X'E. (3.49)

Démonstration. Nous avons déja montrer que (xi,;ﬁi, éi)i:17...7n forme un systéme de coor-
données de Darboux sur M, d’out (3.47), il reste a voir qu'il est conforme.

Soit ® une transformation conforme sur la carte définissant les coordonnées (z%). Elle
définit de nouvelles coordonnées conformes sur M, 3° = ®*2’, et donc de nouvelles coor-
données sur M, a savoir

(yi, 75 rvoly|ijg> .

oy oyt

Ces coordonnées sont conformes, car JY% = jq? o = O*p;, et |V01y|%jli = ®*¢' par

oy’ * ozt oyt
équivariance conforme des applications moments J° et 7!, et grace a I’égalité <I>*]v01x|% =
|V01q>*;r ‘ % .

On peut alors calculer les relevés des champs conformes en ces nouvelles variables, «
ayant méme forme que dans le cas plat, les relevés aussi. Leur expression est donné par la
formule générale (3.42) écrite dans le cas plat mais en les nouvelles coordonnées (%, p;, é’),
ce qui est bien le résultat annoncé (3.48). De méme, les applications moment s’écrivent

comme dans le cas plat en coordonnées de Darboux. ]

Remarque 3.1.23. La dépendence en la métrique de la 1-forme «, du relevé (3.41) et

des applications moments paires et impaires est ainsi complétement contenue dans les mo-
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ments p; et &. Contrairement au fibré cotangent ordinaire, ces coordonnées dépendent de

la métrique.

Remarque 3.1.24. Comme dans le cas général traité au paragraphe précédent, voir la
Remarque 3.1.9, les coordonnées de Darboux impaires é’ forment la base duale d’un repére

orthonormé sur (M, g).

3.2 Eléments de géométrie spinorielle

La géométrie spinorielle est en un sens un raffinement de la géométrie pseudo-
riemannienne. Sur une variété pseudo-riemannienne (M, g) il existe un opérateur canonique
fondamental, le laplacien, donné par A = g% ViV, avec V la connexion de Levi-Civita.
Dans I'espace de Minkowski R3!, il décrit la propagation de bosons libres. La description
des fermions libres nécessite, elle, I'introduction de 'opérateur de Dirac D, dont le carré
est égal au laplacien dans le cas plat. C’est un opérateur différentiel du premier ordre qui

s’écrit D = ~'9;, ol les matrices v* doivent satisfaire I’équation
Yol 4l = —2g". (3.50)

Les solutions 7* de (3.50) engendrent par définition une algébre de Clifford. Elle se repré-
sente fidélement sur 'espace des spineurs, qui sont les arguments de 'opérateur de Dirac.
La géométrisation de ces structures permet de définir en toute généralité I'opérateur de
Dirac et constitue le cadre de la géométrie spinorielle.

Nous introduisons en premier lieu les structures algébriques utiles pour notre étude.
Tout d’abord nous définissons ’algébre de Clifford, qui est une déformation d’une algébre
de Grassmann, constituant son espace de symboles. Une sous-algeébre de Lie de I'algébre
de Clifford fournit alors par exponentiation le revétement universel du groupe orthogonal,
appelé groupe de spin. Il jouera un role central pour géométriser le module des spineurs qui
est I'espace de représentation irréductible d’une algébre de Clifford. L’étude de ce module
conduit & la classification des algébres de Clifford complexes.

Sur une variété, la donnée d’une métrique est équivalente & la donnée du fibré principal
des repéres orthonormés. Si une contrainte topologique est respectée, ce dernier est un
quotient du fibré spinoriel, qui permet alors de géométriser les constructions précédentes
et de relever la connexion de Levi-Civita aux spineurs. La dérivée de Lie des spineurs,
suivant Y. Kosmann [60], peut également étre définie, mais uniquement pour les champs
de vecteurs Killing-conformes.

L’objet de cette section est de fixer les notations et de rappeler les définitions classiques.
Nous renvoyons a la littérature pour les démonstrations standards des résultats qui suivent.
Signalons qu'un certain nombre d’entre eux seront démontrés dans la section suivante, par

quantification de supervariétés symplectiques.
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3.2.1 Structures algébriques

Nous présentons ici les définitions et propriétés utiles pour la suite, concernant les
algébres de Clifford, ainsi que 'algébre de Lie et le groupe de spin. Les ouvrages classiques
sont [22, 24, 4, 65], nous suivrons en partie [10] ainsi que [99]. La présentation de I’algébre de
Clifford comme déformation de 'algébre de Grassmann est souvent énoncé mais rarement

explicitée [77], ce que nous faisons ici.

Algebre de Clifford

L’algebre de Clifford est définie via les relations algébriques (3.50).

Définition 3.2.1. Soit V' un espace vectoriel (réel ou complexe), et g une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée. L’algebre de Clifford est définie par CI(V,g) = TV/Z, oo TV

est Ualgebre tensorielle de V' et T l’idéal engendré, pour u,v € V, par les relations
Uuv+v®u=—29(u,v). (3.51)

Le plongement canonique de V' dans 7'V passe au quotient par Z et définit le plongement
canonique

v:V — CI(V,g). (3.52)

L’algébre tensorielle est Z-graduée et l'idéal Z est engendré par des éléments pairs; 1'al-
gebre de Clifford admet donc une Zs-graduation, c¢’est une superalgébre. Elle se décompose
suivant C1(V, g) = C17(V, g) @ C1™(V, g), les éléments pairs étant engendrés par un nombre
pair de vecteurs de V' et formant une sous-algébre de Cl(V,g). L’algebre de Clifford est
ainsi munie également d’une structure de superalgébre de Lie et C17(V, g) en est une sous-

algébre de Lie. Précisons alors la notion de module.

Définition 3.2.2. Un CI(V, g)-module est un module pour la structure de superalgébre de
Cl(V, g).

De plus, 'action diagonale du groupe orthogonal O(V, g) sur 7V préservant Z, C1(V, g)
hérite d’une structure de O(V, g)-module. Si V' est un espace vectoriel sur le corps des réels,
la structure algébrique de 1'algébre de Clifford C1(V, ¢) ne dépend que de la signature (p, q)
de la métrique g, et donc CI(V,g) ~ Cl(p,q). L’algébre de Clifford de 'espace vectoriel
complexifie V' ® C est Cl(V,g) ® C, que nous notons Cl(V,g), elle ne dépend que de la
dimension de V, et donc Cl(V, g) ~ Cl(p + q).

Comme 'algebre tensorielle dont elle provient, 1’algébre de Clifford répond a une pro-

priété universelle. Elle correspond a la résolution de I'équation (3.50).

Proposition 3.2.3. Soit (V,g) un espace vectoriel muni d’une métrique, A une algébre

et p: V. — A une application linéaire telle que p(u)p(v) + p(v)p(u) = —2g(u,v) pour tout
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u,v€eV.

1l existe alors un unique morphisme d’algebre p tel que le diagramme suivant commute

A

CL(V, g) (3.53)
¥ ﬁl
v

A

Ce résultat est central et sera utilisé de nombreuses fois par la suite. Il permet de
construire une action de ’algébre de Clifford a partir de la seule donnée d’une action de
V' vérifiant l'identité (3.51). Par exemple, V' agit sur son algébre de Grassmann AV par
c:v—c(v) =¢e(w) —(v), ot e(v)w = v A w est le produit extérieur et t(v)w = (g(v), w)
est le produit intérieur. Comme c(u)c(v) 4 ¢(v)e(u) = —2¢g(u, v), cette action se prolonge
en une action de CI(V, g) sur AV.

Définition 3.2.4. L’application symbole o : CI(V,g) — AV est définie, pour tout a €
ClV,g), en terme de la structure de CL(V, g)-module sur AV,

o(a) = c(a)l. (3.54)

L’appellation "application symbole" sera justifiée par la suite. Elle permet d’écrire
I'identité suivante pour tout v € V et a € CI(V, g),

o([v,a]) = =2u(v)o(a). (3.55)

Pour une forme bilinéaire g nulle, I'algébre de Clifford “dégénérée” CI(V, g) s’identifie
a l'algébre de Grassmann de V. Le cas générique ol g est non nulle et non dégénérée peut
étre vu comme une déformation du cas g = 0. Plus précisément, ({-},0,V,g,0) est une
supervariété symplectique, traité en Exemples 3.1.10, dont la forme symplectique s’écrit
w = gijdfi A dé7 dans un systéme de coordonnées (€9)i=1...n dual & une base (e;)i=1.. n
de V. Le bivecteur de Poisson s'écrit alors m = ¢"8g @ Og;. Suivant [77], nous notons
par mp le produit extérieur sur AV*, et par m; = mu o exp(—tm) sa déformation dans la

direction de 7.

Proposition 3.2.5. Soit (V,g) un espace vectoriel muni d’une métrique. L’algebre de
Clifford CI(V*, g) est isomorphe alors a algebre de Grassmann AV* munie du star-produit
m7. Cet isomorphisme de O(V, g)-modules Za-gradués est appelé quantification de Weyl et

s’écrit, dans la base duale (fi)i:Lm’n d’une base orthonormée de V,

qw AV — CI(V*, g)
.6 o 4ty
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avec v = (&%), limage de & dans Cl(V*, g) par le plongement canonique.
Restreint a A°V* @ A'V* @ A2V*, il induit un morphisme d’algébres de Lie, et

qw ({€¢7, 6 .. &}) = [Y'y) 4"y (3.56)

Démonstration. Une base orthonormée (5")1-:17,”7“ de V* est un systéme de coordonnées
sur (-, AV*, g) tel que w = g;;dé" A d€7, et g;j = €;6;; avec g; = 1.

Comme AV est de dimension finie, m} est bien défini, I’exponentielle se réduisant a

une somme finie. Il suffit de calculer alors mj (€%, €7) + m3 (&7, €%), on obtient
mi(€, &)+ mi(¢,¢') = —29M 0 (€)0a (&) = —29",

i.e., les relations de Clifford (3.50). La propriété universelle des algébres de Clifford assure
alors existence et 'unicité d’un morphisme d’algébres gy entre AV* muni du produit
déformé et C1(V*, g). De plus, pour &%, &7 des éléments distincts de la base orthonormée
de V*, on a £¢ = mi(£, &), et done qw (£'¢7) = qw (£)qw (&7) = ~'479. Par récurrence
immédiate, pour k éléments distincts £, ..., £ de la base orthonormée de V*, on a

qW(.fi1 . f“) = ’yil . ..’yi"‘.

Générateurs et relations de l'algébre de Grassmann déformée et de 'algébre de Clifford se
correspondent via gy, qui est donc un isomorphisme.

L’invariance du crochet de Poisson sous I'action de O(V, g) assure que gy est un mor-
phisme d’O(V, g)-modules, et comme il est pair, il préserve la Zg-graduation.

Soit u € AV* @ A'V* @ A2V* = E, montrons que qw ({u,v}) = [qw (u), qw (v)]. Par
définition de gy, nous avons [qw (u), qw (v)] = qw (mi(u,v) — mi(v,u)), et par définition
de m¥, on a m?(u,v) —mi(v,u) = {u,v}+72(u,v) —7(v,u). Or, sur E, 72 est symétrique,

d’out le résultat suit. OJ

La proposition précédente s’applique & V* et fournit alors un isomorphisme AV =~
Cl(V, g), encore noté gy . Ce dernier définit une filtration sur ClI(V,g), via CI"™(V) =
aw ( ZL:OA]‘:V), qui est compatible avec la structure d’algebre,

CY(V)-CI*(V) c cUtk(v).
Cette filtration ne provient pas d’une graduation comme le montrent les relations de Clifford
Vi + Vv = —29i5-

Proposition 3.2.6. L’espace gradué gr CI(V, g), associé a la filtration de [’algebre de Clif-
ford CI(V, g), est isomorphe a l’algébre de Grassmann AV'.

L’application symbole ¢ et la quantification gy sont inverses I'une de 'autre et per-
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mettent d’associer algebre filtrée et algébre graduée associée. Ceci justifie son appellation,
par analogie avec I'espace des opérateurs différentiels et son espace de symboles sur une
variété. L’algébre de Grassmann est ainsi 'espace des symboles de 1'algébre de Clifford
[42].

Suivant [24], nous introduisons enfin deux antiautomorphismes de 1'algeébre de Clifford
C1(V, g). Par la propriété universelle, il suffit de les définir sur V. Le premier est noté ! et
vaut I'identité sur V, le deuxiéme est noté * et est égal a moins I'identité sur V. Ainsi on a

k(k—1 k(k+1
(2) 1 (k+1)

(Y1) = (1) (o) et (o) =012 (o). (3.57)

Ils correspondent & 'opération d’adjonction sur Cl(V,g) pour une action de V' respecti-
vement symétrique et antisymétrique. Dans les deux cas, les produits de deux matrices

sont antisymétriques.

Groupe et algébre de Lie spinoriels

Pour un espace vectoriel V' réel, I'algébre de Lie o(V, g) se plonge naturellement dans
lalgebre de Clifford C1(V, g) et le groupe de Lie associé par exponentiation est le groupe
Spin(V, g), qui est le revétement universel de SO(V, g).

Proposition 3.2.7. L’espace Cla(V, g) = qw (A?V) est une sous-algébre de Lie de C1(V, g),
isomorphe a o(V, g) via Uapplication T : Cla(V, g) — o(V, g), obtenue par laction adjointe
sur qw (V) =~V :

7(a) - v = [a,v]. (3.58)

Ezplicitement, une matrice A € o(V, g) est l'image de

7 H(A) = 1Z(Aei,ej)’ym/j. (3.59)

2 1<j
Démonstration. Il est immédiat que I'action adjointe de Cly(V, g) sur gw (V) laisse stable
qw (V) >~ V, on obtient donc un morphisme d’algébres de Lie 7 entre Cla(V, g) et gl(V).
Comme Cly(V, g) = quw (A%V), tout élément de ce sous-espace peut s’écrire sous la forme
%ZK]- g(Ae;, e;)viv, pour A € o(V, g). Son action adjointe sur e coincide avec I'action

de A sur ej. Dott 7 est un isomorphisme et 7(3 >icj 9(Aei, e5)7i75) = A. O

Soit g une algébre, de dimension finie en tant qu’espace vectoriel. Elle admet une
structure canonique d’algébre de Lie. L’exponentielle d’une sous algébre de Lie h C g
définit alors un groupe de Lie inclus dans g. Nous utilisons cette procédure générale pour

définir le groupe de Spin.

Définition 3.2.8. Le groupe Spin(V, g) est le groupe de Lie obtenu par exponentiation de
Cla(V, g) dans l’algébre de Clifford C1(V, g).
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L’action adjointe de Clg(V,g) sur V| antisymétrique pour g, passe a ’exponentielle
et fournit une action adjointe du groupe Spin(V, g) sur V', isométrique relativement a g.

L’application 7 se reléve donc aux groupes de Lie, et pour h € Spin(V,g), v € V, on a
7(h)v = hvh ™1 (3.60)

Proposition 3.2.9. Si la dimension de V' est supérieure ou égale a 3, le morphisme de

groupe de Lie 7 : Spin(V, g) — SO(V, g) est le revétement universel de SO(V, g).

Démonstration. Nous suivons la démonstration fournit dans [10].

Comme 7 provient d'un isomorphisme d’algébres de Lie, et que l'exponentielle est
surjective sur SO(V, g), 7 est un morphisme surjectif. Le groupe fondamental 71 (SO(V, g))
étant égal a Zso, il suffit alors de prouver que le noyau de 7 contient 2 éléments qui sont
connectés. Soit h € Spin(V, g) tel que 7(h) = 1. Comme h est pair, on a [h,v] = 0 pour
tout v € V, I'équation (3.55) permet de conclure que h est un scalaire.

¢ coincide sur Cly(V, g) avec a — —a, d’ott exp(a)t =

D’aprés (3.57), Pantiautomorphisme
exp(—a) et donc hth = 1 pour tout h € Spin(V, g). Si h est un scalaire, alors h = +1.

De plus, si V est de dimension au moins 3, il existe deux éléments +*, 47 distincts et de méme
carré, qui vérifient donc exp(ty'y7) = cost + (sint)y%y7. On en déduit que —1 € Spin(V, g)

et est connecté a 1, ce qui achéve la preuve. O

Comme le revétement induit par 7 est d’ordre 2, on a la suite exacte courte suivante
1 — Zs — Spin(p,q) — SO(p,q) — 1. (3.61)

Il existe d’autres maniéres d’introduire le groupe de spin, notamment en tant que groupe

spinoriel, suivant [99].

Définition 3.2.10. Un groupe spinoriel G(V,g) est un groupe inclus dans [’algébre
CIt(V,g) = CIT(V,g9) ® C, et dont l’action adjointe stabilise V et définit un mophisme
surjectif T : G(V,g) — SO(V, g).

Le plus grand groupe spinoriel est le groupe de Clifford complexe I'“(V, g), qui est
I'ensemble des éléments de C1*(V, g) qui préservent V par action adjointe. Si on étend *
de maniére sesquilinéaire, alors le sous-groupe de I'“(V, g) tel que h*h = 1 est le groupe de
spin complexe Spin®(V, g). Son intersection avec C17(V, g) est Spin(V, g). Ce sont les trois
groupes spinoriels dont nous aurons 'usage par la suite. Bien str, tout comme CI(V] g) ils
ne dépendent que de la signature de la métrique, et on notera G(p, q) le groupe spinoriel

G d’un espace de signature (p, q).
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Module des spineurs

Nous introduisons désormais le module des spineurs qui est 'unique espace de repré-
sentation irréductible non trivial pour l’algébre de Clifford complexe CI(V, g). Pour que le
module des spineurs soit un module pour la structure de superalgebre de CI(V,g), il faut
qu’il soit Zy-gradué et que l'action de CI(V, g) soit paire. Si V' est orienté et de dimension

paire, une telle graduation est fournie par la chiralité.

Définition 3.2.11. Soit (V, g) un espace vectoriel métrique orienté, de signature (p,q), de
dimension paire p + q = 2n et de base orthonormée directe (ei,...,ea,). La chiralité est
alors ’élément de ’algebre de Clifford C1(V, g), défini par

p—

D = (~1?()*F 71+ . 7on. (3.62)

La chiralité ne dépend pas de la base choisie et vérifie I'2 = 1, et pour tout a € CIF (V,9),
on a I'a = +al.

Théoréme 3.2.12. [24, 99] Soit (V,g) un espace vectoriel orienté muni d’une métrique,
de dimension 2n ou 2n+ 1. Il existe un unique C1(V, g)-module irréductible S, il est appelé

module des spineurs, a pour dimension 2", et vérifie :
1. si V est de dimension 2n, CI(V, g) ~ End(S),
2. si V est de dimension 2n + 1, CI(V, g) ~ End(S) @© End(S) et C1*(V, g) ~ End(S).

Démonstration. Nous donnons la démonstration uniquement dans le cas ot la dimension de
V est paire. L’existence de S est obtenue par construction. Le module des spineurs est donné
par AP pour P une polarisation de V' ® C, i.e. un sous espace isotrope maximal. Les iso-
morphismes d’algébres sont construits par la quantification géométrique de ({-},0,V*, g,0)
a la section suivante, le résultat est formulé dans la Proposition 3.3.3. L’orientation de V'
permet alors de définir alors la chiralité, qui munit S d’une Zs-graduation via ses deux
sous-espaces propres, et fait ainsi de End(S) une superalgébre. D’ou lexistence du module
des spineurs.

L’unicité du module des spineurs découle directement de la simplicité de l'algébre des
endomorphismes End(.5). O

On déduit de ce théoréme la classification des algébres de Clifford complexes [24].

3.2.2 Structures géométriques

Nous allons désormais géométriser les constructions précédentes, i.e. les étendre au cas
des variétés. Partant de (M, g) une variété pseudo-riemannienne, il s’agit de construire

les fibrés sur M en algébres de Clifford, groupes de spin et module des spineurs. Si la
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construction du fibré de Clifford est immeédiate, il y a des obstructions topologiques a
Iexistence du fibré des spineurs. Celui-ci s’obtient comme fibré associé au fibré principal
de groupe structural I'“(p, ¢), mais nous expliciterons les obstructions uniquement lorsqu’il
est associé au fibré principal de groupe structural Spin(p, ¢). C’est le cas qui nous intéresse,
et dans lequel on se placera par la suite, car on peut alors définir une dérivation covariante
des spineurs a partir de la connexion de Levi-Civita associée a g. Enfin, la dérivée de Lie
des spineurs n’est définie canoniquement que pour les isométries, il est cependant possible
d’étendre de fagon ad hoc cette définition au cas des transformations conformes [60], ce
qui est précisément ce dont nous avons besoin. Dérivée covariante et dérivée de Lie des
spineurs seront construit dans la section suivante grace a la quantification géométrique du

supercotangent de (M, g).

Fibré de Clifford

Sur une variété M, la donnée d’une métrique g, de signature (p, q), est équivalente a
une réduction du fibré des repeéres linéaires au fibré des repéres orthonormés O4(M) — M,
de groupe structural O(p,q). Si on note R”? le O(p, g)-module RP*4 pour la métrique
canonique de signature (p, ¢), on peut définir le fibré tangent comme fibré associé a O4 (M),
a savoir TM = Og(M) X (p,q RPY. De méme en notant (R”7)* le dual du module RP%, on
obtient le fibré cotangent T*M = Oy(M) Xy q) (RP?)*. L'algebre de Clifford Cl(p,q) de
RP-4 étant un O(p, ¢)-module, on peut construire également le fibré de Clifford de (M, g)

comme fibré associé a Og4(M).

Définition 3.2.13. Le fibré de Clifford d’une variété pseudo-riemannienne (M, qg) de si-
gnature (p,q) est Clg(M) = Og(M) Xo(p,q Cl(p,q). Sa fibre en x € M est l'algebre de
Clifford C\(T M, g, 1).

La métrique g induit une métrique g, sur chaque fibre T, M de I'espace tangent & M.
Par dualité, on obtient une métrique, g, !, sur les fibres de I'espace cotangent a M. La
nature de la fibre en € M de Cly(M) découle alors du fait que Cl: V' — CI(V, g) est un
morphisme de O(V, g)-module.

La quantification gy et 'application symbole o étant équivariantes sous l'action du
groupe orthogonal, elles se prolongent aux fibrés et définissent par transport une filtration
sur 'algebre des sections I'(Cly (M)).

Proposition 3.2.14. La quantification Qw : AT*M — Clg(M) est un isomorphisme
induit par qw : ATy M — Clg(M) dans chaque fibre. Elle permet d’associer l’algebre filtrée
[(Cly(M)) a son algébre graduée grI'(Cly(M)) ~ Q(M).
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Structure de spin et fibré des spineurs

Définition 3.2.15. Soit M une variété orientée. Un fibré spinoriel S — M est un fibré tel
que les fibrés en algebres End(S) et Cly(M) (ou CI7(M)) soient isomorphes, pour M de

dimension paire (ou impaire).

Nous nous plagons sur une variété orientée, afin que les fibres puissent étre Zo-graduées
par la chiralité, et donc des C1(T7 M, g, !)-modules.

Deux questions se posent alors naturellement : sous quelles conditions un tel fibré
existe-t-il 7 Est-il alors unique ?

Commengons par donner une construction du fibré des spineurs en termes de fibré
associé a un fibré principal G(M) de fibre un groupe spinoriel G(p, q). Pour que le fibré de
Clifford agisse sur le fibré des spineurs, il est naturel de demander que ce dernier soit aussi
un fibré associé a G(M), pour I'action adjointe. Il suffit pour cela que G(M) se projette sur
le fibré des repéres orthonormés directs SO(M). Cela nous méne naturellement & introduire

la notion de structure spinorielle sur M.

Définition 3.2.16. Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne orientée de signature
(p,q), et SO(M) son fibré des repéres orthonormés directs. Une structure spinorielle sur M
est la donnée (i) d’un fibré principal G(M) au-dessus de M, de groupe structural un groupe
spinoriel G(p,q), et (ii) d’un revétement p : G(M) — SO(M), tel que p(¢-h) = p(¢)7(h),
voir (3.60), pour tout ¢ € G(M) et h € G(p,q).

Remarque 3.2.17. Sauf dans ce paragraphe, une structure spinorielle sera toujours de

groupe structural Spin(p, q).

Il y a des obstructions topologiques & l'existence d’une structure spinorielle, et une
telle structure n’est pas nécessairement unique. Cette question est bien connue dans la
littérature et a été résolue initialement par A. Haefliger [48]. La réponse repose sur 'étude
des espaces de cohomologie H' (M, G) qui classifient les classes d’isomorphismes des fibrés
principaux sur M de fibre G, combinés avec la suite exacte longue de Bockstein, découlant

de (3.61). Ainsi, pour le groupe Spin(p, q), on a la suite exacte
0 — HY(M,Zs) — H' (M, Spin(p, q)) = H*(M,SO(p, q)) — H2(M, Zs). (3.63)

Pour qu’un fibré Spin(M) se projette sur SO(M), il suffit que SO(M) soit dans I'image de
H'(M, Spin(p, q)), i.e. que I'image de SO(M) dans H?(M,Zs), qui est la seconde classe de
Stieffel-Whitney, wq (M), soit nulle. D’autre part, le nombre de structures spinorielles non
isomorphes se projetant sur SO(M) est donné par H'(M,Zs), le noyau de I’application
7. Enfin, cette discussion est indépendante de la métrique choisie sur la variété M, ce qui
refléte la nature purement topologique de 'obstruction & une structure spinorielle unique
sur M.
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Proposition 3.2.18. [48/ Une variété orientable M a une structure spinorielle de
groupe structurale Spin(p,q) si et seulement si sa deuziéme classe de Stieffel-Whitney
wo(M) € H?*(M,Zs) est nulle. Les différentes structures spinorielles sont alors paramé-
trées par les éléments de H' (M, Zs).

Le fibré des repéres spinoriels vérifie alors le diagramme commutatif suivant

Spin(M) (3.64)
J{Zz Spin(p,q)
SO(M) ——
( )SO(p,q) M.
Remarque 3.2.19. Comme Spin(p,q) est un sous-groupe de Spin®(p,q) et I'“(p,q), les

conditions d’existence de structures spinorielles modelées sur ces groupes sont plus ldaches.

La structure spinorielle de groupe T'°(p, q) est la plus générale.

Revenons a la construction du fibré spinoriel. Nous supposons que M admet une struc-
ture spinorielle de groupe I'“(p, q), caractérisée par le fibré principal T'“(M). Tout fibré
associé a SO(M) est alors également un fibré associé a I'“(M), l'action de SO(p, q) défi-
nissant une action de I'“(p, ¢) par composition avec le morphisme 7 : I'“(p, ¢) — SO(p, q),
issu de l'action adjointe de I'“(p, q) sur RP?, cf Définition 3.2.10. Ainsi le fibré de Clifford
est donné par Clg(M) = T¢(M) Xpe(p,q)

adjointe. D’autre part, 'action de Cl(p, q) sur le module des spineurs S induit une action

Cl(p, q), action de I'“(p, q) étant alors I’action

de I'“(p, q), d’ou le fibré associé

S = FC(M) XSpin(p,q) S. (3.65)

Il en découle naturellement End(S) = I'“(M) Xpe(,q) End(S), ot I'action de I'°(p, q) sur
End(S) est I'action adjointe, d’ott I'isomorphisme avec Cly(M). Le fibré S est donc un fibré
spinoriel.

La proposition suivante répond a la question initiale d’existence de fibré spinoriel.
Proposition 3.2.20. [99] La donnée d’un fibré spinoriel, sur une variété orientée M, est

équivalente a la donnée d’une structure spinorielle sur M de groupe structural T'°(p,q).

Nous avons montré comment obtenir un fibré spinoriel & partir d’une structure spino-
rielle sur M donnée par le groupe de Clifford complexe I'“(p, q), pour la réciproque nous

renvoyons a [99].

Remarque 3.2.21. D’apreés la proposition 3.3.5 il existe une unique métrique sur le module
des spineurs dont l’opération d’adjonction soit *. Pour qu’elle se transporte au fibré des
spineurs associé o G(M), il faut que le groupe G soit inclus dans les isométries, et donc

dans Spin‘(p, q).



88 Chapitre 3. Du fibré supercotangent a la géométrie spinorielle

Connexion spinorielle et dérivation covariante des spineurs

Nous souhaitons désormais définir la notion de dérivée covariante des sections du fibré
spinoriel S. Nous supposons désormais et dans toute la suite qu’elle est définie & partir
d’une structure spinorielle de groupe Spin(p, ¢), cela permet d’obtenir une unique connexion
spinorielle relevant la connexion de Levi-Civita [99]. Deux approches sont envisageables.

La structure spinorielle sur M définit un revétement Spin(M) — SO(M) qui per-
met de relever la connexion de Levi-Civita w € Q1(SO(M),0(p,q)) & Spin(M). De plus
lalgeébre de Lie spin(p, q) s’identifie & o(p,q) via (3.59), on obtient donc par image ré-
ciproque @ € QY(Spin(M), spin(p, q)). Cette 1-forme définit bien une connexion, 1'équi-
variance par action adjointe passant au relevé. On peut en donner une écriture explicite
dans un repére orthonormé (ei,...,e,). On a w(e;) = w; € o(p,q) qui donne, via (3.59),
w(e;) = %wfjvjfyk € spin(p, ¢). La connexion @ se transporte alors au fibré spinoriel S et

permet d’y définir une dérivée covariante, dite spinorielle,

1,
Vi=0;+ waﬂ]%, (3.66)

ot on écrit V; pour Vy,. On vérifie alors qu’elle est compatible avec le produit de Clifford,
ie.,

V(y()y) = (Vo) +v(v) Vi), (3.67)

ol 1 est une section spinorielle, Vv est la dérivée covariante de v € Vect(M) pour la
connexion de Levi-Civita et v(v) est défini par le plongement canonique (3.52).

L’autre approche, suivant A. Trautman [99], part directement de la dérivée covariante V
sur T*M définie par la connexion de Levi-Civita. Elle s’étend naturellement en une dérivée
covariante sur l'algébre tensorielle de T* M et descend alors sur le fibré de Clifford car elle
préserve la métrique. Comme une dérivée covariante sur End(E), avec E un fibré vectoriel
quelconque sur M, provient toujours d’une dérivée covariante sur F, on en déduit une déri-
vée covariante sur l’espace des spineurs. Celle-ci peut-étre déterminée de maniére univoque
si le fibré spinoriel est associé & une structure spinorielle de groupe structural Spin(p, q),
mais pas si le groupe structural est plus gros : Spin®(p + ¢) ou I'“(p, ¢). Donnons-en une
démonstration constructive dans le cas d’une structure spinorielle de groupe Spin(p, q),

inspirée de [96].

Proposition 3.2.22. [96, 99] Soit S le fibré spinoriel associé a Spin(M). Il existe une
unique dérivée covariante sur S compatible avec la multiplication de Clifford. Elle est de la

forme V; = 0; + \; avec, dans un repére quelconque,
i) + Wi’ + wht =0, (3.68)

et, en repere orthonormé, \; = iwfj’ijk.
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Démonstration. La connexion de Levi-Civita induit une dérivée covariante sur le fibré de
Clifford vérifiant Vx(v(v)) = v(Vxv). Il en découle : Viy? = —wgk'yk, dans un repére
arbitraire. On peut montrer [99] qu’elle provient d’une dérivée covariante des spineurs.
Soit 1 un spineur, on a alors Vx¢ = X (¢) + A(X)#, avec A une connexion spinorielle,
i.e. une application linéaire de Vect(M) dans les endomorphismes de spineurs provenant
de la représentation de spin(p, ¢). On a en particulier V;(¢) = 9;1) + A1, avec, en repéres
orthonormés, \; = a;17*, et a; est une matrice antisymétrique. La compatibilité avec la
dérivée covariante du fibré de Clifford va nous fournir 'expression de \;. D’une part, 771/

étant un spineur, on a
Vi(37 %) = 8i(v79) + Ayt = 0i(7) )1 + 270 () + Ay s
et d’autre part, par compatibilité avec la dérivée covariante du fibré de Clifford,
Vi 9) = Vi(y ) + ¥ Vi) = —why oy + 1701 (4) + 27 Xi(@).

On en déduit I’équation :
0i(v) + i, Y]+ wi* = 0.

Prenons le commutateur avec ; pour obtenir, [v;, [\, 7/]] = —['yj,wgk’yk +0;(7")] (som-
mation sur j). Plagons nous alors dans un repére orthonormé, de sorte que \; = airy* At
avec iy = —ayy. On a donc [v;, [\, Y]] = 2ai[vj, ="/ + v ¢7%] = dam [+, '] = 8,

par antisymétrie de a;p; en les deux derniers indices. On obtient ainsi,

1 . -
i = —g[%’,wfﬂ + 9] (3.69)
La nullité de 9,97, et 'antisymétrie de wz‘.jk en j,k donne alors \; = —iwgkvkyj, ce qui
permet de retrouver 'expression (3.66) pour la dérivée covariante des spineurs. OJ

Remarque 3.2.23. [99] Si le fibré des spineurs est un fibré associé a T'(M), Spin®(M) ou
I¢(M), alors la dérivée covariante ainsi obtenue n’est pas univoque mais déterminée a une
fonction additive prés, respectivement réelle, unitaire ou complexe. Dans le cas Spin®(p, q),

elle est interprétée comme le potentiel électromagnétique [10].

Dérivée de Lie des spineurs

La dérivée de Lie des spineurs relativement & une isométrie est définie sans ambiguité,
une isométrie se relevant canoniquement aux fibrés des repéres orthonormées et donc a
Spin(M). Par contre, étendre cette notion a toute transformation infinitésimale est non
trivial et demande un choix. Le travail de référence est celui de Y. Kosmann [59, 60]. Il est

basé sur la formulation de la dérivée de Lie en terme de dérivée covariante et conduit a la
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formule suivante

1 o
Lx =Vx+ ZV[in]'yZ'yj. (3.70)

Elle coincide avec la dérivée de Lie naturelle si le champ de vecteurs X est une isométrie,
et elle définit un morphisme d’algeébres de Lie uniquement pour les champs de vecteurs
Killing-conformes.

Différents travaux ont été menés afin de mieux comprendre l'origine géométrique de
cette dérivée de Lie, tous redonnant la méme formule pour les champs conformes. On peut
citer l'article de J-P. Bourguignon et P. Gauduchon [18], oi une équivalence naturelle entre
structures euclidiennes sur un espace vectoriel est exhibée puis utilisée pour compenser le
changement de métrique dii & une transformation non isométrique. La dérivée de Lie alors
obtenue differe de celle de Y. Kosmann pour les champs non conformes. M. Godina et P.
Matteucci [45], se placant dans le cadre de la théorie générale des dérivations de Lie et des
fibrés naturels de jauge, explicitent la forme générale d’une dérivée de Lie sur les spineurs
et mettent en évidence le choix effectué par Y. Kosmann. Ce choix est justifié dans [83| par
les lois de transformation de courants de Noether associés au lagrangien d’Einstein-Dirac.

Nous déduirons dans la section suivante I'expression (3.70) donnant la dérivée de Lie des
spineurs pour des champs conformes par quantification des moments des champs conformes

sur le supercotangent de M, en fournissant ainsi une nouvelle origine.

3.3 Quantification géométrique des supercotangents et géo-

métrie spinorielle

La quantification géométrique et la quantification par déformation s’étendent naturel-
lement au cadre des supervariétés symplectiques. Elles vont nous permettre de retrouver
des résultats de géométrie spinorielle précédemment exposés et fournir des constructions
explicites d’objets spinoriels fondamentaux. Par commodité, nous travaillerons uniquement
en dimension paire.

Nous nous intéressons tout d’abord a la supervariété symplectique & un point IIV. Sa
préquantification a été effectuée par B. Kostant [63] et permet de retrouver la structure
de CI(V, g)-module de AV. La quantification géométrique de cette supervariété, effectuée
par F.F. Voronov [102], ainsi que G. Tuynman [100]|, permet de construire, étant donné
une polarisation, une représentation canonique de ’algébre de Clifford sur son module des
spineurs.

Si une polarisation existe sur le supercotangent d’une variété pseudo-riemannienne
(M, g), la quantification géométrique permet alors de construire le fibré des spineurs, dont
les sections forment 'espace de représentation de la quantification. Nous obtenons alors

la dérivée covariante par quantification des moments de ’action hamiltonienne de X €
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Vect(M) sur le fibré cotangent, et la dérivée de Lie par quantification des moments de

Paction hamiltonienne de X € Vect(M) sur le fibré supercotangent.

3.3.1 De l’algébre de Grassmann a I’algébre de Clifford

Une supervariété symplectique & un point est de la forme ({-},0,V, kg,0), avec V un
espace vectoriel réel muni d’une métrique g, et K est un paramétre complexe. Sa quanti-
fication permet d’obtenir des résultats classiques sur les représentations de C1(V*, g). La
quantification géométrique permet ainsi de construire ’espace des spineurs, et elle peut étre
prolongée par la quantification de Weyl afin d’obtenir une représentation irréductible de
toute l'algébre de Clifford. Cette derniére peut alors s’interpréter comme une déformation

de I'algébre de Grassmann, résultat obtenu directement a la Proposition 3.2.5.

L’algébre de Clifford comme préquantification de 1’algébre de Grassmann

La supervariété ({-},0,V, kg, 0) admet pour superalgébre de fonction 'algébre de Grass-
mann AV* et pour forme symplectique w = ligijdfi A d&I, qui dérive de la 1-forme

o= /ﬁgijﬁidéj . Le crochet de Poisson est donc donné par

{¢,¢} = —iyij- (3.71)

La forme symplectique w = da étant exacte, le fibré préquantique est trivial et donné par
le produit direct Y = ({-},AV*) x S! muni de la 1-forme & = a + hdf, ot 0 désigne le

paramétre angulaire du cercle. L’espace de représentation préquantique est alors
H={UcL?Y)|0p¥ =iV}, (3.72)

i.e. I'espace des fonctions sur Y équivariantes sous l'action de S!. Utilisant I’expression
(3.31) d’'un champ hamiltonien sur M et la formule (2.12) donnant la préquantification @,
nous obtenons, en particulier, pour f € AV*, voir e.g. [63, 53|,

)l y ~nHif
f):(23<£>9W%f%r+f+( ? 0 f- (3.73)

La préquantification des coordonnées grassmanniennes s’écrit donc

Q@0:;<8—g”£%0- (3.74)
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Rappelons la propriété fondamentale de la préquantification, qui s’écrit ici [Q(f), Q(g)] =
2Q({f,g}) pour toutes f,g € AV*. Posant k' = 5=, on obtient alors, grace a (3.71),

T 2ik?

ol e

Ainsi les @ (, / %§Z> vérifient les relations de Clifford. Par la propriété universelle des al-
gebres de Clifford, la préquantification se prolonge & AV* en une représentation de C1(V*, g)
i

sur AV*. On obtient la représentation canonique auto-adjointe via £’ — Q(2¢") si k = 7.

Polarisation et fonctions polarisées

L’étape suivante pour parvenir a la quantification géométrique consiste a réduire I'es-
pace de représentation H, obtenu pour la préquantification, grace a une polarisation com-
plexe de la supervariété symplectique ({-},0,V, kg, 0), i.e. un sous-espace isotrope maximal
de V ® C pour la métrique g. Nous construisons ici une polarisation & partir d’un systéme
de coordonnés de Darboux, puis déterminons 'espace des fonctions polarisées, pour V un
espace vectoriel de dimension paire, égale a 2n.

Soit (fi)izl,mgn un systéme de coordonnées de Darboux sur IIV, i.e. tel que w =

£:0;;dE° N d€7, ot § est le symbole de Kronecker et ¢; = 1. On pose pour a = 1,...,n,

1 —E€a .z — € —€a .5
a _ a Gba)7 ot a — a<a_ aa>7 3.76
= (s e =y (3.76)
ol a = a + n et par convention v/—1 = i. En prolongeant le crochet de Poisson par C-

linéarité, on vérifie que {¢% ¢} = {¢%, (%} = 0 et {C“,F} = 6%, Notons P et P les
sous-espaces vectoriels complexes engendrés par les (% et les (%, ces derniers fournissent la
décomposition en somme directe V @ C = P @ P. Ainsi P et P sont deux polarisations

supplémentaires de V ® C.

Remarque 3.3.1. On définit la conjugaison =:V @ C — V @ C pari= —i et & = 5j§j,
c’est donc une involution, qui dépend du systéme de coordonnées choisi. Au sens de cette

conjugaison, les coordonnées & de V' sont réelles ou imaginaires pures suivant le signe de

—e,
€a

—€q
€a

ei. La notation (% est justifice par

Ea = €q

Notant @ = a + n, I'inversion du systéme (3.76) donne

@ — 1 a ra a __ 1 /_5a71 a =
13 —72(C +5a<) et § —ﬁ g (C —EaC), (377)

pour tout a = 1,...,n. Par substitution nous en déduisons les expressions de «a et w,
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prolongées & IIV ® C, dans les nouvelles coordonnées (Ca,@)azlw,n,

a = Kdg (C“d@ + ?dﬁb> et w = 260,5dCOdCh. (3.78)

Remarquons pour la suite que « s’écrit également sous la forme oo = K6y <2Ed§ b4 d(¢ “F)) .

Remarque 3.3.2. Dans le cas d’une métrique euclidienne, on a (¢ = % (E% +i%) et
(o= % (€4 —i€%), son conjugué. Elles engendrent respectivement P et P, qui définissent
une polarisation kdalherienne, conduisant aux expressions utilisées dans [102, 10]. Pour une
métrique de signature (n,n), on a (* = % (6% 4+ €9) et (@ = % (fi— £%). La superva-
riété symplectique (IIV,w) s’identifie alors au cotangent de P, ou de P, muni de sa forme

symplectique canonique et on retrouve ainsi le cas traité dans [100)].

Soit, désormais, P une polarisation complexe de ({-},0,V,kg,0). On peut montrer,
a l'inverse, qu’elle admet une base ((*)q=1,. n vérifiant (3.78) et le choix de variables
conjuguées permet d’en déduire un systéme de coordonnées de Darboux via (3.77). L’espace

des fonctions polarisées est le sous-espace H de H défini par
HP = {UeH|Va=1,...,n, Xa¥ =0}, (3.79)

ol 5(; est le relevement horizontal de X ¢« au fibré préquantique Y, défini par (5(;, a) =0.
Ainsi, :5—(; = X¢a + fOp avec %C“ + hf = 0, et comme une fonction ¥ € H est
U(1)-équivariante, i.e. 9gW = ¥, les fonctions polarisées vérifient donc —i@c—a\ll(ﬁ, 0) —
5=C4W(&,0) = 0. Une fonction ¥ € H' est finalement de la forme

W(E,0) = eeirins Ty (). (3.80)

La fonction ¢p € AP* = C*®(IIP) peut s’interpréter comme une fonction holomorphe

(impaire) sur V' ® C pour g définie positive.

Quantification géométrique et module des spineurs

La quantification géométrique d’une observable est alors donnée par ’action de son flot
préquantique (2.16), i.e. son préquantifié, sur 'espace des fonctions polarisées, a condition
que ce dernier soit préservé. Toutes les observables ne sont donc pas quantifiables. Nous
redonnons la préquantification écrite en fonction des nouvelles variables (%, (¢ adaptées
la polarisation, puis exprimons son action sur les fonctions polarisées, ce qui permet de
déterminer les fonctions quantifiables et leur quantifié.

Grace a l'expression (3.78) de la forme symplectique w, le champ hamiltonien d’une
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fonction f € AV* ® C a pour expression

—1II
x, = 22 5 (0o f Oy + O f ). (3.81)
Notant &' = %n_l, le relevé quantique (2.16) s’écrit donc

h -
~Xj = (~1)Mg/geb ((8¢af)3<7,+ (%f)acb) —i (f - % [gaa@f + gaa?afD Dp. (3.82)

Nous évaluons alors son action sur une fonction polarisée ¥ € H*, dont la forme est donnée
en (3.80),

EXG0(E.0) = e CT ()50 00 + [f - Ol O, (389)

Il en découle la détermination de I'espace A des fonctions admissibles, qui sont celles dont

le relevé quantique préserve I’espace des fonctions polarisées, et qui sont donc quantifiables,

A={f(¢0) =C"Aa(Q) + B(Q) | A1, ..., A, B € AP} (3.84)
En particulier, les coordonnées de Darboux initiales &, pour i = 1,...,2n, sont quanti-
fiables. En identifiant I’espace des fonctions polarisées avec AP*, et en notant le quantifié
(géométrique) de & par £ (= ?Xgi), nous obtenons pour a =1,...,n,
~ 1 ~ 1 [= !
£ = —= (¢* — K'eqdca) et £a L (C* + K'eqOca). (3.85)

V2 :E €a

La 2-forme w, prolongée a I[IV ® C via la formule (3.78), induit une métrique hermitienne
définie positive sur P, qui se prolonge canoniquement & AP*. Or, pour cette métrique,

l’adjoint de la multiplication par (% est ((%)*

~

Oca. Utilisant les équations (3.85) donnant

h
2

Par ailleurs, on peut vérifier que, & un facteur pres, les gl vérifient les relations de Clifford,

. L . . K e o N o . .
&, il en découle la relation suivante £ = —& = —g;£%, a condition que K = 1, i.e. K =

voir (3.75), et en particulier £ = —g;. Par conséquent, ce sont donc des transformations

unitaires pour tout .

Proposition 3.3.3. Soit P wune polarisation de la supervariété symplectique
({-},0,V, %9,0), de dimension paire 0|2n. L’espace AP* est muni d’une métrique hermi-
tienne canonique et la quantification géométrique construit une application V- — U(AP*),
a valeurs dans le groupe unitaire de AP*. Elle admet un unique prolongement en un

isomorphisme d’algébres, donné en coordonnées de Darboux par,

Qo :AV*®C — End(APY) (3.86)
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&g N L

ot AV* est muni du star-produit le rendant isomorphe a CY(V*, g) via qw, défini dans la

Proposition 3.2.5. Cela fournit une action canonique de CL(V*, g) sur AP*, donné par

qui en fait le module des spineurs.

Démonstration. La construction de P et de l'application V' — U(AP*) a déja été faite.
Cette derniére est donnée par &' — {AZ , c’est la restriction de la préquantification a AP*,
et ne dépend donc pas du systéme de coordonnées de Darboux (£%) considéré.

La relation (3.75) vérifié par les préquantifiés assure que les {AZ vérifient les relations
de Clifford. La propriété universelle des algébres de Clifford permet alors de prolonger
la quantification géométrique de maniére unique en un morphisme d’algebres C1(V*, g) —
End(AP*). Ce dernier est un isomorphisme car ces deux espaces sont de méme dimension en
tant qu’espaces vectoriels sur C, et le noyau du morphisme est réduit & 0. En le composant
par lisomorphisme q;VI, défini dans la Proposition 3.2.5, on obtient 'isomorphisme voulu.
Comme un systéme de coordonnées de Darboux sur IIV forme une base orthonormée de

V*, 'expression en composantes de la Proposition 3.2.5 conduit a celle fournit ici. ]

Remarque 3.3.4. Pour obtenir l'isomorphisme C1(V, g) ~ End(AP*) ® End(AP*) via la
quantification géométrique pour un espace V de dimension impaire, une méthode consiste-
rait & quantifier un espace de dimension paire contenant V', puis a opérer une réduction

quantique. Cependant nous ne le développerons pas ici.

Métrique sur le module des spineurs

Nous introduisons désormais une métrique sur l'espace des spineurs S telle que les 4*
soient hermitiens. Elle nous permettra de définir la notion d’adjonction pour les opérateurs
différentiels spinoriels.

La métrique g sur V' induit un produit hermitien ( ; ) défini positif sur S, et d’aprés la
Proposition 3.3.3, la quantification géométrique réalise les ; comme des transformations
unitaires de S. Montrons que nous pouvons modifier ce produit hermitien pour qu’elles

soient toutes (anti-)hermitiennes.

Proposition 3.3.5. Soit (V, g) un espace vectoriel de dimension paire muni d’une métrique
g de signature (p,q). 1l existe, a multiplication prés par un réel, un unique produit hermitien

sur l’espace des spineurs associé vérfiant ['une ou 'autre des assertions suivantes :
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~ Daction de V est hermitienne, i.e. l’adjonction coincide avec I’antiautomorphisme t,

défini en (3.57). Le produit hermitien est alors défini positif (ou négatif) si ¢ =0, et
neutre sinon.

— Daction de V' est antihermitienne, i.e. 'adjonction coincide avec [’antiautomor-
phisme *, défini en (3.57). Le produit hermitien est alors défini négatif (ou positif)

st p =0, et neutre sinon.

Démonstration. Tout d’abord, le fait que 1’adjonction soit donnée par ! ou *, suivant que
I'action de V soit hermitienne ou antihermitienne, découle clairement de la définition de
ces deux antiautomorphismes.

Ensuite, I'unicité est claire. L’opération d’adjonction étant déterminée dans les deux
cas, I'algébre de Lie des antihermitiens aussi. Cela fixe le groupe unitaire qui provient d’un
unique produit hermitien, a multiplication prés par un réel.

Pour l'existence, partons des données de la quantification géométrique : un produit
hermitien défini positif ( ; ) sur S pour lequel les v; sont des transformations unitaires.
Supposons que g est de signature (p, q). Notant * la conjugaison par rapport a ce produit
hermitien, on a v = 'yi_l = —¢&;7, avec €; = 1 pour i < p et g = —1 sinon. Si p > 0,
nous introduisons alors le nouveau produit hermitien défini par (u,v) = (u; 1 ...~,v) pour

u,v € S. On a alors

(viw,v) = —e;i(u; Vi1 .- YY), (3.88)

d’ot (yiu,v) = (—=1)P (u,y;v) pour tout ¢ = 1,...,n. Sip est pair les ; sont donc hermitiens
pour ce nouveau produit scalaire, et sont antihermitiens sinon. On obtient I'inverse avec le
produit hermitien défini par (u,v) = (U; Yp41 - - . VptqV)-

Il ne reste alors plus qu’a trouver la signature de ces deux produits hermitiens pour
chacune des signatures possibles. Or, pour montrer qu'un produit hermitien est neutre,
il suffit d’exhiber un élément A € End(S) tel que (Au, Av) = — (u,v). Donc, si il existe
i,7 tel que g;6; = —1, le produit 7;7; convient. Ainsi, le produit hermitien est neutre
sous I'hypothése p et ¢ sont non nuls. Dans le cas contraire, g est définie positive ou
négative. Pour le produit hermitien défini positif initial ( ; ), les «y; sont alors respectivement
antihermitiennes et hermitiennes, et le produit hermitien modifié, (u,v) = (u, 71 ... Vp+qv),
est neutre. En effet, les v étant respectivement hermitiennes et antihermitiennes, on a
(yiu, viv) = = (u, v).

La preuve est ainsi achevée. ]

Ce résultat apparait dans les références [86, 26|, et peut étre vu comme un cas particulier
d’un théoréme donné dans I'ouvrage [87| de I.R. Porteous : tout antiautomorphisme d’une
algebre d’endomorphismes End(F') pour F' un espace vectoriel complexe est une opération

d’adjonction pour un certain produit hermitien sur V. Ici, nous avons explicité les produits
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hermitiens sur I’espace des spineurs associés aux antiautomorphismes ! et * de Cl(V, g) ~
End(S5).

Corollaire 3.3.6. En considérant la conjugaison usuelle sur AV* @ C et la métrique sur

AP* donnée par la Proposition 3.3.5, dont l’adjonction est notée *, on obtient Q(f) =
Q)"

3.3.2 Polarisation de M et fibré des spineurs de (1M, g)

Nous avons construit le module des spineurs d’'une algébre de Clifford C1(V, g) grace a
la quantification géométrique de la supervariété symplectique ({-},0,V, 2—%' g,0). Appliquée
au supercotangent de (M, g) elle permet de géométriser cette construction, menant au fibré
des spineurs sur M. Elle consiste essentiellement & unir la quantification géométrique du
fibré cotangent de M et d’une supervariété au-dessus d’un point. Par souci de simplicité,
nous nous restreindrons aux variétés M de dimension paire. Méme dans ce cas, I'existence
d’une polarisation sur le supercotangent est non triviale, elle nécessite une N-structure sur
(M, g) (cf. Définition 3.3.7), i.e. une structure presque hermitienne dans le cas riemannien.
Cela se traduit par une contrainte topologique plus forte que 'existence d’une structure
spinorielle sur M, mais définit en contre-partie une structure de supervariété sur le fibré

des spineurs.

Préquantification du supercotangent M

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension 2n et M son supercotan-
gent muni de sa 2-forme symplectique canonique w = da, donnée par (3.23). Puisque
w est exacte, la préquantification est triviale. On introduit l'espace des fonctions U(1)-
équivariantes suivant

H={¥ c L2 (M x SH)|9p¥ = iV}, (3.89)

ot 6 le parameétre angulaire du cercle. Utilisant ’expression (3.31) d’un champ hamiltonien
sur M en coordonnées naturelles et la formule (2.12) donnant la préquantification !, nous
obtenons pour f € C*°(M),

h
) = 2 |@unor - (977 + 3rs)50,5) 0]
+(=1)1g1i0g; fOei + f — piOy, f — %eagi f.

La préquantification des coordonnées naturelles est donc donnée par

. h .
Q) = 30, +a'

1. Elle se généralise au cas des supervariétés symplectiques [63, 102, 100].
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h . h
Q(pz) = T (61 - F?jfjagk) — ZR(S)U@’J
: 1. . no.
QE") = 551 — g7 0 + TF;szjapk~

Nous retrouvons ainsi les résultats de M. Rothstein [90]. La préquantification des coordon-
nées de Darboux p; et £€* données par (3.26) est triviale et s’écrit

Q) =0 QEY) = &~ 0. (3.90)

Elle coincide avec la préquantification des coordonnées de Darboux de T M, voir (2.14),
et IV, voir (3.74).

Polarisation de M

Pour appliquer la quantification géométrique & M, nous avons désormais besoin d’une
polarisation sur M, i.e. d’un sous-fibré isotrope maximal de TCM, au sens de la forme
symplectique canonique w de M. Nous allons I'obtenir & partir de la donnée, en chaque
point z, de la polarisation verticale de T M et d'une polarisation complexe de IITEM.

Tout d’abord, la polarisation verticale de T*M, engendrée par les champs?
(Opys- -0y, ), se reléve canoniquement en un sous-fibré isotrope de 7M. Pour la complé-
ter en une polarisation de M, il suffit d’avoir une décomposition de I'espace des champs
verticaux de ITCM au-dessus de M en sous-espaces isotropes pour la forme w. Cela nous
est donné par la notion de N-structure sur M, définie par P. Nurowski et A. Trautmann

dans [79].

Définition 3.3.7. [79] Une N-structure sur une variété pseudo-riemannienne (M, g) de
dimension paire supérieure ou égale & 4, est un sous fibré compleze N de T*M dont les

fibres sont isotropes maximales pour l’extension C linéaire de g.

Dans le cas riemannien, cette définition est celle d’une structure presque hermitienne
[57]. Soit P une N-structure sur (M, g), l'espace tangent vertical VIIP de IIP est un
sous-fibré de TC(HTM ) qui se reléve canoniquement & TCM et compléte la polarisation
verticale de T* M pour former une polarisation P de M. Comme dans le cas non super,
traité dans [106], il existe alors localement un systéme de coordonnées (x,p;, (%, (%) de
T*M x 3 IITCM tel que,

— w=dp; A’ + L5dC? A dCP,

— (2%, ¢%) est un systéme de coordonnées de I1P,

— P est donnée par (Op,, Oza)-

Remarque 3.3.8. Nous avons vu qu’une N-structure sur (M,g) permet de construire

une polarisation P de M contenant la polarisation verticale de T*M. A 'inverse, on peut

2. Rappelons que 0, = 95,, ce sont donc bien des champs en involution pour la forme w.
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prouver, grice au Théoréme de Serre-Swan, que l'on peut extraire une N -structure sur

(M, g) a partir d’une polarisation de M contenant la polarisation verticale de T*M .

Nous cherchons maintenant le sous-espace H” des fonctions polarisées de H, défini en
(3.89), par rapport a la polarisation P précédemment introduite. Cette derniére contenant
la polarisation canonique de T M, les fonctions polarisées sont indépendantes des p, ou p,
et s’identifient donc & des fonctions dans L*(IITCM x S'), qui sont U(1)-équivariantes et
s’annulent sous ’action des 84—(1 L’écriture locale de W € H” découle ainsi des expressions
des fonctions polarisés pour T*M et 11T fM ,

U(2,p,(,C,0) = 9e20a" oz, ¢). (3.91)

En conclusion, I'espace H’ est isomorphe en tant qu’espace vectoriel a la sous-algébre
F ~ C>(IIP) des fonctions de la supervariété IIP, ou encore de l'algébre des sections
I'(AP*).

Quantification de M et fibré des spineurs de M

La préquantification de M restreinte & I’espace des fonctions polarisées HY que nous
venons d’obtenir va nous fournir la quantification géométrique de M.

Déterminons ’espace des observables quantifiables. Leur préquantifié doit préserver la
polarisation P. Seules les fonctions de degré au plus 1 en p et ¢ peuvent donc étre quantifiée
d’apres (2.18) et (3.84). Comme la préquantification commute avec la multiplication par x
et ¢, et que Q(C%p;) ne préserve pas la polarisation, l’espace des observables quantifiables

est donné par
A={f(z,p,(,{) = A'p; + E,C¢ + B| AL, ..., A" 5,,... 2, B € F}L. (3.92)

Nous notons 5@ les coordonnées de Darboux impaires de M construites via les coordonnées ¢
et ¢ grace au systéme (3.77). L’expression de A montre que ces derniéres sont quimtiﬁables,
tout comme sur une supervariété & un point, et leur quantifié est le méme, §~Z = %’yi,
voir (3.85).

La propriété universelle des algeébres de Clifford permet d’étendre la quantification
géométrique, comme dans la Proposition 3.3.3, aux polyndémes de degré 0 en p et arbitraire
en &. L’espace total des observables quantifiables est donc Sp[£] @ S1, et I'on peut se référer
a (2.36) pour la définition de S; et Sp[¢] = C>°(IIT'M ). Le théoréme suivant découle de ce

qui préceéde.

Théoréme 3.3.9. Soit M le supercotangent de (M, g), et P un sous-fibré de T°M défi-
nissant une N -structure sur (M, g), de sorte que M admette une polarisation formée de

la polarisation verticale de T*M et de la distribution VIIP. La variété M admet alors un
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fibré spinoriel S donné par

S = AP, (3.93)

dont l'espace des sections spinorielles s’identifie a [’espace des fonctions polarisées de M,
noté F = C®(IIP) ~ I'(AP*). La quantification géométrique de M se prolonge alors en
Vapplication Q : S1 ® Spl&] — End(F), qui s’écrit en coordonnées de Darbou,

L ~. . . h 1\" A A
P'(x)p; + Pj,..j. ()& ... &% — P’(;U)Tai + (\&) Py ()t oAy (3.94)
C’est un morphisme d’algébres de Lie si on se restreint aux fonctions de degré au plus 2 en

&, et un isomorphisme de C*°(M)-module si on se restreint aux fonctions de degrés 0 en p.

Remarque 3.3.10. C’est la structure d’algébre sur F qui permet de construire le fibré des
spineurs comme un fibré extérieur ou une supervariélé et c’est précisément cette structure
qui manque pour le faire dans le cas général. Son existence se traduit par des contraintes
topologiques supplémentaires, qui traduisent le passage d’une structure spinorielle a une

N -structure.

3.3.3 De l’application moment conforme a la dérivée de Lie des spineurs

Nous supposons dans ce paragraphe que M admet une N-structure, et donc un fibré
spinoriel noté S, pour pouvoir appliquer la quantification géométrique. Elle nous permet
de construire la dérivée covariante des spineurs en toute généralité, ainsi que la dérivée de
Lie des spineurs des champs conformes sur une variété M conformément plate. Ces deux
résultats sont des conséquences du théoréme précédent.

L’application moment J, pour l'action canonique de Vect(M) sur T*M, est donné par
Jx = p; X" pour tout X € Vect(M); cf Proposition 2.1.7. De plus, la projection en tant
que fibré M — T*M définit un plongement canonique C*°(T*M) — C°°(M). Nous notons

encore J sa composition avec ce plongement.

Corollaire 3.3.11. Soit X un champ de vecteurs de M. La dérivée covariante spinorielle
de X est fournie par la quantification géométrique de son application moment sur T*M,

1.e.

Q(Jx) = THVX, (3.95)

ot Jx = p; X°. Elle s’écrit donc explicitement
i 1 i a b
Vx =X'0; + ZX WpY Ya (3.96)

Ce corollaire découle directement du théoréme précédent, en utilisant le changement de

coordonnées (3.26), donné par p; = p; + %wgifafb et qui permet de passer des coordonnées

de Darboux aux coordonnées naturelles.
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Soit (M, g) une variété conformément plate et X un champ de vecteurs Killing-conforme
sur M. La Proposition 3.1.20 assure que ’application moment X — J- )% est un morphisme
d’algebre de Lie a valeurs dans Sy @ Sp[€]. Plus précisément J9 est de degré au plus 2 en
¢, la quantification géométrique est donc également un morphisme d’algébres de Lie. La

composition de ces deux morphismes conduit & la dérivée de Lie des spineurs.

Corollaire 3.3.12. Soit (M, g) une variété conformément plate, et J° Uapplication mo-

ment paire de M. Le morphisme d’algébre de Lie

conf(M,g) — End(F)
X = Q%)

fournit la dérivée de Lie des spineurs des champs de vecteurs Killing-conformes,

QY = Ly (3.97)

Comme Jy = p;X* —1—/153{’“(8[ka]) =p; X+ %Ekgj(ank), son expression en coordonnées

est donc donnée par
; 1 o . 1 ) A
Lx = X'Vi+ 20, Xipy'y? = X'0; + g(ank)(w] =), (3.98)

ou V; désigne la dérivée covariante spinorielle obtenue en (3.66).

3.4 Les opérateurs différentiels spinoriels et leurs symboles

Nous introduisons désormais ’espace des opérateurs différentiels agissant sur les sec-
tions du fibré spinoriel S de M. On raffine alors I'espace des symboles usuel en un espace
bigradué gréace a l'algébre de Grassmann, espace des symboles de I'algébre de Clifford. Ce
nouvel espace des symboles est un sous espace de C*>°(M), son introduction remonte au
travail d’E. Getzler [42]. Localement, 1'ordre normal permet d’identifier I’espace des opéra-
teurs différentiels spinoriels avec son espace de symboles bigradué. Nous travaillons, en fait,
avec des espaces de densités tensorielles et non de fonctions, ce qui se traduit simplement
par la tensorialisation, avec les espaces F* et F* définis au paragraphe 2.2.1, des espaces
de départ et arrivée des opérateurs différentiels, ainsi que par la tensorialisation avec F°

de l'espace des symboles, ot § = 1t — A est appelé le "shift".
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3.4.1 L’espace des opérateurs différentiels spinoriels DM

Commencons par donner la définition générale de I'espace des opérateurs différentiels
entre deux fibrés vectoriels E et F' sur une variété M. Elle repose sur celle de D(M ), 'espace

des opérateurs différentiels sur M a valeurs scalaires, donné dans le paragraphe 2.2.1.

Définition 3.4.1. Soit End(E, F') l’espace des morphismes entre E et F, deux fibrés vec-
toriels au-dessus de M. L’espace des opérateurs différentiels, envoyant les sections de E sur

les sections de F, est la sous-algébre des morphismes linéaires de sections End(I'(E), '(F)),

caractérisée par D(E,F) = D(M) @ I'(End(E, F)).

L’algébre D(FE, F) hérite naturellement de la filtration de D(M) via Di(E,F) =
Dr(M)®@T'(End(E, F')). De maniére équivalente, c’est la sous algébre de D(E, F') annulée
par (adf)¥, avec f € C>®°(M). Comme tout algébre filtrée, elle admet une algébre graduée
associée, appelée espace des symboles. Il est donné par grD(E, f) = S(M)QT'(End(E, F)),
ot S(M) est I'espace des symboles de D(M).

Cette définition se particularise au fibré spinoriel S de (M, g). Plus précisément, on
choisit les fibrés S* = S®@ [ATEM|®A et SH =S @ |[ATEM|®H, avec A, u € C. Leurs espaces
de sections sont notés F* = T'(S) @ F* et F* = T'(S) ® FH, avec F* et FH les espaces des A
et p-densités sur M. Les éléments de F* et F# sont appelés sections spinorielles de poids A
et p. L'espace des opérateurs différentiels entre ces deux fibrés sera noté simplement DM
et s’identifie &

DM o DM @ T(Cly(M)). (3.99)

En effet, rappelons que DM est I'espace des opérateurs différentiels entre A et p-densités sur
M, et que par définition End(S) ~ Cl,(M). L’espace DM admet ainsi une filtration induite
par celle de DM, qui s’écrit explicitement Dy € DY C ..., ot Dp* = Dy @ T(Cly(M)).
Ainsi on a D) = I'(Cl,(M)).

On note F les sections spinorielles de poids A & support compact. Grace au produit sca-
laire sur ’espace des spineurs défini dans la Proposition 3.3.5, on peut définir, si A + u = 1,

une forme bilinéaire sur F’\ ® F par

FroFt — C¥(M)®C
(6,9) / ), (3.100)
ou (¢(x), @D(az)>z est le produit scalaire entre les spineurs ¢(z) et 1 (z) défini par la Propo-

sition 3.3.5. On intégre donc sur M un élément de F', i.e. une forme volume, I'intégration

est donc bien définie. Nous pouvons alors donnée la définition de 1’adjonction.

Définition 3.4.2. Soit A\ + p = 1. L’adjoint d’un opérateur différentiel A € DM est
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Vopérateur différentiel A* € DM, tel que pour tout ¢, € F2, on a

(Ao, ) = (¢, AY). (3.101)

D’aprés la définition du produit scalaire des spineurs, 1'adjoint pour les opérateurs
différentiel d’ordre 0 est donnée par la conjugaison complexe composée avec I'antiautomor-
phisme  de l'algebre de Clifford, définie en (3.57). Ainsi A = Aj, ;. (z)y7t ... 49~ € D(’)\’“

admet pour opérateur adjoint,

r(k—1)

A* =45 g ()Y A = (1) T T Ay () (Y. (3.102)

On en déduit que ¢ est symétrique, ainsi que S¥ = Th’yi*yj. D’autre part, comme pour
les opérateurs différentiels scalaires, les opérateurs Thaj et leurs produits sont également

symétriques (i.e. formellement auto-adjoints).

3.4.2 L’espace des symboles S°[¢]

L’espace des symboles de DM étant SO = S(M) ® F?, celui de I'algébre filtrée DM est
donc I'espace gradué S?@T'(Cly(M)). Or, d’aprés la Proposition 3.2.14, 'algébre I'(Cl, (M))
est également filtrée et admet pour algébre graduée associée Q¢ (M), espace complexifié
des formes différentielles sur M. On utilise Iidentification Q¢ (M) ~ C*°(IIT'M) pour écrire

I'espace des symboles total, noté S?[¢], sous la forme
S[¢] = 8% @ C(IITM). (3.103)

Rappelons que, pour un poids § nul, Pespace S? est l'espace des fonctions sur T*M po-
lynomiales en les variables fibrées, qui est canoniquement isomorphe, cf (2.35), a l'espace
STM des tenseurs contravariants symétriques sur M. Ainsi, S° [€] est le sous espace de
C¥(M) ® FI. constitué des densités dépendant polynomialement de toutes les variables
fibrées.

Définition 3.4.3. Soit M le supercotangent de M, de coordonnées naturelles (z*, p;, £%),
les p; et les € étant les coordonnées fibrées. L’espace des symboles sur M est ’espace des
sections des tenseurs de poids 6, T (STM @ AT*M) ® F°. Il s’identifie a S°[¢], le sous-
espace des densités polynomiales en les fibres de C°(M) @ F?, via

Vean : D(STM @ AT*M) @ F° —  S[¢] (3.104)
PJZII;: (z) dz?' A ... ANdadr @ 0i, ®...00;, szll;: (x) §j1 .. .fj" Diy - - - Diy. -

La correspondance entre dz’ et £ d’une part, et J; et p; d’autre part, est canonique.
En effet, en un point (z,p,&) de M, avec p € T M et £ € IIT, M, on a p; = (0;,p) et
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£ = <§ , d$i>. La bigraduation de ’algébre tensorielle STM @ AT* M se transporte ainsi a
SO [€] et correspond aux degrés en les variables fibrées p; et £. Le sous-espace des symboles
de degré k en les variables p et k en les variables £ sera noté S,‘; . [&]; d’ot, pour une variété
M de dimension n,

o n

S'lel = DD Sixle)- (3.105)

k=0 k=0
Nous notons par SJ[¢] = @r_, S,‘;H[f] I'espace des symboles homogenes de degré k en
les p;, Sgk[f] = EB?:O Sf [€] lespace des symboles de degré inférieur ou égal a k, et par

Sikl€] = Breo Sk.x[€] Vespace des symboles de degré  en les &
Comme M est également muni d’une 1-forme paire « et d’une 1-forme impaire 3, on

peut construire un autre isomorphisme entre espace tensoriel et espace des symboles. Plus

précisément, on introduit ’espace des sections de tenseurs

T =T (STM @ A"T*M) @ F~n. (3.106)

k=0

Via l'isomorphisme donné par (3.104), il s’identifie &
n s “
T~ PS4, (3.107)
k=0

On peut alors définir 'isomorphisme linéaire suivant, qui dépend de la métrique g,

ev,: T° — S¢ (3.108)
Pt () dalt AL Adadt @ 0, @00, — PITE(a) I iy

ot les densités tensorielles sont identifiées a des fonctions via la forme volume locale vol, =
dz' A ... A da™, associée au systéme de coordonnées. Rappelons que p; et gl sont les
moments pairs et impairs des translations, ils sont explicités en (3.46). Ainsi p; correspond
canoniquement a 0; via sa définition (9;,«) = p; fournie dans la Proposition 3.1.20, et §~Z
correspond canoniquement & dz* par multiplication de &' avec la densité \Volgﬁ définie par
la métrique g, ce qui est exprimé par la formule = {"lvolg\% = giyvolgc\%.

L’espace T est également bigradué, et sa bigraduation se transporte alors a ’espace des
symboles S° [€] ; elle correspond aux degrés en p et §~ . S’il n’y a pas de confusion possible
nous noterons encore S,‘; €] I'espace des symboles de degrés k en p et x en f .

D’aprés (3.46), les deux bigraduations ainsi construites sur S°[¢] définissent la méme
filtration paire, i.e. associée au degré en p et p respectivement. Le symbole principal associé

a la filtration paire, qui est le terme de plus haut degré en p ou p, est donc identique pour les
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deux bigraduations. De plus, les espaces de symboles, de degré nul en p et p respectivement,

coincident, ainsi que leur graduation impaire.

3.4.3 L’ordre normal

Le Théoréme 3.3.9 montre que la quantification géométrique définit un plongement de
Sf @ Sg [€] dans Di\’” . Or, les variables p; ont pour quantifiés les opérateurs différentiels
?Oj, qui commutent. On peut donc prolonger localement cet isomorphisme par propriété
universelle de 'algébre symétrique, pour obtenir ’ordre normal. Celui-ci peut s’écrire en
fait localement sur toute variété. Pour un ouvert U de M, on note SO (U)[€] et DM(U) les

espaces des opérateurs différentiels spinoriels et de leurs symboles restreints a U.

Définition 3.4.4. Soit (M, g) une variété spinorielle et (z') un systéme de coordonnées
sur un ouvert U ; soit (xi,ﬁi,éi) le systéme de coordonnées de Darbouzr associé sur M,

définies par (3.26). L’ordre normal s’écrit alors

Ny SXU)[§] — DM(U) (3.109)

il ¢ Fin 5 ~ i1k oGk Ve R h
]Djl.,,jN (‘T) 5 e 5 Piy - - Diy, = le---jn (l‘)ﬁ ce \/Q 7811 . 78%

Remarquons que Ny (p;) = TﬁVz L’ordre normal dépend du systéme de coordonnées
choisi sur Pouvert U, sauf sur S & S[¢].

Pour que l'ordre normal vérifie N'(P) = N(P)*, pour I'adjonction donnée par la Défi-
nition 3.4.2, il suffit de poser

Pt (@) €0 v iy iy = P () €%y, L, (3.110)

Ainsi les composantes du spin S% = Lffiﬁj sont réelles.
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Chapitre 4

La quantification conformément

équivariante des supercotangents

Dans ce chapitre nous donnons les résultats principaux sur la quantification conformé-
ment équivariante des supercotangents de variétés conformément plates (M, g) admettant
une structure spinorielle. Les stratégies de preuve sont les mémes que celles exposées dans
la section 2.3, pour la quantification du fibré cotangent d’une variété conformément plate.
Leur adaptation au cas des supercotangents est, cependant, de difficulté trés variable.

Partant d’une variété spinorielle et conformément plate (M, g), de signature (p, q), on
peut construire une structure de o(p+1, ¢+ 1)-module sur I’espace C>°(M) des fonctions du
supercotangent via ’action hamiltonienne des champs de vecteurs Killing-conformes, défini
par le relevé hamiltonien X — X du Théoreme 3.1.19. D’autre part, I'espace des sections F
du fibré spinoriel S au-dessus de M admet également une structure de o(p+1, g+1)-module
gouvernée par la dérivée de Lie des spineurs (3.98), définie pour les champs de vecteurs
Killing-conformes.

Nous allons en déduire une structure de o(p+1, ¢+ 1)-module sur I'espace des symboles
S9[€] et sur I'espace des opérateurs différentiels spinoriels DM, donnée respectivement par
la dérivée de Lie LY, cf (4.2), et par la dérivée de Lie EB\(’“, cf (4.7), pour X € conf(M, g).

Une quantification conformément équivariante est un isomorphisme de o(p + 1,q + 1)-
modules, qui préserve le symbole principal. Nous construisons un tel isomorphisme sur les
symboles de degré 0 et 1 et prouvons l'existence et ['unicité de cet isomorphisme en toute
généralité pour des valeurs génériques de 9.

Plus précisément, nous nous plagons dans une carte d’un atlas conforme de M, pour
travailler en coordonnées de Darboux conformes sur le supercotangent, définies en (3.46).
Cela permet d’utiliser I'identification entre symboles et opérateurs donnée par ’ordre nor-
mal (3.109), et ainsi de transporter 'action quantique Eﬁ‘(’“ sur 'espace des symboles. Nous
donnons alors les expressions en ces coordonnées des actions classiques Lg( et quantiques

£;‘(’” des champs de vecteurs conformes de M sur les symboles. Elles ne dépendent pas ex-
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plicitement de la métrique * ; ainsi il est équivalent de travailler localement en coordonnées
de Darboux conformes ou sur le supercotangent de R"™. Comme les deux actions coin-
cident pour les similitudes, bien définies sur R", nous cherchons donc le commutant aux
similitudes dans End(S°(R™)[¢]).

Pour en déduire la quantification conformément équivariante des symboles de degré 0
il suffit que le symbole principal pour la filtration impaire soit préserver. Dans toute la
suite nous imposons par contre la préservation du symbole principal pour la seule filtra-
tion paire. Cela nous permet d’obtenir la forme des quantifications équivariantes sous les
similitudes des symboles S?[¢], de degré 1 en les impulsions. Il reste alors & exprimer les
conditions d’équivariance sous les inversions infinitésimales pour fixer les coefficients res-

tants et obtenir I'unique quantification conformément équivariante des symboles de degré

1, pour 6 # +,..., 2L Tes autres cas sont dits résonants et conduisent, pour § = +, 2L
n n n n
a une famille de quantifications conformément équivariantes, et pour § = %, ..., alanon

existence d'une quantification conformément équivariante de S[¢]. Enfin, la quantification
conformément équivariante vérifie dans le cas générique I’axiome de réalité Q(f) = Q(f)*,
correspondant a la condition de Dirac (2.10) pour une quantification, et pour les deux
résonances 0 = %, "TH il existe une unique quantification conformément équivariante qui
satisfasse cet axiome.

Nous avons ainsi une expression explicite de la quantification conformément équiva-
riante QM (S82[¢], L°) — (DM, LM*) en coordonnées de Darboux conformes de M. Nous
aimerions en avoir une formulation covariante en termes des dérivées covariantes des spi-
neurs et des symboles, déduites de la connexion de Levi-Civita. Pour cela nous introduisons
une quantification conformément équivariante auxiliaire Q?“ : (,2157ng) — (DM, LA,
I'espace 79 étant défini en (3.106) et ’action étant induite par 'action naturelle de Vect (M)
sur les tenseurs sur M. Le lien entre ces deux quantifications est donnée par la superisation
conformément équivariante St : (7°9,1L%) — (S°[¢], L?), qui doit son nom & l'inclusion de
o(p+1,q+ 1)-modules S® C 7. Nous obtenons alors une formulation covariante de Q?“
grice & son invariance conforme, et la formulation covariante de QM en découle.

Nous montrons ensuite, pour un "shift" § générique, que les opérateurs de Casimirs
classiques et quantique peuvent étre diagonalisés et leurs vecteurs propres ont mémes sym-
boles principaux. Ceci nous permet de déduire existence et unicité, pour tout degré, de la
quantification et de la superisation conformément équivariantes du supercotangent de M.

Enfin, des exemples et applications illustrent les résultats précédents. Notamment,
Pécriture explicite de 'action de o(p + 1,q + 1) sur DM nous permet de classifier les
symboles des opérateurs différentiels spinoriels qui sont conformément invariants. Cette
classification est nouvelle a notre connaissance. De plus, la quantification de I'un deux

méne & 'opérateur de Dirac dans le cas résonant § = % Mentionnons également que la su-

1. les coordonnées de Darboux conformes, elles, en dépendent.
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perisation et la quantification conformément équivariantes établissent une correspondance
effective entre tenseurs de Killing-Yano (conforme) et les supercharges classiques et quan-
tiques associées, qui par définition commutent a 'opérateur de Dirac (quantique), ou a son

symbole (classique).

4.1 Actions conformes et invariants euclidiens

Nous écrivons ici les actions explicites de conf(M, g) ~ o(p+1, ¢+1) sur les symboles et
opérateurs différentiels spinoriels, puis étudions les opérateurs sur 'espace des symboles qui
sont invariants sous les similitudes. Cela permet de se restreindre & un espace de dimension
fini pour chercher les quantifications conformément équivariantes.

Apreés avoir rappelé la forme des champs de vecteurs Killing-conformes X en coor-
données conformes, nous donnons 1’écriture explicite de leur action Lg( sur ’espace des
symboles, qui découle de leur action hamiltonienne sur M donnée par leur relevé X , cf
(3.48). Utilisant la dérivée de Lie des spineurs, définie par (3.98) pour un champ de vec-
teurs X Killing-conforme, on obtient une formule générale pour la dérivée de Lie Ei‘(’” des
opérateurs différentiels, qui est exprimée sur I'espace des symboles grace a ’ordre normal.
Les deux dérivées de Lie, Lg( et C;‘(’” , coincident si X est une similitude infinitésimale. La
quantification conformément équivariante QM est donc, localement, donnée par la com-
position de 'ordre normal avec un endomorphisme de S%l[ﬂ invariant sous ’action des
similitudes.

D’autre part, 'adaptation évidente d’'un résultat de [67], montre que les endomor-
phismes de S°(R™)[¢], équivariants sous les translations et dilatations, sont des opéra-
teurs différentiels & coefficients polynomiaux, i.e. dans End(C[x, p, é]n), oll par définition
Clz,p,€ln = Cla', ..., 2" Py, pn, &L ..., €"]. Notre but est alors d’obtenir la forme
des endomorphismes de S®(R™)[¢] équivariant sous les similitudes, qui constituent donc le

commutant aux similitudes dans End(Cl[z, p, {],). Nous nous restreignons en fait dans le
corps du texte au commutant dans Endy (C[z, p, é]n), I’espace des endomorphismes inva-
riant par changement d’orientation de R™. On peut se reporter & I’Annexe B pour I'étude
du commutant dans End(C[z,p,&],). Nous introduisons les superalgebres de Lie ortho-
symplectique et de Heisenberg, I'algébre enveloppante de leur produit donnant la structure
du commutant des isométries dans End (C[z, p, é]n) Nous exprimons ensuite la contrainte
donnée par la commutation & la dilatation, ce qui nous donne la forme d’une quantification
équivariante sous les similitudes et invariante par changement d’orientation, la contrainte
de préservation du symbole principale n’étant pas encore imposée. On peut se reporter a
I’Annexe B pour la forme d’une quantification équivariante sous les similitudes, sans la

contrainte d’invariance par changement d’orientation.
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4.1.1 Actions classiques et quantiques de conf(M,g) ~o(p+ 1,9+ 1)
L’algébre de Lie o(p+ 1,q + 1) des champs de vecteurs Killing-conformes

Un systéme de coordonnées conformes () d'une variété conformément plate (M, g), de
signature (p, q), est caractérisé par le fait que la métrique s’y écrit sous la forme suivante,
gij = Fm;;, avec I une fonction lisse et strictement positive et 7 une métrique plate de
signature (p,q). L’écriture des générateurs de conf(M,g) ~ o(p + 1,q + 1) dans un tel

systéme de coordonnées a déja été donné au paragraphe 2.3.1. Nous les redonnons ici pour

mémoire,
X, = 0 (4.1)
Xij = xiaj — .%'jai
Xg = ZL‘Zaz
X,L' == z:jxj&- - 2:vl-xj3j,
pour ¢,5 =1,...,n = p -+ q, les indices étant descendus au moyen de la métrique plate 7.

Les champs X;; engendrent 'algeébre de Lie o(p, q) des rotations, I'ajout des translations
infinitésimales X; permet d’obtenir toutes les isométries infinitésimales e(p, ). L’algébre

de Lie des similitudes ce(p, ¢) contient en plus la dilatation Xj.

Le o(p + 1,¢ + 1)-module S°[¢]

L’espace des symboles S9[¢] est un sous espace de C*°(M) @ F°. Nous avons construit,
au Théoreme 3.1.19, un relevé hamiltonien X — X € Vect(M), des champs de vecteurs
conformes de M. Comme il préserve 'espace des symboles, ce relevé permet de définir
une dérivée de Lie des symboles de poids nul. Pour X € conf(M, g), la dérivée de Lie des
symboles de poids & est ainsi donnée par LY = X + 6Div(X), avec Div(X) = 9;X?, et

d’aprés 3.48, on a donc

1 o . B . B - ;
Ly = X'0i + 5 ((anZ)gﬂa~,. - (aiXJ)gjaéi) ~ 5(0iX7)0p, — 56 (9:0;X")05, + 50, X",

(4.2)
Il en découle 'action classique des générateurs des similitudes, qui, pour i,5 = 1,...,n,
est donnée par
L%, = 0
Ly, = w0 —x;0i+ 50y — DO + &g — &0z, (4.3)

Lg{g = xléz — 15,»8@. + on.
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Pour évaluer L‘S _» il nous faut commencer par le calcul de 0j(X;)k. Nous obtenons :
9;( X))k = 2(65%] - 5?:61' — i), et donc 9,0;(X;)F = 2(6Fn; — 5;?7711 ni0F). On trouve

alors, pour tout i = 1,...,n,

LY, = (:Uj.%‘jéi — 21’il'ja~j) + (—Zﬁixja,;j + 2$iﬁjaﬁj + Qﬁkl‘kaﬁi)

X; e ’ 3 (4.4)
—2T§i§j8,;j =+ 2$jf]8~i — 2§Z$k8§~k — Znéxi.

Le o(p + 1,¢ + 1)-module D**

On a obtenu au Corollaire 3.3.12 la dérivée de Lie des spineurs Lx, qui agit sur 'espace
des sections spinorielles F, pour X un champ conforme. Elle induit donc naturellement
la dérivée de Lie des spineurs de poids A\, & savoir Lé‘( = Lx 4+ ADiv(X), munissant ainsi
FA* = F® F* d’une structure de o(p + 1, ¢ + 1)-module. Comme I’espace des opérateurs
différentiels spinoriels DM est un sous-espace de End(F?, F#), sa structure de o(p+1, g+1)-
module se déduit de celle de F* et F*. Elle est donnée par la dérivée de Lie E;‘(’“ , qui,

appliquée a4 un opérateur A, vérifie,
LY'A =LA A— ALY, (4.5)

L’ordre normal permet alors d’identifier localement, au-dessus d’un ouvert U C M, les
deux espaces vectoriels S9 €] et DM et donc de comparer leur structure de o(p + 1, ¢+ 1)-

modules, i.e. de comparer 53\5“ et ng, ce qui peut se représenter par le diagramme suivant

Al

DM (1)~ D (D) (4.6)
NUT TNU
s 2 e,

a compléter afin de le rendre commutatif. Nous notons encore E;‘(’“ 'action de X sur DM

transportée par 'ordre normal sur S (U)[¢].

Proposition 4.1.1. Soit X € conf(M,g) et U un ouvert d’une carte de l’atlas conforme

de M. On a alors, en coordonnées de Darboux conformes au-dessus de U,

h h

. 3 1 . .
;C;\(’M = I + 5(8]6]@)(1) (—piaﬁj + 2)(%) aﬁk — TA({?J(&X )aﬁj (4.7)

ot x{ = gjﬁy — éiagj + %05 851

Démonstration. Soit P = szll ij (x) \; : ?}; 29, - 29;, € DM(U). Par définition de la
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dérivée des opérateurs différentiels spinoriels (4.5) et de celle des sections spinorielles de

poids donné, on obtient
LY P = [Lx, P] 4 6Div(X)P — AP(Div(X)).

Le premier terme peut étre décomposé grace a la régle de Leibniz, en voyant P comme le

produit de deux termes,

A h h
o) = [T ) o b,
g it h h
+‘F)le 7,:( )f \/‘ |:LX7 L ILajk:|7

ou l'on a utilisé Ly, = 9;. L’ordre normal Ay coincide avec la quantification géométrique
Q@ sur les symboles de degré nul en p, et d’aprés le Théoréeme 3.3.9, c’est un morphisme
d’algébre de Lie. De plus, le Corollaire 3.3.12 montre que Lx = %Q(j)o(), donc pour un
opérateur différentiel d’ordre 0 et de symbole Py, on a [Lx,Q(P)] = Q{JIY, Po}) =
Q(X Py). On pose Pojl'“]’“ piidk gin - in et on obtient

110k
N7 ([Lx, P) 4+ 6Div(X)P) = L% (PI)pj, ... pj,
_ o h h
+NU1 (Q(Pgl ) ['—Xa TL% "'H‘%]) :
Le champ de vecteurs X étant conforme il est de degré au plus 2, d’ou I’égalité
N—l lejk L hl_ hl_ o N—l lejk hl_ O~ (b ~
v (QUET)ILx, TLoy, -~ Ly, ] = v Q) TLxan ) 95.(Bs - - i)
h Nfl J1--Jk h > =
—= Ny QUE )~ Lixa.00 ) 95:9p; Pii - - - Pi)-
Commengons par évaluer le premier terme ci-dessus. D’apreés la formule (3.98), on a
. 1 . .
Lixa) = —(%:X7)Ly, + 20, [ak(XJ)y’ffyj — 8k<X])’yj7k} : (4.8)
Il nous reste alors & ordonner les matrices 7, i.e. les faire traverser Q(Pg Lwd ). On utilise

identité 4% - - - yix (yFyd) = (yFad)yit .o yin — [’yk’yl, Ay ’yi*‘] , ainsi que la Proposition
3.2.5, pour obtenir

Nt (QUBS )" 7)) = 2065 + X R, (4.9)

avec X? = ¢y, — 5}-8 585 Og;- Grace a l'égalité (4.8) et a I'expression de L%, on
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parvient a

(&) NG QU a0 ) i = T (5(P)

+1 00 X)X 05, (NGH(P)) -

De plus, on a L[[X,ai]aj} = @(&X’“)Lak, car X est de degré au plus 2, et la dérivation

de Lie est linéaire. On peut alors regrouper tous les termes pour obtenir Eﬁ‘(’“ ,

B o 1 h .
LA =% + 2 050k X) (=0i0p; + 53) 05, — T A0k (DIV(X)) Oy,

ce qui achéve la démonstration. ]

La Proposition 4.1.1 montre que Lgf = EB\(’” pour X € ce(p,q). Par contre, pour les
inversions infinitésimales X;, avec i = 1,...,n, la formule (4.7) donnant EB\(’“ dans le cas

général se réduit, grace a ce qui précéde, a

h, _ _ h h
ﬁ;‘—(’f = L(;X,L- + T(—piaﬁj 8@. + 2])]‘815].8;51') + Txgaﬁj + QTn/\aﬁi. (4.10)

Remarque 4.1.2. On constate alors que les dérivées de Lie Lg( et Ei‘(’“ coincident sur les
symboles de degré 0 en p. Ainsi, l'ordre normal restreint a So(U)[E], et donné alors par la

quantification géométrique, est conformément équivariant.

4.1.2 Les superalgébres de Lie orthosymplectique et de Heisenberg

L’algébre de Lie orthosymplectique est 1'algébre de Lie des endomorphismes préservant
la structure symplectique d’un superespace vectoriel. C’est ’extension supersymétrique de

I'algebre de Lie symplectique.

Définition 4.1.3. Soit C*™ muni de son systeme de coordonnées canonique
(x%)a=1,....2n+m €t de son crochet de Poisson canonique, donné par le bivecteur
o n 2n+m
=3 0104 0atn~+ 2 50410a 0
L’espace des polyndémes homogeénes de degré deux en les coordonnées cartésiennes de

C2™ forme, via Uaction par le crochet de Poisson canonique de C2™ Ualgébre de Lie

C2n|m

des transformations linéaires symplectiques de , notée spo(2n|m).

Dans les deux cas extrémes, m = 0 et n = 0, on retrouve respectivement l’algébre de
Lie symplectique sp(2n,C) et 'algébre de Lie orthogonale o(m,C). Si on se place sur le

corps des réels, la signature de la métrique sur la partie impaire intervient naturellement.
Par symétrie de z%” si [2?||2°| = 0, et antisymétrie sinon, on déduit la dimension de
spo(2n|m) donnée par dim (spo(2n|m)) = W + 2n.
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La superalgébre de Lie de Heisenberg est I'extension supersymétrique naturelle de I’al-
gébre de Lie de Heisenberg, définie comme ’espace des polynémes de degrés 0 et 1 sur C?7,

muni du crochet de Poisson canonique.

Définition 4.1.4. Soit C*™ muni de son systéme de coordonnées canonique
(%)a=1,....2n+m- L’espace des polynomes de degrés 0 et 1 en les coordonnées, muni du
crochet de Poisson canonique de C2M™ est la superalgébre de Lie de Heisenberg, notée
b(2nlm).

De sa définition on déduit immédiatement la dimension de la superalgébre de Lie de

Heisenberg, donnée par dim (h(2n|m)) = 2n+m + 1.

4.1.3 Commutant & I’action des similitudes dans End(S°(R")[¢])

Le but de ce paragraphe est d’obtenir la forme des endomorphismes de S°(R"™)[¢] com-
mutant  ’action des similitudes donnée en (4.3). Ils constituent une algébre notée ce(p, )"
Désignons encore avec des tildes les coordonnées de Darboux conformes du supercotangent
de R™, qui est le produit direct T*R"™ x IIR™, méme si elles coincident avec les coordonnées
naturelles. Ainsi tout ce qui suit sera valable aussi bien sur le supercotangent de R"™ que,
localement, sur celui d’une variété conformément plate (M, g).

Tout d’abord, les endomorphismes de S°(R™)[¢] commutant aux translations et di-
latations sont des opérateurs différentiels sur S?(R™)[¢]. Ce résultat est démontré dans
[67] pour l'espace des symboles S?(R™), sa généralisation au super-symboles S?(R™)[¢]
est immédiate. La commutation avec les translations assure, de plus, que les coefficients
sont indépendants de . On en déduit que le commutant a 'action des similitudes dans
End(S°(R™)[€]) est inclus dans 'algébre

ClO1, s OpsPrs -3 Py Oy o5 0y € €7 01, Ozl (4.11)

que nous notons de maniére plus compacte C[éx, D, Op, , 85]n. Cette derniére algébre est na-
turellement incluse dans End(Clz, p, ],). Or le commutant de e(p, ¢) dans End(Clz, p, £],),
pour 'action L% définie en (4.3), correspond précisément a ’algébre des invariants sous
o(p, q) de C™ en les cing arguments J,, p, Op, , Og, au sens de H. Weyl [104]. Nous allons uti-
lisé la distinction entre invariants pairs et impairs introduites par H. Weyl, et dénommé par
commutant pair de e(p, q) le sous-ensemble e(p, q)'+ des invariants pairs. C’est le commutant
de e(p, q) dans End (Clz, p, an), Iespace des endomorphismes invariants par changements
d’orientation de R"”, i.e. invariants par l'application identique sur les coordonnées a l’ex-

1

ception de, par exemple, ! — —2! p; — —py et €' = —¢!. Le commutant complet de

e(p, q) est donné dans l'annexe B.

Proposition 4.1.5. L’algébre de Lie euclidienne e(p,q) se plonge dans ’espace des en-

domorphismes des polynomes Clz, p, é]n via la dérivée de Lie des symboles L_‘;. On note
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e(p,q)'y le commutant de limage de e(p,q) dans End, (Clz, p, €ln) ; il est engendré, comme

algébre, par les opérateurs

R=p'pi, E=pidp+5 T=0z0, ¥==0;-% (4.12)
A=EPi, ®=pda, V=_E0 Q=005
engendrant ’algebre de Lie spo(2]2), et par les opérateurs
G=pd, D=050, L=0,0,, (4.13)
=0, A=00,

engendrant ’algébre de Lie h(2]2).
Le commutant e(p, q)', est isomorphe a $(spo(2[2) x (2/2)), pour n > 3.

Précisons que les indices des différentes variables sont montés ou descendus a ’'aide de
la, métrique plate 1. Nous travaillerons par la suite plutot avec les opérateurs £ = p;0p, et
Y = £19; que E et X

Démonstration. Remarquons que le commutant e(p, q)'+ de e(p,q) dans lalgebre
des endomorphismes Endy (C[z,p,£],), est égal au commutant pair de o(p,q) dans
C[@Nx,ﬁ, 8]5,5, 85]71- Maintenant, l’action de o(p,q) donnée par (4.3) coincide avec l'action
canonique de o(p,q) sur C™, ou son dual, pour chaque type de variables 0., p, 815,5,65.
D’aprés [104], l'algébre des invariants est donc engendrée par les 15 produits scalaires
entre ces 5 types de variables, dont les deux carrés de variables impaires qui sont nuls.
Les 8 produits scalaires qui n’impliquent pas 0, s’identifient aux polynémes homogénes
de degré 2 sur le superespace vectoriel symplectique T*C, et forment donc 1'algébre de
Lie spo(22). Les cinq autres s’identifient aux polynémes homogeénes de degrés 0 et 1 de
T*C'1, et forment ainsi la superalgebre de Lie de Heisenberg h(2[2).

Pour montrer que e(p, q)!, est isomorphe & 4(spo(2(2) x h(2[2)), pour n > 3, il suffit de
montrer que les 13 opérateurs exhibés sont indépendants. dans Clz, 8;;, D, Op, §~ , 8§]n. L’ar-
gument est donné dans [37] pour les 6 opérateurs engendrant e(p, q)'_~_ dans C[z, 9, p, Opln-
A savoir, ils sont indépendants fonctionnellement comme le montre d(5'p;) A d(piE) A ... A

d(0505,) # 0. O

Remarque 4.1.6. Deuz éléments sont trivialement dans le centre de e(p, q)ﬂr, a savoir £ et
>3, dont les espaces propres définissent la bigraduation de l’espace des symboles. L’ opérateur
E est Uopérateur d’Fuler, et nous baptiserons logiquement ¥ opérateur d’Euler grassman-

nien.
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Ainsi un endomorphisme Q de S%[¢], commutant & I’action des similitudes donnée par

(4.3), est dans 'algébre enveloppante engendrée par ces 13 générateurs, i.e.,
Q = Crsgmodrledwdi B A GITTRI B ATV QY DT, (4.14)

Tous les exposants des opérateurs impairs sont nécessairement égaux a 0 ou 1. On veut
de plus que @ commute aux dilatations. Il nous faut donc calculer les commutateurs entre
Lg(o et les 13 générateurs de e(p, ). On retrouve les résultats connus [37] pour les six

générateurs qui sont dans C[0,, p, Opn,

[R’ L*(;(O] = 2R, [5’ Lgfo] =0, [T’ Lg(g] = 2T,
G, L%, =2G, [D,I%]=0, [L,L%]="2L.

Le calcul des 7 autres commutateurs donne

2, L%,] =0, (A, L%, = A, [@,L%,] = @,
(W, L, ] = -7, 0,05 ]| =-9, [[,L%,]=T, (A, L%,] = A.

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 4.1.7. Le commutant pair de [’algebre de Lie ce(p,q) des similitudes, dans

End; (Clz,p,&])n, est la sous-algébre de U(spo(2]2) x §(2|2)), engendrée par les mondmes

(4.14) vérifiant la condition suivante sur les exposants :
2r +29+20+0+ ¢+ v+ A -1 —w—2t=0. (4.15)

Remarque 4.1.8. Au lieu de la métrique plate n;; et des fonctions coordonnées 52 (= Féﬁi
sur U), on peut utiliser mﬂvolF% et £i|vol|% pour définir les générateurs de e(p,q)' (i.e.
g¢j|volg]_% et £ = §i|volg]% sur U). Leurs lois de transformations sont les mémes par
1sométries, par contre les opérateurs ainsi obtenus sont tous invariants sous dilatations et
globalement définis sur une variété conformément plate (M, g). L’équation (4.15) traduit

alors que chaque mondémes de () doit étre de poids total nul.

4.2 La quantification conformément équivariante des sym-
boles de degrés 0 et 1 en coordonnées de Darboux
conformes

Nous déterminons ici la quantification QM : Sik[ﬁ] — Dz’“ , pour £ = 0,1, comme

isomorphisme linéaire o(p + 1,¢q + 1)-équivariant qui préserve le symbole principal. Le

Lemme 4.2.1 d’une part et I'ordre normal d’autre part, permettent de se ramener & ’étude
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de QM - S%k(]R”)[&] — S% w(R™)[€]. La situation sur R™ est figurée par le diagramme com-
mutatif suivant
Dy (4.16)
A,
s
QM
S2ile) = S, lel.

La Proposition 4.1.7 nous fournit la forme des endomorphismes de S?(R™)[¢] équiva-
riants sous ’action des similitudes et invariants sous changements d’orientation. La condi-
tion additionnelle de préservation du symbole principal pour la graduation en §~ et le Lemme
4.2.1 permettent alors d’obtenir sans difficulté la quantification conformément équivariante
des symboles de degré 0 en les impulsions sur M. Elle coincide avec 'ordre normal obtenu
dans le Théoréme 3.3.9. Nous recherchons ensuite toutes les quantifications équivariantes
sous les similitudes des symboles de degré 1 en les impulsions, en imposant la préservation
du symbole principal pour la graduation en p seulement. Elles sont, comme nous le verrons

n (4.18), données par la combinaison linéaire de cing opérateurs différentiels sur S°[€].
L’équivariance sous les inversions conformes se traduit par un systéme linéaire en leurs
cinq coefficients. Sa résolution méne a une unique solution, que nous explicitons, sauf pour

0= %, cee ”T‘H qui constituent les cas dits résonants. Pour (5 = l ”—‘H le systéme admet des

solutions si et seulement si A = ”2—;1, respectivement A = —5-, 11 est possible de préserver
I'unicité de la quantification en lui imposant la condition de Dirac QM(P) = QM (P)*.
Pour 6 = %, ..., 1, les deux o(p + 1, ¢ + 1)-modules S°[¢] et DM* ne sont pas isomorphes.
Enfin, I’Annexe B permet de formuler les théorémes concernant la quantification confor-

mément équivariante sans ’hypothése d’invariance par changement d’orientation.

4.2.1 Lemme préparatoire

Nous souhaitons déterminer la quantification conformément équivariante sur M a partir
de celle de R™, par transport via les cartes adaptées a la structure conformément plate sur
M. Pour (U, $) une telle carte, nous définissons par transport ¢*QM : (SJ(U)[¢], L°) —

(S,‘z(U )[€], LM, grace au diagramme commutatif suivant que nous allons expliquer,

Ql*g]“
/\
(SHU)[e], 19) L2 (S (U8, £Mw) —2s (DMR(), £20) (4.17)
’ ‘| g
(SHRM)[E], %) -5 (SUR™) €], L)~ (DMH(RN), L)),

L’action de ¢ sur ’espace des symboles Sg(U )[£] est d’envoyer les coordonnées de Darboux

conformes du supercotangent au-dessus de U sur celles du supercotangent de R™. L’ex-
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pression des actions classiques LS, données en (4.2), et quantiques Eﬁ‘(’“ , données en (4.7),
en ces coordonnées est indépendante de la métrique conformément plate. Il en découle que
les deux fléches verticales de gauche du diagramme précédent sont des isomorphismes de
o(p + 1,q + 1)-modules. Ainsi ¢*QM* étant défini tel que la partie gauche du diagramme
commute, c’est un isomorphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-modules si et seulement si QMM Dest.

Par ailleurs, la dérivée de Lie E}\(’“ étant obtenue par transport via 'ordre normal, cf
Proposition 4.1.1, les applications Ny et N sont des morphismes de o(p+1, ¢+ 1)-modules.
L’action de la derniére fléche verticale est telle que la partie droite du diagramme commute,
ce qui lui impose d’étre un morphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-module également.

Les deux fleches verticales a la gauche du diagramme définissent des identifications
locales entre les deux modules des symboles et des opérateurs différentiels, sur M et R™.
Cela nous permet d’appliquer le Lemme 2.2.5 et d’en déduire une correspondance entre les
quantifications conformément équivariantes sur M et R™. Si A oQ™M* est une quantification
conformément équivariante sur R, alors Ny o ¢* QM coincide avec la restriction & U d’une
quantification conformément équivariante sur M, Q‘)‘[’J“ .

Nous obtenons ainsi le lemme suivant.

Lemme 4.2.1. Soit (M,g) une variété conformément plate et (U, ¢) une carte de M
définissant des coordonnées de Darbouzr conformes sur M. I existe une correspondance
biunivoque entre les isomorphismes de o(p+1,g+1)-modules QM : 2, (M)[€¢] — Dz’“(M)
et QM (S2L(RM)E],LO) — (S, (RM)[E], L), préservant le sym_bole principal. On a
QM = Ny o;b*Q)““, ot Ny est Vordre normal associé & la carte (U, ) donné en (3.109).

Ainsi il suffit d’obtenir la quantification conformément équivariante sur R™, on peut
I’obtenir ensuite sur une variété conformément plate directement & condition de se placer

en coordonnées de Darboux conformes.

4.2.2 La quantification conformément équivariante des symboles de de-
gré (

La quantification conformément équivariante des symboles de degré 0 en les impulsions
nous fournit une nouvelle construction de l'isomorphisme canonique entre ’espace des
formes différentielles sur M et les sections du fibré de Clifford. Le symbole principal est
choisi ici comme le symbole principal pour la graduation en € de Sg [¢]. Commengons par

le lemme suivant, dont la preuve est triviale, mais qui est utile pour la suite.

Lemme 4.2.2. Soit P € C[X]| un polynéme a coefficients complexes, et ¥ = gi(%, lopé-
rateur d’Euler grassmanien. L’action de P(X) sur lespace des symboles de degré k en ¢,
Sffﬁ[ﬁ], est lopération de multiplication par P(k). Elle est donc entiérement déterminée

par les n+ 1 nombres complexes P(k), kK =0,...,n.
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Proposition 4.2.3. Il existe un unique isomorphisme de o(p + 1,q + 1)-module QM :
Sg €] — DS’“ préservant le symbole principal donné par la filtration en é 1l est donné par

l’ordre normal.

Démonstration. Grace au Lemme 4.2.1, ceci est équivalent a montrer qu’il existe un unique
morphisme de o(p+1, g+ 1)-module Q sur SJ(R™)[¢] préservant le symbole principal donné
par la filtration en 5 , et qu’il est donné par l'identité. Nous donnons ici la preuve dans le
cas ou cet isomorphisme () est en plus invariant sous changement d’orientation, se référer
a I’Annexe B pour le cas général.

Un tel @) étant équivariant sous 'action des similitudes, la Proposition 4.1.7 s’applique.
Il ne peut y avoir de dérivation en p dans les mondémes composant @, ils vérifient donc, voir
(4.14), t = d = ¢ = w = e = 0. L’équation exprimant 'invariance sous dilatation (4.15)
montre alors que @) est un polynéme en 'opérateur . La préservation du symbole principal
pour la graduation en f impose enfin & @, d’aprés le Lemme 4.2.2, d’étre 'identité.

La quantification, & valeurs dans DM, est donc donnée par I’ordre normal. O

4.2.3 Quantifications équivariantes sous les similitudes des symboles de
degré 1

Nous sommes en mesure de donner la forme de toutes les quantifications équivariantes
sous les similitudes de S, (R™)[¢]. Par définition, elles préservent le symbole principal pour

la filtration en p.

Proposition 4.2.4. Soit N' 'ordre normal sur R" et Q : S, (R")[¢] — DY (R™) un
morphisme de ce(p,q)-module préservant le symbole principal pour la filtration en p et

invariant par changement d’orientation. Alors @ = N o Q, avec

Q =1d + Cd(E)D + CW/}(E)F\I’ + C)\TJJ(E)A\I/ + CVW(E)FQ + CAW(E)AQ, (4.18)
ot les coefficients cg(X), ..., can(X), sont des polynomes en 3 = éi(?gi, l"opérateur d’Euler
grassmannien.

Démonstration. La composition avec I’ordre normal nous rameéne & chercher les morphismes
Q de S(R™)[¢] pour sa structure de ce(p, ¢)-module. En effet les actions classiques Lg( et
quantiques Ei‘(’“ coincident sur S (R™)[¢] pour X une similitude infinitésimale. D’aprés la
Proposition 4.1.7, @ est une somme de monomes de la forme (4.14), vérifiant la contrainte
(4.15). Comme @ agit sur les symboles de degré 1 en p, il en découle que chaque monéme
doit comporter au plus une dérivation en p, i.e. e+d+ 1Y +w+ 2t < 1. Il en découle ¢ = 0,
et en utilisant (4.15) on obtient r =g =1=0etd+ o +v+ A=Y +w < 1.

Seul le monome égal a 'identité vérifie d + 1 4w + 2t = 0, par préservation du symbole

principal. Si d = 1, le monome est nécessairement de la forme c¢4(3)D, avec c¢g(X) un
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polynéme en 3. Si ¥ ou w = 1, alors §, ¢,y ou A est égal a 1, les autres étant nuls. Par

préservation du symbole principal, on doit avoir § = ¢ = 0, d’ou le résultat annoncé. [

4.2.4 Les conditions d’équivariance sous les inversions

Nous étudions maintenant les contraintes additionnelles imposées par 1’équivariance
sous les inversions conformes infinitésimales, X;, pour () donnée dans la proposition pré-

cédente. Celles-ci s’écrivent, pour i =1,...,n,

E}’:‘Q = QLY. (4.19)

Le systéme des contraintes d’équivariance

Proposition 4.2.5. La condition d’équivariance conforme (4.19), pour les applications Q

de la forme (4.18), est équivalente aux égalités opératorielles suivantes sur S (R™)[¢],

h e 1 -

+ 20,4()(S — nd)& U

+200(2)(S — n(l— 8)) (Vs — ) (4.20)
+ o 20,,(D)(S — nd)&Q

+ 20w (E) (=X +n(1 - 6))9 1,

pouri=1,...,n et ot l'on rappelle que ¥ = g}-aﬁi et Q= 8@-8@, cf Proposition 4.1.5.

La preuve de cette proposition repose sur deux lemmes, chacun d’eux donnant la forme
opératorielle attendue pour 'un des membres de I’équation d’équivariance conforme (4.19),

réécrite sous la forme,
>\7
([,X:‘ . Lg() Q=1Q.L%]. (4.21)

Commengons par le premier membre.

Lemme 4.2.6. Pour toutt=1,...,n, on a l’égalité suivante,
e = (oo, +wo, — g0 - Lo, 4.22
vt = 2 (20005 + w0 — - J0g (42

Démonstration. 11 suffit d’utiliser 1’écriture (4.10) de E;‘—(“ , ainsi que les formules des gé-
nérateurs U et  de e(p, q):_, données dans la Proposition 4.1.5, pour obtenir la formule

annonceée. ]

Comme la différence (4.22) est un opérateur faisant strictement diminuer le degré en p,
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son produit avec @), restreint aux symboles de degré 1 en p, le laisse invariant. Il reste alors

a évaluer le second membre de (4.21).

Lemme 4.2.7. Soit ) un endomorphisme de Sgl( ™€) de la forme (4.18). Pour tout

i1=1,...,n, on a l’égalité suivante,

QL% ] = 2ca(3)(W0s — &

- — Oy) (4.23)

+ o+ 4+ o+
[\)
iy
S

La démonstration de ce lemme est effectué dans ’Annexe A, elle est de nature essen-

tiellement calculatoire,.

Solution des contraintes d’équivariance

Grace au Lemme 4.2.2; les cinq coefficients, polynéomiaux en ¥, intervenant dans 1’ex-
pression (4.18) de @, sont déterminés sur espace des symboles par leur valeurs en les
entiers 0,...,n. Le lemme suivant traduit le systéme d’équations opératorielles (4.20) en

équations sur les n + 1 valeurs de ces cingq coeflicients.

Lemme 4.2.8. Le systéme d’équations opératorielles (4.20) sur S?(R™)[€] est équivalent

au systeme d’équations suivant st n > 2,

n(1 =) (cal0) + exp(0)) = Tnn, (4.24)
n(1 = 8) (ca(n) + cru(n)) = Thm, (4.95)
(n(1—8) + 1) ca(r) = Th <n/\ + ;) Cpowrke[ln—1], (426)
(k) (k42 -n8) = 0, pour ke [0,n— 2, (4.27)
xo(R)(—h+2+n(1—6) = —%, pour k € [2,7] (4.28)
oK) + (5 = nb)esu (k) = —%, pour & € [1,n — 1], (4.29)
k) + (5~ (L= expls) = 2 pour s e [Ln—1] (4.30)

Démonstration. 11 s’agit donc de résoudre, sur son domaine de définition SJ(R™)[¢], la

famille d’équations opératorielles (4.20), que doivent satisfaire les coefficients c4(X), ¢4y (2),
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(), (X)), erw(T). Utilisant le Lemme 4.2.2, et raisonnant pour i fixé? entre 1 et n,

léquation (4.20) est équivalente & n 4+ 1 équations opératorielles,

? <2n)\815¢ + ‘11851 — ézQ — 181 > = QCd(I{)(\I’agi — fZQ + n(l — 5)3131)

2
+ 2e(K) (K +2 — nd)&§V (4.31)
+ 2enp(r)(k —n(1 = 6))(Y0 — Op,)
+ 2ey(K) (K —n8)EQ
+ 20w(K)(—r+ 2+ n(l - §))da1,
ol kK = 0,...,n, le domaine de définition des deux membres étant Sfﬁ(]R”)[é]. Cinq opé-

rateurs apparaissent dans cette équation, 9;,, \I'(?gi, &0, 60, 8@9. Les deux derniers sont
indépendants de tous les autres, ou nuls, sur chaque espace Siﬁ(R”)[f]. En effet, §~Z\I/ aug-
mente de 2 le degré en f et 8g~iQ le diminue de 2, quand les trois autres opérateurs le laisse
invariant.

On peut donc isoler, pour tout k = 0,...,n, les termes en facteur de chacun de ces deux
opérateurs. Pour &, cela méne a Cyp(R)(k+2— nd)&;W = 0, et pour 6@-9, cela conduit
a 205, (K) (=K +2+n(l —0))0s 2 = —%8@{2. On détermine trivialement les valeurs de
pour lesquelles ces opérateurs sont nuls et donc ces équations triviales. On obtient d’une
part,

cyp(k)(k+2—-n0) =0, pour ke [0,n—2],

et d’autre part,
h
Ow(R)(—k+24+n(l—=9)) = —g bour K€ [2,n].

Il nous reste a traduire les n+1 équations opératorielles pour les trois autres opérateurs in-
tervenant : O, W0z, £ On constate tout d’abord que seul Oz est non nul sur Sf,o (R™M[¢];

il en découle que

n(1 = 8) (ca(0) + exp(0)) = Thm. (4.32)

Ensuite, les trois opérateurs coincidant sur Sin(]R”)[&], on obtient

n(1—96) (ca(n) + cyw(n)) = ?n)\. (4.33)

Nous pouvons alors traiter en bloc les cas ot k = 1,...,n — 1, en spécifiant & chaque
fois une fonction non nulle pour un seul des trois opérateurs. Pour cela nous utiliserons
le fait que la dimension de M est n > 2. Ainsi 05 et &) sont nuls sur une fonction du

type ﬁjgigjl 801 avec § £ 4, g1, .., Jr1, Mais pas \118@. On extrait ainsi de (4.31) les

2. Chaque valeur de i conduit aux mémes équations en les coefficients.
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équations suivantes,
h
ca(k) + (K —n(l —90))cexng(k) = 5 pour K€ [1,n—1]. (4.34)

De méme, sur une fonction du type ﬁjgjéjl .. .gj“—l, oll on ne somme pas sur j et ou
i 7 J,J15- -5 Jr—1, les opérateurs Oy et \118@- sont nuls, mais pas 'opérateur éZQ De (4.31)

s’ensuit donc,

—cq(K) + (K —nd)cyw(k) = — pour k€ [1,n—1]. (4.35)

57

I1 ne reste plus qu’a constater que les n équations opératorielles (4.31) sont équivalentes
aux équations précédemment obtenues pour les coefficients, avec en plus les n—1 équations

suivantes, venant des facteurs en 9,
h
n(l—0)cq(k) — (k —n(l —90)) ery(k) = —nA, pour k€ [l,n—1]. (4.36)
i
Nous sommons enfin cette équation avec Uantépénultiéme (4.34), pour aboutir a
h 1
(n(1=0) +1) (ca(k)) = ~(nA+5), pour k€& [Ln—1],

et achever ainsi la preuve du lemme. O
De ce dernier lemme découle la proposition suivante.

Proposition 4.2.9. La condition d’équivariance conforme (4.19), pour les applications
QM de la forme (4.18), est équivalente, pour n > 2,

(X —nd)cyyy(X)I'Y = 0 (X=2,...,n) (4.37)
(n(l=9) = L), (B)AQ = —%AQ (X=0,...,n—2) (4.38)
(n(1—=0)+1)ca(X) = ? (n)\ + ;) (X=0,...,n) (4.39)

(X —nd)cr (X)) = <cd(2) — ;) ro (X=1,...,n) (4.40)

(n(1—8) — D)eap(D)AT = (cd(z) - h_) AT (2=0,...,n—1), (4.41)

les valeurs entre parenthéses désignant les valeurs que peuvent prendre X sur un mondme.
Rappelons que I' = é’éz et A = 85i5i’ cf Proposition 4.1.5.

Démonstration. Soit @) donné par (4.18), vérifiant la condition d’équivariance conforme
(4.19). La Proposition 4.2.5 montre alors que ses coefficients sont déterminés par I’équation

opératorielle (4.20), traduite en un systéme d’équations sur les coefficients dans le lemme
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précédent. L’équation (4.27) de ce systéme, combinée avec le fait que I'U augmente de 2
le degré en ¢, conduit a (4.37). De méme, Péquation (4.28) combinée avec le fait que AQ
diminue de 2 le degré en € conduit a (4.38).

Les équations (4.26), (4.29), (4.30), conduisent aux égalités opératorielles correspon-
dantes, respectivement (4.39), (4.40), (4.41), sur espace @@"'_; Sf},i[f]. Il reste & montrer
ces égalités opératorielles sur Sf’o[ﬂ et an[g]

Tout d’abord, I’équation (4.26), qui fixe c¢4(k) pour k =1,...,n — 1,

(n(1— 8)+ 1) calr) = ? <n)\ + ;) ,

peut étre prolongée a tout x pour obtenir I'équation (4.39). Ce choix est sans influence
pour la quantification ). En effet, D et AV étant égaux sur Sio[f], et D et I'Q étant
égaux sur Sf}n[f], seules les sommes ¢4(0) + cxy(0) et cg(n) + cyw(n) importent, et non
les valeurs individuelles des coefficients. Une fois les valeurs de ¢4(0) et cq(n) fixées par
I'égalité(4.39), les coefficients ¢y (0) et ¢, (n) sont alors déterminés via respectivement les

équations (4.24) et (4.25). Ainsi la valeur de ¢, (n) est donnée par

(1 = 8) (calm) + ufm)) = A

ot ¢4(n) est donné par (4.39). En ajoutant cq(n) a chaque membre on obtient alors

7% <n)\ + ;) +n(l —0)cyw(n) = cq(n) + Thn/\,
qui coincide avec (4.40) pour ¥ = n. Il suffit alors de constater que I'Q? est nul sur les
symboles de degré 0 en € pour aboutir a 'équation opératorielle (4.40) sur S¢[€].

Le raisonnement pour obtenir la derniére équation (4.41) est le méme. Le coefficient
cap(0) fixé par (4.39) et (4.24) correspond a celui donné par (4.41) pour ¥ = 0. La nullité
de AU sur les symboles de degré n en & conduit alors a 'équation opératorielle (4.41)

sur SY[¢]. O

4.2.5 La quantification conformément équivariante O™ des symboles de
degré 1 : cas non résonant

Nous sommes désormais en mesure de montrer 1’existence et unicité d’une quantification
conformément équivariante des symboles de degré 1, et d’en fournir une formule explicite
en coordonnées de Darboux conformes (¢, j;, 5’), et ceci pour toute variété conformément
plate (M, g) via le transport donné par ses cartes conformes, comme explicité en (4.17).
Ce paragraphe traite le cas de valeurs génériques du poids d des symboles. Par commodité

d’écriture nous utilisons les notations suivantes : 95, P = P et Oz P = Pj.
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Théoréme 4.2.10. Soit (M, g) une variété conformément plate. Pour nd #1,...,n+1,
il existe une unique quantification conformément équivariante QM 8%1[5] — Di\’“, qui

s’écrit localement, en coordonnées de Darbouz conformes et avec N ’ordre normal associé,

QM = N o (Id + ca(D)D + cxp(R)AT + 00 (S)TQ + cm(z)m) , (4.42)

ou encore explicitement, pour P € S[¢],

QMY(P) = N(P') 1o,
+ N ((Cd + exg) 0Pt — ey PFED; P A4 0y €105 P 4 Cr Ujkéjpﬁ;> .

(4.43)
Les coefficients sont des fonctions de opérateur d’Euler grassmannien 3 = éiagi, donnés
par
h n\
ca(¥) = 7 2n2(1;$r)1+27
R n(1—95—2X)

o (X) = 7 E—n(1=0))(2n(1-06)+2)’ (4.44)

c (Z) _ _E n(1,5,2)\) ’

W i (X—nd)(2n(1-9)+2)°

h 1
() =T gmaasey-

Démonstration. Grace au Lemme 4.2.1, la démonstration se raméne au cas plat. La Pro-
position B.0.16 donnée en annexe permet de se ramener au travail précédent effectué avec
I’hypothése d’invariance sous changement d’orientation de la quantification. Nous pouvons
donc appliquer la Proposition 4.2.9. Vu les valeurs que peut prendre X dans chacune des
cing équations données, la condition nd # 1,...,n + 1 permet de diviser & chaque fois par

le terme en facteur de chacun des coefficients. Cela conduit au résultat annoncé. O

4.2.6 La quantification conformément équivariante des symboles de de-

gré 1 : cas résonants

Pour les cas non résonants, la quantification conformément équivariante existe et est
unique. Il existe deux types de cas résonants. Dans le premier cas 'unicité de la quantifi-
cation conformément équivariante est perdue, et dans le second c’est son existence méme

qui fait défaut. Commencgons par traiter du premier cas.

Théoréme 4.2.11 (Cas résonants). Soit (M, g) une variété conformément plate. Il existe,
1 n+l

oy "=, des quantifications conformément équivariantes QM Sil[ﬂ — Di\’“, a

pour § =

condition que [’on ait, respectivement, A = "2—711 et A = 5—5 En coordonnées de Darboux
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conformes, et avec N l’ordre normal associé, elle sont respectivement données par

n—1 n+1l fL h
nolmel Id+ D+ aAW6s, 1 + b0 " Aa), | @4
Qa2 N0<d+2i +alA¥iy 1 +b 52’1+4|(E—n+1) ) (4.45)

ot a et b sont des constantes libres, et 0x ) est nul si ¥ # k et égal a 1 sinon; et par,

—1 2n+41

b 9cy(T b 9cy(T
Q3 o :No<ld+cd(g)p+lcd()qu_ 7 cal )I‘Q+ h )AQ 7

2(X+1) 20X —n—1) 4i(X 41

(4.46)

ot cq(X) est maintenant un polynéome arbitraire en Y.

Démonstration. Comme pour le Théoréme 4.2.10 les coefficients sont déterminés a partir
de la Proposition 4.2.9. Pour les deux valeurs de d étudiées, les termes en facteurs de ¢, (X)
dans (4.37) et de ¢y, (X) dans (4.38) sont toujours non nuls; leurs expressions précédentes
sont donc inchangées.

Commencons par traiter le cas § = % Le terme en facteur de ¢4(X) dans (4.39) ne
s’annule jamais, I'expression de ce coefficient est donc également inchangée. Il en est de
méme pour ¢y (X) si ¥ < n—1 et pour ¢y, (X) si ¥ > 1. Les équations (4.40) et (4.41),
pour X = 1 et ¥ = n — 1 respectivement, fournissent alors ¢ = zﬁ. Cela impose, vu
Péquation (4.39) donnant cq, A = =L, Par ailleurs, les deux coefficients ¢y (1) et ¢y (1)
sont alors des parameétres libres. Il ne reste plus qu’a substituer les valeurs de § et A dans
les coefficients pour obtenir (4.45).

Si § = 2t Téquation (4.39) donnant cq(X) devient 0 = nA+ 1. Le polynome cq(X) est
alors arbitraire et on a nécessairement A = 1. Par contre, les équations (4.41) et (4.40)
montrent clairement que cyy(X) et ¢, (2) sont alors déterminées de facon univoque en

. . -4 »)—L
fonction de ¢4(X), on obtient ¢y, = Cdé )n et oy = %. En remplacant les valeurs

de A et 6 données précédemment, on aboutit & l'expression (4.46). O

Enfin, pour les valeurs de 0 restantes il n’existe pas de quantification conformément

équivariante.

Théoréme 4.2.12. Supposons dim M = n > 2. Pour nd = 2,...,n, il n'existe pas de

quantification conformément équivariante QM Sgl[f] — Di\’“.

Démonstration. Supposons qu'une telle quantification existe. Le Lemme 4.2.1 permet
de se ramener a R™, ot la Proposition B.0.16 en annexe montre quun morphisme
Q : (SYRM)[E], L) — (S°(R™)[€], L) préservant le symbole principal, et équivariant

sous l'action des similitudes, peut s’écrire sous la forme

Q =1d + ca(Z)D + ¢ (D)TV + cxp (D)AT + ¢, (S)TQ + 0 (T)AQ. (4.47)
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La condition d’équivariance conforme (4.21) voit son membre de gauche inchangé. On peut
donc encore isoler le terme dont il est en facteur pour obtenir I’équation (4.38). Celle-ci
conduit & une contradiction pour nd = 2,...,n, dés que la dimension de M est supérieure

ou égale a 2. D’oul le résultat annoncé. O

4.2.7 La quantification conformément équivariante des symboles de de-
gré 1 et Paxiome de réalité

Rappelons que, pour les symboles, la conjugaison a été définie en (3.110) et pour les
opérateurs différentiels spinoriels, I'adjonction a été fournie par la Définition 3.4.2, pour
A+p = 1. Nous pouvons alors tester si la quantification conformément équivariante satisfait
'axiome de réalité : QM (P) = QM (P)*, pour P un symbole de degré 1. C'est I'une des

3 conditions demandées par Dirac pour une quantification.

Proposition 4.2.13. Soit \+pu=1,etd=p—X. Sind #1,...,n+ 1, alors l'unique
quantification conformément équivariante QM 8%1 — Di\’“, donnée par le Théoréeme
4.2.10, vérifie QM(P) = QM(P)* pour tout P € Sgl et s’écrit alors

h h
A — -
Q _NO<Id+2iD+4i(22nA)AQ)' (4.48)

St = % ou o = ”TH, il existe alors une unique quantification conformément équiva-
riante vérifiant QM(P) = QMY(P)* pour tout P € 8%1- Elles sont données par l’équation
n—1

précédente évaluée en, respectivement, A = %L et A\ = — 5.
’ ’ 2n 2n

Démonstration. Sur les symboles de degré 0, la quantification conformément équivariante
coincide avec I'ordre normal, et la conjugaison sur les symboles a été précisément définie
telle que N(P) = N(P)*. Il nous reste donc a étudier la contrainte QM*(P) = QM(P)
sur les symboles P de degré 1.

Comme dans le cas des fibrés cotangents, ) = Id + %D vérifie Q(P) = Q(P) pour tout
P € S)[¢]. D’autre part, la définition donnée en (3.110) de la conjugaison des symboles,
montre que ?AQP = ThAQP mais par contre iTiA\IJP = —?A\I’P, et de méme pour ?F\I/ et

ThD. Pour que QM vérifie QM(P) = QM (P) quel que soit P € S{[¢], il suffit donc que

les coefficients en AW et I'U soient nuls, et celui de D égal a %

C’est le cas pour nd # 1,...,n + 1, grace a la condition A\ + p = 1 combinée avec
Pexpression des coefficients donnée par le Théoréme 4.2.10. Pour § = %, cela impose
a="b=0, voir (4.45), et pour § = Lt cela impose ¢4(¥) = %, voir (4.46). Dans les trois

cas on obtient bien l'expression (4.48). O
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4.3 Une quantification conformément invariante

Un des buts de ce chapitre est d’obtenir une formule définie globalement pour la quan-
tification conformément équivariante Q : (S2,[¢], L°) — (Di"” , LM1)) en terme de dérivées
covariantes des spineurs et des symboles. A cette fin, nous construisons dans cette section
une quantification conformément équivariante auxiliaire, Q7, qui est conformément inva-
riante, i.e. qui ne dépend que de la classe conforme de la métrique. Cela permet d’en trouver
une expression en terme de dérivées covariantes comme dans le cas des fibrés cotangents,
traité au Paragraphe 2.3.3.

Le module de départ de la quantification Q7 est 'espace 7° = @!_, Sf;% [€], défini en
(3.107), muni de I’action naturelle de Vect(M) donnée par le relevée LY & M des champs
de vecteurs X de M, cf (4.50). L’isomorphisme d’espaces vectoriels ev, : T° — SO¢], défini
par (3.108), permet de comparer les actions, respectivement naturelle et hamiltonienne 3,
de ces deux o(p+ 1, ¢+ 1)-modules. A partir des résultats de la section précédente, il alors
aisé de construire, sur les éléments de degré 1, la superisation conformément équivariante

S‘ST, qui est un morphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-module défini par le diagramme suivant

$0g] - $0]¢] (4.49)

evg
| 4

7o,

ot S? préserve le symbole principal. La quantification conformément équivariante auxiliaire
Q?” (T OLY) — (DM, LMY est alors obtenue par composition Qé‘i“ = QM 0 S%. Elle
admet une expression covariante qui ne dépend que de la classe conforme de la métrique.
La démonstration en est donnée dans I’Annexe C, elle repose sur les lois de transformations
des dérivées covariantes des spineurs et des symboles pour des changements conformes de

métriques.

4.3.1 Actions hamiltonienne et naturelle sur ’espace de tenseurs 7°

L’espace T° est défini de maniére équivalente en terme de tenseurs en (3.106) et en
terme de symboles en (3.107). En tant qu’espace de tenseurs munis d’un poids il admet
une structure naturelle de Vect(M )-module, qui est isomorphe a celle définie par le relevé
naturel de Vect(M) & M sur l'espace des symboles (3.107). Nous donnons la définition
du Vect(M)-module 79 en ces derniers termes, mais le nommons espace des tenseurs par

opposition & I'espace des symboles SO[¢].

oy S_E )
Définition 4.3.1. L’espace des tenseurs T° = @ _, Sx." [€] est muni d’une structure de

3. pour la structure symplectique canonique du supercotangent M.
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Vect(M )-module via le relevé naturel de X € Vect(M) a M, qui a pour expression
8 i j i j 2\
L% = X'0; — pjainapi + £ Binagj +{d—— DIV(X). (4.50)
n

Pour X € conf(M,g), nous pouvons exprimer cette action en fonction de l'action
hamiltonienne de o(p + 1, ¢ + 1) sur S°[¢], grace a I'isomorphisme ev, défini en (3.108). Il
s’agit de trouver comment compléter le diagramme suivant afin qu’il commute,

577 2 s (451)

eng eng
]L6

T(S 43{) 7’5,

pour les champs de vecteurs Killing-conformes X de M.

Proposition 4.3.2. Soit X € conf(M,g). On a alors, dans un systéme de coordonnées de
Darbouz conformes sur M,

(4.52)

I

- he i
evgLk (evg) ™ = L + 5687 (8:9;X*)05

Cela se traduit localement par evg]Lg((evg)*1 = Lg( pour X une similitude infinitésimale et

par

h ~
evdL%A@vgyJ':<L§i4-275ﬂb, (4.53)

pour les inversions conformes X;, avec i =1,...,n.

Démonstration. D’aprés la formule (4.2) donnant L3 dans un systéme de coordonnées de

Darboux conformes, on a

B~ - 1 . . . ) .
(ng + mgkfj(aiank)aﬁi> = X'0i+5 (((%‘X )0z — (&X]){jaé)—Pj(ain)aﬁﬂrmz‘X :
L’isomorphisme ev, : 79 — S°[¢] vérifie evy(z?) = 2%, evy(p;) = p; et evy (&) = gi|volx]%.
On a donc (ev,)~'diev, = 9;, (evy) 'd5.ev, = I, et (evg)*lagievg = |V01x‘%8§i. On en
déduit,

(13 Lesa0xho = X0+ L (0,X)0. — (0:X7)0

(evg) x 5. &€(0:0;X7) 05, | evy = i+§((j )& Oei — (0, X7)€;0;)

+(61X1)% — pj(ain)api + <(5 — i) &X’

Or le terme = = §i8in8£j, figurant dans la formule (4.50) donnant ]Lg(, peut se

réécrire comme la somme de deux termes, qui sont de type symétrique et antisy-
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métrique, = § ((0;X")& 0z + (0;X7)€;0¢,) + 5 ((0;X%)60 0 — (8;X7)&;0¢, ). De plus, si
X € conf(M, g), on a alors 9;X; + 0;X; = 2(9,X*)5;;, ot les indices sont descendus au
moyen de la métrique plate. Le premier terme de = est donc égal a (0; X Z)% et le résultat
suit.

Les cas particuliers des similitudes et inversions infinitésimales sont immédiats. ]

Remarque 4.3.3. L’action introduite sur T° ne préserve pas la direction de la 1-forme
canonique o introduite dans la Définition 3.1.11 d’un supercotangent. En effet pour une
inversion on a evg]Lg—(_(evg)*la = 2?&-5, avec 3 = gijﬁid:vj la 1-forme canonique impaire.

4.3.2 La superisation conformément équivariante des tenseurs de degré 1

Nous définissons la notion de superisation conformément équivariante, puis justifions

cette appellation et en obtenons une formule explicite.

Définition 4.3.4. Soit (M, g) une variété conformément plate. Une superisation confor-
mément équivariante Sg— est un morphisme de o(p + 1,q + 1)-modules Sg— : (T‘;,L‘s) —
(S°[€], L), tel qu’il existe une application S° préservant le symbole principal et rendant le
diagramme suivant commutatif,

$0g] > $0)¢] (4.54)

La condition de préservation du symbole principal fait de S? une application inversible
et de S% un isomorphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-modules.

Expliquons pourquoi Sg— est appelée une superisation. L’espace des symboles des opéra-
teurs différentiels scalaires S° a été défini en (2.33), il satisfait SO ~ Sfﬁ[g]. Sa structure de
o(p+1,g+1)-module est fournie par action des champs X € conf(M, g), écrite en (2.34).
1l suffit de comparer avec I’expression (4.50) donnant l'action de X € conf(M,g) sur 7°
pour conclure que 89 s’identifie & 7:50 en tant que o(p + 1, ¢ + 1)-module. Ainsi 'applica-
tion S est nommée superisation, car elle induit le plongement de o(p + 1, ¢ + 1)-modules
S5 : 8% S9[¢].

Supposons que Sg— =800 evy soit une superisation conformément équivariante, alors
S (S%¢], engLg((evg)_l) — (S8°[¢], L%) est un morphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-modules pré-
servant le symbole principal. Comme les dérivées de Lie evg]Lg((evg)_1 et L% coincident
sur les similitudes d’aprés la Proposition 4.3.2, nous pouvons appliquer la Proposition 4.2.4
qui fournit les isomorphismes de S? [€] préservant le symbole principal et équivariants sous
I’action des similitudes. En effet, I’Annexe B permet une fois de plus d’assurer ’hypothése

requise d’invariance par changement d’orientation. Ainsi, S° est de la forme (4.18). 11 suffit
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alors, comme pour obtenir la quantification QM*, d’implémenter la contrainte d’équiva-

riance sous les inversions pour obtenir S‘ST.

Proposition 4.3.5. Soit (M,g) une variété conformément plate. Si né = 2,...,n il
n’existe pas de superisation conformément équivariante des symboles de degré 1. Dans le cas
contraire, il existe une unique superisation conformément équivariante Sg— : T<51 — Sil[f],

qut est donnée par

S7 = (Id + cg(X)['¥) o evy, (4.55)

ho 1
i no—X"

avec cg(X) =

Démonstration. Soit S = S oev, une superisation conformément équivariante. La Propo-

sition 4.2.4 montre alors que
S =1d+ cJ(Z)D + S (S)TT + 5, (D)AT + 5, (S)TQ + 3, (2)AQ,

P . . . . N -1
et I'équivariance sous les inversions (4.21) conduit a —[S, ngi] = (evg]Lizi (evy)™ — L(;Zi) S.
En utilisant le Lemme 4.2.7 on obtient 'expression du commutateur, et celle du second
membre est fournie par (4.53). L’application S est ainsi déterminée par I’égalité opérato-

rielle suivante sur Sf €],

-a?gw — 2D (W0 — EQ+ n(1 - )y
5 2)(E — nd)&U
265, i — Op) (4.56)
S
'Y
S
Crw

+ + + +

(2)(2

(X)X = n(1-9))(¥og
25,(2)(S — nd)&: Q2

(X)(=

S) (= + n(1 = 6)) 0.

§1

Le terme en facteur de ng est le seul augmentant de 2 le degré en §~ , on en déduit donc,

f& = c5,(3)(né — D)5

Sur le domaine Sf [€] de cette équation, > peut prendre toutes les valeurs entre 2 et n,
ce qui méne & une contradiction pour nd = 2,...,n, et donc a I’absence de superisation
conformément équivariante. Si nd # 2,...,n le coefficient ng est égal au coeflicient cg
annoncé. Il reste & montrer que les autres coefficients sont nuls. Or ils sont déterminés
de maniére équivalente par le systéme (4.20) en substituant 7% par 0. Sa résolution a été
effectuée indépendamment de la valeur de ?, elle est donnée dans la Proposition 4.2.9. En

remplacant alors Th par 0, on en conclut que tous les coefficients sont nuls. O
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Corollaire 4.3.6. Si 6 # %, il existe une unique superisation conformément équivariante

S‘ST : 5%1 — S%l[ﬁ], et sur un symbole P = Pip; € 89, elle est donnée par

h 1

5(py_ pis 4 "
ST(P) = Phi+ 1053

£€,0,P. (4.57)

Remarque 4.3.7. La superisation conformément équivariante Sg— n’est pas induite par le
plongement canonique C*°(T*M) — C*>(M).

4.3.3 La quantification conformément équivariante auxiliaire Q7

Nous définissons la quantification conformément équivariante Q7 = N o ev, (Q7)
comme le morphisme de o(p + 1,¢ + 1)-modules Q7 : (7°%,1.°) — (DM, L M) tel que Q1
préserve le symbole principal. Nous pouvons alors résumer la situation par le diagramme

commutatif suivant
or

Dk (4.58)
P
\S°[E] 5= S°le] —— S°[¢]

\\Tev% T

T° or T°.

Ainsi Q7 est simplement donné par la composition Q o Sz, ou la superisation Sz est
explicitée en (4.55) et la quantification Q est écrite en (4.43), (4.45) et (4.46) suivant la

valeur de .

Proposition 4.3.8. Soit (M, g) une variété conformément plate. La quantification confor-
mément équivariante Q?“ (T2, L9) — (Di\’“,ﬁ’\’”), existe si et seulement si la su-
perisation conformément équz'var_iante S(ST et la quantification conformément équivariante
QMK (821[5],L5) — (Di"“,ﬁ)"“) existent. Elle vérifie alors Q)%“ = QM oSy, ce qui se
réécrit selon

QY = QM o evy + N (esT0) ev,. (4.59)

ou encore explicitement pour nd = 1,...,.n+1,

Q) = N(Id + es(D)TT + cg(2)D + exp(S)AT + 00 (D)TQ + %(E)AQ) evy,

(4.60)
les coefficients étant les polynomes en 3 déterminées dans la Proposition 4.5.5 et le Théo-
reme 4.2.10.
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Démonstration. Si St et Q existent Q o Sy définit bien une quantification conformément
équivariante sur 72, et la formule fournit est immeédiate en passant par Q7 = N (Q o S) evy
et en constatant que QoS =@ + S —Id.

Montrons que l'existence de St et Q simultanément est équivalente & celle de Q7.
L’existence de Q7 est déterminée par celle d’une application @ o S de la forme (4.18) et
vérifiant L;‘éf(Q 0S)=(Qo S)evgl&i(evg)_l, ie.

(L3 = evgL, (ev)) ) QoS = [Q oS, Lﬁ(} .

Le membre de gauche se déduit alors des expressions (4.10) et (4.53) donnant respective-
ment ﬁ;‘éf - Lg—(i et Li—(i - engg—(i (evg)~!. Le membre de droite a déja été calculé dans le

Lemme 4.2.7, d’ou au final le systéme

h <2n)\8 + 260 + Vs — 50 ;a@n) = 2cq (D)(VOs — &+ n(1 —6)05)
+ 2c7,(2)(S — nd)& W (4.61)
+ 265,(2)(E - n(1 - 6))(¥0z — Op)
+ 201,(2)(Z - nd)Q
+ 26, (D) (=2 +n(1 = )9

Le résoudre est équivalent a résoudre indépendamment les deux systémes (4.20) et (4.56)
déterminant respectivement @ et S, et les coefficients déterminés par ces 3 systémes véri-

fient alors ¢Z

= S +c. Explicitement, le coefficient Cva est égal au coefficient cg intervenant
dans la superisation, il est donné dans la Proposition 4.3.5, et les 4 autres coefficients coin-
cident avec ceux déterminant la quantification QM*, obtenus a partir de (4.2.9). L’existence
de O est donc équivalente & Iexistence simultanée de @) et S. Cela redémontre également

les formules données pour Q7. O

La proposition précédente permet de quantifier les symboles obtenus par superisation
de Sjs , on obtient ainsi la quantification conformément équivariante des symboles Sf a

valeurs dans les opérateurs différentiels spinoriels.

Corollaire 4.3.9. Si ¢ # %, 1l existe une unique quantification conformément équivariante

Sg— : Sgl — Di"“, et sur un symbole P = P'p; € Sf, elle est donnée par

h A . h 1
Q?H(P):T <8i+1_68@-P1> +iN<n5

4.3.4 Invariance conforme de la quantification QO+

5 a,P>. (4.62)

Nous obtenons ici la quantification conformément équivariante Q7 des symboles de

degré 1 en les impulsions en terme de dérivées covariantes.
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Remarquons tout d’abord que Q7 est une quantification conformément invariante, ce
qui se traduit par une expression locale en coordonnées naturelles ne dépendant pas de la
métrique conformément plate g choisie. En effet, 'identification locale N oev, : T — DM
ainsi que les actions L6X et E}\(’“ , caractérisant QQ7, vérifient cette propriété. Comme dans
le Paragraphe 2.3.3, traitant du cas des fibrés cotangents, il reste alors & trouver une
expression covariante pour Q7 qui soit invariante conforme et qui redonne l’expression
trouvée dans le cas plat.

Commengons par le calcul des expressions des dérivées covariantes des spineurs et des

tenseurs de 79 en coordonnées naturelles sur M.

Dérivées covariantes des spineurs et des symboles

La dérivée covariante des spineurs a été définie au chapitre précédent, et la formule
(3.66) fournit son expression dans un repére orthonormé. Nous donnons désormais 1’écriture
de la dérivée covariante des spineurs de poids A en coordonnées naturelles sur une variété

conformément plate.

Proposition 4.3.10. Sur une variété conformément plate (M, g), munie des coordonnées
conformes (x'), telles que 9ij = Fn;j, la dérivée covariante des spineurs de poids X\ a pour

eTPTession,

A
ay oy (4.63)

1 .
YA Ry

Vi=0i-gp
ou F; = 0;F, ~v; = (0;), et v/ = g¥;.

Démonstration. Tout d’abord, si V est la dérivée covariante des spineurs de poids nul et

V* est celle des spineurs de poids A, on a alors

V) =V, — AL,

(2

avec I'; = ng = gll::’ 11 suffit donc désormais de calculer la dérivée covariante des spineurs

de poids nul. Pour cela, on introduit (eq)q=1,... » un repére orthonormal de (M, g). Il est relié
au repére naturel (0;)i=1,. n, défini par les champs de vecteurs associés aux coordonnées
2%, via le changement de repére e} = F_%(SZ, d’inverse 6 = Fééf Rappelons la formule

(3.25) de la 1-forme de la connexion de Levi-Civita

wh =6 (de’; + kel da:i) ; (4.64)

jita

avec F?i le symbole de Christoffel de la connexion de Levi-Civita, qui vérifie dans le cas
conformément plat I‘é?i = % (Fj(Sf + Fiéf —F kgij). La dérivée covariante des spineurs
(3.66) est alors donnée par

1
VZ' = 81 + ngi')’a’)/b, (465)
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ou v = v(n™e.) et v = v(ep). De I'expression de wj, donnée en (4.64), il découle alors
wgi'ya'yb = % (Fj'yj% — Fk'ymk), ot v; = 7(0;) et 4/ = g”~;. On obtient donc au final,

1 .
—h AR
Vi =0 - gl I (4.66)

ce qui permet de conclure. ]
La formule (3.35) définit la dérivation horizontale sur S°[¢], associée & la connexion de

Levi-Civita. L'espace 77, vu comme espace de fonctions sur M, admet donc une dérivation

horizontale donnée par

. i
0y = 0; + Tiipr0p, — T15¢ O — (5 - fng ) L, (4.67)

oul; = I‘gj. On en déduit son expression en coordonnées conformes,

1 ; 1 ; no
V k
0, =0; + °F (Fzg + kaiapk — F]pjapi) T oF (ka 8§i — F%ﬁg) — TFF‘Z" (4.68)

Détermination d’une quantification conformément invariante

Nous appellerons quantification, dans la suite de ce paragraphe, la famille d’applications

suivante.

Définition 4.3.11. Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne quelconque, V la
connezion de Levi-Civita et P € ’2'15. On appelle quantification les applications linéaires

préservant le symbole principal QT,g : ’Tl‘S — DM, données par

Ory(P) = Noey(P) IV} (4.69)

+No ey, <co gikgjg’“aiji + claivPi + ¢ gijgklﬁl(?iva +c3 giaiVPj + ¢y f]ij@ivP,ffj) ,

ou les coefficients co, ..., cq, sont des polynomes en ¥, P! = Op;, Pi = 0gi P, et enfin

- _g s .. 2
Gij = gij|volg|™n, g% = g"|volg|n.

Les termes facteurs de ¢ et de ¢4 se voient affectés d’un poids pour qu’ils soient encore
dans 79, sachant qu’ils changent le degré en £ de respectivement +2 et —2. Remarquons que
g est un invariant conforme. Pour une métrique conformément plate on a g;; = 7;; ‘VOII|7%,
avec |vol,| la forme volume locale donnée par un systéme de coordonnées conforme vol, =
det AL A da™.

Nous déterminons désormais, dans la classe d’applications précédemment définie, celles

qui sont invariantes sous changement conforme de métrique.
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Théoréme 4.3.12. Soit ¢ = Fg une métrique conforme a g, sur une variété M. La

quantification QT’* est invariante conforme, i.e.
QT,g/ = QT,g, (4.70)

st et seulement st cy = Cg, C1 = Cq + Cxyp, C2 = —Cryp, C3 = Cyyy €l C4 = C), ; Ces polyndmes
étant donnés respectivement dans la Proposition 4.5.5 et la Proposition 4.2.9.
La quantification conformément équivariante Qé‘—’“ coincide avec la quantification

conformément invariante Qr 4 sur les variétés (M, g) conformément plates.

La démonstration, technique, de ce théoréme est donnée dans I’Annexe C. Remarquons
que les coefficients ¢, ..., ¢4 de la quantification QT,g sont données, en fonctions des coeffi-
cients cg, . .., Caw, par les mémes expressions que ceux intervenant dans l’écriture (4.43) de
QM. 1 écriture covariante de Q?“ est donc obtenue en substituant les dérivées ordinaires

par des dérivées covariantes.

4.4 Formulation covariante de la quantification conformé-

ment équivariante des symboles de degré 1

Nous pouvons désormais formuler en termes covariants la quantification des symboles
QM ¢ (S91€],L9) — (DM, LM, déterminée par les Théorémes 4.2.10 et 4.2.11 en co-
ordonnées conformes, sur une variété conformément plate quelconque. Pour cela nous
allons nous appuyer sur la Proposition 4.3.8 qui I'exprime a partir de la quantification
Q?“ : (T2,1%) — (DM, L)) ainsi que sur le Théoréme 4.3.12 qui fournit une écriture
covariante de Q;‘—’“ . Nous en déduisons une formulation covariante pour la superisation
également.

Rappelons que la dérivée horizontale des symboles S?[¢] est donnée par (3.35) et celle

des spineurs de poids A par (4.63).

4.4.1 Le cas non résonant

Théoréme 4.4.1. Soit (M,g) une variété conformément plate, et P € S)[¢]. Pour
nd #1,...,n+1, Uunique quantification conformément équivariante QM Sgl[f] — Di"”

donnée dans le Théoréme 4.2.10 admet pour écriture covariante

QM(P) = N(P')Ev)
+N ((Cd + C)ﬂ/,) 8ZVP1 — C\y g“gklflaiva + Cyw 5’81VPJ] + Crw gijaiVP,fj) ,
@)

ot les coefficients sont déterminés par (4.44), et P* = 0, P, P; = O¢i P.
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Démonstration. Par linéarité de QM il suffit de montrer (4.71) pour un monéme P €
Sfﬁ[ﬁ]. Notons Q lapplication donnée par la formule (4.71). On doit ainsi montrer
QM{(P) = Q(P). La démonstration est la méme que l'on soit dans un cas résonant ou
pas. Or, d’aprés la Proposition 4.3.8, on a QM = Q?”(evg)_1 — N (esT'W). Calculons donc
tout d’abord (ev,)~!(P). Utilisant (3.46), on obtient p; = p; + %%@g] De la Définition
(3.108) de ev,, P étant de degré 1 en p, il découle que

(000)(P) = voly| 5P+ S evy) ! (éwp).
i
Comme VP est de degré zéro en p, on a donc
A Aot _ K h Fz =i
QM(P) = QY (|volg\ nP) — N (sTWP) + =N =E0P). (4.72)

La dérivation horizontale invariant vol, et ev, étant la multiplication par [voly|» sur Sp k€],

le Théoréme 4.3.12 donnant ’expression covariante de Qé‘i“ conduit a

h

Q3" (Ivoly|5P) = N(P) 7V}

+N (Co g€ Y P+ 10 P' + ¢y gijgklflazvpf)
TN (es €07 P+ cr g 0T P )

Les coefficients ¢y, ..., ¢4 étant identiques a ceux intervenant dans la formule (4.71), qui

définit dans cette démonstration Q, et ¢y étant égal & cg, nous avons
Q)" (Ivoly| ~# P) = Q(P) + N (es€¢:05 P') (4.73)
Par combinaison avec 1’équation (4.72), nous obtenons

h gzw) ,

QM(P) - Q(P) =N <csaj@-<6jv S0P o

qui est bien nul grace a I'égalité (C.11) et a l'expression de cg donnée dans la Proposi-
tion 4.3.5. o

Remarque 4.4.2. Comme au final Q = QM ’équation (4.73) obtenue dans la preuve
permet de faire le lien entre les deux quantifications QM et Q?“ pour un symbole de degré

1 en p et homogéne de degré k en &.

Remarque 4.4.3. La comparaison avec la formule (4.43) donnant QM en coordonnées
conformes montre que ’écriture covariante de QM est obtenue simplement en substituant

les dérivées ordinaires par des dérivées covariantes.
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4.4.2 Les cas résonants

Rigoureusement la méme démonstration s’applique aux cas résonants § = %, ”TH, qui

sont traités par le Théoréme 4.2.11. Il en résulte le théoréeme suivant.

Théoréme 4.4.4. Soit (M, g) une variété conformément plate, et P € SJ[€]. On note en-
core P* = Op; P, P = 0z P. Les deur quantifications résonantes données dans le Théoreme

4.2.11, ont pour expressions

n—1 n41

Q7 o (P) = N(P) V)
+iN ( OY P' + a5 n19" gug'dy PF +b521518vpj T mwaﬁp@) ’

(4.74)
ot a et b sont des constantes libres, et 0x, ) est nul st X # k et égal a 1 sinon; et,
Qm (P) =  N(P)Lv
i 1=2¢4(%) 1—2¢4(X) i
HRN (ca(R) OF P+ 155545 g 9u€ OF PF — 55285 €0F P + sty 9997 P ).
(4.75)

ot cq(X) est maintenant un polynéome arbitraire en 3.

4.4.3 Formulation covariante de la superisation conformément équiva-
riante des tenseurs de degré 1

Comme la quantification Q?“ : (TS‘SI,]L‘SX) — (Di"“,ﬁ/\’“) est égale a Q?“ = QM oSS

on déduit la formulation covariante de Sg— directement de celle de Q;” et QM-

Corollaire 4.4.5. La superisation conformément équivariante S : (T2, 1L%) — (S9[¢], L°)
a pour expression, sur un tenseur P}I,,,jmfjl L Rp e TP,
£'¢;0) PI. (4.76)

) 1 K .
ST(P) =P}, . ]Hfj S p m

4.5 Existence et unicité de la quantification conformément

équivariante en degré quelconque

Nous allons désormais prouver l'existence et 'unicité de la quantification conformé-
ment équivariante QM : (S9[¢], L0) — (DM, LMH) sur les symboles de degré arbitraire
et pour un shift § générique. Comme le montrent les Théorémes 4.2.11 et 4.2.12 portant
sur la quantification des symboles de degré 1, il existe des valeurs de § pour lesquelles la
quantification conformément équivariante n’est pas unique et d’autres pour lesquelles elle

n’existe pas. Encore une fois, le Lemme 4.2.1 permet de travailler sur R", avec 'espace
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des opérateurs différentiels spinoriels identifié & I’espace des symboles. Comme dans le cas
d’un fibré cotangent, traité au Paragraphe 2.3.4, la démonstration repose sur la diagonali-
sation de lopérateur de Casimir classique C?, écrit en (4.81), et de 'opérateur de Casimir
quantique CM*, donné par (4.82).

Nous énoncgons en fait deux théorémes d’existence et unicité portant respectivement
sur la superisation conformément équivariante Sz : (79,1.9) — (S°[¢], L?) et la quantifi-
cation conformément équivariante QM. Les valeurs résonantes pour la superisation sont
déterminées explicitement mais 'obtention de celles de la quantification semble hors de
portée, nous montrons uniquement qu’elles sont dans un sous-ensemble de Q.

La suite de la section est consacrée a la démonstration de ces deux théorémes. Nous
commencons pour cela par calculer les 3 opérateurs de Casimirs des 3 modules en jeu. Nous
donnons ensuite, dans un cadre englobant les situations des deux théorémes, une stratégie
de preuve commune. Elle raméne la démonstration des deux théorémes a la diagonalisation
des 3 opérateurs de Casimir. [’essentiel du travail consiste alors & diagonaliser 'opérateur
de Casimir C’% du module 7°. En effet, les deux autres Casimirs étant la somme de C’g—
avec un opérateur nilpotent, faisant strictement diminuer le degré en p, leur diagonalisation

se raméne & la résolution de systémes linéaires triangulaires.
4.5.1 Les résultats

La superisation

Rappelons que la notion de superisation conformément équivariante est donnée dans la
Définition 4.3.4, et que cette superisation a été déterminée explicitement sur les symboles

de degré 1 dans la Proposition 4.3.5.

Théoréme 4.5.1. Soit (M, g) une variété conformément plate et Is = {¥FL| k € N*}. i

0 & Ig, il existe alors une unique superisation conformément équivariante

S5 T° — S°[¢). (4.77)

La preuve de ce théoréme nécessite le calcul et la diagonalisation des opérateurs de
Casimir C’% et C° des 2 modules 79 et S%[¢]. Elle est donnée dans le Paragraphe 4.5.5.
La quantification

Pour mémoire, la quantification conformément équivariante des symboles de degré 1

est donnée, suivant les valeurs de §, par les Théorémes 4.2.10, 4.2.11 et 4.2.12.

Théoréme 4.5.2. Soit (M, g) une variété conformément plate. Il existe un sous ensemble

Ig de Q* (contenant Ig) tel que, pour 6 ¢ Ig, il existe une unique quantification confor-
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mément équivariante

QM+ 891 — DM (4.78)

La preuve de ce théoréme nécessite le calcul et la diagonalisation des opérateurs de
Casimir C° et CM* des 2 modules S°[¢] et DM, Elle est donnée dans le Paragraphe 4.5.5.

4.5.2 Les opérateurs de Casimirs classiques C3, C° et quantique C** des
modules 7°, S%[¢] et DM

Nous donnons ici les opérateurs de Casimirs des représentations de ’algébre de Lie
conforme o(p + 1, ¢ + 1) sur les trois modules (7°,1.7%), (S°[¢], L°) et (DM, LM). Comme
dans le cas du fibré cotangent, ils nous permettront de montrer existence et unicité de la
quantification (et de la superisation) conformément équivariante. Nous allons les exprimer

en fonction de 'opérateur de Casimir, donné en (2.73),
Cs=Ro+[1L+n(6—1)—EE—n25(5—1), (4.79)

qui est associé a la représentation de o(p 4+ 1,¢ + 1) sur I'espace des symboles 89,

Proposition 4.5.3. Soit (M, g) une variété conformément plate. Pour les représentations
respectives de l'algebre de Lie conforme o(p + 1,q + 1), Uopérateur de Casimir du module

T°, transporté sur S°[¢] via evy, est donné par :

5 = C5+ (S —n) + 2(AQ + D) — 2¢, (4.80)

celui du module des symboles SO[€] a pour expression :

h
Cs = CY + 2:T7, (4.81)

et enfin, celui du module des opérateurs différentiels spinoriels DM s’écrit

h 1 1
CW:(Jﬁ}jLi(GT—2(5+n,\+2>D+2F\II+A\I/+FQ—2AQ>. (4.82)

Le calcul de ces trois opérateurs de Casimirs est similaire & celui mené dans la Référence
[34], qui conduit aux opérateurs de Casimirs des o(p + 1, ¢ + 1)-modules des symboles S%

et des opérateurs différentiels scalaires DM, 11 est effectué dans I’Annexe D.

Remarque 4.5.4. Les termes comportant Th en facteur sont nilpotents. Ainsi C° et CM*

sont égaux a C’% plus un opérateur nilpotent, qui fait strictement diminuer le degré en p.
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4.5.3 Le role des opérateurs de Casimir

La démonstration des deux Théorémes 4.5.1 et 4.5.2 reposent sur la méme stratégie
de preuve, développée dans [34]|. Nous en donnons ici une formulation assez générale pour
s’adapter aux deux cas. Ce qui suit n’est pas spécifique a 'algébre de Lie conforme et reste
valide pour toute algébre de Lie semi-simple.

Nous débutons par la définition du caractére "comparable" de deux o(p + 1,q + 1)-

modules.

Définition 4.5.5. Deuz o(p+1,q+1)-modules (A, Lx) et (B, Lx) sont dits "comparables"
st ils vérifient les conditions suivantes,
~ Ce sont des espaces vectoriels gradués, A = @p, Ar et B = @, Bk, satisfaisant
dim Ay, dim By, < co.

Il existe une injection linéaire . : A — B qui respecte la graduation, i.e. 1(Ag) C By.

— Les actions de l’algébre de Lie conforme sur A et B sont telles que Lx ot — 10 Lx
est un opérateur sur B qui diminue le degré pour tout X € o(p+ 1,q+ 1).

— Les opérateurs de Casimir C, et Cy, de A et B respectivement, sont tels que Cp ot —

Lo Cy est un opérateur sur B diminuant le degré.

C, est diagonalisable, i.e. tout P € A se décompose en une somme finie de vecteurs

propres.

Montrer la derniére propriété pour les deux paires de modules intervenant dans la su-
perisation et la quantification est ’objet du paragraphe suivant ; elles vérifient trivialement
les autres propriétés.

Afin de simplifier les écritures, nous identifions désormais A avec son image dans B si
les modules A et B sont "comparables". Introduisons maintenant une généralisation de la

notion de symbole principal dans ce contexte.

Définition 4.5.6. Soient A et B deux o(p + 1,q + 1)-modules "comparables”. On dira
qu’une application Q : A — B préserve le symbole principal si pour tout P € A, les

éléments 1(P) et Q(P) ont méme terme de plus haut degré.

Comme un morphisme de o(p + 1, ¢ + 1)-module Q : A — B vérifie
QC, = GpQ, (4.83)

on en déduit que si P est un vecteur propre de Cy, alors Q(P) est un vecteur propre de
Cp de méme valeur propre. Cela donne des conditions d’existence sur Q et permet méme

de construire des applications o(p + 1, ¢ + 1)-équivariantes.

Lemme 4.5.7. Soient A et B deuz o(p+1,q+ 1)-modules "comparables”, et (Pu, Aa)acv

une base, paramétrée par V., de vecteurs propres de Cy accompagnés de leur valeurs propres.
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Supposons que pour tout o € V, il existe un unique PP € B tel que
CyPB =\, PB, (4.84)

et tel que Pf a le méme symbole principal que P,. Alors il existe un unique morphisme de

o(p+1,q+ 1)-module, Q: (A, Lx) — (B, Lx) qui préserve le symbole principal.

Démonstration. Montrons 'unicité. Comme Q est un morphisme de o(p+1, ¢+ 1)-modules
alors, d’aprés (4.83), P = Q(P,) est une solution de (4.84) et par définition de la préser-
vation du symbole principal, Q(P,) — P, est bien de degré strictement inférieur a celui
de P,. De plus, Q est uniquement déterminé par ses valeurs sur la base (Py)aecv ; si
I'équation (4.84) admet une unique solution pour tout « € V, il existe alors au plus un tel

morphisme Q.

L’existence s’obtient par construction. Définissons Q via Q(P,) = PP et montrons
alors que Q(LxP,) = LxQ(P,) pour tout X € o(p+1,q+ 1) et tout a« € V.

Pour cela constatons tout d’abord qu’ils ont méme terme de plus haut degré. En ef-
fet, notons P¥ € A celui de P, et y; la restriction & By. On a alors v (LxQ(Py.)) —
Yk (Q(LxPya)) = v (LxPY — Lx PF) car Q préserve le symbole principal, et cette expres-
sion est nulle par définition de la comparabilité de A et B.

Montrons ensuite que Q(LxPy,) et Lx Q(P,) sont tous deux vecteurs propres de Ci,.
Comme [Lx,Cy] = 0, la définition de Q montre que Lx Q(P,) est vecteur propre de C} de
valeur propre A,. De méme, [Lx,C,] = 0 montre que Lx P, est vecteur propre de C, de
valeur propre \,. Par définition de Q, on en déduit que Q(LxP,) est également vecteur
propre de Cy de valeur propre Aq.

L’unicité du vecteur propre de Cp de terme de plus haut degré fixé permet alors de

conclure. ]
Le lemme suivant fournit un moyen pour satisfaire I’hypothése du lemme précédent.

Lemme 4.5.8. Soit A = @), Ar un espace gradué, Co un opérateur diagonalisable sur
A préservant la graduation et N un opérateur nilpotent sur A faisant strictement baisser
le degré. L’opérateur C' = Cy + N est diagonalisable si et seulement si, pour tout vecteur

propre P, € Ay de C, de valeur propre vy, le systéme suivant posséde une solution
Vi=0,...,k—1, NPy =(y—CoyP. (4.85)

Si c’est le cas, P = Zf:o P; est vecteur propre de C de méme valeur propre que le vecteur

propre Py, de Cy.

Démonstration. Supposons que C'P = «vP. On a alors, en identifiant les termes de degré
k, CoPy, = vPy, et en identifiant ceux de degré j < k, NPj11 = (v — Co) P;. O]
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Notons que les paires d’opérateurs de Casimir Cg— et C9, ainsi que C’g— et CMH | vérifient
précisément les hypothéses du Lemme 4.5.8. Or, nous souhaitons appliquer le Lemme
4.5.7 pour démontrer les Théorémes 4.5.1 et 4.5.2, portant sur I'existence et 1'unicité de
la superisation et la quantification. Il nous reste donc & diagonaliser 1'opérateur C% et
a montrer que les systémes triangulaires de type (4.85) ont une solution unique pour
N=C%— C’% et N =CM — Cg. C’est 'objet du paragraphe suivant.

4.5.4 Diagonalisation des 3 opérateurs de Casimir C5, C?, et C**

Nous montrons ici trois Propositions 4.5.16, 4.5.17 et 4.5.18, concernant la diagonali-
sation des trois opérateurs de Casimir Cg, C?% et CM* données respectivement en (4.80),
(4.81) et (4.82). Nous diagonalisons tout d’abord I'opérateur de Casimir C4 du module 77
et identifions ses sous-espaces propres. Les deux autres opérateurs de Casimir s’exprimant
comme la somme de C% avec un opérateur faisant baisser strictement le degré en p, leur

diagonalisation découlera du Lemme 4.5.8.

Préambule a la diagonalisation de 'opérateur C’%

Commencons par rappeler 'expression de 'opérateur de Casimir du module (7°¢,1L7),
fournie en (4.80),

O =2(AQ+OU) + RT 4+ 2(X —n) +2n(n(6 —1) — ) E —n?6(6 — 1). (4.86)
L’opérateur C’g— est ainsi polynomial en les quatre opérateurs
AQ+ Vv, RT, %, E£. (4.87)

Le seul commutateur dont le calcul est non trivial est [RT, AQ + ®V], tous les autres sont
nuls. Les étapes intermédiaires sont riches d’enseignement, ainsi [RT, AQ)] = RYQ) — APT
prouve que les opérateurs RT et AS) ne commutent pas, tout comme RT et V¥, dont le
commutateur est [RT, V] = RQU — PAT. Comme, par ailleurs, [V, Q] =T et [A, @] = R,
la conclusion est aisée,

[RT, AQ + ®T] = 0. (4.88)
Ainsi pour diagonaliser Cg— nous allons diagonaliser simultanément les quatre opéra-
teurs AQ + OV, RT, Y et £.
Stratégie pour diagonaliser 'opérateur C’%

L’opérateur C’% est polynomial en quatre opérateurs AQ+®W, RT3, € qui commutent
entre eux, et se diagonalisent donc simultanément. Nous obtenons aisément la Proposition

4.5.10, donnant la diagonalisation simultanée des 3 opérateurs RT, £ et X2, la difficulté réside
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en fait dans la diagonalisation de AQ2 + ®W. D’aprés la Proposition 4.5.10, elle se raméne
a exprimer AL + ®W¥ sur le noyau de T', qu’il stabilise, en fonction de &£ et X. Pour cela,
nous introduisons le projecteur Il sur ker T, afin de définir par restriction et projection les
endomorphismes Ag, g, Pg, ¥ de ker T'. On a alors AgQg + PoVg = AQ + OV sur ker T'.

Le Lemme 4.5.13 montre alors que ®¢¥q est nul ou s’exprime en fonction de £ et X
sur I'espace ker (). Ensuite, le Lemme 4.5.14 conduit & la décomposition selon ker Qg &
Ag ker Qg du noyau de T'. Nous en déduisons la Définition 4.5.15 des sous-espaces propres

de C’% et la Proposition 4.5.16 fournissant la diagonalisation de Cg.

Diagonalisation simultanée de £,% et RT

Rappelons tout d’abord les expressions des quatre invariants euclidiens, donnés en
(4.12)
£=pibp,, L=E0u, R=ppi, T=0p0s (4.89)

La diagonalisation simultané des opérateurs £, ¥ et RT' demande un raffinement de la bi-
graduation, cf (3.105), de l'espace des symboles S[¢] = @72, B _, So . [€], qui, rappelons-
le, correspond & la décomposition en sous-espaces propres de £ et 3, de valeurs propres

respectives k et & sur S [€].

Définition 4.5.9. L’espace 837*78[5] est le sous-espace R°ker T de S°[€], avec s € N; on

note Sp . [€] son intersection avec S . [€]. Enfin, on désigne par v . s(A) et Yy x.s(A) les

restrictions d’un opérateur A aux sous-espaces 831*78[5] et S [€].

Remarquons que le Lemme 2.3.7, énoncé sur S°, se prolonge trivialement a S°[¢], et

S

fournit, en particulier ker 7% = @?%_,S?, ,[¢]. On peut alors formuler une généralisation

directe d’un résultat classique [104].
Proposition 4.5.10. L’espace des symboles admet la décomposition suivante
oo n [k/2]
S’ =D D D Sixslél: (4.90)

k=0 k=0 s=0

et les restrictions des 4 opérateurs composant Cg a ces sous-espaces sont données par

Viw,s(E) =k (4.91)
Vew,s(B) = K (4.92)
Ve,s(RT) = 2s(n+2(k—s—1)) (4.93)

Vs (AQ 4+ QW) = 25+ Ry _9,,0(AQ + ). (4.94)

Spécifions que l'on a dune part v, .s(RT) = 2s(n+2(€ —s—1)), et d’autre part
Vi, s (AQ + PU) = 25 + R, 4 0(AQ + OV).
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Démonstration. Le Lemme 2.3.7 s’applique, il fournit la décomposition S%[¢] =
D220 2. 5[€] ainsi que

Vi,s(RT) =25 (n+2(€ — s —1)). (4.95)

La preuve de la Proposition 2.3.7 se prolonge trivialement & ce nouveau cadre, on obtient
ainsi la décomposition cherchée. Comme Sg’ﬁ?s[f] C Sgﬁ[ﬂ, on trouve vy . s(€) = k et
Ver,s(X) = k5 de la formule (4.95) on déduit alors vy .. s(RT) = 2s (n+ 2(k — s — 1)).

Il reste alors a étudier la restriction de A2 4 ®@W¥ sur les sous-espaces Sgﬁy €] Soit
Pe S,‘;K,S[ﬂ, alors par définition P € R* ker T, et il existe donc @ € ker T tel que P = R*Q).
Comme on a [AQ 4+ &V, R] = 2R, l'action de l'opérateur AQ) + V¥ sur le symbole P est
donnée par

(AQ + ®V)P = 2sP + R°(AQ 4 V)@, (4.96)

et le résultat en découle. O

Sous-espaces propres de AQ) + OV

Diagonaliser AQ) + ®W¥ sur chaque sous-espace Sﬁ,n,s[f] est équivalent a l'exprimer
en fonction de £ et X sur kerT' = 837*70[5], ce que nous allons faire maintenant. Nous
travaillons pour cela avec les opérateurs A2 et WU séparément, parfois méme avec A, €2,
® et ¥ individuellement. Mais si AQ + &V stabilise ker T', ce n’est pas le cas de A et .

Nous introduisons donc le projecteur suivant.

Proposition 4.5.11. La restriction de l’opérateur 1d — mRT a ker T? définit le

projecteur Ty : ker T? — ker T'.

Démonstration. Tout d’abord montrons que ’expression donnant Iy est bien définie.
Comme IIy commute & &, il suffit de le montrer sur Sg[f] pour tout k. Ceci est alors
.. . 5. e . . 1
trivial. Si k < 2, Iy est l'identité, et si k > 2 on a IIg = Id — mRT.
Ensuite, on a kerT? = Sf’*’l[g] @ Sji*’o[f], et la Proposition 4.5.10 montre que

Y1 (RT) =2 (n+ 2(€ — 2)). L’opérateur Iy est donc nul sur Sf,*g [€]. Comme par défini-
tion 82, o[¢] = ker T', TIg vaut lidentité sur S?, ,[¢], et c’est donc bien un projecteur. [

*,%,0 *,%,0
Rappelons maintenant ['expression des 4 opérateurs, invariants sous les isométries, qui
constituent AQ2 4+ ®W¥. Conformément & (4.12), on a

A=Ep, =pdy, V=&, Q=20

Comme [T, Q] = [T, ¥] = 0, les opérateurs Q) et ¥ stabilisent ker T'. D’autre part, on a
[T2,A] = 2UT et [T?,®] = 2QT, d’out A(kerT) C kerT? et ®(ker T) C ker 2. On peut

donc introduire la définition suivante.
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Définition 4.5.12. On désigne par Qg et Vg les restrictions de ) et U a Sg*,o[f], et par
Ag et D les restrictions de IIgA et IIp® a 557*’0[5].

*

Les quatre opérateurs nouvellement définis sont donc des endomorphismes de 857*’0[5].

Commengons par donner leur table de commutation, d’'usage constant par la suite,

[] Ag Do Ty Qo
Ao 0 0 —4cAg¥y (n+&—%) —4cPy¥y
D 0 0 Y+ E —4cAp —4cP g
U —4cAgV¥g Y+ E —4cAoQy 0 0
Qo | (n+E—X)—4cDo¥y —4c®y 0 0
(4.98)
ol c = m (il est issu du coefficient de RT" dans Ilp, I'écart de 1 dans le facteur

comportant £ est di & la commutation avec ¥ ou Q qui font baisser de 1 le degré en p).

Le premier point essentiel qui en découle est la non commutation de Ag$2y et PoWy,
[(I)()\IJ(), A()Q()] = —4CAO(I)0\I/()QQ. (4.99)

Nous allons décomposer I'espace S2, ,[¢] selon ker Qo @ Ag ker Qq, puis raffiner cette dé-

#,%,0
composition en sous-espace propres de ®oVq. Ce raffinement repose sur le lemme suivant.
Lemme 4.5.13. Le noyau de opérateur Qg admet la décomposition suivante ker Qg =
(ker Qo Nker @oW) @ (ker Qo NimPyWy), et restreint a chacun de ces deux sous-espaces,

DVopérateur ®ogW est égal respectivement a 0 et £ + 3.

Démonstration. La preuve repose sur le calcul du carré de &gV,
(BoW0)? = (€ + X)DoTg — 4PocAgTofp. (4.100)

Remarquons alors que 'opérateur ﬁ@o\llo est bien défini : pour P un symbole, ®oW¥yP
est nul ou de degré au moins 1 en p. Ainsi, restreint a ker QoﬁSg . [&], V'opérateur H%q%)\l’o

est un projecteur, d’otu le résultat. ]

Nous pouvons désormais formuler le lemme central pour la diagonalisation de C, il
fournit la décomposition 82, ,[¢] = ker Qo @ Ag ker Q.

*,%,0

Lemme 4.5.14. On a la suite exacte scindée suivante

0 — ker Qp —= 82, o[¢] 290 ker Qo —=0, (4.101)
I vl
0

otia=((n+&—13) —2cd¥y)) "
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Démonstration. Montrons tout d’abord que 'opérateur af)y est bien défini. Introduisons
_ 1
A=0+E-5) - ey

symbole P est nulle ou de degré au moins 1 en p, ainsi &£ est toujours de valeur supérieure

DV, 'inverse de a. Il est bien défini car I'image ®q¥oP d'un

ou égale 1. Il stabilise S,‘z .. ainsi que ker Qg car [Qg, A] = )C<I>0\IJOQO D’aprés le Lemme

(n+2€
4.5.13, A est donc diagonalisable sur Sg . Nker Q. Il a pour valeur propre A =n+k — x
sur le noyau de ®V, et n + k — kK — % sur 'image de ®W, ou k& > 1. Ainsi la plus

petite valeur propre de A est strictement positive si k < n, cet opérateur est donc un

isomorphisme de @, _,, Sf’ﬁ M ker €2y, qui est un espace contenant imf2y, et contenu dans

ker . Il en découle que A~ = af)y est bien défini et d’image contenue dans ker €.
Par définition de Ay, on a Ag(ker Q) C Sff’*’o[ﬁ], il suffit donc de montrer que aQ2oAg
est égal a l'identité sur ker Qo pour conclure. Or, on a QpAg = [0, Ag] sur ker Qp, et en

explicitant a et ce commutateur, on obtient comme voulu
aQAg = (n+ & — %) — 2cdoW0)) ' (n+ & — %) — 2cP V) = Id.

Ceci achéve la preuve du lemme. ]

Nous pouvons définir alors une nouvelle famille de sous-espaces de S°[¢].

Définition 4.5.15. Les sous-espaces Sl(g;-;gab[f]: ot les indices sont entiers et ont pour

domaines k € N, k <n, s < [k/2] et a,b € {0,1}, sont donnés par
Slg,n,s;ao [6] = R (Sg—ls,n[f] N (AO)a (ker Qo Nker (I)O‘IJO)> ) (4102)
Shpsallll = R (Slgf2s,n[€] N (Ag)* (ker 2o M im @0%)) : (4.103)

Diagonalisation de opérateur C’%

Les sous-espaces Sg,ﬁ’ s &) sont trivialement inclus dans Sk . s[€], pour les indices k,
k, s correspondant et en forment une décomposition en somme directe en quatre sous-
espaces comme le montre les Lemmes 4.5.14 et 4.5.13. Il en découle une décomposition en
somme directe de S°[¢], et les S,‘gﬁ’ N €] sont justement des sous-espaces propres pour,

simultanément, les quatre opérateurs AQ) + &V, RT, ¥, £, d’ou la diagonalisation de Cg—.

Proposition 4.5.16. L’espace des symboles admet la décomposition

n [k/2]

@@@ @ kxsab (4.104)

k=0 k=0 s=0 a,b=0,1

en sous-espaces propres de C’g—, et on note Vi x5 ab S0 valeur propre sur le sous-espace dont

les indices correspondent. Elle est donnée par

Vewsia0 = Vhs+r(k—n)—2(k—2s)+2a(n+k—Kk—2s), (4.105)
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Versial = Yhs+h(kK—n)+26+2a(n+k—Kk—2s—2), (4.106)

ot Ags = 28[n+2(k — s — 1)] + 2k[1 + n(d — 1) — k] — n?6(6 — 1) est la valeur propre de
C9 sur S,‘;S, donnée en (2.79).

Démonstration. Rappelons tout d’abord la formule suivante de CJ-, obtenue en (4.81),
C5 = C5+ (S —n) + 2(AQ + dV) — 2€. (4.107)

Soit S,‘zﬂ’ s apl§] un sous-espace quelconque de la décomposition (4.104) de S°[¢]. Clest un
sous-espace propre pour les trois opérateurs £, X et RT', et d’aprés la Proposition 4.5.10 et
la formule (4.107) donnant C%, la restriction de C au sous-espace S,‘z’ r.s:ap/§] est donnée

par
Yk .5 ab (Cg) =Yps + k(K —n) +4s — 2k + 2R°y,_25 1.0:ab (AQ + OT) . (4.108)

Il nous reste donc & évaluer v,_og x,0;ab (A + W), qui est égal & AgQy + PoWq restreint,
par définition, a

~ (Ao)® (ker Q9 N ker ®oWy), si b =0,

— (A0) (ker Qo Nim & W), si b= 1.

Dans les deux cas nous avons besoin de connaitre

(AgQ + PoWo) Apg =Ag(n+E — X+ Pg¥y). (4.109)
Sib=0, on a alors

Vi—25.5.0:a0 (AQ+ @V) =a (n+ k — 2s — k),

ce qui montre, conjointement avec (4.108), que 827,{7 50 [€] est un sous-espace propre de Cg,
de valeur propre donnée par (4.105). De méme, si b = 1, on obtient, grace au Lemme 4.5.13

et a la loi de commutation (4.109), 'expression suivante
Ve—2s5,0:al (AQ+OV) =(1—a)(k—2s+K)+a(n+k—2s—k)+a(k—2s+Kr—2).

Ainsi, S,‘zﬁs, a11€] est également un sous-espace propre de CS et sa valeur propre

'7k—25,n,0;a1(cg') est bien donnée par (4.106). O

Donnons une écriture explicite d’'un symbole P € ngsmh Par définition de Sfy*’g, on
a P = R°Q avec Q € 82_287&0;(11), et donc T'(Q = 0. Remarquons alors que d’une part
ker U C ker U C ker WOV, et d’autre part YOW = [V, ®|¥ = (£ 4+ X) V¥, ce qui implique
ker ¥ = ker ®W¥. Pour b = 1 qui correspond a 'image de ®V¥, le Lemme 4.5.13 fournit la

valeur propre de ®W¥. Nous faisons également usage, afin de simplifier le cas ab = 10, de
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Pégalité Ay = A — RTAc = A — 2RW¥c, qui découle de la formule donnant Il dans la
Proposition 4.5.11.
— Si ab = 00, le symbole @Q vérifie QQ = ¥Q = 0.
Siab=01,0n aQQ =0et PVQ = (k —2s + K)Q.
Si ab = 10, @ se factorise suivant Q = AQg, ou Qg est tel que Qo = YQy = 0.
— Si ab = 11, on a également Q = AgQo, mais Qq est tel que QQy = 0 et PYQy =
(k—2s4+ K —2)Qo.

Diagonalisation de ’opérateur de Casimir C?

La diagonalisation de 'opérateur de Casimir C? = C% + %F\Il, repose sur la Proposi-
tion 4.5.16, donnant la diagonalisation de C(ST, et le Lemme 4.5.8, qui fournit une méthode
pour diagonaliser un opérateur C' = Cy + N, ou Cj est diagonalisable et N nilpotent.
Essentiellement, il suffit alors de résoudre, génériquement, un systéme linéaire triangulaire.
La difficulté tient dans la détermination des valeurs résonantes de &, pour lesquelles le
systéme en question n’a pas de solution et C° n’est pas diagonalisable. Ici le cas d’une
solution non unique au systéme ne se présente pas. La démonstration de la proposition

suivante est technique, et effectuée dans I’Annexe E.

Proposition 4.5.17. Soit né ¢ N\ {0,1}. L opérateur de Casimir C°, donné par (4.81),
est diagonalisable sur S° [€]. A chaque vecteur propre de C’% est associé un unique vecteur

propre de C° de méme symbole principal et de méme valeur propre.

Diagonalisation de I’opérateur de Casimir CM*

Il ne reste plus qu’a diagonaliser 'opérateur de Casimir CM*, égal & Cg—%—N avec N un
opérateur nilpotent faisant strictement baisser le degré en p. La Proposition 4.5.16 donnant
la diagonalisation de Cg—, il suffit alors d’utiliser le Lemme 4.5.8, qui fournit une méthode
pour diagonaliser un opérateur C' = Cy + N, ou Cy est diagonalisable et N nilpotent.
Nous ne déterminons pas l’ensemble des valeurs de p — A = § € Ig, qui conduisent & une
obstruction pour que chaque vecteur propre de C’% soit le symbole principal d’un unique
vecteur propre de CM*, comme nous l'avons fait pour C?. Cela semble pour I'instant hors

de portée.

Proposition 4.5.18. Soit 0 ¢ Ig, avec Ig un sous-ensemble de Q. L’ opérateur de Casimir
CM, donné par (4.82), est diagonalisable sur S°[¢]. A chaque vecteur propre de Cy (et
donc de C"s) est associé un unique vecteur propre de CM* de méme symbole principal et

méme valeur propre.

Démonstration. Soit CM = C + N, ott N est déterminé par la formule (4.82) donnant
CM. Ainsi N fait baisser strictement le degré en p. Le Lemme 4.5.8 montre que tout vecteur

propre P € Sgﬁ’ s w»l€] est associé & un unique vecteur propre de CM si et seulement si
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le systéeme NP1 = (Ve k.s:ab — C’g—)Pi, pour i = 0,...,k—1, et P, € Sf[f], admet une
unique solution. Le sous-ensemble Ig est donc déterminé par I'ensemble des solutions
des équations Vg x s:ab — Ye/w sy = 0 correspondant aux dégénérescences du systéme
précédent, les indices primés étant tels qu’il existe P; se décomposant avec une partie non

triviale sur S,f,ﬁ,7s/;a/b/ €]. -

4.5.5 Démonstrations des Théorémes 4.5.1 et 4.5.2

Nous appuyant sur les résultats précédent sur les opérateurs de Casimirs, nous pouvons
démontrés les deux Théorémes portant respectivement sur la superisation et la quantifica-

tion.

Preuve du Théoréme 4.5.1. D’aprés la Proposition 4.5.16, les sous-espaces propres de C’g—
sont Sgnsub[ﬂ' Si 0 ¢ Ig, la Proposition 4.5.17 montre alors que chaque élément de

g w.s.apl&] est le symbole principal d'un unique vecteur propre de C°, de valeur propre
Vi,i,s:ab- Le Lemme 4.5.7 permet alors de conclure. O

Preuve du Théoréme 4.5.2. La Proposition 4.5.17 montre que l'opérateur de Casimir C°
est diagonalisable pour ¢ ¢ Ig, tout élément de S,‘z’ k.5: ab [€] étant le symbole principal d’un
vecteur propre de valeur propre 7, s qp- De plus, la Proposition 4.5.18 montre que si
0 ¢ Io, chaque élément de 827 k.51 ab [€] est le symbole principal d’un unique vecteur propre

de CM*, de valeur propre Vk,k,s; ab- e Lemme 4.5.7 permet alors de conclure. ]

4.6 Applications et exemples

Nous terminons ce chapitre par quelques applications de la superisation et de la quan-
tification conformément équivariantes. Tout d’abord nous montrons que la superisation
transforme I’application moment pour o(p+ 1,¢+ 1) du fibré cotangent en celle du super-
cotangent. Sa quantification conduit & la dérivée de Lie des spineurs, résultat qui avait été
obtenu avec la quantification géométrique et énoncé dans le Corollaire 3.3.12.

Ensuite, nous classifions I’ensemble des éléments conformément invariants pour les trois
o(p+ 1, ¢+ 1)-modules que nous avons étudiés, 79, S°[¢] et DM, et spécifions les poids 4,
A et p pour lesquels ils sont invariants. Lorsque § est tel que la superisation et la quantifi-
cation conformément équivariantes existent, ces derniéres établissent une correspondance
entre les invariants conformes de ces trois modules. Nous écrivons explicitement ces inva-
riants sur I'espace des symboles, ainsi que sur l'espace des opérateurs différentiels spinoriels
grace a la quantification conformément équivariante, pour ceux de degré inférieur ou égal
a 1. L’opérateur de Dirac et la chiralité sont ainsi naturellement trouvés comme opéra-
teurs conformément invariants. Les poids de 'opérateur de Dirac correspondent, comme

pour l'opérateur de Yamabe-Laplace dans le cas des fibrés cotangents, & 'une des deux
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résonances (correspondant a la perte de I'unicité) pour la quantification des symboles de
degré 1. De plus, certains invariants conformes de 7° n’ont pas d’équivalents dans S? €]
et DM, ce qui peut s’interpréter par la non-existence de la superisation pour les poids
correspondants.

Dans un contexte plus physique, nous donnons le symbole obtenu par couplage mini-
mal du symbole de 'opérateur de Dirac au champ électromagnétique. La quantification
conformément équivariante préserve la procédure de couplage minimal. Le carré du symbole
correspondant au couplage minimal conduit & ’hamiltonien H (3.28) étudié précédemment,
qui peut s’obtenir également par superisation, pour § = 0, de 'hamiltonien classique du
couplage minimal.

Enfin, partant de tenseurs de Killing-Yano (conformes), nous obtenons explicitement
par superisation la correspondance entre tenseurs de Killing-Yano et supercharges qui est
montrée dans les références [43] et [98], une supercharge étant un symbole en involution avec
le symbole de I'opérateur de Dirac, pour le crochet de Poisson canonique du supercotangent.
Ceci peut s’étendre aux tenseurs de Killing-Yano conformes et en fournit une caractérisation
en termes supersymplectiques. Par quantification on retrouve les expressions proposées
dans [21]. Pour les tenseurs d’ordre 2 on obtient 'opérateur de type Dirac introduit par
B. Carter et R.G. McLenaghan [23] pour intégrer I’équation de Dirac dans 'espace-temps
de Kerr. Nos donnons également le superisé d’un tenseur de Killing-Yano conforme puis
nous le quantifions en utilisant la quantification conformément équivariante précédemment

développée.

4.6.1 Moments et dérivée de Lie des spineurs

Rappelons que J désigne l'application moment associée a l'action hamiltonienne de
Vect(M) sur T*M, elle est définie en (2.27) par Jx = p; X*. Pour mémoire, I’application
moment paire donnée par I’action hamiltonienne de conf(M, g) sur M est donnée en (3.49)
et s’écrit J9 = p; X" + %fk@ (0;X*). La superisation conformément équivariante permet

de relier les deux.

Corollaire 4.6.1. Soit (M, g) une variété conformément plate, la superisation conformé-

ment équivariante d’un symbole P = p; X' € Sis est donnée par

ST (piX") = pi X' +

TG 0:X"). (4.110)

Pour 6 =0, elle permet de passer de Uapplication moment J & Uapplication moment J°,

‘70 = Sg— 0 J|C0nf(M,g)' (4111)

L’équation (4.110) donnant la superisation d’un symbole a déja été donnée dans le
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Corollaire 4.3.6, et 'équation suivante est immeédiate et sans surprise car J et J9 sont
toutes deux conformément équivariantes. Nous pouvons alors quantifier le résultat obtenu,

ce qui conduit au diagramme commutatif suivant de o(p + 1, ¢ + 1)-modules

Q)\,/\
S0l L5 pan (4.112)

o

COIlf(M’ g) J*> SO.
Sur les symboles superisés de degré 1 en les impulsions, la quantification conformément
équivariante coincide avec le prolongement de la quantification géométrique définie par le
Théoréme 3.3.9. Nous étendons ainsi le Corollaire 3.3.12, en obtenant la dérivée de Lie des

spineurs de poids quelconque A\, comme quantifiée des moments du supercotangent.

Corollaire 4.6.2. Soit (M, g) une variété conformément plate, la composition de la quan-
tification et de la superisation conformément équivariantes avec 'application moment J,

associe a X € conf(M, g) la dérivée de Lie des spineurs selon X,

oM 6 8% 0 Jx = LY. (4.113)

Cette formule permet de définir une extension de la dérivée de Lie des spineurs® pour
X € Vect(M), qui coincide avec celle de Y. Kosmann [60] si A = 0.

En utilisant 'expression de la quantification conformément équivariante donnée par le

Théoréme 4.2.10, on obtient la formule suivante pour la dérivée de Lie spinorielle

Ly = X'0; + 8—[%, Y0, XF) + N XY, (4.114)

i
et en utilisant I’écriture covariante de la quantification conformément équivariante, fournie
par le Théoréme 4.4.1, on obtient pour tout X € Vect(M) 'expression
A i h ok V yi

qui est bien, pour A = 0, I'expression donnée par Y. Kosmann et rappelée en (3.70).

4.6.2 Tenseurs, symboles et opérateurs conformément invariants

Dans un premier temps, nous classifions les éléments conformément invariants de chacun
des trois o(p + 1, ¢ + 1)-modules 79, S%[¢] et DM, Ils correspondent aux éléments sur les-

quels la dérivée de Lie des champs de vecteurs Killing-conformes s’annule. Nous en donnons

4. Cependant elle ne vérifie la propriété fondamentale [L%, L3] = L[)‘X’Y] que pour X,Y € conf(M, g).
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une expression explicite sur I’espace des symboles, et une expression locale, par transport
via evy et AV, sur les modules T et DM, Pour ¢ fixé, les invariants conformes des 3 modules
se correspondent via la superisation et la quantification conformément équivariante, si elles
existent. Cela nous permet d’obtenir la chiralité et I'opérateur de Dirac comme opérateurs
conformément invariants, les poids de 'opérateur de Dirac correspondant & I'une des deux
résonances de la quantification conformément équivariante des symboles de degré 1. Nous
montrons ensuite explicitement ’obstruction pour superiser un invariant conforme de 77,

Insistons sur le fait que dans tout ce paragraphe nous nous plagons toujours sur une

variété conformément plate.

Classification des tenseurs, symboles et opérateurs conformément invariants

Donnons une définition de I'invariance conforme pour les trois modules 79, S%[¢], DM,

Définition 4.6.3. Un symbole P € S[€] est conformément invariant si il vérifie L%P =0
pour tout X € conf(M,g). De méme un tenseur T € T° est conformément invariant si
I[g(T = 0 pour tout X € conf(M,g), et un opérateur différentiel D € DM est conformé-
ment invariant si Eg\(’”D = 0 pour tout X € conf(M,g).

Nous travaillons désormais localement en coordonnées de Darboux conformes, on a
donc g;; = Fn;j ou n est la métrique plate de signature (p, ¢) et F' une fonction strictement
positive. On dispose également de vol, = ¢;, ;. dzdt A ... Adxi la forme volume associée.
L’algébre de Lie des similitudes est alors bien définie, et son action sur les 3 modules
est la méme, par transport. Commengons donc par déterminer les expressions locales des
symboles invariants sous 'action (locale) des similitudes. On utilise pour cela la Proposition
4.1.5 qui traite des opérateurs différentiels sur S°[¢] commutant a I’action des isométries.
Comme les symboles s’identifient dans ce contexte aux opérateurs différentiels d’ordre 0,

on obtient immédiatement le lemme suivant.

Lemme 4.6.4. Soit les symboles définis localement par R = nijﬁiﬁj, X = ejlmjngjl - .éj",
A = i€ et AX = —?{A,X} = 8]-1,”]-”]57'1572 ... & introduits en (B.0.14). L’algébre com-
mutative des symboles invariants sous les isométries est engendrée vectoriellement par les

monomes

A% %y R, (4.116)
tels que a,b = 0,1, s € N et par définition Ax1=A, 1xx = x et Axyxy=AX.

On remarque que * est le star-produit de Moyal [76], voir (2.25), bien défini localement.
Rappelons maintenant 'action des similitudes Lg(o = 210; — Pidp, + on donnée en (4.3). Il
en découle que R doit étre muni d’un poids § = %, A et AX d’un poids § = % et x d'un

poids nul, pour étre invariants sous les similitudes. Ce sont alors des symboles globalement
définis.
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Proposition 4.6.5. Sur la variété conformément plate (M, g), les invariants locaux sous

les similitudes R, A, x sont des symboles bien défini globalement, et égauz a

2 i 2 1 i 1 ; ;
R = |voly|n g pip; € Sn[€], A = |volg|np;&* € Sn[€], x = (volg)j . ;& ... € So[ﬁ],
(4.117)

ot (voly)j, .. 4, désignent les composantes de la forme volume de M définie par la métrique g.

Nous pouvons alors déterminer les invariants conformes de 79, S?[¢] et DM*. Nous en
obtenons, grace a la proposition précédente, une expression globale pour ceux de SO[¢], et
de 7T car l'identification ev, est globale. Par contre, nous ne fournissons quune expression
locale des opérateurs différentiels conformément invariants, qui sont automatiquement des

objets globaux sur la variété conformément plate (M, g).

Théoréme 4.6.6. Les invariants conformes de la famille de modules (T°)ser sont, via evy,

donnés par
2s+a

ev,! (N " R8> e TH, (4.118)

ot a,b=0,1 et s € N. La famille de modules (S°[€])secr a pour invariants conformes

2s+a

¢l (4.119)

N

ot s € Neta,b=0,1 avec a+ b # 0. Les invariants conformes de la famille de modules

(D)“M)A,ue]R ont pour expressions locales, via ’ordre normal,

n—2s—1 n+2s+1

N(x) DM, ou N(AX)eD= 2, ou N(AR)eD 2n "2,  (4.120)

et ceci pour tout A € R et s € N.

Démonstration. Nous avons déja montré que pour les trois familles de modules (7 8 )seR,

(S%[€])ser et (DMH) ) cr, les invariants sous les similitudes sont, a I'application de (ev,) ™

ou N1 prés, de la forme A® x x* R® € 823%[5], avec a,b=0,1et s € N.

1. L’action des inversions sur le module 7 s’obtient en combinant (4.53), qui exprime
]Lg—(_ en fonction de Li—(_, et (4.4), qui fournit une expression explicite de Lg—(.. Trans-

portée sur les symboles, elle s’écrit alors

engi—(i (evg)_l = (xjxjél- — 2331'1“753') + (—2]5¢l‘jaﬁj -+ 233i]5j8i)j + 2]§k$k8ﬁi)
+2:Uj§~j8~i — 2&3}’“8@ —2ndx;,

et annule donc les invariants sous les similitudes. Ils coincident avec les invariants

conformes de (7°)scr, comme annoncé en (4.118).

2. Pour le module S%[¢], Iaction des inversions est donnée, d’aprés la formule (4.53),
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par ngi = evg]Lg?i (evy) ™! — 28w, 1l en découle, pour § = Zsta

h ~
. (Aa " XbRS) = —22EAT X" [0, R,
car [U, A] = [¥,y] = 0. Comme [¥, R®] = 2sR*~1A, le symbole A%y RS € S™%"[¢]
est invariant conforme si et seulement si a + b # 0, d’ot le résultat (4.119).
3. Enfin, 'action des inversions sur le module DM, transportée a ’espace des symboles,

est donnée en (4.10) par
A, 5 h, N ho h
5)25 =L% + T(_piaﬁjaﬁj +2p;0p,05) + Txgapj + 27”/\8@7

ou on rappelle que Xf = 19y — éﬁéj + %8&8@. Le symbole x, de poids 6 = 0,
s’annule clairement sous l'action de cette dérivée de Lie pour tout A = u. Calculons
maintenant, pour 6 = pu — A = %, son action sur R® € S°[¢],

LY'R = 25! [(Qn)\ +2s —n)p; — 26A| R
g |

Ainsi, comme pour le module des symboles, R* n’est pas invariant conforme si s # 0.
. . A . .
De méme, 'action de EX’“ sur yR® est égale a,
1

h
C?—(’HxRS = 25— |(2n\+2s —n)p; — a@-AX} R
i i

expression qui ne s’annule pas si s # 0. Il nous reste a évaluer son action sur Axx*R® €
2s5+1

S [¢], pour b =0, 1. On obtient d’une part

h ~
CYAR = (25 +1—n+200) (GR + 255 AR,

n—2s—1

=—, et d’autre part

qui est nul si et seulement si A =

h h
.C;\—(’(_*AXRS = 2ST (25 —n + 2n)\) P AXRS T 4 A (4s+ 1 —n+ 2n)) O X1,

qui est nul si et seulement si s =0 et A = ”2—_”1 Cela achéve la démonstration.

La chiralité et 'opérateur de Dirac

Bien entendu, une application conformément équivariante entre deux des 3 modules
T, S9[¢] et DM permet d’envoyer un élément invariant conforme du module source sur

un élément invariant conforme du module image. On peut ainsi utiliser la superisation



156 Chapitre 4. La quantification conformément équivariante des supercotangents

et la quantification conformément équivariante pour relier les trois invariants conformes
non triviaux de plus bas degré des 3 modules, qui s’écrivent y, A et AX sur 'espace des
symboles. Pour Y, la superisation est triviale et la quantification aussi, elle méne pour tout
poids A € R a la chiralité,

M (x) = (V2) " (volg)jy.uy? - A (4.121)

Précisons que 7' = g¥~(9;). Concernant A et AX, on a le corollaire suivant.
Corollaire 4.6.7. Les deux invariants conformes de la famille de modules (Tfs)ée]R sont
pi€t € T%, qui est de poids nul et (voly)j, ;P12 ... En € T%, qui est de poids %‘H
Leurs superisés sont donnés par les symboles invariants conformes
1 . 1
Srpg') = AeSn[g, (4.122)
1 . . 1
SH((volg)jy..jup’ &% ...8") = AX e Snig]. (4.123)

Leurs quantifiés sont également invariants conformes, et correspondent respectivement a

lopérateur de Dirac

n—1 n4+l "}/Z n—1 n+4+l
Q on ) 2n A — 7V c D 2n 7 2n s 4124
@) =23, (4124
et a son commutateur avec la chiralité,
n—1 n+l i ,ng fyjn n—1 n+l
Q 2n ’ 2n (AX) = g]1 (VOlg)jlmjn VZ c D an > 2n (4125)

n=1 n+l

Les poids (%=, %5 =) correspondent a l'une des deux résonances®

de la quantification

conformément équivariante.

Rappelons que V; est la dérivée covariante des spineurs dans la direction 9;, son ex-
pression est donnée en (3.66). Le poids % de l'opérateur de Dirac est conféré par ‘VOlg|%
qui est sous entendu. On a explicitement S?(pigi) = pi§i|volg]% et Q%’%l(piﬁilvolg\%) =
|voly| n \%Vz

D’autre part, l'indétermination de la quantification conformément équivariante
n—1 n+4+1

2n v 2n . explicitée dans le Théoréme 4.4.4, n’a pas de conséquence sur la quantifi-

cation des symboles A et AX.

Remarque 4.6.8. Il est remarquable que [’opérateur de Dirac et son commutateur avec la
chiralité soient précisément dans 'un des deuz espaces DM de poids résonant. Rappelons
que c’était également le cas pour ['opérateur invariant conforme de Yamabe-Laplace. La

deuxiéme résonance, correspondant aux poids (5—7}0, 2321), n’est associée 4 aucun opérateur

différentiel conformément invariant.

5. Correspondant a la non unicité.



4.6. Applications et exemples 157

Obstruction a la superisation du tenseur invariant conforme ¢“/p;p; € 7=

Les invariants conformes ev, '(R®) de la famille de modules (T°)scr nont pas d’équi-
valent dans les deux autres familles de modules. Comme les poids § pour lesquels le mo-
dule 7°% admet un élément invariant conforme, de degré supérieur ou égal a deux, corres-
pondent & des résonances pour la superisation, elle n’est pas définie sur tous les tenseurs.
Explicitons ceci en calculant les superisés de H = gijpipj € T° xH et AH, qui sont

2 3

invariants conformes si respectivement § = =, § = % et § = =, cf (4.118).

Proposition 4.6.9. Soit H = gijpipj e T, o gij = Fn;j est une métrique conformément
plate. Pour § # 2, on a S5(H) = H + 1-4-5¢¢90, 0YH, ou encore S3(H) = H —

D0, B8 A, Bt pour tout 8, S} (cH) = xH ¢t SHAH) = AH.

Remarquons que, comme l’expression de 8? , donnée en (4.67), tient compte du poids
des densités, on a 8]-VH = —nJ%H.

Démonstration. Pour déterminer le superisé d’un élément de 79 on peut procéder comme
dans la preuve générale d’existence et d’unicité de la superisation conformément équiva-
riante. On a vu alors que le superisé de P € ’]'25 est de la forme P, + P + Py, avec
Py = evy(P) et, P; et Py sont déterminés par les équations Q?F‘IJPQ = (72,0,1;00 — C%)Pl
et QTBI‘\IJPl = (72,0,1,00 — C%)Po, ol ¥2,0,1;00 est la valeur propre associée au vecteur propre
P, de C%, donnée par la formule générale (4.105). On en déduit immédiatement que pour
Py égal & xYH ou AH, on a P = Py = 0, d’ou la superisation triviale de ces deux tenseurs.

On suppose maintenant que P = evy(H) = g¥p;p;. Pour trouver P il nous faut donc
calculer tout d’abord

F&

F2

[UP, = 2T(F'A) = 2> A € 87, 1.40[¢].

Il en découle que P; € 85270;10[{} et donc C%Pl = 71,2,0;10F1 et Py = 0. Nous pouvons alors

évaluer

(72,0,1.00 — C) Py = (2n8 — 4) P,
d’ou P = f?msz_Q P}EZA Or un simple calcul montre que g p;p; + ?%@A = ¢“pipj, d’ott
le résultat annoncé. O

Il apparait ainsi clairement I'obstruction a la superisation si § = % et il en est de méme

S

pour § = % avec s un entier naturel quelconque.

4.6.3 Le couplage a un champ électromagnétique

Un potentiel électromagnétique A est une U(1)-connexion qui s’écrit localement comme
1-forme, A = A;dz’, de M. Elle a pour courbure le champ électromagnétique, donné

localement par Fj; = 0;A; — 9;A;. Nous pouvons coupler le symbole de I'opérateur de
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Dirac de facon minimale avec le potentiel électromagnétique A, ce qui conduit au nouveau
symbole Hy = & (p; — qA;), ol q représente la charge électrique du systéme. L’opérateur
quantique associé par la quantification conformément équivariante, donnée en (4.71), est
simplement ‘

L
L (2V; — qA; 4.126
\/i( TV q z)v ( )

i.e. opérateur obtenu par couplage minimal du potentiel électromagnétique A avec 'opé-

QM (Hy) =

rateur de Dirac. Ainsi la quantification conformément équivariante commute au couplage
minimal.
Par ailleurs, nous pouvons calculer le carré de Hy, donné par le crochet de Poisson, en

utilisant la formule générale (3.31) donnant le flot d’une observable,
My Y = ¢ (s — qA)(py — qAy) + SV E; 4.127
_T{ 1, Hi} = g (pi — qAi)(pj — qAj) +q ijs (4.127)

ott I'on rappelle que les S% = ?gifj représentent les composantes du spin. D’autre part on
peut superiser le hamiltonien classique Hy = g% (p; — ¢4;)(p; — q4;) grace a la Proposition
4.6.9 donnant le superisé de g% pip; et au Corollaire 4.4.5 donnant la formule générale de
la superisation en degré 1. On obtient alors

h né F& 2

A+

A 9 _(5gY A,
s g At g 5(SY97 ;). (4128)

SS(Ho) = g% (pi — qAs) (pj — qA;) +

qui redonne, pour 6 = 0, expression (4.127), et n’est pas défini pour § = %

4.6.4 Les tenseurs de Killing-Yano

Suivant [43] nous appelons supercharges les symboles qui sont en involution avec le
symbole de 'opérateur de Dirac pour le crochet de Poisson canonique du supercotangent.
L’article fondateur de G.W. Gibbons et al. [43] détermine '’ensemble des supercharges de
symbole principal f}fj p; dans ce cadre. Il montre alors que f est un tenseur de Killing-
Yano d’ordre 2. M. Tanimoto [98] a étendu ensuite cette correspondance entre supercharges
et tenseurs de Killing-Yano, & des tenseurs d’ordre quelconque. Nous montrons ici que la
superisation conformément équivariante de I’espace de tenseurs 79 réalise précisément cette
correspondance entre tenseurs de Killing-Yano et supercharges. Elle nous conduit a une
caractérisation en termes supersymplectiques des tenseurs de Killing-Yano (conformes).

La quantification des supercharges, issues des tenseurs de Killing-Yano d’ordre 2, est
donnée de fagon ad hoc dans [43], et permet de retrouver I'opérateur commutant a 'opéra-
teur de Dirac utilisé par B. Carter et R.G. McLenaghan dans 23], pour intégrer 1’équation
de Dirac dans l'espace-temps de Kerr. Par la suite, M. Cariglia [21] a donné la version
quantique des supercharges associées aux tenseurs de Killing-Yano d’ordre quelconque et

montré qu’ils commutaient avec 'opérateur de Dirac. Nous montrons que la quantification
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conformément équivariante conduit aux versions quantiques des supercharges données par
ces deux articles.

Les tenseurs de Killing-Yano conformes sont une généralisation naturelle des tenseurs
de Killing-Yano. Ils ont été utilisé dans deux articles trés récents [64, 81| pour intégrer
I’équation de Dirac dans des espace-temps généralisant celui de Kerr. Il ne semble pas que
leur équivalent quantique ait été envisagé pour 'instant. La quantification conformément
équivariante en propose une expression.

Par souci de généralité, nous allons formuler nos résultats pour les tenseurs de Killing-
Yano conformes et les spécifier ensuite aux tenseurs de Killing-Yano, d’ordre arbitraire et
d’ordre 2.

Des tenseurs de Killing-Yano aux supercharges

Commencgons par rappeler la définition usuelle d’un tenseur de Killing-Yano [107] et de

Killing-Yano conforme [50].

Définition 4.6.10. Sur une variété pseudo-riemannienne (M, g) de dimension n, un ten-

seur de Killing-Yano conforme d’ordre k est une k-forme f vérifiant

1 1

va:7<X7df>_m

X*Ad* 4.129
Kk+1 ! ( )

ot V est la connexion de Levi-Civita, d* est ['opérateur de divergence, ou encore le dual de
la différentielle extérieure d et X* est la 1-forme duale de X, relativement a la métrique

g. En composantes, cette équation se traduit par

V(j1 fj2)j3'~'jl{+1 = gjlj2q)j3~~-j~+1 - (’{ - 1)g[j3(j1 q>j2)j4---jn+1]v (4'130)

ot ® est un tenseur d’ordre k — 1, qui se trouve étre égal o ® = n%mvjl ]J;]N
Le tenseur f est de Killing-Yano s’il est de plus cofermé (i.e. ® = 0), ou de maniére
équivalente, si

v(j1fj2)j3---jn+1 = 0. (4.131)

A partir de f, un tenseur de Killing-Yano conforme d’ordre x, on obtient naturellement

un élément de 70, noté Py, donné par

P = ft g gntp (4.132)

- jl---jnfl
N2 — Uk £
ou fjly..j&_l - g Nf]l-u,]m‘

Proposition 4.6.11. Soit (M, g) une variété conformément plate, f un tenseur de Killing-

Yano conforme. La superisation conformément équivariante de Py € TO, défini en (4.132),
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est donnée par

h

APERVAEL Fioegua €. €04, (4.133)

0 i j o

ST(Pj) = ]1.1.'.%715]1 B -fj 1p; —

Cela découle directement du Corollaire 4.4.5 donnant, en termes covariants, la superi-
sation conformément équivariante des tenseurs de poids 0 et de degré 1 en p. En effet, on a
O (finguir & - &%) = (Vi fja juin )E2 . €041 Si f est un tenseur de Killing-Yano,
I'expression (4.133) coincide avec celle, obtenue en [98], de la supercharge Qs associée au
tenseur de Killing-Yano f. Ainsi, la correspondance entre tenseurs de Killing-Yano et su-
percharges, montrée dans [98], est fournie par la superisation. En particulier, pour f un

tenseur de Killing-Yano d’ordre 2, la formule (4.133) s’écrit alors
ST(fi&pi) = f;8pi + 555 §"Vifik, (4.134)

qui est précisément 'expression obtenue dans [43] pour la supercharge associée au tenseur
de Killing-Yano f. Nous pouvons étendre cette correspondance aux tenseurs de Killing-

Yano conformes, pour en obtenir la caractérisation qui suit.

Théoréme 4.6.12. Soit (M, g) une variété conformément plate. A tout tenseur antisymé-

trique f sur M d’ordre K, on peut associer le symbole P; = ;1'”%_15]‘1 L8 1p Ona

alors

{A,S¥(Pf)} = 0 (AP,) <= fest un tenseur de Killing-Yano (conforme), (4.135)

ot le crochet de Poisson est donné par la structure symplectique canonique du supercotan-
gent de (M, g), h est un tenseur antisymétrique d’ordre k — 2 et A = p;&¥ est le symbole

de lopérateur de Dirac.

Démonstration. D’apreés la formule (3.31) donnant le champ hamiltonien de tout symbole

on obtient,
i i P h i i j e
{pzf »Sg’(Pf)} = gaz‘vpf - %pigjangf + m5 aiv (f a’iv(fjl...j;ig]l . -f] ))
= (R (Vi fo iy PPEP 8 P (Vi )62 6010

k+1

Le deuxiéme terme du membre de droite est nul par antisymétrie de f et le troisieme
terme est nul également car 'opérateur §i8iv est impair et donc de carré nul. L’équation

précédente se simplifie donc en

A 1 o .
{pi€', SF(Pp)} = P (Vi fin)jus) PPRE2 L G041,
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La condition {p;&",S3(Pf)} = pi&'P, portant sur f est donc équivalente a l'équation
(4.130) définissant les tenseurs de Killing-Yano conformes, la preuve du théoréme en dé-

coule. O

Quantification des supercharges

Nous allons appliquer maintenant la quantification équivariante aux supercharges ob-
tenues, ainsi que plus généralement aux superisés des éléments de 70 obtenus & partir des

tenseurs de Killing-Yano conformes.

Proposition 4.6.13. Soit (M, g) une variété conformément plate, f un tenseur de Killing-
Yano conforme et Py € T° défini par (4.132). On a alors

1-x h

Q}\,)\ o) Sg—(Pf) = (\/5) 2 T (f;jl.ujnl’yjl . ,-y.]ﬂ*lvi _

2(k+1)
+ (VD' (calr = 1) + 200006 = 1) (Wil fly Ly )77 ) (4136)

v[jlfj2mjm+1]’yjl . fy]iﬂ+l>

b2l oy
i 2(nt1)

ol cq et cyy sont donnés en (4.44) et valent respectivement cq(k — 1) =
n(1—2X\)

_h
exp(k = 1) =¥ smmmaizny-
D’aprés I’équation (4.131), caractérisant les tenseurs de Killing-Yano, le terme en fac-
teur de (cg(k — 1) + 2cyp(k — 1)) dans I'expression (4.136) s’annule, et on retrouve ainsi
la formule donnée dans [21] pour le quantifié d’une supercharge. En particulier, si f est un

tenseur de Killing-Yano d’ordre 2, on obtient,

. B o 1 . .
PN SHER) = s (F Ve g Vit ). (1.137)
iv2 6
qui est 'opérateur, commutant & I'opérateur de Dirac, utilisé par B. Carter et R.G. McLe-
naghan [23] pour intégrer ’équation de Dirac sur un espace-temps de Kerr.
Constatons enfin que, pour le choix du poids des densités spinorielles A correspondant

a celui de la quantification géométrique, i.e A = %, I'équation (4.136) se réduit a

11 0 1=wh [ ; - 1 . .
Q22 0S7(Fy) = (V2)> A ( T L L L mv[jlij...jn+1]7]1 o “)
s h i j o
+(V2) 2 5 (Vi( g Y 1). (4.138)
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PERSPECTIVES

Cette thése s’inscrit dans le droit fil des recherches actuelles qui sont menées sur la
quantification équivariante. Elle y contribue en étendant son cadre d’application des fibrés
cotangents aux fibrés supercotangents. Ceci permet d’une part de quantifier des systémes a
spin et d’autre part d’étudier des modules d’opérateurs différentiels qui agissent désormais
sur des sections spinorielles. Le travail que nous avons présenté souléve ainsi de nouvelles
problématiques que nous formulons ici.

Le premier résultat original présenté dans cette thése est le relevé hamiltonien, au
supercotangent M, des champs de vecteurs Killing-conformes X € conf(M, g). Nous avons
imposé au relevé de préserver la direction d’une 1-forme auxiliaire, § = gijfida:j , afin qu’il
soit unique. La quantification géométrique de M nous a permis d’obtenir la dérivée de
Lie des spineurs, introduite par Y. Kosmann, & partir de ce relevé, qui dépend du choix
de la 1-forme (. Il serait instructif de comparer cette démarche & d’autres qui conduisent
également & une dérivée de Lie des spineurs, notamment I’approche de [83], basée sur un
lagrangien. Il s’agirait ainsi de mieux comprendre le statut de (3, et d’identifier le choix
d’une dérivée de Lie des spineurs avec un choix sur le relevé des champs de vecteurs & M.

La construction du fibré spinoriel de (M, g) par la quantification géométrique de son
supercotangent M conduit & une question : la condition d’existence d’une polarisation sur
M est-elle plus forte que celle d’existence d’un fibré spinoriel sur M ? L’étude menée a
montré qu’une structure plus forte qu’une structure spinorielle était nécessaire pour qu’il
existe une polarisation de M contenant la polarisation verticale de T*M. Cependant, la
quantification conformément équivariante permet de prolonger la quantification géomé-
trique au cas ou (M, g) est munie uniquement d’une structure spinorielle. Existe-t’il donc
une structure (une polarisation?) qui permettent de réduire I'espace de représentation
de la préquantification pour construire une quantification “géométrique” sous-jacente a la
quantification conformément équivariante ?

Nous avons obtenu ensuite 'expression explicite de la quantification conformément
équivariante des supercotangents sur les symboles de degré 1. Il est naturel de chercher
a quantifier des symboles de degré plus élevé, comme dans le cas des fibrés cotangents.
Cependant, la complexité des calculs, via la méthode présentée ici, nécessiterait 1'usage
de logiciels de calcul formel et aboutirait trés vraisemblablement & des formules trés com-
plexes, y compris pour les symboles de degré 2. Cependant, il est envisageable de calculer
le quantifié de symboles particuliers, via la “méthode des Casimirs”. Elle repose sur la

démonstration générale d’existence et d’unicité de la quantification conformément équiva-
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riante, qui est présentée & la Section 4.5, et a été mise en ceuvre pour superiser le symbole
R=g" pip; a la Proposition 4.6.9. Nous pouvons envisager de quantifier ainsi le symbole R
(ou son superisé 7) pour obtenir, a priori, le laplacien de Lichnerowicz. La dépendance en la
dimension de la variété, et en les poids A et u des spineurs sources et images, du coefficient
de la courbure scalaire ainsi obtenu, serait un des points majeurs a discuter. De plus, cela
illustrerait la différence entre quantification du fibré cotangent et du supercotangent.

Nous avons pu déterminer, au Théoréme 4.6.6, I’ensemble des symboles des opérateurs
différentiels spinoriels qui sont conformément invariants. Il en découle I'absence d’opérateur
d’ordre 2 conformément invariant, ils sont en effet tous d’ordre impair, sauf la chiralité,
d’ordre 0. Rappelons que dans le cas des opérateurs différentiels scalaires, il existe un seul
opérateur conformément invariant pour chaque ordre pair, et aucun d’ordre impair ; celui
d’ordre 2 est le laplacien de Yamabe, et celui d’ordre 4 est 'opérateur de Paneitz-Branson
[19]. Ce dernier a fait I'objet de nombreux travaux, notamment & cause du terme de Q-
courbure qu’il comporte. Via la “méthode des Casimirs”, évoquée ci-dessus, nous avons déja
pu retrouver directement I'opérateur de Yamabe par quantification de son symbole R =
g" pip;j- Il s’agirait de retrouver de méme l'opérateur de Paneitz-Branson par quantification
de son symbole R?. Dans le cas des opérateurs spinoriels, nous pourrions obtenir I'opérateur
d’ordre 3 qui est conformément invariant et identifier ses termes de courbures. Retrouve-
t’on alors la Q)-courbure ? Des termes de courbures nouveaux interviennent-ils ?

Tant pour les fibrés cotangents que pour les supercotangents, le lien entre résonances
de la quantification conformément équivariante et poids des opérateurs conformément in-
variants reste a élucider. L’exemple de l'opérateur de Yamabe avait été mis en évidence
dans [37], ses poids correspondant précisément a 1'une des résonances de la quantification
conformément équivariante des symboles de degré 2. Ici, nous avons montré qu’il en était
de méme pour 'opérateur de Dirac, dont les poids correspondent & I'une des deux réso-
nances de la quantification conformément équivariante des symboles de degré 1. L’obtention
d’autres opérateurs conformément invariants par quantification permettrait de corroborer
cette observation. Ensuite, plusieurs voies sont & explorer. Il est envisageable que ’existence
d’un opérateur conformément invariant d’ordre donné permette de modifier une quantifi-
cation conformément équivariante en une autre, expliquant ainsi la perte de 'unicité. On
peut également s’intéresser aux statuts des autres résonances, qui pourraient étre associées
également a des objets invariants conformes. Permettent-ils de modifier une quantification
conformément équivariante en une autre ? L’idée globale est d’établir une correspondance
entre non unicité de la quantification conformément équivariante et objets conformément
invariants.

Des approches de la quantification conformément équivariante en termes de connexions
de Cartan [75] et de tracteurs [93] ont été développées trés récemment. Dans le cas des
fibrés cotangents ces formulations géométriques donnent accés & des formules pour des

symboles de tout degré et permettent d’étendre la quantification de maniére naturelle a
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des variétés qui ne sont pas conformément plates. Il serait donc trés fructueux de parvenir a
étendre ces formalismes au cas des supercotangents traité ici, et conduirait stirement a une
nouvelle compréhension de la non invariance conforme de la quantification conformément
équivariante des supercotangents.

La superisation conformément équivariante s’est montrée des plus efficaces pour passer
des tenseurs de Killing-Yano (conformes) sur (M, g) aux supercharges associées sur le
supercotangent M. Détaillons maintenant comment un résultat classique [43] pourrait étre
reformuler via la superisation. Partant de deux tenseurs de Killing-Yano f et h d’ordre 2,
on peut construire un tenseur de Killing usuel d’ordre 2 via K;; = gkl( fihjt + firha)-
Notons d'une part P; et P, les symboles associés aux tenseurs f et h, et d’autre part
Qf = S%(Pf) et Qp = ST (P) les supercharges classiques. Il est alors montré dans [43] que
{Qf,Qn} = Pk +termes d’ordre 1, ot Pk est le symbole associé au tenseur de Killing K.
L’idée est de montrer que le second membre est égal au superisé de Pk, et de prouver ainsi
que la superisation commute au crochet de Poisson. Ceci ouvre la voie & une compléte
reformulation des définitions et propriétés des tenseurs de Killing et Killing-Yano, ainsi
que leurs liens, en termes symplectiques, qui serait appropriée pour des applications aux

questions d’intégrabilité.
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Annexe A

Preuve du Lemme 4.2.7

Il s’agit de calculer le commutateur [@Q, Lg—(_], ou () est une quantification équivariante

sous les similitudes, de forme donnée en (4.18),
Q=1d+c4(2)D + C»ﬂ/,(z)r\lf + C)@(Z)A\If + CWJ(E)PQ + e (X)AQ,

et Lg—c est la dérivée de Lie des symboles suivant une inversion infinitésimale X;. Son
1

expression en coordonnées a été déterminée en (4.4) et se réécrit
Li—(i = (xjxjéi — 2:E¢$ja~j) + (—Qﬁia}jﬁﬁj + 2x;€ + Qﬁjxjé)ﬁi)
B . -
—2T§i\If + ij,f]ay- — 2&30385]- — 2ndx;,

en utilisant les opérateurs £ et ¥ introduits dans la Proposition 4.1.5. Vu I'expression de @),

nous avons a calculer le commutateur de L% avec les cinq mondmes non triviaux

(3

D, TV, AU, TI'Q, AQ. (A.1)

Ils sont multipliés par des polynémes en 'opérateur ¥, dont le commutateur avec Li—(, est
5 hz
[ L] = —47&7. (A.2)

Or ¥ = &-8@., tout comme les cinqg monomes (A.1), fait baisser le degré en p de 1. Leurs

produits sont donc nuls sur S (R™)[¢], et Lg—(_ commute ainsi avec les coefficients de @,

Q. L%] = ca(D)D, L% ]
+ey (ST, L% ] (A.3)
+eay (2)[AY, L5 y
+eyw(5) [, L5 ]
+ex(D)[AQ, L<S 1.
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Il nous faut donc calculer ces cinqg commutateurs. En fait, nous allons calculer les commu-

tateurs de Lg—(_ avec D, I", A, ¥, Q, les commutateurs cherchés seront alors obtenus par la

7

régle de Leibniz [ab, ¢] = alb, c] + [a, c]b, qui n’est pas modifiée par la Zy-graduation car

Lg—(_ est une dérivation paire.

K3

Calcul du commutateur de Li—(, avec I', A, U, Q

Débutons par le commutateur avec W,

2 L%i] = (—2&;05, + 22,0 + 284,27 0) — (22,670 — 26;2705.)
= 2$i\I/.

Le commutateur avec ) est donné par
) k h h k
h ~
Quant au commutateur avec I,

[F, Li?z] = 25}:&6} — 2£~iﬂj‘j0~j — 2z, + (—2]51'\1/ + 2515 + 2A8ﬁ¢) + 2&2 — 271551
—  (22,;870; — 262" 0)),
il se simplifie en
[T, L% ) = =227 — 25V + 280y + 26,(€ + 5 — nd).
Calculons enfin le commutateur avec A,
[AL%] = 2250 0; — 2wih — 20527 0; + (=252 + 205:E + 200)
h ~ h - . -

qui se réduit a
h - -
A, L% ] = —2;A — 252 + 2005 + 27(&D — 0;%) +2(£ = X +n(1 - 6) — 1)

Calcul du commutateur de Li—(, avec D, 'V, AV, T'Q), AQ

Nous pouvons désormais calculer les commutateurs de Lg—(, avec les cing mondmes (A.1),
et simplifier les opérateurs obtenus sachant qu’ils agissent sur des symboles de degré 1 en

p. Les égalités opératorielles suivantes sont donc vraies sur S (R")[¢], mais bien entendu
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pas sur 'espace des symboles total S®(R™)[€]. On a respectivement,

T, L%] = (=220 — 25,V + 2005 + 25(E + ¥ — nd)) ¥ + 2Tz ¥
= 2(% —nd)§Vv,

AV, L% ] = 2Az,0
+ <—2xiA — 2piQ2 + 290 + 2?(£~¢D —0;0) +2(E - +n(l—90) — 1)8@) v
= 2(Z—n(1—-9)(¥0s — 9pi),

o, L% ] = <—2a;iF — 25U + 2A0p + 26(E + X — n6)> Q+7T (2%9 + 2?(@-T - xyaﬁi))
= 2(Z —nd)&Q,
[AQ,L%] = <—2xi/\ — 25 + 2005 + 2?(5@ —00)+2(E -2 4n(1-90) - 1)35,.) Q

+A <2x¢Q - 2?(@T — \If%-))
= 2(=% +n(l - 0))9a0

Et finalement, on obtient pour D,

(D, L%] = (2;05,0; — 22D — 247 0;0;)
+ (—22;05,0; — 2p;T — 205 + 2605, + 22;D + 205 + 2279;05 + 20 + 2n0;)
+ 200 — 262 — 2160y,

ce qui se simplifie en

(D, L] = 200z — 262 + 2n(1 — §)0;. (A.4)

I1 ne reste plus qu’a collecter les termes obtenus suivant I’équation (A.3) pour obtenir

le résultat annoncé.
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Annexe B

Sur la condition d’invariance par

changement d’orientation

H. Weyl a introduit, dans 'ouvrage [104], la notion d’invariants pairs et impairs sous le
groupe orthogonal. On parle d’invariant pair pour un objet invariant sous tout le groupe
O(p, q) et d’invariant impair pour un invariant sous SO(p, ¢), qui est changé en son opposé
pour les transformations de déterminant —1. Les invariants sous ’action de l’algébre de
Lie o(p, q) coincident avec ceux de SO(p, q), et constitués donc a la fois des invariants pairs
et impairs. Le commutant de o(p, ¢) dans C[0,, p, 05, £, 85],1, pour P'action donnée en (4.3),
est précisément l'algébre des invariants de o(p, q) sur C", en les cing arguments vectoriels
Oz, D, Op, é , 65. Les générateurs des invariants pairs sont obtenus par produit scalaires de ces
vecteurs, ils ont été déterminés dans la Proposition 4.1.5. L’ensemble des invariants pairs y
est noté e(p, q)'Jr par référence au commutant pair de e(p, ¢) dans Clz, 0, p, 8;3,5, 85]71. Le
Théoréme (2.13.A) de [104], montre que e(p, ¢)' admet en plus pour générateurs les éléments

construits grace au déterminant, d’arguments pris parmi les cing vecteurs 0, p, 0p, é , 85.

Proposition B.0.14. Soit 5j1_,,jndxj1/\. . .AdzI la forme volume de C" etn = p+q > 4. Le
commutant de e(p,q)" dans Clz, Dy, p, 8,3,5, ag]n, pour laction donnée en (4.3), est égale a

n
!

e(p,q)' = e(p,q)' Plxn-elp.0) ], (B.1)

~k=0

ol Xx = Ejl._,jngjl L En 8£~jﬁ+1 . .aém.

Remarquons que x, est le symbole de la chiralité. Nous introduisons alors la notation
suivante e(az)a(ﬁ)b(aﬁ)C(é)a(aé)ﬁ, pour désigner l'opérateur obtenu en prenant le déter-
minant de a vecteurs 0, b vecteurs p, ¢ vecteurs 05, a vecteurs § et [ vecteurs 85, ol
a,b,c=0,1et a+ b+ c+ a+ B =n. Tous les éléments que I’on peut construire par com-

mutation avec les opérateurs x, sont des produits d’éléments de e(p, q)'+ avec les éléments
précédents de la forme 6(090)“(15)1’(8,;)0(5)0‘(85)5.
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Remarquons que les opérateurs différentiels y,., agissant sur S° [€], commutent & I’action
sur les symboles de l'algébre de Lie o(p + 1,¢ + 1) toute entiére, ce que nous utilisons par

la suite.

La quantification conformément équivariante des symboles de degré 0

Commencons par étudier la quantification conformément équivariante @ = N o Q
sur les symboles de degré 0, afin de compléter la démonstration de la Proposition 4.2.3.
L’équivariance sous ce(p, q) impose tout d’abord @ = ¢(X) + > 1_ di(X)xk, o0t ¢(X) et
d(X) sont des polynomes en Y. En notant * le dual de Hodge, transporté a SJ[¢] via
son identification canonique avec (M), on obtient alors, pour P € SJ[¢], que Q(P) =
¢(X)P + d(X)P*. Une telle application est conformément équivariante, et en imposant de

plus la préservation du symbole principal on obtient ) = Id.

La quantification conformément équivariante des symboles de degré 1

Nous donnons en premier lieu la forme d’une quantification ce(p, q)!—équivariante, ce
qui est 'analogue de la Proposition 4.2.4 sans ’hypothése d’indépendance sous changement
d’orientation. Nous utilisons ensuite la contrainte d’équivariance conforme pour montrer

que les termes supplémentaires, écrits en fonction des y,, sont nuls.

Lemme B.0.15. Soit N' l’ordre normal sur R" et Q : S(R™)[¢] — DM(R™) un mor-
phisme de ce(p, q)-module préservant le symbole principal pour la filtration en p. Alors
Q=NoQ, avec
n
Q = QO + Z[le QO,I{]a (BQ)
k=0

ot Qo et Qo sont de la forme Id+cq(X)D+cyy (B) IV +cny (D) AV 4y, (E)TQ4cx, (X)AQ

et vérifient en plus de @ linvariance sous changement d’orientation.
Remarquons que vu la forme de Qo on a

n

n—2 n
S s Qo = 3 (@) (09)(E)F (09" 2 + 3 i,
k=0 k=0

k=0

qui peut se réécrire par exemple sous la forme Z:;(Q) CulXrm AQI+ D0, dp.xxD, avec &, et
d,. des polynomes en X. Le choix de AQ est arbitraire et sans importance, nous pouvons
choisir aussi bien 'V, AW ou I'Q2. La commutation de y, et de Li‘g? pour tout ¢ et x, rend
immédiate l’écriture de la contrainte d’équivariance conforme pour @ écrit en (B.2). On
obtient

n—2

LY = L = Qo L) + 3 [ AR IR )] + 3 doxalD L% (B3)
k=0 k=0
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Le fait que Qo, AQ et D soient invariants par changement d’orientation, tout comme LS, |
et [,;\—(’H, permet de retrouver alors I’équation (4.20) pour Q, i.e. E;‘Z“ — Lg—(, = [QO,Lﬁ—(_].

Il reste donc

n—2 n
> e [xm [AQ, Li‘(i]] +> duxa[D, L% ] = 0.
k=0 k=0

Or, d’apreés le Lemme 4.2.7, on a [AQ, Lg—(z] =2(=X+n(1-10))0zQ et [D, Lg—{z] = (Vg —
§iQ+n(1 —0)0;). Si § # 1, la nullité des termes facteurs de 93, montre que d, = 0 pour
tout kK = 0,...,n, et il s’ensuit ¢, = 0 pour tout K = 0,...,n — 2. Il en découle que Qo
est nul pour tout x et donc @ = Qp. Si 6 = 1, I"équation (4.20) déterminant @y conduit
a une contradiction, il n’y a donc pas de quantification conformément équivariante @) si
6 = 1. Formellement, la détermination de @) se raméne donc aussi a celle de Q.

On en déduit la Proposition suivante.

Proposition B.0.16. Une quantification conformément équivariante QM Sgl(R")[ﬁ] —
D?’“(R”) est de la forme (4.18), ses coefficients étant contraint par le systéme d’équations

fournies dans le Lemme 4.2.5, ou de maniére équivalente dans la Proposition 4.2.9.
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Annexe C

Démonstration du Théoréme 4.3.12

Nous énongons d’abord deux lemmes caractérisant la loi de transformation de la déri-
vation covariante des spineurs et de la dérivation horizontale des symboles par changement
conforme de métrique. Ils nous permettent ensuite de démontrer le Théoréme 4.3.12 en
exprimant explicitement la condition d’invariance conforme de QT,g, i.e. d’invariance sous
dilatation de la métrique ¢g. En effet, le calcul montre que celle-ci est équivalente a la

condition d’équivariance conforme (4.61) caractérisant Q7.

Remarque C.0.17. Nous travaillons dans ce paragraphe sur une variété M, munie de
deux métriques ¢’ = Fg conformément reliées. Les coordonnées (x’,ﬁl,gz) utilisées ici, ex-
plicitement ou a travers les opérateurs de la Proposition 4.1.5, sont les coordonnées de
Darbouz du supercotangent M pour sa structure symplectique canonique déduite de la mé-

trique g.

Lois de transformation des dérivées covariantes

Soit ¢’ = Fg deux métriques conformément reliées. Les deux lemmes qui suivent re-
posent sur la loi de transformation des symboles de Christoffel 91" et 9T associés aux mé-
triques g et ¢’ respectivement. En notant T' le symbole de Christoffel associé a la métrique
Fn, on a simplement

9T — 97 =T. (C.1)

Cela résulte immeédiatement de ’expression locale des symboles de Christoffel. De plus
rappelons que
1

rh = 5= (Fok + Fyof — Frny), (C2)

ot F; = O;F et F* = n*o,F.
Le premier lemme caractérise la loi de transformation de la dérivée de Lie des spineurs

de poids A sous un changement conforme de métrique ¢’ = Fg.
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Lemme C.0.18. Soit ¢ = Fg une métrique conforme a g et P € Tl‘s. La différence,
contractée avec P, des dérivées covariantes des spineurs de poids A, V'* et V?*, associées

respectivement aux métriques g' et g, a pour expression

. ~ 1~ 1 1 F;
No evg(PJ)(V;)‘ - V;‘) =-N <[(\I}§Z - leQ + 5\118& - 18&9) + n)\6~i] evg(P)> Yok
(C.3)

Les opérateurs ¥ = éjaﬁj, Q= 85]-8]5]., ont été introduits a la Proposition 4.1.5 et on note
Pl = Op, P.

Démonstration. En utilisant conjointement la formule générale donnant la dérivée des spi-
neurs, le comportement sous changement de métrique conforme des symboles de Christoffel
donné en (C.1) et la Proposition 4.3.10, fournissant la dérivée covariante des spineurs pour
une métrique F'n, on obtient V;)‘ - Vg\ = —SLF['yj,'yi]Fi — %Fj. L’équation (4.9), qui se

prolonge au cas des repéres conformes, nous permet alors d’en déduire
N AT N = A (Ed g Ly iy, A i
o evy(P) (V] = V5) =~ ﬁ(ﬁjf + §X1)FZ evy(P7) + ﬁFl evg(P') ), (C.4)

oll Xg = o — é,@gj + %8£~j8£~i. Il suffit alors de mettre QFT; en facteur, puis d’utiliser

evg(P7) = 05,evy(P) et les formules donnant W et  pour parvenir au résultat. O

La formule (3.35) définit la dérivation horizontale sur S°[¢], associée & la connexion de
Levi-Civita. L'espace 7°, vu comme espace de fonctions sur M, admet donc une dérivation

horizontale donnée par

: £ 0,
0y = 8 + Dijprdy, — THE O — (5 - n5 ) I, (C.5)

onl; =T/ = On en déduit son expression en coordonnées conformes,

1 , 1 4 no
OF =0+ o35 (€ + Fipily, — Fpjp) — 5= (Fiehoe — Figide ) - S=Fe (CO)
Le lemme suivant, qui exprime la loi de transformation de la dérivée horizontale sous un
changement conforme de métrique, découle alors directement de (C.1) appliqué a I’équation

précédente.

Lemme C.0.19. Soit ¢ = Fg une métrique conforme a g. Sur T, les dérivées horizontales

/ ., . oy - -
8; et al.V, associées respectivement aux métriques g’ et g, ont pour différence

OF =0 = o= (F€ + Fupidy, — Fpiy) — 3 (Fkg’“agi _ Fﬂgia@») — 3= F (C7)
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La stratégie de la démonstration du Théoréme 4.3.12

La preuve du Théoréme 4.3.12 est essentiellement calculatoire et repose sur les deux

lemmes précédent. Il s’agit d’implémenter la contrainte d’équivariance conforme qui s’écrit
Q']:g’ - QT,g = 07 (08)

pour ¢’ = Fg deux métriques conformément reliées. Rappelons 'expression (4.69) de Qﬁg,

Ory(P) = Noev(P)Iv} (C.9)

+No ey, (co §¢k§j§k8iji + C1al-vpi + c2 Qijgklflaiv%k +c3 fia@vPJj +ca Qijaivplfj) )

ot les coefficients co, . . ., ¢4, sont des polynémes en X, on a noté les dérivées par P! = Op; »
. P 2 ” 2
P; = 0, P, et il y a des termes avec densités g;; = gij[voly| ™ n, g¥ = g"|voly|=.
Par linéarité d’'une quantification Q7 ., on peut se restreindre a P € Sf:,{[é] c 79,
avec §' = § — &. Nous allons exprimer la différence terme a terme des deux quantifications

QT@/ et Q'Lg. L’égalité de ces deux quantifications est équivalente & un systéme en leurs

coefficients ¢y, .. ., ¢4, qui, nous allons le voir, est identique au systéme (4.61) fournissant
les coefficients de la quantification équivariante Q;” , avec la correspondance ¢y = cg,
€1 = Cq + Chryp, C2 = —Chy, €3 = Cyy €t ¢4 = ¢y, fournit dans le Théoréme 4.3.12.

La contrainte d’invariance conforme pour la quantification Q7 .

Nous exprimons maintenant I’équation (C.8) qui traduit 'invariance conforme de Qq—y*.
Le Lemme C.0.18 conduit & la formule suivante pour la différence du premier terme de

chaque quantification Q}yg/ et Q},

o % 1z 1 1 F;
N o evy(P) (VD =V}) =N <[(\IJ§ — 5{ Q-+ 5\118& — 18&9) + n)\f)ﬁi] evg(P)> 3
(C.10)

Nous reconnaissons dans cette expression le premier membre de I’équation (4.61), expri-
mant ’équivariance sous les inversions conformes de Q7. Nous utilisons alors le Lemme
C.0.19 pour le calcul de la différence des cing autres termes composant chacune des deux

quantifications. Tout d’abord,

/ . 1 ;
evy (01 [a? - aﬂ PZ) = crev, <8pi [2F (Fi& + FypiOy,, — F'p;0,i) P])

1 . ) F; ;
—C1 eVyg <2F [kakagz — Fjgia@} P+ néﬁP >
F;

= o1 ([0 — €2 = (6~ 1)05] evy(P)) o,
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correspond au terme en facteur de ¢7 (¥) de P'équation (4.61). Puis, dans le terme suivant,
evy (02 g, [ — av} Pk) = ey <gij§kapk [2F (F5 + FipiOp, — Flplﬁpi) P]})

—cy evy <g €10 [ L (Flf Oei — ngagl)Pk} + o gkpk>

F;

= ([Zaﬁi — Q- (n(6-1)+% - 1)\1’8&} evg(P)) 2F’

on retrouve l'expression facteur de ¢Z () moins celle facteur de c?\;b(E), dans I’équation
(4.61). On a ensuite

evy (s’ [0 =0V P]) = ey, <giapj [2 - (B€ + Fipidy, — F'pidy) Pj])

—cs evy <5 Oes [ (Fig'0e: — Fleiog) Pﬂ} +n52F£in>

= o ([E-nmEo]eyr)

ot on retrouve le terme facteur de czw(E) dans I’équation (4.61). L’expression qui suit,
T o " 1
evy (cag |OF =07 | ) = crevy (wam [ — (R + Fipidy, — F'pdy) PMD

—C4  €Vg <§Z]85]8£k |:217 (.Flflagz F 5185z) Pk:| + n5 sz)

= e ([~ 1)+ 2090 | evy(P)) 7%

admet le méme facteur que c7 (¥) dans I'équation (4.61). Enfin, on obtient

evy (coguc’e [0F = OF | PT) = ey, (gjkgig’fapj H‘“ (Re + Fipidy, — F'pdy) PD

—co evy <gjk§ 1% [ L <Fl§ De — Flgiag) Pﬂ] +n52€;§igjpj>
- ([(2 - ms)gi\y} evg(P)) 2% (C.11)

retrouvant ainsi le terme en facteur de czw(E) dans I’équation (4.61).

Au final, en collectant les différents termes, l'invariance conforme de Q7 se traduit
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donc par le systéme suivant sur S9[¢],

h =i ]. 1 =i 1 ~
T (n)\é?ﬁz —&v 4+ 5\11851 — 55 Q- 4879) Cl(\Ifagi —&Q+n(1 - 5)(9]31)

+ X5 — = (n(6—1)+ 3 - 1)V
+ (2 —nd)&EN
+ 04(—2 — n(5 — 1))8529
+ (2 —nd)&U.
En substituant les coefficients suivant c¢; = ch + c;p, cy = —c;p, c3 = ng cy = cz\’w,

co = c% on retrouve bien le systéme (4.61), déterminant Q7, ce qui achéve la preuve du
Théoréme 4.3.12.
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Annexe D

Calculs des 3 opérateurs de Casimir
CY, C0 et CMH

Nous calculons dans cet annexe les 3 opérateurs de Casimir C’%, C9 et CMH de, respec-
tivement, chacun des trois o(p + 1,¢ + 1)-modules suivant, 77, S%[¢] et DM, démontrant
ainsi la Proposition 4.5.3. A cette fin nous avons besoin tout d’abord de la formule (2.72),
donnant le Casimir d’une représentation p quelconque de o(p + 1,q + 1). En termes des

générateurs de I'algébre de Lie conforme o(p + 1, ¢ + 1), introduits en (2.46), elle s’écrit

1 . 1 .. _ 1 ..
Cp = 510" p(Xij)p(X) — p(X0)* = o0 p(Xi)p(X)) = 507 p(Xi)p(X;). (D)
Chacun de ces termes est connu pour les 3 modules qui nous intéressent, il suffit alors
d’utiliser les expressions des opérateurs invariants figurant dans la Proposition 4.1.5 pour

obtenir les formules des 3 opérateurs de Casimir données dans la Proposition 4.5.3.

Calcul de Cg—

Pour obtenir 'expression de Cg en fonction de 6\5, écrivons les expressions des re-
présentations des générateurs de l’algébre de Lie conforme sur 77, fournies par la Pro-
position 4.3.2, en fonction de la représentation des générateurs sur le module S°, notée
ici L9,

Lk, = Ik,

g 7o

Ly, = Lx,;+ §iOgi — €O,

LJXO = Lg{b?

Ly, = L, 22,60 — 26 0.
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On peut alors, en substituant les expressions précédentes dans la formule générale (D.1),
calculer 'opérateur de Casimir de la représentation de I'algébre de Lie conforme sur ’espace

des tenseurs 79,

— 1 . .
Cr = Cot gn™ ' (2i0; — 2;0i + pidy — PO + €D — &06i)(ExDer — E0r)

1.
+§771k77]l(fi8§j — &0¢i ) (2101 — 210 + PrOy — P1O,yr)

—77”&(295;65’“8@- - 2§j$ka§k).
Cette égalité, une fois transportée sur l'espace des symboles S? (€] grace & evg, se réduit en
C3 = C5 + 2AQ + 200 + 5( — n) — 2€,

ou & = p;0, X = éia@, A= giﬁi, P = ﬁic?gi, v = éiaﬁi et Q= 8@-8@ sont des opérateurs

invariants définis dans la Proposition 4.1.5.

Calcul de C?

La Proposition 4.3.2 montre qu'une fois transportées sur S°[¢] via evy, les actions sur
les modules 77 et S9 [€] coincident pour les similitudes. D’autre part, la Proposition 4.3.2
relie également I’action des inversions des modules S°[¢] et 77, de la maniére suivante,

of (4.53), ,
L%, =evgL% (evy) ' — 2-60.

i

Il en découle immeédiatement le résultat
s h
Cs =Cr+2-T'0.
i

Calcul de CM

Une fois transportée par 'ordre normal, 'action des similitudes est la méme pour les

deux modules DM et S%[¢]. Elle coincide donc également avec I'action des similitudes sur

T° transportée par evg, i.e. Eﬁ}’“ = evyL5 (ev,) ! pour X une similitude. Il suffit donc,

comme pour déterminer C°, de connaitre Paction des inversions sur DM* en fonction de
celle sur 7°. En combinant (4.10), qui donne E;\{‘ - Lg—(‘, et (4.53), qui donne Li—(‘ -
1

engi—(,(evg)* , on obtient

1, b, h, - I
L}zf = ev L% (evy) ' + ~ (=BT +2805) + 5 (=260 + 2005 — 26Q = 05 Q) + 2-nA 0y,
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Il en découle alors
Oy = Cs — g8, p 4 250.5) + L 2wos, — 260 — 9-0) + 20
an=0s—g i(T(_pj + fﬂ)‘f'j( e — 2680 — 05 Q) + ik ;)

qui peut se reformuler uniquement en termes des opérateurs invariants additionnels
D,G, T, A de la Proposition 4.1.5, selon

cmzawfh <GT—25D—\IJA+FQ+;AQ—QnAD+2F\D>.
|

La relation de commutation [, A] = D achéve la preuve de la Proposition 4.5.3.
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Annexe E

Diagonalisation de 'opérateur de
Casimir

Nous diagonalisons ici, pour nd ¢ N\ {0,1} opérateur de Casimir C° = Cg + %F\I/,
grace a la Proposition 4.5.16, donnant la diagonalisation de Cg—, et le Lemme 4.5.8, qui
fournit une méthode pour diagonaliser un opérateur C' = Cy+ N, ou Cj est diagonalisable
et N nilpotent. La preuve montre que les valeurs de § pour lesquelles C° n’est pas diago-
nalisable sont précisément celles vérifiant nd € N\ {0, 1}, qui sont les valeurs de § exclues

dans le Théoréme 4.5.1.

D’apreés la Proposition 4.5.16, un vecteur propre de C’% est un symbole Pj vérifiant
P e Sz v s:apl&]. Le Lemme 4.5.8 montre qu’il faut et il suffit alors, que le systéme suivant

admette une unique solution,

. h
Wi=0,.... k=1, STUPi1 = (Yemsab — CH)P;, (E.1)

le vecteur propre de C° cherché étant donné alors par P = Zf:opi- Or P s’écrit sous
la forme P, = R°Q avec T'Q = 0, et la résolution du systéme précédent dépend alors des
valeurs de ab. Rappelons ici la forme de @) dans chacun des quatre cas ab = 10,00, 11, 01.
— Si ab = 00, le symbole @Q vérifie QQ = ¥Q = 0.

Siab=01,0n aQQ =0et PVQ = (k —2s + K)Q.

Si ab = 10, @ se factorise suivant Q = AQg, ou Qg est tel que Qo = YQy = 0.

— Si ab = 11, on a également Q = AgQq, mais Qg est tel que QQy = 0 et PYQy =

(k—2s4+r—2)Qo.

Rappelons également 1égalité

Ag=A— RTAc= A — 2RVc. (E.2)
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Nous utiliserons systématiquement
[TW, R%] = 2sR*™ITA, (E.3)

afin de résoudre le systéme E.1 pour chacune des quatre valeurs de ab.
— ab =10. On a alors P, = R°AQo, o YQp = 0. Donc grace a (E.3) et [V, A] =0,
on obtient T'WP, = 0. Le symbole Pj, est alors également vecteur propre de C°.

— ab = 00. Cette fois-ci, P. = R*Q, avec ¥ = 0. On obtient donc I'VP, =
2sRTITAQ € 82—1,5+2,s—1;10[§]~ En effet, comme ¥Q = 0, on a TTAQ = IT'Qy =0
et AQ = AgQ; Végalité Agker T = Sf,*,o;l()a découlant du Lemme 4.5.14, permet de
conclure.

Si s =0, alors P = Py, est le vecteur propre de Cs de symbole principal Pj. Sinon,

le systeme E.1 conduit & (Vg x,5:00 — Ve—1,5+2,5—1;10) Pe—1 = ?F\I/Pk. Ceci détermine

k+k
n

uniquement Pj_q sauf si i . 5:00 — Ve—1,542,5—1:10 = 0, i.e. § = , k> 1, ce qui est

exclu par hypothése. Le premier cas traité ab = 10, montre alors que P = P, + Pj_.

— ab = 11. Le symbole Pj est de la forme P, = R*AgQq. Il découle donc de 'ex-
pression (E.2) de Ag, la formule suivante WP, = —(4sR*"'TARWc + 2R TAVc +
R3ATT)Qp. Comme AV = AgVU, on a TUP, = —R%((4s + 2)c — NT'AgPQp €
8]2—1,&—&-2,5;10[5]'

Le systéme (E.1) fournit alors (Vi,,s:11 — Ve—1,642,5:10)FPh—1 = ?F\I’Pk. Ceci dé-

termine uniquement Py sauf si Vi .11 — Ye—1,k42,:10 = 0, mais cela implique

_ k+k
0 = n

ab = 10, montre ainsi que P = P, + Pj_1.

pour k,x > 0, ce qui est incompatible avec § ¢ Ig. Le premier cas traité

— ab =01. Le symbole P, s’écrit sous la forme P, = R®*Q, et on a 'UVP, =
2sR*7ITAQ + RTWQ. En remplacant A grace a (E.2) on obtient TUP, €
8271,m+2,571;11[5] ® ngl,ﬁ+2,571;10[£] D 82—1,m+2,s;10[5] ® 8271,/~t+2,s;00[£]'

En décomposant Py en 4 vecteurs propres, le systéme (E.1) permet de déterminer
Py,_1 de maniére univoque, a moins que Y x .01 — Vk—1,542,5—1;11 = 0 OU V& x,5:01 —
Ve—1,6+2,5-1;10 = 0 00 Yk 5 501 — Vh—1,542,510 = 0 OU Vg k501 — Vk—1,5+2,500 = O.
Ces quatre égalités sont équivalentes respectivement a § = % et k> 0,0 =
14 22061 5
0 ¢ Ig.

Utilisant ce qui précéde, on obtient que Pr_o € 82727,& 44,5-1,2 €St uniquement dé-

% et s >0,0 = %% et k > 1, qui sont exclues par la condition

terminé par 2?F\11Pk,1 = (v — C5)Py_o excepté si Vg 51 — Vh—2,k44,5—1,2 = 0 qui
k+k

équivaut a § = ==

, k > 1, encore une fois exclu par la condition § € Ig. Au final,

Py + Pi._1 + Py_5 est 'unique vecteur propre de Cy, de symbole principal Pj.
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We consider the standard contact structure on the supercircle, S!!!, and the supergroups
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in synthetic fashion even and odd invariants characterizing each geometry, and obtain
an even and an odd super cross-ratios.

Starting from the even invariants, we derive, using a superized Cartan formula, 1-
cocycles of the group of contactomorphisms, K(1), with values in tensor densities 7 (S!/!).
The even cross-ratio yields a K(1) 1-cocycle with values in quadratic differentials, Q(S!?),
whose projection on ]:% (S') corresponds to the super Schwarzian derivative arising in
superconformal field theory. This leads to the classification of the cohomology spaces
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. All previous invariants admit a
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2 J.-P. Michel and C. Duval
1 Introduction

The cross-ratio is the fundamental object of projective geometry; it is a projective invari-
ant of the circle S! (or, rather, of RP!). The main objective of this article is to propose and
justify from a group theoretical analysis a super-analogue of the cross-ratio in the case
of the supercircle S'V, and to deduce then, from the Cartan formula (1.2), the associated
Schwarzian derivative for N =1, 2.

It is well known that the circle, S', admits three different geometries, namely
the Euclidean, affine, and projective geometries, as highlighted by Ghys [13]. They are
defined by the groups (R, +), Aff(1, R), and PGL(2, R), or equivalently by their characteristic
invariants, the distance, the distance ratio, and the cross-ratio. From these invariants
we can obtain, using Cartan-like formulae, three 1-cocycles of Diff (S!) with coefficients
in some tensorial density modules F,(S!) with A € R; see [8]. They are the generators
of the three nontrivial cohomology spaces H!(Diff, (S!), ), with A =0,1,2, as proved
in [11].

The purpose of this article is to extend these results to the supercircle, S!'V,
endowed with its standard contact structure. To that end, we use the embedding of the
quotient, PC(2|N) = SpO(2|N)/{£Id}, of the orthosymplectic supergroup SpO(2|N), into
the group, K(N), of contactomorphisms of S!/V. The supergroup PC(2|N) is the projective
conformal supergroup introduced by Manin in [22], extending PSL(2, R). The two main
objects of super projective geometry, namely the cross-ratio and the Schwarzian deriva-
tive, have, indeed, already been introduced in the general context of superstring theories,
though in a somewhat independent fashion. This was mainly done in the framework of
super Riemann surfaces, or in terms of the so-called SUSY structures. On the one hand,
the even and odd cross-ratios, for N = 1, have been originally put forward by Aoki [2]
and Nelson [23], respectively; these two references have opened the way to subsequent
work of, e.g. Giddings [14] and Uehara and Yasui [31]. On the other hand, the super
Schwarzian derivative has been introduced, in the framework of superconformal field
theory, by Friedan [10] for N = 1, and by Cohn [5] for N = 2.

Quite independently, and from a more mathematical point of view, Manin [22] in-
troduced the even and odd cross-ratios, for N = 1, 2, by resorting to linear supersymplec-
tic algebra. Also did Radul [26, 27] discover the formulae for the super Schwarzian K(N)
1-cocycles, for N = 1,2, 3, using the transformation laws of the super Sturm-Liouville
operators on S!/V,

Our first objective is to construct, in a systematic manner, invariants charac-

terizing each supergroup E,(1|N) C Aff,(1|N) C PC(2|N) acting on the supercircle SV,
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To this end, we introduce the new notion of p|g-transitivity, well adapted to super-
groups, and state a general theorem, providing a way to build up characteristic invari-
ant of a simply p|g-transitive group action. Applying this theorem to the three pre-
ceding supergroups, we obtain Euclidean, affine, and projective invariants, respectively
I, I, and I,, with their even and odd part. In the case N =1, the two components
of I, are, unsurprisingly, the even and odd above-mentioned super cross-ratios. Let
us emphasize that, for arbitrary N, the even cross-ratio turns out to be given by the

superfunction

[t1, t3llta, tal
t1,02,t3,t4) = ——— 1.1
[t1, 22, ta, tal [t2, t3llt1, tal (1.1

of a quadruple of “points” (t, t2, t3, t4) of S'V, with even coordinates x;, and odd ones
(il,...,giN), for i =1,...,4; note that in equation (1.1), the two-point superfunction
[t;, tjl = x; — %, — & - & is the Euclidean even invariant. The supergroups preserving I,
I, and I, are respectively, E,(1|N), Aff, (1|N), and PC(2|N), as expected.

Our second objective is to link the three even parts of the previously found in-
variants to 1-cocycles of K(I) by means of a natural superized version of the Cartan
formula. It culminates in the projective case, where we get the super Schwarzian deriva-
tive (3.11) from the even cross-ratio. Let us go into some more details. Given a flow,
¢, =Id +eX + O(s?), we posit t;.; = ¢;.(t;) for i =0,...,3. We contend that the Cartan
formula [4, 25] can be consistently superized for N = 1 and N = 2, using the cross-ratio

(1.1), namely by

CD*[tlf t2/ t3/ t4]

— — 3
Gt te 0] L= EX®@eX S@)+ 06, (1.2)

hence, providing us with a definition of the Schwarzian derivative, S(®), of a contactomor-
phism &. In doing so, we naturally obtain a 1-cocycle of K(N) for N = 1, 2 respectively,
with values in the module, Q(S!W), of quadratic differentials. Their projections onto the
modules ]—"%(S”l) and F;(S'1?), for K(1) and K(2) respectively, yield the expressions of the
super Schwarzian derivatives given in [5, 10, 27]. Remarkably enough, our formula allows
us to recover the classical Schwarzian derivative on the circle, S', which would not be
the case, had we started with Friedan's, Cohn’s, and Radul’s formulae. Much in the same
way, we define the Euclidean and affine 1-cocycles of K(N) for any N, with the help of
the Cartan-like formulae (5.4) and (5.5). Using the results of Agrebaoui et al. [1] on the

cohomology of the Lie superalgebra of contact vector field on S!I!, we can claim that our
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three 1-cocycles on K(1) are, indeed, the generators of the three nontrivial cohomology
spaces H'(K(1), 73), where . =0, 1, 3.

The paper is organized as follows.

In Section 2, we recall the main definitions and facts related to the geometry of
the supercircle S'!!, in particular its canonical contact structure and the action of the
(special) orthosymplectic group SpO, (2|1) = PC(2|1), as a subgroup of the group, K(1), of
contactomorphisms of S/

In Section 3, we review the main results of this article, namely the form of the
invariants, and of the associated 1-cocycles of K(1), obtained for each of the three above-
mentioned geometries. This section also gives the classification of the cohomology spaces
HYK(1), F), for » € C.

Sections 4 and 5 provide the proofs of the main results announced in Section 3.
We first define the notion of p|g-transitivity and state the general Theorem 4.3, lead-
ing to the construction of the Euclidean, affine, and projective invariants, from the
action of the corresponding subgroups of K(1). Those invariants are then shown to
yield, via a Taylor expansion, the sought 1-cocycles; in particular the Cartan formula
readily leads to a new expression for the Schwarzian derivative, S(®), of a contacto-
morphism, ®, with values in the module of quadratic differentials, Q(S!"!). The link
with Friedan's and Radul’'s Schwarzian derivative is elucidated. The kernels of the three
above 1-cocycles are shown to be, indeed, isomorphic to E(1|1), Aff(1]1), and SpO,(2]1),
respectively.

In Section 6, we present a detailed treatment of the general case, N > 1, along
the same lines as before. As mentioned in Section 3, there is hardly no change in
the construction and the resulting expressions of the invariants. The Euclidean and
affine 1-cocycles of K(N) are explicitly derived, as well as the Schwarzian derivative
obtained as a 1-cocycle of K(2) with values in the module Q(S!?) of quadratic dif-
ferentials. Upon projection of Q(S!?) onto the K(2)-module F;(S'?) of 1-densities, we
obtain Cohn’s and Radul’s formula for the Schwarzian derivative. Specific difficulties en-
countered in deriving the projective 1-cocycles for N > 2 are pointed out, together with
those arising in the determination of the kernels of the Euclidean and affine 1-cocycles.
At last, the kernel of the Schwarzian 1-cocycle of K(2) is shown to be isomorphic to
PC(2]2).

Section 7 gives us the opportunity to sum up the content of this article, and
to draw several conclusions. It opens perspectives for future work related to the link
between discrete projective invariants of the supercircle, and the cohomology of the

group of its contactomorphisms.
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2 The Supercircle S!!! and Its Contactomorphisms: A Compendium

We briefly define in this section the geometrical objects on S!!! that will be needed for our
purpose. This includes the basics of super differential geometry [6, 20, 21], the standard
contact structure on the supercircle [27], and the orthosymplectic group SpO(2|1); see
[22].

2.1 The supercircle S!!*

The supercircle S!! can be defined as the circle, S!, endowed with the sheaf of the
supercommutative associative algebra of superfunctions C*°(S!!) = C>(S!)[£]. Thus, S!'!!
admits local coordinates t = (x, &), where x is a local coordinate on S!, and & is an odd
(Grassmann) coordinate, i.e. such that £ = 0 and x¢ = £x. Then a superfunction is of the

form

flx, €)= folx) +£fi(x) (2.1)

with fy, i € C°(S!). There exists a Z,-grading on superfunctions, fj being the even part
and & f] the odd part of f. The parity is denoted by p, with the convention p(f;) = 0 and
pEfi) = 1. We define the projection

7 C®(SM) — ¢>(Sh) (2.2)

by quotienting by the ideal of nilpotent elements; this gives an embedding of the circle
into the supercircle.

Denote by Diff(S!'!) the group of diffeomorphisms of S!!!, i.e. the group of auto-
morphisms of C*(S'). Let ® e Diff(S'"), then

D(x, &) = (plx, §), ¥ix, &), (2.3)

where ¢ is an even superfunction and ¥ an odd one, so ® preserves parity and
(p(x, &), ¥ (x, &) become new coordinates on S'''. For any morphism, i.e. algebra morphism

preserving parity, the following diagram is commutative:

C®(SH) —— c>=(S!) (2.4)

o] o

(s L>C°°(Sl).

So every morphism of C*(S!!') induces a morphism of C*(S!), and we have a canonical
morphism IT : Diff(S!') — Diff(S?).
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A super vector field, X, on S!! is a superderivation of C*(S'!!), i.e. a linear op-
erator satisfying super Leibniz rule, X(fg) = X(f)g + (—1)PPX £X(g), for homogeneous
elements. As in ordinary differential geometry, X can be locally written in terms of
partial derivatives as

X = flx,£)0x + g(x, £)0, (2.5)

where f,g e C*(S'), with p(dy) = 0 and p(ds) = 1. The space, Vect(S!!!), of vector fields
on S!! is thus a left-module over C*°(S!!!). It has the structure of a super Lie algebra,
Vect(S'!) = Vect(S!!')y @ Vect(S!');, whose superbracket is denoted by [, ], and [X, Y] =
XY — (—1)P¥PMyx, for homogeneous elements.

Since the group Diff(S!!!) of diffeomorphisms preserves parity, we can define the
flow of X € Vect(S!!'), namely ¢, = Id + X + O(g?), only if p(eX) = 0. For odd vector fields,
X, the parameter ¢ must therefore be odd; see [6].

We can now define the C>°(S'"!) right-module Q'(S'"!) of 1-forms on S!!!, as the
dual of the C*(S!'"') left-module Vect(S!!'). The 1-forms dx and d& will constitute the
dual basis of 9, and 9, that is, (3x, dx) = (9:,d&) =1 and (3¢, dx) = (3x,d&) = 0. Then p
is extended naturally to Q!(S!') by p(dx) = 0 and p(d£) = 1. Using the exterior product
we construct Q*(S!!!), the space of all differential forms on S, graded by Z with | - | the
cohomological degree. Parity being also defined on this space, we have two choices for

the Sign Rule, viz.,

a A ﬁ — (_1)(p(a)+|0t\)(p(ﬁ)+|ﬂ\)ﬁ Ad, (26)

a A B = (=1)elBtppBlg \ o (2.7)

where «, 8 are homogeneous elements of Q*(S'!). The second convention corresponds to

a bigrading 7 x Z,, and following [6, 18], we will choose it from now on.

2.2 The contact structure on S!' and its automorphisms
The standard contact structure on S!'! is given by the conformal class of the 1-form
a=dx+&dE (2.8)

which satisfies @ A da # 0. This contact structure is equivalently defined by the kernel

of «, spanned by the odd vector field
D = 0; + &0y, (2.9)

whose square D? = %[D, D] = 0y is the Reeb vector field of the structure.
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Then D and 9, set up a basis of the C*(S!!!) left-module Vect(S!'), while « and
B = d& constitute the dual basis, with da = g A B. Thus for any f € C>*(S'!!), we have

df =af + BDf, (2.10)

where f' = 9y f. The contact structure being given by the direction of «, it is therefore
preserved by ® € Diff(S!!') if and only if

d*a = Epa (2.11)

for some superfunction E¢, which following [27], we call the multiplier of ®. We denote
by K(1) the subgroup of Diff(S!!!) preserving the contact structure, its elements are
called contactomorphisms. From equations (2.3) and (2.8), we find ®*« =d¢ + ¥dy =
alg' +yy') + B(Dy — Yy D).

Proposition 2.1. Let ® = (¢, ¥) be a diffeomorphism of S!!!; then ® € K(1) if and only if

Dy — Dy = 0. (2.12)

The multiplier of ® is then given by E¢ = ¢’ + ¥y, i.e. by

d*ar

= (Dvy)?. (2.13)
0

Ey =

Since o and B set up a basis of the C*(S!')-module Q!(C*>(S!!)), we will also need

the expression of the action of K(1) on the odd 1-form g; it reads

®*B = oy + BDY. (2.14)

We might, as well, define K (1) as the group of diffeomorphisms preserving the horizontal
distribution spanned by D, denoted by (D). In the complex setting, D is interpreted as the
covariant derivative of a super Riemann surface [5, 10], and K(1) as the superconformal
group; the distribution (D) is also often referred to as a SUSY structure [6, 22]. See also

[17] for a review.
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Using equation (2.11), we find that the transformation law (2.14) entails
®*D = —D, (2.15)

which makes sense as Dy # 0 for any diffeomorphism .

Remark 2.2. If ® = (p, ) € K(1), see equation (2.3), we put ¢(x, &) = ¢o(x) + £¢1(x), and
¥(x, &) = ¥1(x) + EYo(x), with an index O for even functions and 1 for odd functions. The
constraint (2.12) then reads ¢) = ¥ — ¥1¥ and ¢1 = Yoy1. Using the natural projection
I1: K(1) — Diff(S'), defined in equation (2.4), we note that ® gives rise to a diffeomor-
phism of S!, which is actually orientation-preserving since I1(®) = 7 (¢}) = 7 (y0)? > 0.
([l

From the constraint (2.12), we can obtain an interesting property of contactomor-

phisms: they are essentially determined by their even part.

Lemma 2.3. Let ® = (¢, ) € K(1) and ® = (¢, ¥) € K(1) be two contactomorphisms such
that their even parts coincide, ¢ = §. We then have ¢ = £ |

This can be checked by a direct calculation.

2.2.1 The super Lie algebra, k(1), of contact vector fields

In view of definition (2.11) of contactomorphisms, we will call X e Vect(S!!') a contact
vector field, X € k(1), if

Lxa = exx (216)

for some superfunction ex. The Lie derivative is still given by the derivative of the flow,
so k(1) is the Lie algebra of K(1), and e is the derivative of E at the identity. Let us now
recall the following classic result [12, 16]: if X € k(1), there exists a unique superfunction
f(x, &) = a(x) — 2£b(x), called the contact Hamiltonian such that X = X, where

X5 =a(x)dx + 3a'(x)60; + blx)(3: — £9y), (2.17)

so that the associated (infinitesimal) multiplier is given by

ex, = f. (2.18)
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2.2.2 Tensor densities, 1-forms, and quadratic differentials of S'I!

Let us introduce now a 1-parameter family, F;.(S11) or F, for short, of K(1)-modules, which
define the A-densities associated with the contact structure, A € C. As vector spaces, these
modules are isomorphic to C*(S!), the K(1) anti-action (® > ®;) on F;(S'!) being given
by

®, f = (Eg)* ®* f, (2.19)

where f € C*(S!!). We may thus write a A-density F € F,, symbolically, as F = fo*. We

will thus write (& — ®*) the K(1) anti-action on F, with this identification.

Remark 2.4. In view of equations (2.13) and (2.15), we will regard, in conformity with
definition (2.19), the odd vector field D as a (—%)-density. O

There is an isomorphism of K(1)-modules: Vect(S!l') = F_, S F_1, where F_;
corresponds to k(1) and ]-'_% to the vector fields fD, with f € C*(S!') and D as in equa-
tion (2.9); see [12, 16]. The space of 1-forms Q!(S!!) is generated, as C*(S!!')-module, by «
and B.

Similarly the space Q(S!!!) of quadratic differentials is generated, as a C*(S!!!)-

module by
o’=a®a and aﬂ:%(a®ﬂ+ﬂ®a), (2.20)

where the tensor product is understood as the supersymmetric tensor product con-
structed via the commutativity isomorphism given by the Sign Rule [6]. This notation

will be used throughout this paper.

Proposition 2.5. The two K(1)-modules Q!(S!') and Q(S!!!), admit the following decom-

position into K(1)-submodules, namely

Ql(siy = Fi1@F, (2.21)
Q(sth) = Fs @ Fo. (2.22)

The summands F; (resp. F,) are naturally K(1)-submodules of Q!(S') (resp. Q(S'!')). The
projections Q!(S'!!) — F (resp. Q(sth) — F3) are given by az(D,-), and the corresponding

sections by «zLp (resp. %a%LD). O

Proof. We have «z (D, af + Bg) = a%g and oz (D, oa? f+apfg) = %a%g. The transformation
rules (2.13) for « and (2.14) for B then entail that the projections az (D, -) actually define
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morphisms of K(1)-modules, ®* (@2 (D, w)) = a2 (D, d*w) for all w € Q(S!), and for all
w e Q(St).

Moreover, since Lpa = 28 and LpB = 0, we readily find azLplazg) = aDg + Bg
and «:Lplazg) = a?Dg + 3aBg. Using, once more, equations (2.13) and (2.14), we then
obtain that the inclusions «zL p define, again, morphisms of K(1)-modules. To have
the identity pa?(D,a:LpF) = F, we choose =1 for F a %-density, and u = % for F a
%—density. The result follows. |

2.3 The orthosymplectic group SpO(2]1)

To define the supergroup SpO(2|1) and its action on the supercircle we will introduce the
notion of functor of points, following [6]. Let A be a supermanifold, an A-point of the
supercircle is a morphism of supermanifolds A — S!!!; we will denote by S!!'(4) the set
of A-points of S!I*. The assignation A — (A-points) is the functor of points. An A-point of
S!! is given by the image of the generators (x, &) of C*°(S!!!) in O, the sheaf of functions
defining 4; see [6, 20]. By Yoneda's lemma, giving f € Diff(S'!!) is equivalent to giving,
functorially in A, a map fa on S''(A).

For A any commutative superalgebra, GL,4(A) is the well-known group of even
invertible linear transformation of the free .A-module of dimension p|q; see [20]. We then
define the supergroup GL(p|q) by its functor of points, GL(p|g)(4) = GL,4(O4), and this
functor is representable by a supermanifold, GL(p|q). By Yoneda's lemma, the action of
GL(p|qg) on RP4 can be given by the action of GL(p|q)(4) on RPI49(A).

If we restrict ourselves to the supermanifolds A whose underlying manifold is
a point, then O, is a Grassmann algebra, and we obtain the supermanifolds defined by
Rogers [28] or the A-manifolds of Tuynman [30].

From now on we will speak of points instead of A-points, and of the action of a
supergroup on points, instead of the action of A-points of a supergroup on A-points.

The contact structure on S!!! (or rather on RP!!') defined by «, see equation (2.8),
does stem from the 1-form on R?! given by o = %(pdq —qdp+ 0do), via the formula
w = %pza, with p # 0, expressed in affine coordinates x = q/p and § = 6/p. We define the
orthosymplectic group [16, 22], denoted by SpO(2|1), via its functor of points; SpO(2|1)(A4)

is the group of all linear transformations of R?!(A4), viz.,

(2.23)

>

Il
R a 8
=™ Q-
Q o =
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preserving the symplectic form dw, i.e. such that [22]

ad —bc—aB =1, (2.24)

e +2y5=1, (2.25)
ae—ad+cy =0, (2.26)
pe—bs +dy = 0. (2.27)

We easily find that SpO(2|1) also preserves w. Since @ = %pza, the orthosymplectic group
acts by contactomorphisms, SpO(2|1) — K(1), via the following projective action on S!!,

namely (in terms of A-points)

(2.28)

B, ) — (ax+b+y$ aX+/3+e§)l

cx+d+88 cx+d + 88

where h € SpO(2|1).

The Berezinian of h is Ber(h) = e + afe™!; see [22]. We introduce the special or-
thosymplectic group SpO_(2|1) as the subgroup of SpO(2|1) of Berezinian 1, or as the
quotient, PC(2|1), of SpO(2|1) by the kernel of the projective action (2.28), or as the
connected component of the identity of SpO(2|1). So SpO_(2|1) is a super-extension of
Sp(2,R) = SL(2, R). We have the following (local) group factorization

1 0 0\fa O e b -B
SpO_ (2[1)sh=|¢ 5110 at 0 € 0|, (2.29)
§ o 1/\o o 0 e 1

where (@, b, &, 8,5) € R, withe? = 1,and @ > 0. Thus, as read off in equation (2.29), every
homography is the composition of an inversion, a dilatation, and a translation. We will
denote by E(1|1) the subgroup of translations and by Aff(1|1) the subgroup generated by
translations and dilatations. The connected component of the identity of these subgroups
of SpO, (2]1), characterized by € > 0, will be denoted by E(1]1) and Aff, (1|1), and referred
to as special supergroups.

3 Main Results

We expound in this section the two main results of this paper regarding the case of S'/%;

the first one gives the invariants of the action on S!!! of the special supergroups E, (1|1),
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Aff (1]1), and SpO_(2]|1), and the second one provides, by means of a super version of the
Cartan formula, the associated K(1)-cocycles. These results will be extended (whenever

possible) to the case of SV in Section 6.
3.1 Super Euclidean, affine, and projective invariants
Let t;, ty, t3, t4 be four generic points of S'!, t; = (x;, &).

Theorem 3.1. The following three couples, I, I,, and I,, of superfunctions are the

invariants of the action of Euclidean, affine, and projective special supergroups on S*'!.

e Euclidean invariant, Is(t;, t2) = ([t1, t2], {t1, t2}) with

[t1, t2] = X2 — X1 — &261, (3.1)

{t1, 12} = &2 — &1. (3.2)

e Affine invariant, I,(t1, t2, t3) = ([t1, t2, 3], {t1, 2, t3}), where, if X < xo,
[t1, ts]

[t1, tal’
t1,t
{t1, ta, t3) = [t, t2, t31%{1—3}1.
[tll t3]E

(3.3)

[tll t2/ t3] =

(3.4)

e Projective invariant, Iy(t1, t2, t3, ta) = ([t1, t2, t3, tal, £{t1, t2, t3, ta}), where when

ord(ty, t2, t3) = 1, see equation (4.9),

[t1, t3llt2, tal

_—, 3.5
[t2, t3llt1, tal 8.5)

[tll t2, t31 t4] -

{t2, ta}lty, t2] — {T1, t2}lt2, tal

: (3.6)
([tll tZ][tZI t4][tll t4])§

1
{tll t2/ t3, t4} = [tll t2/ t3/ t4]2

If a bijective transformation of S!!! preserves one of these three couples of superfunc-
tions, it can be identified with the action of an element of the corresponding supergroup,
E.(1]1), Aff,(1]1), or SpO_ (2|1). Moreover, if a contactomorphism @ € K(1) preserves the
even part of one of the invariants I, I, or I, respectively, then & = h for some h in E(1 (1),
Aff(1]1), or SpO_(2|1), respectively. |

This theorem summarizes Theorems 4.8, 4.14, and 4.19 given below, as well as
their corollaries. Their proofs rely on the p|g-transitivity of the action of these super-

groups on S''!; all details are given in Section 4.
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Remark 3.2. The super cross-ratio, i.e. the even part (3.5) of the projective invariant,
I,, has already been introduced by Nelson [23], and used by Giddings [14] while study-
ing the punctured super Riemann sphere, and also by Uehara and Yasui [31] to define
coordinates on the super Teichmiiller space. It has also been put forward by Manin in
[22] from a somewhat different standpoint that we can summarize as follows in our for-
malism. Using the even symplectic form dw = dp A dq+ 3d6 A d6 on R?, one defines
a SpO, (2|1)-invariant pairing (Z;, Z;) = dw(Z;, Z;) = p;pjlt;j, t;l, for Z; = (p; g; 6;) € R?",
where t; = (q;/pi,0;/p;). Positing [Z;, Zs, Z3, Z4] = %,
function, not only SpO_ (2|1)-invariant, but also invariant under rescalings of each vari-
able. We then have [Z;, Z,, Z3, Z4] = [t1, t2, t3, t4]; see equation (3.5). O

one obtains a four-point

Remark 3.3. The odd part (3.6) of the projective invariant, Iy, can clearly be reduced
to a three-point (almost) invariant function, corresponding to J, given below in
equation (4.15). The latter was already introduced by D'Hoker and Phong [7] and used in
[14, 31] on the same footing as the super cross-ratio. We have written J, as a function of

the Euclidean invariants, but it can be recast into the form

ifl[tz, tal + &lts, til 4 &3lty, to] — £16263
(Ity, tallts, talltz, 1))z

Jolty, t2, t3) = , (3.7)

which precisely corresponds to the expression originally given in [2, 7], where the cyclic
symmetry is obvious. This invariant, J, has also been introduced by Manin in [22], using

a construction akin to that developed by us in Section 4. O

Remark 3.4. If we apply the projection 7 : C*(S!') — C>(S!), see equation (2.2), to each
invariant Ig, I, and I,, we obtain the usual Euclidean, affine, and projective invariants,

namely the distance, the distance-ratio, and the cross-ratio. O

3.2 The associated 1-cocycles of K(1)

Let ® e Diff(S!) be a diffeomorphism of the circle, and ¢, = Id + ¢X + O(¢?) be the flow of
a vector field X on the circle. We set t; = ¢;_1).(t1) for i = 1,2, 3,4. Then the Schwarzian
derivative can be defined in terms of the cross-ratio, as the quadratic differential S(®)

Q(S!) appearing in the Cartan formula; see [4, 25],

(D*[tll t2! t3l t4]

—_ = 3
Gty teta] L= EX@eX S@)+ 0. (3.8)

For the group of contactomorphisms of S, we will proceed by analogy with this

method. Starting from the super cross-ratio (3.5), we will deduce the super Schwarzian
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derivative, S(®) € Q(S'!"), as a K(1)-cocycle with kernel SpO, (2|1). Euclidean and affine
K(1)-cocycles will likewise be obtained from the even Euclidean and affine invariants.

We recall that Q'(S!'!) is the space of 1-forms, Q(S!!) the space of quadratic differentials

of the supercircle, and E¢ = e (Dv)?; see Section 2.2.

o

Theorem 3.5. From the Euclidean (3.1), affine (3.3), and projective (3.5) even invariants,
we deduce via the Cartan formula (3.8) three 1-cocycles of K(1), with kernel E(1|1), Aff(1]1),
and SpO_ (2|1), respectively. They retain the following form:

e the Euclidean cocycle € : K(1) — Fo(S!!),
E(®) = log Ep = log(Dy)?; (3.9)
e the affine cocycle A : K(1) — Q(S!!),
A(D) = dE(D); (3.10)
e the projective Schwarzian cocycle S : K(1) — Q(S!!}),
2 1
S(®) = §ot2LDS(d>), (3.11)

where Lp stands for the Lie derivative with respect to the vector field D, and S(®) is
given by equation (3.13). Moreover, using the projections on tensor densities defined in

Proposition 2.5, we obtain two new affine and projective 1-cocycles, namely

e the projection of the affine cocycle, A : K(1) — ]-"%(S”l),

DEy

ar; (3.12)
Eg

A(®) = a2 (D, A(®)) =

e the projection of the Schwarzian cocycle, S : K(1) — F3,2(S');

1 1 /D3E 3 DE4D?E
S(®) =« (D, S(®)) = — < e “’) a2, (3.13)
4\ Eg 2 E?

We will give the proof of this theorem in Section 5.
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Remark 3.6. As in the case of the Schwarzian cocycle (3.11), using Proposition 2.5, we

can express the affine cocycle A in terms of its projection A, namely

A(®) = a2 L pA(D). (3.14)
0

Remark 3.7. (1) The projection 7 : C*(S!') — C>(S!), see equation (2.2), can be extended
naturally to differential forms and quadratic differentials, sending « to dx and g to 0. So
we can project the K(1)-cocycle S(®) given by equation (3.11) on Q(S'), and as the result
depends only on f = I1(®), see equation (2.4), we easily recover the classical Schwarzian

derivative Sy : Diff(S!) — Q(S!), namely

B f/// 3 7N\ 2
Solf) = ( g <7) )dxz, (3.15)

using the expression (5.9) where 7 (E¢) = f; see, e.g. [4, 8, 25]. The projections of the two

other K(1)-cocycles, £ and A, lead to the Euclidean and affine cocycle of Diff, (S!), namely
£o(f) = f and Ao(f) = Ldx.

(2) The K(1)-cocycle, S, given in equation (3.13) is the super Schwarzian derivative,
independently introduced by Friedan [10] and Radul [27]. Recall that E¢ = (Dv)?, see

equation (2.13), so we can also write

4 2 3
S(®) = (%j - zp(g$2w> o2, (3.16)

This is the form of the super Schwarzian derivative used in superconformal field theories
[10]; see also [22]. Gieres and Theisen use it in [15], as well as the affine cocycle A4, to

construct superconformal covariant operators. O

It is well known that the classical Schwarzian derivative (3.15) can be expressed

in terms of the classical affine cocycle Ay(f) = (f”/f)dx on St, viz.,
1
Sol(f) = dxLy Ao(f) — EAo(f)z, (3.17)
where f € Diff, (S!). A formula relating in the super case the expression of S and A can

be found in [15]. The next proposition gives another formula for the 1-cocycle S in a form

akin to equation (3.17). O
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Proposition 3.8. Let .A denote the affine K(1)-cocycle (3.10); the following holds true for

the super Schwarzian derivative (3.13):

S(®) = 1a%<D,(a%LD)2A(q>) _ l,4(c1>)2>. (3.18)
4 2 0

3.3 The determination of H'(K(1), F;)

The following corollary of Theorem 3.5 is straightforward; its proof relies on the ex-
pression (2.18) of the Euclidean 1-cocycle of k(1), the Lie superalgebra of infinitesimal

contactomorphisms of S/,

Corollary 3.9. The Lie algebra 1-cocycles associated with the K(1)-cocycles &, A, and S,
read ¢ : k(1) — F;2(S'1), with

G(X ) = (D2 f) o'/, (3.19)
wherei =0,1, 3. O

We recover, in this way, three of the four nontrivial 1-cocycles of k(1) with coef-
ficients in F, (see [1] for a classification). The fourth one, & : k(1) — Fo(S'!), defined by
Gl Xp) = f— %S&g f, does not integrate as a group 1-cocycle, just like the Vect(S!)-cocycle
X ¢+ f.Indeed, suppose that ¢y does integrate as a K(1)-cocycle, Co. Then 9y € k(1) in-
duces, using an angular coordinate x, the flow ®;(x,&) = (x+t,£), and as G(dx) = 1, we
have Co(®;) = %t; see e.g. [29]. But this is inconsistent with the periodicity condition
®; = ®y,9,. This is a straightforward generalization to the super-algebraic framework of
the observation [24] that the only Vect(S!) 1-cocycles that integrate as Diff  (S')-cocycles
are those which are Euclidean-basic; see also [17]. Here, one checks that ¢ is not E(1]1)-
basic.

As the derivation of Lie group cocycle is an injection from the Lie group cocycle
into the Lie algebra cocycle, we obtain the complete classification of the nontrivial

1-cocycles of K(1) with values in F;.

Theorem 3.10. (1) The cohomology spaces H!(K(1), F,) are given by

. R ifa=0,1,3,
H (K1), F) = (3.20)
{0} otherwise.

These three cohomology spaces are respectively generated by &, A, and S.
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(2) Moreover, the two cohomology spaces

HY(K(1),QYsM) =R, (3.21)
HY(K(1), Q(s') =R, (3.22)

are respectively generated by A and S. O

Proof. We have already proved equation (3.20) in the course of the above discussion.
Let us now derive equation (3.21). Suffice it to notice that Proposition 2.5 yields the
decomposition Q!(S!) = F1 ®F; into K(1)-submodules. The classification (3.20) then
shows that the image by the section azLp of the generator A of H(K (1),]-"%) spans
H(K(1), 21(S'1)). The same argument holds for the proof of equation (3.22). [ ]

Let us end up with the following synthesis of the results obtained in this section.

Remark 3.11. We have thus established a 1-1 correspondence between the set of non-
trivial cohomology spaces H'(K(1), F;) (or H*(K(1), M), with M = QO(S!l!), Q1(S'1?), Q(S'1))
and the “natural” geometries of the supercircle, namely the Euclidean, affine, and projec-
tive geometries of S''*. These geometries are defined by the kernels of the corresponding
1-cocycles £, A, S. These groups, in turn, give rise to the invariants I, I, I. At last, these
invariants lead us back to the generators of the above cohomology spaces, with the help
of the Cartan-like formulae (5.4), (5.5), and (3.8). O

4 Super Euclidean, Affine, and Projective Invariants of S!!!

In this section we construct the Euclidean, affine, and projective invariants given by
Theorem 3.1. We introduce an extension of the notion of transitivity, allowing us to
formulate a theorem giving the sought invariants when applied to each supergroup:
E;(1]1), Aff (1]1), and SpO_(2|1).

Let us first introduce an equivalence relation, on the n-tuples of a product set
E = Ey x E;. We denote by pp and p; the two canonical projections. Let s = (s, ..., s,) and
t =(t,...,ty,) be two n-tuples of E, we will say that s and ¢t are p|q equivalent, s e t,

where n = max(p, q), if and only if
Vie[l,p]l, pols)=po(t) and Vie[l,q], pls)=pilt). (4.1)

We will use the notation [¢] for the class of ¢ for this equivalence relation.
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Definition 4.1. Let G be a group acting on a set E = Ey x E; by (g + g). The action of G
on E is p|g-transitive, n = max(p, q), if for any n-tuples s and ¢ of distinct points, there
exists an element h € G such that A(t) 2¢s. If h is unique, the action is said to be simply

plg-transitive. O

In particular, a p|g-transitive action is min(p, g)-transitive. To prove n-
transitivity, we usually prove that any n-tuple ¢t can be sent to a given n-tuple m. To
prove p|g-transitivity we need an extra condition, this is specified by the next proposi-

tion.

Proposition 4.2. Let G act on a set E = Ey x E; and choose m, an n-tuple of E. Suppose

plg

that for every n-tuple s, there exists h € G such that h(s) 2 m, where n = max(p, q) and

G.[s] 2 [m]. Then the action of G on E is p|g-transitive. a

Proof. Lett and s be two n-tuples of E. We look for those k € G such that k() o By
assumption, there exist h, g € G such that hlt) Hla m and g(s) 2y m. Then, as h(t) € [m] and

G.[s] 2 [m], there exist s’ 22 s and ¢’ € G such that g(s) = h(t). Finally g (2(¢)) Zs. m

Theorem 4.3. Let g — g denote the simply p|g-transitive action of a group G on a set
E = Ey x E1, and let m be an n-tuple, n = max(p, q), of distinct points of E. We can define
the following (n + 1)-point function of E with values in E, associated to the class of m,

namely

I[m](tll s thrl) = /ﬁ(tn+1)l (4.2)

where h(t) e m, and t = (ty,...,t,) is an n-tuple of distinct points of E. This function

enjoys the following properties:

(1) Iy is G-invariant;
(2) if ® € E! preserves I, then ® = g for some g € G;
(3) letl be an n-tuple of E and g € G, then glm] = [l] if and only if Iy = G o Ijy.

The first two properties assert that I, is a characteristic invariant of the action of G.

Moreover, if n = p > g, we can define n-point invariant functions with values in E;

Jom,j(8) = pr(RI2;)) (4.3)



Projective Geometry of the Supercircle 19

for j € [q+ 1, p]. Any (n + 1)-point G-invariant function I can be factorized through the
invariants Iy and Jiy,j, i.e. I = f(Jmig+1s- -+ Jiml,ps Iim) for some function f, depending
on the n-tuple m. Similarly, any n-point G-invariant function can be factorized through

the invariants Jim, ;. O

Proof. We first prove that Ij,(g(ti),..., G(tns1) = Im(t1, ... tay1) for all ge G, ie.
Iy is G-invariant. Since Rlt) 2 )2 m. It follows that
I (@(t1), . .., Gltns1) = B o G Gltns1) = Rltn.1), hence the result. The proof of the G-

invariance of J,,; is identical.

m, we have hog l(g(t)

Secondly, we show that I, is a characteristic G-invariant. Let ® be a bijection
of E, such that ®*I};; = I;;,;, we have to prove that ® comes from an element of G. There
exist h,g € G, depending on ¢ such that, () 29 1 and glo(t)) 29 1. Since D* Iy = Iy, We
have §(®(tn.1)) = Alt,.q) for all t,,; € E, and thus ® =k , with k = g 'h.

Thirdly, suppose that there exists g € G such that gim] = [I]. Let t be an n-tuple,
we have A(t) 22 297 and it follows that Iy(t1, . . ., tns1) =
go E(tnﬂ). Conversely, suppose that Ij;) = G o I, for some g € G and let m’ € [m]. For every
n-tuple ¢, there exists h € G such that h(t) 4
thi1 € E. As Iyt th1) = /k\(th) for the unique k € G such that k(t) Ha [, we deduce that

’gfﬁ(t)) 297 particular for the n-tuple m’, h is the identity, hence g(m/) 297 1t follows

m for a unique h € G, then g(h(t))
m and then Iy(t, t, 1) =go ﬁ(tnﬂ), for all
that gim] C [I], and as we also have g/j1 o Iij) = Ipy, then g/;l[l] C [m], leading to the result

glm] = [I1.

Fourthly, let I be an arbitrary (n + 1)-point invariant function. For any n-tuple ¢,

there exists some h € G such that I(¢y,...,t41) = I(m), ..., m’,l,ﬁ(tn+1)) with h(t) = m’ 14
m. Now Ijy(ty, ..., the1) = ﬁ(tnﬂ) and since m’ depends only on m and on Jin j, the result
follows. [ |

Remark 4.4. This theorem generalizes the more common situation of a simply
n-transitive action of a group, choosing p =gq. In this case, 29 reduces to the mere
equality, =, and every (n 4 1)-point invariant can be factorized through the invariant
I, given by Theorem 4.3. In particular, the invariant [;, for [ another n-tuple, can be

factorized I = g o I,,, with g € G such that g(im) =1. O

Remark 4.5. In the definition of p|g-transitivity and in this theorem, we consider n-
tuples of distinct points. The notion of distinct points of E = Ey x E; is well known,
but we will strengthen it by assuming distinct even coordinates when dealing with

supergroups acting on the supercircle. O
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As direct and classical application of our result, the action of PGL(2,R) by
homographies on the circle S!, viewed as RP!, is simply 3-transitive, and choosing

m = (00,0,1) as the distinguished triple of points, we obtain the usual cross-ratio:

(x1—x3) (%2 —X4)

I(Xlr X2, X3, }QL) = (X —%3) (31 —%a) *

4.1 Euclidean invariants

We introduce the subgroups E(1|1) and E,(1|1) of SpO_ (2|1) which act on S'! by transla-

tions in an affine coordinate system.

Definition 4.6. Let us define E(1|1) as the subgroup of GL(2|1) whose elements are of the

form

€ eb —€p
g=10 e 0 |, (4.4)
0 B 1

where (b, f) € R'!, and €2 = 1. It acts on R!! C S!!! by translations, according to g(x, £) =
(x+b— B&,eB + €£). We will denote by E, (1]1) the connected component of the identity
characterized by € = 1. O

Remark 4.7. The Euclidean groups can be defined in an alternative manner, in terms of
the transformation laws of the 1-forms « and 8, and then directly as subgroups of K(1).
The group E(1]1) is the subgroup of those ® € Diff(S!!') such that ®*« = o and ®*8 = ¢p,
with € = £1; restricting to ¢ = 1, we obtain the subgroup E, (1]1). O

Proposition 4.8. The action of E,(1|1) on R!' ¢ S!! is simply 1|1-transitive; choosing
e = (0,0), it defines a characteristic Euclidean invariant consisting of the following two-

point couple of superfunctions:
Ie(ty, to) = ([t1, t2], {21, t2}) = (X2 — x1 — £261, 62 — &1), (4.5)

where t; = (x1,&1) and &, = (x, &). O

Proof. Following Theorem 4.3, we have to show that for any point ¢, of S!'!, there exists
a unique h € E (1|1) such that ﬁ(tl) = (0,0), and then compute E(tg) = ([t1, t2], {t1, t2}) for

another point t,.
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The action of any h € E(1|1) is given by E(X,é) =(x+b— B, B +£&). Hence hlty) =
(0,0) is equivalent to x; +b—B&; =0 and B+ & =0, i.e. B=—& and b= —x;. So h is

uniquely determined, and E(tz) = (xp — x1 — &261, &2 — &1), as announced. [ |
The choice of the point e = (0, 0) is immaterial; see Remark 4.4.

Remark 4.9. The even Euclidean invariant [t;, t2] is the discretized version of the contact
form o = dx + £d¢&, while the odd Euclidean invariant {¢, t,} is that of 8 = d&. This will

be specified in Lemma 5.1. O

Corollary 4.10. The even part of I, is invariant under E(1|1), and characterizes this
subgroup of K(1), namely if ® € K(1) satisfies ®*[t;, t,] = [t;, t2], then & = h for some
h e E(1]1). 0

Proof. Let: € K(1) be defined by ¢: (x,&) — (x, —£). Identifying E(1|1) with its image in
K(1), we have E(1|1) = E, (1]|1) u«(E,(1|1)). Since [t;, t2] is invariant under E, (1]1) as well
as under the action of ¢, this is an E(1|1)-invariant.

Let ® = (p,¥) € K(1) be such that ®*[t;, t;] = [t;, t2]. There exists ¢; such that
®(t;) = (0,0), and h € E,(1]|1) such that E(tl) = ®(t;). Since @ leaves [ti, t»] invariant, we
have ¢(t,) = [®(t1), D(t2)] = [t1, t2] = holty) in view of equation (4.2); hence ¢ = ho, with i =

(Eo,ﬁl). Using Lemma 2.3, we obtain & = hord® = c(?z\), and @ is then a (super) translation.
|

4.2 Affine invariants

Let us start with the definitions of Aff(1|1) and Aff(1|1) and with their action on S'!'.

Definition 4.11. The affine supergroup, Aff(1]1), is the subgroup of GL(2|1) whose ele-

ments are of the form

a ab -—ap
g=10 at! o0 |, (4.6)
0 B 1

where (a,b, B) € R?!, and a # 0. This supergroup acts on R!! ¢ S!! by translations and
dilatations, gl(x,&) = (a’x+ a’b — a?B&,aB + a&). We will denote by Aff,(1|1) the con-

nected component of the identity, characterized by a > 0. O
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Remark 4.12. The affine groups can be defined in an alternative manner, in terms of
the transformation laws of the 1-forms « and g, and then directly as subgroups of K(1).
The group Aff(1]1) is the subgroup of those ® € K(1) which satisfy ®*8 = F¢ 8, with Fg a

superfunction; restricting to 7 (Fg) > 0, we obtain the subgroup Aff, (1|1). O

Acting by contactomorphisms on S!I!', Aff,(1|1) preserves the orientation of the
underlying circle; see Remark 2.2. Moreover, two points on the supercircle ¢; and ¢,
define an orientation given by the sign of x, — x; (in the chosen affine coordinate system).
Hence, the action of Aff,(1]1) cannot be 2|1-transitive, but for all couples s and ¢t defining

the same orientation there exists a unique h € Aff,(1]1) such that hit) &5, So let us

introduce Aff (1|1) as the group generated by Aff.(1|1) and the orientation-reversing

transformation r : (x, &) — (—x, &).

—~—

Lemma 4.13. The action of Aff (1|1) on R'! ¢ S!!! is simply 2|1-transitive. O

Proof. Let a; =(0,0), a; = (1,¢) and t;,t, be two distinct points of S'!, with x < x,
a condition which can always been satisfied, using the transformation r, if necessary.
We look for h € Aff (1]1) such that hl(t;, t2)) a (a1, az). We thus have to solve the system:
a’x, + a’b —a’Bg; =0, aB +a& =0, and a’x; + a®b — a?p&, = 1. In doing so, we obtain
B =—£&, b=—x; and a® = [t;, t,]7}; see equation (4.5). This entails that h is uniquely
determined and hlts) = (leted Ltsl) gor any point t; of S!''. Here, p, is the projection to

[t1,t2]" lty,t012

the odd component, hence p; (h(t,)) is given by % The function p; o & is thus surjective
t1,t2]2

from [t] onto R%! and Proposition 4.2 applies, proving the simply 2|1-transitivity of the
action of Aff (1]1). |

Now, the action of Aff, (1]1) on S'! satisfies all assumptions of Theorem 4.3,
and then, restricting ourselves to x; < x,, we obtain affine invariants with all properties
stated in Theorem 4.3.

Proposition 4.14. Choosing a, the class of a couple a = ((0, 0), (1, ¢)) for the relation 2;1,
Theorem 4.3 gives rise to a characteristic affine invariant consisting of the following

three-point couple of superfunctions, defined for x; < x by

(4.7)

Li(ty, t2, t3) = ([t1, t2, t3], {t1, t2, t3}) = <[t1’t3] {1, ts} ) .

[t1,t2] ¢y, ]2
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We likewise have a two-point odd invariant, defined for x; < x; by

{t1,t2}
Jalty, tg) = — T (4.8)
[t1, t2]2
which is fundamental in that it generates all other two-point invariants. O

Proof. The action of Aff (1|1) being simply 2|1-transitive, we can apply Theorem 4.3.
Let t = (t1,t2) be a couple; if x; < x,, we obtain, resorting to the proof of the last lemma,

La(ty, to, t3) = (%, %) and Jy(t1, ) = % For x; < X3, I, and J, are invariants (with
! t1,t2]2 t1,t2]2

all properties given in Theorem 4.3) of the subgroup of Aff,(1|1) preserving the condition
x] < X, i.e. Aff, (1]1). |

For x, < xj, we can easily show that I, and J, are simply obtained by exchanging
t; and t,.

Remark 4.15. The invariants I; and J, depend on a; for another class, b, of a couple of
points, we have, following the third assertion of Theorem 4.3, Iy = go I, and J = go Ja
if and only if p,(b;) = 0. For p;(b;) # 0, I, and J, depend on I and J; in a more involved
way. (]

Remark 4.16. We can rewrite the odd three-point invariant, p;(I;), as {t;,t2,t3} =

[ty, to, tg]% [{“'t?l , showing that it is a function of the odd two-point invariant function,
ty,t3]2
Ja, and of the even three-point invariant, py(I;). Hence, every affine three-point invariant

function is a function of J; and py(I,). O

Corollary 4.17. The even part, py(la), of I, is invariant under Aff(1|1), and characterizes
this subgroup of K(1), namely if ® € K(1) satisfies ®*[t}, t2, t3] = [t1, t2, t3], then & = h for
some h € Aff(1]1). |

The proof is identical to that of Corollary 4.10 in the Euclidean case.

4.3 Projective invariants

Once more, we will follow the previous method and derive the super cross-ratio as the

even part of the SpO_ (2|1)-invariant given by Theorem 4.3.
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We begin by the introduction of an orientation index, ord, on the oriented circle,
defined on triples of distinct points by

ord(x, xp, x3) = +1 if x, € [x, x3],

=—-1if x € [x3, x1]. (4.9)

It is uniquely preserved by orientation-preserving diffeomorphisms of the circle and
enjoys the property: ord(o (x1), 0 (%), o (x3)) = e(o)ord(x;, X2, x3) for any permutation o whose
parity is denoted by ¢(o); see [3]. This index, ord, can be extended to triples of points of
the supercircle by ord(t;, to, t3) = ord(xy, X, X3).

As SpO, (2]1) acts by contactomorphisms on S!!!, it preserves the orientation of
the underlying circle; see Remark 2.2. Hence, the action of SpO,(2|1) cannot be 3|2-
transitive, a triple of distinct points defining an orientation. However, if s and ¢ are two

triples defining the same orientation, there exist exactly two elements h. € SpO_(2[1)

such that hy(¢) 2. So let us introduce SpO_(2|1), the group generated by SpO_(2]1)

already considered, and the orientation-reversing transformation r : (x, &) — (—x, &).

Lemma 4.18. (1) The action of Sp6IT2|1) on S'! is 3|2-transitive.

(2) Moreover, let p be the class of p = ((c0,0),(0,0), (1, ¢)) for the relation 12, then
for any triple t, there exist exactly two elements of Spa(al), k., k_ such
that k.(¢) ¥ p, and k_ = (o &y, with ¢ : (x,£) > (x, —£). .

Proof. Assume first that the triple t = (¢1, t2, t3) be such that x; < x% < x3, even if it

means to apply r and an element of SpO_ (2]|1) inducing a cyclic permutation on t. Then

Proposition 4.14 insures that there exists a unique g € Aff,(1|1) such that: g(t;) = (0, 0)

and glt3) = (1,¢'), with ¢’ = % Since g € SpO_ (2]1), we just have to determine all h

SpO_ (2]1) such that h(0,0) = (0, 0), py(h(1,¢')) = 1, and h(g(t;)) = (o0, 0), implying that hg =

k are the sought transformations such that hAg(t) P p.

As h is an element of Sp0+(211), 7 is of the form h(x, &) = (%' zﬁgiﬁg), with
the relations (2.24) to (2.27). Since h(0,0) = (0,0), we have b = 8 = 0 and the relations

become ad =1, € =1, e=as, and y = 0; now e= 1, since we restrict us to special

~

transformations, i.e. of Berezinian 1. The equation h(g(t;)) = (co0,0) gives ac% +14+

a% = 0and a% + % = 0, where we have used the fact that glt;) = I.(t,, t3, t;) as
t2,t3]2 ! t2,t3]2

given by equation (4.7). Hence we have

{t1, 12} [t2, sl [t2, t5]
o= — I ——— and c=

= . 4.10
[t, ts]2 [t1, t2] “ [t1, t2l ( )
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There is one extra equation to satisfy, namely m(ﬁ(l, ') = 1; it yields explicitly a® = ac +

1 +a¢’, givinga? = gfgj} +1— {tl'[tfl}‘tt;]'ts}, since ¢’ = Jalts, t3), see equation (4.3), as given by

equation (4.8). We then get, with the help of the identity [t, t3] + [t1, t2] — {t1, t2}{t2, t3} =
[tl ’ t3]l

2 [t1,ts]

_ , 4.11
[tll t2] ( )

so a is determined up to an overall sign. We have proved that h is therefore given by

(4.12)

2
Al ) — < a’x alox+ &) ),

acx+1+af acx+1+af

the sign of a # 0 remaining unspecified. This proves the existence and uniqueness of h.,

as stated above. Moreover, Jy(t1, t2, t3) = p (h(t3)) is a surjective function from [¢] to R%!;

—_—

see equation (4.15). Using Proposition 4.2, we conclude that the action of SpO_(2]1) is
3|2-transitive. [ |

Now, even if the action of SpO_ (2]1) is not simply 3|2-transitive, we can construct
following Theorem 4.3 invariants in the same way as before, and restricting consideration

to ord(t;, t2, t3) = 1, we will end up with projective invariants.

Proposition 4.19. Let p = ((00,0),(0,0),(1,¢)) be a triple of points of S'!, and denote by

p the class of p for the relation % Theorem 4.3 then yields the projective invariant

Ip(t1, t2, t3, ta) = ([t1, to, t3, tal, £{t1, Lo, t3, ta}), given, if ord(ty, t2, t3) = 1, by

[t1, t3lltz, tal
[t21 t3][tl 2 t4] '

t ,t t ,t - t :t t It
(t1, 2, ta, ta) = [, b, o, 2413 L2 talllr B2l = (B0, Bollts, tal (4.14)

(t1, t2llta, tallty, tal)2

[tll t2/ tSr t4] = (4].3)

which characterizes the group SpO_ (2|1) within the diffeomorphisms of S!I*.

We also have an odd projective invariant, namely, if ord(t;, t2,t3) = 1,

oty £, t3) = i{t2,t3}[t1,t2] - {tl,tz}[tz,tsll 4.15)

([t1, tallto, tallt1, t3))2

which is fundamental in that it generates all other three-point invariants. O
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Proof. Assume that ord(t;, 3, t3) = 1. Using Lemma 4.18, we know that there exist ex-
actly two elements k., k_ € SpO_(2]|1) such that E;(t) Uz p. Weset Ip(ty, ..., ta) = E(u) and
Jo(ty, t2,t3) = pu (E(tg)), as suggested by Theorem 4.3. Despite the nonuniqueness of k, all
conclusions of Theorem 4.3 apply just as well, and the proofs are identical, except for I,
being a characteristic invariant. The proof of Theorem 4.3 shows that any bijection, ®,
of the supercircle such that ®*I, = I, satisfies ®(t4) = E;(u) for all t4. We have to impose
that ® be a diffeomorphism to obtain ® = IE: ord==k_.

It then remains to compute E;(t4); using the proof of Lemma 4.18 we will easily
calculate IE; = fl; og, for the specific case x; < x» < x3. Starting with the even part of

k. (t4), we obtain, see equation (4.12),

a’lty, t3, ta
aclts, t3, tal + 1 + af{ty, t3, ta}
[t1, t3llt2, tal

[t1, tallty, ta] (] + 1 — Lasfellintel)”

[tlrtZI t3, t4] =

where we have used equations (4.10) and (4.11). With the help of the identity [t2, ta] +
[t1,t2] — {t1, t2}{t2, ta} = [t1, t4], we find the announced result, viz., equation (4.13).

We then compute the odd part of fll@(b})), which is determined up to global sign
governed by the sign of a (see proof of Lemma 4.18). For a > 0, we find using equation
(4.12) that

alalty, ts, tal + {t2, t3, ta})
aC[tz, t3, t4] + 1+ a{ty, t3, ta}
(itr, tolltn, o)) (— L2y {4 Lol

{t1,t2, 83,84} =

tzrts]% [t1,t2] [t2,t3]%
[tll t4]
1 _1 {t2, ta} _1 {ty, t2}
= [tlltZItSIt4]2 <[tllt2It4] 2 1 _[t4lt21t1] 2 1 ’
ta, tal? [t1, t2]2

with the help of the equalities (4.10) and (4.11). For x; < x, < X3, We can write

{t ty, ts, t } _ [t ty, ts, t ]% {tZ!t4}[tlrt2]_{tlltZ}[tZItl}]
1 ' r b4y — LL1, ’ 1 U4
(It1, talltz, tallty, ta]) 2

(4.16)

which is the announced result, viz., equation (4.14).
For the more general case ordl(t, to, t3) = 1, we still have to compute E(t;;) for
X3 <X <x, and X, < X3 < x;. Let us introduce the homography Clx, &) = (*=-1H& &F),

which cyclically permutes (0, 0), (00, 0), and (1, ¢). Start with the case x3 < x; < x»; we can
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assume that x3 < 0 < x; < X3, even if it means to apply a translation, and then €(x;) <
Clxy) < Clx3). As I, is invariant under the action of SpO_ (2|1), we have I, = C*I,, and using

the above results we deduce that ky (tg) = ¢*(Lutelltatal 14 ) ¢, ¢,]7 (edalltitol=(tto)lts, t‘*]) The
[t2,t3llt1,24]
([ty t21lt2,t4]lt1, t4])
Euclidean invariants are transformed by € as follows: ¢'[¢;, t;] = M and C'{t;, tj} = L —
%, we then have k+(ts) = (jrtsfetes, (4, 1, ts, ty]z Uedalltitol={ti to) [tz't“]) The case X, < X3 < X
J ’ ' ([t1,t2][t2,t4][t1,t4])7
is similar, except for the fact that we have to apply 2 instead of €. [ |

For ord(t, tz, t3) = —1, the projective invariants I, and J, are simply given by the
exchange of t; and ¢, in formulae (4.13), (4.14), and (4.15).

Corollary 4.20. The cross-ratio (4.13) is invariant under SpO,(2|1), and characterizes
this subgroup of K (1), namely if & € K(1) satisfies ®*[t;, t3, t3, tal = [t1, 2, t3, ta], then & = h
for some h € SpO_ (2]1). O

The proof is the same as in the Euclidean case, except for the fact that SpO_(2|1)

contains now the transformation ¢ : (x, &) — (x, —&).

Remark 4.21. Projective groups and projective invariants of the circle and of the
supercircle share various properties. Like SpO_(2|1) in the super case, the action of
PSL(2,R) preserves the orientation of the circle. The action of PSL(2,R) on the circle
is thus not simply 3-transitive, in contradistinction to that of PGL(2,R). The cross-
ratio can also be defined following Theorem 4.3, leading to the classical expression
[x1, %, X3, Xa] = (L=202=%, which is invariant under PSL(2, R) only. The PGL(2, R)-invariant
is given either by this last expression or by the same expression where x; and x; have

been exchanged, depending on ord(x;, xz, x3). O

Remark 4.22. Again, the odd four-point invariant p;(I,) is a function of the odd three-
point invariant J, and of the even four-point invariant py(I,). So every four-point invariant

is a function of these two invariants. O

5 The Schwarzian Derivative from the Cartan Formula

This section provides the proof of Theorem 3.5. We will begin by two preliminary lemmas
and then give the proof for the Euclidean and affine cases, and finally, for the projective

one.
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5.1 Preparation

Let us first recall the formula for the Taylor expansion of a smooth superfunction f €

C>(S') as given in [6, 20], namely

n

fit) - fe) =3+

i!
i=1

+0((x — x)"*, (&2 — &) — x1)™)

(e — x0)'0L f(t1) + i(62 — &1)(x2 — x0)" 101 0 fle1))

"1 . L
= Z a (It1, L2l 0L f(t) + i{t1, t2}ltr, t2]' 10 ' D f(t1))
i=1

+0((x — x1)"*, (&2 — &) (3 — x1)™). (5.1)

The following lemma linking discrete variations and forms will enable us to
write Taylor expansions in terms of the differential forms « and g. We will skip its

straightforward proof.

Lemma 5.1. Let X € Vect(S!), and ¢, the associated flow. Putting t; = ¢,(t;), we have

[t1,t2] = (eX, @) (t;) + O(e?), and ({t;,t2} = (X, B) (t1) + O(?). (5.2)

The next result is of central importance in the subsequent proof of Theorem 3.5.

Lemma 5.2. Let ® = (¢, ¥) € K(1) be a contactomorphism of S, and let t, = ¢,(t;),
where ¢, is the flow of a vector field X, then

O*[ty, 8] 1 Ey DEy
—Eq>(t1)[t1,t2] =1+ 2 <[t1't2]E¢ (1) + {t1, t2} Eo (t1)>
2 A B 3
+<8X® eX, a 6Ea +ap 2E¢>(tl) + 0(e”), (5.3)

where A = ¢"” + " and B = D¢” — ¥ Dy/”, «? and af being as in equation (2.20). O
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Proof. We have ®*[t;,t2] = [D(t1), D(t2)] = @(t2) — @(t1) — (W (t2) — ¥ (t1))¥(t1), by virtue of

equation (4.5). Using Taylor’s formula (5.1), we obtain

O*[t1, tal = {t1, t2)(De — Y DY)(t1) + [t1, t21(@" + v ')(E1)
+[t1, t2] (%[tlr toll” + ") ty) + {t1, t2}(De’ — l/fDl///)(tl))
+ 81, 2] (§1t1, 217 (0" + Yy ")(E1) + 3{t1, t2}[t1, t2)(De” — ¥ DY")(t1)) + O(e*).

Then, as ® € K(1), Proposition 2.1 yields D¢ — ¢ Dy = 0 and ¢’ + ¥’ = E¢. This entails
that ¢" + ¢y¢" = E}, and D¢’ — ¢y Dy’ = %DE¢. Lemma 5.1 then leads to the result. [ |

At first order in ¢, we simply obtain: % = [Eo + 2(eX,dEo)] (t1) + O(&?).

5.2 Proof of Theorem 3.5
5.2.1 Euclidean and affine K(1)-cocycles, £, A

The Cartan formula (3.8) yields a privileged means to define the Schwarzian derivative
via a Taylor expansion of the cross-ratio. Much in the same way, we will construct 1-
cocycles via the Euclidean and affine even invariants. Thanks to the last lemma, we

have

D[ty tol

Gt E¢(t1) + Ofe). (5.4)

Hence € : ® — log(Es) is a 1-cocycle of K(1), with values in F(S!!); this justifies equation
(3.9). Note that log(E¢) is well defined, since the reduced function 7 (E¢) = n(Dvy)?, see
equation (2.2), is positive.

For the affine even invariant (4.7), we have, putting t, = ¢.(t;) and t3 = ¢2.(t1),

Ot tats] 1+ 3(2¢X, d(log Eg))(t:) + O(¢?)
[t1, ta, ta] 1+ L(eX,d(log Eo))(t1) + O(e?)

1
E<sX,d(1og Eo))(t1) + O(e?). (5.5)

This implies that A: ® + d(log E¢) is a 1-cocycle of the group K(1) of contactomor-
phisms, with values in the space, Q!(S!!'), of 1-forms on S!/'. Using the projection on

half-densities .7-'% (S') given by a%(D,-), see Proposition 2.5, we still obtain an affine
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1

1-cocycle: A: @ — az(D,d(log E)) = Di“’ az. The justification of equations (3.10) and

(3.12) is complete.

5.2.2 The Schwarzian derivative, S

We will now resort, verbatim, to the Cartan formula (3.8) in order to derive the expression
of the Schwarzian derivative (3.11) of a diffeomorphism & € K(1). This formula involves
the cross-ratio [t, to, t3, t4] of four close by points; we will hence posit t; = ¢.(t1),t3 =
¢2:(t1), and t4 = ¢3.(t1), where ¢, = Id + ¢ X + O(g?) is the flow of a vector field X of S!/'.

Let us then expand in powers of ¢ the following expression:

D[t ,t3]  _ D*[to,tal D*[tp,t3]  P*[ty,tal
*[ty, to, ts, tal _ 1 = Eeltlty bl Bolta)lts, ta] ~ Eolty)lts ts) Eolt)t, tal (5.6)
[t1, 2, t3, T4l 1+ Ofe)
We note that the terms E:’(t[f)l[tfﬂs] nd E:’(t[f)l[tf‘i], with base point t,, are explicitly given by

Lemma 5.2. The remaining terms with base point ¢, will be computed separately, using

again equation (5.3) and the Taylor formula (5.1), viz.,
f(t2) = f(t1) + [t1, t2l £(E1) + {t1, 2} D f(t1) + O(e?), (5.7)

for a superfunction f e C®(S'!).
We have

q)*[tz, t3]
Eq¢(t)lt2, ts]

E
=1+ - 2 ([tz,t31—¢(t1) + {tzfts}

(tl))
1 ELY Es\’
+§[t1,t2] ([tzrts] (E(b) (t1)+{t2,t3}< Eq ) (t1)>
220

Lt to) (it 1D (22
+§{1,2} 2,13 Eo

)(t1 + {t2, t3)D

XQeX, 0?— — ) (t) + 0(?),
<8 ® ¢ a6E¢+aﬁ2E¢> 1)+ 0(e”)

D*[ty,ta]
Eq(t2)lt,tal

obtained by replacing in the latter expression 3 by ¢4, and e X by 2¢ X. From Lemma 5.1 and
Taylor’s formula (5.7), we get [to, t3] = (¢ X, a)(t;) + O(e?) and {t,, t3} = (¢ X, B)(t;) + O(e?). In

particular, {t,, t3}{t1, t2} is thus of third order in ¢, since (¢ X, 8) is an odd superfunction.

where the terms A and B are defined in Lemma 5.2. The other term is likewise
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We finally have
q)*[tz, tg] 1 ( Eéb DECD )
—————— =14 — | [t t3s] ==(t1) + {t2, ¢ (t1)
E¢(t2)[t2,t3] 2 2/ %3 Ec[> 1 { 2 3} Eq;. 1
1 Ep\ DEo\
- X X P 2 ]
+2<8 ®eX,a <E¢>+ aﬂ(E®>>(t1)

A B
X®eX, a?— — (¢ 0.
+<8 ReX, o 6E¢+a’32E¢>(1)+ (e°)

This formula and Lemma 5.2 help us find the contribution of the first-order terms of
each product in the numerator of equation (5.6); this contribution is found as ([t;, t3] +
[t2, tal — [t2, tal = [t1, tal) g (t1) + ({E1, ta} + {t2, ta) — {2, ta) — {1, ta)) 2E2(t1) = (&1 — E2)(E5 —
&a) Eq (t1), which is of third order in ¢, since & — &, = & — & + O(e?). The right-hand side

2Eq
of equation (5.6) is of second order in ¢ and we now compute it. We find that

O*[t1, to, ts, t 1 E/ DEy\?
M—l:—<eX,a—q’+,3 ‘1’> (t,)
[t1,t2, 3, tal 4 Eg Ey

1 ELN DEs\’
“leX®@eX,a? =2 2 t
+2<8 Bekia (E<1>)+ aﬂ<E¢>>(1)

A B
—2{eX®eX, o> — +af— ) (t1) + o).
6Es 2E4

Collecting the terms involving «? and «f, we put the latter expression in a nicer form,

namely

O*[ty, tn, t3, t E/! A 1 (E,\?
M—l=<8X®SX,a2< @ ____<_‘1>> )>(t1)

[tlrt21t3lt4]
DE, B E,DEs
+({eX®eX, O t1). 5.8
R ) L

Since D¢ = ¥ Dy and E4 = (DV)?, see Proposition 2.1, we calculate the terms A and B
whose expression is given in Lemma 5.2; we find A= ¢” + ¥ " = (E¢ — ¥ ¥') + ¥y =
Ej —y'y”, together with B=D¢"—yDy" =y "Dy +2y'Dy’ = 1D3Eqe + i%ﬁf"’.
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Plugging these quantities into equation (5.8), we obtain

O*[ty, to, t3, ¢ 1E., 1/E,\? 1v'y"
M_1=<8X®SX,QZ<— ‘b__( (I>) + ww)>(t1)

[tllt21t3l t4] 6Eq> 4 E_cp 5 Eq;

1DE;, 3 E,DEy
X®eX, e _-@ t1). 5.9
+<8 ®e aﬁ(z Fo 4 K >>(1) (5.9
Upon defining
~ DE, 3 E,DE
S@) = =2 _ZZe—2? (5.10)

Eo 2 E?

we find DS(®) = g—: - %(%)2 - %%{Z:E“’. We also have DE,DEq = —4y/y/"Eq. Inserting
the latter result into equation (5.9) and using the Cartan formula (3.8) to define the

Schwarzian derivative, S(®), of the contactomorphism @, we obtain
1, ~ 1~
S(®) = a’DS(®) + ZapS(®). (5.11)
Thus, S defines a 1-cocycle of K(1) with values in the space, Q(sh), of quadratic dif-

ferentials; cf. Section 2.2.2. Using the projection onto the $-densities, Fs (St), given by

oz (D, ), see Proposition 2.5, we still obtain a projective 1-cocycle of K(1), viz.,

1 /(DE, 3E,DE
S(®) = a2 (D,S(®)) = ~ Ll ik WS (5.12)
4\ Eo, 2 E3}

This ends the proof of equation (3.13).
Equation (3.11) can now be deduced from equations (5.11) and (5.12). Indeed,

using
Lpa =28, (5.13)

we find a2 LpS(®) = 1azLp(S(@)az) = $S(@).

5.2.3 The kernels of the K(1)-cocycles £, A, S

The subgroup of those ® € K(1) such that £(®) =0 is characterized by the equation
E¢s = 1; see equation (3.9). Writing ® = (¢, ¥) and using equation (2.13), we find Dy = ¢,
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with €2 = 1. This entails that ¥ (x, &) = €(8 + &), with 8 € R%. The constraint (2.12) then
leads to ¢(x, &) = x+ b — B&, with b € R. This proves that ker(€) = E(1]1).

The kernel of the 1-cocycle A, given by equation (3.10), is determined by the
equation E¢ = a?, with a € R*. The kernel of A is given by the same equation, hence
is equal to the kernel of A. The same computation as before clearly leads to ®(x,§) =
(a’x+ a’b — a?B&,ap + a&). Hence ker(A) = ker(A) = Aff(1]1).

The kernels of the 1-cocycles S and S, given respectively by equations (3.11) and
(3.13), clearly coincide. Suffice it to determine ker(S). Let us consider ® € K(1), then its
Schwarzian derivative (3.13) reads alternatively

S(®) = —%E§D3(E;%)a3/2. (5.14)
Hence S(®) = 0if and only if BXD(E;%) = 0. As 0xyDxo = Oimplies, for xo an even superfunc-
tion, xo = dx+ d’ + §'&, where (¢, d’, §') € R?!, we obtain E¢ = ((x+ d’ + §')~2. Consider
now h € SpO, (2[1), whose action is given by equation (2.28), then E; = (cx + d + §§)72.
We thus have Eq = E, for some h € SpO_(2|1), so that & = ﬁo@with g € E(1]1) in view
of the above result; this implies that ® € SpO_(2|1). The conclusion, ker(S) = SpO_ (2|1),
easily follows.

The proof of Theorem 3.5 is complete.

5.3 Proof of Proposition 3.8

With the help of equation (2.10), the affine cocycle A, given by equation (3.10), can be
recast into the form A(®) = E;'dEe = aE,'Ey + BE;' DEs. Using equation (5.13), we
obtain (¢zLp)? = aLp: + BLp.

Straightforward calculation yields the expressions of LpA, Lp2.A, and A?, so that

(@?Lp)*A(®) %A((D)Z = o’ <D§(q>) - %%) + 20B5(®). (5.15)
]

This formula leads directly to equation (3.18), using (D, «?) = 0 and (D, af) = %a, together
with the expressions (5.10) and (5.12) for SandS.

6 Super Euclidean, Affine, and Projective Invariants, and K(N)-Cocycles for S!!¥

The aim of this section is to extend to S!'V the previous constructions, namely those of
the Euclidean, affine, and projective invariants, of the Euclidean and affine cocycles and

of the Schwarzian derivative for N = 2. For N > 3, the cross-ratio is badly transformed by
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contactomorphisms, which prevents the construction of a Schwarzian derivative along
the same lines as before (see Remark 6.6).

Let us define the notation used throughout this section. Except if otherwise
stated, all indices i, j of odd objects will run from 1 to N, and Einstein’s summation
convention will be freely used. The space of superfunctions C*(S!'V) defining S!'V is the
superalgebra C®(S)[¢!,...,&Y], where the &' are odd indeterminates. It is topologically
generated as an algebra by the coordinates (x,£) with & = (£!,...,&Y). The diffeomor-
phisms retain the form & = (¢, ), with v = (¢'!,...,¢¥"Y) and ¢, ¥/ € C*(S'V), such that
(¢, ) is a new coordinate system. Let F,G € C*(S!")¥, we denote their pairing with

values in C*(S!V) by
F .G = F,G, (6.1)

where F' and G' are the ith components of F and G, and F; = §;;F/ (with the choice of a

Euclidean signature). The C*(S'¥)-module Q!(S'"Y) is generated by the 1-forms
a=dx+&dé' =dx+£-dé  and ' =déE, (6.2)
with dual vectors 9, and D; = 9, + &;0x. For f € C*(S!V), we therefore have
df =af +B'Di f; 6.3)
see equation (2.10). We furthermore denote by K(N) the group of contactomorphisms, &,
characterized by ®*« = E¢o for some superfunction Eg. Let ® = (¢, ¥) € K(N), then &*« =
do+ v -dy =alg’ + ¢ -y') + BYD;p — ¥ - Dyy). It follows that ® € K(N) if and only if

Dip —¢-Dir =0 (6.4)

foralli =1,..., N. The multiplier of ® is then given by E¢ = ¢’ + ¢ - ¥/, i.e. by

XY

Eo =

= (D;y)? (6.5)

for any i =1,...,N. The expression (D;¥)? stands for D;y - D;v/. This has been first
developed in the framework of super Riemann surfaces by Cohn [5]; we will nevertheless
refer to work of Radul [27], whose geometric approach, in terms of contact structure, is

closer to our viewpoint; see also [17].
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Proposition 6.1. Let ® € K(N), then
D;iDip + v - DiDiyr = Dy - Djfr = E¢d;;. (6.6)

_1
Hence (E,? D;yr)i=1,..n is an “orthonormal basis” for the pairing (6.1) on C*(S'V)V, O

.....

Proof. As ® € K(N), we have D;D;¢ = D;(yy - D;Wy) = Dj3 - Dy — - D;D;¥, in view of
equation (6.4); by exchanging i and j, we deduce D;y - Djyy =0 if i # j. For i = j, the
result is given by equation (6.5) and the equality E¢ = ¢' + ¢ - ¥, |

6.1 Euclidean, affine, and projective invariants

SV wwhere N > 2, the content of Section 2.3. Now « (6.2) stems from

We now extend to
the 1-form on R*? given by @ = 1(pdq — qdp+ 6;d6"), via the formula w = } p?« (p # 0),
expressed in affine coordinates x = q/p and &' = #'/p. We define the orthosymplectic
group [16, 22], SpO(2|N), as the supergroup whose A-points are all linear transformations

of (’)i'N, see Section 2.3,

>
Il
R o 98
= QA o
D o> =
)
-

preserving the symplectic form dw. If we demand that these linear transformations
preserve the direction of dw only, we end up with the conformal supergroup C(2|N);
see [22]. In the expression (6.7), the entries a,b,c,d are even elements, «,8 are odd
column vectors of size N, while §, y are odd row vectors of size IV, and e is an even matrix

of size N x N. Moreover, as dw is preserved, we have

ad —bc—a'p =1, (6.8)

e+ 2y =1, (6.9)
ate—as+cy =0, (6.10)
Ble—bs +dy =0, (6.11)

where the superscript ¢t denotes transposition. We easily find that SpO(2|N) also pre-

serves . Again, since @ = ; p’«, the orthosymplectic group acts by contactomorphisms,



36 J.-P. Michel and C. Duval

SpO(2|N) — K(N), via the following projective action on S'¥, namely

Al g)_<ax+b+y§ ax+/3+e$)
T \ex+d+88 " ex+d+8g)]

(6.12)

where h € SpO(2|N), and & is understood as a column vector.

The kernel of this action is {Id, —Id}, hence the action is effective for the super-
group SpO(2|N)/{£Id} = PC(2|N) of conformal projective transformations. If NV is odd,
this supergroup coincides with the special orthosymplectic group SpO_ (2|N), which is
the subgroup of SpO(2|N) of Berezinian 1. We still can define Euclidean and affine sub-

groups of SpO(2|N), whose elements are

a ab -—apt
g=|0 at o0 [, (6.13)

where (a, b, ) € R, g > 0 defining Aff, (1|V) and a = 1 defining E (1| N).

Remark 6.2. The group Aff,(1|N) may be defined as the subgroup of those h e K(N)
that preserve the direction of each g;, namely ’ﬁ*ﬂi = B; fi, for some superfunction f;, with

i=1,...,N.Its subgroup E, (1|N) is characterized by exactly preserving «. |
Let ty, ty, t3, t4 be four generic points of SV,

Theorem 6.3. We have three invariants, Is, I, and I,, of the action of the Euclidean,

affine, and projective supergroups on the supercircle S''%.

e Euclidean invariant: Is(t;, t2) = ([t1, t2], {t1, t2}) with
[t tl=x—x —& &, {t1,t2} = &2 — &1. (6.14)

e Affine invariant: I,(t;, t2, t3) = ([t1, t2, 3], {t1, t2, t3}), Where, if X3 < X,

[tll t3] {tll t3}

T2 2 1/ t /t rt = . (615)
[tll t2] { e 3} [tl,tz]%

[t] 2 t2! t3] =
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e Projective invariant: Ip(ty, t2, t3, ta) = ([t1, t2, t3, tal, O(N).{t1, t2, t3, ta}), where, if
ord(tll tZI t3) = 1!
[t1, t3llt2, tal

[, tallty, ta]”

(1, o, ta, ta) = [ty b, ta, tal? {t2, ta}lty, 2] — {t1, t2}[t2, tal
1/ ' ' - 1/ ' ' .
(It1, tollt, tallty, ta))2

The odd invariant, denoted by O(N).{t1, t2, t3, ts}, is the orbit of {t;,ts, t3,t4} under the

natural group action of O(N). If a bijective transformation, ®, of S!'V leaves I (resp.

[tllt21t31t4] = (6.16)

(6.17)

I) invariant, it can be identified with the action of an element h € E.(1|N) (resp. h €
Aff,(1|N)), i.e. ® = h. If ® € Diff(S'V) preserves I,, then ® = p o h, with h € SpO(2|N) and
p(x,§) = (x, RE), R € C>(S!'V, O(IV)). O

The proof of this theorem can be carried out along the same lines as in the
proof of Theorem 3.1, we will skip it and just provide some hints for it. As in the case
N =1, we can show that the action of E,(1|N) is simply 1|1-transitive, while that of
Aff, (1|N) is simply 2|1-transitive, on R!'V c S!IVN, Moreover, the action of PE(\Z_EV) is 3|2-

—~—

transitive on S!'V and satisfies the following property: for any triple ¢, and g, h € PC(2|N),
alt) & p L7 is equivalent to § = k o h, with k(x, ) = (x, e£), e € O(N). As in Section 4,
the tilde denotes the extension of the group by the involution ¢ : (x, &) — (—x, &). We can

now apply Theorem 4.3 and the claims of Theorem 6.3 follow.

Remark 6.4. For N = 1, the Corollaries 4.10, 4.17, and 4.20 have been obtained thanks
to Lemma 2.3. They cannot be prolonged for N > 1 as there exists no such lemma in this
case. However, the supergroup preserving each even invariant is included in the kernel
of the associated K(N)-cocycles, and for N = 2, see Remark 6.9 and Theorem 6.10, one
can easily check the converse inclusion. So for N = 2, the preserving supergroups of the
even part of I, I, and I, are respectively, EO(1]2)/{+Id}, AO(1]2)/{£Id}, and PC(2]2). O

6.2 Associated cocycles from the Cartan formula

The following calculation will rely on Proposition 6.1, and on the relation [D;, D;] =
D;Dj+ D;jD; = 28;;0, for i,j=1,..., N, which results from a direct calculation. As in
the case N = 1, we need a lemma giving the third-order Taylor expansion of ®*[¢;, t2]. To

that end, we will be using the notation
Bl =18 ®p —p o p, (6.18)

and BIB/B* = L (3, s, £0)B°Y ® BV @ B°W), i.e. the symmetrized tensor product of odd

elements; see [6].
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Lemma 6.5. Let ® = (¢, ¥) € K(N) and t; = ¢.(t;), with ¢, the flow of a vector field X,
and t; a point of S!'V; we then have

1 E 1 D;Eq
D [t1, to] = [t1, t2]Eo(ty) [ 1 + =[t1, to]=2(t Lty to ) 2
[t1, t2] = [t1, 1] ¢(1>( + gl Bl 220 + (0, 1) m)

[
A . B: . .Cis
+ [tl,t2]<eX® ax,azg +aﬂ17‘ +ﬁ‘ﬂ1§>(t1)

+ (X ®eX®eX, B B X DLD;Dip — ¢ - DxD;Diy])(t1) + O(*), (6.19)

| =

where A= (pm + ¢ -y, By = Di(p// — - Djy”, and Cij = D]‘Di(p/ + - D]'DiI///. O

Proof. By definition we have: ®&*[t;,t2] = ¢l(t2) — ¢(t1) — (Y (t2) — ¥ (t1)) - (). Using
formula (5.1), trivially extended to the case N > 2, we obtain

*[t1, 1] = [t1, 0] [Eo + 31t1, 220" + ¥ - ") + L{t1, 82} Dilg’ + v - )] (81)
+ 31, t2}{t1, ©2}[D; Dig + ¥ - D;Dir](t)
+[t1, 0] [ElE1, 21207 + 9 - ") + 21, 12} (61, t)(Dig” — ¥ - Diy")] (81)
+ 11t1, tal{t1, t2){t1, t2)7 (D Dy’ + ¥ - DDy ()
+ Ht1, t2) {t, t2} {t1, t2}¥[Dr DDy — ¥ - DiD;Dil(ty) + O(e*). (6.20)

The coefficient of {t;, t,}'{t1, 2}/ on the second line of equation (6.20) vanishes if i # j,
using equation (6.6). The analog of Lemma 5.1 holds true, namely [t;, t,] = (¢X, ) + O(e?)
and {t1, t2}} = (¢X, B) + O(g?). The proof is complete. [ ]

Remark 6.6. Thelastterm in equation (6.20) definitely does not vanish in the case N > 3,
implying that ®*[¢;, t2] is not proportional to [t;, t;] at third order in ¢. This entails that
the Cartan formula fails to provide an expression of the Schwarzian derivative for N > 3.

(]
6.2.1 Euclidean and affine K(N)-cocycles

Up to the second order in ¢, ®*[t, to] is proportional to [t;, t,]; this enables us to obtain

1-cocycles from Euclidean and affine invariants, as was done in Section 5.2.1.

Theorem 6.7. From the Euclidean and affine even invariants, we construct the two
following K(IV) nontrivial 1-cocycles.
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e The Euclidean cocycle € : K(N) — Fo(S'V):
E(®) = log(Es) = log(D;¥)?, (6.21)

where the equality holds for anyi=1,..., N.
e The affine cocycle A : K(N) — Q!(SV):

Al®) = dE(®) = dEE“’. (6.22)

]

The proof is the same as in the case N = 1, it relies on Lemma 6.5.

Remark 6.8. The directions of the individual vector fields D; are no longer preserved
by the contactomorphisms; only that of D; ® --- ® Dy is preserved. Hence, the projection

of A on D; is no longer a K(N)-cocycle. O

Let us introduce AO(1|N), the ortho-affine subgroup of SpO(2|N) whose elements

are

a ab -—apt
g=10 a' 0 [, (6.23)
0O B e

where (a,b,8) e R¥N, ec O(N), and restricting us to a = =1, we obtain the ortho-
Euclidean subgroup EO(1|N). Since the action of SpO(2|N) on the supercircle has a kernel

equal to {£Id}, the same holds for its above introduced subgroups.

Remark 6.9. For N = 2, a direct computation shows that the kernel of the two cocycles
€ and A are respectively, EO(1|2)/{£Id} and AO(1|2)/{xId}. These groups are also the
groups preserving the even part of I, and I,; see Remark 6.4. But for N > 3, this is no
longer the case, i.e. the subgroup of K(N) preserving the even invariant and the kernel of
the associated cocycle are no longer the same defining groups. For example, if N = 3, the
contactomorphism ® = (¢, V), with ¢(x, &) = x + £1£2634 and ¥ (x, &) = & — (£283, E3&1, E162)A,
where A € R%, does not preserve py(Ie) although E(®) = 1. Moreover, ® is not even a
homography. O



40 J.-P. Michel and C. Duval
6.2.2 The Schwarzian K(2)-cocycle

For N = 2, the expression (6.5) of ®*[t;,t,] is proportional to [t;,t.]. This enables us
to use the Cartan formula to define the projective 1-cocycle, S, from the cross-ratio
(6.16). By construction, our projective 1-cocycle will take its values in the K(2)-module
of quadratic differentials, Q(S!?), generated by «?, af!, ap?, and B!B?, where «? and af?
are as in equation (2.20), and B'B? as in equation (6.18). One can check that the linear

mapping

a(D, ® Dy,.) : Q(S'?) — Fi(S'?) (6.24)

intertwines the natural action of K(2); see Remark 6.8.
Now the Schwarzian derivative given by Radul [27] or Cohn [5], for N = 2, has
again coefficients in tensor densities. Projecting the 1-cocycle, S, via equation (6.24), we

will readily recover Radul’s and Cohn’s Schwarzian derivative.

Theorem 6.10. From the cross-ratio (6.16), we deduce, via the Cartan formula (3.8), the

following projective 1-cocycle S : K(2) — Q(S'?), which reads

S = §a? (D1D2S1z2 + 3S3,) + (B Do + 2D1)S12 + B B2 S1z, (6.25)

where we have put S;, = 2Sa~!; see equation (6.26).
Moreover, using the projection (6.24) of the quadratic differentials on 1-densities,

we obtain the Schwarzian derivative S : K(2) — F;(S!/?) given by

DyD1Ee 3 DyE4D\E
S(CD) _ 2159 2 <l>21 [ o (626)
Eo 2  EZ

These two 1-cocycles are nontrivial; their kernels coincide and are isomorphic to
PC(2]2). O

Proof. The formula of the cross-ratio being similar to that of the case N =1, we again

D*[ty,25]

have to compute the expression (5.6), the term SRR

being now given by Lemma 6.5.
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Straightforward calculation, essentially the same as in Section 5.2.2, leads to

o[ty 3] 1 Ey ;DiEo
m =1+ 2 <[t2: tS]Ed) (tl) + {tz, t3} Ecl) (t1)>

1 ELN . (D;Es\’ L D;Eq
“leX®@eX, a? =2 2a8t [ = gip: | = t
+2<8 R e a<E®)+aﬁ<E¢>+ﬂﬂ ]<E¢ (t1)

A i Bi | pigi Ci 3
t1) + 0.
ss TP g T HB ) )+ O

+<6‘X® eX, o?

The combinatorics is the same as before; we thus obtain

®*[t,, to, ta, 1 E/ D;Es\?
M_1:_<lea_¢+ﬂ”_¢> @)
[tl,t2,t3,t4] 4 E(b EQ)
1 ELN\ . (D;Eg\’ L D;Eq
—(eX®eX,a? =2 2Bt | — igip. (=2 ¢
+2<8 ®¢ a<E¢>+a’B(E¢>+’B'B ](Eq) (t1)
A . B: .. Cis
—2{eX®@eX, a®— [t 1Y . R Y (7 0.
<8 ®eX, a 6E¢+aﬁ 2E¢+ﬁﬂ 2Ee (t1) + O(?)

As in the case N = 1, see equations (5.8) and (5.9), we still have A= E} — ¢’ - " and also
B, = %DiEQD + ¥ - D;y'. We now collect the terms according to

[t1,t2, t3, tal 6 Es 3Es 4 \Ege

. (1 D;E] ".Dyy'  ELD;E
+{eXQ@eX, apt [ =12 — VoD B LZ 2)) @)
2 Eq Eo 2EZ

@*t,t,t,t 1E" 1o 1 E’ 2
M_1=<8X®8X,oz2(——¢+u——< (b) >>(t1)

D;DEy 2C12 D2EeD1Eg
eX®eX, BB — — t 0(&%).
+< ® BB ( Eo Eo 252 >>(1)+ (°)

(6.27)

We denote by S(®) the coefficient of «?, S;(®) that of af’, and S;3(®) that of g!82%. Let us
start with the computation of S;,(®), our goal being to write C;, as a function of E¢ and
its derivatives.

We first give a useful lemma.

Lemma 6.11. For any ¢, ¢ € C*(S'12)2, the following relations hold:

(¢ - D1y)(@ - D1y) + (¢ - Do) - Do) = ¢ - ¢ Eo, (6.28)



42 J.-P. Michel and C. Duval

and also
¢ X Dzlﬂ = )\.(ﬁ . Dlw and ¢) X Dll,[/ = —)\.(i) . Dzl//, (629)

with A% = 1, and where the cross-product is defined by ¢ x é = ¢p1¢2 — Po¢h1. Moreover, ¥’

being odd, for even ¢ and 5, we have

(W )Y - B) = Yivslep x @) (6.30)
O

Proof. Proposition 6.1 proves the first equality. As D,y - Doy = Eg, either D,y or Dy,
is invertible, where ¥ = (Y1, ¥2). Suppose that Dy, is invertible, we then have Dy =
ADyyr, for some A. Using D;y - Dy = §;;E¢, we obtain Dy, = —A D3y and 22 =1.If Doy,

is invertible, the same equalities hold. Then easy calculation ends the proof. |

We have Cy;, = D;D1¢’ + ¢ - D, D1/, as given by Lemma 6.5. Differentiating the
constraint D;p = ¢ - D;y, see equation (6.4), we find D¢’ = ¢' - D1y + ¢ - D;¥/, and then
Dy;Dy¢’ = Doy’ - D1y — ' - Do D1y + Doty - D1' — - Do D1y’ Plugging the latter expres-
sion into C;; and using D;¥ - D;¥ = 0, for i # j, we obtain Ci2 = —' - D, D; . Using the
proof of Lemma 6.11, we have Dy, = AD,v, and Dy = —ADy, and then ¢’ - Do D1y =
2Ay ;. Moreover as }LD1E¢D2E¢ = (¥ - D1y¥) (¥’ - Dayy), we find, using equations (6.30)
and (6.29) that ;D1 E¢ Dy Ee = AY/{ Y3 Ee. We thus have C1; = — 3z~ D1 E¢ D2 Eo, and replac-
ing this in the last expression of S, as given by equation (6.27), we finally get

_ D;D1Ey 3 D:EeDrEg

Si2(P) = — = . 6.31
12(P) Eq 2 B2 ( )

We will show that S; = %DZSIZ, and then exchanging D; and D,, we readily obtain S, =

—%DISIZ. Let us first recall the expression of Sj, given in equation (6.27),

S1(P) = =
(@) i 22 i

1<D1E;D E,D Eq 2¢’-D11/f’)
5 :

Secondly, we find that

Dy51y(@) = 2iEe _ DeFoDeDiFo | 3 DeEoDeDiEo 3 EoDiEo
EcI> E(I) 2 ECD 2 Eq)
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We then have to show that the following expression vanishes, namely

2y Dy | 1D2EeDiDyEy | 1 EyDiEo

2S5 (®P) — Dy S12(P) =
1(D) 2S12(D) o 2 2 2 &

(6.32)

To that end, let us use formula (6.5) to rewrite the last two terms as DyE4 D DyEg =
4" - Doy )(D1y' - Doy + Y - Do D1) and Ey D1 Eg = 4(y - D1y )(D1y' - D1y), respectively.
We have already proved that v - D, Dy = 2Ay;,, and using equation (6.28), we thus

obtain
2S5 — DyS1, = 0. (6.33)

At last, we want to show that 6S = D;D,S;2 + %Slzz. Begin by writing explicitly

E” 3 /E 2 200"
6S(@) = =2 — 2 (Ze) 4 LA
Eg 2\ Ey Eg

with the help of equation (6.27), and also

Ej, DE¢DiE, 3 (E,\* 3DE,DE
DlDlez(d)):_@_%__ " _2M <I>21 [}
Eo Eg 2 \Ey 2 EZ
1 D,E¢DyE, 1 (DyD1E¢\> D EeDyEeDy;D,Eq
2 E} 2 Eq E3 :

We now compute the difference

1D,E¢D,E’ DyEsDyE! D1E¢DyE¢DyDE
DDy S15(®) — 6S(d) = — =21 <I>+2 ebioloby  DhiLgly j 2D1Eg
2 Eg Eg

1 (DyD,Ey z_zlﬂ/'lﬂ”
2 Eg Es

Using equation (6.5), we get %(DIE‘DDIELD + DyEoDyEy) = 2[(y' - D))" - Diyy) + (1 <
2)] + 2[(y' - D1y) (¥’ - D1¢') + (1 <> 2)]. Thanks to formula (6.28), the first term reduces
to 2y’ - y"Eq, and using equation (6.30) the second one turns out to be 2y ¥, (D1 x
Diy' + Doy x Dyy’), which is equal to 41y, (D2 - D1y’) in view of equation (6.29). On
the other hand, using the previous equalities, we find D1 E¢D2E¢Dy; D1 Eg = —8AEo /)
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(D1y" - D2y); hence we obtain

D1 D3 S12(P) — 6S(P) =

3D1EyDyEeDyD Ee 1 (DyD1Eg >
"2 E3 T2 (E—cp) '
which is the desired result: 6S = D;D,S;, + %Slzz. Together with equations (6.33) and
(6.31), the latter equation finishes the derivation of equation (6.25). Using the projection
(6.24) on 1-densities, we obtain the Schwarzian derivative S, given by equation (6.26).
An argument analogous to that of Remark 3.7 helps us to prove that the cocycles
S and S are nontrivial.
To find the kernel of the cocycle S, whence that of S, we have to use another form

of S, namely
S(®) = —2E2(DyD; (Eq?))e.

Hence, if ® € ker(S), we have Dle(E;%) = 0. As was the case for N = 1, the solution is
Eo = (cx+d + 6 - £)72. A direct computation shows that there exists h € PC(2|2) such that
Es = Ej. Since the kernel of the Euclidean cocycle is E, 1|N/{£Id} for N = 2, we obtain
as announced: ker(S) = PC(2|2). The proof of Theorem 6.10 is complete. |

7 Conclusion, Discussion, and Outlook

Starting off with the orthosymplectic group, SpO(2|N), and two nested subgroups
E,(1|N) C Aff(1|N) C SpO(2|N), we have been able to uniquely characterize Euclidean,
I, affine, I, and projective, I, invariants for their actions as contactomorphisms of the
supercircle SV, using the central notion of p|g-transitivity. Moreover, these invariants
are characteristic of their defining groups. For N = 0, 1, 2, their even part does character-
ize the image of the supergroups EO(1|N), AO(1|N), and SpO(2|N) by the projective action
on S, within the group, K(N), of all contactomorphisms. In doing so, we have recovered
in a systematic fashion the previously introduced [2, 23] even and odd cross-ratios.
Then using a natural super extension of the Cartan formula (1.2), we have pro-
vided a novel construction of the nontrivial 1-cocycles &, A, and S of K(N), associated
with the even invariants, for N =0, 1, 2. We have also succeeded to recover the known
expressions [5, 10, 26, 27] of the Schwarzian derivatives for N = 0, 1, 2. The kernels of the
above-mentioned 1-cocycles have been shown to coincide with the groups defining the

invariants leading to them. So for each geometry, the group action, the even invariant,
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and the 1-cocycle are three equivalent geometric objects on the supercircle S (where
N =0,1,2), endowed with its standard contact structure.

In the cases N =0,1, a complete classification of the subgeometries of the
contact geometry of S!V is given by that of the nontrivial cohomology spaces H!(K(N), F,);
see Theorem 3.10 and Remark 3.11. A similar classification for N = 2 is still lacking.
Work in progress related to the determination of H!(K(2),F,) should provide a
first insight into this classification, as well as that of the 1-cohomology spaces of K(2)
with coefficients in other natural modules, such as Q!'(S'?) and Q(S!'?). In doing so,
we will resort to the computation of H'!(k(2),F;) carried out by Ben Fraj [Private
Communication].

For N > 2, our method vyields, indeed, the Euclidean and affine 1-cocycles of
K(N). There is however no way to obtain, in our approach, Radul's Schwarzian integro-
differential operator for N = 3, since there exists no projection from Q(8'") to 71 = k(3);,,
intertwining the K(3) action. Moreover, our study provides a clear-cut explanation of the
fact that S(®) cannot be derived as a quadratic differential by the Cartan formula (see
Remark 6.6) for N > 3, and therefore help us understand why the Radul expression for
N = 3 involves pseudo-differential operators.

We have, so far, studied the supercircle S'"V; but there are in fact two superex-
tensions of the circle, namely SV and SEN; see [9, 16, 27]. Let us discuss the case N = 1.
The only difference between these two supermanifolds is that the functions on S!!! are,
indeed, functions on R!! invariant with respect to the transformation (x, &) — (x + 27, £),
whereas functions on the M&ébius supercircle, Sﬂl, can be viewed as functions on R!!! in-
variant under the transformation (x, &) — (x + 27, —&). Here the coordinate x is regarded
as an angular coordinate on S'. The canonical contact structure on R!'! define a contact
structure on both S!! and Sﬂl [V. Ovsienko, Private Communication]. All our cocycles,
prior to projections, are left invariant by the map (x, §) — (x, —&), as well as the projections
themselves; then &, A, S, and A, S still define cocycles on Sﬂl. This can be generalized for
N > 1 along the same line as before.

We expect that our approach will help us express the Bott-Thurston cocycles of
K(1) and K(2) given by Radul in terms of the Berezin integral of the cup product of the
1-cocycles € and A introduced above (in a manner similar to the case of Diff  (S!) spelled
out in [17]). This should, hence, extend the classical formula worked out in [8] using a
contact 1-form on Diff (S!) x R.

Another plausible development would be the superization of the hyperboloid of
one sheet in sl(2, R)* whose conformal geometry is related to the projective geometry of
null infinity [8, 19].
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