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Deux parties

Quantification conformément équivariante des fibrés
supercotangents,
Géometrie projective sur le supercercle : construction
unifiée du birapport et de la dérivée schwarzienne.

Cadre : la supergéométrie [Kos77, Leı̆80]

Objet : l’étude d’invariants de (super-)groupes.

Jean-Philippe MICHEL (CPT & UM) Soutenance de thèse Marseille, le 16-10-2009 2 / 47



Première partie

1 Introduction à la quantification équivariante
Quantifications des fibrés cotangents
Les Vect(M)-modules classique Sδ et quantique Dλ,µ

2 Modules classiques et quantiques de la mécanique à spin
Le supercotangent et le conf(M,g)-module classique Sδ[ξ]
Le conf(M,g)-module quantique Dλ,µ

3 La quantification conformément équivariante des fibrés
supercotangents

La quantification des symboles de degré 1 en les impulsions
Résultats d’existence et unicité

4 Applications
Classification des éléments invariants conformes et résonances

Tenseurs de Killing-Yano conformes et supercharges
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Correspondance entre mécaniques classique et
quantique

classique quantique
Espaces des états (M, ω) P(H)

Observables A ⊂ C∞(M) A ⊂ L(H)

Equations d’évolution df
dt = {H, f} ~

i
df̂
dt = [Ĥ, f̂ ].

Quantification :
isomorphisme entre espaces d’observables classique et

quantique.

La quantification géométrique construit en plus l’espace de Hilbert H à
partir de la variété symplectique M.
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Quantifications du fibré cotangent T ∗M

Soit (x i ,pi) un système de coordonnées de T ∗M.

Forme symplectique exacte ω = d(pidx i) + polarisation verticale 〈∂pi 〉
 quantification géométrique de T ∗M :

H = F1/2
c (M) et A = {P i(x)pi + P(x)|P i ,P ∈ C∞(M)},

QG(P(x)) = P(x) et QG(pj) = ~
i ∂j .

Comment prolonger QG à S = Pol(T ∗M) ?

Si M = Rn, l’ordre normal est un candidat

N : S(Rn) → D(Rn)

P i1···ik (x)pi1 · · · pik 7→ P i1···ik (x)
~
i
∂i1 · · ·

~
i
∂ik

où D est l’espace des opérateurs différentiels.
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L’ordre normal dépend du système de coordonnées

Soit M = R3. Au symbole H = p2
x + p2

y + p2
z l’ordre normal associe

Ĥ = −~2∆

qui s’écrit en coordonnées sphériques

Ĥs = −~2
(
∂2

∂r2 +
1
r
∂

∂r
+

1
r2

(
∂2

∂θ2 +
1

tan θ
∂

∂θ
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

))
.

Le symbole H a pour expression, en coordonnées sphériques,

Hs = p2
r +

1
r2

(
p2
θ +

1
sin2 θ

p2
φ

)
qui se quantifie via l’ordre normal en

Ĥs = −~2
(
∂2

∂r2 +
1
r2

(
∂2

∂θ2 +
1

sin2 θ

∂2

∂φ2

))
.

Conclusion : l’ordre normal dépend du système de coordonnées !
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Structures de Vect(M)-modules de Sδ et Dλ,µ

Pour l’étude géométrique de D : fonctions densités. On introduit les
trois Vect(M)-modules :
Fλ = Γ(|ΛnT ∗M|⊗λ) des λ-densités, déformation de C∞(M),

LλX = X i∂i + λDiv(X ), où Div(X ) = ∂iX i

Dλ,µ des opérateurs différentiels A : Fλ → Fµ, muni de l’action
adjointe

Lλ,µX A = LµX A− ALλX

Sδ = S ⊗ Fδ des symboles, muni de l’action hamiltonienne

LδX = X i∂i − pj∂iX j∂pi + δDiv(X ).
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Graduation et filtration des modules Sδ et Dλ,µ

Sδ est gradué par le degré, Sδ =
⊕∞

k=0 Sδk , avec

P i1···ik (x)pi1 . . . pik ∈ S
δ
k

Dλ,µ est seulement filtré par l’ordre, Dλ,µ0 ⊂ Dλ,µ1 ⊂ · · · , avec

Ai1···ik
k (x)∂i1 . . . ∂ik + . . .+ Ai

1(x)∂i + A0(x) ∈ Dλ,µk .

Pour le "shift" δ = µ− λ, Dλ,µk /Dλ,µk−1 ' S
δ
k définit le symbole principal.

Il n’existe pas de symbole total canonique Dλ,µk �
⊕k

l=0 Sδl .
C’est une version du problème fondamental de la quantification .
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La quantification équivariante

Supposons l’espace de configuration M muni d’une G-structure plate.
Alors g est une sous-algèbre de Lie de Vect(M).

Définition ([LO99, DLO99])
Une quantification g-équivariante est un isomorphisme de g-modules,

Sδ
Qλ,µ // Dλ,µ

Sδ
Qλ,µ //

LδX

OO

Dλ,µ
Lλ,µX

OO

où X ∈ g, préservant le symbole principal.

Exemple : une variété (M,g) conformément plate, de signature (p,q).
Ses changeurs de cartes sont conformes, gij = Fηij localement, et
conf(M,g) = {X ∈ Vect(M)|LX g = λg} ' o(p + 1,q + 1).
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Résultats en quantification équivariante

Existence et unicité d’une quantification conformément
équivariante Qλ,µ [DLO99], excepté pour les cas résonants :
valeurs exceptionnelles de (λ, µ).
Formule covariante jusqu’au degré 3 en les impulsions [LD03],
invariante par changement conforme de métrique [DO01, LD03].
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Description de la mécanique des systèmes à spin

But : extension de la quantification conformément équivariante
au cas des systèmes à spin.

classique quantique
supercotangentM [BM77], H = L2(S), spineurs

forme symplectique ω [Rot91] de module de carré intégrable

Sδ[ξ], [Get83] Dλ,µ

LδX ? Lλ,µX A = LµX A− ALλX , avec
LX dérivée de Lie

de spineurs [Kos72].
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Structure différentielle du fibré supercotangent

Le supercotangent est la supervariétéM = T ∗M ×M ΠTM, de base
T ∗M, de coordonnées (x i ,pi , ξ

i), où

ξiξj + ξjξi = 0

son algèbre de fonctions étant C∞(M) = C∞(T ∗M)⊗ Ω(M). L’espace
des symboles

Sδ[ξ] = Sδ ⊗ Ω(M) 3 P i1···ik
j1···jκ(x)ξj1 . . . ξjκpi1 . . . pik

en est une sous-algèbre (si δ = 0), Z2-gradué par le degré en p et ξ,
Sδ[ξ] =

⊕∞
k=0

⊕n
κ=0 Sδk ,κ[ξ].

On définit le Vect(M)-module auxiliaire T δ[ξ] =
⊕n

κ=0 S
δ−κn
∗,κ [ξ] de

tenseurs, muni de l’action naturelle

LδX = X i∂i − pj∂iX j∂pi + ξi∂iX j∂ξj +
(
δ − κ

n

)
Div(X ).
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Structure symplectique du fibré supercotangent

Si M est munie d’une métrique g,M admet une forme symplectique
canonique ω qui est exacte ω = dα, avec [Rot91],

α = pidx i +
~
2i

gijξ
id∇ξj .

Elle admet pour coordonnées de Darboux

x i , p̃i = pi +
~
2i
ωa

bi ξ̃aξ̃
b, et ξ̃a = θa

i ξ
i

où (ωa
b) est la connexion de Levi-Civita et (θa) est le corepère de (ea)

orthonormé, g(ea,eb) = ηab.

On définit (localement) evg : T δ[ξ]→ Sδ[ξ] par

evg(x i) = x i , evg(pi) = p̃i , et evg(ξi) = ξ̃i .
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Le module Sδ[ξ]

Proposition

La condition LX̂α = 0 ne fixe pas de relevé X̂ de X ∈ Vect(M) àM.

Théorème

Seuls les champs X ∈ conf(M,g) admettent un relevé X̃ préservant α
et la direction de β = gijξ

idx j . Ce relevé est unique.

Si (M,g) est conformément plate, LδX = X̃ + δDiv(X ) munit Sδ[ξ] d’une
structure de o(p + 1,q + 1)-module,

LδX = evgLδX (evg)−1 − ~
2i
ξ̃k ξ̃

j(∂i∂jX k )∂p̃i
.

Définition
Une superisation g-équivariante est un isomorphisme de g-module
SδT : T δ[ξ]→ Sδ[ξ], préservant le terme de plus haut degré en p.
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Quantification géométrique...

...d’une supervariété à un point (ΠTxM,gx ) [Vor90, Tuy92]

Les fonctions polarisées forment un module de spineurs et les
quantifiés des ξ̃i engendrent l’algèbre de Clifford associée.

...du supercotangentM
Si T CM admet une distribution maximale isotrope P pour g, alorsM
admet une polarisation,
 H = L2(S), où S = ΛP∗ s’identifie au fibré des spineurs via

l’action de Clifford de QG(ξ̃). On a

QG(x i) = x i , QG(p̃i) =
~
i
∂i et QG(ξ̃i) =

γ̃ i
√

2
.

Rappelons la relation de Clifford γ iγ j + γ jγ i = −2g ij .
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Géométrie spinorielle et supercotangent

Proposition
Soit J l’application moment de Vect(M) sur T ∗M et J celle de
conf(M,g) surM.

QG(JX ) =
~
i
∇X et QG(JX ) =

~
i
LX

où ∇ est la dérivée covariante des spineurs et L la dérivée de Lie des
spineurs [Kos72].

Remarque : le choix du relevé hamiltonien de X à M correspond à un
choix de dérivée des spineurs.
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Le conf(M,g)-module quantique Dλ,µ

Soit S le fibré des spineurs sur (M,g) à spin et conformément plate.
Les λ-densités spinorielles Fλ = Γ(S)⊗Fλ possèdent une structure
de o(p + 1,q + 1)-module

LλX = LX + λDiv(X ).

Le o(p + 1,q + 1)-module des opérateurs différentiels spinoriels est
Dλ,µ ' Dλ,µ ⊗ Γ(C`(T ∗M)), muni de

Lλ,µX A = LµX A− ALλX .

Il hérite de la filtration de Dλ,µ.

L’ordre normal s’écrit alors localement

N : Sδ[ξ] → Dλ,µ

P i1...ik
j1...jκ

(x) ξ̃j1 . . . ξ̃jκ p̃i1 . . . p̃ik 7→ P i1...ik
j1,...jκ

(x)
γ̃ j1
√

2
. . .

γ̃ jκ
√

2
~
i
∂i1 . . .

~
i
∂ik .
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La quantification conformément équivariante

de (M, ω)
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Problématique

Dans toute la suite, (M,g) est une variété conformément plate, à spin,
de dimension n et de signature (p,q).

Existe-t-il une quantification conformément équivariante du
supercotangent ?
i.e. un isomorphisme linéaire Qλ,µ : Sδ[ξ]→ Dλ,µ préservant le
symbole principal et telle que

∀X ∈ conf(M,g), Qλ,µLδX = Lλ,µX Q
λ,µ.

Est-elle unique ?

Peut-on en donner une écriture covariante explicite ?
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Structure conforme de (M,g)

L’algèbre de Lie conf(M,g) ' conf(Rn, η) ' o(p + 1,q + 1), admet pour
générateurs :

les translations infinitésimales Xi = ∂i ,
les rotations infinitésimales Xij = xi∂j − xj∂i ,
la dilatation infinitésimale X0 = x i∂i ,
les inversions infinitésimales X̄i = xjx j∂i − 2xix j∂j .

La sous algèbre des isométries est notée e(p,q) et celle des
similitudes ce(p,q).

Remarque : sur une carte conforme, on a N−1Lλ,µX N = LδX si
X ∈ ce(p,q).
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L’équivariance par rapport aux similitudes

On se place sur une carte U, Dλ,µ(U)

Sδ[ξ](U)

Qλ,µ
88rrrrrrrrrr

Qλ,µ // Sδ[ξ](U).

N

OO

Proposition ([LO99])
Soit Qλ,µ : Sδ[ξ]→ Dλ,µ une quantification équivariante sous les
translations et les dilatations. Alors

Qλ,µ ∈ End(C[x , p̃, ξ̃]) ' C[x , p̃, ξ̃, ∂x , ∂p̃, ∂ξ̃].

Si Qλ,µ est ce(p,q)-équivariante, alors

Qλ,µ ∈ ce(p,q)!

le commutant de ce(p,q) dans End(C[x , p̃, ξ̃]).
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Les invariants des similitudes

Soit ce(p,q)!
+ et e(p,q)!

+ les sous algèbres des éléments invariants
par changement d’orientation.

Proposition
e(p,q)!

+ est isomorphe à U(spo(2|2)n h(2|2)), et engendré par

R = p̃i p̃i , E ′ = p̃i∂p̃i
+

n
2
, T = ∂p̃i∂p̃i

, Σ′ = ξ̃i∂ξ̃i −
n
2
,

∆ = ξ̃i p̃i , Φ = p̃i∂ξ̃i , Ψ = ξ̃i∂p̃i , Ω = ∂ξ̃i∂p̃i

engendrant l’algèbre de Lie spo(2|2), et par les opérateurs

G = p̃i ∂̃i , D = ∂p̃i
∂̃i , L = ∂̃i ∂̃ i , et Γ = ξ̃i ∂̃i , Λ = ∂ξ̃i

∂̃i

engendrant l’algèbre de Lie h(2|2).

Jean-Philippe MICHEL (CPT & UM) Soutenance de thèse Marseille, le 16-10-2009 22 / 47



Les invariants des similitudes

Si Qλ,µ ∈ ce(p,q)!
+ alors on a

Qλ,µ = Cr ,δ,g,γ,σ,φ,λ,l,e,ψ,ω,d ,tRr ∆δGgΓγΣσΦφΛλLlEeΨψΩωDdT t

chaque monôme vérifiant

2r + 2g + 2l + δ + φ+ γ + λ− ψ − ω − 2t = 0.

Vu la complexité de ce(p,q)!
+,
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Restriction aux symboles de degré au plus 1,

pour obtenir une formule explicite de

Qλ,µ : Sδ≤1[ξ]→ Dλ,µ
1 .
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Quantifications équivariantes sous les similitudes

Proposition

Soit Qλ,µ : Sδ≤1[ξ]→ Dλ,µ
1 une quantification ce(p,q)-équivariante (et

invariante par changement d’orientation), alors

Qλ,µ = Id + cd (Σ)D + cγψ(Σ)ΓΨ + cλψ(Σ)ΛΨ + cγω(Σ)ΓΩ + cλω(Σ)ΛΩ

où cd (Σ), . . . , cλω(Σ), sont des polynômes en Σ = ξ̃i∂ξ̃i .
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La quantification conformément équivariante

Si Qλ,µ est conformément équivariante, elle vérifie

Lλ,µ
X̄i

Qλ,µ = Qλ,µLδX̄i

pour les inversions conformes X̄i , i = 1, . . . ,n.

Théorème

Soit Qλ,µ : Sδ≤1[ξ]→ Dλ,µ
1 une quantification conformément

équivariante.
1 Si nδ /∈ {1, . . . ,n + 1}, alors Qλ,µ existe et elle est unique.
2 Sinon, il n’existe pas de telle quantification Qλ,µ, sauf si(

λ = −1
2n , µ = 2n+1

2n

)
ou
(
λ = −1

2n , µ = 2n+1
2n

)
, appelées

résonances.

3 Pour les deux résonances, la condition Qλ,µ(P̄) = Qλ,µ(P)∗

détermine complètement Qλ,µ.
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La superisation conformément équivariante

On utilise la même démarche, Sδ[ξ]
Sδ // Sδ[ξ]

T δ[ξ]

evg

OO

SδT

;;xxxxxxxx
.

Théorème
Soit SδT : T δ≤1[ξ]→ Sδ≤1[ξ] une superisation conformément équivariante.

1 Si nδ /∈ {2, . . . ,n}, alors SδT existe et elle est unique.
2 Sinon, il n’existe pas de telle superisation SδT .
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Formules covariantes pour Qλ,µ et SδT
Dans le cas générique, on a pour P ∈ Sδ1[ξ],

Qλ,µ(P) = N (P i)
~
i
∂i

+N
(

(cd + cλψ) ∂̃iP i − cλψ ηjk ξ̃i ∂̃jP i
k + cγω ξ̃j ∂̃jP i

i + cλω ηjk ∂̃jP i
ik

)
.

Qλ,µ n’est pas conformément invariante, par contre Qλ,µ ◦ SδT l’est.

Proposition
Si nδ 6∈ {1, . . . ,n + 1}, la superisation et la quantification sont données
par

SδT (P) = P i
j1...jκξ

j1 . . . ξjκ pi +
~

i(nδ − Σ)
ξiξj∂

∇
i P j ,

Qλ,µ(P) = N (P i)
~
i
∇λi

+N
(

(cd +cλψ) ∂∇i P i − cλψ g ijgklξ
l∂∇i Pk

j + cγω ξi∂∇i P j
j + cλω g ij∂∇i Pk

kj

)
.
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Existence et unicité en tout degré
des quantifications et superisations conformément

équivariantes
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Opérateurs de Casimir et construction de Qλ,µ et SδT

Les opérateurs de Casimir des trois o(p + 1,q + 1)-modules sont 1

Cδ
T = Ĉδ + Σ(Σ− n) + 2(∆Ω + ΦΨ)− 2E ,

Cδ
S = Cδ

T + 2~
i ΓΨ,

Cλ,µ
D = Cδ

T + ~
i

(
GT − 2

(
E + nλ+ 1

2

)
D + 2ΓΨ + ΛΨ + ΓΩ− 1

2ΛΩ
)
.

Si Q : A→ B est un morphisme de o(p + 1,q + 1)-modules, on a :

QCA = CBQ.

Idée [DLO99] :
Cδ
T est diagonalisable et admet un unique vecteur propre de

valeur propre et symbole principal donné.
SδT est construite via : (un vecteur propre de Cδ

T ) 7−→ (le vecteur
propre de Cδ

S de même valeur propre et symbole principal).

1. où Ĉδ = RT + [1 + n(δ − 1)− E] E − n2δ(δ − 1) est celui de Sδ
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Résultats d’existence et unicité

Théorème
1 Si δ 6∈ IS = {k+1

n | k ∈ N
∗}, il existe une unique superisation

conformément équivariante SδT : T δ[ξ]→ Sδ[ξ].
2 Il existe IQ ⊂ Q∗ (et IQ ⊃ IS) tel que, si δ 6∈ IQ, il existe une unique

quantification conformément équivariante Qλ,µ : Sδ[ξ]→ Dλ,µ.
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Eléments invariants conformes et résonances
R = p̃i p̃i , le symbole du laplacien,
∆ = p̃i ξ̃

i , le symbole de l’opérateur de Dirac,
χ = εj1...jn ξ̃

j1 . . . ξ̃jn , le symbole de la chiralité,
∆ ∗ χ = εj1...jn p̃j1 ξ̃j2 . . . ξ̃jn , le produit de Moyal de ∆ et χ.

Théorème
Les invariants conformes sont donnés par

1 ev−1
g
(
∆a ∗ χb Rs) ∈ T 2s+a

n , où a,b = 0,1 et s ∈ N.

2 ∆a ∗ χb Rs ∈ S
2s+a

n [ξ], où s ∈ N et a,b = 0,1 avec a + b 6= 0.
3 N (χ) ∈ Dλ,λ, N (∆ ∗ χ) ∈ D

n−1
2n , n+1

2n ,et N (∆ Rs) ∈ D
n−2s−1

2n , n+2s+1
2n ,

ceci pour tout λ ∈ R et s ∈ N.

Remarque : les invariants conformes se correspondent via

T δ
SδT−→ Sδ Q

λ,µ

−→ Dλ,µ,

lorsque SδT et Qλ,µ existent.
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Eléments invariants conformes et résonances

Corollaire
La chiralité est invariante conforme et obtenue comme quantifiée de χ,

Qλ,λ(χ) = (
√

2)−n(volg)i1···inγ
i1 . . . γ in .

Les opérateurs de Dirac et de Dirac twisté sont invariants conformes et
obtenus comme quantifiés de ∆ et ∆ ∗ χ pour des poids résonants :

Q
n−1
2n , n+1

2n (∆) =
γ i
√

2
∇i ∈ D

n−1
2n , n+1

2n ,

Q
n−1
2n , n+1

2n (∆ ∗ χ) = g ij1(volg)j1...jn
γ j2
√

2
. . .

γ jn
√

2
∇i ∈ D

n−1
2n , n+1

2n .
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Tenseurs de Killing-Yano conformes et supercharges

Définition
Un tenseur de Killing-Yano conforme d’ordre κ est une κ-forme f tq

∇(j1 fj2)j3...jκ+1
= gj1j2Φj3...jκ+1 − (κ− 1)g[j3(j1Φj2)j4...jκ+1],

où Φ est un tenseur d’ordre κ− 1, nul si f est de Killing-Yano.

Soit Pf = f i
j1...jκ−1

ξj1 . . . ξjκ−1pi ∈ T 0 pour f un tenseur antisymétrique.

Théorème
{∆,S0

T (Pf )} = 0 (∝ ∆)⇐⇒ f est un tenseur de Killing-Yano (conforme).

Soit f un tenseur de Killing-Yano conforme d’ordre 2, on a

Q
1
2 ,

1
2 (S0
T (Pf )) =

~
i
√

2

(
γ j f i

j∇
λ= 1

2
i +

1
6
γ iγ jγk∇i fjk +

1
2
γ j∇i(f i

j )

)
.
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Synthèse

(Dλ,µ,Lλ,µ) opérateurs quantiques

Sδ[ξ]
Sδ // (Sδ[ξ],Lδ)

Qλ,µ
77ppppppppppp

Qλ,µ // Sδ[ξ]

N

OO

symboles classiques

(T δ[ξ],Lδ)

evg

OO
SδT

88ppppppppppp
tenseurs
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Seconde partie

Géometrie projective du supercercle :
construction unifiée du birapport et de la dérivée

schwarzienne 2

Travail en commun avec Christian DUVAL

2. Michel, J.-P. et Duval, C., On the projective geometry of the supercircle : a unified
construction of the super cross-ratio and Schwarzian derivative, Int. Math. Res. Not.
IMRN, (14) : Art. ID rnn054, 47, 2008.
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Structure géométrique, groupe d’automorphismes et
invariants, discret et différentiel

géométrie ≡ groupe (F.Klein)

Le cercle :

géométrie euclidienne : translations, distance, log de la dérivée.
géométrie affine : translations et dilatations, rapport de distances,

rapport de la dérivée seconde et de la dérivée.
géométrie projective : homographies, birapport, dérivée

schwarzienne.

Généralisation au supercercle S1|1 ?
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Structure de contact du supercercle

Le supercercle, S1|1, admet pour système de coordonnées (x , ξ) et sa
structure de contact canonique est donnée par la direction de

α = dx + ξdξ ou D = ∂ξ + ξ∂x .

Le groupe des contactomorphismes K (1) est le sous groupe de
Diff(S1|1) tel que

Φ∗α = EΦα,

où EΦ est une superfonction.

Jean-Philippe MICHEL (CPT & UM) Soutenance de thèse Marseille, le 16-10-2009 38 / 47



Le supergroupe SpO(2|1)

Par définition, SpO(2|1) est le supergroupe linéaire préservant la
forme symplectique canonique de R2|1. Un élement g de SpO(2|1)
s’écrit :

g =

 a b γ
c d δ
α β e


avec 4 équations de contraintes sur les coefficients. Le sous-groupe
de bérézinien 1, SpO+(2|1), agit fidèlement sur S1|1 par
contactomorphismes via les superhomographies :

ĝ(x , ξ) =

(
ax + b + γξ

cx + d + δξ
,
αx + β + eξ
cx + d + δξ

)
.

Les sous-groupes euclidien E(1|1) et affine Aff(1|1) sont caractérisés
par Φ∗α = α et Φ∗α = c α avec c une constante.
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Rappel sur le birapport sur S1

Le birapport est un invariant à 4 points des homographies, vérifiant

[∞,0,1,a] = a.

Le groupe des homographies agit de manière simplement 3-transitive
sur le cercle⇒ le birapport est défini par

[x1, x2, x3, x4] = [∞,0,1,h(x4)] = h(x4)

où h est l’unique homographie telle que h : (x1, x2, x3) 7−→ (∞,0,1).
La détermination de h conduit à

[x1, x2, x3, x4] =
[x1, x3][x2, x4]

[x2, x3][x1, x4]
.

Théorème
Action simplement n-transitive⇒ "h(xn + 1)" invariant caractéristique à
n + 1 points.
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Construction du superbirapport

L’action de SpO+(2|1) n’est pas 3-transitive !
Pour un triplet de "points" t1 = (x1, ξ1), t2 = (x2, ξ2) et t3 = (x3, ξ3),
il existe une superhomographie h tel que :

h(t1) = (∞,0), h(t2) = (0,0) et h(t3) = (1, ζ)

où ζ est uniquement déterminé par t1, t2 et t3, au signe près.
L’action de SpO+(2|1) est 3|2-transitive.

Théorème
Action simplement p|q-transitive⇒ "h(tp + 1)" couple d’invariants
caractéristiques.
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Invariants du supercercle

Le groupe E(1|1) des supertranslations est 1|1-transitif⇒ bipoints :

[t1, t2] = x2 − x1 − ξ2ξ1,

{t1, t2} = ξ2 − ξ1.

Le groupe des superhomographies est 3|2-transitif⇒ birapports :

[t1, t2, t3, t4] =
[t1, t3][t2, t4]

[t2, t3][t1, t4]
,

{t1, t2, t3, t4} = [t1, t2, t3, t4]
1
2
{t2, t4}[t1, t2]− {t1, t2}[t2, t4]

([t1, t2][t2, t4][t1, t4])
1
2

.
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Les 1-cocycles euclidien, affine et projectif de K (1)

La formule de Cartan se généralise au supercercle et permet d’obtenir
à partir des invariants discrets des 1-cocycles de K (1), définis par
C(Φ ◦ χ) = Φ∗C(χ) + C(Φ).

Théorème

Soit Φ ∈ K (1), et EΦ la superfonction telle que EΦ = Φ∗α
α , on obtient

trois 1-cocycles

le cocycle euclidien E : K (1)→ F0(S1|1), E(Φ) = log EΦ,

le cocycle affine A : K (1)→ Ω1(S1|1), A(Φ) = dE(Φ),

la dérivée schwarzienne S : K (1)→ Q(S1|1),

de noyaux E(1|1), Aff(1|1) et SpO+(2|1) respectivement.
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Projection des K (1)-cocycles A et S sur les densités

La contraction des 1-cocycles A et S avec D conduit à deux nouveaux
cocycles.

Théorème
Il existe deux 1-cocycles affine et projectif, à valeurs dans les densités

le cocycle affine, A : K (1)→ F
1
2 :

A(Φ) = α
1
2 〈D,A(Φ)〉 =

DEΦ

EΦ
α

1
2 ,

la dérivée schwarzienne, S : K (1)→ F
3
2 :

S(Φ) = α
1
2 〈D,S(Φ)〉 =

1
4

(
D3EΦ

EΦ
− 3

2
DEΦ D2EΦ

E2
Φ

)
α

3
2 . (1)
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Classification des espaces de cohomologie
H1(K (1),Fλ)

Pour les applications C : K (1)→ Fλ, il existe aussi une notion de
1-cobord : C(Φ) = Φ∗m −m, pour m ∈ Fλ. Le quotient des 1-cocycles
par les 1-cobords est le premier espace de cohomologie H1(K (1),Fλ).

Corollaire
Les espaces de cohomologie H1(K (1),Fλ) sont donnés par

H1(K (1),Fλ) =

{
R si λ = 0, 1

2 ,
3
2

{0} sinon.
(2)

Ces trois espaces de cohomologie sont respectivement engendrés par
E , A et S.
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Synthèse

Groupes
p|q transitivité

// Invariantsoo

Cartanwwnnnnnnnnnnnn

Cocycles
noyaux

ggOOOOOOOOOOO
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Perspectives

Première partie
Lien entre le quantifié du hamiltonien H = g ijpipj du flot
géodésique et le laplacien de Lichnerowicz.
Correspondance entre résonances et éléments invariants.
Expression covariante des opérateurs conformément invariants
de degré 3, et plus...
Approfondir la correspondance entre tenseurs de Killing-Yano
(conformes) et supercharges.
Généraliser les approches de la quantification équivariante en
termes de connexion de Cartan et de "tractors" au cas du
supercotangent.

Seconde partie
Classification des géométries de S1|2.
Le cocycle de Bott-Thurston comme cup-produit E et A.
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