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Introduction

Le comportement des structures hétérogénes telles que les structures composites
résulte souvent de phénoménes complexes a 1’échelle microscopique. La prédiction
du comportement de ces structures a donc conduit a I’élaboration de modéles de
plus en plus sophistiqués qui décrivent le matériau a une échelle trés fine comparée
a ’échelle de la structure. La simulation numeérique de tels problémes nécessite alors
la conception de stratégies de calcul fiables et performantes prenant en compte ces
aspects multiéchelles. Afin de capter les phénoménes locaux a courte longueur de
variation, aussi bien au niveau spatial que temporel, le calcul doit étre opéré sur une
discrétisation fine de la structure et de l'intervalle de temps d’étude. Cela conduit
a des problémes a trés grand nombre de dégrés de liberté dont le coiit de calcul
est généralement prohibitif avec des codes de calcul standards. Un des principaux
objectifs de ces derniéres décennies et dans lequel s’inscrit ce travail de thése a
consisté en 1’élaboration de stratégies de calcul robustes adaptées a la résolution de
ce type de problémes.

Les premiers travaux introduirent des méthodes d’homogénéisation spatiales.
Basées sur des études analytiques ou semi-analytiques a 1’échelle microscopique, ces
approches permettent de définir un comportement macroscopique entre des quantités
moyennes "effectives" [Eshelby, 1957, Hashin, 1962, Hill, 1965, Mori et Tanaka,
1973]. Cependant, elles ne permettent pas de remonter aux propriétés locales de la
solution.

La premiére méthode a répondre véritablement au probléme posé est la théorie
de 'homogeénéisation des milieux périodiques initiée par Sanchez-Palencia [Sanchez-
Palencia, 1974, Duvaut, 1976, Benssoussan et al., 1978, Sanchez-Palencia, 1980].
Cette méthode, basée sur I’analyse asymptotique, est une véritable stratégie de cal-
cul multiéchelle car elle permet de résoudre a ’échelle macroscopique un probléme
dont le modéle n’est pas défini a prior: mais issu des propriétés du matériau a
I’échelle microscopique. Elle posséde de plus I'avantage de fournir a posterior: les
propriétés locales de la solution. Cette théorie fut a 'origine de nombreuses stra-
tégies de calcul [Devries et al., 1989, Ghosh et al., 1995, Zohdi et al., 1996, Fish
et al., 1997, Smit et al., 1998, Feyel et Chaboche, 2000]. Elles possédent néanmoins
certaines limitations. Hormis la périodicité, ces stratégies reposent sur ’hypothése
fondamentale d’un rapport faible entre les petites et les grandes échelles de variation.
De plus, le matériau ne pouvant étre homogénéisé au niveau des frontiéres, celles-ci
nécessitent un traitement particulier [Auriel et al., 1982, Dumontet, 1986].

Une stratégie de calcul multiéchelle basée sur une méthode de décomposition
de domaine mixte fut récemment proposée |Ladevéze et Dureisseix, 2000, Ladevéze
et al.,, 2001] pour le traitement de structures fortement hétérogénes. Cette straté-
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gie de calcul itérative, incluant une procédure d’homogénéisation automatique, ne
posséde pas les limitations de la théorie de I’homogénéisation classique.

D’autres démarches qui ne sont pas issues des techniques d’homogénéisation
furent également proposées. Leur principe revient généralement & superposer a la
solution d'un probléme macroscopique classique un enrichissement dans des régions
d’intérét. L’enrichissement est réalisé en résolvant des problémes a une échelle plus
fine, comme c’est le cas dans la méthode Arlequin [Ben Dhia, 1998], la méthode
de projection de Dirichlet hiérarchique |Zohdi et al., 1996, Oden et Zohdi, 1997]
ou les méthodes multi-grilles pour les matériaux composites [Fish et Belsky, 1995].
Il peut également consister a augmenter ’espace de recherche de la solution en
introduisant au niveau macroscopique une connaissance analytique ou numérique de
la solution [Belytschko et al., 1990, Hughes, 1995, Melenk et Babuska, 1996, Moés
et al., 1999, Strouboulis et al., 2000].

La prise en compte des phénoménes multiéchelles au niveau temporel a fait I'ob-
jet de relativement peu de travaux. Certaines approches se contentent de coupler des
résolutions sur des grilles temporelles & différentes échelles, le couplage reliant entre
elles différentes physiques [Dureisseix et al., 2003] ou différentes régions d’espace
[Belytschko et al., 1984, Liu et Belytschko, 1982, Gravouil et Combescure, 2001].
Cependant, le traitement a une échelle fine reste souvent trés cotiteux avec des tech-
niques d’intégration temporelle standards. Des méthodes récentes proposent des
formulations variationnelles multiéchelles tenant compte de 'influence des échelles
microscopiques "insolubles" en introduisant au niveau temporel des enrichissements
locaux [Hughes et Stewart, 1996, Bottasso, 2002]. Aucune des approches précédem-
ment citées n’inclut cependant une véritable technique d’homogénéisation en temps.
De telles techniques semblent n’avoir été introduites que pour le cas des chargements
cycliques [Benssoussan et al., 1978, Francfort, 1983, Guennouni, 1988, Ladevéze,
1999]. Ces premiéres approches d’homogénéisation temporelle possédent néanmoins
les mémes limitations que la théorie d’homogénéisation classique : les hypothéses de
périodicité et de rapports d’échelles.

Ce travail de thése tente de répondre a I'objectif initial en proposant une nou-
velle stratégie de calcul multiéchelle pour les problémes non-linéaires d’évolution qui
inclut une procédure d’homogénéisation automatique a la fois en temps et en espace
[Ladevéze et Nouy, 2002, Ladevéze et Nouy, 2003]. Cette stratégie, développée dans
un cadre général, ne formule pas d’hypothése a priori sur la forme de la solution
et ne posseéde donc pas les limitations des techniques d’homogénéisation standards.
Elle est itérative et travaille sur le domaine d’espace-temps entier. Elle est décrite
ici dans le cadre des petites perturbations de structures (visco)-plastiques soumises
a d’éventuelles conditions de contact avec ou sans frottement.

Le premier point de cette stratégie consiste a partitionner le domaine d’espace
en un ensemble de sous-structures et d’interfaces, chacune de ces entités possédant
ses propres variables et équations. Elle constitue a ce titre une méthode de décom-
position de domaine mixte. L’'intervalle de temps d’étude est également partitionné
en sous-intervalles. La discrétisation adoptée autorise des discontinuités au niveau
temporel, prises en compte par la méthode de Galerkin Discontinue [Eriksson et al.,
1985]. La séparation entre échelles n’est opérée qu’au niveau des interfaces ou les
efforts et les déplacements sont découplés en parties dites "macro" et "micro". Les
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quantités macro sont ici définies comme des moyennes a la fois sur I'espace et le
temps des efforts et déplacements. Le second point de cette stratégie réside dans
'utilisation de la méthode LATIN [Ladevéze, 1999], méthode de résolution itéra-
tive travaillant sur tout 'intervalle de temps d’étude. A chaque itération, on doit
résoudre un probléme macro défini sur le domaine d’espace-temps entier ainsi qu’un
ensemble de problémes micro indépendants entre eux, qui sont des problémes d’évo-
lution linéaires définis sur chaque sous-structure et leur frontiére. Le probléme macro
est associé a la structure homogénéisée a la fois en temps et en espace.

Une part importante de ce travail de thése fut également consacrée a ’étude de
points clés qui ne sont pas forcément spécifiques a cette stratégie de calcul.
Le premier point porte sur la discrétisation dans les méthodes de décomposition de
domaine mixte. Lors de la résolution numérique de problémes mixtes, une atten-
tion toute particuliére doit étre portée sur le choix des espaces de discrétisation.
Un mauvais choix de ceux-ci entraine en effet des anomalies pouvant conduire a de
fortes instabilités numériques. Une part de cette étude a été consacrée a la mise
en évidence et a ’explication de ce phénoméne ainsi qu’a la recherche de remédes
efficaces. En particulier, il est proposé une méthode de discrétisation saine des in-
terefforts, simple de mise en oeuvre, qui pallie totalement ce probléme et permet
d’augmenter considérablement la robustesse et D'efficacité de la stratégie de calcul
|[Ladeveéze et al., 2002].
Le second point étudié porte sur une technique d’approximation robuste de pro-
blémes d’évolution linéaires. Cette technique, basée sur le concept de fonctions ra-
diales [Ladevéze, 1999], consiste a approximer la solution d’une équation d’évolution
par une somme de produits de fonctions d’espace par des fonctions du temps. Une
technique de résolution itérative pour la recherche de ces fonctions consiste alors a
alterner la recherche des fonctions spatiales et temporelles et transforme donc la réso-
lution d'un probléme d’évolution en la résolution d’un ensemble réduit de problémes
"spatiaux" et d’équations différentielles en temps. L’étude a consisté a comprendre
les faiblesses de la méthode initiale de construction de ces fonctions [Ladeveéze, 1999]
et a en proposer une nouvelle, robuste et efficace, basée sur un probléme de mini-
misation. Cette nouvelle approche est particuliérement bien adaptée a la méthode
LATIN qui nécessite la résolution d'un grand nombre de problémes d’évolution li-
néaires. Elle est ici appliquée a la stratégie de calcul multiéchelle pour la résolution
des problémes micro en introduisant le concept de minimisation de ’erreur en rela-
tion de comportement issue des directions de recherche de 1’algorithme [Ladevéze et
Nouy, 2003, Nouy et Ladevéze, 2003a]. Les fonctions ainsi construites constituent au
fil des itérations une base réduite spatiale pertinente qui peut étre réutilisée pour les
itérations suivantes. On montre comment cette approche est particuliérement bien
adaptée aux cas des structures composites pour lesquelles il existe des familles de
nombreuses sous-structures semblables.
Le dernier point porte sur la résolution du probléme macro. Si le nombre de sous-
structures devient trés important, comme c’est le cas dans le traitement de structures
composites réelles, la résolution du probléme macro peut en effet devenir prohibi-
tive. Il fut proposé dans [Loiseau et al., 2002] d’introduire une troisiéme échelle afin
d’approximer le probléme macro. Cette vision est ici étendue au probléme macro
défini sur l'espace-temps |Ladevéze et Nouy, 2003, Nouy et Ladevéze, 2003b|. Une

3
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autre approche est également proposée: elle consiste en une véritable stratégie de
calcul a trois échelles.

Ce document est composé de cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré
a une étude bibliographique sur les principales stratégies de calcul multiéchelles en
temps ou en espace. La nouvelle stratégie de calcul multiéchelle en temps et en
espace est introduite dans le second chapitre. Le troisiéme chapitre traite des pro-
blémes de discrétisation dans les approches de décomposition de domaine mixte. Le
quatriéme chapitre porte sur le traitement du probléme macroscopique. Dans le der-
nier chapitre, on s’intéresse a la résolution des problémes d’évolution par la méthode
d’approximation radiale et & son application a la stratégie de calcul multiéchelle.



Notations

Calcul tensoriel et différentiel

Tenseurs d’ordre 1 soulignés: champs de déplacements u, vecteur position z, ...
Tenseurs d’ordre 2 et supérieur en gras: tenseur des déformations e,
tenseur des contraintes o, tenseur de Hooke K, ...
A : produit vectoriel
® : produit tensoriel extérieur
produit simplement contracté
produit doublement contracté
Sl n’y a pas d’ambiguité, les produits contractés
sont omis (ex: Ke=K :€)

V ou a% : gradient

div . divergence &

e(u) : partie symétrique du gradient de u a
U ou ‘Z—% : dérivée de u par rapport au temps t

Notations algébriques

Vecteurs en gras: X, ...
Matrices en lettres capitales doublées: A, ...

R™™ . espace des matrices a coefficients réels de dimension n x m
x! . transposé de x
AT . transposée de A
A=t . inverse de A
I :  matrice identité

Ker(A) : noyau de A
Im(A) : image de A
Tr(A) : trace de A

Notations topologiques

A adhérence de A
A . intérieur de A
0A : frontiére de A
A\B : complémentaire de B dans A
mes(A) : mesure d'un domaine A de R"



Notations

Notations sur les ensembles

Oj'T{Q;EEX)’(]/Dl}D} sous ensemble des x € X vérifiant la propriété P
Card(I) . cardinal de I'ensemble fini I
XxY : produit cartésien des ensembles X et YV
IT;e1 X; : produit cartésien des ensembles {X; }icr

Espaces vectoriels

X+Y : somme de deux espaces vectoriels X et Y
XpY : somme directe de deux espaces vectoriels X et Y
X+ . orthogonal de X
Vect({x;}ic1) : espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs {x; }ie1

Notations sur les applications

X — Y . . .
f: v o= f(x) application qui & z € X fait correspondre f(z) € Y
fla : restrictionde f: X =Y aACX
%(y) ou f : gradient de f:x+— f(z)eny
fog . application composée de f et de g

Espaces fonctionnels

Soit O un ouvert de R™, X un espace de Banach.
I 1lx : norme naturelle sur 'espace X
(,)x : produit scalaire naturel sur ’espace de Hilbert X
L*(0;X) : {u:0 — X ; umesurable sur O et [, [Ju(z)|% dz < oo}
L*(0) : L*(O;R)

H'(O) : espace de Sobolev d’ordre 1
Pr(O;X) : polynome de degré k sur O C R a coefficients dans X
Ck(O) . fonctions k fois contintiment différentiables sur O



Chapitre |

Stratégies de calcul multiéchelles:
état de l'art

Sommaire

1 Stratégies de calcul multiéchelles en espace. . . . . ... .. .. 8
1.1 Stratégies basées sur la théorie de I'homogénéisation . . . . . . 9
1.2 Autres méthodes d’enrichissement et de superposition . . . . . . 14
1.3 Stratégies basées sur des méthodes de décomposition de domaine 22
2 Stratégies de calcul multiéchellesen temps . . . . . .. ... .. 28

2.1 Couplage de grilles temporelles et de schémas d’intégration: mé-
thodes multi-pasen temps . . . . ... ... 28
2.2 Méthodes de superposition et d’enrichissement . . . . . . . . .. 30
2.3 Méthodes multiéchelles pour les chargements cycliques . . . . . 30

2.4 Méthodes de décomposition de domaine temporel : parallélisme
eNtEMPS . . . . . . 37




|. Stratégies de calcul multiéchelles: état de I'art

Ce chapitre dresse un état de I’art non exhaustif sur les stratégies de calcul mul-
tiéchelles développées récemment. Nous tenterons ici de décrire les caractéristiques
importantes de telles stratégies: la définition des variables aux différentes échelles,
la nature du probléme a 1’échelle macroscopique et I’obtention du comportement a
cette échelle. On s’intéressera tout d’abord a l’aspect spatial. Les stratégies rete-
nues seront regroupées en trois catégories: les méthodes dérivant de la théorie de
I’homogénéisation classique, les méthodes de superposition ou d’enrichissement local
et les méthodes basées sur des approches de décomposition de domaine. Pour I’as-
pect temporel, on discernera quatre catégories: les approches basées sur le couplage
de grilles temporelles et de schémas d’intégration, les méthodes de calcul paralléle
en temps, celles de superposition ou d’enrichissement local et enfin, les méthodes
dédiées aux phénomeénes cycliques.

1 Stratégies de calcul multiéchelles en espace

Bien que reposant sur des principes assez généraux, les stratégies de calcul seront
présentées dans le cadre de la résolution d’un probléme de mécanique classique. On
considérera donc 1’étude des petites perturbations d’une structure  C R? soumise
a des efforts volumiques id et des efforts de surface £'; sur une partie 0,2 de la

frontiére. Sur la partie complémentaire 0,2, les déplacements sont imposés (figure
l.1).

I
o

Figure I.1 — Probléme de référence

On s’intéressera sauf mention contraire au cas de ’élasticité linéaire ; K désigne
le tenseur d’élasticité de Hooke. On note o le champ de contrainte, € le champ de
déformation et u le champ de déplacement. Le probléme de référence s’écrit donc:

Probléeme 1.1 Trouver (o,e,u) qui vérifie
— Dadmissibilité statique (équations d’équilibre) :

diva—i—id:OsurQ et on=F, sur 052

ot n désigne la normale sortante a 0o52,
— l’admissibilité cinématique :

def

e=ec(u) = —(Vu+Vul) surQ et u=uy, sur,Q

N | —



1. Stratégies de calcul multiéchelles en espace

— la relation de comportement définie par
o = Ke sur ()

La difficulté pour traiter ce probléme est due a des variations rapides du tenseur
K qui caractérisent une microstructure fortement hétérogéne. L’utilisation d’une
méthode éléments finis standard devient donc prohibitive pour le traitement des
problémes qui nous intéressent ici.

1.1 Stratégies basées sur la théorie de I'homogénéisation

De nombreuses techniques d’analyse multiéchelle reposent sur le principe d’ho-
mogénéisation. Les premiers travaux introduirent des méthodes d’homogénéisation
spatiales basées sur des études analytiques ou semi-analytiques a 1’échelle microsco-
pique permettant de définir un comportement macroscopique entre des quantités
moyennes "effectives" |Eshelby, 1957, Hashin, 1962, Hill, 1965, Mori et Tanaka,
1973]. Cependant, elles ne permettaient pas de remonter aux propriétés locales de la
solution. La complexité croissante des phénomeénes microscopiques envisagés a donné
naissance a des méthodes plus récentes, dites "Unit Cell Methods" [Christman et al.,
1989, Tvergaard, 1990, Sluis et al., 1999a|. Elles proposent un moyen d’identifier un
modéle macroscopique donné en résolvant une série "d’essais numériques" sur un
volume élémentaire représentatif (VER) du matériau considéré. Elles offrent de plus
la possibilité d’obtenir des informations locales sur la solution. L’extension de ces
méthodes au cadre non-linéaire, certes possible, se heurte a une difficulté majeure:
celle de définir a prior: ce modéle macroscopique. Toutes ces approches peuvent étre
qualifiées de phénoménologiques en ce sens qu’elles ne sont pas a proprement parler
des méthodes de calcul multiéchelle.

La premiére méthode a répondre véritablement au probléme posé est la théorie
de 'homogénéisation des milieux périodiques initiée par Sanchez-Palencia [Sanchez-
Palencia, 1974, Duvaut, 1976, Benssoussan et al., 1978, Sanchez-Palencia, 1980,
basée sur I’analyse asymptotique. Dans ce paragraphe, nous rappelons les bases de
cette théorie et présentons quelques stratégies de calcul dérivées de celle-ci.

1.1.1 Théorie de I’"homogénéisation des milieux périodiques en élasticité

B Cadre de la théorie

Cette théorie fut introduite pour le cas des milieux dont la microstructure consiste
en la répétition €Y -périodique d’une cellule élémentaire. Cette cellule élémentaire
est agrandie par une homotéthie de rapport ¢! et notée © (figure 1.2). € désigne un
paramétre d’homothétie permettant de passer de ’échelle macroscopique a 1’échelle
de la cellule élémentaire. x € 2 décrit ’échelle macroscopique tandis que y € ©
désigne la variable locale associée & ©. En dimension d, il existe donc une matrice A €
744 diagonale telle que z = €(y + AY). Le comportement peut étre représenté par
un opérateur Y-périodique R(y) tel que R(y) = R(y + AY), VA € 744 diagonale.
Iie comportement a I’échelle macroscopique s’exprime alors sous la forme K(z) =
K(%) = K(y).

€
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Cellule élémentaire

C)

amplification . /
-1 Y
o ©

€

Y,

Figure 1.2 — Définition de la cellule élémentaire ©

B Développement asymptotique de la solution

Toutes les variables du probléme 1.1, notées formellement ¢(z) sont alors supposées
dépendre séparément des variables z et y et vérifier des conditions de Y -périodicité
par rapport a y, soit B

¢(z) = 5@@) = GZ(LQ + AY), VA € 7% diagonale

La différentiation d’une variable s’exprimera alors

En particulier, on notera

e(u) = &, () + € e, (1)

diveo = div, o + ¢ 'div, &

ou g, et &, (respectivement div, et div,) désignent les parties symétriques des
gradients (respectivement les divergences) par rapport a z et a y. Les variables

sont alors recherchées sous la forme d’un développement asymptotique en €, tous les
termes du développement vérifiant la Y-périodicité par rapport a y:

o0 o0

wz)=> cul(zy), el@)=) ey, o@)=> doW(zy)

=0 i=—1 i=—1

B Résolution du probléme
Les équations de compatibilité, d’équilibre et de comportement peuvent alors étre
développées sous la forme:

S e = ey (u®) + 3 een ) + ey ()
i=-1 =0
iny o+ s o+ ity 0 5 1) + 3 o o+ diny o) =0
(=2
0 00

Z ol = Z eif{(g)s(i)

i=—1 i=—1

10



1. Stratégies de calcul multiéchelles en espace

On peut alors écrire une succession de problémes aux différents ordres en e.
Probléme a Pordre (—1):

divy,e) =0 et oY= R(g)s(_l) = K(g)sy(g(o))
Ce probléme admet la solution o™9 = &(=1 = ¢,(u(?) = 0. On a donc u® =
1 (z), variable a variation lente, macroscopique.

Probléme a lordre (0):

divyg® =0 et o =K(ye” = K(y)(e. () + e, (u))

Ce probléme est défini sur la cellule élémentaire ©. En considérant z et e, (u(®)
comme des données, on peut formuler le probléme sur © en la recherche d’un champ
ute U, = [Hl (@)}d, espace de champs vérifiant des conditions de périodicité

per per

sur 00, tel que

o) Re,w@dy =~ [ e,0): Resa®)dy, Ve,
€] (€]

On montre que ce probléme admet une unique solution en déformation. Par linéarité,
il existe un champ de tenseur H(y) d’ordre 4, défini sur ©, vérifiant des conditions
de périodicité sur 00, tel que la solution vérifie

e,(u'") = He, (u”)

= €0 =¢,(u) + He, (u)

— 0© = (K+KH)e,(u?)
Probléme a lordre (1):

div, o + div, oW + f,=0 et o) = K(g)(sx(g(l)) +e,(u?))

En considérant a présent z, 0@ et e,(u")) comme des données, ce probléme se

) : Y Y
reformule de la maniére suivante: trouver u* € W, tel que, Vo € U,

/sy@ Ke, () dy = —/Ey@) : Rsx(u“))dw/y‘ (f, + div, o) dy
o 5 2

Les méthodes d’homogénéisation du premier ordre ne tiennent pas compte de la
solution & ce probléme mais uniquement de la condition d’existence d’une solution
qui s’écrit,

/(id + divy o) =0

e

En notant (.)g = [ . dy 'opérateur moyenne sur © et en utilisant les résultats du
probléme a ’ordre 0, on obtient

divy (<U(O)>e) + <id>e =0

(6)e = (K+KH) (),

avec <€(0)>@ = e, (u?)

11



|. Stratégies de calcul multiéchelles: état de I'art

La condition d’existence du probléme a ’ordre 1 nous a donc donné la formulation
d’un probléme dit macroscopique sur des quantités moyennes: une contrainte macro
oM = <0'(0)>®, une déformation macro e = <€(0)>e ainsi qu’'un déplacement macro

uM = 4®. On a de plus obtenu un opérateur de comportement homogénéisé KM =

<IN{ + RH>® représentant le comportement a I’échelle macroscopique. Le probléme

macro est un probléme d’élasticité classique.

B Bilan et limitations de I'approche

Cette approche est donc une véritable stratégie de calcul a deux échelles puisqu’elle
permet non seulement de formuler un probléme a 1’échelle macroscopique mais aussi
de remonter aux propriétés locales de la solution. En effet, connaissant la solution
rnacroNgM,Nle champ de contraintes locales est obtenu grace a I'opérateur de localisa-
tion (K-+KH). La théorie de I'homogénéisation repose cependant sur des hypothéses
fortes: la périodicité et un rapport d’échelle trés grand. De plus, le matériau ne pou-
vant étre homogénéisé au niveau des frontiéres, celles-ci nécessitent un traitement
particulier [Auriel et al., 1982, Dumontet, 1986].

1.1.2 Extensions de la théorie de I'homogénéisation au cadre non-linéaire

La théorie classique de I’homogénéisation des milieux périodiques a donné lieu a

diverses extensions au cadre non-linéaire. Certaines approches [Devries et al., 1989,
Fish et al., 1997| s’appuient sur des développements asymptotiques de toutes les
variables du probléme : déformations anélastiques, parameétre d’endommagement, ...
Ces approches sont cependant souvent limitées & des comportements matériaux et
des géométries microscopiques simples.
Des stratégies dites d’analyse globale-locale furent également proposées. Elles sont
basées sur une résolution de deux problémes imbriqués, un a 1’échelle macroscopique,
généralement résolu par une technique éléments finis standard, et I’autre a I’échelle
microscopique. Ce dernier peut étre résolu par une technique éléments finis standard
[Smit et al., 1998, Feyel et Chaboche, 2000] ou par d’autres techniques comme
la “Voronoi Cell Finite Element Method” [Ghosh et al., 1995|. Ces stratégies ne
fournissent pas une forme "close" de la loi de comportement macroscopique mais
déduisent la relation entre les quantités duales macro en chaque point d’intérét de la
structure en résolvant des problémes a I’échelle microscopique. Elles ne nécessitent
donc pas d’hypothéses a prior: sur le modéle macroscopique.

B Eléments finis a deux niveaux: méthode F'E?

La méthode des éléments finis & deux niveaux (FE?) |Feyel et Chaboche, 2000]
propose de discrétiser la structure macroscopique par des éléments finis et d’associer
a chaque point d’intégration un VER du matériau périodique, noté ©. L’idée est de
rechercher la solution sur chaque cellule comme une décomposition en partie macro,
notée M, et partie micro, notée m, a qui on impose des conditions de périodicité sur

12



1. Stratégies de calcul multiéchelles en espace

00. Le découplage s’écrit de la maniére suivante :

o(z) =™ +0™(z) avec oM = (o)g
u(z) = u(2) +u™(2) = e¥x +u"
e(z) =" +e(u™(z)) avec e = (e)q

ot  désigne la coordonnée locale associée a la cellule élémentaire ©. o™ et €™ sont
constants sur la cellule et correspondent aux valeurs de la contrainte macro et de la
déformation macro au point de Gauss considéré. Le principe de résolution est trés
simple : la solution du probléme macroscopique est recherchée de maniére standard
par un algorithme itératif (de type Newton-Raphson par exemple). A chaque itéra-
tion, la déformation e est calculée aux points de Gauss (elle est prise égale & zéro a
I'initialisation) et définit les conditions aux limites pour la cellule élémentaire asso-
ciée. Un probléme micro non-linéaire est alors résolu de maniére itérative sur chaque
cellule (par un algorithme de type Newton-Raphson par exemple) avec les conditions
aux limites précédentes. A convergence, ce probléme "micro" permet de calculer la
contrainte macro o = ()4 ainsi que la matrice de rigidité tangente K. Une série
de problémes "micro" peuvent alors étre résolus pour obtenir un opérateur tangent
homogénéisé K. La connaissance de cet opérateur permet d’assembler et de ré-
soudre le probléme macro et de trouver un incrément de déformation macro Ae™.
La convergence est atteinte lorsque la contrainte moyenne o™ vérifie les équations
d’équilibre macro. Notons que les calculs micro sont complétement indépendants et
sont donc aisément parallélisables [Feyel et Chaboche, 2000].

Cette technique, certes performante, posséde néanmoins les mémes limitations
que la théorie de 'homogénéisation classique ; elle n’est valide que lorsque les échelles
sont bien séparées.

B Mileux continus généralisés au niveau macroscopique

Dans le cas ou les échelles ne peuvent étres séparées, une amélioration consiste a in-
troduire au niveau macroscopique des milieux continus généralisés de type Cosserat
ou second gradient [Zhu et al., 1997, Forest et Sab, 1998, Sluis et al., 1999b, Kouz-
netsova et al., 2002, Feyel, 2003| afin de mieux rendre compte des forts gradients au
niveau microscopique (bandes de cisaillement, singularités, ...). Le comportement du
milieu continu généralisée, généralement tres difficile & construire, est ici déterminé
de maniére automatique.

La stratégie proposée dans [Kouznetsova et al., 2002| considére a ’échelle macrosco-
pique un milieu continu du second gradient. A I’échelle microscopique, la solution
est alors recherchée sous la forme:

z)=0c"(z)+o™(z) ="+ Q" -2+ 0™ (2)

—~

o
1
u(z) = u"(z) +u"(2) =BV -z + GV (@) +u" (@)
ot M et EM sont des tenseurs symétriques d’ordre 2 constants sur la cellule. QM
et GM sont des tenseurs d’ordre 3 également constants sur la cellule et possédant

des propriétés de symétrie ad hoc. On impose aux quantités "micro" des conditions
de périodicité sur les frontiéres de la cellule. La stratégie de résolution suit le méme

13
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principe que les stratégies du premier ordre. La conséquence d’une telle approche
est que les contraintes et déformations "macro" ne sont plus constantes au niveau
de la cellule et permettent ainsi de prendre en compte au niveau microscopique les
gradients du niveau macroscopique.

W Bilan

Bien que formulées dans un cadre général autorisant la prise en compte de compor-
tements matériau trés complexes, ces stratégies ne sont pas véritablement adaptées
au cadre des problémes non-linéaires d’évolution. En effet, le probléme est toujours
réduit a la résolution successive de problémes "spatiaux", chacun d’entre eux étant
homogénéisé.

1.2 Autres méthodes d’enrichissement et de superposition

Les techniques d’homogénéisation décrites précédemment permettent de définir
un probléme macroscopique a partir d’études a I’échelle microscopique. Elles opérent
donc un passage du micro vers le macro. Les stratégies présentées dans cette partie
adoptent un point de vue opposé. Leur principe revient généralement a superposer
a la solution d’un probléme macroscopique classique un enrichissement dans des
régions d’intérét. L’enrichissement peut étre réalisé en résolvant classiquement des
problémes a une échelle plus fine, comme c’est le cas dans la méthode Arlequin
[Ben Dhia, 1998], la méthode de projection de Dirichlet hiérarchique [Zohdi et al.,
1996, Oden et Zohdi, 1997], les méthodes de type éléments finis hiérarchiques [Ibra-
himbegovi¢ et Markovic, 2003] ou encore les méthodes multi-grilles pour les milieux
périodiques [Fish et Belsky, 1995]. Il peut également consister a augmenter I’espace
de recherche de la solution en introduisant au niveau macroscopique une connais-
sance analytique ou numérique de la solution [Moés et al., 1999, Strouboulis et al.,
2000] ; ces derniéres démarches sont essentiellement issues de la méthode de la parti-
tion de I'unité [Melenk et Babuska, 1996]. Les méthodes variationnelles multiéchelles
|[Hughes, 1995| proposent également un principe général de superposition permet-
tant de tenir compte au niveau macroscopique des phénoménes microscopiques "in-
solubles" numériquement. Cette méthode est classiquement utilisée pour améliorer
la qualité de ’approximation éléments finis classique en superposant a la solution
des fonctions localisées par élément, ou fonctions bulles. La solution microscopique
est alors prise en compte de maniére explicite.

1.2.1 Méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique

La méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique (HDPM) [Zohdi et al.,
1996, Oden et Zohdi, 1997, Oden et al., 1999], également basée sur les méthodes
d’homogénéisation, se démarque cependant de ces derniéres. Elle consiste a résoudre
un probléme homogénéisé sur un maillage régulier dont un élément représente une
cellule représentative du matériau considéré. Un indicateur de sensibilité est pro-
posé pour localiser les zones les plus erronées. Une correction est alors apportée sur
certains éléments de ce maillage en résolvant sur les cellules correspondantes un pro-
bléme aux conditions aux limites homogénes de type Dirichlet. Enfin, un estimateur
d’erreur a posteriori est proposé afin de déterminer la qualité de la solution corrigée.
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Nous précisons ici les étapes de cette stratégie.

Etape 1: Soit T = {Qp} ;g une partition sans recouvrement de € (figure 1.3). Un
opérateur d’élasticité homogénéisé KM est déterminé par une technique d’homogé-
néisation standard.

Q.
Figure 1.3 — Partition sans recouvrement T = {Qp} g de Q

Etape 2: La solution du probléme homogénéisé u™ est déterminée en résolvant le
probléme suivant : trouver u € W,y = {y eU=[HQ)]" /v=u,sur 819} qui

vérifie :

/s(g*):KMs(gM)dx:/id-g*dx+/Ed‘g*ds, Yu* € Uy
Q Q 8,9

ou Uy est 'espace vectoriel associé a U,g.

Etape 3: Un estimateur de sensibilité basé sur la solution u™ permet de déterminer
les cellules E,,,q C E qui nécessitent une correction.

Etape 4: Soit £ € E,,,4. On note g%f = Q%E. La solution sur la cellule Qg
peut alors étre améliorée localement en cherchant une correction uf € Ugy =

{y e [HYQp)]" /v=0sur 8QE\829} qui vérifie :

/e(gg):Ks(gg+g%)dx:/id-ggdx+ / F,-upds, YupeUgg

Qg Qp 0N ENo)

La solution corrigée s’écrit alors

u=uM+ Y Ep(uf) =uM +u”
EEEmod

ou Ep est un opérateur de prolongement de Ug o dans U tel que Ep(uf) = 0 sur
Etape 5: Un estimateur d’erreur a posteriori permet alors de déterminer I'erreur
de la solution améliorée. Si celle-ci n’est pas satisfaisante, 'opérateur homogénéisé
KM est amélioré et les étapes 2 4 5 sont répétées. Si aprés cette nouvelle étape de
correction I'erreur n’est toujours pas satisfaisante, une partition plus grossiére du
domaine T’ est alors définie et I’algorithme est repris depuis le début.
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1.2.2 Méthode Arlequin

La méthode Arlequin, proposée par Ben Dhia [Ben Dhia, 1998, Ben Dhia et
Rateau, 2001] est une méthode originale proposant de superposer a un probléme
macroscopique une analyse plus fine dans des régions d’intérét. Le raccord, écrit de
maniére faible sur le volume et non pas sur les interfaces comme c’est le cas dans les
approches plus classiques, permet d’envisager un couplage aisé de modéles différents,
aussi bien au niveau de leur discrétisation que des équations qui les régissent.

Nous décrivons ici le principe de cette méthode dans le cas ou les modéles sont
tous régis par les équations de 1’élastostaticité classique et ot I’on cherche a étudier
de manieére fine une région 1™ contenue dans le domaine initial Q (figure 1.4).

S

Figure 1.4 — Définition d'un domaine d’intérét " C

Q

L’idée est alors de chercher un couple u = (QM,Qm> € Uy xU™ def U, constitué
d’une solution grossiére u™ définie sur tout le domaine 2 et d'une solution fine u™
définie uniquement sur le domaine ™. L’espace auquel appartient la solution fine
est simplement U™ = [H'(2™)]%. Le probléme définissant ce couple est le suivant :
trouver (u,A™) € Uyg x U™ tel que V(v,pu™) € Uy x U™,

ao(u,0) + b(A™v) = l,(v)
b(p™u) =0

ol

Ao (uw) = /as(yM) :Ke(u)dw + /(1 —a)e(v™) : Ke(u™) dx

Q am
b(p" ) = (P —u™) o,
la(y):/aid-dex+/(1—a)id-ymd:c+ /Ed'QMdS
Q Qm 0202

ou le paramétre « est un champ scalaire tel que « € [0,1] et a(x) = 1, Yz € Q\Q™.
(', )1.0m désigne le produit scalaire naturel sur I'espace de Hilbert U™.

C’est donc une formulation mixte ou le multiplicateur de Lagrange A\™ a été
introduit pour garantir la contrainte d’égalité des champs macro et micro au sens
faible sur la zone de jonction (™. La solution est alors définie par

{ uM sur Q\Q™

7 au + (1 — a)u™ sur Q™
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1.2.3 Meéthodes basées sur la partition de 'unité

® PUM

La méthode de la partition de I'unité [Melenk et Babuska, 1996] peut étre vue comme
une généralisation de la méthode des éléments finis. Elle propose en effet un cadre
mathématique rigoureux pour la construction d’espaces d’approximation conforme
qui ne sont pas forcément des espaces de fonctions polynémiales. Nous rappelons ici
le principe de cette méthode.

Soit T = {€},.; un ensemble d’ouverts, appelés patchs, réalisant un recou-
vrement de 2. Sur chaque patch ¢ € I, on se donne un ensemble de fonctions

T = {¢§i)} possédant des propriétés d’approximation désirées et telles que
- JEJ;

y;,i) € [H 1(Qi)]d. Le choix de ces fonctions sera explicité dans les paragraphes
concernant les méthodes issues de la partition de l'unité. L’approximation PUM
sur le domaine €2 est définie de la maniére suivante :

(1) ), (i

w,(z) =Y ¢i(z) (Z DR (@)
i€l jeJ;

ou les ag-i) sont des coefficients constants, inconnues de notre probléme. [.’ensemble

{¥i};er est constitué de fonctions continues formant une partition de I'unité de €

associée a la partition T. Elles doivent en particulier vérifier :

support(p;) C Qy;, Viel

Zg&izlsurQ

i€l
En pratique, ces fonctions sont les fonctions de forme classiques, linéaires, d’un
maillage éléments finis standard. Une fonction ¢;, ¢ € I, est associée au noeud i du

maillage et le patch ; comprend 1’ensemble des éléments contenant ce noeud (figure
1.5).

Figure 1.5 — Triangulation de € : définition du patch (2; associé au noeud i

Il est intéressant de noter que cette approximation est capable de reproduire
n’importe quelle fonction ; supposons par exemple qu’on connaisse la solution u du
probléme. En définissant simplement ¥ = Uy, O remarque qu’avec un jeu de
coefficients unitaires, on obtient

Uy = Z iU =1u

i€l
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Cette propriété est rendue possible car la famille {¢;},.; forme une partition de
I'unité de Q. Notons également que si ¥ contient une base orthonormée de vecteurs

de R?, soit ¥ = {¢,,....e,}, 'approximation s’écrit

w, =Y pilz) (Z aﬁi)gj) = i(x)a

i€l i€l

qui est I'approximation éléments finis classique ot a( représente le déplacement du
noeud i.

B GFEM, XFEM

La méthode des éléments finis généralises GFEM [Strouboulis et al., 2000] et la mé-
thode des éléments finis étendus XFEM [Moés et al., 1999] combinent une approche
éléments finis standard (FEM) avec la méthode de partition de 1'unité. L’espace
d’approximation FEM est enrichi par des fonctions spéciales provenant d’une cer-
taine connaissance du probléme que I'on cherche a traiter. Le champ solution est
alors recherché sous la forme

S IUEICED SHIBTO SLAEY

1€l i€l JjeJ

onViel a” eRetVjed, bg-i) € R. Ces coefficients sont les inconnues de notre
probléme.

Des fonctions spéciales peuvent par exemple étre ajoutées sur les éléments proches
d’une singularité géométrique puisqu’on connait en ces endroits une expression ana-
lytique de la solution.

La méthode GFEM propose également de construire ces fonctions en résolvant nu-
mériquement a I’échelle fine un certain nombre de problémes élémentaires, appelés
"handbooks". Cette technique permet en particulier de traiter des problémes de
structures contenant des centaines voire des milliers de trous ou d’inclusions. Dans
ce cas, une série de handbooks peut étre associée a un élément du maillage gros-
sier. Les inclusions intersectant cet élément sont isolées. On résoud alors une série
de problémes sur un domaine comprenant uniquement ces inclusions et pour des
chargements simples de type Dirichlet ou Neumann (figure 1.6).

<) 5 100
( 8& D76 quC \\ T L -
@ — —
op-0 Q0 O3 - 00 Z 00 |—
C fa O _ | — O «— ::
0n.0Q | 100 0 -
02010505 o RN
O Om O[¥0 / Handbooks
O L
A

Figure 1.6 — Méthode GFEM : définition des handbooks
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La méthode XFEM propose un choix de fonctions spéciales pour traiter des

problémes ot la solution présente des discontinuités en s’affranchissant des problémes
de maillage. Les discontinuités peuvent par exemple apparaitre sur le déplacement en
présence de fissures ou sur sa dérivée normale sur une surface entre des matériaux
de nature différente. La description géométrique de ces surfaces de discontinuité
est réalisée par la technique des level-sets, qui consiste a représenter une surface I'
comme l'iso-zéro d’une fonction. Un choix classique consiste a prendre la fonction
distance signée a cette surface, notée &r. La description numérique de cette fonction
est une interpolation éléments finis classique sur le maillage initial ou un maillage
raffiné.
Dans le cas des problémes de propagation de fissures, deux types d’enrichissement
sont alors proposés : sur I’ensemble I” des noeuds des éléments contenant une pointe
de fissure, on ajoute des fonctions spéciales correspondant a la solution analytique
d’une fissure dans un milieu infini. Sur ’ensemble I/ des noeuds des éléments coupés
par une fissure I', on ajoute des fonctions spéciales rendant compte de la discontinuité
du déplacement (voir figure 1.7).

Noeuds enrichis

O Noeuds dans IP

e Noeudsdans I'

Figure 1.7 — Méthode XFEM : définition des ensembles de noeuds enrichis I? et I/

Soit i € I, on choisira ¥ = {H(¢&p(x))ey,....H (ér(z))ey}, ot H représente la
fonction Heavyside. Les autres noeuds du maillage ne sont pas enrichis.
Dans le cas d’une surface I' entre des matériaux de nature différente, on choisira
d’enrichir les noeuds des éléments coupés par cette surface par I’ensemble de fonc-
tions WO = {|&p(2)|ey,. |0 (2)]e,}. Clest donc la fonction distance elle-méme qui
est utilisée pour rendre compte d’un saut dans les dérivées du déplacement.

B Bilan et limitations

Les approches basées sur la partition de 'unité permettent d’obtenir une améliora-
tion conséquente de la qualité de la solution par rapport aux approches éléments
finis standards en s’affranchissant des problémes de maillage. Cependant, une at-
tention particuliére doit étre portée sur le choix des fonctions spéciales afin d’éviter
les problémes de dépendances linéaires avec les fonctions éléments finis classiques.
En effet, dans ce cas, le probléme devient singulier. Des techniques de factorisation
incompléte ou de pénalisation peuvent étre utilisées pour pallier ce probléme. Une
autre limitation de cette approche concerne I'intégration numérique des formulations
variationnelles. Les fonctions spéciales ajoutées peuvent en effet étre trés complexes
et nécessiter un effort conséquent pour leur intégration lors de la construction du
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probléme discrétisé. Le gain en temps de calcul obtenu sur les problémes de maillage
et de remaillage est donc en partie compensé par le colit de 'intégration numérique.

1.2.4 Méthode variationnelle multiéchelle

Cette méthode, initialement proposée par Hugues [Hughes, 1995|, part du prin-
cipe que toutes les échelles présentes dans un probléme ne sont pas solubles nu-
mériquement. [’utilisation d’'une discrétisation standard au niveau macroscopique
fournit une solution souvent médiocre. L’idée est alors de proposer un principe de
superposition consistant a prendre en compte au niveau macroscopique les effets des
petites échelles en résolvant, généralement de maniére analytique, des problémes
"locaux". L’effet des petites échelles est alors condensé au niveau macroscopique, ce
qui conduit a la définition d’un probléme macroscopique "quasi-exact".

B Principe

On considére le probléme de référence |.1 avec conditions de Dirichlet, soit 02 = 0;).
La formulation variationnelle de ce probléme est la suivante:

trouver u € Uy = {v € [H(Q)]" / Vo = Uy} tel que

a(uu*) = l(u*), Yu* e Uy (I.1)

ou Uy désigne 'espace vectoriel associé a U,q et

owa) = [ o) Ke(w) do = (Luar)
I(u") Z/id@*dx: (f u*)

ou (,) désigne le produit scalaire narutel sur [L2(Q)]d et L désigne l'opérateur
différentiel défini par
Lu = —div (Ke(u))

La solution peut étre découplée en une partie macroscopique, notée u, et une partie
microscopique, notée u™, telles que

u=u+u"

L’échelle macroscopique appartiendra a un espace d’approximation uﬁ)ﬁ de dimension
finie. La partie microscopique représente la partie "insoluble", au sens numérique,
de la solution. Elle appartient a priori a un espace de dimension infinie, noté Ug" et

tel que
Uy = UY, o Uy

Une formulation classique du probléme macro consiste a rechercher une solution u
du probléme (I.1) dans Iespace UL, telle que

aw M) = 1), WM ey’

= =

Ce probléme est bien siir une approximation du probléme initial qui ne tient pas
compte de ’échelle microscopique. Afin d’améliorer la définition du probléme macro,

20



1. Stratégies de calcul multiéchelles en espace

on considére la formulation exacte du probléme initial, qui s’écrit : trouver (v ,u™) €
UM < U tel que

aw +u"u™ +u™) = 1w + 0™, VM u™) e Uy x U
Le probléme microscopique est alors le suivant : trouver ™ € Uy" tel que
(Lu™u™) = (f, — L u™) (1.2)

La solution exacte de ce probléme peut s’écrire de la maniére suivante:

u"(z) = — / 9(y.x)(Lu™ — f ) (y) dy

Q

ot g(y,z) est la fonction de Green associée a I'opérateur L.

On notera w™ M(Lu — f ). Posons

BM ™ g) = a(uM ™M) + (M(Lu), L ™M)

et LMig) = ") + (M(f,) L)

ou L* désigne 'opérateur adjoint de L. Ici, on a L = L*.
Le probléme macroscopique exact peut alors étre formulé de la maniére suivante:
trouver u™ € U, tel que

BwMu™g) = L™ g), VoM euwl! (1.3)

La solution du probléme (I.3) est une solution macro "exacte" au sens ot la partie
de la solution non résolue est prise en compte dans la formulation de ce probléme.
Ce principe étant posé, un point crucial de cette méthode repose sur une bonne ap-
proximation de la solution des problémes micro, ou en d’autres termes de la fonction
de Green g. Cette méthode, bien adaptée aux méthodes spectrales ou méthodes de
Fourier, ne s’applique cependant pas facilement aux éléments finis pour lesquelles
les espaces d’approximation ne sont pas suffisamment réguliers. Notons en particu-
lier que dans le cas ou I’échelle macroscopique est représentée par des éléments finis
linéaires classiques, les opérateurs différentiels doivent étre réinterprétés au sens des
distributions.

B p-raffinement hiérarchique et fonctions bulles

Afin d’adapter cette démarche au cadre des éléments finis, les auteurs proposent
de choisir pour I’espace microscopique des enrichissements uniquement locaux aux
éléments ou & un nombre restreint d’éléments. Soit {Q2g} peg 'ensemble des éléments
finis de la discrétisation de Q (figure 1.8(a)). L’espace micro pourra par exemple
contenir les fonctions qui s’annulent sur les frontiéres 0€2r des élements. Ces fonc-
tions sont appelées fonctions bulles. Le probléme (1.2) définissant la solution micro-
scopique se transforme donc en une série de problémes indépendants par élément.
Cette approximation, certes trés pratique, est relativement pauvre. Un choix plus
performant consiste & prendre comme fonctions micro des fonctions éléments finis
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@ Noeuds macro

[] Noeuds micro

(a) (b)

Figure 1.8 — (a) Maillage éléments finis "macro" standard de €. (b) Définition des
noeuds d’enrichissement "micro" pour la version éléments finis hiérarchiques de de-
gré p=3

d’ordre p, complémentaires des fonctions de forme éléments finis usuelles, linéaires
(figure 1.8(b)). Ces fontions ne sont plus localisées sur un élément mais sur un nombre
restreint d’éléments (2 en 2D). Les problémes micro (1.2) sont donc des problémes
éléments finis standards restreints a un petit ensemble d’éléments. Si on désire aug-
menter la qualité de la solution macro, il suffit d’augmenter le degré p de raffinement.
En l'occurence, lorsque p — oo, le probléme macroscopique ainsi défini tend vers le
probléme macroscopique exact.

B Bilan

Les méthodes variationnelles multiéchelles permettent donc d’améliorer les approxi-
mations standards éléments finis en prenant en compte des effets microscopiques par
une sorte de procédé de régularisation.

Cependant, le caractére local des fonctions superposées rend 'enrichissement rela-
tivement pauvre. De plus, dans leur version actuelle, ces techniques ne répondent
pas au probléme qui nous intéresse puisqu’elles n’envisagent pas la possibilité d’'une
microstructure hétérogéne et sont limitées au cadre linéaire.

1.3 Stratégies basées sur des méthodes de décomposition de
domaine

1.3.1 Principe et principales approches

Le calcul de structures fortement hétérogénes rend impossible le traitement di-
rect du probléme & une échelle fine. Les méthodes de décomposition de domaine
proposent cependant une alternative pour la résolution du probléme complet. Elles
consistent a décomposer la structure en sous-domaines et & condenser le probléme sur
les quantités d’interface entre sous-domaines, ce nouveau probléme étant de taille
considérablement réduite. Dans les méthodes de décomposition de domaine sans
recouvrement, on peut discerner trois types d’approches: les approches primales
(Balancing Domain Decomposition Method |[Mandel, 1993|), les approches duales
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(méthode FETI [Farhat et Roux, 1991]) et les approches mixtes (méthode LATIN
|[Ladeveze, 1999, méthode de Lagrangien augmenté |Glowinski et Le Tallec, 1990]).
L’approche primale consiste & écrire la continuité des efforts aux interfaces, exprimés
en fonction des déplacements d’interface supposés a priori continus. Le probléme
est donc formulé en terme de déplacements d’interface. A 'inverse, I'approche duale
consiste a écrire la continuité des déplacements aux interfaces, exprimés en fonction
des efforts d’interface supposés a priori continus. La méthode mixte n’impose quant
a elle la continuité d’aucun champ a priori et formule donc le probléme d’interface
a la fois sur les efforts et les déplacements. Ces méthodes utilisent généralement un
algorithme itératif pour la résolution du probléme d’interface. Elles ne nécessitent
plus que la résolution de problémes locaux aux sous-structures dont le traitement
numérique reste abordable. Afin de conserver leur efficacité dans la résolution de
problémes comportant un grand nombre de sous-domaines, les méthodes de décom-
position de domaine nécessitent cependant de faire propager une information globale
a l'ensemble de la structure. Ceci est généralement réalisé en résolvant a chaque ité-
ration un probléme relativement grossier, défini sur la structure compléte, imposant
une condition de continuité partielle pour les efforts dans la méthode primale, les dé-
placements dans la méthode duale ou éventuellement les deux dans I'approche mixte.
Ces stratégies deviennent alors de véritables stratégies de calcul multiéchelles.

La méthode FETT consiste & rechercher de maniére itérative un champ d’effort
continu aux interfaces afin de garantir, a convergence, la continuité des déplacements.
Afin que les problémes locaux soient bien posés, le champ d’effort doit vérifier la
contrainte d’équilibre des sous-domaines vis-a-vis des chargements extérieurs. La
technique itérative de résolution utilisée est alors de type gradient conjugué projeté
ou la projection est associée a la contrainte d’équilibre des sous-domaines. Cette
phase de projection peut étre vue comme un probléme macroscopique grossier ga-
rantissant a chaque itération la continuité des modes rigides des sous-domaines aux
interfaces. La méthode FETI peut alors étre qualifiée de stratégie de calcul a deux
échelles. Le probléme macroscopique est cependant relativement pauvre puisqu’il
est simplement associé aux modes rigides qui sont des modes a énergie nulle. En
d’autres termes, la méthode FETI de base est une stratégie a deux échelles pour
les déplacements mais monoéchelle pour les efforts. La méthode FETI2 propose une
amélioration qui consiste a introduire des contraintes supplémentaires sur le dépla-
cement, telles que la continuité en moyenne sur les interfaces [Farhat et al., 1996]. La
phase de projection du gradient conjugué devient alors un probléme macroscopique
enrichi. L’efficacité de cette méthode est intimement liée au choix du précondition-
neur de 'algorithme itératif. En particulier, on peut trouver dans [Rixen et Farhat,
1999] la définition du "scaling de rigidité" adaptée au cas des structures hétérogénes.
Dans [Gosselet et Rey, 2002], les auteurs proposent, dans le cadre de multirésolu-
tions, la construction de problémes grossiers définis sur les espaces de Krylov des
opérateurs d’interface générés lors des résolutions antérieures. Ils propagent donc une
information pertinente basée sur les propriétés spectrales de I'opérateur d’interface.

La méthode BDD repose sur une technique de résolution similaire. Son efficacité
est rendue comparable a I'approche FETI par un choix pertinent d’un précondition-
neur pour l’algorithme itératif. En particulier, ce préconditionneur doit inclure la
résolution d’un probléme a 1’échelle macroscopique.
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La méthode mixte basée sur la méthode LATIN fut initialement proposée pour la
résolution de problémes d’assemblages de structures comportant des interfaces aux
comportements complexes [Champaney et al., 1996, Champaney et al., 1997, Cham-
paney et al., 1999, Ladevéze et al., 2000b]. Ces approches étaient initialement mo-
noéchelle. Une premiére vision multiéchelle "spatiale" fut introduite dans [Ladevéze
et Dureisseix, 1998] qui garantit 1’extensibilité numérique de cette méthode de dé-
composition de domaine et rend son efficacité comparable aux approches primale et
duale. Puis, pour le traitement de structures élastiques fortement hétérogénes, une
nouvelle vision multiéchelle, qui inclut une procédure d’homogénéisation automa-
tique en espace, fut introduite [Ladevéze et Dureisseix, 1999, Ladevéze et Dureisseix,
2000, Ladevéze et al., 2001]. Cette approche, point de départ des travaux de cette
thése, est détaillée dans le paragraphe suivant.

1.3.2 Méthode LATIN micro/macro

B Décomposition en sous-structures et interfaces et reformulation du pro-
bléeme de référence

Le premier point de la méthode consiste a décrire la structure comme un assem-
blage de constituants simples: les sous-structures et les interfaces [Ladeveéze, 1999).
Chaque constituant posséde ses propres variables et équations. Une sous-structure
Qp, E € E, est soumise a 'action de son environnement (les interfaces voisines),
défini par une distribution d’efforts F'y et de déplacements W sur sa frontiére
00 . Une interface I'gp entre deux sous-structures Qg et (g génére une relation
de comportement entre (Fp,Fp) et (W 5, W ) (figure 1.9).

Figure 1.9 — Décomposition de la structure en sous-structures et interfaces

Les contraintes, déformations et déplacements sur une sous-structure (2 sont
notés respectivement o g, €g et up. L'espace des champs de déplacement est noté
Ug. Le probléme de référence 1.1 s’écrit de la maniére suivante :

Trouver s = {Sg}gecr avec sp = (g, W p,05,F ;) qui vérifie:

— Padmissibilité statique sur g (équations d’équilibre) :

/aEze(ng)dx:/id-g*Ed.r—l—/EE-QEds, Vuy € Ug
of Qg 00
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— l'admissibilité cinématique sur Qg : Jup € Ug tel que
ep =¢e(ug) et wup=Wgsur Qg
— la relation de comportement sur g :
orp = Keg

— le comportement des interfaces, les conditions aux limites étant des cas parti-
culiers.

B Description des variables aux échelles micro et macro

Le distinction entre les échelles micro et macro n’est opérée qu’au niveau des inter-
faces. Considérons l'interface I'gp entre deux sous-structures E et E’; des espaces
de dimension finie sont choisis pour les déplacements et efforts macro, soit

M M

Ils sont en pratique pris égaux et contiennent les parties affines des déplacements et
des efforts sur 'interface ['gg/. Les parties macro sont alors définies comme les pro-
jections des efforts et déplacements sur les espaces macro correspondants, au sens du
produit scalaire travail sur I'interface. Les parties macro (EM,EM) e Wi, x Fi.,
de (E,E) € Wer X Fgr sont donc définies par les expressions suivantes :

/ FM (WM —W)ds =0, VYEM eFY,
I'gp

/ (EM —F) - WM ds=0, YWY e Wi,
I'gp

Les efforts et déplacements micro sont définis simplement par
F'=F—-FY et W"=Ww-w"

Les définitions adoptées conduisent naturellement au découplage des travaux micro
et macro sur 'interface, soit :

/E-wdsz / (M WM+ W) ds
Tep Teg

Ce partitionnement, étendu a I’ensemble des interfaces de notre probléme, conduit
a la définition des espaces WM et FM.

Un autre point capital de cette stratégie consiste a définir des conditions d’ad-
missibilité sur les quantités macro: on leur impose de vérifier les conditions de trans-
mission aux interfaces. Les efforts et déplacements macro sont contraints a toujours
vérifier respectivement les conditions d’équilibre et les conditions de continuité aux
interfaces, incluant les conditions aux limites. Les espaces correspondants sont notés
FM et WY
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B Stratégie de résolution

La vérification partielle a priori des conditions de transmission aux interfaces conduit
a la reformulation suivante du probléme de référence: trouver s = {Sg}pcg qui vé-
rifie les deux groupes d’équations suivants:

— ladmissibilité statique et cinématique sur chaque sous-structure
— Padmissibilité des variables macro: (FM W) ¢ FM x WM

— les relations de comportement des variables micro aux interfaces
— le comportement des sous-structures

A |
*

La méthode LATIN [Ladevéze, 1999] est alors appliquée; elle consiste a construire
successivement des approximations de la solution dans I' puis dans A, en se donnant
des directions de recherche E* et E~. Une itération comporte deux étapes appelées
locale et linéaire.

Etape locale a l'itération n:

Le probléme consiste a construire §,1/2 € I' connaissant s,, € Ag. (§n +1 - sn) doit

suivre une direction de recherche E* définie de la maniére suivante: VE € E,

((/J\'E—O'E)+K(gE—€E) =0

(Fp — F3) —k"(Wy —Wg) =0

ou l'indice n a été omis. k™ est un paramétre de la méthode qui peut étre interprété
comme une rigidité "micro" de l'interface. L’étape locale consiste a résoudre des
problémes locaux sur les sous-structures et les interfaces.

Etape linéaire a l'itération n:

Le probléme consiste a construire s,,.1 € Ay en connaissant §n+1/2 eI (sn+1 —
Snit /2) doit suivre une direction de recherche E~ définie de la maniére suivante:
VE € E,

(O'E—a'E) —K(&'E—gE) =0
~m
(Ff —Fp) +kK"(WE —Wy) =0
ou l'indice n a été omis. Les équations associées aux sous-structures et la direction
de recherche micro conduisent a la formulation de problémes indépendants par sous-

structure, appelés problémes "micro". Sur la sous-structure E, une formulation en
déplacement consiste a trouver uy € Ug tel que Yuy, € Ug,

/e(gg) : Ke(ug) dr + / wp - K"l ds =
QO 00

/id-z_L*Ed:z:—i—/(Em+kmﬁm)-ggmds+/E%@EMOZS
o 00 0

Si k™ est un opérateur positif et F 45 équilibre les efforts extérieurs, ce probléme
admet une solution unique & un mode rigide ap € Rg prés, ou R désigne 'espace
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des modes rigides infinitésimaux de 2. Posons {E%I} la partie de F'% a résultantes
et moments nuls sur 02z définie par

1 _
{E%}:E%_W/E%[CLS—H ! /g/\E%dS Nx

a0 g Or

ou IT est I'opérateur d’inertie de Qg défini pour a € R? par Ila = faQE zA(aNzx)ds
et ot x désigne le vecteur position ayant pour origine le centre d’inertie de 1. La
solution du probléme micro s’écrit donc

—~M
Wy =Wea+Le({Fy}) + ap (1.4)

ou Eﬁd dépend uniquement des quantités de 1’étape précédente et des données.
Lz représente un opérateur de comportement homogénéisé sur la sous-structure E.
Son calcul est réalisé une fois pour toute en prétraitement de ’algorithme et est
relativement peu cotteux car les quantités macro sur 02 dépendent de peu de
paramétres. La relation (1.4) est donc une relation de comportement homogénéisé
entre les quantités macro.

L’admissibilité des quantités macro et la relation de comportement homogénéisée
conduisent a la définition d’un probléme "macro", défini sur la structure homogé-
néisée, dont la formulation en effort peut s’écrire de la maniére suivante: trouver
FM e 3’% et {aptecr, ap € R, tels que

* * —~M *
v e S [ B (Le(EY D+ Wb ag) ds= [ FYeugds
E€E 50, 00 ENOQ
VE € E, Vay € R, /E%g’};dSZ/id-gEdaf
895‘ QE

La résolution de I'étape linéaire se déroule donc de la maniére suivante : on résoud
une premiére série de problémes micro avec pour second membre les données de

I’étape précédente. Les champs E]\E{d étant déterminés, les quantités macro sont ob-
tenus en résolvant le probléme macroscopique. Une nouvelle série de problémes micro
avec pour second membre 'effort macro permet d’obtenir les champs complets.

En pratique, trés peu d’itérations sont nécessaires a obtenir une bonne approxi-
mation de la solution, méme dans le cas de structures fortement hétérogeénes. Une
optimisation du paramétre k™ a récemment été proposée dans [Violeau, 2003] qui
permet d’obtenir une trés bonne qualité de 'opérateur homogénéisé et une conver-
gence extrémement rapide de 'algorithme itératif. Le traitement de structures com-
posites réelles, comportant un grand nombre de sous-structures, peut conduire a un
probléme homogénéisé de trés grande taille dont le cotit de calcul devient prohibitif.
Il a été proposé dans |[Loiseau et al., 2002] une méthode d’approximation adaptée a
ce type de problémes, basée sur I'introduction d’une troisiéme échelle.
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2 Stratégies de calcul multiéchelles en temps

2.1 Couplage de grilles temporelles et de schémas d’intégra-
tion : méthodes multi-pas en temps

La description de tous les phénoménes & une méme échelle temporelle micro-
scopique peut dans certains cas étre inutile, en particulier pour certains problémes
multiphysiques ou lorsqu’une solution temporelle fine n’a d’intérét que dans une
zone spatiale limitée. Depuis plus de vingt ans, de nombreux travaux ont consisté a
développer des approches hybrides prenant en compte les spécificités temporelles des
différentes régions d’espace. Les méthodes mixtes en temps, introduites dans [Be-
lytschko et Mullen, 1976, Hughes et Liu, 1978], autorisent le couplage de schémas
d’intégration. Les approches multi-pas en temps (ou de sous-cyclage), permettent
le couplage de différentes grilles temporelles [Belytschko et al., 1979]. Des méthodes
mixtes avec sous-cyclage ont également été proposées [Belytschko et al., 1984, Liu et
Belytschko, 1982, Gravouil et Combescure, 2001] ; elles offrent une grande souplesse
dans le choix des descriptions temporelles des différentes régions d’espace. Une telle
approche a par exemple été appliquée aux problémes d’impact en dynamique |Gra-
vouil et Combescure, 2001] ou les phénoménes a prendre en compte autour de la
zone d’impact peuvent étre trés complexes et nécessiter une discrétisation fine aussi
bien au niveau spatial que temporel. De plus, si on veut prendre en compte des
phénomeénes non-linéaires dans cette zone, il peut étre intéressant d’y appliquer un
schéma explicite tout en conservant un schéma implicite pour le reste de la structure.
Nous décrivons ici le principe de cette méthode dans le cadre de la dynamique en
petites perturbations et élasticité linéaire. On reprend le probléme de référence I.1,
étudié sur I'intervalle de temps (0,7"). Les termes d’inertie sont pris en compte dans
les équations d’équilibre. p désigne la masse volumique.

Le point de départ consiste a partionner le domaine en sous-domaines et a as-
socier différentes descriptions temporelles & chacun d’entre eux. Considérons le cas
simple de deux sous-domaines {{2;}?_; séparés par une interface I' (figure 1.10(a)).
Le domaine €2y est associé¢ a une partition fine de l'intervalle d’étude Ty = {[; =

N'—1

(tj,tjﬂ)};-v:’ol et le domaine §); & une partition grossiére To = {I; = (t},t;. 1)},

(figure 1.10 (b)).

Le probléme de dynamique peut étre formulé séparément sur les deux domaines
en introduisant un multiplicateur de Lagrange F'; = —F, défini sur l'interface I
et garantissant la continuité des déplacements a l'interface. Le probléme consiste
donc & trouver les efforts F', et les champs de déplacement u, de chaque domaine €2
vérifiant les conditions initiales, les conditions aux limites et tels que : pour s € {1,2},
Vu vérifiant les conditions aux limites homogénes sur 0, N OS2,

/p@s ~u:dfc+/€(u§) : Ke(u,) do =

Qs

Qs
/id.gﬁdwr / Ed-uﬁdSJr/Es-uﬁds (1.5)
Qs

02 QNONs T
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LI B s e el
1 ! 1

() (b)

Figure 1.10 — Décomposition en deux domaines €y et Qy de € (a) et partitions
temporelles associées (b)

et VEY = —F3,

/(ﬂ-@l L) ds =0 (16)
I

En injectant dans les équations (1.5) un schéma d’intégration classique, un pro-
bléme sur un sous-domaine peut par exemple étre formulé en vitesse a un pas de
temps de la partition temporelle associée. Ces problémes étant linéaires, la solu-
tion sur chaque sous-domaine peut clairement s’écrire comme la somme de deux
solutions, dites libre (notée "li") et connectée (notée "co"). Les solutions libres dé-
pendent des données et de la solution aux pas de temps précédents et peuvent donc
étre calculées indépendamment sur chaque sous-domaine. Les solutions connectées
dépendent du champ d’effort sur I'. Si les grilles temporelles sont identiques, on
peut classiquement se ramener a un probléme de Schur dual sur I'effort d’interface
au pas de temps considéré. Afin de pouvoir traiter ce probléme couplé pour des par-
titions temporelles différentes, les auteurs choisissent de définir toutes les variables
d’interface, efforts et vitesses, sur la grille grossiére T3, une simple interpolation li-
néaire permettant d’obtenir leurs valeurs sur la grille fine J7. Ils proposent alors un
algorithme de résolution a deux échelles de temps décrit dans le tableau I.1.

Tableau 1.1 — Méthode multi-pas en temps: algorithme & deux échelles de temps
» Boucle sur ¢ € {0...N' — 1} (partition grossiére)
Solution connue en t = ¢, ; résolution au pas de temps I/

e Résolution du probléme libre sur {2, au pas de temps t;,;, = Qéi(tgﬂ)
e Boucle sur {j, /; C I/} (partition fine)
> Résolution du probléme libre sur € au pas de temps ¢;1 == 0! (¢;.1)
> Interpolation de u¥ sur la grille fine = @5 (¢;,1)
> Assemblage et résolution du probléme d’interface (1.6) (probléme de
Schur dual) = F(tj41).
> Résolution du probléeme connecté sur {2; au pas de temps ¢,

e Résolution du probléme connecté sur €2, au pas de temps t;_,
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Les méthodes multi-pas en temps offrent donc un moyen efficace de coupler des
résolutions a des échelles de temps différentes. Elle ne peuvent cependant pas étre
assimilées a de véritables stratégies multiéchelles en temps dans la mesure ot un
domaine spatial donné est uniquement monoéchelle en temps.

2.2 Meéthodes de superposition et d’enrichissement

Ces approches suivent les mémes principes que pour ’aspect spatial. Elles sont
basées sur des formulations variationnelles en temps.

La méthode de la partition de I'unité peut bien str s’appliquer au niveau tempo-
rel. Les fonctions de forme éléments finis temporels forment une partition de I'unité
de l'intervalle d’étude (0,7"). Il est donc possible de construire des espaces d’approxi-
mation quelconques, de la méme maniére que dans le cas spatial, en introduisant
une connaissance analytique ou numérique de la solution. Il est également possible
de coupler une approche éléments finis avec la technique de la partition de I'unité.

La méthode variationnelle multiéchelle présentée dans la premiére partie s’ap-
plique également au cas temporel. Dans [Hughes et Stewart, 1996], cette méthode
est appliquée a un probléme d’évolution parabolique. Le niveau macro est décrit
par des éléments finis d’espace-temps. Les fonctions d’enrichissement proposées sont
localisées par élément d’espace-temps (fonctions bulles), ce qui revient & imposer
des conditions initiales et finales dans la définition des problémes micro. Les au-
teurs proposent alors une régularisation elliptique de ces problémes micro afin de
les rendre bien posés. Dans [Bottasso, 2002, la méthode est appliquée au cas d’une
équation hyperbolique. Le niveau macro est décrit par des fonctions polynémiales
par morceaux et autorise donc des discontinuités au niveau temporel. La méthode
de Petrov-Galerkin discontinue, généralisation de la méthode de Galerkin disconti-
nue, est utilisée pour la formulation du probléme. L’auteur propose alors d’intro-
duire des fonctions micro polyndmiales orthogonales a celles de I'espace macro. Les
formulations obtenues par les méthodes variationnelles en temps sont trés proches
des méthodes de régularisation et s’apparentent plus a des "p-versions" des mé-
thodes éléments finis temporels qu’a de véritables stratégies de calcul multiéchelles
en temps.

2.3 Meéthodes multiéchelles pour les chargements cycliques

Le traitement de problémes de structures soumises a des milliers voire des millions
de cycles de chargement devient impossible avec les techniques présentées jusqu’a
présent. Les phénoménes & prendre en compte nécessitent en effet une description
fine au niveau temporel. La résolution du probléme devient donc inabordable avec
des techniques classiques. On présente ici deux techniques qui proposent une des-
cription temporelle adaptée a ce type de problémes. La premiére, trés proche des
techniques d’homogénéisation périodique spatiales, est basée sur des développements
asymptotiques en temps et permet 'obtention d’'un comportement homogénéisé en
temps [Guennouni, 1988]. La seconde technique est une stratégie de résolution basée
sur la méthode LATIN [Cognard et Ladevéze, 1993, Ladevéze, 1999] qui propose une
représentation particuliére des variables sur deux échelles de temps: ¢’est une vision
éléments finis ou les valeurs “nodales” sont des fonctions du temps périodiques.
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Ces méthodes sont décrites dans le cadre de la visco-plasticité. On considére le
probléme de référence I.1, étudié sur un intervalle de temps (0,7"). La déformation est
découplée en une partie élastique €. et une partie anélastique €,. La partie élastique
est reliée a la contrainte par la loi d’état :

e.=K'lo
La partie anélastique est reliée a la contrainte par la relation de comportement :
¢, = B(o)

ou B est un opérateur éventuellement non-linéaire. Pour simplifier I’exposé, on n’in-
troduit pas de variables internes supplémentaires.

Les chargements extérieurs sont caractérisés par une partie a variation lente, dite
macro, a laquelle vient se superposer une partie a variation rapide périodique, dite
micro. On notera la période micro AT (figure |.11).

A — micro temporel |

1acro temporel |

=t

Figure .11 — Chargements cycliques

2.3.1 Homogénéisation en temps

La méthode proposée dans [Guennouni, 1988] est basée sur une représentation
des chargements extérieurs sur deux échelles de temps: un temps "long", noté t, qui
décrit les variations sur 'intervalle de temps entier et un temps "court", noté 7, qui
décrit les variations au niveau d’un cycle de chargement. On posera

_ b
AT

On notera ¢ = AT le rapport entre le temps long et le temps court. Ce paramétre est
supposé trés petit devant le temps d’étude T. Les chargements extérieurs pourront
alors étre décrits par des fonctions des deux temps t et 7, 1-périodique par rapport
arT.

Toutes les variables de notre probléme, notées formellement (t), sont alors sup-
posées dépendre séparément des variables ¢ et 7 et vérifier des conditions de 1-
périodicité par rapport a 7:

T

() =o(tr) =9t +k),VkeZ
La différentiation par rapport au temps d’une variable ¢(t) s’exprimera alors

0 0 ~

10~
a (t) = &w(tﬂ—) T+ € 151&(1577—)

31



|. Stratégies de calcul multiéchelles: état de I'art

Pour simplifier la présentation, on se place ici dans le cas ou les opérateurs K et
B sont indépendants du temps. De plus, on fait les hypothéses suivantes sur les
chargements extérieurs:

ug =0, id =0, Ed(@?t) = Ed(£7t>7—) = )‘(t>T)Ejl(£) (|7)

I, est donc un chargement radial simple.

B Développement asymptotique de la solution
Les variables sont recherchées sous la forme d’un développement asymptotique en e,
tous les termes du développement vérifiant la 1-périodicité par rapport a 7:

o0 o0 oo

ut) =Y eultr), o)=Y ol (tr), glt)=>Y e(tr)

i=0 =0 =0

B Résolution du probléme

Les développements asymptotiques sont injectés dans les équations du probléme. On
identifie alors les problémes aux différents ordre en e.

Probléme a 'ordre (—1):

0) —_
—e,’ =0
or P
Ce probléme traduit le fait qu’a l'ordre zéro, I’évolution rapide des déformations
g i (0 _(0)
anélastiques est bloquée, soit gy’ (t,7) = &, (t).

Probléme a lordre (0):

dive® =0 et oWp= F, sur 0,52
ew) =K 1a® + séo) et u® =0 sur 9,0
0 0

(0) 1 — (0)
pra + 5.5 = B(o")

Notons () 'opérateur moyenne sur une période, soit

<1Z(t,r)> = /1;(75,7') dr

Les variables peuvent étre découplées en parties macro et micro, définies par:
O(t7) = Par(t) + Ga(t:7)
avee () = (D)) et Gltr) = d(t) = (D7)

Notons en particulier que 61()(1)\)/[ = <€§,0)> = 61(70) et que <5%51(91)> = 0. En moyennant

sur une période les équations du probléme a Uordre (0), on obtient alors le probléme
suivant sur les quantités macro:

div 0'5\3) =0 et 0'5\2)@ = (F,;) sur 055}

s(gg\(})) = K‘lo'gel) + 6;0) et gg\(}) =0 sur 0,

0
e = (Bl + o)
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Le complément micro vérifie:

diveY =0 et eWn=F,— (F,) sur 9,Q
e(wO) =K 'o® et ul® =0sur 9Q

C’est un probléme purement élastique. Etant donnée la forme particuliére du char-
gement (1.7), on peut résoudre un probléme élastique pour le chargement F7(x) qui
nous donne une solution (u*(z),0*(z)). La solution micro s’écrit donc:

uy (z.t,7) = (Mt,7) — (A(t.7))) w'(2)

m

o (zt) = (\t7) — (\(t.7))) 0" (2)

Le probléme macro est alors complétement défini en tenant compte des conditions
initiales suivantes:

o'\0(2,0) = o¢(2) — ¢ 0(2,0,0)
uli (2,0) = u(z) — ul (2,0,0)

En pratique, on s’arréte a cet ordre du développement. La résolution du probléme
revient donc a calculer un ensemble de problémes élastiques liés aux parties spatiales
de la décomposition radiale des chargements. Ces problémes permettent d’obtenir la
solution micro. On peut alors résoudre un probléme macro, défini sur le temps long,

dont la relation de comportement homogénéisé en temps dépend des chargements
extérieurs de la maniére suivante:

e(ul) (1)) = Kol (t) + (1)

(B@(t) + Anlt.)o"))

®
—~
(=)
=
—~
~
N—
I

B Limitation
Cette technique, basée sur I'analyse asymptotique, n’est bien str valable que pour
des rapports d’échelle € trés petits, ou en d’autres termes AT << T.

2.3.2 Meéthodes LATIN pour les chargements cycliques

B Eléments finis temporels a deux échelles

Le point de départ de cette approche est également une vision a deux échelles de
temps des variables du probléme. On distingue encore un temps long t et un temps
court 7 = t. Les variables sont supposées étre AT-périodiques par rapport au temps
court. Pour décrire ces variables, les auteurs proposent une vision éléments finis
temporels a deux échelles. Soit Tj, = {I; = (t;,t;41) 25" une partition de I'intervalle
d’étude (0,7"). Un élément I; de cette partition peut contenir quelques dizaines voire
quelques centaines de cycles AT'. Le premier cycle (¢;,t; + AT) jouera un role pré-
pondérant et est appelé cycle nodal associé au noeud ¢;. Soit {¢;(t)}X, les fonctions
de forme éléments finis linéaires associées aux noeuds {t;}Y, de la discrétisation.
Une variable 1 (t) de notre probléme sera représentée sous la forme suivante :

V(1) = Dlt7) = 3 vlmon(t) (18)

33



|. Stratégies de calcul multiéchelles: état de I'art

ou 1;(7) est une fonction AT-périodique associée au noeud ¢; et appelée fonction
nodale (figure 1.12).

>
temps
tN

Figure 1.12 — Représention "éléments finis" d’une fonction ¢ (¢) sur un élément I;:
définition des fonctions nodales AT-périodiques associées 1;(7) et ¥ 1(T)

Un autre point important réside dans la technique d’intégration temporelle. Sur
Uintervalle I; = (t;,t;11), on définit r "cycles d’intégration" {IF = (t¥ tF + AT)}r_,

et des poids {w*}7_, associés. L’intégrale d'une fonctions 1 (¢) sur Pintervalle I; est
approximée de la maniére suivante :

/W) dt ~ Zw’f/{z(tf,f) dr (1.9)

B Stratégie de résolution

On rappelle qu’un champ de déformation € est dit cinématiquement admissible s’il
existe un champ u tel que € = e(u) et u = u, sur 0,€. Le probléme peut alors étre
écrit de la maniére suivante: trouver s = (&,,0) vérifiant

— K 'o + ¢, cinématiquement admissible
A, — o statiquement admissible
— les conditions initiales

— la relation de comportement: €, = B(o)
— les conditions initiales

r

L’ensemble A, regroupe des équations linéaires globales tandis que I' regroupe
des équations locales, éventuellement non-linéaires. La méthode LATIN |[Ladevéze,
1999] est alors appliquée; elle consiste a construire successivement des approxima-
tions de la solution dans I' puis dans A, en se donnant des directions de recherche
E* et E-. A chaque itération, une approximation de la solution est obtenue, définie
sur tout I'intervalle de temps étudié. Les variables sont représentées sur deux échelles
de temps sous la forme (1.8).

B Etape locale a l'itération n
Connaissant s,, € Ag, on cherche 5,112 € T tel que (S,41/2 — sy) suive la direction
de recherche E*. En pratique la direction de recherche est prise verticale, soit

Ont1/2 = Oy
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La déformation anélastique €, doit alors vérifier la relation
&, =B(0), (0)=0

ou l'indice n a été omis. Cette équation est résolue de maniére incrémentale sur
les pas de temps ;. Connaissant la solution €,(¢;), on peut résoudre une équation
différentielle sur le cycle nodal i et ainsi déterminer la fonction nodale €,,(7). En
pratique, ce cycle est discrétisé finement et un schéma incrémental classique est
utilisé. Ensuite, on utilise

B,(tis1) = &(t) + [ Blo(t) d

I;

pour obtenir la valeur au pas de temps suivant. L’intégrale peut étre approximée
par la relation (1.9).

W Etape linéaire a l'itération n
Connaissant s,41/2» € I, on cherche s,.1 € Ay tel que (S,41 — Spi1/2) suive la
direction de recherche E~, soit

H (o'n-i-l - Jn+1/2) - <ép,n+1 - E1o,n+1/2> =0

ot H est I'opérateur tangent de B en's, ;2. On opére classiquement une formulation
variationnelle en contrainte de ce probléme, définie sur 2 x (0,7) (voir [Ladeveéze,
1999]). L’inconnue est I'incrément de contrainte Ao = 0,41 — o, qui doit vérifier les
équations d’équilibre pour des données homogénes et des conditions initiales nulles.
Pour réduire le coitit de calcul de ce probléme d’évolution, il est proposé d’approximer
la solution par une somme de fonctions radiales, produits d’une fonction d’espace
par une fonction du temps:

Ao(zt) = alt)Cilz)

k=1

ou les fonctions du temps ¢k (t) sont représentées sur deux échelles comme indiqué
dans Iéquation (1.8). Une méthode itérative est proposée pour la construction de
cette approximation. Elle consiste a résoudre le probléme variationnel en fixant al-
ternativement les fonctions temporelles et spatiales. Les fonctions temporelles étant
fixées, un probléme "spatial" peut étre assemblé. La construction des opérateurs
spatiaux nécessite le calcul d’intégrales en temps, approximées par la relation (1.9).
Les fonctions spatiales étant fixées, le probléme conduit a un systéme d’équations
différentielles sur les fonctions temporelles. En notant ¢ = [¢; ... ¢,,|7 le vecteur des
inconnues, on obtient le systéme suivant :

Kec¢+Mc=f, c(0)=0 (1.10)
ou l'opérateur K est constant et f est donné.

Remarque 1.1 L’approzimation radiale est étudice en détail dans le dernier chapitre
de cette these.
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Rappelons qu’on cherche une approximation de c sous la forme

N

c(t) =c(t,r) = ci(7)di(t)

1=0

Connaissant les valeurs nodales {c(t;)}¥,, les fonctions nodales peuvent alors étre
déterminées en résolvant les équations différentielles suivantes: Vi € {0...N},

d
Kd—ci—i—Mci =f sur (t;,t; + AT) (1.11)
T

Ces problémes, qui sont des problémes a I’échelle microscopique, peuvent étre résolus
par un schéma incrémental classique en discrétisant finement les cycles (¢;,t; + AT).
Il reste donc a trouver les valeurs nodales de c, qui peuvent étre considérées

comme les variables macro du probléme. Pour les obtenir, les auteurs proposent la
méthode suivante. Connaissant c(;), on cherche une approximation de c(t;+1) qui
vérifie :

tit1

C(tiJrl) = / R(tZJrl’t)Kilf(t) dt + R(tl+1,tl>c(tl)

t;
ou R(#',t) est le semi-groupe a deux paramétres caractéristique de I’équation homo-
géne associée a (1.10). Plutot que d’ opérer un calcul direct, on passe par la construc-

tion des valeurs intermédiaires {c(t¥)}7c,, ou t¥ = ¢, + kAT et ou n, désigne le

nombre de cycles contenus dans I;. La construction de c(t¥™!) a partir de c(t¥)
nécessite donc la connaissance de

k+1
L

RO er S = [ RETOK ) b

tk

7

Le calcul de toutes ces quantités serait trop cotiteux. Il est proposé de les approximer
a partir des valeurs nodales par les interpolations linéaires suivantes :

R 5) = ¢ (tF)R(t; + AT t;) + ¢i1 (BF)R(tip1 + AT tiy1)
et S(tit) = Gut])e(t + AT ) + G (¢)€(tin + AT ti11)
Les matrices R(t; + ATt;) et R(t;41 + AT,t;11) sont calculées sur les cycles nodaux
i et i+ 1. Les vecteurs c(t; + ATt;) et c(t; 11 + AT t;11) sont également calculés
sur les cycles nodaux en résolvant "finement" les problémes (I.11) associés pour des

conditions initiales nulles. On peut alors construire la suite des vecteurs c(t¥) par la
récurrence suivante :

cti™) = ¢i(t) (R(t; + AT ;)e(th) +€(t; + ATLL)) +
Gip1 (17) (R(tip1 + AT tis1)e(t]) +C(tivr + AT i)
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B Bilan

Cette stratégie propose donc une vision a deux échelles des variables au niveau
temporel et une méthode de résolution itérative adaptée. Elle ne nécessite que le
calcul de la solution sur un nombre restreint de cycles en tenant compte cependant
de l'influence des cycles intermédiaires. Le cott de calcul est considérablement réduit
par rapport a une technique standard (facteur 1000 & 10000). Cette stratégie n’inclut
cependant pas véritablement de technique d’homogénéisation en temps car elle ne
fait pas apparaitre explicitement de probléme macroscopique mettant en jeu des
variables macro duales et reliées par un comportement homogénéisé en temps.

2.4 Méthodes de décomposition de domaine temporel : pa-
rallélisme en temps

Le traitement a une échelle fine d’une équation d’évolution est souvent hors de
portée d’une méthode incrémentale en temps standard. La méthode de résolution
“pararéel” |Lions et al., 2001] et la méthode des Time-decomposed pallalel time-
integrators [Farhat et Chandesris, 2002| sont des méthodes alternatives paralléles
en temps permettant d’exploiter la capacité de calcul des ordinateurs a architecture
parallele. Ces méthodes sont basées sur une décomposition du domaine temporel en
intervalles grossiers. Une méthode itérative est alors proposée pour garantir a conver-
gence la continuité aux "interfaces temporelles". Elle demande a chaque itération
la résolution d'un ensemble de problémes d’évolution indépendants par intervalle
grossier (calcul prédicteur) ainsi qu'un probléme grossier défini sur tout I'intervalle
de temps (calcul correcteur). La résolution des problémes d’évolution définis sur les
intervalles grossiers peut étre parallélisée. Nous précisons ici cette démarche.

Considérons le probléme d’évolution linéaire suivant, semi-discrétisé en espace :

() + A(u(n) = £(1) , € (07) (112)

u(0) = ug

ou u(t) € R™. Cette équation peut par exemple provenir de la discrétisation éléments
finis en déplacement du probléme de référence pour une loi de comportement visco-
élastique du type o = Le+Ke. Notons également qu’une équation hyperbolique, du
second ordre en temps, peut toujours se ramener a une équation du premier ordre
en temps de ce type.

Soit Ty = {1} = (t,,t;, ) }No", avec tf = 0 < t| < ... < t, = T, une partition
grossicre de Dintervalle d’étude. Soit Ty = {I; = (t;.t;41)}) ", avec to = 0 < t1 <
... <ty =T, une partition fine de I'intervalle d’étude (figure 1.10 (b)).

Le probléme d’évolution peut étre réécrit indépendamment sur chaque intervalle
Il,i € {0,....N"—1}. On note u®(t) la solution sur I'intervalle I/ et U la condition
initiale sur cet intervalle. Elles doivent vérifier:

%u(i)(t) + A(t)u(i)(t) =f(t), tel] (1.13)
u® (t) = u®

ainsi que

UO =y et UD = ul (), Vi > 1 (114)

)
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Les problémes sur les différents intervalles de temps sont couplés par les relations

de continuité (1.14). L’idée est de se donner une premiére estimation des conditions
initiales {Ug) N'o1 et de rechercher itérativement une amélioration de ces valeurs.
Soit {U,(f)}f-vzlo_ ! une estimation des conditions initiales a litération k. Les problémes
d’évolution sont indépendants et peuvent donc étre traités en parallele sur la grille
fine T7. Ils conduisent & une estimation {ug)}f\io_ ! de la solution. Cette solution

est bien str discontinue aux pas de temps t;, i € {0,...,N' — 1}. L’idée est donc

d’apporter une correction {c,g)}f\!a ! également discontinue aux pas de temps et telle
que {u,(;) —|—c,(;)}ZN:/0_ ! Soit une bonne approximation de la solution du probléme initial
(1.12). La correction doit donc vérifier sur chaque intervalle I]:
L)+ A1)e?(t) = 0 I 1.1
5o ) AR () =0, tel (1.15)

et

e (t) = el V() +uf V() — Uy viz1

K3 3

() =0

La résolution de ce probléme sur la grille fine J; conduirait bien str a la solution
du probléme initial dés la premiére itération. Cependant il est aussi coiiteux que
le probléme de départ puisqu’il est défini sur tout I'intervalle de temps. L’idée est
ici de rechercher une solution grossiére de ce probléme en résolvant le probléme
d’évolution associé avec un schéma d’intégration classique sur la grille grossiére T5.
Les conditions initiales sont alors réévaluées de la maniére suivante:

UL () = we () + eV () Viz1

(2 2

L’étape de correction est donc un probléme grossier relativement peu cotiteux amé-
liorant I'estimation des conditions initiales sur les intervalles grossiers.

Cette méthode offre donc la possibilité d’exploiter les capacités des calculateurs
paralleéles et permet ainsi de réduire considérablement le temps de calcul pour la
résolution d’une équation d’évolution. Elle constitue cependant une stratégie de
calcul multiéchelle en temps qu’on pourrait qualifier de "numérique" en ce sens
que le probléme macroscopique est une simple phase de correction qui ne fait pas
ressortir de véritable comportement homogénéisé en temps.

Bilan

Dans ce chapitre, nous avons exposé quelques stratégies de calcul pour I'ana-
lyse de structures qui prennent en compte les aspects multiéchelles en espace ou
en temps. Au niveau spatial, les stratégies les plus couramment utilisées sont celles
issues de la théorie de 'homogénéisation. Il s’avére cependant qu’une analyse perti-
nente des phénoménes a I’échelle microscopique nécessite un couplage fort entre les
différentes échelles. Les stratégies d’homogénéisation standards, valables lorsque les
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échelles sont bien séparées, ont donc conduit & de nombreuses améliorations telle que
I'introduction de milieux continus généralisés a ’échelle macroscopique. Ce couplage
fort entre les différentes échelles est également pris en compte par des approches plus
générales telles que les méthodes de superposition ou les méthodes de décomposi-
tion de domaine, qui nécessitent cependant d’étre adaptées au calcul de structures
fortement hétérogenes. Ces adaptations ont en l'occurence conduit a 1’élaboration
de la méthode LATIN micro/macro |Ladevéze et Dureisseix, 1999, Ladevéze et Du-
reisseix, 2000, Ladevéze et al., 2001]; basée sur une méthode de décomposition de
domaine mixte multiéchelle, elle inclut une procédure d’homogénéisation automa-
tique en espace sans présenter les inconvénients de la théorie de 'homogénéisation
classique.

Au niveau temporel, la plupart des stratégies de calcul présentées peuvent étre qua-
lifies de "numeériques" en ce sens qu’elles n’introduisent pas de véritable démarche
d’homogénéisation temporelle. Des stratégies proposent une telle démarche dans le
cas de phénomeénes cycliques mais sont cependant restreintes a ce seul champ d’ap-
plication.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle stratégie de calcul multiéchelle qui
semble étre la premiere tentative d’introduire une démarche d’homogénéisation en
temps et en espace. Cette stratégie peut étre vue comme une extension de la méthode
LATIN micro/macro aux problémes non-linéaires d’évolution.
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[I. Stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps

Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle stratégie de calcul multiéchelle
pour les problémes non-linéaires d’évolution qui inclut une procédure d’homogénéi-
sation automatique a la fois en temps et en espace |Ladevéze et Nouy, 2002, Ladevéze
et Nouy, 2003]. Cette stratégie, développée dans un cadre général, ne formule pas
d’hypothése a priori sur la forme de la solution et ne posséde donc pas les limitations
des techniques d’homogénéisation standards.

Le premier point de cette stratégie consiste a partitionner le domaine d’espace
en un ensemble de sous-structures et d’interfaces, chacune de ces entités possédant
ses propres variables et équations. Elle constitue a ce titre une méthode de décom-
position de domaine mixte. La séparation entre échelles n’est opérée qu’au niveau
des interfaces o les efforts et les déplacements sont découplés en parties dites "ma-
cro" et "micro". Les quantités macro sont définies comme des moyennes a la fois sur
I’espace et le temps des efforts et déplacements. Le second point est 'utilisation de
la méthode LATIN [Ladeveéze, 1999] qui est une méthode de résolution itérative non
incrémentale en temps qui propose de construire des approximations successives de
la solution définies sur I’espace-temps tout entier. A chaque itération, on doit ré-
soudre un probléme "macro" défini sur la structure entiére et tout l'intervalle de
temps d’étude, ainsi qu’un ensemble de problémes dits "micro" qui sont des équa-
tions d’évolution indépendantes par sous-structure. Le probléme macro correspond
a la résolution d’'un probléme non classique sur une structure homogénéisée a la fois
en espace et en temps.

Les bases de cette stratégie de calcul sont ici détaillées dans le cadre des structures
(visco)-plastiques soumises a d’éventuelles conditions de contact unilatéral avec ou
sans frottement. Un certain nombre d’exemples illustreront les possibilités de cette
nouvelle approche.

1 Le probleme de référence a I'échelle "micro"

Dans ce paragraphe, nous introduisons le probléme de référence, décrit a ’échelle
microscopique.

1.1 Description du probléme

Sous les hypothéses, petites perturbations, régime isotherme, équilibre quasi-
statique, on considére 1’équilibre d’une structure qui occupe un domaine Q de R
Elle est soumise & tout instant ¢ appartenant a U'intervalle d’étude (0,7") a des forces
volumiques f et & des forces surfaciques F'; sur une partie de sa frontiére 05€2. Sur
la partie complementalre 014, le déplacement u, est imposé (figure I1.1).

Toutes les quantités indicées "d" sont des données. Les déplacements, contraintes
et déformations vérifient de plus des conditions initiales en t = 0.

1.2 Modélisation du comportement par variables internes

La déformation € est découplée en une partie élastique €. et une partie anélas-
tique €,. La déformation anélastique €, est distinguée des autres variables internes,
désignées par X. La variable conjuguée de X est notée Y; ainsi, le taux de dissipation
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1. Le probléme de référence a ’échelle "micro"

|
o

Figure I1.1 — Probléme de référence

s’écrit ‘

o:€,—YoX
ou "o" désigne un produit scalaire entre des quantités tensorielles non définies a
priori (produit simplement contracté si Y et X sont des tenseurs d’ordre 1, double-
ment contracté si ce sont des tenseurs d’ordre 2, ...).

De Iénergie libre p¥(e.,X), on obtient, sous 'hypothése usuelle de découplage, une
formulation dite "normale" (voir [Ladevéze, 1999]) des équations d’état :

o= pg—i = Ke,
(I1.1)
Y =pZ = AX

ou K et A sont des caractéristiques du matériau. K désigne le tenseur de Hooke
classique. [.’avantage de ce modeéle réside dans I'expression de la relation de compor-
tement décrivant ’évolution de I’état qui s’écrit sous la forme d’une simple équation

différentielle :
d| e
E{—;{}:B({;})7 Epli=0 = 0, Xji=0 =0 (1.2)

ou B est un opérateur monotone caractérisant le matériau, éventuellement non-
linéaire.

La formulation est dite "normale" en ce sens que 'opérateur A est linéaire, constant,
symétrique et défini positif. Avec un changement de variables pour les variables
internes, la plupart des modéles de matériau peuvent étre décrits avec une telle
formulation (voir [Ladeveze, 1999]).

On adoptera par la suite la convention d’écriture suivante:

o € def . .
BREIEEE

1.3 Partitionnement en sous-structures et interfaces

Le premier point de la méthode consiste a décrire la structure comme un
assemblage de constituants simples: les sous-structures et les interfaces
[Ladeveze, 1999]. Chaque constituant posséde ses propres variables et équations. Une
sous-structure Qp, E € E, est soumise a I'action de son environnement (les interfaces
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[I. Stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps

voisines), définie par une distribution d’efforts F'y, et de déplacements W sur sa
frontiére 9Q2g. Une interface I'gp entre deux sous-structures (g et Qg génére une
relation de comportement entre (F g, Fp) et (W 5, W) (figure 11.2).

\ o7 o
| -

| IﬂEE'
\L\ \ e

L1 . QE

Figure 1.2 — Décomposition de la structure en sous-structures et interfaces

Introduisons ’ensemble Eg des sous-structures voisines de Qp, soit Ep = {E£' €
E / mes(0QrN0Qg) # 0}. Les interfaces correspondant aux conditions aux limites
seront traitées de maniére équivalente. Pour cela, on peut considérer que la structure
est en liaison avec une structure 2z, dont la frontiére contient 0;(2 et une structure
Qp, dont la frontiére contient 95$2. On introduit alors ’ensemble Vg = {E’' €
{E,E\,E>} | mes(0Qg N OQg) # 0} des sous-structures voisines de Qg "au sens
large".

Les contraintes, déplacements, déformations, déformations élastiques et déforma-
tions anélastiques de la sous-structure E seront notés respectivement o g, up, €g, €cx

et €,5. Les variables internes et leur variable conjuguée seront notées respectivement
XE et YE

1.4 Choix des espaces d’approximation

En pratique, les interfaces et sous-structures sont discrétisées au ni-
veau spatial par une technique éléments finis classique. Dans le cadre d’une
méthode de décomposition de domaine mixte, comme c’est le cas ici, un intérét par-
ticulier doit étre porté sur la discrétisation des quantités d’interface. Ce point sera
discuté dans le chapitre Ill. Au niveau temporel, on adoptera la technique
de Galerkin discontinue. Dans ce paragraphe, nous détaillons ’approximation
temporelle et introduisons les espaces d’approximations associés a notre probléme
de référence.

1.4.1 Approximation temporelle par la méthode de Galerkin Discontinue

Une partition de lintervalle de temps (0,7) est introduite, soit T, = {I; =
(ti,tiﬂ)}fv:_ol, avec tg =0 < t; < ... <ty =T (figure I1.3). On désire considérer des
fonctions discontinues aux instants t;, ¢ € {0,...,N}. Ce choix est trés efficace mais
il nécessite de redéfinir ’expression du travail.

Notons P.(I;S) l'espace des fonctions définies sur I, polynomiales de degré r a
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t t t t

0 1 i+l

N
0 L T

Figure 11.3 — Partition T), = {I; = (t;,ti11) 2" de lintervalle d’¢tude (0,T)
coefficients dans S:

Po(I;8) ={v:1—S|v(t)=> vut", v, €S}
n=0

On introduit alors I'espace Z.(T,;S), r € NV, des fonctions polynomiales de degré
r; sur Uintervalle I; = (¢;,t;11), © € {0,...,N — 1}, & coefficients dans S:

Z.(Th;S) =A{v vy € P, (1;;9), Vi € {0,....N — 1}}

On notera pour simplifier z01 = Z.(Th;R). Un espace S©7) sera dit de type
787 i SO = Z,(T3: S).

Définition 11.1 Pour a et b € ZgO’T),

/ abdt = i/a bdt + a(tD)b(t]) + 2_: a(t)) (b(tH) — b(t;))
(0.7] =0 1, =1

Cette définition est associée a la méthode de Galerkin discontinue [Eriksson et al.,
1985]. Si les espaces sont de type ZgO’T), le travail est donc pris au sens de la définition
[I.1. L’approximation d’une équation d’évolution classique par cette méthode est
détaillée dans 'annexe A. Enoncons a présent des propriétés fondamentales pour la

suite, dont les preuves sont données dans I’annexe A :

Proposition 11.2 La forme bilinéaire définie sur VARV par (a,b) — f[o 7@ bt
est non-dégénérée, c’est-a-dire :

{a c 701 . / abdt=0,Ybe ZE.O’T)} = {0}

[0.7]
{b e 7D . / abdt=0,Vae zgw} = {0}
[0.7]

Proposition 11.3
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Afin de simplifier les notations, on distinguera par la suite une intégrale sur un
intervalle ouvert et sur un intervalle fermé en posant la convention suivante :

Définition I1.4 Pour a et b € Z(rO’T),

/ abdt = / a bdt + a(tF)b(t)

[titit1] (tirtit1)

Les définitions précédentes ne font pas intervenir les valeurs des fonctions en
dehors de l'intervalle ouvert (0,7): la condition initiale en t, n’apparait donc pas.
En fait, la méthode de Galerkin discontinue (voir annexe A) permet de prendre
en compte cette condition initiale au sens faible. Elle apparait alors comme un
chargement sur "l'interface temporelle" {to}. Afin de tenir compte des conditions
initiales, on adoptera la convention suivante:

Définition 1.5 Pour a et b € Z",
/ abdt = / abdt —a(tHb(t]) = / abdt +a(t]) (b(t) —b(t;))
[t tit1] [tistita] (tisti1)
ou b(ty) désignera la condition initiale.
1.4.2 Espaces d’approximation des variables sur les interfaces

Les déplacements W et les efforts F' sur U'interface I'gg appartiennent respective-

0,T) 0,7 - - .
ment aux espaces WEZ i et 3’2 Eg,,. L’indice "h" désigne un espace d’approximation.

Ces espaces sont pris compatibles avec la dualité force-vitesse

(EW) — / F-W dsdt (I1.3)
FEE/X[O,T]

et la proposition I1.6.

Proposition 1.6 Les espaces Wgoggl H’EIOEE, sont tels que la forme bilinéaire tra-
vail est non dégénérée, c’est-a-dire :

{Eeﬂ’é?g?;, ; / F-W dsdt:O,Vwewﬁfgg,} = {0}

FEE/X[O,T}
{W e Wi s / F-W dsdt =0 ,VF e ?ﬁLOETE,} = {0}
FEE/X[O,T]

Les frontiéres de la sous-structure étant discrétisées par des éléments finis de degré p,
un choix cohérent consiste a prendre pour W et F' des fonctions réguliéres de degré
p— 1 par élément. Ce choix sera discuté dans le chapitre Ill. Au niveau temporel, les
espaces sont pris du type Z ). On peut montrer que la proposition 1.6 est vérifiée
en vertu de la proposition I1.2.
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1. Le probléme de référence a ’échelle "micro"

1.4.3 Espaces d’approximation des variables sur une sous-structure

La contrainte o et le déplacement uy sur une sous-structure (2 appartiennent
. 0,7 0,7 . :
respectivement aux espaces 82 E) et UEL E). Les déformations €g, €.p et €, appar-

tiennent a ’espace 8;35). Les variables X g et Y g appartiennent repectivement aux
espaces I)CES}ET) et HS?}ET).

On note alors f}(L?ET) = Sﬁgg) X ‘dﬁff’ET) et eggg) = 8%) X X;S}ET) ; ces espaces sont pris
compatibles avec la forme bilinéaire dissipation sur Qg

/ (J:ép—YoX> dxdt

QE X [O,T}

Au niveau spatial, on adopte une discrétisation éléments finis classique. Au niveau

(0,T) o .
temporel, tous ces espaces sont du type Z; " ’. La dissipation est donc prise au sens
de la définition Il.1.

1.4.4 Variables associées a une sous-structure et sa frontiére

On étend la définition des espaces d’interface a I’ensemble des interfaces voisines
d’une sous-structure {2z en posant,

0,7) __ (0,7) o,7) _ (0,7)
g:'th — H grh,EE/ et Wh7E - H Wh,EE/
E/EVE E/EVE
On notera alors sg = (6,5, Xg,W 5,05, Y 5, F ) 'ensemble des variables associées a

o . 0T
une sous-structure {1g et sa frontiére 0€2g. L’espace correspondant est noté SEL E).

Remarque 1.1 Par commodité, nous avons choisi de travailler sur les variables ciné-
matiques et non pas sur leurs dérivées temporelles, ce qui est a priori en contradiction
avec le cadre naturel d’approximation. Grace a l'utilisation de la méthode de Galer-
kin discontinue, ce choir ne pose cependant pas de probléme particulier. L’ utilisation
d’une méthode éléments finis temporels classique ou de techniques d’intégration tem-
porelle standards conduirait tres certainement a revoir ce choiz.

1.5 Reformulation du probléme de référence

1.5.1 Notations et préliminaires

Pour £ € E, on notera ng’ET) = 8535) X ng}g) et Fé?’ET) = S(?g) X 9’;3}5). Avant
tout, posons les définitions suivantes:
Définition 11.7 Un couple (eg,W ) € Eg’)g), E € E, est dit cinématiquement ad-

missible s’il existe un champ de déplacement up € UES}ET) tel que ep = e(uy) et
Uy, = W au sens faible, c'est a dire

VE* € FOT) / F* (i — W) dsdt =0
82 x[0,T]

0,7 :
On notera EEL ld l’espace vectoriel correspondant.
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Définition 11.8 Un couple (og,F ) € F,(B’g), E € E, est dit statiquement admissible

sl vérifie les équations d’équilibre, soit

Vur e Uy, / op:e(it) dedt = / [, out dedt+ / Fo-u* dsdt
QEX[O,T} QEX[O,T] BQEX[O,T}

On notera Fg?jld lespace correspondant et FEZOT% lespace vectoriel associé pour des

données homogenes (f = 0).

Proposition 1.9 Un couple (ep,W ) € EESET), E € E, est cinématiquement admis-

sible si et seulement si

V(o™ ) € Fyp), /a'*:éEd:xdt: / F* W, dsdt
QEX[O,T] 8QEX[O,T]

Posons alors la définition suivante:

Définition 11.10 sp = (epp, XpW 5,05, YE,Fy) € Sg?g) est dit E-admissible
s’il vérifie :
— Dadmissibilité statique : (og,Fg) € FEIOT)

ad
— Dadmissibilité cinématique : (eg, W) € E,(B’jgd
— les équations d’état: e — epp = K 'og, Yp = AXp

L’espace correspondant est noté Sg’)’ET’Ld. L’espace S,(S’T}J est l’espace wvectoriel

associ€ pour des données homogénes.

Remarque 1.2 Notons que les conditions initiales sg(tg) vérifient bien sir les équa-
tions d’équilibre, ’admissibilité cinématique et les équations d’état.

1.5.2 Probléme de référence

Le probléme de référence peut alors étre réécrit de la maniére suivante:

Probleme 11.1 Trouver s = {sg}rer avec sp = (€p,, XpW 5,05 Y Fp) € S,(B};:F)
qui vérifie :
— sg est B-admissible, VE € E,
— la relation de comportement décrivant [’évolution de ’état: VE € E,
V(o Y*) e £,

/ ({—éfE}_B(HJED)OHi]dmdt:@ (11.4)

QE X [OivT]

— le comportement des interfaces, les conditions aux limites étant des cas parti-
culiers,

— les conditions initiales, prises au sens faible par la méthode de Galerkin dis-
continue.
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1. Le probléme de référence a ’échelle "micro"

1.6 Exemples de comportement d'interface

Les comportements définis ici sont écrits localement en chaque point d’une in-
terface I'pp, F € E, B/ € V.

B Interface parfaite
Les déplacements sont continus a travers l'interface et les efforts sont équilibrés:

Fp+Fp =0
EEZWE/

B Interface avec |'extérieur

Une interface avec extérieur définit les conditions aux limites

Fp=F,sur 0Qg N 0,1
ou Wpg=u,;sur Qg N 02

Celles-ci sont prises "au sens faible". On posera g, = —F; et Wy = u,

B Interface de contact unilatéral avec frottement

Le comportement est caractérisé par un frottement de Coulomb de coefficient f. On
note n le vecteur normal a I'gg au point courant, sortant par rapport a g, et P, le
projecteur orthogonal associé. Les relations de comportement d’interface s’écrivent :

- EE + EE/ =0
- n-Wp-Wg)20,n-Fp<Oet (n-(Wg —Wg))(n-Fg)=0
—  siPEg| < fln- Fgl, alors Py(W g — W) =0,

sinon, [Py Eg| = fln - Fpgl, Pt(EE’ - WE) AP Fp=0

et Pt(KE/ - KE) ) PtEE =0

Les dérivées temporelles sont prises au sens de la définition II.1.

B Interface visco-plastique

On peut aisément envisager le traitement d’interfaces visco-plastiques. Pour cela,
on peut adopter un formalisme similaire & celui des sous-structures en découplant
le saut de déplacement Wy = Wy — Wy en une partie élastique et une partie
plastique:

Wi =Wepe+ Wep,
Le comportement d’interface est alors régi par les équations suivantes :
- EE + EE/ =0

- wEEl’e = k_lﬂE (équation d7état)

—  Wgp, =b(EFg) (relation de comportement)

ou k est Popérateur de rigidité de linterface (élasticité classique) et b est un opéra-
teur éventuellement non-linéaire. L’'introduction de variables internes est également
envisageable.
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2 Description des variables macro sur |'espace-temps

Le probléme présenté précédemment constitue en quelle sorte notre probléme
microscopique. On désire ici introduire une vision a deux échelles du probléme. Cela
demande de définir un espace de variables macro ainsi qu'un moyen de passage
entre ’échelle micro et I’échelle macro. Ce choix étant effectué, on imposera aux
variables "macro" de vérifier des contraintes d’admissibilité qui seront les équations
du probléme macroscopique, alors complétement défini.

2.1 Deéfinition des variables macro

Le distinction entre les échelles micro et macro n’est opérée qu’au
niveau des interfaces. Au niveau spatial, I’échelle macro est définie par la longueur
caractéristique Ly, des interfaces, a priori beaucoup plus grande que I'échelle L,,
de la discrétisation. Au niveau temporel, ’échelle macro est associée a une partition
grossiére de Vintervalle d’étude, soit Tpy = {IM = (t),t;, )Ny, avec t) = 0 <
t) .. < thy, = T. Cette partition contient la précédente, c’est-a-dire que Vi €
{() N’} Jj € {0 N} tel que t; = t; (figure 11.4). Son temps caractéristique Ty =
SUP;eqo,..., N/~ 1}( i1 — b ;) est beaucoup plus grand que le temps caractéristique micro
Ty = Supie{o,...,Nfl}(tl—i-l ti).

' '
t' tl t'i+l tN
I T T - - = T T T 1
i
tj tj+1
R
[
t'i L t'i+l
J
Figure 1.4 — Partition "macro" Tp, = {IM = (t,,t},)}2" de Iintervalle d’étude

(0,7

Considérons I'interface I'g g entre deux sous-structures E and E’; on choisit alors
des espaces de dimension finie dans lesquels les déplacements et efforts macro seront
recherchés, soit WgogE, et F EE, . Ces espaces seront pris compatibles avec la
dualité force-vitesse et la proposition I1.11.

Proposition 11.11 Les espaces macro sont tels que la forme bilinéaire "travail ma-
cro” définie sur Whog];,M ?;LOETJ%,M est non dégénérée, c’est-a-dire :
(B e T, / FY W dsdt =0, v e Wit L — (o)
FEE/X[O,T]
{WM e Wi / MW dsdt =0, VEM € FO0) } — {0}

FEE’ X [O,T}
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2. Description des variables macro sur ’espace-temps

Notons que la proposition .11 impose en particulier que l'espace des déplace-
ments macro ait la méme dimension que 'espace des efforts macro. Nous choisis-
sons d’adopter une approche trés physique pour la définition des quantités
macro: ce sont des moyennes a la fois sur I’espace et le temps des ef-
forts et déplacements d’interface. Plus précisément, elles sont définies comme
les meilleures approximations au sens de la forme bilinéaire travail sur l'interface
(11.3). Grace a la propriété 11.11, elles sont définies de maniére unique par les expres-
sions suivantes :

Définition 11.12 Les parties macro (W™ F™) € W;Sg%’,M X ff;?g}j,M de (W,F) €

Wgogg, X ?Efgg, sont définies par:

P (WY —W)dsdt =0, VEM € Fogt
FEE/X[O,T]
/ (FY —F) - W dsdt =0, vwM e WOILM
FEE/X[O,T]

En d’autres termes, F™ (respectivement wM ) est la projection de F (respectivement

L
W) sur 3’2?’;%’,]\/[ (respectivement W;S}ET%’,M ) parallélement a [WE?ET,;M] (respective-

©01),M]* Lo , o .
ment [3",17}5]3’, } ). []7 désigne lorthogonal au sens de la forme bilinéaire travail

sur Uinterface (11.3).

Définition 11.13 Les efforts et déplacements micro sont définis simplement par

E"=F—-F" et W™ =W - W"

L
et appartiennent respectivement aux espaces 9’,(3’,:%/"1 = [WELOET;M} et W,(fg’g/m =
[372?’;%’,]”} , 0l []L désigne [’orthogonal au sens de la forme bilinéaire travail.

Les définitions adoptées [1.12 et 11.13 conduisent naturellement au découplage des
travaux micro et macro sur 'interface, soit :

[~

/ W dsdt = / (EM-EMnLEm-Em)dsdt (I1.5)

FEE/X[O,T] FEE/X[O,T}

Remarque 11.3 La relation (11.5) est indépendante de la procédure d’homogénéisation
qui sera présentée ultérieurement. On verra plus tard qu’en considérant [’ensemble
des interfaces d’une sous-structure, le travail micro peut étre écrit en fonction des
données et des quantités macro.
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A (OvT)vM — (OvT)vM (OvT)vM — (OvT)vM
On notera également F, 5" = [[pey, Fnipe » Wie o = [lpev, Whpe et
de méme pour les espaces micro.
Etendu a ’ensemble des sous-structures, ce partitionnement conduit a la défini-

tion des espaces W;LO’T)’M, WéO’T)’m, T;O’T)’M et 3-510,T),m.

2.2 Choix des espaces macro

B Au niveau spatial

Au niveau spatial, la seule contrainte sur le choix des espaces WhME et 3’%}3, E € E,
est que WhME contienne les modes rigides de la frontiére 0€2g et que T%E contienne les
résultantes et moments sur 0€2g. Ce choix garantit en effet I’extensibilité numérique
de I'approche de décomposition de domaine.

On prendra classiquement des fonctions affines par interface pour WY
et FM: elles correspondent pour les déplacements aux translations, rotations et
extensions de 'interface (4 fonctions en 2D, 9 en 3D). Pour les efforts, elles corres-
pondent aux résultantes, moments et extensions sur 'interface. Illustrons ce choix
dans le cas 2D. Soit {e;,6,,65} une base orthonormée de R?, e, étant le vecteur
orthogonal au plan d’étude. Soit I'gps I'interface considérée. x désigne le vecteur po-
sition ayant pour origine le centre d’inertie de I'gpr. Les quatre fonctions générant
la partie affine sont {e;,ey,e5 A z,2}. Ces fonctions sont orthogonales entre elles au
sens du produit scalaire naturel sur [L2(I'gz)]”. D’un point de vue statique, les deux
premiéres fonctions sont des résultantes, la troisiéme le moment et la quatriéme une
extension. Pour donner un sens plus physique aux résultantes, i.e résultantes "nor-
male" et "tangentielle", il est intéressant de considérer la base de R? générée par les
vecteurs propres de la matrice I = fFEE/ z ® zds. Soit n, et n, les vecteurs propres,
orthonormés, respectivement associés a la plus grande et la plus petite valeur propre
de I. On choisira donc pour les espaces W%E et ff,]fE la base orthonormée suivante :

1 1 1 1
M M M M
_ A
{a' e g a') {mes(FEE')ﬂl 7 meS<FEE’)ﬂ2 7 TT(H)EB = TT(H)E}

Ce choix de fonctions est illustré sur la figure 11.5. On notera n?’ le nombre de
fonctions de base spatiales macro par interface.

, . . . 4 .
Figure 1.5 — Au niveau spatial : base des fonctions affines {gﬁf}kzl sur une interface

B Au niveau temporel
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2. Description des variables macro sur ’espace-temps

Au niveau temporel, on choisira des fonctions polyndémiales par morceaux du
type ZS)’T), p € NV, pour la partition Ty (polynémes de degré p; par intervalle
M= (tt,,), i€ {0,.,N' —1}). On pourra cependant enrichir espace macro par
des fonctions additionnelles. On définit donc { (t)}?;Ml une famille de fonctions sur

IM contenant au moins I'espace des polynomes de degré p;. Le choix de base pour
ces fonctions est représenté sur la figure I1.6.

M) ) )

\_ /N _S

Figure 1.6 — Au niveau temporel : base des fonctions polynomiales d’ordre 2 { fM}3_,
sur lintervalle macro IM (p; = 2)

Remarque 1.4 Pour simplifier les notations, [’espace ZS)’T) désignera aussi bien [’es-

pace des fonctions polynomaiales par morceaux que [’espace enrichi par des fonctions
temporelles additionnelles. Cela ne change en rien les développements de ce chapitre.

Finalement, W™ (z,t) et FM(z,t) sur g x IM, i € {0,....N' — 1}, s’écriront

1
sous la forme

ng!

nM
Z Z akvlgy(i)flM(t), Qg € R

k=1 =1

Remarque 11.5 Notons que les espaces macro WES}ET)’M et 3’535)’]\4 ne contiennent
plus respectivement ’ensemble des modes rigides et des résultantes/moments de
Uinterface. L’extensibilité numérique de l’approche ne sera donc que partielle. Les
conséquences du choizr de [’espace macro au niveau temporel seront illustrées dans les
exemples (paragraphe 6.1). On verra en particulier pourquoi il peut étre nécessaire
d’introduire des fonctions temporelles additionnelles.

2.3 Admissibilité des quantités macro

Un autre point capital de la stratégie de calcul multiéchelle consiste
4 définir des conditions d’admissibilité sur les quantités macro: on leur
impose de vérifier partiellement les conditions de transmission aux inter-
faces. Ici, seuls les efforts macro sont contraints & toujours vérifier les conditions
d’équilibre aux interfaces, incluant les conditions aux limites. Ce choix est en particu-
lier adapté au cas d’interfaces de contact avec ou sans frottement. [’espace

, q(0,T),M .
correspondant est noté 3’2 ad) , soit

FODM _ {EM e FODM Jyp ¢ B, VE € Vi, FM + FM — 0}
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. . ) 0,T),M , -
Nous introduisons également ’espace W,g ad) des déplacements macro vérifiant les
conditions de transmissions aux interfaces, incluant les conditions aux limites :

WY = {w e WY /B € B VE € Vi, Wi + Wi =0}

La solution de notre probléme n’appartiendra a cet espace que si ’on considére des
interfaces parfaites.

3 Stratégie de calcul multiéchelle

3.1 Principe

La vérification partielle a priori des conditions de transmission aux interfaces
conduit a la reformulation suivante du probléme de référence :

Probléme 11.2 Trouver s = {Sg}pcg avec sg € S;Sg) qui vérifie :
VE-admissibilité de sp, B € E: sp € S\’

Ad || — Vadmissibilité de F : FM ¢ g1

— les conditions initiales

— la relation de comportement décrivant ’évolution de l’état (11.4)
r — le comportement des interfaces
— les conditions initiales

I' représente un ensemble d’équations éventuellement non-linéaires mais locales
par rapport aux variables d’espace et de temps. A, est un ensemble d’équations
linéaires globales. Avec ce partitionnement des équations, il est possible d’appli-
quer la méthode LATIN qui est une méthode de résolution itérative de problémes
non-linéaires d’évolution qui agit globalement sur le domaine d’espace-temps: elle
consiste a construire successivement des approximations de la solution dans I' puis
dans Ay en se donnant des directions de recherche ET et E~, qui seront expli-
citées ultérieurement. Notons que cette méthode itérative permet de construire a
chaque itération des approximations de la solution sur tout le domaine d’espace-
temps. Cette méthode, décrite dans [Ladeveéze, 1999], repose sur des propriétés re-
marquables qui sont satisfaites par la plupart des modéles de matériau rencontrés
en calcul de structures. La figure 1.7 montre le schéma d’une itération, comportant
deux étapes appelées locale et linéaire.

Remarque 11.6 L’admissibilité des efforts macro étant systématiquement vérifiée,
une information globale est donc propagée a l’ensemble de la structure lors de [’étape
linéaire. Le fait d’avoir inclus dans l’espace macro une partie des résultantes et mo-
ments des efforts sur la frontiére des sous-structures procure a la stratégie une part
d’extensibilité numérique recherchée dans les méthodes de décomposition de domaine.
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3. Stratégie de calcul multiéchelle

(O.Y.F)
N

Ay

> (€p,X,W)

Figure 1.7 — Schéma d’une itération

3.2 L’étape locale a l'itération n

Le probléme consiste a construire S, s2 € I connaissant s, € Agy. (§n I sn)
doit suivre une direction de recherche E*; plus précisément, pour chaque sous-
structure Qg et chaque interface I'gpr, E' € Vg, S 4172 doit vérifier:

V(o*Y*) e £,

—(Xg —Xpg)
QEX[O,T]

VF% € SFgOETg,

/ [t (Fp—Ey) — (W~ 1)} - Frdsde =0 (11.7)

T x[0,T]

[ 23 e[ o o

oul I'indice n a été omis. H" est un opérateur défini positif, paramétre classique de la
méthode. h™ est un autre paramétre de la méthode qui peut étre interprété comme
une viscosité "micro" de l'interface. Les problémes sur les sous-structures et
sur les interfaces sont indépendants. L’étape locale ne présente aucune
difficulté. Les problémes a résoudre sont locaux en variables d’espace et
de temps et conduisent donc a un degré de parallélisme optimal.

Remarque 1.7 On remarque ici que l'intégrale porte sur Uintervalle [0,T] et ne fait
donc pas intervenir les valeurs initiales des variables en to (voir définition 11.5).
En fait, les directions de recherche imposant une relation sur's —s, on aurait pu
de maniére équivalente intégrer sur [0, T] puisque T' et Ay vérifient tous deux les
conditions initiales ; ces conditions n’apparaissent donc pas dans les directions de
recherche. Cependant, la résolution de cette étape exige d’inclure les relations de
comportements des sous-structures et des interfaces; celles-ci font apparaitre les
conditions initiales, sans quoi elles perdraient tout sens physique.

3.2.1 Etape locale sur les sous-structures

Détaillons la résolution de I'étape locale sur la sous-structure Qp, F € E. En
injectant la relation de comportement (I1.4) dans la direction de recherche (11.6), on
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[I. Stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation en espace et en temps

obtient la formulation suivante de I’étape locale sur une sous-structure:

Probleme 11.3 Trouver (og,Yg) € f,(l?]L;T) tel que

V(o Y*) e £, / {B({%ZDJFW{%‘ZHO{;]da;dt:

QEX[O,T}
ép.E + OF o*
[ A e o[ 5 e
QEX[O,T}

Proposition 11.14 Si B est monotone et l'opérateur HT est linéaire défini positif,
le probleme (11.3) admet au plus une solution.

O Preuve : Le probléme (11.3) est local en variable d’espace. En un point de la sous-
structure E, c’est donc un probléme de dimension finie. Il suffit ici de montrer que
la solution est unique. Soit (Gg),?g)) et (G(EQ),?EE?)) deux solutions de ce probléme.
En soustrayant les équations (I1.3) associées a 1 et 2 puis en injectant comme champ

virtuel la différence entre les deux solutions, on obtient

/ &\ &' &y -
B (1 — B E D) ] S (2 dt +
s ¥ e i _ g0
Lew-aP | |y -aY
HY S0 oy |°] g _g@ | #=0
o E —Yp | Y — Yp
Comme B est monotone et H" est défini positif, on en déduit que 5'551) = &S) et

YO =YP O

L’étape locale sur la sous-structure E consiste donc en la résolution du probléme
(11.3) puis en l'utilisation de la relation de comportement (Il.4) afin d’obtenir la
déformation anélastique €, et les variables internes )A(E

3.2.2 Etape locale sur les interfaces

L’étape locale associée aux interfaces des conditions aux limites ne pose pas de
difficulté. Connaissant Peffort (resp. le déplacement) on déduit directement de la
direction de recherche (11.7) le déplacement (resp. 'effort).

Détaillons la résolution de ’étape locale sur une interface ', E € E, E' € Eg.
En soustrayant les directions de recherche (I1.7) de part et d’autre de l'interface
et en tenant compte de I’équilibre des efforts d’interface F'p, = —F 'y, on obtient
I’équation suivante :

VE} € 3’2?}%» / {(hg +hp)Fp+ <EE’ - EE) } Epdsdt =
L x[0,T]
/ {hEEE —hp Fp + (WE' - w;;) } - Fpdsdt

FEE/ X [O,T}
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3. Stratégie de calcul multiéchelle

En injectant la relation de comportement de 'interface, reliant le saut de déplace-
ment a 'effort, on obtient alors un probléme en effort. Dans 1e cas d’une interface
parfaite, ce probléme est simplement réduit a: trouver F', € F EE, tel que

vEpe T, [ (ab+b)Bg- Frdsdi-

T g x[0,T]

Ty %[0T

La résolution de ce probléme ne pose pas de difficulté. Si les opérateurs hj; et hj,
sont définis positifs, ce probléme admet une solution unique. En pratique, 'opérateur
h* est choisi local en espace. Ce probléme est alors local en espace et explicite en
chaque point de Gauss de l'interface. Une fois ce probléme résolu, on peut utiliser
les directions de recherche pour en déduire les déplacements W, et W p.

3.3 L’étape linéaire a l'itération n

Le probléme consiste a construire s, 1 € Ay en connaissant s, ;1 PESE (an —
Snil /2) doit suivre une direction de recherche E~ ; plus précisément, pour chaque
sous-structure Qp, F € E:

V(o™ Y*) € £,

/ {[ —ZfE__E%EE) ] -H { ;i:% }}O [;’(] drdt =0 (I.8)

QE X [O,T}

et

VE* € FM Y 5—"510;1?%

Z / _EE>+<EE_EE>}'EECZSC#:0 (11.9)

EEE 901 x[0,T]

ou l'indice n a été omis. On montrera que ’étape linéaire est bien définie et admet
une solution unique si h™ et H™ sont des opérateurs définis positifs. On montrera
également que ce probléme peut étre séparé en deux parties: un probléme "micro"
défini sur chaque sous-structure, ainsi qu’un probléme "macro" défini sur tout le
domaine d’espace-temps étudié.

Pour cela, remarquons tout d’abord que la relation (11.9) peut étre réécrite de la
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maniére suivante :

vEt e FOD S {0 (B =) + (W, — Wy) } - Fydsdt =
EEE 505 %[0,T]
M
> W - Fidsdt (11.10)
EEE 901 x[0.T]

VEM* c W;SbT)7M,
/_;_,M* /_;_/M*
> / Wy «Fpdsdt=)_ / W, -F,dsdt (1.11)

EcE EcE (

8QE><[0,T] BQEﬂagﬂ)X[O,T]

~M

ou le multiplicateur de Lagrange W  appartient a l'espace WEE(’)T)’M des dépla-
cements macro continus aux interfaces, égaux a zéro sur 0,{). L’équation (I1.11)
exprime ’admissibilité des efforts macro au sens faible.

Remarque 1.8 L’opérateur H™ est un paramétre classique de la méthode LATIN
(voir [Ladevéze, 1999]). L’opérateur h™ s’interpréte comme une viscosité micro de
Uinterface. Un choix trés simple et relativement efficace consiste a prendre h™ =
h™ = h ou h est un scalaire égal de part et d’autre de Uinterface (hp = hp sur
Lgg ). On pourra prendre par exemple h = i%, ot E est le module d’Young du
matériau (ou un module d’Young obtenu par une loi de mélange pour des matériauz
hétérogénes), Ly la dimension caractéristique des interfaces et t. un temps carac-
téristique lié au temps d’étude et au comportement du matériau. Une amélioration

de ces choix sera discutée dans le paragraphe 5.2.2.

3.3.1 Le probléme micro défini sur une sous-structure 2z et sur (0,7)

Le probléme micro associé a la sous-structure {1z peut s’écrire:

Probleme 11.4 Trouver sg = (€p,, XpgW 05 Y Ff) € S,(S}ET) qui vérifie :
— sg est BE-admissible
— les directions de recherche (11.8) et (11.10).

C’est un probléme linéaire. Comme la direction de recherche (11.10) est locale a la
frontiére 0€2g, le probléme micro consiste en une série de problémes indépendants
par sous-structure.

B Formulation variationnelle du probléme micro défini sur Qg x (0,7)
L’admissibilité cinématique et les équations d’état, exprimées au sens faible, conduisent
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3. Stratégie de calcul multiéchelle

A la relation suivante :
V(o* F*) e Fip), YY* ey,
/ (K'6p +&,,,) : 0" dudt + / (AYp—Xp) 0 Y*dudt =
QEX[O,T} QEX[O,T}

W, - F*dsdt (1.12)

0 x[0,7)

En introduisant les directions de recherche (11.8) et (11.10) dans I’équation (11.12), le
probléme micro conduit a la formulation variationnelle suivante :

Probléme 11.5 Trouver (op.Fp) € Fﬁfﬂd et Yp € ‘aﬁf’ET) qui vérifient :

V(o* F*) € Fip), YY" ey,

/ K l6g: o dedt + / A Yo Y*dadt +

QEx[0,T Qpx[0,T]
_ OFE o* — * _
/ H {YE}O[Y*}dQZdt—F / h™ Fp- Frdsdt =
QEX[O,T] 8QE><[0,T]

~ e M

6QE><[0,T}
[ ok 2pE o
H S — 5L o L | dzdt
/ ( [ Yg ] —Xg ]) [ Y }
QEX[O,T]

La solution du probléme micro associée a la sous-structure E dépend uniquement

-~ —~M . .
de quantités connues i sg et de la valeur de W, sur sa frontiére 0€2p qui est

dIQg’
inconnue a ce stade mais considérée comme une donnée pour le probléme micro.

Proposition 11.15 Si H™ et h™ sont des opérateurs définis positifs, le probléme
macro 1.5 défini sur la sous-structure E et sa frontiére admet une et une seule une
solution.

[J Preuve : On se place dans le cadre discrétisé. Travaillant en dimension finie,
il suffit de montrer I'unicité de la solution. Soit (a'g),Eg),Yg)), i € {1,2}, deux
solutions du probléme (I1.5). On note (Ao g, AF ;5,AY g) la différence entre ces deux
solutions. En soustrayant les équations (I1.3) associées a 1 et 2 puis en injectant
comme champ virtuel la différence entre les deux solutions, on obtient

/ KﬁlAO"E . AO’E dxdt + / A_lAYE o AYE dxdt +

Qex(0,T] QX [0,T]

_ AO’E AG-E B -

[ m {AYE}O{AYE}C&ECZL‘JF [ AR AR
QEx[0,T] 90X [0T]
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Les opérateurs A, K, H™ et h™ étant définis positifs et en vertu de la proposition 1.3
concernant approximation temporelle, on obtient (Ao g, AF 5, AYg) = (0,0,0), ce
qui termine la preuve. Les conditions générales d’existence de solution a ce probléme
sont rappelées dans 'annexe A. [

Les problémes micro, définis sur Qg x (0,7), F € E, sont indépendants.
Les temps locaux peuvent donc étre différents d’'une sous-structure a l'autre. Cette
étape est parallélisable. Une technique de résolution classique est détaillée dans
I’annexe B: elle consiste a résoudre le probléme micro de maniére incrémentale sur
les intervalles de temps I;, i € {0,....N — 1}. Le probléme est dualisé¢ en terme de
déplacements afin de conserver une approche éléments finis standard. Une technique
de résolution moins conventionnelle sera proposée dans le chapitre V.

B Définition d’opérateurs homogénéisés sur Qp x (0,7)

Proposition 11.16 Si H™ et h™ sont des opérateurs définis positifs, le probléme
micro defini sur la sous-structure E et sa frontiére admet une solution unique telle
que :

—~M M
E%(O’T) = Lg (wEKO,T)) +EE,d\(0,T) (||.13)

wﬂE/ﬁ(O»T) - LIJ/EV (wEKO,T)) +EE,(1|(07T) (11.14)

~M ~ — ~
ou Wg € WES}ET)’M. Fpget Wg, dépendent de f et de sg.

dQs

(] Preuve : Cette proposition découle directement de la proposition .15 et de la
linéarité du probléme micro. [J

LY (resp. L)) est un opérateur linéaire de WS?’M dans 3’53}5)’]\4 (resp. de

0,T),M 0,T),M ) A " .
W;l E) dans WEI E) ). Ces opérateurs peuvent étre interprétés comme des opéra-
teurs de comportement homogénéisé sur la sous-structure d’espace-temps Qg x (0,7).

Ils sont calculés en résolvant une série de problémes micro sur Qg x (0,7) ou 'on

~M
prend successivement pour W, les fonctions de base de Wg};{)’M. Lors de leur cal-

cul, toutes les autres données sont prises nulles. Leur cotit de calcul est relativement
~M

faible puisque W, sur 0Qg x (0,T) ne dépend que d’un nombre réduit de para-

meétres. Ces opérateurs représentent 'effet de couplage entre les différentes échelles.

Une relation entre les efforts macro et les déplacements macro, qui définit un opé-

rateur homogénéisé plus classique peut simplement étre déduit des relations (I1.13)
et (11.14).

~M

Connaissant le multiplicateur de Lagrange W, , on peut déduire la solution com-
pléte sg sur Qg x (0,7), c’est-a-dire qu'’il existe un opérateur linéaire de localisation
L%, défini sur WS?}ET)’M a valeur dans S,(gg), tel que

—~M -
splor) = Lg (wE\(O,T)> + SE,d|(0,1) (11.15)
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3. Stratégie de calcul multiéchelle

ou 8g 4 dépend de f et de Sg.

Ldop
Remarque 11.9 Les relations homogénéisées font ici intervenir le multiplicateur de
Lagrange et non sa dérivée temporelle, ce qui semblerait pourtant plus naturel. Le
multiplicateur étant physiquement homogene a un déplacement, nous avons cepen-
dant choisi de le représenter de la méme maniére que les autres variables cinéma-
tiques. Grace a lutilisation de la méthode de Galerkin discontinue, ce choir ne pose
pas de probleme particulier et permet de rester cohérent avec les choix adoptés pré-
cédemment (voir remarque 11.1).

B Propriétés des opérateurs homogénéisés
Notons que la distribution F’ AE4 sur la frontiére 0Q2g est nécessairement en équilibre

avec le chargement f gl T UN sens que nous allons préciser ici. On introduit pour
— E

cela iR;SJET) = {QE € UEL(’)};T) [ elag) = O}, I'espace des modes rigides infinitésimaux
de Qg. La solution du probléme "micro" vérifie nécessairement

Vay € Ry, / Fo-dpdsdt = / [, apdudt

8QE><[O,T] QEX[O,T]

RK}éO’T) désignera l'espace des traces des fonctions de R;S]ET) sur 0Q2g. Notons a

présent RE?’,?’M I'espace des modes rigides de type ZS)’T), macro en temps. RKéO’T)’M

(0,7),M RN :
désignera l'espace des traces des fonctions de th E) sur d€2g. Grace a notre choix

OT)MCWOT

particulier des espaces macro, on a th B . En vertu de la propriété

de découplage (11.5), on a

/ Fp-aMdsdt = / FY o dsdt, Yol € RN
00 x[0,1] 00 E x[0,T)

4 . _(OvT)vM 4 :1: ,
On peut alors définir l'espace F, ;4 des efforts équilibrés en moyenne avec f sur

la sous-structure 2g, c’est-a-dire

Frvas =L €0/ vall e R,

/ FM M s dt = / zd-g%dxdt}

8QE><[0,T] QEX[O,T]

P _(OrT)zM oy N
On désignera par F, p, 1'espace correspondant pour des conditions homogénes.

. . . LY} 7T 7M
On introduit 'espace quotient W,(SE) = WhOET /fRW(OT . On peut alors

énoncer les propriétés suivantes pour les opérateurs homogénéisés Lg et L%V:

Proposition 11.17 L’opérateur LL défini en (11.13) a son image dans ?EzoETO Ll

n’est pas défini : en effet, son noyau est th,EO M

5 3 _OaT 7M .. . N . e, .
de WhE) dans ff,(l’E% . De plus, LL est positif vis a vis de la forme bilinéaire

travail sur la frontiere 0.

. Par contre, il réalise une bijection
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~M
O Preuve : Soit sg = L3,(W ). On a donc s € SES}% qui vérifie également

Y(o*,Y*) € £, / {{ e;fE} H‘[;’é]} {Yi]dxdt—() (11.16)

QEX[(),T}
. M
VEy € Fi / {hEEJrEE—KE}-E*Edsdt:O (1117)
8QE><[O,T]

sg est solution de la formulation variationnelle suivante : trouver (o g,Fp) € Fhog %)

et Yg € ‘dh,E qui vérifie: V(o*,F*) € FS?ET}), VY* € ‘dhE ,

[AS ][ [y [5 ] eon

QE X [D,T]
M
/ h™ Fp- F*dsdt = / W - F*dsdt
8QE><[0,T} 8QE>< [O,T]

On injecte alors sy comme champ virtuel de cette formulation. D’aprés les propriétés
de découplage (11.5), on a

M M —M
/ (wE) -Fpdsdt = / (EE> LE(W ) dsdt
BQEX[O,T] BQEX[O,T}

Les opérateurs A, K, H™ et h™ étant définis positifs et en vertu de la propos1—

tion 11.3, on conclut sur la positivité de Uopérateur LE. De plus, si L (WE) =0,
on a clairement op = Y, = Iy = 0. En utilisant les équations d’état ainsi que

I'équation (11.16), on obtient €,5 = € = 0, ce qui 1mphque WE € th EO 1) De
plus, (11.17) donne W, = ’Wf et par conséquent WE € fR . On a alors
Ker(Ly) = R, WOTM TE qefinissant une injection de W(O . dans ?20};{})’]\4,
espaces de méme dimension finie, il réalise donc une bijection de W, OT)M dans
Fung O

Proposition 11.18 L’opérateur LY défini en (11.14) réalise une bijection de W(O’T)’M

dans WS?’T . Sa restriction a iR OT) M- est Uopérateur identité sur fRW(O T)

U] Preuve : Méme démonstration que pour la proposition 11.17. [J

(0, T
Les extensions de H’hEad t W "M 5 Pensemble des interfaces seront notées

respectivement F h,ad et Wh
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3.3.2 Le probléeme macro défini sur 2 x (0,7)

Les relations (I1.11) et (11.13) conduisent a la définition du probléme macro qui
peut étre formulé de la maniére suivante :

~M
Probléme 11.6 Trouver (E™ W ) qui vérifie :
~ Dadmissibilité statique: F™ € H’ESZZE)’M

—~M
— Uadmissibilité cinématique: W € W;L%T)’M
— la relation de comportement homogénéisé sur [’espace-temps :
o —~M ~M
Frjor =L (WEKO,T)) tEpaomn, VEEE

B Formulation en déplacement du probléme macro

L’écriture sous forme faible de I'admissibilité statique (I1.13) et la relation de com-
portement (I1.11) conduisent & la formulation variationnelle suivante:

. M M oM . .
Probleme 11.7 Trouver W = {EE } €EW, qui vérifie :

EcE

M o M* — ~

W e WD Y [ W (LE () + B dsde -
BEE 505 %[0,
LM~

> / W, -F,dsdt (1.18)

BEE (90 5n020)x[0,T)

Proposition 11.19 Le probléme macro 1.7 admet une et une seule solution si
mes(0, Q) # 0.
[J Preuve : Le probléeme macro est un probléme de dimension finie. Il suffit de
~M ~M
montrer P'unicité de la solution. Soit (W, ,JW, ) deux solutions du probléme II.7.
~M  ~M ~—M
Posons AW =W, — W, . En soustrayant les équations (I.18) relatives a 1 et 2

~M
et en injectant comme champ test AW ., on obtient

M ~M
> AW, -LE(AW ;) dsdt =0

EEE 501 x[0,T]

En vertu des propriétés de I'opérateur homogénéisé LL montrées dans la proposi-

: T W.(0.7),M i (0.1).M g

tion I.17, on a donc VE € E, AW, € R, & . De plus AW € W, 5. Si
—M

mes(0:1§2) # 0, AW~ s’annule sur 0,2 et donc sur toute sous-structure dont la

~M
frontiére intersecte 0;€). Par continuité aux interfaces, AW  s’annule partout. [J

—~M
La résolution de ce probléme conduit & W et, par la relation de comportement, a
™ Ensuite, en utilisant de nouveau les problémes micro ou Popérateur de locali-
sation L3, s’il a été stocké, on détermine s, complétement.
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B Formulation en effort du probléme macro

Le probléme macro peut étre formulé de maniére équivalente en terme d’efforts.
Cette formulation consiste a écrire I’admissibilité du multiplicateur de Lagrange au
sens faible en y injectant la relation de comportement. Les efforts doivent bien siir

A 4 _(OrT)rM 4 1
étre cherchés dans F; ., L I’espace des champs équilibrant en moyenne les sous-

(0,7 .. .
structures. On a FM — Fd € EF M et d’aprés la proposition 11.17, la relation de
comportement peut étre inversée sur cet espace. La formulation en effort est donc:

Probléme 11.8 Trouver FM ¢ 3"205; ﬂff"&f&?’M tel que VEM € ?glc?bT)’Mﬂ?g?bT)’M,

3 /FM* <LF1(FM FEd)) dsdt =0

EEE 505 %[0,

Pour simplifier la résolution de ce probleme on peut introduire un multiplicateur
de Lagrange o™ = {a¥} peg € IR,(lO’ =[lpee R 0 T) M afin de garantir I'équilibre
des efforts macro. Notons L§+ une inverse generahsee de L%, déterminée en pratique
en bloquant les modes rigides de la frontiére 0Qg (3 en 2D). Etant donné le choix
de nos espaces macro, ce blocage est trés simple puisqu’il suffit de mettre a zéro les
ddl macro correspondant aux modes rigides d’une des interfaces I'gg/, E' € V. Le
probléme macro s’écrit alors:

Probléme 11.9 Trouver (F™, oM) ff;l?f(;)’M X fRSLO’T)’M tel que
v(FM* M*) c gglobT),M x R(O,T),M,

3 /FM* (LF+<FM FEd>+aE> dsdt =0

EcE

8QE><0T]
> /E%-Qg!*dsdtzz /id«gj}fd:cdt
EEE 505 x[0,T) EEE g, (0,1

B Interprétation du probléme macro

Les quantités macro sont définies uniquement au niveau des interfaces; le couplage
entre les différentes interfaces est réalisé via I'opérateur de comportement homogé-
néisé qui est non local. Le probléme macro résultant est un probléme mécanique
non standard en ce sens qu’il ne fait pas apparaitre un milieu continu classique.
Cependant, en interprétant le milieu comme un milieu de Cosserat généralisé, on
pourrait définir a I'intérieur des sous-structures des quantités macro: contraintes,
déformations ... Chaque cellule est considérée homogéne a 1’échelle macro. Alors,
a partir des forces et déplacements généralisés sur l'interface que sont les variables
macro, des quantités macro (déplacements, directeurs) et leur quantité conjuguée
pourraient étre définies et conduirent a la définition d’un milieu de type Cosserat
non conventionnel. Ce point n’a pas encore été développé.
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3.4 Résolution incrémentale de |'étape linéaire sur la grille
macro

Si le nombre d’intervalles macro augmente, le calcul de Popérateur Li et la
résolution du probléme macro, global sur (0,7'), peuvent devenir prohibitifs. Il est
alors possible de reformuler I’étape linéaire afin de pallier cet inconvénient. Grace a
I'utilisation de la méthode de Galerkin discontinue au niveau temporel, les quantités
macro sont définies indépendamment par intervalle macro IM, i € {0,...,.N' — 1} :
on montre en effet que les projections macro des efforts et déplacements sur I
ne dépendent pas de la distribution de ces efforts et déplacements sur les autres
intervalles I]M, J #i.

En considérant s connu pour ¢ < t}, on peut alors formuler 'étape linéaire sur
I'intervalle I}. Ce probléme s’écrit :
)

Probléme 11.10 Trouver sj;m € S(ti’ti+1 qui vérifie :

77 z+1)

~VE € E, spu est E-admissible : spn € ShEad

~ les directions de recherche restreintes a IM : VE € E, V(o*,Y*) € fh i ’“),

IR (- A o3 i PTRTEE

Qux[t, ™ 4]
et VE* € Fortin g gl e
Z {h_ <EE—EE>+ (EE_EE>}'EEdet:0 (11.20)

EEE
O X[t~ ]

ot Uintégrale sur [t t;, ] est définie dans la définition 5.
i M L. .
On introduit alors un multiplicateur W € W Fitia): pour écrire au sens faible
la contrainte d’admissibilité des efforts macro. La direction de recherche (I1.20) se
décompose alors en les deux équations suivantes :

vET e Fy Y / {0 (Fo—Fp)+ (W, - W)} Fydsdt =

E€E _
X[t 1]

> / EE Y dsdt (11.21)
EeE 8QE><[t’ ]
VI e Wi

> / WE Fpdsdt =Y

PR 00px[t] 4] pep

L M*
/ W, -Fydsdt  (11.22)

(02EN829Q) x[t],t) ]

On rappelle qu’une distinction est faite entre I'intégrale sur [¢;,¢; ] et 'intégrale sur
[t ti 4] (voir définition 11.5).
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3.4.1 Le probléme micro sur Qg x (¢t )

L’E-admissibilité des variables sur Qg x (t;,t;,,) et la direction de recherche
(11.21) permettent de formuler le probléme micro sur Qg x (¢,t;,,):

Probléme I1.11 Trouver (o p,Fg)m € Fggjj) et Y m € Hh“ i) qui vérifient :
V(o' ) e Fp . VYT ey,

K '6p: o*dedt + / A 'Y 5o Y*dudt +

QEX[th,t;Jrl] QEX[th,t;Jrl]

_ OF o* — * _
H [YE}O{Y*] dx dt + / h™ Fp - Frdsdt =

Qpx[tht), ] O X[}, ]

~ A M
[t}

z+1
ng o*
5y o L | dedt+
i1l

[ (et - Tew) - etyas— [ | 5% e | G| wha

8QE QE

8QE><

Qe x[t],t}

Les conditions initiales sg(¢,”) apparaissent alors comme des chargements sur
les "interfaces temporelles" Qg x {t.} et 0Qr x {t.}.

Proposition 11.20 SiH~ et h™ sont définis positifs, alors, VE € E et Vi € {0,...,N’
1}, le probléme micro 11.11 défini sur la sous-structure Qg X (t),t;,,) et sa frontiére
spatiale OQg % (t,t; 1) admet une unique solution telle que :

F (M ~M
FE|IM =L, (wE\IZ.M> + EE,dUiM (11.23)
) )M ~M . ~ .. L
ol WE|IM € W ’ fivt) . EE,d|I.M dépend de idele, Sg et des conditions initiales

/
ent;

[J Preuve : suivre celle de la proposition 11.15. [

L’opérateur LEZ est un opérateur de comportement homogénéisé sur la sous-
structure d’espace-temps Qg x IM et peut étre calculé en résolvant une série de

—~M
problémes micro ou l'on prend successivement pour W g les fonctions de base de
k2

W(t“ o) . Tous les autres chargements, y compris les conditions initiales en t.~
sont pris nuls lors de son calcul. Cet opérateur est défini indépendamment par sous-
structure d’espace-temps Qp x IM et son calcul peut donc étre parallélisé a la
fois en espace et en temps. De plus, si les intervalles macro I sont identiques
entre eux et si les opérateurs H™ et h™ sont invariants par intervalle, le calcul d’un
seul opérateur est suffisant.
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3.4.2 Le probléme macro sur Q x (¢;,t;. )

~M ~M 'y
Probleme 11.12 Trouver W = {EE } € WS’;?“)’M qui vérifie
EcE ’

~ M* ! 4l /-L_/M* —~ ~
WSS [ (g () « BiL) deat -

ECE oot b, ]

M~
> / W, -F,dsdt
ECE (905n0:0) x[t,t] ]
On peut prouver que ce probléme macro admet une solution unique.

Remarque 11.10 La reformulation proposée peut bien sir porter sur un ensemble d’in-
tervalles macro et non plus sur un seul intervalle ; cela conduit alors a la définition
d’un opérateur homogénéisé sur un nombre réduit d’intervalles macro.

4 Convergence de la stratégie de calcul multié-
chelle

Si 'opérateur B qui caractérise le matériau est monotone et si de plus les inter-
faces représentent des liaisons parfaites, des conditions aux limites ou des interfaces
de contact unilatéral sans frottement, alors la stratégie de calcul multiéchelle vérifie
les hypothéses usuelles de la méthode LATIN ; en effet, on a:

Proposition 11.21 Si B est monotone et les interfaces sont sans frottement, alors

¢ YER)eT XD, (F-F)G-3) >0
o V(sss)EA;x Ay ((s—5),(s—5))<0 (11.24)

) SELO’T) dans R définie par:

ou {, ) désigne la forme bilinéaire de Sg)
<S7S,> - Z / (UE : E;;E_’_OJE : épE_YEOX/E_Y;EOXE> dx dt

EE€Eq . x[0,1]

_Z / (EEW;;‘FE/];EE) ds dt

EEES0 5% [0,T]

L’expression précédente est prise au sens de la définition I1.1.

En suivant la preuve pour la stratégie monoéchelle donnée dans [Ladevéze, 1999,
on peut montrer que le processus moyen %(Sn+1 + s,) converge si les directions
de recherche sont conjuguées, c’est-a-dire (H" h™) = (H",h™) = (H)h), et si H
et h sont des opérateurs symétriques. Pour assurer la convergence de s, et plus
généralement pour assurer la convergence pour une large classe de comportements,
on modifie 'étape linéaire en incluant une relaxation: renommant s,;; € Ay la
quantité précédemment notée s, 1, on définit s, par la relation:

Sp11 = /,Lgn+1 + (1 - ,LL) Sn (”25)
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ou u est le paramétre de relaxation choisi en pratique égal a 0.8.

Remarque 11.11 Ce résultat de convergence ne s’applique pas pour le cas des maté-
riaur adoucissants pour lesquels peuvent apparaitre des phénomenes de localisation.
Cependant, des expérimentations numériques ont €été réalisées avec succes pour la
version monoéchelle [Alliz, 1992, Ladeveze et al., 2000a, Aubard et al., 2000].

5 Quelques remarques et précisions sur la stratégie
de calcul

5.1 Initialisation de I'algorithme

On cherche & initialiser I’algorithme en recherchant un élément sy € A,. Le plus
simple est de réaliser une premiére étape linéaire avec un comportement élastique,
c’est-a-dire H™ = 0. Dans le cas ou 'opérateur B est linéaire, on pourra bien sir
choisir H= = B. En prenant soin de faire apparaitre les conditions initiales lors
de cette premiére étape linéaire, les directions de recherche s’écrivent: VE € E,
VoY) € £,

/ {l _%{E;O) } -H { ;if; ]}O l ;i } dadt =0 (11.26)

QE X [O,T}

et VE* € FT My g,

> / (h‘EE,oJrEE,o)-EEdsdt:Z /EE(to)'Eg(t(T)ds (11.27)

EEE 505 %[0,T] EEE 50

5.2 Choix des directions de recherche
5.2.1 Directions de recherche sur les sous-structures

Pour garantir des performances optimales de la méthode LATIN, l'opérateur
H~™ a litération n peut étre pris égal & I'opérateur tangent & B en §,,1/2; la mé-
thode LATIN s’apparente alors & un algorithme de type Newton fonctionnant sur
Iespace-temps. Cependant, la réactualisation de cet opérateur peut devenir coi-
teuse. Une modification de cet opérateur demande en effet de recalculer les opéra-
teurs homogénéisés. De plus, cet opérateur dépendant du temps peut étre complexe
et rendre la résolution des problémes micro prohibitive. Il peut alors étre souhai-
table d’utiliser une méthode de type quasi-Newton en ne réactualisant cet opérateur
que lors d’un nombre restreint d’itérations. Egalement afin de simplifier ’étape lo-
cale, qui a priori est non-linéaire, la direction de montée H' n’est généralement pas
prise comme la conjuguée de la direction de descente H™ mais plutot "verticale" :
(Cnt1/2,Yny1/2) = (04,,Y,), voire "partiellement verticale". C’est donc une direc-
tion non-linéaire mais qui simplifie grandement la résolution de ’étape locale. Ces
points sont développés dans [Ladeveze, 1999].

Remarque 11.12 Dans le cas ou 'opérateur de comportement B est linéaire, comme
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en viscoélasticité linéaire par exemple, les opérateurs HY et H™ sont pris égauz o B.
Le comportement des sous-structures est alors également vérifié a [’étape linéaire.

5.2.2 Directions de recherche sur les interfaces

Des travaux récents [Violeau, 2003] ont été menés sur I'interprétation et ’'optimi-
sation des directions de recherche sur les interfaces dans le cadre de 1’élastostatique.
Dans ce cadre, I'interprétation de h, reliant les efforts /5, aux déplacements W 5, sur
00, est trés claire : ¢’est I'inverse de la rigidité du complémentaire de )z condensée
sur 0Qg (ou complément de Schur de Q\Qg). Le calcul de cet opérateur optimal
est bien sir extrémement coiiteux puisqu’il nécessite la résolution d’une série de
problémes complets. De plus, il dépend des conditions aux limites. On notera que
cet opérateur n’est pas égal de part et d’autre d’une interface dans le cas général
(hy # hy, sur I'gp/). Par contre, dans le cadre de la stratégie de calcul multiéchelle,
la partie macro des efforts étant propagée a ’ensemble de la structure, seule la partie
micro de cet opérateur influence la convergence de la stratégie de calcul: hy dési-
gnant une forme bilinéaire sur Fg X Fg, on ne considérera donc que sa restriction
a Fy x Fp, notée hy, . Comme I'espace macro contient les résultantes et moments
des efforts, en vertu du principe de Saint-Venant, on peut montrer que I'opérateur
hy ., peut étre calculé en ne considérant qu'une partie du complémentaire de Qg
sur une distance de l'ordre du diamétre de 2g. De plus, des expérimentations nu-
mériques [Violeau, 2003] ont montré qu’une estimation grossiére de cet opérateur
était suffisante : en pratique 'opérateur peut étre approximé par un scalaire corres-
pondant & la plus grande valeur propre de hy , calculée par une simple méthode
des puissances sur un probléme aux valeurs propres décrit dans |[Violeau, 2003]. En
pratique, on prendra h™ = h* = h.

Dans le cadre des problémes d’évolution, 'optimisation de ce paramétre n’a pas
encore été étudiée. Il est clair que 'opérateur introduit h refléte également 'influence
du complémentaire de Qg sur 0Qg. Il est homogéne a I'inverse d’une rigidité divisée
par un temps caractéristique. Le choix adopté jusqu’a présent consiste a prendre
une approximation de I'opérateur de 1’élastostatique divisée par un temps caracté-
ristique qui peut étre le temps d’étude ou un temps caractéristique du comportement
matériau.

Remarque 11.13 L’influence du complémentaire, prise en compte par lopérateur h,
est uniquement "visqueuse”. On pourrait envisager des directions de recherche plus
complexes de la forme suivante :

k' (EE - EE) +hg (EE - EE) + (@E - EE) =0

ot kal est une approximation de lopérateur de ’élastostaticité (lié a 'opérateur de
Hooke K) et hg une viscosité. Les problémes aux étapes locales et linéaires restent
bien définis. Dans le cas d’un matériau viscoélastique linéaire décrit par le compor-
tement B = 1K™, on prendra naturellement hp = %k;l. Bien que la convergence
de lalgorithme soit encore vérifiée numériquement, on sort cependant du cadre théo-
rique classique de convergence de la méthode LATIN. L’étude de ’optimisation de
ce parameétre dans un cadre général reste encore a mener.
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5.3 Reformulation dans le cas d’interfaces parfaites

Dans le cas ot 'on ne considére que des interfaces parfaites, il peut étre judicieux
d’imposer également aux déplacements macro de vérifier a priori les conditions de
transmission aux interfaces. Ce choix conduit alors a la reformulation suivante du
probléme de référence :

Probléme 11.13 Trouver s = {Sg}per avec sg € S;B’ET) qui vérifie :

— VE € E, sg est E-admissible: sg € Sﬁf’gd
Ay || = FM est admissible: FM ¢ 3"&?’]\/[

WM est admissible: WM € W&?’M

— la relation de comportement décrivant ’évolution de l’état (11.4)

r .
— le comportement des interfaces

L’algorithme de résolution présenté précédemment reste inchangé a un détail prés: le

~M
multiplicateur de Lagrange W introduit dans (11.10) ne vérifie plus les conditions
d’admissibilité. Il appartient maintenant a ’espace Wl(lo’T)’M sans contrainte. Le
probléme "macro" porte a présent sur le couple (F™ W™M). 11 est formulé de la

maniére suivante :

Probléeme 11.14 Trouver (F™ W™) qui vérifie :
— Padmissibilité statique : FM € ?;L?&E)’M

— DVadmissibilité cinématique : W € WEIO&?’M

— la relation de comportement homogénéisé sur l’espace-temps :
P~ LELW (WM P LELY ™ (W ECE
LgLfg_l est un opérateur homogénéisé plus conventionnel puisqu’il relie les efforts

aux déplacements vrais. Ce probléme peut étre formulé et résolu de la méme maniére
que précédemment.

5.4 Bilan: algorithme de résolution

Le tableau II.1 rappelle briévement les étapes de la stratégie de résolution mul-
tiéchelle présentée dans ce chapitre. L’étape linéaire est ici résolue de maniére in-
crémentale sur les intervalles macro (voir paragraphe 3.4). On rappelle que la phase
d’initialisation est résolue de la méme maniére que I’étape linéaire (voir paragraphe
5.1).
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Tableau Il.1 — Stratégie de calcul multiéchelle ([o]: phase parallélisable)

» Initialisation sy € Ay

Boucle sur n = 0..n,00 ¢
» Etape locale: calcul de s, 112 € T

[e] Résolution de problémes locaux sur les sous-structures Qp, F € E:
— réactualisation éventuelle de HT
— calcul de (G g t1/2,Eppnt1/2)

[e] Résolution de problémes locaux sur les interfaces I'gp, E € E, E' € Vg
— réactualisation éventuelle de h™
— calcul de (EE,TL+1/2 >EE,n+1/2) et (EE’,nJrl/Q v@E’,n+1/2)

» Etape linéaire: calcul de s, € Ay
Boucle sur i = 0...N' —1:
[e] Résolution de problémes micro définis sur Qg x IM, E € E:
— réactualisation éventuelle des directions de recherche H™ et h™
— caleul de Sg g0 = EAE{d,nHIIiM
— si les directions de recherche ont été modifiées, calcul de 'opérateur
homogénéisé Lgi
e Résolution du probléme macro défini sur Q x I :
— calcul de EﬁlmM
[e] Résolution de problémes micro définis sur Qg x IM E € E:
— calcul de sp . 4y

» Critére d’arrét basé sur ||S,+1 —S,41/2]|
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6 Exemples

6.1 Application aux problémes d’évolution: portique hétéro-
géne

B Description du probléme et de la résolution

On considére le probléme 2D d’une structure composite contenant des fissures (contact
unilatéral avec frottement de Coulomb caractérisé par le paramétre f = 0.2) (Fi-
gure 11.8(a)). Elle est fixée en bas et soumise a des efforts imposés F; et F, (Figure
I1.8(b)). Les dimensions dans le plan sont 120 mm x 120mm. On fait ’hypothése
des déformations planes. Les matériaux considérés sont viscoélastiques linéaires de
module d"Young E;, coefficient de Poisson v; et viscosité 7;. La loi de comportement
est donc telle que B; = %K;l.

—»ll l l lfl J. J,l l Fissures :

contact unilatéral
> avec frottement
(f=0.2)

g o N ®

Effort (MPa)
=

> Vs

Cellules Type-Ii Cellules Type-I

L F2 1
0 2 4 6 8 10
Temps (s)

(a) (b)

O )

Figure I1.8 — Description du probléme (a) et allure des chargements F, et F, (b)

Chaque cellule est une sous-structure du probléme partitionné. La structure est
composée de deux types de cellules, notés 1 et II. Les cellules de type-II sont ho-
mogénes avec un matériau de type-1 dont les caractéristiques sont £, = 50 GPa,
vy = 0.3 et n; = 10s. Elles sont maillées avec 138 TRI3. Les cellules de type-I sont
constituées d’une matrice de matériau de type-1 et d’inclusions de matériau de type-
2, dont les caractéristiques sont Fy = 250 GPa, vo = 0.2 et 15 = 1000 s. Elle sont
maillées avec 262 TRI3. Chaque interface contient 8 éléments.

L’intervalle d’étude considéré est [0,10s]. La partition micro T}, contient 60 inter-
valles identiques et la partition Tj contient 3 intervalles macro. Les espaces macro
contiennent les fonctions affines par interface au niveau spatial (4 fonctions par in-
terface) et des fonctions de type ZéO’T) pour la partition 73, au niveau temporel
(composantes de p égales a 2). Les espaces "micro" contiennent des fonctions de

type Z(()O’T) pour la partition T, (composantes de r égales a 0).
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Le comportement des sous-structures étant linéaire, on choisira naturellement H™ =
H~ = B. Le comportement est donc également vérifié a I'étape linéaire. La di-
mension caractéristique des cellules est Ly, = 4mm. On choisit une direction de

recherche scalaire et identique pour toutes les interfaces, soit h™ =h™ = h = n—llI:E—J‘l”

B Description de la solution

On illustre ici les distributions des variables sur les ensembles d’interfaces I'y (4
interfaces au milieu de la zone hétérogéne), I'y (4 interfaces autour de la fissure
gauche) et I's (4 interfaces autour de la fissure droite) (figure 11.9).

s

Figure 11.9 — Définition des groupements d’interfaces I'y, I'y et '3

Les figures 11.10, [1.11, 11.12 et 11.13 montrent les distributions spatiales et tempo-
relles des efforts et déplacements macro et totaux sur les interfaces I';. Les parties
macro représentent bien une moyenne & la fois sur le temps et ’espace des quantités
totales et constituent donc une bonne approximation moyenne de la solution.

t=3.2s =

Force (MPa)
Force (MPa)

96 98 100 102 104 106 108 110 112 0 2 4 6 8 10
Espace (mm) Temps (s)

Figure 11.10 — Distribution spatiale de la  Figure I1.11 — Evolution temporelle de la
composante normale des efforts totaux composante normale des efforts totaux
et macro sur I'; et macro en un point de I';
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Figure 11.12 — Distribution spatiale de la  Figure 11.13 — Evolution temporelle de la
composante normale des déplacements composante normale des déplacements
totaux et macro sur I'y totaux et macro en un point de I'y

Les figures 11.14, 11.15, 11.16 et [I.17 montrent les distributions spatiales et tempo-
relles des efforts et déplacements macro et totaux sur les interfaces I's. Les figures
[1.18, 11.19, 11.20 et 11.21 montrent ces mémes distributions pour les interfaces I's.
Les quantités macro sont donc de trés bonnes approximations de la solution, méme
dans des zones a fort gradient (autour des fissures). Remarquons également que les

conditions de contact sont satisfaites en "moyenne" par les efforts et déplacements
macro.

t=6.5s x=18 mm
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Figure 11.14 — Distribution spatiale de la  Figure I1.15 — Evolution temporelle de la
composante normale des efforts totaux composante normale des efforts totaux
et macro sur [’y et macro en un point de la fissure gauche

74



6. Exemples

t=6.5s
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Figure 11.16 — Distribution spatiale de la
composante normale du saut des dépla-
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Figure 11.18 — Distribution spatiale de la
composante normale des efforts totaux
et macro sur I's
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Figure 11.20 — Distribution spatiale de la
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Figure 11.17 — Evolution temporelle de la
composante normale du saut des dépla-
cements totaux et macro en un point de
la fissure gauche
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[1.19 — Evolution temporelle de la
composante normale des efforts totaux
et macro en un point de la fissure droite
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Figure I1.21 — Evolution temporelle de la
composante normale du saut des dépla-
cements totaux et macro en un point de
la fissure droite
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B Convergence de l'algorithme

La figure 11.22 montre I’évolution de I’erreur en fonction du nombre d’itérations de
I'algorithme. A l'itération n, cette erreur e,y est basée sur les quantités d’interface
F. et W, et mesure une distance par rapport a la solution de référence, soit

1 ||En - ErefH(O,T) l ||wn - wref”((),T)

Cref = 3
" 2 ”Eref || (0,7) 2 ||wref || (0,7)
ot || |lo) désigne les normes L? classiques sur ?EZO’T) et W;zo’T). L’algorithme

converge trés rapidement vers une bonne solution (erreur relative de 1% aprés 10
itérations).

Relative error

0 5 10 15 20 25 30
lteration

Figure 11.22 — Evolution de I’erreur en fonction des itérations de ’algorithme

La figure 11.23 montre I’évolution de la solution macro (déplacements macro des
interfaces de la structure) et de la solution sur quatre sous-structures autour de la
fissure gauche au cours des itérations.

AL
e,

LT
Ry
S seasuet
LRI
RS

L7

L
2
e
v

7

s
g,
aas

Iteration 1 Iteration 5 Iteration 20 Reference

Figure 11.23 — Evolution de la solution au cours des itérations: déformée macro de la
structure et solution sur quatre sous-structures autour de la fissure gauche a t = 10s
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On remarque que la solution macro est déja trés satisfaisante en moins de 5 ité-
rations. Lors des itérations suivantes, la solution s’améliore au niveau microscopique
comme on peut le constater sur la figure 11.23.

Remarque 11.14 1l est clair que le niveau de description microscopique n’est pas in-
dispensable sur toute la structure. Pour cet exemple académique, une approche mo-
noéchelle classique aurait pu étre utilisée pour la partie homogéne de la structure,
c’est-a-dire qu’on aurait pu imposer la partie micro nulle dans cette zone.

B Choix de la base temporelle macro compatible avec les données

Dans I'exemple traité, avec le choix adopté pour les espaces macro, le chargement
décrit sur la figure 11.8(b) est macro. Ce choix n’est cependant pas anodin. En effet,
nous définirons toujours des espaces macro compatibles avec le chargement
en un sens que nous allons préciser ici.a

Considérons pour cela le cas de chargement de la figure [1.24. L’intervalle d’étude
considéré est [0,10s]. La partition micro T} contient 90 intervalles identiques et la
partition J, contient 3 intervalles macro. On choisit pour I'instant les mémes espaces
macro que précédemment ; au niveau temporel, on prendra donc des fonctions de
type ZgO’T) pour la partition Tj/. Nous pouvons déja noter qu’avec ce choix d’espaces
macro, le chargement admet une composante micro non nulle.

—0

Effort (N/mm)
- v w & o o N a

o

-1 " s V4
Temps (s)

Figure 11.25 — Définition des points P; et

Figure 11.24 — Allure des chargements F, 2
2

et Fy

Les figures 11.26 et [1.27 montrent 1’évolution temporelle des efforts et déplace-
ments a 'itération 20 aux points P et P (voir figure 11.25).

On s’apercoit donc que les oscillations du chargement ne sont pas encore trans-
mises a 'autre extrémité de la structure. La raison de ceci est que ’espace macro
est trop pauvre pour ce cas de chargement. Le principe de Saint-Venant nous dit
que leffet d’un chargement & résultantes et moments nuls sur une interface sera
localisé sur une distance de l'ordre de la dimension de l'interface. Par contre, les
effets des résultantes et moments se propagent a ’ensemble de la structure. Or, le
chargement a ici une composante micro a résultantes et moments non nuls, qui est
une perturbation oscillante non négligeable. Cette partie du chargement, sensée se
répercuter sur 'ensemble de la structure, n’est pas transmise par le probléme macro,
défini sur un espace trop pauvre "au niveau temporel". La stratégie de calcul est
uniquement, monoéchelle vis-a-vis de cette partie du chargement et perd donc son
caractere extensible.
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Effort (N/mm)

(a) (b)

Figure 11.26 — Evolution temporelle des composantes normales en P, (a) et en P (b)
des efforts totaux et macro a l'itération 20
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4 6 4
Temps (s) Temps (s)
(a) (b)

Figure 11.27 — Evolution temporelle des composantes normales en P; (a) et tangen-
tielles en P, (b) des déplacements totaux et macro a l'itération 20

Une solution, qui est celle que nous suivrons ici, consiste & toujours définir la
base de fonctions temporelles pour I’espace macro de telle sorte a inclure
totalement au niveau macro les résultantes et moments du chargement ;
I’espace macro sera alors dit compatible avec les données.

Dans notre cas, cela consiste simplement a rajouter la fonction sin(127t/T') a la
base temporelle macro (voir le paragraphe 2.2 pour la définition de la base temporelle
macro). On peut alors observer les nouvelles évolutions des efforts et déplacements
a l'itération 20 sur les figures 11.28 et 11.29. Cette modification est dans notre cas
suffisante. Elle a pour conséquence de transmettre la partie oscillante du chargement
a 'ensemble de la structure.
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Effort (N/mm)
Effort (N/mm)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Temps (s) Temps (s)

(a) (b)

Figure 11.28 — Premiére modification de la base temporelle macro: évolution tempo-
relle des composantes normales en P, (a) et en P, (b) des efforts totaux et macro a
I'itération 20
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Figure 11.29 — Premiére modification de la base temporelle macro : évolution tempo-
relle des composantes normales en P; (a) et tangentielles en P (b) des déplacements
totaux et macro a l'itération 20

Il se pourrait cependant que les résultantes et moments des efforts sur des in-
terfaces suivent des évolutions tres différentes de celle du chargement. Ceci pourrait
par exemple provenir de phénoménes locaux dans le cadre d’un calcul non-linéaire.
La modification apportée dans cet exemple serait alors insuffisante. Pour pallier ce
probléme, il faudrait trouver un moyen d’enrichir automatiquement ’espace macro
au cours des itérations afin de le rendre compatible "au mieux" avec les résultantes
et moments des efforts sur les interfaces de toutes les cellules. Une solution pos-
sible consisterait, a la fin de I’étape linéaire d’une itération, a extraire sur chaque
interface I'gp les résultantes et moments des efforts micro, qui sont des fonctions
temporelles micro. En 2D, la partie résultantes/moment R}, des efforts micro F',
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sur I'gp s’écrit :

3 3

m m M _ M M m

Loppr = § REE/,i € = € e - Fyds

ot les fonctions de base macro e son définies dans le paragraphe 2.2. On dispose

donc de trois fonctions temporelles { Ry, ;(t)}i, sur chaque interface qui décrivent

I’évolution des résultantes et moment micro. Il nous faut a présent un critére pour

trier toutes les fonctions ainsi obtenues. On peut par exemple effectuer la méme
décomposition pour la partie macro:

3 3
M _ M M _ M M M
Rpp = E REE’,i & = E &; / e, - Fpds
i=1 i=1

Fgp

et poser le critére de la maniére suivante

J REp,(t)*dt
9 (0,17
§EE/,¢: 3
> | R (t)*dt

J=1[0,T)

En se donnant un critére £, on définit I’ensemble des fonctions retenues par
V={REpt), ECE, E e€Vgic{l,..3} /e, > Y

Augmenter ’espace macro par trop de fonctions engendre un surcotit non négligeable
lié au calcul des opérateurs homogénéisés, a 1’assemblage du probléme macro et a
sa résolution. On pourra donc se fixer un nombre maximum de fonctions. La famille
de fonctions V' ayant été rangée par ordre décroissant du critére {gpr; associé, on
peut alors effectuer une orthonormalisation par rapport au produit scalaire naturel
sur L?((0,T)). Cette orthonormalisation est stoppée lorsqu’on atteint le nombre de
fonctions désiré. Une technique similaire peut également étre appliquée aux dépla-
cements. Cette procédure n’a pas encore été testée.

6.2 Application aux problémes de contact : cas de I’élastosta-
tique

La résolution numérique des problémes de contact est une question trés difficile
qui a suscité beaucoup de travaux dans le domaine de calcul de structures. Sans
étre exhaustif, on peut citer les travaux de [Duvaut et Lions, 1976, Oden et Martins,
1985] qui consistent & formuler le probléme sous la forme d’une inéquation variation-
nelle implicite. De nombreuses approches tentent de résoudre le probléme de maniére
globale, comme c’est le cas des approches par pénalisation ou par multiplicateurs
de Lagrange [Arora et al., 1991, Kikuchi, 1982b, Wriggers et al., 1985, Wriggers,
1995, Zhong et Mackerle, 1992]. Les premiéres consistent en la régularisation du
probléme sous contraintes et conduisent généralement & des problémes mal condi-
tionnés quand il s’agit de traiter des calculs "massifs". Parmi les secondes, on peut

80



6. Exemples

citer les techniques de programmation mathématique [Minoux, 1986] et les méthodes
de gradient |Dilintas et al., 1988, May, 1986, Raous et al., 1988, Raous et Barba-
rin, 1992|. On peut également citer les méthodes de lagrangien augmenté |Klarbing,
1986, Simo et Laursen, 1992] ou des méthodes mixtes [Alart et Curnier, 1991] proches
des formulations lagrangiennes augmentées. Cependant le traitement de calculs mas-
sifs par des approches globales peut étre trés cotiteux. Récemment, des méthodes
de décomposition de domaine ont été introduites pour accélérer la résolution des
problémes de contact [Alart et al., 2000, Barboteu et al., 2001, Champaney et al.,
1997, Champaney et al., 1999, Dostal et al., 1998]. Plus récemment, la méthode
FETTI a été étendue aux problémes de contact sans frottement [Dureisseix et Farhat,
2001].

Notre approche, détaillée dans [Ladevéze et al., 2002] pour le cas statique, est ici ap-
pliquée a la résolution de deux problémes de contact. Son extensibilité numérique
pourra étre observée. Elle semble d’ailleurs étre la premiére méthode de décom-
position de domaine multiéchelle extensible pour le traitement des problémes de
contact unilatéral avec frottement.

6.2.1 Stratégie de calcul dans le cas statique

Le probléme en statique s’écrit de la maniére suivante: trouver s = {Sg}grcr
avec sg = (eg,W 05, F ) € S, g qui vérifie:

A — VE € E, sg est E-admissible
|| = FMest admissible: FM € ff",]:/;[ad

r — la relation de comportement
— le comportement des interfaces

Ici, ’E-admissibilité ne contient que les équations d’admissibilité statique et ciné-
matique. La méthode LATIN est appliquée pour la résolution de ce probléme. Les
directions de descente et de montée sur les sous-structures relient les contraintes aux
déformations par I'intermédiaire des opérateurs HT et H™, pris égaux a I'inverse de
I'opérateur de Hooke K. Les directions de recherche sur les interfaces relient les
efforts aux déplacements.

6.2.2 Lois de contact et résolution de I'étape locale pour une interface de
contact

Le comportement est caractérisé par un frottement de Coulomb de coefficient
f. En suivant la formulation donnée dans |Duvaut et Lions, 1976|, on rappelle le
comportement, écrit sur Uinterface I'gp, E € E, E' € Vg

- g+ Fp=0
— (W W) 20,0 Fp<0et (n Wy —Wp)) (0 Fy) =0
- si|PEg|| < fln- Egl, alors P(W g — Wg) =0,

sinon, [|[PEg|| = fln- Fg|, PWg —Wg) APFg =0

et PWp —Wg) -PFp 20
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ot n désigne le vecteur normal a 'z au point courant, sortant par rapport a (g,
et P, le projecteur orthogonal associé. Afin de conserver les propriétés locales de ces
équations lors de la résolution de I’étape locale, on choisira pour les directions de
recherche un opérateur local. Le plus simple est bien siir de prendre un scalaire égal
de part et d’autre de l'interface. On peut cependant envisager un opérateur local
agissant difféeremment sur la partie normale et la partie tangente: h = h,n ® n +
hi(I; —n®n), ou h, et h; sont des scalaires et I; 'opérateur identité en dimension
d.

Le tableau I1.2 décrit la résolution de I’étape locale a l'itération n. Tous les cas
possibles (séparation, contact avec glissement ou adhérence) peuvent étre calculés
explicitement en chaque point de l'interface a partir de s,,. Dans un souci de clarté,
I'indice n associé a l'itération a été omis.

Tableau 1.2 — Résolution de I'étape locale dans le cas du contact unilatéral avec
frottement

Premier calcul

N = ﬁ(WE Wg) n—5(Ep—Fg)-n
T = TP, Wy — W) — APi(Ey — Fp)
Séparation
st N >0
Fp=Fp=0

Wy =Wg—hFy
wEl - EE/ - hEE’

Contact
st N <0
EE‘HZ —ﬁE/-Q—N
EE'EZ s(Wp+ W) = ho(Ep+ Fp))
W = W, )
g=fFg-n
Adhérence Glissement
si |[Z]| <g R si |7 =g
PEp=-Pilp=T Pl =—PFp =gy
PtWE =P Wp+ WPy (Fpy — Fp) PfWE =PWg+ hfPt(FE Fp)
thE’ thE thE/ =PWp + htPt(FE/ —Fp)

6.2.3 Exemple: compression-flexion d’'un milieu multi-fissuré

B Description du probléme

Un domaine carré (90 mm x 90 mm) est chargé en compression (100 M Pa) et
flexion (100 M Pa) le long de son coté supérieur et est fixé sur son coté inférieur
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Figure 11.30 — Probléme de référence et décomposition du domaine

(voir figure 11.30). Le domaine contient un certain nombre de fissures. On utilise des
interfaces de type contact pour prendre en compte les conditions de non-pénétration
et de frottement sur les lévres des fissures. Le coefficient de frottement de Coulomb
est pris égal a f = 1. On fait ’hypothése des déformations planes. Le matériau est
homogeéne et élastique isotrope: les parameétres matériau sont un module d’Young
E = 130 GPa et un coefficient de Poisson v = 0.2. La partition du domaine et le
choix des interfaces de contact est illustré sur la figure 11.30. Chaque sous-structure
est discrétisée par 6 x 6 éléments QUAS8. Chaque interface est discrétisée avec 6
éléments de degré 0. Ce choix sera justifié dans le chapitre Ill. Sur chaque interface,
les espaces macro pour les efforts et déplacements contiennent 4 fonctions de base
représentant la partie affine des variables. On choisit une direction de recherche
scalaire et identique pour toutes les interfaces, soit ht = h™ = h = LTM ou Ly est
la dimension caractéristique d’une sous-structure.

Remarque 11.15 Nous ne nous intéressons pas ici aux questions d’unicité de solution
mais uniquement a [’aptitude de notre approche a fournir une solution a ce probléme.

B Solution a convergence

Les champs de contraintes de Von Mises et les déplacements d’interface a convergence
sont montrés sur la figure 11.31. Les fissures sur la gauche s’ouvrent tandis que celles
de droite restent fermées, en glissant et /ou en adhérant, comme on peut le voir sur la
figure 11.32. Sur la méme figure, on remarque que la solution du probléme macro F
est une bonne approximation de la solution moyenne. La partie micro F améliore
la solution dans les régions proches des singularités.
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Figure 11.31 — Solution a convergence: contrainte de Von Mises (a) et déplacements

d’interface (b)
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Figure 11.32 — Distribution des efforts macro et micro a convergence sur I'y

B Evolution au cours des itérations
La figure 11.33 montre I’évolution au cours des itérations de I'effort F sur I’ensemble

d’interfaces I';. La figure 11.34 montre I’évolution au cours des itérations d’un critére
d’erreur pour le contact sur ensemble d’interfaces I's (interfaces de contact avec

glissement et adhérence) :

Critére normal

Critére tangentiel

Fpn| (Wg —Wg).n)
(f|EEﬂ| - |EE'Z|)'|(KE’ - w;;)ﬂ

On conclut que la solution vérifie bien les conditions de contact et converge trés

rapidement.
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Figure 11.33 — Evolution au cours des itérations de la distribution d’effort sur 1’en-
semble d’interfaces I'y
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Figure 11.34 — Critére d’erreur pour le contact sur I’ensemble d’interfaces I'y (fissure
avec glissement et adhérence)

B Extensibilité de la méthode

L’évolution de l'erreur est indiquée sur la figure 11.35 pour le probléme & 9 x 9
sous-domaines. A présent, testons le taux de convergence de la méthode itérative
en analysant des problémes similaires pour différents nombres de sous-structures,
décrits sur la figure 11.36. On observe dans le tableau 1.3 que le taux de convergence
est quasiment indépendant du nombre de sous-structures: on peut ainsi conclure
que la méthode multiéchelle vérifie des propriétés d’extensibilité numérique dans le
cas du contact avec ou sans frottement.
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erreur

0 20 40 60 80
iteration

Figure 11.35 — Evolution de l'erreur
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Figure 11.36 — Test d’extensibilité

Nombre de sous-structures 5 x5 9x9 13 x 13
Taux de convergence 0.065 0.067  0.068

Tableau I1.3 — Test d’extensibilité : comparaison des taux de convergence

B Comparaison avec la stratégie monoéchelle

On compare ici l'efficacité de la stratégie multiéchelle, notée MUSM, avec celle de la
version précédente monoéchelle, notée MOSM. La convergence des deux méthodes
est comparée sur la figure 11.37. On peut également observer la distribution des
contraintes aux itérations 10 et 100 pour MUSM (figure 11.39) et aux itérations 10
et 300 pour MOSM (figure 11.38). On remarque que MUSM donne déja des résultats
satisfaisants dés l'itération 10 tandis que MOSM est encore loin de converger a
I'itération 300.

Remarque 11.16 Les courbes de convergence de la figure 11.37 sont obtenues en esti-
mant la distance entre s et's. Ce n’est donc pas une erreur de référence qui pour la
stratégie monoéchelle est encore de l'ordre de 100% a litération 300. Elles donnent
cependant une estimation du taux de convergence de [’algorithme.
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Erreur relative

0 50 100 150 200 250 300
Itération

Figure 11.37 — Comparaison des méthodes LATIN monoéchelle et multiéchelle

iteration 10 iteration 300
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N

Figure 11.38 — Contraintes de Von Mises aux itérations 10 et 300 pour MOSM

iteration 10 iteration 100

500 1000 1500 500 1000 1500
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Figure 11.39 — Contraintes de Von Mises aux itérations 10 et 100 pour MUSM

L’utilisation de MUSM engendre cependant un cotit de calcul supplémentaire vis-
a-vis de MOSM. Elle nécessite tout d’abord une phase d’initialisation consistant a
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construire les opérateurs homogénéisés LL. Cette phase nécessite dans notre exemple
la résolution de 16 systémes linéaires par sous-structure. Une étape linéaire comprend
la résolution d'un probléme macro, dont le cotit de calcul est ici négligeable, ainsi
que la résolution de deux problémes micro par sous-structure. Un probléme micro
consiste a résoudre un simple systéme linéaire. L’étape linéaire de MUSM est donc
approximativement deux fois plus cotiteuse que celle de MOSM. L’étape locale étant
la méme que pour MOSM, sa résolution n’engendre aucun coiit supplémentaire. Une
itération de MUSM est donc approximativement deux fois plus cotiteuse qu’une ité-
ration de MOSM. Pour le choix de I'espace macroscopique adopté, le cotut de calcul
des opérateurs homogénéisés est approximativement égal a celui de la résolution
de 8 itérations de l'algorithme. Cependant, les cellules étant toutes identiques dans
cet exemple, 'opérateur homogénéisé peut n’étre calculé que pour une seule cellule.
Ainsi, le cott de l'initialisation devient négligeable par rapport au coit d’une ité-
ration. Finalement, cette évaluation des cotits et ’observation des convergences des
deux stratégies permettent de conclure que le cotiit de calcul global est considéra-
blement réduit avec I'approche multiéchelle (facteur >1000). MUSM s’avére donc
incomparablement plus efficace que MOSM, qui elle-méme s’avérait beaucoup plus
efficace qu’un code classique comme ABAQUS pour des problémes industriels (voir
[Champaney et al., 1997]).

6.2.4 Exemple: affaissement d’'un mur de briques - probléme "multi-contact"

Cet exemple illustre les capacités de notre approche a résoudre des problémes
qualifiés de "multi-contact". L’illustration porte ici sur un mur de briques percé de
deux fenétres et d’une porte. Une brique a pour dimensions dans le plan 500 mm x
200mm. Ce mur est initialement soumis & son poids propre et & un déplacement
imposé sur sa base gauche (figure [1.40). Le contact suit une loi de Coulomb de coef-
ficient de frottement f = 0.2. Le matériau est homogéne et élastique: les paramétres
sont un module d’Young E = 50 G Pa, un coefficient de Poisson v = 0.25 et une
masse volumique p = 2.5 kg/dm?. On fait I'hypothése des déformations planes.

iiiiwli ///I S

Uqg

Figure 11.40 — Description du probléme: mur de briques soumis & un affaissement du
sol
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MAILLAGE D'UNE BRIQUE MAILLAGE D'UNE INTERFACE
(2 sous-structures)

ZAVAVAVAVAVAVAVANAVAVAVAVAVAVAIN O A%
XD

EPZAVAVAVAVAVAVEAN ) S

Sous-integration

interface parfaite )
interface de contact

Figure 11.41 — Discrétisation des sous-structures et des interfaces

Un choix naturel pour la partition du domaine est de considérer qu'une brique
est une sous-structure. Cependant, pour le calcul, une brique a été divisée en deux
sous-structures séparées par une interface parfaite (figure 11.41). Une sous-structure
est maillée avec 396 TRI3. Chaque interface est maillée avec 10 éléments de degré
0. Ce choix, illustré sur la figure |1.41, sera expliqué dans le chapitre Ill. On choisit
une direction de recherche scalaire et identique pour toutes les interfaces, soit h™ =
h-=h= LTM ou Ljs est la dimension caractéristique d’une sous-structure.

La figure 11.42 montre les contraintes de Von Mises avant et aprés affaissement
du mur. La figure 11.43 montre les déformées macro et micro de la structure. On
observe que la partie macro représente trés bien la solution moyenne. La partie micro
vient améliorer la solution dans des zones a forts gradients (au dessus de la porte
essentiellement). La figure 11.44 montrent les distributions sur I’ensemble d’interfaces
I'; des efforts et déplacements macro et micro; les parties macro représentent bien
la solution moyenne et vérifient en "moyenne" les conditions de contact.

CONTRAINTES AVANT AFFAISSEMENT CONTRAINTES APRES AFFAISSEMENT

Figure 11.42 — Contraintes de Von Mises avant et aprés affaissement
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Figure 11.43 — Déplacements macro (amplifiés 10 fois) et micro (amplifiés 500 fois)

des interfaces
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Figure 11.44 — Distribution des composantes normales et tangentielles des efforts et
déplacements macro et micro sur I’ensemble d’interfaces I'y

La solution obtenue semble donc satisfaisante. Le plus important est maintenant
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d’observer sur la figure 11.45 I’évolution de I'algorithme au cours des itérations; en
fait, l'algorithme converge extrémement rapidement puisqu’on obtient une erreur
relative de l'ordre de 2% au bout de 30 itérations.
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Figure 11.45 — Evolution de I'algorithme au cours des itérations

Bilan

Nous avons donc proposé une nouvelle stratégie de calcul multiéchelle pour I’ana-
lyse de structures dont le comportement est décrit & une échelle fine tant en espace
qu’en temps. Cette stratégie de calcul, qui inclut une procédure d’homogénéisation
automatique en temps et en espace, devrait se substituer avantageusement aux tech-
niques d’homogénéisation standards dans certains domaines d’application. Les tests
numériques réalisés ont pu mettre en évidence son efficacité dans le traitement de
problémes d’évolution oti les non-linéarités considérées étaient de type contact unila-
téral avec frottement. Il a également été illustré, dans le cadre statique, 'aptitude de
cette méthode de décomposition de domaine a traiter des problémes qui peuvent étre
qualifiés de "multi-contact", pour lesquels I'extensibilité numérique a été observée.

Un certain nombre de points qui n’ont pas été abordés durant cette thése restent
néanmoins a développer. Ils portent sur:

— l'automatisation du choix de I’espace macroscopique au niveau temporel,

— Poptimisation des directions de recherche au niveau des interfaces (déja étudié

en statique |Violeau, 2003|),

— l'implémentation dans le cadre non-linéaire, qui ne devrait pas poser de pro-

blémes particuliers.
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Chapitre Il

Sur la discrétisation des

interefforts en calcul de structures
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

De nombreuses questions mettent en avant les interefforts et les interdéplace-
ments entre sous-structures. L’interface est alors considérée comme une entité ma-
térielle surfacique (linéique en 2D) qui génére une relation de comportement entre
les efforts et les déplacements provenant des sous-structures adjacentes. Cette vi-
sion permet d’envisager des modeéles d’interface complexes (contact, visco-plasticité,
endommagement, ...). La résolution de tels problémes est rendue possible par des
approches de décomposition de domaine mixtes faisant intervenir a la fois les efforts
et les déplacements d’interface. L’idée de schématiser une liaison par une interface
matérielle dans le contexte des méthodes de décomposition de domaine fut intro-
duite dans [Ladeveze, 1985] puis [Glowinski et Le Tallec, 1990] avec une vision a
deux multiplicateurs de Lagrange. Les techniques des "mortar elements" [Maday
et al., 1988] peuvent également étre associées a ce type d’approches. Toutefois, la
plupart des approches de décomposition de domaine traitent les efforts d’interface
comme des multiplicateurs de Lagrange et ne respectent pas totalement la dualité
effort /déplacement telle que nous le préconisons. Ici, nous adoptons une vision vé-
ritablement "matériau" de I'interface ou les efforts et les déplacements sont traités
"a égalité" [Ladevéze, 1989h].

Au niveau continu, les formulations mixtes incluant les efforts d’interface ne
posent pas de probléme particulier. Par contre, les versions discrétisées de ces ap-
proches peuvent donner lieu & des modes parasites trés oscillants qui peuvent conduire
a des instabilités numériques.

Ce chapitre s’intéresse a la compréhension de ce phénoméne. Il est également
proposé un reméde simple conduisant & une formulation discrétisée saine.

1 Formulations continues usuelles

1.1 Probléme continu de référence

<
« <
L

1<
o

/
Figure Il1l.1 — Probléme de référence

On considére une structure  occupant un domaine de R?. Elle est soumise & un
déplacement imposé u, sur une partie 0;€) de sa frontiére, un effort imposé F, sur
la partie complémentaire de la frontiére 0¢2 et une force volumique [ (figure 111.1).
On se place dans le cadre de I’élasticité linéaire. Le comportement est caractérisé
par le tenseur de Hooke K. u désigne le champ de déplacement. On note U,y =

{y € [HI(Q)]d / v =u, sur 819} et Uy l'espace vectoriel associé. La formulation
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1. Formulations continues usuelles

variationnelle du probléme s’écrit :
Probleme 111.1 Trouver u € U,q tel que:
a(uu”) = l(u*), Yu* €U

ol

Q/e'-: (u) dz
1d

u dx—l—/Fd-g*ds
0282

\

1.2 Partitionnement en sous-structures et interfaces

Soit {Qg} g, une partition sans recouvrement de Q. Une sous-structure Qp,
E € E, est soumise & une distribution d’efforts 'y, et de déplacements uy sur sa
frontiére 0. Une interface est une entité matérielle qui met en relation des couples
efforts/déplacements (ug,F ) et (up,F p) de part et d’autre de l'interface I'gpr. Les
interfaces situées sur 0€) seront traitées de maniére équivalente. Pour cela, on peut
considérer que la structure est en liaison avec une structure 2z, dont la frontiére
contient 02 et une structure g, dont la frontiére contient 0,2

Introduisons les notations suivantes: pour F € E,

Qg = 0Qp N2
OQQE = 8QE N 82Q

On définit également les ensembles suivants:

Eg ={E € E / mes(00 NINg) # 0}

Vi ={E € {E,E\,E,} | mes(0Qg NN # 0}
={FE € E / mes(0,Qg) # 0}

E; = {F € E / mes(0:Qp) # 0}

Le déplacement sur une sous-structure Qg, E € E, appartient a I'espace Ug =
[Hl(QE)]d. Les efforts sur une interface ', B/ € Vg, appartiennent a l'espace

d ) ..

Fep = [H‘1/2(FEE/)] . Etendu a I'ensemble des interfaces voisines de E, cet espace
sera noté Fp = HE,EVE Fer . Etendus a 'ensemble des sous-structures, les espaces
Ug et Fr conduisent aux espaces produits U et F.

1.3 Formulation continue mixte avec intereffort

On définit F 4, 'espace des champs d’efforts équilibrés aux interfaces et vérifiant
les conditions aux limites:

g:lad:{EES: / VEGEQ,EE:EdSUI‘aQQE,et
VEEE,VE/GEE, EE+EE’ =0 sur FEE’}
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Fy désigne I'espace vectoriel associé a Fy.
Le probléme IlI.1 est équivalent au probléme suivant :

Probleme 1.2 Trouver (u,F) € W X Fyy tel que: V(u*,F*) € U x F,
a(u,u*) — b(Fu*) = l(g*)
b(E*u) = h(E™)
ot
Z/ : Ke(ug) dx
E€Ey
ZbE Frug) = Z / FLupds
ECE E€Ey)
Z / f, cuy dr
E€Eg
EeEalﬂE

1.4 Formulation continue duale
La premiére équation du probléme I11.2 s’écrit, pour £ € E,
/ (uf) : Ke(ug) d:r;—/f cupdr + / Fp-upds, YupeUg  (lIl1)
Qp 21975

Notons Rg = {agp € Ug / e(ag) = 0}, 'espace des modes rigides infinitésimaux de
Q0p. La condition d’existence d'une solution a ce probléme est que F'y équilibre f p

sur 2g. Notons ?E,ad I’espace des champs équilibrant id sur Qg et ?Ep I’espace

des champs équilibrés & zéro. Posons {F} € ?E70 la partie de F', a résultantes et
moments nuls sur 0 définie par

1 _
{EE}:EE—m/EEdS—H ! /zAEEdS Nx=Fg—[Fgl

8QE QE

ot x désigne le vecteur position ayant pour origine le centre d’inertie de Q2 et ou II
désigne 'opérateur d’inertie de Oz défini pour a € R? par Ila = me zA(aNz)ds.

Si [Fg| € ?E,ad, la solution en déplacement est telle que
Upoa, = Upapo, T As({EE}) +ap
olt ap € Rp et ol U gpq, ne dépend que de f et de [Fg].

Proposition 1.1 L opérateur Ag est symétrique défini positif sur l’espace des champs
équilibrés a zéro Fp.
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2. Etude des formulations discrétisées

O Preuve : Soit Eg) et Eg) € Fup et gg) et yg) les déplacements associés,
solutions de I’équation (lll.1). On a donc

uion, = Ap(FQ) +al | ie{12}

En injectant la solution 2 dans I’équation (l1l.1) associée a 1, on obtient

/AE(Eg)) P ds = /s(ug)) : Ke(uly) do

On conclut grace aux propriétés de symétrie et de positivité de K. [J

Le probléme IIl.2 peut donc étre formulé en effort de la maniére suivante:

Probleme 111.3 Trouver F € Foq et {ag}per, ap € R, tels que:

> [ B (Asl(E)) +Tpatal) ds= 3 [ Fiugds, VE' €5

E€E o E€By '
/EE-aEds:/zd~ade,‘v’E€E, Vay € Rg
o0 of

2 Etude des formulations discrétisées

2.1 Discrétisation des déplacements

La discrétisation des champs de déplacement ne pose pas de probléme car nous
privilégions pour la résolution une approche éléments finis standard. On notera les
espaces discrétisés avec un indice h. Sur une sous-structure g, E € E, les déplace-
ments appartiennent a l’espace Uy, g. Etendu a 'ensemble des sous-structures, cela
conduit a l'espace U;. Notons que 'espace éléments finis classique Uy, 4q du pro-
bléme non sous-structuré est le sous-espace de U, correspondant aux champs de
déplacements continus aux interfaces et valant u, sur 0;£2. On notera V = {z,};cv
I’ensemble des noeuds du maillage éléments finis. On assimilera par la suite les es-
paces de fonctions pour les déplacements aux espaces des valeurs nodales.

2.2 Discrétisation des interefforts: visions "numérique" et
"physique"

La plupart des approches de décomposition de domaine sont des approches de
type "déplacement" et considérent les efforts aux interfaces comme de simples mul-
tiplicateurs de Lagrange; les espaces d’approximation pour les efforts sont souvent
choisis identiques a ceux des déplacements aux interfaces. Ce choix purement "numé-
rique" entraine bien sir que les problémes discrétisés Il1.1 et [11.2 admettent la méme
solution en déplacement. Cependant, ce choix viole le cadre de régularité naturel du
probléme mécanique, ce qui peut conduire a de graves incompatibilités, notamment
pour les milieux hétérogénes. En effet, d’un point de vue continu, les efforts sur une
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

interface I'pp appartiennent a priori & H='/?(I'pg) et ne sont donc pas nécessai-
rement continus. Un choix plus "physique" consisterait & prendre pour les
efforts un espace d’approximation homogéne aux contraintes normales
sur les interfaces ; dans une approche éléments finis en déplacement, ces
champs sont discontinus.

B Exemples d’approximations "physiques"

— Si on choisit des éléments finis P; pour le déplacement, la contrainte est alors
constante par élément. Un choix naturel pour 'effort est donc une approxima-
tion Py (effort constant par élément de l'interface). Les valeurs des efforts sont
considérées aux points milieux des éléments d’interface.

— Si le déplacement est approximé par des éléments finis P, on choisira pour
Ieffort une approximation linéaire par morceaux non nécessairement continue.

— Dans un cas plus général, si I’approximation du déplacement est d’ordre p, on
choisira pour l'effort une approximation d’ordre p — 1 continue par morceaux.

Les discrétisations "numérique" et "physique" conduisent a la définition des es-
paces d’approximation pour les efforts qu’on notera respectivement Fp; et Fpo (fi-
gure [11.2).

(a) (b)

Figure 111.2 — Approximations hl (a) et h2 (b) pour les interefforts dans le cas de
déplacements Pq

On notera W = {z, }iew 'ensemble des points de Gauss des éléments d’interface
associés au choix du degré d’approximation des interefforts. On pourra bien str
assimiler I'espace de fonctions Fjo & I'espace des valeurs aux points de Gauss W des
interfaces.

Les solutions du probléme IlI.2 pour les discrétisations hl et h2 seront notées
respectivement (w,1,£ 1) € Wy X Fpiaa et (Upo,Lps) € Wy X Fro aq.

Remarque 111.1 On rappelle que la solution u; n’est autre que la solution du probléme
éléments finis classique non sous-structuré. La version dite "numérique” testée dans
ce chapitre consiste a définir des efforts continus par interface 'gp, E € E, E' €
Vg, avec la méme interpolation que les déplacements. Ils peuvent néanmoins étre
discontinus entre deux interfaces adjacentes U'gpr et Uppn, (E',E") € Vg x V. Ce
type d’approximation est par exemple utilisée dans la Algebraically Partitioned FETI
method [Rizen et Farhat, 1999].
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2. Etude des formulations discrétisées

2.3 Définition d’interefforts "physiques" a partir d’'une solu-
tion en déplacement
Posons-nous la question suivante : est-il possible de définir a posterior: des

interefforts "physiques" I, € F;; a partir d’une solution éléments finis en
déplacement ?

2.3.1 Probléme définissant les interefforts

Connaissant une solution en déplacement sur la sous-structure E, u;, € Wy g,
on s’intéresse donc a la reconstruction d’un champ d’effort d’interface F), € Fhop-
Ces champs doivent vérifier les équations d’équilibre sur la sous-structure E:
vﬂj};’E € uh,E:

/5@219) 5K€(ﬂhE>dI:/id'QZ,de+ / Fy-uj pds+ / . -uhpds
Qp Qp 02QF N E\029
L’effort étant a prior: connu sur 0>{2g, on ne s’intéresse qu’a la reconstruction
sur Qg \%. On note ﬁhﬂ I'espace associé a la trace des fonctions de Uy g sur
00 p\ 2, soit B

W5 = {1 00\0,2)0 Uy € Wn,p}
Les efforts n’ayant d’intérét que sur 0Qg\05€2, on définit également la restriction de
F12.E A cette partie de I'interface, soit

Froe = {Ep, 000\000) Lny € Frop}

Le probléme définissant les efforts F'), sur 0Qg\0€) s’écrit alors:

Probleme 111.4 N
Trouver I, € Fp g tel que

| Ensieds= X aFui). v, €W
00E\029Q z,€VNINE\0202
ot les A (resp. wi(z;)) désignent les efforts généralisés (resp. les déplacements
virtuels) sur les noeuds x; € V N OQE\0282, qui sont les noeuds situés dans
Uadhérence de OQg\0of2.

2.3.2 Existence et unicité des interefforts

Examinons la forme bilinéaire suivante, intervenant dans le probléme de défini-
tion des interefforts I11.4:

bE : §h27E X ﬁh,E — R (|||2)

80\ 922
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

Il est clair que la forme bilinéaire by n’est pas définie en général (i.e. est
dégénérée). Nous noterons ses noyaux

~ U

Niop = {Unp € Wp [ bp(E,, uy,) =0, VYE, €Fppt (I13)
_F J— p— —
NhQ,E — {EhE < 3:’h27E / bE<EhE7ghE) — 0, VQhE c uh7E} (|||4)

Remarque 111.2 NZZE est Uespace des fonctions de Wyo,p 8’annulant sur les points

de Gauss des éléments de 00 \02SY, soit W N (002 \022).

Proposition 1.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
effort I}, € Fna g, solution du probleme Ill.4, est:
E * ~N
Z A (@) =0, Vu, €Ny
QiEVﬂagE\azﬂ
L’intereffort est alors défini modulo un élément de Fpa .

L] Preuve : On travaille ici en dimension finie. La proposition est donc une consé-
quence du théoréme de base d’existence et d’unicité de solution pour un systéme
d’équations linéaires. [

Nous définissons Ny, p € Uy, g comme I'espace des déplacements dont la trace

sur 00\ -2 appartient a Nuhz 5 et qui valent zéro sur les autres noeuds du maillage
de Qp. Nous définissons également N, ; € Fyp p comme Pespace des efforts dont la

restriction & 00 g\ appartient a ﬂfl 5 et qui valent zéro sur 9.

On introduit les notations suivantes pour les fonctions de base de ces espaces:
Niop = Vect{gf}iepé et N,Z;E = Vect{@f}ielg. On notera Njy = [[peg Nio.r et
NFy = [l ger Nio . sous-espaces respectifs de Uy, et Fio.

2.3.3 Un résultat majeur

La proposition I1.2 a une conséquence majeure : il est impossible de définir
a posteriori des interefforts appartenant & F), p 4 partir d’une solution
éléments finis classique sur la sous-structure FE. La condition d’existence de
la proposition I1.2 a en effet peu de chance d’étre vérifie. Si c’était le cas, l'effort
ne serait défini qu’a un élément de N7, ; prés.

2.3.4 lllustrations en 2D

2.3.4.1 Eléments finis P; en déplacement et P, en effort

On rappelle que V' désigne ’ensemble des noeuds de la discrétisation et W 1’en-
semble des points de Gauss des éléments d’interface relatifs a une discrétisation P
des efforts. W désigne donc I’ensemble des points milieux des éléments d’interface.

100



2. Etude des formulations discrétisées

W Sous-structure £ € E\E,
Commencons par considérer une sous-structure E dont la frontiére n’intersecte

par

Q. Si Card{VNdQg} est impair, alors les deux noyaux Ny, 5 et NJ;, 5 sont réduits
a zéro. Par contre, si Card{V N dQg} est pair, alors N}, , = {1nv, v € R?}, ot 1y,
est une fonction de forme a valeur scalaire continue, linéaire par morceaux et nulle

aux points milieux des éléments de la frontiére, soit W N IQg (voir figure 111.3).

méme, Ny, p = {#nv, v € R?}, ot ¢y, est une fonction a valeur scalaire constante

De
par

morceaux dont les valeurs aux points milieux W N0 g ont une distribution alternée
le long de 9Q2g dans le cas ou les éléments sont de taille constante et un peu plus

complexe lorsque les éléments ne sont pas de taille constante (voir figure I11.3).

-0.4f , -0.4F - -

0‘,2 0‘.4 0.‘6 04‘8 i 1‘,2 1‘,4 1.6 0 0‘.2 0‘.4 0.‘6 018 i 1‘.2 1.‘4
abscisse curviligne abscisse curviligne
(a) Eléments de taille constante (b) Eléments de taille non
constante: 3 éléments ont une
taille deux fois inférieure a celle
des autres

Figure I11.3 — Distribution des fonctions ¢, et 1, sur 0Qg (le noeud de gauche

correspond a celui de droite)

La dimension des noyaux est donc 2. Nous noterons E, = {E' € E / Card(V N
O8g) est pair}. Les fonctions de base de Nj, 5 sont représentées sur la figure I11.4.

wE
[ 2

Figure I1l.4 — Fonctions {¢F}2 | pour E € E,\E,

B Sous-structure F € E,
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

Dans ce cas, quelle que soit la parité de Card((0Qg\022) N W), Njiy 5 = {¥nv,v €
R?}, ott 1, est une fonction de forme a valeur scalaire continue, linéaire par morceaux
et nulle aux points milieux des éléments de 9Q5\%Q. Par contre N}, 5 est réduit a
zéro. Les fonctions de base de Ny, 5, E' € Ey, sont représentées sur la figure I11.5.

v

0,Q
2
ﬂzﬂ

Figure 11.5 — Fonctions {¢} pour E € E,

2.3.4.2 Eléments finis P, en déplacement et P; en effort

On rappelle que la discrétisation h2 correspond ici a des efforts linéaires par élément
et éventuellement discontinus entre deux éléments. Dans ce cas, VE € E, on peut
montrer que les noyaux Ny, ; et Nj, o ne sont jamais réduits a zéro.

2.4 Existence et unicité des solutions discrétisées
2.4.1 Discrétisation hl des interefforts

Proposition 111.3 Le probleme 1.2 discrétisé dans Uy, X Fp1qq0 admet une et une
seule solution en déplacement si 0,S) # 0. De plus, il admet une et une seule solution
en terme d’efforts généralisés.

U Preuve : Travaillant en dimension finie, il suffit de montrer I'unicité. Soit
(Auy,, AF,,) la différence entre deux solutions. Elle vérifie :

a(Auyy,Auy,,) =0

b(E}1, Ay ) =0, VE, € Frig
La premiére de ces équations nous garantit que VE € E, Auy,, € Rp, espace des
modes rigides de la sous-structure E. Si 01Q2 # 0, alors VE € Ey, Au,,, = 0. La

continuité aux interfaces donnée par la deuxiéme équation nous assure que Auy,;
s’annule sur toute la structure. La premiére équation du probléme nous donne alors

BAE, ) =0, Vi € Wy
Les efforts hl étant définis de maniére redondante aux jonctions d’interfaces, cette

équation n’implique donc pas que AF,; = 0. Cependant, les efforts généralisés AAZE
aux noeuds z, € V N 0€g, définis par

/ AFy,, - Aupde= ) AN -Auj(z;), VAu, € Wyp
o z,EVNO0E
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3. Comparaison des solutions discrétisées

sont nuls. J

2.4.2 Discrétisation h2 des interefforts

Proposition I11.4 Le probleme [11.2 discrétisé dans Wpy X Fpaea admet une et une
seule solution en déplacement si 0;Q # (). De plus, il admet une et une solution en
effort si {0} est l'unique élément de

{Em €Fnoo /VEEE, Fyy € NiQ,E
En particulier c’est le cas lorsque 0,8 # ().

[0 Preuve : Travaillant en dimension finie, il suffit de montrer I'unicité. Soit
(Auyy,AF,,) la différence entre deux solutions. En suivant la méme démonstration
que pour la proposition Il.3, on obtient que Aw,, s’annule sur toute la structure et
que

b(AEh27Q2) = Oa VHZ € uh
— VFE € E, Z_)E(AE}LZE,?_LZE) =0, \V/Q;(LE € ﬁhQ,E

On a donc AF), i € N,};,E, VE € E, ce qui termine la premiére partie de la preuve.
Lorsque 0582 # (), AF,, étant nul sur 952, il s’annule sur les sous-structures F € Es.
Par continuité aux interfaces, il s’annule donc sur toute la structure. [

3 Comparaison des solutions discrétisées

Nous allons dans cette partie comparer les solutions des deux types d’approxi-
mation Al et h2.

3.1 Reformulation en déplacement et étude des espaces dis-
crétisés

Afin de comparer les solutions en déplacement, commencons par reformuler le
probléme discrétisé I11.2 en terme de déplacement. Pour cela, on définit les espaces
suivants : pour i € {1,2},

Upia = {vy € Wy, [ O(E}0,,) = h(ES), VE],; € Fpio}
Les solutions en déplacement vérifient donc les problémes suivants: pour i € {1,2},

Trouver wy,; € Wp;aq tel que:  alwy,up;) = Uuy;), Vup, € Wpo (1115)

Proposition 111.5 Les espaces Wy, qq vérifient :

W1 a0 = W aa (espace éléments finis du probléme non sous-structuré)

W20 = Wpaa + Nipo
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

O Preuve : Uy 44 correspond a lespace des champs de déplacements continus aux
interfaces ; on a donc clairement Uy 40 = Wp 4.

Soit uyy € Upzqq. Le contrainte imposée par la forme bilinéaire b n’affecte pas les
noeuds intérieurs & chaque sous-structure. De plus, elle impose que le déplacement
Uy SOit continu aux points de Gauss W des éléments d’interface, excepté sur 0.
On peut donc trouver un champ v, € Wy, 44 tel que, VE € E, il coincide avec u;,
sur ’ensemble des points suivants:

v = 1wy sur (WA (0Q2:\89)} U {V 18,05} U {V N Q)

o
ot 0, désigne l'intérieur de 0-Qp. (uy, — v,) 0, s'annule donc sur cet ensemble de
points. L’ensemble des fonctions s’annulant en ces points n’est autre que N}, (voir
remarque |11.2), ce qui termine la preuve. O

Une premiére conséquence de la proposition lII.5 est que la solution u;; n’est
autre que la solution du probléme éléments finis classique non sous-structuré II1.1.
3.2 Comparaison des solutions en déplacement
3.2.1 Construction de u,, a partir de u;,

Soit wuy, et wu;, les solutions des problémes discrétisés respectivement avec les
approximations hl et h2 des efforts. Nous allons tenter ici de déterminer w;,, en
fonction de uy,;.

On recherche donc @, € Upap tel que

Upg = Upy + Upy
Grace a la proposition IlI.5, on peut décomposer i, sous la forme

S E, B
Upg = Upy + § a;
E€E,iely,

ott Uy, € Upp et VE € E, Vi € 1%, of € R. Les Q/JiE désigneront aussi bien les

( il
fonctions de Uy, g que leur prolongement a zéro dans Wy,
Le probléme en w,, se raméne donc a chercher @, € Upp et {o) } pepicry tels que

* Ex
Vup, € Upo et V{a;"} peg ety

a(ty, + Y afPur) =0

ECE,iclY,

a(ly, tun, + Y oY Y aP Py =10 Y af*yP)

ECE, iclY, ECE, i€l E€E, i€l

Par linéarité, la premiére équation conduit a

_ E-E
Upy = E O Upy g

ECE, iclY,
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3. Comparaison des solutions discrétisées

onVE € E, Vi € I}, ﬂhu € Uy, o est solution de: Vuy € Uy,

olafy i) =~ [ elu,) s Ke(wF)do (1.6)

Qp

—E
En notant ¢~ = ag) ; + w € WU,, les solutions des problémes discrétisés vérifient
donc:

wo =+ Y. af (11.7)

E€E, iel,

) E 1 . Ex
ou {«o; }EeE,ieI% est solution de: V{q; }EGE,ieI’fE,

al Y afg Y aful) -

E€EE, i€l ECE, i€l

—a(wy,, Y, YT I ) afeF)  (lL8)

ECE, i€l E€EE, i€l

L’équation (I11.8) est un simple systéme linéaire sur les coefficients {af}EeE’ieI}fj. 1l
admet une solution unique sous les mémes hypothéses que la proposition Il1.4.

Remarque 111.3 On peut noter que, pour E € Eq, on a w w sur " g. La solu-
tion pourra donc étre fortement perturbée sur les fmntzeres a deplacement 1MPOSE.

3.2.2 Exemple

|
|
|
|
|
| —
| —
| —
|
|
|
|

Figure I11.6 — Bloc en traction-flexion décomposé en 4 sous-domaines

Considérons le probléme défini sur la figure 111.6 d’un bloc décomposé en 2 x 2
sous-domaines et discrétisé avec 8 éléments par interface. On considére des éléments
P1 en déplacement.

B Analyse de la solution

On peut voir sur la figure I11.7 une représentation des fonctions w et ¢ des deux
premiéres sous-structures, calculées directement & partir d’une résolution éléments
finis classique. Ces fonctions présentent de fortes irrégularités localisées
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

prés des frontiéres des sous-structures, excepté au niveau des interfaces a effort
imposé.

=0 — . » =2 .
1P, : déplacement lp: : Mises associées x10" 1, : déplacement

’ HA HS
, 2
1

W' dé ml - ises associées 3 o2 f 16,
1, : déplacement 1, : Mises associées x10* : déplacement P, : Mises associées x10*
’ Hs ’ HS
2
1

Figure 1117 — Fonctions {U}} et {U?} et contraintes de Von Mises associées

B2 - Mises associé:
P, : Mises associces x10*

- o ©

=l

ERCRITRNN

Afin de comparer les solutions, nous avons tracé la différence (u;,; — w;y) sur

la figure I11.8. Cette différence est clairement une combinaison linéaire des @Z . Les
deux solutions différent particuliérement au niveau des singularités coins (transition
effort /déplacement imposé). On observe sur le zoom autour de l'intersection des 4
sous-domaines, appelé couramment coin, qu’elle vérifie bien la continuité aux points
milieux W.

Déplacement LI (x1)

NN
RNEPKRENN
SENERREKEN

mparaison
Comparaiso: u,, etu

N
>
%
R
N1
K
KKK
R
KPK
%)
KK
KK
NN
LoRD)

&
K
D

Déplacement (u Wl l) (x150)

Déplacement (uhz—uhl ) (x250)

Coin

Figure 111.8 — Comparaison de wup; et de ups

Connaissant la solution u,,;, on peut calculer les coefficients a et ainsi obtenir la
fonction ;5. On montre sur les figures 111.9 la fonction (uy,; + Uy — Uys), qui s’annule
bien sur ’ensemble de la structure. La méthode de construction de la solution wu;, a
partir de u;,; précédemment introduite est donc validée.

Déplacement ( x150) Mises associées Déplacement ( x150) Mises associées X107
250 3
200 ‘ 25
150 2
1.5
100
1
V 50 05
Figure 111.9 — (upe — up1) et contraintes Figure 11.L10 — (up1 + Gpe — up) et
de Von Mises associées contraintes de Von Mises associées
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3. Comparaison des solutions discrétisées

La figure I11.11 montre, pour E € {1,2,3,4}, la bonne concordance des solutions
Upy, Sur OQp et w,,  sur 0Qg N W. En fait, ceci est dit & une bonne régularité des

. —Ey . s . .
fonctions {wi } si on ne considére que leurs valeurs aux points W, points de Gauss
des éléments d’interface.

1.5 25
E=1 2
2
9
T <
@ 9,Q @
2 1 2 15
8 o5 & g
© ©
a a 1
19 3
[a} [a}
0
0.5
-0.5 0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
—— Solution uh1
*  Solution uh2 sur W
0.4 1
0.2 3 4
0.5
g 0 2
=4
[
E .02 e 0
s 8
< ]
g_ -0.4 S 05
[
[a}
-0.6 0,9 a
-1
-0.8
-1 -1.5
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
abscisse curviligne abscisse curviligne

Figure I11.11 — Composantes horizontales de uy;,, sur Qg et upz, sur 02y NW pour
E € {1,2,34}

B Convergence de la méthode LATIN

Le probléme est ici résolu par la méthode LATIN monoéchelle. La figure [11.12 montre
les courbes de convergence de I'algorithme itératif pour les discrétisations hl et h2.

= Discretisation h2
—+— Discretisation h1
\
10" k| 1

ol "

Erreur relative sur les quantités d'interface (norme L2)

e

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Iteration

Figure I11.12 — Erreur relative en fonction des itérations de la méthode LATIN mo-
noéchelle pour les discrétisations hl et h2

La convergence est trés mauvaise pour la discrétisation h2. La figure 111.13 montre
la différence entre les déplacements a l'itération 5000 et les déplacements a l'itération
100 sur la sous-structure 1. Cette différence ressemble fortement a une combinaison
des fonctions @ Les perturbations de la solution dans les zones a forts
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

gradients sont difficilement captées par 1’algorithme itératif et détériorent
donc sa convergence.

Deplacement ( x500) Mises associées

N ”
60
40
20

Figure II1.13 — Différence entre les itérés 5000 et 100 de l'algorithme itératif sur la
sous-structure 1: (up2, 5000 — Un2,,100) €t contraintes de Von Mises associées

3.2.3 Condition d’égalité des solutions u;, et v,

Proposition 111.6 w,, = u;, si et seulement si, VE € E, Vi € 1},

/EhlE-gfdszo

g

U Preuve : En injectant ZEGEJGI% aiE*%E comme champ virtuel dans le probléme
[11.2 discrétisé dans Uy, X Fpy a4, on obtient

aup,, Y, oYl =10 Y aP el =0(E,, Y o))

E€E, il E€E, il EEE, iy,

Le premier membre correspond au second membre du probléme [I1.8 définissant la
différence entre les solutions. Pour qu’elles soient égales, il faut donc que le second
membre s’annule, ce qui termine la preuve. [

La condition d’égalité est donc simplement que les efforts F,; ne travaillent
pas avec les déplacements {gf } EeE,iery- On retrouve la condition nécessaire a la
construction d’un champ d’effort dans Fjs de la proposition |11.2. En d’autres termes,
si la solution en déplacement garantit I’existence d’un champ d’effort "physique" as-
socié, alors les solutions en déplacements w,; et u,, sont identiques. Ceci est bien
entendu une anomalie de discrétisation. Dans les zones a faibles gradients, le tra-
vail de F,; dans les déplacements trés oscillants {%E } tend bien sir a s’annuler,
et ce d’autant plus qu’on raffine le maillage. Cependant, ce travail peut étre non
négligeable dans des zones a forts gradients et en particulier dans les zones de dis-
continuité de F'; (dans les coins 012N €2 par exemple). On peut d’ailleurs observer
sur la figure |11.8 que les solutions sont le plus éloignées au niveau des deux coins.
Ces perturbations sur les déplacements restent cependant négligeables,
comme on a pu le constater sur ’exemple précédent. Nous allons & présent voir que
ceci n’est plus vrai en ce qui concerne les efforts, pour lesquels on peut obtenir des
résultats tres éloignés de la réalité.
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3. Comparaison des solutions discrétisées

3.3 Comparaison des solutions en effort
3.3.1 Construction de F,, a partir de (u,,,F},;)

Proposition 111.7 Connaissant la solution (uy,,F,;), la construction de F,, est dé-
finie par le probléeme suivant :

Trouver Fy ,q € Fra qui vérifie: Vuy, € Uy,
* * —F *
b(Epootiy) = b(Epup) +a( > oY up) (111.9)

E€EE, iclY,

[ Preuve : 1l suffit de soustraire les premiéres équations des formulations mixtes
[11.2 discrétisées et de tenir compte de I'expression (Il1.7) de la différence entre les
déplacements. [J

Proposition 111.8 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse construire
Fo € Fro a partir de la solution (u,,,F),) est la suivante: VE € E, Vi € 1Y,

/Eh1E~£Eds—O

L’intereffort est alors défini modulo un élément de NL,.

[J Preuve : Cette condition étant respectée, on a vu dans la proposition 1.6 que
les coefficients aF sont nuls. On a donc orthogonalité du second membre par rapport
a N},. On peut alors reprendre la preuve de la proposition [l1.2. [J

La conclusion est la méme que pour la proposition [l.2: il est impossible de
définir a posteriori les efforts I',, & partir de la solution (u,,,F;). En effet,
méme si on admet qu'une solution au probléme défini dans la proposition I11.7 existe,
ce qui exige 'annulation du second membre Vu; € Nj.,, alors les efforts /7, ne seront
définis qu’a un élément de N7, prés.

3.3.2 Exemple

On reprend 'exemple précédent du bloc en traction-flexion.

B Analyse de la solution
La figure I1l.14 montre pour E € {1,2,3,4} les distributions de F,; sur 0Qg et de
Fy, sur 0QpNW.
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5000 2000
1000
0

-5000 -1000

Effort
Effort

-10000 -2000

-3000

-15000
-4000

-20000 -5000
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

—— Solution Fh1
*  Solution Fh2 sur W

15000 3000

2
10000 000

1000

Effort

5000

Effort

0

-1000

Figure 111.14 — Composantes horizontales de Fj,, sur 0€Q2g et de Fjo,, sur 02y N W
pour F = {1,2,3,4}

La solution F,, présente de fortes oscillations qui sont particuliére-
ment marquées a proximité de la singularité "coin", la ou la solution en
déplacement était la plus perturbée.

B Convergence de la méthode LATIN

La figure I11.15 montre la différence entre les efforts a l'itération 5000 et les efforts
a l'itération 100 sur I'ensemble des interfaces. On remarque encore que ce sont
bien des modes parasites trés oscillants qui détériorent la convergence de
P’algorithme.

600 . % 150
1 2,
400 * 100
% * *
2000 * N 500 .
£ * % * £ *
2 0 *********** 2 0 kR
u o * u « *
-200 * -50 .
* *
* *
-400 * -1001 * *
* *
-600 * -150
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
800 150
3 * 4
600 L 100 E—
*
400 L sof * *
£ 200y * £ *
ﬁ serkppkk ¥ * g0 *
0 K « w *
*
200} * * * wsor *
* * *
*
-400 * 100 * *
600 * s -150
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figure I11.15 — Différence entre les itérés 5000 et 100 de Dalgorithme itératif:
(Fh2,5000 — Fro100) sur 0Qp, £ € {1,2,3,4}

Remarque 111.4 Les perturbations en effort et en déplacement sont en réalité liées.
—1 .

Par exemple, on peut noter que sur 012, yz = El Le second membre associé dans

Vexpression (111.9) a donc sensiblement la forme de yzl sur 01€2. On peut alors voir
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3. Comparaison des solutions discrétisées

sur la figure 111.16 Ueffet cumulé sur F',, d’une telle perturbation.

. Effort Fo

ARV aa e

Fonction

Figure I11.16 — Effet sur la distribution de Fj5 d’une perturbation oscillante sur les
efforts généralisés

3.4 lllustration des anomalies sur un probléme de contact uni-
latéral avec frottement

50 MPa
VIl
> | 5 : <€
—> : ! :
e
g—> 1 ] 1
) T SN I .
L T
— e
- : ] :
— | e

Contact avec frottement

Figure I11.17 — Probléme de contact avec frottement

Nous considérons ici la résolution d’un probléme de contact avec frottement. Sur
la figure I11.17 est présenté un probléme classique de compression d’un bloc élastique
avec conditions de symétrie sur la frontiére droite et des conditions de contact avec
frottement sur la partie inférieure. Le domaine est décomposé en 4 x 4 sous-domaines.
On considére des éléments finis Py pour les déplacements. Sur chaque interface, le
maillage comprend 8 éléments.

3.4.1 Solution Fj;

Comme on I’a montré dans la proposition I11.3, les multiplicateurs d’une discré-
tisation P; ne sont pas définis de maniére unique aux noeuds coins: ils dépendent
donc de la technique de résolution choisie. Seuls les efforts généralisés aux noeuds
associés sont bien définis. On montre sur la figure 111.18 la distribution des efforts
F,, sur les interfaces de contact.
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Figure I11.18 — Distributions de F,,; et de u,; sur les interfaces de contact
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Figure 111.19 — Distributions de F,; et de u,, sur les interfaces de contact : maillage
raffiné

La décomposition d’un tel probléme de frottement engendre des singularités "fic-
tives" aux extrémités des interfaces de contact. Les coins de plus forte singularité
sont ceux qui correspondent a une transition interface adhérente /interface parfaite.
On remarque d’ailleurs que les singularités se reportent essentiellement sur 'effort
tangentiel. Cependant, les efforts généralisés associés a ces multiplicateurs sont par-
faitement réguliers. Cette discrétisation reste cependant insatisfaisante puisqu’elle
demande un post-traitement global des multiplicateurs afin de représenter fidéle-
ment la réalité. De plus, lorsque le maillage est raffiné (16 éléments par interface),
les oscillations persistent avec la méme amplitude (figure 111.19). Les déplacements
sont quant a eux trés satisfaisants.

Les singularités "fictives" sur les interefforts apparaissent aux noeuds ou sont
connectés plus de 2 sous-domaines. Une interface a pour I'instant été définie comme
une intersection de mesure non nulle entre deux sous-domaines. Une modification
classique, opérée dans la méthode FETI de base, consiste a considérer également
comme interface une intersection de mesure nulle [Rixen et al., 1999]. L’espace des
multiplicateurs de Lagrange est donc augmenté (figure 111.20). Les conditions de
continuité ajoutées sont bien str redondantes mais cette modification permet d’an-
nuler les singularités "fictives".
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3. Comparaison des solutions discrétisées

Figure I11.20 — Modification de la discrétisation hl: ajout de multiplicateurs aux
coins

Cette modification ne pose pas a priori de problémes pour le cas des interfaces
parfaites. Cependant, dans le cas de comportements d’interfaces complexes, en par-
ticulier pour le cas du contact unilatéral, il devient trés compliqué de définir une loi
sur ces nouveaux multiplicateurs.

3.4.2 Solution Fj»

Dans le cas de la discrétisation Py, on n’observe plus les grandes irrégularités aux
extrémités des interfaces. Cependant, de fortes oscillations apparaissent (figure
[11.21).
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Figure I11.21 — Distributions de F,, et de u,, sur les interfaces de contact

La naissance de ces oscillations peut encore étre attribuée a 'existence d’une
transition entre des interfaces de nature différente. Ces transitions sont par exemple
les transitions contact /interface parfaite ou encore contact/décollement, endroits ou
I'on a une discontinuité de I’effort et une contribution non nulle du travail de l'effort
F',, dans les déplacements gf . On peut d’ailleurs remarquer qu’on aura existence

de fonctions gf sur un sous-domaine E comprenant une interface décollée et ce
quelle que soit la parité de Card(0Qr NW). Cependant, ces oscillations tendent
a s’annuler lorsqu’on raffine le maillage, ce qui est confirmé sur la figure I11.22.
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Figure 111.22 — Distributions de F,, et de u,, aux points milieux des éléments des
interfaces de contact : maillage raffiné (16 éléments par interface)

4 Explication des anomalies numériques

4.1 Probléme dual discrétisé

On rappelle que la solution discrétisée en déplacement u;, = € U g sur une sous-
structure E doit vérifier

/e(gZE) : Ke(yy,,)dr = /ingE ds + / E, -u_ds, Vu, €W, (111.10)
QE QE oNg

Proposition 111.9 Si le champ d’effort I}, = équilibre id sur Qg, alors la solution de
(I11.10) existe et est définie a un mode rigide ag € Ry, g prés. Elle vérifie

WUy 1095 = Undploos T Ane({EFn,}) +ap

01 Uy, 4. ne dépend que de fd. L’opérateur linéaire Ay g est symétrique et positif sur
l’espace des champs équilibrés a zéro.

(] Preuve : 1l suffit de reprendre la preuve de la proposition Ill.1, encore valable
dans le cadre discrétisé. U

Le probléme dual discrétisé revient & minimiser I’énergie

%Z / {EhQE} 'Ah2,E({Eh2E}) ds +

EcE Qg
> / {Fhop} Tpapds — Y / {Fp,} - ugds (I1.11)
EEE@QE EEEamE

sur les efforts £, € Fpaaa équilibrant les sous-structures.
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4.2 Conséquences d’'une mauvaise discrétisation

Les propriétés de la discrétisation h2 énoncées précédemment nous permettent
de constater une premiére anomalie : A2 p n’est pas défini sur F) . En effet,

VE),, € N52,Ev Ang,5(Fa,) =0

Plus généralement, I’énergie des modes trés oscillants tels que ceux ob-
servés dans les exemples précédents est trés mal prise en compte. En
d’autres termes, une sous-structure "ne voient pas ces modes" car elle leur attribue
une énergie tres faible voire nulle. Cette anomalie de la discrétisation a donc deux
conséquences : la premiére est que le probléme de minimisation que ’on cherche a
résoudre perd de son sens et la solution obtenue est physiquement aberrante; I’er-
reur commise sur ’énergie peut étre considérable dans les zones a forts
gradients ou de discontinuité d’effort et engendrer des modes parasites
anormalement amplifiés. La deuxiéme conséquence est que le probléme dis-
crétisé que ’on cherche a résoudre est trés mal conditionné, ce qui peut
fortement perturber la convergence d’algorithmes itératifs.

Nous allons a présent tenter de remédier a ce probléme en proposant une nouvelle
discrétisation.

5 Proposition d’un nouveau type de discrétisation

Nous proposons ici une méthode de discrétisation saine du probléme qui conserve
une vision "physique" des quantités d’interface tout en évitant les anomalies numé-
riques de la discrétisation précédente.

5.1 Principe

Les anomalies numériques proviennent d’une mauvaise prise en compte de modes
parasites oscillants. La discrétisation h2 leur attribue en effet une énergie tres faible,
voire nulle, ce qui est physiquement anormal. I’idée est donc de modifier cette dis-
crétisation afin de mieux rendre compte de ces phénomeénes. L’idéal serait de cal-
culer les déplacements d’une sous-structure associé a un effort discrétisé
non plus de maniére approchée mais de maniére exacte. En d’autres termes,
pour un effort F, € Fj équilibrant la sous-structure E, on voudrait connaitre le
champ de déplacement uy, € Ug, solution de

/s(gg):Ke(gE)da::/id-g*Ed:E—l— /EhE~gEds, Vup € Ug  (111.12)
Qg

Qp oNE

La solution de ce probléme vérifie
Upoa, = g0, T Ap({Fy,}) +ap
ol ag € Ry et ou Ag est Popérateur "exact" défini dans la proposition Il1.1.
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5.2 Proposition d’'une nouvelle discrétisation

Afin de remédier aux anomalies occasionnées par la discrétisation h2, on pro-
pose un nouveau type de discrétisation, noté h3, qui donne une meilleure
estimation de l'opérateur Ag. L’idée suivie consiste 4 décrire les sous-
structures avec un maillage fin relativement a la discrétisation de l’inter-
face. L’effort d’interface sera alors considéré continu non plus sur un seul élément
mais sur un ensemble d’éléments (figure 111.23).

% %

Figure 111.23 — Discrétisation h3: effort continu sur deux éléments consécutifs

Nous noterons (uy3,F,3) la solution du probléme I11.2 dans les espaces d’approxi-
mation Ups X Fs 4q. Cette modification peut étre vue aussi bien comme une
sous-intégration des quantités d’interface que comme une sur-discrétisation
des quantités relatives aux sous-structures.

On peut reprendre I’étude de la forme bilinéaire by sur les nouveaux espaces de
discrétisation, soit

by © FuspxWsp — R (11.13)

(EhEﬂghE) — Z_)E(EhE7QhE> = / EhE : ghE dS
00 p\92Q2

Nous définissons également ses noyaux

Y

Nisp = {tpp € Wnp /bp(F,, w,,) =0, VE, €Fpnr} (ll14)
—F — — —
Nh3,E = {EhE c :}’h?),E / bE<EhE7QhE) = 0, V@hE c uhgyE} (|||15)

Proposition 111.10
—F
Nh3,E = {0}

[0 Preuve : Raisonnons en 2D dans le cas d’une discrétisation Py en déplacement et
Py en effort. L’effort est considéré constant sur deux éléments consécutifs. Supposons

qu’il existe F', € ﬂfg,’E non nul. £, est donc non nul et constant sur deux éléments
consécutifs (propriété de la discrétisation h3). Le champ w,;, valant zéro sur tous les
noeuds de 09 sauf au noeud commun a ces deux éléments vérifie EE(EhE y,.) # 0.
Ceci contredit 'hypothése de départ. Ce résultat reste bien str valable si I'effort
est considéré constant sur plus de deux éléments. Il reste également valable pour
des degrés d’interpolation supérieurs. En 3D, il faudra cependant étre attentif a la
maniére d’opérer la nouvelle discrétisation. [
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Une conséquence plus générale de cette nouvelle discrétisation est que 1’énergie
des modes d’interface est mieux approximée. Les efforts fortement oscillants
se voient par exemple attribuer une grande énergie.

Remarque 1.5 On pourrait reprendre exactement le méme raisonnement qu’aupa-
ravant pour établir le lien entre la solution h3 et la solution hi.

Nous allons voir a présent sur quelques exemples 'influence de cette discrétisation
sur la qualité de la solution et la convergence des algorithmes.

5.3 Etude du bloc en traction-flexion

On reprend l'exemple précédent du bloc en traction-flexion. On rappelle qu’on
considére ici des éléments Py en déplacement.

5.3.1 Description de la discrétisation h3

Soit W, 'ensemble des éléments d’interface. Les éléments de W, sont regroupés
en groupes disjoints de s éléments consécutifs. Notons W7 l'ensemble des groupes
disjoints de s éléments consécutifs. Chaque groupe d’éléments w*® € W7 devra étre
entiérement contenu dans une interface I'gp, £ € E, E' € V. Cette condition
semble évidente car la définition d’un effort égal de part et d’autre d’un coin n’aurait
pas de sens. Ce type de discrétisation suppose a priori que pour £ € Eet VE' € Vg,
Card(W, N T'gg) est un multiple de s. Les efforts sont alors définis constants par
groupe d’éléments de W?7. On définit alors les noeuds moyens d’interface comme les
centres d’inertie des groupes d’éléments w® € W7,

Afin d’étudier cette nouvelle discrétisation, on considére quatre maillages M; pour
les sous-structures (figure 111.24).

(a) (b) (c) (d)

Figure 111.24 — Différents types de maillage: M;(a), My(b), M3(c) et My(d)

Le maillage M; est celui utilisé jusqu’a présent. Le maillage M, est raffiné uni-
formément par rapport a M;. M3 est raffiné uniquement sur le bord. M, est un
raffinement du maillage M; sur le bord. Le tableau Ill.1 donne les caractéristiques
de ces maillages.
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Maillage My, M, Ms M,
Nombre d’éléments par interface 8 16 16 32

Tableau I11.1 — Caractéristiques des maillages locaux

On considére pour chacun de ces maillages une discrétisation sous-intégrée ou
non des efforts. Nous noterons P} les problémes associés. L’indice i correspond au
maillage et 'exposant s au degré de sous-intégration. Notons que s = 1 correspond
a la discrétisation h2, sans sous-intégration. Dans le tableau I1l.2 sont indiquées les
propriétés de ces problémes.

Maillage Pl P} P, Pl P} P} P! P}
Inconnues par interfaces 6 32 32 64 8 16 16 32
Dimension du probléme dual 96 192 192 384 48 96 96 192

Tableau I11.2 — Caractéristiques des problémes duaux P/

5.3.2 Comparaison des solutions en déplacement

On veut comparer les solutions des problémes sous-intégrés et non sous-intégrés.
Nous observerons ici le déplacement associé a 'effort sous-intégré, c’est-a dire le dé-
placement aux points milieux pour s = 1 et la moyenne des déplacements sur deux
points milieux consécutifs pour s = 2.

B Influence de la sous-intégration

Sur la figure 111.25, on compare les problémes Py et P, de méme maillage M, mais
avec ou sans intégration. On remarque une bonne concordance des solutions en
déplacement. La solution du probléme sous-intégré n’est en rien altérée.

25

) N

Deplacement

Deplacement

e
o

-0.5 0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

A Discretisation PO, s=1, maillage M2
* Discretisation PO, s=2, maillage M2

Deplacement
Deplacement

Figure 111.25 — Comparaison des déplacements horizontaux des solutions P} et P2
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B Influence du type de raffinement

On peut a présent comparer sur la figure I11.26 les problémes P! et P pour voir
Iinfluence du type de raffinement. La conclusion est la méme. La distribution des
déplacements moyens d’interface est donc trés satisfaisante et un raffinement du

maillage localisé prés des frontiéres des sous-structures est amplement suffisant.
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4
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Figure 111.26 — Comparaison des déplacements horizontaux des solutions P! et P

B Vers un degré de sous-intégration élevé

Sur la figure 111.27, on observe la solution des problémes P} et PP en terme de
déplacements moyens d’interface. La solution reste tout a fait correcte pour un
probléme global de dimension trés faible. La qualité de la solution obtenue semble
donc trés peu sensible au maillage.
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Figure I11.27 — Comparaison des déplacements horizontaux des solutions P? et P}
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5.3.3 Comparaison des solutions en effort

B Influence de la sous-intégration

Le plus intéressant est d’observer les conséquences de la nouvelle discrétisation sur
les distributions d’efforts. On compare sur la figure 111.28 les problémes P} et P%,
de méme maillage mais avec ou sans intégration. On remarque que la nouvelle dis-
crétisation ne présente aucun phénomeéne parasite en effort. La solution est
parfaitement réguliere.
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Figure 111.28 — Comparaison des efforts horizontaux des solutions P} et P}

B Influence du type de raffinement

Sur la figure 111.29, on compare les problémes P! et P pour voir l'influence du
type de raffinement. On observe encore qu’un raffinement du maillage prés des
frontiéres des sous-structures suffit amplement.
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Figure 111.29 — Comparaison des efforts horizontaux des solutions P! et Py
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B Vers un degré de sous-intégration élevé

Sur la figure 111.30, on peut observer la solution en effort des problémes P} et PS,
qui reste satisfaisante pour des maillages grossiers.
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Figure 111.30 — Comparaison des efforts horizontaux des solutions Pj et P5

5.3.4 Conditionnement des problémes duaux

B Influence du type de raffinement

On peut voir sur le tableau 1.3 le conditionnement des problémes duaux P°.  On
M, M M; M,
s=1 69x10* 1.8x10° 1.1 x10° 3.0x 107
s=2 51x10* 1.5x10° 2.7x10° 7.0x 10°

Tableau I11.3 — Conditionnement des problémes duaux P/

observe un trés mauvais conditionnement des problémes non sous-intégrés (s = 1).
Avec une sous-intégration (s = 2), on observe une nette amélioration du condi-
tionnement qui de plus est beaucoup moins sensible au raffinement. On observe
également que l'influence du type de raffinement (uniforme M, ou localisé sur le
bord Mj) sur le conditionnement est négligeable. Tous ces résultats permettent de
conclure qu’'un raffinement des sous-structures localisé proche des fron-
tiéres permet d’obtenir d’excellents résultats, sans pour autant augmen-
ter de maniére significative la dimension des problémes locaux sur les
sous-structures.

B Influence des degrés de raffinement et sous-intégration

On peut voir a présent sur le tableau Il.5 I'influence du degré de raffinement aux
bords en comparant les maillages My, Ms, Ms et M; (figures (I111.24,111.31)) pour
plusieurs degrés de sous-intégration.
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(a) (b)

Figure I11.31 — Maillages raffinés au bord : M;(a) et M7(b)

Maillage My M
Nombre d’éléments par interface 32 64

Tableau I11.4 — Caractéristiques des maillages locaux

M, M; M M
s=1 69x10* 1.1x10% 1.9x 107 3.2 x 108
s=2 51x10° 27x10° 1.3x10* 6.4 x 10*
s=4 14x10> 48 x10° 24x10° 1.2 x 10*

s =28 X 1.6 x 102 5.1 x 10 2.5 x 10°
s =16 X X 1.7 x 10 5.4 x 102
s =32 X X X 1.8 x 102

Tableau 1.5 — Conditionnement des problémes duaux P;

Il est intéressant d’observer le tableau en diagonale. On peut alors tracer sur
la courbe 111.32 I'influence du degré de sous-intégration sur le conditionnement du
probléme dual de taille fixée. On peut remarquer qu'une seule sous-intégration
suffit amplement (s = 2).

Conditionnement

0 2 4 6 8 10 12 14 16
degre de sous-integration s

Figure 111.32 — Influence de s & dimension de probléme fixée
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5.3.5 Conséquence sur la convergence de la méthode LATIN

On peut voir sur la figure 111.33 la conséquence sur la convergence de 1'algorithme
itératif LATIN ou I'on compare les problémes P! et P7. On observe le gain consé-
quent en terme de taux de convergence apporté par la nouvelle discrétisation h3.
Sur la figure I11.34, on compare la convergence du probléme P? & celle du probléme
avec discrétisation hl sur maillage M;. On remarque que le taux de convergence
est encore meilleur que pour la discrétisation classique hl.

—+ Discretisation P1, maillage M1
—&— Discretisation PO, s=2, maillage M2

—— Discretisation PO, s=1, maillage M1

—~ - Di PO, s=2, maillage M2

Erreur relative sur les quantités d'interface (norme L2)

Erreur relative sur les quantités d'interface (norme L2)

. . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
lteration

L L L L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Iteration

Figure I11.34 — Convergence de la mé-
Figure I11.33 — Convergence de la mé-  thode LATIN monoéchelle pour le pro-
thode LATIN monoéchelle pour les pro-  bléme P? et le probléme associé a une

blémes P! et P? discrétisation hl sur le maillage M,

5.4 Retour au probléme de contact
5.4.1 Observation des solutions discrétisées

On reprend les mémes notations pour décrire les différents problémes associés
aux discrétisations sous-intégrées ou non. On trace respectivement sur les figures
[11.35, 111.36 et 111.37 les solutions en efforts tangentiels et normaux des problémes
P2, P2 et P2
On s’apercoit que dans le cas d’un contact avec frottement, le probléme des os-
cillations est également résolu. L’influence du type de raffinement est un peu plus
marquée mais reste négligeable par rapport aux solutions sans sous-intégration. Ceci
est tout simplement dit au mauvais aspect des éléments de coin dans les maillages
Mj et My. La solution P2, avec 4 inconnues d’efforts par interface donne déja une
solution trés satisfaisante.
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Figure 111.35 — Solution sur l'interface de contact pour P}
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Figure 111.36 — Solution sur l'interface de contact pour Py
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Figure 111.37 — Solution sur 'interface de contact pour P

5.4.2 Convergence de l'algorithme monoéchelle

La figure I11.38 montre la convergence des solutions de P}, P? et PZ. On voit que le
type de raffinement influence trés peu la convergence. Ceci est simplement di au fait
que l'approche de résolution itérative présentée jusqu’a présent capte difficilement les
grandes longueurs de variation de la solution et que celles-ci contribue grandement a
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5. Proposition d'un nouveau type de discrétisation

Ierreur. L’effet de la nouvelle discrétisation ne se fait sentir qu’aprés la convergence
de cette partie de la solution.

—5— Discretisation PO, s=1, maillage M1 |{
/- Discretisation PO, s=2, maillage M2

-a-_Discretisation PO, s=2, maillage M3

Erreur relative sur les quantités d'interface (norme L2)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Iterations

Figure 111.38 — Convergence des problémes P}, P} et P?

5.4.3 Convergence de l'algorithme multiéchelle

Etant données les conclusions précédentes, en utilisant une stratégie multiéchelle,
on devrait pouvoir combiner les deux avantages: multiéchelle et nouvelle discréti-
sation. Sur la figure 111.39 sont représentées les courbes de convergence pour les
problémes P! monoéchelle, P multiéchelle et P7 multiéchelle.

—e— Discretisation P0, s=1, maillage M1, MONO ECHELLE
—/— Discretisation PO, s=1, maillage M1, MULTI-ECHELLE
8 D PO, s=2, maillage M2, MULTI-ECHELLE

Erreur relative sur les quantités d'interface (norme L2)

) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Iterations

Figure 111.39 — Convergence des problémes P} monoéchelle, P} multiéchelle et P
multiéchelle

On remarque que la version multiéchelle sans sous-intégration est plus rapide que
la version monoéchelle lors des premiéres itérations mais ralentit fortement pour la
convergence des faibles longueurs de variation en raison de la présence des modes
parasites. En revanche, la version multiéchelle de la sous-intégration présente une
convergence extrémement rapide et une belle régularité de la solution, sans posséder
les inconvénients d’une discrétisation standard hl.

5.5 Mise en oeuvre pratique de la nouvelle discrétisation

On a vu qu’une seule sous-intégration suffisait amplement & obtenir une bonne
régularité de la solution et une convergence rapide de 'algorithme itératif. De plus,
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[1l. Sur la discrétisation des interefforts en calcul de structures

la sur-discrétisation des sous-structures n’a d’intérét que prés des frontiéres. Nous
proposons ici quelques solutions pratiques de mise en oeuvre de cette nouvelle discré-
tisation. Pour rendre le plus transparent possible cette sous-intégration et conserver
le méme nombre d’inconnues d’interface, nous proposons de prendre la discrétisation
des efforts comme référence et d’opérer une sur-discrétisation des sous-structures en
modifiant les éléments proches des frontiéres.

5.56.1 Deédoublement des éléments au voisinage de la frontiére: "version h"

On peut simplement envisager de diviser les éléments en contact avec la frontiére.

B Cas d’un maillage TRI3 en 2D

Le premier cas de la figure 111.40(a) est un élément en contact avec uniquement une
interface. Le TRI3 est alors transformé en deux TRI3. Dans le cas d’un coin, deux
solutions sont possibles. La premiére est la plus pratique puisqu’on peut traiter une
interface aprés l'autre sans avoir a garder I’histoire de la modification. De plus elle
donne trois TRI3. Cependant, la seconde possibilité offre un meilleur "aspect ratio"

mais donne un TRI3 et un QUA4.

B Cas d’un maillage QUA4 en 2D

Pour un élément en contact avec uniquement une interface (premier cas de la figure
[11.40(b)), on transforme le QUA4 en 3 TRI3 avec cependant un bon aspect ratio.
Pour le coin (second cas de la figure [11.40(b)), deux possibilités sont envisagées.

(a) (b)

Figure I11.40 — Modification des maillages TRI3 (a) et QUA4 (b) au bord
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5. Proposition d'un nouveau type de discrétisation

5.56.2 Création de nouveaux éléments au voisinnage de la frontiére : "version
n
P
Le degré d’interpolation des efforts étant fixé, on peut également envisager la
création de nouveaux éléments d’interface avec une interpolation de degré supérieur
des déplacements sur les éléments de la frontiére. Sur la figure 111.41 sont présentés

les nouveaux éléments définis a partir des TRI3 (a) et des QUA4 (b). Les nouvelles
fonctions de forme peuvent étre vues comme des fonctions bulles.

SRS
L LIL

Figure I11.41 — Nouveaux éléments triangles (a) et quadrangles (b) au bord

Bilan

Dans ce chapitre, on a pu mettre en évidence les conséquences d’'un mauvais choix
de discrétisation dans les approches de décomposition de domaine mixte. Une mé-
thode de discrétisation "physiquement" et "numériquement" saine des interefforts,
simple de mise en oeuvre, a également été proposée. Elle permet non seulement d’ob-
tenir une solution discrétisée d’une excellente qualité mais également d’augmenter
de maniére conséquente les performances des algorithmes itératifs de résolution en
fournissant un probléme discrétisé mieux conditionné.
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Chapitre IV

Introduction d'une troisieme
échelle pour la résolution du
probleme "macro"
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[V. Introduction d’une troisiéme échelle pour la résolution du probléme "macro"

A chaque itération de la stratégie de calcul multiéchelle présentée dans le chapitre
[I, on doit résoudre le probléme "macro" suivant :

~M
Probléeme IV.1 Trouver (E™ W ) qui vérifie
- ladmissibilité statique : F™ € S’ESZLE)M
~M
— Dadmissibilité cinématique : W & W;L%T)’M
— la relation de comportement homogénéisé sur l’espace-temps :
M oM ™M
Fror =LeWgon) + Epagor, E€E

Si le nombre de sous-structures d’espace-temps Qg X (#,t;, ;) devient élevé, le cout
de résolution de ce probléme peut devenir prohibitif. Par exemple, pour le probléme
d’une structure composée de 1000 x 1000 cellules et avec un choix d’espaces macro
classique, la dimension du probléme macro est alors de quelques dizaines de millions ;
une approche directe pour la résolution de ce probléme semble déraisonnable.

Deux approches basées sur I'introduction d’une troisiéme échelle sont introduites
afin de réduire le cotit de résolution de ce probléme macro. La premiére approche est
une véritable stratégie de calcul a trois échelles qui consiste a résoudre le probléme
macroscopique par une méthode de décomposition de domaine mixte inspirée de
la stratégie de calcul a deux échelles. La deuxiéme approche part du constat que
certaines zones ne nécessitent qu'un calcul grossier; ce sont les zones ou la solution
ne présente que de faibles gradients. L’idée est alors d’approximer le probléme macro
en introduisant une cinématique approchée de la troisiéme échelle.

1 Décomposition a trois échelles de 2 x (0,7)

Au niveau spatial, les cellules Qg sont regroupées en "super-cellules" disjointes
Qp,, = UEeEEM Qp, Ex € Eyy, telles que Uy, cg,, Br,, = E (figure IV.1).

Structure Super-cellule Cellule
Q Qp (sous-structure)
1 Qp
N
Ne—"]

Figure IV.1 — Décomposition a trois échelles de la structure €2

La troisiéme échelle est définie au niveau spatial par la longueur caractéristique
Ly des super-cellules. On notera I'g,, = (UEGEE 0Qp) 'ensemble des interfaces
M
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2. Stratégie de calcul a trois échelles

contenues dans la super-cellule F);. Au niveau temporel, elle est associée & une
nouvelle partition de Iintervalle de temps Ty = {1 = (#7707, avec ) =
0 <t! <..<th =T, contenue dans la partition précédemment introduite T,
(figure IV.2).

" " " "
t) t ot ty
- 44—
\—
MM
' '
tj tj+1
—t—t—t—t—
" M "
t I t

Figure IV.2 — Partition "super-macro" T~ de l'intervalle d’étude (0,7")

2 Stratégie de calcul a trois échelles

L’idée est ici de résoudre le probléme macro par une technique de dé-
composition de domaine inspirée de la stratégie & deux échelles proposée
dans le chapitre Il.

2.1 Partitionnement en super-cellules et super-interfaces

La structure est vue comme un assemblage de consituants simples: les super-
cellules et les super-interfaces. Chaque constituant posséde ses propres variables et
équations. Une super-cellule Qg,,, Ey € Ej, est soumise & 'action de son en-
vironnement (les super-interfaces voisines), définie par une distribution d’efforts
ng et de déplacements @%M sur sa frontiere d{1g,,. Une super-interface I'g,, g
entre deux super-cellules Qp,, et Qg génere une relation de comportement entre

(ing ,iﬁw) et @%M ,@% ). Les deplacements wE et les efforts f sur la super—

. . 0,7
interface I'g,, g/, appartiennent respectivement aux espaces VEL Ey E, et Sh EM Eﬁu'

On introduit également 'ensemble Vg,, des super-cellules voisines de Eyx, Vg, =

{Ey € {Eun B Ea} [ mes(0Qg,, NI, ) # 0}. Etendu a I'ensemble des voisins

T),M

] 1 (07 (OvT)vM 3
de E), cela conduit aux espaces produits V""" et G, p° . Les variables asso-

s 0,7),M
ciées a une super-cellule £y, sont les efforts macro EAE/[M = {E%}EeEE € 3’2 E]\)4 ,
M ’
, M oM 0,7),M . . ,
les déplacements macro W, = <W eEW ainsi que les déplace-
—EM —~F h,EM Y
EGEE]W
~M N . .
ments wp, et efforts fM sur sa frontiére. L’ensemble de ces variables sera noté
Enm

) g(01).M

M
SEM (WEM7wEMaFEM>f Sh k.,
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[V. Introduction d’une troisiéme échelle pour la résolution du probléme "macro"

2.2 Reformulation du probléme macro

2.2.1 Notations et préliminaires

Pour Ej; € Ejy, on note E;LOE?ALM = W;LOET]SIM X V,(SgAL’M et F,gOgA)lM = H’ElO,ETA)l’M X

(0,7),M
Sh,EM :

. ._ . NM ~ . . . .
Définition IV.1 Un couple (W ,Q%M) € E,SOE?ALM est dit cinématiquement admis-
stble sl vérifie:

~—M =M
- VE € Eg,,, VE' € (Vg NEg,), Wy =Wy sur I'gp (interfaces intérieures)
~M "
- Wy, = w%ﬂ sur 0Qg,,

0,7),M
On notera Eé A)Jad lespace correspondant.

Définition IV.2 Un couple (E%M,igM) e ngOETJz[M est dit statiquement admissible
sl vérifie :
- VE € Eg,,, VE' € (VgNEg,,), F +F5 = 0 sur Ugg (interfaces intérieures)
- E%M :igM sur 0Q2g,,

(OvT)vM )
On notera ¥} 5", Uespace correspondant.

" oM ~m (0,7),M o ,
Proposition IV.3 Un couple (Wp g ) € B, est cinématiquement admis-

sible si et seulement si

* * * M x M
WE P e S [ B, sde= [ s

E€EBM 0 5% (0,T) 9, x(0,T)

Proposition IV.4 Un couple (E]\E/[M ,ng) € FELOETA){M est statiquement admissible si

et seulement si

—~M* Y M~ . M*
v @) e B, S / F¥ W dsdt= / ™ ds dt

=—Eum
BEEB\ 90 5 % [0,T] 905, x[0,T]

Initi Y N - . .
Définition IV.5 s} = (W @%/I ’EgM’ng) c S,SOETALM ost dit Ey-admissible
sl vérifie :

— Uadmissibilité statique : (E]\E/[M ,ij‘gM) c Fgogl\l]\fd

/—\_/M -
— Vadmissibilité cinématique : (W, ,ng) € Egogﬂl]a‘/fd

) 5 (O»T)»M
L’espace correspondant est noté Sy " ;.
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2. Stratégie de calcul a trois échelles

2.2.2 Probléme macro

Le probléme macro de référence IV.1 peut alors étre réécrit de la maniére sui-
vante :

Probléme IV.2 Trouver s™ = {s}/ }pueg,, avec sy (WEM, EM,FEM,fEM) €
QODM
iy qui vérifie:
— UEy-admissibilité de S%M, Eyv € Eyy,

— le comportement des super-interfaces, les conditions auzx limites étant des cas
particuliers,

— la relation de comportement.

2.3 Description a deux échelles des quantités macro sur |’espace-
temps Q2 x (0,7)

2.3.1 Définition des variables "super-macro"

L’idée est de construire des espaces "super-macro" pour les efforts et déplace-
ments sur la frontiére de 2p,, de la méme maniére qu’on avait construit 1'espace
macro sur une cellule. Considérons I'interface I'g,, g entre deux super-cellules £y,
et £, ; on choisit alors des espaces de dimension finie dans lesquels les déplacements
et efforts super-macro seront recherchés, soit

(0,7),M,M

hEspE}, et

9h EME’

Ces espaces sont pris compatibles avec la dualité force-vitesse et tels que la forme
bilinéaire "travail super-macro" définie sur WEIOET {\E{M X Hfgzogﬂ)d%wM soit non dégéné-
rée. De la méme maniére que pour les parties macro, les parties super-macro sont
définies comme les meilleures approximations au sens de la forme bilinéaire travail

sur I'interface I'g,, &/

Définition IV.6 Les parties super-macro (QM’M,iM’M) € VhEMJ]‘;,M X

T),M T),M P
Sh EME/ ( M i ) hOE]\)JE/ 9;351\)4’%[ sont définies par les expressions
suwantes
MM* (.MM _ M, M* ),M,M
f -(w )dsdt—O vf EShEME,
FEMEf\/[ X [O,T]

/ (1M = M) MM dsde =0, VM e vt

Upy e, (0,77
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[V. Introduction d’une troisiéme échelle pour la résolution du probléme "macro"

La définition 1V.6 conduit naturellement a la propriété de découplage suivante du
travail macro sur I'interface I'g,, B,

/ M ds dt = / (f1N @M g M M) ds dt
Ty, X10.T] Cigy i, <10.T]

(IV.1)

ol on a posé

iM,m _ iM MM g Mm M MM

Les espaces super-macro associés a ’ensemble des interfaces des super-cellules seront
A (OvT)7M7M (OvT)7M7M
notés 'V, et G, )

B Choix des espaces super-macro
Au niveau spatial, on prendra classiquement des fonctions affines par interface super-

macro pour w*M et iM’M (voir chapitre Il, paragraphe 2.2). Au niveau temporel,

on se contentera de choisir des fonctions de type Z;O’T), p € NV, pour la partition

macro Jy. Finalement, w™M (z,t) et iM’M(g,t) sur Uy, mr X M ie{0,.,N —1},
s’écriront sous la forme

ny M p;
Z Z@k,leM’M(@ MM, ageR
k=1 i=1

M,M
Un choix de fonctions {ey " }7=,  pour le cas 2D est représenté sur la figure IV.3(a).
La figure 1V.3(b) représente schématiquement une distribution macro et sa partie
super-macro sur une interface I'g,, B, -

niveau macro

vTTT -— e e

cellule

(a) (b)

Figure IV.3 — Description des parties macro et super-macro sur une interface I'g), g/
(a) fonctions de base super-macro, (b) distribution macro et partie super-macro
associée
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2. Stratégie de calcul a trois échelles

2.3.2 Admissibilité des quantités super-macro

Les efforts super-macro f*"" seront assujettis a vérifier systématique-
ment les conditions de transmission sur les interfaces des super-cellules,
compris les conditions aux limites sur 0,¢). L’espace correspondant est noté
(0.7),M,M . e 1 (0,7, M,M ,
S i De méme, on définit l'espace V; , des déplacements super-macro

vérifiant les conditions de transmission sur les interfaces des super-cellules, y compris

les conditions aux limites sur 0;€2. On définit 'V, OT) sias lespace correspondant a
V;L?a? MM Hour des conditions aux limites homogenes. Les déplacements super-

~M,M . . . 0,T),M,M
macro w '~ seront cherchés systématiquement dans 1’espace \720) .

Remarque V.1 On peut ici imposer l’admissibilité a la fois sur les efforts et les
déplacements puisque le multiplicateur ™ est continu auz interfaces.

2.4 Stratégie de résolution a deux échelles du probléme macro
2.4.1 Principe

La résolution du probléme macro est calquée sur la stratégie a 2 échelles intro-
duite précédemment. Pour cela, le probléme est reformulé de la maniére suivante :

Probleme IV.3 Trouver sM {SEM}EMeEM avec SE (WEM’wEM?F]ngfEM) c
gODM oo
i, qui vérifie:
— UEy-admissibilité de SE EM c EM SEM c Sh()g/gd
AM ||~ Padmissibilité de [V M g GIOTALM

—  Dadmissibilité de wMM MM \7(0 T),M,M

— le comportement des interfaces macro
M — la relation de comportement homogénéisé: VE € E,

~M ~M
E% = Lg (EE) + EE,d

On applique alors la méthode LATIN afin de résoudre de maniére itérative le pro-
bléeme macro V.3 elle consiste a construire successivement des approximations de
la solution dans T'™ puis dans A}! en se donnant des directions de recherche EM i
et EM . Chaque itération de 'algorithme comprend deux étapes, dites locale et
linéaire.

2.4.2 Etape locale macro a l'itération m

N . ~ . /\M
Le probléme consiste & construire s, , € ' connaissant s™ € A}, (sM Smt1/2~

M

. . . . +
sm) doit suivre une direction de recherche EM™ ; pour chaque sous-structure F,; €

135



[V. Introduction d’une troisiéme échelle pour la résolution du probléme "macro"

EM)

—~M*
(07T)7M
VMZEM,e’VVhEM ,

~M o FQM ~M M
> o[ {E BNl W) by dsde=0 ()

E€BEy 90 x[0,T]

et pour chaque interface I'g,, g , E\, €Vg,:

~ M* (0,1),M
Vg, € hEy B,
~M M M =M M M
/ {<iEM - iEM> -1 (wEM MEM)} ‘W, dsdt =0 (1V.3)

FEMEM x[0,7]

ot I'indice m a été omis. 1" est un paramétre toujours interprété comme une visco-
sité "micro" de la super-interface. Un choix trés simple pour 1 consiste & prendre
I'opérateur h™! de la version a deux échelles multipli¢ par un facteur Lys/Las . Le
choix de ce paramétre pourrait étre automatisé.

2.4.3 Etape linéaire macro a l'itération m

Le probléme consiste a construire s2,, € A}’ en connaissant §%+1/2 e .

(S%H -

~

S /2) doit suivre une direction de recherche EM~

V@ EVOT MmUv(OT)MM

)

M

> {un e ) Eeaso o

EMEEM pq 4 x[0,T]

et pour chaque sous-structure Fy; € E,;:

VWEM € Wh EM ,

M M pam =M M
> / (FY —Fp) —LE(Wy —Wyg) Wy dsdt=0  (IV.5)

EEEE M 90 5 % [0,T]

ol l'indice m a été omis. Ce probléme peut étre séparé en deux parties: un probléme
macro défini sur chaque super-cellule, ainsi qu’un probléme "super-macro" défini sur
tout le domaine d’espace-temps étudié. Remarquons pour cela que la relation (IV.4)
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2. Stratégie de calcul a trois échelles

peut étre réécrite de la maniére suivante :

v e VELO,T),M’
~M M QM o M*
Z / { (iAE/[M o iE‘M) + 1M (wEIM - wE]M) } "Wgy, dsdt =

EMEEM go, “x[0,1]

~M,M - M*
> Sy, g, dsdt (IV.6)
EMEEM g0, 'x[0,T]
~ M, M* (0,7),M,M CMME Ly _
Vw €Vio , Z Wg, - iEM dsdt =

EmMEEM pay x[0,T]

> [ E Radsa (v.7)

EMEEM (90, n20)x[0,T]

~M,M L

ou le multiplicateur de Lagrange f appartient a l’espace SEO’T)’M’M des efforts
super-macro sans contrainte particuliére. L’équation (IV.7) exprime I’admissibilité
des efforts super-macro au sens faible.

2.4.3.1 Probléme macro défini sur Qpg,, x (0,7)
Le probléme macro associé a la super-cellule {2g,, peut étre écrit:

—~M
3 M _ ~M oM M or),M .o
Probléeme IV.4 Trouver sy = (Wp, wp Fg, ,iEM) €8S . qui vérifie:

- S%IM est Eyr-admissible

— les directions de recherche (IV.6) et (IV.5).

Le probléme macro V.4 est linéaire. Comme la direction de recherche (IV.6) est
locale a la frontiere 0€g,,, il conduit a une série de problémes indépendants par
super-cellule.

B Formulation variationnelle du probléme macro défini sur Qg,, x (0,7)

—~M ~ . .
Formulons le probléme macro sur le couple (W, - ,ggf). Pour cela, on écrit ’admis-
sibilité statique de (E%M ,f\E/[M) sous forme faible, définie dans la proposition V.4, en
y injectant les directions de recherche (IV.6) et (IV.5). Le probléme s’écrit alors:
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[V. Introduction d’une troisiéme échelle pour la résolution du probléme "macro"

NM ~ . .
Probléme IV.5 Trouver (W aﬂAE/[A/[) € Egogzajjgd qui vérifie :
(0,1),M
V(WEMawEM) S D7

L M* —~M . M* .
> / W, -LEW,)dsdt + / @g{-lM@]gMdsdt:
ECEEM 005 x10,1) 992, x[0,T]
- M*

— ~M
- > / Wy - Fpgdsdt+

BEEB\ 90 1 % [0,T]

L M* [ ~M M ~M,M
/ wEM.<iEM+1MwEM+zEM )det

GQEM X [O,T}

B Définition d’opérateurs homogénéisés sur Qp,, x (0,7)

Proposition IV.7 Si1M est défini positif, alors le probléme macro (IV.5) admet une
et une seule solution telle que

M,M o f MM ~M,M
Legiom = Lo Unyom) + Leyaom (IV.8)
~ M,M _ ~M,M ~M,M
Weyl1) = LE,, (iEM\((],T)) + Wk, d0,7) (IV.9)
N ~M7 /\M,M QM,M 3 ey ~M
ot iEM € Sh EM fEM’d et W,, 4 dépendent de S, et de {Fp 4} pery,, -
L] Preuve : Le probléme étant linéaire et de dimension finie, il reste & mon-

trer l'unicité de la solution. La différence entre deux solutions de (IV.5), notée

—M
~M - .
(AW Awy ), vérifie clairement

> AW, - LE(AW ) ds dt + A, 1AW, dsdt =0
EEEBN 90 5 % [0,T) 00, , x[0,T]
Etant donné la propriété de positivité de L montrée dans la proposition 11.17 et la
positivité de 1, on a séparément
M M
/ AWy -LE(AW )dsdt =0, VE € Eg,,
8QE><[0,T]
~ M M
et / Awg, - IMAQEM dsdt =0
BQE]\/I X [O,T}
D’ aprés les propriétés de LL, la premiére équation nous fournit que VE € Eg,,,

AWE € fRW(OT . Comme 1M est défini positif, la seconde équation nous donne

AwEw = 0 sur d€2g,,. Le couple (AVVEM,AUJE]L ) étant admissible, AEEM est donc
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défini par des modes rigides par sous-structure s’annulant sur le bord 0€2g,,. Il s’an-
nule donc sur les cellules adjacentes & 0€2g,, et par continuité sur les interfaces
intérieures, il s’annule sur toutes les interfaces. Ceci termine la preuve. [J

Lf (resp L% ) est un opérateur linéaire de SéogMMM dans 92?’,;3;1” (resp.
de 9h EM ans VELOJQIM)- Ils peuvent étre interprétés comme des opérateurs de

comportement homogeénéisé sur la super-structure d’espace-temps Qg,, x (0,7). Ils

sont calculés en résolvant une série de problémes macro sur Qg,, x (0,7') ot I'on prend

. +M.M . (0,1),M,M
successivement pour f_ = les fonctions de base de Sk, . On peut montrer
—En ’

que les opérateurs LJ,;M et LE =~ possedent des propriétés identiques a celles des
opérateurs LL et LYY définies dans les propositions 11.17 et 11.18. En particulier, on
peut déduire des relations de comportement homogénéisé (IV.8) et (IV.9) la relation
de comportement homogénéisé suivante :

MM fopwl (MM MM foywt (MM
iE‘M|(0,T) LEMLEM ( WE(o, T)) T iEM,d|(0,T) a LEMLEM (wEMdl(O T))

Le probléme macro est semblable au probléme macro de la stratégie a deux
échelles a ceci prés qu'un terme de "viscosité" bord est ajouté et que les chargements
sont plus complexes. Son traitement ne pose aucune difficulté particuliére.

2.4.3.2 Le probléme super-macro
Le probléme super-macro peut étre formulé de la maniére suivante :

Probleme IV.6 Trouver (fMM ™My vérifiant

— ladmissibilité statique : fMM € Shoa? MM

— Dadmissibilité cinématique : 0™ e V(O T),M,M

— la relation de comportement homogenezse sur lespace-temps : VEy € Eyy,

)

MM _ 1 f w1 (~MM ~M,M ¥ w-1 ~M,M
iEM - LEMLEM (wEM ) + iEM,d - LEMLEM (wEM,d) (IV.10)

Ce probléme peut étre formulé simplement sur le déplacement super-macro @™
en injectant la relation de comportement (IV.10) dans la relation d’admissibilité des
efforts super-macro (IV.7). Ce probléme posséde exactement les mémes propriétés
que le probléme macro défini dans la stratégie a deux échelles. En particulier, il
admet une unique solution.

Remarque V.2 Ce probléeme est identique, dans sa structure, au probléme macro
défini dans la stratégie a deux échelles. On peut alors sans difficulté appliquer une
technique de résolution itérative identique a celle présentée dans ce chapitre, ce qui
conduirait a une stratégie a quatre échelles. D’un point de vue informatique, le pro-
gramme pour la résolution du probleme super-macro serait exactement le méme que
pour celle du probléeme macro.
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2.4.3.3 Résolution de I'étape linéaire macro du probléme macro

M, M
On résoud tout d’abord un ensemble de problémes macro pour calculer f et

LEnd
AMM ~ . 2 M N 7
Wg,,q- Ces problémes sont indépendants et conduisent donc a un nouveau degré

de parallélisme. Connaissant ces champs, on résoud un probléme super-macro pour
MM ~M,M . e,
calculer (™" .w™™). De la relation de comportement homogénéisé (IV.9) on en

~M,M
déduit le champ f . On peut alors résoudre un nouvel ensemble de problémes
macro afin d’obtenir la solution compléte si’ ; a I'itération m.

L’algorithme de résolution a deux échelles du probléme macro est synthétisé dans le
tableau IV.1.

Tableau 1V.1 — Stratégie de calcul & deux échelles pour le probléme macro ([e]:
phase parallélisable)

» Pré-traitement:
[¢] actualisation de 1 et calcul des opérateurs homogénéisés Lf . et L,
° assemblage du probléme super-macro

» Initialisation s}/ € AY

Boucle sur m = 0...my02 :

» Etape locale: calcul de S; +1/2 eTM

[e] Résolution de problémes locaux sur les super-interfaces I'g,, m, Em €
EM/, ng € VEM :
~M ~M

~M ~M
— calcul de (iEM,erl/z ,wEMmH/Q) et (fE;meJrl/2 7wE§M,m+1/z)

» Etape linéaire: calcul de s}/, € Al

[e] Résolution de problémes macro définis sur Qg,, x (0,7), Ey € Epy:
~M,M

— calcul de fE ami1 LBy dm

e Résolution du probléme super-macro défini sur Q x (0,7):

~M,M
— calcul de f

[e] Résolution de problemes macro définis sur Qg,, x (0,7), Ey € Ey

A]W | |

» Critére d’arrét basé sur ||}/, — Smt1/2

2.5 Convergence de |'algorithme

Cette stratégie de calcul vérifie les hypothéses usuelles de la méthode LATIN;
en effet, on a:

Proposition 1V.8

o V(SM A/M) c ™ « FM, (/S\M —/s\’M),(/S\M —/S\'M)> >0 (|V 11)
° V(SM ) c AM % Aéw, << M /M>7(SM - /M>> <0 .
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(0,7),M (0,17),
), ><S

ou (, ) désigne la forme bilinéaire de S M dans R définie par :

"My = > > / (Y- W+ PRV ) dsdt

ExEEM E€ERy 50 % 07]

3 / (ﬁ; Mo wE> ds dt

ExEEnmpq, “x(o,1]

2.6 Exemple: portique hétérogeéne

On considére le probléme 2D d’une structure composite contenant des fissures
(figure 1V.4), décrit au paragraphe 6.1 du chapitre II.

g
L

Fissures :
contact unilatéral
> avec frottement
’ (f=0.2)
—
F—
1—

@ o N »

~

Effort (MPa)

—
—
—

Yz

Cellules Type-ll Cellules Type-I

(a) (b)

- N »

Fs

4 6
Temps (s)

Figure IV.4 — Description du probléme (a) et allure du chargement (b)

La figure IV.5 illustre la décomposition a trois niveaux de la structure testée
dans cet exemple. La structure est donc décomposée en 13 super-cellules, chacune
d’entre elles contenant 36 cellules. Les espaces super-macro contiennent les fonctions
affines par super-interface au niveau spatial (4 fonctions par super-interface) et des
fonctions de type ZgO’T) pour la partition T au niveau temporel. L’étape linéaire
de la stratégie & deux échelles est résolue de maniére incrémentale (voir algorithme
du tableau II.1). La stratégie de résolution itérative présentée dans cette partie est

donc appliquée a chaque probléme macro défini sur Q x IM i € {0,....N' — 1}.

B Description de la solution d'un probléme macro

On s’intéresse tout d’abord au probléme macro défini sur Q x I de la premiére
itération de la stratégie de calcul multiéchelle (n = 1). La figure V.6 illustre la
solution de ce probléme en terme de déplacements w Mot @M’m des super-cellules.

—M
Les figures IV.7 et IV.8 montrent les déplacements macro W des cellules sur la
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Structure

Cellule

Super-cellule

Figure IV.5 — Décomposition a trois échelles du portique

super-cellule 1 (en bas a gauche) ainsi que les déplacements MM ot ™ de sa
frontiére.
+ /_—\ \
< —
\ \ —~— e
: } } | T \
/ / I
v 4 — —

—

!
~
[1J

1
s (.
\ \ /
{
\ \ \\ |\
A~ | G, " LN

(a) (b)

Figure IV.6 — Echelle super-macro - Itération n = 1: déplacements MM amplifiés
100 fois (a) et @™ amplifiés 500 fois (b) a linstant t = 3 s

B Convergence de l'algorithme

La figure IV.9 montre les courbes de convergence de I’algorithme pour la résolution
des probléemes macro des itérations n = 1 et n = 5 de la stratégie de calcul mul-
tiechelle (soit 6 courbes au total). L’erreur relative représente une estimation de la
distance entre deux itérés de 1’algorithme, soit

M +M M ~M
1 ||im+1 - im+1/2||(O’T) LWt = W1 poll0,m)
ETrTm+1 = B Vi ) -
I Tlom 12 o
ol || ||(o,7) désigne les normes L* classiques sur SELO’T)’M et V,(lO’T)’M. [’algorithme

142



2. Stratégie de calcul a trois échelles

, \ \

\

Figure IV.7 — Echelle macro - Itération ) .
— 1. deol WM Figure IV.8 — Echelle macro - Itération
n = 1: déplacements macro W sur n = 1: déplacements ™™ sur la fron-

la S”pef%\ye Let (ifepla'c?mefl‘clé'super— tiére de la super-cellule 1 a l'instant t =
macro w 'sur s.a rontiére a l'instant 3 s (amplification 300)
t = 35 (amplification 100)

est donc assez performant et son comportement ne semble pas dépendre de maniére
significative du probléme macro traité.

T T T
—A- Iteration n=1 - Intervalle macro 1
—-©- lteration n=1 - Intervalle macro 2
—%— lteration n=1 - Intervalle macro 3
-A - Iteration n=5 - Intervalle macro 1 ||
-@ - lteration n=5 - Intervalle macro 2

-% - Iteration n=5 — Intervalle macro 3

Erreur relative

107t

10°

0 f; lb l‘_5 26 2‘5 30

Iteration m
Figure IV.9 — Algorithme itératif de résolution des problémes macro: courbes de
convergence pour les problémes macro de l'itération n = 1 et n = 5 de la stratégie
de calcul multiéchelle

B Influence de la précision de résolution du probléme macro sur la conver-
gence de la stratégie de calcul multiéchelle

Un critére err® étant donné, la résolution itérative d’un probléme macro est stop-
pée deés que err,, 11 < err®. La figure V.10 montre les courbes de convergence de
la stratégie de calcul multiéchelle pour différentes valeurs du critére d’arrét erre.
La courbe de référence correspond a une résolution exacte des problémes macro.
Le tableau IV.2 donne le nombre moyen d’itérations effectuées pour résoudre les
problémes macro pour différentes valeurs du critére d’arrét erre.
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A err‘c =01
er®=0.05

D ent=o0.01
_g_ ert® = 0.001
AAAA Reference
AAL A AAAANBABAA AB\A

ref,
o

Erreur relative e

. . . . .
0 5 10 15 20 25 30
Iteration n

Figure IV.10 — Convergence de la stratégie de calcul multiéchelle en fonction du
critéere d’arrét err® de I'algorithme de résolution du probléme macro

erre 0.1 0.05 0.01 0.001
Mimoyen 3 7 10 16

Tableau V.2 — Nombre moyen d’itérations m,oye, de 'algorithme de résolution du
probléme macro pour atteindre le critére d’arrét err® (moyenne réalisée sur Ien-
semble des problémes macro résolus jusqu’a l'itération n = 30)

On observe donc qu'une précision relativement faible sur la résolution
des problémes macro est suffisante pour obtenir la méme convergence
que la stratégie de calcul de référence. Comme tres peu d’itérations sont géné-
ralement suffisantes pour atteindre ce critére, la résolution du probléme macro par
cette nouvelle technique permet d’obtenir un gain en terme de temps de calcul et
surtout d’envisager le traitement de problémes macro de trés grande taille.

Remarque V.3 Une résolution exacte d’un probléme macro défini sur  x IM de-
mandait l’assemblage et la résolution d’un systeme de taille 12240. Avec la stratégie
itérative proposée, on doit seulement résoudre a chaque itération un probléeme super-
macro de taille 1440 et une série de problemes macro de taille 1008.

3 Approximation du probléeme macro

Comme on a pu le constater dans le paragraphe précédent, une approximation re-
lativement grossiére du probléme macro semble suffisante pour conserver une bonne
efficacité de la stratégie de calcul. Nous proposons donc ici une véritable technique
d’approximation de ce probléme.
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3. Approximation du probléme macro

3.1 Approximation du probléme macro formulé en déplace-
ment

1dé rcher ution du probléme macr .1 sur un sous-

L’idée est de chercher la solution d obléme macro IV.1 s sous-espace
0,T),M,M .- .. 0,T),M R C

W;z ) "bien choisi" de WEI MM e probléme macro approximé s’écrira alors :

~ MM —~M,M
Probleme IV.7 Trouver W = {WE } € W,(SbT)’M’M, qui vérifie :

E€E
—~ M,M* ~M,M* ~M,M ~M
YW € Wg?bT)’M7M7 Z Wge : (Lg (EE ) + EE,d> dsdt =
EEE 501 %[0T

< M,M*
> / W, -F,dsdt

EEE (90 5n020) x[0,T]

—~ MM ) ) . =M
La solution W du probléme IV.7 est une approximation de la solution W du
probléme I1.7.

3.2 Choix de I'espace d’approximation des déplacements
3.2.1 Au niveau spatial

B Super-éléments finis

Les super-cellules peuvent étre vues comme un maillage éléments finis grossier de 2
constitué de quadrangles linéaires. La premiére idée est donc de considérer une super-
cellule comme un super-élément fini. La cinématique super-macro est déterminée par
les mouvements des noeuds de ces super-éléments. Le probléme macro approximé
V.7 prend alors la forme d’un probléme éléments finis standard. La matrice de
rigidité et le second membre sont issus de l'assemblage de matrices de rigidité et
seconds membres élémentaires calculés sur chaque super-cellule.

B Cinématique inspirée des milieux de Cosserat

Cette cinématique fut introduite dans [Loiseau et al., 2002] dans le cas de la statique.
Elle est ici simplement étendue au cadre quasi-statique. On se place dans le cas
2D. L’espace macro sur les interfaces comprend la partie linéaire des efforts et des
déplacements. Le nombre de fonctions spatiales macro par interface est donc n = 4.
Les super-cellules sont encore considérées comme étant des quadrangles. Considérons
une super-cellule 2g,,. Une interface I'g, g, entre Qp,, et Qp , Ey € Vg, est
désignée par ')y, p et q étant les noeuds extrémités de cette interface (figure IV.11).

A chaque coté I'), reliant les noeuds p et q de ce quadrangle, on va associer des
fonctions de base {Q%Z,i\/[}ke{l,,,.74+(2)} définies sur ’ensemble des interfaces I'g,, de la
super-cellule Qp,,. Notons {fs),ff)} les fonctions de forme éléments finis associées
au noeud p pour les deux directions d’espace. La cinématique des interfaces inté-
rieures est alors interpolée a partir du mouvement global de la face I',,, comprenant
les translations {fs) +£((;)}Z'€1’2, la rotation {gf) —fz(f)} et 'extension {gél) _fl(,l)}'
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M

Figure IV.11 — Interface I',, d’'une macro-cellule Qg,,

Les fonctions de base peuvent se décomposer sur la base macro {eM}} | de chaque
interface I'ggr, soit

M1 ak k 4
—pq,kIFEE/ Zﬂlel = ...g4}6 , avec " € R

Notons n,,, la normale sortante a la face I'y4 et n, la normale caractéristique de I'in-
terface I'gps (vecteur propre de l'opérateur d’inertie de I' g/ associé a sa plus grande
valeur propre). L’expression des coefficients des fonctions de base est la suivante :

[ (M L) <1>> | [ < M (2) (2>>
<§1 Py +£q . €19, +£q Tppr
M (1) (1) M (2) (2)
B = |n,, - 1 <§2 L T8, >FEE/ B = |1, - 1y <§2 Py T8y >FEE,
0 0
L O - - O =
— O - r 0 =
0 0
53 = ’ﬂpq 22‘ <eéw,gp(2) — ¢(2)> 6_4 - ’qu 22‘ 0
I P /Tgpp < M (1) (1)>
i 0 ] | \& ¥ Zp Tpp
[ (oM o _ (2>> | '<M (1) _ <1>> |
<§1 790(1 fp Ty Ql 7§0q fp Ty
M (2 _ (2 M 1) _ 1)
5_5: ’npq ny| <§2 2y Zp Tpp 5_6: |npq | <22 2y Zp Cppr
0 0
0 0

N , . . . 2 .
ou (, )p , désigne le produit scalaire naturel sur [L*(Tge)]”. Le coefficient |n,, - n,|
sert a pondérer I'influence du mouvement de I',, sur le mouvement de I'ggr en
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Figure IV.12 — Niveau spatial : fonctions de base "super-macro" associées a une in-
)
terface I'g,, g d’une macro-cellule Qg,,

fonction des orientations respectives de ces interfaces. On peut voir sur la figure
V.12 I'illustration des fonctions de base super-macro.

Remarque 1V.4 Dans le cas dégénéré ou une interface macro I'g, g, ne contient
qu’une seule interface, on ne prendra que les 4 premieres fonctions de base super-
macro, et ce pour assurer l'indépendance des fonctions de base. Dans le cas ou g,
ne contient qu’une seule cellule 2p, chacune de ses interfaces I'py, E\, € Vg,
contient 4 fonctions de base macro. L’espace super-macro sur g, concorde alors
avec l'espace macro de la cellule Q.

3.2.2 Au niveau temporel

L’espace W;LO’T)’M’M pourra étre pris de type ZEIO’T), q € NV, pour la partition

Jp» mais en pratique, on se contentera de garder la méme description que pour les

espaces macro, soit sz’T) = Zg]’T).

3.3 Propriété importante de |'approximation

L’approximation présentée ici ne porte que sur le multiplicateur de Lagrange.

N

Le multiplicateur EM converge vers 0. L’approximer & chaque itération
ne modifie donc pas la solution & convergence mais uniquement le taux
de convergence de la stratégie de calcul. Cette approximation revient en effet
a choisir pour les efforts macro une admissibilité affaiblie & 1’étape linéaire. Par
exemple, en prenant W;B;L?’M’M = {0}, la stratégie est équivalente & la stratégie

monoéchelle, bien siir convergente.

Remarque V.5 Une autre approche plus conventionnelle consiste a approrimer le
probleme macro 11.8 formulé en effort . Dans ce cas, la solution de l’algorithme a
convergence dépend de cette approximation. Cette approche n’a pas encore été testée.
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3.4 Exemple: portique hétérogeéne

On considére le probléme 2D du portique hétérogéne décrit au paragraphe 6.1
du chapitre Il. La figure V.13 représente les maillages super-macro testés dans cet
exemple. On remarquera que le maillage M M;(a) est relativement grossier tandis
que le maillage M My (b) I’est un peu moins. Le maillage M Ms(c) est équivalent au
maillage M Ms(c) mais aucune approximation n’est réalisée proche des zones de coin
et autour des fissures.

(a) (b) (c)

Figure IV.13 — Maillages super-macro: M M;(a), M My(b) et M M;(c)

Le probléme macro est approximé par la cinématique de type milieu de Cosserat.
Au niveau spatial, on aura donc 6 fonctions de base par interface macro, excepté dans
les zones ou le maillage super-macro correspond au maillage macro ou 'on prendra
uniquement, 4 fonctions de base par interface. La figure IV.14 montre I’évolution
de 'erreur relative par rapport a la solution de référence en fonction des itérations
de la stratégie de calcul et ce pour les différents types d’approximation associés aux
différents maillages super-macro. La courbe de référence correspond a une résolution
exacte des problémes macro. Le tableau IV.3 indique l'erreur pour les différents
maillages aprés 10 itérations ainsi que la taille du probléme macro correspondant.

Maillage super-macro | Taille du probléme macro  Erreur aprés 10 itérations
Ref 36720 3.2 x 1072
MM, 2160 7.0 x 1072
MM, 7128 4.2 x 1072
M Ms 12636 3.8 x 1072

Tableau IV.3 — Comparaison des maillages super-macro: taille du probléme macro
et erreur aprés 10 itérations de la stratégie de calcul
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Erreur relative

0 5 10 15 20 25 30
lteration

Figure IV.14 — Evolution de I'erreur basée sur les quantités d’interface en fonction
des itérations pour les différents maillages super-macro

On observe de trés bonnes propriétés de convergence pour tous les maillages
proposés, y compris pour le maillage le plus grossier M M;. On peut également
remarquer qu’en effectuant un maillage super-macro judicieux comme le M M3, on
obtient quasiment la méme courbe de convergence qu’avec le calcul de référence.
L’approximation dans les zones a faibles gradients est donc amplement
suffisante. Ici, en divisant la taille du probléme macro par 5 & 10, on conserve de
bons résultats de convergence. Pour le traitement de structures composites réelles
comportant un nombre trés important de cellules, la dimension caractéristique des
super-cellules est toujours choisie en fonction de la longueur caractéristique de la
solution macroscopique. Ainsi, une super-cellule pourra étre composée de 100, 1000
voire encore plus de cellules. On peut alors par cette technique espérer diviser la
taille du probléme macro par 1000, 10000 ou plus.

Bilan

Dans ce chapitre ont été proposées deux méthodes de résolution alternatives du
probléme macroscopique de la stratégie de calcul multiéchelle qui introduisent une
vision a trois échelles de la structure. Elles permettent d’obtenir une réduction du
cotit de calcul sans pour autant affecter de maniére significative l'efficacité de la
stratégie de calcul multiéchelle. La premiére méthode propose de résoudre le pro-
bléme macroscopique par une stratégie de calcul multiéchelle calquée sur la stratégie
proposée dans le chapitre |l. Elle consiste en fait & résoudre le probléme macro par
une méthode de décomposition de domaine mixte multiéchelle non classique en ce
sens que les variables associées aux super-cellules ne sont pas des contraintes et des
déformations mais des efforts et déplacements macro d’interface. La seconde mé-
thode propose d’approximer le probléme macro formulé en terme de déplacement en
introduisant une cinématique approchée de la troisiéme échelle. Une propriété inté-
ressante de cette approximation est qu’elle ne modifie pas la solution de la stratégie
de calcul itérative mais uniquement sa vitesse de convergence. Cependant, les résul-
tats obtenus lors des tests numériques tendent & prouver que cette approximation
relativement grossiére affecte peu l'efficacité de la stratégie de calcul.
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En réduisant le cotit de calcul du probléme macro, ces méthodes permettent donc
d’envisager le traitement de structures comportant un grand nombre de cellules.
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Chapitre V

Résolution d'une équation
d’'évolution par la méthode
d’'approximation radiale:
plication a la résolution des
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

La description de 'évolution sur I'espace-temps €2 x (0,7') d’une variable physique
u(x,t) se raméne généralement & la résolution d’une équation d’évolution de la forme

Lu) = f

ou L est un opérateur différentiel linéaire. Différentes techniques permettent d’abor-
der cette résolution. Les plus couramment utilisées sont les techniques dites incré-
mentales qui utilisent des schémas d’intégration temporelle classiques. Les méthodes
explicites, peu coiiteuses, manquent cependant de robustesse et nécessitent une dis-
crétisation temporelle trés fine de l'intervalle de temps. Les méthodes implicites,
certes plus robustes, demandent I'assemblage et la résolution de systémes a chaque
pas de temps et conduisent & un cott de calcul prohibitif lorsqu’une solution "fine"
est exigée. De plus, dans le cadre de problémes de multirésolution ou d’une mé-
thode itérative comme la méthode LATIN, on est ramené a la résolution d’un grand
nombre d’équations d’évolution “Ly(u) = fi” ol généralement les Ly et fi varient
peu d’une résolution a l'autre. L’utilisation des techniques classiques devient donc
trés coliteuse et ne permet pas I’exploitation des résolutions déja effectuées.

Une méthode de résolution alternative, basée sur le concept d’approximation
radiale généralisée permet de répondre a ce probléme |Ladevéze, 1999]. Elle consiste a
rechercher une approximation de la solution sous la forme d’une somme de fonctions
radiales, qui sont des produits d’une fonction temporelle par une fonction spatiale.
Une approximation d’ordre m s’écrit sous la forme

m

ulzt) = a(zt) =y M(OUi(z) (V.1)

i=1

Cette approximation a bien str un sens physique trés fort. En effet, les chargements
considérés dans les problémes de physique prennent généralement cette forme. On
peut alors montrer que la solution de certains problémes, comme les problémes de
visco-plasticité, admettent une solution de ce type. On peut citer trois avantages ma-
jeurs de cette technique d’approximation. Tout d’abord, elle permet la construction
d’une base de fonctions spatiales réutilisables dans le cadre de multirésolution. Elle
permet également une réduction du coit de stockage mémoire des variables définies
sur ’espace-temps. Enfin, une méthode de construction adaptée des fonctions spa-
tiales et temporelles permet de transformer un probléme défini sur I'espace-temps
en une série de problémes découplés, définis sur ’espace ou sur le temps. Ceci a pour
conséquence une grande réduction du cott de calcul.

Cette approximation n’est bien sir pas unique. Dans ce chapitre, on propose
une démarche pour définir de maniére rigoureuse cette approximation. Celle-ci sera
ensuite appliquée a la résolution des problémes micro de la stratégie de calcul mul-
tiéchelle.

1 Deéfinition classique de I'approximation radiale

Nous exposons tout d’abord la méthode de construction classique de ’approxi-
mation radiale (voir [Ladeveze, 1999]) afin d’en montrer les limites.
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1. Définition classique de ’approximation radiale

1.1 Préliminaires et notations

On considére ici la résolution d’un probléme d’évolution parabolique classique,
présenté dans I’annexe A. On peut montrer, dans un cadre continu, que ’approxima-
tion radiale de la solution de ce probléme a un sens (voir annexe C). Pour simplifier
I’exposé, on se place dans un cadre discret aussi bien au niveau spatial que temporel.
Au niveau spatial, on pourra classiquement utiliser une méthode éléments finis. n
désignera la dimension de I’espace d’approximation correspondant. Au niveau tem-
porel, on utilisera la méthode de Galerkin discontinue (voir annexe A). Une fonction
u(z,t) définie sur 'espace-temps sera donc représentée par une fonction u(t) définie
sur (0,7) et a valeurs dans R", chacune des composantes étant une fonction scalaire
polynémiale par morceaux sur (0,7'). On notera I'espace correspondant Z,(T,; R"),
ou Ty est la partition de l'intervalle de temps associée a la méthode de Galerkin
discontinue et r un vecteur dont les composantes représentent les degrés d’approxi-
mation sur les intervalles de la partition. On notera

(0, v)o,r) = /VTudt
(0,71

L’équation d’évolution approximée peut alors s’écrire :

Probleme V.1 Trouver u € Z.(T;R™) tel que

(L(u),v)(o,T) = (f,V)(O’T) Yv € Zr(‘Th; Rn)
ou L est un opérateur linéaire défini par L(u) = u+ A(t)u.
Vi € (0,T), A(t) € R™™" est définie positive.

On note Z7) = Z.(Ty; R). L’approximation radiale consiste donc & chercher une
approximation de la solution de V.1 sous la forme

u(t) = Z N(OU;  avee (A, U;) € ZOT) x R™

=1
1.2 Deéfinition classique de lI'approximation radiale

On se place dans le cas d’'une approximation d’ordre 1. On cherche donc une
approximation sour la forme u(t) = A(¢)U. La définition classique de I"approxima-
tion radiale consiste a écrire I'orthogonalité du résidu (£(AU) — f) par rapport aux
fonctions de la forme \V + U, on (6,V) € 70T x R™. Le probléme consiste donc
a chercher (A\,U) € ZOT) % R™ tel que

(LAU)AV +BU)or) = FAV + U)o, Y(B,V) € 20D x R (V.2)

Ce probléme se découple alors en un probléme spatial et un probléme temporel :

(ANI+ (A0AN) U = (EX o)
(UTO)A + (UTAMU)AB) o) = (UTEB) ), VB € 20T
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

La méthode de construction classique de I’approximation consiste a rechercher suc-
cessivement la fonction spatiale et la fonction temporelle, en fixant respectivement la

fonction temporelle et la fonction spatiale. L’algorithme est présenté dans le tableau
V.1.

Tableau V.1 — Algorithme classique de recherche de I'approximation radiale
» Initialisation A(®)
» Boucle sur £ = 0...k42

e Trouver UK+ ¢ R™ vérifiant :

(LAPUEN ABV) oy = (EADV) o), YV ER"

e Trouver \kt1) ¢ Zl(pO’T) vérifiant :

(LAFDUED) gUED) 7 = (£,60%) o1y, V3 € 20D

1.3 Limites de I'approche classique

Nous observons souvent ici la non-convergence de 'algorithme classique du ta-
bleau V.1 (voir exemple 1, paragraphe 4.1.2). En réalité, cette technique de ré-
solution n’est pas adaptée a la définition adoptée pour ’approximation.
Prenons le cas simple ou £ = A, une matrice constante définie positive. Alors,
I'approximation étant définie par (V.2), la fonction temporelle A doit vérifier

fPATHE ) o) = (UTAU) (AN ) o) A
Elle doit donc étre valeur propre de I'opérateur linéaire suivant :
T: A€z T(\) = TA (E N o € 207

Or, dans le cas général d’un opérateur A non-symétrique, T n’est pas symétrique;
il peut avoir des valeurs propres et vecteurs propres complexes. L’algorithme du
tableau V.1, qui correspond dans ce cas a une méthode des puissances appliquée a
T, ne converge donc pas en général.

1.4 Amélioration de la technique de résolution

Afin de pallier le probléme mentionné précédemment, on pourrait étendre la dé-
finition de ’approximation aux complexes ou utiliser une technique de résolution
plus sophistiquée du "probléme aux valeurs propres" inspirée des techniques de type
Krylov. Lors des itérations de I’algorithme du tableau V.1, un sous-espace de fonc-
tions spatiales est généré. Dans le cas ou £ = A, une matrice constante, I’algorithme
est équivalent & une méthode des puissances; le sous-espace est alors un véritable
sous-espace de Krylov. Une amélioration possible de ’algorithme consiste a utiliser
une technique de "type Arnoldi" (voir [Saad, 1992]) qui consiste & orthonormaliser
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2. Définition de approximation basée sur un probléme de minimisation

les fonctions spatiales au cours des itérations. Un probléme aux valeurs propres "ré-
duit" est ensuite résolu sur le sous-espace de Krylov. Il consiste dans notre cas a
rechercher simultanément les fonctions temporelles associées aux fonctions spatiales
générées. L’algorithme est décrit dans le tableau V.2.

Tableau V.2 — Algorithme de type Krylov
» Initialisation \(*)
» Boucle sur k£ = 0...k,42

e Trouver Ui € R” tel que

LOPUL D) NIV o) = EAPV)ry, YV ER”

Orthonogonalisation de U, par rapport a Vect {U;,...,U}

Critére d’arrét basé sur [|[Uj4]|

Normalisation de Uy,

Trouver A&+ € ZOT) tel que

(LA DULL),BU ) 0m) = (£.8Uki)or) , V6 € 20D

» Trouver {\;}¥_, tel que: V{3;}r_,, B € 707)

K K !
(L(Z AU, Z BiU:) o1 = (£, Z B:U3)0.1)
=1 =1 =1

Cette technique permet donc de construire de maniére efficace un ensemble de
fonctions radiales et peut étre intéressante lorsqu’on désire résoudre de maniére
précise ’équation d’évolution.

L’approche classique ne répond cependant pas au véritable probléme
qui est de trouver la meilleure approximation.

2 Définition de I'approximation basée sur un pro-
bleme de minimisation

La méthode classique de définition de ’approximation radiale conduit donc a
une impasse puisqu’elle ne permet pas de définir la meilleure approximation. Afin
de remédier a ce probléme, on propose de définir ’approximation u par un
probléme de minimisation du résidu (f — £(u)). La meilleure approximation
d’ordre 1 sera donc définie par le probléme suivant :

Probleme V.2 Trouver le couple (\,U) € 7T« R minimisant
[[f — LU

L’approximation dépendant du choix de la norme ||| . |||, cela demande bien sir
de définir une norme adaptée a notre probléme. Dans cette partie, on illustre cette
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

démarche sur quelques problémes types.

2.1 Cas ou L = A(t) avec A(t) symétrique

On considére le cas £ = A(t), ou Vt € (0,T), A(t) est symétrique définie positive.
A~! deéfinit donc un produit scalaire sur Z,(J5,; R"™). On choisira alors naturellement,
pour v € Z,(Tp; R"),

V2 = (A V) o) = / V(T AWM v () dt
[0,1]

La meilleure approximation est alors définie par le probléme de minimisation V.2.

B Formulation variationnelle du probléme
L’écriture de la stationnarité de la norme du résidu par rapport a A et a U conduit
a la formulation suivante du probléme V.2:

Probléeme V.3 Trouver (\U) € 7T < R tel que

(A(\U).BU) o) = (£,6U) ), V0 € 20T (V.3)
(A()\U),)\V)(O’T) - (f,)\V)(O’T) y vV S R™ (V4)

Les équations (V.3) et (V.4) conduisent aux relations suivantes:

(UTA{TUIA() = UTE(R)
(A)\,)\)((],T)U = (fa)‘)(O,T)

La fonction temporelle solution du probléme d’approximation devra donc vérifier

(EN iy (ANl A BAN gl (E A 00AE) = (BN 1y (BAN Gl ) (V.5)

(0,1)

B Propriétés de I'approximation

Proposition V.1 Si (\U) est solution du probléeme V.2, alors elle vérifie :
e )\ rend stationnaire et mazimise le quotient de Rayleigh
R(A) = (£:X) {0, (AAN) ol (EN ) 07)
o U= (A\N) o (EN o)
o [If = AU = [I£]* = R(A).

[J Preuve : Introduisons 'opérateur B défini par:
B: A€ ZP = B(A) = (AXN) oy € RV

B(\) est symétrique. La stationnarité du quotient de Rayleigh s’écrit: V3 € ZﬁO’T),

Rl)\(ﬁ) =02 (fJA)%;],T) (A/\/\)Z()%T) (f7ﬁ)(0,T) + (f7/\)%;],T)B/)\<B) (fa)\)(O,T) =0
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2. Définition de approximation basée sur un probléme de minimisation

ou R/, désigne le gradient de R en A. Pour calculer le gradient de B, remarquons
que B = goh avec

hod € ZOT) s h(N\) = (AN ) o) € R
g:XeER™ - g(X) =X € R™"

On aura alors B} (3) = g;,,y(R)(8)). Or, pour X et Y dans R"*", g4 (Y) = —X"'YX"1.
On a donc

B\(3) = B ((ANB) o) + (ABA)0m)B(A)
= —QB(/\)(A/\ﬂ)(o,T)B()\)

La stationnarité du quotient de Rayleigh s’écrit donc:

2 ((ENfom (AANGEB) = 28N BOIBAS)0nBO)EN) 0

= 2 ((f,)\)@T)B()\)AB()\)(f,)\)(O,T))\,ﬁ) 0)
Cette relation s’écrit encore
(EX) (0. (AAN) oy A (AN iy (£ N 0.0y AE) = (£ N {o ) (AAN) (. £ (1)
ce qui est équivalent a I'expression (V.5) du probléme variationnel V.3. On a de plus
If = AQU)* = [If]I]* + T (AAN) 01 U = 2(£,AU) 1)
On vérifie aisément que

U (AN 01U = (£X) (o) (AN iy (£ ) 0.y = R(A)
(£AU) o) = UT(£\) 01) = R(N)

ce qui termine la preuve. [J

La recherche de la meilleure approximation est associée a la maximi-
sation du quotient de Rayleigh R(\). La valeur de ce quotient constitue
donc un indicateur sur la qualité d’une approximation.

Remarque V.1 Dans le cas ou A est constant et symétrique, la recherche de points
stationnaires du quotient de Rayleigh est équivalente a un probleme auzr valeurs
propres classique. On se retrouve d’ailleurs, au choix de la norme preés, dans le
cadre classique de définition de 'approzimation radiale (voir annexe C).

B Méthode de construction de I'approximation
On propose ici un algorithme de résolution du probléme d’approximation qui

consiste & minimiser alternativement sur la fonction temporelle et la fonc-
tion spatiale. L’approximation étant définie par le produit de ces deux fonctions,
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

celles-ci sont définies a un facteur multiplicatif prés. On pourra alors choisir de nor-
mer 'une ou 'autre de ces deux fonctions. A chaque itération, on dispose a présent
d’un critére, basé sur le quotient de Rayleigh, qui permet de savoir si on minimise
réellement le résidu. L’algorithme est présenté dans le tableau V.3. Notons qu’a l'ité-
ration k, on obtient une estimation de I'approximation A**DU®+D Le calcul du
quotient de Rayleigh est trés simple puisque

T
RA®) = UFHDT(F AEHD) gy = (£ AFEDUED) g )

Tableau V.3 — Nouvel algorithme de recherche de I"approximation radiale
» Initialisation A
» Boucle sur & = 0...k02

e Trouver U € R” tel que A® U minimise |||f — LABUED)|||2
k+1)

e Normalisation de U
o Trouver A1 € Z%T) tel que NF+DUEHD minimise
[If — LAEFDTEED) |2

Critére d’arrét basé sur R(AFD)

Dans le cas ou A est constant et symétrique, I'algorithme V.3 est équivalent a
une simple méthode des puissances sur un opérateur symétrique. Il a donc un sens
dans ce cas. En pratique, cet algorithme semble performant dans le cas général.

B Méthode de construction de plusieurs jeux de fonctions

On peut bien str construire les fonctions radiales les unes apres les autres en ré-
actualisant a chaque fois le second membre et en utilisant 'algorithme V.3. Il est
également possible d’utiliser une technique de type Krylov telle que celle présentée
dans le paragraphe 1.4. [’algorithme correspondant est décrit dans le tableau V.4.

Tableau V.4 — Algorithme de type Krylov

» Initialisation A(®)

» Boucle sur £ = 0...k,02
Trouver Uy, ; € R™ tel que A® Uy, ; minimise [||[f — LOA® U, )2
Orthonogonalisation de U, par rapport a Vect {Uy,...,U}

Critére d’arrét basé sur ||[Ujy||

Normalisation de Uy,

Trouver A0 € ZOT) ol que A*+D Uy, 1 minimise
If = LOFDTL )2
» Trouver {\;}X, qui minimise |||f — £(325, AUy |[|?

2.2 Cas ou L = A(t) avec A(t) non-symétrique

On se place maintenant dans le cas ou A(t) n’est plus symétrique. Elle ne peut
donc plus définir notre norme sur le résidu. L’idée est donc d’introduire un autre
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2. Définition de approximation basée sur un probléme de minimisation

opérateur M(¢) symétrique défini positif dépendant éventuellement du temps. On
choisira alors , pour v € Z.(Ty;R"),

V2 = (MY ¥) o) = / V(M) v (t) dt
[0,7]

L’approximation sera donc définie par le probléme de minimisation V.2 avec cette
nouvelle définition pour la norme du résidu. Posons

G = ATM'A
g = ATM™'f

On peut alors montrer la proposition suivante:

Proposition V.2 Si (A\U) est solution du probleme V.2, alors elle vérifie :
e )\ rend stationnaire et maximise le quotient de Rayleigh
R(A) = (8:M) (0,1 (GAN) oy (8N 01)
o U= (GA\N)gp (8N
o [If = LAU)[ = [IIf]l]* = R(N).

[J Preuve : suivre la démonstration de la proposition V.1.[J

L’approximation est encore bien définie et on pourra utiliser I’algorithme du tableau
V.3 pour la construire.

B Choix de l'opérateur M
Un choix naturel consiste & se baser sur 'opérateur A. On pourrait par exemple
prendre la partie symétrique de A, soit

1
M) = (A1) + A®)") = A)sym
L’inversion de cet opérateur est bien str trop cotiteuse. On pourra donc se contenter

d’une approximation plus simple, en prenant par exemple sa moyenne:

1

[0,7]

On peut également envisager une approximation affine en temps pour M~ de la
forme: ; ;
-1 —1 —1

23 Casou L=I4+A

Dans ce cas, qu’elle que soient les propriétés de A, I'opérateur £ n’est pas au-
toadjoint et ne définit donc pas de produit scalaire. L’idée est encore d’introduire
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

un opérateur M(t) symétrique défini positif dépendant éventuellement du temps et
de poser, pour v € Z.(Tp; R"),

V[ = M v.v) o = / v(t)TM(t) " v (t) dt
[0.7]

On posera alors

= LML
g = LM

ou L est I'adjoint de L défini par:
(L(u),v)or) = (WL (V)0 , Ywv e Z(T,R")

Avec ces notations, I’approximation définie par le probléme de minimisation V.2

vérifie encore la proposition V.2 et peut étre construite par I’algorithme du tableau
V.3.

B Calcul de I'adjoint
Dans le cas continu, 'adjoint £* de L est classiquement défini pour des fonctions
nulles en t=T par la formule suivante:

) d 7
L' = ]I% + A
La nouvelle définition de I’approximation fait donc intervenir un probléme du second
ordre en temps. D’un point de vue continu, cela conduit a une plus grande régularité
de la fonction .
L’approximation temporelle adoptée, basée sur des fonctions polynémiales par mor-
ceaux, permet de définir simplement cet adjoint, sans changer le degré de I"approxi-
mation et sans se soucier des problémes de conditions initiales et finales. La définition
de la dérivée temporelle, prise au sens de Galerkin discontinue, permet de définir
une dérivée temporelle "adjointe", notée %* (voir définition A.4 de l'annexe A).
L’opérateur adjoint sera alors défini par
) d* 7
L= ]I% + A

B Choix de l'opérateur M
I1 est intéressant de définir Ml a partir de 'opérateur £ afin de conserver une norme
"physique". Pour cela, on introduit "lI’énergie moyenne" suivante :

t 1

(1= DLW Vo ~ 5

t
T (viv)o) + (1 = 5)Av,v) 1)

T

Cette formule est exacte pour des fonctions continues. Pour des fonctions de Z,(T5,,R"),
la formule exacte fait intervenir des termes de saut aux instants de discontinuités.
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3. Résolution des problémes "micro" de la stratégie de calcul multiéchelle

Cependant, on peut se contenter de cette approximation. Un choix naturel pour M
consiste alors a prendre

1 t
Inverser cet opérateur est bien sir trop cotiteux. On pourra alors se contenter d’en
prendre la moyenne ou bien, par exemple, d’approximer son inverse par la formule
suivante :

M)~ M) - )+ M(T)
— (%%LASW) (1—%)+2t]1

2.4 Bilan

Nous avons proposé une définition saine pour définir approximation
radiale, basée sur la minimisation du résidu. Il a été montré sur différents
problémes types comment construire une norme "physique" sur ce résidu. La dé-
marche présentée ici est bien adaptée au cadre discrétisé en espace. Cependant,
elle est difficilement transposable au cadre continu pour une formulation
classique d’un probléme d’évolution. Elle fait en effet intervenir la notion d’opé-
rateur adjoint dont la définition n’est pas toujours évidente dans le cas d’équations
aux dérivées partielles avec des conditions aux limites quelconques. De plus, cette
formulation de ’approximation exige une plus grande régularité des fonctions. Par
exemple, pour un probléme de diffusion classique, elle demande de considérer des
fonctions de H?(Q) et non plus de H'(S). La discrétisation spatiale a posteriori
sera donc plus cotlteuse, ce qui n’est pas souhaitable. Afin de pallier ce probléme,
on propose de revenir en amont sur la formulation méme du probléme
d’évolution afin de I’écrire, si c’est possible, comme un probléme de mini-
misation "plus simple". Cette reformulation sera rendue possible par 'adoption
d’une vision totalement mixte du probléme. Nous allons voir dans la partie
suivante comment appliquer cette démarche au cas qui nous intéresse : la résolution
des problémes micro de la stratégie de calcul multiéchelle.

3 Reésolution des probléemes "micro" de la stratégie
de calcul multiéchelle

On s’intéresse ici a 'application de la démarche précédente a I'approximation
des problémes micro de la stratégie de calcul multiéchelle présentée dans le chapitre
[I. On se reportera au chapitre Il pour plus de détails sur cette stratégie.

3.1 Formulation des problémes micro

Soit s = {sg}per avec sp = (€,,, Xp W05 YeFy) € Sg?g), I’ensemble des

inconnues du probléme. A l'itération n de la stratégie de calcul multiéchelle, I’étape
linéaire consiste a chercher s,.; € A, connaissant s, 2 € I' et tel que (sn+1 —
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

Snil /2) suive une direction de recherche E~. La décomposition radiale des fonctions
n’a bien sir de sens que si les espaces de travail sont des espaces vectoriels. L’étape
linéaire est donc formulée sur I'incrément As = s, —s,,. En notant AS =,,;1/2—5y,
on peut montrer que cela conduit, sur la sous-structure E, a la définition du probléme
micro suivant : trouver Asg € ST tel que

: E h,E,0 q

Aoy — uAog ] A€, — MAng
H ~ — i 5y =0
AYgp— pAYpg —(AXp — pAXEg)

M

h(AF, - MAEE) + (AEE - MAEE - EE )=0

ou H et h sont des opérateurs définis positifs, u est le paramétre de relaxation

de l'algorithme et ﬁ]\; un multiplicateur de Lagrange garantissant ’admissibilité
des efforts macro. Rappelons que SESJET,%J’ introduit dans la définition 11.10, désigne
les variables E-admissibles & zéro, c¢’est-a-dire vérifiant ’admissibilité cinématique,
les équations d’état et I’admissibilité statique pour des données homogénes.

A Tétape linéaire, on aura donc a résoudre deux problémes micro par sous-
structure ; le premier consiste a ne considérer que les données de I’étape précédente
ASg. Le probléme macro étant résolu, on peut considérer un second probléme micro
avec comme seule donnée le multiplicateur. Pour simplifier, on notera ’ensemble

T)

des données s € S;S’E ; elles valent puASg pour le premier probléme micro et
~M
(0,0,W ,0,0,0) pour le second.

Remarque V.2 Le calcul de 'opérateur homogénéisé sur une sous-structure F consiste
a résoudre un ensemble de problemes micro avec comme seul chargement le multip-
~M
' 4 . 0,7),M
cateur W qui prend successivement la valeur des fonctions de base de W,(lE) .
Les résultats de cette partie pourront bien sir étre appliqués a son calcul.

On omettra par la suite l'indice . Un probléme micro peut alors étre formulé
de la maniére suivante :

Probleme V.4 Trouver s € S,(SQJ vérifiant
oc—o &, — &,
H = | — . = | =0
{Y—Y] [4X—m]

h(F—F) + (W -1T) =0

Il est bien stir possible de formuler ce probléme sur (o,F,Y) comme dans le
paragraphe 3.3.1 du chapitre Il. On aboutit ainsi & la formulation d'une équation
d’évolution parabolique classique. L’approximation radiale peut alors étre définie
de maniére classique en écrivant 1'orthogonalité du résidu par rapport aux fonc-
tions radiales (voir paragraphe 1). Cette approche n’est cependant pas satisfaisante
puisqu’elle ne permet pas d’évaluer la qualité de 'approximation. Comme indiqué
précédemment, la nouvelle démarche proposée est cependant compliquée a mettre
en oeuvre d’un point de vue "continu" sur ce probléme d’évolution.
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3. Résolution des problémes "micro" de la stratégie de calcul multiéchelle

3.2 Reformulation des problémes micro

Afin d’appliquer ’approximation radiale, on propose de conserver une
vision mixte du probléme. On peut pour cela formuler assez simplement le pro-
bléme V.4 sous la forme d’un probléme de minimisation. En se donnant une norme
sur le résidu associé a la vérification des directions de recherche, on peut formuler le
probléme comme la minimisation de ce résidu sur ’espace S,(S;B). Remarquons que
les directions de recherche peuvent étre vues comme des relations de comportement.
La norme sur le résidu pourra donc étre interprétée comme une erreur en relation
de comportement. On formule le probléme de la maniére suivante :

< 0,7 . )
Probleme V.5 Trouvers & Sé EE) minimisant ['erreur en relation de comporte-
ment ek (s —8) associée auz directions de recherche, définie par

2 oy oc—-0o0 | €p sp
hels—9) =110 § 7% | [ e
avec

A2 = / AoM®B)Adrdt o [|8]2 = / 5-m(t)ds dt

QEX[O,T] 6QE><[0,T}

112+ (£ - E) + (W - W) 3

ot M et m sont des opérateurs linéaires symétriques définis positifs.

B Choix de I'erreur en relation de comportement

Une définition naturelle de erreur en relation de comportement consiste a choisir

M(1) = (1 - (),
m(t) = (1 - 2)h(t)3),

3.3 Approximation radiale du probléme micro

On a formulé le probléme micro comme un probléme de minimisation d’un critére
Y (OzT) 7 : : bl . . . N , .
sur l'espace S, % . L’application de 'approximation radiale a la résolution de ce
probléme nécessite tout d’abord de définir ce qu’on entend par "fonction radiale".

3.3.1 Décomposition radiale des variables du probléme

L’idée est ici de définir une approximation radiale s des variables s compatible
avec la définition de S,(fg:z]. On choisira donc:

(o, Z ¢;(t)(C;,G;)(x)  avec ¢; € ZgO’T) et (Ci,G;) € Frppo
=1
Y(zt) =Y di(t)Di(z) avec d; € Z" et D; € Y p
i=1
( Z ei(t) (B, Z,)(z) avece; € ZI(PO’T) et (Ei.Z;) € En o
i=1
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

La déformation anélastique et les variables internes cinématiques seront déduites des
équations d’état :

m' m
~ Z ~1
Ep = eiEi — CZ'K Cz
i=1

=1
X = i d;,A"'D;
=1

Ce choix implique que I'approximation radiale s appartient bien a l'espace 820}52).

Etant donné que les opérateurs K et A sont constants, €, et X s’expriment également
sous la forme d’une somme de fonctions radiales.

3.3.2 Définition de la meilleure approximation

La meilleure approximation radiale sera donc simplement définie comme

celle minimisant ’erreur en relation de comportement. Notons pour simpli-
fier

~ Yod B EP_ __; —
A—H{?] [—X] et 0=W+hF

La meilleure approximation radiale d’ordre 1 (m = m' = m” = 1) est donc
définie par le probléme suivant :

Probléeme V.6 Trouver une approximation's, définie par les fonctions (c,d,e) €

3
[ZEO’T)] et ((C,G),Y,(E,Z)) € Frpo X Ynr X Engo, minimisant Uerreur en

relation de comportement

e I P B

l[chG +eZ —4]f3

Proposition V.3 Si (c,de) et ((C,G),D,(E,Z)) sont solutions du probléme V.6,
alors ils vérifient :

e il existe un quotient de Rayleigh R(c,d,e) que la solution (c,d,e) rend sta-
tionnaire

e les fonctions spatiales s’obtiennent en fonctions de (c,d,e) en écrivant la
stationnarité de €% par rapport aux fonctions spatiales

o cho(5—5) = eho(8) — Ricde) = [[Al]F + [2]l5 — Rlc.d.e) ou
R(c,d,e) = / {chG +¢éZ} -modsdt+
aQEX[O,T]

[R5 ][] ] S]]} s

QE X [O,T]
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3. Résolution des problémes "micro" de la stratégie de calcul multiéchelle

[J Preuve : La démonstration de cette proposition est analogue a celles des pro-
positions V.1 et V.2. [J

L’expression du quotient de Rayleigh n’est pas d'une grande importance. Ce qui
importe est de savoir comment le calculer a partir d'un jeu de fonctions tempo-
relles et spatiales. La proposition V.3 offre donc un résultat important sur
Pestimation de 1’erreur pour un certain jeu de fonctions.

3.3.3 Meéthode de construction de I'approximation radiale

On propose dans le tableau V.5 une méthode de construction itérative de
cette approximation qui consiste & minimiser alternativement sur les fonc-
tions spatiales et temporelles. Le calcul du quotient de Rayleigh donne une
information sur la convergence de cet algorithme.

Tableau V.5 — Algorithme de recherche de I"approximation radiale d’un probléme
micro
» Initialisation (c(@,d® e©®)
» Boucle sur £ = 0...k,02
e Les fonctions temporelles (c®),d*) e*)) étant fixées, on cherche
((c<k+l>,Q<k+l>),D<k+l>,(E<k+1>,g<k+l>)) qui minimise ¢%.(3 — 5)
e Normalisation des fonctions spatiales
e Les fonctions spatiales ((C(k+1),Q(k+1)),D(k“),(E(’““),Z(k“))) étant
fixées, on cherche (c*+1) dk+1D) (++1) qui minimise €%(s — §)

e Critére d’arrét basé sur la convergence de R(cF+) dk+1) o(k+1))

La résolution des problémes de minimisation sur les variables temporelles et
spatiales est détaillée dans ’annexe D.

Remarque V.3 En pratique, comme on le verra dans les exemples, algorithme V.5
converge rapidement.

Remarque V.4 Minimiser simultanément sur les fonctions spatiales ((C,G),Y,(E,Z))
conduit a un probleme "spatial” dont la taille est deux fois plus grande qu’un pro-
bleme éléments finis standard (voir anneze D). Une technique itérative alternative
a Ualgorithme V.5 consiste o découpler la minimisation sur ((C,G),Y) de celle sur
(E.2).

B Construction de plusieurs jeux de fonctions radiales

On peut bien sar vouloir chercher plusieurs fonctions, ¢’est-a-dire m,m’,m” > 2.
Une premiére démarche consiste a utiliser une technique de type "méthode des
puissances par bloc" (ou méthode d’itération de sous-espace), en minimisant si-
multanément sur I’ensemble des fonctions spatiales puis temporelles. Cependant, la
dimension des problémes spatiaux éléments finis a résoudre est (m + m”) fois plus
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

grande que celle d'un probléme éléments finis standard et leur résolution devient
trop coliteuse.

Une autre démarche consiste a adopter la technique de type Arnoldi décrite dans le
tableau V.4. Le calcul du quotient de Rayleigh pour chaque jeu de fonction permet
d’estimer la qualité de ces fonctions et donc éventuellement de les trier.

Une derniére démarche consiste a construire les jeux de fonctions radiales
les uns aprés les autres. Pour savoir si un nouveau jeu de fonctions est néces-
saire, il nous faut donc un critére jugeant de la qualité 'approximation courante,
notée s. Ce critére, noté {gc(s;S), sera naturellement basé sur erreur en relation
de comportement % (s — ). Définissons la norme suivante sur Sy, :

o € .
st =10 | |+ 00| % |0+ g + iz

Le critére pourra alors étre défini de la maniére suivante :

9 i~ =
€0(5:5) = DcE5) V.6)
[Is]l[?
On se donnera donc un critére {%-. Ayant trouver une nouvelle approximation
8, si £re(8;8) > 50, on calculera un nouveau jeu de fonctions. C’est cette derniére
démarche qui sera utilisée en pratique dans la stratégie de calcul multiéchelle.

Remarque V.5 Rappelons que le critére Egc permet d’évaluer la vérification des di-
rections de recherche de la stratégie de calcul itérative. En pratique, comme on le
verra dans les erxemples, une vérification grossiére de ces directions de recherche
semble suffisante pour obtenir une bonne convergence de la stratégie de calcul. On
pourra par exemple choisir une vérification & 50% des directions de recherche, soit
e ~ 0.5. La construction & chaque itération de plusieurs nouveaur jeuzr de fonc-
tions ne sera donc pas indispensable dans le cadre de la stratégie de calcul.

3.3.4 Résolution incrémentale de I'étape linéaire sur la grille grossiére

On a vu dans le paragraphe 3.4 du chapitre Il qu’il était possible de formuler
I’étape linéaire de maniére incrémentale sur les intervalles de temps macro M =
(it 1), @ € {0,...,N"—=1}. Un probléme micro est alors défini sur une sous-structure
d’espace-temps Qg x IM. Ce probléme est reformulé de la maniére suivante :
Probléme V.7 Trouver s;u € Sfiggfgl) minimisant ’erreur en relation de compor-
tement eQRCﬂ-(S —8) associée auz directions de recherche définie par

_ o—0 €, —E — L
e%zc,z-<s—s>=|uH{Y_?}—[_<;_§) 12+ (2~ F) + (W~ D)3
avec

A2 = / AoM@)Adrdt et |8 = / 5 - m(t)d ds dt
QEX[t;,t§+1] 8QE><[t§,t;+1]

ot M et m sont des opérateurs linéaires symétriques définis positifs.
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3. Résolution des problémes "micro" de la stratégie de calcul multiéchelle

Le probléme de minimisation V.7 ne fait pas intervenir les conditions initiales en
t.~. En fait, celles-ci sont prises en compte par une modification des données S|
1
Pour le premier probléme micro on posera

S = (1080 + (D () = A&, (7)) AR e + (AX(67) = pAX ().

HAW v + (AW (t]) — MA/_W(tQ_)),MAEMM,uA?uy,uAEuy)

On a donc rajouté a chaque variable cinématique un terme constant sur I cor-
respondant aux conditions initiales en ¢, . On peut vérifier qu’avec cette définition,
les conditions initiales seront bien vérifiées au sens faible. Pour le second probléme
micro, on prendra simplement §|;n = (O,O,EgIN,O,O,O). Les conditions initiales sont
donc prises en compte par le premier probléme micro.

L’approximation radiale consiste alors a rechercher un jeu de fonctions spatiales
et temporelles pour chaque intervalle macro.

Remarque V.6 On pourra également appliquer cette démarche au calcul de 'opéra-
teur homogénéisé Lgvi sur une sous-structure Qg x IM.

3.4 Reéutilisation des fonctions spatiales : phase d’initialisation
des problémes micro

La construction des fonctions spatiales est de loin la phase la plus coiiteuse. Il
peut alors étre intéressant de réutiliser les fonctions déja construites.

B Réutilisation des fonctions au cours des itérations

Les fonctions spatiales construites a chaque itération peuvent étre réuti-
lisées systématiquement au cours des itérations suivantes. La résolution
d’un probléme micro commencera donc par une phase d’initialisation
consistant a rechercher un jeu de fonctions temporelles associé a la base
de fonctions spatiales déja construite. On résoud pour cela un probléme de mi-
nimisation de I'erreur en relation de comportement sur I’ensemble de ces fonctions
temporelles, les fonctions spatiales étant fixées.

En général, les opérateurs et seconds membres des problémes micro varient peu
d’une itération sur 'autre. Cette phase d’initialisation est donc trés souvent suf-
fisante pour obtenir une bonne approximation de la solution du probléme micro.
La phase d’initialisation permet d’obtenir une premiére approximation s de la solu-
tion. Pour savoir si un nouveau jeu de fonction est nécessaire, on utilisera le critére

&re(s;S) défini par (V.6).

B Phase d'initialisation pour les structures composites

Dans le cas de structures composites, la base de fonctions spatiales est commune a
un grand nombre de sous-structures identiques. La phase d’initialisation d’un
probléme micro sur une sous-structure pourra donc utiliser les fonctions
spatiales construites par les autres sous-structures au cours des itérations
précédentes et méme de l’itération courante. Les solutions des problémes
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

micro sur des sous-structures identiques seront généralement trés proches pour ce qui
est des efforts, contraintes, déformations et éventuellement des variables internes. Les
solutions en déplacements d’interface le seront également mais & un mode rigide pres.
Il est donc indispensable d’ajouter a la base de fonctions de P’initialisation
les fonctions spatiales correspondant aux modes rigides, soit

((C“QZ),Y“<E“ZZ)) = ((O’O)’Ov(ovgz)) ) (NS {L"'anr}

ou {q;}17, est une base de I'espace RKE des modes rigides de 0€)g. Pour que le critére

€rc(S;S) reste pertinent, la norme sur les déplacements d’interface W € W;S;ET)
apparaissant au dénominateur doit étre modifiée de la maniére suivante

IVl — T

ou {W} correspond a la partie de W a résultantes et moments nuls sur 0Qp.
Comme on le verra dans les exemples, peu de fonctions spatiales seront néces-
saires a la résolution du probléme pour un grand nombre de cellules.

B Phase d'initialisation pour les chargements cycliques

On a vu dans le paragraphe 3.3.4 que I’étape linéaire pouvait étre résolue de maniére
incrémentale sur les intervalles macro IM = (,t;,,), i € {0...N" — 1}. Un probléme
micro est alors défini sur un domaine Qp x IM. L’approximation radiale consiste
a rechercher un jeu de fonctions spatiales et temporelles pour chaque intervalle
macro. Les fonctions spatiales ainsi construites forment donc une base commune
a tous les intervalles macro qui pourra étre utilisée dans la phase d’initialisation.
Cette technique pourra alors devenir trés avantageuse dans le cas de chargements
cycliques. Un cycle étant attribué a un intervalle macro ou un ensemble d’intervalles
macro, on peut espérer n’avoir a calculer des fonctions spatiales que sur un trés petit
nombre d’intervalles macro.

Remarque V.7 Ceci est également applicable au calcul des opérateurs homogénéisés
Lgﬂ- des cellules d’espace-temps Qg x IM.

4 Exemples

4.1 Exemple 1: résolution d’un probléme micro
4.1.1 Description du probléme

On considére la cellule élémentaire de taille 10 mm x 10 mm décrite sur la figure
V.1. Elle est constituée d’une matrice de matériau de type-1 et d’inclusions de ma-
tériau de type-2. Les matériaux considérés sont viscoélastiques linéaires de module
d’Young E;, coefficient de Poisson v; et viscosité 7;. La loi de comportement est
donc telle que B; = %K;l. Pour le matériau 1, on choisit £y = 50 GPa, v, = 0.3 et
1m = 10s. Pour le matériau 2, on choisit Fy = 250 GPa, vs = 0.2 et 1o = 1000 s. On
s'intéresse a la résolution sur cette cellule du probléme micro V.4 avec comme seule

~M
donnée le multiplicateur W, décrit sur la figure V.1. La cellule est maillée avec 444
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4. Exemples

TRI3. On fait I'hypothése des déformations planes. On prend H= B et h = iLE—M,
m 1

paramétre scalaire constant. L’intervalle d’étude considéré est [0,10s]. La partition

micro TJj contient 60 intervalles identiques. Les espaces "micro" contiennent des
)

fonctions de type Z(()O’T pour la partition T} (composantes de r égales a 0).

LEELELLLL

~—M
Figure V.1 — Description de la cellule et du chargement W

Afin de comparer approximation S avec la solution de référence s, on utilisera
les erreurs en contrainte et déformation définies de la maniére suivante:

N , (60 —0o):H(o —0o)dzdt
lo — ol _ 2sxfon

2
erry = =
7 o 1% | o:Hodxdt
QEX[O,T]
N , (€—¢e) H Y (e—g)dxdt
err? — € — ellfz- _ 2ex[0T]
e el [ e:Hledrdt
QEX[O,T]

4.1.2 Application de la méthode classique

B Approximation radiale simple: étude de I'algorithme V.1

On recherche une approximation radiale simple pour la solution du probléme micro
formulé en contrainte. L’approximation est notée ¢(t)(C,G)(z). On utilise ici 'algo-
rithme V.1 pour la construction d’une fonction radiale. Pour juger de la convergence
de cet algorithme, on se base sur le critére suivant :

[cEFDCERD B CW|2,
||C(k:+1)c(k+1) ||%—I

2
crity, =

La figure V.2 montre 1’évolution de ce critére et de l'erreur errs au cours des ité-
rations de 'algorithme. On voit clairement que 1’algorithme ne converge pas.
On remarque que l'erreur sur la contrainte évolue entre 30% a 100% de maniére
"cyclique".
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale
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Figure V.2 — Critére de convergence crit, ~ Figure V.3 — Lieu des points
et erreur errs en fonction de litération  (c™(7/3),c®(2T/3)) au cours des
k de l'algorithme V.1 itérations de l'algorithme V.1

En fait, on est ici dans le cas ot ’algorithme devrait étre étendu aux complexes
La fonction ¢® (resp. Ck ) tend a tourner sur une ellipse d’un plan de Z( (resp.
8;,), phénoméne caractéristique d’une méthode des puissances appliquée
4 un opérateur dont la plus grande valeur propre est complexe. La figure
V.3 représente le lieu des points (c¥)(77/3),c*)(2T/3)) au cours des itérations, ce
qui confirme 'explication précédente. Cette méthode de construction n’est donc pas
adaptée a la définition de 'approximation puisqu’elle ne converge pas en général.

B Construction de plusieurs fonctions radiales
On veut construire plusieurs fonctions radiales, soit

(o, i ¢i(t)(Ci.Gy)(z)
=1

Une premiére méthode consiste a construire les unes apres les autres les fonctions
radiales. N’étant pas assuré de la convergence de 'algorithme V.1, on fixe k0 = 5.
A chaque nouvelle fonction créée, il est également possible de réactualiser simultané-
ment les fonctions temporelles associées a toutes les fonctions spatiales construites.
On peut voir sur les figures V.4 et V.5 I’évolution des erreurs errg et errz en fonction
du nombre de fonctions radiales calculées pour o, avec ou sans réactualisation des
fonctions temporelles. La méthode classique semble donner une meilleure approxi-
mation des contraintes que des déformations. Sans la réactualisation des fonctions
temporelles, 'algorithme converge assez mal en terme de déformation.
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Figure V.5 — Erreurs errz et errz en fonc-
tion de m : construction des fonctions les
unes apreés les autres avec réactualisation
des fonctions temporelles

Figure V.4 — Erreurs errz et errz en fonc-
tion de m : construction des fonctions les
unes aprés les autres

Une deuxiéme méthode consiste a construire simultanément plusieurs jeux de
fonctions (algorithme équivalent & une méthode des puissances par bloc). Dans le
cas ou 2 fonctions sont construites simultanément, la figure V.6 montre I’évolution du
critére de stagnation et de 'erreur errz au cours des itérations de ’algorithme. On
s’apercoit qu’on a une convergence rapide de 'algorithme. Cette méthode permet
donc de pallier le probléme de non-convergence dans ce cas particulier mais pas
dans le cas général. De plus, les "problémes spatiaux" voient leur taille multipliée
par le nombre de fonctions calculées simultanément et leur résolution devient trop
cotiteuse.

10

10°F A

10 ¢ N

10°F ~

07 )

10

3
iteration

Figure V.6 — Evolution du critére de convergence crit; et de I'erreur errs au cours
des itérations: construction de 2 fonctions simultanément

Une derniére méthode consiste a appliquer 'algorithme de type Krylov V.2. La
figure V.8 montre I'évolution du critére d’erreur errz pour différentes valeurs de
kmaz. Dans le cas présent, pour k.. = 7, le critére d’arrét est atteint, c’est-a-
dire que "l'espace de Krylov" associé a l'initialisation est "entiérement" exploré
(relativement au critére d’arrét choisi). Cette technique est beaucoup plus robuste
que la technique consistant a construire les fonctions succéssivement (voir figure
V.4). En fixant k.. = 00, le critére d’arrét sera atteint systématiquement et une
approximation calculée. On peut ensuite réactualiser le second membre et relancer
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V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

le méme algorithme. La figure V.8 indique 'erreur en fonction du nombre total de
fonctions.

° 0
10 T T T T = 10 T T T T T
-@- eIy —e- ey

- er
i € e - O,

10 °F

= i 10° -
5 5
210 ~e. < 3
] o, [T o

10 *

o- -
s-e 10°F So. *
6 AN
10 o 1

10° . . . . . -
3 4 5 10
Nombre de fonctions m

Nombrelge fOnClIOIfS m 2‘4 2‘8
Figure V.7 — Algorithme V.2 de type Kry-  Figure V.8 — Algorithme V.2 de type Kry-
lov: erreurs errs et errz en fonction de  lov réactualisé: erreurs errs et errz en
Frmae =m fonction du nombre total de fonctions m

Ce dernier algorithme semble donc relativement robuste. Il nécessite cependant
un grand nombre de fonctions radiales. Si le but est de résoudre 1’équation d’évo-
lution, cette méthode peut étre appliquée. Cette approche classique posséde néan-
moins des inconvénients majeurs. Un des intéréts de l'approximation radiale est
d’obtenir un gain conséquent en stockage mémoire. Or seule les contraintes/efforts
sont sous forme radiale et le colt de stockage reste inchangé pour les déforma-
tions/déplacements. De plus, le plus souvent, on peut se contenter d’une approxi-
mation grossiére de ce probléme. Cette technique n’est donc pas adaptée puis-
qu’elle ne permet pas de construire la "meilleure" approximation et ne
permet pas de juger de la qualité de approximation.

4.1.3 Application de la nouvelle technique

B Approximation radiale simple : étude de I'algorithme V.5

On étudie ici la nouvelle définition de 'approximation radiale, basée sur un probléme
de minimisation de l'erreur en relation de comportement (voir paragraphe 3).

On utilise 'algorithme V.5 pour la construction d’un jeu de fonctions radiales, soit

(5@@,15) = c(t)(C,G)(x)
(EW)(zt) = et)(E,Z)(z)

Pour juger de la convergence de cet algorithme, on se base sur le critére de
convergence du quotient de Rayleigh

R+ e6+) — R(elb) o)
|R(C(k+1),6(k+1))|

crity, =

La figure V.2 montre I’évolution de ce critére et des erreurs errg et errz au cours des
itérations de l'algorithme. L’algorithme est convergent. A convergence, on obtient
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errg = 30% et errg = 27%. Sur la figure V.10, on a tracé ’évolution au cours
des itérations du quotient de Rayleigh et de l’erreur en relation de comportement
e} (S —8). On observe bien la corrélation entre ces deux valeurs, conséquence de la
proposition V.3. L’algorithme semble pertinent puisqu’il maximise bien le quotient
de Rayleigh. La convergence de ’algorithme V.5 est toujours observée en pratique.

eigh R(c,€

<

4 -0-
-*

10

: =6 ot
_er

B R 350 2

10" F '\ g e |l

10" ¢
v
LN
ey 25,

10

10 ¢

107 . L L L L L 05 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7 8 iteration
iteration

Figure V.10 — Evolution au cours des
itérations du quotient de Rayleigh
R(c*+1 1) et de I'erreur en relation
de comportement

Figure V.9 — Critere de convergence crity
et erreurs errgz et errz en fonction de
I'itération k de 'algorithme V.5

B Construction de plusieurs fonctions radiales
On veut maintenant construire plusieurs fonctions radiales, soit

EE) ) = Y ab(C.6)w)
EMt) = Y alt)EZ)@)

On construit les jeux de fonctions les uns aprés les autres par I’algorithme V.5. Pour
chaque nouveau jeu de fonctions construit, il est également possible de réactualiser
simultanément les fonctions temporelles associées a toutes les fonctions spatiales
créées. La qualité de la nouvelle approximation s est estimée par les erreurs errg et
errz et le critére sur lerreur en relation de comportement g (s;8) défini par (V.6).
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On peut observer sur la figure V.11 une bonne convergence vers la solution exacte
a la fois pour les contraintes et les déformations, ce qui n’était pas le cas de la mé-
thode classique. L’algorithme sans réactualisation des fonctions temporelles (figure
V.11) est sensiblement aussi performant que 'algorithme avec réactualisation (figure
V.12), ce qui confirme que I'algorithme est bien adapté a la nouvelle définition de
Iapproximation. On vérifie de plus la bonne corrélation entre 'erreur en relation de
comportement et les erreurs errs et errz. L’erreur en relation de comporte-
ment apparait donc comme un critére d’erreur a posteriori trés pertinent.
La figure V.13 compare 'approximation a la référence en termes de contraintes de
Von Mises. En fait, peu de fonctions suffisent & obtenir une approximation correcte

de la solution.

(a) (b)

() (d)

Figure V.13 — Contraintes de Von Mises a l'instant ¢ = 27'/3 pour la référence (d) et
pour I'approximation radiale avec m = m” =1 (a), 2 (b) et 3 (c)
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4.2 Exemple 2: multirésolution - réutilisation des fonctions
spatiales

(1)
[RARRRARRRE

~—M
Figure V.14 — Description de la cellule et du chargement W

On considére le méme probléme que précédemment avec comme seule donnée
~M
W | pour qui on choisit une distribution verticale uniforme sur le coté supérieur

de la cellule. L’évolution au niveau temporel est décrite par une fonction f(t) (figure
V.14).

4.2.1 Multirésolution pour différents chargements

On s’intéresse ici a la résolution de ce probléme pour différents cas de chargements
{fi(t)} (figure V.15).

LG (R S O R (O N A (¥ f ()
% 10 10 W‘W

Figure V.15 — Différents cas de chargement f;(t)

L’utilisation de I'approximation radiale pour un cas de chargement permet de
construire une base de fonctions spatiales réutilisables pour le calcul des autres cas de
chargement. On teste ici cette réutilisation de la maniére suivante : pour le premier
cas de chargement f;(t), on construit un ensemble de jeux de fonctions radiales afin
d’atteindre une erreur en relation de comportement inférieure a 1%, soit m = m” =6
dans ce cas (jeux de fonctions calculés les uns aprés les autres par I'algorithme V.5).
Les autres cas de chargement seront traités en réutilisant les fonctions spatiales du
premier cas de chargement. On se contente donc de calculer les fonctions temporelles
en minimisant 'erreur en relation de comportement, les fonctions spatiales étant
données. Le tableau V.6 indique la qualité de 'approximation ainsi obtenue pour les
différents cas de chargement.
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H H errg errg  Erc(s;8) H
FH(t) [ 0.0024 0.0075  0.0031
F2() | 0.0127 0.0232 0.0160
£2(t) | 0.0043 0.0089  0.0048
FA4(t) || 0.0050 0.0086  0.0045
f5(t) || 0.0068 0.0085  0.0048
f8(t) || 0.0125 0.0097  0.0062
F7() | 0.0238 0.0144  0.0098

Tableau V.6 — Réutilisation des fonctions spatiales: erreurs relatives et erreurs en
relation de comportement pour différents cas de chargement

La simple réutilisation des fonctions spatiales permet donc d’obtenir pour les
différents cas de chargement une erreur relative comparable & celle du premier cas
de chargement fi(t).

Cette phase de réutilisation sera systématiquement appliquée dans le cadre de la
stratégie de calcul multiéchelle.

Remarque V.8 Cette propriété peut étre utilisée avantageusement pour le calcul des
opérateurs homogénéisés. En effet, pour une fonction de base macro spatiale donnée,
on doit résoudre un ensemble de problemes micro associés aux différentes fonctions
de base macro temporelle. Le premier probléeme étant résolu, les suivants seront
résolus a moindre codt. On pourra donc envisager des espaces macro assez riches au
niveau temporel sans augmenter considérablement le codt de calcul des opérateurs
homogénéisés.

4.2.2 Multirésolution pour différents paramétres matériau

On prend pour chargement f(¢) = fi(¢). On s’intéresse a la résolution du pro-
bléme pour différents paramétres matériau. On effectue 'approximation radiale pour
les paramétres de référence. Les autres cas de parameétres seront calculés simplement
en réutilisant les fonctions de base calculées lors du premier calcul. Le tableau V.7
indique l'erreur en relation de comportement pour différents modules d’Young FE;
de la matrice et F5 des inclusions.

I | B, =200 B, =225 E, =250 | B, =275 [, =300 |
Ey =30 00596  0.0744 [ 0.0871 [ 0.0983  0.1082
Ey =40 00125  0.0275 | 0.0419 | 0.0547  0.0659
Ey =50 00368  0.0169 [ 0.0031L | 0.0153  0.0278
Ey =60 0078  0.0569 [ 0.0387 | 0.0236  0.0130
Ey=70] 01175  0.0945 | 0.0749 | 0.0583  0.0443

Tableau V.7 — Réutilisation des fonctions spatiales: erreur en relation de comporte-
ment pc(S;S) pour différents paramétres matériau F; et Ey (en GPa)

L’erreur ne dépasse jamais 12% alors que les variations relatives des paramétres
atteignent 40%. La réutilisation semble donc trés efficace dans le cas ou les proprié-
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tés matériau sont légérement modifiées. On comprend alors 'intérét qu’aura cette
méthode d’approximation dans le cas de problémes non-linéaires d’évolution.

4.3 Exemple 3: application au calcul du portique hétérogéne

On considére le probléme 2D d’une structure composite contenant des fissures
(Figure V.16), décrit au paragraphe 6.1 du chapitre II.

F2
Hlllllllllll Fissures :

contact unilatéral
> avec frottement
(f=0.2)

o N ®

o
-

Effort (MPa)
59

—
—
—
LSS
E

Cellules Type-II Cellules Type-I 2

4 6
Temps (s)
M M M
Il IZ ll

(a) (b)

o 4 N »

o
~
@
>

Figure V.16 — Description du probléme (a) et allure des chargements F; et F, (b)

On résoud ici I’étape linéaire de maniére incrémentale sur les intervalles macro.
L’approximation radiale d’un probléme micro consiste donc a rechercher un jeu
de fonctions spatiales et temporelles pour chaque intervalle macro. La structure
comporte deux familles de cellules. Les fonctions spatiales construites seront donc
conservées systématiquement et alimenteront deux bases communes de fonctions
qui serviront a la résolution des problémes micro de chacune des familles de cellules.
La résolution d’un probléme micro commencera donc systématiquement par une
phase d’initialisation sur ces espaces de fonctions (voir paragraphe 3.4). On choisit
un critére de vérification des directions de recherche &5~ = 50%. Si £re(s;S) >
£ho apres la phase d’initialisation, on calculera un nouveau jeu de fonctions par
I'algorithme V.5 avec pour paramétres kpq., = 2 et un critére d’arrét de 1072 sur la
convergence du quotient de Rayleigh.

On peut observer sur les figures V.17 et V.18 que trés peu de nouveaux jeux de
fonctions radiales sont effectivement calculés durant la résolution du probléme.

177



V. Résolution d’une équation d’évolution par la méthode d’approximation radiale

Nombre de nouveaux jeux de fonctions radiales

ntervalle Total

macro 1 5 S
ntervalle

macro 2 9 4
ntervalle I I

macro 3 7 )

Itération 1 Itération 2

mO

N i s |

Itération 5 Itération 10

Figure V.17 — Nombre de nouveaux jeux de fonctions radiales par sous-structure,

intervalle macro et itération
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Figure V.18 — Nombre total de nouveaux
jeux de fonctions radiales par intervalle
macro et par itération
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0 5 10 15
Itération
Figure V.19 — Evolution de l'erreur au

cours des itérations avec ou sans ap-
proximation radiale des problémes micro

On peut de plus observer sur la figure V.19 que la convergence de la méthode
LATIN n’est pas affectée par cette approximation. La construction d’un unique nou-
veau jeu de fonctions radiales est donc généralement suffisant. Cela justifie l'intérét
de la nouvelle méthode d’approximation qui permet de définir la "meilleure" ap-
proximation. Un autre grand intérét de cette nouvelle démarche est qu’elle nous
offre un critére d’erreur simple basé sur 'erreur en relation de comportement et qui
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semble trés pertinent au vu des résultats obtenus.

Remarque V.9 On peut cependant remarquer que le nombre de nouveaur jeuzr de
fonctions radiales par itération est a peu pres stable. Le critére de vérification des
directions de recherche rc(S;S), certes pertinent, est un critére d’erreur relatif un
peu trop sévere. Un critere d’erreur absolu, consistant a normer l’erreur en relation
de comportement par la norme de la solution courante, est en fait souvent suffisant.
Il permet d’obtenir une décroissance du nombre de nouveaux jeux de fonctions par
itération et ainsi de réduire considérablement le cott de calcul.

B Coit de l'algorithme

Rappelons qu’a chaque itération, deux problémes micro doivent étre résolus par sous-
structure et par intervalle macro. Avec une méthode de résolution incrémentale,
cela demande la résolution de 468 x 60 x 2 x 3 = 168480 problémes "spatiaux"
par itération. La méthode d’approximation radiale pour ce probléme nécessite en
moyenne une vingtaine de nouveaux jeux de fonctions par itération. Sachant qu’on
a fixé k., & 2, on a donc résolu en moyenne 20 x 2 = 40 problémes "spatiaux"
par itération. Le nombre de problémes spatiaux a résoudre, certes de taille deux fois
plus grande qu’un calcul éléments finis classique sur une cellule, est donc réduit d’un
facteur 4000.

Remarque V.10 Ce gain pourrait encore étre amélioré si on considérait une base de
fonctions radiales commune a tous les intervalles macro.

Les assemblages des problémes spatiaux et temporels peuvent cependant étre as-
sez coliteux puisqu’ils nécessitent de nombreux calculs d’intégrales en temps et en
espace. Pour alléger ces calculs, il peut étre souhaitable d’opérer également une dé-
composition radiale de S et des opérateurs H et h. En effet, les variables et opérateurs
étant décrits sous forme radiale, les intégrales sur I'espace-temps se découplent en
produits d’intégrales sur ’espace et d’intégrales sur le temps. Une méthode simplifiée
pour la construction des décompositions radiales peut étre trouvée dans [Ladeveéze,
1997|. Ces améliorations n’ont pas encore été envisagées.

Bilan

Dans ce chapitre, nous avons mis en évidence les faiblesses de la méthode d’ap-
proximation radiale classique d’une équation d’évolution. Des techniques de construc-
tion plus sophistiquées de cette approximation, inspirées des techniques de résolution
des problémes aux valeurs propres, ont été proposées. Elles ne répondaient cependant
toujours pas au véritable probléme qui était de trouver la "meilleure" approximation.
La reformulation d’'un probléme d’évolution sous la forme d’un probléme de mini-
misation nous a enfin permis de définir rigoureusement la meilleure approximation
radiale. Cette nouvelle définition offre & présent un critére d’évaluation a posteriori
de la qualité de I'approximation. L’algorithme de recherche de cette approximation
semble également avoir gagné en robustesse.

L’application de cette méthode a la stratégie de calcul multiéchelle a nécessité une
reformulation mixte des problémes micro, basée sur un probléme de minimisation
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de D'erreur en relation de comportement issue des directions de recherche de 1’al-
gorithme. Cette nouvelle méthode d’approximation des problémes micro permet
d’obtenir un gain considérable en termes de temps de calcul et de colit mémoire
sans pour autant affecter 'efficacité et la robustesse de la stratégie. En permettant
la construction d’une base réduite commune de fonctions spatiales pertinentes, cette
méthode permet d’envisager I’analyse "fine" de structures composites a trés grand
nombre de cellules.
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Dans ce travail, une nouvelle stratégie de calcul multiéchelle a été proposée pour
I’analyse de problémes non-linéaires d’évolution qui inclut une procédure d’homogé-
néisation automatique a la fois en temps et en espace. Cette stratégie, développée
dans un cadre général, ne formule pas d’hypothése a priori sur la forme de la solution
et devrait donc se substituer avantageusement aux techniques d’homogénéisation
standards dans certains domaines d’application. La stratégie a été présentée dans
le cadre des structures (visco)-plastiques. Basée sur une méthode de décomposition
de domaine mixte, elle rend possible le traitement de nombreux types de comporte-
ment d’interface. Les tests numériques réalisés ont pu mettre en évidence son effi-
cacité dans le traitement de problémes d’évolution ou les non-linéarités considérées
étaient de type contact unilatéral avec frottement. Nous avons également illustré
I’aptitude de cette méthode a traiter des problémes qui peuvent étre qualifiés de
"multi-contact", pour lesquels 'extensibilité numérique a été observée.

Indépendamment de cette stratégie de calcul, nous avons pu mettre en évidence
et expliquer les conséquences d’un mauvais choix de discrétisation dans les approches
de décomposition de domaine mixte. Nous avons alors proposé une méthode de dis-
crétisation "physiquement" et "numériquement" saine des interefforts, simple de
mise en oeuvre. Elle permet non seulement d’obtenir une solution discrétisée d’une
trés bonne qualité mais également d’augmenter de maniére conséquente les perfor-
mances des algorithmes itératifs de résolution.

La nouvelle stratégie de calcul multiéchelle, certes trés robuste, peut néanmoins
engendrer un cotut de calcul prohibitif pour les applications qui nous intéressent.
Nous avons donc également introduit des améliorations visant a réduire ce cofit.

Nous avons tout d’abord proposé deux méthodes de résolution alternatives du
probléme macroscopique de la stratégie de calcul multiéchelle qui sont basées sur
une vision a trois échelles de la structure. Elles permettent d’obtenir une réduc-
tion considérable du cotit de calcul et ainsi d’envisager le traitement de structures
comportant un grand nombre de cellules. La premiére méthode propose de résoudre
le probléme macroscopique par une méthode de décomposition de domaine mixte
multiéchelle non classique en ce sens que les variables associées aux sous-domaines
ne sont pas des contraintes et des déformations mais des efforts et déplacements
"macro" d’interface. La seconde méthode propose d’approximer le probléme macro
en introduisant une cinématique approchée de la troisiéme échelle inspirée de la
cinématique des milieux de Cosserat. Elle est une simple extension au cadre quasi-
statique de Papproche initialement proposée dans [Loiseau et al., 2002]. Les résultats
obtenus ont pu montrer qu’'une approximation relativement grossiére du probléme
macroscopique n’affecte pas de maniére significative l'efficacité de la stratégie de
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calcul.

Enfin, nous nous sommes intéressés a la méthode d’approximation radiale d’une
équation d’évolution. Une nouvelle définition de cette approximation, basée sur un
probléme de minimisation, a été proposée. Elle permet de pallier les inconvénients de
la définition classique de cette approximation et offre de plus un critére d’évaluation
a posteriori de la qualité de I'approximation. Cette nouvelle méthode a été appliquée
a la stratégie de calcul multiéchelle pour la résolution des problémes micro en intro-
duisant le concept de minimisation de I'erreur en relation de comportement issue des
directions de recherche de l'algorithme. Elle permet d’obtenir un gain considérable
en termes de temps de calcul et de cotit de stockage mémoire sans pour autant affec-
ter l'efficacité et la robustesse de la stratégie. De plus, en permettant la construction
d’une base réduite de fonctions spatiales pertinentes, cette méthode permet d’envi-
sager 'analyse "fine" de structures composites a trés grand nombre de cellules.

Un certain nombre de points techniques qui n’ont pas été abordés durant cette
thése restent néanmoins a développer. L’optimisation des directions de recherche au
niveau des interfaces, déja étudiée dans le cas de 1'élastostaticité linéaire [Violeau,
2003], et I'automatisation du choix de 'espace macroscopique au niveau temporel
permettraient d’améliorer la qualité de notre démarche d’homogénéisation et ainsi
d’augmenter les performances de la stratégie de calcul. L’implémentation dans le
cadre "non-linéaire matériau" reste également & mener mais ne devrait pas poser de
probléme particulier. Enfin, cette stratégie offre un haut degré de parallélisation qui
pourrait étre exploité par des calculateurs a architecture paralléle et ainsi permettre
I’analyse de problémes jusqu’a présent hors de portée.

Une perspective & moyen terme concerne ’extension de cette stratégie de calcul
au traitement de microstructures aléatoires. La démarche d’homogénéisation sur
I’espace-temps et les techniques d’approximation proposées dans ce travail devrait
en effet pouvoir se transposer aisément aux aspects probabilistes. Une perspective
a plus long terme concerne l’extension de ces travaux au cadre de la dynamique
transitoire.
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Annexe A

Résolution d'un probleme
d’'évolution du premier ordre en
temps par la méthode de Galerkin
discontinue

1 Formulation abstraite du probléme d’évolution

1.1 Espaces fonctionnels

Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire ( , )x et de la norme associée
|| ||xc- Notons I = (0,T") I'intervalle d’étude. On pose

L*(I;X) = {u: I — X / u est mesurable et /Hu(t)chdt < oo}
T

L*(I;X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,0) 210 = /(u,v)xdt

1

On se donne a présent un couple d’espaces de Hilbert séparables V et H sur R. On
suppose V dense dans H et on identifie H et son dual H'. On a

VeosH—V
ou — désigne l'injection continue. On désigne par ( , ) le produit de dualité sur
V' x V.
1.2 Formes bilinéaires c(u,v) et a(t,u,v), t € (0,7)

On introduit ¢(.,.) : H x H — R, une forme bilinéaire symétrique continue. De
plus, elle est supposée vérifier: 3y > 0 tel que, Yu € H, c(u,u) = v||ul s w| -
On introduit également a(t;.,.) : V x V — R, une forme bilinéaire qui satisfait :

— la fonction t — a(t; u,v) est mesurable Yu,v € 'V
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— JM > 0 tel que, Vt € [0,T], Vu,v € V, |a(t; u,v)| < M||ul|v||v|v
— Ja > 0 tel que, YVt € [0,T], Yu €V, a(t; uu) = a||ul|v||ul|v

1.3 Formulation du probléme d’évolution

Soit f € L*(I;V') et ug € V. On introduit W (I;V,V') = {u € L*(I;V) / % €
L*(I;V")}. Un probléme d’évolution classique du premier ordre en temps peut alors
s’écrire sous la forme suivante :

Probléeme A.1 Trouver u € W(I;V,V') tel que u(0) = ug et, YVt € I

d

ac(u(t),v) +a(t;ut)w) = (f(t)w) YoeV

Ce probléme admet une solution unique (voir [Dautray et Lions, 1987]).

1.4 Exemples
1.4.1 Meéthode LATIN classique

On considére le probléme d’élasto-visco-plasticité classique sans variable interne
présenté dans le chapitre |, paragraphe 2.3. La résolution de ce probléme par la
méthode LATIN conduit a résoudre a l'itération n un probléme linéaire défini sur
un incrément de contrainte. On pose

dxd

sym

3 = [12(2)]

On note As = s,41 — s, et AS = 8,12 — S,. Le probléme peut étre formulé sur
Au= Ao €V ou

V={ocecH /dive=0surQ, on=0sur N}

On pose
c(uu®) = /0'* K lodx
Q

a(t;u,u*) = /0'* :H(t)o dx
Q
(fu) = / ot (H()AG — 08,) do
Q
ou K est le tenseur de Hooke et H(#) un tenseur défini positif, direction de recherche

de 'algorithme. u doit de plus vérifier des conditions initiales nulles. Remarquons
que H peut étre muni du produit scalaire (u,u*)sc = c(u,u*).
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1.4.2 Méthode LATIN multiéchelle

On considére a présent le probléme micro a l'itération n de I’étape linéaire de la
stratégie de calcul multiéchelle présentée dans le chapitre Il. Ce probléme, défini sur
Qg x (0,T), peut étre formulé sur un incrément des contraintes, efforts et variables
internes. On pose

H= {(U,E,Y) [L2(QE)]dXd X [H_1/2(8QE)} x [L*(Qg)]™ / on = F sur 8QE}

ot n; désigne le nombre de variables internes scalaires. On note également As =
Sn+1—Sp et AS =8, 1/2—Sy. Le probléme peut étre formulé sur Au = (Ao, AF,AY) €
V, ou

V={(o.F\Y)eH /dive =0sur Qg}

Avec les notations du chapitre Il, V=Fg o x Yg. On pose

c(uu*):/a K~ O'd;t—I—/Y*OA 'Y da

a(t: uu?) /H { }o{;i}dera/EhE-E*ds
Gary=n [ (H(t) a7 ]-

)o{;*}dx—i-
Q

M/E*-(hAE+A@ ds+/E*-EMds

Qg o0 g

Ae

—AX

ou K est le tenseur de Hooke, H et h des opérateurs positifs, directions de recherche
de Talgorithme, et ou p est un paramétre de relaxation. u doit de plus vérifier des
conditions initiales nulles.

1.5 Semi-discrétisation spatiale

On utilisera classiquement la méthode des éléments finis. V est approximé par
un espace de dimension finie n, noté V. Des éléments U et V de V), peuvent étre
représentés par des vecteurs de dimension n, U et V. Pour simplifier les notations,
on peut considérer que la forme bilinéaire ¢(.,.) définit le produit scalaire de H et
que la base éléments finis est orthonormée par rapport a ce produit scalaire :

c(UV) = (V.U)y =VTU

On définit également I'approximation de la forme bilinéaire a(t;.,.) de la maniére
suivante: Vt € I, VU,V € 'V,

a(t; UV) = VTA#)U

ouA:tel— RV Vtel, A(t) est définie positive.
On définit également f: [ — R™ tel que, Vt € I, VV € V),

(f().V) = VE(t)
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A. Résolution d’un probléme d’évolution par la méthode de Galerkin discontinue

Le probléme d’évolution discrétisé en espace s’écrit donc:

Probléeme A.2 Trouver u € W(I;R"R"™) tel que u(0) = ug et

d
Y +A(t)u =£(t)

2 Meéthode de Galerkin discontinue

On introduit au niveau temporel la méthode de Galerkin discontinue [Eriksson
et al., 1985].

2.1 Partition de (0,7) et espaces d’approximation

Soit Ty, = {I; = (t;tis1)}iry' une partition de Pintervalle d’étude (O,T), avec
to =0 <t < .. <ty =T. Le principe de la méthode consiste a approximer
la solution du probléme sur chaque intervalle I; par un polynome de degré r; a
coefficients dans V. Notons P,.(J; V) I'espace des fonctions définies sur 'ouvert J C
R, polynomiales de dégré r a coefficients dans V, soit

Po(J;V)={v:J —V]o(t) :Zvnt", v, €V}

n=0

On recherche donc une approximation de la solution dans 'espace Z.(T,; V), r € NV,
défini par
Z(Th;V) ={v /vy, € P, (1;;V), Vi € {0,....N — 1}}

2.2 Deéfinition de la dérivée temporelle

Les fonctions de type Z.(Ty; V) sont a priori discontinues aux instants {t;}Y,.
La dérivée temporelle doit alors étre redéfinie au sens des distributions.
Soit a € Z,(Ty;R). Prolongeons a(t) sur R de telle sorte & avoir a0y = a(ty ) et
Q(tn.00) = a(th). On note
a(tt) = lima(t; + s
(1) = lima(t; + 5
Notant D(R) l'espace des fonctions C*°(R) & support compact dans R, on définit
alors naturellement la dérivée a € D'(R) telle que Vb € D(R),

(ab) = i / abdt + Z(a(tj) —a(t))b(t;)

1=0 1;

ol < , > désigne le produit de dualité.

On souhaite de plus envisager des fonctions tests dans le méme espace que la solu-
tion, c’est-a-dire éventuellement discontinues. Un choix naturel pour les problémes
d’évolution est de considérer des fonctions semi-continues supérieurement. De plus,
les fonctions sur (fx,00) peuvent étre prises égales a zéro. Les valeurs des fonctions
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2. Méthode de Galerkin discontinue

sur (—00,0) correspondent aux conditions initiales. On optera alors pour la nouvelle
définition de la dérivée:

(a,b) = Z_ /ab dt + i(a(zﬁj) —a(t;7))b(t) (A.1)

On montre que cette nouvelle définition a un sens.

2.3 Formulation variationnelle du probléme d’'évolution

Le probléme A.1 approximé par la méthode de Galerkin discontinue s’écrit alors:
Probléeme A.3 Trouver u € Z.(Ty;V) tel que, Yv € Zp(Ty; V),

S~ [ feti) + attsu)} de+ 3 elule?) = ue)l6) + elule)le)) =

H

1=

/ ) dt + c(ug,v(td))

Notons que la condition initiale uy apparait au second membre. Elle ne sera vérifiée
qu’au sens faible par la solution.

2.4 Reésolution incrémentale du probleme

Grace a la définition adoptée pour la dérivée, il est possible de résoudre le pro-
bléme de maniére incrémentale sur les intervalles I;, i € {0,....N — 1}. La solution
étant supposée connue sur (ty,t;), on considére les fonctions test nulles hors de I'in-
tervalle [; ; cela conduit & I’écriture suivante du probléme sur l'intervalle I;:

Probleme A.4 Trouver u € P, (I;;V) tel que, Yv € P,,(1;;V),

/{C(ﬂ,v) +a(tiu)} dt + c(u(t])u(t])) = /(f,v) dt + c(u(t; ) v(t))
Ii Ii
2.5 Propriétés de I'approximation temporelle
On notera pour simplifier 70 = Z.(Th; R). Posons alors
Définition A.1 Pour a et b € ZﬁO’T),
N-1
/abdt Z/abdt+at+ b(ts) + > alt) (b)) — b(t;))
0,71 =1

Remarque A.1 La définition A.1 ne fait intervenir que les valeurs des fonctions sur
Uintervalle (0,T).
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A. Résolution d’un probléme d’évolution par la méthode de Galerkin discontinue

Proposition A.2

{a € ZEO’T) : / abdt=0,Vb € ZI(PO’T)} = {0}

[0,7]

{b € Z01) / abdt =0,Va € zf,OﬂT)} = {0}

[0,7]

[l Preuve : Montrons d’abord la deuxiéme partie de la proposition. Soit b € Zl(pO’T)
tel que Va € ZﬁO’T), [ abdt=0. Prenant a; =0,Vj>1,0na
[0,7]

/abdt+a(tg)b(tg):— / abdt +a(ty)b(ty) =0, Vae P, (lp;R)

(to,t1) (to.t1)

En prenant a constant, on obtient b(t; ) = 0. Si o = 0, alors b;, = 0. Sinon, b est
un polynéme de degré ry sur [y s’annulant en ¢; et orthogonal aux polynomes de
degré 1o — 1. Donc bz, = 0. Supposons que b;; =0, j <. Prenant a, = 0, Vj # 1,
on a

/ abdt + a(tHb(tF) = — / abdt + a(t; )bt 1) =0, VYae P, (I;R)
(tistit1) (tistit1)

En suivant le méme raisonnement que précédemment, on obtient b;, = 0. Ainsi,
b=0.
Remarquant que

/abdt Z/abdt—l—at]v (ty) — Z ) —at))b(ty)  (A2)

0.7] =0 1; =1

on montre la premiére partie de la proposition en raisonnement par récurrence in-
verse (en partant de Iy_;). O

Proposition A.3

Va € ZOD), / aadt >0

0,7
[J Preuve : On montre aisément que
- Loy ! + NC IS SR
/ wadt = Lalt})+ Zl S (at) — ar)? + Galy) (A.3)

(0,T]
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2. Méthode de Galerkin discontinue

2.6 Autres propriétés utiles

Il est également possible de définir une dérivée temporelle "adjointe" de celle
définie dans A.1 de la maniére suivante :

Définition A.4 Pour a et b € ZﬁO’T),

/ a %*(b) dt = z_: /a bdt — a(ty)b(ty) + z_: a(t;)(b(tj) — b(t;))
[0,T7] =0 I; i=1

Remarque A.2 Dans les problémes a conditions finales, les définitions de la dérivée
et de la dérivée adjointe sont inversées.

Proposition A.5 Pour a et b € ZI(PO’T),

/%(a)bdt:—/a%*(b)dt

[0,T] (0,7

U] Preuve : 1l suffit de reprendre la définition A.1 et d’opérer une simple intégration
par partie sur chacun des intervalles de la partition. [J

Remarque A.3 Dans le cas de fonctions continues, cette dérivée "adjointe” corres-
pond a la dérivée usuelle.

OI(I p;eut également étre intéressé par le calcul de I'intégrale suivante : pour a et
be Z8,

/ at)a bdt (A.4)
[0,7]

Les fonctions a et b étant discontinues, cela demande de préciser le sens de cette
intégrale.

Définition A.6 Soit o : (0,7) — R une fonction strictement positive. Elle définit

donc un produit scalaire sur ZX") noté (, )a- On note

1 1
V:a e Z0T — ap(a) = i(a,a)a =3 / aaadt € R
[0,7]

On définit alors sa fonction duale vis-a-vis de la forme bilinéaire qui o (a,b) €
ZO0 % 207 gssocie f[o pabdt, soit

Y* b e ZOD s (b)) = sup / aabdt —(a)
anﬁo’T)
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A. Résolution d’un probléme d’évolution par la méthode de Galerkin discontinue

Y* est une forme quadratique sur 70T Notant v 70T 70T L R sq forme
polaire, on définit alors

/ a(t)a b §*(a,b)
[0,7]

On pourra cependant adopter un méthode plus simple qui consiste & représenter

la dérivée d’une fonction de ZgO’T) par une fonction de Zl(pO’T . Grace a la proposition

A.2, on peut poser:

7T) (07

Définition A.7 Soit a € Z® , on note a € Zy ) la fonction dérivée définie par

d
/ badt = / b a(a)dt , Vb € Z(OT)
(0,7 [0,77]
On peut alors définir I'intégrale de la maniére suivante :
Définition A.8 Soit (a,b) € A A a(t) une fonction scalaire. On définit
/ a(t)a b= / a(t)a b
[0,T7] [0,T]

Remarque A.4 Dans le cas ot at) est constante par intervalle I; de la partition Ty,
on peut vérifier que les définitions A.6 et A.8 concordent.
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Annexe B

Résolution incrémentale des
problémes micro

On décrit dans cette partie une méthode de résolution incrémentale classique
pour la résolution du probléme micro 1.5 défini sur Qg x (0,7), E € E. A étape li-
néaire, on doit résoudre deux problémes micro par sous-structure ; le premier consiste
a ne considérer que les données de 1’étape précédente Sp. Le probléme macro étant
résolu, on peut considérer un second probléme micro avec comme seule donnée le

~M
multiplicateur W . On notera les inconnues de chaque probléme sg. Pour simpli-
fier, on notera l'ensemble des données Sp = {€,,, X W 5,05, Ye,Eg} € S;LO’T);

~~ . . NM
elles valent Sg pour le premier probléme micro et (0,0, 5 ,0,0,0) pour le second. On
omettra pour simplifier I'indice E.

1 Dualisation du probléme micro

Afin de se ramener & une technique de résolution éléments finis classique en dé-
placement, le probléme 1.5 est dualisé en introduisant un multiplicateur de Lagrange
(e, W) € E;?gad. On notera u € uff’,? le champ de déplacement correspondant (voir
définition 11.7). Le probléme micro s’écrit alors:

Probléeme B.1 Trouver (o,F)Y) € S;SJET) X 3,2(3};) X HES’ET) et (W) € EES}ET’Z“ tel
que: Y(o* . F*Y*) € 853’,;5) X 3753}:{) X ‘dﬁf’ET),

/ K6 : 0" dudt + / AYY o Y* dudt + / H [ ;’[ } ol 7. | dedt+
Qpx[0,T) Qpx[0,T) QEx[0,T) )
/ hF-Frdsdt = / <H{ }—[_s%])o g* dx dt+

00 Ex[0,T] Qpx[0,T] ) ]

/ F* - (hF + W) dsdt + / e:otdudt — / W - F*ds dt

BQEX[O,T] QEX[O,T] 8QE><[O,T]

=<l al
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B. Résolution incrémentale des problémes micro

et Yu* € u%),

/ e(l*) : odrdt = / id-g*dxdt—i- / F 4" dsdt

QEX[D,T] QEX[O,T] 6QE><[0,T}

2 Formulation sur un intervalle de la partition 7}

On rappelle que la méthode de Galerkin discontinue est utilisée au niveau tem-
porel (voir annexe A). Elle permet une résolution incrémentale sur les intervalles
de la partition T, de l'intervalle d’étude (voir annexe A, paragraphe 2.4). On sup-
pose la solution connue sur (fo,t;). En considérant des fonctions test nulles hors de
I'intervalle I;, on obtient la formulation du probléme micro sur l'intervalle I;, qui
consiste & chercher les inconnues dans des espaces de type P,,(1;; X) (polynomes de
degré r; sur I'intervalle [; a coefficients dans X). Notons qu’aucune contrainte n’est
imposée aux champs test de la premiére équation du probléme B.1. Cela conduit
donc a deux problémes découplés ; un sur la sous-structure et un sur la frontiére, qui
permettent d’exprimer o7, Y|, et F; en fonction des données et du multiplicateur.
Ces expressions sont ensuite injectées dans la seconde équation du probléme B.1 et
le probléme peut alors étre résolu par une approche en déplacement classique.

B Exemple

On illustre la résolution dans le cas trés simple d’approximations temporelles de
type Po(1;; X), c’est-a-dire constantes sur l'intervalle [;. On notera a; la valeur de
la fonction a sur I;. On note également At; = (t;11 — t;). On notera a; la dérivée
temporelle de a sur I'intervalle [; définie par:

) 1 _
%= A (a; —a(t;))

Les opérateurs H et h sont supposés constants sur ;. On note alors

gd,i { o; } ép,i 1 [ K lo(t) ]
- = H —_— — —_ —
— X4 Y; —X;

At | ATYY(8))
Ed,i = hzi + Ez

7

La premiére équation du probléme B.1 conduit a

A K '+ Hy Hi, o |
H21 ALtiA_l + H22 Yz B

hE, = W, — W,

K RAAw)

Ces équations, condensées sur les contraintes et les efforts, conduisent aux expres-
sions suivantes :
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2. Formulation sur un intervalle de la partition 7,

ou

k = h

—1 1 1 -1
K = K'+H,-H,(H A™') H
At + My 12 ( 22 + At ) 21

. 1 -1
cqi = Eaqi+Hp ([H A1) Xy
€4, €44 T 12( 22 + At ) d,

Le probléme peut maintenant étre formulé sur la vitesse @, en injectant les ex-

pressions précédentes dans la seconde équation du probléme B.1. Cela conduit au
probléme éléments finis classique suivant :

Probleme B.2 Trouver u; € Uy, g tel que Vi; € Uy, g,

/s@;) : Ke(w,) dx + / W -k ds =

Qp 0NE

Lo, uwr dr — /e(@f) cKég,; dr + / Wipo, -k W, ds
Qp Qp 0

Remarque B.1 Si les pas de temps At; sont constants et que les opérateurs H et h
sont constants, les opérateurs K et k sont constants. La matrice de rigidité éléments
finis du probléeme B.2 est donc invariante au cours de la résolution incrémentale.
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Annexe C

Validité de |'approximation radiale
de la solution d'une équation
d’'évolution

On s’intéresse ici a la justification de 'utilisation de 'approximation radiale pour
la résolution d’un probléme d’évolution du premier ordre en temps du type A.1. On
reprend le cadre fonctionnel décrit dans 'annexe A. Des détails concernant cette
partie peuvent étre trouvés dans [Ladevéze, 1999].

1 Approximation d’ordre 1

On cherche une approximation u de la solution de A.1 sous la forme
u= AU (C.1)

o A € L*(I) et U € V. Bien siir, ces deux fonctions sont définies a un facteur
multiplicatif prés. On pourra choisir de normer 1'une ou I'autre de ces fonctions sans
perte de généralité. On peut alors se poser le probléme de I'approximation sous la
forme suivante :

Probléme C.1 Soitu € W (I;V,V'). Trouver (\,U) € L*(I) xV minimisant l’erreur

e(u—AU) = [lu— )\UH%?(I;J{) (C.2)
Le probléme variationnel associé au probléme de minimisation C.1 est le suivant :
Probléme C.2 Soit u € W(I;V,V'). Trouver (\,U) € L*(I) x V tel que

(u = AUBU) 2y = 0, VB € L*(I)
(= XUV )2y = 0, ¥V €V

La solution du probléme C.2 vérifie

\ = (u,U)g-(
U115

U — (u,/\)Lz(I)
2z,
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C. Validité de I'approximation radiale de la solution d’une équation d’évolution

De ces expressions découle

1

A= A .
A 0T 20 o

On définit alors 'opérateur T tel que
T: \— T()\) = (U,(U/,)\)L2([))j—( (04)

La recherche de 'approximation se raméne donc a la résolution d’un probléme aux
valeurs propres sur I'opérateur T, soit :

Probléme C.3 Trouver les couples (w,\) € R\{0} x L*(I) vérifiant
T(A) = wA
avec T défini par (C.4).

Proposition C.1 Le probléeme aux valeurs propres C.3 admet un ensemble dénom-
brable de solutions (w;,\;) telles que w; € RT\{0}.

O Preuve : u appartenant a W (I;V,V'), on montre que T : L?(I) — H'(I) est
un opérateur linéaire continu (voir [Ladevéze, 1999]). Comme l'injection continue
de H'(I) dans L*(I) est un opérateur compact et que le produit d’un opérateur
linéaire compact par un opérateur linéaire continu est compact, T : L?(I) — L*(I)
est compact. L’opérateur T de L?(I) dans L*(I) est donc linéaire continu compact.
Par conséquent, la théorie spectrale classique s’applique (voir [Brézis, 1983]). De
plus, T est autoadjoint car

(TN),B) ey = ((u,(w,N)L2n)s68) L2y = ((w,08) 21y, (w,A\) L2(1)) 3¢
= ((u,\ )L2(1 ,(U B)r2(1)) g
= (T(B)N) 2y = ATB)) 2y

Il posséde donc des valeurs propres w; réelles positives. []

Proposition C.2 La solution du probléeme d’approzimation C.2 est associée a la plus
grande valeur propre de T.

O Preuve : Soit (w,A\) un couple valeur propre/vecteur propre de opérateur T,
avec A de norme unité. La fonction spatiale correspondante est donc U = (u,\) 2(p).
Notons alors que

(wAU) 200 = (WA, r2(n) e = (A) L2(n),(
= ((u,(w,A) z2(1)) 36N 2y = (T(A

= W

u )\)LQ(I))
)AL

D’aprés (C.3), on a ||U]|3; = w. On a donc
e(u—AU) = e(u)+w—2(u,\U) 290

= e(u) —w
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2. Approximation d’ordre m et propriétés de convergence

La meilleure approximation AU de u est donc associée a la plus grande valeur propre
w.

Proposition C.3 Si (\,U) est solution du probléme C.1, alors elle vérifie :
e )\ rend stationnaire et maximise le quotient de Rayleigh

((w,A) 21y, (W, ) 21y ) 3¢
()‘7)‘)L2(I)

R()\) =

2
° U )\ L (I)
II IILQ(])

e c(u—AU)=¢e(u) —w, ot w est la plus grande valeur du quotient de Rayleigh
R(\).

O Preuve : Notons R) le gradient de R(\) en A. La stationarité du quotient de
Rayleigh s’écrit: V3 € L*(I),

R,\(8) =0

((Uaﬂ)ma),(U,)\)L%I))H(AJ\)B(I) - ((U >\>L2(1),(U,A)H(I))i}c()\ﬁ)w(n _
(A7)

& (@A) ) = ROVAS) L2y = 0

& R = (u,(u,\)2(n)) %

& 0

Ainsi, la stationnarité du quotient de Rayleigh est équivalente au probléme varia-
tionnel C.2. Un couple (R(A),A) tel que A rende stationnaire R est donc un couple
(w,A\) de valeur propre/vecteur propre de 'opérateur T précédemment défini.

On vérifie aisément que R(\) = HUH?H||)\||%2(,). De plus

e(u—AU) = e(u) + U5y — 2(uAU) L2

= e(u)+R(N) — 2(H)\Hi2(1)U7U)iH)
= e(u) — R(\)

2 Approximation d’ordre m et propriétés de conver-
gence

Proposition C.4 On cherche la meilleure approximation d’ordre m sous la forme

= zmj \iU;
i=1

o, Vi, \; € L2(I) et U; € V. Les fonctions {\;} sont alors les fonctions rendant
stationnaire le quotient de Rayleigh R(\) et associées aux m plus grandes valeurs de
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C. Validité de I'approximation radiale de la solution d’une équation d’évolution

(Ua)‘i)LQ(])

ce quotient. Le fonctions spatiales associées sont U; = N De plus
M2
m m
e(w =Y NUi) =e(u) =Y R(N) — 0
i=1 i=1

O Preuve : voir [Ladevéze, 1999]. O

3 Construction de I'approximation

Les résultats de cette annexe justifient donc la décomposition radiale de la solu-
tion du probléme d’évolution. On a pu constater que la meilleure approximation ra-
diale est solution d’un probléme aux valeurs propres sur 'opérateur T. Pour trouver
cette approximation, on peut donc utiliser simplement une méthode des puissances.
Cela revient en fait & minimiser l'erreur e(u — AU) alternativement sur A et U. A
I'itération k, on résoud donc

Min e(u — XBUEH)
U (k+1)
puis
Min e(u — \FDUEHD)
A(E+1)

Cette méthode est de loin la plus simple si on s’intéresse uniquement & une
approximation radiale d’ordre 1. Il peut cependant étre intéressant d’obtenir une
décomposition d’ordre plus élevé. On pourra alors envisager I'utilisation d’une mé-
thode de type Krylov, plus sophistiquée (voir par exemple [Saad, 1992]).
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Annexe D

Construction de |'approximation
radiale des problémes micro

Pour simplifier, on se place dans le cas sans variable interne. On rappelle que
I'approximation radiale consiste ici & rechercher une approximation s de la solution
du probléme micro V.4 sous la forme

(@.E)(zt) = (t)(C.C)(z)
EW)(zt) = e)(E,Z

—~

~—
~—

(z

ou l'indice E a été omis. La meilleure approximation est définie comme minimisant
I’erreur en relation de comportement

¢ho(8 —5) = [[|CKT'C + cHC — ¢E — A|[{ +[[[chG +¢Z — 0|3
avec

A2 = / A:M@OAdrdt et |82 = / 5-m(t)dsdt

QEX[O,T] aQEX[O,T}

ou M et m sont des opérateurs linéaires symétriques définis positifs. Le tableau
V.5 propose un algorithme de construction de cette approximation. Il fait intervenir
deux problémes de minimisation, un sur les fonctions temporelles et 'autre sur les
fonctions spatiales. On détaille ici la résolution de ces problémes a l'itération k de
I'algorithme. On omettra par la suite l'indice k.

1 Minimisation sur les fonctions spatiales

Les fonctions temporelles sont connues. Notons

C* C dif x| * . Q* Q dif * *



D. Construction de I’approximation radiale des problémes micro

La stationnarité de lerreur par rapport a (C,G) et (E,Z) s’écrit alors: trouver
(C7Q) - Fh,E,O et (E,Z) c Eh,E,O tel que, V(C*,Q*) - Fh,E,O et V(E*,Z*) - Eh,E,O;

Acc Aee Q o
) <aec aee><Z)dS_

C* o Acc _Ace -
E* _Aec Aee Z
QE E
C* —A, G* J,
[(%)(= )d“/(z*)o(z ) e
Qp E
ol
A = (KT'MK™'¢¢) o+ (KT'MHec) 0 + (HMK ™ ¢.0) 0 + (HMHe,c) g
Ace — (K_lMévé)[07T]+(HMé7C)[O,T]
A, = (MKflc',e')[&T]+(MHc,é)[O,T]
A.ee — Me,e)[OT]

a.,. = (mhcé) 0.7]
A, = me,é)[oﬂ
A, = — (HmZ,c) 0.7] (KﬁlmZ c) 0.7]
A= - (mz,é) [0,T]
0, = (hm E,c) or T (k_lm 5,0) 0.7)
Ee = (m E76) [0,7)

ot on a posé (a,b)j,r) = [y abdt.
Afin de conserver une approche éléments finis en déplacement pour la résolution de
ce probléme, on écrit 'appartenance de (C,G) a F, o au sens faible en introduisant

un multiplicateur (E,Z) € E; po. On a alors

C = A <E+AceE —Zc> = (AL ALAL) ( ; ]?JZC )
¢ ) ()

Le probléme en déplacement s’écrit alors

[(E)A(5) o [ (£)a(2)o-

QE E

E* AA, z a'd,
/(E) (A _ALA- 1A>d“’+/(g*)°(3 a.als ) o
QE OQE
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2. Minimisation sur les fonctions temporelles

ou
~ -1 -1
A — Acc Acc Ace
- -1 -1
_AecAcc Aee - AecAcc Ace
-1 -1
5 _ acc acc Ace
- -1 -1
e, Aee T AecApe Ace

Le probléme consiste alors a chercher U et Q appartenant a l'espace éléments
finis classique Uy, g tels que

E

E

Il
O]
—

) et Upe, =2
) et Upg, =

< |

I
JLR
IN

B Exemple
Dans le cas de la viscoélasticité linéaire, H = %K‘l. On choisit naturellement M =

(1-%H"'etm=(1—%)h™". On montre facilement qu’avec ce choix de norme,
certains termes de couplage s’annulent.

On note (¢,€) 12 = (1- %)c,e)[oﬂ. On pose également

.. . 1
Tle =1 (Cac)[o,T],z +2 (Cvc)[O,T],Q + 5 (Cac)[O,T],Z

On a alors
;& _ % % (é’é)[oéT},z K2
— L (€,0) . K <77 (€€)0,m2 — (éaé)[o,T],2> K

L _ht! 0
3 = (c0)0,11,2
.. 1
0 (eve>[0,T},2 h

2 Minimisation sur les fonctions temporelles

c* c def , %
(( o ) ) ( . )) = (" Wpm + (€.6)pmn
(0,77

Connaissant les fonctions spatiales, la stationnarité par rapport a (c,e) conduit au
probléme suivant : trouver (c,e) € 78T 5 707 tel que V(c*e*) € A A

((: >Aw(i)+Aw(i))m((?)(ﬁé))mr 7
(&) () o ()= () - (R)),,

Notons

*

*

*

*
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D. Construction de I’approximation radiale des problémes micro

avec
\ (CK'MK"'C),, (C,K~'MHC),,_
ce (CHMK-'C),  (CHMHC), + (GhMhG),,
R _(CK- 1ME) 0
ce —(C HME +(GhmZ),, 0
A < EMK 1C) - (E,MHC)QE0+ (ZmhG) 0, )
< (E,ME),,_ (Z mZ)y, 0 )
Aee 0
@ CKlMA)
53 (CHMA), + (Ghmd),,
56 E MA (Z’mg) 0NE
52 0
ou on a posé ( fQ Jdroet (.. )aa, = faQE
Remarque D.1 Dans le cas oo M = (1 —£)H " et m = (1 —£)h™", on montre que

certains termes de couplage s’annulent (termes extra-diagonauz de A . et A..).

Le probléme de minimisation fait apparaitre des produits de dérivées, ce qui en
fait un probléme global sur le temps. Pour alléger le coiit de calcul de ce probléme, on
pourrait transformer ce probléme en la résolution d’un systéme d’équations différen-
tielles d’ordre 2. Cependant, ce systéme différentiel posséde des conditions initiales
et finales et sa résolution est non triviale. La solution la plus simple est donc de
garder une résolution globale. La définition du produit de dérivée pour des fonctions
discontinues est donnée en annexe A (définition A.8 ou A.6).

Remarque D.2 Le probléme assemblé fait apparaitre une structure tridiagonal par
bloc (un bloc correspondant a l'ensemble des inconnues sur un intervalle de la par-
tition Ty) ; Uutilisation d’une technique de résolution adaptée fait que la résolution
de ce probleme global n’est pas trop coiiteuse.

Remarque D.3 Afin de s’affranchir des probléemes de produits de dérivées, on peut
chercher simultanement les fonctions (c,e) et les représentants de leurs dérivées (¢,¢)
dans Z° (vozr définition A.7) en introduisant deux multiplicateurs (c,e) dans VA
afin de garantir

\
&4
¢
QU

d
h:/ffameV?ez9”

[0, [0,
~ x ~x d I~ (0,7)
ctedt= [ e %(e)dt,Ve €Z>
[0,7] [0,T]
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