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Introduction générale

Introduction générale

A recherche scientifique dans le domaine de I'opto-microonde est née il y a une tren-
Ltaine d’année de la fusion des avantages de l'optoélectronique et de ceux des mi-
croondes [Iss90, Iss95]. Deux axes de recherche ont alors émergé, & savoir 1’étude de I’action
des microondes sur les circuits photoniques et ’étude de ’action de la lumiére sur les com-
posants hyperfréquences.

Le premier axe de recherche concerne principalement la modulation hyperfréquence de la
lumiére dans le domaine des communications optiques. De nombreux travaux se sont foca-
lisés sur le développement des diodes lasers et des photodétecteurs ou sur les performances
de la modulation, afin d’augmenter la largeur de bande des fibres optiques utilisées dans les
systémes de communications [Kas87, Bow87, Hie95].

Le deuxiéme axe de recherche fait partie de ce que ’on appelle le controle optique de
composants hyperfréquences. Les avantages du contréle optique sont multiples : isolation
de la commande optique du signal microonde commandé, temps de réponse extrémement
rapide, immunité aux interférences électromagnétiques, pas d’ajout de circuits électroniques
pouvant induire des effets parasites, possibilité d’intégration de la commande optique, faible
cott [Her85].

Le controle optique utilise ’effet photoconducteur qui consiste & créer des porteurs libres
dans un substrat semiconducteur par injection optique. Les caractéristiques diélectriques
sont, alors localement modifiées dans le semiconducteur et changent le comportement hy-
perfréquence d’une onde pouvant se propager dans le substrat. Pour s’en persuader, une
expérience simple consiste & interrompre une ligne microruban par un gap sur un sub-
strat semiconducteur trés résistif [Aus75]. Lorsque le gap n’est pas éclairé, ’'onde hyperfré-
quence injectée en début de ligne est totalement réfléchie par le gap qui forme un circuit
ouvert. Lorsque le gap est éclairé par un faisceau laser de longueur d’onde et de puis-
sance appropriées, une partie de I'onde hyperfréquence est transmise & l'extrémité oppo-
sée de la ligne microruban. L’injection optique a donc fait augmenter la conductivité lo-
cale au niveau du gap, créant ainsi un milieu photoinduit que ’on peut apparenter & un
plasma. Cette expérience a donc permis la réalisation du premier interrupteur hyperfré-

quence controlé optiquement. D’autres fonctions plus complexes ont ensuite été réalisées,

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 7
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Introduction générale

tels que des résonateurs, atténuateurs et filtres. Ce type de commande optique permet éga-
lement de controler des circuits actifs en agissant directement sur les composants actifs, ou
indirectement en contrélant les circuits passifs associés. Des travaux ont été réalisés sur des
transistors MESFET [Sun81, Des81, Des83|, HEMT [Sim87], HBT [Kar93], sur des diodes
IMPATT [Yva77,See78,Sin86] ou Gunn [Cal69, Yu90].

Ce travail de recherche s’inscrit dans la continuité des travaux de J. Haidar [Hai96], S.
Chouteau [Cho97], B. Boyer [Boy98] et P. Ahouassa [Aho01] & I'Institut de Microélectro-
nique, Electromagnétisme et Photonique (ex-Laboratoire d’Electromagnétisme, Microondes
et Optoélectronique et Laboratoire de Physique des Composants Semiconducteurs). J. Hai-
dar a mis en évidence 'aspect résistif et réactif de la charge photoinduite en réalisant des
filtres, atténuateurs et résonateurs accordables par une méthode optoélectronique. S. Chou-
teau a intégré la commande optique dans un silicium polycristallin en réalisant un com-
mutateur microonde en technologie coplanaire. B. Boyer a approfondi ’étude menée par J.
Haidar sur la modélisation de la charge photoinduite en examinant plus particuliérement
Iinfluence de la longueur d’onde optique sur la charge photoinduite et en développant les
applications mettant en ceuvre les aspects non linéaires de cette charge. P. Ahouassa, enfin,
a développé une méthode permettant d’extraire la durée de vie des porteurs & partir de
simulations numériques 2D réalisées avec le logiciel Atlas© de Silvaco [Sil98], d’un modéle

électrique RC paralléle et de courbes expérimentales.

Cette thése a pour but non seulement de développer un logiciel qui permet, grace a
la souplesse de la méthode des éléments finis, la simulation hyperfréquence mais aussi de
modéliser l'injection optique et son couplage avec ’onde qui se propage dans le substrat se-
miconducteur, sur des structures passives controlées optiquement en technologie microruban.
Au début de ce travail de recherche, il n’existait pas de logiciels commerciaux permettant
ce type de simulation & la frontiére de ces deux domaines physiques trés spécialisés. Ce tra-
vail s’inscrit donc dans la tendance actuelle de développement de logiciels multi-métiers et
multi-physiques demandés par les industriels qui préférent investir plutdt dans un seul logi-
ciel touchant & plusieurs métiers que dans plusieurs logiciels dédiés ayant une compatibilité

plus ou moins grande entre eux.

C’est pourquoi cette thése a été réalisée d’une part en collaboration avec 'Institut de
Microélectronique, Electromagnétisme et Photonique (IMEP) pour sa connaissance appro-
fondie du controle optique des composants hyperfréquences, et d’autre part en collaboration
avec le Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble (LEG) qui contribue au développement
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du logiciel Fluz3d®© commercialisé par la société Cedrat, basé sur la méthode des éléments
finis mais travaillant sur des dispositifs essentiellement électrotechniques, c’est-a-dire en
basses fréquences. Le choix de la méthode des éléments finis est motivé par le fait qu’elle
est capable de prendre en considération des structures ayant des géométries et des compor-

tements physiques complexes.

Ce travail de thése est présenté suivant quatre chapitres comportant chacun un som-

maire, un résumé, une conclusion et une bibliographie propres.

e Le premier chapitre pose le probléme du controle optique en décrivant les différents
phénomeénes physiques mis en jeu lorsqu’on éclaire un substrat semiconducteur. Basé
sur expérimentation de deux composants hyperfréquences simples en technologie
microruban, un modéle traduisant le comportement de la charge photoinduite est
proposé suivant la théorie des plasmas.

e Le but du second chapitre est de présenter les outils mathématiques nécessaires a la
formulation par la méthode des éléments finis. La propagation hyperfréquence pose
le triple probléme du calcul précis bidimensionnel des modes propagatifs dans les
accés-sources, de la propagation résultante de I’onde hyperfréquence dans la struc-
ture tridimensionnelle et du calcul des paramétres S nécessaire pour toute compa-
raison avec des résultats aussi bien expérimentaux qu’analytiques. Nous verrons que
le calcul 2D précis du champ électromagnétique source dans les accés doit s’effectuer
a l'aide de la résolution d’un probléme aux valeurs propres, résolution dans laquelle,
& une fréquence donnée, les valeurs propres sont les constantes de propagation, et

les vecteurs propres associés, les champs électriques et magnétiques transversaux.

e Le troisiéme chapitre se consacre & la présentation des éléments finis d’arétes utili-
sés dans nos simulations. Les éléments finis d’arétes font partie, plus globalement,
des éléments finis de Whitney dont nous donnerons un bref apercu au début de
ce chapitre. Ces éléments d’arétes possédent ’avantage sur les éléments finis no-
daux classiques d’imposer la continuité des composantes tangentielles du champ sans
contraindre sa composante normale. Associés aux formulations développées dans le
chapitre précédent, ils permettent ainsi d’éliminer les solutions non physiques des
problémes. Nous décrirons principalement les propriétés géométriques des fonctions

de forme bidimensionnelles, attachées aux triangles et rectangles, ainsi que celles
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des fonctions de forme tridimensionnelles, attachées aux tétraédres et hexaédres.

o Le dernier chapitre fait la synthése des trois autres, en testant sur des exemples dont
on connait la solution analytique, les formulations 2D et 3D du chapitre II associées
aux éléments finis d’arétes du chapitre III. Il présente enfin un premier résultat de
simulation sur une structure microruban contrélée optiquement en utilisant le mo-
déle de la charge photoinduite développée dans le chapitre I selon la théorie des

plasmas et suivant 1’équation de diffusion ambipolaire.

Nous terminerons ce mémoire de thése par une conclusion générale qui résumera le travail
effectué et proposera les perspectives du travail futur & accomplir concernant la simulation
numérique de ces composants hyperfréquences controlés optiquement.
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E chapitre introductif permet de poser correctement les bases de nos réflexions sur
Cle controle optique de composants hyperfréquences. Nous nous sommes en particulier
intéressés & des composants microondes passifs, controlés optiquement, en technologie mi-
croruban et sur substrat silicium. La simulation numérique de ce type de composants pose
le double probléme de la simulation “globale” hyperfréquence d’une structure ouverte et de
la simulation “locale” du changement de conductivité en extrémité de ligne. Afin de mieux
cerner les problémes physiques mis en jeu, nous avons commencé par établir une base de
données expérimentales qui servira de référence qualitative et quantitative & nos simulations.
Nous avons ensuite adopté le modéle de la diffusion ambipolaire lors de la photogénération
des porteurs par paires. Nous avons enfin traduit le changement local de la conductivité de
Pextrémité de la ligne éclairée par une permittivité plasma complexe équivalente qui varie

suivant la profondeur dans le substrat et suivant la coordonnée radiale.



1. Etude expérimentale du contrdle optique de composants hyperfréquences

1 Etude expérimentale du controle optique de compo-

sants hyperfréquences

Notre travail s’est limité & la modélisation numérique de composants hyperfréquences
passifs controlés optiquement. Aussi est-il intéressant, avant de se lancer dans les calculs,
de manipuler ces composants afin d’appréhender leurs comportements physiques. Nous nous
sommes intéressés en particulier aux composants passifs de technologie microruban. Nous
verrons que ce choix technologique convient particuliérement bien & la gamme de fréquences
de notre étude (f = 0,5 — 10,5 GHz) et a l’éclairement par un faisceau laser du substrat.
Afin de cerner les problémes mis en jeu dans le controle optique de lignes microrubans, nous
avons commencé par établir une base de données expérimentales qui permettra une compa-

raison qualitative et quantitative avec les résultats de nos simulations numériques.

Nous avons choisi, pour effectuer cette étude expérimentale, deux dispositifs caractéris-
tiques simples dont on maitrise bien la technologie pour la réalisation et dont on connait
bien le comportement hyperfréquence en 'absence d’éclairement pour la compréhension phy-
sique. Il s’agit de la ligne ouverte et de la ligne avec stub. Ces structures sont réalisées sur un
substrat semiconducteur qui doit étre trés résistif pour diminuer les pertes par propagation,
et dont la durée de vie des porteurs doit étre grande pour ’application au contréle optique
en régime d’éclairement continu. Plusieurs candidats répondent & ces deux critéres. Aussi
avons-nous choisi le candidat local qui est le moins cher et dont on maitrise le mieux la
technologie de fabrication, le silicium. Pour réaliser ces expériences, nous avons utilisé un
Analyseur Vectoriel de Réseaux (AVR) HP5510 pouvant mesurer les paramétres S jusqu’a
40 GH~z et une diode laser de puissance maximale 100 mW et de longueur d’onde 830 nm
(infrarouge).

La difficulté majeure dans ce type d’expérience est le positionnement correct du faisceau
laser (visible & la caméra IR) qui doit éclairer de maniére optimale et reproductible le bout
de la ligne microruban. Nous avons donc congu un dispositif de positionnement en (zyz) &
I’aide de tables micrométriques montées sur un marbre perpendiculaire & ’axe optique de la

diode laser comme le montre la figure I.1.

En ce qui concerne la reproductibilité de ’expérience, celle-ci est pratiquement assurée
par la donnée du couple courant-tension de polarisation (I4z, Vimez) pOur une puissance
lumineuse fixée qui doit étre suffisante au passage d’un courant statique dans le dispositif.
En effet, si on polarise la ligne sous une tension inverse de —10 V' et que l'on déplace le
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Figure 1.1 : Dispositif expérimental

faisceau lumineux, dont on a fixé la puissance en général & 20 mW, au voisinage du bout
de la ligne, on peut mesurer de fagon reproductible le courant statique correspondant. Ce
courant statique varie donc avec la position du faisceau laser au voisinage du bout de la ligne
et devient maximal en amplitude pour une position nous semblant optimale pour 1’étude du
controle optique, c’est-a-dire lorsque le cercle lumineux du faisceau laser est tangent et dans
le prolongement de la ligne microruban (cf. figure 1.2).

Nous allons maintenant décrire les comportements physiques des deux dispositifs choisis
en étudiant leur comportement respectif en réflexion et en transmission en faisant varier &

tour de role la tension de polarisation de la ligne microruban et la puissance optique injectée.
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1. Etude expérimentale du contrdle optique de composants hyperfréquences

1.1 Ligne ouverte

La ligne ouverte est un dispositif microonde simple dont on peut caractériser le compor-
tement en réflexion en faisant le rapport des puissances de ’onde incidente P; sur I’onde
réfléchie P,.. Cette ligne a été congue de fagon a avoir son impédance caractéristique égale
a celle des accés hyperfréquences de ’AVR afin de limiter toute désadaptation sur la bande
de fréquences choisie avec I’appareil de mesure. Les caractéristiques physiques de cette ligne
sont données sur la figure 1.2.

hv > E,

Plan de masse

25 mm

Figure 1.2 : Caractéristiques physiques de la ligne ouverte

Nous nous sommes d’abord intéressés & la caractéristique courant-tension de polarisation
en éclairant le bout de la ligne avec différentes puissances lumineuses afin d’étudier le contact
entre le métal (aluminium) et le semiconducteur (silicium) comme le montre la figure 1.3.

Nous constatons alors que plus la puissance optique appliquée est forte, plus la structure
a un comportement Schottky. En ’absence d’éclairement, la caractéristique courant-tension
de polarisation est également de type Schottky sur une plage de tensions de polarisation de
Pordre du mV.

Nous nous sommes intéressés ensuite a la variation du coefficient de réflexion Si1 sur la
bande de fréquences 500 M Hz — 10,5 GH z en fonction de la puissance lumineuse injectée
et sous une polarisation constante de 5 V' comme le montre la figure I.4. Nous pouvons nous
contenter ici de donner les coefficients de réflexion en module, sachant que la phase passe de

m & —7 & chacune des fréquences de résonance.
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Figure 1.4 : Module du coefficient de réflexion de la ligne ouverte en fonction de la fréquence sous
différents éclairements

Nous constatons ici que plus la ligne est éclairée, plus le module du coefficient de réflexion
est mauvais. En effet, en ’absence d’éclairement, la ligne ouverte se comporte comme un
coupe-circuit pur c’est-ad-dire que ’onde incidente est totalement réfléchie en bout de ligne.
On observe néanmoins de faibles pertes sur la figure 1.4 car |S11| # 1. Par contre, lorsque
Pextrémité de la ligne est fortement éclairée, ’onde incidente n’est pas totalement réfléchie ;
elle est partiellement absorbée par la charge photoinduite en extrémité de ligne, et on peut
observer par exemple des pertes de 25 dB environ & 5 GH z sous une puissance lumineuse de
80 mW. Nous observons également une translation des pics de résonance de la ligne selon

la puissance lumineuse injectée.
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Examinons maintenant sur la figure 1.5 l’effet de la polarisation de la ligne sur le module
du coefficient de réflexion et sous une puissance lumineuse constante de 100 mW.

|Sn] [dB!

0 1 2 3 4 5

6 7
(Gl

Figure 1.5 : Module du coefficient de réflexion de la ligne ouverte en fonction de la fréquence sous
différentes polarisations

Nous observons ici une diminution du coefficient de réflexion lorsque la tension de pola-

risation augmente.

Ces expériences simples permettent déja de dégager 2 conclusions :

e Plus la puissance lumineuse injectée en bout de ligne est forte, plus les pertes engen-
drées sont fortes ; I’extrémité de cette ligne résonante se comporterait donc comme
une charge d’impédance complexe qui serait photoinduite.

e Le phénoméne de pertes est renforcé lorsque la ligne est polarisée en direct c’est-a-
dire lorsqu’on applique une différence de potentiel positive entre la ligne microruban
et le plan de masse qui est pris conventionnellement comme plan de référence (0 V).

Nous allons maintenant passer & l’expérimentation sur la ligne avec stub qui permet

d’obtenir des résultats en transmission.

1.2 Ligne avec stub

La deuxiéme structure étudiée est une ligne microruban d’impédance caractéristique

50 Q avec un stub de longueur 4 mm placé au milieu de cette ligne principale que nous
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caractérisons en transmission. La figure 1.6 décrit les caractéristiques physiques de cette
ligne.

hv > E,

Si (e, =11,7)

Plan de masse

14 mm

Figure 1.6 : Caractéristiques physiques de la ligne avec stub

Si nous regardons a nouveau la caractéristique courant-tension de polarisation de cette
structure sous différents éclairements, nous observons le méme comportement Schottky que
pour la ligne ouverte décrite précédemment, qui s’accentue avec la puissance lumineuse
injectée.

L’observation sur la figure 1.7 de la variation du module du coeflicient de transmission
|Sa1| = \/P:/P; en fonction de la fréquence, avec la puissance lumineuse injectée comme
paramétre, nous permet & nouveau d’évaluer les pertes occasionnées par la charge photoin-
duite.

Plagons-nous d’abord dans le cas simple d’un systéme sans pertes et non éclairé pour
raisonner. La figure 1.8 donne les longueurs caractéristiques et les points particuliers facilitant
I’étude de la ligne avec stub.

L’impédance Zj, = oo au bout du stub raméne au point A 'impédance Z 4 telle que :

_  Zp+)Z.tan(BLy) Z.

- T°Z. 497 tan(BLy) - _Jtan(ﬂLl) (1)

L’impédance ramenée Z4 est donc imaginaire pure et se trouve en paralléle avec I’impé-

Za

dance en B qui est I'impédance caractéristique Z. puisque la sortie S est adaptée (c’est le

cas ici lors de nos mesures).
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Figure 1.7 : Coefficient de transmission de la ligne avec stub sous différents éclairements

Zr,

Ly

L2 LI}

Figure 1.8 : Longueurs caractéristiques et points d’étude de la ligne avec stub

A la jonction entre le stub et la ligne de transmission principale, nous pouvons donc

calculer ’admittance Y; de la maniére suivante :

Y; =Y. +Ys =Y[1+tan(BL:)] =Y, [1 + jtan (Q%Ll)] (1.2)

Or on observe, sur la figure 1.7, que le module du coefficient de transmission comporte
un pic vers 7 GHz. A cette premiére fréquence de résonance, la longueur du stub L; est
équivalente & A\/4 et rameéne au niveau de la jonction avec la ligne principale de transmission,
un court-circuit en paralléle (tan(27L;/X) = oo = Z; — 0). On peut ainsi déduire & cette
fréquence de résonance I'impédance Z; = 0 ramenée en entrée E de la ligne principale aprés

un parcours de longueur Ly :

Zg = yZ.tan(BLsy) = 31X (1.3)

Ceci se traduit par une réflexion totale (ou quasi-totale si on considére en toute rigueur
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les pertes non nulles dans le silicium) car nous avons |Si1 |2 = |(JX — Z.)/()X + Z.)|” = 1.

Revenons maintenant 4 notre systéme éclairé comportant des pertes photoinduites. Lorsque
la puissance lumineuse augmente, 'impédance ramenée en début de stub puis en début de
ligne principale différe de plus en plus d’une impédance imaginaire pure. Si on considére
le milieu de propagation avec des pertes négligeables, la transmission |S21]|?> = 1 — |S11]?
s’ameéliore donc en module car le module du coefficient de réflexion différe de plus en plus
de I'unité & cause d’une partie réelle existante.

Nous pouvons également ajouter que la phase subit toujours une discontinuité de —7 a =
au niveau de la fréquence de résonance et qu’elle se translate sous l'effet de I’éclairement. De
la méme maniére que pour la ligne ouverte, la polarisation en direct accentue le phénoméne

de pertes.

Nous allons maintenant passer de ’observation des phénoménes expérimentaux i ex-
plication théorique des phénomeénes physiques complexes mis en jeu lors de 1’éclairement
continu de la structure en bout de ligne.

2 Phénoménes physiques mis en jeu

L’interprétation des phénoménes physiques est basée sur les théses successives de J.
Haidar [Hai96], S. Chouteau [Cho97], B. Boyer [Boy98] et P. Ahouassa [Aho01] & P'IMEP
et également de M. Serres [Ser99] et G. Torrese [Tor02] au laboratoire d’hyperfréquences
de I"Université Catholique de Louvain, Belgique. Nous allons en proposer ici une synthése
explicative et un approfondissement numérique tout en gardant en mémoire ’objectif de la
modélisation de la charge photoinduite en bout de ligne et des contraintes liées aux méthodes

numériques.
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2.1 Propagation hyperfréquence sur ligne microruban

Rappelons briévement les caractéristiques de base de la propagation hyperfréquence sur

ligne microruban comme le montre la figure 1.9 :

w

Ruban signal
t X
h €
o 2 _é y

Plan de masse

Figure 1.9 : Caractéristiques de base d’une ligne microruban

Ce dispositif planaire se compose donc d’un substrat d’épaisseur h et de permittivité
relative €, d’une ligne microruban en aluminium, de largeur w et d’épaisseur ¢, qui est dé-
posée sur le silicium par un procédé classique de photolithographie et de gravure chimique
du métal et enfin d’un plan de masse métallique épais, collé sous le silicium et qui permet
de fixer les connecteurs SMA nécessaires aux mesures avec ’AVR.

La ligne microruban étant un milieu non homogéne ou la propagation du champ électro-
magnétique se fait conjointement dans ’air et dans le substrat, le mode TEM pur ne peut
se propager (voir définition des modes dans le chapitre II). Nous admettrons par contre,
pour les géométries des lignes considérées, qu'un mode quasi-TEM peut se propager pour
des fréquences inférieures a la fréquence du premier mode d’ordre supérieur c’est-a-dire pour
f < fo = 30 GHz [Hai96,Boy98]. Pour ces fréquences, nous avons vérifié¢ dans nos simula-
tions numériques que les composantes longitudinales du champ étaient effectivement faibles

devant les composantes transversales (voir chapitre IV).

Pour calculer 'impédance caractéristique Z. de la ligne microruban, Schneider et Ham-
merstad ont proposé des formules empiriques qui dépendent du rapport w/h et de la per-
mittivité effective €.y du milieu inhomogéne formé par 'air et le substrat diélectrique
[Sch69, Ham75].

Donnons d’abord la formule qui permet d’exprimer la permittivité effective e.r; qui est
au premier ordre la moyenne géométrique des permittivités de 1’air et du substrat :

e&+1 e -1 (w)
_ = 14
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(1+122) 2 1o04(1-2)° s

—1/2
(1+124)

L’impédance caractéristique Z, dépendant de €.y, dépend également du rapport w/h :

si

g =g
=g =g
\Y

[

_ _ z 8h .
Ze= 57— (8 4 &) B si 2<1 L5)
Zo= 5 [%+1,393+0,667In (L +1,444)] 7 s 2 >1

ol Zy = 1207 est 'impédance caractéristique du vide.

Ces équations ne sont bien sir valables que dans le cas idéal ou les pertes sont négli-
gées, le ruban infiniment mince (¢ = 0) et I"impédance caractéristique indépendante de la
fréquence. Si 'on désire se placer le plus prés possible de I’expérimentation, il existe des
facteurs correctifs qui prennent en compte ’épaisseur ¢ non nulle de la ligne microruban, la
conductivité ¢ non infinie de ’aluminium, la tangente de pertes tand du diélectrique et le
caractére dispersif de la ligne (e.r7 = €.¢(f)) [Bah88].

Plagons nous simplement dans le cas idéal afin de vérifier si les caractéristiques physiques
des lignes répondent bien 3 la nécessité d’adaptation avec les cables de mesure d’impédance
caractéristique Z, ~ 50 Q2 de ’AVR :

e Pour la ligne ouverte (w/h = 0,754), les formules précédentes donnent €.¢5 = 7,66
et Zo = 51,57 Q.

e Pour la ligne avec stub (w/h = 0,942), les formules précédentes donnent e.¢r = 7,79
et Z. = 46,55 . Nous remarquons également que pour la fréquence de réso-
nance f, = 6,8 GHz mesurée, le stub a une longueur égale & Ly = \/4 avec
A= co/(ﬁf) c’est-a-dire L1 = 4,0 mm.

Compte-tenu des imprécisions sur la mesure de I’épaisseur du substrat, sur la connais-
sance de la permittivité relative et de I’approximation des pertes négligeables du semicon-
ducteur, nous pouvons envisager les résultats empiriques de Hammerstadt comme des points

valables de comparaison avec les résultats numériques du chapitre IV.

Aprés ces quelques rappels sur les caractéristiques bidimensionnelles de la ligne microru-
ban qui permettent le calcul de €.¢¢ et Z., nous allons expliquer les phénoménes physiques

mis en jeu dans le controle optique.
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2.2 Interaction rayonnement-semiconducteur

Les dispositifs microondes utilisés sont réalisés sur un substrat de silicium de haute résis-
tivité. Ce semiconducteur, comme son nom l'indique, joue 4 la fois un réle d’isolant pour la
propagation hyperfréquence et 4 la fois un réle de conducteur lorsqu’il est localement éclairé
avec une longueur d’onde appropriée.

En effet, lorsqu’un semiconducteur non dégénéré est éclairé, des paires d’électron-trou
peuvent étre créées par absorption de photons & condition que ’énergie hv des photons soit
supérieure & la largeur de bande interdite F, du silicium comme le montre la figure I.10. Dans
le cas d’un semiconducteur & gap indirect comme le silicium, 1’électron monte alors plus haut
dans la bande de conduction, I'excédent d’énergie hv — E, est dissipé sous forme de chaleur

(thermalisation) et ’électron redescend dans le bas de la bande de conduction [Mat96].

Bande de conduction

Figure 1.10 : Absorption directe de photons dans un semiconducteur 4 gap indirect

La longueur d’onde lumineuse maximale A]?%* (exprimée en [um)] lorsque E, est en [eV])

nécessaire pour qu’il y ait absorption de photons est donc :

masr 1 he 1,242

Si nous prenons la largeur du gap du silicium E;, = 1,12 eV 4 la température T = 300 K,
nous avons alors A'%* = 1,109 pm [Mat96]. Le laser utilisé, ayant une longueur d’onde
Aum = 830 nm, convient donc bien au contrdle optique de nos structures qui sont fabri-

quées & partir de plaquettes de silicium.

1l s’agit maintenant de connaitre la quantité de photons ® effectivement absorbée par le
silicium par rapport au flux ®y; de photons incidents :
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_ Ilum )\lum
B hC(]

ol Ijy,, est la densité de puissance lumineuse, Ay, la longueur d’onde optique de la diode

o = 510" Ly [W.cm™2] A [um)] (1.7)

laser utilisée pour éclairer le bout de la ligne, h = 6,626 1034 J.s la constante de Planck et
co = 3108 m.s~! la célérité de la lumiére dans le vide.

Compte-tenu du coefficient de réflexion en incidence normale r = (\ /€, —1)/(y/er +1) &
la surface du matériau, le flux de photons transmis en surface dans le matériau est donc :

®; = (1 -1 (1.8)

Le flux décroit ensuite de maniére exponentielle dans le matériau dans la direction de

I’éclairement c’est-a-dire suivant y :

® = Py exp(—ay) (L.9)

ou a désigne le coefficient d’absorption dans le matériau et s’exprime habituellement en
[em™1].

On peut trouver la variation du coefficient d’absorption de la lumiére en fonction de la
longueur d’onde pour quelques semiconducteurs dans [Sze85].

Une fois cette relation entre le flux de photons incidents et le flux de photons transmis
dans le semiconducteur décrite, nous allons maintenant nous intéresser & ’interaction entre
le métal et le semiconducteur qui permet d’expliquer le comportement Schottky de 1’étude
statique courant-tension de polarisation.
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Figure 1.11 : Coefficients d’absorption de quelques semiconducteurs en fonction de la longueur
d’onde lumineuse

2.3 Interface métal-semiconducteur

Nous abordons ici I’étude de ’hétérostructure qui résulte de I’association d’un métal (Al)
et d’un semiconducteur (Si). Le contact métal-semiconducteur peut donner naissance soit
4 un comportement ohmique, soit & un comportement redresseur selon le type de dopage
du semiconducteur et des travaux de sortie du métal et du semiconducteur. Nous sommes
dans le cas ici d’un semiconducteur légérement dopé p (po = N, = 2,410'2 em =23 et ng =
9,8107 ¢m~3). Le travail de sortie d'un métal ®,, est I’énergie minimale qu’il faut fournir
pour extraire un électron sans vitesse initiale. Il correspond & la différence entre le niveau
de Fermi Er,, et I’énergie potentielle d’un électron dans le vide comme le montre la figure
1.12.
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Figure 1.12 : Diagramme de bandes d’énergie de aluminium et du silicium

En ce qui concerne ’aluminium, nous avons e®,, = 4,3 eV. Le travail de sortie du

silicium se détermine & 1’aide de I’équation suivante :

N,
eb; =ex+E;— (Ers — E)) =x+E; —kgTln (#) (1.10)

a

ou x est I’affinité électronique du silicium (4,01 eV'), E, est la différence des niveaux éner-
gétiques (E. — E, = 1,12 €V), Ep; le niveau de Fermi du silicium, E, le plus haut niveau
de la bande de valence, E. le plus bas niveau de la bande de conduction, kg la constante de
Boltzmann (8,62510° eV.K '), T la température ambiante (300 K), N, la densité équi-
valente d’états dans la bande de valence (1,04 10'° cm™3).

Le travail de sortie du silicium e®; = 4,7 eV étant supérieur & celui du métal et se trou-
vant dans la situation d’un semiconducteur dopé p, nous allons montrer que nous sommes

en présence d’un contact redresseur.

Lorsqu’un métal et un semiconducteur sont mis en contact, ils peuvent échanger de
I’énergie et constituent ainsi un seul systéme thermodynamique. La distribution statistique
des électrons dans ce systéme est alors représentée par un niveau de Fermi unique, les niveaux
Ep,, et Epg s’alignent comme le montre la figure 1.13.

Les électrons qui passent du métal dans le semiconducteur font apparaitre un déficit
d’électrons & la surface du métal. Dans le semiconducteur, les électrons qui viennent du mé-
tal se recombinent avec les trous créant une zone de déplétion due 4 la présence des ions fixes
accepteurs N, qui ne sont plus compensés par les trous. Il apparait ainsi une zone de charge
d’espace négative étalée dans le semiconducteur. La diffusion des électrons s’arréte lorsque
le champ électrique di & la zone de déplétion équilibre celui di & la tension de diffusion
(Vg=4,7-4,3=0,4V).
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Figure 1.13 : Mise en contact de aluminium et du silicium (p) avec ®,, < @5 a ’équilibre
thermodynamique

Polarisons maintenant la structure sous une tension V, = V; — V,,.

Si la tension de polarisation V, est négative, les bandes de conduction et de valence
s’élévent, augmentant la courbure des bandes. La barriére de potentiel est augmentée, ren-
dant la circulation du courant plus difficile. On dit alors que la structure est polarisée en
inverse ou dans le sens “bloqué” (voir figure 1.14a).

Si la tension de polarisation du semiconducteur est positive, les bandes sont abaissées et
la barriére de potentiel que doivent franchir les trous pour passer dans le métal est réduite;
le courant circule donc librement. On dit alors que la structure est polarisée en direct ou
dans le sens “passant” (voir figure 1.14b).

La structure métal-semiconducteur (p) constitue donc un contact redresseur, c’est une
diode Schottky.

La zone de charge d’espace a une largeur z. au niveau de la jonction qui dépend de la
tension de polarisation appliquée V, [Sze85] :

e(Va) = ,/%ﬂ (L11)

ouVy =&, —®;, =0,4V est la tension de diffusion résultant de la différence des travaux
de sortie du métal et du semiconducteur.

La capacité différentielle de diffusion Cy résultante est alors donnée par la relation :
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Al Si (p)
Va

Ep

(b)

Figure 1.14 : Contact métal-semiconducteur (p) avec @, < @5 sous polarisation
a) Vo=Ve =V <0,0) Vo=V =V, >0

_ €0€s _ eocreN,
Cy(V) = o \ / 72(%1 =V (1.12)

En labsence d’une polarisation externe (V, = 0), la largeur de la zone de charge donnée
par Péquation (I.11) est z, = 14,7 um et la capacité de diffusion par unité de surface est

alors Cy = 0,7 nF.em™2.

Nous n’avons, dans cette étude, pas tenu compte des états d’interface. En effet, a la
jonction des deux matériaux, il y a rupture de la maille cristalline du semiconducteur, ainsi
que des impuretés dues & 'oxydation de la surface du silicium ou & des dépots de corps
inconnus. Tous ces défauts introduisent des niveaux supplémentaires dans la bande interdite
du semiconducteur et courbent les bandes vers le milieu de la bande interdite. Le niveau
de Fermi étant déja pratiquement au milieu de la bande interdite, ces perturbations restent
négligeables.

Nous allons maintenant nous intéresser aux équations décrivant la diffusion des porteurs

dans le semiconducteur.
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2.4 Diffusion des porteurs dans le semiconducteur

Dans le semiconducteur éclairé, les porteurs libres créés sont soumis & un champ électrique
E de pulsation w. En effet, au niveau de la zone éclairée du semiconducteur, le milieu peut
s’apparenter & un plasma dans lequel les particules libres, de charge g et de concentration IV,
oscillent autour de particules lourdes fixes (ions). Chaque particule libre est donc soumise &
une force de rappel F, :

F,=—s (1.13)
€0

ou s représente le vecteur élongation de la particule par rapport a sa position d’équilibre.

Si on applique le principe fondamental de la dynamique 4 la particule de masse effective
m* qui est soumise a la force de rappel F,., on peut définir par homogénéité de ’expression
une pulsation que ’on appellera pulsation plasma wy, :

Ng?
eom*

wp = (I.14)

On peut montrer que cette force de rappel devient négligeable devant la force d’origine
électrique F, = ¢ E. On suppose de plus que les collisions des porteurs libres sur les particules
lourdes sont représentées par la force de frottement F; = —m* /7§ qui est proportionnelle &
la vitesse de déplacement § = ds/dt de la particule libre et dans laquelle 7 désigne le temps

moyen entre 2 collisions ou temps de relaxation.

Si on applique maintenant ’équation du mouvement de la particule soumise a la force

électrique F, et & la force de frottement F s, on obtient :

*

M s 4E (1.15)
.

m*s+

Le déplacement de ces particules libres (électrons ou trous) dans ce plasma crée alors un
courant que ’on appelle courant de conduction et qui est proportionnel 4 E :

J.=0oE = Ngs (1.16)

Compte tenu de 1’équation du mouvement (I1.15), de 'expression de la pulsation plasma

(I.14), nous pouvons déduire, avec la relation § = jw $, la conductivité équivalente du plasma :
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_ pr
g = EOW(I - J(JJT) (117)

Nous allons maintenant traduire les caractéristiques de ce plasma en terme de permit-
tivité, en tenant compte, en plus du courant de conduction J., du courant de déplacement
Ji = eoe. dE/dt.

Si nous notons J; = J. + J4, nous obtenons J; = [ege, + 0/(Jw)]| dE/dt = egep dE/dt

avec :

w2,}_2 T w2

P P (1.18)

PTCT I TuTrwie?

ol €, désigne la permittivité relative du plasma.

Nous avons raisonné jusqu’ici, par souci de clarté, pour un seul type de particule libre
(électron ou trou) & la fois. Il est clair que tous les types de porteurs, électrons et trous,
participent de maniére plus ou moins prépondérante, suivant leur concentration respective

n ou p, au courant de conduction dans le plasma.

Si on veut tenir compte de tous les types de porteurs dans le plasma, on doit réécrire
la permittivité relative du plasma €, comme la contribution des 2 types de porteurs en

développant ’expression de la pulsation plasma pour chacun des types des porteurs [Lee80] :

2

e nr2 72 nr, 7]
ep=1-—— * e22"‘ *phzz"'l(* 622"" *ph22>]
€ [mi(1+w?r?)  mi(l+w?r?) w \mi(l+w?r2) m;(l+w?T)

(1.19)

ot N =n, m* =m} =0,259 mg, 7 = 7. et ¢ = —e pour les électrons,

et N =p, m* =m} = 0,38 mg, T =74 et ¢ = +e pour les trous.

Nous avons regroupé dans le tableau 1.1, les constantes utilisées dans ’expression de la
permittivité plasma (I.19).
Nous avons donc décrit le plasma & partir de sa permittivité relative €, qui est une fonc-

tion des concentrations des porteurs n = n(x,y, 2,t) et p = p(x,y, z,t) & un instant ¢ donné.

En prévision de nos simulations numériques, nous avons besoin de comprendre comment

34 Jean-Daniel ARNOULD



2. Phénoménes physiques mis en jeu

Porteurs Temps de Masse Charge
relaxation [ps] | effective [kg] [C]

électrons || 7. = 0,221 m? =2,3591073" | —e=—1,602210 °

trous 7 =0,13 my = 3,462 10731 | +e=1,602210"1°

Tableau 1.1 : Constantes utilisées dans ’ezpression de la permittivité plasma [Lee80]

évoluent les concentrations des porteurs n et p dans le plasma en fonction des coordonnées
d’espace (z,y,2) et du temps ¢ afin d’en extraire un modéle global et simplifié.

2.5 Evolution des concentrations des porteurs

Afin de garantir I’électroneutralité dans le plasma, il faut considérer un troisiéme type
de courant qui tente & redistribuer les porteurs libres dans le plasma en les faisant diffuser
des régions les plus concentrées aux régions les moins concentrées. Il s’agit des courants de

diffusion Jg, et Jgp qui sont proportionnels aux gradients des concentrations des porteurs :

Jin =eD,Vn (1.20a)
Jap = —eD,Vp (I.20b)

Nous pouvons également séparer, selon le type de porteur, les courants de conduction
Jen et Jop en les exprimant par rapport a leurs mobilités respectives p,, et pp :

Jen = enp, E (I.21a)
Jep = epppE (I.21b)

En posant les courants de transport (conduction et diffusion) J, = J¢p + Jgpn €t I, =
Jep + Jap pour chaque type de porteur, nous pouvons écrire les équations traduisant la
continuité des charges n et p respectivement :
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on
o IV, g, -1 1.22
5 V-Jut+gn—r (1.22a)
0
6—12 = —-—=V-J,+g,—1p (1.22Db)

ol les termes g; et r; désignent respectivement les taux de génération et les taux de recom-

binaison des porteurs ¢ = n, p.

A ces équations, il ne faut bien sir pas oublier d’adjoindre ’équation de Poisson qui
traduit ’existence d’une charge d’espace due aux différences de mobilité des électrons et des

trous :

V - (eoerepE) = p (1.23)

Cette charge d’espace p induit un champ électrique interne E; qui accélére les porteurs les
plus lents et freine les porteurs les plus rapides. Le champ électrique total E = E; — VV +E,
résulte donc d’une triple contribution ; du champ électrique interne E;, d’'une éventuelle ten-

sion de polarisation V' et a priori du champ électrique hyperfréquence E, appliqué.

Nous avons donc ici un probléme complexe & résoudre, ot les inconnues principales sont
n(z,y, z,t), p(z,y, 2,t) et Ei(z,y,2,t), et les inconnues secondaires gy, gp, . et r,. Nous
allons d’abord traiter le cas des inconnues secondaires.

2.5.1 Processus de génération

Comme nous I’avons décrit dans le paragraphe précédent, les électrons et les trous sont
photogénérés par paires si ’énergie lumineuse incidente est suffisante. Nous avons donc
In=9p =9

Le taux de génération g des paires créées dépend directement du flux de photons incident
® par la relation :
dd
= —no— 1.24
g o dy ( )
ou 1o désigne lefficacité quantique c’est-a-dire le nombre de paires électron-trou générées
par photon.
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Nous obtenons donc d’aprés I’équation (1.9) :

Ilum }\lum

N exp(—ay) = go exp(—ay) (1.25)
Co

9(y) = no®rvexp(—ay) = moa(l —r?)

Une application numérique simple peut donner une idée du taux de génération de paires
électron-trou en éclairant fortement le silicium. Par exemple, si on éclaire le bout de la
ligne microruban avec notre diode laser avec une densité de puissance lumineuse Iy, =
17,2 W.em™2 (Pyym = 100 mW), le coeflicient de réflexion 4 la surface r2 = 0, 3, le coefficient
d’absorption @ = 850 cm ™! et le rendement quantique 1o = 0,8 [Mat96], on trouve g = go =
3,4210%2 em 2.5~ ! en surface et g(h) = 5,9107 em~3.s71 & la profondeur h = 400 pum de

notre semiconducteur.

2.5.2 Processus de recombinaison

De maniére générale, il existe 3 types de recombinaison dans les matériaux semiconduc-
teurs qui peuvent se produire avec une probabilité plus ou moins grande selon la nature
du semiconducteur et son état de surface : les recombinaisons directes, les recombinaisons

indirectes en volume et les recombinaisons indirectes en surface.

En ce qui concerne le processus de recombinaison dans le silicium qui est un semi-
conducteur & gap indirect, il s’effectue plutét de maniére indirecte et non-radiative (effet
Auger) [Mat96]. En effet, les impuretés incontrolées ou les défauts de maille introduisent
dans la bande interdite des centres de recombinaison intermédiaires de niveau d’énergie E,

comme le montre la figure I1.15.

@ ec E,

% _ L e Er ~ Epi
h+
[ _—

@) Bt h©) Bt

(a) (b) © (@

Figure 1.15 : Recombinaisons indirectes et non-radiatives dans le silicium : (a) capture d’un élec-
tron, (b) émission d’un trou, (c) émission d’un électron, (d) capture d’un trou

Les centres de recombinaison ont des niveaux d’énergie en général proches du milieu de
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la bande interdite de telle sorte que E,. &~ Ep; ou Er; désigne le niveau d’énergie de Fermi

intrinseque.

Le modéle de Schokley-Read-Hall nous permet maintenant d’écrire le taux de recombi-

naison en volume r, sous la forme :

An An

Ty = o avec T, = W[Tpo(n +13) + Tno (P + ni)] (1.26a)
A A

rp = T—f avec T, = Irpn?[n,o(n +13) + Tno (P + 1)) (1.26b)

ol Ty p désigne la durée de vie respectivement des électrons et des trous, n; la concentration

2

intrinséque (n; = ngpo), l'indice zéro désignant les durées de vie ou les concentrations &

I’équilibre.

A la surface du semiconducteur, la recombinaison en surface est décrite également par la
statistique de Schokley-Read-Hall mais la concentration des défauts y étant plus importante,
la durée de vie des porteurs en surface est inférieure & celle en volume. Le gradient de
concentration donne alors naissance & un flux de diffusion des porteurs dirigé du volume
vers la surface. Les vitesses de recombinaison en surface pour les électrons et les trous sont
caractérisées par rs/An et 7/ Ap. Elles sont assez difficiles & caractériser car elles dépendent
de la qualité de la préparation de la plaquette de semiconducteur. En ce qui concerne nos
dispositifs, elles sont de ’ordre de 103 & 10 ¢m.s~! pour une surface polie avec un oxyde
natif [Wal95].

2.6 Analyse du probléme

L’équation de la permittivité équivalente (I1.19) montre que la permittivité du plasma
photoinduit dépend des concentrations des porteurs n(z,y, z,t) et p(z,y,z,t). Le but de
notre étude est de traduire la permittivité du plasma €, en terme de coordonnées d’espace
(z,y, 2) pour la formulation numérique de notre probléme qui prend en compte les relations
constitutives des milieux (voir chapitre II).
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L’axe optique (y) du faisceau laser apparait clairement comme une direction privilégiée
pour étudier la diffusion des porteurs suivant la profondeur dans le semiconducteur. Nous
allons donc résoudre les équations de continuité de la charge (I.22) dans un premier temps
suivant un modéle 1D.

Compte tenu du rapport important qui existe entre les temps de relaxation 7., 7, [ps]
et la durée de vie des porteurs 7, 7, [s], nous pouvons considérer que la neutralité élec-
trique est rétablie en un temps infiniment plus bref que son retour & I’équilibre. L’égalité des
concentrations des électrons et des trous en excés (n(y,t) — no = p(y,t) — po) par rapport 3
leur concentration & I’équilibre est donc constamment vérifiée dans le processus de photogé-

nération permanent.

Si on considére que 7,0 = 7o = 7o [Hai96|, on obtient que 7, = 7, = 7, et donc

Tp =Tp =Ty AVEC :

n p+n+2n;
Tq = —— avec T, = Tp—————————
Ta Po +no + An

si (An = Ap) (1.27)
Nous allons donc traduire les équations de continuité de la charge par rapport a (An =
Ap), sous un régime d’éclairement permanent. Ce qui donne, aprés injection de 1’expression

des courants J,, et J, dans les équations (I.22) et projection sur l’axe optique (y) :

OAn OF 8%An An
0= lj,nEW + Mnna—y + Dna—yQ + 9o exp(—ay) - E (1283)
OAn OF 8%An An
0= - MpEa—y - Nppa—y + Dna—yQ + go exp(—ay) — e (1.28b)

En multipliant les équations (I.28a) et (I.28b) respectivement par pu, et nu, et en
effectuant la somme membre & membre, nous obtenons, compte tenu de la relation d’Einstein

D/u = kpT/e, Pexpression :

8%An O0An An
D,——— BE— — — = — — 1.29
oz TP g0 exp(—ay) (1.29)
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avec :

(p+n)DynDy

D,="—"2""7 1.30
pD, +nD, (1-30a)

fa = (p - n)ﬂnlufp (I.30b)
Dby + Nfn

oy
Ta = g B F <M (1.30c)

PO L L N
0p0+n0+An

L’équation (I1.29) est ’équation de diffusion ambipolaire, les coefficients D,, p, et 7,
sont respectivement appelés constante de diffusion, mobilité et durée de vie ambipolaires.
Cette équation traduit donc la diffusion des paires électron-trou excédentaires créées par
photoexcitation, les durées de vie des porteurs étant égales (7, = 7, = 7,) & chaque instant
ainsi que les concentrations des porteurs en excés (An = Ap).

Il s’agit alors de résoudre cette équation du second degré en y avec un second membre
non constant g = go exp(—ay) et des coefficients D,, pu, et 1/7, qui dépendent a priori de

I’inconnue An.

Nous allons d’abord étudier I’évolution de ces coefficients en fonction de (An = Ap)
c’est-a-dire du niveau d’injection en considérant les caractéristiques initiales de notre silicium

légérement dopé p, données par le tableau 1.2 [Sze85, Hai96].

Porteurs Constante de Mobiliteé Concentration | Durée de
diffusion [em2.571] | [em2.V~1s711 | [em™3] vie [us]

électrons || D, = 29,4 bn = 1350 ng = 3,8107 Tno = 2

trous D,=12,4 Hp = 480 po = 2,610'2 Tpo = 2

Tableau 1.2 : Caractéristiques initiales de notre silicium a la température T = 300 K

A partir des mobilités et des concentrations initiales des électrons et des trous, nous pou-
vons vérifier que notre semiconducteur est bien résistif. En effet, le calcul de la résistivité
donne pg = 1/0¢ = 5001 Q.cm avec 09 = pnnoe+ pppoe, la conductivité initiale (en I’absence

d’éclairement).

Récrivons les coefficients de ’équation de diffusion ambipolaire (I.29) en fonction de
(An = Ap) :

40 Jean-Daniel ARNOULD



2. Phénoménes physiques mis en jeu

(po + no + 2An)D,, D,

D, = 1.31
poDp + 19Dy + An(D,, + Dp) (I.31a)
(Po — 10) frnfitp
- 1.31b
a Poptp + Nopln + An(,u'n + N;D) ( )
2A 2n;
Ta = Topo ot 2An + An (I.31¢)

po +no + An

Le coefficient de diffusion ambipolaire D, varie en fonction de la concentration des por-

teurs en excés An = Ap comme le montre la figure I1.16.

. N 5 i |
faible injection | régime ' forte injection
! - PR LY
™ intermédiair¢
|

D, [em?s7Y|

21 A

19

17 , ; ; ¢ ;
108 108 1010 1012 10" 10 108
An = Ap [em™3]

Figure 1.16 : Variation du coefficient de diffusion ambipolaire en fonction du niveau d’injection

Nous pouvons en dégager 3 zones par rapport au niveau d’injection :

e Pour An < 10'° em ™3, nous sommes en régime de faible injection (fi); le coefficient
de diffusion ambipolaire peut étre considéré comme constant et égal & celui des
porteurs minoritaires représentés par les électrons D, (fi) = D,, = 29,4 cm?.s7 1.

e Pour An > 10 em—2, nous sommes en régime de forte injection (FI); le coeffi-
cient de diffusion ambipolaire peut étre également considéré comme constant. Les
électrons et les trous sont tous deux excédentaires et participent au phénoméne de
diffusion ; on a alors D, (FI) = 2D, D, /(D + D,) = 17,4 em?.s71.

e Pour 10!° < An [em™3] < 10, nous sommes dans un régime intermédiaire; le
coefficient de diffusion ambipolaire varie quasi-linéairement entre les 2 constantes

définies précédemment.

Examinons maintenant sur la figure 1.17 la variation de la mobilité ambipolaire p, en

fonction du niveau d’injection.
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Figure 1.17 : Variation de la mobilité ambipolaire en fonction du niveau d’injection

En régime de faible injection, la mobilité ambipolaire est constante et est égale & celle
des électrons qui sont les porteurs minoritaires : pq(fi) = pin.

Pour les fortes injections, les porteurs sont en trop grand nombre pour pouvoir se dépla-
cer librement dans la structure cristalline ; la mobilité ambipolaire chute donc de maniére

exponentielle avec la concentration des porteurs en excés : pq(FI) = 0.

Enfin, si nous observons sur la figure .18 la variation de la durée de vie des porteurs 7,
avec la concentration des porteurs en excés, nous retrouvons les 3 zones du cas de la diffusion
ambipolaire :

e Pour An < 10' ¢m™3, nous retrouvons le régime de faible injection; la durée de
vie des porteurs ne dépend que du dopage initial ; 7,(fi) = 70.

e Pour An > 10'* em =2, nous sommes en régime de forte injection; la durée de vie
est le double de la valeur précédente ; 7, (FI) = 279.

e Pour 10° < An [em 3] < 10, nous retrouvons le régime intermédiaire; la durée

de vie des porteurs varie quasi-linéairement du simple au double.
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Figure 1.18 : Variation de la durée de vie des porteurs en fonction du niveau d’injection

Pour résumer les variations des coefficients de 1’équation de diffusion ambipolaire, nous
pouvons définir 3 zones d’étude :

e Le régime de faible injection (fi) An << po; le comportement du matériau est gou-
verné par les porteurs minoritaires c¢’est-a-dire les électrons compte tenu du dopage
de notre silicium. Les grandeurs D,, u, et 7, sont alors constantes et respectivement
égales & D,,, u, et 9.

e Le régime de forte injection (FI) An >> pg; les phénomeénes de conduction sont
négligeables et les électrons et les trous sont tous deux des porteurs excédentaires qui
diffusent dans le milieu. Les grandeurs D,, u, et 7, sont alors également constantes
et respectivement égales & 2D, D, /(Dy, + D), 0 et 27.

e Pour le régime intermédiaire, toutes les grandeurs sont variables et la résolution de
I’équation de diffusion ambipolaire qui est une équation non linéaire du deuxiéme
ordre n’est pas possible analytiquement.

Afin de comprendre comment varie la concentration des porteurs dans la profondeur du
silicium, nous allons d’abord résoudre analytiquement 1’équation de diffusion ambipolaire
dans les 2 zones de régime extrémes (fi et FI) ou les coefficients peuvent étre considérés

comme constants.

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 43
hyperfréquences controlés optiquement



Chapitre I. Présentation du probléme

2.7 Résolution de I’équation de diffusion ambipolaire

L’équation de diffusion ambipolaire (1.29), dans les zones de faible et forte injections, est
une équation différentielle & coefficients constants, avec second membre, que nous pouvons
réécrire, en introduisant des coefficients homogénes & des longueurs, sous la forme suivante :
5 02An 0An

+ Lg—— — An = —go7q exp(—ay) (1.32)

L Oy Oy

avec

Lo = \/Duta (1.33a)

LE = ,U/aEaTa (I33b)

La solution analytique de cette équation est la somme de ’équation générale sans second

membre et d’une solution particuliére :

An(y) = AT exp (%) + A" exp (—%) + K exp(—ay) (1.34)
L, L,
avec
9oTa

= — L

K 1+ LE'Ot — Lgoﬂ ( 35&)
+2L2

LE = o (1.35b)

¢ —Lp+ L%, +4L2

Les constantes A seront déterminées & partir des conditions aux limites c’est-a-dire des
vitesses de recombinaison en surface vs(y = 0) et vs(y = h).
Dans le cas d’'un modéle 1D, la vitesse de recombinaison en surface des électrons ou des trous
est donnée par vs(y) = £[Ds/An(y)|dAn(y)/dy [Sze85]. Dans le cas de notre silicium, la
surface inférieure n’étant pas polie, la vitesse de recombinaison vs(y — h) doit alors tendre
vers l'infini et An(y — h) vers zéro.

Plagons nous dans un premier temps dans le cas de la forte injection (FI) c’est-a-dire
An >> pg sur une zone telle que y(FI) >y > 0. Nous avons alors 7, (FI) & 219, ug(FI) =0
et Do(FI) =2D,D,/(Dn+D,). Nous pouvons en déduire lalongueur L} = L, = L,(FI) =
v2D,19 = 83 pm qui est la longueur de diffusion ambipolaire en forte injection. Nous pou-
vons comparer cette longueur a la longueur de pénétration yo = 1/a = 12 pum et a la
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longueur due & une polarisation, par exemple, de 5 V de la ligne Lg(FI) = 0,027 pum.
L’application d’un éventuel champ électrique E, n’a pas d’influence sur la concentration des
porteurs excédentaire An dans cette zone car ce terme se trouve en facteur de la mobilité
ambipolaire p,(FI) qui tend vers 0 en forte injection.

La solution de I’équation de diffusion ambipolaire, dans le cas du régime de forte injection,
est donc :

- ] + ] 2goTo -y

A FI)=A - A —
MED = Aien exp( La(FI)> e P (La(FI)> T I=(Tu(FDa) P ( yo)
(1.36)
pour An > 10™ em~3 et ol A(_FI) et A?FFI) sont des constantes que nous déterminerons

ultérieurement par les conditions aux limites.

Au fur et 4 mesure que les porteurs photogénérés diffusent dans la profondeur du substrat
vers le plan de masse, ils se recombinent ; leur concentration diminue exponentiellement, leur
mobilité augmente et leur durée de vie décroit. Nous passons donc rapidement d’un niveau
de forte injection & un niveau de faible injection. Comme la mobilité u, ne devient plus né-
gligeable et tend vers la mobilité pu,, des porteurs minoritaires, le champ électrique appliqué

E, modifie les longueurs de diffusion LF comme le prouve I’équation (I1.35b).

En régime de faible injection, les coefficients de I’équation de diffusion (I1.32) sont mo-
difiés mais peuvent étre toujours considérés comme des constantes & partir du moment ou
la condition An < 10 ¢m 3 est vérifiée. Nous obtenons alors dans ce régime 7,(fi) ~ o,
a(f1) = pun et Dy(fi) = D,,. Si nous polarisons fortement la ligne sous une différence de
potentiel de 5 V' afin d’accroitre le role de Lg, nous obtenons Lg(fi) = unE,10 = 2700 pum
pour un substrat d’épaisseur h = 500 pm que nous pouvons comparer & L, (fi) = v/Dp10 =
77 pm. Un développement limité de L} et L, en fonction de L,(fi)/Le(fi) << 0 donne
L} = Lg(fi) = 2700 pm et L, = L2(fi)/Le(fi) = 2,2 wm. Au niveau du contact entre le
semiconducteur et le plan de masse quand y — h, la vitesse de recombinaison des porteurs
tend vers 'infini et donc la concentration des porteurs en excés An tend vers zéro, ce qui

donne A?Fﬁ) =0.

La solution de I’équation de diffusion ambipolaire, dans le cas du régime de faible injec-

tion, devient donc :
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N - _ ) 9oTo Yy 10 . -3
An(y)(fi) = A(fi) exp ( Lﬁ(fi)/L;;) + 1+ Lpa exp ( y0> pour An < 10*° em
(1.37)

Nous pouvons encore simplifier ces équations en considérant les ordres de grandeurs des
coefficients dans les exponentielles. En effet, le profil des densités de porteurs en excés décroit
de fagon exponentielle avec une pente en 1/L,(FI) = 120 cm ! en régime de forte injection

et avec une pente plus forte ensuite en 1/yo = 850 cm ™!

, en régime de faible injection, s’il
apparait. La profondeur sur laquelle s’établit le régime de forte injection dépend donc de la
puissance lumineuse injectée ; plus cette derniére est forte, plus la concentration de paires
d’électron-trou générées en surface sera importante et plus la profondeur sur laquelle nous
aurons An >> pg sera importante, le régime de faible injection ne pouvant s’établir alors

qu’aprés une recombinaison suffisante des paires électron-trou.

Traitons maintenant le cas de la trés forte injection en éclairant fortement l’extrémité de

la ligne sous une puissance lumineuse Py, = 100 mW.

Les conditions initiales prises a la surface du silicium en y = 0 sont les suivantes :
Ang = 2go7o = 1,410 em™3 et (dAn/dy)o = —Ang/L(FI) = —1,610'° ecm ™.

Nous pouvons simplifier alors ’équation (I1.36) en considérant que le deuxiéme terme n’a
pas de signification physique (Asz n= 0) et que le troisiéme terme est négligeable devant le
premier & cause des coefficients dans les exponentielles :

An(FI) = Angexp (—ﬁ) pour An > 10 e¢m 3 (1.38)

Nous pouvons vérifier sur la figure 1.19 que la concentration des porteurs en excés An
reste bien dans le domaine ot le régime de forte injection est valable (An > 10 cm™3).

Pour passer du modéle 1D & un modéle 3D, il suffit de multiplier les résultats précédents
par exp(—ar) ou r = vx2 + 22 représente la coordonnée polaire traduisant la diffusion
latérale des porteurs dans le silicium. Nous allons donc utiliser dans nos futures simulations

(voir chapitre IV) une permittivité €, dont I’expression est donnée par ’équation (I.19) avec :
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Figure 1.19 : Concentration des porteurs en excés en fonction de la profondeur dans le silicium

n(z,y,z) = Angexp (—ﬁ) exp(—avz? + 22) + ng (1.39a)

p(z,y,2) = Ang exp (—ﬁ) exp(—avz? + 22) + pg (1.39b)

Cette permittivité équivalente sera valable sur toute la profondeur du silicium et sur un
rayon 0 < r < 430 um qui correspond au rayon de la tache lumineuse de la diode laser sur

la surface du substrat [Aho01] comme le montre la figure 1.20.

| T =430 pm
P —

g & ez, 2)) ; ‘

500 pm
“
N

h

Figure 1.20 : Domaine simulant la charge photoinduite en trés forte injection

Si on éclaire 'extrémité de la ligne microruban avec une puissance lumineuse Py, <
100 mW, le domaine sur lequel s’étend le régime de forte injection diminue pour laisser
place rapidement & celui de faible injection. Les constantes des équations analytiques pour
les régimes de (FI) et (fi) (1.36) et (1.37) sont plus difficiles & déterminer & cause du régime
intermédiaire ou les coefficients de ’équation de diffusion ambipolaire varient rapidement.

Il faut alors avoir recours a la simulation numérique.
En effectuant le changement de fonctions An; = An et Any = An/, I’équation de

diffusion ambipolaire (1.32) & une fonction du second ordre peut se modifier en un systéme
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d’équations différentielles & deux fonctions couplées mais du premier ordre :

!
Anj

ATLQ (1403,)

Ea,U/a 1 9o
A ——An; — — 4
D, Ny + Dor ny D, exp(—ay) (1.40b)

r_
Anj, = —

ot An) désigne la dérivée de An; par rapport a la profondeur y, et Dg, p, €t 7, sont des
fonctions qui dépendent de An;(y) et qui sont définies par les équations (1.31).

Nous avons essayé de résoudre ce systéme d’équations non linéaires a ’aide de la fonction
ode15s de Matlab® mais les résultats obtenus n’ont pas été retenus a cause de la trop grande
raideur du systéme. En effet, si nous revenons simplement dans le cas du régime précédent
de trés forte injection, nous constatons que go/D, >> 1/(D,7,) et les résultats numériques
obtenus divergent rapidement de la solution analytique proposée dans ce régime particulier

résolu avec les mémes conditions aux limites.

3 Conclusion

Nous avons donc, dans ce chapitre, présenté le probléme du contréle optique de compo-
sants hyperfréquences. Nous avons commencé, afin de mieux cerner les problémes physiques,
par établir une base de données expérimentales sur deux composants simples en technolo-
gie microruban qui serviront de références qualitatives et quantitatives. Nous avons ensuite
décrit en termes de conductivité plasma puis de permittivité complexe équivalente, le trans-
port des charges dans ce milieu photoinduit. Pour la formulation numérique hyperfréquence
décrite dans le chapitre suivant, nous avons besoin de connaitre la répartition spatiale des
charges dans le semiconducteur afin de traduire les relations constitutives de plasma photoin-
duit. Nous avons donc résolu analytiquement et de maniére simplifiée ’équation de diffusion
ambipolaire dans le plasma pour les régimes de forte et faible injections, puis nous nous
sommes placés dans le cas particulier du régime de trés forte injection afin d’établir un
modéle simple pour nos simulations globales.
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ES équations de Maxwell qui sont & la base de la résolution des phénoménes électro-

magnétiques, entres autres en hyperfréquences, ont été établies il y a plus d’un siécle.
Cependant, leur résolution en basses ou hautes fréquences demeure un grand sujet de re-
cherche. Nous allons exposer, dans ce chapitre, les outils mathématiques nécessaires a la
simulation par la Méthode des Eléments Finis (MEF) d’un probléme de propagation hyper-
fréquence en restant le plus général possible. Nous allons établir la formulation faible du
probléme 3D qui tient compte des courants de déplacement et le probléme 2D aux valeurs
propres qui permet de construire un solveur de modes nécessaire au calcul des courants

sources et des paramétres S.



1. Modéle mathématique

1 Modéle mathématique

Tous les phénoménes de propagation électromagnétique hyperfréquence que nous voulons
étudier ici sont régis, d’'un point de vue macroscopique, par les équations aux dérivées par-
tielles de Maxwell, par les relations constitutives du milieu et par les conditions aux limites
du domaine.

La difficulté en simulation numérique est alors de savoir comment modéliser les équations
de la physique, comment introduire les caractéristiques des matériaux dans les modéles
mathématiques choisis et comment exprimer les conditions aux limites du probléme afin de

rester le plus proche possible de la réalité.

1.1 Equations de Maxwell en régime harmonique

Dans le cas général, les équations de Maxwell sont exprimées & l'aide de 4 grandeurs
physiques réelles ‘H, £, B et D qui sont reliées a ce qu’il est convenu d’appeler les sources,
T e et pe.

D
Loi d’Ampére V x H= 86‘_1? +J. (I1.1a)
Loi de Faraday Vx&= - 66_? (IL.1b)
Conservation du flux V- B =10 (IL.1c)
Loi de Gauss V-D =p, (I1.1d)

ou le symbole V x exprime le rotationnel et V-, la divergence.

Dans le cas du régime harmonique qui nous intéresse plus particuliérement, ces grandeurs
physiques réelles sont des fonctions (vectorielles ou scalaires) qui dépendent du temps ¢ sous
la forme d’un cos(wt + ¢) et des coordonnées d’espaces (x,y,2) que l’on prendra dans un
repére cartésien pour traiter notre type de probléme.

Avec la notation complexe et en choisissant convenablement l'origine des temps de telle
sorte que le déphasage ¢ soit nul, il est commode d’écrire :
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e Champ magnétique H(z,y, 2,t) = Re{H(z,y, z) exp(ywt)} exprimé en A/m.

e Champ électrique &(z,y, z,t) = Re{E(z,y, z) exp(ywt)} exprimé en V/m.

e Induction magnétique B(z,y, z,t) = Re{B(z,y, 2) exp(ywt)} exprimée en Wb/m?2.
e Induction électrique D(z,y, 2,t) = Re{D(z, y, z) exp(ywt)} exprimée en Cb/m?.

e Densité volumique de courant électrique J.(x,y,z,t) = Re{J.(z,y, z) exp(ywt)}

exprimée en A/m?.

e Densité volumique de charge électrique p.(z,y,2,t) = Re(pe(z,y, 2) exp(ywt)) ex-
primée en Cb/m?>.

ot Re{.} désigne la partie réelle de ’expression entre accolades et w la pulsation du régime

harmonique.

On choisira de noter, de maniére classique, en gras les fonctions vectorielles X, en
italique les fonctions scalaires z, en écriture droite les grandeurs complexes X et en écriture
cursive les grandeurs réelles X'.

Cette notation complexe permet alors “d’oublier” temporairement le terme exp(jwt) qui
se trouve, comme on peut le constater, de facon homogéne en facteur de part et d’autres des
équations de Maxwell. Les grandeurs réelles ‘H, £, B et D pourront alors étre reconstruites
& partir des grandeurs complexes H, E, B et D de maniére simple.

En remarquant que la dérivée temporelle s’écrit 9./0t = jw., les équations de Maxwell

s’écrivent en régime harmonique de la maniére suivante :

V xH = jwD +J, (I1.2a)
VxE= —jwB (I1.2b)
V-B=0 (11.2¢)
V-D=p, (I1.2d)

En hautes fréquences, nous ne pouvons bien siir pas négliger les courants de déplacement
J4 = jwD devant la densité de courant électrique source J..

Nous allons maintenant décrire les relations qui unissent respectivement les champs E et
H avec les inductions D et B afin de garder uniquement comme inconnues les champs, les

inductions étant alors déduites par les relations constitutives du milieu.
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1.2 Relations constitutives du milieu

Pour décrire complétement le probléme, il faut ajouter aux 4 équations précédentes, les 2
relations constitutives du milieu que ’on supposera comme parfait, c’est-a-dire qu’a chaque
instant, les polarisations électrique P, et magnétique P, sont proportionnelles respective-
ment aux champs E et H (P, = ¢gXxE et P,,, = poxmnH).

Ces relations relient donc linéairement et respectivement les inductions D = ¢E + P,
et B = poH + P,;, aux champs E et H pour un milieu Q caractérisé par le couple (e, )
par rapport au vide et que ’on notera désormais par (e, ) :

D =y, E (IL.3a)
B = pourH (I1.3b)

ol € et o sont respectivement la permittivité et la perméabilité du vide, €, = 1 + x. et
ur = 14 x,m expriment respectivement la permittivité relative et la perméabilité relative
(par rapport au vide, bien sir).

Dans le cas de milieux & pertes et dans le cas du régime harmonique, la permittivité
relative €, et la perméabilité relative u, sont considérées comme des grandeurs complexes ;
dans le cas de milieux anisotropes, ces grandeurs deviennent des tenseurs et enfin, dans le
cas ol les caractéristiques du milieu dépendent de I’espace, ces grandeurs sont considérées
aussi comme des fonctions de (z,y, 2).

En pratique, il est courant d’approximer les “trés bons” conducteurs par des conducteurs
parfaits de conductivité électrique o infinie et les “trés bons” isolants par des diélectriques
parfaits de conductivité électrique o nulle.

Mais, pour les matériaux dont la conductivité o ne peut étre considérée ni comme nulle,
ni comme infinie, il ne faut pas oublier la loi d’Ohm qui exprime la proportionnalité entre
la densité de courant de conduction J. et le champ électrique E :

J.=0E (I1.4)

Dans ce cas, il est alors utile d’introduire Iartifice mathématique de permittivité relative

apparente €, :

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 55
hyperfréquences controlés optiquement



Chapitre II. Présentation des outils mathématiques

o
€ra = €, — JEn — e (IL.5)

La partie imaginaire de la permittivité relative apparente €,, comporte a la fois un terme
constant €/ et un terme inversement proportionnel & la fréquence o /weq ; nous pouvons ainsi
considérer le matériau a la fois comme un diélectrique & pertes € # 0 et comme un semi-
conducteur de conductivité o # 0. Il suffira alors de remplacer €, par €., dans les équations
de Maxwell pour considérer la conductivité du matériau et donc pour prendre en compte de
maniére implicite la densité de courant de conduction J..

Nous avons donc décrit les lois régissant les phénoménes électromagnétiques au sein d’un

méme milieu Q (e, p), ce qui nous permet de garder comme inconnues les champs E et H.

Nous allons nous intéresser, dans la section suivante, au comportement du champ élec-

tromagnétique au passage d’un milieu (€1, 1) vers un milieu Q2 (€a, ).

1.3 Relations de passage et distribution

Pour décrire le comportement du champ électromagnétique au passage d’un milieu vers
un autre, il est commode d’interpréter les équations de Maxwell (I1.2) au sens des distribu-
tions [Sch66].

Faisons alors un bref rappel sur ’écriture des opérateurs au sens des distributions : si
nous notons I' la surface frontiére séparatrice des milieux 4 et 2, nis le vecteur unitaire
normal & la surface I au point courant M et orienté dans le sens du milieu ; vers le milieu
Qy, ¥ une distribution vectorielle et og le saut de ¥, nous écrirons alors avec précaution

les opérateurs V x et V- au sens des distributions de la maniére suivante :

Vx®={Vx}¥+nxogdr (IL.6a)
V-¥ = {V}‘I’ +n.0gor (H.Gb)

ot {Vx} et {V-} désignent respectivement les opérateurs rotationnel et divergence au sens
des fonctions c’est-a-dire sans précaution et la notation dr signifie que la quantité en facteur
est localisée sur T'.
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Récrivons la premiére équation de Maxwell-Ampére (I1.2a) au sens des distributions :

VxH=wD+J.={Vx}H+nxoudr (IL.7)
Si on identifie les termes correspondants au méme support de distribution, on peut écrire
que :

e {Vx}H = jwD + J, partout ou le rotationnel est défini au sens des fonctions,

c’est-a-dire dans le complémentaire de I" (supports volumiques).
e n X oy dr = J; sur le support surfacique I’ c’est-a-dire nyo x (Hy —H;) = Jg sur T.

Nous pouvons alors établir les mémes types de relation avec ’équation de Maxwell-
Faraday (I1.2b) au sens des distributions :

¢ {VX}E = —jwB dans le complémentaire de T' (supports volumiques).

e n X og 0r = 0 sur le support surfacique I' ¢’est-a-dire nyj2 X (E; — E;) =0 sur T.

Si nous considérons maintenant l'opérateur divergence au sens des distributions, nous
obtenons des informations sur la continuité normale des vecteurs inductions.

Si nous récrivons l'équation de Maxwell (II.2c) au sens des distributions :

V-B=0={V:}B+nogdr (I1.8)
Et en identifiant de la méme fagon les distributions suivant leur support :
e {V:}B = 0 dans le complémentaire de I" (supports volumiques).
e n.og dr = 0 sur le support surfacique I' ¢’est-a-dire ny2.(Bo — B;) =0 sur .
Enfin, la derniére équation de Maxwell (I1.2d) au sens des distributions donne :
e {V-}D = p, dans le complémentaire de I" (supports volumiques).
e n.op dr = p;, sur le support surfacique I' ¢’est-a-dire nj2.(Dy — Dy) = p, sur I

Nous avons donc vu comment ’interprétation moderne des équations de Maxwell au sens
des distributions permet, de fagon implicite, de considérer les relations de continuité pour
H, E, B et D au passage d’un milieu 1 & un milieu 2 en fonction des charges et courants

éventuels se trouvant sur le support surfacique séparant les milieux volumiques.

Nous allons maintenant résumer ces relations de passage en termes de conditions de
continuité pour les inconnues H et E qui nous intéressent en introduisant les relations

constitutives des milieux Q (€1, p1) et Qa(ez, po). Les deux cas que nous allons considérer
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ici sont directement reliés au probléme qui nous intéresse plus particuliérement, & savoir
les conditions de passage entre deux diélectriques sans charges ni courants superficiels et
les conditions & l’interface avec un conducteur parfait. Le cas des sources imposées dans
les accés des structures hyperfréquences sera traité & part mais de facon analogue avec la
théorie des distributions lorsque nous établirons les équations de propagation de Helmholtz

avec termes sources.
1.3.1 Conditions de continuité entre deux diélectriques
A l'interface I' de deux milieux {2, notés en indice 1 et 2, caractérisés respectivement par

Q1 (€1, 1) et Qa(ea, p2), sans charges ni courants (cf. figure IL.1), les relations de continuité

tangentielles et normales sont donc pour les champs H et E :

Hi;» = Hu (I1.9a)
Ei = En (I1.9b)
poHpo = p1Hpy (I1.9¢)
€En = €1En1 (IL.9d)

ou X; désigne la partie tangentielle du vecteur X & linterface entre les deux diélectriques

et X, la composante normale & cette interface, au point courant M.

D A

En = Ep Qi (€1, )

Qy (€2, p2)

Figure II.1 : Continuité tangentielle et discontinuité normale du champ électrique entre deuz
diélectriques (e1 > €2)

Ces relations, déduites des propriétés du rotationnel et de la divergence liées aux équa-
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tions de Maxwell écrites au sens des distributions, traduisent les continuités tangentielles
des champs magnétiques et électriques (équations (I1.9a) et (II.9b)) et leurs discontinuités
normales (équations (I1.9¢) et (I1.9d)). Ce cas concerne le passage entre diélectriques parfaits

ou 3 pertes, sans charges ni courants superficiels.

11 exclut le cas du passage entre conducteurs parfaits ainsi qu’entre trés bons conducteurs
dans lesquels les champs sont nuls mais sur lesquels charges et courants superficiels existent,

cas que nous allons considérer dans la section suivante.

1.3.2 Interface avec un conducteur parfait

Si 'un des deux milieux est un conducteur électrique parfait ¢ = oo, par exemple le
milieu 2y, les champs électrique E; et magnétique H; sont nuls & cause de la profondeur
de pénétration & = 1/v/mugof nulle. La surface T' sert alors de support & des courants
superficiels J; et & des charges superficielles p;.

Les relations & l’interface I' sont alors les suivantes pour les champs Hy et Es :

Ei = 0 (IL.10a)

ns x Hy = J, (IL.10b)
€2En2 = ps (I1.10c)
p1sHps = 0 (I1.10d)

A Tinterface avec un conducteur parfait, nous avons donc une condition de mur électrique
(E tangentiel nul ou H normal nul) & respecter, ce qui se traduit par un courant surfacique
Js induit par le champ magnétique tangentiel et par des charges superficiels p; portées par
le champ électrique normal.

Nous pouvons aussi montrer que la condition de mur électrique est similaire & un plan
de symétrie magnétique. En procédant de maniére duale, nous pouvons également définir
une condition de mur magnétique (H tangentiel nul ou E normal nul) & respecter, ce qui
traduirait un plan de symétrie électrique.

Ces 2 conditions peuvent s’avérer trés utiles lors de simulation numérique lorsque la

structure & modéliser comporte des plans de symétrie ; on réduit ainsi les temps de calcul
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par 2", n étant le nombre de plans de symétrie.

Nous allons maintenant découpler les équations de Maxwell en E et en H pour obtenir
les équations de propagation des ondes avec termes sources afin d’obtenir une équation
différentielle en E ou en H nécessaire & la formulation faible du probléme pour la méthode

des éléments finis.

1.4 Equations de propagation des ondes

Considérons alors de nouveau un milieu homogeéne Q(e,., i), de frontiére globale I" consti-
tuée de murs électriques I'¢, de murs magnétiques I';,, et de plans d’accés S, comme le montre
la figure I1.2.

Figure I1.2 : Configuration du probléme

Afin de maintenir la symétrie des équations en E et en H, un courant magnétique fictif J,,
a été introduit dans ’équation de Maxwell-Faraday (I1.2b) ainsi que des charges magnétiques
fictives p,, dans I’équation (II.2¢). Les équations principales de Maxwell, écrites toujours au

sens des distributions et en remplacant les expressions des champs D et B, deviennent :

V x H = jwepe,E + T, (IL.11a)
V XE = — jwpopH —J,p (IT.11b)
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Les courants J. et J,, traduisent ici les sources électromagnétiques (2D) que l'on impose
sur les accés S,. Il faut tout d’abord décomposer avec précaution I'opérateur rotationnel
suivant son support de distribution mais, cette fois, en considérant un terme source sur la
surface d’accés S, et des termes supplémentaires traduisant le comportement discontinu ou

non du champ ¥ sur les murs électriques I'. et magnétiques I, :

VX‘I’:{VX}\I’+HXD’\I;5FE+HXO’\IJ(SFM+n><0’q;55a (H.12)

ot {V x} est la partie réguliére du rotationnel (& support volumique), n la normale au point
courant de I" orientée vers l'intérieur. La notation dg signifie que la quantité en facteur est
localisée sur la surface S et la notation og exprime le saut éventuel du vecteur ¥ sur son

support de distribution.

En identifiant les différents supports de distribution avec I’équation (II.11b), nous obte-

nons pour une formulation dite en F :

{VX}E = — jwpouH (I1.13a)
nxEér, =0 (IL.13b)
nxEdr,, = —Jnr,, (I1.13c)
nxEdg, = — s, (I.13d)

ot le symbole mathématique | désigne la restriction du vecteur de gauche au support de
droite. Ainsi J,, 5, représente la trace tangentielle du courant magnétique J,,, sur la surface

d’accés S,.

De méme, avec ’équation (IL.11a), nous obtenons pour une formulation dite en H :

{Vx}H = jwepe, E (IL.14a)
nxHép, =0 (IL.14b)
nx Hér, = J.r, (IL.14¢)
nxHog, =T, s, (IL.14d)

En prenant le rotationnel de 1’équation (II.13a) (respectivement de I’équation (I1.13b))
et en y substituant ’équation (II.11a) (respectivement ’équation (II.11b)), nous obtenons
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les équations d’ondes :

V x {VX}E — ke, i, E = — jwpop,J. (IL.15a)
V x {VxIH — ke, H = — jweoe I (I1.15b)

avec le nombre d’onde dans le vide ko = w./€ofto-

Ces deux équations d’ondes sont fondamentales car elles permettront dans la suite de ce
mémoire de développer les formulations faibles, nécessaires & la méthode des éléments finis,
qui traduisent les phénoménes de propagation avec terme source.

Nous allons maintenant établir les équations de propagation de Helmholtz qui nous ser-
viront aux calculs analytiques du champ électromagnétique dans un guide rectangulaire au
chapitre IV.

En utilisant la relation vectorielle du double rotationnel :

V x (VX W¥)=V(V-¥) - V2P et en supposant que V - ¥ = 0, nous obtenons les équa-
tions de propagation de Helmholtz, symétriques en E et en H, sans termes sources au second

membre :

VZE+KE=0 (I1.16a)
VH+KH=0 (I1.16b)

avec k le nombre d’onde dans le milieu (e, u1,-) défini & laide de la relation k% = kZe,p,..

Nous pouvons remarquer que les équations d’Helmholtz (I1.16) sont moins générales que
les équations d’ondes (I1.15) car elles supposent que V - ¥ = 0 c’est-a-dire qu’il n’y a pas
de charges électriques p. ou magnétiques p,,, superficielles apportées, donc pas de courants
sources J. ou J,y,.

Ces équations nous permettent d’étudier tous les phénoménes d’ondes électromagné-

tiques :

e Propagation qui se fait & ’aide de supports : fils conducteurs en basse fréquence et

lignes de transmission en haute fréquence.

e Propagation qui ne nécessite aucun support métallique : propagation dans ’espace
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libre ou dans les guides diélectriques.

Nous allons nous intéresser plus particuliérement & la propagation guidée par un systéme
de transmission rectiligne et uniforme, suivant la direction u,, que nous avons choisie de

maniére conventionnelle.

2 Propagation guidée

Si ’on veut canaliser une onde hyperfréquence, on doit avoir recours & des guides d’ondes
(conducteurs creux) dont la section peut étre simplement connexe (rectangulaire, circulaire,
elliptique, ...), ou multiplement connexe (coaxiale) avec des dimensions dépendant de la
longueur d’onde.

2.1 Les différents modes de propagation

Les réflexions de 'onde sur les parois du guide ont pour résultante une certaine dis-
tribution des champs dans ’espace intérieur, et des courants de conduction & la surface
des parois. L’ensemble forme un mode de propagation. Chaque mode a des caractéristiques
différentes. On peut regrouper ces caractéristiques en quatre types de modes définis de la

maniére suivante :

e Dans les lignes ou les guides coaxiaux, le mode de propagation de ’onde correspond
au mode Transverse Electrique-Magnétique (TEM), les champs électriques et ma-
gnétiques sont perpendiculaires & la direction de propagation c’est-a-dire £, = 0 et
H,=0.

e Dans les lignes microrubans par exemple, un mode quasi-TEM peut se propager
cest-a-dire E, << (E,, Ey) et H, << (H,, Hy).

e Dans les guides creux, on montre que le mode TEM ne peut se propager car les
conducteurs ne sont pas séparés d’un point de vue potentiel. Les champs électriques

et/ou magnétiques ont une composante paralléle 4 la direction de propagation :
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E, =0et H, # 0 : mode Transverse Electrique (TE).
H,=0cet E, # 0 : mode Transverse Magnétique (TM).

e La superposition de modes TE et TM peut se produire pour donner naissance aux

modes hybrides : E, #0et H, # 0.

Les expressions analytiques des champs électriques et magnétiques peuvent étre seule-

ment obtenues dans le cas de géométries simples comme, par exemple, dans un guide WR &

section rectangulaire. Nous comparerons 3 la fin de ce chapitre les résultats des simulations

numériques avec les résultats analytiques dans un guide WR.

Nous nous intéresserons donc, dans la suite de ce mémoire, aux problémes hyperfré-

quences de propagation guidée & une fréquence donnée fy, laissant ainsi de coté les problémes

tridimensionnels d’oscillations libres dans les cavités.

2.2 Deux types de probléme en hyperfréquences

Nous avons séparé, dans notre cas, les problémes hyperfréquences de propagation guidée

4 une fréquence fixée en deux types : le probléme 2D aux valeurs propres et le probléme 3D

déterministe.

e Le premier type de probléme consiste & résoudre les équations de Maxwell dans

un systéme fermé 2D. Il s’agit alors ici de réaliser un solveur de modes 2D & une
fréquence fy fixée afin de connaitre les modes susceptibles de se propager. Nous
aurons donc & chercher les valeurs propres solutions et les vecteurs propres associés.
C’est le cas de la recherche d’une solution propagative en champs électrique et
magnétique dans ’accés 2D de notre ligne microruban, solution qui servira ensuite
de source électromagnétique “correcte” au probléme 3D et au calcul des paramétres

S.

Le deuxiéme type de probléme est la résolution d’un systéme 3D alimenté par des
sources 2D. L’alimentation s’effectue & travers des plans d’accés S, qui imposent
les champs et la pulsation wy = 27 fy a Uintérieur de la structure. C’est le cas de la
propagation 3D dans notre ligne microruban. I’étude de ce probléme déterministe

nous méne directement 4 la détermination des paramétres de répartition S qui relient
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I’onde incidente et ’onde réfléchie ou transmise & travers les accés, et qu’il est utile
de comparer i ceux obtenus par la mesure.

De facon plus générale, nous pouvons mentionner également le probléme 3D aux valeurs

propres qui consiste & chercher les fréquences qui peuvent se propager dans un mode donné.

3 Principe de résolution par la MEF

Pour résoudre I’équation aux dérivées partielles des ondes, nous nous sommes placés dans
le cadre de la Méthode des Eléments Finis (MEF), méthode numérique basée sur la trans-
formation des équations aux dérivées partielles (formulations fortes) en équations intégrales
équivalentes (formulations faibles) pour diminuer 'ordre d’intégration [Tou80].

Il y a deux maniéres d’aborder cette transformation [Sab86] :

e L’approche variationnelle, ou méthode de Ritz, qui repose sur une fonctionnelle,
qualifiée de coénergie, qui est extrémale pour les fonctions solutions recherchées.

e La méthode des résidus pondérés, ou méthode de Galerkin, qui consiste & annuler le
résidu correspondant & la multiplication de la forme différentielle par une fonction
test adéquate.

Nous allons plutét utiliser la deuxiéme méthode, qui est plus générale mais moins élégante
que la premiére, méme s’il est possible de trouver, par des considérations énergétiques, une

fonctionnelle équivalente par la méthode de Ritz.

3.1 Formulation faible du probléme 3D

Nous allons d’abord construire la formulation E par la méthode de Galerkin sachant que
la formulation H s’obtient de maniére analogue.
Considérons les sous-espaces vectoriels suivants :

E} ={E € H(rot,Q);n x E =0sur .}
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HY ={H € H(rot,Q);n x H=0surI',,}

ot H(rot, Q) = {A € L?(Q); V x A € L*()} est I'espace de Hilbert conservant le rota-
tionnel que nous étudierons plus en détail dans le chapitre III,

et L’ () ={A: Q- C; / |A|2dQ < oo} est I'espace des fonctions vectorielles & valeurs

Q
complexes de carré du module sommable.

Une propriété fondamentale des fonctions de ’espace H (rot, ) est qu’elles sont & compo-
santes tangentielles continues aux interfaces dans Q (voir chapitre III). Si nous imposons & E
d’étre dans E2, I’équation (I1.13b) est alors vérifiée naturellement. Sachant que les courants
magnétiques sur les murs magnétiques sont induits, 'équation (I1.13¢) qui définit le courant
magnétique par sa trace tangentielle, est alors satisfaite implicitement.

Multiplions donc I’équation (II.15a) par une fonction test quelconque ¥’ de E et inté-

grons sur tout le domaine {2 :
/Q (4 'V x V x E — k2e, E).¥' dQ = —WO/Q J.. ¥ dQ (I1.17)
En tenant compte de I’identité :
/Q(VXA)X\II'dQ:/Q A.(VX\IJ’)dQ—/S(AX\II’).ndS (I1.18)

avec A = V x E, nous obtenons alors la formulation en E :

([ Trouver E € EY

) /Qu;l(VxE).(Vx\Il’)dQ—kg/

&E. P dQ = —]w,uo/ J..¥'ds (I1.19)
Q Sa

| V¥ € Ej

sans oublier I’équation (I1.13d) qui définit le courant magnétique sur 'acces S, : I 5, =
—n X ]i—)(SS‘1 .

Nous obtenons la formulation en H en procédant de maniére analogue :
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[ Trouver H € HY,

¢ / 6 "(V xH).(V x ¥)dQ — kg/ uHE' dQ = —]weo/ Jn. O dS (I1.20)
Q Q Sa

| V' € HY

sans oublier 'équation (I1.14d) qui définit le courant électrique sur I'accés S, : Jes, =
n X Hésa.

Nous pouvons vérifier que la solution en E (respectivement en H) de I’équation (II.19)
(respectivement (I1.20)) est solution au sens faible de I’équation (II.15a) (respectivement
(I1.15b)). Nous pouvons également démontrer que nous avons implicitement la divergence
nulle de la solution, propriété fondamentale si nous voulons éviter les modes parasites [Bi95].
Nous reparlerons ultérieurement de ces modes parasites lorsque nous parlerons des éléments

finis d’arétes dans le chapitre III.

La préférence pour l'une ou l’autre des formulations (en E ou en H) dépend du probléme
A traiter. Si le systéme & modéliser contient, par exemple, plus de conducteurs électriques
parfaits sur lesquels on doit imposer la condition de mur électrique n x E = 0, il sera plus
judicieux d’utiliser une formulation électrique.

Dans le domaine des hyperfréquences, nous avons ’habitude d’utiliser et de mesurer les
paramétres S qui sont un bilan des puissances entrantes, sortantes ou transmises dans le
systéme considéré. Nous avons, pour cela, besoin de définir les ondes de référence dans les
accés ou seront calculés ces paramétres S.

Nous allons donc présenter dans la suite de I’exposé les méthodes utilisées pour réaliser
un solveur de mode 2D dans le plan des accés sources et pour calculer les paramétres S dans
un systéme microonde général & n accés. La formulation 2D ayant comme inconnues E; et
H; sert & déterminer correctement la distribution du champ électromagnétique source dans
I’accés dans le mode considéré et 4 calculer, ensuite, les paramétres S correspondants.

Ces méthodes de calcul sont basées sur les travaux de recherche de M. Aubourg que je

tiens & remercier pour son aide précieuse.
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3.2 Ondes de référence

Les paramétres S expriment le rapport en amplitude entre les coefficients des ondes
entrantes a et les coefficients des ondes sortantes b, relativement & la définition d’une base
constituée d’ondes de référence dans les accés. Ils sont classiquement représentés, pour un
systéme & n accés, par les coefficients de la matrice [S] de terme général S;; = b;/a; avec
ar; =0, Vk € [l,n].

Les ondes de référence sont définies & partir des modes propres par un couple (E;, n x Hy)
ou E; et H; sont les champs transversaux & la direction de propagation u,, tangentiels &
S = (20y). Les structures de propagation étant réciproques, si (E;,n x H;) correspond a

un mode entrant, (E;, —n x H;) correspond & un mode sortant.

De plus, si les structures de propagation sont sans pertes, les modes propres constituent
une base sur laquelle tout champ peut se décomposer et & une fréquence donnée, on sait qu’il
y a un nombre fini de modes propagatifs et une infinité de modes évanescents. Si les accés
sont suffisamment éloignés des discontinuités, les modes évanescents deviennent négligeables

devant les modes propres.

Soient (Ei, Hi); ¢ [1,n] les champs transversaux des n modes propres entrants dans ’en-

semble des accés S, = U?Zl S;etJ 2 =n X Hg&sa le courant électrique source.

L’équation (I1.19) peut étre écrite en introduisant les coefficients a; et b; :
n .
/ YV X E).(V x &) dQ — kg/ B d0 = —jwpe Y (ai — bi)/ Ji.w'dS (I1.21)
Q Q i=1 Sa
En général, les ondes de référence sont normalisées en puissance pour chaque mode ¢ :

1 L.
E / ELJ"dS = —1 (I1.22)
2 Js,

Une fois ces ondes de références définies, nous allons expliquer comment les obtenir &
I’aide de la résolution du probléme aux valeurs propres.
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3.3 Probléme 2D aux valeurs propres

Pour obtenir les ondes de référence et calculer ensuite les paramétres S, il faut calculer
les modes propres dans chaque accés physique. Pour cela, il faut utiliser les composantes
transversales des champs E; et H; [Ang87, Aub91].

Les champs électromagnétiques, solutions des équations d’ondes (I1.15) peuvent s’écrire
en séparant la variation longitudinale suivant les z croissants des variations transversales en

(z,y), sous la forme [Bad93] :

E(:L'; Y, 2’) = [Et(.’IJ, y) + EZ ('T: y)uz] exp(_’yz) (11233‘)
H(z,y,2) = [Hi(z,y) + H.(z,y)u;] exp(—vz) (I1.23Db)

ou v = a + 3f est la constante de propagation complexe dans le diélectrique & pertes.

Nous allons maintenant projeter les équations de Maxwell (IL.11a) et (II.11b) sur l'axe

u, :
V x H; = jwepe B u, + Je 1, (I1.24a)
V xE; = — jwpopr-Hyu, — Jpzu, (I1.24b)

ainsi que sur le plan (zy) de section droite transversale :

V x (Hyu,) —yu, x Hy = Jo¢ + jweoe, By (I1.25a)
V x (E,u;) —yu, X By = — Jpp — gwpopr-Hy (I1.25b)

Nous définissons comme pour le cas 3D précédent les espaces vectoriels suivants :

ES, ={E € H(rot,S,); n x E=0sur I}
Hga ={H € H(rot,S,);n xH=0sur 'y}

Si nous imposons E; € EY et Hy € HY , les équations (IL.24) se réduisent 4 :
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E.u, = VxIH 11.26
w = (V) (1L264)
1
Hau, = —— {VX)E 11.26b
—quour{ VB ( )

ce qui nous permet d’exprimer la composante longitudinale en fonction du rotationnel des

composantes transversales.

Nous obtenons, en procédant de la méme maniére que pour la formulation faible (I1.21),
le systéme d’équations suivant :

[ Trouver E € EY et H € HY

/ prH(V x Ey).(V x ¥',)dS — kg/ & E,. ¥, dS =

a Sa
—]w'y/ po(u, x Hy). W', dS
Sa
) (11.27)
/ 6, " (V x Hy).(V x ¥',,)dS — k§/ wrH O dS =
Sa, Sa
—jt.d’)’/ eo(Ey x u,). ¥, dS
Sa

\ VU'. € ES et V', € HY

En supposant la fréquence et donc w connue, ce probléme est un probléme aux valeurs

propres généralisé, la valeur propre étant —jw~y.

Trois cas de problémes peut alors se présenter & nous :

e Pour un mode propagatif pur (a = 0), nous avons —jwy = wf et les champs E; et

H; sont en phase ; nous pouvons les considérer comme étant & valeurs réelles.

e Pour un mode évanescent pur (8 = 0), nous avons —jwy = —jwa et les champs
E; et H; sont en quadrature; nous pouvons nous ramener & des valeurs réelles en

remplagant, par exemple, I'inconnue H; par +jH;,.

o Il existe enfin le cas général du mode mixte c’est-a-dire ol v = a + 38 avec a # 0

et 8 # 0; toutes les composantes de E; et H; ont des valeurs complexes.

Maintenant que nous avons établi les problémes 2D et 3D pour la propagation guidée hy-

70 Jean-Daniel ARNOULD



4. Résolution

perfréquence, nous allons utiliser, pour résoudre ces problémes, les éléments mixtes d’arétes
de H(rot,Q) et H(rot,S,) dont les fonctions de forme seront présentées plus précisément
dans le chapitre III.

4 Reésolution

Pour la résolution des problémes 2D et 3D, nous allons utiliser exclusivement des discré-
tisations de type élément fini d’aréte de H(rot). A condition que les arétes soient orientées
dans le méme sens en 2D et en 3D, nous pouvons considérer que les traces tangentielles des
fonctions 3D correspondent aux fonctions 2D.

Nous notons I I’ensemble des indices des arétes du maillage 3D du domaine volumique (2,
Io\r, 'ensemble des indices des arétes de () qui ne sont pas sur les murs électriques .

De la méme fagon, nous notons Is,\r, (respectivement Ig, \r,,) 'ensemble des indices
des arétes du maillage 2D du domaine surfacique S, des accés qui ne sont pas sur les murs
électriques I, (respectivement sur les murs magnétiques I'y,).

Par souci de clarté, nous allons raisonner maintenant avec des fonctions de forme et des
fonctions tests de plus bas degré; & chaque aréte a; du maillage, nous associons la fonction
de forme de Whitney notée W; qui sera explicitée dans le chapitre III.

4.1 Résolution du probléme 2D

1l s’agit d’expliquer ici comment est réalisé le solveur de mode 2D servant au calcul des

courants sources pour le probléme 3D et & ’obtention des paramétres S.

Le degré de liberté E;;, associé a l'aréte a;, correspond & une fonction de pondération.

En effet, ’'approximation par éléments d’aréte pour le plus bas degré donne :
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E; = Z Eyi W, (11.28a)
Z'EEISE\FE

H,= Y Hi W, (I1.28b)
imeISa_\Fm

Nous pouvons vérifier facilement que Fy; (respectivement Hy;) est la circulation du champ
électrique tangentiel (respectivement du champ magnétique tangentiel) a ’accés sur l'aréte
a; en intégrant E; (respectivement H;) sur cette aréte particuliére a;. Nous obtenons alors

la conséquence suivante :

Ey = / E..t; dl (11.29a)

Hy; = / H,.t; dl (11.29b)

i

ou t; est le vecteur unitaire porté par ’aréte a;, orienté positivement dans 1’ordre croissant

des numéros de sommets qui appartiennent & cette aréte.

Rappelons ’équation (I1.27) du probléme aux valeurs propres mais cette fois-ci dans
l’espace discrétisé en remplagant les fonctions tests ¥/, et ¥',, par les fonctions de base
W, aveci, € Ig\r, et W} aveci, € Ig\r,,-

Le rotationnel étant un opérateur linéaire, nous obtenons :
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Trouver E € Ega et H € Hga

> g By (V x W3,).(V x W) dS

ieeISa\l"e Sa

—ké Z erEtie VV“_VV;E ds =

ie EIsa \Te Sa

—Jwy Z / ,U()Ht,'m (uz X W,-m).W;e ds

) (I1.30)
> & 1 Hyi, (V x W ).(V x W} )dS
im EISa\l"m a
—k2 Z / prHyi, Wi W, dS =
im€l Sa
mE€ls \r,,

—Jwry Z €0 By, (Wi, x u,).W; dS

ie eISa. \Te Sa

VW, € EY et VW, € HJ

Cette équation s’écrit sous la forme d’un systéme matriciel avec en indice les dimensions

de sous-matrices R, L, C' et de la sous-matrice nulle O :

A

A

Rfsa\reXIsa\re Olsa\rex-’sa\rm ] — k2 l Llsa\rex-’sa\re Ofsa\re XIgo\rm ])
0

Olsa\rm XIsg\Te RIsa\rm XI5\,

Ve

[

0Isa\rm XIsg\re Llsa\rm XI5 \I'm

Etie — _]w,y OISa.\re XISG\Te CISa \Te ><ISa,\r‘rn Etie
Hy,, Cls\rm xTsavre OTsvry XTsu\rm Hii,,
~ ~ - —————
X B be
(I1.31)
ou X = [Ey, Hy;,, |t est vecteur propre, A\ = —jwy la valeur propre associée et r, [ et c les
termes génériques des matrices R, L et C' :
Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 73

hyperfréquences controlés optiquement



Chapitre II. Présentation des outils mathématiques

Tls\r.xIs,\r, = /S a N (V x Wi, ).(V x W, )dS (I1.32a)
TLs\r, xIsgry, = / 6 (VxW; ).(VxW, )dS (I1.32b)
Ui \r,xIs\r, = / eTWie.W;e ds (I1.32c)
S S / pr Wi, Wi dS (I1.32d)
CIs \r, xTs\ry = / po(u, x W; ). W; dS (I1.32¢)
CIg \r,, xIs,\r, = /Sd eo(W;, x u;).W; dS (I1.32f)

La matrice au second membre de ’équation (I1.31) composée des 2 sous-matrices C' sur
la diagonale inverse exprime le couplage entre le champ électrique transverse E; et le champ
magnétique transverse H;.

Pour résoudre ce probléme aux valeurs propres généralisé du type A.X = —jwyC.X,
nous avons utilisé une méthode de résolution numérique matricielle de la puissance itérée en
tenant compte du fait que la matrice de couplage C est symétrique mais pas nécessairement
définie positive.

4.2 Résolution du probléme 3D : calcul des paramétres S

Nous allons nous intéresser ici & la résolution du probléme 3D avec une formulation en

E, sachant que la résolution avec une formulation en H s’obtient de la méme maniére.

Nous allons calculer la matrice S telle que B = S A, les coefficients a; du mode entrant
dans S, étant considérés comme des paramétres connus (excitation extérieure) et les incon-

nues étant le champ électrique interne E? et les réponses du systéme b;.

Nous avons utilisé, ici, la méthode de résolution dite par solutions élémentaires [Mar90].

Pour un systéme hyperfréquence quelconque & n accés, il faut procéder a n résolutions

élémentaires du systéme en excitant & tour de réle les n accés un & un. On note ainsi ®°,
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i € [1,n] la solution électrique de ’équation élémentaire correspondant 4 a; = 1 et b; = 0
dans I’équation (I1.21) :

/Q p (W x @9).(V x ') d — kg/

€@ d) = / Jiw'ds (I1.33)
Q

Sa

La solution E de l’équation (I1.21) s’écrit alors :
E = —jwuo Z(ai —b;)®* (I1.34)
i=1

La continuité de la composante tangentielle du champ (I1.13d) peut alors s’écrire aussi :

n

Es, =Y (ai +b)E] (IL.35)

i=1
Pour calculer classiquement les composantes d’un vecteur sur une base, nous pouvons
multiplier cette derniére équation par les courants conjugués J; et intégrer I’équation résul-

tante sur les accés S,, ce qui conduit en reportant dans (I1.34) 4 :

Vi e [1,n]
L . i ~ N 11.36
—Jwlo Z(a, — b,)/ el'éz = Z(ak + bk)/ el.Ef dS ( )
i=1 Sa k=1 Sa

Les solutions ®* ainsi calculées forment une base des modes propres pour exprimer le
champ interne E et sont donc appelées solutions élémentaires.

L’équation (I1.36) donne alors un systéme de n relations qui, aprés résolution par rapport

aux inconnues b;, conduit & la matrice S.

Nous expliciterons cette méthode au chapitre IV sur un cas concret d’un guide rectangu-
laire & 2 accés. Nous allons maintenant procéder & la traduction matricielle de la formulation
3D.

Le champ électrique exprimé en fonction des éléments de base de ES donne :

1€ IQ\Fe

Nous utilisons le principe de Galerkin en posant les fonctions test ¥’ sur chaque aréte
a; égales aux fonctions de base W.
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En utilisant I’équation (I1.37), I’équation élémentaire (I1.33) se discrétise de la méme

maniére que I’équation (I1.30) :

> pr  Ei(V X W) (V X W -k > e, E;W; W' dQ =

icloyr, ' iclg\r, * & (IL38)
E (u, x Hy;).W;dS
i€ ISa\Fm Sa
Cette équation se transforme sous forme d’un systéme matriciel :
(A — KB )& = Otaye \Isar. (11.39)
Io\r, xQ\T, 0P Io\r,xo\re ) = lo\Te xn — C H -
Is \re XIso\Tim 1 tLs,\Tim xn

ot @, ., est la matrice dont les colonnes sont les solutions électriques élémentaires.

Les termes génériques a et b des matrices respectives A et B sont :

e xione, = [ 177 X W.(V x W) e (I1.400)

big\r, xIo\r, = /Q €W . W, dQdQ (I1.40b)

L’intérét de cette méthode est que tous les coefficients matriciels sont réels si les milieux
sont sans pertes. Les matrices étant généralement plus ou moins creuses 4 cause de la MEF
et de l'utilisation des éléments d’arétes, le probléme A.X = S est résolu par la technique

classique itérative des gradients conjugués (ICCG).

5 Conclusion

Nous avons défini dans ce chapitre les modéles mathématiques nécessaires a la simulation
de structures hyperfréquences par la MEF. 1l apparait judicieux de choisir les fonctions tests
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et les fonctions de forme dans l'espace de Hilbert H(rot,) qui présente 'avantage d’im-
poser uniquement les continuités tangentielles des champs aux interfaces de Q (cf. chapitre
ITT). Nous avons vu également dans ce chapitre comment résoudre le probléme 2D pour
imposer une source correcte (électrique et magnétique) qui excite la structure dans le mode
désiré a ’aide de la résolution d’un probléme aux valeurs propres utilisant comme inconnues
(E¢, Hy). Ce solveur de modes 2D est également nécessaire aux calculs des paramétres S que
nous pouvons exploiter en les comparant avec les mesures expérimentales ou avec le calcul
analytique lorsque la structure est simple. La résolution du probléme 3D s’effectue ensuite
classiquement avec une formulation électrique ou magnétique (la plus appropriée au respect
des conditions aux limites et & ’exploitation des résultats).

Nous avons décidé de choisir, aprés quelques autres essais, la formulation 2D de T. Ang-
kaew et de M. Aubourg car elle permet de résoudre complétement les modes transversaux
(propagatifs ou évanescents) en donnant le champ électromagnétique [Ang87, Aub91]. Le
couplage avec une formulation 3D classique [Bos90] traduisant ’équation de Helmholtz s’ef-
fectue ensuite aisément car la trace tangentielle des éléments d’arétes tridimensionnels sur
les accés-sources correspond aux fonctions de forme des éléments d’arétes bidimensionnels
utilisés dans la résolution du probléme aux valeurs propres. Il existe dans la littérature de
nombreux articles synthétiques comparant diverses formulations hyperfréquences 2D et 3D
pour la propagation guidée [Rah91,Bar93, Dav93,Dil94].

Le choix d’une formulation E;, H; couplée avec une formulation en E ou en H en utilisant
uniquement des éléments d’arétes donne des résultats excellents mais au prix de matrices
moins creuses et donc au détriment du temps de calcul et de la capacité mémoire. Nous
vérifierons dans le chapitre IV sur des exemples dont on connait les solutions analytiques la
bonne corrélation entre les résultats numériques et théoriques.

Nous allons maintenant détailler dans le chapitre III suivant, les fonctions de forme de
'espace H (rot,(?) implantées dans le logiciel Fluz3d® ainsi que leurs propriétés géomé-
triques.

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 77
hyperfréquences controlés optiquement






Bibliographie du chapitre II

Bibliographie du chapitre II

[Aub91] M. Aubourg and P. Guillon

“A mixed finite element formulation for microwave devices problems. Application to
MIS structure”

Journal of Electromagnetic Waves and Applications, vol. 5, no. 4/5, pp. 371-386,
February 1991.

[Ang87] T. Angkaew, M. Matsuhara and N. Kumagai
“Finite-element analysis of waveguide modes : a novel approach that eliminates
spurious modes”
IEEE Transactions on Microwave Theory and Techniques, vol. 35, no. 2, pp. 117—
123, February 1987.

[Bad93] R. Badoual, Ch. Martin and S. Jacquet
Les micro-ondes
Collection Technologies, Masson Edition, 1993.

[Bar93] I. Bardi, O. Biro, K. Preis, G. Vrisk and K.R. Richter
“Nodal and edge element analysis of inhomogeneously loaded waveguides”
IEEE Transactions on Magnetics, vol. 29, no. 2, pp. 1466-1469, March 1993.

[Bi95] N.J.L. Yao Bi

Méthode des éléments finis miztes et conditions absorbantes pour la modélisation
des phénomenes électromagnétiques hyperfréquences
These de doctorat, Ecole centrale de Lyon, 1995.

[Bos90] A. Bossavit
“Solving maxwell equations in a closed cavity, and the question of spurious modes”
IEEE Transactions on Magnetics, vol. 26, no. 2, pp. 702-705, March 1990.

[Dav93] J.B. Davies
“Finite element analysis of waveguides and cavities- a review”
IEEE Transactions on Magnetics, vol. 29, no. 2, pp. 1578-1583, March 1993.

[Dil94] B.M. Dillon and J.P. Webb
“A comparison of formulations for the vector finite element analysis of waveguides”
IEEE Transactions on Microwave Theory and Techniques, vol. 42, no. 2, pp. 308—
316, February 1994.

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 79
hyperfréquences controlés optiquement



Bibliographie du chapitre II

[Mar90] E. Marouby
Analyse d’élements de connectique microondes par la méthode des éléments finis
Thése de doctorat, Université de Limoges, Avril 1990.
[Rah91] B.M.A. Rahman and J.B. Davies
“Review of finite element methods for microwave and optical waveguides”
Proceedings of the IEEE, vol. 79, no. 10, pp. 1442-1448, October 1991.
[Sab86] J.-C. Sabonnadiére and J.-L. Coulomb
La méthode des éléments finis : Du modéle. . . a la CAO
Traité des nouvelles technologies, Hermes Edition, 1986.
[Sch66] L. Schwartz
Théorie des distributions
Hermann, 1966.
[Tou80] G. Touzot and G. Dhatt
Une présentation de la méthode des éléments finis
Maloine, 1980.

80 Jean-Daniel ARNOULD



Chapitre 111

Eléments finis d’arétes

Sommaire

1 Discrétisation . . . . . . v v v i i i i it e e e e e e e e e e e e 83
1.1 Eléments de référence surfaciques triangulaires . . . .. ... .. 87
1.1.1 Topologie . . . . . . . . . .. .. 87

1.1.2 Fonctions de forme pour le triangle : ordres 0,5 et 1 . . 88

1.1.3 Fonctions de forme pour le triangle : ordres 1,5 et 2 . . 91

1.2 Eléments de référence surfaciques rectangulaires . . . . . . . . . 94
1.2.1 Topologie . . . . .. .. ... ... .. ... 94

1.2.2 Fonctions de forme pour le rectangle : ordres 0,5 et 1 . 95

1.2.3 Fonctions de forme pour le rectangle : ordres 1,5 et 2 . 98

1.3 Conclusion sur les fonctions de forme d’aréte bidimensionnelles . 101

1.4 Eléments de référence volumiques tétraédriques . . . . . . . . .. 102
1.4.1 Topologie . . . . .. .. ... ... .. ... 102

1.4.2 Fonctions de forme pour le tétraédre : ordres 0,5 et 1 . 103

1.4.3 Fonctions de forme pour le tétraédre : ordres 1,5 et 2 . 103

1.5 Eléments de référence volumiques hexaédriques . . . . . . . . . . 104
1.5.1 Topologie . . . . . . . . . 104

1.5.2 Fonctions de forme pour ’hexaédre : ordres 0,5 et 1 . . 106

1.5.3 Fonctions de forme pour ’hexaédre : ordres 1,5 et 2 . . 106

1.6 Conclusion sur les fonctions de forme d’aréte tridimensionnelles . 108

2 Passage des coordonnées de référence aux coordonnées réelles 110
3 Conclusion . . . . v i v i i i ittt e i e e e e 111

Bibliographie du chapitre IIT . . . . . . . . .. ... ... 000 113




A méthode des éléments finis consiste & approcher la solution E d’un probléme varia-
Ltionnel par une solution approchée E, obtenue en résolvant le probléme variationnel
dans un sous-espace ¥, de dimension finie. Ce sous-espace ¥, est construit & partir d’une
subdivision ou maillage du domaine d’étude par des éléments géométriques simples sur les-
quels sont définies des fonctions d’approximation. Une fois le choix de la formulation effectué,
guidé par des considérations physiques, il existe 2 principales directions de recherche pour
améliorer la qualité de la réponse obtenue entre deux simulations [Web99].

La premiére direction consiste & améliorer le maillage d’un point de vue géométrique,
notamment en adaptant de maniére automatique, & partir d’une premiére résolution avec
un maillage grossier, la taille a des différents éléments en fonction d’un certain critére sur
Perreur ou le nombre d’éléments [Che94,Rem96]. Cette technique de raffinement est appelée
méthode h.

La deuxiéme direction de recherche est la méthode dite p. Cette technique de raffinement
p permet de s’affranchir de la nouvelle discrétisation que nécessite la méthode h précédente,
en cherchant & augmenter plutdt ’ordre des fonctions de base des espaces d’approximation.

Nous nous sommes plutét concentrés sur la méthode p car le remaillage d’une structure
complexe peut s’avérer extrémement coliteux en temps, surtout lorsque I’extérieur des piéces
doit étre maillé pour y modéliser le champ électromagnétique.

La formulation par la méthode de Galerkin établie au chapitre II de ’équation des
ondes (IL1.15) en H (respectivement E) doit vérifier au sens faible les conditions d’interfaces
sur le champ dual E (respectivement H), si les fonctions tests sont prises dans H(rot, ).
De plus, les conditions de continuité tangentielle doivent étre respectées & la traversée de
milieux différents portant sur le champ principal E (respectivement H). Lorsque les fonctions
d’approximation, généralement des polyndmes de degré 1 ou 2, sont continues sur le domaine
d’étude, toutes les composantes de E deviennent continues au passage d’un élément 3 un
autre. C’est ce qui se passe avec la méthode classique des éléments finis nodaux ou les
degrés de liberté sont des vecteurs [Zie71,Sab86]. Or cette continuité totale peut engendrer
des aberrations physiques, comme par exemple, la continuité normale de E & l'interface de
deux diélectriques de permittivités différentes.

Pour éviter cette continuité abusive de toutes les composantes d’un vecteur et ’appari-
tion de modes parasites, la communauté scientifique a alors eu recours & des éléments finis
particuliers, appelés éléments finis mixtes de Whitney, adaptés a la possible discontinuité
normale des vecteurs E ou H.

Nous allons décrire dans ce chapitre les éléments d’arétes, qui font partie des éléments
finis miztes de Whitney, utilisés pour notre probléme de propagation hyperfréquence, tout

en restant bien sir dans un contexte général.



1. Discrétisation

1 Discrétisation

Les éléments finis mixtes de Whitney ont été utilisés pour la premiére fois en 1975 pour
résoudre des problémes bidimensionnels [Rav75]. Dans [Néd80] et [Néd86], J.C. Nédélec a
introduit deux familles d’éléments finis mixtes en trois dimensions, 'une conforme dans
H(div, Q) et ’autre conforme dans H (rot, 2).

Dans P'approximation par éléments finis mixtes, les inconnues ne sont pas prises aux
nceuds comme avec la méthode des éléments finis nodaux [Sil90], mais sont reliées aux

arétes, aux facettes ou aux volumes.

Nous n’allons pas dans ce chapitre détailler le principe de construction des éléments finis
mixtes. La littérature étant relativement riche et complexe dans le domaine de la géométrie
différentielle [Boss88,89a,89b,90,93] pour ne citer que cet auteur, nous allons plutot décrire le

comportement géométrique (sur les frontiéres des éléments) des fonctions de forme utilisées.

Si {W;} est une base de l’espace d’approximation, alors tout élément E appartenant &
cet espace d’approximation s’écrira de maniére unique E = 3. E;W;; les E; sont appelés
les degrés de liberté associés aux fonctions de forme vectorielles W;.

Les éléments finis mixtes de Whitney sont donc définis a partir d’une base de fonctions
vectorielles W et de degrés de liberté qui sont associés aux arétes, aux facettes ou au volume
des éléments de référence choisis.

Nous pouvons briévement décrire quelques espaces d’approximation du complexe de
Whitney qui sont utilisés par la méthode des éléments finis pour décrire les différents va-

riables physiques :

H(grad, Q) = {u € L2(Q); Vu e L*(Q)} (IT1.1a)
H(rot,Q) = {u e L*(Q); V x u e L*(Q)} (IT1.1b)
H(div,Q) = {ueL*(Q); V-u e L2(Q)} (IT1.1c)

cod[div,Q] = {u e L*(Q); V-u # 0} (TT1.1d)

ot L2(Q) est I'espace des champs scalaires de carré intégrable sur Q et L*(Q) est 'espace

des champs vectoriels de carré intégrable sur (2 :

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants 83
hyperfréquences controlés optiquement



Chapitre ITI.  Eléments finis d’arétes

L*(Q) = {u: Q- C; / u?dQ < oo} (III.2a)
Q

L’(Q) = {u: Q- C; / |u? dQ < oo} (II1.2b)
Q

Nous pouvons remarquer que l'espace H (grad,(2) correspond & l’espace de Sobolev
HY(Q) = {u € 12(Q); Ou/dz; € L?(Q);i = 1...n}. Cet espace est classiquement uti-
lisé par la méthode des éléments finis pour décrire les “éléments nodaux”. Pour ces éléments,
les degrés de liberté (vectoriels, ici) associés aux fonctions de forme de degré 1 (scalaire, ici)
sont les valeurs ponctuelles des fonctions en chaque noeud. On dit alors que les fonctions de
classe H(grad, Q) sont conformes.

L’espace H (rot, ) correspond & I’ensemble des fonctions vectorielles dites rot-conformes.
Les éléments finis associés & cet espace sont appelés “éléments d’arétes” car leurs degrés de
liberté correspondent, pour les fonctions de degré 0,5, a la circulation de la fonction sur
I’aréte sur laquelle ils sont définis. Cet espace posséde la propriété intéressante de conserver

les composantes tangentielles d’un vecteur sur la face commune & deux éléments.

L’espace H(div, ) correspond & l’ensemble des fonctions vectorielles dites div-conformes.
Les éléments finis associés & cet espace sont appelés “éléments de facette” car leurs degrés de
liberté correspondent, pour les fonctions de plus bas degré, au flux de la fonction & travers la
surface sur laquelle ils sont définis. Cet espace posséde la propriété intéressante de conserver

la, composante normale d’un vecteur sur la face commune & deux éléments.

L’espace cod[div, ] est le codomaine (c’est-a-dire I’image dans 1’espace d’arrivée) de
l’opérateur divergence. Les éléments finis associés & cet espace sont appelés “éléments de
volume” car leurs degrés de liberté correspondent, pour les fonctions de plus bas degré, a
I’intégrale de la fonction sur le volume sur lequel ils sont définis.

Nous pouvons résumer, dans le tableau III.1, le type d’approximation que ’on peut
conseiller en fonction de la grandeur électromagnétique que ’on veut décrire, par rapport
aux propriétés intéressantes des espaces d’approximation précédents :

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre & la deuxiéme classe d’éléments finis cités
c’est-a-dire aux éléments rot-conformes. Ces éléments sont appelés “éléments d’aréte” méme

si certains degrés de liberté sont associés & d’autres entités géométriques que les arétes
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nom type de domaine approximation
de 1’élément continuité mathématique | conseillée
é&léments nodaux totale H(grad, Q) potentiels V, &
&léments d’ardte tangentielle | H(rot,{2) champs E, H
éléments de facette | normale H(div, Q) inductions D, B
éléments de volume | néant cod[div, Q] charges pe, Pm

Tableau III.1 : Approzimations conseillées (Nodale/Aréte/Facette/Volume)

(comme les facettes ou le volume). La continuité de la composante tangentielle de ces fonc-
tions doit alors étre déterminée de facon unique sur chaque variété frontaliére de 1’élément
par la seule donnée des degrés de liberté définis sur cette variété.

Les éléments finis d’arétes doivent donc vérifier un certain nombre de critéres pour étre
conformes dans H (rot, ), c’est-a-dire pour avoir leurs composantes tangentielles continues
sur une aréte (respectivement une facette) commune & deux éléments bidimensionnels (res-

pectivement tridimensionnels) adjacents [Geu96] :

o Le produit scalaire W;.t; doit étre nul sur les arétes a;, Vj # ¢ et de circulation non
nulle sur ’aréte a; ; on annule ainsi les degrés de liberté associés aux arétes autres
que a;.

e L’orientation du vecteur unitaire t; doit étre la méme sur ’aréte a; commune & deux

éléments adjacents.

e S’ils ont besoin d’étre définis, les autres types de degrés de liberté (associés aux faces
et aux volumes) doivent étre nuls sur les variétés frontaliéres non concernées, et non

nuls sur les éléments surfaciques ou volumiques associés.

Nous allons donc vérifier, dans la suite de ce chapitre, les propriétés des fonctions de
forme des éléments de H(rot, 2) (continuité tangentielle) tels que J.-L. Coulomb les a intro-

duits dans le logiciel Fluz3d® pour des topologies 4 deux ou trois dimensions.

Ces éléments d’arétes ont été construits de fagon hiérarchique c’est-a-dire que les fonc-
tions de base pour un élément forment un sous-ensemble des fonctions de base pour n’importe
quel élément d’ordre supérieur. Cette construction offre l'avantage de pouvoir utiliser des

éléments d’ordres différents dans un méme maillage.

Les fonctions de forme sont définies dans un élément dit de référence puis transposées
dans le maillage réel par une transformation géométrique inverse que nous décrirons ulté-

rieurement dans le paragraphe 2. Par souci de compréhension, nous allons d’abord décrire
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les propriétés des fonctions de forme W dans les deux types d’éléments surfaciques de réfé-
rence : le triangle et le rectangle ; puis dans deux types d’éléments volumiques de référence :
I’hexaédre et le tétraédre. Nous remarquerons que les fonctions de base en 2D sont défi-
nies de la méme fagon qu’en 3D ; I’opérateur gradient utilisé en 2D étant la restriction aux
deux premiéres composantes de 'opérateur gradient en 3D. En fait, ces fonctions ont été
construites de fagon topologique en 2D et 3D en méme temps, de maniére & former une base

que ’on compléte au fur et & mesure, et & respecter les critéres définis ci-dessus.

La représentation graphique des fonctions de forme des éléments rot-conformes étant
plus facile en 2D qu’en 3D, nous allons commencer par décrire les éléments de référence
surfaciques, les propriétés pour les éléments de référence volumiques étant facilement extra-
polables.
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1.1 Eléments de référence surfaciques triangulaires

Nous allons décrire dans cette section la topologie des éléments de référence surfaciques
triangulaires et construire de fagon hiérarchique les fonctions de base jusqu’a ’ordre 2 com-
plet.

1.1.1 Topologie

Dans un triangle, un point P est localisé grace & deux coordonnées globales (z,y) (cf.
figure II1.1). Dans ’élément de référence, le point P’ correspondant & P est localisé grace a
ses coordonnées locales, (u,v) qui sont les coordonnées d’aire ou coordonnées barycentriques,

définies par les rapports de surfaces suivants :

_ S = S2
_S1+52+S3 _S1+S2+S3

Les trois sommets ont pour coordonnées dans espace de référence P; (1,0), P (0,1)

u (I11.3)

et P3(0,0) que nous noterons par leur numeéro local en indice pour simplifier ’écriture des
fonctions de base W.

Nous pouvons aussi introduire la troisiéme coordonnée w = ﬁ;& =1—u— v pour
symétriser le role des sommets.
v A Espace réel v a  BEspace de référence

Figure II1.1 : Elément triangulaire

A chaque sommet i, associons la fonction A;, continue, affine par morceaux, égale a 1
au sommet ¢ et & 0 aux autres sommets. Ces fonctions ne sont autres que les fonctions

intrinséques de Lagrange, de degré polynomial 1, associées aux trois sommets de 1’élément
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de référence et utilisées dans la MEF nodaux :

AM=u d=v M=w=1—-u—v (I11.4)

Leurs gradients dans l'espace de référence s’expriment simplement de la maniére sui-
vante :
V=1 Va=[0 Vi=|-1

o g L (I11.5)

Nous avons fait allusion, jusqu’ici, aux éléments d’arétes en les numérotant de fagon
symbolique. Nous référencerons dorénavant, pour donner plus de précisions aux éléments
utilisés, en indice les arétes ;;, les facettes ;;, pour les triangles ou ;jmk pour les rectangles

et les volumes ;;n,;, d’aprés les numéros de sommets qui les composent et en exposant, le

type et 'ordre de I’élément (triangle * " incomplet /2 ou 3/2, complet ! ou

2.,

, rectangle

1.1.2 Fonctions de forme pour le triangle : ordres 0,5 et 1

Les fonctions de Whitney mixtes incomplétes d’ordre 1 sont associées aux arétes ij et
définies & partir des fonctions de Lagrange A;. D’aprés les formulations établies dans le
chapitre II, nous avons besoin de définir non seulement les fonctions vectorielles W mais

aussi leur rotationnel dans 1’élément de référence qui s’obtient facilement :

W% = NV — AV (I11.6a)

V x W2 =2V x V) (IT1.6b)

Nous pouvons alors remarquer que le sens de parcours de I'aréte ij est significatif et doit
étre unique pour tous les éléments qui la partagent car nous avons ici szl/ 2 = —W;l 2,

Nous avons donc convenu d’orienter ’aréte comme dans le mailleur Modulef c¢’est-a-dire dans

le sens positif P; — P; lorsque n° (P;) < n° (P;) dans l’espace réel.

Comme le montre la figure III.2, la composante tangentielle de la fonction ijl/ % est
nulle sur toutes les arétes sauf sur ’aréte ij ou elle vaut 1.

De plus une simple intégration rectiligne permet de prouver que la circulation de la
fonction ijl/ * est nulle sur toutes les arétes sauf sur I'aréte i 7 ot elle vaut 1.

Nous avons donc, d’aprés la construction des fonctions, généré 8 degrés de liberté. Les vec-

teurs Wf jl/ ? forment alors une base incompléte pour le degré 1 que nous pouvons développer

88 Jean-Daniel ARNOULD



1. Discrétisation

dans ’espace de référence :

t1/2 £1/2 £1/2
W12/ = ‘ —v W13/ = ‘ v—1 W32/ = ‘ v (IIL.7)
g - .
Afin de compléter cette base pour le degré 1, il faut ajouter 3 degrés de liberté supplé-

mentaires aux degrés précédents :

Wi =XV 4+ A VA = V(A)) (IT1.8a)
VxWil=0 (IT1.8b)

Nous pouvons alors souligner que le sens de parcours sur I’aréte n’a ici aucun effet sur
les fonctions associées qui sont identiques car W} = WL

Nous avons pu compléter cette base de fagon a ce que le rotationnel des fonctions de forme
soit nul, ce qui permet d’annuler des termes lors de ’assemblage des matrices correspondant
a la formulation faible du probléme.

Nous avons donc, au total, généré 6 degrés de liberté soit 2 degrés de liberté par aréte.

/

R t1/2 , .
Les vecteurs Wﬁjl forment donc une base compléte avec les Wij pour le degré 1 (mais

non minimale et non orthogonale) que nous détaillons ici :

Wi%:‘v W’i%:‘—Zu—v—l—l Wé;:‘—v (IIL.9)
‘ U ‘ —u ‘ —u—2v+1
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v v
20 s wib 2
\\%,
\%,
wi/? o —
3 u 37 u
v v
2/ - wi 2

t1/2

Figure II1.2 : Champ de vecteurs W ;

et ijl sur les différentes arétes ij
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1.1.3 Fonctions de forme pour le triangle : ordres 1,5 et 2

Nous allons maintenant associer, pour décrire les éléments d’arétes d’ordre 2, les fonctions
de forme aux facettes notées en indice ijk. En effet, il faut ajouter a la base compléte d’ordre 1

précédente, les trois fonctions vectorielles suivantes :

W = MV (IT1.10a)
V x W2 = MV + 4 VA) x VA = V() x Vi (ITL.10Db)

L’orientation de I’aréte n’a pas d’effet sur les fonctions associées car Wf ].3,6/ 2= W;?k/ 2

La fonction Wf j3k/ * est nulle sur toutes les arétes sauf sur aréte ij ot elle est tangentielle
a la facette, entrante dans la facette, normale & 'aréte et variant de facon quadratique avec
les coordonnées locales (u,v).

Nous avons alors maintenant, au total, généré 9 degrés de liberté. Les vecteurs de base
W;?fk/ 2, avec ceux du degré 1 complet, forment maintenant une base incompléte pour le

degré 2 :

t3/2 _ t3/2 _ t3/2 _ 2
Wit =] —w Wi’=|o0 W2 = | - —uww+o

‘ —uv ‘ —u?—w+u ‘ 0 (IL-11)

Pour compléter cette base, il faut ajouter les trois fonctions vectorielles suivantes qui

sont associées aux arétes ij :

W2 = Ai(hi — 20) VA — (0 — 20) VA = V(A — Ay)) (ITL.12a)
VxW=0 (IT1.12Db)
L’orientation de I’aréte est significative car Wi? = —W%?. La composante tangentielle

de la fonction ijz est nulle sur toutes les arétes sauf sur I'aréte 75 ou elle dépend de facon
quadratique des coordonnées locales (u,v).

La circulation de la fonction est nulle sur toutes les arétes. Le rotationnel de la fonction
est nul.

Nous avons, au total, généré 12 degrés de liberté. Les vecteurs de base sont les neufs pré-
cédents auxquels il faut ajouter les vecteurs Wﬁf qui forment maintenant une base compléte
pour le degré 2 :
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Wiz = ‘ —v? +2uv WiZ= ‘ —5u? —v? — buv 4+ 5u+2v — 1

‘ u? — 2uv ‘ —3u? — 2uv + 2u

Wi2 = ‘ 3v% + 2uv — 2v

II1.13
‘61}2+u2+6uv—60—2u+1 ( )

Nous pouvons remarquer ici que les éléments d’ordre 2 incomplet et complet ne res-
pectent pas la construction des sous-espaces préconisée par Nédélec [Néd86]. En effet, on
trouve majoritairement dans la littérature 8 degrés de liberté pour 'ordre 1,5, c’est-a-dire
uniquement 2 fonctions de forme supplémentaires attachées aux facettes a 'ordre 1, et non
3. En fait, nous avons regroupé la troisiéme fonction de forme attachée aux facettes, que
certains auteurs attribuent a 'ordre 2, avec les 2 autres fonctions de ’ordre 1,5 qui ont le

méme type d’expression afin de garder des écritures cohérentes et symétriques.
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12
Wis

v

12
Wis

12
> Wi5

Figure II1.3 : Champ de vecteurs Wffk/z et Wff sur les différentes arétes ij
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1.2 Eléments de référence surfaciques rectangulaires

Nous allons décrire dans cette section la topologie des éléments de référence surfaciques
rectangulaires et construire de fagon hiérarchique les fonctions de base jusqu’a ’ordre 2
complet.

1.2.1 Topologie

Comme le montre la figure I11.4, un point P’ est repéré dans I’espace de référence par
ses coordonnées locales —1 <u < +1let —1 <wv < +1.

VA Espace réel Espace de référence
v A
5v=+11
| 9 8 u
P
ST u=+1
To=-14

Figure I11.4 : Elément rectangulaire

Les fonctions intrinséques de Lagrange associées aux trois sommets dans 1’élément de

référence sont :

(1+u)(1+w) (1 —u)(1+v) (1—u)(1—-wv) 1+u)(1—v)
AA=—"+—- g=—"—~ Ng=——TF——~ Ny=-—c
4 4 4 4
(IT1.14)
Leurs gradients dans l’espace de référence sont :
1 1 1-— 1-—
V)\l:‘ Rl VA2=‘— = VA3=‘— vy = |
‘1+u ‘ 1-u ‘ 12 ‘ 14y (HL15)
4 4 4 4

Nous avons de plus besoin d’une fonction supplémentaire et de son gradient pour indiquer
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une direction privilégiée constante dans ’élément de référence. Cette fonction génératrice
de direction I';; est associée aux nceuds 4 et j. Elle vaut ici 0 sur la facette du nceud ¢ de

départ et 1 sur la facette du nceud j d’arrivée :

1—u 1-v 1+u 14w
T = To3 = I3y = Iy = I11.16
12 2 23 2 34 2 41 5 ( )
Nous nous servirons surtout du gradient de ces fonctions qui définit une direction constante
par aréte :
1
VI = ‘ —= VI = ‘ 0 V= ‘ - VIgy = ‘ 0
1 2 1 (II1.17)
0 - o E

Nous pouvons remarquer que les gradients de deux fonctions génératrices de direction
I';; et I'j; sont de directions opposées.

1.2.2 Fonctions de forme pour le rectangle : ordres 0,5 et 1

Les fonctions de Whitney mixtes incomplétes d’ordre 1 sont associées aux arétes ij :
r1/2
V x W2 = (VA + V) x VI (IT1.18b)
I . A . . . rl/2 r1/2
L’orientation de 'aréte est significative car nous avons W, /" = —W /%,
Nous avons, d’aprés la construction des fonctions, généré 4 degrés de liberté. Les vecteurs
de base W;jl/ * forment, donc une base incompléte pour le degré 1 :

r1/2 -v—1 r1/2 r1/2 —v+1 r1/2
W12/ :‘ 4 W23/ :‘0 W34/ :‘ 4 W41/ :‘0
u—1 u+1
o 5 o |
(I11.19)
Pour compléter cette base, il faut ajouter les 4 fonctions de base :
ngl = (A — X)) VTy; (TT1.20a)
V x Wit = (VA — V) x VT (IT1.20b)
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Nous avons, d’aprés la construction des fonctions, généré 8 degrés de liberté. Les vecteurs
de base forment maintenant une base compléte pour le degré 1 :

—uv —u

WTI — ‘
12 4

wii=lo  wy=
‘uv—v
1

K
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v A v A
2 5 1 2 5 1
W'L/2 . > W7l
12 % 9 3 6 9 3 g 12
3 7 4 3 7 4
v A v A
2 5 1 2 5 1
W2 ) . , Wil
23 6 f 3 5 . 3 g 23
: T
3 7 4 3 7 4
v A v A
2 5 1 2 5 1
er/ 2 \\\ | | . \‘\\ /” . wrl
34 AN Py e e 9 <13 - 34
3 7 4 3 7 4
v v
A A
2 'S 1 2 5 1
W'/ . > Wil
41 5 9 3 6 9 3 g 41
3 7 4 3 7 4
Figure II1.5 : Champ de vecteurs W§j1/2 et ijl
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1.2.3 Fonctions de forme pour le rectangle : ordres 1,5 et 2

Lorsqu’on passe a 'ordre 2, il faut associer les fonctions de forme aux facettes notées en

indice ijmk ou m est le noeud milieu de I'aréte ij et k le nceud milieu de ’aréte opposée.

W?%i = AA VD (I11.22a)
V X Wi =V (Aidy) X Vg (I11.22b)

L’orientation de I'aréte n’a pas d’effet sur les fonctions associées qui sont identiques car
3/2 3/2 . . e - .

nous avons W:jW/Lk = W;mék Par contre, ’orientation de la médiane est significative car

r3/2 _ W’ 3/2

ijmk — — VVijkm

Nous conviendrons d’orienter la médiane dans le sens aréte vers sommet opposé.

nous avons W et doit étre unique pour tous les éléments qui la partagent.

Nous avons, d’aprés la construction des fonctions, généré 12 degrés de liberté qui forment

une base incompléte pour le degré 2 :

r - (1 —02)(1 —u)?
wiiz = o wyifs = | L=
(u?2 —1)(1 +v)?2 0
32
r3/2 r3/2 (v? —1)(1 +u)?
W347/5 =10 W418/6 = 32 (IT1.23)
2V a2 -
(1-v?)(1-v) 0
32

Pour compléter cette base & ’ordre 2, il faut ajouter 6 degrés de liberté supplémentaires,

4 associés aux arétes ij et 2 associés aux facettes ijmk :

Wi7 = (A + A7 —40)) VT (I11.24a)
V x Wi =2[(Aj = 2X) VA + (A = 2X) V] x VT (ITI.24b)
L’orientation de I'aréte est importante car nous avons Wi? = —W7%2.

Soit i et j deux nceuds diagonalement opposés de la facette. Soit m un nceud milieu
d’aréte et k le noeud opposé. La fonction associée & la diagonale ij et la médiane mk est :
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W:ﬁnk = XA Vg (I11.25a)
V X WIZ e = V (Aidj) X VD (ITL.25b)

La fonction est indépendante du couple de noeuds diagonaux choisis. Par contre, ’orien-

tation de la médiane est significative et doit étre unique pour tous les éléments qui la
r 2 . r 2 . ) . LN 2 .

partagent car Wi, = —W75 . Nous conviendrons d’orienter la premiére médiane dans

le sens premiére aréte vers sommet opposé, la seconde médiane, dans le sens deuxiéme aréte

vers sommet opposé.

, 1—3u?)(1+v)? .
wiz = | L3R e
0 (1 —3v?)(1 — u)?
16
. 3u? — 1)(1 — v)? ,
wip = | B VUZO e
0 (3v2 —1)(1 +u)?
16
, u? —1)(1 —0? .
W13286 = ‘ (g% W2257 = ‘ 0
‘ ‘ W 1)(1 —o?) (IT1.26)
0 32

De la méme fagon que pour les éléments triangulaires, on pourrait s’attendre & obtenir
2 fonctions de forme supplémentaires pour ’ordre 2 incomplet au lieu de 4. En fait, nous
avons regroupé les 4 fonctions de forme attachées aux facettes de l'ordre 1,5 qui ont la méme
expression mathématique afin de ne pas rompre le caractére homogéne et symétrique des

vecteurs de base proposés par demi-ordre.
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v v
2 5 1 2 5 1
. '« -
3/2 Y | \
WIzé7 > T r - > Wﬁ
6 9 8 u 6. 9 8 u
3 7 4 3 7 4
v A v A
2 5 1 2 5 1
+—>
3/2 i .
W;;sés 6 d 3 > 6 g > W72§
; 9 M 9 u
> >
3 7 4 3 Vo7 4
v v
2 5 1 2 5 1
1/2 | ] i
W;/145 5 h T ng
6 9 8 u 61" 9 8 u
= : >
1 -
3 7 4 3 7 4
v v
A A
2 5 1 2 SL5R 1
3/2 ;" .
Wruéﬁ 1 > » Wi
6 9 | 8 u 6 9 -8 u
<
3 7 4 3 7 4
v v
A A
2 5 1 2 5 1
W2 . W,
1386 R 5 13 6 3 5 8 g 2457
3 7 4 3 7 4

Figure II1.6 : Champ de vecteurs W, 3/2 ot W{jz

ij
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1.3 Conclusion sur les fonctions de forme d’aréte bidimensionnelles

Pour prouver que les éléments finis d’aréte bidimensionnels sont de classe H(rot,2), il
suffit de montrer que les fonctions de forme sont continues a travers les arétes [Geu96]. Nous
pouvons vérifier cette condition suffisante sur les figures précédentes I11.2, II1.3, ITI1.5, II1.6.
Nous avons de plus résumé le nombre de degrés de liberté et les propriétés intéressantes dans
le tableau III.2 suivant.

Fonction (ddl) | Direction sur Circulation sur
les arétes les arétes

W;-l/Q (3 normale aux arétes sauf sur 4j | nulle sauf sur ¢j
ijl (6) normale aux arétes sauf sur 4j | nulle partout
W:fk/ 2 (9 normale uniquement sur ij nulle partout
ijz (12) normale aux arétes sauf sur 4j | nulle partout
W:jl/z 4 normale aux arétes sauf sur ¢j | nulle sauf sur ij
W;"jl (8) normale aux arétes sauf sur 4j | nulle partout
W:]%i (12) normale uniquement sur ij nulle partout
Wzrj2 (16) normale aux arétes sauf sur ¢j | nulle partout
W;'"7‘2mk (18) nulle partout nulle partout

Tableau IIL.2 : Propriétés des fonctions de forme W sur les éléments surfaciques triangulaires
et rectangulaires
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1.4 Eléments de référence volumiques tétraédriques

Nous allons décrire dans cette section la topologie des éléments de référence volumiques
tétraédriques et construire de fagon hiérarchique les fonctions de base jusqu’a ’ordre 2

complet.

1.4.1 Topologie

Espace réel

Espace de référence

Figure IT1.7 : Elément tétraédrique

Dans un tétraédre, un point P est localisé grace a ses trois coordonnées globales (z,y, 2).
Dans I’élément de référence (cf. figure II1.7), le point P’ correspondant a P est localisé

gréce & ses coordonnées locales (u, v, w) qui sont ses coordonnées définies par le rapport des

volumes :
- Volume(P, Py, P, P3) = Volume(P, Py, Py, Py) w— Volume(P, Py, P3, Py)
a Volume(Pl,Pg,Pg,P4) a Volume(Pl,Pg,Pg,P4) - Volume(Pl,P2,P3,P4)

(I11.27)
Les quatre sommets ont pour coordonnées dans ’espace de référence P (0,0, 0), P> (1,0,0),
P;(0,1,0) et P4(0,0,1).
Les fonctions intrinséques de Lagrange associées aux quatre sommets dans I’élément de

référence sont :
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M=1l—-u—v—w X=u M3=v M=w (I11.28)

Leurs gradients dans I’espace de référence sont :

Vi=|-1 V=1 Vx=[0 Va=|0
| -1 0 1 K (I11.29)
| -1 |0 0 1

1.4.2 Fonctions de forme pour le tétraédre : ordres 0,5 et 1

Elles ont la méme expression que pour le triangle mais les fonctions ont maintenant trois
composantes :

W% = NV = A VN (I11.30a)

V x W, =2V x W (IT1.30b)

Nous complétons cette base de 6 vecteurs d’ordre 0, 5 de la méme fagon qu’avec le triangle,

c’est-a-dire en ajoutant les 6 fonctions vectorielles définies de la maniére suivante :

W= MVA + 4V = V) (IIL31a)
VxWEl =0 (IT1.31b)
1.4.3 Fonctions de forme pour le tétraédre : ordres 1,5 et 2

Pour Dordre 1, 5, il faut ajouter les 12 fonctions associées aux facettes ijk suivantes, soit

3 fonctions par facettes triangulaires :

WL = AV (I11.32a)
V x W2 = (MW + 4 V) x Ve = V(X)X Vg (II1.32b)

Pour compléter cette base, il faut ajouter les 6 fonctions vectorielles suivantes qui sont

associées aux arétes ij :
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W22 = XA —2X) VA — A5 — 20) Vi = V(Aid(Ai — A)) (IT1.33a)
VxW5 =0 (IT1.33b)

1.5 Eléments de référence volumiques hexaédriques

Nous allons décrire dans cette section la topologie des éléments de référence volumiques
hexaédriques et construire de facon hiérarchique les fonctions de base jusqu’a ’ordre 2 com-
plet.

1.5.1 Topologie

z Espace réel w Espace de référence
2 1
P P X
S V| P
T !
] 3 X 4
1
P, —P: v R IEEEE ] v
S S
B Py
7 8

Figure TI1.8 : Elément hezaédrique

Dans un hexaédre, un point P est localisé grace a ses trois coordonnées globales (z,y, 2).
Dans 1’élément de référence (cf. figure I11.8), le point P’ correspondant & P est localisé
gréce & ses coordonnées locales (u, v, w) qui sont ses coordonnées définies par le rapport des

volumes :
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= VOlume(P,P]_,Pg,Pg) v = VOlume(P,Pl,PQ,P4) w = Volume(P,Pl,P3,P4)
~ Volume(Py, P, P3, Py) ~ Volume(Py, P,, P3, Py) ~ Volume(P,, P, P3, P;)
(I11.34)

Les huit sommets ont pour coordonnées dans I’espace de référence P; (1,1,1), P, (—1,1,1),
P3 (_1a _1a 1)7 P4 (17 _1a 1)7 P5 (17 1; _1)’ PG (_17 17 _1)5 P7 (_1a _1a _1) et P8 (1a _1a _1)
Les fonctions intrinséques de Lagrange associées aux 8 sommets dans I’élément de réfé-

rence sont :

1+u)(1+v)(1+w) 1-u)1+v)(1+w)

AL = 3 Ay = 3

X = (l—u)(l—sv)(1+w) A = (1+u)(1;v)(1 + w)

A = (1—|—u)(1—gv)(1—w) A = (l—u)(lgv)(l—w)

N = (1-u)(1 —81))(1 —w) As = 1+w)(1 —81))(1 —w) (IT1.35)

Leurs gradients dans I’espace de référence sont donc :

V)\1=% +(1+4+0)(1+w) V/\zzé —(1+v)(1+w)
+(1+u)(1+w) +(1—-u)(1 +w)
+(1+u)(1 +v) +(1—u)(1+v)

Vs = % - 0)(14w) VA= é (1= v)(1+w)
—(1—-uw)(1+w) —(14+u)(1+w)
+(1—u)(1+v) +(1+u)(l-v)

Vi=c|+1+0v)(1—-w) V)\f;:é —(14+v)(1 - w)
+(1+u)(1 —w) +(1 —u)(1 - w)
—(14+u)(1+v) —(14+u)(1+w)

Var=2 | c—o)(l—w) V= é —(—v)(1 —w)
~(1 - w1~ w) ~(1+u)(1 - w) (I1L.36)
—(1-u)(1-v) —1+u)(1-v)

Les fonctions génératrices de direction dans I’élément de référence sont les mémes que

pour le rectangle.
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1.5.2 Fonctions de forme pour 1’hexaédre : ordres 0,5 et 1

Les fonctions de Whitney mixtes incomplétes d’ordre 1 sont associées aux arétes ij et
ont la méme expression que celles associées au rectangle :
W2 = (A + X)) VT (IT1.37a)

V x W?jl/ > = (Vi + V) x VI (IT1.37b)

Nous avons, d’aprés la construction des fonctions, généré 12 degrés de liberté.
Pour compléter cette base, il faut ajouter les 12 fonctions de base :

W = (A = ) VT (IL.38a)
V x Wi = (VX — V) x VT (II1.38b)

Nous avons, d’aprés la construction des fonctions, généré 24 degrés de liberté.

1.5.3 Fonctions de forme pour 1’hexaédre : ordres 1,5 et 2

Pour compléter le degré 1, nous devons faire appel maintenant aux éléments de facettes
et aux éléments de volume, ce qui est nouveau par rapport au rectangle.

Pour une facette donnée, prenons une aréte ij de nceud milieu m et de noeud milieu de
I’aréte opposée k. La fonction associée & la facette ijmk qui s’appuie sur aréte ij et la
médiane mk est définie de la fagon suivante :

Wf,i{;f = XiAj VD (I11.39a)
V x WEYE = ¥ (Aidj) X Vg (II1.39b)

Nous avons donc ici généré 4 fonctions par facette, soit 24 au total. Mais nous avons besoin
également de définir les 6 fonctions associées au volume pour décrire complétement ’ordre 2

incomplet.

Considérons alors les noeuds diagonaux ij d’une facette donnée de centre m. Soit [ le
centre de la facette opposée. La fonction qui s’appuie sur la facette ij et la médiane ml est

définie de la maniére suivante :

106 Jean-Daniel ARNOULD



1. Discrétisation

W?ji{f = AiAj VD (I11.40a)
V x Wi =V (M) X VT (II1.40D)

Nous avons généré ici 6 fonctions associées au volume, soit une par facette du volume.
Nous pouvons également remarquer que la fonction est indépendante du couple de noeuds

diagonaux choisi (ij, ji ou i'j') :

h3/2  _ h3/2
Wijml - Wj'iml
h3/2  _ h3/2
Wiimi = Wijim
. . s _— . h3/2 _ R3/2\ 1. ,
En revanche, l'orientation de la médiane est significative (W imi =~ Wiiim ) bien qu’elle

puisse étre arbitraire par élément car non partagée par aucun autre élément.
Nous conviendrons donc d’orienter la médiane dans le sens facette vers volume.

Pour ’ordre 2 complet, nous retrouvons les fonctions de forme de 1’élément de référence

rectangulaire associées aux arétes :

W2 = (O + ] —4\)) VT (ITL.41a)
V x Wi = 2[(A; —2X) VA + (A — 2X) V] x VT (ITL.41D)
Il ne faut pas oublier non plus les fonctions associées aux facettes. Pour cela, prenons 2

neeuds diagonaux i et j d’une facette. Soit m un noeud milieu d’aréte et k le nceud opposé.

La fonction associée a la diagonale ij et & la médiane mk est :

W:_l]fnk = XA Vg (I11.42a)
V x Wil = V (Aidj) X Vg (IT1.42b)

Nous avons donc généré 2 fonctions par facette (soit une par médiane de facette), c’est-
a-dire 12 fonctions.

Enfin, en ce qui concerne les fonctions associées au volume, nous devons considérer 2
noeuds diagonaux ij du volume. Soit m le centre d’une facette et [ le centre de la facette
opposée. La fonction associée & la diagonale ij et a la médiane ml est définie comme suit :
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W:L]?nl = XAV (I11.43a)
V x Wity =V (Aidj) X VD (IIL.43b)

Nous avons donc généré 3 fonctions associées au volume (soit une par médiane de volume).
Nous pouvons également remarquer que :

La fonction est indépendante du couple de noeuds diagonaux choisi (ij, ji ou i'j’) :

h2  _ h2
Wiimi = Wi
R2  _ h2
Wijml - Wz'lj/ ml
g s . PO . . . h2 h2 . 5
En revanche, 'orientation de la médiane est significative (W3, = —Wi7 ) bien qu’elle

puisse étre arbitraire par élément car non partagée par aucun autre élément.
Nous conviendrons d’orienter les médianes dans le sens des coordonnées locales crois-

santes et de les numéroter dans ’ordre de ces coordonnées.

1.6 Conclusion sur les fonctions de forme d’aréte tridimensionnelles

Pour prouver que les éléments finis d’aréte tridimensionnels sont de classe H(rot, ), il
suffit de montrer que les traces tangentielles des fonctions de forme sont continues & travers
les faces de 2 éléments volumiques adjacents [Web93].

Nous avons résumé le nombre de degrés de liberté et les propriétés intéressantes dans le

tableau II1.3 suivant.
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2 Passage des coordonnées de référence aux coordonnées

réelles

Nous venons de décrire dans les sections précédentes, les fonctions de forme liées & diverses
topologies de référence.
Dans la méthode des éléments finis, les formulations faibles du probléme font appel & des

intégrales de domaines surfaciques et volumiques (voir chapitre précédent II).

Lors du maillage du domaine, chaque élément fini est défini par son élément de référence
et la position géométrique de ses nceuds dans le domaine discrétisé réel. Soit J la trans-
formation géométrique permettant de passer de 1’élément de référence K de forme simple &
Pélément réel K' [Tou80]. Cette transformation doit étre inversible et associer & tout point
de coordonnées locales (u,v,w) de l’espace de référence K, un unique point de ’espace réel
K' de coordonnées globales (z, y, 2).

Nous notons alors J la matrice jacobienne de la transformation 7. La matrice jacobienne

relie les dérivées directionnelles de K et K' :

ou ou du ou ox ox
o | = 6« oy & o | = 2.
Ov - v v v dy J dy (11144)
. e By 2 2. a.
dw ow ow ow oz oz

Nous pouvons remarquer que les fonctions de base des éléments finis d’aréte sont définies
ici & partir des gradients des fonctions de Lagrange. La transformation géométrique J étant
bijective, J est non singuliére et on note J~! son inverse. Pour toute fonction de Lagrange
A, les gradients V,, dans I’espace de référence et les gradients V, dans I’espace réel sont

reliés par la matrice jacobienne J~! de la maniére suivante :

Vo A=J1V,A (I11.45)

Les intégrales (surfaciques ou volumiques) des fonctions de forme W peuvent donc s’écrire
dans Pespace réel Q en fonction des intégrales (surfaciques ou volumiques) dans ’élément

de référence A sous la forme :

/Ww d:cdy(dz):/ J W, | J|dudv(dw) (I11.46)
Q A

ou |J| désigne le déterminant de la matrice jacobienne.

110 Jean-Daniel ARNOULD



3. Conclusion

Nous pouvons également montrer que les intégrales volumiques des rotationnels de fonc-
tions de forme dans ’espace réel €2 et dans ’espace de référence A sont liées par la relation

suivante :

1
/ V., x W, dedydz = / % |J|dudvdw (IIL.47)
Q A

ot J? désigne la transposée de la matrice jacobienne J.

Ces intégrales sont ensuite calculées numériquement par la méthode de Gauss en prenant
un nombre de points d’intégration en adéquation avec le type de I'élément et le degré des
fonctions de forme choisis [Sab86].

3 Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre, des éléments finis mixtes de H(rot, ) (& continuité
tangentielle exclusive) sur les topologies de référence les plus courantes (triangle, rectangle,
tétraédre, hexaédre) nécessaires & la MEF. Ces fonctions de base hiérarchiques ne sont
pas uniques et chaque auteur peut définir ses propres fonctions pourvues qu’elles soient
conformes dans H (rot,)) et qu’elles respectent le principe de complétion des bases des
espaces d’approximation. Ces fonctions de base bi- et tri-dimensionnelles ont été construites
de maniére hiérarchique jusqu’a 'ordre 2 complet permettant ainsi d’utiliser des éléments
d’ordres différents dans le méme maillage d’un probléme afin de réaliser une méthode efficace
de raffinement p.

J.L. Coulomb a construit ses fonctions de base en 2D et 3D & partir des éléments fi-
nis de Lagrange afin de simplifier la programmation en fortran d’un logiciel déja basé sur
ce type d’élément nodal. Sa démarche originale a été de regrouper les fonctions de forme
ayant la méme expression mathématique ensemble afin de conserver une définition homo-
géne et symétrique des espaces d’approximation par demi-ordre, ce qui différe de la définition
couramment répandue de Nédélec. Il a également défini des fonctions de forme pour les élé-
ments d’arétes pyramidaux, ce qui permet de relier au sein d’un méme maillage, des éléments

d’arétes hexaédriques, prismatiques et tétraédriques [Cou97].
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Par rapport aux éléments finis classiques nodaux, les éléments finis mixtes offrent alors

un quadruple avantage [Bos93] :

e Les conditions aux limites sont plus faciles & prendre en compte car, pour approximer

une grandeur vectorielle, nous avons & considérer 1 degré de liberté & la fois au lieu
de 3 par rapport & la méthode des éléments finis nodaux. Par exemple, la condition
de mur électrique est simplement imposée en annulant les degrés de liberté de 'aréte
et/ou de la facette se trouvant en contact de la surface sur laquelle on désire respecter
la condition n x E = 0.

La continuité tangentielle (respectivement normale) est implicitement imposée par
le type d’élément d’aréte (respectivement de facette) choisi. Les modes parasites,
que 'on voit apparaitre avec la méthode des éléments finis nodaux classique (sans
ajout des méthodes de pénalité [Rah84], ou de réduction [Web88], ou des multipli-
cateurs de Lagrange [Zie71]), disparaissent donc car la condition de divergence nulle
est naturellement forcée, soit par le type d’éléments finis mixtes employé, soit par

Pexpression de la formulation utilisée.

o A maillage égal, la précision est meilleure.

e Le conditionnement de la matrice finale est de meilleure qualité.

Les éléments finis mixtes constituent donc une premiére étape importante dans le dé-

veloppement d’un code de calcul voulant se diriger vers les techniques de raffinement p.

La seconde étape serait maintenant d’implémenter un estimateur d’erreur a posteriori afin

d’adapter automatiquement ’ordre des fonctions de forme aux exigences de précision et

de temps de l'utilisateur. Nous pouvons citer quelques travaux sur les méthodes de raffi-

nement hp (qui couplent les méthodes h et p) qui sont clairement les méthodes les plus

performantes mais les plus difficiles & mettre en ceuvre [Gia94, Tan94,Zho95, Rem96]. Elles

procédent généralement d’un raffinement h suivi d’une augmentation globale de ’ordre p des

fonctions de base des espaces d’approximation, ce qui concerne de ce fait tous les éléments

du maillage 3 la fois et utilise de maniére indépendante les 2 techniques de raffinement.
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0US avons regroupé dans ce dernier chapitre les simulations numériques effectuées avec
Nle logiciel Fluz3d® sur un certain nombre de structures hyperfréquences. Ces cas-tests
ont permis de valider les formulations faibles 2D et 3D du chapitre IT associées & 'utilisation
des éléments finis d’arétes présentés dans le chapitre III. Le calcul des paramétres S a
également été testé sur ces structures. La derniére application concerne directement le cas
du controle optique et met en ceuvre le modéle simplifié de la charge photoinduite développé

dans le chapitre I.



1. Rappel théorique sur le guide rectangulaire

1 Rappel théorique sur le guide rectangulaire

Nous allons maintenant présenter des cas simples de résolutions 2D et 3D avec un guide
rectangulaire et une ligne microruban afin de confronter les résultats numériques des formu-

lations faibles établies dans le chapitre II avec les résultats analytiques connus.

Afin de valider notre formulation, nous avons simulé la propagation d’une onde hyper-
fréquence dans un guide rectangulaire dont les caractéristiques physiques sont données sur
la figure IV.1.

Les plans conducteurs de ce guide d’onde sont considérés comme des murs électriques,
la source 2D excitatrice du mode désiré est placée en z = 0 et un circuit ouvert est simulé
en bout de guide en z = L en n’imposant aucune contrainte surfacique dessus.

— IeinxE=0

Figure IV.1 : Caractéristiques physiques du guide rectangulaire

Ce guide d’onde présente ’avantage de donner des solutions analytiques simples que nous
pouvons déduire a partir des équations d’Helmholtz (I1.16), des conditions aux limites et en
séparant les variations en z, y et z.

Nous allons nous intéresser ici uniquement a la propagation du mode TE (E, = 0), les
équations pour le mode T'M s’obtenant de maniére analogue.

Reprenons ’équation de propagation de Helmholtz (II.16b) sans second membre (support

volumique) pour le champ magnétique H :

V’H+E°H =0 (IV.1)

Cherchons maintenant H de la forme [Hy(z,y) + H,(z,y)u,]exp(—yz) en séparant la
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variation longitudinale vers les z positifs, des variations transversales en (z,y) et se plagant
dans un repére cartésien (0zyz).
L’équation (IV.1) projetée sur 'axe u, devient :
0’H, O%H,

0x? + Oy?

+ (k> +~4)H, =0 (IV.2)

Posons alors le nombre d’onde de coupure k. tel que :

k2 =k*++2 (IV.3)

Dans le cas ot le systéme est sans pertes (v = 783), la propagation existe lorsque 2 < 0.
Si on définit A\, = 27 /k., ’onde se propagera alors si on a A < A.

L’équation (IV.2) précédente devient :

O*H, 0°H, (2r\’
e+ o *(z) H. =0 (1V.4)

Suivant la méthode de séparation des variables, il existe des solutions de la forme :

Hz = H1 (kl.’L')HQ (k‘gy) (IV5a)
2 2
avec k2 + k2 = (A—”) (IV.5b)

ou H; et Hy désignent des fonctions harmoniques quelconques, combinaisons linéaires de

exp(7) et exp(—7), que l'on précisera grace aux conditions limites.

Les composantes transversales E; et H; sont alors obtenues en fonction de la composante
longitudinale H, qui est dite génératrice, grace aux formules suivantes que ’on peut déduire
des équations de Maxwell [Vas85] :

H, = — %VtHz - 3“;3“ u, X V,E, (IV.6a)
Ei = — 5 ViB + 200, x V. H, (IV.6b)
C C

ou V; désigne la restriction de l'opérateur gradient V aux composantes transversales.

Pour le mode TE (E, = 0, H, # 0), nous pouvons déduire le champ E; en considérant
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les conditions aux limites sur les conducteurs parfaits (E, =0, Vy € [0,b] et E, =0,Vz €

[0,qa]) :

E, = Ey; cos (?w) sin (n%y) exp(—)82) (IV.7a)
. [mm nw

E, = Ey, sin (Tm) cos (Ty) exp(—362) (IV.7b)

E.=0 (IV.7¢)

e La composante longitudinale du champ magnétique étant :

H, = Hy, cos (?m) cos (n%y) exp(—)B8z) (IV.8)

e La longueur d’onde de coupure A, du mode mn étant déduite de 1’équation
(IV.5b) :

o= [+ ()] avo

Nous pourrons calculer les premiéres fréquences de coupure femn = ¢/(\/€-Aemn) du
systéme qui ne dépendent que des caractéristiques physiques a x b du guide rectangulaire,

et de la permittivité €, du milieu.

Aprés ces quelques rappels théoriques sur le guide rectangulaire, nous allons présenter

nos résultats de simulation numérique 2D et 3D sur quelques cas-tests.

1.1 Guide rectangulaire 2D partiellement rempli de diélectrique

Afin de valider la formulation faible du probléme 2D aux valeurs propres (I1.27) et sa ré-
solution, nous allons utiliser le cas-test du guide rectangulaire partiellement rempli de diélec-
trique, cas qui est largement répandu dans la littérature scientifique pour effectuer des com-
paraisons analytiques et numériques [Han84, Kos85,Hay86,Ang87,Sve89,Bar93,Dil94,Sav02].

La figure IV.2 montre le guide rectangulaire 2d x d rempli & moitié d’un diélectrique de
permittivité e, = 2,25 (milieu noté 1) et de "autre moitié d’air (milieu noté 2).
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@ ©)

Diélectrique Air

€& =2,25

pr =1 }’T

e a—r—a— "

e

Figure IV.2 : C(Caractéristiques physiques du guide rectangulaire partiellement rempli de diélec-
trique

La constante de propagation v est la méme dans les 2 milieux et est imaginaire pure
(quand la propagation est possible) car les milieux sont sans pertes (v = 38). Les équations
de dispersion et transcendantales des modes T'E,,,¢ étudiés ici, sont obtenues par les équations

de Maxwell et les conditions de continuité [Col60] :

k2, = e k2 — B2 (IV.10a)
koo = kg — B2 (IV.10b)
kzl tan(kzzd) = — kzg tan(kmld) (IVlOC)

ot kg = w/cy est le nombre d’onde dans le vide, k;; le nombre d’onde caractérisant la va-

riation suivant ’axe z, dans le milieu ¢ = {1, 2}.

Ce systéme d’équations peut se résoudre graphiquement ou numériquement en posant le
changement de variables k,; = Rcoshf et kyo = Rsinh8 avec R = kov/e, — 1.

Nous pouvons calculer les fréquences de coupure de cette structure pour les modes T E,,,o
en annulant la constante de phase (8 = 0) dans les équations (IV.10a) et (IV.10b) et en
reportant les expressions des nombres d’onde caractéristiques k,; dans ’équation (IV.10c).

On obtient alors 1’équation :

tan(y/erkzod) + /& tan(kzod) = 0 (IV.11)

Pour une largeur d = 4 mm du guide, on obtient graphiquement par 1’étude des inter-
sections des 2 tangentes, la premiére fréquence de coupure f.19 = 14,46 GH z correspondant
au mode fondamental TE;y et la deuxiéme fréquence de coupure f.o0 = 30,92 GHz qui
correspond au mode T Eyg.
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Nous allons, par exemple, nous placer & une fréquence de travail fo = 18 GHz telle que
fe20 > fo > fei0 pour ne considérer que la propagation du mode fondamental et résoudre
le systéme d’équations (IV.10). Nous obtenons alors une valeur théorique pour la constante
de phase normalisée 3" /ky = 0,7923814 pour kod = 1, 5.

Si nous maillons cette structure avec 60 éléments triangulaires d’ordre 2 incomplet
(720 équations, 768 variables), nous obtenons la constante de phase normalisée 5!3/2 ko =
0,791770144, ce qui fait une erreur relative de 0,08%. Il est possible d’améliorer ce résultat
en maillant la structure avec 32 éléments rectangulaires d’ordre 2 incomplet (512 équations,
560 variables). Ce maillage donne en effet une erreur relative de 0,06% avec moins d’équa-

tions & résoudre.

Nous pouvons résumer nos essais de simulation sur cette structure 2D avec nos 2 types

de maillage en augmentant ’ordre des éléments :

| forme\ordre | 0,5 | 1 | 1,5 | 2
,3 | 0,08 0,004
9| 0,06 | 0,0003

triangle 1,4 |1
rectangle 1,50,

Tableau IV.1 : Tauz d’erreur relative |°™* — B*"|/B™ sur la constante de phase [%)

Nous constatons que, globalement, les simulations avec des éléments d’aréte rectangu-
laires (& part pour l'ordre 0,5) donnent de meilleurs résultats qu’avec les éléments d’aréte
triangulaires. Cette constatation sur la précision des résultats en fonction de la géométrie
des éléments de maillage se retrouve également avec les éléments d’aréte hexaédriques et
tétraédriques lors de nos simulations 3D.

De plus, Paugmentation p de ordre des polyndmes d’interpolation fait bien accroitre la

précision des résultats.

Aprés s’étre assuré de la précision du calcul de la source en 2D, nous allons maintenant

passer a I’étude 3D du guide rectangulaire.
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1.2 Guide rectangulaire 3D rempli d’air

Reprenons le guide rectangulaire a x b x L de la figure IV.1 que 'on remplit entiérement,
d’air. Nous pouvons calculer 4 ’aide de la relation (IV.9), les premiéres fréquences de coupure

pour le guide rectangulaire de dimensions a = 4 mm, b = 2 mm et de permittivité ¢, =1 :

[(mAnf 0o | 1 [ 2 |
0 75 | 150
1 || 37,5 | 83,85 | 154,6
2 75 | 106,1 | 167,7

Tableau IV.2 : Fréquences de coupure femn [GHz] pour le guide rectangulaire rempli d’air

1.2.1 Calcul du coefficient de réflexion pour le mode TE

Si nous simulons le guide rempli d’air & la fréquence fo = 40 GHz a 'aide de la for-
mulation E (I1.19), seul le mode fondamental T E;y va pouvoir se propager car f > f.10 et

f < fcz'ja V(Zaj) 76 (110)

Nous vérifions alors que la surface |E(z,z)| obtenue dans le plan médian horizontal
y = b/2 et la surface |E(y, z)| obtenue dans le plan médian vertical z = a/2 sont en accord
avec la théorie (cf. figures IV.3 et IV.4).

i/
7
S

A

Figure IV.3 : Propagation du mode T E1o dans le plan y =1 mm
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7
B, 2) 7
20

Figure IV.4 : Propagation du mode T Eqy dans le plan x = 2 mm

Dans le cas d’un guide d’onde rectangulaire, les conditions aux limites sont simples &
imposer ; les parois du guide étant considérées comme des conducteurs électriques parfaits,
il suffit d’y faire respecter la condition de mur électrique n x E = 0, c’est-a-dire d’annuler
tous les degrés de liberté se trouvant sur les éléments surfaciques correspondants.

Le plan d’accés S, dans lequel s’effectue le calcul des valeurs propres se situe en z = 0
et 'onde qui se propage vers les z croissants, voit en z = L = 10 mm un circuit ouvert

c’est-a-dire un coefficient de réflexion égal a 1 en module.

Le calcul du coefficient de réflexion théorique s’effectue simplement : St = exp(—233L) =

0,899 + 7 0,437.

La structure étant sans pertes (|S11| = 1), il est intéressant de comparer la phase du
coefficient de réflexion théorique avec celle du calcul numérique dans le tableau IV.3 :

| Résultat \ Grandeur || ZS11 | Ag |
Théorique 25,93° | 21,55 mm
Numérique 26,69° | 21,60 mm
Erreur 2,9% 0,2%

Tableau IV.3 : Comparaison théorie/simulation pour le mode T E1q
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1.2.2 Calcul du coefficient de transmission pour le mode T FE;

Pour fy = 100 GH z, nous pouvons expliciter le calcul des paramétres S de la structure
dans laquelle, d’un point de vue numérique, se propage uniquement le mode T'E;;. Comme
il s’agit du calcul du coefficient de transmission, il faut définir 2 accés dans la structure et

procéder & 2 résolutions élémentaires en excitant a tour de role chacun de ces accés.

Récrivons le systéme (I1.36) pour une structure & deux accés (n = 2, S, = S1 U Ss) et

dans laquelle seul le mode qui a la plus grande constante de phase 8 se propagerait :

—JWito [(a1 —by) [ I dS+ (as—bo) [ TP B2 dS] = (a1 +b) [ J:.E;dS
S1 S1 S1

—JWito [(a1 - bl)/ J*,. @1 dS + (ay — b2)/ J:,.®? ds] = (az+ bz)/ J:,.EZdS
Sa S2 Sa

(IV.12)

ot ®¢ correspond & la solution i de 1’équation élémentaire (I1.33) lorsque 'accés S; est excité,
J?, = n x H{* au conjugué du courant électrique source calculé dans ’accés S;, Ef au champ
électrique transverse dans ’accés S;.

Si on note les termes homogénes a des puissances J;; = [¢ J%.®7 dSet J; = [ I3, EidS,

on obtient, lorsqu’on factorise les équations précédentes par a; et b;, le systéme matriciel

suivant :
Ji+ J; J b Ji—J J
1+ J11 12 1| 11 1 12 a1 (IV.13)
Jo1 Jo + Ja2 bo Ja1 Jog — Jo az
G B D A

d’ot1 ’on extrait facilement la matrice S définie par la relation B = S.A en inversant la

matrice de gauche et en la multipliant par celle de droite (S = G~1.D).

On obtient, par simulation numérique, la propagation du mode T E;; dans les plans
meédians horizontaux et verticaux, suivant les figures IV.5 et IV.6.

Le calcul du coefficient de transmission théorique s’effectue aussi simplement : S =
exp(—j8L) = 0,84 — 3 0, 54.
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NS,
5
)

MU

A o4
57
~—__ ¢

Figure IV.5 : Propagation du mode TE11 dans le plan y =1 mm

D]

Figure IV.6 : Propagation du mode T Eq11 dans le plan x = 2 mm

Résultat \ Grandeur || £So | Ag |
Théorique —-32,41° | 3,24 mm
Numérique —-33,39° | 3,23 mm

Erreur 3% 0,3%

Tableau IV.4 : Comparaison théorie/simulation pour le mode T E11

Contribution & la modélisation par la méthode des éléments finis de composants
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1.3 Guide rectangulaire 3D rempli d’un diélectrique a pertes

Nous allons maintenant nous intéresser & ce méme guide rectangulaire mais rempli d’un

diélectrique & pertes (€, = €.)-

Ce diélectrique & pertes est caractérisé par une tangente de pertes tand = €,/ /e, = 0,01
et la partie réelle de sa permittivité e, = 11,7. On excite alors le mode T Ejo avec une
fréquence fo = 12 GHz et on impose sur 'accés S, le méme courant source 2D que celui
calculé avec une structure sans pertes. En effet, si on considére les pertes comme faibles,
on peut imposer, comme source a la structure 3D avec pertes, le courant source d’un accés

correspondant & un systéme 2D aux valeurs propres en négligeant les pertes.

Aussi pouvons-nous calculer analytiquement la constante de propagation par la formule
déduite de I’équation (IV.3) :
1 € 1/2
v=on [ - 5] (Iv.14)
Mo AS
ce qui donne avec Ap19 = 8 mm et e, = 11,7 — 7 0,117, une constante de propagation
théorique : v** = 10,5 + 7 349, 7.

On peut alors en déduire le coefficient de réflexion théorique : St = exp(—2vthl) =
0,61 —70,53.

La simulation avec 512 éléments hexaédriques d’ordre 1 incomplet (voir chapitre IIT pour
la définition des éléments) donne comme résultat numérique ST¥™ = 0,57 — 3 0,48, ce qui
fait une erreur relative de 7,7 % sur le module et 1,1 % sur la phase.

Ces résultats s’améliorent naturellement en maillant la structure plus finement (méthode
h) ou en augmentant 'ordre des polynomes des vecteurs de base (méthode p). Nous consta-
tons également que ’approximation du calcul aux valeurs propres en négligeant les pertes
dans les accés 2D est valable dans la structure 3D avec pertes; le mode correct s’établit
rapidement dans la structure 3D lorsque les pertes y sont faibles. Par contre, le calcul des
paramétres S nécessitant des intégrales surfaciques sur les accés sources donne de moins
bons résultats en module.
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Ce probléme n’est d’ailleurs pas pénalisant pour notre application particuliére au controle
optique car les pertes photoinduites sont situées volumiquement en bout de ligne, loin des
accés dans lesquels s’effectue le calcul approché du probléme 2D aux valeurs propres et des
paramétres S.

2 Ligne microruban

2.1 Accés 2D de la ligne microruban

Nous allons maintenant passer & l’étude de notre ligne microruban et vérifier que les
caractéristiques 2D données par les formules empiriques de Hammerstad (I.4) et (1.5), cor-
respondent bien avec les calculs numériques de €55 et Z..

Les caractéristiques 2D de la ligne microruban simulée sont présentées, dans un plan de
coupe perpendiculaire & 1’axe de propagation (z), sur la figure IV.7. La ligne microruban
a une largeur w = 377 pwm, une épaisseur ¢ nulle. Le substrat (1) posséde une hauteur

h =500 pm et une permittivité €,; = 11,7, le milieu (2) étant de l’air (e,2 = 1).

10w

10w

<h

Figure IV.7 : Plan de coupe de la ligne microruban simulée

Pour raison de symétrie et de gain en temps calcul, nous n’avons simulé qu’une demi-
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structure. Afin de borner le domaine maillé, nous avons placé des murs électriques suffisam-
ment éloignés (10w) des phénomeénes électromagnétiques se produisant au voisinage de la

ligne microruban.

Si on reprend la définition de la permittivité effective e.;y qui correspond au milieu
homogéne équivalent donnant la méme vitesse de phase que dans dans le milieu inhomogéne
composé des milieux 1 et 2, on obtient par équipartition des énergies des ondes TEM et
quasi-TEM [Aub85], la relation :

2
f51+52 6,|E,| ds
€eff = (IV.15)
¢ fS1+Sg |E;|?dS
o S; correspond & la surface du milieu Q;(e;, po)-
Les simulations donnent alors comme résultat €eff = 1,73, ce qui correspond & une

erreur relative de 0,9% si on compare ce résultat numérique avec celui empirique de Ham-
merstadt donnée par les équations (1.4).

Nous pouvons également calculer 'impédance caractéristique Z. a l’aide de la vitesse de
phase vgo et de la capacité par unité de longueur C' [Mar90] :
1

Z. = V.1
C (IV.16)

La vitesse de phase étant par définition :

Co

w
Vpo = — = Iv.17
05T (Iv.17)
et la capacité C' se déduit a I’aide de ’expression de 1’énergie électrique :
1 ., 1
—CV? = —/ Geff|Ez'|2 ds (IV.18)
2 2 S1+S2

ou V représente la différence de potentiel entre la ligne microruban et le plan de masse, qui
est calculée par la circulation du champ E.

On obtient alors ’expression de Z. :

VeerfV?
7 Celf (IV.19)

° Co f51+52 Geff|Ei|2 ds
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Les simulations donnent alors comme résultat numérique Z*™ = 52,3 (1, ce qui corres-

pond & une erreur relative de 1,4% avec le résultat empirique de Hammerstadt (1.5).

2.2 Ligne microruban contr6lée optiquement

Nous allons maintenant simuler la ligne microruban ouverte controlée optiquement. Le
modéle simplifié de la charge photoinduite a été développé et justifié dans le chapitre I.

Nous avons résumé sur la figure IV.8 les paramétres géométriques utilisés pour la simu-

lation.

Si (6 = 11,7

Plan de masse
10 mm

Figure IV.8 : Paramétres géométriques de la ligne microruban contrélée optiquement

Pour les besoins de la simulation numérique et afin de ne pas travailler avec des dimen-
sions géométriques disproportionnées suivant la direction de propagation (z), nous avons
choisi de réduire la longueur de la ligne réelle L = 16 mm a 4 mm. Ce choix permet alors,
sans restreindre la généralité du probléme, d’obtenir des simulations numériques moins coti-
teuses en temps et en place mémoire et revient simplement & déplacer le plan de référence

de 12 mm pour le calcul du coefficient de réflexion.

La ligne microruban et le plan de masse sont assimilés & des conducteurs électriques
parfaits d’épaisseur nulle; on y a donc imposé une condition de mur électrique. Le substrat
est un diélectrique sans pertes d’épaisseur h = 500 pum et de permittivité €, = 11,7. L’injec-
tion de photons dans le semiconducteur est modélisée en 3D par une zone de permittivité

plasma €, équivalente dont la valeur varie en fonction de la profondeur y et du rayon r dans
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le semiconducteur. Cette zone est assimilée & un pavé de hauteur h = 500 pm ayant une
section carré de 860 um de coté, plutdt qu’a un cylindre, afin d’obtenir un raccordement
correct du maillage.

Enfin, cette ligne microruban est insérée dans une boite métallique (non représentée sur
la figure IV.8) afin de borner le domaine d’air maillé. Cette boite posséde les mémes dimen-
sions que le cadre englobant la structure 2D précédente qui a été extrudé suivant la direction

de propagation.

Nous allons nous placer dans le cas du régime de trés forte injection (An = Ap >> ng, po)
ot la polarisation de la ligne n’influe pas sur la longueur de diffusion ambipolaire L,(FI).
Faisons alors 'application numérique dans ’expression de la permittivité plasma relative

(I.19) pour une fréquence fixée fo [GH?z] de la ligne ouverte :

6,039 1013

ep(T,y,2) =1 — (7, 39710710 4+ TG

) An(z,y,z)[em™] (Iv.20)

ot An(z,y,2) [em ™3] est donnée par I’équation (I.38) en régime de trés forte injection que
Pon peut extrapoler suivant les directions (z) et (2) :

2 2
An(z,y,2) = 1,36910'7 exp (—Ll;z> exp (—%) (IV.21)

si les variations en (z,y, z) sont exprimées en [um] et la concentration des porteurs en excés

en [em™3].

On obtient alors, pour la fréquence fo = 5 GHz de la ligne ouverte, la variation spatiale
de la permittivité plasma relative :

2 2
ep(T,y,2) = 11,7 — (94 + 155777) exp (—7”312”) exp (—%) (IV.22)

Nous avons simulé cette structure avec un maillage fin hexaédrique. En ’absence d’éclai-
rement, la ligne étant sans pertes, le module du coefficient de réflexion vaut 1. Lorsque nous
nous plagons ensuite dans le régime de trés forte injection, la charge photoinduite représen-
tée par le pavé de permittivité plasma équivalente absorbe ’onde hyperfréquence incidente
et le calcul numérique du module du coefficient de réflexion donne |Sy;| = 1,210 2, ce qui
correspond & des pertes de 19 dB. Ces pertes sont comparables aux résultats expérimentaux.

Ce premier résultat numérique n’est malheureusement que qualitatif car il dépend fortement
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des paramétres choisis (durée de vie des porteurs, dopage, niveau d’injection) et ajustés pour
le calcul simplifié de la permittivité plasma équivalente.

3 Conclusion

Nous avons validé dans ce chapitre les formulations faibles 2D et 3D associées aux élé-
ments finis d’aréte en comparant les résultats des simulations numériques avec les résultats
analytiques connus dans des guides rectangulaires (avec ou sans pertes, partiellement rempli
ou non) dans un premier temps, puis dans la ligne microruban dans un second temps. Ces
simulations ont également permis de valider le calcul des paramétres S dans des accés en
réflexion ou en transmission mais ne comportant pas de pertes ou ayant des pertes faibles. Le
calcul aux valeurs propres ne permet pas pour le moment de traiter le cas général complexe

dans des accés & pertes non négligeables.
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E fort développement des composants microondes controlés optiquement ces dix der-
Lniéres années a contribué & créer un besoin spécifique d’outils de simulation, capables
de décrire différents aspects physiques en méme temps. Plus précisément, il s’agit ici, de
pouvoir simuler conjointement la répartition du champ électromagnétique source dans les
accés, la propagation de ’onde hyperfréquence résultante, ’'injection optique de porteurs
dans le substrat semiconducteur et l'interaction optomicroonde. D’excellents logiciels com-
merciaux capables de simuler I'une ou 'autre des physiques mises en jeu dans le controéle
optique existent, mais les simulations s’effectuent encore de facon séparée ou quasi-séparée
et ne permettaient pas, en tout cas il y a trois ans, de faire une étude globale de composants
hyperfréquences controlés optiquement. Ce travail de thése avait alors pour but de pouvoir
modéliser avec le méme logiciel des structures hyperfréquences passives controlées optique-

ment afin de comparer les résultats numériques avec ceux issus de l'expérimentation.

Nous avons commencé par étudier le comportement de la charge photoinduite & partir de
résultats expérimentaux. Pour cela, nous avons imaginé un nouveau dispositif de positionne-
ment du faisceau émis par la diode laser par rapport & ’extrémité de la ligne microruban et
nous avons réfléchi au probléme de la reproductibilité de ’expérience. Cette charge photoin-
duite est créée dans le semiconducteur par I'injection optique puis la diffusion des porteurs.
Nous avons apparenté le milieu ainsi créé & un plasma dont la permittivité équivalente va-
rie en fonction de nombreux paramétres que ’on peut plus ou moins bien déterminer : la
puissance lumineuse, le niveau du dopage du semiconducteur, la durée de vie des porteurs,
les états de surface. ..La permittivité équivalente de ce plasma variant donc en fonction de
la concentration des porteurs photoinduits, nous avons choisi de décrire cette variation par
un modeéle de diffusion ambipolaire.

Nous sommes ensuite partis d’un logiciel éléments finis dédié aux applications basses
fréquences et nous ’avons étendu aux applications hautes fréquences en développant :

e une formulation 3D prenant en compte les courants de déplacement,

e une formulation 2D traduisant un probléme aux valeurs propres et permettant de

réaliser un solveur de modes précis,

e un calcul de paramétres S pour un systéme quelconque & N accés sans pertes.
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Nous avons validé ces trois étapes de mise & niveau du logiciel par des simulations nu-
mériques sur des structures hyperfréquences simples dont on connait la réponse analytique.
L’étude des variations des différents paramétres effectuée lors de précédents travaux de thése
sur le controle optique & 'IMEP confirme le modéle développé de la charge photoinduite ainsi
que son comportement hyperfréquence équivalent. Il existe encore des incertitudes concer-
nant la détermination précise des valeurs réelles de ces paramétres pour le silicium que nous
avons utilisé dans nos expérimentations. Nous avons donc pris des valeurs moyennes pour
ces paramétres afin d’effectuer nos premiéres simulations numériques pour une structure mi-
croonde simple controlée optiquement, en se placant dans le cas particulier de la trés forte

injection. Ces premiers résultats numériques sont encourageants.
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Perspectives

Le modéle développé de la charge photoinduite basé sur I’équation de diffusion ambi-
polaire dans un milieu que ’on peut assimiler & un plasma a été validé lors de précédents
travaux de recherche & 'IMEP et & I'UCL. 1l faudrait poursuivre les simulations en faisant
varier les différents paramétres, afin de confronter les différents résultats numériques avec

les résultats expérimentaux et affiner ainsi notre modéle.

Pour l’instant, le probléme généralisé aux valeurs propres ne peut se résoudre que pour
des accés sans pertes, linéaires et isotropes, par la méthode du sous-espace. L’algorithme
de calcul du probléme généralisé aux valeurs propres pourrait étre complété en I’étendant
aux milieux & pertes, mais toujours en prenant en compte le fait que la deuxiéme matrice
de couplage est symétrique mais pas définie positive. Nous pouvons citer, & ce sujet, les
travaux de J-F. Lee [Lee94] proposant une méthode de Lanczos modifiée par un change-
ment de variables sur les composantes transversales du champ, ou encore les travaux de P.
Savi [Sav02] pour résoudre les problémes de propagation guidée avec pertes et anisotropie.
Il existe également de nombreux sites internet mettant a disposition libre ou payante, des
routines en C ou Fortran pour la résolution du probléme aux valeurs propres [Nag, Eis]. Les
ouvrages de F. Chatelin [Cha88], M. Sibony [Sib&84], N. Gastinel [Gas66], R. Théodor et P.
Lascaux [Las86], la thése de C. Lajaunie [Laj80] ainsi que le Numerical recipes [Pre02] sont
aussi des références dans le domaine de la résolution numérique de problémes généralisés

aux valeurs propres.

La formulation 3D choisie est classique et met en ceuvre toutes les composantes du champ
vectoriel inconnu. Elle donne de bons résultats grace a I'utilisation des éléments finis d’arétes
mais, en contre partie, les matrices assemblées étant moins creuses qu’avec des éléments finis
nodaux classiques, il faudrait améliorer ’algorithme actuel de résolution ICCG ou bien opter
pour une autre méthode de résolution, afin d’obtenir une convergence numérique plus rapide.

En ce qui concerne la discrétisation par éléments finis dans Fluz3d®©, les éléments fi-
nis d’arétes ont été développés jusqu’a l'ordre 2 pour les triangles, rectangles, hexaédres,
tétraédres, prismes et pyramides. Des développements sont actuellement en cours pour réa-
liser des jauges par arbre pour éviter les systémes surconditionnés das a l'utilisation de nos
éléments finis d’arétes. Un axe de recherche intéressant serait également de développer un
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mailleur auto-adaptatif en couplant les méthodes h et p.

Enfin, il serait judicieux, dans un premier temps, de ne plus traduire le comportement de
Iinjection optique d’un point de vue microonde par une permittivité équivalente mais par
un courant “optique équivalent”. De plus nous n’avons pas traduit dans nos simulations le
probléme de la charge d’espace lié & l'interaction entre le métal et le semiconducteur. L’idéal
serait donc, & plus long terme, de développer une formulation éléments finis décrivant le
probléme de diffusion ambipolaire et de charge d’espace avec I’équation de Poisson en la
couplant avec les formulations hyperfréquences déja développées.
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RESUME

La simulation numérique de composants microondes passifs controlés optiquement pose le double probléme des
comportements hyperfréquence et optique du semiconducteur éclairé par un faisceau laser. Les modélisations proposées
sont basées sur la méthode des éléments finis qui permet une discrétisation des équations d’ondes et la prise en
compte de l'injection optique par une zone de permittivité équivalente. Des formulations bi- et tri-dimensionnelles des
problémes aux valeurs propres et de propagation hyperfréquence sont présentées, ainsi que le couplage optique.

L’essentiel des travaux porte sur la modélisation de I’injection de porteurs dans un substrat semiconducteur soumis
4 une onde hyperfréquence. Le substrat éclairé se comporte comme un plasma ayant une variation de la concentration
des porteurs régie par un modéle simplifié¢ de diffusion ambipolaire. Afin d’éviter ’apparition de phénoménes non
physiques liés aux méthodes numériques utilisant les éléments finis nodaux et d’obtenir des résultats précis, nous
avons choisi d’utiliser des éléments finis d’arétes d’ordre supérieur.

Les développements réalisés sont appliqués et vérifiés sur des structures hyperfréquences simples et sur le cas
particulier de la ligne microruban ouverte éclairée par un laser de longueur d’onde appropriée et de forte puissance.

TITLE

Contribution to model with the finite element method high frequency optically controlled devices

ABSTRACT

The numerical simulation of optically controlled microwave passive components raises the double problem of the
high frequency and optical behaviors of the semiconductor enlightened by a laser beam. Suggested modellings are
based on the finite element method which allows a discretization of the wave equations and the taking into account
of the optical injection by an equivalent permittivity area. Bi- and three-dimensional formulations of the eigenvalues
problem and high frequency propagation are presented, as well as the optical coupling.

The main part of the work concerns the carriers injection modelling in the semiconductor substrate subjected to
a high frequency wave. The enlightened substrate behaves like a plasma having a carriers concentration variation
governed by a simplified model of ambipolar diffusion. In order to avoid the nonphysical phenomena appearance
called spurious modes, related to the numerical methods using the classical nodal finite element method and to obtain
accurate results, we choose to use edge finite elements of a higher order.

The carried out developments are applied and checked on simple high frequency structures and on the particular
case of the open microstrip line enlightened by a suitable wavelength and strong power laser.

SPECIALITE
Optique, Optoélectronique et Microondes

MOTS-CLES

Controle optique, Hyperfréquences, Modélisation numérique, Eléments finis

INTITULE ET ADRESSE DU LABORATOIRE

Institut de Microélectronique, Electromagnétisme et Photonique
23, rue des Martyrs - BP257

F-38016 GRENOBLE Cedex 1

FRANCE



