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Introduction

Le secteur des transports est à l’origine du quart des émissions de gaz à effets de
serre dans le monde. La part la plus importante est due au secteur automobile, dans
lequel les industriels se concentrent sur la conception de moteurs moins polluants.
Le trafic aérien ne représente qu’environ 3% de ces émissions, mais cette part aug-
mente constamment, ce qui incite les législateurs mondiaux à imposer des quotas
d’émissions aux compagnies aériennes. Ces contraintes, couplées à une forte pres-
sion économique, obligent les industriels à concevoir des avions moins gourmands
en carburant et moins polluants. Outre les efforts consentis sur le rendement et la
baisse des émissions de CO2 des réacteurs, un effort très important est engagé afin
d’alléger les aéronefs.

Les matériaux composites, et en particulier les stratifiés, viennent répondre à ce
besoin de diminution de masse des appareils. En effet, l’orientation privilégiée de
chaque pli composant le stratifié permet une conception spécifique pour chaque cas
de chargement, et donc un allégement de masse par rapport à une conception en
matériau métallique, dont les propriétés sont les mêmes dans toutes les directions
de l’espace. Cette orientation est obtenue par agencement de fibres unidirectionnels
très rigides, en carbone ou verre, dans une matrice plus souple en polymère (voir
Figure 2). De nombreux exemples illustrent le caractère massif du développement
de l’utilisation des composites stratifiés. Toujours dans le cadre de l’aéronautique,
on pourra citer les 25% en masse de composites dans l’A380 d’Airbus, les 50%
annoncés pour le futur Boeing 787 (voir Figure 1). Les deux avionneurs concurrents
rivalisent sur leur capacité à alléger leurs futurs aéronefs en augmentant la proportion
croissante de matériaux composites utilisés pour leur fabrication.

Fig. 1: Augmentation du pourcentage en masse des composites stratifiés utilisés
pour la fabrication des avions de ligne
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2 Introduction

Cependant, l’utilisation de ces matériaux n’est pas sans inconvénient. En effet, la
complexité de leur microstructure rend difficile la prédiction de leur comportement
sous charge. Cette complexité de conception explique le nombre important d’études
expérimentales [Highsmith et Reifsnider, 1982; Talreja, 1985; Guedra-Degeorges,
1993; Allix et al., 1998] et numériques [Hillerborg et al., 1976; Ladevèze et Le Dan-
tec, 1992; Alfano et Crisfield, 2003; De Borst et Remmers, 2006] menées depuis le
début des années quatre-vingts dans le but de prédire les limites à rupture des struc-
tures stratifiées (une revue de ces travaux peut être trouvée dans [Guedra-Degeorges
et Ladevèze, 2008]). Ces études ont permis aux modélisateurs d’acquérir une très
bonne connaissance des mécanismes de dégradation de ces matériaux. Pour preuve,
des modèles basés sur cette connaissance de la micromécanique des stratifiés ont
démontré leur prédictivité dans de nombreux cas d’application.

Les industriels, dans un souci de limitation des coûts, souhaitent remplacer une
grande partie des essais matériels nécessaires au dimensionnement et à la certifica-
tion des structures par des simulations numériques. Ils font donc preuve d’un intérêt
croissant pour les calculs dans lesquelles ils ont placé une certaine confiance. Mais le
passage de simulations de cas tests aux simulations de cas industriels oblige à relever
un nouveau défi scientifique. En effet, l’utilisation des modèles microscopiques évo-
qués précédemment n’est, à l’heure actuelle, pas envisageable en terme de mémoire
et de temps de calculs. La plupart des applications de prédiction du délaminage
dans les structures sont donc réalisées grâce à une modélisation plus grossière du
matériau, à l’échelle du pli. Notre approche se situe à l’intersection de deux familles
de stratégies. La première consiste à représenter les zones interlaminaires par des
modèles d’interface cohésive. L’introduction de lois constitutives adoucissantes [Hil-
lerborg et al., 1976; Needleman, 1987; Schellenkens et De Borst, 1993; Alfano et
Crisfield, 2001] pour décrire le comportement de ces interfaces permet de retrouver
les résultats de la mécanique de la rupture en s’affranchissant de certaines difficultés
numériques (remaillages, singularité de contrainte). La seconde propose de modéliser
l’ensemble des dégradations dans le stratifié l’échelle du pli, appelée échelle méso-
scopique [Ladevèze et Le Dantec, 1992; Ladevèze et al., 2002]. Le stratifié est alors
décrit comme un assemblage de deux constituants endommageables distincts : les
plis, entités volumiques, et les interfaces, entités surfaciques séparant chaque couple
de plis adjacents. Le comportement de chacune de ces entités est obtenu par homo-
généisation du comportement de la microstructure, ce qui permet de s’assurer de la
prédictivité des simulations réalisées [Ladevèze et al., 2006a]. Notre étude se focalise
sur les dégradations d’interface, et le modèle de zone cohésive proposé par [Allix et
Ladevèze, 1992] est retenu pour ce travail, ce qui peut être vu comme une simplifica-
tion du « méso-modèle » de stratifié. Le problème de référence associé, permettant
de simuler l’évolution en quasi-statique de la structure stratifiée au cours du temps,
est posé dans le chapitre 1.

Même pour de petits cas tests, la simulation de structures stratifiées modélisées à
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0.125 mm

100 plis

50 mm

Fig. 2: Problème cible : liaison boulonnée à 100 plis (source :EADS)

cette échelle conduit à la résolution de problèmes non-linéaires de très grande taille,
dont la résolution directe est délicate. Les dernières avancées autour des méthodes de
décomposition de domaine et des stratégies multiéchelles nous fournissent des outils
puissants permettant le calcul de structures stratifiées de taille raisonnable. Deux
familles de méthodes adaptées à la résolution de grands problèmes non-linéaires
peuvent être distinguées. Les premières s’appuient sur la résolution d’un problème
global homogénéisé sur une grille grossière de la structure [Sanchez-Palencia, 1980;
Fish et al., 1997; Feyel et Chaboche, 2000], éventuellement couplée à un enrichisse-
ment ou une réanalyse locale [Oden et al., 1999; Hughes et al., 1998; Ghosh et al.,
2001; Melenk et Babuška, 1996; Moës et al., 1999]. Ces techniques très efficaces
conduisent en général à traiter des problèmes complexes d’adaptivité. Le travail pré-
senté ici traite de la résolution de process zones dans lesquelles la distinction entre
un domaine où la solution évolue lentement, et un domaine où la discrétisation doit
être raffinée pour capter les effets locaux, n’est pas forcément adaptée (voir Figure
2). Dans les zones de tailles réduites gouvernées par des effets tridimensionnels,
l’utilisation de la deuxième famille de méthodes de calcul intensif, consistant en une
résolution itérative exacte du problème à l’échelle fine, est donc justifiée pour simuler
l’évolution des dégradation. Cette résolution est effectuée par des algorithmes paral-
lélisables dont l’efficacité est améliorée par une résolution sur deux échelles couplées.
Dans le cadre des méthodes basées sur les compléments de Schur, la propagation
de l’information grossière est réalisée par introduction d’une contrainte imposée au
processus itératif à l’aide d’un projecteur [Mandel, 1993; Farhat et Roux, 1994; Gos-
selet et Rey, 2006]. L’ensemble des méthodes de calcul précédemment évoquées sont
présentées dans le chapitre 2.

La méthode de décomposition de domaine mixte basée sur l’algorithme LaTIn
[Ladevèze, 1985], introduit un concept original : la structure est divisée en sous-
structures volumiques séparées par des interfaces surfaciques possédant un compor-
tement propre. Elle se prête très naturellement à la résolution du problème posé : les
comportements cohésifs sont représentées dans les interfaces de la méthode de dé-
composition de domaine mixte. En outre, la résolution du problème de référence par
la stratégie proposée possède alors des attributs numériques intéressants. Grâce à la
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sous-structuration retenue, les non-linéarités ne sont traitées que par la résolution
de problèmes locaux au cours des itérations du solveur itératif LaTIn. Le nombre
d’étapes d’assemblage nécessaires à la résolution du problème d’évolution est alors
faible. Une version incrémentale de la stratégie de décomposition de domaine mixte
pour le traitement de non-linéarités de surface est présentée dans le chapitre 3.

Une optimisation des paramètres numériques de la méthode pour assurer une
convergence suffisamment rapide de la solution à chaque piquet de temps est propo-
sée dans le chapitre 4. Le premier paramètre étudié est la sous-structuration dans la
longueur du pli, qui doit être réalisée avec soin. Le deuxième paramètre est le choix
de l’ensemble des opérateurs reliant les quantités statique et cinématique d’interface
au cours des itérations, qui conditionne la convergence de l’algorithme d’une part,
et son taux de convergence d’autre part. Une solution pratique « clés en main » est
proposée pour gérer efficacement les différents types d’interfaces utilisées, compromis
entre optimal numérique et simplicité d’application. Enfin, un critère d’erreur basé
sur la non-vérification du comportement non-linéaire d’interface est défini. L’utili-
sation de ce critère d’arrêt des itérations du solveur LaTIn permet de contrôler la
qualité des solutions obtenues.

La méthode de décomposition de domaine mixte est dotée d’un caractère multié-
chelle garantissant son extensibilité numérique. Une séparation de champs microsco-
piques et macroscopiques est réalisée au niveau des interfaces [Ladevèze et Dureis-
seix, 2000; Ladevèze et Nouy, 2003]. L’écriture de conditions de raccord entre sous-
structures portant sur ces champs macroscopiques d’interface conduit à la construc-
tion d’un problème homogénéisé global de la structure, et à sa résolution à chaque
itération LaTIn. Ce concept a été appliqué avec succès dans des cas tels que la pro-
pagation de fissures dans des milieux homogènes 2D [Guidault et al., 2008] ou la
simulation de la ruine de composites stratifiés à l’échelle microscopique [Ladevèze
et al., 2006b]. Dans notre cas, la sous-structuration naturellement retenue a pour
inconvénient une très mauvaise représentation de la solution en pointe de fissure
par les quantités macroscopiques d’interface. Cette mauvaise séparation d’échelle
entraîne une perte d’extensibilité numérique. En outre, le modèle utilisé conduit à
la résolution de problèmes présentant des non-linéarités fortement localisées. Il en
résulte une dégradation supplémentaire du taux de convergence de l’algorithme ité-
ratif. Une amélioration de la méthode permettant de recouvrer cette extensibilité
est proposée dans le chapitre 5. Elle consiste en une résolution systématique d’un
problème localisé autour du front de fissuration à chaque itération du solveur LaTIn.

La sous-structuration naturelle proposée soulève une deuxième difficulté numé-
rique. Le nombre de sous-domaines augmente significativement avec la taille de la
structure. En conséquence, la taille du problème homogénéisé portant sur les quanti-
tés macroscopiques d’interfaces entre sous-structures devient rapidement très élevée.
Ce problème grossier ne peut donc pas être résolu de manière directe pour des cas
industriels. On choisit de le résoudre de manière itérative par une méthode de dé-
composition de domaine primale [Mandel, 1993; Le Tallec, 1994]. Cette stratégie
inclut également la résolution d’un problème sur une grille grossière, interprétée
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comme une troisième échelle pour la méthode de décomposition de domaine mixte.
L’introduction de cette troisième échelle permet une résolution approchée du pro-
blème macroscopique et la sélection des seules composantes macroscopiques ayant
une influence globale sur la structure stratifiée. Les détails de cette amélioration de
la stratégie sont décrits dans le chapitre 6.

Enfin, le chapitre 7 traite du contrôle du pas de chargement du schéma d’inté-
gration temporel implicite. En particulier, le comportement local adoucissant de la
structure implique la résolution de problèmes instables. Le passage des points cri-
tiques dans le cadre de la stratégie de décomposition de domaine à trois échelles est
alors assuré par utilisation d’un algorithme à longueur d’arc permettant d’asservir
le chargement global à l’ouverture de fissure.

Les chapitres de ce mémoire sont regroupés en deux grandes parties :

Dans la première partie, on propose une revue des modèles numériques pour
le délaminage et des techniques de calcul intensif aptes à la résolution des
problèmes associés.
– Le chapitre 1 dresse un état de l’art des modèles numériques pour la prévision

du délaminage et pose le problème de référence à résoudre.
– Le chapitre 2 propose une revue des méthodes de calcul intensif pour les

problèmes non-linéaires d’évolution.
– Le chapitre 3 décrit la méthode de décomposition de domaine mixte à deux

échelles appliquée à la résolution du problème de référence.

La seconde partie décrit les études et développements effectués dans cette thèse
afin de proposer une stratégie de calcul parallèle adaptée.
– Le chapitre 4 propose une optimisation des paramètres de la stratégie mi-

cro/macro pour les calculs de délaminage.
– le chapitre 5 décrit la procédure de relocalisation permettant le traitement

efficace des non-linéarités sur le front de délaminage.
– Le chapitre 6 expose la résolution en parallèle du problème grossier de la

méthode de décomposition de domaine à deux échelles.
– Le chapitre 7 propose l’intégration d’un algorithme de résolution à longueur

d’arc dans la stratégie à trois échelles obtenue.
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CHAPITRE1 Simulation numérique
du délaminage

Ce chapitre présente succinctement les stratifiés constituant les
structures étudiées. Une revue non exhaustive des modèles existants
pour la prédiction numérique du délaminage est ensuite proposée.
Enfin, le choix d’un modèle de zone cohésive permet de poser le
problème de référence à résoudre. Celui-ci sera la base des dévelop-
pements décrits dans les chapitres suivants.
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10 Simulation numérique du délaminage

1 Modèles pour le délaminage

1.1 Description des stratifiés étudiés

Fig. 1.1: Fibres et matrice composant les plis d’une stratifié

Les stratifiés utilisés sont composés d’un empilement de plis unidirectionnels.
Chaque pli, d’une épaisseur de quelques dixièmes de millimètre, est obtenu par ar-
rangement de fibres continues, en carbone ou en verre, dont le diamètre varie de 2
à 200 micromètres, orientées dans la même direction, et d’une matrice répartissant
les contraintes entre les fibres (voir Figure 1.1). Le stratifié est défini par la don-
née de l’orientation des plis successifs dans la séquence d’empilement (voir Figure
1.2). Ces matériaux sont aujourd’hui très utilisés dans l’industrie. Il est en effet
possible d’adapter les propriétés mécaniques globales du stratifié, par le choix de la
séquence d’empilement, au type de charge auquel il est soumis. Cependant la struc-
ture microscopique complexe de ces matériaux pose des problèmes de prédiction
de la charge limite à rupture. Les démarches imposant à la structure de ne subir
aucune dégradation en service sont encore largement employées et conduisent un
surdimensionnement.

Les modes de dégradation des stratifiés ont donc fait l’objet de nombreuses études
expérimentales et sont aujourd’hui bien compris. Parmi eux, le délaminage interla-
minaire, c’est-à-dire la décohésion de plis adjacents à l’échelle macroscopique, est
probablement le mécanisme de ruine le plus craint. Son étude phénoménologique
est complexe. En effet, ce mode de ruine est fortement lié à des modes de dégrada-
tion observables à une échelle plus fine (décohésion fibres/matrices conduisant à des
fissures transverses dans les plis à 90̊ , dégradations progressives des zones interla-
minaires). Le délaminage conduit rapidement à une chute des propriétés mécaniques
de la structure. Il a ainsi une influence considérable sur d’autres modes de ruine :
les charges critiques à rupture et les charges critiques de flambage sont réduites, de
même que la durée de vie en fatigue.

La section suivante propose une revue des méthodes développées depuis plusieurs
dizaines d’années, visant à prédire numériquement l’initiation du délaminage et la
propagation des fissures associées.
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Fig. 1.2: Exemple d’empilement [02/± 452/902]s

1.2 Modèles numériques pour le délaminage

La section précédente souligne la nature complexe du délaminage. La simulation
numérique de ce phénomène nécessite la conception de modèles permettant sa repré-
sentation précise. La validité de ces modèles est en grande partie déterminée par la
facilité d’identification, à partir d’essais expérimentaux, des paramètres qu’ils intro-
duisent. Ces essais (Double Cantilever Beam (DCB), Edge-Notched flexure (ENF),
Mixed-mode Bending (MMB), ...) sont conçus pour extraire des quantités globales
caractérisant la résistance de l’empilement suivant les différents modes de sollicita-
tion des zones interlaminaires (voir Figure 1.3).

Mode I Mode II Mode III

Fig. 1.3: Modes de rupture inter-laminaires

Classiquement, l’initiation et la propagation du délaminage sont traitées de ma-
nière distincte. La raison de cette séparation est la différence de nature des critères
classiquement associés à l’activation ces deux phénomènes : l’initiation dépend prin-
cipalement de l’état tridimensionnel des contraintes dans la matière, alors que la
propagation est reliée aux quantités d’énergie nécessaires à une avancée élémentaire
de la fissure. Naturellement, les premier modèles numériques pour la simulation du
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12 Simulation numérique du délaminage

délaminage s’appuient sur des critères en contrainte. La faible capacité des ces mo-
dèles à prédire la propagation a conduit les modélisateurs à adapter la théorie de la
mécanique de la rupture aux calculs de délaminage. Enfin, la dernière classe de mo-
dèles propose une représentation continue des mécanismes d’endommagement. Ces
modèles sont capables de traiter à la fois l’initiation et la propagation des fissures.

1.2.1 Critère en contrainte

Champ de contrainte interlaminaire

Une grande partie des études analytiques et numériques sur l’initiation du déla-
minage a été menée sur le problème classique d’effet de bord libre [Pipes et Pagano,
1970], sa mise en œuvre expérimentale étant relativement simple. [Wang et Choi,
1982] montre qu’une concentration de contraintes σ apparaît dans une couche mince
autour du bord libre. L’amplitude des contraintes dans cette zone dépend princi-
palement de la séquence d’empilement et de l’épaisseur des plis. En particulier, les
contraintes interlaminaires transverses σ.e3 (e3 étant la normale au plan du stratifié)
sont liées à la différence de modules de Poisson et de modules de rigidités entre deux
plis adjacents [Herakovich, 1981].

Dans les modèles usuels des stratifiés à l’échelle méso, les plis sont représentés par
un milieu homogène, la zone de transition entre deux plis adjacents étant d’épaisseur
nulle. En conséquence, le champ de contrainte dans la couche limite est singulier à
l’intersection de la jonction entre deux plis et du bord du stratifié. [Pagano et Rybi-
cki, 1974] proposent de modéliser cette zone de transition à l’échelle microscopique
afin de relaxer la singularité et de déterminer le champ de contrainte. Cependant,
les discrétisations alors nécessaires pour traiter numériquement le modèle sont trop
fines pour permettre le calcul de structures de grande taille.

Contrainte effective

Une autre façon de procéder est d’utiliser le concept de « contrainte effective »,
introduit par [Withney et Nuismer, 1974]. L’idée est ici de d’obtenir une moyenne de
la contrainte entre le bord et une certaine distance l. Les contraintes interlaminaires
transverses effectives s’écrivent alors :

σ̄.e3 =
1

l

∫ l

0

σ.e3 dl (1.1)

De nombreux critères sont bâtis sur le calcul de la contrainte effective. Le critère
introduit par [Brewer et Lagace, 1988] s’écrit par exemple :(

σ̄13

Z13

)2

+

(
σ̄23

Z23

)2

+

(
h+(σ̄33)

Z+
33

)2

+

(
h+(−σ̄33)

Z−
33

)2

= 1 (1.2)

h+ est la fonction d’extraction de la partie positive. Les constantes (Zi3)i∈{1,2,3} sont
les résistances à l’initiation au délaminage selon les modes de sollicitation élémen-
taires. Dans la plupart des critères introduits, les parties positive h+(σ33) et négative
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h+(−σ33) des contraintes interlaminaires normales sont traitées différemment. Cer-
tains critères proposent un retard de l’initiation du délaminage avec les contraintes
interlaminaires normales positives.

La longueur caractéristique l de la couche limite doit être définie a priori, selon
des considérations plus ou moins arbitraires. Son introduction permet néanmoins de
rendre compte de la dépendance de la résistance à l’initiation, expérimentalement
observée, à l’épaisseur des plis.

Limites

Les critères en contrainte sont inadaptés au traitement de la propagation des
fissures initiées, et ce principalement car ces propagations sont gouvernées par des
lois physiques tenant compte de l’énergie dissipée lors de l’avancée de fissure. Plus
précisément, l’énergie relâchée par la structure lorsque la fissure croît d’une lon-
gueur élémentaire doit être suffisante à la création de la surface libre engendrée par
cette propagation. Ce critère énergétique global est le critère de Griffith, base de la
mécanique de la rupture.

1.2.2 Modèles basés sur la mécanique de la rupture

Critère de Griffith pour le délaminage

Les approches basées sur la mécanique de la rupture proposent d’assimiler la
propagation de fissure interlaminaire à une rupture fragile : tout point de la structure
sera donc considéré comme sain ou complètement délaminé.

Le critère de Griffith est appliqué pour déterminer si les taux de restitution
d’énergie sont suffisants à la propagation de fissure. Ce critère s’écrit, pour des
modes découplés :

∀ i ∈ {1, 2, 3}, Gi ≥ Gic (1.3)

Les (Gi)i∈{1,2,3} (respectivement (Gic)i∈{1,2,3}) sont les taux de restitution d’éner-
gie (respectivement les taux de restitution d’énergie critiques) selon les modes de
délaminage élémentaires.

Le couplage entre les modes peut être réalisé de plusieurs façons. La plus prati-
quée consiste à introduire une « loi puissance » :(

G1

G1C

)a

+

(
G2

G2C

)b

+

(
G3

G3C

)c

≥ 1 (1.4)

a, b et c sont des paramètres du modèle, permettant d’affecter plus ou moins de
poids aux modes élémentaires pour le calcul de la propagation de fissure en modes
mixtes.
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Utilisation numérique

Deux familles de méthodes sont utilisées pour calculer les critères énergétiques
globaux de la mécanique de la rupture dans un cadre éléments finis. Les premières ap-
proches sont globales, comme la méthode J-Integrals [Rice, 1968] basée sur le calcul
d’intégrales de contour et la méthode dérivée Equivalent Domain Integral [Destuyn-
der et al., 1983; Shivakumar et Raju, 1992] permettant de ramener ces intégrales de
contour à des intégrales de domaine plus aisées à calculer numériquement, ou encore
la méthode Stiffness Derivative [Parks, 1974], qui propose d’évaluer la variation de
la matrice de rigidité éléments finis lors de la propagation de fissure. La deuxième
famille de méthodes s’appuie sur le calcul de quantités locales pour évaluer les taux
de restitution d’énergie. La méthode Virtual Crack Extension [Hellen, 1975] et la
méthode CCT (Crack Closure Technique) [Irwin, 1957; Raju, 1987] en font partie.
Nous nous concentrons sur les approches CCT, très largement employées dans les
codes éléments finis pour leur facilité d’implantation, afin d’illustrer l’utilisation de
la mécanique de la rupture pour simuler le délaminage.

Fig. 1.4: Principe de la Crack Closure Technique

La méthode CCT est basée sur l’hypothèse que l’énergie libérée lorsque la fissure
avance d’une longueur ∆a est l’énergie E∆a nécessaire à refermer la fissure sur cette
même longueur. Cette énergie est écrite comme un produit de réactions nodales pour
une fissure fermée (état noté 1), par le saut de déplacement nodal observé lorsque la
fissure est ouverte (état noté 2). En 2D, (e1, e3) étant la base de référence du plan,
et en utilisant les notations définies sur la figure 1.4 :

E∆a =
1

2
F (1).∆u(2) (1.5)
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Le taux de restitution d’énergie total est simplement évalué comme le rapport entre
l’énergie calculée et la longueur de progression ∆a supposée de la fissure. L’extraction
des contributions modales du taux de restitution d’énergie est réalisée en calculant
les énergies nécessaires à refermer la fissure selon les trois modes de dégradation
élémentaires :

∀ i ∈ {1, 3}, E∆ai =
1

2
(F (1).ei) (∆u(2).ei) (1.6)

La méthode VCCT (Virtual Crack Closure Technique) propose d’ajouter une
hypothèse supplémentaire afin de n’effectuer qu’un des deux calculs nécessaires à
la détermination du taux de restitution d’énergie : la fissure progresse de façon
auto-similaire (ce qui signifie que les champs déplacement et contrainte en pointe
de fissure gardent la même « forme » au cours de la propagation). L’équation (1.5)
s’écrit alors directement sur la configuration ouverte de la fissure :

E∆a =
1

2
F (2).∆u(2) (1.7)

Après calcul des taux de restitution d’énergie élémentaires, le critère de Griffith en
modes couplés est appliqué. Si nécessaire, la propagation est simulée en « débouton-
nant » les noeuds du domaine fissuré.

L’écriture du champ de contrainte en pointe de fissure interlaminaire entre deux
plis de caractéristiques mécaniques différentes fait apparaître un terme oscillant et
évanescent. A priori, le critère de Griffith étant global, il est toujours applicable.
Cependant, il est difficile d’extraire les contributions modales du taux de restitution
d’énergie, qui demandent de s’appuyer sur la solution oscillante dans une zone proche
de la pointe de fissure. Pour résoudre ce problème, de nombreuses solutions ont
été proposées. Dans le cadre des méthodes CCT, une longueur caractéristique est
introduite, en dessous de laquelle la fissure ne peut pas se propager.

Limites

Bien que son succès soit indéniable dans de nombreux cas d’application, la méca-
nique linéaire de la rupture présente certaines limites dans le cadre de la prédiction
du délaminage :

L’hypothèse de rupture fragile en pointe de fissure implique que la taille de la
zone dans laquelle s’initie les mécanismes d’endommagement soit très faible
devant celle de la zone dominée par la singularité de contraintes.
L’initiation de fissure dans la partie saine du matériau n’est pas permise, la
propagation ayant lieu à partir de défauts initiaux.
Le calcul de problèmes de multi-fissuration est difficilement réalisable, le critère
de propagation nécessitant une évaluation énergétique globale.
La propagation de fissure dans le cadre des éléments finis classiques nécessite
le remaillage régulier du front de fissure. L’utilisation de la méthode de par-
tition de l’unité (voir Chapitre 2) peut permettre de s’affranchir de cet effort
numérique important.
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1.2.3 Modèles de zones cohésives

Afin de résoudre les difficultés liées à l’application directe de la mécanique de
la rupture pour simuler le délaminage, deux types d’approches ont été développées.
Les premières méthodes consistent en l’utilisation des modèles de zone cohésive
[Dugdale, 1960; Barenblatt, 1962] pour décrire le comportement de l’interface entre
deux plis [Hillerborg et al., 1976; Needleman, 1987; Tvergaard, 1990]. Les secondes
approches, basées sur l’homogénéisation à l’échelle du pli des caractéristiques mi-
croscopiques du stratifié, sont étudiées dans la section suivante.

Principe

L’utilisation des modèles de zone cohésive suppose que les mécanismes dissipa-
tifs sont circonscrits à certaines zones critiques, ici les jonctions entre les plis du
stratifié. Une loi constitutive discrète est utilisée pour représenter le comportement
adoucissant de ces interfaces (voir Figure 1.5). Celle-ci est composée en général de
deux phases : une première phase élastique pendant laquelle l’interface ne subit pas
de dégradation, et une seconde phase représentant la zone de transition entre une in-
terface saine et une interface délaminée. Le caractère adoucissant du comportement
est obtenu par un utilisation de modèles de plasticité à écrouissage négatif [Schellen-
kens et De Borst, 1993; Xu et Needleman, 1994] ou de modèles d’endommagement
[Mi et al., 1998; Alfano et Crisfield, 2001]. Les liens établis avec la mécanique de
la rupture et les critères d’initiation en contrainte permettent de simuler à la fois
l’initiation et la propagation du délaminage.

Fig. 1.5: Modèles de zone cohésive

L’équation constitutive discrète de l’interface relie les contraintes transverses
σ = σ.e3 au saut de déplacement δ entre les deux plis adjacents. De manière très
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générale, elle peut être exprimée de la façon suivante :

σ = σ( δ , σmax , δ0, δmax ) (1.8)

Les paramètres définissant cette loi cohésive sont le pic de contrainte σmax associé
au saut de déplacement δ0, définissant l’initiation des dégradations, et le saut de
déplacement final δmax, correspondant à une rigidité nulle de l’interface et donc à la
rupture.

L’équivalence énergétique des modèles de zone cohésive et de la mécanique de la
rupture est obtenue en spécifiant que l’énergie totale Γc dissipée en chaque point com-
plètement endommagé de la zone cohésive est égale au taux de restitution d’énergie
critique total Gc :

Gc = Γc =

∫ δmax

δ=0

σ.dδ (1.9)

L’initiation des dégradations est obtenue lorsque les contraintes transverses dé-
passent le pic de contrainte. Ce paramètre doit donc être choisi avec soin afin d’éviter
une dissipation d’énergie prématurée.

Une loi bilinéaire très utilisée, introduite par [Hillerborg et al., 1976] est repré-
sentée pour des modes de délaminage découplés sur la figure 1.6. [Alfano, 2006]
montre que seuls le pic de traction et la quantité d’énergie dissipée localement ont
une influence sur la solution obtenue par utilisation de différentes lois cohésives. On
s’intéresse donc plus particulièrement à la loi cohésive bilinéaire reprise et dévelop-
pée par de nombreux auteurs [Schellenkens et De Borst, 1993; Alfano et Crisfield,
2001; Camanho et al., 2003] pour décrire les caractéristiques principales des modèles
de zone cohésive.

Un modèle particulier

L’interface cohésive à loi constitutive bilinéaire décrite ici est basée sur l’utilisa-
tion d’un modèle d’endommagement. Par souci de clarté, ce modèle est tout d’abord
décrit pour des modes de délaminage découplés. Les idées permettant d’obtenir un
modèle traduisant le couplage de modes seront données dans un second temps.

L’irréversibilité des processus dissipatifs est d’abord prise en compte en « mémo-
risant » le chargement maximum local de l’interface sur l’histoire, dans les différents
modes de dégradation. A un piquet de temps tn donné du schéma d’intégration :{

δmax
3 = maxτ≤tn{δ3, 0}
∀ i ∈ {1, 2}, δmax

i = maxτ≤tn{|δi|}
(1.10)

La loi de constitution de l’interface s’écrit alors, pour chaque mode de dégradation
de l’interface :

∀ i ∈ {1, 2, 3}, σi =


k0

i δi si δmax
i ≤ δ0

i

(1− di) k
0
i δi si δ0

i ≤ δmax
i ≤ δf

i

0 si δf
i ≤ δmax

i

(1.11)
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Fig. 1.6: Loi cohésive bilinéaire pour des modes élémentaires découplés. Trac-
tion/compression à gauche, cisaillement à droite (i ∈ {1, 2})

où les indicateurs d’endommagement sont une fonction de l’histoire des sauts de
déplacement selon chaque mode de dégradation :

di =
δf
i (δmax

i − δ0
i )

δmax
i (δf

i − δ0
i )

(1.12)

Le couplage des modes pour l’initiation des dégradations est réalisé par évalua-
tion d’une combinaison δ̄ des sauts de déplacement modaux :

δ̄ =

√
δ3

2 + β2 δs
2 où δs

2 = δ1
2 + δ2

2 (1.13)

L’écriture d’un critère en contrainte similaire à celui défini par l’équation (1.2) per-
met d’obtenir la valeur de δ̄0 de δ̄ pour laquelle les mécanismes d’endommagement
sont activés.

L’équivalence énergétique du modèle de zone cohésive avec la mécanique de la
rupture pour la propagation de fissure en modes couplés est assurée en utilisant une
loi de couplage similaire au critère défini par l’équation (1.4). Cette pratique permet
d’obtenir la valeur δ̄f de δ̄ correspondant à la rupture complète du point considéré
et respectant le critère de Griffith (1.9).

L’introduction de ces deux critères de couplage nécessite la réécriture de la re-
lation de constitution (1.11) et des lois d’évolution (1.12). Cette étape fastidieuse
n’est pas détaillée ici.

Le paramètre de rigidité initiale (k0
i )i∈{1,2,3} est difficile à interpréter. Il est en gé-

néral considéré comme un simple coefficient de pénalisation. Une valeur trop faible
de ce paramètre change la répartition de contrainte en pointe de fissure, et en-
traîne une dissipation d’énergie prématurée. Il en résulte une perte d’équivalence
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entre le modèle de zone cohésive et la mécanique de la rupture. Une valeur trop
forte entraîne des problèmes de conditionnement liés à la discrétisation d’une solu-
tion quasi-singulière en pointe de fissure [De Borst et Remmers, 2006]. Ce mauvais
conditionnement se traduisent par l’apparition d’oscillations numériques sur le front
de fissuration. Une étude du raffinement nécessaire en pointe de fissure en fonction
de la rigidité initiale des interfaces cohésives utilisées est proposée dans [Alfano et
Crisfield, 2001].

Localisation de l’endommagement

Lors de leur utilisation dans un cadre éléments finis, les modèles de zones cohé-
sives souffrent d’un problème de dépendance de la solution au maillage. [De Borst,
2004] montre mathématiquement que l’utilisation d’une formulation en endomma-
gement indépendante de la vitesse de chargement conduit à la construction d’un
opérateur tangent non-défini positif. Il en résulte une perte d’ellipticité du problème
d’évolution quasi-statique. Ce problème possède alors un nombre infini de solutions.
En pratique, lorsque le chargement croît, on observe la concentration de l’endom-
magement dans les éléments déjà endommagés lors des pas de temps précédents.

Différentes techniques de régularisation sont proposées pour surmonter cette dif-
ficulté. [De Borst, 2004] propose d’ajouter une longueur caractéristique à la des-
cription de la zone cohésive. Une autre possibilité est d’utiliser une formulation
basée sur un développement de degré supérieur du tenseur des déformations [Lasry
et Belytschko, 1988]. Certains auteurs proposent de définir des lois constitutives
non-locales pour caractériser le comportement des zones cohésives [Pijaudier-Cabot
et Bazant, 1987]. En dynamique, la formulation de lois cohésives dépendant de la
vitesse de chargement introduit naturellement une longueur caractéristique régula-
risante. Cette idée est à la base de la technique dénommée « effet retard » [Allix et
Blanchard, 2006; Ladevèze et al., 2000], qui limite le taux d’endommagement maxi-
mum dans la structure. Ce taux est relié à une vitesse physique de coalescence de
fissures à l’échelle microscopique dans le stratifié.

1.2.4 Modèle basé sur la mésomécanique des stratifiés

Ces méthodes offrent une alternative plus ancrée dans la mécanique que les tech-
niques de zones cohésives, d’inspiration très numérique, pour pallier les difficultés de
la mécanique de la rupture. Elles consistent en une homogénéisation des propriétés
microscopiques du stratifié permettant de rapporter la description du comportement
à l’échelle du pli, appelée échelle mésoscopique.

Mésoconstituants

Le modèle présenté dans [Ladevèze et Lubineau, 2002], initialement développé
dans [Ladevèze, 1986], propose d’homogénéiser, à l’échelle mésoscopique, les dégra-
dations microscopiques dans deux types d’entité « méso » : les plis, entités volu-
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miques, et les interfaces entre plis, modélisées comme des milieux d’épaisseur nulle.
Chacun de ces milieux peut subir des dégradations. La modélisation de leur com-
portement est formulée dans le cadre de la théorie des processus irréversibles (voir
par exemple [Lemaître et Chaboche, 1985]) et est basée sur une théorie de l’en-
dommagement anisotrope développée par [Ladevèze et Le Dantec, 1992]. Le but de
cette modélisation est l’obtention d’un comportement ad hoc des deux constituants
introduits, permettant par la suite la réalisation de simulations numériques valides,
indépendamment de la structure étudiée. On se référera au travaux de [Lévêque,
1998] pour l’identification des paramètres du « méso-model » sur des résultats d’es-
sais expérimentaux.

Dégradation dans les plis à l’échelle « méso »

Le comportement des plis est gouverné par une loi constitutive anisotrope. L’in-
troduction d’indicateurs d’endommagement et de plasticité, et des lois d’évolution
les régissant permet de prendre en compte, à l’échelle du pli, des mécanismes de
dégradation tels que les décohésions fibres/matrices, les microfissurations dans la
matrice parallèlement aux fibres, et les ruptures de fibres.

Modélisation du délaminage interlaminaire dans les interfaces

La description de la dégradation dans les interfaces, selon le même formalisme
que pour les plis, est proposée initialement dans [Allix, 1987] puis développée dans
[Allix et Ladevèze, 1992; Allix et Corigliano, 1996] où une forme particulière de
loi constitutive est retenue. Le modèle d’endommagement anisotrope proposé ini-
tialement introduit trois variables d’endommagement distinctes (une par mode de
délaminage élémentaire). Le problème de l’identification en mode mixte amène [Allix
et al., 1998] à proposer un modèle d’endommagement isotrope, piloté par une seule
variable thermodynamique. L’utilisation d’un potentiel non-associé permet d’obtenir
des taux de restitution d’énergie différents dans les trois modes. Les caractéristiques
mécaniques de l’interface sont obtenues par homogénéisation dans l’épaisseur, sup-
posée très faible devant les dimensions de la structure, de la zone interlaminaire
constituée principalement de matrice [Daudeville et Ladevèze, 1993]. Une démarche
d’homogénéisation asymptotique similaire pour obtenir une loi constitutive discrète
d’interface est également effectuée dans [Schellenkens et De Borst, 1993; Billoët
et al., 1994].

Pour certaines séquences d’empilement et certains cas de chargement, concen-
trer les dégradations sur les interfaces ne permet pas de représenter fidèlement la
physique [Lévêque, 1998]. Il est non seulement nécessaire de prendre en compte les
dégradations dans les plis [Guinard et al., 2002], mais également de coupler les en-
dommagements des plis et des interfaces. Cette démarche conduit à l’écriture de lois
d’évolution non-locales [Ladevèze et al., 2006a].

Nous présentons maintenant le modèle d’interface à endommagement isotrope
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décrit dans [Allix et al., 1998] et utilisé pour les simulations présentées dans ce
mémoire.

La dépendance du comportement de l’interface à l’orientation des plis adjacents,
notés P et P ′, est obtenue en décrivant ce comportement dans la base d’orthotropie
donnée sur le schéma 1.7 (sur cette figure, nP = e3, ces notations étant précisées
dans la section 2).

Fig. 1.7: Base d’orthotropie des interfaces cohésives

L’énergie surfacique de l’interface endommagée est écrite, dans sa base d’ortho-
tropie (e3, t1, t2) :

ed =
1

2

(
h+(−σ33)

2

k0
3

+
h+(σ33)

2

k0
3(1− d3)

+
σ31

2

k0
1(1− d1)

+
σ32

2

k0
2(1− d2)

)
(1.14)

Le traitement séparé des contraintes de traction et de compression suivant e3 per-
met de représenter l’évolution unilatérale des dégradations de l’interface en mode
I. k0

3, k0
1 et k0

2 sont les rigidités de l’interface non-endommagée, respectivement en
traction/compression suivant e3 et en cisaillement selon t1 et t2. Comme évoqué
dans la section précédente, ces rigidités sont reliées à des grandeurs physiques de
la zone interlaminaire, constituée principalement de matrice. Trois indicateurs d’en-
dommagement sont introduits pour représenter les dégradations de l’interface dans
les différents modes de délaminage sollicités.

L’évolution des indicateurs d’endommagement est gouvernée par les forces ther-
modynamiques associées à chaque mode d’endommagement :

Yi = −∂ed

∂di

d’où



Y3 =
1

2

h+(σ33)
2

k0
3(1− d3)2

Y1 =
1

2

σ31
2

k0
1(1− d1)2

Y2 =
1

2

σ32
2

k0
2(1− d2)2

(1.15)

Ces variables représentent l’énergie dissipée par un endommagement élémentaire
de l’interface. La dissipation volumique, nécessairement positive pour respecter le
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second principe de la thermodynamique, s’écrit alors :

φ = Y3 ḋ3 + Y1 ḋ1 + Y2 ḋ2 (1.16)

L’irréversibilité des processus de dissipation est pris en compte en reliant les
variables d’endommagement au maximum Yt sur l’histoire d’une combinaison des
forces thermodynamiques (Yi|τ )i∈{1,2,3} pour τ ≤ tn :

Yt = max(τ≤tn)

(
Y3

α
|τ + γ1Y1

α
|τ + γ2Y2

α
|τ
) 1

α (1.17)

Les lois d’évolution usuelles sont introduites :

d1 = d2 = d3 = min (w(Yt), 1) (1.18)

où w(Yt) =
n

n+ 1

(
h+(Yt − Y0)

Yc − Y0

)n

Ces lois d’évolution rendent la formulation de l’endommagement de l’interface iso-
trope. Les paramètres α, γ1 et γ2 permettent l’identification des poids relatifs des
énergies en mode 1, 2 et 3 pour la propagation en modes couplés. Y0 définit la charge
à partir de laquelle les dégradations sont initiées dans l’interface. Le paramètre n
confère à l’interface son caractère plus ou moins fragile.

De même que pour les modèles de zone cohésive décrits précédemment, les para-
mètres introduits doivent être identifiés pour l’initiation du délaminage et la propa-
gation en modes couplés. En particulier, le critère de Griffith doit être vérifié pour
chaque mode de délaminage, afin d’obtenir l’équivalence énergétique du modèle d’in-
terface cohésive et de la mécanique de la rupture : G3c = YC

∀ i ∈ {1, 2}, Gic =
Yc

γi

(1.19)

L’équivalence en modes couplés est obtenue sous la forme d’une « loi puissance »
similaire à celle décrite par l’équation (1.4). Plus de détails sur l’identification des
paramètres du modèle peuvent être trouvés dans [Lévêque, 1998].

Il a été supposé ici que les rigidités d’interfaces traitées sont suffisamment élevées
pour représenter correctement la concentration de contraintes en pointe de fissure
pour Yc = 0. On prendra de plus une valeur usuelle de 0, 5 pour le paramètre n. Ces
deux choix de paramètre conduisent à l’utilisation de lois cohésives quadratiques
selon chacun des modes de dégradation de l’interface.
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� Remarque 1.1 Comme nous l’avons évoqué précédemment, la validité des si-
mulations de délaminage pour lesquelles les dégradations sont concentrées dans les
interfaces peut être remise en cause dans certains cas de charge et de séquence d’em-
pilement. Notre travail est donc une première étude permettant de démontrer la fai-
sabilité des calculs tridimensionnels de délaminage sur des structures stratifiées de
taille importante.

2 Problème de référence

La structure étudiée E, occupant un domaine Ω de frontière ∂Ω, est composée
d’un empilement de NP plis P occupant un domaine ΩP tel que

⋃
P ΩP = Ω (voir

Figure 1.8). La frontière de ce domaine est notée ∂ΩP . Les champs déplacement uP

de chaque pli P sont recherchés dans l’espace UP . U0
P est l’espace vectoriel associé à

UP . La contrainte de Cauchy dans P , recherchée dans l’espace SP , est notée σ
P

et
la partie symétrique du gradient du déplacement est notée ε(uP ). La normale à la
frontière ∂ΩP de P , extérieure à P , est notée np.

Pour chaque couple de plis adjacents P et P ′, on définit une interface IPP ′ telle
que IPP ′ = ∂ΩP ∩ ∂ΩP ′ . L’ensemble des plis adjacents au plis P est noté VP .

Une distribution d’efforts F d est imposée sur la partie ∂ΩF de ∂Ω. Sur le com-
plémentaire ∂Ωu = ∂Ω\∂Ωf , on impose une distribution de déplacements Ud. Les
efforts de volume sont notés f

d
.

Fig. 1.8: Problème de référence

La structure est étudiée sous l’hypothèse des petites perturbations. Son évolution
est supposée quasi-statique et isotherme. Le problème d’évolution est résolu pas à
pas, en utilisant un schéma d’intégration temporelle implicite. A chaque piquet de
temps de l’analyse tn, où n ∈ J1, NK le problème de référence à résoudre est le
suivant :
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Trouver sref = (sP )P∈E, où sP = (σ
P
, uP ) ∈ SP × UP , vérifiant les équations

suivantes :

Admissibilité cinématique de la structure :
∀ P ∈ E, en tout point de ∂ΩP ∩ ∂Ωu,

uP = Ud

(1.20)

Equilibre global de la structure E :
∀(uP

?)P∈E ∈ ΠP∈E U0
P ,∑

P∈E

∫
ΩP

Tr
(
σ

P
ε(uP

?)
)
dΩ−

∑
P∈E

∫
ΩP

f
d
.uP

? dΩ

−
∑
P∈E

∫
∂ΩP∩∂Ωf

F d.uP
? dΓ +

∑
P∈E

∑
P<P ′
P ′∈VP

∫
IPP ′

σ
P
np.[u]P

? dΓ = 0

(1.21)

Comportement orthotrope linéaire des plis :
∀ P ∈ E, en tout point de ΩP , σ

P
= KP ε(uP ) (1.22)

Equation constitutive des interfaces cohésives :
∀ P ∈ E, ∀ P ′ ∈ VP , en tout point de IPP ′

APP ′( [u]
P
, σ

P
nP ) = 0

(1.23)

La notation P < P ′ signifie que le numéro associé au pli P ′ est plus grand que
celui associé au pli P dans la numérotation globale de la séquence d’empilement
du stratifié. Le saut de déplacement uP sur l’interface IPP ′ est défini par : [u]

P
=

uP ′ − uP . La relation APP ′ établit un lien entre la variable primale d’interface [u]
P
,

et la variable duale σ
P
nP . Elle dépend de l’histoire du chargement local, et s’écrit

explicitement :
σ

P
.nP −KPP ′ .[u]

P
= 0 (1.24)

Dans la base (nP , t1, t2) définie sur la figure 1.7, l’opérateur de rigidité local s’exprime
en fonction des variables internes introduites dans le modèle d’interface cohésive :

KPP ′ =


(
1− h+([u]

P
.nP ) d3

)
k0

n 0 0

0 (1− d1) k
0
1 0

0 0 (1− d2) k
0
2

 (1.25)

La dépendance de cet opérateur à l’histoire du chargement est induite par les lois
d’évolutions des indicateurs d’endommagement (di)i∈{1,2,3}. Ces lois sont données
dans la section 1.2.
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3 Difficultés numériques
Les difficultés numériques évoquées dans l’introduction de ce travail peuvent

être précisées. On supposera que le problème non-linéaire d’évolution est résolu, de
manière très classique, par un schéma incrémental implicite d’intégration en temps,
associé à un algorithme de résolution de problèmes non-linéaires de type Newton-
Raphson.

3.1 Taille des systèmes à résoudre

La figure 1.9 présente un exemple de calcul limitant pour un solveur direct sur une
machine conventionnelle possédant 2 Go de mémoire. La structure, de dimensions
7, 5 × 2, 5 × 0, 5 mm est composée de quatre plis de 0,125 mm d’épaisseur et de
séquence d’empilement [0/90]s. La discrétisation du problème est homogène : on
n’effectue pas de raffinement local a priori, les fronts de fissures étant libres de se
propager dans l’ensemble de la structure. Trois à cinq éléments sont utilisés pour
représenter l’évolution du déplacement dans l’épaisseur du pli. Un opérateur de
rigidité linéarisé et assemblé de cette structure occupe environ 1,8 Go en mémoire,
pour 540 000 degrés de liberté.

Pour la process zone cible représentée Figure 2, de dimensions 50×50×12, 5 mm,
en utilisant la même finesse de maillage que celle du cas test à quatre plis, on
évalue le nombre de degrés de liberté nécessaires à la discrétisation du problème
de délaminage à 180.106. Trois mille cœurs de 2 Go de mémoire seraient nécessaires
pour effectuer ce calcul. Compte-tenu de l’augmentation spectaculaire des puissances
des architectures de calcul parallèle, la résolution d’un tel problème est tout à fait
envisageable à court terme.

� Remarque 3.1 La discrétisation fixée dans l’épaisseur du pli nous semble raison-
nable pour représenter l’effet des concentrations de contrainte en pointe de fissure.
L’influence de ce choix sur la qualité des solutions obtenues en fonction des rigidités
relatives des interfaces cohésives utilisées et des plis du modèle de stratifié n’est pas
discutée dans ce travail.

3.2 Nombre de pas de temps de l’analyse

Outre la quantité imposante de données à stocker pour résoudre des problèmes de
délaminage de structures modélisées à l’échelle mésoscopique sur des cas industriels,
les temps de calcul nécessaires pour effectuer ces résolutions posent une nouvelle
difficulté. En effet, les algorithmes de résolution de problèmes non-linéaires classiques
ne convergent que si la solution recherchée est relativement proche de l’initialisation.
Un nombre de pas de temps très conséquent est donc nécessaire pour résoudre les
problèmes de délaminage. Plus précisément, le comportement local adoucissant de la
structure doit être représenté par une discrétisation fine en temps afin de capter les
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3 à 5 éléments dans 

l’épaisseur du pli

Fig. 1.9: Problème limitant sur une machine de calcul conventionnelle

états d’équilibre locaux de la structure. En supposant que quatre pas de temps sont
nécessaires pour capter d’une part le pic de contrainte, et d’autre part la dissipation
d’énergie associés à la loi cohésive locale de chaque élément d’interface, et que le front
de fissure progresse d’élément en élément, la simulation d’une avancée de fissure sur
toute la longueur du problème cible représenté sur la figure 2 nécessiterait cinq mille
pas de temps.

La représentation de ces nombreux états par l’algorithme de résolution implique
une importante quantité d’opérations de réassemblage d’opérateurs de rigidité glo-
baux, ce qui conduit à des temps de calculs prohibitifs.

3.3 Instabilités globales

Le comportement localement adoucissant de la structure implique la résolution
de problèmes d’instabilités globales (snap-back, snap-trough) et de bifurcations de
solutions. Ces instabilités n’apparaissent pas que dans certains cas pathologiques.
En fait, il est même difficile de trouver une séquence d’empilement et un cas de
chargement conduisant à un problème de suivi de fissure stable. Le cas test à quatre
plis présenté dans le paragraphe précédent, chargé en traction, présente très rapide-
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ment un comportement global de type snap-back. Cette instabilité correspond à une
rupture locale de la structure qui ne conduit pas directement à la ruine complète du
stratifié (voir Chapitre 7). Elle doit donc être traitée de manière appropriée afin de
quantifier la charge limite à rupture du stratifié.

La non-unicité de la solution des problèmes de délaminage est un problème dif-
ficile à résoudre, auquel on essaiera de répondre, au moins partiellement, au cours
des développements décrits dans ce mémoire (Chapitres 4, 5 et 7).
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CHAPITRE2 Stratégies multiéchelles
et solveurs parallèles

On dresse dans ce chapitre un état de l’art non exhaustif des mé-
thodes multiéchelles potentiellement adaptées au calcul de délami-
nage de composites stratifiés modélisés à l’échelle mésoscopique.
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1 Méthodes de résolution sur plusieurs échelles
Les méthodes présentées dans cette section ont pour base la résolution d’un

problème grossier sur la structure, appelé problème macroscopique, construit par
homogénéisation locale de la microstructure. Ces problèmes grossiers ont l’avantage
de représenter le comportement global de la structure par un nombre réduit de de-
grés de liberté. Cependant, si les phénomènes d’interêt interviennent à une échelle
inférieure à l’échelle macroscopique, il est nécessaire de redescendre, au moins loca-
lement, aux propriétés microstructurales. Chacune des méthodes décrites dans cette
section apporte des réponses originales, éventuellement complémentaires, au pro-
blème complexe du dialogue entre les échelles macroscopique et microscopique de la
structure.

1.1 Méthodes basées sur l’homogénéisation

La plupart des stratégies multiéchelles reposent sur le principe d’homogénéisa-
tion. Les méthodes d’homogénéisation les plus utilisées sont les techniques d’analyse
de Volumes Elémentaires Représentatifs (VER). Elles consistent en une série d’essais
numériques sur un échantillon représentatif de la microstructure, ayant pour but la
construction d’un comportement moyenné de cet échantillon. Le problème posé à
l’échelle macroscopique sur des champs inconnus moyens est résolu en utilisant le
modèle macroscopique construit, supposé représenter les propriétés de la structure
à l’échelle fine. Le retour aux propriétés locales de la structure est effectué en ré-
solvant des problèmes sur le VER, avec pour chargement la solution du problème
macroscopique au point du domaine considéré.

1.1.1 Théorie de l’homogénéisation périodique

La théorie de l’homogénéisation asymptotique propose un cadre mathématique
strict permettant de définir les transferts entre les deux échelles considérées dans le
cadre des techniques d’analyse sur VER.

Principe

On restreint l’étude à la résolution d’un problème d’élasticité linéaire. La mi-
crostructure consiste en la répétition εY -périodique d’un VER noté E. Le VER
est agrandi par une homothétie θ de rapport ε−1, permettant de passer de l’échelle
microscopique à l’échelle macroscopique (voir Figure 2.1). La variable de position x
décrit l’échelle macroscopique tandis que y décrit l’échelle microscopique. La relation
entre ces deux variables s’écrit :

x = ε(y + AY ) où A ∈ Zd (2.1)

Le paramètre d’homothétie étant supposé infiniment petit, le déplacement solu-
tion est une fonction des variables supposées indépendantes x et y et vérifie la
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Y -périodicité par rapport à y :

u(x) = u(x, y) = u(x, y + AY ) (2.2)

La solution du problème est alors recherchée sous la forme d’un développement
asymptotique en ε, tous les termes étant Y -périodiques en y :

u(x) =
∞∑
i=0

εi ui(x, y) (2.3)

La résolution des équations du problème d’élasticité linéaire nécessite la différencia-
tion du déplacement solution, qui s’écrit :

∂

∂x
u(x) =

∂

∂x
u(x, y) + ε−1 ∂

∂y
u(x, y) (2.4)

La résolution des équations locales d’équilibre et de comportement conduit ainsi à
différents problèmes en puissances de ε distinctes.

Fig. 2.1: Coordonnées macroscopiques sur la structure et microscopiques sur le
VER

Problèmes aux différentes échelles

Problème en ε−1 : divy(Kεy(u0)) = 0. Ce problème montre que le déplacement
macroscopique u0 est indépendant de y. On notera ε

0
= ε

x
(u0)

Problème en ε : divy(Kεy(u1)) = −divy(Kε0). Ce problème est posé sur le
VER E et consiste en la détermination d’un champ déplacement microscopique u1

Y -périodique sous le chargement ε
0

uniforme :

Trouver u1 Y − périodique sur E tel que ∀ u? Y − périodique sur E :∫
E

Tr
(
ε
y
(u1)Kεy(u

?)
)
dΩ = −

∫
E

Tr
(
ε
0
Kε

y
(u?)

)
dΩ

(2.5)
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On construit alors par linéarité un opérateur de localisation H(y) reliant la défor-
mation locale à la déformation macroscopique :

ε
y
(u1) = H(y)ε

0
(2.6)

Problème en ε−1 : divx(Kε0) + divy(K(ε
x
(u1) + ε

y
(u2))) + f

d
= 0. Seule la

condition d’existence d’une solution u2 à ce problème est exploitée et conduit à la
définition du problème macroscopique portant sur des quantités moyennées sur le
VER. En notant la déformation à l’ordre 0 : εm = ε

0
+ ε

x
(u1) et la contrainte à

l’ordre 0 : σm = Kεm : ∫
E

(divx(σ
m) + f

d
) dΩ = 0 (2.7)

On note, < . >E= 1
vol(E)

∫
E
. dΩ la moyenne sur le VER. D’où l’expression de

l’équilibre macroscopique moyenné sur E :

< divx(σ
m) >E + < f

d
>E= 0 (2.8)

soit en notant σM =< σm >E,

divx(σ
M)+ < f

d
>E= 0 (2.9)

Le comportement macroscopique est également obtenu en moyenne sur E :

σM =< Kεm >E =< K(Id + H(y))ε
0
) >E =< K(Id + H(y)) >E ε

0
(2.10)

ce qui permet de fermer le problème macroscopique global portant sur les inconnues
(σM , u0).

La théorie proposée fournit donc un cadre mathématique aux méthode d’homo-
généisation sur VER. Elle repose cependant sur des hypothèses très contraignantes
de périodicité et de rapport d’échelle élevé. En particulier, ces hypothèses ne sont
pas respectées dans les zones de bord. Des traitements spécifiques de ces « couches
limites » ont été proposés par [Auriel et al., 1982; Dumontet, 1986].

1.1.2 Homogénéisation périodique pour les problèmes non-linéaires

Deux types d’extension permettent l’utilisation de la théorie de l’homogénéisa-
tion des milieux périodiques pour résoudre des problèmes non-linéaires. Les pre-
mières proposent de réaliser le développement asymptotique de toutes les variables
du problème : déformations anélastiques [Suquet, 1987; Devries et al., 1989], va-
riables d’endommagement [Fish et al., 1997].

Les autres types d’extension permettent de réaliser des calculs microscopiques
non-linéaires sur le VER ou sur un ensemble de VER afin de déterminer le com-
portement homogénéisé en chaque point d’intégration du maillage grossier (dans le
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cas d’une résolution du problème macroscopique par une technique éléments finis).
Les problèmes sur les cellules élémentaires peuvent être résolus par des techniques
éléments finis standards [Smit et al., 1998; Feyel et Chaboche, 2000], ou par d’autres
méthodes telles que la Voronoï Cell Finite Element Method [Ghosh et al., 1995].

1.2 Méthodes de superposition et d’enrichissement

Les approches décrites dans cette section peuvent être utilisées de manière com-
plémentaire aux méthodes d’homogénéisation pour traiter les problèmes de délami-
nage. Elles consistent à superposer à la solution d’un problème macroscopique un
enrichissement microscopique local dans les zones à forts gradients.

1.2.1 Méthode de projection de Dirichlet hiérarchique

La méthode de projection de Dirichlet hiérarchique est introduite par [Zohdi
et al., 1996; Oden et al., 1999] pour résoudre des problèmes fortement hétérogènes.
Deux niveaux de discrétisation sont définis. Au niveau macroscopique, le problème
à résoudre est obtenu par une technique d’homogénéisation (par exemple la mé-
thode d’homogénéisation asymptotique). Au niveau microscopique, des problèmes
fins représentant les hétérogénéités structurelles sont résolus de manière indépen-
dante sur un ensemble de zones extraites (Ωm

i )i∈J1,NK de la structure. Les problèmes
microscopiques sont résolus en imposant des conditions de type Dirichlet sur le bord,
correspondant au prolongement des champs macroscopiques uM obtenus au premier
niveau sur ∂Ωm

i . La solution macroscopique corrigée localement est alors obtenue
par restriction des solutions microscopiques (um

i )i∈J1,NK au maillage macroscopique.
Pour les problèmes non-linéaires, le comportement macroscopique homogénéisé est
recalculé en chaque point d’intégration de la zone d’intérêt.

Une stratégie adaptative basée sur un estimateur d’erreur a posteriori [Oden
et al., 2006] confère à la méthode un caractère systématique. Si le niveau de cet
estimateur, après une première itération de la méthode, n’est pas satisfaisant loca-
lement, un recalage des comportements homogénéisés est effectué. Si, en suivant ce
principe, plusieurs itérations successives s’avèrent infructueuses, la taille des zones
sur lesquelles sont effectuées les ré-analyses locales est augmentée.

Cette stratégie offre un cadre intéressant pour la résolution de problèmes mul-
tiéchelles. Alors que, dans les approches adaptatives traditionnelles, on raffine loca-
lement la discrétisation du problème de départ, on préfère ici adapter l’échelle de
représentation du matériau.

1.2.2 Méthode Arlequin

La méthode Arlequin, introduite par [Ben Dhia, 1998; Ben Dhia et Rateau, 2001]
est une méthode générale de décomposition de modèles avec recouvrement. Dans le
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cadre de l’analyse de problèmes multiéchelles, elle permet de superposer à un pro-
blème macroscopique une analyse plus fine dans les zones d’intérêt. Conceptuelle-
ment, cette approche permet de faire dialoguer des modèles différents tant au niveau
de la discrétisation que de la nature des équations qui le régissent. Le couplage est
obtenu de manière faible dans le volume des zones de jonction. Techniquement, il est
obtenu en recherchant le minimum d’une somme pondérée des énergies potentielles
associées à chacun des modèles. Le raccord est imposé en moyenne par introduction
d’un multiplicateur de Lagrange.

Fig. 2.2: Domaines macroscopiques et microscopiques couplés par la méthode Ar-
lequin

Précisons ces idées dans le cadre de l’élastostatique. Le domaine associé au pro-
blème microscopique de la zone d’intérêt, noté Ωm, est strictement inclu, pour sim-
plifier l’écriture, dans le domaine d’étude Ω (voir Figure 2.2). La solution recherchée
est notée ũ = (uM , um). Le problème de couplage est alors posé sur un couple
(ũ, λ) ∈ Ũ × Um, où Um = H1(Ωm), Ũ = U × Um avec U = H1(Ω), tel que :

∀(ũ?, λ?) ∈ Ũ0 × Um,

{
aα(ũ, ũ?) + b(λ, ũ?) = lα(ũ?)

b(λ?, ũ) = 0
(2.11)

où

aα (ũ, ũ?) =

∫
Ω

αε(uM)Kε(uM ?
) , dΩ +

∫
Ωm

(1− α) ε(um)Kε(um?) dΩ

b(λ?, ũ) = 〈λ?, uM − um〉H1(Ωm)

lα(ũ?) =

∫
Ω

α f
d
.uM ?

dΩ +

∫
Ωm

(1− α)f
d
.um? dΩ +

∫
∂Ωu

F d.u
M ?

dΩ

Le facteur de pondération α ∈ [0, 1], potentiellement variable dans Ωm est un
paramètre de la méthode. La recherche d’un multiplicateur de Lagrange défini dans
H1(Ωm) et l’utilisation de produit scalaire 〈 . , . 〉H1(Ωm) de H1(Ωm) donne un cadre
mathématique rigoureux à la stratégie de couplage. Sous certaines conditions, il est
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possible d’utiliser d’autres espaces et produits scalaires.

Cette méthode est particulièrement séduisante pour réaliser des analyses locales
lorsque la position des zones d’intérêt varie au cours du temps, le problème de dé-
part n’étant jamais remaillé. Cependant, le problème global résultant du couplage
des modèles macroscopiques et microscopiques est, pour le moment, résolu de ma-
nière monolithique. Des approches itératives permettant d’éviter le réassemblage du
problème complet sont en cours d’étude [Helkhodja et al., 2007]. Par ailleurs l’ex-
tension de la méthode pour traiter des problèmes microscopiques non-linéaires fait
également l’objet de développements.

1.2.3 Méthodes basées sur la partition de l’unité

Les espaces d’approximation composés de fonctions polynomiales se révèlent in-
aptes à la représentation de phénomènes non-réguliers. Pour ce type de problèmes,
des techniques de raffinement locaux sont également inopérantes. Les méthodes ba-
sées sur la partition de l’unité, initiées par [Melenk et Babuška, 1996], apportent
une réponse à ce problème en proposant de construire des espaces d’approximation
quelconques. Pour cela, on définit sur le domaine d’étude un ensemble de fonctions
(ψ

j
)j∈J possédant les propriétés d’approximation désirées. Ces fonctions sont pon-

dérées par des fonctions (φi)i∈I formant une partition de l’unité du domaine d’étude
Ω, c’est-à-dire telles que : ∑

i∈I

φi(M) = 1 (2.12)

En général, les fonctions (φi)i∈I sont des fonctions de forme éléments finis, l’indice
i étant alors le numéro du nœud du maillage associé à Ω.
L’approximation de la solution recherchée sur le domaine Ω s’écrit alors :

uh =
∑
i∈I

φi(M)

(∑
j∈J

aij ψj
(M)

)
(2.13)

Les coefficients aj sont les inconnues (nodales si les fonctions de pondérations sont
des fonctions de forme éléments finis) du problème. On remarquera que cette ap-
proximation permet de reproduire n’importe quelle fonction. En particulier, si on
note us la solution du problème non discrétisé, en choisissant (ψj)j∈J = us et un jeu
de d’inconnues (aij)i∈I,j∈J unitaires, on obtient :

uh =
∑
i∈I

φi us = us (2.14)
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GFEM, XFEM

La méthode des éléments finis généralisés GFEM [Strouboulis et al., 2001] et la
méthode des éléments finis étendus XFEM [Moës et al., 1999] proposent de combiner
une approche éléments finis standard avec la partition de l’unité. L’espace éléments
finis est enrichi par des fonctions provenant d’une connaissance du problème à traiter.
Le champ solution approché s’écrit alors

uh =
∑
i∈I

φi(M)ui +
∑
i∈I

φi(M)

(∑
j∈J

aij ψj
(M)

)
(2.15)

La GFEM propose de construire les fonctions d’enrichissement en résolvant nu-
mériquement un certain nombre de problèmes à l’échelle microscopique (fonctions
handbook). Ces fonctions sont construites de manière indépendante pour chaque élé-
ment du maillage grossier de départ. On résout pour cela une série de problèmes
élémentaires à l’échelle microscopique sur un domaine englobant les hétérogénéités
de l’élément considéré.

La XFEM propose un choix de fonctions d’enrichissement permettant de repré-
senter des solutions discontinues. La description géométrique des surfaces de dis-
continuité est effectuée par la technique des level-set, qui consiste à représenter
une surface par l’iso-zéro d’une fonction (par exemple la fonction distance signée).
Pour les calculs de suivi de fissure en mécanique de la rupture fragile, deux types
de fonctions d’enrichissement sont proposés : des fonctions représentant la solution
analytique en pointe de fissure sur les noeuds des éléments contenant une pointe de
fissure, et des fonctions représentant la discontinuité de déplacement sur les noeuds
des éléments traversés par une fissure (voir Figure 2.3). La méthode permet alors
de s’affranchir, dans une certaine mesure, des problèmes de remaillage en pointe de
fissure.

Fig. 2.3: Enrichissements nodaux pour le traitement de la fissuration par la XFEM

La XFEM a également été utilisée par [Moës, 2002] pour traiter des problèmes
propagations de fissures cohésives. Les champs des bords des fissures initiés par uti-
lisation du critère global de Griffith sont liés par une loi de constitution adoucissante
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telle que celles étudiées dans le chapitre 1. L’utilisation de ces zones cohésives en
pointe de fissure permet de « lisser » la singularité de contrainte, non physique. Les
enrichissements pratiqués en pointe de fissure pour la rupture fragile (voir Figure
2.3) ne sont dès lors plus efficaces. Les auteurs choisissent de les remplacer par les so-
lutions asymptotiques obtenues analytiquement par [Planas et Elices, 2000b; Planas
et Elices, 2000a] pour des fissures cohésives dans un milieu infini. L’idée d’introduire
la discontinuité induite par la propagation de fissures cohésives par la XFEM est
reprise dans les travaux de [De Borst et Remmers, 2006].

2 Méthodes de résolution directe

Les systèmes résultant de la discrétisation fine de problèmes naturellement mul-
tiéchelles ne peuvent être résolus par des solveurs directs (décompositions LU, QR
ou factorisation de Cholesky). En effet, ces derniers sont trop coûteux en temps de
calcul et en mémoire requise. Les algorithmes itératifs tels que ceux de Jacobi, de
Gauss-Seidel, du gradient conjugué ou d’Uzawa, sont alors une alternative envisa-
geable pour inverser ces systèmes.

Les solveurs itératifs souffrent néanmoins d’une lacune à capter rapidement les
composantes à grande longueur de variation des solutions aux problèmes traités.
Pour combler cette lacune, les méthodes de calcul basées sur ces algorithmes pro-
posent une résolution sur deux échelles couplées. La partie de la solution à grande
longueur d’onde est traitée à chaque itération du solveur par résolution d’un pro-
blème posé sur une grille grossière qui force la propagation de cette information et
améliore le taux de convergence global. Les techniques de construction des problèmes
varient d’une méthode à l’autre. On distingue les stratégies suivantes :

Une construction arbitraire du problème grossier, s’appuyant sur une discréti-
sation grossière du problème fin et la construction d’opérateurs de restriction
et de prolongement permettant de transférer des champs d’une échelle de dis-
crétisation à l’autre. Ces idées sont retrouvées dans les méthodes multigrilles.
Une construction algébrique du problème grossier associé à une sous-structuration
préalable du problème et l’écriture de conditions d’auto-équilibre des sous-
domaines flottants. Ces techniques sont proposées par les méthodes de décom-
position de domaine basées sur les compléments de Schur
Une construction du problème grossier basée sur une partition du domaine et
le calcul pour chacun des sous-domaines d’un comportement homogénéisé, en
suivant les idées décrites dans la section 1. Cette caractéristique est utilisée
dans le cadre de la méthode micro/macro de décomposition de domaine mixte.

Afin de comparer les possibilités de ces méthodes pour notre cas d’étude, on
sera attentif à leur extension au cadre fortement non-linéaire, et à leur aptitude à
la parallélisation.
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2.1 Méthodes multigrilles

2.1.1 Principe

Les méthodes multigrilles (voir les ouvrages de référence [Brandt, 1977; Briggs,
1987]) sont particulièrement étudiées depuis la fin des années soixante-dix et trouvent
des applications multiples, en particulier en mécanique des fluides. Elles permettent
une résolution itérative de systèmes d’équations de grande taille, pour lesquels une
résolution directe n’est plus envisageable. Elles partent du constat que les algo-
rithmes itératifs classiques (Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation, ...) traitent efficace-
ment les composantes à faible longueur de variation du résidu au cours des itérations,
mais peinent à prendre en compte les composantes à grande longueur de variation.
L’idée est alors d’effectuer des résolutions incomplètes sur une hiérarchie de grilles
de degrés de raffinement distincts. Chacune de ces résolutions permet de diminuer
la part du résidu dont la longueur de variation correspond à la discrétisation de la
grille sur laquelle le système initial est transféré. En conséquence, le nombre d’éva-
luations à l’échelle fine nécessaires à la convergence de la solution est indépendant
du nombre de degrés de liberté N du problème à résoudre, c’est-à-dire que le coût
global de la méthode est seulement en O(N).

2.1.2 Résolution de systèmes non-linéaires sur deux niveaux

La résolution sur deux niveaux de problèmes non-linéaires peut être effectuée de
deux façons :

Par l’application d’un algorithme multigrille linéaire aux étapes de prédiction
linéaires d’un schéma de Newton.
Par l’utilisation d’un schéma multigrille de type FAS (Full Approximation
Scheme), décrit par [Brandt, 1982], extension des algorithmes multigrilles clas-
siques pour la résolution de problèmes non-linéaires.

On décrit ici l’algorithme FAS à deux niveaux, dont la méthode bigrille pour les
systèmes linéaires est un cas dégénéré. On considère la résolution d’un problème non-
linéaire discret K(U) = F . L’indice f dénote les quantités calculées sur l’échelle fine,
l’indice c les quantités de l’échelle grossière. On introduit les opérateurs de restriction
IU et IF permettant de transférer respectivement les champs inconnus et les second
membres de la grille fine à la grille grossière. Un opérateur de prolongement Î permet
de transférer les quantités de la grille grossière à la grille fine. Une itération k de la
méthode est réalisée en trois étapes :

Une étape de lissage sur la grille fine. La solution lissée Ūk
f de l’initia-

lisation Uk
f,0 est obtenue en effectuant un faible nombre αk d’itérations d’un

algorithme itératif de résolution de systèmes non-linéaires, analogue aux algo-
rithmes itératifs de résolutions de systèmes linéaires tels que Jacobi ou Gauss-
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Seidel. Le résidu du problème non-linéaire à l’échelle fine obtenu est alors :

Rk
f = F −K(Ūk

f ) (2.16)

Le résidu et le champ solution sont restreints à la grille grossière :

Rk
c = IF Rk

f Uk
c = IU Ūk

f (2.17)

Une étape de correction sur la grille grossière. Le problème non-linéaire
de correction sur la grille grossière s’écrit :

Kc(U
k
c + Ek

c ) = Rk
c + Kc(U

k
c ) (2.18)

Le problème non-linéaire sur la grille grossière est en général le même que
le problème initial. Seul l’écart obtenu par résolution du problème (2.18) est
prolongé sur la grille grossière :

Ek
f = Î Ek

c (2.19)

Une étape de mise à jour de la solution. La solution à l’échelle fine est
finalement obtenue par correction à l’échelle grossière :

Uk+1
f = Ūk

f + Ēk
f (2.20)

2.1.3 Algorithme multiniveau

Classiquement, le problème (2.18) peut être résolu par un algorithme multigrille
à deux niveaux. Cette idée peut être généralisée à un nombre quelconque de niveaux
(voir Figure 2.4).

Différents cycles de résolution multiniveau peuvent alors être utilisés. Ces cycles
définissent l’ordre dans lequel les problèmes aux différentes échelles sont résolus.
Leur efficacité respective est difficile à évaluer et dépend du problème à traiter.

2.1.4 Algorithme multiniveau parallèle

La parallélisation des algorithmes multigrilles est moins naturelle que celle des
méthodes basées sur les décompositions de domaine, construites dans ce but. Cepen-
dant, elle est tout à fait envisageable, et fait l’objet de nombreux travaux spécifiques.
On pourra se référer à une revue des différentes techniques envisageables dans [Jones
et McCormick, 1997; Douglas, 1996].

2.1.5 Algorithme multiniveau pour les milieux fortement hétérogènes

Les opérateurs de prolongement et de restriction classiques ont été montrés insuf-
fisants par [Fish et Belsky, 1995a; Fish et Belsky, 1995b] pour garantir l’extensibilité
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Fig. 2.4: Hiérarchie de grilles de degré raffinement croissant (à droite) et cycles
usuels de résolution multiniveau (à gauche)

de la méthode multigrille à deux niveaux appliquée à un matériau fortement hétéro-
gène. Les auteurs proposent alors de calculer ces opérateurs par une approche basée
sur la théorie de l’homogénéisation périodique. Le problèmes grossier obtenu devient
un problème homogénéisé de la structure, et la correction grossière apportée donne
une bien meilleure représentation des composantes à grande longueur d’onde de la
solution à chaque itération de la méthode.

2.2 Méthodes basées sur les décompositions de domaine

Les méthodes de décomposition de domaine, initialement conu̧es avec recouvre-
ment [Schwarz, 1869], ont connu un regain d’intérêt vers la fin des années 80 avec
la révolution informatique et l’avènement du calcul parallèle. Les méthodes non-
recouvrantes ont été privilégiées pour leur facilité d’implantation et leur adéquation
avec les concepts d’ingénierie (assemblage de composants). Un première version de
la stratégie de sous-structuration mixte basée sur l’algorithme de résolution LaTIn
est proposée dans [Ladevèze, 1985]. Dans [Farhat et Roux, 1991] l’approche duale
est adaptée au calcul de structure par éléments finis.

Ces méthodes souffrent néanmoins d’un manque d’extensibilité. Afin de traiter
efficacement les grands nombres de sous-domaines, [Mandel, 1993] propose, dans
le cadre de la méthode primale BDD, de construire un problème grossier associé
à vérification de l’orthogonalité des chargements locaux avec les déplacements de
solide rigide des sous-structures flottantes. La restauration de l’extensibilité pour la
méthode duale FETI est assurée de la même manière par [Farhat et Roux, 1994]. Les
singularités de coin pour les problèmes de plaques et coques conduisent à l’ajout de
contraintes supplémentaires de régularité, d’abord imposées à l’aide d’un gradient
conjugué augmenté [Le Tallec et al., 1998; Farhat et Mandel, 1998] puis à l’aide
d’algorithmes recondensés FETI-DP [Farhat et al., 2000b] et BDDC [Dohrmann,
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2003].
Une construction hiérarchique d’un problème grossier pour la méthode de décom-

position de domaine mixte basée sur l’algorithme LaTIn est décrite dans [Ladevèze
et Dureisseix, 1998]. Une vision multiéchelle de cet algorithme (dite approche mi-
cro/macro), en rupture avec les visions précédentes, est proposée dans [Ladevèze
et Dureisseix, 2000]. Cette dernière impose la continuité systématique de grandeurs
moyennes aux interfaces. Celles-ci sont choisies en accord avec le principe de Saint-
Venant, de manière à ce que seules les composantes à faible longueur de varia-
tion restent à trouver itérativement par des échanges entre sous-structures voisines.
La continuité moyenne est assurée par la résolution d’un problème macroscopique,
qui peut être considéré comme l’assemblage d’opérateurs homogénéisés par sous-
domaine. Des travaux récents exploitent une idée similaire dans le cadre de FETI-DP
[Klawonn et Rheinbach, 2005] et BDDC.

2.2.1 Méthodes basées sur les compléments de Schur

Les méthodes basées sur les compléments de Schur ([Gosselet et Rey, 2006] pro-
pose une revue détaillée de ces méthodes dans un formalisme unique) sont proba-
blement les méthodes de résolution de problèmes de grande taille les plus utilisées
en mécanique des structures. Ce succès est dû à deux ingrédients majeurs : une
écriture algébrique de ces méthodes, très proche de l’implémentation numérique, et
l’utilisation d’algorithmes de résolution itératifs robustes, dont les propriétés sont
largement connues des mathématiciens. Ces stratégies sont initialement écrites pour
résoudre des problèmes linéaires, mais on évoquera les récentes extensions au cadre
non-linéaire.

Les méthodes de décomposition de domaine basées sur les compléments de Schur
consistent en un partitionnement de la structure E en sous-structures E. Chaque
sous-structure est vue par les sous-structures voisines comme une boîte noire, les
quantités statiques et cinématiques d’interface étant reliées par un opérateur de rigi-
dité ou de souplesse condensé, appelé complément de Schur. Les conditions d’admis-
sibilité des quantités d’interface, couplées aux équilibre locaux des sous-structures,
donnent un problème global d’interface, résolu de manière itérative par un gradient
conjugué préconditionné projeté.

On décrit ici plus particulièrement la méthode FETI, qui introduit les principaux
éléments de ces stratégies de la façon naturelle. Les similitudes et différences avec
les autres stratégies de décomposition de domaine seront ensuite évoquées.

On considère la résolution d’un système linéaire KU = F . L’équilibre local de
chaque sous-structure s’écrit :

K(E)U (E) = λ(E) + F (E) (2.21)

λ(E) est le vecteur des réactions nodales imposées par les voisins de E, non-nuls
uniquement sur le bord ∂ΩE du sous-domaine. L’équilibre des réactions d’interface
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s’écrit alors : ∑
E

A(E)t(E)λ(E) = 0 (2.22)

La continuité des déplacements d’interface s’écrit :∑
E

B(E)t(E)U (E) = 0 (2.23)

t(E) est un opérateur booléen de trace. A(E) est un opérateur booléen de localisation,
B(E) est un opérateur booléen signé de localisation, qui vérifient :∑

E

A(E)B(E)T = 0 (2.24)

Les différentes méthodes de décomposition de domaine basées sur les complé-
ments de Schur proposent de résoudre ce système d’équations en condensant les
problèmes locaux sur l’interface, puis en les injectant dans les équations (2.23) et
(2.22).

On note X(E)
b la trace sur ∂ΩE d’un vecteur quelconque X(E) définit sur E, et

X
(E)
i la restriction de X(E) aux noeuds intérieurs de E.

X
(E)
b = t(E)X(E) X

(E)
i = (Id − t(E))X(E) (2.25)

Fig. 2.5: Décomposition de la structure en sous-structures, déplacements et réac-
tions nodaux d’interface

Finite Element Tearing and Interconnecting method

La méthode duale décrite dans [Farhat et Roux, 1991] repose sur l’écriture d’un
unique vecteur de réaction nodale λb = B(E)Tλ

(E)
b , ce qui assure automatiquement

la vérification de l’admissibilité des réactions nodales d’interface (2.22). La solution
du problème global est alors recherchée en injectant les problèmes locaux (2.35),
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condensés sur les interfaces, dans l’équation d’admissibilité cinématique d’interface
(2.23). La solution des équilibres locaux n’est cependant pas accessible directement,
puisqu’il s’agit de résoudre des problèmes à conditions de Neumann sur le bord. On
utilisera alors une inverse généralisée K(E)+ telle que :

∀X ∈ Im(K(E)), K(E)K(E)+X = X (2.26)

Celle-ci permet de calculer la partie déformante du champ déplacement en l’absence
de conditions de Dirichlet, la partie correspondant aux modes à énergie nulle étant
alors ajoutée à la précédente :

U (E) = K(E)+
(
λ(E) + F (E)

)
+ R(E)α(E) (2.27)

Cette écriture n’a évidemment de sens que si le chargement λ(E)+F (E) n’excite pas le
noyau R(E) de K(E), c’est-à-dire les mouvements de corps rigide de la sous-structure
E, ce qui se traduit par l’équation d’admissibilité suivante :

R(E)T
(
λ(E) + F (E)

)
= 0 (2.28)

L’équilibre local (2.27) de E est condensé sur le bord ∂ΩE en introduisant l’opérateur
Sd

(E), complément de Schur dual de la sous-structure E :

U
(E)
b = Sd

(E) λ
(E)
b + U (E)

c + R
(E)
b α(E) (2.29)

où


Sd

(E) = t(E)K(E)+ t(E)T

U (E)
c = t(E)K(E)+F (E)

R
(E)
b = t(E)R(E)

L’injection des équilibres locaux condensés (2.29) dans l’équation d’admissibilité
cinématique des quantités d’interface (2.23), couplée à la condition d’auto-équilibre
(2.28) portant sur les réactions nodales d’interface de chaque sous-structure, donne
le problème condensé global à résoudre :

(
Sd G
GT 0

)(
λb

α

)
=

(
−F
−e

)
(2.30)

où



Sd =
∑

E

B(E) Sd B(E)T

G =
(
... B(E) R

(E)
b ...

)
F =

∑
E

B(E) U (E)
c

e =
(
... F

(E)
b

T
B(E)R

(E)
b ...

)T

(2.31)

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



44 Stratégies de calcul multiéchelles

Il n’est en général pas raisonnable d’inverser ce système de manière directe. Le
calcul explicite des inverses généralisées des opérateurs de rigidité de chaque sous-
structure est en effet une opération coûteuse. En outre, pour des problèmes de grande
taille, le problème condensé possède encore un nombre élevé de degrés de liberté,
et ne peut être assemblé. Pour ces deux raisons, la résolution est effectuée par un
algorithme du gradient conjugué préconditionné projeté, aisément parallélisable.

La connaissance de bons préconditionneurs, impliquant des résolutions de pro-
blèmes locaux sur chaque sous-structure, permet d’accélérer la convergence de cet al-
gorithme. Le préconditionneur optimal S̃−1

d au sens des décompositions de domaine,
appelé préconditionneur de Dirichlet, est l’assemblage pondéré des compléments de
Schur primaux locaux Sp

(E) (qui seront explicités dans le paragraphe suivant) :

S̃−1
d =

∑
E

B̃(E) Sp B̃(E)T

(2.32)

Plusieurs approximations efficaces de Sp opérateur peuvent être utilisées (lumped,
superlumped). L’opérateur d’assemblage pondéré est généralement écrit sous la forme
B̃(E) = M(E)B(E). L’opérateur diagonal de scaling M(E) permet de donner un sens
mécanique au préconditionneur [Rixen et Farhat, 1999] et est alors choisi en fonction
du problème à traiter et de la discrétisation spatiale retenue :

Pour les problèmes homogènes : M(E) = diag

(
1

multiplicité nodale

)
Pour les problèmes hétérogènes, on adopte une écriture de M(E) permettant de
rendre compte, en plus de la multiplicité des noeuds d’interface, de la différence
de raideur entre les deux sous-structures voisines.

Une interprétation mécanique du préconditionneur de Neumann sera développée
pour notre cas d’application de la méthode primale dans le chapitre 6.

Une opération de projection permet de traiter efficacement la condition d’ad-
missibilité des réactions nodales d’interface (2.28). Les réactions nodales d’interface
sont recherchées sous la forme :

λb = λ0 + Pλ? où
{

GTλ0 = −e
GTP = 0

(2.33)

Usuellement, ces conditions sont respectées en choisissant l’initialisation λ0 et le
projecteur P tels que :

λ0 = −G(GTG)−1e
P = Id −G(GTG)−1GT (2.34)

L’initialisation λ0 = Gβ avec β = −(GTG)−1e est ainsi recherchée comme l’as-
semblage d’une combinaison des résultantes et moments des réactions nodales des
interfaces de chaque sous-structure en équilibre avec les résultantes et moments des
efforts extérieurs imposés. La partie de la solution λ?, calculée au cours des itérations
du gradient conjugué, est recherchée dans l’espace complémentaire à celui de λ0.
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Cette résolution est donc à deux échelles : l’initialisation donne, par un calcul
direct sur un problème grossier, la partie à grande longueur de variation des réac-
tions nodales d’interface et la partie complémentaire, à longueur de variation plus
faible, est recherchée itérativement au cours des itérations du gradient conjugué.
L’opération de projection permet ainsi d’assurer l’extensibilité de la méthode.

Balancing Domain Decomposition method

La méthode primale décrite dans [Mandel, 1993; Le Tallec, 1994] est semblable
sur de nombreux points à la méthode duale. Elle repose sur les mêmes techniques et
son efficacité est comparable à celle de FETI. BDD repose sur l’écriture d’un unique
vecteur de déplacement d’interface Ub = AT U

(E)
b , ce qui assure automatiquement

la vérification de (2.23). La vérification de (2.22) est recherchée en condensant les
problèmes locaux (2.35) sur les interfaces.

En renumérotant les noeuds de façon à faire apparaître explicitement les quan-
tités de bords et les quantités intérieures, l’équation (2.35) s’écrit :(

K
(E)
ii K

(E)
ib

K
(E)
bi K

(E)
bb

)(
U

(E)
i

U
(E)
b

)
=

(
F

(E)
i

F
(E)
b + λ

(E)
b

)
(2.35)

La condensation de ce problème fait apparaître le complément de Schur primal Sp
(E)

de la sous-structure E :
Sp

(E) U
(E)
b = λ

(E)
b + F (E)

c (2.36)

où

{
Sp

(E) = K
(E)
bb −K

(E)
bi K

(E)
ii

−1
K

(E)
ib

F (E)
c = F

(E)
b −K

(E)
bi K

(E)
ii

−1
F

(E)
i

Le problème d’équilibre global à résoudre devient donc :

Sp Ub = Fc où


Sp =

∑
E

A(E)S(E)A(E)T

Fc =
∑

E

A(E)F (E)
c

(2.37)

De même que pour la méthode FETI, ce problème est résolu par un gradient
conjugué préconditionné projeté. L’écriture du projecteur est cette fois associée à
la résolution des problèmes locaux de Neumann résultant du préconditionnement
qui utilise les compléments de Schur duaux Sd

(E) = Sp
(E)+. Cette méthode, retenue

pour résoudre des problèmes linéaires de grande taille dans le cadre du travail exposé
ici, sera détaillée dans le chapitre 6.
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Méthode de décomposition de domaine hybride

L’approche hybride des méthodes de décomposition de domaine basées sur les
compléments de Schur, proposée par [Gosselet et al., 2004], propose un cadre per-
mettant d’unifier les méthodes primales et duales. Le principe consiste à assujettir
une partie des degrés de liberté d’interface à une condition d’équilibre des efforts,
en introduisant une variable unique de déplacement, et la partie complémentaire à
une condition de continuité des déplacements, en introduisant une variable unique
d’effort. Le système condensé résultant de cette écriture, dans le cas général, est non-
symétrique, et doit être résolu par un algorithme de type GMRes. Cette approche
permet d’adapter les inconnues d’interface à la nature du problème mécanique à ré-
soudre. Elle est typiquement adaptée aux problèmes multichamps où les inconnues
mécaniques n’ont pas les mêmes dimensions physiques (déplacement/pression dans
les problèmes incompressibles ou multiphysiques).

Méthodes de décomposition de domaine recondensées

Les approches FETI-DP [Farhat et al., 2000b] et BDDC [Dohrmann, 2003] ont
été développées de manière à éviter le calcul des inverses généralisées rencontré dans
FETI (dans la définition du problème condensé) et BDD (au niveau du précondi-
tionneur). L’idée est d’assurer en permanence la continuité du déplacement en un
petit nombre de nœuds d’interface. Ces nœuds sont, typiquement les « coins » de
sous-structures plaques et coques ou trois nœuds par face de sous-structures tri-
dimensionnelles. Le problème grossier associé à cette contrainte de continuité se
traduit également par l’introduction d’un projecteur au sein du gradient conjugué.

En 3D, la pertinence du problème grossier, et donc la vitesse de convergence de la
méthode, dépend fortement des nœuds sur lesquelles la contrainte de continuité est
a priori imposée. [Klawonn et Rheinbach, 2005] propose une approche basée sur la
transmission de quantités dotées d’un sens mécanique plus prononcé : un changement
de base sur les sous-domaines permet d’imposer non-plus une continuité ponctuelle
mais une continuité en moyenne sur les interfaces. Ce changement de base entraîne
néanmoins une certaine complexité algorithmique.

Méthode de décomposition de domaine mixte

Les méthodes de décomposition de domaine mixtes proposent de rechercher une
combinaison des déplacements et des réactions nodales d’interface. Différentes ap-
proches peuvent être envisagées pour poser de tels problèmes. On se réfère ici à la
méthode FETI-2LM proposée par [Farhat et al., 2000a]. Une alternative est propo-
sée dans la section 2.2.2. Les équations d’admissibilité cinématique (2.23) et statique
(2.22) d’interface sont alors couplées par introduction d’une nouvelle variable d’in-
terface µ(E)

b = λb +k(E)Ub. Les problèmes locaux condensés de chaque sous-structure
deviennent : (

Sp
(E) + k(E)

)
U

(E)
b = µ

(E)
b + F (E)

c (2.38)
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Dans le cas simplifié du traitement de deux sous-structures E et E ′, les conditions
d’admissibilité d’interface deviennent : µ

(E)
b + µ

(E′)
b −

(
k(E) + k(E′)

)
U

(E)
b = 0

µ
(E)
b + µ

(E′)
b −

(
k(E) + k(E′)

)
U

(E′)
b = 0

(2.39)

Les problèmes locaux sont inversés sous réserve de régularisation de S(E)
p par k(E),

et les solutions obtenues sont injectées dans l’admissibilité d’interface réécrite en
termes de variables mixtes :

Sm µb = Fm (2.40)

où l’on a introduit les notations suivantes :

Sm = Id Id −
(
k(E) + k(E′)

)(
Sp

(E′) + k(E′)
)−1

Id −
(
k(E) + k(E′)

)(
Sp

(E) + k(E
)−1

Id


µb =

(
µ

(E)
b

µ
(E′)
b

)

Fm =

 (
k(E) + k(E′)

)(
Sp

(E′) + k(E′)
)−1

F (E)
c(

k(E) + k(E′)
)(

Sp
(E) + k(E)

)−1

F (E′)
c


(2.41)

L’originalité de ces méthodes est l’introduction de paramètres k(E) régularisant
les problèmes locaux par sous-structure. Ces paramètres conditionnent la conver-
gence de la méthode, et doivent être choisis avec soin. En effet tel qu’il est posé, le
problème d’interface est résolu itérativement sans préconditionnement. Il apparaît
ici clairement qu’en choisissant k(E) = Sp

(E′) et k(E′) = Sp
(E), l’opérateur Sm de-

vient l’identité et la solution est trouvée de manière immédiate. En généralisant à un
nombre quelconque de sous-structures, on peut montrer que le choix optimal pour
k(E) est le complément de Schur de Ē (où Ē = E\E) sur l’interface de E. Ce choix
n’est évidemment pas réaliste puisqu’il ne respecte pas la localisation des données,
ce qui implique de faibles performances parallèles. Plusieurs approximations peuvent
être choisies, revenant à approximer cet opérateur optimal par un calcul local dans
un voisinage de E.

On remarque enfin que, les problèmes locaux étant régularisés, le problème gros-
sier nécessaire à la transmission rapide de la partie à grande longueur d’onde de la
solution au cours des itérations du solveur itératif doit être introduit artificiellement.
En pratique, on utilise le même type de problème grossier que pour les méthodes
FETI ou BDD. La méthode décrite dans la section 2.2.2 propose la construction
d’un problème grossier basé sur une technique d’homogénéisation, dont la résolu-
tion implique également la recherche de modes de déformation à énergie non nulle
des sous-structures.
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Résolution de problèmes non-linéaires

Les problèmes non-linéaires de grande taille peuvent être résolus par un algo-
rithme de Newton, les étapes de prédictions linéaires faisant alors appel à une in-
version du problème tangent par une des méthodes de décomposition de domaine
citées dans les paragraphes précédents [Farhat et al., 2000b],[Barboteu et al., 2001].

Les étapes de prédiction linéaire d’un même pas de temps de Newton présentant
des similitudes numériques, les bases de solution construites lors de la résolution
d’un problème tangent condensé par un algorithme du gradient conjugué peuvent
être réutilisées pour la résolution des problèmes tangents ultérieurs. Cette idée est
utilisée pour construire les « solveurs à mémoire » basés sur la réutilisation des sous-
espaces de Krylov, comme GIRKS (Generalized Iterative Reuse of Krylov Subspaces
[Risler et Rey, 2000], GKC (Generalized Krylov Correction) [Rey, 1996] ou SRKS
(Selective Reuse of Krylov Subspaces) [Gosselet, 2003].

Ces méthodes, dénommées méthodes de Newton-Krylov-Schur, sont très efficaces
dans le cadre de la résolution de problèmes aux non-linéarités diffuses. Pour le traite-
ment de non-linéarités localisées dans certaines sous-structures, [Cresta et al., 2007;
Pebrel et al., 2008] proposent d’effectuer des itérations non-linéaires locales indépen-
dantes sur chaque sous-domaine, après chaque prédiction linéaire de Newton (voir
Figure 2.6).

Fig. 2.6: Décomposition du domaine en sous-structures et interfaces
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2.2.2 Stratégie LaTIn micro/macro

La méthode multiéchelle de décomposition de domaine mixte décrite dans [Lade-
vèze et Nouy, 2003] propose de décomposer la structure en sous-structures séparées
par des interfaces. L’originalité de cette sous-structuration réside dans l’écriture de
champs d’effort et de déplacement de surface pour chacun des deux côtés d’une
interface. Il est alors tout à fait possible d’attribuer à cette interface, entité méca-
nique à part entière, des comportements complexes liant les champs introduits. La
recherche simultanée des champs statiques et cinématiques d’interface et, dans le
cas général, de sous-structures, confère à la stratégie son caractère mixte.

Un algorithme itératif de résolution LaTIn est utilisé pour résoudre le problème
sous-structuré. Cet algorithme a originellement été introduit pour résoudre des pro-
blèmes non-linéaires d’évolution, en recherchant à chaque itération une solution sur
tout l’intervalle de temps. Des approximations espace-temps de la solution peuvent
être utilisées afin de résoudre efficacement les problèmes posés sur un grand inter-
valle de temps et nécessitant des discrétisations temporelles fines [Nouy et Ladevèze,
2004; Passieux et al., 2007]. On ne s’intéressera dans la suite qu’à la capacité de la
LaTIn à résoudre de façon incrémentale des problèmes non-linéaires successifs.

Contrairement à l’approche mixte décrite dans la section précédente, on n’im-
pose pas l’écriture du problème d’interface en termes de variables mixtes µ(E)

b =

λ
(E)
b +k(E)U

(E)
b . Ces dernières apparaissent naturellement lors de la résolution du pro-

blème d’interface par l’algorithme de résolution non-linéaire LaTIn. Ce processus ité-
ratif est ici décrit de manière très simplifiée afin de respecter les notations algébriques
utilisées pour les méthodes de décomposition de domaine détaillées précédemment.
Les justifications mathématiques de cet algorithme, basées sur une écriture varia-
tionnelle des équations de la mécanique des milieux continus, seront données dans
le chapitre suivant. On supposera ici que le comportement des sous-structures est
linéaire, les non-linéarités étant concentrées dans les interfaces, et que les discréti-
sations des champs de sous-structure et d’interface sont compatibles. Une itération
n de l’algorithme LaTIn appliqué à la résolution du problème sous-structuré décrit
précédemment se compose alors de deux étapes :

Une étape de résolution de problèmes indépendants par sous-structure, effec-
tuée en parallèle. On introduit pour cela une rigidité artificielle k(E) liant les
champs cinématiques et statiques des interfaces de la sous-structure E à ceux
issus de l’itération précédente :

λ
(E)
bn

+ k(E) Ub
(E)
n = λ

(E)
bn−1/2

+ k(E) U
(E)
bn−1/2

(2.42)

Les équilibres locaux condensés de chaque sous-structure (2.36) peuvent alors
être résolus localement en injectant l’équation précédente de façon à éliminer
les réactions nodales d’interfaces :

(SP
(E) + k(E))U

(E)
bn

= F (E)
c + λE

bn−1/2
+ k(E) U

(E)
bn−1/2

(2.43)
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Une étape locale sur les champs d’interface. Les champs cinématiques et sta-
tiques sont cette fois reliés par une rigidité négative, conjuguée de la rigidité
introduite à l’étape précédente pour assurer la convergence de l’algorithme :{

λ
(E)
bn+1/2

− k(E) U
(E)
bn+1/2

= λE
bn
− k(E) U

(E)
bn

λ
(E′)
bn+1/2

− k(E′) U
(E′)
bn+1/2

= λ
(E′)
bn
− k(E′) U

(E′)
bn

(2.44)

Le comportement local, éventuellement non-linéaire en chaque point de l’in-
terface, est un ensemble de deux équations vectorielles (6 équations scalaires
en 3D) s’écrivant formellement :

R
(
U

(E)
bn+1/2

, U
(E′)
bn+1/2

, λ
(E)
bn+1/2

, λ
(E′)
bn+1/2

)
= 0 (2.45)

Le système éventuellement non-linéaire composé de (2.44) et (2.45) est résolu
localement sur chaque interface.

Comme pour les méthodes de décomposition de domaine basées sur les com-
pléments de Schur sans résolution de problème grossier, les communications entre
sous-structures ne sont réalisées qu’entre voisins immédiats au cours d’une itéra-
tion. L’effet d’une perturbation n’est donc ressenti par les sous-structures lointaines
qu’après un nombre important d’itérations LaTIn. Dans [Ladevèze et al., 2002], l’ex-
tensibilité est rétablie par construction d’un problème grossier, global sur toute la
structure, et par sa résolution à chaque itération du solveur. Le problème grossier
est obtenu en imposant systématiquement la continuité d’une moyenne de champs
d’interface entre chaque couple de sous-structures adjacentes, et par le calcul et l’as-
semblage d’opérateurs homogénéisés des sous-structures au sens de ces quantités.
Les moyennes des champs d’interface, appelées composantes macroscopiques, sont
les parties à grande longueur de variation de la solution.

Cette stratégie s’est montrée efficace dans de nombreux domaines. On pourra
citer les travaux de [Ladevèze et Dureisseix, 2000] pour l’étude de structures possé-
dant de fortes hétérogénéités matérielles, ceux de [Nouy et Ladevèze, 2004] pour le
traitement des non-linéarités de type contact traitées dans les interfaces de la stra-
tégie, ceux de [Guidault et al., 2008] pour les calculs de fissuration en fatigue avec
intégration de la XFEM, ou encore les travaux de [Violeau, 2007] pour la résolution
de problèmes de composites stratifiés modélisés à l’échelle microscopique, seules les
interfaces de la méthode présentant une aptitude à la rupture.

2.2.3 Bilan concernant les méthodes de calcul exact

Les trois types d’approche présentés ici pour résoudre des problèmes industriels
de délaminage sont tous envisageables. Cependant, les méthodes basées sur les dé-
compositions de domaine paraissent beaucoup plus aisées à mettre en oeuvre sur
des architectures parallèles. De plus, ces méthodes proposent une vision très « mé-
canique » de la résolution de systèmes de grande taille, ce qui explique leur succès
dans le domaine du calcul de structure.
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Les méthodes de décomposition de domaine décrites précédemment ont démontré
leur efficacité pour résoudre des problèmes non-linéaires de grande taille. [Germain
et al., 2007] traitent par exemple des problèmes de fissuration dans les composites,
avec un modèle d’endommagement non-local, en résolvant les prédictions linéaires
d’un schéma de Newton par la méthode FETI. Les travaux de [Violeau, 2007] sur
l’utilisation de la méthode de décomposition de domaine mixte basée sur l’algorithme
LaTIn pour simuler les dégradations à l’échelle microscopique dans les stratifiés dé-
montrent également la capacité de cette stratégie pour résoudre les problèmes à
grand nombre de degrés de liberté. La méthode micro/macro a été retenue pour
nos travaux, et ce pour deux raisons principales. Tout d’abord, la sous-structuration
proposée en entités mécaniques 2D et 3D semble très appropriée à la résolution des
problèmes de stratifiés modélisés comme assemblage de plis élastiques et d’inter-
faces endommageables. D’autre part, les travaux précédemment cités démontrent
une certaine maturité de la compréhension de cette stratégie dans le cadre du trai-
tement de non-linéarités de surface. L’application de cette méthode aux problèmes
de délaminage résolus de manière incrémentale fait l’objet de la prochaine partie.
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CHAPITRE3 Méthode de
décomposition de
domaine mixte pour les
non-linéarités de surface

La stratégie de décomposition de domaine mixte à deux échelles ba-
sée sur l’algorithme de résolution de problèmes non-linéaires LaTIn
est ici décrite dans le cadre du traitement de non-linéarités de sur-
face, à chaque piquet de temps d’un schéma d’intégration implicite.
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La stratégie multiéchelle de décomposition de domaine mixte décrite dans [La-
devèze et Nouy, 2003] est ici directement appliquée au traitement du problème de
référence posé dans le chapitre 1. Dans la version proposée ici, cette méthode repose
sur trois points fondamentaux :

Une décomposition de la structure en sous-structures, entités mécaniques vo-
lumiques, et en interfaces, entités surfaciques permettant d’assurer la trans-
mission des efforts et des déplacements entre les sous-structures.
Une séparation d’échelle réalisée sur les interfaces. Les champs macroscopiques
d’interface, quantités ayant une influence globale sur la structure, sont extraits
par projection des champs d’interface sur une base macroscopique.
Un algorithme de résolution itératif à deux étapes. On cherche successivement
des solutions vérifiant les équations d’admissibilité des sous-structures et les
conditions de raccord en moyenne (c’est-à-dire le raccord de quantités ma-
croscopiques) sur les interfaces (étape linéaire), et des solutions vérifiant les
conditions de raccord complet aux interfaces (étape locale).

1 Sous-structuration

1.1 Principe

plis

interfaces parfaites

interfaces 

cohésives

Modèle

Sous-structuration

sous-structuration 

des plis

sous-structuration

“pli-interface”

Fig. 3.1: Décomposition du domaine en sous-structures et interfaces

Classiquement, la décomposition en sous-domaines d’un problème de mécanique
de grande taille permet de répartir les opérateurs de chaque sous-structure sur les
processeurs d’une architecture parallèle. Dans ce cadre, la sous-structuration est
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généralement réalisée de manière automatique afin d’équilibrer les charges sur ces
processeurs. Un autre type de sous-structuration, plutôt pratiquée dans une optique
d’optimisation de conception, consiste en une décomposition du domaine en diffé-
rentes pièces d’un assemblage, les conditions d’interaction étant gérées aux interfaces
entre sous-domaines. Ici, nous choisissons une démarche intermédiaire en réalisant
la sous-structuration en deux étapes (voir Figure 3.2) :

Une première décomposition consiste à définir chacun des plis comme sous-
structure, le comportement cohésif des interfaces physiques entre plis voisins
étant alors traité comme une interaction entre sous-structures.
Une seconde décomposition consiste à découper chacun des plis en sous-structures
afin d’obtenir une répartition optimale des charges sur les processeurs de l’ar-
chitecture parallèle d’une part, et d’optimiser l’efficacité de l’algorithme itératif
de résolution d’autre part (voir Chapitre 4).

L’originalité de la méthode de décomposition de domaine mixte est d’introduire
des entités mécaniques surfaciques aux interfaces entre sous-structures, permettant
de traiter efficacement les lois d’interaction, appelées par suite comportement d’in-
terface.

1.2 Notations

Fig. 3.2: Sous-structures et interfaces

La structure E est décomposée en sous-structures. Une sous-structure E, définie
sur un domaine ΩE tel que

⋃
E

ΩE = Ω, est connectée à une sous-structure adjacente

E ′ par l’intermédiaire d’une interface ΓEE′ occupant le domaine ∂ΩE ∩ ∂ΩE′ (voir
Figure 3.2). On note VE l’ensemble des structures E ′ telles que ΩE ∩ ΩE′ 6= {0}.

Les champs uE, σ
E

et ε(uE) définis sur la sous-structure E représentent respecti-
vement le déplacement, le tenseur des contraintes de Cauchy et la partie symétrique
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du gradient du déplacement. Les champs uE et σ
E

sont recherchés dans les espaces
respectifs UE et SE.

L’entité surfacique ΓEE′ , où E ′ ∈ VE impose des distributions d’effort FE, FE′

et de déplacement WE,WE′ à E et E ′ respectivement. Ces distributions sont recher-
chées dans les espaces respectifsWEE′ et FEE′ . Sur E telle que ∂ΩE∩(∂Ωf ∪∂Ωu) 6=
{0}, les conditions aux limites sont transmises par introduction d’une interface par-
ticulière ΓEd

. On note ΓE =
⋃

E′∈VE
ΓEE′ ∪ ΓEd

l’ensemble des interfaces de la
sous-structure E. Les champs cinématiques et statiques des interfaces de E sont res-
pectivement recherchés dans les espaces WE = ΠE′∈VE

WEE′ et FE = ΠE′∈VE
FEE′ .

On notera finalement Γ l’ensemble des interfaces de la structure.

1.3 Problème sous-structuré

Avec la sous-structuration définie dans la section 1.1, le problème de délaminage
s’écrit alors à chaque pas de temps du schéma d’intégration implicite :

Trouver la solution s = (sE)E∈E, où sE = (uE, σE
,WE, FE) ∈ UE ×SE ×WE ×

FE, vérifiant :

Admissibilité cinématique de chaque sous-structure E :
En tout point de ΓE, uE |∂ΩE

= WE |ΓE
(3.1)

Admissibilité statique de E :
∀(uE

?,WE
?) ∈ U0

E ×W0
E tels que uE

?
|∂ΩE

= WE
?
|ΓE∫

ΩE

Tr
(
σ

E
ε(uE

?)
)
dΩ =

∫
ΩE

f
d
.uE

? dΩ +

∫
∂ΩE

FE.WE
? dΓ

(3.2)

Comportement de E :
En tout point de E, σ

E
= K ε(uE) (3.3)

Comportement des interfaces entre sous-structures adjacentes :
En tout point de ΓEE′ tel que E ′ ∈ VE, R(WE,WE′ , FE, FE′) = 0 (3.4)

Comportement des interfaces transmettant les conditions aux limites :
Si ΓE ∩ ∂Ω 6= {0}, En tout point de ΓEd

, Rd(WE, FE) = 0 (3.5)

L’opérateur K est l’opérateur de comportement orthotrope linéaire KP de l’unique
pli P auquel appartient la sous-structure E, c’est-à-dire :

Si E ∈ P, σ
E

= KP ε(uE) (3.6)

L’admissibilité statique (3.2) de chaque sous-structure est donc un problème linéaire.

La relation de comportement écrite de manière formelle R(WE,WE′ , FE, FE′) =
0 regroupe l’équation constitutive et l’équilibre local des interfaces entre sous-structures
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adjacentes. On utilise dans notre cas deux types de comportement pour ces inter-
faces :

Interfaces parfaites entre sous-structures. Le comportement local d’une inter-
face parfaite ΓEE′ entre deux sous-structures E et E ′ de E et appartenant à
un même pli s’écrit alors :

En tout point de ΓEE′ ,

{
FE + FE′ = 0
WE −WE′ = 0

(3.7)

Interfaces cohésives entre plis. Le comportement local d’une interface ΓEE′

entre deux sous-structures E et E ′ de E telles que E ∈ P et E ′ ∈ P ′ , en se
rapportant aux notations introduites pour écrire le problème de référence posé
au chapitre 1, s’écrit :

En tout point de ΓEE′ ,

{
FE + FE′ = 0
APP ′(WE′ −WE, FE) = 0

(3.8)

Son traitement dans la stratégie itérative de résolution est détaillé dans la
section 3.3.

Les conditions aux limites extérieures exercées sur E sont appliquées par l’inter-
médiaire d’interfaces ΓEd

de deux types :
Si ΓEd

∈ ∂Ωf la relation Rd = 0 s’écrit :

En tout point de ΓEd
, FE − F d = 0 (3.9)

Si ΓEd
∈ ∂Ωu la relation Rd = 0 s’écrit :

En tout point de ΓEd
, WE − Ud = 0 (3.10)

D’autres types de conditions aux limites (symétrie, ...) peuvent être imposés au
problème en réécrivant le comportement des interfaces particulières ΓEd

.

� Remarque 1.1 Cette façon pratique de traiter les conditions aux limites n’est
pas une nécessité. On pourrait raisonnablement utiliser les méthodes classiques de
multiplicateur de Lagrange ou de pénalisation pour résoudre les problèmes posés sur
chaque sous-structure de bord sous conditions extérieures imposées. Dans les faits,
on introduit des interfaces sur le bord de la structure pour imposer les déplacements
extérieurs (nuls ou non) et les efforts extérieurs non nuls.

1.4 Choix des espaces d’approximation

Les problèmes sur les sous-structures et les interfaces sont classiquement résolus
numériquement en utilisant une discrétisation éléments finis standard. Ainsi, le dé-
placement uE appartient à Uh

E, espace des déplacements linéaires par morceaux sur
E. Les éléments utilisés pour discrétiser les sous-structures dans les cas 3D traités
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3 Développement de la stratégie dans le cadre d’un logiciel

Figure 4.9: Efforts selon l’axe de chargement pour les interfaces interlaminaires

Figure 4.10: Sur-discrétisation en 2D - Méthode-h et méthode-p

noeuds sur les faces de bord et à construire les nouveaux tétraèdres pour chaque configu-
ration de manière systématique. Le découpage de Prisme ou Hexaèdre requiert l’utilisation
de nouveaux éléments de type pyramide par exemple et n’a pas été implanté.

La méthode-p a par contre été développée pour tous les éléments de manière pragma-
tique. Pour un maillage donné, on modifie tous les éléments de manière à obtenir une inter-
polation P2 sur toute la sous-structure et non pas seulement sur le bord, afin de simpliier la
mise en oeuvre numérique.

Thèse de doctorat - D. Violeau - 2006 81

(a) Choix des espaces d’approximation

Surdiscrétisation

Interpolation P1

Interpolation P0

(b) Structure 3D discrétisée

Fig. 3.3: Discrétisation des champs d’interface et de sous-structure
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sont des tétraèdres à 4 noeuds (voir Figure 1.4 (b)).

Dans le cadre de la méthode de décomposition de domaine mixte, une attention
particulière doit être portée à la discrétisation des champs d’interface. Il s’agit d’une
part de vérifier les conditions de stabilité « inf-sup » associées aux problèmes mixtes
[Fortin et Brezzi, 1991], d’autre part d’écrire une relation discrète locale entre les
champs statiques et cinématiques d’interface (voir l’introduction des directions de
recherche de l’algorithme LaTIn dans la section 3), et enfin d’utiliser une représen-
tation mécaniquement satisfaisante des efforts d’interface. La démarche usuellement
retenue pour respecter ces conditions dans le cadre de la méthode micro/macro est de
choisir les champs FE et WE dans le même espaceWh

E = Fh
E de fonctions constantes

par morceaux sur ΓE et de pratiquer une surdiscrétisation des champs déplacement
de sous-structures [Ladevèze et Nouy, 2002]. Deux solutions sont proposées pour
effectuer cette dernière étape. On peut choisir soit de raffiner localement, près des
bords, le maillage des sous-structures (solution de type « h »), soit d’augmenter le
degré d’interpolation des fonctions de forme des éléments de bord des sous-structures
(solution de type « p ») (voir Figure 1.4 (a)). On utilise, pour les travaux présentés
dans ce mémoire, le raffinement de type « h » (voir Figure 1.4 (b)).

2 Introduction de l’échelle macroscopique
Les premières résolutions de problèmes sous-structurés par l’algorithme LaTIn

[Ladevèze, 1999] proposent de chercher itérativement des solutions vérifiant l’ad-
missibilité des sous-structures, puis les conditions de raccord aux interfaces. Dans
[Ladevèze et Dureisseix, 2000], les auteurs montrent que le taux de convergence de
cette stratégie se dégrade lorsque le nombre de sous-structures augmente, l’infor-
mation n’étant propagée que d’une sous-structure à ses voisins immédiats au cours
d’une itération.

Pour rétablir l’extensibilité numérique de la méthode, [Ladevèze et Dureisseix,
2000] proposent d’imposer systématiquement, lors de la résolution des problèmes
sur chaque sous-structure, la vérification partielle des comportements d’interface.
Comme nous le verrons dans la section 3.2, la vérification de cette condition de
raccord implique la résolution d’un problème homogénéisé global de la structure à
chaque itération du solveur.

2.1 Séparation d’échelles

Sur chaque interface ΓEE′ sur les interfaces de bord ΓEd
, les champs cinéma-

tiques et statiques sont séparés en une partie macroscopique notée M et une partie
microscopique notée m.

∀(F,W ) ∈ FEE′ ×WEE′ , en tout point de ΓEE′ ,

{
F = FM + Fm

W = WM +Wm (3.11)
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Les parties macroscopiques sont recherchées dans des sous-espaces de dimension
finie FM

EE′ et WM
EE′ de FEE′ et WEE′ respectivement. Les parties microscopiques

sont par suite recherchées dans les espaces Fm
EE′ et Wm

EE′ définis par les relations de
supplémentarité FM

EE′ ⊕Fm
EE′ = FEE′ et WM

EE′ ⊕Wm
EE′ =WEE′ .

Le découplage entre les parties macroscopiques et microscopiques est réalisé au
sens des travaux d’interface : les parties macroscopiques (respectivement microsco-
piques) des efforts d’interface ne travaillent pas dans les déplacement microscopiques
(macroscopiques) d’interface. Mathématiquement, cette définition s’écrit :

∀(F,W ) ∈ FEE′ ×WEE′ ,∫
ΓEE′

F.W dΓ =

∫
ΓEE′

FM .WM dΓ +

∫
ΓEE′

Fm.Wm dΓ
(3.12)

� Remarque 2.1 Cette relation peut s’interpréter comme une relation d’orthogo-
nalité au sens du produit scalaire de L2(ΓEE′) des espaces WM

EE′ et Fm
EE′ d’une

part, et des espaces FM
EE′ et Wm

EE′ d’autre part. Le choix d’un espace commun
WEE′ = FEE′ a été détaillé dans la section 1.4. Une façon de respecter la relation
de découplage est alors de choisir un espace macroscopique commun WM

EE′ = FM
EE′

pour les quantités statiques et cinématiques macroscopiques d’interface.

On définit l’espace WM
E = ΠE′∈VE

WM
EE′ (respectivement FM

E = ΠE′∈VE
FM

EE′),
sous-espace de WE (respectivement de FE), dans lequel sont recherchés les champs
cinématiques (respectivement statiques) macroscopiques des interfaces de E.

2.2 Base macroscopique

2.2.1 Projecteur macroscopique

On définit ΠM
EE′ , projecteur des champs d’une interface ΓEE′ dans l’espace d’ap-

proximation macroscopique de dimension finieWM
EE′ . Son expression est obtenue par

introduction d’une base orthonormée BM
EE′ = (eM

EE′,i, ..., e
M
EE′,NM

) de WM
EE′ .

∀(F,W ) ∈ FEE′ ×WEE′ , en tout point de ΓEE′ ,
FM = ΠM

EE′ F =

NM∑
i=1

〈
eM

EE′,i, F
〉
eM

EE′,i

WM = ΠM
EE′ W =

NM∑
i=1

〈
eM

EE′,i,W
〉
eM

EE′,i

(3.13)

〈 , 〉 étant le produit scalaire de L2(ΓEE′). Une opération similaire sur les inter-
faces de E telles que ΓE ∩ ∂Ω 6= {0} permet de définir le projecteur macroscopique
ΠM

Ed
des interfaces de conditions aux limites.

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



Introduction de l’échelle macroscopique 61

Pour assurer l’extensibilité de la stratégie, les quantités macroscopiques d’in-
terface, transmises systématiquement entre les sous-structures à chaque itération
du solveur, doivent contenir toute l’information à grande longueur de variation des
champs d’interface. Cependant, la dimension des espaces macroscopiques doit res-
ter faible. En effet, le problème global homogénéisé qui découle des contraintes de
transmission de champs macroscopiques aux interfaces porte sur les degrés de liberté
macroscopiques à chaque itération du solveur LaTIn.

Des études numériques proposées dans [Ladevèze et al., 2002] montrent que l’ex-
traction des parties linéaires des champs d’interface permet d’obtenir l’extensibilité
de la méthode pour un problème macroscopique de taille raisonnable (12 degrés
de liberté par interface en 3D). Nous verrons dans la section 5 que pour des pro-
blèmes présentant des solutions à très forts gradients sur les interfaces, les quantités
microscopiques (comprendre orthogonale aux quantités extraites par le projecteur
macroscopique linéaire) peuvent avoir une influence non locale sur la solution, ce qui
résulte en une perte d’extensibilité numérique et une baisse significative du taux de
convergence.

2.2.2 Construction de la base macroscopique linéaire

Les détails de la construction de la base macroscopique linéaire [Ladevèze et
Dureisseix, 2000] pour des interfaces quelconques dans le cadre de la résolution de
problèmes tridimensionnels peuvent être trouvés dans [Violeau, 2007]. Les grandes
idées de cette construction sont rappelées ici.

On construit usuellement la base macroscopique BM
EE′ d’une interface ΓEE′ en

utilisant les vecteurs propres (NEE′,i)i∈{1,2,3} de la matrice d’inertie IEE′ définie par :

IEE′ =

∫
ΓEE′

GEE′M ⊗GEE′M dΓ (3.14)

où GEE′ (respectivement M) est le centre de gravité (respectivement un point cou-
rant) de l’interface ΓEE′ . Cette pratique permet de donner un sens mécanique à
chacun des vecteurs de la base macroscopique.

Les vecteurs de BM
EE′ permettant d’extraire les résultantes des efforts d’interface

et les translations des déplacements d’interface sont alors définis par :

eM
EE′,1 =

1√
mes(ΓEE′)

NEE′,1

eM
EE′,2 =

1√
mes(ΓEE′)

NEE′,2

eM
EE′,3 =

1√
mes(ΓEE′)

NEE′,3

(3.15)

Les vecteurs de base permettant d’extraire les moments et rotations des champs
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d’interface s’écrivent :

eM
EE′,4 =

1√
mes(ΓEE′)

(
NEE′,1 ∧GEE′M

)
eM

EE′,5 =
1√

mes(ΓEE′)

(
NEE′,2 ∧GEE′M

)
eM

EE′,6 =
1√

mes(ΓEE′)

(
NEE′,3 ∧GEE′M

) (3.16)

Ces six vecteurs de base sont, par construction, orthogonaux entre eux au sens de
L2(ΓEE′).

Extraire la partie linéaire des champs d’interface consiste à considérer celle-ci
comme un milieu déformable. On rajoute alors aux six vecteurs de base précédem-
ment définis ceux permettant d’extraire les modes d’extension de l’interface ΓEE′ :

ẽM
EE′,7 =

1√
mes(ΓEE′)

(
NEE′,1.GEE′M

)
NEE′,1

ẽM
EE′,8 =

1√
mes(ΓEE′)

(
NEE′,2.GEE′M

)
NEE′,2

ẽM
EE′,9 =

1√
mes(ΓEE′)

(
NEE′,3.GEE′M

)
NEE′,3

(3.17)

et les modes de cisaillement de l’interface ΓEE′ :

ẽM
EE′,10 =

1√
mes(ΓEE′)

(
(NEE′,2.GEE′M)NEE′,1 + (NEE′,1.GEE′M)NEE′,2

)
ẽM

EE′,11 =
1√

mes(ΓEE′)

(
(NEE′,1.GEE′M)NEE′,3 + (NEE′,3.GEE′M)NEE′,1

)
ẽM

EE′,12 =
1√

mes(ΓEE′)

(
(NEE′,3.GEE′M)NEE′,2 + (NEE′,2.GEE′M)NEE′,3

)
(3.18)

Ces six derniers vecteurs de bases ne sont pas orthogonaux entre eux (au sens
du produit scalaire de L2(ΓEE′)) ni orthogonaux aux six premiers. Les vecteurs
(eM

EE′,i)i∈{7,8,9,10,11,12} effectivement utilisés pour construire la base macroscopique de
ΓEE′ sont déduits de (ẽM

EE′,i)i∈{7,8,9,10,11,12} et de (eM
EE′,i)i∈{1,2,3,4,5,6} par une procédure

d’orthonormalisation de Schmidt.

� Remarque 2.2 Pour une interface ΓEE′ plane, le produit scalaire NE.GEE′M ,
où NE est la normale à l’interface extérieure à E, est nul. NE est ici colinéaire au
vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de la matrice d’inertie IEE′.
Des six fonctions de base macroscopique correspondant à des modes de déformation
de l’interface, trois sont nulles. La base macroscopique d’une interface plane est donc
composée de seulement neuf vecteurs (voir Figure 2.2.3 (a)).
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2.2.3 Exemple

Un exemple de calcul sur une poutre fissurée en flexion (voir Figure 2.2.3 (b))
permet de visualiser la partie macroscopique des champs d’interface, correspondant
à la reconstruction 3D d’une solution issue d’un modèle de poutre, et la partie
microscopique, ayant une influence localisée autour de chaque interface, et de niveau
peu significatif en dehors des zones à forts gradients.

2.3 Admissibilité macroscopique des champs d’interface

Le dernier point nécessaire à la définition du problème grossier de l’approche
micro/macro est la définition des conditions d’admissibilité des champs macrosco-
piques d’interface que doivent vérifier, à chaque itération du solveur, les solutions
équilibrées sur les sous-structures.

La condition la plus naturelle est d’imposer aux champs macroscopiques de vé-
rifier le comportement d’interface. Pour une interface parfaite ΓEE′ , cette relation
s’écrit :

En tout point de ΓEE′ ,

{
WM

E −WM
E′ = 0

FM
E + FM

E′ = 0
(3.19)

Cependant, il n’est pas toujours possible de définir un comportement macrosco-
pique. Considérons par exemple la cas d’une interface élastique non homogène dont
la loi constitutive s’écrit :

∀M ∈ ΓEE′ , FE − k(M)(WE′ −WE) = 0 (3.20)

L’écriture sous forme variationnelle de cette relation, en prenant des champs test
dans l’espace macroscopique, et en notant [W ]

E
= WE′ −WE, donne :

∀WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓEE′

(
FE − k(M)[W ]

E

)
.WM?

dΓ = 0 (3.21)

Par orthogonalité, on obtient :

∀W ? ∈ WEE′ ,

∫
ΓEE′

(
FM

E −ΠM
EE′k(M)([W ]M

E
+ [W ]m

E
)
)
.W ? dΓ = 0 (3.22)

La relation de découplage (3.12) impose une orthogonalité des champs macrosco-
piques et microscopiques d’interface au sens du produit scalaire 〈 , 〉 et non au
sens du comportement d’interface, le terme

∫
ΓEE′

(
ΠM

EE′k(M)[W ]m
E

)
.W ? dΓ n’est a

priori pas nulle. Par suite, la projection du comportement dans l’espace macrosco-
pique n’a pas forcément de sens mécanique.

En outre, et dans le cas où cette relation existe, pour un comportement non-
linéaire d’interface, une linéarisation des conditions de raccord macroscopique serait
requise à chaque itération du solveur. Il serait alors nécessaire de reconstruire le
problème homogénéisé global à chaque itération du solveur LaTIn.
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(a) Base macroscopique linéaire en 3D pour une interface plane

(b) Champs macroscopiques linéaires et microscopiques (déformée ×10) sur une poutre fissurée
en flexion

Fig. 3.4: Base macroscopique
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[Nouy et Ladevèze, 2004] proposent de n’imposer que la vérification de l’équilibre
des efforts macroscopiques, relation linéaire et toujours vérifiée quel que soit le com-
portement d’interface. On recherchera donc les efforts macroscopiques d’interface
dans l’espace d’admissibilité :

FM
ad =

{
(FM

E )E∈E ∈ ΠE∈EFM
E | ∀ E ∈ E,(

∀ E ′ ∈ VE, sur ΓEE′ , FM
E + FM

E′ = 0
)

et
(
si ΓE ∩ ∂Ωf 6= {0}, sur ΓEd

, FM
E + ΠM

Ed
Fd = 0

)} (3.23)

Ces conditions d’admissibilité macroscopiques statiques sont suffisantes pour rétablir
l’extensibilité dans le cas linéaire. Pour des problèmes non-linéaires, l’absence de
contrainte macroscopique portant sur les déplacements macroscopiques d’interface
implique des difficultés numériques. Des solutions à ces problèmes sont détaillées
dans le chapitre 4.

3 Algorithme itératif de résolution

3.1 Principe

Le problème non-linéaire sous-structuré à résoudre à chaque pas de temps du
schéma d’intégration temporelle implicite est résolu par un algorithme itératif La-
TIn. Le principe de ce solveur consiste en une séparation des équations du problème
en deux groupes distincts, et une recherche de solutions successives vérifiant alter-
nativement ces deux groupes d’équations :

Equations linéaires sur les sous-structures et conditions linéaires de raccord
macroscopique aux interfaces :
– admissibilité statique des sous-structures
– admissibilité cinématique des sous-structures
– comportement linéaire des sous-structures
– equilibre des efforts macroscopiques d’interface
Equations locales (éventuellement non-linéaires) sur les interfaces :
– comportement des interfaces

Les champs d’interface s = (sE)E∈E = (WE, FE)E∈E vérifiant le premier groupe
d’équations sont cherchés dans l’espace d’admissibilité Ad, alors que les champs
d’interface ŝ = (ŝE)E∈E = (ŴE, F̂E)E∈E vérifiant le deuxième groupe d’équations
appartiennent à l’espace Γ. La solution exacte sref est à l’intersection de ces deux
espaces :

sref ∈ Ad ∩ Γ (3.24)

La solution sref est alors cherchée itérativement dans ces deux espaces : on
calcule successivement des solutions sn dans Ad et ŝn+ 1

2
dans Γ (voir Figure 3.5).

Pour fermer ces deux types de problème, des directions de recherche E+ et E− liant
les solutions s et ŝ au cours des itérations sont introduites.
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Fig. 3.5: Algorithme de résolution de problèmes non-linéaires LaTIn

Le schéma de résolution est donc constitué de deux étapes :

une étape locale :
Trouver ŝn+ 1

2
∈ Γ tel que

(
ŝn+ 1

2
− sn

)
∈ E+ (3.25)

une étape linéaire :
Trouver sn+1 ∈ Ad tel que

(
sn+1 − ŝn+ 1

2

)
∈ E− (3.26)

Dans la suite du chapitre, afin d’alléger l’écriture, les indices n sont omis.

3.2 Etape linéaire

3.2.1 Système linéaire à résoudre

L’étape linéaire consiste en la résolution de problèmes linéaires sur la structure,
afin de résoudre le système d’équations constitué de :

l’admissibilité statique de chaque sous-structure
l’admissibilité cinématique de chaque sous-structure
le comportement linéaire des sous-structures
l’admissibilité des efforts macroscopiques des interfaces
la direction de recherche E− portant sur les quantités d’interface

La direction de recherche E− s’écrit localement sur les interfaces d’une sous-
structure E :

En tout point de ΓE, (FE − F̂E) + k−E(WE − ŴE) = 0 (3.27)

où le paramètre de direction de descente k−E est un opérateur local symétrique défini
positif.

La prise en compte de l’admissibilité macroscopique des efforts d’interface est
incompatible avec cette équation. [Nouy et Ladevèze, 2004] proposent de vérifier E−
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au mieux sous la contrainte d’admissibilité des efforts macroscopiques d’interface.
On cherche pour cela le point selle dans (ΠE∈EFE)×WM

ad du Lagrangien suivant :

Φ
(
(FE)E∈E, (W̃

M

E )E∈E

)
=
∑
E∈E

1

2

∫
ΓE

k−E
−1

(FE − F̂E)2 dΓ

+
∑
E∈E

∫
ΓE

(WE − ŴE).(FE − F̂E) dΓ

−
∑
E∈E

∫
ΓE

FE.W̃
M

E dΓ−
∑
E∈E

∫
ΓE∩∂ΩF

(FE − F d).W̃
M

E dΓ

(3.28)
L’introduction du multiplicateur de Lagrange (W̃

M

E )E∈E, recherché dans l’espace
WM

ad , permet d’imposer les conditions de continuité d’efforts macroscopiques d’in-
terface et de transmission de conditions aux limites macroscopiques sur ∂Ωf .

WM
ad =

{
(WM

E )E∈E ∈ ΠE∈EWM
E , ∀ E ∈ E,(

∀ E ′ ∈ VE, sur ΓEE′ , WM
E −WM

E′ = 0
)

et
(
si ΓE ∩ ∂Ωu 6= {0}, sur ΓEd

, WM
E = 0

)} (3.29)

La recherche d’extremum de ce Lagrangien, par rapport à (FE)E∈E d’une part,
et (W̃

M

E )E∈E d’autre part, donne respectivement une équation locale de direction de
recherche modifiée (3.30), et une équation (3.31) traduisant les conditions d’admis-
sibilité macroscopique :

Trouver ((WE, FE))E∈E ∈ ΠE∈E(WE ×FE) tel que :

∀ E ∈ E, ∀ WE
? ∈ W0

E,∫
ΓE

(
(FE − F̂E) + k−E (WE − ŴE)− k−EW̃

M
)
.WE

? dΓ = 0
(3.30)

∀ (W̃
M?

E )E∈E ∈ WM
ad ,

∑
E∈E

∫
ΓE

FE.W̃
M?

E dΓ =
∑
E∈E

∫
∂Ωf

F d.W̃
M?

E dΓ (3.31)

Une façon de résoudre ce problème consiste à calculer une relation couplant FM
E

et W̃
M

E , par l’intermédiaire de résolution de problèmes sur chaque sous-structure, et
de l’injecter dans (3.31), de façon à obtenir un problème macroscopique formulé en
variable primale.

Afin d’obtenir cette relation, l’équation (3.30), le comportement des sous-structures
ainsi que l’admissibilité cinématique des sous-structures sont injectés dans l’admis-
sibilité statique des sous-structures. En adoptant la notation ̂̂FE = F̂E +k−E ŴE, on
obtient le problème suivant, posé sur chaque sous-structure E :
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Trouver (uE,WE) ∈ UE ×WE

tels que ∀ (uE
?,WE

?) ∈ U0
E ×W0

E vérifiant uE
?
|∂ΩE

= WE
?
|ΓE
,∫

ΩE

Tr(ε(uE)Kε(uE
?)) dΩ +

∫
ΓE

k−E WE.WE
? dΓ

=

∫
ΩE

f
d
.uE

? dΩ +

∫
ΓE

(
̂̂
FE + k−E W̃

M

E ).WE
? dΓ

(3.32)

La direction de recherche E− permet de régulariser les problèmes par sous-
structure 3.32, appelés problèmes microscopiques. K et k−E étant définis positifs,
la solution de ces problèmes microscopiques est unique. La linéarité de 3.32 permet
d’écrire une relation affine reliant la trace sur le bord du déplacement solution aux
efforts d’interface :

∀ WE
? ∈ W0

E,

∫
ΓE

WE.W
?
E dΓ =

∫
ΓE

(
HE(

̂̂
FE + k−E W̃

M

E ) +W c
Ed

)
.WE

? (3.33)

L’opérateur HE est le complément de Schur dual de la sous-structure E augmenté
par la direction de recherche. Le champ d’interface W c

Ed
résulte de la condensation

duale des efforts volumiques de E sur ΓE.
Les inter-efforts sont alors obtenus par la partie locale de la direction de recherche

(3.30) et projetés dans l’espace macroscopique :

∀ WM
E

? ∈ WM0

E ,

∫
ΓE

FE.W
M
E

?
dΓ =

∫
ΓE

(LM
E W̃

M

E + F̃
M

E ).WM
E

?
dΓ (3.34)

où les notations définitions suivantes ont été adoptées :
∀ WM

E

? ∈ WM0

E ,

∫
ΓE

L
M
E W̃

M

E .W
M
E

?
dΓ =

∫
ΓE

(k−E − k
−
E HE k

−
E) W̃

M

E .W
M
E

?
dΓ

∀ WM
E

? ∈ WM0

E ,

∫
ΓE

F̃
M

E .W
M
E

?
dΓ =

∫
ΓE

(̂̂
FE − k−E(HE

̂̂
FE +W c

Ed
)

)
.WM

E

?
dΓ

L
M
E est classiquement interprété comme un opérateur homogénéisé de la sous-

structure E. Il est calculé explicitement pour chaque sous-structure en résolvant une
série de problèmes (3.32), en prenant les vecteurs de la base macroscopique comme
chargement sur ∂ΩE.

La relation (3.34) est finalement introduite dans l’équation traduisant l’admis-
sibilité des efforts macroscopiques (3.31) afin d’obtenir le problème macroscopique
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formulé en termes de variable primale :

Trouver (W̃
M

E )E∈E ∈ WM
ad tel que ∀ (W̃

M?

E )E∈E ∈ WM
ad ,∑

E∈E

∫
ΓE

L
M
E W̃

M

E .W̃
M?

E dΓ =
∑
E∈E

∫
∂Ωf

F d.W̃
M?

E dΓ−
∑
E∈E

∫
ΓE

F̃E.W̃
M?

E dΓ

(3.35)

Ce problème global sur toute la structure admet une solution unique si mes(∂Ωu) 6=
0. Sa résolution requiert la résolution de problèmes indépendants sur chaque sous-
structure afin de calculer le second membre, qui peut être interprété comme un
défaut d’équilibre macroscopique aux interfaces.

Après résolution du problème macroscopique, les problèmes par sous-structure
(3.32) peuvent finalement être résolus, avec pour chargement sur les interfaces les
quantités issues de l’étape locale précédente, ainsi que le multiplicateur calculé par
résolution de 3.35. Ces problèmes étant linéaires, les opérateurs de rigidité corres-
pondants sont assemblés et factorisés au début de l’analyse. Le réassemblage de ces
opérateurs n’est nécessaire, a priori, ni au cours des itérations LaTIn, ni au cours de
l’analyse temporelle, ce qui donne son efficacité à l’approche proposée. Le problème
homogénéisé (3.35) étant lui aussi linéaire et construit par assemblage de contribu-
tions issues de calculs locaux de type (3.32), il peut également n’être assemblé et
factorisé qu’une fois, au début de la simulation. Le traitement des non-linéarités du
modèle est local et fait l’objet de la section suivante.

3.3 Etape locale

3.3.1 Système local à résoudre

L’étape locale consiste en la résolution de problèmes locaux, éventuellement non-
linéaires, en chaque point d’intégration des interfaces. Le système d’équations locales
à résoudre se compose des relations suivantes :

comportement des interfaces intérieures R = 0 et des interfaces de conditions
aux limites Rd = 0.
direction de recherche E+, qui s’écrit localement sur les interfaces d’une sous-
structure E :

En tout point de ΓE, (F̂E − FE) + k+
E(ŴE −WE) = 0 (3.36)

où le paramètre de direction de remontée k+
E est un opérateur local symétrique

défini positif.

On détaille dans la section suivante les calculs nécessaires pour traiter le système
d’équations obtenu pour les interfaces cohésives, les traitements classiques des inter-
faces parfaites et des conditions aux limites pouvant être obtenus dans [Ladevèze,
1999].
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3.3.2 Cas des interfaces cohésives

Le système à résoudre en chaque point de Gauss d’une interface cohésive ΓEE′

s’écrit :

Trouver (WE,WE′ , FE, FE′) ∈ FEE′ ×WEE′ ×FEE′ ×WEE′ tels que :

En tout point de ΓEE′ ,


R(WE,WE′ , FE, FE′) = 0

(F̂E − FE)− k+
E (ŴE −WE) = 0

(F̂E′ − FE′)− k+
E′ (ŴE′ −WE′) = 0

(3.37)

La relation R = 0 s’écrit, en introduisant le saut de déplacement [Ŵ ]
EE′ =

ŴE′ − ŴE : {
FE −KEE′

(
([Ŵ ]

EE′)τ≤tn

)
.[Ŵ ]

EE′ = 0

F̂E + F̂E′ = 0
(3.38)

où KEE′

(
([Ŵ ]

EE′)τ≤tn

)
est l’opérateur de rigidité locale d’interface au piquet de

temps tn du schéma d’intégration temporelle, dépendant de l’histoire du chargement
local. En utilisant l’indicateur local d’endommagement,

KEE′ =

 k0
n

(
1− h+

(
[Ŵ ]

EE′ .nE

)
.d
)

0 0

0 k0
t (1− d) 0

0 0 k0
t (1− d)


(nE),tE1

,tE1

(3.39)

dans la base (nE, tE1
, tE2

), nE étant la normale à l’interface ΓEE′ extérieure à E au
point considéré, tE1

et tE2
formant une base orthonormale quelconque du plan de

normale nE. La variable d’endommagement d est reliée à l’histoire des déplacements
locaux d’interface ([Ŵ ]

EE′)τ≤tn par la loi d’évolution décrite dans le chapitre 1.
On considère que les paramètres de direction de recherche sont les mêmes des

deux côtés de l’interface : k+
E = k+

E′ = k+
EE′ . L’utilisation de paramètres différents

ne présente pas de difficulté de compréhension ou d’implantation particulière, mais
alourdit l’écriture. En soustrayant les deux équations de direction de recherche,
puis en injectant l’équilibre local dans le résultat, on obtient une équation reliant
les efforts d’interface F̂E au saut de déplacement [Ŵ ]

EE′ . Cette équation permet
d’éliminer l’inconnue statique dans l’équation de comportement local pour obtenir
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un système non linéaire portant sur le saut de déplacement local :

K̃EE′ .[Ŵ ]
EE′ = F̃EE′ (3.40)

où


K̃EE′ =

[
KEE′

(
([Ŵ ]

EE′)τ≤tn

)
+

1

2
k+

EE′

]
.[Ŵ ]

EE′

F̃EE′ =
1

2

(
(FE − FE′ − k+

EE′(WE −WE′)
)

Ce système est résolu par un algorithme de Newton modifié. Le résidu r =
F̃EE′ − K̃EE′ .[Ŵ ]

EE′ est initialisé par les quantités locales convergées à tn−1, soit

r0 = F̃EE′− K̃EE′

(
([Ŵ ]

EE′)τ≤tn−1

)
.([Ŵ ]

EE′)τ≤tn−1). Les solutions issues des étapes
locales précédentes du solveur LaTIn au pas de temps tn, non convergées, sont reje-
tées. Les itérations de Newton sont stoppées en dessous d’un certain seuil portant sur
la norme du résidu. On remonte ensuite aux quantités locales (F̂E, ŴE, F̂E′ , ŴE′)
par les équations du système (3.37).

Les résolutions de problèmes portant sur les interfaces cohésives à l’étape lo-
cale de la stratégie peuvent être coûteuses dans le cadre des calculs parallèles. La
quantité absolue de calculs réalisés est relativement faible devant celle engendrée
par l’étape linéaire : les systèmes non-linéaires à inverser sont locaux, et le délami-
nage n’évolue que localement dans la structure. Cependant, cette localisation des
fronts de fissure soulève une difficulté. Les quelques points d’intégration d’interface
nécessitant un nombre important d’itérations de Newton à l’étape locale sont trai-
tés sur un nombre réduit de processeurs de l’architecture de calcul parallèles (les
principes de parallélisation de la méthodes sont décrits dans la section 4.1). Ainsi,
l’étape locale est généralement mal équilibrée en temps CPU, et sa durée peut de-
venir du même ordre de grandeur que celle de l’étape linéaire. Nous verrons dans
le chapitre 4 une façon d’obtenir une résolution directe des problèmes non-linéaires
locaux, permettant d’éviter ces problèmes de répartitions de charge à l’étape locale.

3.4 Convergence de la stratégie

[Ladevèze, 1999] démontre la convergence de la méthode, pour des directions
de recherche conjuguées, et pour le traitement de matériaux présentant certaines
propriétés mathématiques.

L’utilisation d’une phase de relaxation à la fin de l’étape linéaire est en général
nécessaire à la convergence de la stratégie. En renommant s̃n+1 la solution de Ad

calculée à l’itération n+ 1 du solveur LaTIn, on définit sn+1 par la relation :

sn+1 = µ s̃n+1 + (1− µ) sn (3.41)

En pratique, le paramètre µ est pris égal à 0, 8, ce qui correspond à une convergence
optimale pour des comportements d’interface simples. Dans le cas de comportements
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plus complexes, et lorsqu’une stagnation de l’algorithme est observée, ce paramètre
peut être diminué afin de retrouver la convergence souhaitée. Il est également notable
qu’une relaxation forte (c’est-à-dire µ faible) amoindrit l’influence des paramètres
des directions de recherche sur le taux de convergence de la stratégie.

On notera que pour le cas des interfaces cohésives utilisées et introduites dans le
chapitre 1, la convergence n’est pas assurée.

Usuellement, un indicateur calculé localement sur les interfaces est utilisé pour
estimer le résidu du problème d’interface à une itération de l’algorithme LaTIn
donné. Cet indicateur s’écrit :

νddr
2 =

∑
E∈E

(
‖ WE − ŴE ‖WE + ‖ FE − F̂E ‖FE

)
∑
E∈E

(
‖ WE + ŴE ‖WE + ‖ FE + F̂E ‖FE

) (3.42)

où les normes utilisées sont définies par :
‖ . ‖WE =

∫
ΓE

.T k−E . dΓ

‖ . ‖FE=

∫
ΓE

.T k−E
−1
. dΓ

(3.43)

Cet indicateur s’interprète comme la distance entre les espaces Ad et Γ, dans la
direction E−, à une itération LaTIn donnée.

3.5 Algorithme du code

L’algorithme LaTIn micro/macro pour la résolution de non-linéarités d’interface
par un schéma d’intégration implicite en temps est décrit par la procédure (1). Les
notations données dans les paragraphes suivants ont été utilisées.

Le problème microscopique (3.32) posé sur une sous-structure E est écrit après
discrétisation :

(KE + kE)uE =
̂̂
FE + W̃M

E + fdE (3.44)

où KE est la matrice de rigidité éléments finis de E, kE, la matrice de rigidité cor-
respondant à l’intégration du terme d’augmentation, uE, le vecteur de déplacements
nodaux inconnus sur E, ̂̂FE (respectivement W̃M

E ), le vecteur second membre résul-
tant de l’intégration des champs d’interface F̂E et ŴE (respectivement du champ
d’interface W̃

M

E ), et fdE le vecteur des efforts nodaux résultant de l’intégration des
efforts volumiques sur E.

La base macroscopique discrétisée d’une interface ΓEE′ est notée BM
EE′ . (LM

E )E∈E

est l’expression de l’opérateur homogénéisé de E dans la base macroscopique. Le
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Algorithme 1 : Algorithme LaTIn micro/macro incrémental
1: Construction des opérateurs

Lecture des maillages de (E)E∈E

∀ E ∈ E, calculer KE et kE et assembler KE + kE

∀ E ∈ E, ∀ E ′ ∈ VE tel que E < E ′, détermination de BM
EE′

∀ E ∈ E, calculer (LM
E )E∈E

Assembler LM

2: for t = t1, . . . , tN do
3: Initialisation des quantités d’interface

∀ E ∈ E tel que ∂ΩE ∩ ∂Ω 6= {0},
en tout point d’intégration de ΓEd, initialiser (ŴE, F̂E)
∀ E ∈ E tel que ∂ΩE ∩ ∂Ω = {0}, ∀ E ′ ∈ VE tel que E < E ′,
en tout point d’intégration de ΓEE′ , initialiser (ŴE, F̂E, ŴE′ , F̂E′)

4: for n = 0, . . . , N do
5: Etape linéaire

Etape macro
∀ E ∈ E, résoudre (KE + kE) ūE =

̂̂
FE + fdE

∀ E ∈ E, extraire F̃M
E

Assembler F̃M

Résoudre LM W̃M = F̃M

Etape micro
∀ E ∈ E, résoudre (KE + kE)uE =

̂̂
FE + fdE + W̃M

E

∀ E ∈ E, extraire WE et FE

6: Relaxation
Si n > 0, WE ← µWE + (1− µ)WEn−1

FE ← µFE + (1− µ)FEn−1

7: Etape locale
∀ E ∈ E tel que ∂ΩE ∩ ∂Ω 6= {0},
en tout point d’intégration de ΓEd, calculer (ŴE, F̂E)
∀ E ∈ E tel que ∂ΩE ∩ ∂Ω = {0}, ∀ E ′ ∈ VE tel que E < E ′,
en tout point d’intégration de ΓEE′ , calculer (ŴE, ŴE′ , F̂E, F̂E′)

8: Calcul d’erreur
9: end for

10: end for
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problème macroscopique global à résoudre, portant sur les degrés de liberté macro-
scopiques, est noté :

LM W̃M = F̃M (3.45)

où LM est l’opérateur de rigidité macroscopique assemblé, W̃M le vecteur d’incon-
nues macroscopiques d’interface, et F̃M le vecteur second membre macroscopique
exprimé dans la base macroscopique globale.

Il est ici utile de préciser l’initialisation retenue pour la solution recherchée à
chaque piquet de temps de l’analyse de manière incrémentale. L’idée est ici d’ini-
tialiser les champs d’interface par une solution de l’espace Γ. Pour cela les champs
statiques et cinématiques initiaux des interfaces de bord sont choisis de façon à res-
pecter les conditions aux limites imposées. Les efforts et déplacements des interfaces
entre sous-structures de E sont initialisés par les quantités convergées du pas de
temps précédent. Cette pratique sera discutée dans le chapitre 7.

4 Implantation de la méthode pour le calcul paral-
lèle

4.1 Parallélisation des itérations LaTIn

L’implantation parallèle de la stratégie multiéchelle de décomposition de do-
maine a été réalisée par différents acteurs dans une plate-forme logicielle développée
au LMT Cachan par H. Leclerc. Celle-ci consiste en une série d’outils permettant
la génération de matrices de rigidité à partir de la formulation de lois de compor-
tement. Les opérateurs ainsi générés sont utilisés par un code C++ de la strategie
micro/macro. La base algorithmique de ce code a été réalisée par D. Violeau dans le
cadre de sa thèse. A. Caignot, également dans le cadre de sa thèse, a utilisé les outils
de la bibliothèque MPI pour réaliser en parallèle les itérations du solveur LaTIn.

Le principe de la parallélisation des ces opérations est illustré sur la figure (6.4).
Les maillages et opérateurs des sous-structures sont répartis par un algorithme ME-
TIS sur les différents processeurs de l’architecture parallèle. Les maillages et opéra-
teurs des interfaces des sous-structures d’un même processeur sont également sto-
ckés sur ce processeur. Ce principe permet de réduire à son minimum la quantité
de données échangée entre processeurs au cours des itérations. Hormis les phases
de communication de l’étape macroscopique, sur lesquelles on reviendra, les seules
informations nécessitant un transfert par le réseau sont ainsi des champs des in-
terfaces communes à deux processeurs. Le choix de traiter toutes les interfaces des
sous-structures d’un processeur sur ce processeurs implique des calculs redondants
à l’étape locale. Cependant, il permet de n’effectuer des transferts de champs d’in-
terface qu’à une des deux étapes du schéma de résolution itératif.

L’assemblage du second membre macroscopique, ainsi que l’extraction des solu-
tions macroscopiques locales impliquent des communications globales de type « tous
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Fig. 3.6: Principe de parallélisation de la stratégie micro/macro
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vers un » (tous les processeurs envoient des données au processeur maître, et récipro-
quement). Nous verrons dans le chapitre 6 que ces communications non optimisables
peuvent être évitées par la résolution en parallèle du problème macroscopique.

4.2 Répartition des données

Les développements initiaux du code étant basés sur une conception monopro-
cesseur, la localité des données du code initial n’est pas suffisante pour résoudre
les problèmes de grande taille ciblés dans ce travail. Un effort particulier a été réa-
lisé pour assurer une bonne répartition des charges dès la création des maillages et
opérateurs de la structure. Ces opérations ont ainsi été repensées afin d’éviter le
stockage multiple des données, ce qui a permis l’obtention d’une certaine extensibi-
lité en mémoire de la stratégie implantée. Les résultats de ce travail, couplés à la
parallélisation du problème macroscopique, sont donnés dans le chapitre 6.
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CHAPITRE4 Calculs multiéchelle
pour le délaminage

L’utilisation directe de la méthode de décomposition de domaine
mixte pour traiter le modèle de stratifié à interfaces cohésives sou-
lève certaines difficultés numériques. Un choix judicieux des pa-
ramètres de cette méthode permet d’obtenir une stratégie de ré-
solution à deux échelles robuste et efficace. Ce chapitre présente
ainsi le choix raisonné de la discrétisation macroscopique adoptée,
le développement d’un critère d’erreur adapté à l’évaluation de so-
lutions présentant des non-linéarités localisées aux interfaces, ainsi
que l’optimisation des paramètres de direction de recherche.
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1 Sous-structuration dans la longueur du stratifié

Nous avons montré dans le chapitre 3 qu’une résolution du problème de déla-
minage par la stratégie de décomposition de domaine mixte en utilisant une sous-
structuration respectant l’intégrité des entités mécaniques du stratifié permet de
limiter les opérations de réassemblage au cours de la simulation. Cependant, il est
également nécessaire de décomposer chaque pli du modèle en sous-structures afin
d’améliorer les performances de la méthode. Différentes sous-structurations sont pro-
posées sur la figure 4.1. Ces sous-structurations de plus en plus fines correspondent
à un problème macroscopique de plus en plus fin. Le problème traité est le cas test
à quatre plis de séquence d’empilement [0/90]s décrit dans le chapitre 1 (Figure 1.9
page 26).

L’amélioration des performances de la stratégie par un raffinement macrosco-
pique dans les plis du modèle est guidée par trois idées :

Un élancement trop important des sous-structures signifie la construction d’un
problème macroscopique de taille très réduite lors d’une résolution par la stra-
tégie multiéchelle, et donc l’obtention d’une solution macroscopique trop gros-
sière pour représenter pertinemment la partie à grande longueur de variation
de la solution. Le taux de convergence du solveur s’en trouve fortement dé-
gradé. A l’inverse, une sous-structuration trop fine aboutit à la construction
d’un problème macroscopique très lourd en mémoire, dont la résolution est
coûteuse en temps CPU.
Le nombre de processeurs utilisés lors d’une résolution en parallèle est au
maximum égal au nombre de sous-structures définies. Dans le cas d’un faible
raffinement macroscopique des plis, la répartition des charges sur les proces-
seurs de l’architecture parallèle n’est pas optimale.
Pour une sous-structuration fine des plis, les champs et opérateurs d’inter-
face de la méthode de décomposition de domaine peuvent représenter une
part importante de l’occupation mémoire. On s’éloigne alors de l’idée initiale
des méthodes de décomposition de domaine, qui consiste à condenser le pro-
blème complet sur un nombre réduit de degrés de liberté d’interface entre
sous-domaines.

Ces idées sont illustrées par les résultats fournis dans le tableau 4.1. On ne
résout que le problème posé au premier piquet de temps du problème non-linéaire
d’évolution. La discrétisation microscopique est fixée pour les quatre tests proposés.
La convergence est atteinte pour une erreur en résidu de 0, 1% (ce critère d’erreur
sera décrit dans la section 2), et le calcul est lancé sur cinq processeurs.

Le problème macroscopique du test à 24 sous-structures est trop grossier. On
perd l’extensibilité numérique apportée par les résolutions de problèmes homogé-
néisés globaux au cours des itérations. En conséquence, le nombre d’itérations à
convergence n’est pas satisfaisant.

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



Sous-structuration dans la longueur du stratifié 81

La dernière sous-structuration (1760 sous-structures) aboutit à la construction
d’un problème macroscopique trop fin, et à une redondance de données d’interface
importante. La quantité de mémoire utilisée par processeur est élevée, et la construc-
tion des opérateurs est coûteuse en temps de calcul.

Les sous-structurations du stratifié en 96 et 520 sous-structures offrent les meilleures
performances en terme de temps de calcul, tout en limitant la quantité de données
redondantes aux interfaces et donc l’occupation mémoire par processeur. Pour la
suite, la sous-structuration du test 3 est retenue. Elle est préférée à celle du test 2
pour la latitude qu’elle offre lors de la répartition des charges sur les processeurs du
calculateur parallèle.

Sous-structuration 2

Sous-structuration 1

Sous-structuration 3

Sous-structuration 4

Sous-

structuration

 Nombre de 

sous-

structures

Taille du 

problème 

sous-structuré 

(ddl)

Taille du 

problème 

macro (ddl)

Nombre 

d’itérations à 

convergence

Mémoire 

moyenne 

utilisée par 

CPU (Mo)

Temps CPU 

(secondes)

1 24 196 500 450 20 97 270

2 96 213 300 2088 12 101 125

3 520 203 700 12 150 10 97 135

4 1760 237 900 46 080 10 164 607

Fig. 4.1: Choix de la sous-structuration dans la longueur du stratifié

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



82 Calculs multiéchelle pour le délaminage

2 Critère d’erreur pour les non-linéarités d’inter-
face

L’indicateur d’erreur LaTIn classique décrit dans le chapitre 3 mesure la variation
des quantités d’interface entre les étapes linéaires et locales de la stratégie. Il s’agit
d’un indicateur de distance entre les espaces Ad et Γ suivant une des deux directions
de recherche. Son utilisation comme critère d’arrêt des itérations LaTIn n’est, dans
notre cadre d’étude, pas raisonnable, et ce pour trois raisons principales :

Le niveau d’erreur atteint pour une solution non convergée donnée dépend
fortement des directions de recherche utilisées.
Les erreurs commises localement sont très mal évaluées lorsque la taille du
problème augmente. Ceci se traduit par une dépendance du niveau d’erreur à
la taille de la structure lorsque l’on traite des problèmes où les zones à forts
gradients sont localisées.
Les niveaux d’erreur obtenus sont difficilement interprétables.

2.1 Principe

On propose l’utilisation d’un nouvel indicateur, très proche de l’évaluation de
la norme des résidus dans les méthodes de décomposition de domaine primales ou
duales. On mesure ici la non-vérification des équations de comportement des inter-
faces par les solutions issues de l’étape linéaire, appartenant à l’espace Ad (voir la
représentation schématique proposée Figure 4.2).

Fig. 4.2: Critère d’erreur sur la non-vérification du comportement d’interface par
les solutions de Ad

En d’autres termes, on cherche à obtenir une norme sur la structure des rela-
tions locales d’interface R (WE,WE′ , FE, FE′). On appelle q le nombre de types
d’interfaces différents utilisés (c’est-à-dire le nombre de relations R = 0 et Rd = 0
distinctes sur les interfaces de la structure). On note Γi l’ensemble des interfaces
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possèdant le comportement i. La relation Ri = 0 pour i ∈ J1, qK est composée de p
équations vectorielles Rij = 0 (correspondant, en 3D, à 6 équations scalaires pour
les interface intérieures, et 3 pour les interfaces de conditions aux limites). On évalue
la vérification des équations vectorielles élémentaires par le nouveau critère d’erreur
νrdc :

νrdc
2 =

q∑
i=1

p∑
j=1

νij
2 où νij

2 =

∑
Γ∈Γi

∫
Γ

Rij
TRij dΓ

∑
Γ∈Γi

∫
Γ

R̃T
ijR̃ij dΓ

(4.1)

Interface parfaite ΓEE′ ∈ Γ1 :

R11 = FE + FE′ R̃11 = FE − FE′

R12 = WE −WE′ R̃12 = WE +WE′
(4.2)

Interface cohésive ΓEE′ ∈ Γ2 :

R21 = FE −KEE′ (WE′ −WE) R̃21 = FE + KEE (WE′ −WE)

R22 = FE′ −KEE′ (WE −WE′) R̃22 = FE′ + KEE′ (WE −WE′)
(4.3)

L’opérateur de rigidité KEE′ de l’équation constitutive est mis à jour à partir
de la donnée du saut de déplacement à l’interface WE′ −WE issu de l’étape
linéaire.
On notera ici que cette formulation permet effectivement de mesurer la non-
vérification du comportement local par les variables issues de l’étape linéaire,
et ce quelle que soit la valeur des indicateurs d’endommagement. Pour une in-
terface saine ou partiellement délaminée, cette écriture est en effet équivalente
à la vérification de l’équation constitutive et de l’équilibre des inter-efforts.
Lorsque certains points de l’interface sont complètement endommagés, on vé-
rifie la nullité des efforts tangentiels à l’interface et, suivant le cas de char-
gement, l’élasticité en compression (cas du contact) ou la nullité des efforts
normaux (cas du décollement).
Interface de condition limite de Neumann ΓEd

∈ Γ3 :

R31 = FE − F d R̃31 = FE + F d (4.4)

Interface de condition limite de Dirichlet ΓEd
∈ Γ4 :

R41 = WE −W d R̃41 = WE +W d (4.5)
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2.2 Résultats

Les résultats présentés sur la figure 4.3 démontrent la capacité de l’indicateur
νrdc à estimer la qualité d’une solution non convergée. On considère un cas test
de type DCB à quatre plis. Dans ce cas très simple, la qualité d’une solution non
convergée est très facilement analysable, en évaluant l’avancée de la fissure pour un
chargement donné.

On stoppe les itérations LaTIn après un nombre restreint d’itérations, en fixant
les paramètres de direction de recherche. Les valeurs des erreurs νddr et νrdc sont
relevées. On relance le calcul avec des paramètres de direction de recherche diffé-
rents (multipliés par 1/10 dans le premier test (première ligne) et par 10 dans le
second (troisième ligne)). Les itérations sont bloquées, dans un cas par estimation
du critère νddr (première colonne), dans le second cas par estimation du critère νrdc

(deuxième colonne), leurs valeurs étant celles relevées pour le calcul avec paramètres
de directions de recherches initiaux.

Fig. 4.3: Validation du critère d’erreur sur la non-vérification du comportement
d’interface par les solutions de Ad

Il apparaît très clairement que pour un niveau d’erreur νddr fixé, la qualité de
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la solution obtenue dépend fortement de l’algorithme de résolution. L’utilisation de
νrdc fournit des résultats qualitatifs beaucoup plus satisfaisants.

2.3 Limites

Des précautions doivent être prises pour l’utilisation de ce critère. Les dénomi-
nateurs des indicateurs νij peuvent devenir très faibles localement et perturber le
calcul d’erreur. Ce cas de figure se présente, par exemple, si l’on cherche à résoudre
un problème où les seuls déplacements imposés sur ∂Ωu sont nuls. La solution retenue
ici est de négliger la contribution de la relation d’interface présentant un dénomi-
nateur nul, et de l’évaluer séparément, de manière absolue. En pratique, ce type
de problème disparaît lorsque la complexité du cas testé et le nombre d’interfaces
augmentent.

Une autre difficulté d’utilisation de ce critère réside dans la dépendance de la
qualité de la solution obtenue à la taille de la structure pour un niveau d’erreur νrdc

donné, lorsque de forts gradients localisés sont calculés. En effet, les dénominateurs
des quantités νij résultant d’une somme globale sur la structure, ils augmentent
linéairement avec l’aire cumulée des interfaces mises en jeux. A l’inverse, les numé-
rateurs ne sont significatifs que dans les zones à forts gradients, dont, conceptuel-
lement, la taille peut rester fixe lorsque les dimensions de la structure augmentent.
En conséquence, pour une même qualité de la solution dans ces zones, la valeur de
νrdc diminue lorsque la taille du problème augmente.

On propose donc une version locale ν loc
rdc de νrdc, qui consiste à rechercher l’in-

terface présentant la moins bonne vérification du comportement par les quantités
issues de l’étape linéaire :

ν loc
rdc

2
= maxi∈K0,qJ maxΓ∈Γi

p∑
j=1

α

∫
Γ∈Γi

Rij
TRij dΓ∑

ΓEE′

∫
ΓEE′

R̃T
ijR̃ij dΓ

(4.6)

α est un coefficient de pondération défini pour chaque interface Γ ∈ Γ. Il permet de
tenir compte de l’aire relative des interfaces :

α =
1

mes(Γ)∑
Γ

mes(Γ)

(4.7)

� Remarque 2.1 Les indicateurs proposés ici ne sont pas plus coûteux que l’indi-
cateur usuel. Leur évaluation consiste simplement en une somme de contributions
calculées localement sur les interfaces.
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3 Choix des directions de recherche

Le choix des paramètres reliant les quantités statiques et cinématiques dans le
cadre des méthodes de décomposition de domaine avec conditions de raccord mixtes
aux interfaces est un problème complexe, encore ouvert. Ce problème se pose bien
évidemment pour la stratégie basée sur l’algorithme LaTIn. Le choix des paramètres
des directions de recherche E+ et E− conditionne fortement le taux de convergence
du solveur. En outre, pour la résolution de problèmes non-linéaires adoucissants,
la convergence elle-même de la méthode peut être remise en cause par un mauvais
choix de ces paramètres.

D’autre part, dans le cas de la résolution de problèmes sans unicité de solution,
une utilisation avancée de la stratégie permet, par un choix judicieux des paramètres
de direction de recherche, de piloter l’algorithme vers le minimum local souhaité. Ce-
pendant, cette caractéristique soulève une nouvelle difficulté pour un utilisateur non
averti, puisque la stratégie ne converge pas a priori vers la solution physiquement
attendue. L’interprétation des résultats alors obtenus n’est pas triviale. Cette idée
est illustrée par le cas test à quatre plis représenté sur la figure 4.4. L’interface cohé-
sive inférieure a été affaiblie de 10% par rapport aux deux autres, ce qui conduit en
général un algorithme de Newton sécant (résultat intitulé « solution de référence »)
vers une solution pour laquelle une fissure s’initie et se propage dans cette interface.
Les deux résultats suivants présentent deux solutions obtenues par une résolution
LaTIn avec des jeux de paramètres de direction de recherche différents. Le second
calcul converge vers un minimum local « non-physique ».

De ces différentes idées peuvent être déduites un cahier des charges qui guide
l’étude proposée dans cette section :

Un compromis doit être trouvé entre vitesse de convergence, temps d’éva-
luation des paramètres de direction de recherche, et difficulté d’implantation
numérique.
Les paramètre des direction de recherche doivent permettre la convergence sans
condition de la méthode lors de la résolution de problèmes de délaminage.
Dans le cas de non-unicité de solution, le choix des paramètres de direction de
recherche doit pouvoir conduire à la solution physiquement attendue.

3.1 Généralités

De manière classique, pour des méthodes de décomposition de domaine mixtes
sans résolution de problème grossier, les opérateurs optimaux liant les déplacements
d’interface aux efforts d’interface d’une sous-structure E assurent une représentation
exacte du problème posé sur le complémentaire Ē de E par les champs de ΓE. Ces
idées ont été illustrées dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine
mixtes basées sur les compléments de Schur (voir Chapitre 2). Elles peuvent éga-
lement être retrouvées dans les travaux de [Nataf et al., 1994], où cet optimum est
recherché pour les méthodes de Schwartz mixtes [Lions, 1990]. Conceptuellement,
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Solution de référence

Premier test

Second test

Fig. 4.4: Cas de convergence vers un minimum local « non-physique »

l’utilisation de cet optimum nécessite des calculs globaux, ce qui entraîne une perte
d’efficacité de la méthode de résolution parallèle.

Dans la stratégie de décomposition de domaine mixte basée sur l’algorithme
LaTIn, la résolution du problème grossier, transmettant l’information à grande lon-
gueur de variation dans toute la structure, permet de répondre efficacement à ce
dilemme. Concrètement, à l’étape linéaire du solveur, les parties macroscopiques
sont astreintes au respect d’un certain équilibre global sur toute la structure. Par
conséquent, seules les parties microscopiques des champs d’interface doivent être
reliées par un opérateur représentant au mieux le problème posé sur Ē. Le principe
de Saint-Venant stipulant que ces champs microscopiques, à résultantes et moments
nuls sur le bord ∂ΩE, n’ont qu’une influence localisée autour de cette sous-structure,
l’opérateur optimal liant ces quantités peut être approximé et calculé localement.

Il est donc très clair que l’interprétation mécanique des opérateurs de direction
de descente E− nécessite leur séparation en contributions microscopiques et macro-
scopiques. Cette séparation est réalisée en réécrivant la direction de descente :
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Trouver (WE, FE)E∈E ∈ ΠE∈E(WE ×FE) tel que :

∀ E ∈ E, ∀ WM
E

? ∈ WM
E ,∫

ΓE

(FE − F̂E).WM
E

?
dΓ +

∫
ΓE

k−E
M

(WE − ŴE − W̃
M

E ).WM
E

?
dΓ = 0

∀ E ∈ E, ∀ Wm
E

? ∈ Wm
E ,∫

ΓE

(FE − F̂E).Wm
E

? dΓ +

∫
ΓE

k−E
m

(WE − ŴE).Wm
E

? dΓ = 0

(4.8)

∀ (W̃
M?

E )E∈E ∈ WM
ad ,

∑
E

∫
ΓE

FE.W̃
M?

E dΓ =
∑

E

∫
∂Ωf

F d.W̃
M?

E dΓ (4.9)

Les études précédemment menées sur la méthode de décomposition de domaine
mixte ont montré que (k−E

m
)E∈E dépend des propriétés de rigidité locales de E et

des sous-structures voisines. On montrera que, pour des cas d’interfaces non par-
faites, la rigidité physique de ΓE intervient également de manière significative dans
la détermination des directions de recherche optimales. Des études théoriques pour
rechercher cet optimum ont été menées dans des cas simplifiés mais restent insuffi-
santes. On propose ici d’obtenir, par une étude paramétrique, la robustesse souhaitée
pour la stratégie de résolution.

Le choix optimal de (k−E
m

)E∈E et (k−E
M

)E∈E est d’abord détaillé pour des inter-
faces présentant des comportements simples pour lesquels les relations de comporte-
ment macroscopiques sont explicites (interfaces parfaites, élastiques homogènes ou
cohésives totalement endommagées). L’interprétation mécanique et algorithmique
des directions de recherche pour ces différents cas nous permet dans un second
temps de choisir ces paramètres dans le cas général des comportements d’interface
rencontrés au cours de ces travaux.

� Remarque 3.1 La stratégie micro/macro utilisant une séparation des paramètres
de direction de recherche est aisément dérivable de celle décrite dans le chapitre 3.
A l’étape linéaire, les problèmes par sous-structure modifiés s’écrivent :

Trouver (uE,WE) ∈ UE ×WE

tels que ∀ (uE
?,WE

?) ∈ UE ×WE vérifiant uE
?
|∂ΩE

= WE
?
|ΓE
,∫

ΩE

Tr(ε(uE)Kε(uE
?)) dΩ +

∫
ΓE

(k−E
M

ΠM
E + k−E

m
(Id − ΠM

E ))WE.WE
? dΓ

=

∫
ΩE

f
d
.uE

? dΩ +

∫
ΓE

(
̂̂
F

m

E +
̂̂
F

M

E + k−E
M
W̃

M

E ).WE
? dΓ

(4.10)
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Le problème macroscopique est alors construit de manière classique en utilisant les
relations modifiées (4.8), (4.9) et (4.10).

L’étape locale devient globale sur chaque interface, les directions de recherche de
E+ s’écrivant alors pour les interfaces intérieures à la structure :

Trouver (F̂E, ŴE) ∈ FE ×WE tel que ∀ E ∈ E, ∀ E ′ ∈ VE,

∀ WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓE

(
F̂E − FE − k+

E
M

(ŴE −WE)
)
.WM?

dΓ = 0

∀ Wm? ∈ Wm
EE′ ,

∫
ΓE

(
F̂E − FE − k+

E
m

(ŴE −WE)
)
.Wm? dΓ = 0

(4.11)

Des développements similaires permettent l’obtention de l’expression des directions
de remontée macroscopiques et microscopiques pour les interfaces de bord.

3.2 Etude de comportements simples

Pour simplifier l’écriture, on supposera dans cette étude que les paramètres de
direction de recherche sont égaux des deux côtés d’une interface ΓEE′ entre deux
sous-structures E et E ′ adjacentes.

Sur ΓEE′ ,

{
k−E

M
= k−E′

M
= k−

M

EE′

k−E
m

= k−E′
m

= k−
m

EE′
(4.12)

3.2.1 Interface parfaite

Les directions de recherche locales (4.8) des sous-structures E et E ′ sont sous-
traites sur ΓEE′ :

∀ WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓEE′

(
(FE − FE′)− (F̂E − F̂E′)

)
.WM?

dΓ

+

∫
ΓEE′

k−
M

EE′

(
(WE −WE′ − (ŴE − ŴE′)

)
.WM?

dΓ = 0

(4.13)
En utilisant les équations d’admissibilité des quantités .̂ issues de l’étape locale, on
obtient :

∀ WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓEE′

(
(FE − FE′)− 2 F̂E + k−

M

EE′(WE −WE′)
)
.WM?

dΓ = 0

(4.14)
L’équation d’admissibilité macroscopique des efforts d’interface donne finalement :

∀ WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓEE′

(
2 (FE − F̂E) + k−

M

EE′ (WE −WE′)
)
.WM?

dΓ = 0

(4.15)
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Fig. 4.5: Paramètres de direction de recherche optimaux pour des interfaces par-
faites
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Afin d’assurer la continuité des déplacements macroscopiques d’interface, et donc la
résolution à chaque étape linéaire du problème macroscopique complet, les opéra-
teurs (k−E

M
)E∈E doivent être rejeté à l’infini. Si le paramètre de direction de recherche

est un scalaire, on obtient bien une relation de comportement sur des quantités ma-
croscopiques uniquement :

∀ WM? ∈ WM ,

∫
ΓEE′

(WE −WE′).WM?

dΓ = 0 (4.16)

Cette idée est illustrée par des résultats sur un cas test cubique à 64 sous-
structures au comportement linéaire isotrope, sous un chargement en déplacement
imposé, sur deux faces opposées, excitant les différents modes de déformation des
interfaces. La figure 4.5 (a) montre l’influence de la multiplication des paramètres
de directions de recherche macroscopiques par un scalaire noté a, sur l’initialisation
du calcul d’une part, et sur le taux de convergence d’autre part.

La figure 4.5 (b) montre l’influence d’une variation du paramètre de direction
de recherche microscopique sur le taux de convergence de la méthode, à paramètre
de direction de recherche macroscopique optimal fixé. (k−E

m
)E∈E dépendant des pro-

priétés locales de la structure, on prendra, pour une interface ΓEE′ entre deux sous-
structures E et E ′ adjacentes, k−

m

EE′ = aY
L

où Y est une moyenne des modules de
Young des sous-structures E et E ′, et L une longueur caractéristique locale, typi-
quement L =

√
(mes(ΓEE′)). Ces résultats sont difficiles à interpréter. On notera

cependant que, à paramètre de direction de recherche macroscopique optimal, la
variation du taux de convergence avec les paramètres de direction de recherche mi-
croscopique est peu significative.

3.2.2 Cas des interfaces élastiques homogènes

Un travail identique au précédent peut être réalisé pour des interfaces au compor-
tement élastique isotrope et homogène. La loi constitutive d’une interface élastique
ΓEE′ s’écrit alors :

∀ W ? ∈ WEE′ ,

∫
ΓEE′

(
F̂E − k0 (ŴE′ − ŴE)

)
.W ? dΓ = 0 (4.17)

où k0 est un scalaire constant sur l’interface. En projetant le champ test dans l’espace
des quantités macroscopiques d’interfaces, on obtient :

∀ WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓEE′

(
F̂E − k0 (ŴE′ − ŴE)

)
.WM?

dΓ = 0 (4.18)

De part la définition du découplage micro/macro des quantités d’interface, cette
équation est une relation entre quantités statiques et cinématiques macroscopiques
uniquement, donc une loi constitutive macroscopique.

En utilisant l’équation (4.13) issue de la soustraction des directions de recherche
de chaque côté de l’interface, en y injectant l’admissibilité des quantités .̂ d’interface,
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ainsi que l’admissibilité statique des efforts macroscopiques d’interface recherchés à
l’étape linéaire, imposée par le problème macroscopique, on obtient la relation :

∀ WM? ∈ WM
EE′ ,

∫
ΓEE′

(
2 FE + k−

M

EE′ (WE −WE′)
)
.WM?

dΓ = 0 (4.19)

En choisissant k−
M

EE′ = 2 k0, on assure donc la vérification du comportement macro-
scopique d’interface complet par les champs recherchés à l’étape linéaire. La valida-
tion numérique de cette démonstration est donnée sur la figure 4.6 (a). Le paramètre
de direction de recherche macroscopique est multiplié par un scalaire a (on écrit que
k−

M

EE′ = a 2 k0). a prend successivement les valeurs 1/10, 10 et 100.
Une étude paramétrique similaire (voir Figure 4.6 (b)) est menée pour quanti-

fier l’influence de la direction de recherche microscopique, la direction de recherche
macroscopique étant l’optimum trouvé précédemment. Le test de gauche est un cas
où la rigidité d’interface est très faible devant la rigidité en traction d’une sous-
structure (le rapport de ces rigidités est de 100), tandis que sur le test de droite,
l’étude inverse est menée. Le paramètre de rigidité microscopique est défini sur une
interface ΓEE′ par k−

m

EE′ = a 2 k0. Dans le premier cas testé, les sous-structures E ′

adjacentes à une sous-structure E sont vues comme « des solides rigides » par E,
les déformations étant concentrées dans les interfaces élastiques. Par suite, les opé-
rateurs de direction de recherche microscopique optimaux sont proches des rigidités
élastiques de l’interface. Dans le second cas, on retrouve la difficulté d’interpréta-
tion évoquée pour le cas des interfaces parfaites. En outre la dépendance du taux de
convergence à une variation des paramètres de direction de recherche microscopiques
est ici relativement élevée.

3.2.3 Cas des interfaces cohésives complètement endommagées

Les dernières interfaces rencontrées au cours de nos travaux et possédant des
comportements macroscopiques et microscopiques dissociés sont les interfaces cohé-
sives complètement endommagées sous un chargement de traction. En fait, ce cas
très simple à étudier ne nécessite pas la séparation micro/macro du comportement.
La direction de recherche E− sur l’interface ΓE d’une sous-structure E s’écrivant :

∀ WE
? ∈ WE,

∫
ΓE

(
(FE − F̂E) + k−E (WE − ŴE − W̃

M
)
)
.WE

? dΓ = 0 (4.20)

il est évident que, les quantités .̂ vérifiant la nullité des efforts d’interfaces sur la partie
cohésive délaminée de ΓE, un paramètre k−E proche de zéro permet d’imposer la
vérification du comportement d’interface aux quantités macroscopiques recherchées
à l’étape linéaire sur cette partie de ΓE. Cette affirmation est illustrée sur la figure 4.7
où des interfaces parfaites ont été utilisées en association avec 8 interfaces fissurées,
les paramètres de ces seules interfaces variant au cours de l’étude paramétrique.
De même que pour les études précédentes, a est un coefficient multiplicateur des
directions de recherche macro (a) et micro (b).
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Fig. 4.6: Paramètres de direction de recherche optimaux pour des interfaces élas-
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Fig. 4.7: Paramètres de direction de recherche optimaux pour des interfaces cohé-
sives fissurées en ouverture
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3.2.4 Enseignements

Deux résultats principaux de cette étude d’optimisation de l’algorithme LaTIn
pour des comportements d’interface simples doivent être retenus :

A l’étape linéaire de la stratégie, le paramètre de direction de recherche ma-
croscopique permet d’imposer la vérification du comportement macroscopique
complet par les quantités d’interface. Un choix judicieux de ce paramètre per-
met donc d’obtenir un équilibre macroscopique global à la fin de chaque étape
linéaire.
L’optimisation des paramètres de direction de recherche macroscopique permet
de diminuer le résidu d’équilibre global obtenu après chaque étape linéaire, en
particulier lorsque le niveau d’erreur est élevé.

3.3 Cas général

Dans le cas général, la projection du comportement d’interface dans la base
macroscopique n’a pas de sens physique (voir Chapitre 3), le découplage des quan-
tités microscopiques et macroscopiques n’étant réalisé qu’au sens du produit sca-
laire de L2(ΓEE′). L’identification théorique des paramètres macroscopiques de di-
rection de recherche optimaux n’est donc pas envisageable. En outre, la séparation
micro/macro des directions de recherche introduit certaines difficultés numériques
supplémentaires :

Les étapes de projection nécessaires à la construction des opérateurs de rigi-
dité augmentée des sous-structures (voir l’expression des problèmes par sous-
structures modifiés (4.10)) sont coûteuses et alourdissent le calcul.
L’étape locale devient globale sur chaque interface, ce qui peut rendre délicate
la résolution des étapes locales pour des interfaces au comportement complexe.
Les paramètres de direction de recherche microscopiques optimaux sont parti-
culièrement difficiles à identifier, même pour des cas très simples de compor-
tement d’interface, comme cela a été montré dans la section précédente.

On utilise donc par la suite une direction de recherche commune pour les quantités
microscopiques et macroscopiques d’interface.

Les interfaces traitées possèdent de manière générale des rigidités normales et
tangentielles potentiellement très différentes. Pour l’interface ΓE d’une sous-structure
E, on introduira une séparation entre les directions normales et tangentielles dans
la définition locale de l’opérateur de direction de recherche :

En tout point de ΓE, k−E =

 kn
−
E 0 0

0 kt
−
E 0

0 0 kt
−
E


(nE ,tE1

,tE2
)

(4.21)
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3.3.1 Cas des interfaces cohésives

Interface non délaminée ou en cours de délaminage

Les premiers calculs de délaminage effectués pendant ces travaux ont mis en
évidence qu’une valeur trop faible des paramètres de direction de recherche sur les
interfaces cohésives entraîne une divergence du processus incrémental.

La figure 4.8 (a) montre le système à résoudre à l’étape locale en chaque point
de Gauss d’une interface cohésive, dans la direction normale à l’interface. La solu-
tion recherchée est à l’intersection de la direction de recherche et de la relation de
comportement. Le problème est également représenté dans une direction tangentielle
sur la figure 4.8 (b). Il apparaît clairement que pour des paramètres de direction de
recherche tels que kn

−
E < 2 k0

n ou kt
−
E < 2 k0

t , l’algorithme de Newton local ne peut
pas converger vers des solutions pour lesquelles les indicateurs d’endommagement se
rapprochent de 1. En conséquence, une stagnation peut apparaître au cours des ité-
rations LaTIn. L’algorithme oscille entre deux états distincts ne correspondant pas
au minimum global recherché (voir Figure 4.8 (b)). Pour éviter ce phénomène, on
choisira des directions de recherche « plus rigides » que l’interface non endommagée.

Cependant, même en prenant ces précautions, des stagnations du même type
que celles évoquées précédemment ont été observées. Trois solutions ont été testées
pour résoudre ce problème :

Augmenter le facteur de relaxation de l’algorithme LaTIn, celui-ci permettant
de diminuer la dépendance de la convergence globale aux paramètres des di-
rections de recherche. Bien que la convergence puisse être recouvrée, le taux
de convergence est affecté par ce procédé.
Augmenter les paramètres de direction de recherche, ce qui signifie rigidifier
artificiellement les interfaces cohésives au cours des itérations. L’algorithme
converge mais son taux de convergence est encore une fois affecté. De plus, le
coefficient multiplicateur à appliquer pour retrouver la convergence est pure-
ment empirique.
Prendre une direction de recherche infinie à l’étape locale, la direction de
recherche de l’étape linéaire restant paramétrable. Cette pratique a peu d’in-
fluence sur le taux de convergence. Ce-dernier est alors exclusivement condi-
tionné par la direction de recherche E−. De plus, à l’étape locale, le problème
posé en chaque point de Gauss des interfaces cohésives est résolu explicitement
à partir de la donnée des déplacements d’interface issus de l’étape linéaire. La
durée de cette étape est donc fortement diminuée, en particulier dans le cadre
du calcul parallèle (les points de Gauss affectés par une variation d’endom-
magement sont localisés sur un nombre réduit de processeurs). Cette idée est
systématiquement mise en oeuvre dans les développements ultérieurs.

Le choix de direction de recherche E+ infiniment rigide nous place dans un cadre
où l’interprétation de la direction de recherche E− est plus aisée. Les variables ma-
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(a) Problème à résoudre dans la direction normale à
l’interface à l’étape locale

(b) Problème à résoudre dans la direction tangentielle à l’interface à l’étape
locale

(c) Oscillations entre deux états au cours des itérations LaTIn

Fig. 4.8: Recherche d’un paramètre de direction de recherche stabilisant pour les
interfaces cohésives
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croscopiques d’interface issues d’une étape linéaire vérifient en effet le comportement
d’une interface élastique de rigidité kn

−
E en traction et kt

−
E en cisaillement, comme

expliqué dans la section 3.2.2. L’algorithme portant sur les variables macroscopiques
est donc très proche d’un algorithme de Newton sécant pour lequel l’opérateur de
rigidité sécante n’est pas remis à jour au cours des itérations. On retrouve alors les
mêmes propriétés de convergence que pour un schéma de Newton modifié utilisant
le comportement initial du problème pour effectuer les étapes de prédiction linéaire.
On choisira donc, de manière classique, des paramètres de direction de descente E−

permettant d’assurer la vérification par les quantités macroscopiques d’interface du
comportement initial complet des interfaces cohésives (c’est-à-dire l’équilibre et la
loi constitutive élastique) à chaque étape linéaire. Sur l’interface ΓEE′ cohésive entre
deux sous-structures E et E ′, on choisira ainsi :

En tout point de ΓEE′ , k−EE′ =

 2 k0
n 0 0

0 2 k0
t 0

0 0 2 k0
t


(nE ,tE1

,tE2
)

(4.22)

Interface délaminée

Les interfaces complètement délaminées sont, dans notre cas d’étude, les plus
complexes à traiter. Leur rigidité est nulle en cisaillement et en traction mais est en
revanche très élevée en compression. Les algorithmes de Newton avec remise à jour
de l’opérateur de rigidité sécante peinent à converger lorsque l’on se rapproche du
contact.

Dans le cadre de la méthode LaTIn, souvent utilisée par le passé pour résoudre
des problèmes de contact, des directions de recherche optimales au sens d’un com-
portement en compression, constantes au cours des itérations, sont utilisées quel
que soit le statut de l’interface. La convergence est assurée mais le taux de conver-
gence se dégrade fortement lorsque les interfaces sont sollicitées en traction. Dans le
cas des calculs de délaminage, rigidifier artificiellement les interfaces délaminées au
cours des itérations LaTIn peut également forcer la convergence vers une solution
non-physique (voir Figure 4.4 page 87).

On propose donc une procédure de mise à jour des directions de recherche, au
cours des itérations LaTIn, en fonction du statut (tous les points d’intégration d’une
interface sont en contact ou tous sont en ouverture) des interfaces cohésives délami-
nées. Le statut des interfaces est vérifié après une étape locale. Si une variation de
ce statut est repérée, les directions de recherche sont mises à jour. Si tous les points
de Gauss de l’interface cohésive ΓEE′ sont chargés en compression, en prendra :

En tout point de ΓEE′ , k−EE′ =

 2 k0
n 0 0

0 ε 0
0 0 ε


(nE ,tE1

,tE2
)

(4.23)
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Si tous les points de Gauss de l’interface sont chargés en traction, en prendra :

En tout point de ΓEE′ , k−EE′ =

 ε 0 0
0 ε 0
0 0 ε


(nE ,tE1

,tE2
)

(4.24)

Pour la sous-structuration « pli-interface » retenue, ε peut être fixé à 0. Dans d’autres
cas, pour lesquels toutes les interfaces d’une sous-structure présentent une aptitude
au délaminage, ou possèdent un comportement de type contact, une valeur trop
faible de ε peut entraîner des difficultés numériques, les systèmes à résoudre à l’étape
linéaire sur chaque sous-structure étant potentiellement singuliers.

� Remarque 3.2 Changer les directions de recherche signifie également réassem-
bler et factoriser les opérateurs locaux par sous-structure ainsi que l’opérateur de
rigidité macroscopique. La première opération est peu coûteuse, les interfaces dont
le statut change étant en général en nombre réduit. Elle est de plus traitée en pa-
rallèle. En ce qui concerne la factorisation du problème macroscopique, celle-ci peut
être onéreuse car usuellement effectuée sur un seul processeur. Cette méthode n’est
donc efficace que si la taille du problème macroscopique est réduite, ou si ce dernier
est assemblé et résolu en parallèle (voir Chapitre 6).

Mettre à jour les directions de recherche à chaque itération LaTIn nécessite une
augmentation du facteur de relaxation afin de stabiliser le schéma numérique. On
choisit ici d’utiliser d’utiliser des valeurs élevées du facteur de relaxation, mais de
ne réaliser le test sur les sauts locaux aux interfaces cohésives, et éventuellement la
mise à jour des directions de recherche, que toutes les Nmj itérations LaTIn.

Les résultats de cette procédure effectuée avec Nmj = 5 sont donnés sur la figure
4.9. Toutes les interfaces du cas test cubique à 64 sous-structures sont cohésives,
leur rigidité initiale étant faible de façon à obtenir une fissuration sur certaines
des interfaces sans provoquer d’instabilité globale. Le chargement extérieur de type
« charge/décharge/charge dans la direction opposée », appliqué de manière quasi-
statique en 10 pas de temps, permet de créer les fissures, de les ouvrir puis de les
refermer. Le gain en nombre d’itérations LaTIn nécessaires à la convergence (critère
d’erreur νrdc à 0.1%) est fortement diminué par la procédure proposée, en particulier
lors des pas de temps pour lesquels la plupart d’interfaces fissurées sont chargées en
traction (pas de temps 3, 4, 5 et 6).

� Remarque 3.3 Les tentatives pour établir un lien entre le comportement local
des interfaces (c’est-à-dire en chaque point de Gauss des interfaces et non globale-
ment sur chaque interface) et les opérateurs de direction de recherche locaux sont
restées infructueuses. Cependant, nous supposons que la sous-structuration retenue
est suffisamment fine pour que les procédures décrites dans cette section permettent
une bonne représentation du comportement linéarisé de la structure par les quantités
macroscopiques au cours des itérations LaTIn.
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Fig. 4.9: Traitement des ouvertures et refermetures de fissures

3.3.2 Cas des interfaces parfaites

Dans le cas de l’utilisation d’une direction de recherche E− unique, imposer la vé-
rification du comportement macroscopique des interfaces parfaites à l’étape linéaire
implique la non-convergence des quantités microscopiques. En effet, la direction de
descente macroscopique optimale est infinie et donc parallèle au comportement.

Une première solution, coûteuse, est de séparer les directions de recherche macro-
scopiques et microscopiques uniquement pour les interfaces parfaites (voir Section
3.2). Une seconde est l’utilisation de la direction de recherche unique optimale au
sens des quantités microscopiques. Cette pratique ne pose pas de difficulté si les
sous-structures sont très rigides par rapport aux interfaces cohésives du modèle.
Dans le cas contraire, il est nécessaire de pénaliser les directions de recherche des
interfaces parfaites afin de limiter leur influence sur la solution obtenue au problème
de délaminage.
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3.3.3 Cas des interfaces de conditions aux limites

Classiquement, les paramètres de direction de recherche des interfaces permet-
tant d’imposer des conditions de Dirichlet (respectivement de Neuman) sur ∂Ω sont
choisis élevés (repectivement faibles) [Violeau, 2007]. Cette pratique revient à im-
poser les conditions aux limites directement dans la formulation faible de l’équilibre
des sous-structures (3.32) (page 68), par pénalisation.

3.4 Bilan

La méthode de décomposition de domaine mixte à deux échelles décrite dans
le chapitre 3 a été adaptée à la résolution robuste du problème de délaminage de
référence posé dans le chapitre 1. Dans la version proposée ici, l’algorithme utilisé
pour résoudre le problème non-linéaire posé à chaque piquet de temps de l’analyse
est très proche d’un schéma de Newton-Raphson sécant à opérateur de prédiction
linéaire initial. Cependant, la résolution du problème linéarisé correspondant aux
étapes de prédiction de Newton est réalisée de manière approchée : seules les quan-
tités macroscopiques des étapes linéaires de l’algorithme LaTIn vérifient l’équilibre
linéarisé global sur la structure.

Une procédure de mise à jour du « problème sécant » par modification des pa-
ramètres de direction de recherche est également effectuée lorsqu’un changement de
statut est observé au niveau des interfaces cohésives, correspondant à une variation
importante de la rigidité d’interface.
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CHAPITRE5 Traitement des
non-linéarités localisées

Les non-linéarités d’interface très localisées du problème sous-
structuré provoquent une dégradation du taux de convergence de la
stratégie itérative. Des solutions, basées soit sur un enrichissement
du problème, soit sur la pratique de calculs supplémentaires dans
les zones à forts gradients, sont proposées.

Sommaire
1 Enrichissement de la base macroscopique . . . . . . . . . . . 107

1.1 Enrichissement polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
1.2 Base macroscopique discontinue . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
1.3 Base macroscopique complète . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

2 Sous-itérations dans les zones à forts gradients . . . . . . . . 113
2.1 Conditions aux limites du problème extrait . . . . . . . . . . 114
2.2 Problème extrait sous-structuré . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
2.3 Construction du problème macroscopique local . . . . . . . . 115
2.4 Construction adaptative du sous-problème . . . . . . . . . . . 117
2.5 Parallélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
2.6 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3 Enseignements et utilisation des concepts développés . . . . 120

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



104 Traitement des non-linéarités localisées

Les premiers essais numériques réalisés pendant ces travaux ont montré une
baisse significative du taux de convergence du solveur LaTIn lors des calculs de
propagation de fissure. Le cas test de type DCB représenté Figure 5.1 est résolu
en 10 pas de temps : les deux premiers correspondent à l’initiation du délaminage,
les suivants à la propagation des fissures. A partir du troisième pas de temps, le
nombre d’itérations LaTIn nécessaires pour obtenir une solution convergée explose
(voir sur la figure 5.11 page 121) les colonnes intitulées « procédure classique »).
Cette augmentation significative apparaît dans tous les problèmes de délaminage
simulés au cours de nos travaux. Son amplitude dépend notamment de la raideur
des interfaces cohésives et du pas de temps de l’analyse.

Fig. 5.1: Cas test de type DCB à quatre plis

Plusieurs causes expliquant la chute du taux de convergence ont été identifiées :
Nous avons montré dans le chapitre 4 que la représentation macroscopique du
comportement des interfaces à l’étape linéaire du solveur LaTIn dépend forte-
ment du choix des paramètres de direction de recherche. Une mauvaise repré-
sentation de ce comportement, en particulier pour des interfaces cohésives, a
pour conséquence une dégradation du taux de convergence. Des solutions ont
été proposées pour pallier cette difficulté.
Dans les zones à fort gradient, la représentation des champs statiques et ciné-
matiques d’interface dans l’espace macroscopique est insuffisante. En pointe
de fissure, les quantités microscopiques peuvent avoir une amplitude de même
ordre de grandeur que celle des champs macroscopiques (voir Figure 2.2.3 (b)
page 64). Ce phénomène apparaît plus clairement lorsque les interfaces cohé-
sives traitées sont « plus raides » que les sous-structures, la concentration de
contrainte sur le front de fissure se rapprochant alors d’une singularité. Les
quantités microscopiques d’interface ont, dans ce cas de figure, une influence
globale sur la solution dans la structure. Cette influence n’est malheureusement
pas transmise aux sous-structures lointaines par la résolution du problème ma-
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croscopique.
La simulation d’une propagation de fissure nécessite, pour chaque pas de
temps de l’analyse, le calcul d’un nombre important d’états d’équilibre inter-
médiaires. Plus précisément, la propagation du front de fissure d’un premier
état à un second nécessite un calcul pratiquement convergé des concentrations
de contrainte dans le premier état. Lors du traitement d’interfaces cohésives
très rigides, plusieurs itérations LaTIn sont ainsi nécessaires à l’avancée de la
fissure d’un seul front de points d’intégration. Ceci explique les courbes de
convergence chahutées observées lors de calcul de délaminage (voir Figure 5.7
page 112), les remontées du résidu correspondant à des changements de statuts
locaux sur les interfaces cohésives situées près de la pointe de fissure.

Fig. 5.2: Convergence d’un cas test à vingt sous-structures en 2D soumis à divers
cas de chargement

Les deux derniers phénomènes sont illustrés par les résultats donnés sur la figure
5.2. La structure étudiée en 2D est composée de 20 sous-structures. La déformée
de la structure, les efforts macroscopiques et microscopiques d’interface sont donnés
pour trois cas de charge et de comportement d’interface différents. Les courbes de

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



106 Traitement des non-linéarités localisées

convergence de l’algorithme LaTIn obtenues sont comparées sur un même graphique.
Dans le cas test 1, toutes les interfaces sont parfaites, et le chargement est choisi

de façon à ce que la solution soit parfaitement représentée par la base macroscopique
linéaire. Dans le cas test 2, toujours linéaire, une pré-fissure est définie, et le char-
gement active une singularité de contrainte en pointe de fissure. La baisse du taux
de convergence obtenu dans ce cas est flagrante et uniquement due à la mauvaise
séparation d’échelle évoquée. Dans le dernier cas, les interfaces horizontales ont un
comportement cohésif. Le chargement est appliqué en quasi-statique sur dix pas de
temps. La courbe de convergence tracée est celle d’un calcul LaTIn à un piquet de
temps correspondant à la propagation de la fissure. Les deux effets décrits précé-
demment se cumulent et dégradent très fortement le taux de convergence.

Dans un premier temps, une solution au seul problème de mauvaise séparation
d’échelle a été recherchée. Deux façons de rétablir l’extensibilité numérique ont ainsi
été envisagées :

Une première famille de solutions consiste à effectuer un certain nombre de
calculs représentatifs, dont les solutions peuvent être réutilisées par la suite
au cours de l’analyse. Ces solutions peuvent permettre un enrichissement de
la base macroscopique couplé éventuellement à une approximation pertinente
de la solution microscopique dans les zones à fort gradient. Cette démarche de
calcul de fonctions handbook est celle employée par [Strouboulis et al., 2001]
dans le cadre de la GFEM.
La deuxième famille de solutions pour rétablir l’extensibilité de la méthode
lors du traitement de non-linéarités localisées consiste à enrichir la base ma-
croscopique par des fonctions choisies a priori. Le but de cette démarche est de
trouver une base permettant une bonne représentation des quantités à grande
longueur de variation pour un nombre faible de degrés de liberté macrosco-
piques. Cette approche est conceptuellement semblable à celle proposée par
[Moës et al., 1999] dans le cadre de la XFEM pour enrichir la base éléments
finis, qui correspondant ici à la discrétisation microscopique.

Nous nous sommes ici dirigés vers la seconde famille de stratégies évoquées. Le
choix d’une base macroscopique enrichie localement a permis d’obtenir la séparation
d’échelle souhaitée dans les simulations de fissuration proposées par [Guidault et al.,
2008], sur lesquelles nous reviendrons. Dans notre cas, un espace macroscopique per-
tinent à faible nombre de degrés de liberté n’a pas été trouvé. Un enrichissement
permettant la transmission de toute l’information microscopique du front de dé-
laminage est alors pratiqué. Son obtention fait l’objet de la section 1. Cependant,
l’utilisation de la base « macroscopique » enrichie alourdit fortement les calculs. Une
stratégie alternative moins coûteuse, bâtie sur ces idées et assurant également l’ex-
tensibilité, est proposée dans la section 2. Cette méthode permet, comme nous le
verrons, de résoudre également la dernière difficulté soulevée, liée à la quantité de
calculs d’équilibre global nécessaires à la propagation du front de fissure au cours
du processus itératif.
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1 Enrichissement de la base macroscopique

Les différents enrichissements testés, en 2D, sont représentés sur la figure 5.3. Les
résultats obtenus pour chacun de ces enrichissements sont détaillés dans les sections
suivantes.

1.1 Enrichissement polynomial

En 2D, et pour une interface ΓEE′ linéique entre deux sous-structures adjacentes
E et E ′, la base macroscopique est limitée à quatre vecteurs : deux résultantes suivant
les vecteurs propres NEE′,1 et NEE′,2 de la matrice d’inertie de ΓEE′ , une rotation
selon NEE′,3 et un mode d’extension. NEE′,1 est ici associé à la valeur propre nulle
de la matrice d’inertie IEE′ (c’est-à-dire que NEE′,1 est la direction de l’interface
linéique).

En généralisant cette écriture pour une base macroscopique polynomiale de degré
p, les vecteurs de base utilisés, a priori non normés ni orthogonaux, peuvent être
définis par les relations [Loiseau, 2001; Guidault, 2005] :

ẽM
EE′,2i =

(
NEE′,1.GEE′M

)p
NEE′,1

ẽM
EE′,2i+1 =

(
NEE′,1.GEE′M

)p
NEE′,2

(5.1)

où i est un entier naturel tel que 0 < i ≤ p. La base effectivement utilisée est en-
suite obtenue par une procédure d’orthonormalisation de Schmidt sur les vecteurs
(ẽEE′,i)i∈J0 , 2(p+1)K.

L’enrichissement de la base macroscopique linéaire par des fonctions quadratiques
et cubiques (p = 3) a pour effet une amélioration du taux de convergence, mais
peu significative, les quantités d’interface en pointe de fissure étant encore très mal
représentées dans l’espace macroscopique enrichi.

La figure 5.4 illustre ces idées, sur le cas test 2 de la figure 5.2 (page 105). Le
résultat intitulé « monéchelle » correspond à un calcul LaTIn sans résolution du
problème grossier. La courbe de convergence intitulée « macro effort » est obtenue
par un calcul micro/macro en utilisant soit la base macroscopique linéaire classique,
soit la base enrichie cubique. Ces deux courbes sont confondues, le gain apporté par
les enrichissements successifs étant négligeable.

Les résultats suivants sont obtenus en imposant à l’étape linéaire du solveur La-
TIn, en plus de l’équilibre des efforts macroscopiques d’interface, la continuité des
déplacements macroscopiques des interfaces parfaites et la nullité des efforts d’in-
terface cohésives pré-fissurées en traction. On pratique pour cela une séparation des
contributions microscopiques et macroscopiques de la direction de recherche E−,
couplée au choix optimum des paramètres de direction de recherche macroscopique,
comme détaillé dans le chapitre 4. On observe alors un gain progressif sur le taux de
convergence par utilisation des bases linéaires (courbe intitulée « macro linéaire »)
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Fig. 5.3: Enrichissements de la base macroscopique en 2D
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Fig. 5.4: Enrichissement de la base macroscopique sur un cas test 2D linéaire

et cubiques (courbe intitulée « macro cubique »). Cependant, l’enrichissement po-
lynomial proposé améliore relativement peu le taux de convergence de la méthode,
pour une taille doublée du problème macroscopique et des coûts supplémentaires
dûs aux projections impliquées par le traitement séparé des directions de recherche
microscopiques et macroscopiques.

1.2 Base macroscopique discontinue

Dans [Guidault et al., 2008], les auteurs proposent une façon originale de réta-
blir l’extensibilité de la méthode pour des calculs de fissuration dans des milieux
homogènes et isotropes 2D. Les interfaces de la méthode de décomposition ont un
comportement parfait, la propagation de la fissure ayant lieu dans les sous-structures
(voir Figure 5.5 partie de gauche). Les concentrations de contrainte liées à la pointe
de fissure sont ainsi localisées dans les sous-structures, les champs d’interface étant
alors relativement bien approximés par des bases linéaires sur les interfaces intactes.
Sur les interfaces coupées par une fissure, une base macroscopique linéaire discon-
tinue est utilisée (voir Figure 5.3). Les champs d’efforts et de déplacements de ces
interfaces sont relativement lisses mais discontinus au point de coupure de l’interface
par la pointe de fissure. Dès lors, ils sont bien représentés dans cette nouvelle base,
et l’extensibilité numérique est assurée.

Cette technique a également été testée pour nos cas d’application, en 2D, mais
n’a pas donné les résultats escomptés, et ce pour deux raisons. La première est que
la position de la pointe de fissure change non seulement au cours de l’analyse, mais
également au cours des itérations du solveur itératif. Sur l’exemple de la figure 5.6, la
base macroscopique discontinue est mise à jour à convergence du calcul effectué à un
piquet de temps tn. La discontinuité macroscopique sur les interfaces horizontales
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cohésives est introduite au point de transition entre la zone délaminée et la zone
non-délaminée. L’inadéquation entre la base macroscopique discontinue utilisée et
la position de la pointe de fissure obtenue au piquet de temps tn+1 apparaît de
manière évidente. D’autre part, et même dans le cas où la position de la pointe de
fissure est connue avant le calcul et n’évolue pas, les concentrations de contrainte
en pointe de fissure affectent les quantités d’interface (voir Figure 5.5 partie de
droite). Une base linéaire, même discontinue, est donc insuffisante pour représenter
ces quantités.

Fig. 5.5: Utilisation d’une base macroscopique discontinue pour traiter la fissura-
tion dans les interfaces de la méthode de décomposition de domaine mixte

1.3 Base macroscopique complète

Le dernier enrichissement testé consiste à utiliser tous les degrés de liberté d’in-
terface comme base macroscopique. Cette pratique est aisée, ces fonctions étant
orthogonales au sens du produit scalaire de L2(Γ) sur une interface Γ ∈ Γ.

Cette idée a été mise en pratique pour résoudre le problème linéaire corres-
pondant au cas test 2 sur la figure 5.2 (page 105). En utilisant la séparation des
directions de recherche macroscopiques et microscopiques décrite dans le chapitre
4, la convergence est atteinte en une itération. En effet, à l’étape linéaire de la
stratégie, l’équilibre des sous-structures est vérifié ainsi que l’équilibre des champs
statiques d’interface (par résolution du problème macroscopique enrichi). Le choix
des directions de recherche macroscopiques optimales permet alors d’assurer la véri-
fication du comportement complet des interfaces parfaites et cohésives pré-fissurées.
Le problème sous-structuré est donc résolu exactement (si le coefficient de péna-
lisation des paramètres de direction de recherche macroscopique est suffisamment
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Fig. 5.6: Inadaptation de la base macroscopique linéaire discontinue pour les pro-
blèmes de délaminage
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élevé) à la fin de la première étape linéaire du solveur. La courbe de convergence
LaTIn obtenue est donnée sur la figure 5.4 (intitulée « macro complet »). On notera
que, sans la pratique du raccord macroscopique entre sous-structures au sens du
comportement d’interface, à l’étape linéaire du solveur itératif, le gain apporté par
cet enrichissement est également nul.

Un cas moins dégénéré d’utilisation de cet enrichissement et de ne le pratiquer
que sur les sous-structures situées dans une zone située autour de la pointe de fissure.
Un gain significatif est observé sur le taux de convergence obtenu par rapport aux
calculs sans enrichissement de la base macroscopique. Les résultats de cet enrichis-
sement local sont fournis directement pour des calculs non-linéaires avec interfaces
cohésives. La figure 5.7 donne les courbes de convergence LaTIn obtenues dans un
premier temps par utilisation d’une base linéaire classique (courbe intitulée « macro
linéaire »), et dans un second temps par enrichissement microscopique sur les quatre
sous-structures entourant la pointe de fissure du cas test 3 de la figure 5.2 (courbe
intitulée « macro complet localisé »).
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Fig. 5.7: Enrichissement local de la base macroscopique pour la propagation de
fissure sur un cas test 2D

Nos lacunes à transmettre les effets à grande longueur de variation des concentra-
tions de contrainte liées au front de fissure par le problème macroscopique peuvent
être comblées en résolvant de manière exacte, à chaque étape linéaire de l’algorithme
LaTIn, le problème linéarisé de la zone dans laquelle cette concentration a un ef-
fet dominant. L’extensibilité numérique globale de la méthode est restaurée par ce
procédé.

L’enrichissement proposé a été étendu au 3D et donne des résultats similaires.
Cependant, il ne nous donne pas satisfaction car il alourdit la construction et la
résolution du problème macroscopique. En effet, assembler l’opérateur homogénéisé
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d’une sous-structure enrichie revient à calculer explicitement le complément de Schur
primal de cette sous-structure, et donc à effectuer une quantité considérable de réso-
lutions de systèmes locaux. En outre, dans le cadre d’une résolution en parallèle, les
opérateurs homogénéisés enrichis sont stockés sur les quelques processeurs traitant
les sous-structures situées près du front de fissure. Un problème de répartition de
charge (en mémoire et en temps CPU) se pose alors.

Une technique envisageable serait de résoudre de manière itérative le problème
linéarisé de la zone située autour du front de délaminage, à chaque étape linéaire du
solveur itératif, par la méthode de décomposition de domaine mixte à deux échelles.
Dans la section 2, nous préférons à cette méthode la résolution itérative du problème
non-linéaire de cette zone, à chaque itération de l’algorithme LaTIn global. Cette
stratégie alternative permet également de recouvrer l’extensibilité en transmettant
l’information à grande longueur d’onde issue des quantités microscopiques en pointe
de fissure. En outre, les résolutions non-linéaires locales forcent la propagation du
front de délaminage et limitent le nombre de calculs d’équilibre global nécessaires à
la convergence.

2 Sous-itérations dans les zones à forts gradients

Interfaces assurant des 

conditions de raccord mixtes 

avec la solution globale

Interface possédant l’incrément 

d’endommagement local maximum

Extraction d’un 

sous-problème local

Itérations 

LaTIn locales

Itérations 

LaTIn globales

Fig. 5.8: Résolution d’un problème non-linéaire local par la stratégie micro/macro
à chaque itération LaTIn globale

On propose ici de résoudre par la méthode de décomposition de domaine mixte

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



114 Traitement des non-linéarités localisées

à deux échelles le problème non-linéaire localisé sur un bloc autour du front de
délaminage, à chaque itération du solveur global (voir Figure 5.8). Schématiquement,
les calculs non-linéaires dans cette zone permettent de traduire les effets locaux
dûs à la fissuration en contributions macroscopiques sur les interfaces des sous-
domaines voisins. Une fois ces contributions obtenues, un calcul standard permet de
les propager à l’ensemble de la structure. La partie du domaine Ω correspondant à
ce bloc sera notée Ωsub, et sa frontière ∂Ωsub. La structure extraite sera notée Esub.

La procédure utilisée est décrite par l’algorithme 2. Le point délicat de cette mé-
thode est le raccord entre le problème global et le problème extrait, qui conditionne
la convergence des algorithmes LaTIn locaux et globaux. Nous nous concentrons
dans un premier temps sur l’étude de ce raccord. Ce choix effectué, la résolution
du problème local sur Esub par la stratégie micro/macro pose assez peu de diffi-
culté. Seules les différences avec l’algorithme global décrit dans le chapitre 3 seront
détaillées.

� Remarque 2.1 Cette démarche possède de fortes similitudes avec les techniques
de relocalisations non-linéaires développées dans [Cresta et al., 2007; Pebrel et al.,
2008]. Dans ces travaux, les auteurs résolvent des problèmes non-linéaires indépen-
dants pour chaque sous-structure, après une prédiction linéaire globale de Newton
résolue par une méthode de décomposition de domaine duale ou mixte. Le but de
cette démarche est d’effectuer le nombre minimum de calculs d’équilibre globaux né-
cessaires à la propagation de l’information dans la structure.

Techniquement cependant, les problématiques sont différentes. Ici, les relocali-
sations sont effectuées sur un ensemble de sous-structures afin d’activer les non-
linéarités d’interface. En outre, elles sont effectuées à partir d’une solution admis-
sible de Ad correspondant uniquement à un équilibre global macroscopique.

2.1 Conditions aux limites du problème extrait

Les sous-itérations sur Esub sont réalisées après chaque étape locale de l’algo-
rithme LaTIn global. Seuls les champs issus de l’étape linéaire, appartenant à Ad,
vérifient un certain équilibre global de la structure (un équilibre macroscopique).
On choisira donc de relier les inconnues du problème extrait aux quantités issues de
l’étape linéaire précédente, sur ∂Ωsub. Cette relation est imposée de façon mixte :

∀(E,E ′) ∈ Esub × Ēsub / ∂ΩE ∩ ∂ΩE′ 6= {0},
En tout point de ΓEE′ , FE + kCL

E WE = FCL
E + kCL

E WCL
E

(5.2)

kCL
E est un opérateur local symétrique, défini positif. FCL

E etWCL
E sont respectivement

les champs FE et WE des interfaces de bord de Esub, issus de l’étape linéaire globale
précédente.

Les meilleurs résultats de convergence des itérations locales et globales sont obte-
nus pour kCL

E = k−E . Nous verrons dans la section 2.3 les caractéristiques numériques
particulières induites par ce choix.
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2.2 Problème extrait sous-structuré

Le problème non-linéaire sous-structuré à résoudre sur Esub s’écrit de manière
similaire au problème global sous-structuré du chapitre 3 :

Trouver la solution s = (sE)E∈Esub, où sE = (uE,WE, σE
, FE), vérifiant :

Admissibilité cinématique de chaque sous-structure E.

Admissibilité statique de E.

Comportement linéaire orthotrope de E.

Comportement des interfaces intérieures de Esub (cohésives ou parfaites) :
en tout point de ΓEE′ tel que E ′ ∈ VE et E ′ ∈ Esub,
R(WE,WE′ , FE, FE′) = 0

(5.3)

Comportement des interfaces transmettant les conditions aux limites :
Si ΓE ∩ ∂Ω 6= {0}, En tout point de ΓEd

, Rd(WE, FE) = 0 (5.4)

Comportement des interfaces imposant les conditions de raccord mixte avec
E\Esub :

Si (∃ E ′ ∈ VE tel que E ′ /∈ Esub),∀E ′ ∈ VE tel que E ′ /∈ Esub,
En tout point de ΓEE′ , FE + kCL

E WE = FCL
E + kCL

E WCL
E

(5.5)

La résolution de ce problème par l’algorithme LaTIn ne pose pas de difficulté
particulière, les opérateurs construits pour résoudre le problème global étant réuti-
lisés. Une attention particulière doit cependant être portée sur la construction du
problème macroscopique, pour laquelle la prise en compte des conditions de raccord
mixte requiert quelques précisions.

2.3 Construction du problème macroscopique local

La résolution du problème non-linéaire extrait par la méthode micro/macro à
deux échelles nécessite la construction d’un problème homogénéisé local. Ce dernier,
semblable au problème grossier global sur la structure, permet d’assurer l’équilibre
des efforts macroscopiques des interfaces de Esub à chaque itération du solveur. Ce-
pendant, sur le bord ∂Ωsub \ ∂Ω, des conditions aux limites mixtes sont imposés.
Il est judicieux de les prendre en compte dans la construction du problème macro-
scopique, en réécrivant la direction de recherche E− des résolutions locales sous la
forme :
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Trouver (WE, FE)E∈Esub ∈ ΠE∈Esub(WE ×FE) tel que :

∀ E ∈ Esub, ∀ WE
? ∈ WE,∫

ΓE

(
(FE − F̂E) + k−E (WE − ŴE)− k−EW̃

M
)
.WE

? dΓ = 0
(5.6)

∀ (W̃
M?

E )E∈Esub ∈ WM
ad,sub,∑

E∈Esub

∫
ΓE

FE.W̃
M?

E dΓ =
∑

E∈Esub

∫
∂Ωf

F d.W̃
M?

E dΓ

+
∑

E∈Esub

∫
∂Ωsub\∂Ω

(FCL
E + kCL

E WCL
E − kCL

E WE).W̃
M?

E dΓ

(5.7)

où les restrictions aux interfaces de Esub des champs macroscopiquement admissibles
appartenant à WM

ad sont recherchées dans l’espaces WM
ad,sub.

Cette formulation modifiée de la direction de recherche E− permet de s’assurer
que les contraintes de transmission mixtes seront vérifiées par les quantités macro-
scopiques d’interface à chaque étape linéaire locale.

Par suite, en suivant la démarche de construction du problème homogénéisé
décrite dans le chapitre 3, le problème macroscopique local devient :

Trouver (W̃
M

E )E∈Esub ∈ WM
ad,sub tel que ∀ (W̃

M?

E )E∈Esub ∈ WM
ad,sub ,∑

E∈Esub

∫
ΓE\(∂Ωsub\∂Ω)

L
M
E W̃

M

E .W̃
M?

E dΓ

+
∑

E∈Esub

∫
ΓE∩(∂Ωsub\∂Ω)

(
(Id − kCL

E k−E
−1

)LM
E + k−E

)
W̃

M

E .W̃
M?

E dΓ

=
∑

E∈Esub

∫
∂Ωf

F d.W̃
M?

E dΓ−
∑

E∈Esub

∫
ΓE\(∂Ωsub\∂Ω)

F̃E.W̃
M?

E dΓ

+
∑

E∈Esub

∫
ΓE∩(∂Ωsub\∂Ω)

(
−(Id − kCL

E k−E
−1

)F̃E − kCL
E k−E

−1 ̂̂
FE

)
.W̃

M?

E dΓ

+
∑

E∈Esub

∫
ΓE∩(∂Ωsub\∂Ω)

(FCL
E + kCL

E WCL
E ).W̃

M?

E dΓ

(5.8)
Le terme de droite du problème homogénéisé ainsi que le second membre sont mo-
difiés par la prise en compte des conditions aux limites mixtes. L’assemblage de
termes supplémentaires est nécessaire sur les bords ∂Ωsub\Ω du domaine extrait où
ces conditions sont imposées. Le calcul de ces contributions ne posent pas de pro-
blème particulier.
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Dans le cas retenu où
∀E ′ ∈ VE tel que E ′ /∈ Esub, En tout point de ΓEE′ ,

kCL
E = k−E

(5.9)

l’expression de ce problème macroscopique se simplifie. En prenant un champ test
macroscopique dans l’espace WM

ad ,∂Ωsub
des champs macroscopiques nuls sur toutes

les interfaces de Esub sauf sur ∂Ωsub\∂Ω :

Trouver (W̃
M

E )E∈Esub ∈ WM
ad,sub tel que ∀ (W̃

M?

E )E∈Esub ∈ WM
ad ,∂Ωsub

,∑
E∈Esub

∫
ΓE∩(∂Ωsub\∂Ω)

k−EW̃
M

E .W̃
M?

E dΓ =
∑

E∈Esub

∫
ΓE∩(∂Ωsub\∂Ω)

̂̂
FE.W̃

M?

E dΓ

+
∑

E∈Esub

∫
ΓE∩(∂Ωsub\∂Ω)

(FCL
E + kCL

E WCL
E ).W̃

M?

E dΓ

(5.10)

L’écriture de la vérification de contraintes de raccord mixte sur ∂Ωsub\∂Ω par les
quantités .̂ d’interface conduit à l’annulation du multiplicateur de Lagrange. Les
conditions de raccord mixtes sont donc vérifiées automatiquement par les champs
de l’étape linéaire, sans écriture de contrainte macroscopique sur ∂Ωsub\∂Ω. Dans
ce cas de figure, le problème macroscopique sur Esub s’écrit simplement :

Trouver (W̃
M

E )E∈Esub ∈ WM
ad ,sub,0 tel que ∀ (W̃

M?

E )E∈Esub ∈ WM
ad ,sub,0 ,∑

E∈Esub

∫
ΓE

L
M
E W̃

M

E .W̃
M?

E dΓ =
∑

E∈Esub

∫
∂Ωf

F d.W̃
M?

E dΓ−
∑

E∈Esub

∫
ΓE

F̃E.W̃
M?

E dΓ

(5.11)

où WM
ad ,sub,0 est l’espace des champs macroscopiques admissibles des interfaces de

Esub, nul sur ∂Ωsub\∂Ωu. Le problème extrait étant localisé sur un nombre restreint
de sous-structures, le problème macroscopique local possède un faible nombre de
degrés de liberté. Sa résolution est donc peu coûteuse. En outre, l’assemblage de ce
problème n’est effectué que lorsque le domaine extrait évolue entre deux itérations
globales (voir Section 2.4).

2.4 Construction adaptative du sous-problème

L’extraction de Esub est réalisée de manière automatique à chaque itération du
solveur global. Pour cela, on définit un critère local par interface. L’interface de la
structure possédant la valeur maximale de ce critère est sélectionnée pour construire
le sous-problème. L’ensemble des sous-structures dont le centre de gravité est situé
à une distance inférieure à une longueur donnée ld du centre de gravité de l’interface
précédemment sélectionnée sont extraites pour former Esub (voir Figure 5.8 page
113).

Deux critères de sélection d’interface ont été implantés :
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Fig. 5.9: Influence de la taille du sous-problème extrait sur la convergence globale

L’erreur sur la non-vérification du comportement d’interface par les quantités
issues de l’étape linéaire ν loc

rdc. Ce critère ne nous donne pas satisfaction car il
sélectionne potentiellement des interfaces situées dans des zones ou les inter-
faces cohésives ne s’endommagent pas, en particulier aux premières itérations
du solveur global, lorsque l’erreur locale est élevée dans toute la structure.
L’incrément d’endommagement local maximum au pas de temps calculé (voir
Figure 5.8 page 113). Ce critère est utilisé pour obtenir les résultats présentés
par la suite.

Le paramètre de longueur ld a une influence significative sur le taux de conver-
gence du solveur global (voir les résultats de la figure 5.9). Plus précisément, le
nombre d’itérations à convergence diminue lorsque la taille du sous-problème aug-
mente, une asymptote étant rapidement atteinte, correspondant au traitement de la
partie significative des concentrations de contrainte liées à la pointe de fissure dans
Ωsub.

2.5 Parallélisation

Il a été choisi de conserver la distribution globale des sous-structures sur les
différents processeurs pour résoudre le problème local sur Esub, ceci afin de limiter
les coûts de communication. Dans le cas test présenté Figure 5.10, cinq processeurs
sont utilisés pour le calcul, les sous-structures de Esub étant localisées sur deux
d’entre eux.
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Algorithme 2 : Procédure de sous-itérations dans les zones à fort gradient
1: Construction des opérateurs
2: for t = t1, . . . , tN do
3: Initialisation des quantités d’interface
4: for n = 0, . . . , N do
5: Etape linéaire
6: Relaxation
7: Etape locale
8: Construction des opérateurs de Esub

Sélection des sous-structures de Esub

∀ E ∈ Esub tel que ∂ΩE ∩ ∂Ωsub 6= {0} et ∂ΩE ∩ ∂Ω = {0},
en tout point d’intégration de ∂Ωsub\∂Ω, initialiser (ŴE, F̂E)
Assembler LM

sub
9: for m = 0, . . . ,M do

10: Etape linéaire sur Esub

Etape macro sur Esub

∀ E ∈ Esub, résoudre (KE + kE) ūE =
̂̂
FE + fdE

∀ E ∈ Esub, extraire F̃M
E

Assembler F̃M
sub et Résoudre LM

sub W̃
M = F̃M

sub
Etape micro sur Esub

∀ E ∈ Esub, résoudre (KE + kE)uE =
̂̂
FE + fdE + W̃M

E

∀ E ∈ Esub, extraire WE et FE

11: Relaxation des quantités de Esub

Si m > 0, WE ← µWE + (1− µ)WEm−1

FE ← µFE + (1− µ)FEm−1

12: Etape locale sur Esub

13: if m ≤M − 1 then
14: ∀ E ∈ Esub tel que ∂ΩE ∩ ∂Ωsub 6= {0},

en tout point d’intégration de ∂Ωsub, calculer (ŴE, F̂E)
15: end if

∀ E ∈ Esub tel que ∂ΩE ∩ ∂Ωsub = {0}, ∀ E ′ ∈ VE ∩ Esub

tel que E < E ′, en tout point d’intégration de ΓEE′ ,
calculer (ŴE, ŴE′ , F̂E, F̂E′)

16: Calcul d’erreur sur Esub

17: end for
18: Etape locale sur les interfaces de ∂Ωsub\∂Ω

∀ E ∈ E tel que ∂ΩE ∩ ∂Ωsub 6= {0} et ∂ΩE ∩ ∂Ω = {0},
∀ E ′ ∈ VE tel que E < E ′, en tout point d’intégration
de ΓEE′ ∈ ∂Ωsub\∂Ω, calculer (ŴE, ŴE′ , F̂E, F̂E′)

19: Calcul d’erreur
20: end for
21: end for
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Fig. 5.10: Répartition des sous-structures du sous-problème sur les processeurs de
l’architecture parallèle

2.6 Résultats

La résolution quasi-exacte d’un sous-problème non-linéaire extrait du problème
global par la méthode de décomposition de domaine mixte à chaque itération du
solveur global donne de très bons résultats, illustrés sur la figure 5.11 pour le cas
test de type DCB à quatre plis représenté Figure 5.1 page 104. On obtient notam-
ment une indépendance à la non-linéarité traitée du nombre d’itérations globales à
convergence, mais également une baisse significative de la quantité de calculs effec-
tués. Pour des paramètres de cette procédure bien choisis (taille du sous-problème,
position, critère d’arrêt des sous-itérations), le nombre de problème locaux à inverser
sur les sous-structures est divisé par dix.

Cependant, sur une architecture parallèle, le temps total requis pour la résolution
(wallclock) est, pour un jeu de paramètres optimal, seulement divisé par deux. En
effet, la résolution du problème local n’est effectuée que par un nombre réduit de
processeurs. En conséquence, la charge des CPU ne traitant pas le sous-problème est
allégée, mais les performances de la stratégie en terme de temps de résolution sont
réduites. La deuxième limite de la méthode proposée est la difficulté d’extraction du
sous-problème pour des fronts de délaminage quelconques.

3 Enseignements et utilisation des concepts déve-
loppés

Dans le cas d’une utilisation de la méthode itérative classique, la quantité de
calculs effectués sur les sous-structures est la même quel que soit le niveau de non-
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Fig. 5.11: Nombre d’itérations LaTIn à convergence obtenu grâce à la procédure
de sous-itérations locales

linéarité locale rencontré. Il en résulte que la majorité de ces calculs sont inutiles,
les champs sur les sous-structures des zones à faibles gradients variant peu d’une
itération à l’autre.

La procédure de résolution locale décrite précédemment permet d’astreindre
la précision des résolutions locales effectuées à chaque itération globale à la non-
linéarité locale traitée. Elle offre ainsi un large champ d’investigations possibles
pour traiter de manière efficace les problèmes de non-linéarités localisées sur une
architecture parallèle. Diverses solutions sont envisagées pour pallier les problèmes
de répartition de charge et de choix de sous-problème extrait évoqués dans la section
précédente :

Une redistribution des sous-structures d’un ou plusieurs sous-problèmes ex-
traits Esub sur les processeurs de l’architecture parallèle. La position des sous-
problèmes évolue lentement au cours de l’analyse, en suivant le front de fissure.
Ces redistributions, bien que lourdes en temps de communication, n’inter-
viennent donc que rarement au cours de l’analyse. Les domaines sur lesquels
sont pratiquées les réanalyses locales sont cependant toujours choisis a priori.
Une redistribution de toutes les sous-structures de E sur les noeuds de l’archi-
tecture parallèle, régulièrement au cours de l’analyse. Ces distributions sont
effectuées par un algorithme METIS, basé sur la théorie des graphes. Usuel-
lement, le poids de chaque sous-structure et interface est déterminé par les
nombres de degré de liberté des entités locales, de façon à obtenir une répar-
tition homogène de la mémoire utilisée. L’idée consiste à pondérer ces entités
par les non-linéarités locales traitées, de façon à obtenir une répartition homo-
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gène en terme de temps de calcul, les sous-itérations étant réalisées de manière
systématique sur tous les processeurs.

Des solutions d’un autre ordre peuvent également être envisagées pour rétablir
l’extensibilité de la méthode. Les deux procédures complémentaires proposées ici
étant relativement éloignées des travaux effectués, il nous est difficile d’évaluer leur
efficacité potentielle :

Assurer une meilleure séparation des échelles en introduisant une connais-
sance du problème traité en pointe de fissure. Techniquement, on opte pour
une représentation analytique, semi-analytique, ou une représentation numé-
rique obtenue par une série de calculs représentatifs des champs d’interface en
front de fissure et on ajoute ces fonctions à celles de la base macroscopique li-
néaire. Hormis la difficulté de trouver ces fonctions pour des fronts surfaciques
quelconques, on se heurte au problème évoqué de l’avancée du front de fissure
au cours des itérations LaTIn.
Réduire la quantité de calculs locaux nécessaires en prédisant par un calcul
approché la position des fronts de fissure à un piquet de temps donné. Pour
cela, on initialise par exemple les quantités d’interface de la méthode de dé-
composition de domaine mixte par une solution calculée avec une discrétisation
grossière, donnant la position approximative des fronts de fissure.
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CHAPITRE6 Stratégie de calcul à
trois échelles

Ce chapitre présente la résolution du problème macroscopique par
un algorithme itératif parallèle. L’approximation de la solution ma-
croscopique à un troisième niveau est proposée.
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L’efficacité de la méthode pour résoudre les problèmes de délaminage est liée
à une discrétisation macroscopique donnée du problème de référence (une sous-
structure dans l’épaisseur du pli). Par conséquent, le nombre de sous-structures
progresse linéairement avec le nombre de plis du stratifié étudié, et de manière
quadratique avec ses dimensions dans le plan. L’assemblage, le stockage et la ré-
solution directe sur un seul processeur du problème macroscopique associé à cette
sous-structuration fine deviennent extrêmement coûteux dès que la taille de la struc-
ture augmente. Dans le pire des cas, l’assemblage est impossible, la mémoire de la
machine chargée de résoudre problème grossier étant insuffisante. De plus, la durée
des communications entre processeurs, de type « tous vers un » (voir Chapitre 3),
augmente également linéairement avec la taille de la structure, à nombre de degrés
de liberté par processeur fixé.

On comprend donc que pour l’étude de structures de grande taille présentant de
fortes non-linéarités nécessitant la mise à jour régulière des directions de recherche,
et par suite le réassemblage régulier de l’opérateur de rigidité macroscopique, la
solution consistant à utiliser une machine dotée d’une capacité élevée de stockage
pour résoudre le problème macroscopique est insuffisante.

Dans les travaux précédents sur la méthode de décomposition de domaine mixte à
deux échelles, deux solutions distinctes ont été proposées pour résoudre ce problème.
Ces deux méthodes reposent sur un regroupement des sous-structures E de E en
groupes de sous-structure adjacentes, appelées super sous-structures. Chaque super-
sous-structure Ē occupe un domaine ΩĒ de bord ∂ΩĒ. A l’intersection entre deux
super-sous-structures adjacentes Ē et Ē ′, on définit une super-interface ΓĒĒ′ . Les
deux approches basées sur cette super-sous-structuration se distinguent par le degré
de finesse de la résolution du problème macroscopique :

La première méthode consiste en une résolution approchée du problème ma-
croscopique. Elle est proposée dans [Loiseau, 2001] et reprise dans les tra-
vaux de [Nouy, 2003] et de [Violeau, 2007]. Le principe est de rechercher une
approximation(W̃

M

E,h)E∈E du multiplicateur macroscopique (W̃
M

E )E∈E. Une nou-

velle inconnue (W̃
M

Ē,h)Ē∈E, que l’on nommera super-multiplicateur, est définie
sur les super-interfaces de chaque super-sous-structure Ē. Elle est recherchée
dans l’espace W̄M

ad des fonctions affines sur les super-interfaces, continues au
passage d’une super-interface et nulles sur ∂Ωu. Le lien entre le multiplicateur
approché sur chaque super-sous-structure et le super-multiplicateur défini sur
l’ensemble des super-interfaces ΓĒ délimitant Ē est défini par construction
d’un opérateur de prolongement :

W̃
M

Ē,h = PEĒ W̃
M

E,h (6.1)

Le problème macroscopique approché portant sur le super-multiplicateur, ob-
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tenu à partir de la définition (3.35) (page 69), devient alors :

Trouver (W̃
M

Ē,h)Ē∈E ∈ W̄M
ad tel que ∀ (W̃

M?

Ē )Ē∈E ∈ W̄M
ad ,∑

Ē∈E

∑
E∈Ē

∫
ΓE

LE PEĒ W̃
M

Ē,h.PEĒ W̃
M?

Ē dΓ

=
∑
Ē∈E

∑
E∈Ē

∫
∂Ωf

F d.PEĒ W̃
M?

Ē dΓ−
∑
Ē∈E

∑
E∈Ē

∫
ΓE

F̃E.PEĒ W̃
M?

Ē dΓ

(6.2)

soit, par intégration sur les seules super-interfaces :

Trouver (W̃
M

Ē,h)Ē∈E ∈ W̄M
ad tel que ∀ (W̃

M?

Ē )Ē∈E ∈ W̄M
ad ,∑

Ē∈E

∫
ΓĒ

W̃
M?

Ē .

(∑
E∈Ē

PEĒ
T
LE PEĒ

)
W̃

M

Ē,h dΓ

=
∑
Ē∈E

∫
∂Ωf

(∑
E∈Ē

PEĒ
TF d

)
.W̃

M?

Ē dΓ−
∑
Ē∈E

∫
ΓĒ

(∑
E∈Ē

PEĒ
T F̃E

)
.W̃

M?

Ē dΓ

(6.3)
L’opérateur de prolongement PEĒ d’une super-sous-structure Ē est construit
en définissant un ensemble de fonctions de forme (six par super-interface en 2D)
liant les multiplicateurs macroscopiques locaux (W̃M

E )E∈Ē aux degrés de liberté
super-macrocroscopiques de chacune des super-interfaces. La cinématique de
chaque super-sous-structure s’apparente alors à celle utilisée pour définir un
milieu de Cosserat.

La deuxième méthode consiste en une résolution exacte du problème macro-
scopique par la méthode de décomposition de domaine mixte à deux échelles.
Cette stratégie est proposée dans les travaux de [Nouy, 2003]. L’algorithme de
résolution LaTIn est utilisé pour résoudre le problème macroscopique linéaire
posé sur les super-sous-structures et super-interfaces.

Pour être efficace, la première approche décrite, doit être associée à un raffine-
ment local de la super-sous-structuration dans les zones à fort gradient. Pour les
mêmes raisons que celles qui nous ont conduits à une discrétisation et une sous-
structuration homogène du stratifié, nous préférons à cette démarche une résolution
exacte du problème macroscopique, effectuée en parallèle sur tous les processeurs de
l’architecture de calcul. La seconde solution est alors une alternative envisageable,
mais qui a également été écartée pour nos travaux. La raison principale de ce re-
jet est la difficulté potentielle du choix de bonnes directions de recherche pour la
résolution de ce problème, dont les propriétés de rigidité ne sont pas intuitives. In-
versement, les méthodes de décomposition de domaine basées sur les compléments
de Schur proposent une construction algébrique du préconditionneur. La méthode
de décomposition de domaine primale BDD [Mandel, 1993; Le Tallec, 1994] a ainsi
été choisie pour résoudre le problème macroscopique en parallèle.
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1 Méthode BDD pour le problème macroscopique

1.1 Problème macroscopique condensé

1.1.1 Super-sous-structuration et problème associé

Fig. 6.1: Sous-structuration sur deux niveaux : sous-structures et super-sous-
structures

La résolution du problème macroscopique par la méthode de décomposition
de domaine primale repose également sur un regroupement de sous-structures ad-
jacentes en super-sous-structures, séparées par des super-interfaces. En pratique,
chaque super-sous-structure est composée de l’ensemble des sous-structures traitées
sur un même processeur par la stratégie de décomposition de domaine mixte à deux
échelles (voir Figure 6.1).

Sur chaque super-sous-structure Ē, le problème algébrique d’équilibre macrosco-
pique assemblé (3.45) (page 74), portant sur les inconnues macroscopiques, s’écrit :(

L
(Ē)
ii L

(Ē)
ib

L
(Ē)
bi L

(Ē)
bb

)(
W̃

(Ē)
i

W̃
(Ē)
b

)
=

(
F̃

(Ē)
i

F̃
(Ē)
b + λ̃

(Ē)
b

)
(6.4)

Les indices i désignent les degrés de liberté internes à la super-sous-structure Ē,
les indices b désignent les degrés de liberté de super-interface communs avec une
super-sous-structure voisine. L’exposant M du multiplicateur macroscopique, des
opérateurs de rigidité homogénéisés assemblés et du second membre macroscopique
a été omis afin d’alléger les écritures. La variable λ̃(Ē)

b désigne le résidu d’équilibre
macroscopique exercé par les super-sous-structures voisines de Ē sur le bord ∂ΩĒ.

Le problème d’équilibre global est fermé par l’équation d’admissibilité cinéma-
tique des quantités de super-interface, traduisant la continuité du multiplicateur
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macroscopique au passage d’une super-interface :∑
Ē

B(Ē)W̃
(Ē)
b = 0 (6.5)

et par l’équation d’admissibilité statique des quantités de super-interface, traduisant
« l’équilibre » des réactions macroscopiques sur les super-interfaces :∑

Ē

A(Ē)λ̃
(Ē)
b = 0 (6.6)

1.1.2 Condensation statique primale

On introduit le complément de Schur macroscopique primal S
(Ē)
P de la super-

sous-structure Ē :
S(Ē)

p = L
(Ē)
bb − L

(Ē)
bi L

(Ē)
−1

ii L
(Ē)
ib (6.7)

ainsi que le second membre macroscopique local condensé F (Ē)
c correspondant aux

défauts d’équilibre macroscopique exercés sur Ē et condensés sur ∂ΩĒ :

F (Ē)
c = F̃

(Ē)
b − L

(Ē)
bi L

(Ē)
−1

ii F̃
(Ē)
i (6.8)

Le problème macroscopique condensé posé sur une unique variable cinématique ma-
croscopique W̃b de super-interface (on relira le chapitre bibliographique 2 pour plus
de détails) s’écrit alors :

Sp W̃b = Fc où


Sp =

∑
Ē

A(Ē)S(Ē)
p A(Ē)T

Fc =
∑
Ē

A(Ē)F (Ē)
c

(6.9)

1.2 Résolution du problème condensé

1.2.1 Résolution en parallèle par un gradient conjugué

La procédure 3 décrit l’algorithme du gradient conjugué qui peut être utilisé en
première approche pour résoudre le problème condensé d’interface (6.9).

Cet algorithme est aisé à implanter sur une architecture de calcul parallèle. Le
processeur PĒ assigné à la résolution des problèmes locaux d’équilibre de la super-
sous-structure Ē ne stocke que la trace sur ∂ΩĒ des vecteurs inconnus (résidu du
système condensé, vecteurs directions de recherche, vecteur solution).

Les opérations effectuées sont ensuite soit des opérations locales effectuées sur les
vecteurs stockés par PĒ (addition de deux vecteurs, multiplication par un scalaire,
multiplication d’un vecteur par le complément de Schur local), soit des opérations
nécessitant des transferts d’information avec les autres processeurs. Ces dernières
sont de deux types :
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Algorithme 3 : Algorithme du gradient conjugué

1: Initialiser W̃b0 = 0
2: Initialiser r0 = Fc

3: Initialiser z0 = r0 et w0 = z0

4: for j = 0, . . . ,m do
5: αj = (rj, zj)/(Spwj, wj)

6: W̃bj+1
= W̃bj

+ αjwj

7: rj+1 = rj − αjSpwj

8: zj+1 = rj+1

9: βk
j = −(Spwk, zj+1)/(wk,Spwk)

10: wj+1 = zj+1 +
∑j

k=0 β
k
jwk

11: end for

Opération d’assemblage : sur une super-interface ΓĒĒ′ , les vecteurs stockés sur
PĒ et PĒ′ sont ajoutés puis remplacés par le résultat de cette addition. Cette
opération est nécessaire pour réaliser le produit matrice/vecteur SX, qui est
réalisé en deux étapes : le calcul des produits locaux S(Ē)X(Ē) puis l’assem-
blage du résultat obtenu. Une opération similaire est également effectuée pour
assembler le second membre Fc après avoir effectué le calcul des contributions
locales F (Ē)

c .
Opération de réduction : une quantité locale est sommée sur tous les pro-
cesseurs et remplacée par le résultat de cette addition. Cette opération n’est
nécessaire que pour calculer des produits scalaires X.X. Les données échan-
gées entre processeurs sont donc des résultats scalaires de produits locaux
X(Ē).X(Ē).

La convergence de l’algorithme est évaluée en calculant la norme du résidu global
à la fin de chaque itération, rapportée à la norme du résidu initial. La validité de ce
critère dans notre cas d’application n’a pas été discutée dans ce travail.

Après convergence, la solution est reconstruite localement sur les noeuds inté-
rieurs de chaque super-sous-structure en résolvant la première ligne de l’équilibre
macroscopique local (6.4), le multiplicateur macroscopique étant donné sur le bord.

� Remarque 1.1 La méthode BDD a été préférée à la méthode FETI pour des
raisons pratiques, ces deux méthodes étant dans les faits semblables en terme de
performances. La résolution du problème condensé primal peut être réalisée par le
gradient conjugué classique présenté dans cette section, les compléments de Schur
primaux locaux étant inversibles. Dans certaines phases de développement, la possi-
bilité de ne pas utiliser l’étape de projection associée à des noyaux d’opérateurs de
rigidité locale, décrite dans la section suivante, s’est révélée bénéfique.
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1.2.2 Gradient conjugué préconditionné projeté

Comme pour la méthode FETI, l’utilisation d’un gradient conjugué pour ré-
soudre le problème d’interface nécessite l’utilisation d’un bon préconditionneur d’une
part, et d’un projecteur d’autre part afin de transmettre rapidement l’information
à grande longueur de variation au cours des itérations.

Préconditionneur

L’introduction du projecteur dans la méthode de décomposition de domaine
primale est associée à la résolution itérative du problème d’interface en utilisant
le préconditionneur de Neumann :

S̃−1
p =

∑
Ē

Ã(Ē)S(Ē)
+

p Ã(Ē)
T

(6.10)

S
(Ē)

+

p est une inverse généralisée du complément de Schur primal de la super-sous-
structure Ē. L’opérateur d’assemblage et de scaling est simplement écrit Ã(Ē) =
1
2
A(Ē), la définition des quantités macroscopiques excluant la possibilité d’avoir des

ordres de multiplicité des degrés de liberté macroscopiques d’interface supérieurs
à 2. Cette opération de scaling est suffisante pour assurer une bonne convergence
de l’algorithme si les super-sous-structures ne sont pas macroscopiquement trop
hétérogènes.

Projection sur une grille grossière

Effectuer le produit S̃−1
p rj consiste à résoudre des problèmes de Neumann sur

chaque super-sous-structure avant d’effectuer une opération d’assemblage. Il est alors
nécessaire de s’assurer que le chargement rj est auto-équilibré au sens de chaque
super-sous-structure Ē. Cette relation s’écrit algébriquement :

R
(Ē)
b

T
Ã(Ē)

T

rj = 0 (6.11)

où R
(Ē)
b est une base du noyau du complément de Schur primal de la super-sous-

structure Ē. En définissant C =
(

Ã(1)R
(1)
b ... Ã(N̄E)R

(N̄E)
b

)
où N̄E est le nombre

de super-sous-structures de E, les contraintes locales 6.11 s’écrivent globalement :

CT rj = 0 (6.12)

Cette contrainte est traitée classiquement en recherchant la solution du problème
macroscopique condensé sous la forme :

W̃b = W̃b0 + P W̃ ?
b (6.13)
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L’écriture de la contrainte (6.12) pour l’initialisation W̃b0 et pour son complémentaire
P W̃ ?

b s’écrit dans ce cas : {
CT (b− SpW̃b0) = 0
CTSpP = 0

(6.14)

Pour respecter ces conditions d’orthogonalité, on choisit usuellement :{
W̃b0 = C(CTSpC)−1 CT b
P = I−C(CTSpC)−1CTSp

(6.15)

L’opérateur SG
p = (CTSpC) est une représentation grossière de la rigidité globale

de la structure. L’initialisation W̃b0 est une combinaison des traces sur les super-
interfaces des modes à énergie nulle des super-sous-structures : W̃ b0 ∈ Im(C). Par
projection orthogonale, la partie complémentaire PW̃ ?

b est recherchée de manière
itérative dans l’espace supplémentaire Ker(CTSp).

La procédure 4 décrit l’algorithme du gradient conjugué préconditionné projeté
finalement obtenu.

� Remarque 1.2 Dans les cas étudiés, le bon conditionnement du problème macro-
scopique et le faible nombre d’itérations pratiquées du gradient conjugué (voir Section
2) rendent inutile la réorthogonalisation complète des directions de recherche.

Algorithme 4 : Algorithme du gradient conjugué préconditionné projeté

1: Initialiser W̃b0 = (PW̃b00) + C(CTSpC)−1CTFc

2: Calculer r0 = Fc − SpW̃b0

3: Calculer z0 = PS̃−1
p r0 et initaliser w0 = z0

4: for j = 0, . . . ,m do
5: αj = (rj, zj)/(Spwj, wj)

6: W̃bj+1
= W̃bj

+ αjwj

7: rj+1 = rj − αjSpwj

8: zj+1 = PS̃−1
p rj+1

9: βk
j = −(Spwk, zj+1)/(wk,Spwk)

10: wj+1 = zj+1 +
∑j

k=0 β
k
jwk

11: end for
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1.2.3 Implantation parallèle de la résolution du problème grossier

Opérateur de rigidité sur la grille grossière

Le point le plus délicat de la parallélisation du gradient conjugué préconditionné
projeté est l’assemblage de l’opérateur de rigidité grossière :

SG
p =


... ... ...

...
∑

i

R
(j)
b

T
Ã(j)T

Ã(i)S(i)
p Ã(i)T

Ã(k)R
(k)
b ...

... ... ...

 j

k

(6.16)

Les termes SG
p

(i)

kj
= R

(j)
b

T
Ã(j)T

Ã(i)S
(i)
p Ã(i)T

Ã(k)R
(k)
b ne sont non-nuls que si les super-

sous-structures numérotées j et k sont des voisins de la super-sous-structure i ou
que j = i et k est un voisin de i ou enfin que k = i et j est un voisin de i. Le
processeur sur lequel est assigné la super sous-structure i reçoit la trace des modes
à énergie nulle de ses voisins. Il calcule ensuite les contributions locales SG

p
(i)

kj
, où j

et k vérifient les conditions de voisinage énoncées précédemment. Ces contributions
locales sont stockées dans un opérateur SG

p
(i) de même dimension que SG

p . Une opé-
ration de réduction permet finalement d’obtenir l’opérateur de rigidité grossière sur
tous les processeurs : SG

p =
∑

i

SG
p

(i). L’assemblage et la factorisation du problème

grossier sur tous les processeurs permettent d’optimiser les transferts en utilisant
des communications de type « tous vers tous ».

Résolution des problèmes grossiers

Cette résolution implique, en plus des produits matrice/vecteur SpX, la réali-
sation de produits CTX et CY . Pour le premier produit, les contributions locales
C(Ē)TX(Ē) sont calculées et stockées dans un vecteur de dimension égale au nombre
de modes à énergie nulle de la structure. Une opération de réduction permet d’obte-
nir le second membre du problème grossier sur tous les processeurs. Après résolution
directe du problème grossier, le produit CY est effectué par assemblage entre super-
sous-structures voisines des contributions calculées localement C(Ē)Y (Ē).

1.2.4 Inversion généralisée des problèmes locaux

Les traces des modes à énergie nulle des super-sous-structures sont extraites par
une méthode algébrique. [Nouy, 2003] montre que les vecteurs de base du noyau
de l’opérateur homogénéisé d’une sous-structure E sont la projection dans l’espace
macroscopique des traces sur ΓE des modes à énergie nulle du problème micro-
scopique non-augmenté. Par suite, les modes macroscopiques à énergie nulle d’une
super-sous-structure Ē sont la restriction des vecteurs de base du noyau de l’opé-
rateur microscopique assemblé de Ē aux interfaces de cette super-sous-structure,
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projetés dans l’espace macroscopique. L’obtention de leur expression dans la base
macroscopique n’est pas aisée. En outre, le nombre de modes à énergie nulle d’une
super-sous-structure traversée complètement par une fissure est doublé. L’extraction
automatique est alors particulièrement pratique.

L’inversion généralisée des compléments de Schur, nécessaire au calcul des pro-
duits S̃−1

p r, est réalisée en bloquant suffisamment de degrés de liberté pour éliminer
les modes à énergie nulle.

2 Approximation de la solution macroscopique

Les figures 6.2 (a) et (b) présentent le résultat d’un calcul non-linéaire effectué en
10 pas de chargement, sur une plaque trouée à quatre plis en traction, de séquence
d’empilement [0/90]s. La discrétisation dans l’épaisseur des plis est plus fine que
celle du problème de même géométrie décrit dans le chapitre 1. Le nombre de degrés
de liberté mis en jeu est 3, 4.106.

La figure 6.2 (c) donne des courbes de convergence de l’algorithme LaTIn pour la
résolution du problème non-linéaire posé à un des piquets de temps de l’anayse. Les
itérations du solveur BDD permettant la résolution itérative du problème macrosco-
pique de la stratégie micro/macro sont stoppées après un nombre donné d’itérations.
Il apparaît clairement qu’un nombre réduit d’itérations du gradient conjugué pré-
conditionné projeté suffit à obtenir le taux de convergence de l’algorithme LaTIn
obtenu par résolution exacte du problème macroscopique. En pratique une erreur
de 10−1 sur la norme du résidu du problème macroscopique condensé (rapportée à
la norme du résidu initial) est suffisante pour assurer l’extensibilité numérique de la
stratégie.

Cette propriété peut être interprétée de la manière suivante : le problème ma-
croscopique, dont le nombre de degrés de liberté dépend directement de la sous-
structuration retenue, est trop raffiné. L’admissibilité des quantités macroscopiques
à un troisième niveau de discrétisation suffit à transmettre l’information à grande
longueur d’onde dans la structure au cours des itérations LaTIn. En référence à la
conclusion donnée dans le chapitre 4, on effectue donc une résolution approchée à
un troisième niveau des prédictions linéaires sécantes de l’algorithme de résolution
LaTIn.

3 Extensibilité en mémoire et en temps

L’utilisation d’un algorithme parallèle pour résoudre le problème macroscopique
confère à la méthode d’excellentes propriétés d’extensibilité en mémoire et en temps.
Les résultats de tests de parallélisation effectués sur le problème limitant pour une
résolution monoprocesseur, décrit dans le chapitre 1 (Figure 1.9 pages 26), sont
donnés sur les histogrammes 6.3.

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



Extensibilité en mémoire et en temps 133

La structure est divisée en 520 sous-structures. Le calcul d’un seul pas de char-
gement est réalisé par la méthode de décomposition de domaine à trois échelles, le
nombre de processeurs de l’architecture parallèle variant de 1 (résolution monopro-
cesseur à deux échelles) à 11. Les itérations LaTIn sont stoppées lorsque le critère
d’erreur νrdc atteint 0,1%. Les résultats obtenus sont très proches de courbes en

1
nombre de CPU correspondant à une répartition théorique linéaire de la mémoire et
du temps de calcul de la résolution monoprocesseur sur les différents processeurs
utilisés.
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(a) Norme de la contrainte dans les sous-structures

(b) Endommagement dans l’interface cohésive supérieure
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Fig. 6.2: Cas test de type « plaque trouée en traction à 4 plis » (3.4 millions de
degrés de liberté)
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CHAPITRE7 Contrôle du chargement

Le pas de temps du schéma d’intégration implicite du problème non-
linéaire d’évolution doit être relié aux non-linéarités locales traitées
afin d’assurer la convergence du solveur à chaque piquet de temps.
On présente dans une première partie un critère d’erreur permettant
d’évaluer les niveaux d’erreurs de la solution incrémentale dûs à la
discrétisation en temps. Dans une second partie, une adaptation de
la stratégie de calcul à trois échelles pour les problèmes instables est
proposée.
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1 Contrôle de l’incrément de chargement

1.1 Influence de la discrétisation en temps

Le choix de la discrétisation en temps du problème de référence a une forte
influence sur la solution obtenue à l’issue du processus incrémental. La figure 7.1
montre les résultats de calculs en quasi-statique par intégration implicite en temps
d’un cas test de type DCB à quatre plis. Seules les interfaces de la méthode de décom-
position de domaine sont représentées. Trois discrétisations en temps sont utilisées.
Pour chacune, les problèmes non-linéaires posés à chaque piquet de temps sont ré-
solus par la méthode de décomposition de domaine basée sur la LaTIn, convergée
jusqu’à un niveau d’erreur νrdc donné.

Sur l’interface centrale, les résultats obtenus en terme d’avancée de fissure sont
les mêmes dans les trois cas. Par contre, dans les interfaces entre les plis inférieurs
et supérieurs, la solution obtenue à la fin de l’analyse dépend de la discrétisation en
temps adoptée.

bandes d’endommagement

2 pas de temps

5 pas de temps

10 pas de temps

Fig. 7.1: Influence du pas de chargement sur la solution obtenue
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1.2 Principe de l’indicateur

Afin de quantifier l’erreur due à la discrétisation en temps, on propose un indica-
teur basé sur la mesure du résidu non-linéaire d’interface détaillée dans le chapitre
4. On suppose que les solutions convergées aux piquets de temps tn−1 et tn sont
données. L’évolution de la structure entre ces deux piquets de temps est inconnue.
On la suppose linéaire (voir Figure 7.2). Les solutions intermédiaires ainsi obtenues
appartiennent à l’espace d’admissibilité Ad. Il est alors possible d’évaluer la qua-
lité des ces solutions interpolées par une mesure du non-respect du comportement
non-linéaire d’interface. Cette évaluation est réalisée en calculant νrdc ou ν loc

rdc en un
certain nombre de piquets de temps intermédiaires tin−1 tels que tn−1 < tin−1 < tn,
et le maximum de l’erreur obtenue donne la valeur de l’indicateur recherché νt

rdc au
pas de temps tn.

Fig. 7.2: Principe de l’erreur en discrétisation temporelle

L’indicateur νt
2 peut être interprété comme une mesure globale de la non-linéarité

du problème entre les piquets de temps tn−1 et tn.

� Remarque 1.1 Le nombre d’itérations à convergence de l’algorithme LaTIn au
piquet de temps tn peut également permettre de quantifier cette non-linéarité de
manière simple. Cependant, les niveaux obtenus pour cet indicateur ne sont pas
directement interprétables.

� Remarque 1.2 L’indicateur νt
2 étant basé sur l’évaluation de νrdc, il ne fait appel

qu’à des calculs locaux sur les interfaces.

1.3 Application : pas de temps adaptatif

L’indicateur défini précédemment peut être utilisé de deux façons différentes. Il
peut d’abord permettre une estimation a posteriori de la qualité de la solution incré-
mentale obtenue, le calcul pouvant être relancé si nécessaire avec une discrétisation
en temps plus fine.
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Une utilisation avancée de cet indicateur permet d’adapter de manière explicite
le pas de chargement aux non-linéarités rencontrées en cours d’analyse. On suppose
que l’incrément de chargement est constant au cours du temps. On se place au piquet
de temps tn, où l’on connaît la valeur de νt

2. Si l’on se fixe une valeur cible νt
2d de

νt
2, le pas de temps ∆tn+1 est alors obtenu par la loi :

∆tn+1 =

(
νt

2d

νt
2

)β

∆tn où 0 < β < 1 (7.1)

2 Résolution de problèmes d’instabilité
La méthode de résolution de problèmes non-linéaires LaTIn, dans sa version in-

crémentale, est algorithmiquement très proche d’un schéma de Newton-Raphson.
Elle présente les mêmes difficultés pour résoudre des problèmes d’instabilité globale
(snap-back ou snap-through). Dans cette étude, on considère que les instabilités ont
lieu très ponctuellement durant l’analyse. On propose alors de basculer de l’algo-
rithme de résolution LaTIn vers un algorithme de Newton à longueur d’arc.

Plus précisément, la stratégie de contrôle à longueur d’arc est activée si l’al-
gorithme LaTIn ne converge pas. Inversement, après un certain nombre de pas de
temps consécutifs pendant lesquels le paramètre de chargement croît, l’algorithme
de résolution à longueur d’arc est remplacé par le schéma LaTIn.

On considère le problème non-linéaire d’équilibre à résoudre au pas de temps tn
du schéma d’intégration implicite. Le système obtenu après discrétisation est noté :

K ((Um)m≤n) Un = Fn (7.2)

où l’opérateur de rigidité global dépend des solutions aux piquets de temps tm tels
que m ≤ n.

2.1 Contrôle local du chargement

De manière très classique, les algorithmes de résolution à longueur d’arc [Riks,
1972; Crisfield, 1981] proposent de réécrire le système non-linéaire en supposant que
la norme du chargement appliquée λ est inconnue, sa direction F étant donnée. Une
équation de contrôle est ajoutée au système afin de coupler le paramètre de char-
gement introduit et l’évolution des inconnues du problème. Les premières relations,
historiquement introduites pour traiter des instabilités géométriques, reposent sur
un contrôle du chargement par une norme globale des inconnues. Pour un algorithme
dit à longueur d’arc sphérique, l’équation de contrôle s’écrit :

∆Un
2 + ∆λn

2 = ∆l (7.3)

Pour un algorithme à longueur d’arc cylindrique cette équation est remplacée par la
suivante :

∆Un
2 = ∆l (7.4)
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∆ . n désigne l’incrément d’une quantité les piquets de temps tn−1 et tn, ∆l est un
paramètre de la méthode, constant pour chaque pas de temps.

Les non-linéarités traitées dans les problèmes de délaminage sont très localisées.
Dans ce cas, forcer l’incrément d’une norme de la solution globale au cours d’un pas
de temps n’est pas judicieux, un accroissement faible de cette norme ne signifiant
pas forcément une faible variation des variables internes. On propose donc d’utiliser
une version locale de l’équation de contrôle [Schellenkens et De Borst, 1993; Allix et
Corigliano, 1996; Geers, 1999; Alfano et Crisfield, 2003] :

c(Un) ∆Un = ∆l (7.5)

L’opérateur c(U) permet d’extraire certaines composantes de l’inconnue de dépla-
cement, portant en général sur des degrés de liberté localisés dans la zone d’intérêt.
Pour la stratégie retenue ici, ce opérateur extrait simplement l’incrément de saut de
déplacement local maximum sur les points de Gauss des interfaces cohésives présen-
tant un endommagement inférieur à 1 au piquet de temps tn−1. Ainsi, le paramètre
de chargement est explicitement lié à une variable locale dont dépend l’incrément
d’endommagement maximum dans la structure, et dont dépend donc l’avancée de
fissure.

2.2 Algorithme de Newton à longueur d’arc

A chaque piquet de temps tn, la solution (Un, λn) du problème non-linéaire sui-
vant est recherchée : {

f(Un, λn) = K(Un)Un − λn F = 0
g(Un, λn) = c(Un) ∆Un −∆l = 0

(7.6)

Conceptuellement, le système non-linéaire (7.6) pourrait être résolu par la stra-
tégie de décomposition de domaine basée sur l’algorithme LaTIn. Cependant, le
traitement de l’équation de contrôle, globale sur toute la structure, nous paraît dé-
licat dans le cadre de cette stratégie. Nous avons donc opté pour un algorithme de
résolution de type Newton modifié.

Le développement au premier ordre de (7.6) autour du point (U i
n, λ

i
n) obtenu à

une itération i de Newton conduit au système suivant :
f(U i+1

n , λi+1
n ) = f(U i

n, λ
i
n) +

∂f

∂U |(U i
n,λi

n)
(U i+1

n − U i
n) +

∂f

∂λ |(U i
n,λi

n)
(λi+1

n − λi
n) = 0

g(U i+1
n , λi+1

n ) = g(U i
n, λ

i
n) +

∂g

∂U |(U i
n,λi

n)
(U i+1

n − U i
n) +

∂g

∂λ |(U i
n,λi

n)
(λi+1

n − λi
n) = 0

(7.7)
L’opérateur tangent ∂f

∂U |(U i
n,λi

n)
est classiquement remplacé par K(U i

n), tandis que
∂g
∂U |(U i

n,λi
n)

est approché par c(U i
n). En supposant que le système (7.6) est vérifié au
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piquet de temps tn−1, on obtient :{
∆U i+1

n = λi+1
n K(U i

n)−1F − Un−1

c(U i
n) ∆U i+1

n = ∆l
(7.8)

L’équation d’équilibre linéarisée est finalement introduite dans l’équation de contrôle
local.

On obtient l’expression du paramètre de chargement à l’itération i+ 1 :

λi+1
n =

∆l + c(U i
n)Un−1

c(U i
n)K(U i

n)−1F
(7.9)

et, en injectant cette solution dans l’équilibre linéarisé, l’expression du déplace-
ment à l’itération i+ 1 :

U i+1
n = λi+1

n K(U i
n)−1F (7.10)

Cette étape de prédiction linéaire de l’algorithme de Newton est suivie d’une
étape de mise à jour des variables internes. Les opérateurs K(Un) et c(Un) sont
recalculés à partir des solutions U i+1

n et (Um)m<n. Une nouvelle itération de Newton
est alors effectuée si la norme du résidu non-linéaire d’équilibre est plus grande que
le critère d’arrêt spécifié.

� Remarque 2.1 En pratique, la norme du résidu de l’équation de contrôle n’est
pas évaluée. En effet, la donnée d’une longueur d’arc fixe un incrément d’endom-
magement maximum dans la structure au cours d’un pas de temps, ce qui est bien
sûr intéressant d’un point de vue algorithmique mais n’a pas forcément de sens phy-
sique. On interrompt donc les itérations de Newton dès qu’un équilibre non-linéaire
global est atteint, pour une valeur quelconque du paramètre de chargement. Dans les
faits, cette convergence est atteinte pour des valeurs du saut de déplacement local
maximum contrôlé très proche de la valeur imposée.

2.3 Intégration dans la stratégie de calcul parallèle

La résolution de l’étape de prédiction linéaire de l’algorithme de Newton modi-
fié est la seule phase du schéma nécessitant la résolution d’un problème global. On
propose alors d’effectuer l’inversion K(Ui)

−1F de l’étape de prédiction linéaire de
l’itération i de Newton par la méthode de décomposition de domaine à trois échelles
décrite dans les chapitres précédents. Techniquement, les variables d’endommage-
ment et indicateurs de contact des interfaces cohésives sont « bloqués » aux valeurs
trouvées à l’étape de mise à jour de l’itération i− 1 de Newton, de façon à obtenir
la solution du problème linéarisé K(Ui)U = F .
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Bien que l’algorithme LaTIn soit utilisé en-deçà de ses possibilités, la stratégie
proposée conserve la majeure partie de son efficacité, et ceci pour deux raisons prin-
cipales :

La mise à jour des non-linéarités du problème dans le cadre de l’algorithme
de Newton modifié est effectuée sur les interfaces cohésives seulement, corres-
pondant à des interfaces de la méthode de décomposition de domaine mixte.
En conséquence, aucune opération de réassemblage global n’est nécessaire au
cours du processus itératif de Newton. La réactualisation à chaque itération
de l’opérateur sécant est donc peu coûteuse.
La résolution d’un problème non-linaire par l’algorithme LaTIn et la résolu-
tion d’un problème non-linéaire par un algorithme de Newton sécant avec une
résolution LaTIn du problème linéarisé font intervenir des calculs très proches.
Ainsi, basculer d’un algorithme à l’autre est immédiat.

� Remarque 2.2 On notera que la linéarité du système à résoudre par la straté-
gie de décomposition de domaine mixte rend, ponctuellement, la technique de sous-
itérations proposée dans le chapitre 5 peu efficace. Cependant, en suivant les idées
de [Cresta et al., 2007; Pebrel et al., 2008], il est possible d’effectuer ces résolutions
de problèmes non-linéaires localisés autour du front de délaminage à la fin de chaque
itération de Newton.

2.4 Optimisation de l’algorithme de Newton

Les coûts de calcul, représentés par le nombre total d’itérations LaTIn néces-
saire à la convergence d’un pas de temps par l’algorithme de Newton, peuvent être
diminués significativement de deux façons : d’une part une initialisation judicieuse
de la méthode de décomposition de domaine utilisée pour effectuer les prédictions
linéaires de Newton, et d’une part un choix réfléchi des critères d’arrêt de cette
méthode.

2.4.1 Initialisation de la stratégie de décomposition de domaine mixte

De façon très classique, l’initialisation des champs d’interface de la méthode de
décomposition de domaine mixte par des champs proches de la solution recherchée
améliore la convergence du solveur itératif. Dans le cadre de l’utilisation de cette
stratégie pour résoudre les problèmes d’équilibre non-linéaires posés à chaque piquet
de temps de l’analyse, cette propriété est très faiblement exploitée, la topologie de
la structure et les amplitudes des champs solution variant fortement d’un pas de
temps à l’autre.

Dans notre cas, cette technique se révèle beaucoup plus efficace. En effet, les
solutions de deux prédictions linéaires successives de Newton pour un même pas de
temps sont relativement proches, et ceci d’autant plus que l’algorithme de Newton se
rapproche de la convergence. Numériquement, ceci se traduit par de faibles variations
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Fig. 7.3: Influence de l’initialisation du solveur linéaire LaTIn sur le nombre d’ité-
rations LaTIn nécessaires à la résolution des étapes de prédiction linéaire de Newton

pour deux pas de temps distincts

des opérateurs c(Ui) et K(Ui) au cours des itérations de Newton. L’idée retenue est
alors d’initialiser les quantités d’interface de la stratégie LaTIn à l’itération i+ 1 de
Newton par les champs solutions de la prédiction linéaire de l’itération i.

Les résultats obtenus par la mise en application de cette idée sont donnés sur la
figure 7.3. Les deux premiers pas de temps d’un calcul sur la plaque trouée repré-
sentée figure 6.2 (page 134) sont résolus par un algorithme de Newton à longueur
d’arc. Ces deux pas de temps correspondent à des niveaux très différents de non-
linéarité. Pour le premier pas de temps (résultat intitulé « PT 1 »), les indicateurs
d’endommagement restent inférieurs à 1 partout dans la structure. La baisse du
nombre d’itérations LaTIn à convergence au cours des itérations de Newton est très
claire. La fissuration est initiée au cours du deuxième pas de temps (résultat intitulé
« PT 2 »). Ceci à pour effet une faible efficacité de l’initialisation proposée pour la
deuxième itération de Newton, la topologie de la structure ayant fortement évolué
après l’étape de mise à jour de la première itération. Les propriétés attendues sont
cependant retrouvées pour les itérations suivantes.

2.4.2 Choix des critères d’arrêts

L’idée à la base des développements détaillés dans cette section est la suivante : il
peut paraître inutile d’obtenir un résultat de prédiction linéaire de Newton fortement
convergé si le comportement linéarisé est très différent du comportement attendu
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Fig. 7.4: Influence du critère d’arrêt du solveur linéaire LaTIn sur le nombre d’ité-
rations de Newton et le nombre total d’itérations LaTIn nécessaires à la résolution

sur un pas de temps

de la structure à un piquet de temps donné. Il est alors intéressant de lier le critère
d’arrêt des prédictions de Newton résolues par la méthode de décomposition de
domaine mixte au résidu du système non-linéaire (7.6). Plus précisément, le critère
d’arrêt νi

rdc des itérations LaTIn à une itération i de Newton est choisi de manière
explicite :

νi
rdc =

1

α
νi−1

rdc (7.11)

La figure 7.4 montre l’influence du paramètre α sur le temps de calcul (ici le nombre
total d’itérations LaTIn effectuées) pour un pas de temps donné du cas test de type
« plaque trouée » étudié dans la section précédente, résolu par un algorithme de
Newton à longueur d’arc. Une valeur faible de ce paramètre correspond à un calcul
de Newton classique, où les étapes de prédiction linéaire sont résolues de manière
exacte. Le nombre d’itérations de Newton est minimal, mais les temps de calculs
peuvent être améliorés. Une valeur de α supérieure à 1 a en général pour résultat la
divergence du processus. Par contre, un optimum en terme de temps CPU apparaît
clairement pour des valeurs de α proches de 1 par valeurs inférieures.

� Remarque 2.3 En choisissant α proche de 1, une ou deux itérations LaTIn suf-
fisent à la résolution partielle souhaitée des prédictions linéaires de Newton. On est
ainsi ramené à un algorithme proche de l’algorithme LaTIn appliqué à la résolu-
tion d’un système non-linéaire. Ceci explique notre faible intérêt pour une résolution
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formelle du problème d’équilibre sous contrôle (7.6) par un algorithme LaTIn non-
linéaire.

� Remarque 2.4 L’écriture de la relation (7.11) n’est rendue possible que par l’uti-
lisation du même critère d’erreur pour évaluer la convergence de la stratégie de dé-
composition de domaine d’une part, et la convergence du processus de Newton d’autre
part. Dans les deux cas, on mesure la non-vérification du comportement d’interface
par des quantités issues d’une prédiction linéaire (voir Chapitre 4).

2.5 Choix de la longueur d’arc

On utilise ici les mêmes idées que celles développées dans la section 1.3. Si l’on
appelle ∆ dn l’incrément d’endommagement local maximum dans la structure au pas
de temps tn, en spécifiant une valeur ∆dd souhaitée pour cet paramètre on écrit la
relation permettant d’obtenir explicitement la longueur d’arc au pas de temps tn+1 :

∆ln+1 =

(
∆ dd

∆ dn

)β

∆ln où 0 < β < 1 (7.12)

On notera qu’il est préférable de choisir une longueur d’arc initiale ∆l1 conduisant
à un endommagement local maximum dans la structure inférieur à 1.

2.6 Analyse des résultats

La figure 7.5 présente la courbe de réponse globale effort/déplacement de la
plaque trouée de séquence d’empilement [0/90]s traitée dans le chapitre 6. La diffé-
rence de propriétés matérielles entre les plis à 0̊ et 90̊ entraîne une localisation de
l’endommagement dans les interfaces entre ces plis, numérotées 1 et 3 (voir Figure
7.6). Une zone d’instabilité apparaît très rapidement au début de l’analyse. Elle
correspond à des initiations de fissures instables dans ces deux interfaces. L’utilisa-
tion de l’algorithme de Newton à longueur d’arc permet l’obtention d’une solution
incrémentale dans cette zone composée de quatre propagations de fissures instables
successives (deux par interface, de chaque côté du trou). La structure reprend par
la suite un comportement monotone.

Des difficultés de convergence ont été observées lors de la bifurcation d’une so-
lution symétrique (point P1 de la courbe globale) à une solution non symétrique
(point P2). Afin de forcer la convergence de l’algorithme de Newton dans ces cas
pathologiques, l’utilisation d’un maillage non régulier est nécessaire afin d’introduire
une dissymétrie numérique dans le problème. Cette pratique peut être encore insuf-
fisante. La procédure empirique suivante a été adoptée : si l’algorithme de Newton
ne converge pas après un certain nombre d’itérations, la longueur d’arc est diminuée
de moitié. Cette solution n’a, dans le cadre de nos calculs, pas été mise en défaut.

Le résultat présenté montre que des instabilités très abruptes peuvent être passées
par utilisation de la stratégie décrite.

Stratégie de calcul à trois échelles pour la prédiction du délaminage



Résolution de problèmes d’instabilité 147

� Remarque 2.5 Une autre solution classique utilisée pour traiter les problèmes
instables consiste à résoudre le problème non-linéaire d’évolution par un schéma
d’intégration temporelle explicite. Le passage en dynamique est alors relativement
naturel, et permet de prendre en compte les effets d’inertie induits par les ruptures
locales dans le stratifié. Ces ruptures dynamiques locales sont les analogues des in-
stabilités qui ont été traitées dans ce chapitre dans le cadre d’une résolution en
quasi-statique du problème d’évolution.

� Remarque 2.6 Les considérations spécifiques liées aux passages d’instabilités
mises à part, les développements de cette section ont montré comment résoudre les
étapes de prédiction linéaires d’un algorithme de Newton sécant par la méthode de
décomposition de domaine mixte à trois échelles. Il peut également être intéressant
d’évaluer les performances de l’utilisation de ce solveur pour résoudre les problèmes
linéarisés d’un algorithme de Newton tangent.
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Interface 1 Interface 3

(a) Sous-stucturation et maillage des sous-structures

P1

Réponse globale de la structure

(force/déplacement)

P2

P3

P4

P5

P6

(b) Comportement global de la structure

Fig. 7.5: Cas test de type plaque trouée en traction à quatre plis (3, 4.106 ddl)
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Interface 1 Interface 3

P1

P2

P3 P6

P5

P4

Interface 1 Interface 3

Fig. 7.6: Endommagement dans les interfaces d’une plaque trouée en six points
d’intérêt de la courbe globale de réponse
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Les pressions économiques imposent aux industriels une conception robuste à
toujours moindre coût. nécessitant donc le remplacement d’une partie des certifica-
tions expérimentales par des simulations fiables. Pour répondre à cette demande, de
nombreux outils de modélisation pour la prédiction du délaminage dans les strati-
fiés, résultats des études théoriques, numériques et expérimentales menées dans les
trente dernières années, ont ainsi été fournis aux ingénieurs. Cependant, utiliser ces
modèles pour simuler les dégradations de structures industrielles implique la réso-
lution de problèmes de très grande taille. A ce jour, ces problèmes ne peuvent être
résolus qu’en recourant aux dernières avancées dans le domaine du calcul parallèle.
Il est donc indispensable d’établir une osmose entre des modèles avancés de strati-
fiés, représentant fidèlement les propriétés du matériau, et des stratégies de calcul
intensif sur architectures parallèles. Or, comme nous l’avons vu dans ce mémoire,
répondre à ce nouvel impératif industriel se révèle être un véritable défi.

Pour contribuer à relever ce défi, notre travail a débuté par le constat critique
que de nombreux travaux proposent de simuler le délaminage à l’aide de modèles
d’interface cohésive concentrant les dégradations dans les zones inter-laminaires sur-
faciques . Or, la méthode de décomposition de domaine mixte basée sur l’algorithme
LaTIn propose un traitement efficace des non-linéarités de surface. Elle est donc a
priori très bien adaptée à une résolution en parallèle des problèmes de grande taille
résultant de l’utilisation des modèles d’interface cohésive. La principale raison expli-
quant l’efficacité de cette stratégie de résolution est le choix d’une sous-structuration
respectant la topologie des modèles de stratifié évoqués. Cet attribut original a pour
conséquence de modérer significativement le nombre d’opérations de réassemblage
nécessaires au traitement du problème non-linéaire d’évolution.

Immanquablement, le traitement des non-linéarités du modèle de stratifié dans
les interfaces de la méthode de décomposition de domaine, a soulevé certaines diffi-
cultés numériques. D’abord, la stratégie multiéchelle micro/macro, dont les proprié-
tés de convergence sont maîtrisées pour des interfaces parfaites, a dû être adaptée
pour les interfaces cohésives. C’est ainsi que la convergence sans condition a été
obtenue en modifiant l’algorithme de résolution LaTIn. Le schéma obtenu peut être
interprété comme un algorithme de Newton sécant pour lequel les prédictions li-
néaires sont réalisées de manière approchée : seules les quantités macroscopiques du
problème homogénéisé de la stratégie sont en équilibre global sur la structure.

Ensuite, nous avons montré que le problème homogénéisé résolu à chaque ité-
ration de l’algorithme LaTIn, permettant la transmission rapide de l’information à
grande longueur de variation, est exagérément raffiné pour notre cas d’utilisation.
Un rééquilibrage a été apporté par une résolution itérative partielle, en parallèle,
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du problème grossier au moyen de la méthode BDD. Celle-ci incorporant elle-même
un problème de grille grossière, un nombre très faible d’itérations de cette stratégie
est suffisant à l’extraction et la transmission de composantes à grande longueur de
variation pertinentes assurant l’extensibilité de la stratégie. Cette opération de fil-
trage peut alors être vue comme une résolution approchée à un troisième niveau des
prédictions linéaires sécantes de l’algorithme de résolution non-linéaire LaTIn.

Ainsi améliorée, la stratégie implantée dans un code de calcul parallèle a dé-
montré d’excellentes propriétés d’extensibilité en temps et en mémoire, ainsi qu’une
aptitude certaine au traitement de problèmes industriels.

Nous avons poursuivi notre travail sur un second point : les non-linéarités induites
par le comportement local adoucissant de la structure, particulièrement complexes à
traiter numériquement. Ces non-linéarités conduisent en premier lieu à des instabili-
tés globales. Afin de résoudre ces problèmes d’instabilité, une procédure de contrôle
du chargement par l’avancée de fissure a été incorporée à la stratégie de résolution
à trois échelles.

En second lieu, les fortes concentrations de contrainte sur le front de délaminage
remettent en cause la séparation d’échelle effectuée classiquement dans le cadre de
la stratégie micro/macro. Une stratégie de relocalisation a donc été développée pour
rétablir l’extensibilité de la méthode en supprimant l’effet de la mauvaise séparation
d’échelle. Pour obtenir ce résultat, des sous-problèmes sont résolus sur une zone
localisée autour du front de fissure, à la fin de chaque itération LaTIn globale. Cette
pratique permet de diminuer très significativement la quantité de calculs effectués,
car les résolutions superflues dans les zones à faible gradient sont évitées.

Cependant, cette amélioration pose des difficultés de répartition de charge sur
l’architecture de calcul parallèle, qui limitent ses performances en terme de temps de
calcul effectif et conduisent à une première perspective pour ce travail. Une technique
de relocalisation améliorée consisterait en une redistribution des charges respectant
la répartition des non-linéarités du problème. Pour aller plus loin, l’idée elle-même
de ces relocalisations peut éventuellement être remise en cause. Ces calculs locaux
supplémentaires sont, au moins partiellement, substituables par l’ajout de fonctions
pertinentes dans la base macroscopique, obtenues numériquement ou par des études
analytiques.

Ce travail ouvre également une perspective sur le traitement des stratifiés à
grand nombre de plis. Dans nos cas test, le nombre de plis mis en jeu étant faible,
la résolution itérative du problème homogénéisé de la stratégie micro/macro est
extrêmement efficace. Pour des problèmes de taille plus importante, il est probable
que l’enrichissement de la troisième échelle par des modes de plaque peut apporter
une amélioration des propriétés de convergence de l’algorithme itératif utilisé pour
résoudre le problème macroscopique.

Enfin, les développements proposés offrent la possibilité de résoudre de manière
exacte des problèmes de délaminage sur de grandes process zones, sans raffinement
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local pratiqué a priori ni opération de remaillage au cours de l’analyse. Cependant,
et malgré les progrès technologiques réalisés en matière de calculateur parallèle, une
résolution à cette échelle reste limitée à des zooms dans les structures industrielles
complètes. Un raccord avec un modèle de type plaque, beaucoup moins coûteux et
suffisant à l’obtention d’une solution de bonne qualité dans les zones à faible gra-
dient, est à envisager.

Les développements présentés dans ce mémoire apportent donc des éléments de
réponse à la problématique de l’association des modèles de stratifié avec le calcul
parallèle. Ils représentent une base solide d’outils pour le traitement de modèles plus
complexes que ceux utilisés dans ce travail, en particulier des modèles non-locaux,
qui donnent à l’heure actuelle les résultats de meilleure qualité.
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