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jury. Cela est particulièrement important pour moi, car ils ont écouté mon tout premier exposé
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Introduction

Cette thèse porte sur certaines propriétés combinatoires des groupes de tresses. Plus spécifi-
quement, nous étudions les monoı̈des de Birman–Ko–Lee (oumonoı̈des de tresses duaux) ainsi
que l’ordre standard des tresses (ou ordre de Dehornoy).

CONTEXTE G ÉNÉRAL ET R ÉSULTATS PRÉCÉDEMMENT CONNUS

Il semble que la première référence où les groupes de tresses sont explicitement intro-
duits et étudiés soit un texte de E. Artin qui fut publié en1925 [Art25]. Ce texte a ensuite
été republié sous une forme légèrement différente dans [Art47]. Cependant, la notion de tresse
et plusieurs idées qui y sont liées remontent au XIXe siècle, dans les travaux d’A. Hurwitz,
F. Klein, H. Poincaré, B. Reimann et certainement d’autres. On peut même trouver un schéma
de tresses dans des notes de C.F. Gauß [Gau].

Les tresses ont fait l’objet de plusieurs travaux de recherche ces dernières années, en par-
ticulier, parce qu’elles sont assez simples pour obtenir des preuves accessibles et, en même
temps, assez difficiles pour donner lieu à des résultats profonds. Un important tournant fut
la découverte de V. Jones d’un lien profond entre les groupes de tresses et la théorie des
opérateurs, la mécanique statistique et d’autres notions de physique mécanique aux alentours
de 1984 [Jon87]. Plus récemment, D. Krammer [Kra00, Kra02]et S. Bigelow [Big01] ont établi
la linéarité des groupes de tresses, c’est-à-dire qu’ils admettent une représentation fidèle dans
un espace vectoriel de dimension finie.

D’autre part, de nombreuses généralisations des groupesde tresses ont été introduites avec
profit. En 1966, J. Tits a défini et étudié les groupes de tresses associés à des groupes de Coxeter
quelconques dans [Tit66]. Cette étude a été poursuivie en 1972 par P. Deligne dans [Del72] et
E. Brieskorn avec K. Saito dans [BS72]. En 1998, M. Broué, G.Malle et R. Rouquier ont étendu
l’étude aux groupes de tresses de groupes de réflexions complexes [BMR98]. En 1999, P. De-
hornoy et L. Paris ont introduit la notion de groupe de Garside [DP99], une version abstraite de
l’approche développée par F.A. Garside pour les groupes des tresses dans [Gar69].

Originellement, le groupeBn des tresses àn brins est défini comme le groupe des classes
d’isotopie des tresses géométriques àn brins. Une présentation algébrique a été établie par
E. Artin dans [Art25], et c’est le point de départ qui sera utilisé dans ce travail. Pour nous,Bn

est donc le groupe de présentation
〈
σ1, ... , σn−1

∣∣∣∣
σi σj = σj σi pour|i− j| > 2

σi σj σi = σj σi σj pour|i− j| = 1

〉
. (1)

Ainsi une tresse àn brins est une classe d’équivalence (infinie) de mots en les lettresσ±1
i . De

tels mots seront appelésmots de tresse. Nous nous référerons souvent aux lettresσi comme les
géńerateurs d’Artin. La correspondance standard entre les éléments de la présentation deBn

et les tresses géométriques consiste à utiliserσi comme un code pour la tresse géométrique où
le ième et le(i+1) ème brins se croisent, avec la convention que le brin originellement en
position(i+1) passe au-dessus de l’autre.
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FIG. 1 : Interprétation d’un mot en les lettres σ±1
i comme diagramme de tresse géométrique.

Ordre des tresses

La théorie des groupes ordonnés a environ un siècle. Le r´esultat le plus connu portant sur
les groupes ordonnables est sans doute un théorème de O.L.Hölder [Höl01] datant de 1901,
qui caractérise le groupe(R,+) comme l’unique groupe maximal ordonnable satisfaisant la
propriété dite archimédienne.

Un ordre total< défini sur un groupeG est dit invariant à gauchesi la relationg < h
impliquefg < fh pour toutf, g eth deG. Dans [Deh94], P. Dehornoy construit un ordre total
invariant à gauche surBn. Cet ordre est facilement décrit à l’aide de mots de tressed’un type
particulier :

Théorème I.3.9.(P. Dehornoy, [Deh94])On poseβ < β ′ si la tresse quotientβ−1β ′

peut être repŕesent́ee par un mot de tresseσ-positif, c’est-̀a-dire, un mot de tresse
dont la lettreσi de plus grand indicei n’apparâıt que positivement, dans le sens où
la lettre σi apparâıt, mais pasσ−1

i . La relation< est alors un ordre total invariant̀a
gauche surBn pour toutn.

Le fait que la relation< soit un ordre total invariant à gauche est conséquence desdeux
propriétés qui suivent. On dit qu’un mot de tresse estσ-négatif si son inverse estσ-positif, et
qu’un mot de tresse estσ-défini s’il est soitσ-positif soitσ-négatif. En d’autres termes, un mot
de tresse estσ-défini si la lettreσi de plus grand indicei n’apparaı̂t que positivement ou que
négativement.

Propri été A. Une tresse représentée par un motσ-défini est non triviale.

Propri été C. Toute tresse non triviale admet un représentantσ-défini.

Ces deux propriétés on été démontrées dans [Deh94] àl’aide de méthodes d’algèbre auto-
distributive. Elles ont été redémontrées par D. Larue dans [Lar94] en utilisant la représentation
dite d’Artin des tresses en termes d’automorphismes d’un groupe libre. Ultérieurement, en 1999,
R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke et B. Wiest ont utilisé une méthode topologique
pour reconstruire un ordre invariant à gauche surBn vu comme groupe d’homéotopie du disque
unité àn trous [FGR+99]. Leur approche est une version géométrique de celle deD. Larue.
Le fait remarquable est que cet ordre coı̈ncide avec celui duthéorème I.3.9. Encore plus de
démonstrations des propriétés A et C ont été proposées dans d’autres travaux reposant sur des
approches variées. Nous référons à [DDRW02, DDRW08].

Par ailleurs, en 2000, B. Wiest et H. Short construisent dans[SW00] une famille entière
d’ordres invariants à gauche surBn définie à partir de la géométrie hyperbolique du recouvre-
ment universel du disque troué, en suivant une approche remontant à W. Thuston et même à
J. Nielsen [Nie27]. Nous renvoyons à [Ito08] pour une description combinatoire de certains de
ces ordres. Il est maintenant connu que l’ensemble des ordres surBn a des propriétés tout à fait
intéressantes, voir [Nav07].
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Expressionσ-définie

Comme mentionné précédemment, le point clé de l’existence de l’ordre est la propriété C,
qui établit que toute tresse non triviale admet au moins uneexpressionσ-définie, c’est-à-dire,
une expression dans laquelle le générateurσi de plus grand indicei apparaı̂t seulement positive-
ment, ou seulement négativement. Indépendamment de toute considération d’ordre, cette pro-
priété est un résultat fondamental des tresses (il doit ˆetre noté qu’elle ne peut pas être étendue
aux groupes de tresses généralisés associés aux groupes de Coxeter de type autre que A et B,
voir [Sib03]).

Durant les vingt dernières années, au moins cinq ou six démonstrations de ce résultat ont été
proposées. Comme nous l’avons dit, la première par P. Dehornoy en 1992 repose sur les algèbres
auto-distributives [Deh94]. La suivante, par D. Larue [Lar94], utilise la représentation d’Artin
des tresses comme automorphismes du groupe libre, un argument qui a été indépendamment
redécouvert part R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke et B. Wiest [FGR+99] dans un
langage topologique. Une démonstration complètement différente fondée sur la géométrie du
graphe de Cayley du groupe de tresseBn et la théorie de Garside apparaı̂t dans [Deh97a].
Il existe aussi au moins deux démonstrations reposant sur des algorithmes de relaxation, qui
sont des stratégies pour simplifier de proche en proche l’image d’une (famille de) courbe(s)
dessinée dans un disque et déformée par l’action d’une tresse vue comme un homéomorphisme
du disque. Une est décrite par I. Dynnikov et B. Wiest dans [DW07], une autre par X. Bressaud
dans [Bre08].

Toutes ces méthodes sont effectives et donnent lieu à des algorithmes. Cependant, en termes
de complexité en espace et en temps, aucune n’a une compléxité meilleure qu’exponentielle.
En particulier, la meilleure borne supérieure obtenue pour la longueur d’un motσ-défini final
équivalent à un mot de tresse initial de longueurℓ est une exponentielle enℓ. D’un autre côté,
certaines méthodes sont connues comme extrêmement efficaces en pratique, et la conjecture
suivante appartient au folklore du sujet :

Conjecture IV.0.1. Pour toutn, il existe une constanteCn telle que, pour tout mot de
tressew à n brins de longueurℓ, il existe un motσ-défini équivalent de longueur au
plusCnℓ.

En d’autres termes, la conjecture affirme que toute tresse admet un représentantσ-défini
quasi-géodésique.

Tresses et bon ordre

Le monoı̈de de tresses positives àn brins, notéB+

n, est le sous-monoı̈de du groupeBn en-
gendré parσ1, ... , σn−1. Il est composé des tresses pouvant être représentées par un mot de tresse
positif, c’est-à-dire, un mot ne contenant pas de lettreσ−1

i . Par les résultats de Garside [Gar69],
le monoı̈deB+

n admet la présentation donnée en (1) pour le groupe de tressesBn, vue comme
présentation de monoı̈de.

Restreindre l’ordre des tresses< au sous-monoı̈deB+

n deBn munit trivialementB+

n d’un
ordre total invariant à gauche. De plus, cette restrictionadmet des propriétés supplémentaires
remarquables.

On dit qu’un ordre total≺ surX est unbon ordresi toute partie non vide deX admet un
plus petit élément pour≺. Avec une version faible de l’axiome du choix, ceci est équivalent à
dire qu’il n’existe pas de suite infinie≺-décroissante dansX.
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Clairement, pourn > 2, l’ensembleBn muni de l’ordre standard des tresses n’est pas un bon
ordre car il contient la suite infinie décroissante1, σ−1

1 , σ−2
1 , ... . Cependant, en 1996, R. Laver a

montré dans [Lav96] que, pour chaquen, la restriction de< au monoı̈deB+

n est un bon ordre.
Une des bonnes propriétés d’un bon ordre est que, contrairement à un ordre total quel-

conque, un bon ordre est complètement déterminé à isomorphisme près par un seul paramètre,
à savoir sa longueur, qui est habituellement spécifiée par un ordinal. Nous rappelons que les
ordinaux constituent une extension de la suite des entiers naturels au-delà de l’infini. Par exem-
ple, le premier ordinal infiniω est le plus petit majorant des entiers naturels. L’ordinal suivant
estω + 1, ensuite vientω + 2, etc.

Pour ce que nous allons faire ici, il est suffisant de mentionner que les ordinaux sont na-
turellement munis d’un ordre total qui est un bon ordre, et d’opérations arithmétiques, addi-
tion, multiplication, exponentiation qui étendent celles des entiers naturels et partagent cer-
taines de leurs propriétés (mais pas toutes). Pour plus derésultats sur les ordinaux, voir par
exemple [Lév79]. Basée sur le théorème de Higman [Hig52], la démonstration de Laver du fait
que(B+

n , <) soit bien ordonné n’est pas effective, et ne fournit aucun moyen de déterminer sa
longueur. Cette dernière fut donnée par S. Burckel dans sathèse [Bur94], puis dans [Bur97] :

Théorème I.3.17.(S. Burckel, [Bur97])La restriction de< àB+

n est un bon ordre de
longueurωω

n−2
.

La démonstration donnée par S. Burckel repose sur un argument subtil d’induction transfinie
qui est difficile à contrôler en pratique.

La forme normale alternante

Par définition, une tresse est une classe d’équivalence demots de tresse. Diversesformes
normalesont été décrites dans la littérature, c’est-à-dire, divers moyens de sélection, pour toute
tresse, d’un mot de tresse distingué la représentant. La dite forme normale alternanteest une
telle forme normale. Elle est seulement définie pour les tresses positives et fut introduite en 2008
par P. Dehornoy dans [Deh08].

La construction de la forme normale alternante d’une tresseàn brins repose sur l’opération
dite deΦn-éclatement qui associe à chaque tresse positive àn brins une suite finie de tresses
positives à(n−1) brins la déterminant complètement.

Pour donner une description plus précise, nous devons introduire une relation de divisibilité
à droite dans le monoı̈deB+

n. Pourβ, γ dansB+

n, on dit queγ diviseà droiteβ, ou, de manière
équivalente, queβ est unmultipleà gauchedeγ s’il existe une tresse positiveβ ′ satisfaisant la
relationβ = β ′ γ. Il est connu queB+

n muni de la relation de divisibilité à droite a une structure
de treillis, c’est-à-dire, que deux tresses positives quelconques admettent un unique plus grand
diviseur à droite (ou pgcd à droite) et un unique plus petitmultiple commun à gauche (ou ppcm
à gauche). C’est l’un des ingrédients de la structure ditedeGarsidedu monoı̈deB+

n. Un autre
ingrédient est le fait que le ppcm à gauche∆n des générateurs d’Artinσ1, ... , σn−1 est aussi
leur ppcm à droite. Ceci implique que l’automorphisme int´erieur Φn du groupeBn associé
à ∆n préserve le monoı̈deB+

n, et, donc, queΦn induit un automorphisme du monoı̈deB+

n. De
plus, l’automorphismeΦn préserve la divisibilité à gauche (et à droite), donc ilpréserve les
opérations de pgcd et de ppcm. On vérifie facilement queΦn échangeσi et σn−i pour touti,
donc, géométriquement,Φn agit comme une symétrie sur les diagrammes de tresses.
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Proposition III.1.22. (P. Dehornoy, [Deh08])Pour toute tresse non trivialeβ deB+

n

avecn > 3, il existe une unique suite finie(βb, ... , β1) de tresses deB+

n−1 avecβb non
triviale satisfaisantβ = Φb−1

n (βb) · ... ·Φn(β2) ·β1 et telle que, pour toutk, la tresseβk
est le plus grand diviseur̀a droite dansB+

n−1 deΦb−k
n (βb) · ... · Φn(βk+1) · βk.

Dans les conditions ci-dessus, la suite(βb, ... , β1) est appelée leΦn-éclatementde la tresse
positiveβ. Les termes d’unΦn-éclatement sont numérotés de la droite vers la gauche afin d’in-
sister sur le fait que la construction commence à partir de la droite et consiste à prendre le plus
grand diviseur à droite à chaque étape.

β1

Φ6(β2)

β3

Φ6(β4)

1

2

3

4

5

6

FIG. 2 : Partant d’une tresse β de B+

6 , on prend le plus grand diviseur à droite de β laissant le 6ème brin
invariant, puis on prend le plus grand diviseur à droite du reste laissant le 1er brin invariant, etc.
On obtient ainsi le φ6-éclatement de β.

Le principal résultat de [Deh08] est une description inductive de l’ordre des tresses< surB+

n

en termes d’ordre surB+

n−1 et deΦn-éclatement. Plus précisement, le résultat est le suivant :

Théorème III.1.26.(P. Dehornoy, [Deh08])Pourβ, β ′ dansB+

n, la relationβ < β ′ est
satisfaite si et seulement si leΦn-éclatement deβ est plus petit que leΦn-éclatement
deβ ′ vis-à-vis de l’extensionShortLex de l’ordre< surB+

n−1.

On rappelle que si(X,≺) est un ensemble ordonné, une suite finies d’éléments deX est dite
ShortLex plus petite qu’une autre suite finies′, si la longueur des est strictement plus petite que
celle des′, ou alors si les longueurs des et s′ sont égales ets est≺-lexicographiquement plus
petite ques′, c’est-à-dire, lorsque les deux suites sont lues en partant de la gauche, le premier
terme danss qui ne coı̈ncide pas avec son homologue danss′ est plus petit pour l’ordre≺.

Il doit être noté que le lien entre leΦn-éclatement et l’ordre des tresses établi dans [Deh08]
utilise les travaux de S. Burckel. Cette approche ne permet donc pas de décire directement le
type d’ordre du bon ordre(B+

n, <), mais en donne une description alternative.

Monoı̈des de tresses duaux

En 1998, J.S. Birman, K.H. Ko et S.J. Lee [BKL98] ont introduit et étudié un nouveau
sous-monoı̈deB+∗

n deBn. Ce monoı̈de est connu sous le nom de monoı̈de de Birman–Ko–Lee.
Le termemonöıde de tresses duala été proposé ultérieurement et provient du fait que certains
paramètres obtiennent des valeurs symétriques s’ils sont évalués dansB+

n ou dansB+∗
n ; une

correspondance qui a été étendue par D. Bessis au contexte plus général des groupes d’Artin–
Tits [Bes03].
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Nous rappelons que le groupe des tressesB+

n est le sous-monoı̈de deBn engendré par les
élémentsσ1, ... , σn−1, où, géométriquement,σi correspond au croisement des brinsi et (i+1).
Le monoı̈de de tresses dualB+∗

n est le sous-monoı̈de du groupe de tresseBn engendré par
les tressesai,j avec1 6 i < j 6 n, où ai,j est définie parai,j = σi ... σj−1 σ

−1
j σ−1

j−1 ... σ
−1
i .

Géométriquement,ai,j correspond au croisement des brinsi et j, le tout par-dessous les (possi-
bles) brins intermédiaires.

1

4

≈

FIG. 3 : Dans la tresse géométrique représentée par a1,4, les brins 1 et 4 se croisent en dessous des
brins 2 et 3.

Par définition,σi est égale àai,i+1 et, donc, le monoı̈deB+

n est inclus dansB+∗
n , une inclusion

stricte pourn > 3 car la tressea1,3 n’appartient pas àB+

3 .
Il est connu [BKL98] que le monoı̈de de tresses dual admet unestructure de Garside simi-

laire à celle deB+

n. Ainsi, en particulier, deux éléments quelconques deB+∗
n admettent des ppcm

et des pgcd à gauche et à droite. Le rôle de l’élément de Garside∆n est joué dans le cas deB+∗
n

par la tresseδn définie comme étanta1,2 a2,3...an−1,n, c’est-à-dire,σ1 σ2...σn−1.
Le lien entre le monoı̈deB+∗

n et le groupe symétriqueSn a été étudié dans [Bes03] et
dans [Bra01]. Des liens avec les racinesn èmes de l’unité et la théorie de Springer apparaissent
dans [BDM02].

Le probl ème de conjugaison

Le problème de conjugaison du groupeBn est le problème de décider si deux tressesβ, β ′

deBn sont conjuguées, c’est-à-dire, s’il existe une tresseγ deBn satisfaisantβ = γ−1 β ′ γ.
Depuis les travaux de F.A. Garside [Gar69], il est connu que le problème de conjugaison

a une solution algorithmique. Cependant, à ce jour, toutesles solutions connues sont exponen-
tielles en complexité. C’est le cas pour la solution originale de F.A. Garside, comme pour toutes
les améliorations successives décrites par E.A. El-Rifai et H.R. Morton dans [ERM94], par
N. Franco et J. González-Meneses dans [FGM03], et par J. González-Meneses et V. Gebhardt
dans [GMG08].

Toutes les solutions citées ci-dessus utilise la structure de Garside deBn, soit celle associée
au monoı̈deB+

n et à la tresse∆n, soit celle associée au monoı̈deB+∗
n et à la tresseδn.

L ES RÉSULTATS DE CE TRAVAIL

Dans cette thèse nous établissons de nouveaux résultatscombinatoires portant sur les tresses,
et, plus spécifiquement, sur les monoides de tresses duauxB+∗

n et l’ordre standard des tresses.
Notre principal outil est une nouvelle forme normale, appeléeforme normale tournante.
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Forme normale tournante

Le point de départ de la construction de la forme normale alternante dans le monoı̈de
d’Artin B+

n est l’observation que toute tresse deB+

n admet un unique diviseur à droite maxi-
mal appartenant àB+

n−1. Une propriété similaire est vérifiée dans le cas des monoı̈des de tresses
duauxB+∗

n etB+∗
n−1. Il est donc naturel de chercher une adaptation de la forme normale alternante

à ce contexte.
Comme rappelé précédemment, le monoı̈de de tresses dualB+∗

n est muni d’une structure
de Garside, dans laquelle le rôle de la tresse∆n est joué parδn. Il s’ensuit que l’analogue
deΦn, qui est une conjugaison par∆n, est l’automorphismeφn de conjugaison parδn. Comme
la tresse∆2

n est un élément du centre deBn, l’automorphismeΦn est une involution, qui cor-
respond géométriquement à une symétrie des diagrammesde tresses. Par ailleurs, la plus petite
puissance deδn appartenant au centre deBn estδnn. L’automorphismeφn est donc d’ordren. En
particulier, on trouveφn(ai,j) = ai+1,j+1 pourj 6 n−1 etφn(ai,n) = a1,i+1. Géométriquement,
l’automorphsimeφn devrait donc être vu comme une rotation, ce qui a un sens si l’on dessine
les diagrammes de tresses sur un cylindre au lieu d’un rectangle plan.

1

6

4
3

2

1
1

2

3 4

5

6

FIG. 4 : Enrouler le diagramme de tresse usuel aide à visualiser les symétries des tresses ap,q. Sur le
cercle obtenu, ap,q correspond naturellement à la corde reliant les points p et q.

1

2

3 4

5

6

 
φ6

1

2

3 4

5

6

FIG. 5 : Représentation de l’automorphisme φ
n

comme une rotation d’angle 2π
n

dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre.

Notre premier résultat est une adaptation de la construction de la forme normale alternante
aux monoı̈des de tresse dualB+∗

n .

Proposition III.2.7. Pour toute tresse non trivialeβ deB+∗
n avecn > 3, il existe une

unique suite finie(βb, ... , β1) de tresses deB+∗
n−1 avecβb 6= 1 satisfaisant la relation

β = φb−1
n

(βb) · ... ·φn(β2) ·β1, et telle que, pour chaquek, la tresseβk est le plus grand
diviseurà droite deφb−k

n
(βb) · ... · φn(βk+1) · βk dansB+∗

n−1.

Dans le conditions ci-dessus,la suite(βb, ... , β1) est appelée leφn-éclatementde la tresseβ.
La démonstration de ce résultat utilise les propriétésstandard deB+∗

n , et n’est pas réellement
difficile une fois que la définition correcte a été donnée.
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β1φ6(β2)
φ2

6(β3)

φ3
6(β4)

6

5

4

3

2

1

FIG. 6 : Le φ6-éclatement d’une tresse de B+∗
6 . Partant de la droite on extrait le plus grand diviseur à

droite maximal qui laisse le sixième brin invariant, puis on extrait le plus grand diviseur à droite
de la tresse restante laissant le premier brin invariant, etc.

Utilisant la procédure duφn-éclatement inductivement, on déduit un représentant de toute
tresse deB+∗

n en terme (d’image) de tresses deB+∗
2 , c’est-à-dire, de puissance dea1,2. On

définit un homomorphisme de mots de tresses duaux, encore notéφn, qui envoie une lettreai,j
avecj 6 n−1 surai+1,j+1 et une lettreai,n sura1,i+1.

Définition III.2.12. Pourβ dansB+∗
n , on définit laforme normale tournantedeβ par

– l’unique puissance dea1,2 représentantβ, pourn = 2 ;

– le motφb−1
n

(wb) · ... ·φn(w2) ·w1, où(βb, ... , β1) est leφn-éclatement deβ etwk est
la forme normale tournante deβk, pourn > 3.

La forme normale tournante est un outil très pratique pour ´etudier le monoı̈deB+∗
n et, à partir

de là, le groupeBn, qui est le groupe de fractions deB+∗
n . Il semble que l’un des principaux

avantages à utiliser la forme normale tournante à la placede la forme normale alternante est
qu’il existe plus de relations reliant lesai,j (qui forment une famille hautement redondante de
générateurs du groupe de tresses). Il s’ensuit que distinguer un représentant spécifique d’une
tresse est, en un certain sens, plus difficile dansB+∗

n que dansB+

n, mais, lorsqu’on y arrive, c’est
potentiellement plus intéressant. Quelles que soient lesraisons, le point est que nous allons être
capables d’établir de nombreuses propriétés spécifiques à la forme normale tournante n’ayant
pas d’homologue connu à ce jour dans le cas de la forme normale alternante.

Un résultat typique dans cette direction est la caractérisation suivante des suites deB+∗
n−1

qui sont desφn-éclatements. Nous disons qu’une lettrear,s deB+∗
n−1 est uneap,n-barrière si les

conditionsr < p etp < s sont vérifiées.

Théorème III.4.4. Une suite finie(βb, ... , β1) de tresses deB+∗
n−1 est leφn-éclatement

d’une tresse deBn si et seulement si
– pourk > 3, la tresseβk est non triviale,

– pourk > 2, aucune tresse non triviale deB+∗
n−1 ne diviseà droiteφn(βk),

– si, pourk > 3, la tresseβk est divisibleà droite parap−1,n−1, alors au moins une
(et alors toute) expression deβk−1 contient uneap,n-barrière.

La démonstration de ce résultat nécessite la notion d’échelledéveloppée à la section III.3.3
ainsi que quelques propriétés de l’algorithme bien connudu retournementsur le monoı̈de de
tresse dual, redonné à la section II.3.

On appellemot tournant̀a n brins la forme normale d’une tresse deB+∗
n . Une conséquence

du théorème III.4.4 est le résultat suivant :

Corollaire III.4.31. Pour toutn, la famille des mots tournantsàn brins est un langage
régulier.
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Plus précisement nous obtenons une construction inductive d’automates finis reconnaissant
le langage des mots tounants.

Expressionσ-définie

Le résultat principal de cette thèse est la démonstration de la conjecture IV.0.1 portant sur
l’existence de représentantσ-défini quasi-géodésique. Pourβ une tresse, nous notons par‖β‖σ
la longueur géodésique deβ par rapport aux générateurs d’Artinσi, c’est-à-dire, la longueur
d’un plus court mot en les lettresσ±1

i représentantβ. Nous démontrons alors le résultat suivant :

Théorème IV.3.17. Toute tresseβ à n brins admet une expressionσ-définie de
longueur au plus6(n−1)2‖β‖σ.

Le résultat précédent est presque optimal : il est connu qu’une tresse ne peut pas admettre
de représentantσ-défini géodésique, et, plus précisement que l’on ne peut pas espérer mieux
qu’une borneCn‖β‖σ avecCn au moins linéaire enn. Plus précisément B. Wiest a montré que
la tresse àn brins

σn−1σ
−2
n−2σ

2
n−3σ

−2
n−4...σ

2e
1 σ2e

2 σ−2e
3 ...σ2

n−2σ
−1
n−1,

avece = ±1 en fonction de la parité den, n’admet pas de représentantσ-défini de moins
de(n−2)(n−1) lettres. Comme le mot ci-dessus est de longueur4(n−2), la constanteCn doit
croı̂tre au moins linéairement enn : Cn > (n+1)/4.

D’ailleurs, le facteur(n−1)2 du théorème IV.3.17 provient d’une étape de traduction finale
des générateurs de Birman–Ko–Lee en les générateurs d’Artin. Si nous considérons le problème
analogue portant sur les générateurs d’Artinai,j , alors, en notant‖β‖a la longueur géodésique
deβ par rapport aux générateurs de Birman–Ko–Lee, on a

Théorème IV.3.16. Toute tresseβ à n brins admet une expressionσ-définie de
longueur au plus3(n−1)‖β‖a.

Le principe de l’argument est le suivant.Étant donnée une tresseβ deBn, on commence
d’abord par l’exprimer comme fractionδ−tn β ′, où, on le rappelle,δn est l’élément de Garside
deB+∗

n , et oùβ ′ est un élément deB+∗
n . Ceci est possible carBn est le groupe de fraction du

monoı̈deB+∗
n . Si l’exposantt est plus grand que la longueur duφn-éclatement deβ ′, alors le

facteurσ-négatifδ−tn l’emporte sur le facteurσ-positif β et un motσ-négatif représentantβ
peut être facilement obtenu par un calcul direct consistant essentiellement à intercaler unδ−1

n

entre les termes duφn-éclatement deβ ′. Sinon, si l’exposantt est plus petit que la longueur
duφn-éclatement deβ ′, on détermine la forme normale tournantew deβ ′ et on essaie d’obtenir
un représentantσ-positif deβ en poussant le facteur négatifδ−tn à droite au travers dew. Le
problème est que certains motsσ-négatifs d’une forme particulière, appelésmots dangereux, ap-
paraissent à chaque étape. Le point clé est que les mots tournants possèdent certaines propriétés
syntaxiques, nous permettant de contrôler l’impact des mots dangereux. L’étape élémentaire de
l’opération consiste à échanger un mot dangereux et un mot tournant. Pour cela nous définissons
et utilisons l’algorithme dit derenversement, qui est facilement décrit à l’aide de diagrammes
comme pour l’algorithme bien connu du retournement. Cependant, démontrer qu’il effectue
la tâche demandée est plus délicat et nécessite l’introduction de la notion demur, qui est un
affaiblissement de la notion d’échelleintroduite à la section III.3.3. Pour le moment, mention-
nons qu’un mot tournant est une échelle, que le produit d’unfragment d’un mot dangereux suivi



16

d’une échelle donne un mur et que le produit d’un fragment d’un mot dangereux donne encore
un mur.

La démonstration du théorème IV.3.17 mène alors à un algorithme effectif. L’analyse de
complexité de cet algorithme donne :

Théorème IV.3.18.La complexit́e en temps de l’algorithme impliqué dans la d́e-
monstration du th́eor̀eme IV.3.17 est quadratique : pour tout mot de tressesà n brins
de longueurℓ, le temps d’ex́ecution de l’algorithme est enO(ℓ2).

La démonstration du théorème IV.3.17 ne s’appuyant sur aucun résultat lié à l’ordre des
tresses, nous en déduisons une nouvelle démonstration dela propriétéC, c’est-à-dire, de l’exis-
tence d’un représentantσ-défini pour toute tresse non triviale. Cette démonstration est l’une des
meilleures que l’on connaisse, car pour le moment c’est la seule pour laquelle on a démontré
que l’on obtenait un représentantσ-défini quasi-géodésique.

D’un autre côté, si l’on considère la propriétéC comme acquise et que l’on souhaite obtenir
une expressionσ-définie courte, alors, comme suggéré par L. Paris, on peut construire un algo-
rithme plus simple que celui du théorème IV.3.17 : en utilisant l’astuce de X. Bressaud dans son
algorithme de relaxation [Bre08], on applique en parallèle l’algorithme du théorème IV.3.17
surβ et β−1 ; le cas facile du théorème IV.3.17 est alors suffisant pourobtenir un représentant
σ-défini soit pourβ soit pourβ−1, ce qui est suffisant pour conclure. De cette manière, on
démontre :

Théorème IV.3.24.Toute tresseβ à n brins admet une expressionσ-définie en les let-
tresσi de longueur au plus2(n−1)2‖β‖σ et une expressionσ-définie en les lettresap,q
de longueur au plus(n−1)‖β‖a.

Type d’ordre de B+∗

n

Une autre conséquence du résultat de R. Laver montrant quecertains sous-monoı̈des deBn

sont bien ordonnés pour<, est que la restriction de l’ordre des tresses< au monoı̈deB+∗
n est un

bon ordre pour toutn. Comme dans le cas du monoı̈de des tresses positivesB+

n, l’approche de
R. Laver ne donne aucun contrôle sur le bon ordre obtenu.

En utilisant la forme normale tournante, nous sommes capables de décrire complètement la
restriction de l’ordre standard des tresses au monoı̈deB+∗

n . Le résultat technique clé établit que
l’ordre surB+∗

n est une extensionShortLex de l’ordre surB+∗
n−1.

Théorème V.0.1.Pour β, β ′ dansB+∗
n , la relation β < β ′ est satisfaite si et seule-

ment si leφn-éclatement deβ est plus petit que leφn-éclatement deβ ′ par rapportà
l’extensionShortLex de l’ordre< surB+∗

n−1.

La démonstration de ce résultat requiert une analyse précise de la forme normale tournante
et n’est pas simple. Le principe de l’argument consiste à introduire un nouvel ordre<∗ surB+∗

n ,
appeléordre tournant, puis à déterminer un représentantσ-positif de la tresse quotientβ−1β ′

lorsque les tressesβ et β ′ deB+∗
n satisfont la relationβ <∗ β ′. Nous utilisons alors l’algo-

rithme de renversement introduit à la section II.3 (qui estaussi utilisé pour la démonstration du
théorème IV.3.17). Afin de simplifier le travail nous le décomposons en plusieurs étapes. Pour
cela nous introduisons une suite de tressesδ̂n,b jouant le rôle de séparateurs pour l’ordre<∗

(voir figure 7).
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1 δ̂n,0 δ̂n,1 δ̂n,2 δ̂n,3

φn-éclatement
de longueur1

φn-éclatement
de longueur2

φn-éclatement
de longueur3

φn-éclatement
de longueur4

(B+∗
n , <∗)

FIG. 7 : La tresse δ̂n,b comme séparateur dans (B+∗
n , <∗).

Nous démontrons le théorème V.0.1 lorsque la tresseβ ou la tresseβ ′ est un séparateur.
Puis nous utilisons une induction sur le nombre de brins pourobtenir le résultat général. Nous
insistons sur le fait que la démonstration donnée est complète et ne nécessite pas de résultats
annexes. En particulier, contrairement au théorème I.3.17 portant sur le bon ordre(B+

n , <), elle
ne requiert pas de recours aux résultats de S. Burckel ou tout autre induction transfinie.

Le théorème V.0.1 redémontre le résultat de R. Laver pour B+∗
n , et donne plus, à savoir une

détermination de la longueur du bon d’ordre ainsi obtenu.

Corollaire V.1.13. La restriction de< àB+∗
n est un bon ordre de longueurωω

n−2
.

Le probl ème de conjugaison

Jusqu’ici, il n’existait pas vraiment de tentative d’utilisation de l’ordre des tresses afin
d’étudier le problème de conjugaison. Une des raisons évidentes est que l’ordre des tresses
n’est pas invariant à droite, donc pas invariant par conjugaison. Une autre raison est que l’ordre
des tresses est un objet compliqué, sur lequel nous n’avonsseulement qu’un contrôle partiel.
Ce qui est nouveau est que, avec la forme normale alternante,même plus, avec la forme nor-
male tournante, nous avons maintenant un meilleur moyen de contrôler cet ordre et d’étudier
ses connections avec d’autre structures. Ce qui suit est un regroupement d’observations vrai-
ment préliminaires, mais apparemment prometteuses, sur le lien entre l’ordre des tresses et le
problème de conjugaison des tresses. C’est un travail en commun avec V. Gebhardt.

Pourβ une tresse deB+∗
n , on noteC+∗(β) la famille de toutes les tressesγ−1βγ, avecγ

dansB+∗
n , appartenant àB+∗

n . Comme la restriction de l’ordre standard des tresses àB+∗
n est

un bon ordre, l’ensemble non videC+∗(β) contient un unique élément<-minimal qui est
notéµ∗(β) dans la suite.

En utilisant la structure de Garside deB+∗
n , on vérifie facilement que deux tressesβ et β ′

deB+∗
n sont conjuguées si et seulement si la fonctionµ∗ prend la même valeur enβ et β ′, et

que construire un algorithme calculant la fonctionµ∗ surB+∗
n donne une solution au problème

de conjugaison surBn, avec la même complexité dès que la dernière est au moinsquadra-
tique. Réciproquement, la solution au problème de conjugaison décrite dans [GMG08] peut
être utilisée en pratique pour calculer la fonctionµ∗, en temps exponentiel.

Notre présent travail, qui est encore en cours, consiste àessayer de calculer, ou du moins
d’étudier la fonctionµ∗ en utilisant la forme normale tournante. L’expérimentation sur ordi-
nateur est facile, spécialement dans le cas deB+

3 , et amène à quelques conjectures liant la
fonctionµ∗ et la forme normale tournante. Pour le moment, le seul résultat non trivial que nous
avons est le suivant :

Proposition V.3.11.Pour toute tresseβ deB+∗
3 , on a b(β) − 5 6 b(µ(β)) 6 b(β),

où b(γ) désigne la longueur duφ3-éclatement deγ.
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Ce résultat est loin d’être une description complète deµ∗, mais il restreint sévèrement l’in-
tervalle oùµ∗(β) peut exister : la conjugaison ne peut pas trop changer la longueur desφn-
éclatements.

La prochaine étape devrait établir un lien entre les valeurs deµ∗ pour des tresses suffisam-
ment proches—ce qui pourrait donner un procédé de calcul par induction. Aucun résultat ne
méritant d’être mentionné n’a été démontré pour le moment, mais, comme conclusion, nous
mentionnons la conjecture suivante soutenue par l’expérimentation sur ordinateur :

Conjecture V.3.12.Pour toute tresseβ deB+∗
3 , on aµ(δ3

3 β) = δ3
3 a

−3
1,2 µ(β) a3

1,2.

Nous rappelons queδ3
3 est égale à∆2

3, un générateur du centre deB3. Nous conjecturons
aussi une formule similaire,µ(∆2

3) = ∆2
3σ

−2
1 µ(β)σ2

1 , où µ est une adaptation deµ∗ à B+

n,
mais, pour les raisons listées précédemment, il semble plus évident de démontrer la conjecture
pourB+∗

3 que pourB+

3 .

ORGANISATION DU TEXTE

La rédaction de la thèse suit l’ordre des résultats décrits ci-dessus. Le chapitre I est intro-
ductif et est consacré à des rappels sur les groupes des tresses et l’ordre qu’on peut y définir.
En particulier, on rappelle ce qu’est une présentation, unordre invariant à gauche, un bon ordre,
etc. Le chapitre II est aussi introductif et est consacré àl’introduction et à l’étude des monoı̈des
de tresses duaux. En particulier, on décrit la structure deGarside deB+∗

n en terme de parti-
tions non croisées et on montre queBn est le groupe de fractions deB+∗

n à l’aide du procédé
dit de retournement. Le chapitre III est consacré à la forme normale tournante. On commence
d’abord par en donner une construction à partir de l’opération dite duφn-éclatement. Ensuite, on
établit certaines contraintes portant sur les mots tournants. Enfin, on donne une caractérisation
des mots tournants, en particulier on montre qu’ils formentun langage régulier. Le chapitre
IV est consacré à la démonstration de la conjecture assurant l’existence pour toute tresse d’un
représentantσ-défini quasi-géodésique. Dans le chapitre V, on étudiela restriction de l’ordre
des tresses aux monoı̈des de tresses duaux.
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In this thesis we investigate some combinatorial properties of braid groups. More specif-
ically, we study the Birman–Ko–Lee braid monoids (or dual braid monoids) and the standard
braid ordering (or Dehornoy ordering).

GENERAL FRAMEWORK AND PREVIOUSLY KNOWN RESULTS

We first briefly review the existing literature about braid groups, with a special emphasis on
the algebraic aspects that will be developed in our work.

History of braid groups

It seems that the first reference where braid groups are explicitly considered and investigated
is a text by E. Artin that was published in 1925 [Art25] and reappeared in a slightly different
form in [Art47]. However, the notion of a braid and several related ideas can be traced back to
the XIXth century, in works by A. Hurwitz, F. Klein, H. Poincaré, B. Riemann, and certainly
some other authors. It has been mentioned that a braid schemecan be found in a notebook
of C.F. Gauß [Gau].

Braids have been the subject of many research works in the recent years, in particular be-
cause they are sufficiently simple to allow relatively simple proofs and, at the same time, they
are complicated enough to give rise to deep results. A major breakthrough has been the dis-
covery by V. Jones around 1984 [Jon87] of a deep connection between braid groups, oper-
ator theory, statistical mechanics, and other notions fromphysics. More recently, D. Kram-
mer [Kra00, Kra02] and S. Bigelow [Big01] proved they are linear, i.e., they admit a faithful
representation in a finite-dimensional vector space.

On the other hand, many generalizations of braid groups havebeen fruitfully introduced.
From 1966, J. Tits defined and investigated a braid group for each Coxeter group in [Tit66].
This study was then pursued by P. Deligne in [Del72] and E. Brieskorn together with K. Saito
in [BS72]. In 1998, M. Broué, G. Malle and R. Rouquier extended the framework further
by investigating braid groups associated with complex reflection groups [BMR98]. In 1999,
P. Dehornoy and L. Paris introduced the notion of a Garside group [DP99], an abstract version
of the approach developed by F. A. Garside for braid groups in[Gar69].

Originally, the groupBn of n-strand braids was defined as the group of isotopy classes ofn-
strand geometric braids. An algebraic presentation was established by Artin in [Art25], which
is the startpoint of this work. So, for us,Bn will be the group that admits the presentation

〈
σ1, ... , σn−1

∣∣∣∣
σi σj = σj σi for |i− j| > 2

σi σj σi = σj σi σj for |i− j| = 1

〉
. (2)

So ann-strand braid is an equivalence class consisting of (infinitely many) words in the let-
tersσ±1

i . Such words will be calledbraid words. We shall often refer to the lettersσi as to the

19



20

Artin generators. The standard correspondence between the elements of the presented groupBn

and geometric braids consists in usingσi as a code for the geometric braid where theith and
the(i+1)st strands cross, with the strand originally at position(i+1) in front of the other.

σi

...

...

i

i+1

σ−1
i

...

...

i

i+1

1

2

3

4

σ−1
3 σ−1

2 σ−1
1 σ−1

2 σ3

Figure 8 : Interpretation of a word in the letters σ±1
i as a geometric braid diagram.

Braid ordering

The theory of orderable groups has been developed for about acentury. The most famous
result about orderable groups is probably a theorem in 1902 by O.L. Hölder [Höl01] that char-
acterizes the additive group(R,+) as the unique maximal orderable group satisfying the Archi-
median property.

A group G is called left-orderableif there exists a linear ordering< of G that is left-
invariant, i.e., g < h implies fg < fh for all f , g, andh in G. As for the braid groupBn,
the ordering discovered by Dehornoy in [Deh94] is easily described in terms of braid words of
a particular type:

Theorem I.3.9. (P. Dehornoy, [Deh94])Let us say thatβ < β ′ holds if the quotient-
braid β−1β ′ can be represented by aσ-positive braid word,i.e., a braid word in which
the generatorσi with maximali occurs positively only, in the sense thatσi occurs,
but σ−1

i does not. Then the relation< is a left-invariant linear ordering onBn for
all n.

The fact that the relation< is a left-invariant linear ordering relies on the followingtwo
properties. We say that a braid word isσ-negativeif its inverse isσ-positive, and that a braid
word isσ-definiteif it is eitherσ-positive orσ-negative. In other words a braid word isσ-definite
if the generatorσi with the highest indexi occurs positively only, or negatively only.

Property A. A braid that admits aσ-definite expression is non-trivial.

Property C. Every non-trivial braid admits aσ-definite expression.

Both properties were established in [Deh94] using methods of self-distributive algebra.
They were given a new proof by D. Larue in [Lar94] using the so-called Artin representation of
braids in terms of automorphisms of a free group. Subsequently, by 1999, R. Fenn, M. Greene,
D. Rolfsen, C. Rourke, and B. Wiest used topological methodsin [FGR+99] to reconstruct an
order onBn viewed as the mapping class group of ann-punctured disk. Their method is a geo-
metrical version of Larue’s approach, and the remarkable point is that the ordering it leads to co-
incides with the one of Theorem I.3.9. Still many more proofsof Properties A and C have been
proposed in further works, based on various approaches. We refer to [DDRW02, DDRW08].
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On the other hand, in 2000, B. Wiest and H. Short constructed in [SW00] a whole family
of left-invariant linear orderings onBn relying on the hyperbolic geometry of the universal
cover of the punctured disk, following an approach that goesback to W. Thurston and even to
J. Nielsen in [Nie27]. We refer to [Ito08, Ito09] for a combinatorial description of some of these
orders. It is now known that the space of all left-invariant orderings onBn has quite interesting
properties, see [Nav07].

Sigma-definite expressions

As mentioned above, the key point in the existence of the standard braid order is PropertyC,
which states that every non-trivial braid admits at least one σ-definite expression,i.e., an ex-
pression in which the generatorσi with the highest indexi occurs positively only, or negatively
only. Independently of any order question, this property isa fundamental result about braids (it
may be noted that it does not extend to generalized braid groups associated with Coxeter groups
of types other than A and B, see [Sib03]).

In the past twenty years, at least five or six different proofsof this result have been proposed.
They rely on very different approaches. As we say, the first one, by P. Dehornoy in 1992, uses
self-distributive algebra. The next one, by D. Larue [Lar94], uses the Artin representation
of braids as automorphisms of a free group, an argument that was subsequently rediscovered
independently by R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke and B. Wiest [FGR+99] in a more
topological setting. A completely different proof relyingon the geometry of the Cayley graph
of Bn appears in [Deh97a]. There also exist at least two proofs based on relaxation algorithms,
which are strategies designed to progressively make simpler and simpler a (family of) curve(s)
drawn in a disk and deformed under the action of a braid viewedas a homeomorphism of
that disk. One is described by I. Dynnikov and B. Wiest in [DW07], another by X. Bressaud
in [Bre08].

All the above methods are effective and lead to practical algorithms. However, in terms of
time and space complexity, none has been proved to be simplerthan exponential. In particular,
the only proved upper bound for the length of the finalσ-definite word equivalent to an initial
word of lengthℓ is exponential inℓ. On the other hand, some methods are known to be extremely
efficient in practice, and the following conjecture belongsto the folklore of the domain:

Conjecture IV.0.1. For eachn, there exists a constantCn such that, for eachn-
strand braid wordw of lengthℓ, there exists an equivalentσ-definite word of length at
mostCnℓ.

In other words, the conjecture claims that every braid admits a quasi-geodesic expression
that isσ-definite.

The well-order property

The monoid of positiven-strand braids, denotedB+

n, is the submonoid of the groupBn

generated byσ1, ...,σn−1. It consists of those braids that can be represented by a positive braid
word, i.e., a word containing no letterσ−1

i . By the results of F.A Garside [Gar69], the monoidB+

n

admits, as a monoid, the presentation (2) given above to introduce the braid groupBn.
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Restricting the standard braid ordering to the submonoidB+

n of Bn obviously yields a left-
invariant linear ordering ofB+

n. Moreover, this restriction enjoys remarkable additionalproper-
ties.

A linear order≺ on a setX is said to be awell-order if every non-empty subset ofX
admits a minimal element with respect to≺. Up to a weak form of the axiom of choice, this is
equivalent to saying that there is no infinite≺-descending sequence inX.

Clearly, forn > 2, the setBn equipped with the standard braid order is not a well-order,
since it contains the infinite descending sequence1, σ−1

1 , σ−2
1 , ... However, in 1996, R. Laver

showed in [Lav96] that, for eachn, the restriction of the braid order to the monoidB+

n is a
well-order.

One of the nice properties of well-orders is that, contrary to an arbitrary linear order, a
well-order is completely determined by a unique parameter,namely its length, which is usually
specified using an ordinal. We recall that ordinals make an extension of the sequence of natural
numbers in the transfinite realm. For instance, the first infinite ordinalω is the least upper
bound of the natural numbers. The next ordinal isω+ 1, then comesω+ 2, etc. For our current
purpose, it is enough to mention that the ordinals are equipped with a canonical linear order
that is a well-order, and with arithmetic operations, addition, multiplication, exponentiation,
that extend those of natural numbers and share some (but not all) of their properties. For more
results about ordinals, see for instance [Lév79].

Based on Higman’s lemma, Laver’s proof for the result that(B+

n , <) is a well-order is non-
effective, and it gives no way of determining the length. Thelatter was determined by S. Burckel
in his PhD thesis [Bur94], and in the subsequent journal article [Bur97]:

Theorem I.3.17. (S. Burckel, [Bur97])The restriction of the braid order< toB+

n is
a well-order of lengthωω

n−2
.

Burckel’s proof relies on a transfinite inductive argument that is extremely tricky and re-
mains very difficult to control in practice.

The alternating normal form

By definition, a braid is an equivalence class of braid words.Variousnormal formshave
been described in literature,i.e., various ways of selecting, for each braid, a distinguishedword
that represents it. The so-calledalternating normal formis one such normal form. It is defined
for positive braids only. It was introduced in 2008 by P. Dehornoy in [Deh08].

The construction of the alternating normal form relies on anoperation calledΦn-splitting
that associates to each positiven-braid a finite sequence of positive(n−1)-strand braids that
determines it completely.

To give a precise description, we have to introduce the right-divisibility relation in the
monoidB+

n. For β, γ in B+

n, we say thatγ is a right-divisor of β, or, equivalently, thatβ is
a left-multipleof γ if there exists a positive braidβ ′ in B+

n satisfyingβ = β ′ γ. It is known
thatB+

n equipped with the right-divisibility relation has the structure of a lattice,i.e., any two
positive braids admit a unique greatest common right-divisor (or right-gcd) and a unique least
common left-multiple (or left-lcm). This is one of the ingredients of the so-calledGarside
structureof the monoidB+

n. Another ingredient is the result that the left-lcm∆n of the Artin
generatorsσ1, ..., σn−1 is also their right-lcm. This implies that the inner automorphismΦn of
the groupBn associated with∆n preserves the monoidB+

n, and, therefore,Φn induces an iso-
morphism of the monoidB+

n. Moreover,Φn preserves (left- and) right-divisibility, hence it
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preserves the operations of gcd’s and lcm’s. One easily checks thatΦn exchangesσi andσn−i
for eachi, so, geometrically,Φn corresponds to a symmetry in terms of braid diagrams.

Proposition III.1.22. (P. Dehornoy, [Deh08])For each non-trivial braidβ of B+

n

with n > 3, there exists a unique finite sequence(βb, ... , β1) of braids ofB+

n−1 with
βb 6= 1 satisfying the relationβ = Φb−1

n (βb) · ... ·Φn(β2) ·β1 and such that, for eachk,
the braidβk is the maximal right-divisor ofΦb−k

n (βb) · ... · Φn(βk+1) · βk that belongs
toB+

n−1.

Under the above hypotheses, the sequence(βb, ... , β1) is called theΦn-splittingof the posi-
tive braidβ. The entries of aΦn-splitting are numbered from right to left in order to emphasize
the fact that the construction starts from the right and relies on taling the maximal right-divisor
at each step.

β1

Φ6(β2)

β3

Φ6(β4)

1

2

3

4

5

6

Figure 9 :Starting from a braid β of B+

6 , we extract the maximal right-divisor of β keeping the sixth strand
unbraided, then we extract the maximal right-divisor of the remaining braid keeping the first
strand unbraided, etc.

The main result of [Deh08] is an inductive description of thebraid order onB+

n in terms of
order onB+

n−1 and ofΦn-splittings. The precise result is as follows.

Theorem III.1.26. (P. Dehornoy, [Deh08])For β, β ′ inB+

n, the relationβ < β ′ is true
if and only if theΦn-splitting ofβ is smaller than theΦn-splitting ofβ ′ with respect to
theShortLex-extension of the order onB+

n−1.

We recall that, if(X,≺) is an ordered set, ands, s′ are finite sequences of elements ofX,
thens is said to beShortLex-smaller thans′ if the length ofs is smaller than the length ofs′, or
the lengths are equal ands is smaller thans′ for the lexicographical extension of≺, i.e., starting
from the left, the first entry ofs that is not equal to its counterpart ins′ is≺-smaller.

It may be noted that the connection between theΦn-splitting and the braid order established
in [Deh08] relies on Burckel’s results. Therefore, this approach does not reprove the latter, but
rather gives an alternative description of these results.

Dual braid monoids

In 1998, J.S. Birman, K.H. Ko, and S.J. Lee [BKL98] introduced and investigated for eachn
a new submonoidB+∗

n of Bn. This monoid is known as theBirman–Ko–Leemonoid. The
name “dual braid monoid” was subsequently proposed because several numerical parameters
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obtain symmetric values when evalutated inB+

n and inB+∗
n , a correspondence that was extended

to the context of more general Artin–Tits groups by D. Bessisin 2003 [Bes03].
We recall that the positive braid monoidB+

n is the submonoid ofBn generated by the ele-
mentsσ1, ..., σn−1, where, geometrically,σi corresponds to the crossing of theith and(i+1)st
strands. The dual braid monoidB+∗

n is the submonoid ofBn that is generated by the braidsai,j
with 1 6 i < j 6 n, whereai,j is defined byai,j = σi ... σj−1 σj σ

−1
j−1 ... σ

−1
i . In geometrical

terms, the braidai,j corresponds to a crossing of theith andjth strand, both passing behind the
(possible) intermediate strands. By definition,σi equalsai,i+1 and, therefore, the monoidB+

n is

1

4

≈

Figure 10 :In the geometric braid a1,4, the strands 1 and 4 cross under the strands 2 and 3.

included in the monoidB+∗
n , a proper inclusion forn > 3 since the braida1,3 does not belong

to the monoidB+

3 .
It is known [BKL98] that the dual braid monoidB+∗

n admits a Garside structure similar to
that ofB+

n. So, in particular, any two elements ofB+∗
n admit left- and right-gcd’s and lcm’s.

The role of the Garside element∆n is played in the case ofB+∗
n by the elementδn defined to

bea1,2 a2,3 ... an−1,n, i.e., σ1 σ2 ... σn−1.
The connection between the monoidB+∗

n and the symmetric groupSn has been investigated
further in [Bra01] and in [Bes03]. Connections with thenth roots of unity and Springer’s theory
appear in [BDM02].

The Conjugacy Problem

The Conjugacy Problem of the braid groupBn is the problem of deciding whether two
braidsβ, β ′ ofBn are conjugate,i.e., whether there exists a braidγ inBn satisfyingβ ′ = γ−1 β γ.

After the work of F.A. Garside [Gar69], it is known that the Conjugacy Problem is algorith-
mically solvable. At the moment, all known solutions are exponential in complexity. This is
the case for Garside’s original solution, as well as for the many successive improvements de-
scribed by E.A. El-Rifai and H. R. Morton in [ERM94], by N. Franco and J. González-Meneses
in [FGM03], and by J. González-Meneses and V. Gebhardt in [GMG08].

All the above solutions rely on the Garside structure of the braid groupBn, either the one
associated with the monoidB+

n and∆n, or the one associated with the dual monoidB+∗
n andδn.

RESULTS OF THIS WORK

Here we establish new combinatorial results involving braids and, more specifically, the
dual braid monoidsB+∗

n and the standard braid order. Our main tool is a new normal form,
called therotating normal form.
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The rotating normal form

The starting point for the construction of the alternating normal form in the monoidB+

n is
the observation that every braid ofB+

n admits a unique maximal right-divisor lying inB+

n−1. A
similar property holds in the case of the dual braid monoidsB+∗

n andB+∗
n−1. It is therefore quite

natural to look for a counterpart to the alternating normal form.
As recalled above, the dual braid monoidB+∗

n is equipped with a Garside structure, in which
the role of∆n is played byδn. It follows that the counterpart to the automorphismΦn, which is
a conjugacy by∆n, is now played by an automorphism denotedφn which is a conjugacy byδn.
As is well-known,∆2

n belongs to the center ofBn, and the autormorphismΦn is an involution,
which corresponds geometrically to the fact thatΦn induces a symmetry on braid diagrams. By
contrast, the smallest power ofδn that lies in the center ofBn is δnn, so that the automorphismφn
has ordern. In particular, we findφn(ai,j) = ai+1,j+1 for j 6 n−1 andφn(ai,n) = a1,n+1.
Geometrically,φn should be viewed as a rotation, which makes sense provided braid diagrams
are drawn on a cylinder rather than on a plane rectangle.

1

6

4
3

2

1
1

2

3 4

5

6

Figure 11 :Rolling up the usual braid helps us to vizualize the symmetries of the braids ap,q. On the
resulting cylinder, ap,q naturally corresponds to the chord connecting the vertices p and q.

1

2

3 4

5

6

 
φ6

1

2

3 4

5

6

Figure 12 :Representation of the automorphism φ
n

as a reverse clockwise rotation of the marked circle
by 2π

n
.

Our first result is a counterpart to the construction of the alternating form in the dual braid
monoidB+∗

n .

Proposition III.2.7. For every non-trivial braidβ of B+∗
n with n > 3, there exists a

unique finite sequence(βb, ... , β1) of braids ofB+∗
n−1 withβb 6= 1 satisfying the relation

β = φb−1
n

(βb) · ... · φn(β2) · β1 and such that, for eachk, the braidβk is the maximal
right-divisor of the braidφb−k

n
(βb) · ... · φn(βk+1) · βk lying inB+∗

n−1.

Under the above hypotheses,the sequence(βb, ... , β1) is called theφn-splittingof the braidβ.
The proof of this result uses the standard Garside properties of B+∗

n , and it is not really
difficult once the correct definition has been formulated.
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β1φ6(β2)
φ2

6(β3)

φ3
6(β4)

6

5

4

3

2

1

Figure 13 :The φ6-splitting of a braid of B+∗
6 . Starting from the right, we extract the maximal right-divisor

that keeps the sixth strand unbraided, then extract the maximal right-divisor that keeps the
first strand unbraided, etc.

Using theφn-splitting procedure inductively, we deduce an expressionof each braid ofB+∗
n

in terms of (images of) braids ofB+∗
2 , i.e., of powers ofa1,2. We define a word homomorphism,

still denotedφn that maps the letterai,j with j 6 n−1 to ai+1,j+1 and the letterai,n to a1,i+1.

Definition III.2.12. Forβ in B+∗
n , we definethe rotating normal formof β by

– for n = 2, the unique power ofa1,2 representingβ;

– forn > 3, the wordφb−1
n

(wb) · ... ·φn(w2) ·w1, where(βb, ... , β1) is theφn-splitting
of β andwk is the rotating normal form ofβk.

The rotating normal form turns out to be a very convenient tool for investigating the dual
braid monoidB+∗

n —and, from there, the braid groupBn which is a group of fractions forB+∗
n .

It seems that one of the main advantages of using the monoidB+∗
n and the rotating normal

form when compared with using the monoidB+

n and the alternating normal form is that many
relations connect the generatorsai,j (which make a highly redundant family of generators for
the braid group). It follows that distinguishing a specific expression is, in some sense, more
difficult in B+∗

n than inB+

n, but, then, it is also potentially more powerful. Whatever the reasons
are, the point is that we shall be able to establish for the rotating normal form many specific
properties which have no known counterpart in the case of thealternating normal form.

A typical result in this direction is the following characterization of those sequences inB+∗
n−1

that areφn-splittings. Let us say that a letterar,s is aap,n-barrier if we have bothr < p and
p < s.

Theorem III.4.4. A finite sequence(βb, ... , β1) of braids inB+∗
n−1 is theφn-splitting of

a braid inBn if and only if the following conditions are satisfied:
– we haveβk 6= 1 for k > 3;

– no non-trivial braid ofB+∗
n−1 right-dividesφn(βk) for k > 2;

– for eachk > 3, if βk is right-divisible byap−1,n−1, then some/any expression ofβk−1

contains anap,n-barrier.

The proof of this result requires using the notion of aladder that is developed in Sec-
tion III.3.3, as well as some (rather standard) properties of the so-called reversing method for
the Birman-Ko-Lee presentations of the dual braid monoids,which are stated in Section II.3.

Let us calln-strand rotating wordevery word on the lettersai,j that is the rotating normal
form of braid ofB+∗

n . Theorem III.4.4 implies:

Corollary III.4.31. For eachn, the family of alln-strand rotating words is a regular
language.

More precisely, we obtain an inductive construction of a finite state automaton that recog-
nizes the language of rotating words.
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Sigma-definite expressions

The main result of this thesis is a proof of Conjecture IV.0.1, which is about the existence of
a quasi-geodesicσ-definite expression. For a braidβ, let us denote by‖β‖σ the geodesic length
of β with respect to the Artin generatorsσi, i.e., the length of the shortest expression ofβ by a
word in the lettersσ±1

i . Then we prove

Theorem IV.3.17.Everyn-strand braidβ admits aσ-definite expression of length at
most6(n−1)2‖β‖σ.

The above result is essentially optimal: it is known that a braid does not need to admit a
geodesicσ-definite expression, and, more precisely, that one could not hope for better than an
upper boundCn‖β‖σ with Cn at least linear inn. More precisely B. Wiest has shown that the
n-strand braid

σn−1σ
−2
n−2σ

2
n−3σ

−2
n−4...σ

2e
1 σ2e

2 σ−2e
3 ...σ2

n−2σ
−1
n−1,

with e = ±1 in function of the parity ofn, admits noσ-definite expression of length smaller
than (n−2)(n−1). As the above word has length4(n−2), the constantCn must increase
linearly inn: Cn > (n+1)/4.

By the way, the quadratic factor(n−1)2 in Theorem IV.3.17 comes from a final translation
step from the Birman–Ko–Lee generators to the Artin ones. Ifwe consider the analogous prob-
lem involving the generatorsai,j, then, denoting by‖β‖a the geodesic length ofβ with respect
to the Birman–Ko-Lee generators, we have:

Théorème IV.3.16. Everyn-strand braidβ admits aσ-definite expression of length
at most3(n−1)‖β‖a.

The principle of the proof of Theorem IV.3.17 is as follows. We start with an arbitrary
braidβ of Bn, and aim at finding aσ-definite expression ofβ. We proceed in several steps.
The first step consists in expressingβ as a fractionδ−tn β ′, where we recallδn to be the standard
Garside element ofB+∗

n , and whereβ ′ belongs toB+∗
n . This is possible becauseBn is a group

of fractions forB+∗
n .

If the exponentt is larger than the length of theφn-splitting of β ′, then theσ-negative
factor δ−tn wins against theσ-positive factorβ, and it is easy to obtain aσ-negative word rep-
resentingβ by a direct computation that amounts to placing one factorδ−1

n between any two
adjacent entries of theφn-splitting ofβ ′.

Otherwise, if the exponentt is at most equal to the length of theφn-splitting of β ′, one
determines the rotating normal formw of β ′, and one tries to obtain aσ-positive word repre-
sentingβ by pushing the negative factorδ−tn to the right throughw. The problem is that cer-
tainσ-negative words with a particular form, hereafter calleddangerous, appear at each step of
the process. The crucial point is to use the specific properties of rotating normal words to keep
the dangerous fragments under control. The basic step consists in swapping a dangerous word
and a rotating normal word. To this end, we introduce a procedure called reversing, which is
similar to (but different from) the standard subword reversing method mentioned above. Tech-
nically, the hard point is to prove that the reversing procedure actually fulfills all requirements
it is supposed to. This is done by introducing the notion ofwall, which is a weakening of the
ladders of Section III.3.3. The three main results are that every rotating normal word is a ladder,
that the product of a (fragment of) dangerous word and a ladder is a wall, and that the product
of a (fragment of) a wall and a ladder is again a wall. The proofof Theorem IV.3.17 is effective,
and it leads to a tractable algorithm. The complexity analysis of the algorithm gives:
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Theorem IV.3.18.The time complexity of the algorithm involved in the proof ofTheo-
rem IV.3.17 is quadratic: for eachn-strand braid wordw of lengthℓ, the total running
time of the algorithm onw lies inO(ℓ2).

As was said above, the proof of Theorem IV.3.17 is completelyself-contained. So, in partic-
ular, it provides one more proof of PropertyC, i.e., the existence of a sigma-definite expression
for each non-trivial braid. One may argue that this proof is the best one known so far, since it is
the only one that provably leads to an (almost) optimalσ-definite expression.

On the other hand, if one takes PropertyC for granted and one only wishes to obtain a
shortσ-definite expression, then, as was suggested by L. Paris, onecan design a new algorithm
that is simpler than the one of Theorem IV.3.18: using the trick of X. Bressaud in its relaxation
algorithm [Bre08], one runs the algorithm of Theorem IV.3.18 on β andβ−1 in parallel; the
easy case of Theorem IV.3.17 is then sufficient to provide aσ-definite expression either forβ
or for β−1, which in turn is enough to conclude. In this way, one proves:

Theorem IV.3.16. Everyn-strand braidβ admits aσ-definite expression in the let-
tersσi of length at most2(n−1)2‖β‖σ and aσ-definite expression in the lettresap,q of
length at most(n−1)‖β‖a.

The well-order on B+∗

n

Another consequence of Laver’s result is that the restriction of the braid order to the dual
braid monoidB+∗

n is a well-order. As in the case of the monoidB+

n, Laver’s approach gives no
control of the well-order so obtained.

By using the rotating normal form, we shall be able to completely describe this restriction
of the standard braid order to the monoidB+∗

n . The key technical result states that the order
onB+∗

n is aShortLex-extension of the order onB+∗
n−1.

Theorem V.0.1. For β, β ′ in B+∗
n , the relationβ < β ′ is true if and only if theφn-

splitting of β is smaller than theφn-splitting of β ′ with respect to theShortLex-
extension of the order< onB+∗

n−1.

The proof of this result requires a precise analysis of the rotating normal form and the
argument is not simple. However, we insist that the proof given below is complete and self-
contained. In particular, contrary to Theorem I.3.17 aboutthe order onB+

n, it requires no use of
Burckel’s results or of any transfinite induction.

The principle of the argument consists in introducing the so-called rotating ordering<∗

onB+∗
n that corresponds to the expected inductive characterization of the braid ordering, and

to establish enough properties of<∗ to finally deduce that it coincides with the standard braid
ordering by determining aσ-positive expression for the quotient-braidβ−1β ′ wheneverβ <∗ β ′

holds. To this end, as in the proof of Theorem IV.3.17, we use the reversing method of Sec-
tion II.3.

To make the argument more easily understandable, we split the proof into several steps, and
we introduce certain braidŝδn,b that play the role of landmarks (or separators) with respectto
the order<∗ (see figure 14).

Theorem V.0.1 is first established in the case whenβ or β ′ is a separator̂δn,b, using an
induction on the length of theφn-splittings of the involved braids. The general case then follows
using an induction on the braid index.
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1 δ̂n,0 δ̂n,1 δ̂n,2 δ̂n,3

φn-splitting
of length1

φn-splitting
of length2

φn-splitting
of length3

φn-splitting
of length4

(B+∗
n , <∗)

Figure 14 :The braid δ̂n,b as a separator in (B+∗
n , <∗).

Theorem 1 easily gives a new proof of Laver’s result forB+∗
n , and even more, namely a

determination of the length of the well-order so obtained.

Corollary V.1.13. The restriction of the standard braid order toB+∗
n is a well-order

of lengthωω
n−2

.

The Conjugacy Problem

So far there have been no real attempts to use the standard braid order to investigate conju-
gacy in braid groups. One obvious reason is that the braid order is not right-invariant, hence not
invariant under conjugacy, making most of the naive attempts unfruitful. Another related rea-
son is that the braid order is a complicated object, of which we have only a very partial control.
What is new is that, with the alternating normal form, and even more, with the rotating normal
form, we now have a much better way to control this braid orderand investigate its connection
with other structures. What follows is a report on very preliminary, but seemingly promising,
observations about the connection between the braid ordering and the braid Conjugacy Problem.
This is a joint work with V. Gebhardt.

Forβ a braid inB+∗
n , let us denote byC+∗(β) the family of all braidsγ−1βγ, γ in B+∗

n , that
lie in B+∗

n . As the restriction of the standard braid order toB+∗
n is a well-order, the non-empty

setC+∗(β) contains a unique<-minimal element, which will be denotedµ∗(β) hereafter.
Using the Garside structure ofB+∗

n , one easily sees that two braidsβ, β ′ ofB+∗
n are conjugate

if and only if the functionµ∗ takes the same value onβ andβ ′, and deduce that any algorithm
computing the functionµ∗ onB+∗

n leads to a solution of the Conjugacy Problem onBn, with
the same algorithmic complexity whenever the latter is at least quadratic. Conversely, the solu-
tion to the Conjugacy Problem described in [GMG08] can be used to practically compute the
functionµ∗, in exponential time.

Our current work, which is still in progress, consists in trying to compute or, at least, to
investigate the functionµ∗ using the rotating normal form. Computer experiments are easy,
especially in the case ofB+∗

3 , and they lead to several conjectures connectingµ∗ and the rotating
normal form. At the moment, the only non-trivial result we have is the following one:

Proposition V.3.11.For every braidβ in B+∗
3 , we haveb(β)−5 6 b(µ∗(β)) 6 b(β),

whereb(γ) denotes the length of theφ3-splitting ofγ.

This result is far from a complete determination of the function µ∗, but it severely restricts
the interval whereµ∗(β) may live: conjugacy cannot change the length of theφn-splitting too
much.

The next step should consist in connecting the values ofµ∗ on some closely connected
braids—so possibly resulting in an inductive computation process. No result worth mentioning
has been proved so far, but, as a conclusion, we shall mentionthe following conjecture, which
is vastly supported by computer experiments:
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Conjecture V.3.12.For each braidβ in B+∗
3 , we haveµ∗(δ3

3 β) = δ3
3 a

−3
1,2 µ

∗(β) a3
1,2.

We recall thatδ3
3 equals∆2

3, a generator of the center ofB3. We also conjecture a similar
formula,µ(∆2

3 β) = σ2 σ
2
1 σ2 µ(β) σ2

1 , whereµ is the counterpart ofµ∗ involving B+

n instead
of B+∗

n , but, for the reasons listed above, it seems more likely thattheB+∗
3 conjecture will be

more easily proved than itsB+

3 counterpart.

ORGANIZATION OF THE TEXT

The text of the thesis follows the order of the results decribed above. Chapter I is intro-
ductory and is devoted to recall the basic defintion of the braid groupsBn and of the braid
ordering. In particular, we recall what the presentation ofa group is, a left invariant ordering
is, a well-ordering is, etc. Chapter II is also introductoryand is devoted to the construction and
the investigation of the dual braid monoidB+∗

n . In particular, we describe the Garside structure
of B+∗

n in terms of non-crossing partitions and we prove thatBn is the group of fractions ofB+∗
n

using the returning process. Chapter III is devoted to the rotating normal form. We start by giv-
ing a construction of this new normal form from theφn-splitting operation. Next, we establish
some constraints satisfied by rotating normal words. Finally, we give a characterization of rotat-
ing normal words. In particular, we show that they make a regular language. In Chapter IV we
prove the conjecture stating that each braid admits a quasi-geodesic representative. In Chap-
ter V, we investigate the restriction of the standard braid ordering to the dual braid monoids.



I. Groupes de tresses

Dans ce chapitre préparatoire, nous introduisons les groupe de tresses et rappelons les
propriétés qui servent de base à cette thèse : présentation de groupes et de monoı̈des, ordre
des tresses, etc. Tous les résultats mentionnés ici sont classiques et sont souvent donnés sans
démonstration ou seulement avec une idée de celle-ci. C’est aussi l’occasion de bien définir le
contexte dans lequel on travaillera par la suite.

L’organisation de ce premier chapitre est la suivante : dansla première section, nous rap-
pelons la construction géométrique du groupe de tresses donnée par E. Artin dans [Art25], ainsi
qu’une interprétation topologique de ce groupe initiée par J.S Birman dans [Bir74]. Dans la
section2, nous rappelons ce qu’est une présentation de monoı̈des etde groupes et donnons
une présentation du groupe de tressesBn, nous redonnons aussi les notions élémentaires por-
tant sur les mots. Finalement, à la section4, nous rappelons la construction de l’ordre standard
des tresses introduit par P. Dehornoy dans [Deh94], ainsi qu’une liste non exhaustive de ses
propriétés.

1 Le groupe de tressesBn

Le groupe de tressesBn a été initialement introduit d’un point de vue géométrique par
E. Artin dans [Art25]. Dans [Art47], E. Artin revient sur lespoints laissés avec une démonstration
intuitive.

1.1 Tresses ǵeométriques

On rappelle ici la définition géométrique du groupe de tressesBn. On noteD2 le disque unité
fermé centré en0 du plan euclidienR2 identifié à la droite complexeC, et parPn l’ensemble de
n points marqués distincts deD2 régulièrement espacés sur l’axe imaginaire.

Définition 1.1. Un brin de tresse ǵeoḿetriqueà n brins est un plongement continubr de l’in-
tervalle[0, 1] dans le cylindre[0, 1] ×D2 satisfaisant les propriétés suivantes :
– (i) pour toutt dans[0, 1], le pointbr(t) appartient à{t} ×D2,
– (ii) le pointbr(0) appartient à{0} × Pn,
– (iii) le pointbr(1) appartient à{1} × Pn.

Intuitivement, l’ensemble[0, 1] × D2 est un cylindre deR3. Par convention, on visualise
l’intervalle [0, 1] horizontalement. Ainsi chaque copie deD2 se trouve dans un plan Euclidien
orthogonal à l’axe des abscisses et les éléments dePn sont disposés selon l’axe des ordonnées.
Un brin de tresse géométrique àn brins est alors un brin« matériel» allant de la gauche vers
la droite de manière continue, sans rebroussement reliantun point de{0} × Pn à un point
de{1} × Pn.

Définition 1.2. Unetresse ǵeoḿetriqueàn brinsest l’ensemble den brins de tresses géométri-
ques àn brins ne s’intersectant pas.
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Lesn brins constituant une tresse géométriquetr àn brins ne s’intersectant pas, pour tout
élémentp dePn, il existe un unique brinbr detr tel quebr(0) soit (0, p) ; de même il existe un
unique brinbr detr tel quebr(1) soit (1, p). Ainsi chaque point de{0} × Pn est envoyé sur un
point de{1} × Pn par la tresse géométriquetr.

Les éléments dePn sont naturellement ordonnés : on notep1 le point dePn le plus bas, c’est-
à-dire, celui d’ordonnée minimale lorsque[0, 1] × D2 est vu dansR3 ; on notep2 le deuxième
point le plus bas dePn, etc. On appellek ème brin, ou brink d’une tresse géométrique l’unique
brin br detr satisfaisantbr(0) = pk.

1

2

3

4

FIG. 1.1 :Exemple de tresse géométrique à 4 brins : les gros points noirs correspondent aux éléments
de P4 (on représente le point pk par k). Le brin 1 passe devant les brins 4 et 2 puis derrière le
brin 3, etc.

Afin de pouvoir définir une structure de groupe sur les tresses nous devons identifier les
tresses géométriques àn brins qui sont topologiquement équivalentes. Tout d’abord redonnons
la définition d’isotopie d’homéomorphismes d’espaces topologiques.

Définition 1.3. SoientX etY deux espaces topologiques. Les homéomorphismesf et g deX
dansY sont ditsisotopess’il existe une application continueF de[0, 1]×X dansY telle que :
– pour toutx dansX, on aitF (x, 0) = f(x) etF (x, 1) = g(x),
– pour toutt dans[0, 1], l’applicationx 7→ F (x, t) soit un homéomorphisme deX dansY .

Nous pouvons maintenant définir l’isotopie de tresses géométriques àn brins.

Définition 1.4. Deux tresses géométriquestr1 et tr2 sont ditesisotopes, et on notetr1 ≈ tr2,
s’il existe un homéomorphismeh deD2 × [0, 1] dans lui même isotope à l’identité envoyanttr1

surtr2 tel que sa restriction à{0} ×D2 et à{1} ×D2 soit l’identité.

D’une manière plus intuitive, deux tresses sont isotopes l’une à l’autre si on peut transformer
l’une en l’autre en bougeant les brins de manière continue,sans intersection et en laissant les
extrémités fixes.

1.2 Structure de groupe

On peut naturellement définir un produit sur l’ensemble destresses géométriques àn brins
en utilisant la concaténation : étant données deux tresses géométriquestr1 et tr2 à n brins, on
écrase l’image detr1 sur le cylindre[0, 1

2
] × D2, l’image detr2 sur le cylindre[1

2
, 1] × D2 et,

mettant bout à bout les cylindres obtenus, on définit une nouvelle tresse géométrique àn brins
notéetr1 · tr2. Le produit ainsi défini sur les tresses géométriques, nepermet pas d’obtenir une
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1

2

3

4

≈

1

2

3

4

FIG. 1.2 : Isotopie entre deux tresses géométriques à 4 brins : on peut passer de l’une à l’autre à l’aide
de déformations continues des brins en laissant les extrémités, c’est-à-dire, les gros points,
fixes.

structure de groupe. En effet pour toutes tresses géométriquestr1 et tr2 àn brins distinctes, les
tresses géométriques produitstr1 · tr2 ettr2 · tr1 sont distinctes, ce qui empêche l’existence d’un
élément neutre. L’idée est alors de considérer les classes d’isotopies des tresses géométriques.

Définition 1.5. Unetresseà n brinsest la classe d’isotopie d’une tresse géométrique àn brins.
On noteBn l’ensemble des tresses àn brins.

Le produit de tresses géométriques àn brins étant clairement compatible avec la relation
d’isotopie, il induit un produit surBn. Pourβ, γ deux éléments deBn, on noteβ · γ la tresse
produit deβ etγ. Contrairement aux cas des tresses géométriques on a le r´esultat suivant, donné
sans démonstration :

Lemme 1.6.Pour toutn > 2, la loi produit · définit une structure de groupe surBn.

L’élément neutre de la loi produit· est la classe d’isotopie de la tresse géométrique où
tous les brins sont des segments horizontaux. L’inverse de la classe d’isotopie d’une tresse
géométriquetr est la classe d’isotopie de la réflexion detr par rapport au disque

{
1
2

}
×D2.

Dans la suite on fera référence àBn comme le groupe des tresses àn brins muni de
l’opération produit· induite par la concaténation de tresses géométriques.

1.3 Tresses et groupe d’hoḿeotopie

Nous avons vu précédemment comment définir les tresses comme objets géométriques
plongés dansR3. Dans cette section nous allons donner une définition plus topologique du
groupe de tresses.

Définition 1.7. SoitS une surface compacte orientée etP un ensemble fini de points intérieurs
de S. Le groupe d’hoḿeotopieMCG(S,P) de la surfaceS relativement àP est le groupe
d’isotopie des homéomorphismes deS préservant l’orientation, fixant le bord∂S point par
point et laissantP globalement invariant.

La notion d’isotopie ici est légèrement différente de celle donnée à la définition 1.3. En effet,
en reprenant les notations de la définition 1.3 nous ne demandons pas seulement que pour toutt
dans[0, 1] l’applicationx 7→ F (x, t) soit un homéomorphisme deS, mais aussi qu’elle préserve
l’orientation, laisse fixe∂S point par point et laisseP globalement invariant. Le produit que l’on
considère ici surMCG(S,P) est la loi de composition des homéomorphismes.

On rappelle queD2 désigne le disque unité fermé centré en0 deR2 identifié à la droite
complexeC, et quePn désignen points distincts intérieurs àD2 régulièrement espacés sur
l’axe imaginaire. On oriente le disqueD2 dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.
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Théorème 1.8.(J.S. Birman, [Bir74])Le groupeMCG(D2, Pn) est isomorphèaBn.

De manière intuitive un élément deMCG(D2, P ) peut être considéré comme le film den
points qui bougent les uns autour des autres dans le disqueD2. Si au lieu de faire dérouler ce
film dans le temps on le fait se dérouler le long de l’axe des abscisses, on obtient une tresse
géométrique.

2 Présentation deBn

Le but de cette section est de donner une définition du groupede tressesBn par générateurs
et relations. Nous commençons d’abord par des rappels sur les mots et les monoı̈des.

2.1 Présentation de monöıde et de groupe

Un monöıdeest un ensemble muni d’une loi de composition interne associative admettant
un élément neutre.́Evidemment tout groupe est un monoı̈de. Mais la réciproqueest fausse.
Par exemple, l’ensembleN muni de l’addition est un monoı̈de d’élément neutre0, mais pas un
groupe.

Parmi les monoı̈des, certains ont un rôle particulier : lesmonöıdes libres.

Définition 2.1. Soit S un ensemble non vide. Unmot surS est une suite finiew d’éléments
de S, c’est à dire qu’il existe un entierℓ positif tel quew soit une application de{1, ... , ℓ}
dansS. L’entier ℓ est appelélongueurdew et est noté|w|. L’ensemble des mots surS est
notéS∗.

Souvent, on dit que l’ensembleS est unalphabetet que ses éléments sont deslettres.
Dans cette thèse, on sera amené à utiliser des alphabets différents en même temps. Ainsi,

afin d’éviter toute confusion, on utilisera les notations suivantes :

Notation 2.2. Soit S un ensemble non vide. On appelleS-lettre tout élément deS. On ap-
pelleS-mot tout élément deS∗, c’est-à-dire, un mot surS.

Soit S un alphabet. Pouru etw deuxS-mots, on définit leproduit deu et v, notéu · v ou
encoreuv, le motw de longueur|u| + |v| défini par

w(i) =

{
u(i) pouri 6 |u|,

v(i− |u|) pour|u| + 1 6 i 6 |u| + |v|.
(1.1)

L’uniqueS-mot de longueur0 est notéε. Un motw de longueurℓ sera notéw(1) ... w(ℓ) à la
place de la suite(w(1), ... , w(ℓ)). Cette convention explique la notationuv pour le produit des
motsu et v.

Proposition 2.3. Pour un alphabetS, l’ensembleS∗ muni du produit de mots est un monoı̈de
d’élément neutreε.

Le monoiı̈de introduit à la propsition précédente est appelémonöıde libre surS.
Soit S un alphabet. Une relation d’équivalence≡ surS est appeléecongruencesi elle est

compatible avec le produit de mots, c’est-à-dire, si les relationsu ≡ v etu′ ≡ v′ impliquent la
relationu u′ ≡ v v′.
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Définition 2.4. SoientS un alphabet etR un sous-ensemble deS∗ × S∗. DeuxS-mots sont
ditsR-équivalents, et on noteu ≡R v, s’il existe une suite deS-mots(w0, ... , wn) avecw = w0

etw′ = wn telle que pour toutk dans{0, ... , n−1} il existe une paire(x, y) deR et deuxS-
motsu et v satisfaisant{wk, wk+1} = {uxv, uyv}.

Exemple 2.5.Considérons l’alphabetS = {a, b} etR le singleton{(ab, ba)}. Alors les motsabba
et baab sontR-équivalents. En effet, la suite(w0, w1, w2) avec

w0 = abba, w1 = baba etw2 = baab,

en témoigne : on a{w0, w1} = {ε · ab · ba, ε · ba · ba} et{w1, w2} = {ba · ab · ε, ba · ba · ε}.

On vérifie facilement que la relation≡R est une congruence surS∗. Ainsi le produit de
mots induit une loi de monoı̈de sur le quotientS∗/ ≡R. De même, on peut montrer que tout
monoı̈de est isomorphe à un quotient du monoı̈deS∗ pour un certain alphabetS, ce qui explique
le terme« libre» pour désigner le monoı̈deS∗.

Définition 2.6. SoitS un alphabet non vide etR un sous-ensemble deS∗ × S∗, on note
〈
S | R

〉+

le monoı̈de quotientS∗/ ≡R, c’est le monoı̈de présenté par l’ensemble de générateursS soumis
aux relationsR.

On dit qu’un monoı̈de admet la présentation
〈
S | R

〉+
s’il est isomorphe au monoı̈de

quotientS∗/ ≡R.
Afin de simplifier les notations, dans une présentation, on notera les ensembleS etR sous

forme de listes, c’est-à-dire, qu’on omet les accolades.

Exemple 2.7.
– Le monoı̈de(S, ·, ε) admet la présentation

〈
S |

〉+
,

– Le monoı̈de(N2,+, 0) admet la présentation
〈
a, b | ab = ba

〉+
,

– Le monoı̈de(Z/6Z,+, 0) admet la présentation
〈
a, b | aa = ε, ab = ba, bbb = ε

〉+
.

Une présentation est un moyen performant d’étudier un monoı̈de, mais encore faut-il pou-
voir reconnaı̂tre des éléments égaux. En effet, étant donnés deuxS-mots, peut-on décider si la
relationu ≡R v est satisfaite ? Autrement dit, peut-on reconnaı̂tre si deux S-mots représentent
le même élément dans le monoı̈de

〈
S | R

〉+
: c’est ce qu’on appelleproblème du mot. Cette

question a première vue anodine n’a pas de réponse en gén´eral. En effet en 1947, E.L. Post a
montré dans [Pos47] qu’un problème proche de celui du mot est indécidable. Puis, de manière
indépendante, A.A. Markov a démontré le résultat suivant :

Théorème 2.8.(A.A. Markov, [Mar47]) Il existe une pŕesentation de monoı̈de finie (en les
géńerateurs et en les relations) pour laquelle le problème du mot est indécidable.

Un groupe est un monoı̈de particulier où tout élément admet un inverse. Une congruence sur
un groupeG est une relation d’équivalence surG qui est compatible avec le produit et l’inverse,
tandis qu’une congruence de monoı̈de est supposée être seulement compatible avec le produit.

Lemme 2.9.Supposons queG soit un groupe et≡ une congruence de monoı̈de surG. AlorsG
est aussi une congruence de groupe.
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Démonstration.Supposonsg ≡ g′. Alors, comme≡ est compatible avec le produit, en multi-
pliant à gauche parg−1 et à droite parg′−1 on ag−1g′g′

−1 ≡ g−1gg′
−1, doncg−1 ≡ g′

−1.

Définition 2.10. SoitS un alphabet non vide etR un sous-ensemble de(S∪S−1)∗×(S∪S−1)∗,
on note

〈
S | R

〉
le groupe qui, comme monoı̈de, admet la présentation

〈
(S ∪ S−1)∗ | R ∪ {(ss−1, ε), (s−1s, ε) | s ∈ S}

〉+
.

Exemple 2.11.
– Le groupe(Z,+, 0) admet la présentation

〈
a |

〉
,

– Le groupe(Z2,+, 0) admet la présentation
〈
a, b | ab = ba

〉
,

– Le groupeS3 admet la présentation
〈
a, b | aba = bab, aa = ε, bb = ε

〉
.

L’exemple deS3 est intéressant car le monoı̈de de même présentation estaussiS3. En effet
les relationsaa = ε et bb = ε impliquent l’existence d’inverses poura et b, à savoira et b
eux-mêmes.

2.2 Cas des groupes de tresses

Dans cette section, nous allons donner une présentation dugroupe de tresses àn brinsBn.
Nous rappelons que les éléments deBn sont des classes d’isotopie de tresses géométriques
à n brins. Dans le but de pouvoir décrire facilementBn, nous allons exhiber des éléments
particuliers de ces classes d’isotopie.

Un diagramme de tresses est une succession dans le planR2 de la gauche vers la droite
de diagrammes élémentairesD+

i etD−
i définis à la figure 1.3. Une tresse géométrique est dite

régulìeresi, lorsqu’on la projette sur le plan(x, y) suivant l’axez, on obtient un diagramme de
tresses.

D+
i

...

...

i

i+1

D−
i

...

...

i

i+1

1

2

3

4

D−
3 D−

2 D−
1 D−

2 D+
3

FIG. 1.3 :De la gauche vers la droite : diagramme élémentaire D+
i , diagramme élémentaire D−

i , exemple
de diagramme de tresses. Les traits verticaux permettent de mieux visualiser l’agencement des
diagrammes élémentaires.

Proposition 2.12.(E. Artin, [Art47]) Toute tresse ǵeoḿetrique est isotopèa une tresse ŕegulìere.

Idée de la d́emonstration.Soit tr une tresse géométrique àn brins. Tout d’abord, il faut s’as-
surer que la projection detr suivant l’axe desz soit informative. En effet, il peut arriver qu’il
existe deux brinsbr1 etbr2 detr définis par

br1(t) = (x1(t), y1(t), z1(t)), br2(t) = (x2(t), y2(t), z2(t)),

vérifiantx1(t) = x2(t) et y1(t) = y2(t) pour toutt dans un sous-intervalleI de [0, 1]. Dans
ce cas, les projections des brinsbr1 et br2 seront confondues sur l’intervalleI. Pour éviter ce
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1
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4

1
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4

FIG. 1.4 :Obtention d’un diagramme de tresses à partir de la projection d’une tresse géométrique.
Les lignes verticales en pointillés marquent la séparation entre les bandes, voir idée de la
démonstration du lemme 2.12.

problème, nous allons déformer par isotopie la tressetr. Tout d’abord nous déformonstr par
isotopie afin qu’aucun brin n’ait de point d’intersection avec le bord[0, 1] × ∂D2. Comme, par
définition, les brins detr sont compacts, il existe alors une constante strictement positiveδ telle
que chaque brin detr soit à une distance d’au moinsδ des autres brins et du bord[0, 1] × ∂D2.
Alors, si les projections de deux brins sont confondues sur un sous-intervalleI de[0, 1], il suffit
d’en pousser continûment un vers le haut d’une distance d’au plus une fraction convenable deδ,
et l’autre vers le bas. On recommence cette opération autant de fois que nécessaire.

Toujours grâce à un argument de compacité des brins, on montre que la projection de la
tresse obtenue contient un nombre fini de croisements, noték, et aucune portion de brin n’est
confondue. Maintenant si deux croisements ont lieu à la même abscisse, on en déplace un vers la
gauche et l’autre vers la droite par isotopie. On découpe alors la projection de la tresse obtenue
en bandes verticales, notéesb1, ... , bk, de telle manière que chaque bande contienne exactement
un croisement. Puis, en commençant par la bande la plus à gauche, nous déformons la tresse
qu’elle contient afin d’obtenir un diagramme élémentaire. Enfin, nous dilatons ou rétractons
chacune des bandes et la portion de tresse qu’elle contient,afin que toutes les bandes soient de
même largeur (voir figure 1.4).

On noteσi une tresse géométrique dont la projection est le diagrammeD+
i . De même, on

noteσ−1
i une des tresses géométriques dont la projection est le diagrammeD−

i . Le lemme 2.12
garantit que le groupe de tressesBn est engendré par les tressesσi pouri 6 n−1. Les tressesσi
ont été introduites par Artin dans [Art25] et [Art47] et sont souvent appeléesgéńerateurs d’Artin
du groupe de tressesBn. Clairement la tresseσ−1

i est l’inverse de la tresseσi dansBn. Quelles
sont les autres relations satisfaites par les tressesσi ?

Lemme 2.13.Les relations suivantes sont satisfaites dansBn :

σi σj = σj σi pour |i− j| > 2 (1.2)

σi σj σi = σj σi σj pour |i− j| = 1 (1.3)

Démonstration.Les relations (1.2) et (1.3) se lisent très bien sur des diagrammes de tresses,
voir figure 2.2.

Dire queBn satisfait les relations du lemme 2.13 n’implique pas que celles-ci donnent lieu
à une présentation deBn. Il pourrait très bien exister d’autres relations dansBn qui ne soient
pas conséquences des relations (1.2) et (1.3). Cependant de telles relations n’existent pas :



38 I. Groupes de tresses

1

2

3

4

σ1 σ3

≈

1

2

3

4

σ3 σ1

1

2

3

σ1 σ2 σ1

≈

1

2

3

σ2 σ1 σ2

FIG. 1.5 : Illustration des relations (1.2) et (1.3) entre les générateurs d’Artin σi.

Théorème 2.14.(E. Artin, [Art47]) Le groupe de tressesBn admet la pŕesentation suivante :
〈
σ1, ... , σn−1

∣∣∣∣
σi σj = σj σi pour |i− j| > 2

σi σj σi = σj σi σj pour |i− j| = 1

〉
. (1.4)

La démonstration de ce résultat consiste à montrer que sideux tresses géométriques sont iso-
topes, alors on peut passer d’un diagramme d’une tresse régulière isotope à l’une, au diagramme
d’une tresse régulière isotope à l’autre, seulement à l’aide des relations du lemme 2.13.

Notation 2.15. NotonsΣn l’ensemble{σ1, σ
−1
1 , ... , σn−1, σ

−1
n−1} et ≡ la congruence de groupe

engendrée par les relations de la présentation (1.4).

D’après le théorème 2.14, toute tresse deBn peut être vue comme classe d’équivalence
deΣn-mots pour la relation≡. C’est cette vision du groupeBn qu’on aura à partir de main-
tenant. Pour simplifier les notations, un mot sur l’alphabetΣn sera souvent appelémot de tresse.
On dit qu’un mot de tressereprésentela tresseβ s’il est dans la classe d’équivalence associée à
la tresseβ.

Exemple 2.16.Montrons que les mots de tressesσ−1
2 σ1 σ2 etσ1 σ2 σ

−1
1 sont équivalents. Comme

la relation≡ est une congruence de groupe, de la relationσ1 σ2 σ1 ≡ σ2 σ1 σ2, on obtient

σ−1
2 σ1 σ2 σ1 ≡ σ1σ2,

puisσ−1
2 σ1 σ2 ≡ σ1 σ2 σ

−1
1 .

2.3 Monöıde de tresses positives

Une fois qu’on a une présentation, le premier problème qu’on se pose est : peut-on résoudre
le problème du mot pour cette présentation ? Le théorème2.8 montre que cette question n’a
pas de solution générale. Cependant, dans le cas des groupes de tresses, E. Artin a donné une
solution au problème du mot dans [Art25, Art47]. Nous ne détaillons pas cette solution ici.

En 1969, F.A. Garside a donné une autre solution au problème du mot pour le groupe de
tresseBn [Gar69]. Pour cela il utilise ce que l’on appelle lemonöıde de tresses positiveset la
forme normale dite de Garside sur ce monoı̈de, qui permet d’isoler un mot de tresse unique
parmi tous les représentants d’une tresse donnée. Dans cette section nous nous intéressons au
monoı̈de de tresses positives.

Définition 2.17. On appellemonöıde de tresses positivesà n brins et on noteB+

n, le monoı̈de
de présentation

〈
σ1, ... , σn−1

∣∣∣∣
σi σj = σj σi pour|i− j| > 2

σi σj σi = σj σi σj pour|i− j| = 1

〉+

. (1.5)
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On remarque que la présentation donnée pourB+

n est la même que celle deBn, à l’exception
que c’est une présentation de monoı̈de et non une présentation de groupe.

Notation 2.18.NotonsΣ+

n l’ensemble{σ1, ... , σn−1} et≡+ la congruence de monoı̈de engendrée
par les relations de la présentation (1.5).

Un mot sur l’alphabet{σ1, ... , σn−1} est appelémot de tresse positif. Un mot de tresse positif
étant un mot de tresse particulier, on peut naturellement se demander quels sont les liens entre
les relations≡+ et la restriction de≡ aux mots de tresse positifs. Clairement, on a

pouru, v mots de tresse positifs,u ≡+ v impliqueu ≡ v. (1.6)

Qu’en est-il de la réciproque ? En général, il n’y a aucuneraison pour qu’elle soit vraie :

Exemple 2.19.Soit M le monoı̈de de présentation
〈
a, b | ab = a

〉+
et G le groupe de

présentation
〈
a, b | ab = a

〉
. On définit les relations≡M et ≡G associées respectivement à

la présentation deM et deG.
Alors on ab ≡G ε mais pasb ≡M ε. En effet la relationab ≡G a impliquea−1ab ≡G a−1a

puis b ≡G ε. D’autre part, commeb ne contient aucun facteur intervenant dans les relations
deM , il est seul dans sa≡M -classe d’équivalence.

Heureusement, dans le cas des tresses, la réciproque à (1.6) est vraie. Pour le démontrer on
utilise le résultat suivant :

Théorème 2.20.(O. Ore, [Ore31])Supposons queM soit un monöıde simplifiable et que deux
éléments quelconques deM admettent un multiple communà gauche. Alors il existe un unique
groupeG à isomorphisme près avec les propriét́es suivantes :
– (i) il existe un morphisme injectifψ deM dansG,

– (ii) tout élément deG, peutêtre expriḿe comme fractionψ(a)−1ψ(b) aveca et b dansM .
De plus si

〈
S,R

〉+
est une pŕesentation deM , alors

〈
S,R

〉
est une pŕesentation deG.

D’abord, donnons une définition des termes utilisés dans l’énoncé du théorème 2.20.

Définition 2.21. On dit qu’un monoı̈de estsimplifiableà gauche(resp. à droite) si la rela-
tion au = av (resp.ua = va) impliqueu = v dansM . Un monoı̈de simplifiable à gauche et à
droite est ditsimplifiable.

Nous allons maintenant définir deux relations de divisibilité dans un monoı̈deM .

Définition 2.22. SoientM un monoı̈de etx, y deux éléments deM .
– On dit quex diviseà gauchey ou bien encore quey est unmultipleà droitedex, notéx 4 y,

s’il existez deM satisfaisanty = xz.

– On dit quey diviseà droitex ou bien encore quex est unmultipleà gauchedey, notéx < y,
s’il existez deM satisfaisantx = zy.

F.A. Garside a montré que le monoı̈de de tresses positivesB+

n satisfait les conditions du
théorème 2.20 :

Théorème 2.23.(F.A. Garside, [Gar69])Le monöıdeB+

n est simplifiable et admet des multiples
communs̀a droite.
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Une question est : peut-on résoudre le problème du mot dansB+

n ? La réponse est oui.
En effet, comme les relations de la présentation 1.5 préservent la longueur des mots, deux
mots équivalents sont de même longueur. Soientu et v deux mots de tresses positifs de même
longueurℓ. Pour décider siu et v sont équivalents, on calcule la classe d’équivalenceCl(u) du
mot u en appliquant successivement les relations (1.2) et (1.3).Comme l’alphabetΣ+

n est de
cardinal(n−1), la classeCl(u) a au plus(n−1)ℓ éléments ; elle est donc finie et calculable.
Enfin, il suffit de vérifier siv appartient àCl(u) pour conclure.

D’autre méthodes plus efficaces existent pour résoudre leproblème du mot deB+

n. Dans son
article [Gar69], F.A. Garside calcule un représentant distingué dans chaque classe d’équivalence
de mots positifs : laforme normale de Garside.

≈

FIG. 1.6 :Diagramme de la tresse ∆4 définie par ∆4 = σ1σ2σ3 · σ1σ2 · σ1 et son interprétation comme
demi-tour des brins.

Cette forme est étroitement liée à la tresse∆n définie par :

∆n = (σ1 · ... · σn−1) · (σ1 · ... · σn−2) · ... · (σ1 · σ2) · σ1, (1.7)

c’est la tresse deB+

n où chaque paire de brins se croise une et une seule fois, correspondant à
un demi-tour des brins.

La tresse∆n a de nombreuses propriétés intéressantes vis-à-vis dela structure de groupe
deBn, en particulier on a :

Proposition 2.24.(F.A. Garside, [Gar69]) Un multiple commuǹa gauche età droite des
tressesσ1, ... , σn est∆n. De plus∆2

n est dans le centre deB+

n.

On en déduit alors que pour toute tresseβ deBn il existe un entierp et une tresse positiveβ+

avecβ = ∆−2p
n β+. Dans la suite on notera la tresse∆n et le mot de tresse positif du membre

droit de (1.7) par le même symbole∆n. On espère que le contexte sera assez clair pour ne pas
créer de confusion.

Nous pouvons maintenant donner une solution au problème demot surBn. Soientu et v
deux mots de tresse. On compte le nombre de lettres négativesku etkv apparaissant dansu etv
et on notek le maximum des deux. On calcule alors deux mots de tresses positifs u+ et v+

vérifiant (on peut le faire facilement) :

u ≡ ∆−2k
n u+ et v ≡ ∆−2k

n v+.

Les motsu+ et v+ sont des mots positifs, on peut donc décider si la relationu+ ≡ v+ est
satisfaite ou pas et ainsi décider siu ≡ v l’est.

Pour le moment, nous ne donnons pas plus de détails sur la structure dite de Garside deB+

n et
ne donnons pas de démonstration de la proposition 2.23. Le chapitre II.2 est consacré à l’étude
d’un autre sous-monoı̈de du groupe de tresses, admettant lui aussi une structure de Garside.
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3 Ordre des tresses

Dans cette section nous allons définir un ordre sur les groupes des tresses. D’abord commen-
çons par quelques définitions classiques sur les ordres.

Un ordre strictsur un ensembleX, est une relation binaire≺ surX qui est anti-réflexive,
c’est-à-dire que la relationx ≺ x n’est jamais satisfaite, et transitive, c’est-à-dire queles rela-
tionsx ≺ y ety ≺ z impliquentx ≺ z.

Exemple 3.1.Pourx, y éléments deN, on posex ≺ y si x est un diviseur dey différent dey.
Par définition, pour toutx deN, la relationx ≺ x ne peut pas être satisfaite : la relation≺
est anti-réflexive. Maintenant supposonsx ≺ y et y ≺ z, alors il existew etw′ deux éléments
deN différents de1 tels qu’on aitx · w = y et y · w′ = z. Ceci impliquex · w · w′ = z,
c’est-à-dire,x ≺ z : la relation≺ est transitive. Ainsi≺ est un ordre strict surN.

Un ordre totalsur un ensembleX est un ordre strict≺ tel que pour tout élémentx, y deX,
on ait soitx = y, soitx ≺ y, soity ≺ x. L’ordre strict≺ donné à l’exemple 3.1 n’est pas total.
En effet, aucune des relations2 = 3, 2 ≺ 3 et 3 ≺ 2 n’est satisfaite. En revanche, l’ordre usuel
deN est un ordre total.

Définir un ordre total sur le groupe des tressesBn n’est pas chose difficile. L’alphabetΣn

étant fini, l’ensemble des mots de tresse est dénombrable (comme ensemble de suites à support
fini sur un ensemble dénombrable), ce qui implique queBn est dénombrable. Ainsi il existe une
injectionψ deBn dansN. Définissons la relation≺ψ surBn par :

x ≺ψ y si et seulement si ψ(x) < ψ(y).

Comme< est un ordre total surN, il en est de même pour≺ψ (l’injectivité est nécessaire pour
montrer que≺ψ est anti-réflexive).

On ne va donc pas seulement introduire un ordre total surBn mais aussi demander que cet
ordre ait de bonnes propriétés vis-à-vis de la structurede groupe deBn.

3.1 L’ordre de Dehornoy

Nous allons maintenant introduire l’ordre standard des tresses, qui est souvent appelé ordre
de Dehornoy.

Définition 3.2. Un ordre total≺ sur un groupeG est ditinvariant à gauche(resp.à droite) si la
relationg ≺ h impliquefg ≺ fh (resp.gf ≺ hf ) pour toutf, g, h deG. Un ordre total≺ sur
un groupeG est ditbi-invariants’il est invariant à la fois à gauche et à droite.

Par exemple, l’ordre des entiers est un ordre total bi-invariant. Malheureusement le groupe
de tressesBn n’admet pas d’ordre total bi-invariant.

Proposition 3.3. Il n’existe pas d’ordre total bi-invariant surBn pourn > 3.

Démonstration.En rajoutantσ1 à gauche des termes de la relationσ1 σ2 σ1 ≡ σ2 σ1 σ2, on ob-
tientσ1 σ1 σ2 σ1 ≡ σ1 σ2 σ1 σ2, impliquantσ1 ∆3 ≡ ∆3 σ2. De même en rajoutantσ1 à droite dans
la même relation on obtient∆3 σ1 ≡ σ2 ∆3. Ainsi on a :

∆3 σ1∆
−1
3 ≡ σ2 et ∆3 σ2∆

−1
3 ≡ σ1.
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Supposons que≺ soit un ordre bi-invariant surBn avecσ1 ≺ σ2. Alors par bi-invariance de≺,
on devrait avoir∆3 σ1∆

−1
3 ≺ ∆3 σ2∆

−1
3 , c’est-à-dire,σ2 ≺ σ1. Puis par transitivité de≺, on

auraitσ1 ≺ σ1, ce qui est en contradiction avec le fait que≺ soit anti-réflexive. On aboutit à la
même contradiction si l’on suppose initialementσ2 ≺ σ1. Ainsi on ne peut pas définir d’ordre
bi-invariant surBn pourn > 3.

Pourn = 2, le groupeBn est isomorphe àZ et est donc naturellement muni d’un ordre
bi-invariant. Maintenant la question est : existe-t-il un ordre invariant à gauche surBn ? Définir
un ordre invariant à gauche sur un groupeG est équivalent à y définir un cône positif.

Définition 3.4. Un sous-ensembleP deG est appelécône positifsurG siP est clos par multi-
plication et siG est la réunion disjointe deP , P−1 et{1}.

Voyons comment définir un ordre total invariant à gauche sur un groupeG à partir d’un cône
positif deG et réciproquement.

Lemme 3.5.SoitG un groupe.
– (i) Supposons que la relation≺ soit un ordre total invariant̀a gauche surG. Alors l’ensem-

ble{g ∈ G | 1 ≺ g} est un ĉone positif deG , etg ≺ h estéquivalent̀a g−1h ∈ P .

– (ii) Supposons queP soit un ĉone positif surG. Alors la relationg ≺ h équivalenteà
g−1h ∈ P est un ordre total invariant̀a gauche surG et P correspond aux́eléments plus
grands que1.

Démonstration.Montrons(i). PosonsP = {g ∈ G | 1 ≺ g} et montrons queP est un cône
positif surG. Comme≺ est anti-réflexive, l’élément1 n’appartient ni àP ni à P−1 (car on
a 1−1 = 1). De plus, comme≺ est total, pour tout élémentg deG, on a soitg = 1, soit1 ≺ g,
soit g ≺ 1. Par invariance à gauche de≺, la relationg ≺ 1 impliqueg−1 g ≺ g−1, c’est-à-dire,
la relation1 ≺ g−1. AinsiG est réunion disjointe de{1}, P etP−1. Soientg eth deux éléments
deP . On a donc1 ≺ g et 1 ≺ h. Par invariance à gauche de≺, on obtienth ≺ gh. Puis la
transitivité de≺ avec les relations1 ≺ h eth ≺ gh implique1 ≺ gh, c’est-à-dire,gh ∈ P . La
relationg ≺ h est équivalente à1 ≺ g−1h par invariance à gauche de≺.

Montrons(ii). Notonsg ≺ h la relationg−1h ∈ P . Comme1 n’est pas un élément deP ,
la relation≺ est anti-réflexive. Supposons qu’on aitf ≺ g et g ≺ h. Par définition de≺, cela
revient àf−1g ∈ P etg−1h ∈ P . CommeP est stable par multiplication on af−1h ∈ P , c’est-à-
dire que la relationf ≺ h est satisfaite. Soientg eth deux éléments deG. DeG = P−1⊔{1}⊔P ,
on déduit queg−1h appartient soit àP , soit àP−1, ou bien est l’élément neutre. Ainsi≺ est un
ordre total. Supposonsg ≺ h et soitf un élément deG. Deg−1h ∈ P on déduitg−1f−1fh ∈ P ,
c’est-à-dire,(fg)−1(fh) ∈ P , ce qui impliquefg ≺ fh. On a donc montré que≺ est un ordre
total invariant à gauche.

Exemple 3.6.L’ordre standard des entiers naturelsZ est associé au cône des entiers positifs :
la relationi < j est satisfaite si et seulement si−i+ j est strictement positif, c’est-à-dire, si on
a j − i > 0.

Nous allons maintenant définir un cône positif surBn. Naı̈vement on pourrait penser au
monoı̈de de tresses positives, comme pour le cas des entiers. Malheureusement, il existe des
tresses qui ne sont ni triviales (pas emmêlée), ni positives, ni les inverses de tresses positives.
L’idée est de prendre une famille un peu plus grande que les tresses positives.
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Définition 3.7. – Un mot de tresse est ditσ-positif si la lettreσi de plus grand indicei n’ap-
paraı̂t que positivement, c’est à dire queσ−1

i n’est pas présent.

– Une tresse est diteσ-positivesi elle peut être représentée par un motσ-positif.

Par exemple le motσ−1
2 σ1σ2 n’est pasσ-positif : la lettre de plus grand indice,σ2, apparaı̂t

positivement et négativement. Par contre le motσ1σ2σ
−1
1 qui lui est équivalent (voir exem-

ple 2.16), estσ-positif : la lettreσ2 n’apparaı̂t que positivement. Ainsi la tresseσ−1
2 σ1σ2 est

σ-positive. C’est l’ensemble des tressesσ-positives que l’on va prendre comme cône positif.

Définition 3.8. Pourβ, γ éléments deBn, on dit que la relationβ < γ est vraie si la tresseβ−1γ
estσ-positive.

La relation< est le premier ordre total invariant à gauche défini sur le groupe de tressesBn :

Théorème 3.9.(P. Dehornoy, [Deh94])Pour toutn, la relation< est un ordre total invariant̀a
gauche surBn.

Ce théorème est une conséquence des deux propriétés suivantes :

Propri été A. (Acyclicité) Une tresseσ-positive est non triviale.

Propri été C. (Comparaison) Une tresse est soit triviale, soitσ-positive, soit l’inverse d’une
tresseσ-positive.

Démonstration du th́eor̀eme 3.9̀a partir des propríet́esA et C. Soit P l’ensemble des tresses
σ-positives deBn. Par le lemme 3.5 il suffit alors de montrer queP est un cône positif. Soientβ
etγ deux tressesσ-positives. Alors il existe deux mots de tressesσ-positifsu et v représentant
respectivementβ etγ. Clairement le motw, produit des motsu etv, estσ-positif. Il s’ensuit que
la tresseβ γ estσ-positive, et donc queP est stable par multiplication. La propriétéC implique
queBn est inclus dansP−1 ∪ {1} ∪ P . Comme l’inverse de1 est1, la propriétéA implique
que1 n’appartient ni àP , ni àP−1. Il nous reste à montrer que l’intersection deP et P−1 est
vide. Supposons qu’il existe une tresseβ dans l’intersection deP etP−1. Alorsβ etβ−1 seraient
dansP , et, par stabilité par multiplication, on aurait que1 appartient àP , ce qui est faux.

Pour la propriétéA, nous renvoyons aux livres [DDRW02] et [DDRW08], qui présentent
différentes manières de la démontrer. Dans cette thèsenous redonnons une démonstration de la
propriétéC à la section V.1.3. D’autres démonstrations existent dans les livres cités ci-dessus.

Exemple 3.10.Pouri et j dans{1, ... , n}, la relationσi < σj est équivalente ài < j. En effet,
si on ai < j alors la tresseσ−1

i σj estσ-positive car le générateur de plus grand indice, à savoir j,
n’apparaı̂t que positivement.

3.2 Tresses et bon ordre

On dit qu’un ordre total≺ sur un ensembleX est unbon ordresi toute partie non vide deX
admet un plus petit élément. Le groupeBn muni de l’ordre< n’est pas un bon ordre. En effet
l’ensemble{σ−k

1 | k > 0} n’admet pas de plus petit élément. Dans cette section, nous allons
montrer que la restriction de l’ordre< à certains sous-monoı̈des deBn est un bon ordre, c’est
le cas deB+

n.
On commence par donner une autre caractérisation des ensembles bien ordonnés.
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Proposition 3.11.Soit< un ordre total sur un ensembleX, alors on aéquivalence entre
– (i) (X,<) est un bon ordre.
– (ii) il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante sur(X,<).

Démonstration de(i) ⇒ (ii) de la proposition 3.11 .Soit (yk)k>1 une suite infinie d’éléments
appartenant àX. On poseY = {yk | k > 1}. CommeY est un sous-ensemble deX, qui est
bien ordonné pour< par hypothèse,Y admet un plus petit élément pour l’ordre<. Notonsℓ
l’indice de ce plus petit élément. Par construction on a alorsyℓ+1 > yℓ, et la suite(yk)k>1 n’est
pas infinie décroissante.

La démonstration de(ii) ⇒ (i) nécessite l’axiome du choix (ou plus exactement un axiome
plus faible qui est une conséquence de celui du choix). Nousrappelons donc cet axiome à l’aide
de la notion defonction de choix.

Définition 3.12. SoitX un ensemble. On appellefonction de choixsurX toute applicationf
deP(X) \ {∅} dansX qui vérifief(Y ) ∈ Y pour toute partieY deX.

L’axiome du choix est alors l’assertion :« Il existe une fonction de choix sur tout ensem-
ble». A l’aide de cet axiome nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la propo-
sition 3.11.

Démonstration de(ii) ⇒ (i) de la proposition 3.11 .Supposons qu’il existe un sous-ensemble
non videY deX qui n’admette pas de plus petit élément pour<. Pour touty deY , on noteIy
l’ensemble{z ∈ Y | z < y}. D’après l’hypothèse faite surY , l’ensembleIy est non vide pour
touty dansY . Notonsf une fonction de choix surX, l’axiome du choix en assurent l’existence.
On a alorsf(Iy) ∈ Iy, donc en particulierf(Iy) < y, pour touty deY . On définit alors une suite
d’éléments deY par induction en posanty1 = f(Y ) etyk+1 = f(Iyk

). Par construction deIy, la
suite(yk)k>1 est infinie décroissante, ce qui est en contradiction avec(ii). L’ensembleY admet
donc un plus petit élément.

Revenons maintenant aux tresses. En 1996, R. Laver a montrédans [Lav96] que la restric-
tion de< sur le monoı̈de de tresses positives est un bon ordre. Le point difficile est de démontrer
le théorème suivant :

Théorème 3.13.(R. Laver, [Lav96])Pour toute tresseβ deBn, la tresseβ−1 σi β estσ-positive.

La démonstration donnée par Laver utilise des considérations d’algèbre auto-distributive
et demeure très compliquée malgré la simplicité de l’énoncé. D’autres démonstrations de ce
résultat sont données dans [DDRW02] et [DDRW08].

On remarque que le théorème 3.13 reste vrai si on remplace la tresseσi par n’importe quel
conjugué d’une tresseσi :

Corollaire 3.14. Soitα un conjugúe deσi. Alors, toute tresse de la formeβ−1 αβ estσ-positive.

Démonstration.Soit γ une tresse vérifiantα = γ−1σiγ. La tresseβ−1αβ est alors égale à la
tresse(γβ)−1σi(γβ), qui, par le théorème 3.13, estσ-positive.

A ce stade, le lien entre le théorème 3.13 et le fait que la restriction de< au monoı̈de de
tresses positives est un bon ordre n’est pas évident. Pour l’établir, nous avons besoin du résultat
suivant :
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Théorème 3.15.(G. Higman, [Hig52]) Tout ensemble infini de mots sur un alphabet fini, con-
tient ńecessairement deux motsw etw′ tels quew′ peutêtre obtenùa partir dew par insertion
de lettres.

La démonstration du théorème 3.15 nécessite des notions d’algèbre abstraite. Nous ne don-
nons pas plus de détails ici et référons à l’article original.

Voici le principal résultat de cette section :

Théorème 3.16.(R. Laver, [Lav96])La restriction de< à tout sous-monoı̈de deBn engendŕe
par un nombre fini de conjugués deσi est un bon ordre.

Démonstration.Soit M un sous-monoı̈de deBn engendré par un ensemble{α1, ... , αi} de
conjugués deσi, notéS. Soit(βk)k>1 une suite infinie d’éléments deBn. Pour toutk, choisissons
un motwk représentant la tresseβk. Il n’y a qu’un nombre fini de mots d’une longueur donnée
surS. On peut donc extraire une sous suite(wki

)i>1 pour laquelle les longueurs ne décroissent
pas. Si l’ensembleW , défini parW = {wk1, wk2, ...}, est fini, il existei et j tels qu’on ait la
relationwki

= wkj
et doncβki

= βkj
; la suite(βk)k>1 n’est donc pas décroissante. Supposons

maintenant queW soit infini. Par le théorème 3.15, il existei etj tel quewkj
soit obtenu à partir

dewki
en insérant des lettres deS. Par construction de(wki

)i>1, on a alorsi < j. D’autre part,
le théorème 3.13 impliqueβki

< βkj
. Ainsi la suite(βk)k>1 n’est pas décroissante.

Une conséquence du théorème 3.16 est que le monoı̈deB+

n muni de l’ordre< est un bon or-
dre. On peut alors se demander quelle est la longueur de(B+

n , >). Malheureusement, la méthode
utilisée pour la démonstration du théorème 3.16, ne permet pas de répondre. Cependant, S. Bur-
ckel a démontré dans sa thèse le résultat suivant :

Théorème 3.17.(S. Burckel, [Bur94])Le type d’ordre de(B+

n , <) estωω
n−2

.

La démonstration donnée par S. Burckel repose sur un argument subtil d’induction qui est
difficile à contrôler en pratique.

3.3 Applications de l’existence de l’ordre

Dans cette section nous donnons des propriétés du groupe de tressesBn qui peuvent être
démontrées à partir de l’existence d’un ordre invariantà gauche.

La première montre queBn est un groupe sans torsion ; c’est-à-dire qu’il n’existe pas de
tresseβ différente de la tresse triviale vérifiantβk = 1 aveck > 1.

Proposition 3.18.Le groupe de tressesBn est sans torsion.

Démonstration.Soit β une tresse non triviale deBn. Comme< est un ordre total, l’une des
deux relations1 < β etβ < 1 est satisfaite. Supposons qu’on ait1 < β (l’autre cas se traite de
la même manière). Par invariance à gauche de<, on aβ < β2. Ainsi, par induction, on obtient

1 < β < β2 < ... < βk−1 < βk < ... .

Il n’existe donc pas d’entierk strictement positif satisfaisantβk = 1.
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FIG. 1.7 :Graphe de Cayley de (Z, +) par rapport à {1}.

(−2,−2) (−1,−2) (0,−2) (1,−2) (2,−2)

(−2,−1) (−1,−1) (0,−1) (1,−1) (2,−1)

(−2, 0) (−1, 0) (0, 0) (1, 0) (2, 0)

(−2, 1) (−1, 1) (0, 1) (1, 1) (2, 1)

(−2, 2) (−1, 2) (0, 2) (1, 2) (2, 2)

FIG. 1.8 :Graphe de Cayley de (Z2, +) par rapport à {(0, 1), (1, 0)} : le générateur (1, 0) est représenté
par une arête horizontale tandis que (0, 1) est représenté par une arête verticale.

Une autre application de l’ordre de des tresses repose sur legraphe de Gayley du groupe de
tresse.

Le choix d’un système de générateursS pour un groupeG donne une notion de distance sur
ce groupe, où deux éléments distincts sont à distance1 si on peut passer de l’un à l’autre par
multiplication ou division à droite par un élément deS. En connectant les éléments deG qui
sont à distance1 par une arête étiquetée par le générateur correspondant, on obtient legraphe
de Cayley deG par rapportà S.

Soit G un groupe donné par une présentation finie〈S,R〉. NotonsF (S) le groupe libre
engendré parS. Alors toutS-motw représentant l’élément neutre deG admet une écriture

w =
n∏

i=1

vir
±1
i v−1

i , (1.8)

avecri ∈ R etvi ∈ F (S) pour touti. Dans le graphe de Cayley deG relativement àS, l’écriture
de (1.8) correspond à la sous-division d’un lacet étiquetté parw par des lacets étiquettésri, les
motsvi correspondent au déplacement d’un lacet codant une relation deR à partir du point
base. Pour plus de détails, nous référons à [ECH+92].
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1

(1, 2) (2, 3)

(1, 2, 3) (1, 3, 2)

(1, 3)

FIG. 1.9 :Graphe de Cayley de (S3, ·) par rapport à {(1, 2), (2, 3)} : le générateur (1, 2) est représenté
par une arête simple tandis que (2, 3) est représenté par une arête double.

Définition 3.19. SoientG un groupe donné par une présentation finie〈S,R〉.
– Pourw unS-mot représentant l’élément neutre deG, on appelleaire dew et on note aire(w)

le plus petitn pour lequel l’écriture (1.8) existe.
– On appellefonction isoṕerimétriquede〈S,R〉, la fonction définie par

ψ(i) = max{aire(w) | ℓ(w) 6 i;w ≡R 1},

où1 est l’élément neutre du groupeG.

Bien sûr, la fonction isopérimétrique dépend de la présentation de groupe donné, mais siψ
etψ′ sont deux fonctions isopérimétriques associées à deuxprésentations différentes du même
groupeG, alors il existe deux constantesk et k′ tel qu’on aitψ(i) 6 kψ′(k′i). Ainsi si ψ est
majoré par un polynôme ou une exponentielle, c’est le cas pourψ′. Dans ce cas, on dit que le
groupeG admet uneinégalit́e isoṕerimétriquerespectivement polynomiale ou exponentielle.

Une conséquence indirecte du fait queBn soit sans torsion est un résultat sur la compléxité
minimale de l’inégalité isopérimétrique dansBn. D’abord donnons une définition des groupes
hyperboliques au sens de Gromov.

Définition 3.20. Un groupeG finiment présenté est dithyperboliques’il admet une inégalité
isopérimétrique linéaire.

En 1987, M. Gromov a donné dans [Gro87] la caractérisationsuivante des groupes hyper-
boliques :

Théorème 3.21.(M. Gromov, [Gro87])Pour un groupeG finiment pŕesent́e, il y aéquivalence
entre :
– (i) G est hyperbolique.
– (ii) G a une ińegalit́e isoṕerimétrique sous-quadratique.

Le groupe des tresses admettant une présentation finie, on peut se demander s’il est hyper-
bolique. Le groupe(B2, ·) est isomorphe à(Z,+), qui est hyperbolique. Pourn > 3, la situation
est différente. Gromov a montré dans [Gro87] qu’un groupeayantZ × Z comme sous-groupe
ne peut pas être hyperbolique. Nous utilisons le fait queBn soit sans torsion pour démontrer le
résultat suivant :

Lemme 3.22.Pourn > 3, le groupeZ× Z est un sous-groupe deBn.
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Démonstration.Pourn > 3, le groupeG engendré parσ1 et ∆2
3 est un sous-groupe deBn. Par

la proposition 2.24, les tressesσ1 et∆2
3 commutent. Ainsi l’applicationη définie par

η : Z× Z→ G

(p, q) 7→ σp1 ∆q
3,

est un morphisme de groupe surjectif. Supposons que la tresse β égale àσp1 ∆q
3 soit triviale.

Comme∆3 contient au moins une lettreσ2, la tresseβ estσ2-positive pourq > 1. On doit donc
avoir q = 0, puisp = 0. Ainsi η est injective etG est isomorphe àZ× Z.

Ainsi le groupeBn n’est pas hyperbolique pourn > 3, et donc l’inégalité isopérimétrique
y est au moins quadratique.

Pour plus de détails sur les groupes hyperbobliques, nous renvoyons à [Gd90, Gro87, BRS07].



II. Monoı̈de de tresses dual

Dans ce chapitre, nous présentons un nouveau monoı̈de de tresses, notéB+∗
n , initialement

introduit par J.S. Birman, K.H. Ko et S.J. Lee [BKL98], nomm´e monoı̈de de Birman–Ko–
Lee, ou monoı̈de de tresses dual : le terme dual a été introduit par D. Bessis dans [Bes03] et
est dû à une symétrie d’invariants numériques entre le monoı̈de de tresses positivesB+

n et le
monoı̈deB+∗

n .

1 Une autre présentation deBn

À la section I.I.2.2, nous avons donné une présentation dugroupe de tresses. Par ailleurs
la même présentation vue comme présentation de monoı̈denous a permis de définir un sous-
monoı̈de deBn, à savoir le monoı̈de de tresses positives. Le but de cette section est de donner
une présentation différente du groupe de tressesBn.

1.1 Générateurs de Birman–Ko–Lee

A la section I.I.2.2, nous avons vu que le groupe de tressesBn était engendré par les
générateurs dit d’Artin, notésσ1, ... , σn−1. La tresseσi correspond au croisement des brinsi
et i+1. Maintenant, nous allons introduire de nouvelles tresses correspondant au croisement de
brins non forcément adjacents.

Définition 1.1. Pour1 6 p 6 q, on pose

ap,q = σp ..., σq−2 σq−1 σ
−1
q−2 ... σ

−1
p (2.1)

La tresseap,q correspond au croisement duq-ème brin au dessus dup-ème en dessous des
brins intermédiaires (s’il y en a).

1

4

≈

FIG. 2.1 :Dans la tresse a1,4, les brins 1 et 4 se croisent en dessous des brins 2 et 3.

Remarque 1.2.Dans [BKL98], Birman, Ko et Lee définissent la tresseap,q en posant :

ap,q = σq−1... σp+1 σp σ
−1
p+1... σ

−1
q−1.

Dans leur version,ap,q correspond aussi au croisement duq ème brin au dessus dup ème brin,
mais en dessus des brins intermédiaires. Les deux versionsdonnent lieu à des propriétés sem-
blables, mais la version que nous utilisons se comporte mieux vis-à-vis de l’ordre.
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D’après la définition des tressesap,q, on aσi = ai,i+1. Ainsi cette nouvelle famille de tresses
inclut la famille des générateurs d’Artin, comme le laissait penser l’interprétation géométrique.

Notation 1.3. NotonsA+

n l’ensemble{ap,q | 1 6 p < q 6 n}, etAn l’ensembleA+

n ⊔ (A+

n)
−1.

Un mot sur l’alphabetAn est appeléAn-mot, un mot sur l’alphabetA+

n est appeléA+

n-mot
oumot de tresse dual. CommeΣ+

n est inclus dansAn, les mots de tresses positifs sont des mots
de tresses duaux.

Les tresses deA+

n engendrentBn, car c’est déjà le cas pour celles deΣ+

n. On note[p, q]
l’intervalle {p, ... , q} deN, et on dit que[p, q] estniché dans[r, s] si la relationr < p < q < s
est satisfaite. Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.4.(Birman, Ko, Lee, [BKL98])Le groupe de tressesBn est pŕesent́e par l’ensem-
ble de ǵeńerateursAn soumis aux relations :

ap,q ar,s = ar,s ap,q pour [p, q] et [r, s] nichés ou disjoints, (2.2)

ap,q aq,r = aq,r ap,r = ap,r ap,q pour1 6 p < q < r 6 n. (2.3)

L’ensembleAn a de bonnes propriétés vis-à-vis de la rotation des indices, qui sont mieux
visualisées lorsque la tresseap,q est représentée sur un cylindre. En effet, il est naturel de
représenter la tresseap,q par une corde reliant les pointsp etq d’un cercle avecn points marqués.
Cette manière de voir n’est pas qu’une astuce. Pour plus de détails, consulter [BDM02].

1

6

4
3

2
1

1

2

3 4

5

6

FIG. 2.2 :Enrouler le diagramme de tresse usuel aide à visualiser les symétries des tresses ap,q. Sur le
cercle obtenu, ap,q correspond naturellement à la corde reliant les points p et q.

Donnons maintenant un sens aux relations (2.2) et (2.3) lorsqueap,q est représentée par une
corde. La condition« [p, q] et [r, s] nichés ou disjoints» de la relation (2.2) est équivalente au
fait que la corde reliantp àq et la corde reliantr às ne s’intersectent pas, même aux extrémités.
Ainsi les tressesap,q etar,s commutent si et seulement si les cordes associées n’ont pasde points
en commun ou si elles sont confondues. Par exemple, on aa1,4 a2,6 = a2,6 a1,4 (voir figure 2.2).
La relation (2.3) est un peu plus délicate à interpréter.Comme elle fait intervenir trois entiers
distincts, elle se lit naturellement dans un triangle de cordes. Son interprétation est : dans un
triangle de cordes, le produit de deux arêtes adjacentes lues dans le sens contraire des aiguilles
d’une montre ne dépend pas du point d’origine choisi. Par exemple, on a

a2,4 a1,4 = a1,4 a1,2 = a1,2 a2,4 (voir figure 2.2).

1.2 Les tressesdp,q

D’après la définition 1.1 les tressesap,q sont les conjugués deσq−1 par des tresses produits
deσi. Ces dernières jouant un rôle important dans cette thèsenous leur donnons un nom et nous
leur consacrons cette sous-section.
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Définition 1.5. Pour1 6 p 6 q, on pose

dp,q = σp ... σq−1. (2.4)

Géométriquement, la tressedp,q correspond au décalage vers le bas des brinsp+1 jusqu’àq
par dessus le brinp, qui, lui, se retrouve en positionq. Une conséquence immédiate de la
définition 1.1 est la relation suivante qui établit le lienentredp,q etap,q :

ap,q = dp,q−1 σq−1 d
−1
p,q−1 = dp,q d

−1
p,q−1. (2.5)

Ainsi dp,q−1 est le conjuguant deσq−1 définissant la tresseap,q.

1

4

a1,4

=

d1,3

·

σ3

·

d−1
1,3

FIG. 2.3 :Décomposition de la tresse a1,4 en d1,3 · σ3 · d
−1
1,3.

Le premier intérêt d’introduire ces nouvelles tresses est de simplifier les calculs permettant
d’établir les relations (2.2) et (2.3) entre les tressesap,q. Le lemme suivant donne les relations
qui nous seront utiles dans ce sens.

Lemme 1.6.Les relations suivantes sont satisfaites

dp,r = dp,q dq,r pourp 6 q 6 r, (2.6)

dp,q dr,s = dr,s dp,q pourp 6 q < r 6 s, (2.7)

d±1
p,q dr,s = dr,s d

±1
p−1,q−1 pourr < p 6 q < s. (2.8)

Démonstration.La relation (2.6) est une conséquence immédiate de l’écriture dedp,q en terme
desσi donnée en (2.4). Pour la relation (2.7), on remarque que le générateurσi de plus grand
indice apparaissant dans l’expression dedp,q donnée en (2.4) estσq−1 tandis que celui de plus
petit indice apparaissant dans celle dedr,s estσr. Commeq < r implique q−1 6 r − 2, on
peut appliquer la relation (I.1.2) de commutation de la présentation d’Artin et ainsi obtenir le
résultat. Montrons maintenant la relation (2.8). Pourr < p < s et e= ± 1, établissons

σep dr,s = dr,s σ
e
p−1. (2.9)

Commep est compris strictement entrer et s, en utilisant (2.6) on décompose la tressedr,s en
le produitdr,p−1 σp−1 σp dp+1,s. La relation (2.7) implique queσp etdr,p−1 commutent :

σep dr,s = dr,p−1 σ
e
p σp−1 σp dp+1,s.

Par la relation (I.1.3) de la présentation d’Artin, on a la relationσp σp−1 σp = σp−1 σp σp−1, et
doncσ−1

p σp−1 σp = σp−1 σp σ
−1
p−1. En appliquant l’une ou l’autre des deux relations en fonction de

la valeur dee, on obtient :

σep dr,s = dr,p−1σp−1 σp σ
e
p−1 dp+1,s.
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La relation (2.7) permet de faire commuter les tressesσep−1 etdp+1,s :

σep dr,s = dr,p−1σp−1 σp dp+1,sσ
e
p−1.

En regroupant les différents morceaux à l’aide de la relation (2.6), on obtient (2.9). La rela-
tion (2.8) est une conséquence immédiate de (2.9) et de l’´ecriture (2.4) de la tressedp,q.

1

5

=

FIG. 2.4 : Illustration de la relation (2.8) : passage de la tresse d2,5 (posée sur un carré grisé) au travers
de la tresse d1,5.

D’autres relations portant sur les tressesdp,q apparaı̂trons dans la suite. Nous avons choisi
de ne pas les donner ici et de ne les introduire qu’au moment opportun.

1.3 Relations entre les tressesap,q

A partir des relations satisfaites par les tressesdp,q, nous pouvons maintenant donner la
démonstration de la proposition 1.4.

Démonstration de la proposition 1.4 .Tout d’abord vérifions que les relations (2.2) et (2.3) sont
respectées dansBn une fois qu’on a remplacé les tressesap,q par leurs expressions commeΣn-
mots par la définition 1.1. La tresseap,q est un produit deσi aveci appartenant à[p, q−1]. Si les
intervalles[p, q] et [r, s] sont disjoints alors les intervalles[p, q−1] et [r, s−1] sont au moins à
distance2. Ainsi toutσi apparaissant dans l’expression deap,q commute avec lesσj apparaissant
dans l’expression dear,s.

1

6

≈

FIG. 2.5 : Illustration de la relation (2.2) lorsque [p, q] et [r, s] sont disjoints.

Supposons maintenant que l’intervalle[p, q] soit niché dans[r, s]. La relation (2.5), implique
que la tresseap,q ar,s s’écrit dp,q d

−1
p,q−1 dr,s d

−1
r,s−1. La relation (2.8) permet alors de faire passer

les tressesd−1
p,q−1 etdp,q au travers dedr,s :

ap,q ar,s = dr,s dp−1,q−1 d
−1
p−1,q−2 d

−1
r,s−1.
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1

6

≈

FIG. 2.6 : Illustration de la relation (2.2) lorsque [p, q] est niché dans [r, s].

Comme on ar < p < q 6 s−1, on utilise deux fois l’inverse de la relation (2.8) pour obtenir

ap,q ar,s = dr,s d
−1
r,s−1 dp,q d

−1
p,q−1 = ar,s ap,q.

Montrons que la relation (2.3) est satisfaite. Pour cela on va montrer que les trois tresses de la
relation sont égales àd−1

q+1,r dp,r d
−1
p,q−1.

La relation (2.1) permet d’écrireap,q aq,r comme le produitdp,q d
−1
p,q−1 dq,r d

−1
q,r−1. Par la rela-

tion (2.7) la tressed−1
p,q−1 commute avecdq,r etd−1

q,r−1 :

ap,q aq,r = dp,q dq,r d
−1
q,r−1 d

−1
p,q−1 = dp,r d

−1
q,r−1 d

−1
p,q−1,

où à l’aide de la relation (2.6) on a regroupé les tressesdp,q et dq,r pour obtenir la deuxième
égalité. La relation (2.8) impliquedp,r d

−1
q,r−1 = d−1

q+1,r dp,r, et on obtient l’égalité souhaitée.
A partir de l’égalitéaq,r ap,r = dq,r d

−1
q,r−1 dp,r d

−1
p,r−1, on utilise la relation (2.8) pour faire

passerd−1
q,r−1 au travers dedq,r et obtenir

aq,r ap,r = d−1
q+1,r dq,r dp,r d

−1
p,r−1.

En utilisant la relation (2.8) pour faire passerdq,r au travers dedp,r, on arrive à

aq,r ap,r = d−1
q+1,r dp,r dq−1,r−1 d

−1
p,r−1 = d−1

q+1,r dp,r d
−1
p,q−1,

la deuxième égalité étant une conséquence de (2.4) et de réductions libres. La relation (2.1)
implique ap,r ap,q = dp,r d

−1
p,r−1 dp,q d

−1
p,q−1. En utilisant la relation (2.8) on fait passerd−1

p,r−1

puisdp,q au travers dedp,r, pour obtenir

ap,r ap,q = d−1
p+1,r dp,r dp,q d

−1
p,q−1 = d−1

p+1,r dp+1,q+1 dp,r d
−1
p,q−1.

Enfin, à l’aide des expressions ded−1
p+1,r etdp,q, on obtient l’égalité souhaitée.

1

6

≈ ≈

FIG. 2.7 : Illustration de la relation (2.3).
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Commeai,i+1 est égale àσi, pour montrer queBn est présenté par les générateursAn soumis
aux relations (2.2) et (2.3), il suffit d’établir que les relations suivantes sont conséquences des
relations (2.2) et (2.3).

ai,i+1 aj,j+1 = aj,j+1 ai,i+1 pour|i− j| > 2 (2.10)

ai,i+1 aj,j+1 ai,i+1 = aj,j+1 ai,i+1 aj,j+1 pour|i− j| = 1 (2.11)

ai,j = (ai,i+1 ... aj−2,j−1) aj−1,j (a−1
j−2,j−1 ... a

−1
i,i+1) pour1 6 i < j 6 n (2.12)

Les intervalles[i, i+1] et [j, j+1] étant disjoints, la relation (2.2) implique (2.10). Pour (2.11),
on peut supposer par symétriej = i+1. En utilisant successivement la relation (2.3) sur les
motsai,i+1 ai+1,i+2 etai,i+2 ai,i+1, on obtient

ai,i+1 ai+1,i+2 ai,i+1 = ai+1,i+2 ai,i+2 ai,i+1 = ai+1,i+2 ai,i+1 ai+1,i+2,

ce qui implique (2.11). Montrons la relation (2.12). Pourj = i+1, elle devientai,j = ai,j ,
qui est évidemment vraie. Supposonsj > i+1. On utilise la relation (2.3) pour transformer
successivementaj−k−1,j−k aj−k,j enaj−k−1,j aj−k−1,j−k pourk = 1, ... , j−(i+1) :

(ai,i+1 ... aj−2,j−1) aj−1,j (a−1
j−2,j−1 ... a

−1
i,i+1) = (ai,i+1 ... aj−3,j−2) aj−2,j (a−1

j−3,j−2 ... a
−1
i,i+1)

= (ai,i+1 ... aj−4,j−3) aj−3,j (a−1
j−4,j−3 ... a

−1
i,i+1)

= ... = (ai,i+1) ai+1,j (a−1
i,i+1) = ai,j .

Ceci termine la démonstration.

Définition 1.7. On appellemonöıde de tresses dualà n brins et on noteB+∗
n , le monoı̈de de

présentation :
〈
An

∣∣∣∣
ap,q ar,s = ar,s ap,q pour[p, q] et [r, s] nichés ou disjoints,

ap,q aq,r = aq,r ap,r = ap,r ap,q pour1 6 p < q < r 6 n

〉+

. (2.13)

On note≡+∗ la relation deA∗
n engendrée par (2.2) et (2.3). Les relations (2.2) et (2.3)

préservant la longueur, deux mots équivalents sont de même longueur. On définit alors la
longueur d’une tresseβ deB+∗

n , notée|β|, comme la longueur d’un mot représentantβ. Pour un
monoı̈de, posséder une longueur est une propriété forte. Ceci implique par exemple que1 est le
seul élément inversible.

Proposition 1.8. Le monöıdeB+∗
n ne contient pas d’inversible autre que1.

Démonstration.Supposons queβ soit un élément inversible deB+∗
n . Il existe alors une tresseγ

vérifiantβγ = 1 et donc|βγ| = 0. Ainsi on a|β| + |γ| = 0, impliquant|β| = |γ| = 0.

Nous venons de montrer que le groupe de tresses admet la présentation
〈
An | R

〉
, oùR

désigne les relations (2.2) et (2.3). Le monoı̈deB+∗
n étant de présentation

〈
An | R

〉+
, on peut

alors se demander s’il satisfait les conditions de Ore (théorème I.2.20).

2 Partitions non croisées et simples deB+∗

n

Tout d’abord, remarquons qu’il existe un morphisme naturelπ deB+∗
n dansSn envoyantap,q

sur la transposition(p, q). Bien sûr, le morphismeπ n’est pas injectif. Cependant il permet
l’étude deB+∗

n à l’aide du groupe symétriqueSn.
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De telles considérations ont été faites par F.A. Garside, dans le contexte du monoı̈de de
tresses positives [Gar69]. Ceci lui a permis de donner une solution algorithmiquement efficace
au problème du mot et une solution au problème de conjuguaison. L’élément clé dans [Gar69]
est la construction d’un certain ensemble de tresses positives, ditessimples, qui sont en bijection
avec les éléments deSn. Plus précisément, il existe un ordre4R surSn tel que l’ensemble des
simples munis de la division à droite soit isomorphe à l’ensemble ordonné(Sn,4

R).
J.S. Birman, K.H. Ko et S.J. Lee ont montré que l’on peut définir une notion analogue de

simples sur le monoı̈deB+∗
n . Ce point a été ensuite redémontré de manière indépendante par

T. Brady dans [Bra01] et par D. Bessis dans [Bes03] (dans un contexte plus général).
Le but de cette section est de définir et décrire les simplesdeB+∗

n . Dans un premier temps
nous définissons un ordre4T qui jouera le même rôle que4R dans la cas deB+

n. Puis nous
introduirons les partitions non croisées de{1, ... , n} qui permettent une description efficace
de(Sn,4

T ). Enfin nous donnerons une définition des simples pourB+∗
n .

2.1 Un ordre partiel sur Sn

Cette partie reprend en partie l’article de T. Brady [BRS07]. SoitTn l’ensemble des trans-
positions deSn. Pourτ dansSn, on appellelongueur de transpositionde τ , notéeℓT

n(τ), la
distance de l’élément neutre deSn à τ dans le graphe de Cayley deSn relativement àTn.
En d’autres mots,ℓT

n(τ) est le nombre minimal de transpositions nécessaires à l’´ecriture de la
permutationτ . Pour toutτ et τ ′ dansSn, on a alors la relation

ℓT

n(τ τ
′) 6 ℓT

n(τ) + ℓT

n(τ
′). (2.14)

Tout produit deℓT

n(τ) transpositions représentantτ est appeléexpression ŕegulìeredeτ .

Exemple 2.1.DansS3 les permutations sont(1, 2), (2, 3) et (1, 3). Le graphe de Cayley deS3

relativement àT3 est :

1

(2,3) (1,3) (1,2)

(1,2,3) (1,3,2)

On aℓT (1) = 0, ℓT ((1, 2)) = ℓT ((1, 3)) = ℓT ((2, 3)) = 1 et ℓT ((1, 2, 3)) = ℓT ((1, 3, 2)) = 2.

Le résultat suivant décrit le comportement deℓT

n(.) vis-à-vis de la multiplication à gauche et
à droite par une transposition.

Lemme 2.2.Pour τ une permutation deSn et t une transpostion deSn, on a

ℓT

n(t · τ) = ℓT

n(τ) ± 1 et ℓT

n(τ · t) = ℓT

n(τ) ± 1.

Démonstration.Par la relation (2.14), on aℓT

n(t · τ) 6 1 + ℓT

n(τ). S’il existait une expression
régulièret1 ·...·tℓ det·τ avecℓ 6 ℓT

n(t)−2 alorst·t1 ·...·tℓ serait une expression deτ de longueur
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inférieur ou égale àℓT

n(t)−1, ce qui est impossible. On a doncℓT

n(τ)−1 6 ℓT

n(t ·τ) 6 ℓT

n(τ)+1.
La premutationt · τ étant de signature différente de celleτ on ne peut pas avoirℓT

n(tτ) = ℓT

n(τ).
Un argument symétrique traite le cas deℓT

n(τ · t).

Le résultat suivant permet à partir d’une expression régulière d’en obtenir d’autres, il sera
souvent utilisé dans les démonstrations faisant intervenir des expressions régulières.

Lemme 2.3. Pour t1 · ... · tℓ une expression régulìere deτ deSn et 1 6 i1 < ... < ik 6 ℓ une
suite d’entiers, il existe une expression régulìere deτ commençant parti1 · ... · tik .

Démonstration.Pourt et t′ deux transpositions deSn, il existe une transpositiont′′ vérifiant la
relationtt′ = t′′t : si on at′ = (r, s), alors on prendt′′ = (t(r), t(s)). Ainsi, on peut pousser la
transpositionti1 vers la gauche dans l’expression régulièret1 · ... ·tℓ sans en changer la longueur.
On recommence en poussantti2 vers la gauche jusqu’à la droite deti1 , etc.

Une permutationτ deSn−1, peut être vue comme une permutation deSn laissantn fixe.
Quels sont alors les liens entreℓT

n−1(τ) et ℓT

n(τ) ? Le résultat suivant va nous permettre de
répondre à la question.

Proposition 2.4. Si une permutationτ fixep, alors toute expression régulìere deτ ne contient
pas de transposition de la forme(p, q).

Démonstration.Soit τ une permutation fixantp et t1 · ... · tk une expression régulière deτ .
Supposons par l’absurde queti soit de la forme(p, q1). D’après le lemme 2.3, il existe une
expression régulièret(1)1 · ... · t

(1)
k deτ avect(1)1 = (p, q1). Posonsτ (1) = t

(1)
2 · ... · t

(1)
k . Commeτ

fixe p on aτ (1)(p) = q1. Il s’ensuit qu’il existei > 2 tel quet(1)i soit (p, q2) pour un certainq2.
Il existe alors une expression régulièret(2)1 · ... · t

(2)
k de τ avect(2)1 = (p, q1) et t(2)2 = (p, q2).

Posonsτ (2) = t
(2)
3 · ... · t(2)k . En fonction de la valeur deq2, la permutationτ (2) peut fixerp ou

non. On continue ce procédé jusqu’à obtenir

τ = (p, q1) · ... · (p, qℓ) · τ
(ℓ),

où τ (ℓ) fixe p. Si les entiersqi sont deux à deux distincts, on a

(p, q1) · ... · (p, qℓ) = (p, qℓ, qℓ−1, ... , q1),

impliquantτ(p) = qℓ, ce qui est impossible. Ainsi il existei et j vérifiantqi = qj aveci < j. Le
lemme 2.3 assure alors qu’il existe une expression réguli`eret′1 · ...·t

′
k deτ avect′1 = t′2 = (p, qi).

On obtient doncτ = t′3 · ... ·t
′
k. il s’en suit que l’expressiont1 · ... ·tk deτ n’est pas régulière.

Une des conséquences de la proposition 2.4 est l’égalitéℓT

n−1(τ) = ℓT

n(τ) pourτ dansSn−1.
On peut donc enlever l’indicen du symboleℓT

n et utiliserℓT sans risque de confusion.
Nous allons maintenant établir plusieurs résultats permettant de donner la longueur d’une

permutation à partir de sa décomposition en cycles à supports disjoints.

Lemme 2.5.(T. Brady, [Bra01]) Si c1, ... , ck sont des cycles̀a supports disjoints, on a

ℓT (c1 · ... · ck) = ℓT (c1) + ...+ ℓT (ck). (2.15)



2. Partitions non croiśees et simples deB+∗
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Démonstration.Posonsτ = c1 · ... · ck. Montrons d’abord que toute transposition d’une expres-
sion régulière deτ a son support inclus dans celui d’unci. NotonsS1, ... , Sk les supports des
cyclesc1, ... , ck. Soit t1 · ... · tℓ une expression régulière deτ . Supposons par l’absurde que le
support deti ne soit pas inclus dans unSj . Quitte à renommer les cycles, on peut supposer queti
soit la transposition(p, q1) avecp ∈ S1 et q1 ∈ S1. Par le lemme 2.3, il existe une expression
régulièret(1)1 · ... · t

(1)
ℓ deτ avect(1)1 = (p, q1). Posonsτ (1) = t

(1)
2 · ... · t

(1)
ℓ . Si τ (1) ne fixe pasp,

il existei > 2 tel quet(1)i soit de la forme(p, q2) pour un certainq2. Par le lemme 2.3, il existe
une expression régulièret(2)1 · ... · t

(2)
ℓ deτ avect(2)1 = (p, q1), t

(2)
2 = (p, q2). Posons

τ (2) = t
(2)
2 · ... · t

(2)
ℓ .

NotonsS(2) l’ensembleSj contenantq2. La permutationτ (2) peut alors fixerp ou non. On
continue ce procédé jusqu’à obtenir l’expression régulière

(p, q1) · ... · (p, q
′
ℓ) · τ

(ℓ′)

deτ où τ (ℓ) fixe p. Si lesqj sont deux à deux distincts, on a

(p, q1) · ... · (p, qℓ′) = (p, qℓ′, qℓ′−1, ... , q1),

impliquantτ(q1) = p, ce qui est impossible d’après l’hypothèse faite surti. Ainsi il existej etj′

vérifiantqj = qj′ avecj < j′. Le lemme 2.3 assure alors qu’il existe une expression régulière

t′1 · ... · t
′
ℓ

deτ avect′1 = t′2 = (p, qi). On obtient alorsτ = t′3 · ... · t
′
ℓ, et, donc,t1 · ... · tℓ ne peut pas être

une expression régulière deτ .
Nous pouvons maintenant terminer la démonstration. Notons Ii l’ensemble des indicesj

tels que le support detj soit inclus dans celui deci. Par ce qui précéde, on a

ℓ = card(I1) + ...+ card(Ik),

ce qui implique ∏

j∈Ii

τj = ci.

On a doncℓ(ci) 6 card(Ii). Ainsi nous avons obtenu la relationℓ > ℓ(c1) + ... + ℓ(ck). Par
ailleurs la relation (2.14) donneℓ 6 ℓ(c1) + ... + ℓ(ck) ; on a donc l’égalité souhaitée.

Grâce au lemme 2.5 nous pouvons calculer la longueur de transposition d’une permutation
à partir de celles de ses cycles à supports disjoints. Il nous faut maintenant donner la longueur
de transposition d’un cycle.

Proposition 2.6.(T. Brady, [Bra01]) Si c est un cycle de longueurk, alors on aℓT (c) = k−1.

Démonstration.Posonsc = (p1, ... , pk). MontronsℓT (c) = k−1 par induction surk. C’est
évidemment vrai pourk = 2. Soit t1 · ... · tℓ une expression régulière dec (en particulier on
a ℓ = ℓT (c)). Posons(pi, pj) = τ1 aveci < j. On a alors :

τ1 · c = (pi, pj)(p1, ... , pk) = (p1, ... , pi−1, pj , pj+1, ... , pk) · (pi, pi+1, ... , pj−2, pj−1).

Le lemme 2.5 combiné à l’hypothèse d’induction donne alors

ℓT (τ1 · c) = (i− 1 + k − j + 1) − 1 + (j − 1 − i+ 1) − 1,

c’est-à-dire,ℓT (τ1 · c) = k− 2. On a donc montréℓ− 1 = k− 2, ce qui impliqueℓ = k−1.
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Nous pouvons maintenant calculer la longueur de transposition d’une permutation à partir
de sa décomposition en cycles à supports disjoints :

Corollaire 2.7.(T. Brady, [Bra01])Siτ est une permutation deSn qui se d́ecompose enk cycles
à supports disjoints (les cycles de longueur1 sont aussi comptés), alors on aℓT (τ) = n− k.

Démonstration.Soitc1 · ... ·ck une décomposition deτ en produit de cycles à supports disjoints.
Notonsℓi la longueur du cycleci. Comme même les cycles de longueur1 apparaissent dans cette
décomposition, on aℓ1 + ...+ ℓk = n. Le lemme 2.5 implique

ℓT (τ) = ℓT (c1) + ...+ ℓT (ck).

Ainsi, par la proposition 2.6, on a

ℓT (τ) = (ℓ1 − 1) + ...+ (ℓk − 1),

et doncℓT (τ) = n− k.

Exemple 2.8.Considérons la permutationτ deS9 définie par
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 8 1 5 9 2 7 6 4

)
.

Une décomposition deτ en produit de cycles à supports disjoints est

(1, 3) · (2, 8, 6) · (4, 5, 9) · (7).

La longueur de transposition deτ est donc5 (9 − 4 = 5). L’expression

(1, 3) · (2, 8) · (8, 6) · (4, 5) · (5, 9)

deτ est donc régulière.

La longueur de transposition nous permet de définir une relation binaire4T surSn de la
façon suivante :

Définition 2.9. Pourτ etτ ′ éléments deSn, on poseτ 4T τ ′ si on aℓT (τ ′) = ℓT (τ)+ℓT (τ−1τ ′),

Une autre manière d’interpréter la relation4T est : on aτ 4T τ ′ si et seulement s’il existe
un chemin dans le graphe de Cayley deSn relativement àTn de longueurℓT (τ ′) allant de1 àτ ′

et passant parτ , ce qui signifie qu’il existe une expression régulière deτ ′ commençant par une
expression régulière deτ .

Exemple 2.10.On reprend l’exemple 2.1. Tous les éléments deS3 inférieurs ou égaux à la
permutation(1, 2, 3) vis à vis de4T sont1, (1, 2), (1, 3), (2, 3) et (1, 2, 3).

À la section I.3, nous avons défini un ordre strict sur un ensembleX comme étant une
relation binaire surX anti-réflexive et transitive. Unordre non strict4 sur un ensembleX est
une relation binaire réfléxive (x 4 x), antisymétrique (x 4 y et y 4 x impliquex = y) et
transitive (x 4 y ety 4 z impliquex 4 z).

Proposition 2.11.La relation4T est un ordre non strict surSn.
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Démonstration.La longueur de transposition de l’identité étant nulle onaτ 4T τ , c’est-à-dire,
la réfléxivité de4T .

Montrons que la relation4T est antisymétrique. Soientτ et τ ′ des éléments deSn vérifiant
les relationsτ 4T τ ′ et τ ′ 4T τ . Par définition de4T , on a

ℓT (τ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ−1τ ′) et ℓT (τ) = ℓT (τ ′) + ℓT (τ ′
−1
τ)

En substituant la seconde égalité dans la première, on obtient

ℓT (τ ′) = ℓT (τ ′) + ℓT (τ ′
−1
τ) + ℓT (τ−1τ ′).

Il s’ensuit queℓT (τ ′
−1τ) etℓT (τ−1τ ′) vallent0. Or l’identité est la seule permutation de longueur

de transposition nulle, ce qui impliqueτ = τ ′.
Montrons que la relation4T est transitive. Soientτ , τ ′ et τ ′′ des éléments deSn vérifiant

les relationsτ 4T τ ′ et τ ′ 4T τ ′′. Par définition de4T , on a

ℓT (τ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ−1τ ′) et ℓT (τ ′′) = ℓT (τ ′) + ℓT (τ ′
−1
τ ′′).

En substituant la première relation dans la seconde, on obtient

ℓT (τ ′′) = ℓT (τ) + ℓT (τ−1τ ′) + ℓT (τ ′
−1
τ ′′).

La relation (2.14) impliqueℓT (τ−1τ ′′) 6 ℓT (τ−1τ ′) + ℓT (τ ′
−1τ ′′), et donc

ℓT (τ ′′) > ℓT (τ) + ℓT (τ−1τ ′′).

Encore par la relation (2.14), on aℓT (τ ′′) 6 ℓT (τ) + ℓT (τ−1τ ′′). Ainsi on a

ℓT (τ ′′) = ℓT (τ) + ℓT (τ−1τ ′′).

La relationτ 4T τ ′′ est donc vérifiée.

Par définition de4T , pour deux permutationsτ et τ ′ deSn, on aτ 4T ττ ′ si et seulement
si la relationℓT (ττ ′) = ℓT (τ)+ ℓT (τ ′) est vérifiée. Sous la même condition surℓT (ττ ′), peut-on
avoir la relationτ ′ 4T ττ ′ ?

Corollaire 2.12. Pour τ et τ ′ dansSn, il y a équivalence entreτ 4T ττ ′ et τ ′ 4T ττ ′.

Démonstration.La relationτ 4T ττ ′ impliqueℓT (ττ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ ′). Par le lemme 2.3, il
existeτ ′′ dansSn vérifiantττ ′ = τ ′τ ′′ et oùτ ′τ ′′ est une expression régulière. On a donc

ℓT (τ ′τ ′′) = ℓT (τ ′) + ℓT (τ ′′),

c’est-à-dire,τ ′ 4T τ ′τ ′′. La relationττ ′ = τ ′τ ′′ implique doncτ ′ 4T ττ ′. La réciproque se
traite de manière symétrique.

On peut se demander quelles sont les propriétés de l’ensemble ordonné(Sn,4
T ). Est-il

borné ? Deux éléments quelconques admettent-ils un minorant et un majorant commun ?

Définition 2.13. On dit qu’un ensemble ordonné(X,4) est untreillis si :
– (i) X est borné : il existem etM dansX tels qu’on aitm 4 x 4M pour toutx dansX,
– (ii) pour toutx, y deX, il existe un plus grand minorant dex ety, notéx ∧ y,
– (iii) pour toutx, y deX, il existe un plus petit majorant dex ety, notéx ∨ y.

Malheureusement, pourn > 3, l’ensemble partiellement ordonné(Sn,4
T ) n’est pas un

treillis. En effet, en reprenant le graphe de Cayley deS3 relativement àT3 donné à l’exem-
ple 2.1, on remarque que(S3,4

T ) n’admet pas de plus grand élément.
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2.2 Partitions non croiśees

On noteCn l’ensemble des éléments deSn inférieur au cycle(1, ... , n) vis à vis deℓT :

Cn = {τ ∈ Sn, τ 4
T (1, 2, ... , n)}. (2.16)

Le but de cette sous-section est de donner une description deCn en termes de ce que l’on ap-
pellera despartitions non croiśeeset d’établir que(Cn,4T ) est un treillis. Pour cela on introduit
un ordre4P sur l’ensemble des partitions ditesnon croiśeesde{1, ... , n}, notéP nc

n . On montre
alors que(Pn,4P ) est un treillis. Puis on exhibe un isomorphisme d’ensemble ordonné entre
(P nc

n ,4
P ) et (C 4T ).

Définition 2.14. Un sous-ensembleX deP ({1, ... , n}) est unepartition de{1, ... , n} si
– les éléments deX recouvrent{1, ... , n}, c’est-à-dire,

⋃
x∈X x = {1, ... , n},

– les éléments deX sont disjoints, c’est-à-dire, pour tousx, y dansX avecx 6= y, on a
x ∩ y = ∅,

– l’ensemble vide n’appartient pas àX.

On notePn l’ensemble des partitions de{1, ... , n}.

Exemple 2.15.Les partitions de{1, 2, 3} sont

{{1}, {2}, {3}}, {{1}, {2, 3}}, {{2}, {1, 3}}, {{3}, {1, 2}} et{{1, 2, 3}}.

Nous allons maintenant munirPn d’une relation d’ordre.

Définition 2.16. SoientX etY deux éléments dePn. On poseX 4P Y si pour tout élémentx
deX il existe un élémenty deY avecx ⊆ y.

La relationX 4P Y signifie que la partitionX estplus finequeY . Clairement la relation4P

est réflexive, antisymétrique et transitive et définit donc un ordre non strict surPn.

Proposition 2.17.L’ensemble ordonńe (Pn,4
P ) est un treillis.

Démonstration.Posonsm = {{1}, ... , {n}} etM = {{1, ... , n}}. La partitionm est la plus fine
dePn, tandis queM et la moins fine. La condition(i) de la définition 2.13 est donc vérifiée.

Montrons(ii) de la définition 2.13. SoientX et Y deux éléments dePn. Notonsx1, ... , xk
les éléments deX ety1, ... , yℓ ceux deY . Pouri dans{1, ... , k} et j dans{1, ... , ℓ} . Posons

Z = {xi ∩ yj | i = 1, ... , k; j = 1, ... , ℓ} − {∅}.

Par constructionZ est un sous-ensemble deP ({1, ... , n}) ne contenant pas l’ensemble vide.
Soientz et z′ deux éléments distincts deZ. Il existe alorsi, i′, j, j′ avec(i, j) 6= (i′, j′) et
vérifiantz = xi∩yj etz′ = xi′ ∩yj′. L’ensemblez∩z′ est donc inclus dans(xi∩xi′)∩(yj∩yj′)
qui est vide car l’un des deux ensemblesxi ∩ xi′ etyj ∩ yj′ l’est. Par ailleurs, on a

⋃

z∈Z

z =
k⋃

i=1

ℓ⋃

j=1

xi ∩ yj =
k⋃

i=1

(
xi ∩

ℓ⋃

j=1

yj

)
=

k⋃

i=1

(
xi ∩ {1, ... , n}

)
=

k⋃

i=1

xi = {1, ... , n}.

L’ensembleZ est donc une partition de{1, ... , n}. Montrons que c’est le plus grand minorant
deX etY . SoitW une partition de{1, ... , n}, satisfaisantW 4P X etW 4P Y . Par définition
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de4P , pour toutw dansW , il existe x dansX et y dansY vérifiant w ⊆ x et w ⊆ y.
L’ensemblew est donc inclus dansx ∩ y. La partitionW est alors fine queZ, c’est-à-dire,
qu’on aW 4P Z. Il y a donc égalité entreZ etX ∧ Y .

Montrons(iii) de la définition 2.13. SoientX etY deux éléments dePn. Posons

zi =
⋃

{x ∈ X | ∃y ∈ Y (y ∩ x 6= ∅ ety ∩ xi 6= ∅)},

et Z = {z1, ... , zk}. Par constructionZ est un sous-ensemble deP ({1, ... , n}) ne contenant
pas l’ensemble vide. Commexi est inclus danszi, l’ensembleZ recouvre{1, ... , n}. Soientzi
et zj deux éléments deZ ayant une intersection non vide. CommeY recouvre{1, ... , n}, il
existey dansY tel quezi ∩ y et zj ∩ y soient non vides. Soitk tel quexk ∩ y soit non vide.
On a doncxk ⊆ zi et xk ⊆ zj . Par conséquent l’ensemble des éléments deY intersectantxk
et le même que celui des éléments deY intersectantzi. On a donczi = zk. De même, on a
la relationzj = zk. L’ensembleZ est donc une partition de{1, ... , n}. Par constructionZ est
clairement un majorant deX. Soity un élément deY . CommeX recouvre{1, ... , n}, il existe
un élémentxk deX tel que l’intersection dexk et y soit non vide. Il s’ensuit quey est inclus
danszk (par construction deszi) et donc queZ est un majorant deY . Montrons queZ est le plus
petit majorant deX etY . SoitW une partition de{1, ... , n}, satisfaisantX 4P W etY 4P W .
Soity un élément deY , il existe alorsw dansWavecy ⊆ w. De plus, pour toutx deX tel que
l’intersection dex ety soit non vide,x doit être inclus dansw carW est moins fine queX. On
en déduit quezi est inclus dansw, puis la relationZ 4P W

Pour représenter un ensemble ordonné, il est commode d’enutiliser une représentation vi-
suelle. On construit un diagramme de Hasse d’un ensemble ordonné(X,6) de la façon qui suit.
Les éléments deX sont représentés par des points. Pourx et y deux éléments distincts deX
vérifiant x 6 y, l’ordonnée du point représentanty est strictement plus grande que celle du
point représentantx. De plus s’il n’existe pasz dansX vérifiantx 6 z 6 y, alors on lie les
points correspondants àx ety par un segment.

Exemple 2.18.Le diagramme de Hasse de(P3,4
P ) est

{{1},{2},{3}}

{{1},{2,3}} {{2},{1,3}} {{3},{1,2}}

{{1,2,3}}

On peut reconnaı̂tre qu’un ensemble ordonné(X,6) est un treillis à l’aide de son dia-
gramme de Hasse. L’existence d’un minorantm est équivalent au fait que le diagramme de
Hasse de(X,6) ait un point de plus petite ordonnéeP et que pour tout pointQ du diagramme,
il existe un chemin d’arêtes reliantP à Q. L’interprétation de l’existence d’un majorant est
symétrique. Les conditions(i) et (ii) de la définition 2.13 se lisent de la même manière ; nous
ne les détaillons pas ici.
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Exemple 2.19.Le diagramme de Hasse de(P4,4
P ) est

{{1},{2},{3},{4}}

{{1},{4},{2,3}} {{2},{3},{1,4}} {{1},{3},{2,4}} {{2},{4},{1,3}} {{3},{4},{1,2}} {{1},{2},{3,4}}

{{1,4},{2,3}} {{1},{2,3,4}} {{3},{1,2,4}} {{1,3},{2,4}} {{4},{1,2,3}} {{2},{1,3,4}} {{1,2},{3,4}}

{{1,2,3,4}}

Définition 2.20. SoitX une partition de{1, ... , n}. On dit que deux éléments distinctsx et y
deX secroisents’il existe quatre entiersi, j, k et ℓ vérifianti, k ∈ x, j, ℓ ∈ y et i < j < k < ℓ.
On dit queX estnon croiśeesi deux éléments quelconques distinctsx ety ne se croisent pas.

On noteP nc

n l’ensemble des partitions non croisées de{1, ... , n}. Toutes les partitions
de{1, 2, 3} sont non croisées, on a doncP3 = P nc

3 . Par contre pourn > 4, on aP nc

n  Pn. En
effet, la partition{{1, 3}, {2, 4, ... , n}} est croisée.

Proposition 2.21.(G. Kreweras, [Kre72])L’ensemble ordonńe (P nc

n ,4
P ) est un treillis.

Démonstration.Les partitions{{1, ... , n}} et {{1}, ... , {n}} sont non croisées et sont respec-
tivement le ninorant et le majorant de(P nc

n ,4
P ). La condition(i) de la définition 2.13 est donc

vérifiée.
Montrons le(ii) de la défintion 2.13. SoientX etY deux éléments deP nc

n . Notonsx1, ... , xk
les éléments deX ety1, ... , yk ceux deY . Pouri dans{1, ... , k} et j dans{1, ... , ℓ} . Posons

Z = {xi ∩ yj | i = 1, ... , k; j = 1, ... , ℓ} − {∅}.

Dans la démonstration de 2.17, on a déjà montré queZ est la plus grande partition vis-à-vis
de4P vérifiant les relationsZ 4P X et Z 4P Y . Cependant, on ne sait pas encore siZ est
une partition non croisée. Soientz et z′ des éléments deZ. Il existe i, i′, j et j′ vérifiant les
relationsz = xi∩yj etz′ = xi′ ∩yj′. Supposons qu’il existek, ℓ dansz etk′, ℓ′ dansz′ vérifiant
la relationk < k′ < ℓ < ℓ′. Commek et ℓ sont en particulier des éléments dexi et k′, ℓ′ des
éléments dexi′ , on a l’égalitéi = i′. Sinon les élémentsxi et xi se croiseraient, ce qui est
en contradiction avec l’hypothèse queX est une partition non croisée. De même on montre
l’égalité entrej et j′. Il s’ensuit quez est égale àz′ et queZ est une partition non croisée.

Montrons le(iii) de la définition 2.13. SoientX et Y deux éléments deP nc

n . NotonsE
l’ensemble des majorants deX etY . L’ensembleE est non vide par le(i) de la définition 2.13.
NotonsZ1, ..., Zℓ les éléments deE. La partition non croiséeZ1 ∧Z2 ∧ ...∧Zℓ est alors le plus
petit majorant deX et deY .
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PourX et Y deux partitions non croisées, on noteX ∧nc Y (resp.X ∨nc Y ) le plus grand
minorant (resp. le plus petit majorant) deX et Y . Les symboles∧ et ∨ étant réservés aux
partitions quelconques. Donnons une description deX ∨nc Y . En généralX ∨ Y n’est pas
une partition non croisée. Par exemple pourX = {{1, 3}, {2}, {4}} etY = {{1}, {2, 4}{3}},
on aX ∨ Y = {{1, 3}, {2, 4}}, qui est croisée. Cependant, il est montré dans [Kre72] que
la permutation non croiséeX ∨nc Y est obtenue deX ∨ Y en fusionnant les éléments qui se
croisent ; c’est ce qu’on pense naturellement faire.

Exemple 2.22.Le diagramme de Hasse de(P nc

4 ,4
P ) est

{{1},{2},{3},{4}}

{{1},{4},{2,3}} {{2},{3},{1,4}} {{1},{3},{2,4}} {{2},{4},{1,3}} {{3},{4},{1,2}} {{1},{2},{3,4}}

{{1,4},{2,3}} {{1},{2,3,4}} {{3},{1,2,4}} {{4},{1,2,3}} {{2},{1,3,4}} {{1,2},{3,4}}

{{1,2,3,4}}

On remarque que ce diagramme est obtenu à partir de celui de l’exemple 2.19 en ôtant le point
correspondant à la partition croisée{{1, 3}, {2, 4}} et les arêtes qui lui sont attachées.

Nous rappelons que le but de cette section est de décrire(Cn,4
T ) à l’aide de partitions non

croisées de{1, ... , n}. Pour cela, nous construisons une applicationη deP nc

n dansCn. Soit x
une partie non vide de{1, ... , n}. Notonsi1, ... , ik les éléments dex dans l’ordre croissant. On
note alorscx le cycle(i1, ... , ik) deSn.

Définition 2.23. On définit une applicationη dePn dansSn par :

Pn → Sn

{x1, ... , xk} 7→ cx1 · ... · cxk

(2.17)

La fonctionη est bien définie. En effet, deux éléments distinctsx et y d’une partitionX de
l’ensemble{1, ... , n} sont disjoints et donc les cyclescx et cy commutent.

Exemple 2.24.Pourn = 3, on a

η(X) =






1 pourX = {{1}, {2}, {3}}

(2, 3) pourX = {1, {2, 3}}

(1, 3) pourX = {2, {1, 3}}

(1, 2) pourX = {3, {1, 2}}

(1, 2, 3) pourX = {{1, 2, 3}}
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Avant d’établir queη est un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre(P nc

n ,4
P ) et(Cn,4T ),

nous donnons divers résultats intermédiaires qui nous seront utiles lors de la démonstration du
théorème 2.29.

Lemme 2.25.(T. Brady, [Bra01]) Pour tout sous-ensemble non videx de {1, ... , n}, on a la
relation cx 4T (1, ... , n).

Démonstration.Soit x une partie non vide de{1... , n}. Notonsp1, ... , pk les éléments dex
dans l’ordre croissant. On vérifie

c−1
x · (1, ... , n) = (pk, ... , p1) · (1, ... , n)

= (1, ... , p1−1, pk, pk+1, ... , n) · (p1, ... , p2−1) · ... · (pk−1, ... , pk−1). (2.18)

La permutationc−1
x · (1, ... , n) est donc produit dek cycles à supports disjoints. Par le corol-

laire 2.7, on obtientℓT (c−1
x · (1, ... , n)) = n− k. Ainsi on a

n− 1 = ℓT ((1, ... , n)) = ℓT (cx) + ℓT (c−1
x · (1, ... , n)) = k − 1 + n− k,

c’est-à-dire,cx 4T (1, ... , n).

Lemme 2.26.Soientτ ′1 etτ ′2 deux permutations̀a supports disjoints. Alors les relationsτ1 4T τ ′1
et τ2 4T τ ′2 impliquentτ1τ2 4T τ ′1τ

′
2.

Démonstration.Une conséquence du lemme 2.5 est que pour toutes permutations τ et τ ′ à
supports disjoints, on aℓT (ττ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ ′). Ainsi, on a

ℓT (τ ′1τ
′
2) = ℓT (τ ′1) + ℓT (τ ′2) = ℓT (τ1) + ℓT (τ2) + ℓT (τ−1

1 τ ′1) + ℓT (τ−1
2 τ ′2).

Par la proposition 2.4, la relationτ 4T τ ′ implique que le support deτ est inclus dans celui
deτ ′. Les permutationsτ1 etτ2 sont donc à supports disjoints. De même, les permutationsτ−1

1 τ ′1
et τ−1

2 τ ′2 sont à supports disjoints. La proposition 2.4 implique alors :

ℓT (τ ′1τ
′
2) = ℓT (τ1τ2) + ℓT (τ−1

1 τ ′1τ
−1
2 τ ′2) = ℓT (τ1τ2) + ℓT ((τ1τ2)

−1τ ′1τ
′
2),

la dernière égalité étant conséquence du fait queτ−1
1 τ ′1 et τ−1

2 sont à supports disjoints et donc
commutent.

Lemme 2.27.(T. Brady, [Bra01]) Soientp, q, r et s des entiers v́erifiant

1 6 p < q < r < s 6 n.

Alors on a :
– (i) la permutation(p, r) · (q, s) n’est pas uńelément deCn.

– (ii) la permutation(p, r, q) n’est pas uńelément deCn.

Démonstration.(i) Posonsτ = (p, r) · (q, s). On a alors

τ · (1, ... , n) = (1, ... , p−1, r, ... , s−1, q, ... , r−1, p, ... , q−1, s, ... , n)

Commeτ = τ−1, par le corollaire 2.7, on a :

ℓT (τ) + ℓT (τ · (1, ... , n)) = 2 + n− 1 = n+ 1.
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Par la proposition 2.6, on aℓT ((1, ... , n)) = n−1. On ne peut donc pas avoirτ 4T (1, ... , n),
c’est-à-dire,τ n’est pas un élément deCn.

(ii) Posonsτ = (p, r, q). Alors τ−1 vaut(p, q, r) et on a

(p, q, r) · (1, ... , n) = (1, ... , p−1, q, ... , r−1, p, ... , q−1, r, ... , n)

Par le corollaire 2.7, on a :

ℓT (τ) + ℓT (τ−1 · (1, ... , n)) = 2 + n− 1 = n+ 1.

Par la proposition 2.6, on aℓT ((1, ... , n)) = n−1. On ne peut donc pas avoirτ 4T (1, ... , n),
c’est-à-dire,τ n’est pas un élément deCn.

Voici un premier résultat permettant de lierCn aux partitions non croisées.

Théorème 2.28.(T. Brady, [Bra01]) L’applicationη est une bijection deP nc

n surCn.

Démonstration.Montrons par induction surn que l’image deP nc

n par η est incluse dansCn.
SoitX un élément deP nc

n . PosonsX = {x1, ... , xℓ}. Pourn = 1 etn = 2, l’image deX parη
est soit l’élément trivial, soit(1, ... , n) lui même, qui sont clairement dansCn. Supposonsn > 3.
Notonsp1, ... , pk les éléments dex1 par ordre croissant. Par le lemme 2.25, on a

cx1 4
T (1, ... , n). (2.19)

Soientq1, ... , qk′ les éléments dexi classés dans l’ordre croissant pouri > 2. Commex1 et xi
sont non croisées, on est dans l’un des cas suivants :
– (i) pk < q1 ou qk′ < p1,
– (ii) il existet vérifiantpt < q1 et qk′ < pt+1,
– (iii) il existet vérifiantq1 < pt etpt+1 < qk′ .

Dans les cas(i) et (iii), xi est inclus dans

{1, ... , p1 − 1, pk, pk + 1, ... , n}

tandis que dans le cas(ii) il est inclus dans{pt, ... , pt+1−1}. Soitc′1 · ... · c
′
n′ une décomposition

dec−1
x1

(1, ... , n) en cycles à supports disjoints. En reprenant la relation (2.18) établie lors de la
démonstration du lemme 2.25, on obtient que le support decxi

est inclus dans l’un desc′i pour
tout i > 2.

NotonsIi l’ensemble de tous les indicesj > 2 tels que le support decxj
soit inclus dans celui

dec′i. PosonsXi = {xj | j ∈ Ii}, pouri = 1, ... , n′. CommeX est une partition non croisée,
l’ensembleXi est une partition non croisée du support dec′i. Par hypothèse d’induction, on a la
relationη(Xi) 4

T c′i. Le lemme 2.26 implique

η(X1) · ... · η(Xn′) 4T c′1 · ... · c
′
n′.

Ainsi on obtientc−1
x1
η(X) 4T c−1

x1
(1, ... , n), et donc

ℓT (c−1
x1

(1, ... , n)) = ℓT (c−1
x1
η(X)) + ℓT (η(X)−1(1, ... , n)). (2.20)

On obtient alors

ℓT ((1, ... , n)) = ℓT (cx1) + ℓT (c−1
x1

(1, ... , n)) par (2.19),

= ℓT (cx1) + ℓT (c−1
x1
η(X)) + ℓT (η(X)−1(1, ... , n)) par (2.20),

= ℓT (cx1) + ℓT (cx2 · ... · cxk
) + ℓT (η(X)−1(1, ... , n))

= ℓT (cx1 · ... · cxk
) + ℓT (η(X)−1(1, ... , n)) par (2.15),

= ℓT (η(X)) + ℓT (η(X)−1(1, ... , n)) par (2.17),
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ce qui établitη(X) 4T (1, ... , n) puis queη(X) appartient àCn.
Soit τ un élément deCn et c1 · ... · ck une décomposition deτ en cycles à supports disjoints.

Notonsxi le support deci. L’ensembleX égal à{x1, ... , xk}, est une partition de{1, ... , n}.
Montrons qu’on acxi

= ci pour touti. Notonsp1, ... , pk′ les éléments dex1 énumérés dans
l’ordre croissant. Il existe alors une bijection de{1, ... , k′}, que l’on noteψ, vérifiantψ(1) = 1
et c1 = (pψ(1), ... , pψ(k′)). Si pour toutℓ, on aψ(ℓ) = ℓ, les cyclesc1 et cx1 sont les mêmes.
Supposons que ce n’est pas le cas et notonsi la plus petite valeur deℓ vérifiant ψ(ℓ) 6= ℓ.
Commeψ(1) vaut1 par construction deψ, on ai > 2 et ψ(i) > i. Soit j le plus petit entier
supérieur ài vérifiantψ(j) < ψ(i). Notonstℓ la transposition(pψ(ℓ), pψ(ℓ+1)) pourℓ 6 k′−1 et
posonstk′ = (pψ(k′), pψ(1)). Par définition deψ, on ac1 = t1 · ... · ti−1 · ... · tj−1 · ...tk′−1. Ainsi par
le lemme 2.3, il existe une expression régulière dec1 commençant patti−1 tj−1. En particulier,
on ati−1tj−1 4

T c1. Par ailleurs, par le lemme 2.5, on a la relationc1 4T (1, ... , n). Donc par
transitivité de4T , on ati−1tj−1 4

T (1, ... , n). Pourj = i+1, la permutationti−1tj−1 est égale
à (pψ(i−1), pψ(i), pψ(j)), c’est-à-dire, à(pi−1, pψ(i), pψ(j)) avecpi−1 < pψ(j) < pψ(i). On obtient
alors une contradiction avec le lemme 2.26(i). Pourj > i+1, la permutationti−1tj−1 est égale
à (pψ(i−1), pψ(i))(pψ(j−1), pψ(j)), c’est-à-dire à

(pi−1, pψ(i))(pψ(j−1), pi) avec pi−1 < pi < pψ(i).

Par définition dej, on aψ(j−1) > ψ(i) et donc la relation

pi−1 < pi < pψ(i) < pψ(j−1).

On obtient alors une contradiction avec le lemme 2.26(ii). On a doncc1 = cx1 , et les autres
cycles sont traités de la même manière.

Maintenant, montrons queX est une partition non croisée. Supposons qu’il existex et y
deux éléments croisés deX. Posonsx = {p1, ... , pℓ} et y = {q1, ... , q

′
ℓ}. Sans perte de

généralité, on peut supposer quex et y se croisent en des valeurs adjacentes, c’est-à-dire qu’il
existei et j vérifiant

pi < qj < pi+1 < qj+1.

Notonsti la transposition(pi, pi+1) et tj la transposition(qj, qj+1). Comme il existe une expres-
sion régulière decx (resp.cy contenantti, (resp.tj), le lemme 2.3 assure que la permutationτ
admet une expression régulière commençant partitj. On a donctitj 4T τ . Ainsi, par transitivité
de4T , on atitj 4T (1, ... , n). Ceci est impossible par le lemme 2.26.

On vient ainsi de construire une applicationν deCn dansP nc

n par :

ν(τ) = {support(c1), ... , support(ck)},

oùc1 · ... ·ck est une décomposition en cycles à supports disjoints deτ (on tient compte aussi des
cycles de longueur1). On vérifie immédiatement qu’on aη ◦ ν = idPnc

n
ainsi queν ◦ η = idCn

.
L’applicationη est donc une bijection deP nc

n sur l’ensembleCn.

Théorème 2.29.(T. Brady, [Bra01]) L’applicationη est un isomorphisme d’ensemble ordonné
entre(P nc

n ,4
P ) et (Cn,4T ).

Démonstration.SoientX etY deux partitions non croisées.
SupposonsX 4P Y et montrons la relationη(X) 4T η(Y ). PosonsX = {x1, ... , xk}

et Y = {y1, ... , yk′}. NotonsIj l’ensemble des indicesi tels quexi soit inclus dansyj. La
relationX 4P Y , qui signifie que la partitionX est plus fineY , implique

I1 ∪ ... ∪ Ik′ = {1, ... , k}.
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Montrons que pour toutj appartenant à{1, ... , k′}, on a

∏

i∈Ij

cxi
4

T cyj
. (2.21)

Supposonsj = 1. Notonsp1, ... , pℓ les éléments dey1 dans l’ordre croissant. Notonsψ l’appli-
cation dey1 dans{1, ... , ℓ} envoyantpt surt. NotonsZ la partition{ψ(xi), i ∈ I1} de{1, ... , ℓ}.
Comme la partitionX est non croisée et queψ est une application croissante, la partitionZ est
non croisée. Le théorème 2.28 implique alors queη(Z) appartient àCℓ, c’est-à-dire, la rela-
tion η(Z) 4T (1, ... , ℓ). Ainsi decψ(y1) = (1, ... , ℓ), on obtient la relation

η(Z) =
∏

i∈Ij

cψ(xi) 4
T cψ(y1),

ce qui implique (2.21) pourj = 1 carψ n’est rien d’autre qu’un réétiquetage. On établit (2.21)
pour les autres valeurs dej de la même manière. Comme lescyj

sont à supports disjoints, le
lemme 2.5 assure la relation

k′∏

j=1

∏

i∈Ij

cxi
4

T

k′∏

j=1

cyj
.

On a donc obtenuη(X) 4T η(Y ).
Maintenant supposonsX 64P Y et montronsη(X) 64T η(Y ). La relationX 64P Y implique

qu’il existex dansX qui n’est inclus dans aucun élément deY . Notonsp1, ... , pk les éléments
dex. Il existe alors un entieri et deux élémentsy et y′ deY tels quepi soit inclus dansy et
quepi+1 soit inclus dansy′. Il s’ensuit que la permutation(pi, pi+1)cycy′ est un cycle. Ainsi la
permutation(pi, pi+1)η(Y ) se décompose en(card(Y ) − 1) cycles à supports disjoints. Par le
corollaire 2.7, on a

ℓT (η(Y )) = n− card(Y ) et ℓT ((pi, pi+1)η(Y )) = n− card(Y ) + 1.

Nous avons donc obtenu la relation

ℓT ((pi, pi+1)η(Y )) = ℓT (η(Y )) + 1.

D’un autre côté, le lemme 2.3 assure queη(X) admet une expression régulièret1 · ... ·tℓ oùt1 est
égale à(pi, pi+1). Comme la relationℓT (tτ) = ℓT (τ) ± 1 est satisfaite pour toute permutationτ
et toute transpositiont, on obtient

ℓT (η(X)−1η(Y )) = ℓT (tℓ · ... · t2 · (pi, pi+1) · η(Y ))

> ℓT ((pi, pi+1) · η(Y )) − ℓ+ 1

> ℓT (η(Y )) − ℓ+ 2

> ℓT (η(Y )) − ℓT (η(X)) + 2.

Ainsi on aℓT (η(X)) + ℓT (η(X)−1η(Y )) > ℓT (η(Y )) + 2, ce qui impliqueη(X) 64T η(Y ).

Comme, d’après la proposition 2.21, l’ensemble ordonné(P nc

n ,4
P ) est un treillis, le théo-

rème 2.29 implique qu’il en est de même pour(Cn,4
T ).



68 II. Monöıde de tresses dual

2.3 Simples deB+∗

n

Nous allons maintenant isoler certains éléments deB+∗
n , appelés simples deB+∗

n , à partir de
l’ensembleCn. Ceci nous permet en particulier de comprendre la combinatoire deB+∗

n à partir
de celle deCn : nous allons montrer que les simples deB+∗

n forment un treillis pour la divisibilité
isomorphe au treillis(Cn,4T ).

Commençons d’abord par définir une applicationr deCn dansB+∗
n .

Définition 2.30. On définit une applicationr deCn dansB+∗
n de la façon suivante :

– pour une transposition(p, q), on poser((p, q)) = ap,q,

– pour une permutationτ d’expression régulièret1 ... tk on pose

r(τ) = r(t1) · ... · r(tk). (2.22)

À la proposition 2.4, nous avons montré que l’expression r´egulière d’une permutation ne
dépend pas du groupeSn dans lequel elle est vue. Il s’ensuit que l’applicationr ne dépend pas
den.

Il n’est pas évident,a priori, que l’applicationr soit bien définie. En effet une permuta-
tion possède plusieurs expressions régulières. Il fautdonc s’assurer quer ne dépend pas de
l’expression régulière choisie.

Proposition 2.31.(T. Brady, [Bra01]) L’applicationr est bien d́efinie.

Démonstration.Soientc etc′ deux cycles à supports disjoints deSn tels que les partitionsη−1(c)
et η−1(c′) soient non croisées. Notonsi (resp.i′) le plus petit élément du support dec (resp.c′)
et notonsj (resp.j′) le plus grand élément du support dec′. Commec et c′ sont à supports
disjoints et que les partitionsη−1(c) et η−1(c′) sont non croisées, les intervalles[i, j] et [i′, j′]
sont disjoints. La relation 2.2 garantit alors que les lettresap,q constituant l’expression (2.22)
der(c) commutent avec celle der(c′). On a doncr(c c′) ≡+∗ r(c′ c). Ainsi pour une permuta-
tion τ de l’ensembleCn, l’élémentr(τ) deB+∗

n ne dépend pas de l’ordre de l’écriture des cycles
à supports disjoints deτ .

Montrons quer(c), où c est un cycle deCn, est bien définie. Pour simplifier les notations,
supposonsc = (1, ... , k) (si ce n’est pas le cas on utilise un réétiquetage). Soitt1 · ... · tk−1 une
expression régulière dec. Posonstℓ = (iℓ, jℓ) pour ℓ = 1, ... , k−1. Nous allons montrer par
induction surk l’équivalence suivante :

r(c) = r(t1) · ... · r(tk) ≡
+∗ a1,2 · ... · ak−1,k. (2.23)

Pourk = 2, c’est évident. Supposonsk > 3. Soit ℓ le plus grand indice vérifianttℓ = (1, p)
pour un certainp : un tel ℓ existe carc ne fixe pas1. Nous allons maintenant pousserr(tℓ)
vers la gauche dans l’expression der(c) sans créer dea1,q et décrire les changements ap-
portés à l’expression régulière. Pourℓ > 1, notons(r, s) la transpositiontℓ−1 avecr < s.
On a différents cas à traiter. Si{1, p} ∩ {r, s} est vide, alors, par le theorème 2.28, les en-
sembles{1, p} et {r, s} sont non croisés. Ainsi la relation (2.2) impliquear,sa1,p ≡+∗ a1,par,s.
Notons qu’on a(r, s)(1, p) = (1, p)(r, s). Si ar,s vauta1,p, alorst1 · ... · tk−1 ne serait pas une
expression régulière dec. Si r vaut1, alors(1, s)(1, p) est égale à(1, p, s). Par le theorème 2.28,
on doit alors avoirp < s. Ainsi la relation (2.3) impliquea1,sa1,p ≡+∗ a1,pap,s. Notons qu’on
a la relation(1, s)(1, p) = (1, p)(p, s). Si r vaut p, alors(p, s)(1, p) est égale à(1, s, p) avec
la relations > p. Ceci, par le theorème 2.28, est en contradiction avecc ∈ Cn. On ne peut
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pas avoir l’égalités = 1 car r doit être plus petit ques. Si s vaut p, alors la relation (2.3)
impliquear,pa1,p ≡

+∗ a1,rar,p. Notons qu’on a(r, p)(1, p) = (1, r)(r, p).
On réitère ce procédé jusqu’à obtenir une expression régulière dec de la forme

(1, p) · t′2 · ... · t
′
k−1,

où les transpositionst′ℓ laissent1 fixe. Commec envoie1 sur 2, on a nécessairementp = 2.
Ainsi t′2 · ... · t

′
k−1 est une expression régulière de(2, ... , k). En parallèle on a obtenu

r(c) = a1,2 r((2, ... , k)).

Par hypothèse d’induction, on obtient le résultat souhaité.

Lemme 2.32.Pour τ dansCn, on a|r(τ)| = ℓT (τ).

Démonstration.Soit t1 · ... · tk une expression régulière deτ . Alors, par définition der on a

r(τ) = r(t1) · ... · r(tk),

et donc|r(τ)| = ℓT (τ).

Proposition 2.33.Pour τ et τ ′ éléments deCn tels queττ ′ soit dansCn, on a :

ℓT (τ τ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ ′) ⇔ r(τ τ ′) = r(τ) r(τ ′).

Démonstration.La conditionℓT (τ τ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ ′) signifie qu’il existe une expression
régulière deττ ′ dont un suffixe vautτ et le préfixe associéτ ′. La relationr(τ τ ′) = r(τ) r(τ ′)
est alors une conséquence directe de la définition der.

Montrons la réciproque. La relationr(ττ ′) = r(τ) · r(τ ′) implique

|r(ττ ′))| = |r(τ)| + |r(τ ′)|,

car ≡+∗ préserve la longueur des mots. Par définition der, pour toute permutationτ ′′, on
a |r(τ ′′)| = ℓT (τ ′′). On a doncℓT (τ τ ′) = ℓT (τ) + ℓT (τ ′).

Un élémentβ deB+∗
n est ditsimples’il appartient à l’image deCn par r. L’ensemble des

simples deB+∗
n est doncr(Cn) et est notéS(B+∗

n ).
Par le théorème 2.28, les simples deB+∗

n sont en bijection avec les partitions non croisées.

Exemple 2.34.Les simples deB+∗
3 sont les images parr deε, (1, 2), (2, 3), (1, 3) et (1, 2, 3) et

sont donc1, a1,2, a2,3, a1,3 et δ3.

On noteδn le simple deB+∗
n , qui est l’image parr du cycle(1, ... , n). Comme une expression

régulière de(1, ... , n) est(1, 2) · ... · (n−1, n), on a

δn = r((1, ... , n)) = r((1, 2)) · ... · r((n− 1, n)) = a1,2 · ... · an−1,n.

Sa particularité vient du fait que la seule connaissance deδn permet de reconstruire les simples
deB+∗

n . Pour être plus précis, on doit définir les relations de divisibilité à gauche et à droite dans
le monoı̈deB+∗

n .
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Définition 2.35. Soientβ etβ ′ deux éléments deB+∗
n .

– On dit queβ diviseà gaucheβ ′ ou de manière équivalente queβ ′ est unmultiple à droite
deβ, notéβ 4 β ′, s’il existeγ dansB+∗

n avecβ ′ = βγ.
– On dit queβ ′ diviseà droiteβ ou de manière équivalente queβ ′ est unmultiple à gauche

deβ, notéβ < β ′, s’il existeγ dansB+∗
n avecγβ ′ = β.

Nous obtenons alors la caractérisation suivante des simples deB+∗
n .

Proposition 2.36.Soitβ un élément deB+∗
n . Il y a équivalence entre :

– (i) β est un simple deB+∗
n ,

– (ii) β diviseà gaucheδn,

– (iii) β diviseà droiteδn.

Afin de démonter la proposition 2.36, nous définissons une application deB+∗
n dansSn dont

la restriction aux simples est la réciproque der.

Définition 2.37. Soitπ le morphisme deB+∗
n dansSn défini parπ(ap,q) = (p, q).

Tout d’abord, vérifions que l’applicationπ est bien définie.

Proposition 2.38.Le morphismeπ est bien d́efini. De plus on aπ(r(τ)) = τ pour toutτ deCn.

Démonstration.Si les intervalles[p, q] et [r, s] sont nichés ou disjoints, les transpositionsπ(ap,q)
etπ(ar,s) commutent. Pourp < q < r, on a

(p, q)(q, r) = (q, r)(p, r) = (p, r)(p, q) = (p, q, r).

L’applicationπ est donc bien définie.
Notonst1 · ... · tℓ l’expression régulière d’une permutationτ deCn. Par construction der,

on ar(τ) = r(t1) · ... · r(tℓ). Chacun desr(ti) est un générateur de Birman–Ko–Lee. Ainsi par
définition deπ, onπ(r(ti)) = ti, puisπ(r(τ)) = t1 · ... · tℓ = τ .

Une conséquence de la proposition 2.38 est que l’application r est injective et donc définit
une bijection entreCn et les simples deB+∗

n . Par le théorème 2.28, on en déduit que les simples
deB+∗

n sont en bijection avec les partitions non croisées de{1, ... , n}.
Notons que pourτ dansCn, on aπ(r(τ)) = τ . Ce qui impliqueℓT (π(r(τ))) = ℓT (τ). De

plus par le lemme 2.32 on a|r(τ)| = ℓT (τ). On a doncℓT (π(r(τ))) = |r(τ)|. Dans le cas
général, on a le résultat suivant :

Lemme 2.39.Soientβ etβ ′ deuxéléments deB+∗
n :

– (i) on aℓT (π(β)) 6 |β|,

– (ii) on aℓT (π(ββ ′)) 6 |β| + ℓT (π(β ′)),

– (iii) on aℓT (π(ββ ′)) 6 ℓT (π(β)) + |β ′|.

– (iv) si on aℓT (π(β)) = |β| avecπ(β) dansCn, alorsβ est un simple deB+∗
n .

Démonstration.Montrons(i). Soitx1 ... xk unA+

n-mot représentantβ. La permutationπ(β) est
donc égale au produit de transpositionsπ(x1) · ... ·π(xk). Une expression régulière deπ(β) étant
constituée d’au plusk transpositions, on aℓT (π(β)) 6 |β|.

Montrons(ii) et (iii). Deπ(ββ ′) = π(β)π(β ′), on déduit

ℓT (π(ββ ′)) 6 ℓT (π(β)) + ℓT (π(β ′)).
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On conclut alors par(i).
Montrons(iv) par induction sur|β|. Pourβ = 1 on aβ = r(1). Pourβ = ap,q on a

la relationβ = r((p, q)). Ainsi tout élément deB+∗
n de longueur0 ou 1 est un simple. Sup-

posons|β| > 2. Il existe alorsβ ′ deB+∗
n et deux entiersp et q vérifiant β = β ′ · ap,q. La

relationℓT (π(β)) = |β| implique queπ(β ′)(p, q) est une expression régulière deπ(β) si π(β ′)
est exprimée par une de ses expressions régulières. On a donc ℓT (π(β ′)) = |β| − 1, puis
l’égalité ℓT (π(β ′)) = |β ′|. CommeℓT (π(β ′)(p, q)) vaut ℓT (π(β ′)) + 1, on aπ(β ′) 4T π(β).
Par hypothèse, on aπ(β) 4T (1, ... , n). Ainsi, par transitivité de4T , la permutationπ(β ′)
appartient à l’ensembleCn. L’hypothèse d’induction implique alors queβ ′ est un simple, c’est-
à-dire qu’on aβ = r(π(β)). On a donc obtenu la relationβ = r(π(β ′′)) · ap,q. Dès queπ(β ′)
est exprimée par une expression régulière, l’expression π(β ′) · (p, q) est régulière. On a donc la
relationβ = r(π(β ′) · (p, q)) et la tresseβ est simple.

Nous pouvons maintenant établir la proposition 2.36.

Démonstration de la proposition 2.36 .Notonsc le cycle(1, ... , n).
Montrons que(i) implique(ii) et que(i) implique(iii). Comme, par hypothèse,β est un

simple, il existeτ dansCn avecr(τ) = β. Par définition deCn, on aℓT (c) = ℓT (τ) + ℓT (τ−1c).
Ainsi, par la proposition 2.33, on ar(c) = r(τ) · r(τ−1c), c’est-à-dire,δn = β · r(τ−1c). D’autre
part, comme la longueur de transposition est stable par conjuguaison, on a

ℓT (c) = ℓT (τ) + ℓT (c τ−1) = ℓT (c τ−1) + ℓT (τ).

Ceci, par la proposition 2.33, impliquer(c) = r(cτ−1) · r(τ), c’est-à-dire,δn = r(cτ−1) · β.
Montrons que(iii) implique(i) et que(ii) implique(i). Soitβ ′ un élément deB+∗

n tel que
la tresseδn soit égale àβ β ′. Commeδn est un élément simple deB+∗

n , on aℓT (π(δn)) = |δn|,
ce qui implique la relationℓT (π(β β ′)) = |β β ′|. Donc, par le lemme 2.39(ii) et (iii), on a

|β| + |β ′| 6 |β| + ℓT (π(β ′)) et |β| + |β ′| 6 ℓT (π(β)) + |β ′|.

Ainsi les relations|β| 6 ℓT (π(β)) et |β ′| 6 ℓT (π(β ′)) sont vérifiées. Par le lemme 2.39(i), on
a |β| = ℓT (π(β)) et |β ′| = ℓT (π(β ′)). De la relationℓT (π(β)π(β ′)) = |β| + |β|, on obtient

ℓT (π(β)π(β ′)) = ℓT (π(β)) + ℓT (π(β ′)),

c’est-à-dire,π(β) 4T π(β)π(β ′). Le corollaire 2.12 donneπ(β ′) 4T π(β)π(β ′). Comme le
produitπ(β)π(β ′) vautc, les permutationsπ(β) etπ(β ′) sont dansCn. Le (iv) du lemme 2.39
assure alors queβ etβ ′ sont des simples deB+∗

n .

Donnons maitenant une caractérisation de l’ensemble des simples deB+∗
n muni de la relation

de divisibilité à gauche (ou à droite).

Proposition 2.40.(D. Bessis, F. Digne, J. Michel, [BDM02])Les deux ensembles ordonnés
(S(B+∗

n ),<) et (S(B+∗
n ),4) sont des treillis isomorphes̀a (P nc

n ,4
P ).

Démonstration.Soientβ et β ′ deux simples deB+∗
n . Il existe alorsτ et τ ′ de Cn tels qu’on

ait β = r(τ) et β ′ = r(τ ′). La relationβ 4 β ′ est équivalente à l’existence deβ ′′ dansB+∗
n

vérifiantβ ′ = ββ ′′. En particulierβ ′′ est un diviseur à gauche deβ ′, donc deδn, par la proposi-
tion 2.36 (carβ ′ est simple). Ainsi, encore grâce à la proposition 2.36,β ′′ est un simple deB+∗

n .
La relationβ 4 β ′ est donc équivalente à l’existence deτ ′′ dansCn vérifiantr(τ ′) = r(τ)r(τ ′′).
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En utilisant la fonctionπ on obtientπ(r(τ ′)) = π(r(τ)r(τ ′′)), puis τ ′ = ττ ′′ par la propo-
sition 2.38. La relationβ 4 β ′ est donc équivalente à l’existence deτ ′′ dansCn vérifiant la
relation r(ττ ′′) = r(τ)r(τ ′′), ce qui par la proposition 2.33 est équivalent à

ℓT (ττ ′′) = ℓT (τ) + ℓT (τ ′′),

c’est-à-dire, àτ 4T ττ ′′. Ainsi la relationβ 4 β ′ est équivalente àπ(β) 4T π(β ′). Un argument
symétrique établit l’équivalence entreβ < β ′ etπ(β ′) 4T π(β).

Exemple 2.41.Le diagramme de Hasse de(S(B+∗
3 ),<) et (S(B+∗

3 ),4) est

1

a2,3 a1,3 a1,2

δ3

Le diagramme de Hasse de(S(B+∗
4 ),<) et (S(B+∗

4 ),4) est

1

a2,3 a1,4 a2,4 a1,3 a1,2 a3,4

a1,4a2,3 a2,3a3,4 a1,2a2,4 a1,2a2,3 a1,3a3,4 a1,2a3,4

δ4

Nous pouvons maintenant montrer que deux éléments quelconques deB+∗
n admettent un

multiple commun à gauche et un multiple commun à droite.

Proposition 2.42.
– (i) Soientu et v deux simples deB+∗

n alorsu et v poss̀edent un multiple commuǹa droite et
à gauche.

– (ii) Soientu et v deuxéléments deB+∗
n alorsu et v poss̀edent un multiple commuǹa droite

et à gauche.

Démonstration.(i) Par la proposition 2.36, l’élémentδn est un multiple à droite et à gauche
commun à tous les simples.
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(ii) Soientβ et β ′ deux éléments deB+∗
n . Posonsβ = s1 · ... · sk et β ′ = s′1 · ... · s′k′

où lessi et less′i sont des simples deB+∗
n . De telles décompositions existent carβ et β ′ sont,

par construction, des produits en les élémentsai,j, qui sont des simples (on aai,j = r((i, j))).
L’élémentδmax(k,k′)

n est alors un multiple commun à droite et à gauche deβ etβ ′ par(i).

Pour montrer que le monoı̈deB+∗
n satisfait les conditions de Ore (théorème I.2.20), il nous

reste à établir qu’il est simplifiable à gauche et à droite, c’est-à-dire que la relationxβ = xβ ′

impliqueβ = β ′ et que la relationβ x = β ′ x implique aussiβ = β ′. C’est l’un des résultats de
la prochaine section.

3 Retournement surB+∗

n

Pour montrer que le monoı̈deB+∗
n est simplifiable à gauche et à droite nous utilisons la

méthode, dite duretournement, introduite par P. Dehornoy en 1992 dans [Deh92], puis gén´era-
lisée par P. Dehornoy et L. Paris en 1999 dans l’un des articles fondateurs de la théorie dite
de Garside [DP99]. Le principal avantage de cette méthode est son aspect à la fois théorique et
algorithmique. De plus, ces dernières années, le retournement a été le sujet de nombreuses publi-
cations [Deh00b, Deh03, DW06, AD09]. C’est pour ces différentes raisons que le retournement
est la base algorithmique de cette thèse.

3.1 Compĺementà gauche et̀a droite.

Dans cette section, nous introduisons deux applications deA+

n × A+

n dans(A+

n)
∗, notéesfng

etfnd , qui nous permettrons de décrire le retournement sur le monoı̈deB+∗
n . Redonnons d’abord

les définitions dans un contexte général.

Définition 3.1. SoitS un alphabet fini.
– Un compĺementsurS est une applicationf deS × S dansS∗ telle quef(x, x) soit le mot

vide pour toute lettrex deS.
– Le monöıdeà gauche associé à un compĺementf est alors le monoı̈deMg(S, f) qui admet

la présentation 〈
S | {f(x, y)x = f(y, x)y ; x, y ∈ S}

〉+
. (2.24)

– Lemonöıdeà droite assocíe à f est alors le monoı̈deMd(S, f) qui admet la présentation
〈
S | {xf(x, y) = yf(y, x) ; x, y ∈ S}

〉+
. (2.25)

Exemple 3.2.La fonctionf définie sur{a, b} par

f(a, b) = b a, f(b, a) = a b, f(a, a) = f(b, b) = ε,

est un complément sur{a, b}. Le monoı̈deMd({a, b}, f) est alors le monoı̈de de présentation
〈
a, b | a = a , aba = bab , bab = aba , b = b

〉+
.

Les relationsa = a et b = b sont inutiles et les deux autres relations sont symétriques l’une de
l’autre. On obtient alors

Md({a, b}, f) =
〈
a, b | aba = bab

〉+
,

qui est isomorphe au monoı̈de de tresses positives à 3 brinsB+

3 (voir la présentation (I.1.5)).
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Nous allons maintenant définir un complémentfng surA+

n tel que le monoı̈deB+∗
n soit iso-

morphe àMg(A
+

n, f
n
g ). Pour cela nous construisons la fonctionfng à partir de la présentation 2.13

deB+∗
n . L’idée est de poserfng (ap,q, ar,s) = u s’il existe un motv de (A+

n)
∗ tel que la rela-

tion ap,q u ≡+∗ ar,s v soit satisfaite dansB+∗
n .

Afin de simplifier la compréhension, nous définissons dans un premier temps la fonctionfng
à l’aide des diagrammes de cordes introduits à la section 1.1. Les cordes en pointillés aident à
mieux visualiser les relations entre diagrammes.

– 1. Pourap,q = aq,r, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 2. Pour[p, q] et [r, s] disjoints ou nichés, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 3. Pourp = s, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 4. Pourq = r, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 5. Pourp = r et q < s, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 6. Pourp = r et q > s, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 7. Pourp < r et q = s, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 8. Pourp > r et q = s, on pose

fng

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

Nous n’avons pas tout à fait terminé. En effet nous n’avonspas défini encore la fonctionfng
sur le couple(ap,q, ar,s) pourp < r < q < s et r < p < s < q. Contrairement aux huit cas
précédents, on ne peut pas lire la valeur defng directement sur les relations de la présentation
deB+∗

n . Pour cela, on utilise la relation suivante valable pourp < r < q < s :

ar,q ap,s ap,q ≡
+∗ ar,q ap,q aq,s ≡

+∗ ap,r ar,q aq,s ≡
+∗ ap,r aq,s ar,s ≡

+∗ aq,s ap,r ar,s,
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ce qui en termes de diagrammes donne

· · ≡+∗ · ·

≡+∗ · ·

≡+∗ · ·

≡+∗ · · .

– 9. Pourp < r < q < s, on pose

fng

(
,

)
= · .

– 10. Pourr < p < s < q, on pose

fng

(
,

)
= · .

En résumé, on obtient la définition suivante defng :

Définition 3.3. On notefng l’application deA+

n × A+

n dans(A+

n)
∗ définie par

fng (ap,q, ar,s) =






ε pourap,q = ar,s,

ar,s pour[p, q] et [r, s] disjoints ou nichés,

ar,s pourp = s,

ap,s pourq = r

ar,s pourp = r et q < s,

as,q pourp = r et q > s,

ar,s pourq = s etp < r,

ar,p pourq = s etp > r,

ar,q ap,s pourp < r < q < s,

as,q ar,p pourr < p < s < q.

(2.26)

Le complément que nous venons de définir n’est pas le seul issu des relations deB+∗
n . En

effet pour les cas9 et 10 le complément est de longueur2 et les deux lettres qui le composent
commutent.

Proposition 3.4. Les monöıdesB+∗
n etMg(A

+

n, f
n
g ) sontégaux.

Démonstration.Par construction defng , toutes les relations de la présentation deB+∗
n données

en (2.13) sont présentes dans la présentation deMg(A
+

n, f
n
g ). Réciproquement, toujours par

construction defng , toutes les relations deMg(A
+

n, f
n
d ) sont satisfaites dansB+∗

n .
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Définissons maintenant un complémentfnd surA+

n tel que les monoı̈desB+∗
n etMd(A

+

n, f
n
d )

soient isomorphes. Comme pourfng , nous utilisons d’abord les diagrammes de cordes afin
d’alléger les justifications :

– 1. Pourap,q = aq,r, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 2. Pour[p, q] et [r, s] disjoints ou nichés, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 3. Pourp = s, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 4. Pourq = r, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 5. Pourp = r et q < s, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 6. Pourp = r et q > s, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 7. Pourp < r et q = s, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

– 8. Pourp > r et q = s, on pose

fnd

(
,

)
= , car on a · ≡+∗ · .

Pourp < r < q < s, on a

ap,q aq,s ap,r ≡
+∗ aq,s ap,s ap,r ≡

+∗ aq,s ar,s ap,s ≡
+∗ ar,s ar,q ap,s,

ce qui en termes de diagrammes donne

· · ≡+∗ · ·

≡+∗ · ·

≡+∗ · · .
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Cette relation permet de terminer la définition defnd :
– 9. Pourp < r < q < s, on pose

fnd

(
,

)
= · .

– 10. Pourr < p < s < q, on pose

fnd

(
,

)
= · .

En résumé, on obtient la définition suivante defnd :

Définition 3.5. On notefnd l’application deA+

n × A+

n dans(A+

n)
∗ définie par

fnd (ap,q, ar,s) =






ε pourap,q = ar,s,

ar,s pour[p, q] et [r, s] disjoints ou nichés,

ar,q pourp = s,

ar,s pourq = r

aq,s pourp = r et q < s,

ar,s pourp = r et q > s,

ap,r pourq = s etp < r,

ar,s pourq = s etp > r,

aq,s ap,r pourp < r < q < s,

ap,s ar,q pourr < p < s < q.

(2.27)

Comme pour le complémentfnd , on démontre le résultat suivant :

Proposition 3.6. Les monöıdesB+∗
n etMd(An, f

n
d ) sont identiques.

Nous venons de démontrer que le monoı̈deB+∗
n est un monoı̈de à gauche associé à un

complément et un monoı̈de à droite associé à un complément. Ainsi le monoı̈deB+∗
n est un

monoı̈decompĺement́e.
Cette propriété nous permet alors d’effectuer des opérations liées à la divisibilité de manière

efficace dansB+∗
n à l’aide de l’algorithme de retournement, que l’on n’a pas encore défini : c’est

le but de la prochaine section. Cette propriété est aussi valable pourB+

n (voir [Deh97b]), mais
nous ne la détaillons pas dans cette thèse.

3.2 Retournementà gauche et̀a droite

À l’aide des complémentsfng etfnd définis surA+

n, nous introduisons des opérations combi-
natoires appelées respectivementretournement̀a gaucheet retournement̀a droitesurA∗

n.

Définition 3.7. Pourw, w′ desAn-mots, on dit quew estretournableà gauche enw′ en une
étape, notéwy(1)

g
w′, si l’on peut obtenirw′ depuisw en remplaçant un facteurx y−1 dew, avec

x ety desA+

n-lettres, parfng (x, y)−1 fng (y, x).

De manière symétrique, on obtient la définition suivantepour le retournement à droite :
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Définition 3.8. Pourw, w′ desAn-mots, on dit quew est retournableà droite enw′ en une
étape, notéwy(1)

d w
′, si l’on peut obtenirw′ depuisw en remplaçant un facteurx−1 y dew, avec

x ety desA+

n-lettres, parfnd (x, y) fnd (y, x)−1.

Soientw et w′ deuxAn-mots. On dit quew est retournableà gauche enw′ en k étapes
(resp. retournablèa droite enw′ en k étapes), notéwy(k)

g
w′ (resp.wy(k)

d w′), s’il existe une
suite deAn-motsw1, ... , wk+1 avecw1 = w etwk+1 = w′ vérifiantwiy(1)

g
w′
i+1 (resp.wiy

(1)

d w
′
i)

pour touti dans{1, ... , k}. La suitew1, ... , wk+1 est alors appeléesuite de retournements̀a
gauche(resp. suite de retournementsà droite). On dit quew est retournableà gauche enw′

(resp. retournablèa droite enw′) et on notewygw
′ (resp.wydw

′), s’il est retournable à gauche
(resp.à droite) enw′ enk étapes pour un certain entierk.

On définit le retournement à gauche par l’algorithme suivant :

Algorithme 1 (RetGauche).
Entr ée :Un couple(n, w) oùn est un entier etw unA+

n-mot
1. w → w′

2. Tant que w′ a un facteur de la formex y−1 faire

3. Remplacerx y−1 parfng (x, y)−1 fng (y, x)
4. Renvoyer w′

Sortie : UnAn-motw′ non retournable à gauche en un autre mot vérifiantwygw
′

Symétriquement, on définit le retournement à droite par l’algorithme suivant :

Algorithme 2 (RetDroite).
Entr ée :Un couple(n, w) oùn est un entier etw unA+

n-mot
1. w → w′

2. Tant que w′ a un facteur de la formex−1 y faire
3. Remplacerx−1 y parfnd (x, y) fnd (y, x)−1

4. Renvoyer w′

Sortie : UnAn-motw′ non retournable à droite en un autre mot vérifiantwydw
′

Un An-mot donnéw peut contenir plusieurs facteurs de la formex y−1. Ainsi le motw′

donné par l’algorithme 1 dépend,a priori, du choix d’un facteur de la formex y−1 dansw′. La
proposition suivante montre que le choix du facteur à retourner n’a en fait pas d’importance.

Proposition 3.9.(P. Dehornoy, [Deh00a])Pour w, w′ et w′′ desAn-mots v́erifiant wy(k)
g
w′,

wy(k′)
g
w′′, il existew′′′ satisfaisantw′y(k′′−k)

g
w′′′ etw′′y(k′′−k′)

g
w′′′ aveck′′ 6 k+k′. Ceci reste

vrai si on remplaceyg paryd.

Démonstration.Si k vaut 0, alors on aw = w′ et doncw′y(k′)
g
w′′ ; dans ce cas il suffit de

prendrew′′′ = w′′ et k′′ = k′. Un argument similaire traite le cask′ = 0. Supposonsk = 1
et k′ = 1. Le motw′ est alors obtenu en retournant en une étape un facteurx y−1 dew. De
mêmew′′ est obtenu en retournant en une étape un facteurx′ y′

−1 dew. Soientu, v, u′ et v′

desAn-mots vérifiantw = u x y−1 v etw′ = u′ x′ y′
−1 v′. Si les motsu etu′ sont égaux, alorsw′

etw′′ le sont aussi. On pose alorsw′′′ = w′ etk′′ = 1. Supposons|u| > |u′| (le cas|u′| > |u| est
similaire). Comme le préfixeu dew n’est pas suivi par la lettrey′−1, il existe un motu′′ vérifiant
u = u′ x′ y′

−1 u′′. On a donc
w = u′ x′ y′

−1
u′′ x y−1 v.

On note alorsw′′′ le mot obtenu à partir dew en retournantx y−1 etx′ y′−1. Comme les facteurs
x y−1 et x′ y′−1 sont disjoints dansw, l’ordre de retournement n’a pas d’importance. Ainsi les
motsw′ etw′′ sont retournables en une étape enw′′′ ; dans ce cask vaut2.
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Terminons la démonstration par induction surk+k′. Supposonsk+k′>2 aveck>2 ouk′>2
(les autres valeurs dek ont déjà été traitées). Sans perte de généralité onpeut supposerk>2, un
argument symétrique traitant le cask′>2. Il existe alors un motu vérifiant la relationwy(k−1)

g
u

et uy(1)
g
w′. Par induction, comme on awy(k−1)

g
u etwy(k)

g
w′, il existe un motv et un entierℓ

vérifiantuy(ℓ−k+1)
g

v etw′′y(ℓ−k′)
g

v avecℓ 6 k + k′ − 1. En utilisant la majoration surℓ et la
relationk > 2 on obtient(ℓ − k + 1) + 1 < k + k′. Par induction, il existe unAn-motw′′′ et
un entierℓ′ vérifiantw′y(ℓ′−1)

g
w′′′ et vy(ℓ′−ℓ+k−1)

g
w′′′ avecℓ′ 6 (ℓ − k + 2), doncℓ′ 6 k′ + 1.

Ainsi w′ se retourne à gauche en au plusk′ étapes enw′′′ et w′′ se retourne à gauche en au
plusk étapes enw′′′, ce qui termine la démonstration pouryg. Le casyd se traite de la même
manière.

La proposition 3.9 assure que si l’algorithme 1 appliqué àun motw se termine, alors le mot
retourné ne dépend pas de la suite de retournements choisie. Par contre, à ce stade on ne sait
pas encore si l’algorithme se termine. De même pour l’algorithme 2.

Corollaire 3.10. Pourw etw′ deuxAn-mots, v́erifiantwygw
′ et tels quew′ ne contienne pas

de facteur de la formex y−1, il existe un uniquek tel qu’on aitwy(k)
g
w′. Le résultat reste vrai,

si on remplaceyd paryg.

Démonstration.Soientk etk′ deux entiers vérifiantwy(k)
g
w′ etwy(k′)

g
w′. Par la proposition 3.9

il existe un motw′′ et un entierk′′ vérifiantw′y(k′′−k)
g

w′′ etw′y(k′′−k′)
g

w′′. Commew′ n’est plus
retournable, on ak′′−k = 0, k′′−k′ = 0 etw′′ = w′. Ceci impliquek = k′ = k′′. Un argument
similaire traite le cas deyd.

Il est peu commode de décrire le retournement à gauche ou àdroite à partir de suite de
retrournements. Nous introduisons une méthode plus adaptée à cette fin : lediagramme de
retournements. Supposons quew1, ... , wk+1 soit une suite de retournements à gauche (resp.à
droite), c’est-à-dire, une suite deAn-mots vérifiantwiy(1)

g
wi+1 (resp.wiy

(1)

d wi+1) pour touti.
À cette suite nous associons un graphe orienté, construit par induction surk. On se donne un
point de départ. Au motw0 nous associons une suite d’arêtes étiquetées comme suit. On lit
le motw0 de la gauche vers la droite. Si la lettre lue estx (resp.x−1) on accroche au point de
départ ou à l’extrémité libre de l’arête précédenteune arête horizontale étiquetéex orientée vers
la droite (resp.une arête verticale étiquetéex orientée vers le bas).

Dans le cas du retournement à gauche, le motwi+1 est obtenu à partir dewi en remplaçant
un facteurx y−1 parfng (x, y)−1 fng (y, x). On complète alors le chemin associé au motx y−1 par
un chemin d’arêtes verticales orientées vers le bas étiquetéfng (x, y) puis par un chemin d’arêtes
horizontales orientées vers la droite étiquetéfng (y, x) :

x

y
se complète en

x

yfn
g (x, y)

fn
g (y, x)

Dans le cas du retournement à droite, le motwi+1 est obtenu à partir dewi en remplaçant un
facteurx−1 y parfnd (x, y) fnd (y, x)−1. On complète alors le chemin associé au motx−1 y par un
chemin d’arêtes horizontales orientées vers la droite étiquetéfnd (x, y) puis un chemin d’arêtes
verticales orientées vers le bas étiquetéfnd (y, x) :
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x

y

se complète en
x

y

fn
d (y, x)

fn
d (x, y)

Dans les deux cas, si on obtientwi+1 à partir dew en remplaçant un facteurxx−1 (ou
bienx−1 x dans le cas du retournement à gauche), on crée des arêtes verticales et horizontales
étiquetéesε. Ces arêtes sont alors traitées de la même manière que les autres, voir figure 2.8.

a3,4 a1,2 ε a2,3

ε ε ε a1,2 a1,3

a3,4 a1,2 a1,2 a2,3

a2,3

a1,4

a1,3

a2,4

a1,2

a1,3

a1,2 a2,3

a1,3 a2,3 ε

a2,4 a1,2 ε

a1,2 a1,4 a2,4 a2,4

a2,4 a1,2 ε

FIG. 2.8 :Retournement à gauche et à droite du An-mot w = a−1
1,2 a2,4 a−1

1,3 a1,2 a2,3 a−1
1,3. On obtient

wy
g
a−1
1,2 a−1

1,4 a−1
2,3 a3,4 a1,2 a2,3 et wy

d
a2,4 a1,2 a−1

2,4 a−1
1,3.

Supposons qu’un motw se retourne à gauche enw′. Que peut-on alors dire sur le retourne-
ment à gauche dew−1 ? Le résultat qui suit nous assure que les retournements dew etw−1 sont
liés :

Proposition 3.11. Pour desAn-motsw et w′, la relation wygw
′ impliquew−1ygw

′−1. Le
résultat reste vrai en remplaçantyg paryd.

Démonstration.Supposonswygw
′. Alors, par définition deyg, il existe une suite

(w1, ... , wk+1)

vérifiantw1 = w, wk+1 = w′ etwiy(1)
g
wi+1 pour touti. Montrons que la suite(w−1

1 , ... , w
−1
k+1)

témoigne dew−1ygw
′−1. Clairement, les égalitésw−1

1 = w−1 et w−1
k+1 = w′−1 sont vérifiées.

Soit i dans{1, ... , k}. Dewiy(1)
g
wi+1, on déduit l’existence de deux lettresx et y et de deux

motsu et v vérifiantwi = u x y−1 v et wi+1 = u fnd (x, y)−1 fnd (y, x) v. Comme le motw−1
i

est égal àv−1 y−1 xu−1, il se retourne env−1 fnd (y, x)−1 fnd (x, y) u−1. Le dernier mot étant égal
àw−1

i+1, on a bienw−1
i y

(1)
g
w−1
i+1. La suite(w−1

1 , ... , w
−1
k+1) est donc une suite de retournements à

gauche. Ceci termine le cas deyg. Pouryd, on utilise un argument similaire.
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À la section 3.3, nous allons montrer que les algorithmes 1 et2 terminent quel que soit le
mot d’entréew. Terminons cette sous-section en insistant sur le fait que ceci n’aa priori rien
d’évident. Introduisons d’abord des notations. Pour toutalphabetS, on peut définir le retourne-
ment à gauche (ou à droite) sur l’alphabetS si on l’a au préalable muni d’un complément.
L’exemple suivant montre qu’il n’est pas immédiat que le retournement défini sur un alphabet
quelconque se termine :

Exemple 3.12.PosonsS = {a, b} et définissons le complémentf par

f(a, a) = f(b, b) = ε, f(a, b) = a b et f(b, a) = a.

Alors le retournement à droite associé au complémentf ne se termine pas forcément. En effet
le motb−1 a b se retourne à droite ena b−1 a b a−1 qui admetb−1 a b comme facteur. Ainsi on peut
retourner à droite successivement les mots obtenus indéfiniment :

a b

b

a a

a b

b

a

3.3 Retournement et́equivalence

Dans cette section, nous décrivons les liens existant entre les retournements (à gauche ou
à droite) et la relation d’équivalence≡+∗ sur lesA+

n-mots. C’est une première étape vers la
description de méthode permettant d’effectuer des calculs dans le monoı̈deB+∗

n : pgcd, ppcm,
etc.

On définit les opérations suivantes sur lesA+

n-mots :

Définition 3.13. Soitw unA+

n-mot, on note

– u/v l’unique motv′ vérifiantu v−1ygu
′−1v′, si un tel mot existe,

– u\v l’unique motu′ vérifiantu−1 vydu
′v′

−1, si un tel mot existe.

Par la proposition 3.11, la relationu v−1ygu
′−1v′ impliquev u−1ygv

′−1u′. Avec les notations
de la définition 3.13, on a alorsv′ = u/v et u′ = v/u. Ainsi le motu/v existe si et seulement
si v/u existe, et dans ce cas, on au v−1yg(v/u)

−1(u/v). De même, le motu\v existe si et
seulement siv\u existe, et dans ce cas, on au−1 vyd(u\v)(v\u)

−1. Ceci est illustré, en termes
de diagrammes, à la figure 2.9
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u/v

v/u v

u

v

u v\u

u\v

FIG. 2.9 : Interprétation des mots u/v, v/u, u/v et v/u à l’aide de diagramme de retournement à gauche
et à droite.

Proposition 3.14.(P. Dehornoy, [Deh00a])Soientu, v desA+

n-mots

– (i) Supposons queu/v existe, alors on a(u/v) v ≡+∗ (v/u) u.

– (ii) Supposons queu\v existe, alors on au (u\v) ≡+∗ v (v\u).

Démonstration.Montrons le point(i). Soientu et v deux mots tels queu/v existe. Il existe
alors un entierk et un motu′ tels qu’on aitu v−1y(k)

g
(v/u)−1(u/v). On utilise une induction

surk. Si k est nul alors on a soitu = ε, soitv = ε. Supposonsu = ε. On a alorsu v−1ygv
−1ε.

Ceci impliqueu/v = ε et v/u = v et donc(u/v) v ≡+∗ (v/u) u. Le casv = ε se traite de la
même manière.

Supposons maintenantk > 1. Alorsu etv sont non vides. Posonsu = u′ x etv = v′ y, oùx
ety sont desA+

n-lettres. Le motuv−1 est alors égal àu′xy−1v′
−1, qui est retournable à gauche en

le motuv−1y(1)
g
u′fng (x, y)−1fng (y, x)v′

−1. Par la proposition 3.4, la relation

fng (x, y)x ≡+∗ fng (y, x)y

est satisfaite. Par ailleurs, il existe un entierk′ et deux motsu′′ etw vérifiant

u′fng (y, x)−1y(k′)

g
u′′

−1
w.

Par le corollaire 3.10, on a1 + k′ 6 k, ce qui donnek′ < k. L’hypothèse d’induction garantit
alorsu′′ u′ ≡+∗ w fng (x, y). Symétriquement, il existe un entierk′′ et deux motsv′′ etw′ vérifiant

fng (y, x)v′
−1
y(k′′)

g
w′−1

v′′.

Encore par hypothèse d’induction, on aw′ fng (y, x) ≡+∗ v′′ v′. A ce stade, on a montré :

uv−1y(1)

g
u′fng (x, y)−1fng (y, x)v′

−1
y(k′+k′′)

g
u′′

−1
ww′−1

v′′,

fng (x, y)x ≡+∗ fng (y, x)y, u′′ u′ ≡+∗ w fng (x, y), w′ fng (y, x) ≡+∗ v′′ v′.

D’autre part, il existe deux motsu′′′, v′′′ et un entierℓ vérifiantww′−1y(ℓ)
g
u′′′

−1v′′′. Le corol-
laire 3.10 implique l’égalité1 + k′ + k′′ + ℓ = k. En particulier, on aℓ < k. L’hypothèse
d’induction donne alors la relationu′′′w ≡+∗ v′′′w′. On a résumé dans le diagramme qui suit les
différentes étapes.
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v′′′ v′′

u′′′ w′ v′

w fn
g (y, x)

u′′ fn
g (x, y) y

u′ x

Comme on auv−1ygu
′′−1u′′′

−1v′′′v′′, il nous reste à établir la relation

u′′′u′′u ≡+∗ v′′′v′′v,

c’est-à-dire,u′′′u′′u′x ≡+∗ v′′′v′′v′y. En utilisant les différentes équivalences établies, on a

u′′′u′′u′x ≡+∗ u′′′wfng (x, y)x ≡+∗ u′′′wfng (y, x)y ≡+∗ v′′′w′fng (y, x)y ≡ v′′′v′′v′y.

Le cas deyd se traite de la même manière.

Une conséquence directe de la proposition 3.14 est que si larelationuv−1ygε est satisfaite
alorsu et v sont équivalents. De mêmeu−1vydε implique u ≡+∗ v. La réciproque est-elle
vraie ? Pour pouvoir répondre à cette question nous introduisons deux conditions :

Définition 3.15. Soit (u, v, w) un triplet deAn-mots.
– On dit que(u, v, w) satisfait lacondition du cubèa gauchesi on a

((u/v)/(u/w))/((v/u)/(v/w)) = ε.

– On dit que(u, v, w) satisfait lacondition du cubèa droitesi on a

((u\v)\(u\w))\((v\u)\(v\w)) = ε.

Le résultat qui suit assure que la relationu ≡+∗ v impliqueuv−1ygε si et seulement si la
condition du cube à gauche est satisfaite pour tout tripletdeA+

n-mots. Nous n’en donnons pas
de démonstration et renvoyons le lecteur a [DP99].

Proposition 3.16.(P. Dehornoy, L. Paris, [DP99])Il y a équivalence entre :
– (i) u ≡+∗ v impliqueuv−1ygε,

– (ii) ≡+∗ est compatible avec/, c’est-̀a-dire,u′ ≡+∗ u etv′ ≡+∗ v impliqueu/v ≡+∗ u′/v′.

– (iii) tout triplet deAn-mots satisfait la condition du cubèa gauche.

Bien sûr, il existe une version symétrique des équivalences de la proposition 3.16 dans le
contexte du retournement à droite.

Pour pouvoir appliquer la proposition 3.16, il faut être capable d’établir la condition du cube
à droite ou à gauche pour tout triplet deA+

n-mots, ce qui nécessitea priori une infinité de tests.
Heureusement, le résultat suivant est prouvé dans [DP99]et réduit les tests à un nombre fini.
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Proposition 3.17. Il y a équivalence entre :
– (i) La condition du cubèa gauche (resp.à droite) est satisfaite pour tout triplet deA+

n-mots.

– (ii) La condition du cubèa gauche (resp.à droite) est satisfaite pour tout triplet deA+

n-
lettres.

Nous ne donnons pas la démonstration de ce résultat qui estassez technique. On peut cepen-
dant signaler qu’il repose sur le fait que les relations du monoı̈de de tresses dual préservent la
longueur des mots.

Proposition 3.18. Soit(x, y, z) un triplet deAn-lettres, alors(x, y, z) satisfait la condition du
cubeà gauche et̀a droite.

On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [BKL98] pour la version du monoı̈de
de tresse dual donnée dans le même article, qui, rappelons-le, est légèrement différente de la
notre.

Une conséquence de la proposition 3.16 est que le monoı̈deB+∗
n est simplifiable :

Proposition 3.19.Le monöıdeB+∗
n est simplifiablèa droite età gauche.

Démonstration.Soientβ, β ′ etγ des éléments deB+∗
n vérifiantβγ = β ′γ. Soientu, u′ et v des

représentants respectifs deβ, β ′ etγ. Par construction, on auv ≡+∗ u′v. La proposition 3.16 im-
plique alors la relation(uv)(u′v)−1ygε. Comme(uv)(u′v)−1ygε impliqueuu′−1ygε, la propo-
sition 3.14 assureu ≡+∗ u′. On en déduit queB+∗

n est simplifiable à droite.
Un argument symétrique montre que le monoı̈deB+∗

n est simplifiable à gauche.

Ainsi grâce au théorème I.2.20 de Ore et aux propositions2.42 et 3.19, on obtient :

Corollaire 3.20. Le monöıdeB+∗
n admetBn comme groupe de fractions.

En particulierB+∗
n se plonge dansBn et les relations≡ et≡+∗ coı̈ncident surB+∗

n . On peut
donc utiliser le symbole≡ à la place du symbole≡+∗.

Nous savons maintenant que le retournement permet de détecter les équivalences deA+

n-
mots. Cependant, nous ne savons toujours pas s’il se termineen général. La proposition suivante
nous donne un critère afin de montrer que les algorithmes 1 et2 se terminent.

Proposition 3.21.(P. Dehornoy, L. Paris, [DP99])
– (i) Supposons qu’il existe un ensembleX deA+

n-mots contenant lesA+

n-lettres (vues comme
mots de longueur 1) tel queu/v existe et appartiennèa X pour toutu, v deX. Alorsu/v
existe pour tousA+

n-motsu et v.
– (ii) Supposons de plus qu’il existe deux entiersL et N tels que tout mot deX ait une

longueur inf́erieure ouégale à L, et que le nombre d’étapes de retournementà gauche
nécessaire pour retourneruv−1 avecu et v dansX soit inf́erieur à N . Alors le retourne-
mentà gauche d’unAn-motw avecp lettres positives etq lettres ńegatives se termine en au
plusN · pq étapes et renvoie un mot de longueur au plusL · (p+ q).

– (iii) Les points(i) et(ii) restent valables si l’on remplace« / » par « \ » et« retournement
à gauche» par « retournement̀a droite».

Démonstration.Soitw unAn-mot de longueurℓ. Comme lesA+

n-lettres appartiennent àX, on
peut exprimerw comme un produitue11 ... ueℓ

ℓ avecui dansX et ei = ±1 pour touti. Soit q le
nombre dei vérifiantei = −1. Un simple argument inductif (illustré sur la figure ci-dessous)
montre quew est retournable à gauche env−1

1 ... v−1
q vq+1 ... vℓ où lesvi sont des éléments deX.
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u1

v1 u2

u3 u4

...
...

uℓ−1

vq uℓ

vq+1
. . . vℓ−1 vℓ

Si l’on posep = ℓ−q, on constate que le retournement dew nécessite au pluspq retournements
à gauche de mots de la formexy−1 avecx, y dansX. Ceci donne le résultat sur le nombre
d’étapes de retournement. Le mot retourné est composé de|w| mots deX, sa longueur est donc
bornée par(p+ q) · L.

Un argument symétrique établit le cas du retournement à droite.

Nous allons maintenant montrer que l’ensemble des mots représentant les simples deB+∗
n

est stable par/ et\. Pour cela nous rappelons d’abord ce qu’est un ppcm à droiteet un ppcm à
gauche.

Définition 3.22. Soientβ etβ ′ deux éléments deB+∗
n .

– Leppcmà droitedeβ etβ ′ est le plus petit multiple à droite commun àβ etβ ′ pour4.
– Leppcmà gauchedeβ etβ ′ est le plus petit multiple à gauche commun àβ etβ ′ pour<.

Notation 3.23. Pourw′ unAn-mot (resp.unB+

n-mot), on notew la tresse deBn représentée
parw.

Le résultat suivant permet d’obtenir le ppcm de deux éléments dès lors qu’on leur connaı̂t
un multiple commun.

Proposition 3.24.(P. Dehornoy, L. Paris, [DP99])Soientu et v deuxA+

n-mots tels que les
tressesu etv ont un multiplèa droite (resp.à gauche) commun. Alors le retournementà gauche
(resp.à droite) deuv−1 (resp.u−1v) se termine. De plus les mots(v/u)u et(u/v)v (resp.u(u\v)
et v(v\u)) représentent le ppcm̀a gauche (resp.à droite) deu et v.

Démonstration.La proposition 3.16 implique que les mots(v/u)u et (u/v)v sont équivalents
et donc qu’ils représentent un multiple à gauche deu et v, que l’on notem.

Supposons quem′ soit un autre multiple à gauche deu et v. Il existe alors desA+

n-motsu′

et v′ vérifiantu′ u = m′ et v′ v = m′. En particulier, on au′u ≡ v′v. La proposition 3.16 assure
alors que le retournement à gauche deu′u(v′v)−1 se termine par le mot videε. Afin de montrer
quem′ est un multiple à gauche dem, nous détaillons le retournement à gauche deu′u(v′v)−1.
Notonsu′′, v′′, w, w′, w′′, w′′′ les mots satisfaisant :

u′u(v′v)−1 = u′uv−1v′
−1
ygu

′(v/u)
−1(u/v)v′

−1
ygu

′′−1
ww′−1

v′′ygu
′′−1
w′′−1

w′′′v′′.

Comme le retournement à gauche deu′u(v′v)−1 se termine par le mot vide, les motsu′′, v′′, w′′

etw′′′ sont vides. En particulier on aww′−1ygε, ce qui par la proposition 3.14 implique quew
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est équivalent àw′. Les motsu′(v/u)−1 et v′(v/u)−1 se retournent donc à gauche en le même
motw. Par la proposition 3.14, on obtient les relationsu′ ≡ w(v/u) etv′ ≡ w(v/u). On obtient
alors la relationm′ = w ·m, et donc quem est le ppcm à gauche deu et v

Proposition 3.25.L’ensemble des mots représentant les simples deB+∗
n est stable par\ et/.

Démonstration.Soientu et v deux mots représentant des simples deB+∗
n . Par la proposi-

tion 2.36, les tressesu et v sont des diviseurs à droite deδn. La tresseδn est donc un mul-
tiple commun à gauche deu et v. La proposition 3.24 implique alors que(v/u)u et (u/v)v
représentent le ppcm à gauche deu et v. Ainsi (v/u) · u et (u/v) · v sont des diviseurs à droite
de δn. La proposition 2.36 assure donc quev/u et u/v sont des mots représentant les simples
du monoı̈de de tresse dualB+∗

n .
Le cas de\ se démontre par un argument symétrique.

Les propositions 3.21 et 3.25 nous assurent que les algorithmes 1 et 2 se terminent. Plus
précisément, on obtient :

Corollaire 3.26. Appliqúes à un mot avecp lettres ńegatives etq lettres positives, les algo-
rithmes 1 et 2 se terminent en tempsO(pq) et renvoient un mot de longueurO(p+ q).

En particulier, les algorithmes 1 et 2 appliqués à un mot delongueurℓ se terminent en
tempsO(ℓ2) et renvoient un mot de longueurO(ℓ).

Une conséquence de la proposition 3.24 et de l’arrêt des algorithmes de retournement est
que ceux-ci permettent de décider ci deux tresses deB+∗

n se divisent ou pas :

Corollaire 3.27. Pour u et v desA+

n-mots , la tressev (resp.u) est un diviseur̀a droite deu
(resp.à gauche dev) si et seulement siv/u (resp.v\u) est le mot vide.

Démonstration.Quev soit un diviseur à droite deu est équivalent à ce que le ppcm à gauche
dev etu soit la tresseu. Par la proposition 3.24, le ppcm à gauche deu et v est représenté par
le mot(v/u)u. Ainsi, que le ppcm à gauche dev etu soitu est équivalent à ce que le motv/u
soit vide. De même pour la division à gauche.
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Nous avons vu que toute tresse deBn est représentée par une infinité de mots. Une forme
normale est une méthode permettant d’isoler un mot particulier parmi l’infinité représentant une
tresse donnée. Une telle forme permet donc en particulier de résoudre le problème du mot : pour
savoir si deux motsw etw′ représentent la même tresse, on calcule la forme normale dew, celle
dew′, et on vérifie s’il y a égalité ou pas.

La première forme normale efficace d’un point de vue algorithmique surBn est celle intro-
duite en 1969 par F.A. Garside dans [Gar69]. Cette forme est d’abord définie sur le monoı̈de
de tresses positivesB+

n puis étendue au groupeBn tout entier en utilisant le fait queBn est le
groupe de fractions deB+

n. On peut généraliser la forme normale de Garside à une plus vaste
famille de monoı̈des que le monoı̈de des tresses positives,qu’on appelle monoı̈des de Garside.
Ceci est le cas en particulier du monoı̈de de tresses dualB+∗

n .
P. Dehornoy a donné en 2008 dans [Deh08] une autre forme normale ditealternantesur

les monoı̈des ditslocalement Garside, qui sont un affaiblissement des monoı̈des de Garside. Il
montre en particulier, grâce aux travaux de S. Burckel, quela forme normale alternante deB+

n

possède un lien fort avec l’ordre des tresses<. Comme pour la forme normale de Garside, on
peut définir la forme normale alternante sur le groupe de tressesBn tout entier en utilisant le fait
queBn est le groupe de fractions deB+

n. Il est à noter qu’il existe des formes normales pouvant
être directement définies sur le groupe de tressesBn. C’est le cas en particulier de la forme
normale introduite en 2007 par X. Bressaud dans [Bre08] et étudiée ensuite par J. Chamboredon
dans [Cha07].

Le but de ce chapitre est, premièrement, de décrire les formes normales que l’on vient d’in-
troduire, deuxièmement, de généraliser la forme normale alternante aux monoı̈des de tresses
duauxB+∗

n .

1 Structure de Garside

Nous avons déjà mentionné que le monoı̈de de tresses positives et le monoı̈de de tresses
dual possédaient une structure de Garside. Nous n’avons cependant pas encore donné une vraie
définition de ce qu’est un monoı̈de de Garside.

1.1 Monöıde de Garside

La définition de monoı̈de de Garside donnée ici repose sur la définition de monoı̈de locale-
ment Garside. On introduit ces monoı̈des car ce sont ceux susceptibles de pouvoir être équipés
d’uneforme normale alternanteau sens de [Deh08].

Si M est un monoı̈de, etx, y des éléments deM , on dira quey est undiviseur à droite
dex, ou, de manière équivalente, quex est unmultiple à gauchedey, et on notex < y, si la
relationx = zy est vérifiée pour un certain élémentz deM . L’ensemble de tous les diviseurs
à droite dex est notéDiv

d
(x). De même, on définitdiviseurà gauche, multiple à droite, 4 et

l’ensembleDiv
g
(x).
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Définition 1.1. On dit qu’un monoı̈deM estlocalement Garsidèa droitesi :
– (Cd

1 ) Le monoı̈deM est simplifiable à droite, c’est-à-dire,xz = yz impliquex = y ;
– (Cd

2 ) Deux éléments deM admettant un multiple commun à droite admettent un ppcm
à droite ;

– (Cd
3 ) Pour tout élémentx deM , il n’existe pas de suite infinie strictement croissante dans

l’ensemble(Div
d
(x),<).

De même, le monoı̈deM est dit localement Garsidèa gauches’il vérifie (Cg
1 ), (Cg

2 ) et (Cg
3 )

où (Cg
i ) est une adaptation au cas gauche de la propriété(Cd

i ).

Si M est un monoı̈de localement Garside à droite, etx, y deux éléments deM vérifiant la
relationx < y, alors l’élémentz satisfaisantx = zy est unique par simplification à droite. De
même pour un monoı̈de localement Garside à gauche et4.

Proposition 1.2. Pour tout monöıdeM localement Garsidèa droite, la divisionà droite est un
ordre non strict surM .

Démonstration.Comme, pour toutx élément deM , on ax = 1 x, la relation< est réflexive.
Pour des élémentsx, y et z vérifiant x < y et y < z, il existez′ et z′′ satisfaisantx = z′y
et y = z′′z. En remplaçanty dans la décomposition dex parz′′z, on obtientx = z′z′′z. Ceci
montre la relationx < z et donc la transitivité de<. Pour montrer la réflexivité et la transitivité
de<, nous n’avons utilisé que l’aspect monoı̈dal deM . L’antisymétrie de< est montrée à
partir des propriétés(Cd

1 ) et (Cd
3 ) du monoı̈de localement Garside à droiteM . Soientx et y

deux éléments vérifiantx < y et y < x. Il existe z et z′ vérifiant x = zy et y = z′x. La
relationx = zz′x implique 1 = zz′ par (Cd

1 ). L’élémentz est donc trivial : en effet si on
supposezz′ = 1 avecz 6= 1 et doncz′ 6= 1, la suitez, 1, z, 1, ... contredirait(Cd

3 ). Ainsi les
élémentsx ety sont égaux.

Définition 1.3. Un monoı̈deM est ditlocalement Garsides’il est localement Garside à droite
et à gauche.

Proposition 1.4. Le monöıde de tresses dualB+∗
n est localement Garside.

Démonstration.Les conditions(Cd
1 ) et (Cg

1 ) ont été prouvées à la proposition II.3.19, tandis
que (Cd

2 ) et (Cg
2 ) ont été prouvées à la proposition II.3.24. Il nous restedonc à établir(Cd

3 )
et (Cg

3 ). Soit β un élément deB+∗
n . Par définition de<, on aβ < β ′ si et seulement si il

existeγ dansB+∗
n vérifiantγβ ′ = β. En particulier, on a|γβ ′| = β et donc|β ′| 6 |β|. Comme

le nombre deA+

n-mots de longueurℓ est au plus
(
n(n−1)

2

)ℓ
, il n’existe qu’un nombre fini de

diviseurs à droite deβ et donc qu’il n’existe pas de suite infinie strictement croissante dans
l’ensemble(Div

d
(β),<). On utilise un argument symétrique pour(Div

g
(β),4).

Définition 1.5. On dit que∆ appartenant àM est unélément de GarsidepourM si les diviseurs
à gauche et à droite de∆ coı̈ncident, s’ils sont en nombre fini et s’ils engendrentM .

Exemple 1.6.La tresseδn est un élément de Garside deB+∗
n . En effet, on a montré à la propo-

sition II.2.36 que ses diviseurs à gauche et à droite sont les simples deB+∗
n . Ces derniers sont

en bijection avec les partitions non croisées de{1, ... , n} et sont donc en nombre fini. De plus
la tresseap,q est simple car elle est l’image parr de(p, q).

Définition 1.7. On dit qu’un monoı̈deM est unmonöıde de GarsidesiM est localement Gar-
side et contient un élément de Garside.
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Une conséquence de la proposition 1.4 et de l’exemple 1.6 est que le monoı̈de de tresses
dualB+∗

n est un monoı̈de de Garside. Comme le suggère la terminologie, il en est de même pour
le monoı̈de de tresses positivesB+

n étudié par F.A. Garside.
Nous allons maintenant détailler un peu ce point. Commençons d’abord par définir la tresse

fondamentale∆n deB+

n, en posant

∆2 = σ1 et ∆n = δn∆n−1. (3.1)

Par exemple, on a∆3 = σ1σ2 σ1, ∆4 = σ1σ2σ3 σ1σ2σ1, etc. Le résultat suivant est démontré
dans [Gar69] :

Proposition 1.8. La tresse∆n est unélément de Garside deB+

n.

Comme les relations de la présentation (I.1.5) préservent la longueur, les diviseurs à droite
et à gauche d’un élément deB+

n sont en nombre fini. Les conditions(Cd
3 ) et (Cg

3 ) sont donc
vérifiées pourB+

n. Les diviseurs de∆n sont appelés simples deB+

n.
Il n’est pas plus difficile que pour le monoı̈deB+∗

n de définir un retournement à gauche et
à droite surB+

n détectant les équivalences et se terminant quel que soit le mot d’entrée. En
particulier on montre que toutes tressesβ etβ ′ deB+

n possédant un multiple commun à gauche
et à droite admettent un ppcm à gauche et un ppcm à droite.

1.2 Forme normale de Garside

Dans cette section nous allons décrire la forme normale dite de Garside dans le contexte des
monoı̈des de Garside.

Lemme 1.9. SoitM un monöıde de Garside d’́elément de Garside∆. Alors pour toutx deM
il existe un unique diviseur̀a droite maximalx1 appartenant̀a Div

d
(∆).

Démonstration.PosonsX = Div
d
(x) ∩ Div

d
(∆). L’ensembleX n’est pas vide car il contient

l’élément neutre1. Soienty et y′ deux éléments deX. Alors y et y′ sont des diviseurs à droite
de∆, c’est-à-dire que∆ est un multiple à gauche dey et y′. La condition(Cg

2 ) implique donc
quey ety′ ont un multiple commun à gauche, que l’on notez. Des relationsx < y etx < y′ on
déduit quez est un diviseur à droite dex et donc un élément deX. On a ainsi montré que deux
éléments deX ont un ppcm dans l’ensembleX. Les diviseurs à droite de∆ étant en nombre
fini (définition 1.5),X est fini. On définit alorsx1 comme le ppcm des éléments deX.

Exemple 1.10.Considérons le monoı̈deB+∗
3 et la tresseβ = a2,3a1,2a2,3a1,2. Nous rappelons

que les diviseurs deδ3 sont{1, a1,2, a2,3, a1,3, a1,2 a2,3} et que les relations dansB+∗
3 sont en-

gendrées para1,2a2,3 = a2,3a1,3 = a1,3a1,2. L’ensemble{1, a1,2} est évidement inclus dans
l’ensembleDiv

d
(β) ∩Div

d
(δ3). Grâce aux relationsa1,2a2,3 = a2,3a1,3 eta1,3a1,2 = a2,3a1,3, on

obtient
β = a2,3a1,2a2,3a1,2 = a2,3a2,3a1,3a1,2 = a2,3a2,3a1,2a2,3.

La tressea1,3 est donc un élément deDiv
d
(β)∩Div

d
(δ3). Ainsi le ppcm à gauche dea1,2 eta1,3

est un élément deDiv
d
(β)∩Div

d
(δ3), c’est-à-dire, queδ3 est un diviseur à droite deβ. En effet,

on vérifie la relationβ = a2,3a2,3 · a1,2a2,3. Commeδ3 est le plus grand élément deDiv
d
(δ3), on

aβ1 = δ3.

Regardons maintenant la même tresseβ mais vue dans le monoı̈deB+

3 .
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Exemple 1.11.Considérons le monoı̈deB+

3 et la tresseβ = σ1σ2σ1σ2. Nous rappelons que
les diviseurs de∆3 = σ1σ2σ1 sont{1, σ1, σ2, σ1σ2, σ2σ1,∆3} et que les relations dansB+

3 sont
engendrées par la relationσ1σ2σ1 = σ2σ1σ2. Dans ce cas il est immédiat que∆3 est un diviseur
à droite deβ.

En itération la construction du lemme 1.9, on obtient :

Proposition 1.12.SoitM un monöıde de Garside associéà l’ élément de Garside∆. Alors pour
toutx élément deM , il existe une unique d́ecompositionx = xb · ... · x1 avecxb 6= 1 et òu xk
est le plus grand diviseur̀a droite dexb · ... · xk appartenant̀a Div

d
(∆) pour toutk.

Démonstration.Soit x un élément deM . Notonsx1 le plus grand élément de l’intersection
deDiv

d
(x) etDiv

d
(∆). Il existe alorsx′1 dansM vérifiantx = x′1 ·x1. Par induction, pourk > 2

on définitxk comme le plus grand élément deDiv
d
(xk−1) ∩ Div

d
(∆) et on notex′k l’élément

deM satisfaisantx′k−1 = x′k · xk. Par construction la suite

x1, x2 x1, x3 x2 x1, ...

de diviseurs à droite dex est non croissante. La condition(Cd
3 ) assure alors qu’il existeb tel

que le termex′b soit trivial. On a doncx = xb · ... · x1.
Montrons l’unicité. Soityc · ... · y1 une autre telle décomposition dex. Par construction,

les élémentsx1 et y1 sont des maximums deDiv
d
(x) ∩ Div

d
(∆). Le lemme 1.9 implique donc

l’égalité entrex1 ety1. On continue de proche en proche pour obtenirxk = yk pour toutk.

La décompositionxb · ... · x1 est appeléeforme normale de Garside dex.

Exemple 1.13.Considérons la tresseβ = σ2σ1σ2σ1 deB+

3 . On utilise les notations de la propo-
sition 1.12.À l’exemple 1.11 on a établiβ1 = ∆3 avecβ ′

1 = σ2. On a doncβ2 = σ2 etβ ′
2 = 1.

Ainsi la forme normale de Garside deβ estσ1 · ∆3.

Exemple 1.14.Considérons la tresseβ = a2,3a1,2a2,3a1,2 deB+∗
3 . On utilise les notations de la

proposition 1.12.̀A l’exemple 1.10 on a établiβ1 = δ3 avecβ ′
1 = a2,3a2,3. Commea2,3a2,3 n’est

pas un diviseur deδ3, on aβ2 = a2,3 et β ′
2 = a2,3. Enfin on aβ3 = a2,3 et β ′

3 = 1. La forme
normale de Garside de la tresseβ est donca2,3 · a2,3 · δ3.

Les tresses considérées dans les deux exemples précédents sont identiques. Néanmoins leurs
formes normales de Garside positives ou duales diffèrent.

1.3 Forme normale alternante

L’idée développée dans [Deh08] par P. Dehornoy est de décrire les tresses deB+

n comme
suites de tresses deB+

n−1. Une telle décomposition est définie dans un cadre plus général que
les monoı̈des de tresses positives : les monoı̈des localement Garside à droite. Le calcul de la
forme normale alternante sur un monoı̈de localement Garside à droiteM dépend de deux sous-
monoı̈desM0 etM1 deM ayant certaines caractéristiques. Nous allons voir ici quelques points
de [Deh08]. Les démonstrations sont omises et nous référons à l’article original.

SoitM un monoı̈de localement Garside à droite. On dit qu’une partieA deM estclose par
ppcmà gauche, si le ppcm à gauche de deux éléments deA appartient àA. Les sous-ensembles
deM clos par ppcm à gauche permettent de décomposer les éléments deM , comme le montre
le résultat suivant.
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Lemme 1.15.Supposons queM soit un monöıde localement Garsidèa droite etA un sous-
ensemble deM clos par ppcm̀a gauche. Alors, pour tout́elémentx deM , il existe un unique
diviseurà droitex1 dex deA maximal pour la divisioǹa droite.

La démonstration de ce lemme consiste à montrer que l’ensembleDiv
d
(x) ∩ A muni de la

relation< est un treillis, l’élémentx1 en étant alors le plus grand élément.
L’élémentx1 introduit dans le lemme 1.15 est appeléA-fin dex.
La forme normale de Garside repose sur ce résultat. SoitM un monoı̈de de Garside ayant

pour élément de Garside∆. NotonsS l’ensemble des diviseurs de∆, (on rappelle que dans un
monoı̈de de Garside, les diviseurs à gauche et à droite de l’élément de Garside∆ coı̈ncident). Le
monoı̈deM est en particulier un monoı̈de localement Garside à droite. Comme deux élémentsx
et y deS admettent un multiple à gauche, à savoir∆, ils admettent un ppcm à gauchez, par la
propriété(Cg

2 ). L’élémentz étant un diviseur de∆, il appartient à l’ensembleS. L’ensembleS
est donc clos par ppcm à gauche. LaS-fin d’un élémentx deM correspond au premier terme
de la forme normale de Garside dex. La différence majeure entre la forme normale alternante et
celle de Garside est que la version alternante fait intervenir des monoı̈des et non des ensembles.

Définition 1.16. SoitM un monoı̈de localement Garside à droite. On dit qu’un sous-monoı̈deN
deM estfermés’il est clos par ppcm à gauche et clos par division à gauche, c’est-à-dire, que le
ppcm à gauche de deux éléments deN est dansN et que tout diviseur à gauche d’un élément
deN appartient àN .

Exemple 1.17.Le monoı̈deB+

n−1 est fermé dansB+

n. En effet, soientβ et β ′ deux tresses
deB+

n−1. Il existe alors un entierk tel que∆k
n−1 soit un multiple à gauche deβ etβ ′. Le ppcm à

gauche deβ etβ ′ est alors un diviseur de∆k
n−1 et appartient donc àB+

n−1. De même les diviseurs
à gauche d’un élément deB+

n−1 sont dansB+

n−1.

On peut améliorer le lemme 1.15 siA est un sous-monoı̈de fermé deM .

Lemme 1.18.(P. Dehornoy, [Deh08])SoitM un monöıde localement Garsidèa droite etM1

un sous-monöıde ferḿe deM . Alors pour toutx deM , il existe une unique d́ecompositionx′ ·x1

dex vérifiant
x1 ∈M1 et Div

d
(x′) ∩M1 = {1}. (3.2)

L’ élémentx1 est laM1-fin dex tandis quex′ est d́etermińe parx′ = xx−1
1 .

Exemple 1.19.Calculons laB+

3 -fin de∆4. Par construction∆4 est égale àδ4 · ∆3. La tresseδ4
est représentée par le motσ1σ2σ3. On ne peut appliquer aucune relation de la présentation sur ce
dernier mot, doncδ4 est représentée par un unique mot. Il s’ensuit que le seul diviseur à droite
de la tresseδ4 existant dansB+

3 est trivial. Ainsi laB+

3 -fin de∆4 est∆3.

Revenons au cas d’un monoı̈de de GarsideM associé à un élément de Garside∆ et de
l’ensembleS des simples associé à∆, c’est-à-dire, des diviseurs de∆. Le cas deB+

3 avec la
tresse de Garside∆3 montre queS n’est pas un monoı̈de en général (σ1σ1 n’est pas un diviseur
de∆3). On peut naturellement se demander s’il existe des monoı̈des de Garside(M,∆) pour
lesquels l’ensemble des simplesS est un monoı̈de. De tels monoı̈des sont assez inintéressants,
en effet pour queM soit de Garside, il faut queS engendreM , ce qui signifie ici queS doit
êtreM tout entier. Ce qui implique queM soit fini. De plus le premier terme de la forme
normale de Garside d’un élémentx deM , c’est-à-dire, laS-fin dex, seraitx lui-même, ce qui
n’a pas beaucoup d’intérêt.
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Définition 1.20. PourM , monoı̈de localement Garside à droite, on dit que le couple(M2,M1)
recouvreM si M2 etM1 sont des sous-monoı̈des fermés deM et si l’unionM2 ∪M1 engen-
dreM .

Pour chaque entieri, on définit le symbole[i] par

[i] =

{
1 pouri impair,

2 sinon.

Le résultat suivant montre que l’on peut décomposer de manière unique un élément d’un
monoı̈deM en construisant alternativement laM1-fin et laM2-fin, oùM1 etM2 sont des sous-
monoı̈des deM ayant certaines propriétés :

Proposition 1.21.(P. Dehornoy, [Deh08])Supposons queM soit un monöıde localement Gar-
sideà droite et(M2,M1) un recouvrement deM . Alors, pour tout́elément non trivialx deM ,
il existe une unique suite d’éléments(xp, ... , x1) vérifiantxp 6= 1 et, pour touti ≥ 1,

xi ∈M[i] et Div
d
(xp · ... · xi+1) ∩M[i] = {1}. (3.3)

Regardons le cas particulier des monoı̈des de GarsideB+

n associés à l’élément de Gar-
side ∆n. Par définition le ppcm à gauche∆n des générateurs d’Artinσ1, ... , σn−1 est aussi
leur ppcm à droite. Ceci implique que l’automorphisme int´erieur Φn du groupeBn associé
à ∆n préserve le monoı̈deB+

n, et, donc, queΦn induit un automorphisme du monoı̈deB+

n. De
plus, l’automorphismeΦn préserve la divisibilité à gauche (et à droite), donc ilpréserve les
opérations de pgcd et de ppcm. On vérifie facilement queΦn échangeσi et σn−i pour touti,
donc, géométriquement,Φn agit comme une symétrie sur les diagrammes de tresses.

Notons que les sous-monoı̈desB+

n−1 et Φn(B
+

n−1) sont clos pourn ≥ 3. Comme l’image
de la tresseσ1 par Φn estσn−1, le couple(Φn(B

+

n−1), B
+

n−1) recouvre le monoı̈deB+

n. Il est
donc possible d’appliquer la proposition 1.21 pour les monoı̈desM = B+

n, M1 = B+

n−1 et
M2 = Φn(B

+

n−1). La proposition 1.21 dans ce cas particulier devient :

Proposition 1.22.(P. Dehornoy, [Deh08])Toute tresseβ de B+

n admet une d́ecomposition
unique

β = Φ[b]−1
n (βb) · Φ

[b−1]−1
n (βb−1) · ... · β3 · Φn(β2) · β1 (3.4)

avecβb, ... , β1 éléments deB+

n−1 tels que, pour toutk > 1,

Div
d
(Φ[b]−1

n (βb) · Φ
[b−1]−1
n (βb−1) · ... · Φ

[k+1]−1
n (βk+1)) ∩M[k] = {1}.

Définition 1.23. La suite(βb, . . . , β1) introduite à la proposition 1.22 est appeléeΦn-éclatement
deβ.

Le Φn-éclatement d’une tresse deB+

n, consiste à prendre alternativement le plus grand di-
viseur à droite qui laisse invariant len-ème et le premier brin.

Exemple 1.24.Calculons leΦ4-éclatement de∆4. A l’exemple 1.19 nous avons déjà vu que
laB+

3 -fin de∆4 est∆3 et que la tresse quotient∆4∆
−1
3 est représentée par un seul mot positif, à

savoirσ1σ2σ3. La Φ4(B
+

3 )-fin deσ1σ2σ3 est le plus gros diviseur à droite sansσ1, c’est à dire, la
tresseσ2σ3. Comme on aσ2σ3 = Φ4(σ2σ1), le Φ4-éclatement de∆4 est(σ1, σ2σ1,∆3).



2. La forme normale tournante 93

β1

Φ6(β2)

β3

Φ6(β4)

1

2

3

4

5

6

FIG. 3.1 :Partant d’une tresse β de B+

6 , on prend le plus grand diviseur à droite de β laissant le 6 ème
brin invariant, puis on prend le plus grand diviseur à droite du reste laissant le 1 er brin invariant,
etc.

LeΦn-éclatement permet d’étendre certaines propriétés deB+

n−1 àB+

n. En particulier on peut
définir une forme normale surB+

n par induction surn. Avant de poursuivre il nous faut définir
l’applicationΦn sur lesΣ+

n-mots, c’est-à-dire, les mots en les lettresσi avec1 6 i 6 n−1.
L’applicationΦn envoieσi surσn−i. A partir de cette observation, on peut introduire l’ho-

momorphisme sur lesB+

n-mots, aussi notéΦn, envoyant la lettreσi sur la lettreσn−i. Notons
que si une tresseβ est représentée par unΣ+

n-motw alors la tresseΦn(β) est représentée par le
motΦn(w).

Définition 1.25.
– Pourβ dansB+

2 , la Φ2-forme normaledeβ est l’unique mot de la formeσk1 représentantβ.
– Pourβ dansΣ+

n avecn > 3, la Φn-forme normaledeβ est leB+

n-mot

Φ[b]−1
n (wb) Φ[b−1]−1

n (wb−1) ... w3 Φn(w2)w1,

où (βb, ... , β1) est leΦn-éclatement deβ etwk la Φn−1-forme normale deβk pour toutk.

Comme leΦn-éclatement d’une tresseβ deB+

n−1 est la suite(β), la Φn-forme normale
et laΦn−1-forme normale coı̈ncident surB+

n−1. On peut donc retirer l’indicen et parler de la
Φ-forme normale ou bien de laforme normale alternante.

En utilisant les résultats de S. Burckel dans [Bur94, Bur97], P. Dehornoy montre que la
forme normale alternante deB+

n peut servir à décrire la restriction de l’ordre des tresses <
àB+

n :

Théorème 1.26.(P. Dehornoy, [Deh08])Pour β, β ′ dansB+

n, la relationβ < β ′ est vraie si
et seulement si leΦn-éclatement deβ est plus petit que leΦn-éclatement deβ ′ vis à vis de
l’extensionShortLex de la restriction de l’ordre< àB+

n−1.

On rappelle que si(X,≺) est un ensemble ordonné, une suite finies d’éléments deX est dite
ShortLex plus petite qu’une autre suite finies′, si la longueur des est strictement plus petite
que celle des′, ou alors si les longueurs des et s′ sont égales ets est≺-lexicographiquement
plus petite ques′, c’est-à-dire que lorsque les deux suites sont lues en partant de la gauche,
le premier terme danss qui ne coı̈ncide pas avec son homologue danss′ est plus petit pour
l’ordre≺.

2 La forme normale tournante

Le monoı̈de de tresses dualB+∗
n est un monoı̈de de Garside. Ainsi dès qu’on a deux sous-

monoı̈desM0 etM1 deB+∗
n recouvrantB+∗

n , on peut introduire une forme normale alternante.
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Construire une forme normale n’est pas difficile. Ce qui est difficile est de décrire les propriétés
de cette forme normale et d’essayer de s’en servir en interaction avec d’autres structures définies
sur le monoı̈de considéré.

Nous n’allons donc pas nous contenter d’adapter la forme normale alternante àB+∗
n mais

nous allons la généraliser à l’aide de quelques modifications afin de définir une nouvelle forme
normale ditetournanteayant de bonnes propriétés vis-à-vis de la restriction de l’ordre< àB+∗

n−1.

2.1 La B+∗

n−1
-fin

Dans la sous-section 1.3, nous avons rappelé que la forme normale alternante était construite
à partir de l’opération dite deΦn-éclatement basée sur l’automorphisme intérieur du groupeBn

associé à∆n.
En général, la conjugaison par une tresse positive n’a aucune raison de stabiliser le monoı̈de

de tresses positivesB+

n. C’est parce que l’on conjugue par l’élément de Garside∆n que l’appli-
cationβ 7→ ∆−1

n β∆n est un automorphisme deB+

n. [Deh02].
Nous avons vu que le monoı̈deB+∗

n est aussi un monoı̈de de Garside relativement à l’élément
de Garsideδn défini par

δn = a1,2 a2,3 ... an−1,n.

Pour toute tresseβ deB+∗
n , on définitφn(β) comme étant l’unique tresse deB+∗

n vérifiant

δn β = φn(β) δn. (3.5)

Existe-t-il une bonne description de l’action deφn sur les tressesap,q comme dans le cas deΦn

sur les tressesσi ? Le résultat suivant répond à la question :

Lemme 2.1.Pourp, q avec1 6 p < q 6 n, on a

φn(ap,q) =

{
ap+1,q+1 pour q 6 n−1,

a1,p+1 pour q = n.
(3.6)

Démonstration.Supposonsq 6 n−1. Par définition deδn etdp,q (voir (II.2.4)), on aδn = d1,n.
La relation (II.2.5) impliqueap,q = dp,qd

−1
p,q−1. Ainsi en appliquant deux fois (II.2.8) puis (II.2.5),

on obtient :

δn · ap,q = d1,n · dp,q d
−1
p,q−1 = dp+1,q+1 · d1,n · d

−1
p,q−1 = dp+1,q+1 d

−1
p+1,q · d1,n = ap+1,q+1 · δn.

1

5

=

FIG. 3.2 : Illustration de la formule (3.6) pour n = 5 et ap,q = a1,4.

Supposons maintenantq = n. En reprenant la définition deδn et en utilisant successivement
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la relation (II.2.3), on obtient

δn · ap,n = a1,2 a2,3 ... ap−1,p ap,p+1 ... an−2,n−1 an−1,n · ap,n

= a1,2 a2,3 ... ap−1,p ap,p+1 ... an−2,n−1 · ap,n−1 · an−1,n

= ...

= a1,2 a2,3 ... ap−1,p ap,p+1 · ap,p+1 · ... an−2,n−1 an−1,n

= a1,2 a2,3 ... ap−1,p · ap,p+1 · ap,p+1 ... an−2,n−1 an−1,n

= a1,2 a2,3 ... · ap−1,p+1 · ap−1,p ap,p+1 ... an−2,n−1 an−1,n

= ...

= a1,2 · a2,p+1 · a2,3 ... ap−1,p ap,p+1 ... an−2,n−1 an−1,n

= a1,p+1 · a1,2 a2,3 ... ap−1,p ap,p+1 ... an−2,n−1 an−1,n = a1,p+1 · δn

1

5

=

FIG. 3.3 : Illustration de la formule (3.6) pour n = 5 et ap,q = a2,5.

Ceci établit les formules de (3.6)

Notons que la relationφn(ap,q) = ap+1,q+1 est toujours vérifiée à condition que les indices
soient pris modulon et qu’on les échange en cas de besoin afin que le plus petit indice soit à
gauche, par exemple le symboleap+1,n+1 donneap+1,1 puisa1,p+1.

Il est plus facile de visualiser l’action de l’automorphismeφn sur un diagramme de cordes.
Avec cette manière de voir, il agit comme une rotation d’angle 2π

n
dans le sens trigonométrique.

L’expression« forme normale alternante» provient du fait que l’automorphismeΦn deB+

n

est d’ordre2. Par analogie, commeφn est d’ordren, la forme normale définie à partir deφn sera
dite« tournante».

1

2

3 4

5

6

 
φ6

1

2

3 4

5

6

FIG. 3.4 :Représentation de l’automorphisme φ
n

comme une rotation d’angle 2π
n

dans le sens
trigonométrique.

Maintenant que nous venons de décrire l’automorphisme de Garsideφn deB+∗
n , nous pou-

vons construire l’opération deφn-éclatement, une adaptation duΦn-éclatement au cas dual.
Tout d’abord assurons-nous que toute tresse deB+∗

n admet un unique diviseur à droite maximal
appartenant àB+∗

n−1.

Lemme 2.2. Pour n > 3, toute tresseβ deB+∗
n admet un unique diviseur̀a droite maximal

appartenant au monoı̈deB+∗
n−1.



96 III. Formes normales

Démonstration.Pourγ dansDiv
d
(β), on doit avoir|γ| 6 |β|. Donc l’ensembleDiv

d
(β)∩B+∗

n−1,
qui est non vide car il contient la tresse triviale1, contient un élémentβ1 de longueur maximale.
Soitγ un élément quelconque deDiv

d
(β)∩B+∗

n−1. CommeB+∗
n−1 est clos par ppcm à gauche, car

c’est un monoı̈de de Garside, le ppcm à gauche deβ1 etγ, notéβ1∨G γ, est un élément deB+∗
n−1.

D’autre part la relationβ1 ∨G γ < β1 implique |β1| 6 |β1 ∨G γ|. Ainsi par construction deβ1,
on doit avoir|β1| = |β1 ∨G γ|, ce qui impliqueβ1 = β1 ∨G γ, puis queγ est un diviseur à droite
deβ. La tresseβ1 est donc un diviseur à droite maximal deβ appartenant àB+∗

n−1.
Montrons maintenant l’unicité. Soitβ ′

1 un autre diviseur à droite maximal deβ appartenant
àB+∗

n−1. Par construction deβ1 etβ ′
1, on doit avoirβ1 6 β ′

1 etβ ′
1 6 β1, ce qui, par l’antisymétrie

de< établie à la proposition 1.2, donneβ1 = β ′
1.

Définition 2.3. La tresseβ1 du lemme 2.2 est appelée laB+∗
n−1-fin deβ et est notéefinn−1(β) .

Le résultat suivant donne une caractérisation de laB+∗
n−1-fin d’une tresse deB+∗

n donnée.

Lemme 2.4.Pour toute tresseβ deB+∗
n et toute tresseβ1 deB+∗

n−1, il y a équivalence entre :
– (i) La tresseβ1 est laB+∗

n−1-fin deβ ;

– (ii) Il existe une tresseβ ′ deB+∗
n dont laB+∗

n−1-fin est triviale et v́erifiant la relationβ = β ′ β1.

Démonstration.Montrons que(i) implique (ii). Commeβ1 est un diviseur à droite deβ, il
existeβ ′ dansB+∗

n vérifiantβ = β ′ β1. Notonsβ ′
1 la B+∗

n−1-fin deβ ′. La tresseβ ′
1β1 est donc

un diviseur à droite deβ appartenant àB+∗
n−1. Ainsi par l’hypothèse faite surβ1, on doit avoir

l’égalitéβ1 = β ′
1 β1 et doncβ ′

1 = 1.
Montrons que(ii) implique(i). Par hypothèse, la tresseβ1 est un diviseur à droite deβ. Il

nous reste donc à montrer que c’est le plus grand. Notonsβ ′
1 laB+∗

n−1-fin deβ. Il existe alorsγ
dansB+∗

n−1 vérifiant β ′
1 = γ β1. La tresseγ est donc un diviseur à droite deβ ′, ce qui par

hypothèse faite surβ ′, montre queγ est triviale, c’est-à-dire, queβ1 est égale àβ ′
1.

La B+∗
n−1-fin peut être caractérisée comme l’unique diviseur à droite β1 de β tel que la

tresseβ β−1
1 n’ait pas de diviseur à droite non trivial dansB+∗

n−1.

Exemple 2.5. Calculons laB+∗
2 -fin de la tresseδ2

3 où δ3 est l’élément de Garside deB+∗
3 .

CommeB+∗
2 est engendré par la seule tressea1,2, laB+∗

2 -fin deδ2
3 est la plus grande puissance

dea1,2 qui divise à droiteδ2
3. Par définition, on aδ2

3 = a1,2 a2,3 a1,2 a2,3. En appliquant deux fois
la relation (II.2.3), on obtient

δ2
3 = a1,2 a2,3 a1,3 a1,2 = a1,2 a2,3 a

2
1,2.

La présentation (II.2.13) implique que toutes les relations deB+∗
3 sont conséquences de

a1,2a2,3 = a2,3a1,3 = a1,3a1,2.

Le mota1,2 a2,3 n’apparaissant pas dans ces relations, il est seul dans sa classe d’équivalence.
Ainsi la tresse qu’il représente ne peut pas être divisible à droite para1,2. On a donc montré que
laB+∗

2 -fin deδ2
3 esta2

1,2.
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2.2 Leφ
n
-éclatement

Pour leΦn-éclatement (définissant la forme normale alternante), on obtient une décomposi-
tion distinguée en considérant alternativement laB+

n−1-fin et la Φn(B
+

n−1)-fin. Dans le cas du
monoı̈de de tresses dual, pour obtenir une décomposition similaire, nous utiliserons cyclique-
ment laB+∗

n−1-fin, laφn(B
+∗
n−1)-fin, ..., et laφn−1

n
(B+∗

n−1)-fin.
Afin de montrer que toute tresse deB+∗

n admet une telle décomposition, nous devons d’abord
nous assurer que les images deB+∗

n−1 par les différentes itérations deφn recouvrentB+∗
n . En fait

seulement deux itérations seront suffisantes.

Lemme 2.6.Pourn > 3, le monöıdeB+∗
n est inclus dansB+∗

n−1 ∪ φn(B
+∗
n−1) ∪ φ

2
n
(B+∗

n−1).

Démonstration.Pourq 6 n−1, la tresseap,q appartient àB+∗
n−1. Ensuite, pourp = n et p > 2,

on aap,n = φn(ap−1,n−1), qui appartient àφn(B
+∗
n−1). Finalement pourp = 1 et q = n, on trouve

ap,q = φn(an−1,n) = φ2
n
(an−2,n−1),

qui appartient àφ2
n
(B+∗

n−1).

En itérant la construction de laφk
n
(B+∗

n−1)-fin, on associe à chaque tresse deB+∗
n une suite

finie de tresses deB+∗
n−1 qui la spécifie complètement.

Proposition 2.7. Supposonsn > 3. Alors, pour chaque tresse non trivialeβ deB+∗
n , il existe

une unique suite(βb, ... , β1) de tresses deB+∗
n−1 satisfaisantβb 6= 1 et

– β = φb−1
n

(βb) · ... · φn(β2) · β1, (2.7.i)
– pourk > 1, la tresseβk est laB+∗

n−1-fin deφb−k
n

(βb) · ... · βk. (2.7.ii)

Démonstration.Partant deβ(0) = β, on définit deux suites notéesβ(k) etβk en posant :

β(k) = φ−1
n

(
β(k−1) β−1

k

)
et βk = finn−1(β

(k−1)). (3.8)

Prouvons les relations suivantes par induction surk > 1 :

β = φk
n
(β(k)) · φk−1

n
(βk) · ... · β1, (3.9)

finn−1

(
φn

(
β(k)

))
= 1. (3.10)

Supposonsk = 1. Alors le lemme 2.2 implique que laB+∗
n−1-fin de la tresseβ β−1

1 est triv-
iale. Ainsi, commeφn(β

(1)) est égale àβ β−1
1 , la B+∗

n−1-fin de φn(β
(1)) est triviale et la rela-

tion β = φn(β
(1)) est satisfaite. Supposons maintenantk > 2. Par construction deβ(k), on a la

relationφn(β
(k)) = β(k−1) β−1

k et doncβ(k−1) = φn(β
(k)) · βk. On obtient alors

φk−1
n

(
β(k−1)) = φk

n
(β(k)) · φk−1

n

(
βk

)
. (3.11)

D’un autre côté, l’hypothèse d’induction donne :

β = φk−1
n

(β(k−1)) · φk−2
n

(βk−1) · ... · β1. (3.12)

En substituant (3.11) dans (3.12), on obtient la relation (3.9). Comme la tresseβk est laB+∗
n−1-fin

de la tresseβ(k−1), le lemme 2.2 implique la relation (3.10).
Par construction, la suite

β1, φn(β2) β1, φ
2
n
(β3)φn(β2) β1, ...



98 III. Formes normales

de diviseurs à droite deβ est non décroissante. Comme on sait depuis la proposition 1.4 queB+∗
n

est un monoı̈de localement Garside, donc en particulier localement Garside à droite, la condi-
tion (Cd

3 ) nous assure que la suite doit être constante à partir d’un certain rang. Il existe donc
un entierb minimal tel que pourk > b, on ait

φk−1
n

(βk) · ... · β1 = φb−1
n

(βb) · ... · β1.

La relation (3.9) implique alors

β = φb
n
(β(b)) · φb−1

n
(βb) · ... · β1,

avecβb 6= 1 par minimalité deb.
Par construction deb, pour k > b+1 on a βk = 1, ce qui, par la relation (3.8), en-

traı̂neφn(β
(k)) = β(k−1). Ainsi les relations

β(b) = φn(β
(b+1)), φ−1

n
(β(b)) = φn(β

(b+2)) et φ−2
n

(β(b)) = φn(β
(b+3))

sont satisfaites. La relation (3.10) impliquant alors que lesB+∗
n−1-fins de

β(b), φ−1
n

(β(b)) etφ−2
n

(β(b)),

sont triviales, la tresseβ(b) n’est divisible à droite ni parx, ni parφn(x), ni parφ2
n
(x), oùx est

uneA+

n−1-lettre. Le lemme 2.6 implique alors queβ(b) n’est divisible à droite par aucunap,q
avec1 6 p < q 6 n, c’est-à-dire que la tresseβ(b) est triviale. On a donc montré que la tresseβ
est égale àφb−1

n
(βb) · ... · β1.

Prouvons maintenant l’unicité de(βb, ... , β1). Soit (γc, ..., γ1) une autre suite de tresses
deB+∗

n−1 vérifiant
β = φc−1

n
(γc) · ... · φn(γ2) · φn(γ1),

avecγc 6= 1 et satisfaisantγk = finn−1(φ
c−k
n

(γc) · ... · γk) pour toutk > 1. À l’aide d’une
induction surk > 1, montrons les relations

γk = βk et φc−k−1
n

(γc) · ... · φn(γk+2) · γk+1 = β(k). (3.13)

Par hypothèse, pourk = 1, on aβ =
(
φc−1
n

(γc) · ... · φn(γ2)
)
· γ1 oùγ1 est laB+∗

n−1-fin deβ. Le
lemme 2.2 assurant que laB+∗

n−1-fin d’une tresse est unique, on aβ1 = γ1. Il s’ensuit que (3.13)
est satisfaite pourk = 1. Montrons (3.13) pourk > 2. Par induction, on a

(
φc−k−1
n

(γc) · ... · φn(γk+2)
)
· γk+1 = β(k),

et par hypothèses surγk+1, la tresseγk+1 est laB+∗
n−1-fin deβ(k). Toujours grâce au lemme 2.2,

on établit (3.13) pourk. On a ainsi démontré que les tressesγk etβk sont les mêmes pour toutk.
En particulier on obtient la relation

φc−b−1
n

(γc) · ... · φn(γb+2) · γb+1 = β(b). (3.14)

Or par définition deb, la tresseβ(b) est triviale, tandis que, par hypothèse, la tresseγc est non
triviale. La relation (3.14) peut alors seulement être satisfaite pourc = b.

Définition 2.8. La suite(βb, ... , β1) de la proposition 2.7 est appelée leφn-éclatementdeβ. Sa
longueur est appelée lan-largeur deβ.
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β1φ6(β2)
φ2

6(β3)

φ3
6(β4)

6

5

4

3

2

1

FIG. 3.5 :Le φ6-éclatement d’une tresse de B+∗
6 . Partant de la droite on extrait le plus grand diviseur à

droite qui laisse le sixième brin invariant, puis on extrait le plus grand diviseur à droite de la
tresse restante laissant le premier brin invariant, etc.

Pour reconnaı̂tre unφn-éclatement nous n’allons pas utiliser directement la condition (2.7.ii)
mais une autre plus commode qui lui est équivalente.

Lemme 2.9.La condition (2.7.ii) est́equivalentèa

pour toutk > 1, la B+∗
n−1-fin deφb−k

n
(βb) · ... · φn(βk+1) est triviale. (3.15)

Démonstration.Pour toutk > 1, le lemme 2.2 implique que laB+∗
n−1-fin de la tresse

φb−k
n

(βb) · ... · φn(βk+1) · βk

estβk si et seulement si laB+∗
n−1-fin de la tresse

φb−k
n

(βb) · ... · φn(βk+1)

est triviale. Les conditions (2.7.ii) et (3.15) sont donc équivalentes.

La notion deφn-éclatement étant fondamentale pour la suite, nous en donnons quelques
exemples.

Exemple 2.10.Calculons leφn-éclatement des générateursap,q deB+∗
n . Pourq 6 n−1, la

tresseap,q appartient àB+∗
n−1, donc sonφn-éclatement est(ap,q). Commeap,n n’est pas un

élément deB+∗
n−1, le terme le plus à droite dans son éclatement est trivial.De plus, pourp > 2,

on aφ−1
n

(ap,n) = ap−1,n−1. Donc pourp > 2, le φn-éclatement deap,n est la suite(ap−1,n−1, 1).
Finalement, les tressesa1,n etφ−1

n
(a1,n), qui est égale àan−1,n, n’appartiennent pas àB+∗

n−1, mais
la tresseφ−2

n
(a1,n), soitan−2,n−1, si. Donc leφn-éclatement dea1,n est la suite(an−2,n−1, 1, 1).

Pour résumer, leφn-éclatement deap,q est





(ap,q) pourp < q 6 n−1,

(ap−1,n−1, 1) pour2 6 p et q = n,

(an−2,n−1, 1, 1) pourp = 1 et q = n.

Exemple 2.11.Calculons leφ3-éclatement de la tresseδ2
3 . Avec les notations de la preuve de la

proposition 2.7, on obtient

β(0) = β = (a1,2 a2,3)
2, β1 = fin2(β

(0)) = a2
1,2,

β(1) = φ−1
3

(
β(0)β−1

1

)
= φ−1

3 (a1,2a1,3) = a1,3a2,3, β2 = fin2(β
(1)) = 1,

β(2) = φ−1
3

(
β(1)β−1

2

)
= φ−1

3 (a1,3a2,3) = a2,3a1,2, β3 = fin2(β
(2)) = a1,2,

β(3) = φ−1
3

(
β(2)β−1

3

)
= φ−1

3 (a2,3) = a1,2, β4 = fin2(β
(3)) = a1,2,

β(4) = φ−1
3

(
β(3)β−1

4

)
= 1.

et on arrête car le resteβ(4) est trivial. Ainsi leφ3-éclatement deδ2
3 est la suite(a1,2, a1,2, 1, a

2
1,2).



100 III. Formes normales

À l’aide du φn-éclatement, nous allons maintenant construire une formenormale pour les
éléments deB+∗

n . Le principe est le suivant. Tout d’abord, chaque tresse deB+∗
2 est représentée

par un unique mot de la formeak1,2. Comme leφn-éclatement permet de faire correspondre de
manière unique à toute tresse deB+∗

n une suite de tresses deB+∗
n−1, nous allons construire la

forme normale tournante surB+∗
n par induction surn > 2.

Au lemme 2.1 on a montré que l’image d’uneA+

n-lettre parφn est uneA+

n-lettre. Nous
définissons un homomorphisme d’A+

n-mots, que l’on note aussiφn, qui envoie la lettreap,q
surap+1,q+1 pourq 6 n−1 etap,n sura1,p+1. Notons que si une tresseβ deB+∗

n est représentée
par unA+

n-motw alors la tresseφn(β) est représentée par leA+

n-motφn(w).

Définition 2.12.
– Pourβ deB+∗

2 , la φ2-forme normale tournantedeβ est définie comme étant l’uniqueA+

2 -
motak1,2 représentantβ.

– Pourβ deB+∗
n avecn > 3, la φn-forme normale tournantede β est définie comme étant

le A+

n-mot φb−1
n

(wb) ... w1, où (βb, ..., β1) est leφn-éclatement deβ etwk est laφn−1-forme
normale tournante deβk pour toutk.

Comme leφn-éclatement d’une tresseβ deB+∗
n−1 est la suite(β) de longueur1, laφn-forme

normale tournante et laφn−1-forme normale tournante coı̈ncident surB+∗
n−1. Nous pouvons donc

enlever l’indicen et parler deforme normale tournante, pour une tresse deB+∗
n . Naturellement,

on dira qu’un mot esttournants’il est la forme normale tournante de la tresse qu’il représente.

Exemple 2.13.Calculons la forme normale tournante deδ2
4 . D’abord, nous vérifions que nous

avons la relationδ2
4 = a1,2 a1,4 δ

2
3. Le φ4-éclatement deβ est donc(a2,3, a2,3, 1, δ

2
3). Le φ3-

éclatement dea2,3 est la suite(a1,2, 1), et, donc, sa forme normale tournante estφ3(a1,2),
soit a2,3. Ensuite, nous avons vu à l’exemple 2.11 que leφ3-éclatement deδ2

3 est la suite
(a1,2, a1,2, 1, a

2
1,2). Donc, sa forme normale tournante estφ3

3(a1,2) · φ
2
3(a1,2) · φ3(1) · a2

1,2, soit

a1,2 · a1,3 · ε · a1,2a1,2,

ou bien encorea1,2a1,3a1,2a1,2. Finalement, la forme normale tournante deδ2
4 est

φ3
4(a2,3) · φ

2
4(a2,3) · φ4(1) · a1,2 a1,3 a1,2 a1,2,

soita1,2 · a1,4 · ε · a1,2a1,3a1,2a1,2, à savoira1,2a1,4a1,2a1,3a1,2a1,2.

2.3 Algorithmes

Dans cette section nous décrivons des algorithmes nous permettant de calculer la forme
normale tournante.

Nous commençons par un algorithme pour la divisibilité àdroite.

Algorithme 3 (DivDRet).
Entr ée :Un triplet (n, w, u) oùn est un entier etw etu desA+

n-mots
1. RetGauche(n,wu−1)→ w′;

2. Si w′ est positiffaire
3. Renvoyer w′;

4. Sinon faire

5. Renvoyer ⊗;

Sortie : UnA+

n-mot ou⊗
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Proposition 2.14.L’algorithmeDivDRet appliqúe à (n, w, u) retourne en tempsO(Cn|w||u|),
où Cn ne d́epend que den, un motw′ vérifiant w ≡ w′u si un tel mot existe ou le symbole
erreur⊗ sinon.

Démonstration.Après la ligne1, le motw′ est égal à(u/w)−1 ·w/u. Par le corollaire II.3.27 la
tresseu est un diviseur à droite dew si et seulement si(u/w) est vide, c’est-à-dire siw′ est un
mot positif. La complexité en temps est une conséquence ducorollaire II.3.26.

L’algorithme DivDRet est l’algorithme qu’on utilise dans nos expérimentationssur ordi-
nateur. Cependant nous ne connaissons pas une estimation fine de sa complexité en temps en
fonction du nombre de brinsn. Les récents travaux de M. Autord donnent une borne inférieure
quartique dans le cas du monoı̈de de tresses positivesB+

n, voir [AD09]
À l’aide de la forme normale de Garside surB+∗

n nous pouvons décrire un autre algorithme
pour la divisibilité à droite :

Proposition 2.15.(D.B.A. Epstein et al, [ECH+92]) Pourw etu desA+

n-mots, on peut d́ecider
si la relationw < u est satisfaite en tempsO(K |w||u|), oùK est la complexit́e en temps d’un
algorithme calculant le pgcd de deux simples deB+∗

n .

Une valeur possible deK introduite dans la proposition 2.15 est donnée par :

Proposition 2.16.(J.S. Birman, K.H. Ko, S.J. Lee, [BKL98])Il existe un algorithme calculant
le pgcd de deux simples deB+∗

n en tempsO(n).

L’algorithme construit à partir des propositions 2.15 et 2.16 est notéDivD, son entrée et sa
sortie sont de même types que celles de l’algorithmeDivDRet. De la même manière, il existe
un algorithmeDivG pour la division à gauche.

Comme conséquence des propositions 2.15 et 2.16, on obtient la complexité suivante pour
les algorithmesDivD etDivG.

Corollaire 2.17. L’algorithmeDivD (resp.DivG) appliqúeà (n, w, u) (resp.à (n, u, w)) renvoie
en tempsO(n · |w|) un motw′ vérifiantw ≡ w′u (resp.w ≡ uw′) si un tel mot existe ou le
symbole erreur⊗ sinon.

L’algorithme suivant calcule l’image d’unA+

n-mot par l’homomorphisme de motφn (envoy-
antap,q pourp 6 n−1 etap,n sura1,p+1). On rappelle que pour un motw,w(h) désigne lahème
lettre du motw en partant de la gauche, la numérotation commençant à1.

Algorithme 4 (Phi).
Entr ée :Un triplet (n, k, w) oùn, k sont des entiers avec0 6 k 6 n etw unA+

n-mot
1. w → w′;

2. Pour k = 1 jusqu’à|w| faire
3. w′[k] → ap,q;
4. p + k → p; q + k → q;
5. Si p > n faire p− n→ p;
6. Si q > n faire q − n→ q;
7. ap,q → w′[k];
8. Renvoyer w′;

Sortie : UnA+

n-mot

Proposition 2.18.L’algorithmePhi appliqúeà (n, k, w) renvoie en tempsO(log(n)|w|) leA+

n-
motφk

n
(w).
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Démonstration.L’addition, la soustraction et la comparaison d’entiers compris entre0 etn est
enO(log(n)). L’intérieur de la bouclepour est donc enO(log(n)) et |w| tours de boucle sont
nécessaires. On obtient donc la complexité annoncée.

De la définition duφn-éclatement, nous construisons l’algorithme suivant quiappliqué à
un motw renvoie une suite deA+

n−1-mots (wb, ... , w1) telle que la suite de(wb, ... , w1) soit
le φn-éclatement de la tressew.

Algorithme 5 (Eclatement).
Entr ée :Un couple(n, w) oùn est un entier> 3 etw est unA+

n-mot
1. () → s; w → w′; 0 → k;
2. Tant que w′ != ε faire
3. ε → u;
4. Tant qu’il existe uneAn−1-lettrex avecDivD(w′,Phi(n,k,x)) !=⊗ faire

5. DivD(w′,Phi(n,k,x)) → w′;

6. x · u→ u;
7. Inséreru à gauche danss;
8. k+1 → k;
9. Si k =n faire 0 → k;
10. Renvoyer s;

Sortie : Une suite deA+

n−1-mots

Proposition 2.19.L’algorithmeEclatement appliqúe à (n, w) retourne une suite(wb, ... , w1)
en tempsO(n3 · |w|2) telle que(wb, ... , w1) soit leφn-éclatement dew.

Démonstration.Les propriétés de la suite retournée sont une conséquence directe de la propo-
sition 2.7. Chaque appel àDivD est enO(n · |w′|) avec|w′| 6 |w|. L’algorithmeEclatement
nécessitantO(card(A+

n) · |w|) appels àDivD, on obtient le résultat.

À partir de maintenant, siw est un mot tournant àn brins, l’unique suite de mots normaux
tournant à(n−1) brins(wb, ... , w1) telle que(wb, ... , w1) soit leφn-éclatement dew est appelé
φn-éclatementdew.

À l’aide de l’algorithmeeclatement permettant de calculer leφn-éclatement d’une tresse
deB+∗

n , nous construisons un algorithme renvoyant la forme normale tournante d’une tresse
deB+∗

n . Le principe est celui donné à la définition 2.12.

Algorithme 6 (FormeTournante).
Entr ée :Un couple(n, w) oùn est un entier≥ 2 etw est unA+

n-mot
1. Si n= 2 faire Renvoyer w;
2. Eclatement(n,w) → (wb, ... , w1);
3. ε→ w′; 0 → k′;
4. Pour k = 0 jusqu’à b faire
5. Phi(n,k′,FormeTournante(n−1,wk)) ·w

′ → w′;

6. k′ + 1 → k′;
7. Si k′ =n faire 0 → k′;
8. Renvoyer w′;

Sortie : UnA+

n-mot

Proposition 2.20.L’algorithmeFormeTournante appliqúeà (n, w) retourne la forme normale
tournante dew en tempsO(n4 · |w|2).
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Démonstration.À la ligne4, l’entierk′ est égal àk modulon. Le reste de l’algorithme est juste
une adaptation de la définition 2.12.

NotonsC(n, ℓ) la complexité en temps de l’algorithmeFormeTournante appliqué à un
A+

n-mot w de longueurℓ. Pourn = 2, la complexitéC(n, ℓ) est constante. Pourn > 3, la
complexitéC(n, ℓ) est linéaire en

n3ℓ2 + C(n− 1, |w1|) + ... + C(n− 1, |wb|),

avecℓ = |w1| + ...+ |wb|. CommeC(n, ℓ) est au moins linéaire enℓ, on obtient

C(n, ℓ) 6 n3ℓ2 + C(n− 1, ℓ).

Ainsi C(n, ℓ) appartient àO(n4|w|2).

Pour le moment, nous nous sommes seulement intéressés à calculer la forme normale tour-
nante d’une tresse à partir d’un mot la représentant. Pourcela nous avons utilisé l’opération de
φn-éclatement. Peut-on facilement retrouver leφn-éclatement d’une tresse à partir de sa forme
normale tournante ? La réponse est donnée par le résultatsuivant :

Lemme 2.21.Supposonsn > 3. Pour toutAn-mot tournantw, leφn-éclatement dew peutêtre
calcuĺe en temps au plusO(log(n)ℓ).

Démonstration.Par définition deφn, un générateurap,q appartient àφk
n
(B+∗

n−1) si et seulement
si on ap 6= k mod n et q 6= k mod n. Ainsi, étant donné unAn-mot tournantw, on peut
directement lire leφn-éclatement(wb, ... , w1) dew. En effet, lisantw à partir de la droite,w1

est le suffixe maximal dew qui est unAn−1-mot, puisφn(w2) est le suffixe maximal du mot
restant qui est l’image d’unAn−1-mot parφn, etc, jusqu’à obtenir le mot vide.

Exemple 2.22.Considérons le mot tournantw = a1,2 a1,4 a2,3 a1,2 et calculons leφ4-éclatement
dew. En lisantw à partir de la droite, on trouve que le suffixe maximal dew ne contenant pas
de lettreap,q avecp = 0 mod n ou q = 0 mod n esta2,3 a1,2. On a doncw1 = a2,3 a1,2. En
répétant ce procédé, on trouve facilement que leφ4-éclatement dew est

(φ−3
4 (a1,2), φ

−2
4 (a1,4), φ

−1
4 (1), a2,3 a1,2),

donc la suite(a2,3, a2,3, 1, a2,3 a1,2).

3 Contraintes sur leφn-éclatement

L’opération deφn-éclatement associe à chaque tresse non triviale deB+∗
n une suite finie de

tresses deB+∗
n−1. Maintenant, dans l’autre direction, toute suite finie de tresses deB+∗

n−1 n’est
pas leφn-éclatement d’une tresse deB+∗

n . Le but de cette section est d’établir certaines con-
traintes qui sont satisfaites par les termes d‘unφn-éclatement. La contrainte principale étant
qu’unφn-éclatement contient nécessairement ce que l’on appelleuneéchelle, qui correspond à
une succession de lettresap,q (pas forcément adjacentes) dont les indicesq forment une suite
croissante (les barreaux de l’échelle).
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3.1 Dernières lettres

La première étape est de montrer que la dernière lettre dela forme normale tournante d’un
terme d’unφn-éclatement doit respecter des contraintes en fonction desa position.

Définition 3.1. Pour tout mot non videw, la dernière lettre dew est notée parw#. De même,
pour toute tresse non trivialeβ deB+∗

n , on définit ladernìere lettredeβ, notéeβ#, comme étant
la dernière lettre de la forme normale tournante deβ.

Lemme 3.2.Supposonsn > 3, et que(βb, ... , β1) soit unφn-éclatement.
– (i) Pourk > 2, la lettreβ#

k estap,n−1 pour un certain indicep, sauf siβk est triviale.
– (ii) Pourk > 3, la tresseβk est non triviale.
– (iii) Pourk > 2, si la forme normale tournante deβk estw an−2,n−1 avecw un mot non vide,

alors la lettrew# estap,n−1 pour un certain indicep.

Démonstration.(i) Supposonsk > 2. Posonsap,q = β#

k . Commeβk est une tresse deB+∗
n−1, on

a forcémentq 6 n−1. Par (3.15), laB+∗
n−1-fin de

φb−k+1
n

(βb) · ... · φn(βk)

est triviale. En particulier,φn(β
#

k ) ne peut pas appartenir àB+∗
n−1. Ainsi q doit être égal àn−1.

(ii) Supposons queβc soit triviale avecc > 3 et queβk soit non triviale pour toutk
dans{b, ... , c}. La définition d’unφn-éclatement implique que la tresseβb est non triviale,
c’est-à-dire, qu’on ac 6 b−1. Par définition dec, on aβc+1 6= 1. Le point(i) montre alors que
la dernière lettre deβc+1 estar,n−1 pour un certain indicer. La condition (3.15) implique que
laB+∗

n−1-fin de la tresse
φb−c−1
n

(βb) · ... · φ
2
n
(βc+1)φn(βc)

est triviale. Ainsi, commeβc est une tresse triviale, nous en déduisons que laB+∗
n−1-fin de

φb−c−1
n

(βb) · ... · φ
2
n
(βc+1)

est triviale. Ceci implique que la dernière lettre deφ2
n
(βc+1), qui estφ2

n
(ar,n−1), n’appartient pas

àB+∗
n−1. Par la relation (3.6), la seule possibilité estr = n−2. On a doncφ3

n
(ar,n−1) = a1,2. Par

ailleurs, comme la forme normale tournantewc−1 deβc−1 est unA+

n−1-mot, son image parφn ne
contient pas de lettrea1,q. Maintenant, les relations

a1,2 ap,q ≡

{
ap,q a1,2 pour2 < p,

a1,q a1,2 pour2 = p,

impliquent qu’il existe unA+

n-motw′ satisfaisanta1,2 φn(wc−1) ≡ w′ a1,2. La tressea1,2 est alors
un diviseur à droite deφ3

n
(β#

c+1) · φn(βc−1), puis de

φ3
n
(βc+1) · φ

2
n
(βc) · φn(βc−1).

Comme par hypothèse on ac−1 > 2, ceci contredit (3.15).
(iii) Supposons que la forme normale tournante deβk soitw an−2,n−1 avecw 6= ε. Soitap,q

la dernière lettre dew. Commew est unA+

n-mot on aq 6 n−2. Par ailleurs les relations

ap,q an−2,n−1 ≡

{
an−2,n−1 ap,q for q < n−2,

ap,n−1 ap,q for q = n−2,
(3.16)

impliquent l’égalitéq = n−1. En effet, dans le cas contraire,ap,q serait un diviseur à droite de
la tresseβk, c’est-à-dire que laB+∗

n−1-fin deφn(βk) serait non triviale, ce qui est en contradiction
avec (3.15).
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3.2 Barrières

Si (βb, ... , β1) est leφn-éclatement d’une tresse deB+∗
n , alors le lemme 3.2 nous dit que,

pourk > 3, la lettreβ#

k doit être une certaine lettreap−1,n−1. Nous allons maintenant montrer
que la tresseβk−1 ne peut pas être n’importe quelle tresse deB+∗

n−1 : sa forme normale tour-
nante doit satisfaire certaines contraintes faisant intervenir l’entierp, à savoir contenir une lettre
appeléeap,n-barrière.

Définition 3.3. La lettrear,s est appeléeap,q-barrièresi on a

1 6 r < p < s < q 6 n ou 1 6 p < r < q < s 6 n. (3.17)

Par définition, si la lettrex est uneap,q-barrière, alors dans la présentation deB+∗
n il n’existe

pas de relation de la formeap,q · x = y · ap,q permettant de pousser la lettreap,q à droite au
travers de la lettrex : donc, en un sens,x agit comme une barrière.

En termes de diagrammes de cordes,ar,p est uneap,q-barrière si et seulement si la corde
associée àar,s et la corde associée àap,q ont un point d’intersection qui n’est pas une extrémité
(voir figure 3.6).

1

2

3 4

5

6

FIG. 3.6 :La lettre a2,5 est une a1,3 barrière car les cordes associées à a2,5 et à a1,3 ont un point d’inter-
section à l’intérieur du disque.

Nous allons maintenant prouver que presque tous les termesβk d’un éclatement ont une
forme normale tournante contenant nécessairement une barrière. La raison est simple : s’il n’y
avait pas de barrière dans la forme normale tournante deβk, alors les relations du monoı̈de de
tresse dual nous permettraient de faire passer la dernièrelettre deφ2

n
(βk+1) à traversφn(βk) et

l’insérer dansβk−1, contredisant la définition d’un éclatement.

Lemme 3.4. Supposonsn > 3, queβ soit une tresse deB+∗
n−1 et que laB+∗

n−1-fin deφn(ap,nβ)
soit triviale pour un certainp 6 n−2. Alors la forme normale tournante deβ n’est pas le mot
vide et contient uneap,n-barrière.

Démonstration.Supposons que la forme normale tournantew deβ ne contienne pas deap,n-
barrière et montrons alors qu’on a une contradiction. Soient w′ le motap,nw etX l’ensemble
de toutes les lettresaq,r avecp < r 6 n−1. Posonsw′ = u v où v est le suffixe maximal
dew écrit seulement avec des lettres deX. Par hypothèse, laB+∗

n−1-fin dew′ est triviale. Ainsi
le mot w′ se termine paraq,n−1 pour un certain indiceq, c’est-à-dire que le motv est non
vide. Comme la première lettre dew′ estap,n, qui n’appartient pas à l’ensembleX, le motu
est aussi non vide. Soitas,t la dernière lettre deu. Par construction deu, la lettreas,t est soit
ap,n soit elle satisfaitt 6 p. Dans les deux cas, notons que la tresseφn(as,t) appartient àB+∗

n−1.
Montrons maintenant que la tresseas,t quasi-commute avecv, c’est-à-dire qu’il existe un motv′

satisfaisantas,tv ≡ v′as,t. Chaque lettreaq,r apparaissant dansv n’est pas uneap,n-barrière,
c’est–à-dire qu’elle vérifie la relation

p 6 q < r 6 n− 1.
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Donc, les relations

as,taq,r ≡






aq,ras,t, pourp < q ou t < p par (II.2.2),

as,ras,t, pourq = t = p par (II.2.3),

ar,tas,t, pouras,t = ap,n et q = p par (II.2.3),

impliquent que la lettreas,t quasi-commute avecv. Ainsi, φn(as,t) est un diviseur à droite
deφn(ap,n β). Ceci contredit l’hypothèse demandant que laB+∗

n−1-fin deφn(ap,nβ) soit triviale
puisque que la tresseφn(as,t) appartient àB+∗

n−1.

Nous appliquons maintenant le lemme 3.4 dans le contexte d’un φn-éclatement.

Proposition 3.5. Soit(βb, ... , β1) leφn-éclatement d’une tresse deB+∗
n avecn > 3. Alors, pour

tout k dans{b−1, ... , 2} tel queβ#

k+1 ne soit pasan−2,n−1, la forme normale tournante deβk
contient uneφn(β

#

k+1)-barrière.

Démonstration.La condition (3.15) implique que laB+∗
n−1-fin de la tresse

φb−k+1
n

(βb) · ... · φ
2
n
(βk+1)φn(βk)

est triviale. En particulier, laB+∗
n−1-fin deφ2

n
(β#

k+1)φn(βk) est triviale. Le lemme 3.4 implique
alors que la forme normale tournante deβk contient uneap,n-barrière dès queβ#

k est différente
dean−2,n−1.

Exemple 3.6.Considérons la tresseβ dont la forme normale tournante est

a2,4 a1,3 a4,5 a2,4 a2,4 a3,5 a4,5.

Le φ5-éclatement deβ est(β4, β3, β2, β1) avec

β4 = a1,4, β3 = a1,4, β2 = a3,4a1,3a1,3a2,4a3,4 et β1 = 1.

La lettreβ#

4 esta1,4, donc, par la proposition 3.5, la forme normale tournante deβ3 doit contenir
une a2,5-barrière : ceci est vrai puisquea1,4 est unea2,5-barrière. La lettreβ#

3 est a1,4, qui
est différente dea3,4. Alors, encore par la proposition 3.5, la forme normale tournante deβ2

doit contenir unea2,5-barrière : ceci est vrai puisque la forme normale tournante deβ2 est
a3,4a1,3a1,3a2,4a3,4, qui contient laa2,5-barrièrea1,3.

La proposition 3.5 implique que, dans unφn-éclatement, le terme à droite d’un terme se
terminant parap,n−1 avecp < n−2 doit contenir une barrière. Ainsi, si un terme d’unφn-
éclatement ne contient pas de barrière alors son terme de gauche se termine nécessairement par
la lettrean−2,n−1.

Corollaire 3.7. Supposonsn > 3 et que(βb, ... , β1) est une suite d’éléments deB+∗
n−1 qui est

le φn-éclatement d’une certaine tresse deB+∗
n . Alors, pour toutc dans{b−1, ... , 2} tel queβc

est soit triviale soitan−1,n, on aβ#

c+1 = an−2,n−1.

Démonstration.Supposonsβc ∈ {1, an−2,n−1}. Soitap−1,n−1 la dernière lettre de la forme nor-
male tournante deβc+1. La condition (3.15) implique que laB+∗

n−1-fin de φ2
n
(βc+1)φn(βc) est

triviale. En particulier laB+∗
n−1-fin deφn(ap,n βc) est triviale. Ensuite, comme la forme normale

tournante deβc ne contient pas de barrière, la proposition 3.10 impliquep = n−1. Nous avons
doncβ#

c+1 = an−2,n−1.
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3.3 Échelles

Nous avons vu à la proposition 3.5 que tout mot tournantw deB+∗
n−1 tel que laB+∗

n−1-fin
deφn(ap,nw) est triviale pourp 6 n−2 contient au moins uneap,n-barrière. Nous allons main-
tenant montrer que, sous les mêmes hypothèses,w contient non seulement une barrière, mais
une suite de barrières se recouvrant deux à deux. Les mots contenant une telle suite de lettres
seront appelés échelles.

Définition 3.8. Pourn > 3, on dit qu’unA+

n−1-motw est uneap,n-échelle de hauteurh adosśee
à aq−1,n−1, s’il existe une décomposition

w = w0 x1 w1 ... wh−1 xh wh, (3.18)

et une suitep = f(0) < f(1) < ... < f(h) = n−1 telle que
(i) pour toutk 6 h, la lettrexk est uneaf(k−1),n-barrière de la formea..,f(k),
(ii) pour toutk < h, le motwk ne contient pas deaf(k),n-barrière,
(iii) la dernière lettre dew estaq−1,n−1.

Par convention, toutA+

n−1-mot dont la dernière lettre estaq−1,n−1 est unean−1,n-échelle
adossée àaq−1,n−1 et sa hauteur est0. Il n’existe pas deap,n-barrière avecn 6 3, donc parmi
lesA+

3-mots il n’existe que desa1,2-échelles.
La notion d’échelle est facilement illustrée en représentant les générateursap,q comme des

lignes verticales reliant lap-ème ligne à laq-ème ligne sur une partition àn lignes. De cette
manière, pour toutk > 0, la lettrexk ressemble au barreau d’une échelle—voir Figure 3.7.

1

6

FIG. 3.7 :Une a2,5-échelle adossée à a3,5 (la dernière lettre). La ligne grise part de la position 2 pour
grimper jusqu’à la position 5 en utilisant les barreaux de l’échelle. Les barreaux de l’échelle
sont représentés par des lignes noires verticales plus épaisses. Les espaces entre les bar-
reaux de l’échelle sont représentés par une boı̂te. Dans une telle boı̂te, les lignes verticales
représentant une lettre ai,j ne coupent pas la ligne grise.

Notre but est de démontrer que la forme normale tournante d’un terme non terminal d’un
φn-éclatement est une échelle. Pour ceci, nous commençonspar un lemme préparatoire mon-
trant que des barrières apparaissent forcément après certaines lettres dans une forme normale
tournante. En appliquant ce résultat autant de fois qu’il le faut, on obtiendra la description d’une
échelle.

Lemme 3.9. Supposonsn > 4, quew est le suffixe d’unA+

n−1-mot tournant, queap,q appar-
tienneà B+∗

n−2, et que laB+∗
n−1-fin deφn(ap,qw) soit triviale. Alors le motw contient uneaq,n-

barrière.

Démonstration.NotonsX l’ensemble des lettresar,s avecs > q. Posonsw = u v où v est le
suffixe maximal dew écrit avec seulement des lettres deX. Comme, par hypothèse, laB+∗

n−1-fin
deφn(ap,qw) est triviale, la dernière lettre dew existe et est de la formea..,n−1 ; en particulier le
motv est non vide.
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Comme la lettreap,q n’appartient pas àX, le mot u est aussi non vide. Notonsat,t′ la
dernière lettre deu. Par définition deu, on at′ 6 q. Supposons quev ne contienne pas deaq,n-
barrière, c’est-à-dire que toute lettrear,s dev satisfasser > q, et montrons alors qu’on a une
contradiction. Par (II.2.2) et (II.2.3), nous avons

at,t′ar,s ≡

{
ar,sat,t′ pourr > q ou t′ < q,

at,sat,t′ pourq = r = t′,

ce qui implique que les motsat,t′ et v quasi-commutent, c’est-à-dire qu’il existe unA+

n-mot v′

satisfaisant la relationat,t′ v ≡ v′ at,t′ . Ainsi φn(at,t′) est un diviseur à droite de la tresse
représentée par le motφn(ap,qw). L’hypothèse portant surap,q et la relationt′ 6 q impliquent
que φn(at,t′) est un élément deB+∗

n−1, ce qui contredit l’hypothèse faite sur la trivialité de
laB+∗

n−1-fin de la tresseφn(ap,q w).

Nous pouvons maintenant montrer que tout mot normal satisfaisant quelques conditions
additionnelles est une échelle.

Proposition 3.10. Supposonsn > 3, queβ appartienneà B+∗
n−1, que laB+∗

n−1-fin deβ soit
triviale et que la forme normale tournante deβ contienne uneap,n-barrière. Alors la forme
normale tournante deβ est uneap,n-échelle adosśeeà β#.

Démonstration.Posonsf(1) = p et notons parw la forme normale tournante deβ. Par hy-
pothèsew admet la décompositionw0 x1 w

(0), oùw0 est le préfixe maximal dew qui ne contient
pas deap,n-barrière et oùx1 = a..,f(1) est uneap,n-barrière. Comme par hypothèse, laB+∗

n−1-
fin dew est triviale, il en est de même pour laB+∗

n−1-fin deφn(x1w
(0)). Supposons quef(1)

soit différent den−1. Le lemme 3.9 implique alors que le motw(0) admet la décomposition
w1 x2w

(1), oùw1 est le préfixe maximal dew(0) qui ne contient pas deaf(1),n-barrière et oùx2

est uneaf(1),n-barrière. Nous répétons le même argument jusqu’à obtenir la décomposition

w0 x1 w1... xhw
(h)

dew avecf(h) = n−1. Ainsi, en posantwh = w(h), nous avons montré que la forme normale
tournante deβ satisfait les conditions de la définition 3.8, en d’autres mots, c’est une échelle.

En appliquant la proposition 3.10 aux entrées successivesd’unφn-éclatement, on déduit que
tous ses termes, exceptés les extrêmes, sont des échelles.

Corollaire 3.11. Supposonsn > 3 et que(βb, ... , β1) soit une suite d’́eléments deB+∗
n−1 qui est

le φn-éclatement d’une certaine tresse deB+∗
n . Alors, pour toutk dans{b−1, ... , 2}, la forme

normale tournante deβk est uneφn(β
#

k+1)-échelle adosśeeà β#

k .

Démonstration.La condition (3.15) implique que laB+∗
n−1-fin de la tresseφ2

n
(βk+1)φn(βk) est

triviale. En particulier, lesB+∗
n−1-fins deφ2

n
(β#

k+1)φn(βk) etφn(βk) sont triviales. Par le lemme 3.2,
la lettreβ#

k+1 est de la formea..,n−1. La proposition 3.5 garantit que la forme normale tournante
deβk contient uneφn(β

#

k+1)-barrière. Ainsi la proposition 3.10 implique que la formenormale
tournante deβk est uneφn(β

#

k+1)-échelle adossée àβ#

k .

Par définition d’une échelle, comme la lettrean−2,n−1 n’est pas une barrière, siw an−2,n−1

est uneap,n-échelle et siw n’est pas le mot vide, alorsw est uneap,n-échelle adossée àar−1,n−1

pour un certain entierr—voir lemme 3.2(iii).
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Exemple 3.12.Reprenons la tresse de l’exemple 3.6. Sonφ4-éclatement est(β4, ..., β1) avec

β4 = a1,4, β3 = a1,4, β2 = a3,4a1,3a1,3a2,4a3,4 et β1 = 1.

La forme normale tournante deβ4 se termine para1,4 ; la forme normale tournante deβ3 doit
alors être unea2,5-échelle adossée àa1,4. Ceci est vrai : dans ce cas précis l’échelle estε ·a1,4 ·ε,
et sa hauteur est1, ce qui, avec les notations de la définition 3.8, correspondàw0 = ε, x1 =
a1,4 et w1 = ε. De même, la forme normale tournante deβ3 se termine para1,4, donc par le
corollaire 3.11, la forme normale tournante deβ2 doit être unea2,5-échelle adossée àa3,4. Ceci
est encore vrai. Dans ce cas, l’échelle a pour hauteur2, et sa décomposition esta3,4 · a1,3 ·
a1,3 · a2,4 · a3,4, qui, avec les notations de la définition 3.8, correspond àw0 = a3,4, x1 = a1,3,
w1 = a1,3, x2 = a2,4 etw2 = a3,4. Nous observons quea1,3 est unea2,5-barrière et quea2,4 est
unea3,5-barrière.

4 Forme normale tournante et automates

Dans cette section, nous allons donner une construction inductive d’automates permettant
de reconnaı̂tre la famille des mots tournants.

Dans [Deh08], P. Dehornoy montre que l’ensemble des mots quisont des formes normales
alternantes peut être reconnu par un automate. Cependant,la méthode utilisée ne permet pas
d’expliciter des automates compréhensibles sauf pourn = 3.

4.1 Reconnâıtre un mot tournant

Nous avons établi plusieurs contraintes que devaient satisfaire lesφn-éclatements et les mots
tournants : dernière lettre, contenir une barrière, etc.Dans cette section, nous montrons que ces
contraintes sont suffisantes.

Pour cela nous avons besoin d’énoncés techniques préliminaires.

Lemme 4.1.Soitβ une tresse non triviale deB+∗
n dont laB+∗

n−1-fin est triviale. Alors toutA+

n-mot
représentantβ se termine parβ#, qui vautap,n pour un certainp.

Démonstration.Soitw unA+

n-mot représentantβ. Comme laB+∗
n−1-fin deβ est triviale, le motw

se termine parap,n pour un certainp. Soitw′ un autreA+

n-mot représentantβ. Pour la même
raison quew, le motw′ se termine paraq,n pour un certainq. La tresse est donc un multiple à
gauche deap,n etaq,n. Supposons sans perte de généralitép 6 q. Pourp 6= q, le ppcm à gauche
deap,n et aq,n estap,qaq,n. Par la relation II.2.3, le motap,qaq,n est équivalent àap,nap,q. Ainsi,
la relationp 6= q implique queβ est divisible à droite parap,q, qui est un élément deB+∗

n−1.
On a obtenu une contradiction et on ap = q. Comme la forme normale tournante deβ est un
représentant particulier deβ, on aap,n = β#, où, on le rappelle,β# est la dernière lettre de la
forme normale tournante deβ.

Le résultat précédent rend la définition de la dernièrelettre d’une tresse (définition 3.1) plus
naturelle.

Lemme 4.2.Pourβ une tresse deB+∗
n−1, il y a équivalence entre

– (i) unA+

n−1-mot repŕesentantβ contient uneap,n-barrière ;
– (ii) toutA+

n−1-mot repŕesentantβ contient uneap,n-barrière.
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Démonstration.La relation(ii) ⇐ (i) est évidente. Montrons que(i) implique (ii). Cela re-
vient à montrer que siu = v est une relation de II.2.13 avecu contenant uneap,n-barrière alors
le motv en contient aussi une. Pour la relation II.2.2 c’est évident car elle préserve les lettres.
Pour la relation II.2.3, la propriété est immédiate si onconsidère des diagrammes de cordes.

p

r

q s

t

FIG. 3.8 :La relation (2.3) préserve les ap,q-barrières : si un des membres de ar,sas,t = as,tar,t = ar,tar,s

contient une ap,q-barrière alors les deux autres aussi.

Ainsi contenir une barrière n’est pas une propriété de mot mais est une propriété de tresse.
On dit qu’une tresse deB+∗

n contient uneap,q-barrièresi elle est représentée par un mot con-
tenant uneap,q-barrière.

Lemme 4.3. Soientβ une tresse deB+∗
n−1 et p un entier v́erifiant 2 6 p 6 n−1. Alors il y a

équivalence entre
– (i) la B+∗

n−1-fin deφn(ap,nβ) est triviale,
– (ii) la B+∗

n−1-fin deφn(β) est triviale etβ contient uneap,n-barrière.
– (iii) toutA+

n-mot repŕesentantap,nβ se termine parβ#.

Démonstration.L’implication (i) ⇒ (ii) est le lemme 3.4. Montrons que(ii) implique (iii).
Pour cela déterminons quels sont les générateursar,s divisant à droiteap,nβ. Soitw unA+

n−1-
mot représentantβ. D’après le corollaire II.3.27, pour deuxA+

n-motsu et v, la tressev est un
diviseur à droite deu si et seulement siv/u est le mot vide. Déterminons alors pour quelle
valeur der et s, le motar,s/(ap,nw) est vide. Supposonss 6 n−1 avecar,s 6= β#. La tresseβ
n’étant pas divisible à droite parar,s d’après le lemme 4.1, le motar,s/w est non vide. Comme le
retournement d’unAn−1-mot est unAn−1-mot il existe alorsw′ etat,t′ avect′ 6 n−1 vérifiant

ap,nw a
−1
r,sygap,n a

−1
t,t′ w

′.

La tresseat,t′ n’étant évidemment pas un diviseur à droite deap,n, le motar,s ne divise pas la
tresseap,nw pours 6 n−1.

Supposonss = n. Par hypothèse un représentant deβ contient uneap,n-barrière. Ainsi par
le lemme 4.2, la forme normale tournante deβ contient uneap,n-barrière. La proposition 3.10
assure donc que la forme normale tournante est uneap,n-échelle. Une première étape consiste à
maı̂triser le retournement à gauche deai,ja

−1
t,n pourj 6 n−1 :

fng (ai,j, at,n) =






at,n pour[i, j] et [t, n] nichés ou disjoints,

ai,n pourj = t,

at,n pouri = t,

at,jai,n pouri < t < j.

(3.19)

Notonsu1, ..., uℓ une suite de retournements à gauche deap,nwa
−1
s,n. Notonsx−1

k la lettre négative
la plus à droite dansuk. Comme le retournement à gauche consiste à remplacer un sous-mot de
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la formexy−1 parfng (x, y)−1fng (y, x), la relation (3.19) implique quexk est de la formeark,n.
Par la relation (3.19) on ark+1 6 rk pour toutk. De plus siuk commence par le motv ai,ja

−1
rk,n

aveci < rk 6 j alors l’entierrk+1 vauti. Donc d’une certaine manière la valeurrk descend les
barres de l’échellew. Il s’ensuit que le motap,nw a

−1
s,n se retourne à gauche enap,na

−1
rℓ,n

w′ pour
un certainw′ avecrℓ < p. On déduit alors que le motar,s/(ap,nw) est non vide. Nous venons
donc d’établir que la seuleA+

n-lettre qui divise à droiteap,nβ estβ#.
Montrons que(iii) implique(i). Posonsaq−1,n−1 = β#

k . Comme la seuleA+

n-lettre qui divise
à droiteφn(ap,nβ) estaq,n, laB+∗

n−1-fin deφn(ap,n) est triviale.

Théorème 4.4.Une suite finie(βb, ... , β1) de tresses deB+∗
n−1 est leφn-éclatement d’une tresse

deB+∗
n si et seulement si

– (i) pourk > 3 etk = b, la tresseβk est non triviale,

– (ii) pourk > 2, la B+∗
n−1-fin deφn(βk) est triviale,

– (iii) si, pourk > 3, on aβ#

k 6= an−2,n−1 alorsβk−1 contient uneφn(β
#

k )-barrière.

Démonstration.Soit (βb, ... , β1) un φn-éclatement d’une tresse deB+∗
n . Le (i) est une consé-

quence du lemme 3.2(i) et de la proposition 2.7. La condition 3.15 implique que laB+∗
n−1-fin de

la tresse
φb−k
n

(βb) · ... · φn(βk+1)

est triviale pour toutk > 1. En particulier laB+∗
n−1-fin deφn(βk) est triviale pourk > 2, c’est-à-

dire que la condition(ii) est vérifiée. Le(iii) est une conséquence de la proposition 3.5.
Montrons maintenant qu’une suite(βb, ... , β1) satisfaisant les conditions(i), (ii) et (iii)

est unφn-éclatement deB+∗
n . La condition(i) implique queβb est non triviale. Pourk > 3,

montrons

la seuleA+

n-lettre divisant à droiteφb−k+1
n

(βb) · ... · φn(βk) estφn(β
#

k ). (3.20)

Notons que la condition(i) assure l’existence deβ#

k pourk > 3. Pourk = b, la condition(ii)
implique que laB+∗

n−1-fin deφn(βk) est triviale. Par le lemme 4.1, la seuleA+

n-lettre qui divise à
droiteφn(βk) estφn(β

#

k ). La relation (3.20) est donc vérifiée pourk = b. Supposons que (3.20)
soit satisfaite pourk+1 et montrons la pourk. Soit ap,q uneA+

n-lettre différente deφn(β
#

k ).
Notonsw un représentant deφb−k+1

n
(βb) · ... · φ

2
n
(βk+1). Par hypothèse, le motw se termine

par la lettreφ2
n
(β#

k+1). Notonsu le préfixe dew de longueur|w| − 1. De même notonsv un
représentant de la tresseβk. Montrons que le retournement à gauche deuφ2

n
(β#

k+1)φn(v)φn(a
−1
p,q)

commence par une lettre négative. Par le lemme 4.3 et la condition (iii), la seuleA+

n-lettre qui
divise à droiteφn(β

#

k+1βk) estφn(β
#

k ). Ainsi, par le corollaire II.3.27, il existe uneA+

n-lettrear,s
et unAn-mot v′ tels que le motva−1

p,q se retourne à gauche ena−1
r,sv

′. On a donc

u φ2
n
(β#

k+1) v a
−1
p,qygu φ

2
n
(β#

k+1) a
−1
r,t v

′.

Comme la lettreβ#

k est de la formea..,n−1, la lettreφ2
n
(β#

k ) est de la formea1,... On en déduit
que les lettresφ2

n
(β#

k ) etφn(ar,s) sont différentes. La seuleAn-lettre divisant à droite la tresse

φb−k+1
n

(βb) · ... · φ
2
n
(βk+1)

étantφ2
n
(β#

k+1), par le corollaire II.3.27, il existe uneA+

n-lettreat,t′ et unAn-motu vérifiant

u φ2
n
(β#

k+1)φn(a
−1
r,s)yg a

−1
t,t′ u

′.
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On a donc montré que le retournement à gauche deuφ2
n
(β#

k+1)va
−1
p,q donnea−1

t,t′u
′v′. Ainsi, par le

corollaire II.3.27, la tresseap,q n’est pas un diviseur à droite deφb−k+1
n

(βb) · ... · φn(βk), ce qui
établit (3.20) pourk.

Une conséquence de (3.20) et de la condition(ii) est que laB+∗
n−1-fin de

φb−k+1
n

(βb) · ... · φn(βk)

est triviale pourk > 3. De même pourk = 2 sauf siβ2 est triviale.
Afin d’établir la condition 3.15, il nous reste à montrer que laB+∗

n−1-fin deφb−2
n

(βb)·...·φn(β2)
est triviale pourβ2 = 1, c’est à dire que laB+∗

n−1-fin de φb−2
n

(βb) · ... · φ
2
n
(β3) est triviale.

Pourβ2 triviale, la condition(iii) implique que la dernière lettre deβ3 estan−2,n−1. Par (3.20)
pourk = 3, la seuleA+

n-lettre divisant à droiteφb−2
n

(βb) · ... · φ
2
n
(β3) estφ2

n
(an−2,n−1), à savoir

la tressea1,n. Ainsi tout diviseur à droite non trivial deφb−2
n

(βb) · ... · φ
2
n
(β3) est un multiple à

gauche dea1,n, ceci impliquant que laB+∗
n−1-fin deφb−2

n
(βb) · ... · φ

2
n
(β3) est triviale.

Les conditions du théorème 4.4 sont faciles à vérifier siles tressesβb, ... , β1 sont données
par leurs formes normales tournantes :

Corollaire 4.5. Soit(wb, ... , w1) une suite deA+

n−1-mots. Alors leA+

n-mot

φb−1
n

(wb) · ... · φn(w2) · w1

est tournant si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.
– (i) pourk > 1, le motwk est tournant,

– (ii) pourk > 3, le motwk se termine parap−1,n−1 pour un certainp,

– (iii) le motw2 est soit vide (sauf pourb=2), soit se termine parap−1,n−1 pour un certainp,

– (iv) si, pourk > 3, le motwk se termine parap−1,n−1 avecp 6= n−1, alors le motwk−1

contient uneap,n-barrière.

Démonstration.La condition(i) du théorème 4.4 est une conséquence immédiate des condi-
tions(ii) et(iii). Les conditions(i) et(ii) impliquent que laB+∗

n−2-fin de la tressewk est triviale.
Notonsap−1,n−1 la dernière lettre dewk, c’est-à-dire,ap−1,n−1 = w#

k . Le lemme 4.1 implique
que la seuleA+

n−1-lettre divisant à droitewk estap−1,n−1. Commewk est un élément deB+∗
n−1, la

seuleA+

n-lettre qui divise à droitewk estap−1,n−1. Ainsi la seule lettre divisant à droiteφn(wk)
est ap,n. Il s’ensuit que laB+∗

n−1-fin de wk est triviale, c’est-à-dire, que la condition(ii) du
théorème 4.4 est vérifiée. La condition(iii) du théorème 4.4 est une conséquence immédiate
des points(ii) et (iv). On conclut à l’aide de la définition 2.12 et de(i).

Nous avons ainsi obtenu une caractérisation inductive desmots tournants.

4.2 Automates et langage ŕegulier

Dans cette section nous faisons de brefs rappels sur les automates et les langages réguliers.
Toutes les définitions et tous les résultats de cette sous-section sont issus de [ECH+92].

Définition 4.6. Un langagesur un alphabetS est un sous-ensemble deS∗, c’est-à-dire, desS-
mots.

Il est usuel de classifier des langages en fonction des types de machines capable de les re-
connaı̂tre. Unautomate finiest une machine simple permettant de reconnaı̂tre certainslangages.
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Définition 4.7. Un automate finiest un quintuplet(E,S, t, Q, i), oùE est un ensemble fini
d’états, S est unalphabetfini, t : E × S → E est une fonction detransition, Q est le sous-
ensemble deE desétats terminauxet i est l’état initial.

L’idée est que l’automate commence à l’état initiali, et lit un ruban sur lequel unS-mot est
imprimé. Après avoir lu une lettre, l’état de l’automatechange, en fonction de l’état dans lequel
il se trouve, de la lettre lue et de la fonction de transitiont. Alors le ruban est décalé d’une lettre
vers la droite, c’est-à-dire, la tête de lecture est décalée d’une lettre vers la gauche. Si après
avoir lu tout le ruban l’automate se trouve dans un état terminal, on dit que la mot écrit sur le
ruban estreconnupar l’automate.

Définition 4.8. L’ensemble desS-mots reconnus par un automate fini est un langage ditrégulier
surS.

On représente souvent un automate à l’aide d’un graphe orienté, avec un noeud pour chaque
état et une flèche étiquetée par une lettre deS pour chaque transition. Par convention, un état

terminal est représenté par et l’état initial est représenté par . Voir la figure 3.9

pour un exemple.

M

1 + 1 + 1 +

1

+ 1 +
1

+ 1 +

+ 1

FIG. 3.9 :Un automate fini sur l’alphabet S = {+, 1}. Le mot vide est interprété comme représentant 0
et est reconnu. Les autres mots reconnus sont ceux de la forme 1 + 1 + 1 + ... + 1 à condition
qu’il représente 0 modulo 3.

Étant donné un automate fini, on peut quelque fois le simplifier sans modifier le langage
qu’il reconnaı̂t. On peut supprimer tous les étatsinaccessibles, c’est-à-dire, ceux qui ne peuvent
pas être atteint à partir de l’état initial. Ensuite, on peut regrouper tous les étatsmortsen un seul ;
un état est ditmort s’il est accessible, non terminale et si on ne peut pas en sortir, c’est-à-dire,
les seules flèches partant d’un état mort pointent vers lui-même. Par exemple l’état étiquetéM
dans l’automate de la figure 3.9 est un état mort.

Dans la suite, afin d’alléger les automates, on ne dessinerapas les états morts. Si à partir de
l’état courant il n’existe pas de flèche étiquetéex sortant de l’état courant, alors six est lu on se
retrouve dans l’état mort et le mot sur le ruban de l’automate n’est pas reconnu.

Par exemple l’automate de la figure 3.9 devient :
Avec notre convention de lecture, un automate lit un mot de ladroite vers la gauche. Dans

la littérature, et en particulier dans [ECH+92], les automates lisent les mots de la gauche vers la
droite. Nous avons choisi cette convention car c’est la pluscommode pour décrire les langages
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1 + 1 + 1 +

1

FIG. 3.10 :Automate de la figure 3.9 auquel on a retiré l’état mort M.

de la section suivantes Cependant, notons que ces conventions n’ont aucune importance du point
de vue langage régulier. En effet, on a le résultat suivantliant un langage régulierL et le langage
des mots deL écrits à l’envers :

Théorème 4.9.SiL est un langage ŕegulier sur un alphabetS, alors le langage contenant les
mots deL écrit à l’envers est aussi un langage régulier.

4.3 Cas des mots tournants

Dans cette section nous décrivons la construction, par induction surn, d’un automate recon-
naissant le langage des mots tournants àn brins.

Notation 4.10. NotonsTn le langage surA+

n des mots tournants àn brins.

Commençons d’abord parn = 2. Toute puissance dea1,2 étant un mot tournant à2 brins,
l’automate suivant reconnaı̂t le langageT2.

a1,2

FIG. 3.11 :Automate reconnaissant le langage T2 des mots tournants à 2 brins.

Intéressons nous maintenant au casn = 3. Une conséquence du corollaire 4.5 est la car-
actérisation suivante des mots tournants à3 brins.

Proposition 4.11.UnA+

3 -motaeb

[b] · ... · a
e3
1,3 a

e2
2,3 a

e1
1,2 est tournant si et seulement siek est non nul

pourk > 3, où on pose

a[k] =






a1,2 pourk = 1 mod 3,

a2,3 pourk = 2 mod 3,

a1,3 pourk = 3 mod 3.

Démonstration.Les mots tournants à deux brins sont les puissances dea1,2. Posonswk = aek

1,2.
Le motw = aeb

[b] · ... · a
e3
1,3 a

e2
2,3 a

e1
1,2 est alors égal à

φb−1
3 (wk) · ... · φ

2
3(w3) · φ3(w2) · w1.

Comme il n’existe pas de barrière dansB+∗
3 , le motw est tournant si et seulement siil vérifie les

conditions(ii) et (iii) du corollaire 4.5, ce qui revient àek 6= 0 pourk > 3.
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a1,3

a2,3

a1,2

a2,3

a1,3
a1,2

a1,3

a2,3

a1,2

FIG. 3.12 :Automate reconnaissant le langage T3 des mots tournants à 3 brins.

À l’aide de la proposition 4.11, on vérifie aisément que l’automate donné à la figure 3.12
reconnaı̂t les mots tournants à3 brins.

Malheureusement, pourn > 4, il n’existe pas de caractérisation des mots tournants àn brins
aussi élémentaire que celle donnée à la proposition 4.11 dans le casn = 3. Afin de construire un
automate reconnaissant le langageTn, nous allons utiliser la caractérisation des mots tournants
àn brins donnée au corollaire 4.5 ainsi qu’une induction surn.

La première étape consiste à construire un automateAn reconnaissant lesA+

n-mots tournants
se terminant par une lettreap,n pour un certainp.

Notation 4.12. NotonsT>2
n l’ensemble des motsw deTn se terminant par une lettreap,n pour

un certainp.

Remarquons que les mots deT>2
n sont desA+

n−1-mots tournants dont leφn-éclatement est
de la forme(wb, ... , w2, 1), d’où la notation.

Afin de décrire facilement le processus d’induction il est utile de bien nommer les états de
l’automateA>2

n reconnaissant le langageT>2
n .

Définition 4.13. On noteFn l’ensemble des couples(p,m) oùp est un(n−2)-uplet(pn, ... , p3)
avecpi dans{0, ... , i−1} etm est un sous-ensemble de{a1,n, a2,n, ... , an−2,n}. Poure = (p,m)
un élément deFn, on notee(0) le (n−2)-upletp ete(1) l’ensemblem. De même on notee(0, i)
l’entier pi.

Cette manière de noter les états semble étrange dans un premier temps. Précisons le fonc-
tionnement du premier paramètre.

Définition 4.14. Poure un élément deFn, on noteαn(e) laA+

n-lettre

φe(0,n)
n

(φ
e(0,n−1)
n−1 (...(φ

e(0,4)
4 (φ

e(0,3)
3 (a1,2)))...)).

L’idée est que pour arriver à un étate de Fn la dernière lettre lue par l’automate doit
êtreα(e).

Afin de maintenir un procédé d’induction, nous n’allons pas seulement construire un auto-
mate

A>2
k = (E>2

k ,S>2
k , t>2

k , Q>2
k , i>2

k ),

reconnaissant le langage mais un automate ayant les propri´etés suivantes :
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Propri étés 4.15.
–A>2

k reconnaı̂tT>2
k , (4.15.i)

– on aS>2
k = A+

k et{∗,M} ⊆ E>2
k ⊆ Fk ∪ {∗,M}, (4.15.ii)

–M est l’état mort deA>2
k et∗ son état initial, c’est-à-dire,i>2

k = ∗, (4.15.iii)
– toutes les transitions sont de la formet>2

k (e, x) = M ou tk(e, αk(e
′)) = e′, (4.15.iv)

– tout état différent deM deA>2
k est terminal, c’est-à-dire,Q>2

k = E>2
k − {M}. (4.15.v)

L’étape initiale de la construction inductive peut être obtenue pourn = 2, mais il nous paraı̂t
plus judicieux de commencer directement à partir de l’automateA>2

3 donné à la figure 3.13

∗ (1), ∅

(2), ∅

(0), ∅

a1,3

a2,3

a1,2

a2,3

a1,3
a1,2

a1,3

a2,3

FIG. 3.13 :Automate A>2
3 satisfaisant les propriétés 4.15.

Proposition 4.16.L’automateA>2
3 de la figure 3.13 satisfait les propriét́es 4.15.

Démonstration.L’automate de la figure 3.12 reconnaı̂t le langageT3. Remarquons que l’auto-
mateA>2

3 est obtenu de ce dernier en retirant la boucle étiquetéea1,2 basée sur l’état initial.
Ainsi tout mot reconnu parA>2

3 est tournant et ne se termine pas par la lettrea1,2. La condi-
tion 4.15.i est donc vérifiée. Les autres propriétés de 4.15 se vérifient directement à l’aide de la
figure 3.13.

Pour la suite, on suppose que l’automateA>2
n−1 est construit et satisfait les propriétés 4.15.

Notre but est de décrire la construction de l’automateA>2
n à partir deA>2

n−1. Comme cette
construction est assez technique, nous allons illustrer les différentes étapes pourn = 4.

Pour satisfaire la condition(iv) du corollaire 4.5, nous devons modifier l’automateA>2
n−1

afin qu’il « mémorise» la lecture d’uneap,n-barrière pour différentes valeurs dep, c’est le rôle
de l’ensemblem décrivant les états deFn.

Notation 4.17. Poure un état deFn et p un entier de{1, ... , n−2}, on notee ∪ {ap,n} l’état
deFn égal à(e(0), e(1) ∪ {ap,n}).

Définition 4.18. SoitA = (E,A+

n−1, t, Q, {∗}) un automate satisfaisantE ⊆ Fn ∪ {∗,M} et
tel que la lettreap,n n’appartienne pas àe(1) pour toute deE. On définitA(ap,n) comme étant
l’automate(E ′,S ′, t′, Q′, {∗}) avecS ′ = S,

E ′ = E ∪ {e ∪ {ap,n}, e ∈ E − {∗,M}}, Q ∪ {e ∪ {ap,n}, e ∈ Q− {∗}},

et où la fonction de transitiont′(e, x) est définie par

t′(e, x) =






t(e, x) poure ∈ E etx pas uneap,n-barrière,

t(e, x) ∪ {ap,n} poure ∈ E etx uneap,n-barrière,

(t(e′, x) ∪ {ap,n} poure = e′ ∪ {ap,n} avece ∈ E.
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Proposition 4.19. SoientA un automate etp un entier comme dans la définition 4.18. Alors
l’automateA(ap,n) reconnâıt le même langage queA. De plus si apr̀es avoir lu unA+

n−1-mot
l’automateA(ap,n) est dans l’́etate alors le motw contient uneap,n-barrière si et seulement si
la lettreap,n appartientà e(1).

Démonstration.Soitw unA+

n-mot de longueurℓ. Notonsek (resp.(e′k)) l’état dans lequel se
trouveA (resp.A(ap,n)) après avoir lu lak ème lettre dew. Supposons quew ne contienne
pas deap,n-barrière. La définition det′ implique qu’on aek = e′k pour toutk de{1, ... , ℓ}. Il
s’ensuit quew est reconnu parA si et seulement s’il l’est parA(ap,n).

Supposons maintenant quew contienne uneap,n-barrière. Soitℓ′ la longueur du préfixe
maximale dew ne contenant pas deap,n-barrière. Par définition det′, on ae′k = ek pour1 6
k 6 ℓ′ et e′k = ek ∪ {ap,n} pourk > ℓ′. Comme, par construction deQ′, l’état eℓ appartient à
Q si et seulement sie′ℓ ∪ {ap,n} appartient àQ′, le motw est reconnu par l’automateA si et
seulement s’il l’est par l’automateA(ap,n).

Comme, par hypothèse, tout élémente deE vérifie ap,n 6∈ e(1), l’automateA(ap,n) se
trouve dans l’étate avecap,n appartenant àe si et seulement si uneap,n-barrière a déjà été lue
(voir définition det′).

Exemple 4.20.

∗ (0), ∅

(1), ∅

(2), ∅

a1,2

a2,3

a1,2

a1,3

a1,3

a1,3

a2,3

(), a2,4 (0), a2,4

(1), a2,4

(2), a2,4

a1,2

a2,3

a1,3

a1,2

a1,3

a2,3

a1,3

a1,3

a1,3

a2,3

a1,3

a2,3

FIG. 3.14 :L’automate A>2
3 (a2,4). Les transitions supprimées après la duplication de A>2

3 sont grisées,
celles rajoutées ensuite sont en tireté.

À la figure 3.14, on remarque que beaucoup d’états sont inaccessibles dansA>2
3 (a2,4). En

supprimant ces états, l’automate de la figure 3.14 devient celui de la figure 3.15

Définition 4.21. Pourn > 4, on noteA∗
n l’automateA>2

n−1(a2,n)...(an−2,n) duquel on a sup-
primer tous les états inaccessibles.

Une conséquence directe de la proposition 4.19 est :

Proposition 4.22. L’automateA∗
n reconnâıt le langageT>2

n−1 pour k = n−1. De plus si apr̀es
avoir lu un motw deT>2

n−1 l’automate est dans l’étate alors, pourp ∈ {1, ... , n−2}, le motw
contient uneap,n-barrière si et seulement siap,n appartientà e(1).
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(), ∅

(2), ∅

a2,3

(1), a2,4 (0), a2,4

(2), a2,4

a1,2

a2,3
a1,3

a1,2a1,3

a2,3

a1,3

a1,3

a2,3

FIG. 3.15 :Simplification de l’automate A>2
3 (a2,4) de la figure 3.14 : on a supprimé les états inaccessi-

bles.

Pour continuer la construction, nous définissons ce que nous appelons un fragment d’auto-
mate.

Définition 4.23. Un fragment d’automateA est un quintuplet(E,S, t, Q, I), oùE, S, t etQ
sont les mêmes que dans la définition 4.7 d’un automate fini et I : S → E∪{M} est la fonction
des entŕees. De plus on suppose que∗ n’appartient pas àE et queM désigne l’état mort deA.
La clôturedu fragment d’automateA est l’automate(E ∪ {∗},S, t′, Q, {∗}) avec

t′(e, x) =

{
t(e, x) poure ∈ E,

I(x) poure = ∗.

Notre construction de l’automateA>2
n fait intervenirn fragments d’automates notésAk

n

reliés entre eux. Intuitivement, le fragmentAk
n reconnaı̂t les mots de la formeφt

n
(w), où t est

congru àk modulon etw est un mot deT>2
n−1.

Définition 4.24. On définit un fragment d’automateA0
n = (E0

n, A
+

n−1, t
0
n, Q

0
n, I

0
n) à partir de

l’automateA∗
n = (E∗

n, A
+

n−1, t
∗
n, Q

0
n, {∗}) en posant

E0
n = E∗

n − {∗}, Q0
n = Q0

n − {∗}, I0
n = {t∗n(∗, x), x ∈ A+

n−1} − {M},

et où la fonction de transitiont0n est définie par

t0n(e, x) =

{
M poure = ∗,

t∗n(e, x) sinon.

Définition 4.25. Soit e = (p,m) un état deFn−1. Pour toutk > 0, on noteφk
n
(e) l’état deEn

égal à((k, pn−1, ... , p3), {φ
k
n
(x), x ∈ m}).

Notons, que, par définition, pour toute deEn−1, on aαn(φkn(e)) = φk
n
(αn−1(e)). Par con-

vention, on poseφk
n
(M) = M pour toutk > 0, oùM est un état mort.

Définition 4.26. On définit le fragment d’automateAk
n = (Ek

n, φ
k
n
(A+

n−1), t
k
n, Q

k
n, I

k
n) à partir de

l’automateA0
n en posant

Ek
n = φk

n
(E0

n), Q
k
n = φk

n
(Q0

n), I
k
n = φk

n
(I0
n),

et où la fonction de transition est définie par

tkn(φ
k
n
(e), φk

n
(x)) = φk

n
(t0n(e, x)).
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Maintenant que nous avons les fragments d’automatesAk
n pour k = 1, ... , n, il suffit de

les relier pour obtenir l’automateA>2
n . Le point est que l’on crée une transition reliant l’étate

deAk
n à l’étatI(e, x) deAk

n si x appartient àe(1).
Afin d’alléger la définition suivante, on poseIn+1

n = I1
n.

Définition 4.27. On définitA>2
n comme étant l’automate(E>2

n , A+

n, t
>2
n , Q>2

n , {∗}) en posant

E>2
n = E1

n ∪ ... ∪E
n
n , Q

>2
n = Q1

n ∪ ... ∪Q
n
n,

et où la fonction de transitiont>2
n est définie par

t>2
n (e, x) =






tkn(e, x) poure ∈ Ek
n etx ∈ φk

n
(A+

n−1),

Ik+1
n (x) poure ∈ Ek

n etx ∈ φk+1
n

(A+

n−1) − φk
n
(A+

n−1),

I1
n(x) poure = ∗ etx = ap,n avecp 6= 1,

I2
n(a1,n) poure = ∗ etx = a1,n.

M sinon.

Proposition 4.28.L’automateA>2
n construità la définition 4.27 satisfait les propriét́es 4.15.

Démonstration.Soit w un A+

n-mot. Par construction, la clôture du fragment d’automateAk
n

reconnaı̂t les mots de la formeφk
′

n
(w), pourk′ congru àk modulon, oùw est unAn−1-mot

tournant se terminant parap,n pour un certainp. Ainsi le motw est reconnu parA>2
n si et

seulement siw s’écrit
w = φb−1

n
(wb) · ... · φn(w2) · 1,

où leswk sont desA+

n−1-mots satisfaisant les conditions(i), (ii) et (iii) du corollaire 4.5. Par
construction det>2

n et par la proposition 4.15, après avoir lu la lettrew#

k pourk > 3, l’auto-
mateA>2

n n’est pas dans l’état mort si et seulement si le motwk−1 contient unew#

k -barrière. La
condition(iv) du corollaire 4.5 est donc satisfaite. Nous avons ainsi montré que l’automateA>2

n

reconnaı̂t le langageT>2
n . Les autres propriétés de 4.15 sont des conséquences directes de celles

deA>2
n−1 et de la construction des fragments d’automatesAk

n.

À partir de l’automateA>2
n , nous pouvons construire, par induction, un automateAn recon-

naissant le langageTn des mots tournants àn brins. Pour cela on insère l’automateAn−1 comme
« préfixe» de l’automateA>2

n .

Définition 4.29. Pourn > 4, on définitAn à partir des automates

An−1 = (En−1, A
+

n−1, tn−1, Qn−1, {∗}) etA>2
n = (E>2

n , A+

n, t
>2
n , Q>2

n , {∗}),

comme étant l’automate(En, A
+

n, tn;Qn, {∗}) avec

En = E>2
n ∪ En−1, Qn = Q>2

n ∪Qn−1,

et où la fonction de transitiontn est définie par

tn(e, x) =






tn(e, x) poure ∈ E>2
n ,

tn−1(e, x) poure ∈ En−1 etx ∈ A+

n−1,

I1
n(x) poure ∈ En−1 etx = ap,n avecp 6= 1,

I2
n(a1,n) poure ∈ En−1 etx = a1,n avecp 6= 1.
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(0, 1), ∅(0, 2), a2,4

(0, 0), a2,4 (0, 1), a2,4
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a2,3
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(2, 0), a2,4(2, 1), a2,4

a3,4
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(3, 1), ∅

(3, 2), a1,3(3, 0), a1,3

(3, 1), a1,3

a3,4

a2,3 a1,2

a1,2

a3,4

a2,4

a1,2

a1,3

a3,4

a2,4

a1,4

a1,3

a1,2

a2,4

a2,3

a1,3

∗

a2,4

a3,4

a1,4

FIG. 3.16 :Automate A>2
4 reconnaissant le langage T >2

4 , c’est-à-dire, les mots tournants de A4 se ter-
minant par ap,4 pour p = 1, 2 et 3. Sa construction nécessite l’utilisation des quatre fragments
d’automate Ak

4 pour k = 1, 2, 3 et 4.
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Proposition 4.30.Pour toutn > 3, l’automateAn reconnâıt le langageTn.

Démonstration.Soit w un A+

n-mot. Notonsw1 le plus grand suffixe dew qui soit unA+

n−1-
mot et notonsw′ le préfixe associé. Comme le motw1 est reconnu par l’automateAn−1 si et
seulement s’il est tournant, l’automateAn se trouve dans un état différent de l’état mortM si et
seulement siw1 est tournant. Le motw′ est ensuite lu par la partie de l’automateAn provenant
de l’automateA>2

n . Ainsi le motw est reconnu par l’automateAn si et seulement siw1 est un
mot tournant à(n−1) brins etw′ est le mot vide où un mot tournant àn brins se terminant
par une lettreap,n pour un certainp, c’est-à-dire, si et seulement siw est un mot tournant àn
brins.

Une des conséquences de ce résultat est que le langageTn est régulier :

Corollaire 4.31. Pour toutn, la famille des mots tournants̀a n brins est un langage régulier.
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FIG. 3.17 :Automate A4 reconnaissant le langage T4.



IV. Expressionσ-définie

Le point clé de l’existence de l’ordre des tresses est la propriété C, qui établit que toute
tresse non triviale admet au moins une expressionσ-définie, c’est-à-dire, une expression dans
laquelle le générateurσi de plus grand indicei apparaı̂t seulement positivement, ou seulement
négativement. Indépendamment de toute considération d’ordre, cette propriété est un résultat
fondamental des tresses.

Dans les vingt dernières années, au moins cinq ou six démonstrations d’approches différentes
de ce résultat ont été proposées. La première, par P. Dehornoy en 1992, repose sur les algèbres
auto-distributives [Deh94]. La suivante, par D. Larue [Lar94], utilise la représentation d’Artin
des tresses comme automorphisme du groupe libre, un argument qui a été indépendamment
redécouvert part R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke et B. Wiest [FGR+99] dans un lan-
gage topologique. Une démonstration complètement diff´erente utilisant la géométrie du graphe
de Cayley deBn et la théorie de Garside apparaı̂t dans [Deh97a]. Il existeaussi au moins deux
démonstrations reposant sur des algorithmes de relaxation, qui sont des stratégies pour sim-
plifier de proche en proche l’image d’une (famille de) courbe(s) dessinée dans un disque et
déformée par l’action d’une tresse vue comme un homéomorphisme du disque. Une est décrite
par I. Dynnikov et B. Wiest dans [DW07], une autre par X. Bressaud dans [Bre08].

Toutes ces méthodes sont effectives et donnent lieu à des algorithmes. Cependant, en termes
de complexité en espace et en temps, aucune n’a une complexité meilleure qu’exponentielle.
En particulier, la meilleure borne supérieure obtenue pour la longueur d’un motσ-défini final
équivalent à un mot de tresse initial de longueurℓ est une exponentielle enℓ. D’un autre côté,
certaines méthodes sont connues comme extrêmement efficaces en pratique, et la conjecture
suivante appartient au folklore du sujet :

Conjecture 0.1. Pour toutn, il existe une constanteCn telle que, pour tout mot de tressew à n
brins de longueurℓ, il existe un motσ-défini équivalent de longueur au plusCnℓ.

Le but de ce chapitre est de démontrer la conjecture 0.1. Le principe de l’argument est
le suivant. Etant donnée une tresseβ deBn, on commence d’abord par l’exprimer comme
fraction δ−tn β ′, où, on le rappelle,δn est l’élément de Garside deB+∗

n , et oùβ ′ est un élément
deB+∗

n . Ceci est possible carBn est le groupe de fractions deB+∗
n . Si l’exposantt est plus grand

que la longueur duφn-éclatement deβ ′, alors le facteurσ-négatifδ−tn l’emporte sur le facteurσ-
positif β et un motσ-négatif représentantβ peut être facilement obtenu par un calcul direct
consistant essentiellement à intercaler unδ−1

n entre les termes duφn-éclatement deβ ′′. Sinon,
si l’exposantt est plus petit que la longueur duφn éclatement deβ ′, on détermine la forme
normale tournantew de β ′ et on essaie d’obtenir un représentantσ-positif deβ en poussant
le facteur négatifδ−tn à droite au travers dew. Le problème est que certain motsσ-négatifs
d’une forme particulière, appelésmots dangereux, apparaissent à chaque étape. Le point clé est
que les mots tournants sont des échelles d’après la proposition III.3.10, ce qui nous permet de
contrôler l’impact des mots dangereux. L’étape élémentaire de l’opération consiste à échanger
un mot dangereux et un mot tournant. Pour cela nous définissons et utilisons un l’algorithme dit
de renversement.
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Le chapitre est organisé comme suit. Dans une première section nous définissons les mots
dangereux et l’algorithme de renversement.À la section 2, nous montrons que l’algorithme de
renversement appliqué à un mot consistant en un mot dangereux suivi d’une échelle renvoie un
mot σ-nonnégatif équivalent. Nous démontrons la conjecture0.1 à la section3. Finalement à
la section4 nous décrivons un algorithme plus simple permettant d’obtenir des motsσ-définis
quasis géodésiques.

1 Renversement

Le but de cette section est de décrire l’algorithme dit derenversement. Comme l’algorithme
de retournement, il est défini sur des mots de tresses et consiste essentiellement au remplace-
ment de sous-mots d’un certain type par un mot donné en fonction des règles de renversement.
Néanmoins il nécessite l’introduction de nouveaux alphabets.

1.1 ADn-mots

Jusqu’à maintenant, nous avons considéré des mots sur deux alphabets différents, à savoir
l’alphabetΣ+

n des générateurs d’Artinσi et l’alphabetAn des générateurs de Birman–Ko–
Leeap,q. À partir de maintenant, nous allons utiliser un troisième alphabet correspondant aux
tressesdp,q introduites à la section II.1.2.

Notation 1.1. NotonsDn l’ensemble{d±1
p,q | 1 6 p < q 6 n} etADn l’ensembleDn ⊔An.

Nous rappelons qu’un mot sur un alphabetS est appeléS-mot. Naturellement lesAn-mots
et lesDn-mots sont desADn-mots particuliers. Ainsi, les notions définies sur lesADn-mots
(comme laσ-positivité, voir 1.2) seront également définies sur lesAn-mots et lesDn-mots.
Nous utilisons la convention que leDn-motdp,p est le mot videε pour toutp.

LesADn-mots représentent naturellement des tresses deBn et peuvent être traduits enΣn-
mots. Il est cohérent avec la définition deap,q et dp,q comme tresses (voir les définitions II.1.1
et II.1.5) de définir des motsap,q etdp,q par

ap,q = σp...σq−2 σq−1 σ
−1
q−2...σ

−1
p , dp,q = σp...σq−1. (4.1)

De cette manière, pour toutADn-mot w, la tresse représentée parw coı̈ncide avec celle
représentée par leΣn-motw obtenu dew en remplaçant tout lettreap,q parap,q et toute lettredp,q
par dp,q. Nous pensons qu’avec ces notations il ne devrait pas y avoirde difficulté à utiliser
différents alphabets.

Nous redonnons maintenant la définition deΣn-motsσ-positifs etσ-négatifs et l’étendons
auxADn-mots.

Définition 1.2.

– Un Σn-mot est ditσi-positif (resp.σi-négatif) s’il contient au moins une lettreσi, pas de
lettreσ−1

i (resp.au moins une lettreσ−1
i et pas de lettreσi) et pas de lettreσ±1

j pourj > i.

– Un Σn-mot est ditσi-nonńegatif s’il est σi-positif ou bien s’il ne contient pas de lettreσ±1
j

avecj > i.

– UnADn-mot est ditσi-positif (resp.σi-négatif,resp.σi-nonnégatif) si leΣn-motw estσi-
positif (resp.σi-négatif,resp.σi-nonnégatif).
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Exemple 1.3.Un Σn-mot ne peut pas être à la foisσi-positif etσi-négatif, mais, d’un autre côté,
unΣn-mot peut très bien n’être niσi-positif ni σi-négatif pour touti. Par exemple,σ2σ1σ

−1
2 n’est

ni σ2-positif (car il contient une lettreσ−1
2 ), ni σ2-négatif (car il contient une lettreσ2), ni σ1-

positif ouσ1-négatif (car il contient la lettreσ2). Par contre, le motσ−1
1 σ2σ1 qui lui est équivalent

estσ2-positif. Par ailleurs, le mot videε, σ−1
1 , etσ2σ

−1
1 sontσ2-nonnégatifs, car la lettreσ−1

2 n’y
apparaı̂t pas.

Exemple 1.4.Le An-mot a−1
2,3 a1,3 n’est pasσ2-positif, car sa translation par (4.1) est leΣn-

mot σ−1
2 σ1 σ2 σ

−1
1 , qui n’est pasσ2-positif comme il contient la lettreσ−1

2 . Le mota−1
2,3 a1,3 est

équivalent àa1,3 a
−1
1,2, qui se traduit enσ1 σ2 σ

−1
1 σ−1

1 , un motσ2-positif. La tressea−1
2,3 a1,3 est donc

σ2-positive.

Une conséquence immédiate de la définition 1.2 est la caractérisation suivante desADn-
motsσi-positifs.

Lemme 1.5. Un ADn-motw estσi-positif siw contient au moins une lettrea..,i+1 ou d.,i+1 et
pas de lettrea−1

..,i+1, d
−1
..,i+1, a

±1
..,j oud±1

..,j avecj > i+1.

Ce résultat nous permet de redéfinir une notion deADn-mot σi-positif sans passer par une
traduction en termes deΣn-mots.

On arrive à la notion clé de cette section. Le problème estd’identifier une forme générique
des fragments négatifs que nous devrons contrôler et, si possible, de nous en débarrasser. Il
apparaı̂t que la bonne notion est définie en terme des lettres d−1

p,q, et c’est ce qu’on appelle un
mot dangereux.

Définition 1.6. Pourn > 3, unDn-mot est appeléap,n-dangereuxde typeq s’il est de la forme

d−1
f(k),n−1 d

−1
f(k−1),n−1 ... d

−1
f(1),n−1 (4.2)

avecq = f(k) > f(k−1) > ... > f(1) = p.

Par convention l’unique motan−1,n-dangereux est le mot vide .
Notons qu’un mot dangereuxw est entièrement déterminé par leΣn-motw en regroupant les

lettresσ−1
i à partir de la droite et en coupant devant chaque lettreσ−1

n−2. Par exemple, leB4-mot
σ−1
3 σ−1

2 σ−1
3 σ−1

2 σ−1
1 peut seulement être la traduction du mota1,5-dangereuxd−1

2,4d
−1
1,4.

À ce point, la définition d’un mot dangereux semble venir de nulle part. Pour le moment, ob-
servons que dans l’expressiondp,n d

−1
p,n−1 deap,n, le fragment négatifd−1

p,n−1 estap,n-dangereux.
Ceci reflète l’intuition que les mots dangereux sont associés aux parties négatives desAn-
mots—donc à leurs parties dangereuses pour notre but, qui est de trouver des expressionsσ-
positives.

1.2 L’algorithme de renversement

Le but de cette section est de décrire un algorithme qui, partant d’un motap,n-dangereuxu et
d’uneap,n-échellew, renvoie un motσn−2-positifw′ qui est équivalent àuw′ et qui est presque
uneap,n-échelle dans un sens que l’on définira plus tard.

L’élément de base est un procédé dit derenversementqui transforme certainsADn-mots
avec des lettresd−1

..,n−1 à gauche en mots avec des lettresd−1
..,n−1 à droite (ou sans lettred−1

..,n−1

du tout). Ainsi le renversement est un procédé permettantde pousser des lettresd−1
..,n−1 vers la

droite.
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Définition 1.7. Soientw,w′ desADn-mots. On dit que la relationwy(1)w′ est vraie siw′ est
obtenu dew en remplaçant un sous motu dew par un motu′ tel que(u, u′) est l’une des paires
suivantes

(d−1
p,n−1ar,s, Rp(ar,s) d

−1
p,n−1) avecs 6 p 6 n− 2 oup 6 r 6 n− 2, (4.3)

(d−1
p,n−1ar,s, dr,n−1R

′
p(ar,s) d

−1
s,n−1) avecr < p < s 6 n− 1, (4.4)

(d−1
p,n−1dr,n−1, dr,n−1R

′′
p) avecr < p 6 n− 2, (4.5)

avec

Rp(ar,s) =






ar,n−1 pours = p,

ar,s pours < p,

as−1,n−1 pourr = p,

ar−1,s−1 pourr > p.

R′
p(ar,s) = d−1

p−1,n−2 d
−1
r,s−1,

R′′
p = d−1

p−1,n−2.

On dit quew serenverse enℓ étapesenw′, notéwy(ℓ)w′, s’il existe une suite de mots

w0, w1, ... , wℓ,

satisfaisantw0 = w, wℓ = w′, etwky(1)wk+1 pour toutk. On dit quew serenverseenw′, noté
w y w′, s’il existeℓ tel quew se renverse enℓ étapes enw′.

Formellement, le renversement est similaire à l’opération de retournement à droite introduite
à la section II.3.2. Cependant, cette similitude est seulement superficielle : ce qui est commun
c’est l’idée de pousser certain facteurs spécifiques à droite, mais les facteurs considérés et les
règles d’échanges sont complètement différentes.

Avant de donner un exemple, nous introduisons la notion de diagramme de renversement
qui est similaire à la notion de diagramme de retournement `a droite et qui est plus commode
pour illustrer le processus de renversement. Supposons quew0, w1, ... , wℓ soit une suite de ren-
versements, c’est-à-dire, une suite deADn-mots, tels quewk y wk+1 soit vérifiée pour toutk.
D’abord, nous associons àw0 un chemin étiqueté par ses lettres successives : on associe à
toute lettred−1

p,n−1 une flèche verticale dirigée vers le bas étiquetéedp,n−1, et à toute autre let-
tre x une flèche horizontale dirigée vers la droite étiquetéex. Alors, on représente successive-
ment les motsw1, ... , wℓ de la manière suivante : siwk+1 est obtenu dewk en remplaçant un
sous motd−1

p,n−1x dewk par u d−1
q,n−1 (où d−1

p,n−1xy
(1)ud−1

q,n−1 est satisfaite), alors on complète
le schéma associé au sous-motd−1

p,n−1x en utilisant une flèche horizontale dirigée vers la droite
étiquetéex et une flèche verticale dirigée vers le bas étiquetéedq,n−1, voir figure 4.1.

dp,n−1

x

se complète en dp,n−1

x

dq,n−1

u

ou en dp,n−1

x

ε

u

FIG. 4.1 :Renversement de d−1
p,n−1x en u d−1

q,n−1. On remplace la flèche dirigée vers le bas étiquetée
dq,n−1 par une arrête verticale étiquetée ε lorsqu’on a q = n−1, c’est-à-dire, lorsque dq,n−1 = ε
est vérifiée.

Supposons quew et w′ soient deuxADn-mots et quew se renverse enw′. Alors la suite
de renversements allant dew àw′ n’est pas unique, mais le diagramme de renversement obtenu
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dépend seulement dew etw′. Le renversement donne facilement lieu à un algorithme déterministe
en choisissant de toujours retourner le sous-mot possible le plus à droite. L’algorithme termine
quand un mot avec aucun sous-motd−1

p,n−1 ne pouvant être renversé est obtenu. Cet algorithme
est appeléalgorithme de renversement.

Voir figure 4.2 pour un exemple.

a1,3 a1,3 a2,4

d2,4 d3,4 d3,4 ε

d1,4 d−1
2,3 d−1

1,2
a1,3 d2,4 d−1

2,3 d−1
2,3

d3,4 ε

d1,4 d−1
2,3

FIG. 4.2 :Diagramme de renversement du AD4-mot d−1
3,4d

−1
2,4a1,3a1,3a2,4. On arrête avec

d1,4d
−1
2,3d

−1
2,3d

−1
1,2a1,3d2,4d

−1
2,3d

−1
2,3. Chaque rectangle dans le diagramme correspond à une

relation uy(1)u′, donc le nombre de rectangles est la longueur de toute suite de renversement
(w0, ... , wℓ) : la suite n’est pas unique, mais sa longueur et le diagramme correspondant le
sont.

1.3 Premìeres propriétés

À la section précédente nous avons défini l’algorithme derenversement prenant en entrée
unADn-mot et renvoyant unADn-mot. On peut alors naturellement se demander quels sont
les liens entre ces deux mots. Une première étape consistea montrer que le mot retourné est
équivalent à celui d’entrée. Pour cela nous passerons par le résultat technique suivant portant
sur les tressesdp,q :

Lemme 1.8.Les relations suivantes sont satisfaites :

– φn(dp,q) ≡ dp+1,q+1 pourp < q 6 n− 1, (1.8.i)
– d−1

r,s ap,q dr,s ≡ φ−1
s

(
φr(ap,q)

)
pourp < q 6 r < s. (1.8.ii)

Démonstration.La relation (1.8.i) est une conséquence immédiate de (III.3.6). Pour (1.8.ii), on
observe d’abord que la relation (II.2.6) implique l’équivalencedr,s ≡ d−1

1,r d1,s. On déduit que
le mot d−1

r,s ap,q dr,s est équivalent àd−1
1,s d1,r ap,q d

−1
1,r d1,s. Comme, par hypothèse,ap,q appar-

tient au monoı̈deB+∗
r , le sous-motd1,r ap,q d

−1
1,r est équivalent àφr(ap,q), nous rappelons que

la tressed1,r est représentée par leDn-mot d1,r. Finalement comme le monoı̈deB+∗
r est in-

clus dans le monoı̈deB+∗
s et queφr(ap,q) appartient àB+∗

r , on obtient l’équivalence entre les
motsd−1

1,s φr(ap,q) d1,s etφ−1
s

(
φr(ap,q)

)
.

Nous pouvons maintenant démontrer que leADn-mot renvoyé par l’algorithme de renverse-
ment est équivalent auADn-mot d’entrée.

Lemme 1.9.Pourw, w′ desADn-mots, la relationw y w′ impliquew ≡ w′.
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Démonstration.Il est suffisant de monter quewy(1)w′ impliquew ≡ w′, donc de monter que
le motu est équivalent àu′ si (u, u′) est une paire de la définition 1.7. On commence avec le
couple (4.3). Supposons d’abords 6 p. La relation (1.8.ii) implique

d−1
p,n−1 ar,s dp,n−1 ≡ φ−1

n−1(φp(ar,s)). (4.7)

Pours < p, nous avonsφp(ar,s) = ar+1,s+1, puisφ−1
n−1(φp(ar,s)) = ar,s. La relation (4.7) devient

alorsd−1
p,n−1 ar,s dp,n−1 ≡ ar,s. On a donc la relationd−1

p,n−1ar,s ≡ ar,s d
−1
p,n−1, c’est à dire

d−1
p,n−1ar,s ≡ Rp(ar,s) d

−1
p,n−1 pour le cass < p.

Pours = p, nous avonsφp(ar,s) = a1,r+1, puisφ−1
n−1(φp(ar,s)) = ar,n−1. La relation (4.7) devient

alorsd−1
p,n−1 ar,s dp,n−1 ≡ ar,n−1. On a donc la relationd−1

p,n−1ar,s ≡ ar,n−1 d
−1
p,n−1, c’est à dire

d−1
p,n−1ar,s ≡ Rp(ar,s) d

−1
p,n−1 pour le cass = p.

Maintenant, supposonsr > p. La relation (II.2.6) impliquedp,n−1 ≡ d−1
1,p d1,n−1. On a donc

d−1
p,n−1 ar,s dp,n−1 ≡ d−1

1,n−1 d1,p ar,s d
−1
1,p d1,n−1. (4.8)

Pourr > p, les relations (II.2.5) et (II.2.7) impliquent que les tressesd1,p et ar,s commutent.
La relation (4.8) assure alors l’équivalence entred−1

p,n−1 ar,s dp,n−1 etφ−1
n−1(ar,s). La relation (4.8)

devientd−1
p,n−1 ar,s dp,n−1 ≡ ar−1,s−1 et on obtient

d−1
p,n−1ar,s ≡ Rp(ar,s) d

−1
p,n−1 pour le casr > p.

Pourr = p, la relation (II.2.5) implique que la tressed1,p ar,s d
−1
1,p est équivalente àa1,s. Ainsi,

par (4.8), il y a équivalence entre les tressesd−1
p,n−1 ar,s dp,n−1 et φ−1

n−1(a1,s). La relation (4.8)
devientd−1

p,n−1 ar,s dp,n−1 ≡ as−1,n−1 et on obtient

d−1
p,n−1ar,s ≡ Rp(ar,s) d

−1
p,n−1 pour le casr = p.

Considérons maintenant le couple (4.5). La relation (II.2.6) impliquedr,n−1 ≡ d−1
1,r d1,n−1.

On a donc
d−1
r,n−1 d

−1
p,n−1 dr,n−1 ≡ d−1

1,n−1 d1,r dp,n−1 d
−1
1,r d1,n−1. (4.9)

Par (II.2.7), les tressesd1,r et dp,n−1 commutent. Ainsid1,r dp,n−1 d
−1
1,r est équivalente àdp,n−1.

Par (1.8.i), la relation (4.9) devient doncd−1
r,n−1d

−1
p,n−1dr,n−1 ≡ d−1

p−1,n−2 et on obtient

d−1
p,n−1dr,n−1 ≡ dr,n−1R

′′
p .

Finalement, considérons le couple (4.4). Comme, par (II.2.5), on aar,s ≡ dr,s d
−1
r,s−1 et que

la relation (II.2.6) impliquedr,s ≡ dr,n−1 d
−1
s,n−1, on obtient

d−1
p,n−1 ar,s ≡ d−1

p,n−1 dr,n−1 d
−1
s,n−1 d

−1
r,s−1. (4.10)

Par (II.2.7), les lettresds,n−1 etd−1
r,s−1 commutent. De plus, (4.5) implique que le motd−1

p,n−1dr,n−1

est équivalent au motdr,n−1 d
−1
p−1,n−2. La relation (4.10) devient donc

d−1
p,n−1 ar,s ≡ dr,n−1 d

−1
p−1,n−2 d

−1
r,s−1 d

−1
s,n−1

et on obtientd−1
p,n−1 ar,s ≡ dr,n−1R

′
p(ar,s) d

−1
s,n−1.
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2 Dangereux contreéchelle

Nous allons maintenant appliquer l’algorithme de renversement aux mots constitués d’un
mot ap,n-dangereux suivi d’uneap,n-échelle, dans le but d’obtenir un motσi-positif équivalent
lorsque c’est possible.

Encore une fois, le problème consiste à identifier la formegénérique des mots finaux que
nous pouvons obtenir. Une nouveau type de mot de tresses appelé murapparaı̂t ici, et le résultat
principal est que le renversement d’un mot constitué d’un mot ap,n-dangereux suivi d’uneap,n-
échelle donne toujours un motσ-nonnégatif qui est un mur.

Nous proposons ici une description faite par induction sur la longueur du mot dangereux
considéré.

2.1 Cas de la longueur1

La première étape consiste à décrire le mot retourné par l’algorithme de renversement ap-
pliqué à un mot dangereux de longueur1 suivi d’une échelle. Pour cela nous introduisons un
nouveau type deADn-mot appelé mur, qui est un affaiblissement de la notion d’´echelle. Le
principal résultat de cette section est que, dans le cas d’un dangereux de longueur1 suivi d’une
échelle, l’algorithme de renversement retourne un mur proche de l’échelle d’entrée.

La notion de mur se décline en deux versions, l’une ditegrand muret l’autre ditepetit mur.

Définition 2.1. Pourn > 3 et p 6 n−2, on dit qu’unADn−1-mot w est ungrand ap,n-mur
adosśe à aq−1,n−1 s’il existe une décomposition

w = u · dr,n−1 · w
′ · dq−1,n−1 · v

satisfaisant les conditions suivantes

– r < p, (2.1.i)
– u est unAn−1-mot positif, (2.1.ii)
–w′ est unADn−1-motσn−2-nonnégatif sansAn−1-lettre négative, (2.1.iii)
– v estaq−1,n−1-dangereux. (2.1.iv)

On dit qu’unADn−1-motw est unpetitap,n-mur adosśeà aq−1,n−1 s’il existe une décomposition

w = u · dq−1,n−1 · v

satisfaisant les conditions suivantes

– q − 1 < p, (2.1.v)
– u est unAn−1-mot positif, (2.1.vi)
– v estaq−1,n−1-dangereux de typep′ < p. (2.1.vii)

Dans les deux cas, on noteF (w) le motu défini ci-dessus, etD(w) le motv défini ci-dessus.

On dit qu’unAn−1-motw est unap,n-mur s’il est soit un grand soit un petitap,n-mur.
Notons que la condition satisfaite par la lettredr,n−1 présente dans la décomposition d’un

grand mur est la même que celle satisfaite par laap,n-barrièrear,n−1. La même propriété est
vérifiée pour la lettredq−1,n−1 intervenant dans la décomposition d’un petit mur.

Pour le moment nous avons défini lesap,n-murs seulement pourp 6 n−2. Nous allons
maintenant considérer desan−1,n-murs, qui sont tout aussi spéciaux que le sont lesan−1,n-
échelles.
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FIG. 4.3 :Un grand a3,6-mur adossé à a2,5 (celui de l’exemple 2.3). La ligne grise commence à la position
3 et grimpe à la position 5 en utilisant la lettre d1,6 (correspondant à la lettre dr,n−1 dans la
définition d’un mur). La première boı̂te ne contient pas de flèche (c’est-à-dire, pas de lettre
d±1

..,.., la deuxième boı̂te ne contient pas de flèche partant de l’avant-dernière ligne dirigée vers
le bas (c’est-à-dire, pas de lettre d−1

..,5), la dernière boı̂te ne contient que des flèches dirigées
vers le bas partant de l’antépénultième ligne.

Définition 2.2. Pourn > 3, on dit qu’unADn−1-motw est unan−1,n-mur adosśe à aq−1,n−1

si w admet la décompositionu · dq−1,n−1 · v avecu unAn−1-mot positif etv un motaq−1,n−1-
dangereux. On pose alorsF (w) = u etD(w) = v.

Par définition, toutap,n-mur adossé àaq−1,n−1 est aussi unar,n-mur adossé àaq−1,n−1 dès
qu’on ar > p. En effet les seules conditions faisant intervenirp dans les définitions 2.1 et 2.2
sont des inégalités de la forme.. < p.

Exemple 2.3.Le motw défini par

w = a2,4a1,3a1,5d1,5a3,5d
−1
1,4d3,5d2,5d

−1
3,4d

−1
2,4d

−1
2,4,

est un granda3,6-mur adossé àa2,5. En effet, en posant

u = a2,4a1,3a1,5, w′ = a3,5d
−1
1,4d3,5 et v = d−1

3,4d
−1
2,4d

−1
2,4,

on aw = u d1,5w
′ d2,5 v, qui est une décomposition de granda3,6-mur adossé àa2,5 : u est un

mot contenant que desA5-lettres,w est unAD5-mot ne contenant pas deA5-lettres négatives
ni deD5-lettres de la formed−1

..,4 et le motv esta2,5-dangereux.

Notons que par définition unap,n-mur ne contient jamais deAn−1-lettres négatives.
La notion de mur peut être facilement illustrée en représentant les lettres sur une partition

àn lignes : une lettreap,q est représentée par une trait vertical allant de lap ème ligne à laq ème
(comme pour les échelles), une lettred−1

p,q est représentée par une flèche verticale allant de lap
ème ligne à laq ème ligne (donc dirigée vers le haut) et une lettredp,q est représentée par une
flèche verticale reliant laq ème ligne à lapème (donc dirigée vers le bas)—voir figure 4.3.

Lemme 2.4.Soitw uneap,n-échelle adosśeeà aq−1,n−1 avecp 6 n−2 etn > 3. Notons

w0 x1 ... xh wh

la décomposition dew en tant qu’́echelle. Alorsd−1
p,n−1w est équivalentà un ap,n-mur w′

adosśe à aq−1,n−1. Ce dernier est calculé en utilisant au plusℓ étapes de renversement plus
éventuellement une opérationélémentaire, et il satisfait

– |F (w′)| = |w0|, (2.4.i)
– |D(w′)| 6 2, (2.4.ii)
– |w′| 6 |w| + 2(h− 1) + 2|wh| + |D(w′)|, (2.4.iii)
–w′ est un grand mur pourwh 6= ε. (2.4.iv)
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w0 x1 wh−1 xh wh

dp,n−1 ε

u0 y1 v1 uh−1 yh vh

FIG. 4.4 :Renversement de d−1
p,n−1 w en un mur lorsque w est une échelle (démonstration du lemme 2.4).

Démonstration.L’idée principale est illustrée sur la figure 4.4 : partantded−1
p,n−1w, c’est-à-dire,

duADn−1-motd−1
p,n−1w0 x1 ... xhwh, nous retournons le diagramme en poussant les flèches ver-

ticales vers la droite jusqu’à obtenir un mur équivalent.L’obtention d’unADn−1-mot équivalent
est garantie par le lemme 1.9.

En général, ce que nous obtenons est un grand mur. Cependant, quelques petits cas partic-
ulier sont traités à part, à savoir lorsquewh est le mot vide—dans ce cas on obtient un petit mur
si la hauteurh de l’échellew vaut1.

Commençons par décrire les blocs élémentaires du diagramme de la figure 4.4. Pour toutk
dans{1, ... , h}, notonsae(k),f(k) la lettrexk et posonsf(0) = p. Pourk dans{0, ... , h−1}, on
définit les motsuk, yk+1 et vk+1 de la façon suivante :

uk = Rf(k)(wk), yk+1 = de(k+1),n−1 et vk+1 = R′
f(k)(xk+1).

Par définition du renversementy on obtient

d−1
f(k),n−1wk xk+1y

(|wkxk+1|)uk yk+1 vk+1 d
−1
f(k+1),n−1,

ce qui correspond au diagramme :

wk xk+1

df(k),n−1 df(k),n−1 df(k+1),n−1

uk yk+1 vk+1 .

Regroupant les divers diagrammes de renversement correspondant aux valeurs successives
du paramètrek, on obtient exactement le diagramme de la figure 4.4. Pourk dans{1, ... , h−1},
on notew′

k le motuk yk+1 vk+1. À partir de maintenant, nous avons trois cas à considérer.
Supposons d’abord quewh soit le mot videε et qu’on aith > 2, le cas le plus facile, à partir

duquel les autres sont dérivés. Posonsw′ = w′
0 ... w

′
h−1. Par construction, on ad−1

p,n−1wy
(|w|)w′.

Donc, par le lemme 1.9, le motd−1
p,n−1w est équivalent àw′. Nous allons maintenant prouver

que le motw′ est un mur du type escompté, et que les énoncés de complexité sont satisfaits.
Commewh est vide, la dernière lettre dew estxh. Ceci, par définition d’une échelle, implique
les relationsxh = aq−1,n−1 etyh = dq−1,n−1. Posonsw′′ = v1 w

′
2 ... w

′
h−2 uh−1. On a donc

w′ = u0 · de(1),n−1 · w
′′ · dq−1,n−1 · vh.

Montrons quew′ est un grandap,n-mur adossé àaq−1,n−1. Comme l’image d’uneA+

n−1-
lettre parRp est uneA+

n−1-lettre, le motu0 est unA+

n−1-mot de longueur|w0|. Ainsi les con-
ditions (2.1.ii) et (2.4.i) sont satisfaites. Ensuite, pardéfinition d’une échelle, la lettrex1 est
uneap,n-barrière, ce qui impliquee(1) < p, c’est-à-dire que la condition (2.1.i) est satisfaite.
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Le motw′′ est aussiσn−2-nonnégatif et ne contient pas deAn−1-lettre négative car c’est le cas
des motsuk, yk+1 et vk+1. La condition (2.1.iii) est donc vérifiée. Rappelons que le motvh est
égal àd−1

f(h−1)−1,n−2 d
−1
e(h),n−2 avece(h) = q−1. Par définition d’une échelle, le lettrexh est

uneaf(h−1),n-barrière. Nous avons doncq−1 < f(h−1), ce qui impliquef(h−1)−1 > q−1.
Ainsi le motvh estaq−1,n−1-dangereux de longueur2, et les conditions (2.1.iv) et (2.4.ii) sont
vérifiées. Finalement, pour (2.4.iii), on calcule

|w′
k| = |uk−1| + |yk| + |vk| = |wk−1| + 1 + 2 = |wk−1 xk| + 2.

Alors, commewh est le mot vide, nous obtenons

|w′| =
h−1∑

k=0

|w′
k| =

h−1∑

k=0

|wk xk+1| + 2h = |w| + 2h.

Comme dans le cas que l’on considèrewh est supposé vide et que la longueur deD(w′) est2,
c’est-à-dire que la longueur devh est 2, la condition (2.4.iii) est satisfaite. Le caswh vide
avech > 2 est donc complet ; à l’exception du calcul de complexité entemps.

Supposons toujours quewh soit le mot vide mais, maintenant, que la hauteurh de l’échellew
soit 1. Alors le motw′ est égal àu0 · dq−1,n−1 · v1. Comme pour le cas précédent, on montre
queu0 est unA+

n−1-mot de longueurw0 et que nous avons|w′| = |w|+2. Le motv1 est égal
à d−1

p−1,n−2 d
−1
q−1,n−2, qui est un motaq−1,n−1-dangereux de typep−1 et de longueur2. Ainsi, w′

est un petitap,n-mur adossé àaq−1,n−1 satisfaisant (2.4.i), (2.4.ii) et (2.4.iii).
Supposons finalement quewh soit non vide. On décompose alorswh enw′′

h aq−1,n−1. Posons

w′ = w′
0 ... w

′
h−1w

′′
h dq−1,n−1 d

−1
q−1,n−2 et w′′ = v1w

′
2 ... w

′
h−1w

′′
h.

Nous avons alors la relation suivante liantw′ etw′′

w′ = u0 · df(1),n−1 · w
′′ · dq−1,n−1 · d

−1
q−1,n−2.

Les conditions (2.1.ii), (2.1.i), (2.1.iii) sont vérifiées comme pour les précédents cas. Comme
le motd−1

q−1,n−2 estaq−1,n−1-dangereux et de longueur1, les conditions (2.1.iv) et (2.4.ii) sont
vérifiées. Ensuite, par construction dew′, la condition (2.4.iv) est satisfaite. Vérifions la condi-
tion (2.4.iii). Partant de la relation|w′

k| = |wk xk+1|+2, nous obtenons

|w′| =
h−1∑

k=0

|w′
k| + |w′′

h| + 2 =
h−1∑

k=0

|wk xk+1| + |wh| + 2h+ 1 = |w| + 2h+ 1.

Commewh est non vide, on a|wh| > 1, donc,2|wh| > 2. De plus, comme la longueur deD(w′)
est1, nous obtenons3 6 2|wh|+|D(w′)|, et finalement

|w′| 6 |w| + 2(h− 1) + 2|wh| + |D(w′)|.

Tous les cas sont maintenant traités. Il reste seulement àconsidérer la complexité en temps.
Dans les deux premiers cas, au plus|w| opérations de renversement sont nécessaires. Dans
le dernier cas—wh 6= ε—au plus|w| opérations de renversement sont nécessaires plus la
décomposition dew#

h en produit de deuxDn−1-lettres.
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Exemple 2.5. Nous avons vu à l’exemple III.3.12 que le motw = a3,4 a1,3 a1,3 a2,4 a3,4 est
unea2,5-échelle adossée àa3,4. Calculons lea2,5-mur adossé àa3,4 qui est équivalent àd−1

2,5w.
L’algorithme de renversement appliqué àd−1

2,4w donne

w′′ = a2,3 d1,4 d
−1
1,3 d

−1
1,2 a1,4 d2,4 d

−1
2,3 d

−1
2,3 a3,4 (voir figure 4.5).

Le motw′′ n’est pas une échelle car sa dernière lettre n’est pas de laforme requise. Cependant,
si nous remplaçons la dernière lettrea3,4 dew′′ pard3,4 nous obtenons un grand mur :

w′ = a2,3 · d1,4 · d−1
1,3 d

−1
1,2 a1,4 d2,4 d

−1
2,3 d

−1
2,3 · d3,4 · ε.

Le motF (w′) dew′ est alorsa2,3, tandis queD(w′) est le mot vide.

a3,4 a1,3 a1,3 a2,4 a3,4

d2,4 d2,4 d3,4 d2,4 ε

a2,3 d1,4 d−1
1,3 d−1

1,2
a1,4 d2,4 d−1

2,3 d−1
2,3

FIG. 4.5 :Diagramme de renversement du mot d−1
2,4 a3,4 a1,3 a1,3 a2,4 a3,4.

2.2 Dangereux de longueur1 contre mur

À la section précédente, nous avons étudié l’algorithme de renverserment sur un motuw
dans le cas particulier oùu est un motap,n-dangereux de longueur1 etw est uneap,n-échelle.
Nous avons alors prouvé que le mot renvoyé est unap,n-mur. Avant de nous intéresser au cas
général d’un mot constitué d’un mot dangereux initial delongueur arbitraire suivi d’une échelle,
nous considérons ici le cas d’un motap,n-dangereux de longueur1 suivi d’un ap,n-mur. Le
résultat est que le mot obtenu après application de l’algorithme de renversement est encore
unap,n-mur. Ceci montre que, contrairement aux échelles, la famille des murs admet une bonne
propriété de clôture par multiplication à gauche par unmot dangereux suivi d’un retournement.
Ceci nous permettra d’utiliser un argument par induction pour le cas général.

Nous commençons par un résultat technique qui sera utilisé deux fois dans la démonstration
du lemme 2.7.

Lemme 2.6. Supposonsn > 3, quew est unAn−1-mot positif contenant uneap,n-barrière et
qu’on aitr < p. Alors le motd−1

p,n−1w dr,n−1 se renverse en leADn−1-mot

u dt,n−1 u
′ dr,n−1 d

−1
s−1,n−2,

qui est obtenu en au plus|w| + 1 étapes de renversement et satisfait les condition suivantes :

– t < p etr < s, (2.6.i)
– u est unA+

n−1-mot avec|u| < |w|, (2.6.ii)
– u′ est unADn−1-motσn−2-nonńegatif sansAn−1-lettre ńegative, (2.6.iii)
– |u dt,n−1 u

′ dr,n−1 d
−1
s−1,n−2| 6 |w dr,n−1| + 2|w| − 2|u| + 1. (2.6.iv)
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w′ at,t′ v dr,n−1

dp,n−1 dp,n−1 dt′,n−1 ds,n−1 ε

Rp(w
′) dt,n−1 R′

p(at,t′ v′ dr,n−1 R′′
s

FIG. 4.6 :Renversement de d−1
p,n−1 w en un mur lorsque w est un mur (démonstration du lemme 2.6).

Démonstration.Écrivonsw comme le produitw′ at,t′ v oùw′ est le préfixe maximal dew qui
ne contient pas deap,n-barrière, et oùat,t′ est uneap,n-barrière. L’argument est illustré sur la
figure 4.6 : partant ded−1

p,n−1w dr,n−1, nous renversons le diagramme en poussant les flèches
verticales sur la droite jusqu’à ce qu’un mur soit obtenu.À chaque étape le succès est garanti
par le lemme 1.9.

Comme le motw′ ne contient pas deap,n-barrière, on ad−1
p,n−1w

′y(|w′′|)Rp(w
′) d−1

p,n−1. Par
constructionat,t′ est uneap,n-barrière, c’est-à-dire qu’on at < p < t′. Nous en déduisons

d−1
p,n−1 at,t′y

(1)dt,n−1R
′
p(at,t′) d

−1
t′,n−1.

Par définition des étapes élémentaires du procédé de renversement, on ad−1
t′,n−1 vy

(|v|)v′ d−1
s,n−1

pour un certainADn-mot v′ avec|v′| 6 3|v| et s > t′. L’hypothèser < p combinée àp < t′

et t′ 6 s impliquer < s. Ainsi d−1
s,n−1 dr,n−1 se renverse en une étape endr,n−1R

′′
s , c’est à dire,

endr,n−1 d
−1
s,n−1.

Posonsu = Rp(w
′) etu′ = R′

p(at,t′) v
′. Par construction, on a

d−1
p,n−1w dr,ny

(|w|+1)u dt,n−1 u
′ dr,n−1 d

−1
s−1,n−1.

Montrons que le dernier mot vérifie les propriétés attendues. La condition (2.6.i) est une consé-
quence immédiate des résultats ci-dessus. Comme l’imaged’uneA+

n−1-lettre parRp est aussi
uneA+

n−1-lettre, le motu est unA+

n−1-mot de longueur|w′|. Par définition, le motw′ est un
préfixe strict dew. Ce qui implique|w′| < |w|, c’est-à-dire que la condition (2.6.ii) est vérifiée.
Comme l’image d’unA+

n−1-mot parR etR′ estσn−2-nonnégatif sansAn−1-lettre négative, il en
est de même dev′ etR′

p(at,t′), donc deu′, c’est-à-dire que la condition (2.6.iii) est satisfaite.
Pour (2.6.iv), on calcule

|u dt,n−1 u
′ dr,n−1 d

−1
s−1,n−2| = |w′| + |u′| + 3 = |w′| + |v′| + 5.

Par construction dev′, nous avons|v′| 6 3|v|. De |w| = |w′|+1+|v|, nous en déduisons

|u dt,n−1 u
′ dr,n−1 d

−1
s−1,n−2| 6 3|w| − 2|w′| + 2

6 |w dp,n−1| + 2(|w| − |w′|) + 1,

qui est l’inégalité désirée car|w′| est égale à|u| par (2.6.ii).

Nous pouvons maintenant établir le résultat principal decette section.

Lemme 2.7.Supposons quew soit unap,n-mur adosśe à aq−1,n−1. Alorsd−1
p,n−1w se renverse en

au plus|F (w)|+ 1 étapes en unap,n-murw′ satisfaisant les conditions suivantes

– |F (w′)| 6 |F (w)|, (2.7.i)
– |D(w′)| 6 |D(w)|+ 1, (2.7.ii)
– |w′| 6 |w| + 2|F (w)| − 2|F (w′)| + 1, (2.7.iii)
–w′ est un grand mur lorsquew est un grand mur. (2.7.iv)



2. Dangereux contréechelle 135

Démonstration.Supposons quew soit un petit mur. Le motw admet alors la décomposition

w = F (w) dq−1,n−1D(w).

Par définition d’un mur, on aq−1 < p. Supposons de plus queF (w) ne contienne pas deap,n-
barrière. Le renversement donne donc

d−1
p,n−1wy

(|F (w)|) Rp(F (w))d−1
p,n−1 dq−1,n−1D(w)y(1) Rp(F (w)) dq−1,n−1 d

−1
p−1,n−2D(w).

Posons
w′ = u · dq−1,n−1 · v,

avecu = Rp(F (w)) et v = d−1
p−1,n−2D(w). Comme l’image d’uneA+

n−1-lettre parR est
uneA+

n−1-lettre,u est unA+

n−1-mot de longueur|F (w)|. De la relationq−1 < p nous déduisons
quew′ est un petitap,n-mur adossé àaq−1,n−1 satisfaisant les conditions (2.7.i) et (2.7.ii), car on
aD(w′) = v. La condition (2.7.iii) est une conséquence directe de la construction dew′ et de
l’égalité |v| = |D(w)| + 1.

Supposons maintenant queF (w) contienne uneap,n-barrière. Par le lemme 2.6 appliqué au
motF (w) dq−1,n−1, il existe deux motsu etu′, et deux entierss et t satisfaisant

d−1
p,n−1wy

(|F (w)|+1) u dt,n−1 u
′ dq−1,n−1 d

−1
s−1,n−2D(w).

Posons
w′ = u · dt,n−1 · u

′ · dq−1,n−1 · v,

avecv = d−1
s−1,n−2D(w). La condition (2.6.i) implique quev est un motaq−1,n−1-dangereux de

longueur au plus|D(w)|+1, et qu’on at < p. Les conditions (2.6.ii) et (2.6.iii) impliquent alors
quew est un grandap,n-mur adossé àaq−1,n−1 et qu’il satisfait les conditions (2.7.i) et (2.7.ii).
En utilisant (2.6.iv), on calcule

|w′| = |F (w) dq−1,n−1| + 2|F (w)| − 2|u| + |v|,

qui implique (2.7.iii) car on aF (w′) = u etD(w′) = d−1
s−1,n−2D(w) = v.

Supposons maintenant quew soit un grand mur. Le motw admet alors la décomposition

w = F (w) dr,n−1w
′′ dq−1,n−1D(w),

avecr < p. Supposons d’abord queF (w) ne contienne pas deap,n-barrière. Le renversement
donne donc

dp,n−1wy
(|F (w)|+1)Rp(F (w)) dr,n−1 d

−1
p−1,n−2w

′′ dq−1,n−1D(w).

Posons
w′ = Rp(F (w)) · dr,n−1 · d

−1
p−1,n−2w

′′ · dq−1,n−1 ·D(w).

Une vérification directe, reposant sur le fait quew soit un grandap,n-mur adossé àaq−1,n−1,
montre quew′ est un grandap,n-mur adossé àaq−1,n−1 satisfaisant les conditions (2.7.i), (2.7.ii)
et (2.7.iv). La condition (2.7.iii) est une conséquence de|w′| = |w| + 1.

Supposons maintenant queF (w) contienne uneap,n-barrière. Alors, par le lemme 2.6 ap-
pliqué au motF (w) dr,n−1, il existe deux motsu, u′ et deux entierss, t satisfaisant

dp,n−1wy
(|F (w)|+1) u dt,n−1 u

′ dr−1,n−1 d
−1
s−1,n−2w

′′ dq−1,n−1D(w).
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Posons
w′ = u · dt,n−1 · u

′ dr−1,n−1 d
−1
s−1,n−2w

′′ · dq−1,n−1 ·D(w).

La condition (2.6.iii) implique que le motu′ dr−1,n−1 d
−1
s−1,n−2w

′′ estσn−2-nonnégatif sansAn−1-
lettre négative. De plus, comme il contient la lettredr−1,n−1, il est mêmeσn−2-positif. Ainsi, une
vérification directe, basée sur le fait quew soit un grandap,n-mur adossé àaq−1,n−1, montre
quew′ est aussi un grandap,n-mur adossé àaq−1,n−1 et qu’il satisfait les conditions (2.7.i),
(2.7.ii) et (2.7.iv). En utilisant la condition (2.6.iv), on obtient

|w′| 6 |F (w) dr,n−1| + 2|F (w)| − 2|u|+ 1 + |w′′| + 1 + |D(w)|,

qui implique (2.7.iii) car on aF (w′) = u.

2.3 Cas ǵenéral

À la section 2.1, nous avons montré que l’algorithme de renversement appliqué à un mot
dangereux de longueur1 suivi d’une échelle retourne un mur, tandis qu’à la section 2.2, nous
avons montré que l’algorithme de renversement appliqué `a un mot dangereux de longueur1
suivi d’un mur retourne un mur. Nous allons maintenant décrire la sortie de l’algorithme de ren-
versement lorsqu’on l’applique à n’importe quel mot dangereux suivi d’une échelle. Le résultat
est que l’on obtient toujours un mur.

L’argument n’est pas difficile et la principale difficulté réside dans le calcul de complexité.
Une attention particulière doit être apportée au fait que les différents murs considérés ne sont
pas de même type.

Proposition 2.8. Supposons quew soit uneap,n-échelle adosśee à aq−1,n−1 et queu soit un
motap,n-dangereux, avecn > 3. Alorsuw estéquivalent̀a unap,n-murw′ adosśe à aq−1,n−1. Il
est calcuĺe par au plus|u| |w| opérations de renversement, pluséventuellement une opération
élémentaire, donc en tempsO(log(n)(|u||w|+ 1)), et il satisfait les conditions suivantes

– |D(w′)| 6 |u| + 1, (2.8.i)
– |w′| 6 3|w| + |u| − 1. (2.8.ii)

De plus, siw est uneap,n-échelle adosśeeà an−2,n−1 mais diff́erente dean−2,n−1, alorsw′ admet
la décompositionw′ = w′′ dn−2,n−1, oùw′′ est un motσn−2-positif.

Démonstration.Toutes les échelles et tous les murs utilisés dans cette d´emonstration sont sup-
posés adossés àaq−1,n−1, on omettra ainsi de le préciser. Construisons unap,n-murw′ qui est
équivalent àuw par induction sur la longueur deu.

Supposons d’abordp 6 n−2. Alorsu n’est pas le mot videε. Posons

u = d−1
f(e),n−1 · ... · d

−1
f(1),n−1.

Notonsw(1) le af(1),n-mur équivalent àd−1
f(1),n−1w, donné par le lemme 2.4. Partant dew(1), on

note inductivementw(k+1) leADn−1-mot obtenu en renversantd−1
f(k+1),n−1w(k).

Montrons par induction que le motw(k) est unaf(k),n-mur. Supposons que le motw(k−1)

soit unaf(k−1),n-mur. Par définition d’un mot dangereux on a la relationf(k) > f(k−1). Le
motw(k−1) est donc aussi unaf(k),n-mur. Ainsi, par le lemme 2.7, le motw(k) est unaf(k),n-mur.

Par construction, le motuw est équivalent àw(e). Donnons une borne sur la longueur
de w(e). Le lemme 2.4 implique|D(w(1))| 6 2. Pour1 6 k 6 e−1, la condition(2.7.ii)
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implique|D(w(k+1))| 6 |D(w(k))|+1. Ainsi la relation|D(w(e))| 6 |u|+1 est satisfaite, c’est-à-
dire que (2.8.i) est vérifiée. Soitw0 x1 ... xh wh la décomposition dew en tant queap,n-échelle.
D’après la condition (2.7.iii), pourk > 1 on a la relation

|w(k+1)| 6 |w(k)| + 2|F (w(k))| − 2|F (w(k+1))| + 1. (4.17)

Combinant les différentes relations (4.17) pourk = 1, ... , e−1, on obtient

|w(e)| 6 |w(1)| + 2|F (w(1))| − 2|F (w(e))| + e− 1

6 |w(1)| + 2|F (w(1))| + e− 1.

Comme la condition (2.4.i) donne|F (w(1))| = |w0|, on arrive à

|w(e)| 6 |w(1)| + 2|w0| + e− 1.

La condition (2.4.iii) implique|w(1)| 6 |w|+2(h−1)+2|wh|+ |D(w(1))|. Ceci, à partir de la
relation|w| 6 |w0|+h+|wh|, donne

|w(e)| 6 3|w| + e+ |D(w(1))| − 3.

Par construction,e est la longueur deu. Comme (2.4.ii) implique|D(w(1))| 6 2, nous trouvons

|w(e)| 6 3|w| + |u| − 1,

qui complète le casp 6 n−2 en posantw′ = w(e).
Maintenant supposonsp = n−1. Alorsu est le mot videε. Posonsw = w′′ aq−1,n−1 et

w′ = w′′ dq−1,n−1 d
−1
q−1,n−2.

Le motw′ est clairement unan−1,n-mur adossé àaq−1,n−1 et toutes les propriétés de complexité
sont satisfaites. De plus, pourq = n−1 etw 6= an−2,n−1, le lemme III.3.2(iii) implique quew′′

se termine parat,n−1 pour un certaint, donc il estσn−2-positif. Ainsi le motw′ possède les
propriétés désirées.

Finalement, supposonsp 6= n−1, q = n−1 et w 6= an−2,n−1. Alors u n’est pas le mot
vide. Par hypothèse, la dernière lettre dew estan−2,n−1, qui n’est pas une barrière. Ainsi le
motwh n’est pas vide et sa dernière lettre estan−2,n−1. La relation (2.4.iv) implique alors que
le murw(1) est grand. La condition (2.7.iv) montre alors que le murw(k) est grand pour toutk
dans{1, ... , e}, et, donc, quew′ est un grand mur. Par définition d’un grand mur,w′ peut être
écrit u dr,n−1 ŵ dn−2,n−1. Le motu dr,n−1 ŵ étantσn−2-positif, le motw′ a les propriétées an-
noncées.

La complexité en temps est une conséquence directe des lemmes 2.4 et 2.7, et le fait qu’une
opération élémentaire de renversement est enO(log(n))—une comparaison d’entiers compris
entre0 etn se fait en temps linéaire enlog(n).

Exemple 2.9.Soit w la a3,7-échellea4,6 a1,4 a2,6 et u le mot a3,7-dangereuxd−1
5,6 d

−1
3,6 d

−1
3,6. Le

diagramme de renversement deuw est donné à la figure 4.7.

On conclut cette section avec le résultat technique suivant qui sera utilisé à plusieurs reprises
lors de la démonstration du théorème 3.15. Nous mentionnons ce résultat ici, car il est étroitement
lié à la notion de mur.
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a4,6 a1,4 a2,6

d3,6 d3,6 d4,6 ε

a3,5 d1,6 d−1
2,5 d−1

1,3
d2,6 d−1

3,5 d−1
2,5

d3,6 d3,6 ε

a4,6 d1,6 d−1
2,5

d5,6 ε

d4,6 d−1
4,5 d−1

4,5

FIG. 4.7 :Renversement de u w en un mur. Ici u est le mot a3,7-dangereux d−1
5,6 d−1

3,6 d−1
3,6 et w est la a3,7-

échelle a4,6 a1,4 a2,6, qui est adossée à a2,6. Avec les notations de la proposition 2.8, w(1) est
le mot a3,5 d1,6 d−1

2,5 d−1
1,3 d2,6 d−1

3,5 d−1
2,5 : il peut être lu (de la gauche vers la droite) sur la troisième

ligne à partir du bas. Ensuite w(2) est le mot a4,6 d1,6 d−1
2,5 d−1

2,5 d−1
1,3 d2,6 d−1

3,5 d−1
2,5 : il peut être lu

sur la seconde ligne puis sur la troisième lorsque l’on rencontre l’arrête verticale étiqueté ε.
Finalement w(3) est le mot d4,6 d−1

4,5 d−1
4,5 d1,6 d−1

2,5 d−1
2,5 d−1

1,3 d2,6 d−1
3,5 d−1

2,5 : il peut être lu sur la ligne
du bas, puis sur la seconde et enfin sur la troisième. Le point est que nous avons trois lettres
négatives d...,6-au départ et que, à chaque étape, on se débarrasse de l’une d’entre elles,
terminant avec un mot contenant seulement des lettres négatives de la forme d−1

...,q avec q 6 5.

Lemme 2.10.Supposonsn > 3, et que
– (wb, ... , w1) est leφn-éclatement d’un mot tournantw, avecb > 3,
– ub est un motw#

b -dangereux,
– c est un entier dans{b, ... , 3}.

Alors il existe
– un motσn−1-nonńegatifw′,
– un motw#

c -dangereuxuc,
tous les deux calculables en tempsO(log(n)(|ub||w| + |w|2)), et satisfaisant

d−b+3
1,n φb−1

n
(ub)φ

b−2
n

(wb−1)... w1 ≡ w′ · d−c+3
1,n φc−1

n
(uc)φ

b−2
n

(wc−1)... w1, (4.18)

avec|w′| 6 3|wb−1| + ... + 3|wc| + |ub| − |uc| − b+ c et |uc| 6 |ub| + b.

Démonstration.L’idée est la suivante : en utilisant une induction surk de b jusqu’àc+1, on
calcule un motσn−1-nonnégatifw′

k−1 et un motw#

k -dangereuxuk−1 satisfaisant

d−k+1
1,n φk−1

n
(uk)φ

k−2
n

(wk−1) ≡ w′
k−1 d

−k+2
1,n φk−2

n
(uk−1). (4.19)

On pose alorsw′ = w′
b−1... w

′
c.

Allons dans les détails. D’abord construisons les motsw′
k etuk. Fixonsk dans{b, ... , c+1}

et supposons queuk soit un motw#

k -dangereux. Le corollaire III.3.11 garantit quewk−1 est
uneφn(w

#

k )-échelle adossée àw#

k−1. Alors, par la proposition 2.8, le motφn(uk)wk−1 est équiva-
lent auφn(w

#

k )-murvk−1 adossé àw#

k−1. Par définition d’un mur, nous avons

vk−1 = v′k−1 dp−1,n−1 uk−1,

oùv′k−1 est un motσn−2-nonnégatif,uk−1 est un motw#

k−1-dangereux,ap−1,n−1 étant la dernière
lettre dewk−1. Nous obtenons

d−k+1
1,n φk−1

n
(uk)φ

k−2
n

(wk−1) ≡ d−k+1
1,n φk−2

n
(v′k−1 dp−1,n−1 uk−1).
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On pousse les puissances ded−1
1,n du dernier mot entredp−1,n−1 etuk−1 :

d−k+1
1,n φk−2

n
(v′k−1 dp−1,n−1 uk−1) ≡ φn(v

′
k−1 dp−1,n−1) d

−k+1
1,n φk−2

n
(uk−1).

Par la relation (II.2.6), on aφn(dp−1,n−1) d
−1
1,n ≡ d−1

1,p. À la fin, nous obtenons

d−k+1
1,n φk−1

n
(u)φk−2

n
(wk−1) ≡ φn(v

′
k−1) d

−1
1,p d

−k+2
1,n φk−2

n
(u′). (4.20)

Posantw′
k−1 = φn(v

′
k−1) d

−1
1,p, la relation (4.20) implique (4.19). Par construction,w′

k−1 estσn−1-
nonnégatif etuk est un motw#

k -dangereux. Regroupant les relations (4.19) pourk compris
entreb et c+1, nous obtenons la relation (4.18) pourw′ = w′

b−1 ... w
′
c. Par construction,w′

k

estσn−1-nonnégatif pour toutk, doncw′ est aussiσn−1-nonnégatif.
Il reste à établir le résultat de complexité. Pour chaquek de{b, ... , c+1}, la condition (2.8.ii)

implique
|vk−1| 6 3|wk−1| + |uk| − 1.

Ensuite, par construction dew′
k−1, nous avons

|w′
k−1| 6 3|wk−1| + |uk| − |uk−1| − 1.

On en déduit
|w′| = |w′

b−1... w
′
c| 6 3|wb−1... wc| + |ub| − |uc| − b+ c.

Pour chaque valeur dek, la condition (2.8.i) implique|uk| 6 |uk+1|+1. On trouve alors

|uk| 6 |ub| + b− k,

donc|uk| 6 |ub| + b. Par la proposition 2.8, calculeruk et vk à partir dewk etuk+1 requiert au
plusO(log(n)|uk+1||w| + 1) étapes de renversement. Donc, calculerw′ et uc à partir deub et
le φn-éclatement dew demande au plus

O(log(n)(|ub| + b)|w| + b− c)

étapes. De la relationb 6 |w| + 2, nous déduisons quew′ et uc sont calculés à partir deub et
le φn-éclatementw en au plusO(log(n)(|ub||w| + |w|2)) étapes.

3 Expressionσ-définie quasi-ǵeod́esique

Dans cette section nous donnons une démonstration de la conjecture 0.1. Plus précisement
nous établissons le résultat qui suit. Pourβ dansBn, on note‖β‖σ la longeur d’un plus courtΣn-
mot représentantβ.

Théorème 3.1.Toute tresseβ à n brins admet une expressionσ-définie en les lettresσi de
longueur au plus6(n−1)2‖β‖σ.

Pour cela nous allons construire, pour toute tresseβ àn brins, un certainADn-motσ-défini,
notéNFn(β), représentantβ, c’est-à-dire, un mot en les lettresap,q etdp,q qui, traduit en lesσi,
est soitσ-positif soitσ-négatif.

La construction du motNFn(β) demande deux étapes. La première, décrite à la section 3.1,
consiste à étendre la forme normale tournante de la section III.2 à toutes les tresses deBn en
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rajoutant un dénominateur. Ce procédé est basé sur la structure de Garside du monoı̈deB+∗
n ;

plus précisément sur le fait queBn soit le groupe de fractions deB+∗
n .

La seconde étape part de la forme normale tournante de la tresseβ considérée, et est
décrite à la section 3.2. Le procédé se décompose en trois cas suivant la position relative de
deux paramètres associés à la tresseβ, à savoir la largeur du numérateur et l’exposant du
dénominateur apparaissant dans la forme normale tournante deβ. L’algorithme de renverse-
ment développé à la section 1 sera utilisé pour traiter le cas difficile, qui apparaı̂t lorsque les
deux paramètres introduits précédemment sont proches l’un de l’autre.

En particulier la démonstration du théorème 3.17 est algorithmique. Son analyse en com-
plexité donne :

Théorème 3.2.La complexit́e en temps de l’algorithme impliqué dans la d́emonstration du
théor̀eme 3.17 est quadratique : pour tout mot de tresseà n brins de longueurℓ, le temps
d’exécution de l’algorithme appartient̀aO(ℓ2).

3.1 Généralisation de la forme normale tournante

À ce stade, la forme normale n’est définie que sur le monoı̈deB+∗
n . Nous allons maintenant

la définir surBn tout d’entier. Pour cela nous allons utiliser le fait queBn soit le groupe de
fractions deB+∗

n .

Proposition 3.3. Toute tresseβ peutêtre expriḿee de manìere unique sous la formed−t1,nw où t
est un entier positif,w est un mot tournant, et où la tressew n’est pas divisiblèa gauche parδn,
sauf peut-̂etre sit est nul.

Démonstration.Par le corollaire II.3.20, le groupeBn est le groupe de fractions deB+∗
n . Il existe

donc un entiert tel que la tresseδtn β appartienne au monoı̈deB+∗
n . Si t est positif, l’hypothèse de

minimalité implique queδn n’est pas un diviseur à gauche deδtn β. Notonsw la forme normale
tournante de la tresse dualeδ−tn β. Le couple(t, w) est alors du type désiré—nous rappelons que
le motd1,n est un représentant deδn.

Supposons que(t′, w′) soit un autre couple avec les mêmes propriétés. Alorsδt
′

n β appar-
tient àB+∗

n , ce qui implique t′ > t. Si on at′ > t, l’hypothèseδ−tn w = δ−t
′

n w′ doit alors
impliquerδt

′−t
n w = w′, et doncw′ est divisible à gauche parδn, ce qui contreditt′ > 0. On a

donct′ = t, puisw′ = w par unicité de la forme normale tournante.

Définition 3.4. LeADn-motd−t1,nw introduit dans la Proposition 3.3 est appelén-forme normale
tournantede la tresseβ. On appellen-profondeurdeβ, notéedpn(β), le nombret ; on appelle
n-largeur de β, notéebrn(β), la n-largeur dew ; on appellen-longueurde β, notée|β|n, le
nombret+ |w|, c’est-à-dire, la longueur duADn-motd−t1,nw.

Par définition, la forme normale tournante d’une tresse deBn est unAD-mot, c’est-à-
dire, un mot en les lettresap,q et les lettresdp,q. La terminologie est cohérente car, pourβ
dansB+∗

n , la n-forme normale tournante que nous venons de décrire coı̈ncide avec celle de la
définition III.2.12 : en effet, une tresseβ appartient àB+∗

n si et seulement si san-profondeur
est0.

À l’aide de la proposition 3.5 et de la structure de Garside deB+∗
n , nous vérifions facilement

que la forme normale d’une tresse quelconque peut être calculée en temps quadratique. Pourβ
dansBn, on note‖β‖a la longeur d’un plus courtAn-mot représentantβ.

Proposition 3.5. Pour toute tressèa n brinsβ, on a|β|n 6 (n−1) ‖β‖a.
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Démonstration.Le casn = 2 est trivial. Partant d’unΣ2-mot, on le réduit librement à un mot
de la formeσk1 en supprimant les facteursa1,2a

−1
1,2 eta−1

1,2a1,2. La forme normale tournante estak1,2
dans le cask > 0, etdk1,2 dans le cask < 0, et est géodésique.

Supposons maintenantn > 3. Pourx uneAn-lettre notonsαn(x) un A+

n-mot tel queδn
soit équivalent àαn(x) x. Un tel mot existe car toute tresseap,q est un simple deB+∗

n et donc
un diviseur à droite deδn. Soitw un Σn-mot de tresse représentant la tresseβ. Alors la forme
normale tournante deβ est obtenue de la manière suivante :

- Repérer les lettres négatives dew :

w = w0x
−1
1 w1... wc−1x

−1
c−1wc;

- Poserv = φc
n
(w0)φ

c−1
n

(αn(x1)w1) ... φn(αn(xc−1)wc−1)αn(xc)wc ;
- Soits le plus grand entier tel queδsn divise à gauchev dansB+∗

n , et soitv′ leAn-mot positif
satisfaisantv ≡ δsnv

′ ;
- Si s > c est vérifiée, posert = 0 etw′′ = δs−cn v′ ; sinon posert = c− s etw′′ = v′.
- Soitw′ la forme normale tournante de la tresse représentée parw′′. Alors la forme normale

tournante deβ estd−t1,nw
′.

En effet, la construction deαn et la relationδn ≡ d1,n impliquent

w ≡ w0 d
−1
1,n αn(x1)w1 ... d

−1
1,n αn(xc−1)wc−1 d

−1
1,n αn(xc)wc

En poussant les lettresd−1
1,n à gauche, on obtient

w ≡ d−c1,n φ
c
n
(w0)φ

c−1
n

(αn(x1)w1) ... φn(αn(xc−1)wc−1)αn(xc)wc = d−c1,n v.

Puis, en utilisant la relationd1,n ≡ δn et la construction dew′, nous obtenonsw ≡ d−t1,nw
′, où

la tresse représentée parw′ n’est pas divisible à gauche pard1,n sauf pourt = 0.
Pour la longueur, remplacerx−1

k pard−1
1,n αn(xk) la multiplie par au plusn−1. Appliquant le

procédé sur un plus petit représentant deβ vis-à-vis de la longueur en lesAn-lettres on a

|β|n 6 (n− 1)‖β‖a.

Exemple 3.6.Considérons la tresseβ représentée par leΣ4-motσ1 σ
−2
3 σ2 σ3. Nous utilisons les

notations de la démonstration de la proposition 3.5. D’abord on pose

u = w0 σ
−1
3 w1 σ

−1
3 w2 avec w0 = a1,2, w1 = ε etw2 = a2,3 a3,4.

Commeδ4 est égale àa1,2a2,3a3,4, on poseα4(a3,4) = a1,2a2,3. On obtient donc

v = φ2
4(w0)φ4(α4(a3,4)w1)α4(a3,4)w2 = a3,4 a2,3 a3,4 a1,2 a2,3 a2,3 a3,4.

La puissance maximale deδ4 qui divise à gauche la tresse représentée parv est1 et on a

v ≡ δ4 a2,3 a1,2 a2,3 a2,4.

Ainsi on obtients = 1 etv′ = a2,3 a1,2 a2,3 a2,4. Ici on ac = 2 ets vaut1, nous posons donct = 1
etw′′ = a2,3 a1,2 a2,3 a2,4. La forme normale tournantew′ dew′′ s’avère êtrea1,2 a1,4 a2,3 a1,2.
Donc, finalement, la forme normale tournante deβ est

d−1
1,4 a1,2 a1,4 a2,3 a1,2.
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La 4-profondeur deβ est donc1, sa longueur est5, et sa4-largeur est4, car nous avons vu à
l’exemple III.2.22 que la4-largeur de la tressea1,2 a1,4 a2,3 a1,2 est4 : sonφ4-éclatement est

(a2,3, a2,3, 1, a2,3 a1,2),

une suite de longueur4.

En suivant la trame de la démonstration de la proposition, nous proposons l’algorithme
suivant permettant de calculer la forme normale de n’importe quelle tresse deBn.

Algorithme 7 (FormeTournanteG).
Entr ée :Un couple(n, w) oùw est unAn-mot

1. ε→ v; 0 → t;
2. Pour k de|w| jusqu’à1 faire

3. Si la lettrew(k) est positivefaire
4. Phi(n,t,w(k)) · v → v;
5. Sinon faire

6. DivD(n,δn,w(k))→ u;
7. Phi(n,t,u) · v → v;
8. t+ 1 → t;
9. DivG(n,δn,v)→ v′;
10. Tant que v′ != ⊗ et t > 0 faire

11. t−1 → t;
12. v′ → v;
13. DivG(n,δn,v)→ v′;
14. FormeTournante(v) → v;
15. Renvoyer d−t1,nv;

Sortie : UnADn-mot

Proposition 3.7.L’algorithmeFormeTournanteG appliqúeà (n, w) retourne en tempsO(n6|w|2)
la n-forme normale tournante dew.

Démonstration.La ligne 4 est enO(log(n)) et la ligne6 est enO(n). Comme la longueur
deu est(n−2), la ligne7 est enO(n log(n)). Les lignes2 à 8 sont donc enO(n log(n)|w|).
Au début de la ligne9 le mot v est celui de la démonstration de la proposition 3.5 et est
donc de longueur au plus(n−2)|w|. Les lignes9 et 13 sont donc enO(n|δn||v|), c’est à dire,
enO(n2|v|). Ainsi l’exécution des lignes9 à 13 est enO(n2|v|2), c’est à dire, enO(n2|w|2).
Par la proposition III.2.20, la ligne14 est enO(n4|v|2), c’est à dire enO(n6|w|2). On obtient
donc la complexité annoncée.

3.2 Le cas facile

Partant de la forme normale tournante, nous allons maintenant définir pour toute tresseβ
deBn un nouveau représentant distinguéNFn(β). Le motNFn(β) sera unADn-motσ-défini.

La construction deNFn(β) dépend de la position relative des paramètresdpn(β) etbrn(β).
Le premier cas, qui est très facile, a lieu lorsquedpn(β) vaut0, c’est-à-dire, lorsque la tresseβ
appartient àB+∗

n , ou lorsqu’on adpn(β) = |β|n, c’est-à-dire, lorsqueβ est une puissance
négative deδn. Notons que ce cas est le seul possible pourB2.

Définition 3.8. Supposons queβ est une tresse deBn vérifiantdpn(β) = 0 oudpn(β) = |β|n.
On définit alorsNFn(β) comme étant la forme normale tournante deβ.
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Proposition 3.9. Sous les hypoth̀eses de la d́efinition 3.8, le motNFn(β) est un repŕesentant
σ-défini deβ, et sa longueur est au plus|β|n. De plus, siβ est sṕecifié par unΣn-mot de
longueurℓ, le motNFn(β) peutêtre calcuĺe en tempsO(n6ℓ2).

Démonstration.Si |β|n est0, alorsβ est la tresse triviale1 et sa forme normale tournante est
le mot videε. Si β est non triviale et den-profondeur nulle, alors sa forme normale tournante
est unA+

n-mot, et donc, un motσ-positif. Siβ est non triviale et qu’on adpn(β) = |β|n, alors
la forme normale tournante deβ estd−dpn(β)

1,n , qui est un motσn−1-négatif. La complexité est
évidente à partir de la proposition 3.7.

Le second cas, qui est aussi facile, se produit lorsque lan-profondeur est grande. Pour un
A+

n-mot tournantw, nous rappelons que nous appelonsφn-éclatement dew la suite de mots
tournants représentant les entrées duφn-éclatement de la tresse représentée parw.

Définition 3.10. Supposons queβ soit une tresse non triviale deBn pourn > 3 satisfaisant

0 6= dpn(β) > brn(β) − 2.

Soit d−t1,nw la forme normale tournante deβ et (wb, ... , w1) le φn-éclatement dew. Alors on
pose

NFn(β) = d−t+b−1
1,n · wb d

−1
1,n · ... · w2 d

−1
1,n · w1.

Proposition 3.11.Sous les hypoth̀eses de la d́efinition 3.10, le motNFn(β) est un repŕesentant
σn−1-négatif deβ, et sa longueur est au plus|β|n. De plus, siβ est sṕecifiée par unΣn-mot de
longueurℓ, le motNFn(β) peutêtre calcuĺe en tempsO(n6ℓ2).

Démonstration.D’abord, montrons queNFn(β) est un représentant deβ. Notonsd−t1,nw la
forme normale tournante deβ et (wb, ... , w1) le φn-éclatement dew. On a

d−t1,nw = d−t1,n · φ
b−1
n

(wb) · ... · φn(w2) · w1. (4.21)

En poussant(b−1) puissances ded1,n à droite dans (4.21) et en les intercalant entre les fac-
teurswk, nous obtenons

d−t1,n w = d−t1,n · φ
b−1
n

(wb) · ... · φn(w2) · w1

= d−t+b−1
1,n · d−b+1

1,n · φb−1
n

(wb) · ... · φn(w2) · w1

≡ d−t+b−1
1,n · wb · d

−1
1,n · d

−b+2
1,n · ... · φn(w2) · w1

≡ ... ≡ d−t+b−1
1,n · wb · d

−1
1,n · ... · w2 · d

−1
1,n · w1 = NFn(β).

Ensuite, exactementdpn(β) puissances ded−1
1,n apparaissent dansNFn(β). Donc, comme

la n-profondeurdpn(β) est non nulle, au moins un facteurd−1
1,n apparaı̂t dansNFn(β). Les

motswk intermédiaires ne contenant pas de lettreap,n, le motNFn(β) estσn−1-négatif.
Pour le résultat sur la longueur, nous trouvons

|NFn(β)| = t− b+ 1 + |wb| + 1 + ... + |w2| + 1 + |w1|

= t− b+ 1 + |w| + b− 1 = |d−t1,nw
′| = |β|n.

Finalement, supposons queβ est spécifié par unΣn-mot de longueurℓ. Alors, par la propo-
sition 3.7, on peut calculer la forme normale tournante de latresseβ en au plusO(n6ℓ2) étapes.
Par le lemme III.2.21, calculer leφn-éclatement dew peut être fait enO(|w|) étapes. Donc, le
motNFn(β) peut être calculé en tempsO(n6ℓ2).
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3.3 Le cas difficile

Nous n’avons pas encore traité le cas de la tresseβ de profondeur non nulle avec

dpn(β) 6 brn(β) − 2.

C’est le cas difficile. Dans ce cas, il est impossible de prédire directement si la tresseβ est
σ-positive ou bienσ-négative ou même triviale, et c’est le point où nous allons utiliser la notion
d’échelle et l’algorithme de renversement.

Définition 3.12. Supposons queβ soit une tresse non triviale deBn pourn > 3 satisfaisant
dpn(β) 6= 0 etdpn(β) 6 brn(β)−2. Notonsd−t1,nw la forme normale tournante deβ, et(wb, ... , w1)
le φn-éclatement dew. Posonswt+2 = w′

t+2 ap−1,n−1 et

v = φb−1−t
n

(wb) ... φ
2
n
(wt+3) φn(w

′
t+2) d

−1
1,p, ut+2 = d−1

p−1,n−2.

Cas 1 :w2 6= ε. Alors on pose

NFn(β) = v w′′ φn(w
′
2)w1,

où w′′ et u3 sont les mots produits par le lemme 2.10 appliqué à la suite(wt+2, ..., w1), le
motut+2 et l’entier3, et oùw′

2 est le mot produit par la proposition 2.8 appliquée aux motsw2

etφn(u3) ;
Cas 2 :w2 = ε, w3 = ...=wk−1 = an−2,n−1 etwk 6= an−2,n−1 pour un certaink 6 t + 1. Alors,
on pose

NFn(β) = v w′′ φn(w
′
k) d

−c+2
1,n−1w1,

où w′′ et uk+1 sont les mots donnés par le lemme 2.10 appliqué à la suite(wt+2, ..., w1), au
motut+2 et à l’entierk+1, et oùw′

k an−2,n−1 est le mot produit par la proposition 2.8 appliquée
aux motswk etφn(uk+1) ;
Cas 3 :w2 = ε, w3 = ...=wt+1 = an−2,n−1 et v 6= d−1

1,n−1. Alors on pose

NFn(β) = v d−t+1
1,n−1w1;

Cas 4 :w2 = ε, w3 = ...=wt+1 = an−2,n−1 et v = d−1
1,n−1. Alors on pose

NFn(β) = NFn−1(δ
−t
n−1 w1).

Proposition 3.13.Sous les hypoth̀eses de la d́efinition 3.12, le motNFn(β) est un repŕesentant
σ-défini (nonσn−1-négatif) deβ, et sa longueur est au plus3 |β|n. De plus, siβ est sṕecifiée par
unΣn-mot de longueurℓ, le motNFn(β) peutêtre calcuĺe en tempsO(n6ℓ2).

Démonstration.On utilise les notations de la définition 3.12. Montrons quel’équivalence suiv-
ante est satisfaite :

d−t1,nw ≡ v d−t+1
1,n φt+1

n
(ut+2)φ

t
n
(wt+1) ... φn(w2)w1. (4.22)

En effet, comme la suite(wb, ... , w1) est leφn-éclatement dew, on a

d−t1,nw = d−t1,n φ
b−1
n

(wb)... φ
t+1
n

(wt+2)... φn(w2)w1. (4.23)
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Par construction,wt+2 vautw′
t+2 ap−1,n−1. La relation (II.2.5) impliqueap−1,n−1 ≡ dp−1,n−1 ut+2,

doncwt+2 ≡ w′
t+2 dp−1,n−1 ut+2. Alors, le motd−t1,nw est équivalent à

d−t1,n φ
b−1
n

(wb)... φ
t+1
n

(w′
t+2 dp−1,n−1)φ

t+1
n

(ut+2)φ
t
n
(wt+1) ... φn(w2)w1. (4.24)

On pousse les facteursd−t1,n apparaissant dans (4.24) vers la droite, jusqu’à ce qu’ilsarrivent à
gauche du facteurφt+1

n
(ut+2). De cette manière, nous obtenons

d−t1,nw ≡ φb−t−1
n

(wb)... φn(w
′
t+2 dp−1,n−1) d

−t
1,n φ

t+1
n

(ut+2)φ
t
n
(wt+1) ... φn(w2)w1.

Les relations (II.2.6) et (1.8.i) impliquentφn(dp−1,n−1) d
−t
1,n ≡ d−1

1,p. En substituant la dernière
valeur dans la relation ci-dessus, nous obtenons (4.22).

Ensuite, par construction, le motv estσn−1-nonnégatif, et sa longueur satisfait

|v| = |wb| + ... + |wt+2|. (4.25)

Pour aller plus loin, nous considérons les quatre cas de la définition 3.12 séparément. Dans
les trois premiers cas, nous allons montrer que le motNFn(β) estσn−1-positif ; dans le quatrième
cas, nous allons établir queNFn(β) estσ-défini en utilisant une induction surn et en utilisant
dans certains sous-cas les propositions 3.9 et 3.11.

Cas 1.D’abord,NFn(β)est équivalent àd−t1,nw. En effet, le lemme 2.10 implique

d−t1,nw ≡ v w′′ φ2
n
(u3)φn(w2)w1,

tandis que la proposition 2.8 impliqueφn(u3)w2 ≡ w′
2. Nous déduisons

d−t1,nw ≡ v w′′ φn(w
′
2)w1 = NFn(β).

Ensuite, par construction,w′
2 est un mur adossé àw#

2 , donc, par définition, il estσn−2-positif.
Il s’ensuit queφn(w

′
2) estσn−1-positif. Comme les motsv, w′′ etw1 sontσn−1-nonnégatifs, le

motNFn(β) estσn−1-positif.
Pour la longueur, le lemme 2.10 et la proposition 2.8 impliquent

|w′′| 6 3|wt+1| + ... + 3|w3| − |u3| − t+ 2, |w′
2| 6 3|w2| + |u3| − 1.

Regroupant ces valeurs avec (4.25), ett > 0, nous obtenons|NFn(β)| 6 3|w|.

Cas 2.D’abord, observons que la dernière lettre duA+

n−1-motwk doit êtrean−2,n−1 : ceci est une
conséquence du corollaire III.3.7 car, par construction de k, le motwk−1 est soit le mot videε
soit se termine par la lettrean−2,n−1.

Maintenant, vérifions queNFn(β) est équivalent àd−t1,nw. Par le lemme 2.10, on a

d−t1,nw ≡ v w′′ d−k+2
1,n φk

n
(uk+1)φ

k−1
n

(wk)φ
k−2
n

(an−2,n−1)... φ
2
n
(an−2,n−1)w1.

La proposition 2.8 garantissant quew′
k est unφn(w

#

k+1)-mur satisfaisant

φn(uk+1)wk ≡ w′
k an−2,n−1,

nous obtenons

d−t1,nw ≡ v w′′ d−k+2
1,n φk−1

n
(w′

k)φ
k−1
n

(an−2,n−1) ... φ
2
n
(an−2,n−1)w1. (4.26)
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En poussant les puissances négatives ded1,n apparaissant dans (4.26) vers la droite et en les
intercalant entre lesφ..

n
(an−2,n−1), nous obtenons

d−t1,nw ≡ v w′′ φn(w
′
k) d

−k+2
1,n φk−1

n
(an−2,n−1) ... φ

2
n
(an−2,n−1)w1

≡ v w′′ φn(w
′
k)φn(an−2,n−1) d

−1
1,n d

−k+3
1,n ... φ2

n
(an−2,n−1)w1

≡ ... ≡ v w′′ φn(w
′
k)φn(an−2,n−1) d

−1
1,n ... φn(an−2,n−1) d

−1
1,nw1.

Alors, l’équivalenceφn(an−2,n−1) d
−1
1,n ≡ d−1

1,n−1 implique

d−t1,nw ≡ v w′′ φn(w
′
k) d

−k+2
1,n−1 w1 = NFn(β).

Ensuite, par construction, le motw′
k est unφn(w

#

k+1)-mur, donc, par définition, il estσn−2-
positif. Ainsiφn(w

′
k) estσn−1-positif. Comme les motsv,w′′, etd−k+2

1,n−1 w1 sontσn−1-nonnégatifs,
le motNFn(β) estσn−1-positif.

Pour le résultat sur la longueur, le lemme 2.10 et la proposition 2.8 impliquent

|w′′| 6 3|wt+1| + ... + 3|w3| − |uk+1| − t+ 2, |w′
k an−2,n−1| 6 3|wk| + |uk+1| − 1.

En regroupant ces valeurs avec (4.25) et l’hypothèset > 0, on obtient|NFn(β)| 6 3|w|.

Cas 3.Comme dans le cas2, on observe que la dernière lettre dewt+2 estan−2,n−1, ce qui est
une conséquence du corollaire III.3.7, carwt+1 est soit le mot videε soitan−2,n−1.

Vérifions queNFn(β) est équivalent àd−t1,nw. Comme la dernière lettre dewt+2 estan−2,n−1,
le motut+2 est vide. Nous trouvons alors

d−t1,nw ≡ v d−t+1
1,n φt

n
(an−2,n−1) ... φ

2
n
(an−2,n−1)φn(ε)w1. (4.27)

En poussant encore les puissances négatives ded1,n intervenant dans (4.27) vers la droite et en
les distribuant entre lesφ..

n
(an−2,n−1), on obtient

d−t1,nw ≡ v φn(an−2,n−1) d
−1
1,n d

−t+2
1,n φt−1

n
(an−2,n−1) ... φ

2
n
(an−2,n−1)w1

≡ ... ≡ v φn(an−2,n−1) d
−1
1,n ... φn(an−2,n−1) d

−1
1,nw1.

Alors, la relationφn(an−2,n−1) d
−1
1,n ≡ d−1

1,n−1 implique

d−t1,n w ≡ v d−t+1
1,n−1 w1 = NFn(β)

Maintenant, vérifions queNFn(β) estσn−1-positif. La dernière lettre dewt+2 étantan−2,n−1,
on a la relation

v = φb−1−t
n

(wb) ... φ
2
n
(wt+3) φn(w

′′
t+2) d

−1
1,n−1

Par le lemme III.3.2, si le motw′
t+2 est non vide, il se termine par une lettre de la formea..,n−1. Le

motv est doncσn−1-positif. Supposons quew′
t+2 soit le mot vide et qu’on aitt 6 b− 3. Comme

le motwt+2 estan−2,n−1, le corollaire III.3.7 implique quewt+3 se termine paran−2,n−1. Ainsi,
le motv se termine parφ2

n
(an−2,n−1) d

−1
1,n−1, qui esta1,n d

−1
1,n−1. Le motv est doncσn−1-positif.

La relation (4.25) implique directement|NFn(β)| = |w|.

Cas 4.Par construction, on av = d−1
1,n−1. La même analyse que celle faite dans le cas 3 donne

la relationt = b−2 et
d−t1,nw ≡ d−t1,n−1w1.
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L’hypothèse d’induction accompagnée des propositions 3.9 et 3.11 établit

d−t1,n−1w1 ≡ NFn−1(δ
−t
n−1w1),

doncd−t1,nw ≡ NFn(β) par définition.
Toujours grâce à l’hypothèse d’induction et les propositions 3.9 et 3.11, nous obtenons

|NFn(β)| = |NFn−1(δ
−t
n−1w1)| 6 3|δ−tn−1w1|n−1.

Par définition, on a
|β|n = t+ |wb| + ... + |w1|,

et |δ−tn−1w1|n−1 6 t+ |w1|, donc|δ−tn−1w1|n−1 6 |β|n. Ainsi nous obtenons|NFn(β)| 6 3|β|n.

Tous les cas ont été considérés et il ne reste plus qu’à ´etablir la complexité en temps. Par la
proposition 3.7 et le lemme III.2.21, la forme normale tournante deβ et leφn-éclatement dew
peuvent être calculés en tempsO(n6ℓ2). Dans les cas1 et 2, le lemme 2.10 est utilisé une fois
sur(wt+2, ... , w1) et ut+2 avec un coût enO(log(n)(|ut+2|ℓ + ℓ2)). De plus, la proposition 2.8
est utilisée au plus une fois surφn(uk+1) et wk, avec un coût enO(log(n)(|uk+1|ℓ + 1)). Le
lemme 2.10 garantit

|uk+1| 6 |uk+1| + t+ 1 − c,

c’est-à-dire,|ut+2| 6 t et donc|ut+1| 6 ℓ. Le coût de l’appel à la proposition 2.8 est donc
au plusO(log(n)ℓ2). Les autres opérations des cas1, 2, et 3 nécessitentO(log(n)ℓ) étapes et,
donc, le coût total du calcul deNFn(β) estO(n6ℓ2) dans ces cas. Le résultat est similaire pour
le cas4, en utilisant l’hypothèse d’induction ainsi que les propositions 3.9 et 3.11 et le fait que
le motw1 est déjà sous forme normale.

3.4 On recolle les morceaux

À l’aide des motsσ-définisNFn(β) construits aux sections 3.2 et 3.3, nous sommes main-
tenant prêts à démontrer les théorèmes 3.17 et 3.18. Remarquons d’abord que les motsNFn(β)
ne dépendent pas réellement de l’indicen.

Lemme 3.14.Siβ appartientàBn−1, les motsNFn(β) etNFn−1(β) cöıncident.

Démonstration.Une simple vérification montre que, siβ appartient àBn−1, alors ou bien lan-
largeur deβ est nulle (siβ appartient àB+∗

n−1), ou bien nous sommes dans le cas 4 de la
définition 3.12. Dans les deux cas, la définition deNFn(β) impliqueNFn(β) = NFn−1(β).

Donc, à partir de maintenant, nous pouvons retirer l’indicen et écrireNF(β) sans ambiguı̈té.
Le principal résultat, duquel les théorèmes 3.17 et 3.18sont des conséquence,s est le suivant.

Théorème 3.15.Pour toute tresseβ deBn, le ADn-mot NF(β) est un repŕesentantσ-défini
deβ, et sa longueur est au plus3 (n−1) ‖β‖a. De plus, siβ est sṕecifiée par unAn-mot de
longueurℓ, le motNF(β) peutêtre calcuĺe en tempsO(n6ℓ2).

Démonstration.Pourn = 2, tout est évident, supposons doncn > 3. D’après la proposition 3.3,
ainsi que les propositions 3.9, 3.11, et 3.13, le motNF(β) est, dans tous les cas, un représentant
σ-défini deβ, et sa longueur est au plus3|β|n. D’un autre côté, la proposition 3.5 implique la
relation|β|n 6 (n−1)‖β‖σ. Nous obtenons ainsi la majoration désirée :

|NF(β)| 6 3(n− 1)‖β‖σ. (4.28)
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Finalement, les complexités en temps des propositions 3.5, 3.9, 3.11, et 3.13 montrent, que dans
tous les cas,NF(β) peut être calculé en tempsO(n6ℓ2) lorsque la tresseβ est spécifiée par un
An-mot de longueurℓ.

Comme conséquence immédiate du théorème 3.15 nous avons :

Théorème 3.16.Toute tresseβ à n brins admet une expressionσ-définie en les lettresap,q de
longueur au plus3(n−1)‖β‖a.

Si maintenant nous considérons l’alphabet des lettresσi nous obtenons :

Théorème 3.17.Toute tresseβ à n brins admet une expressionσ-définie en les lettresσi de
longueur au plus6(n−1)2‖β‖σ.

Démonstration.Soit NF(β) la traduction duADn-mot NF(β) en unΣn-mot. Les formules
données en (4.1) montrent que la traduction d’uneAn-lettre ou d’uneDn-lettre a une longueur
au plus2n− 3. Ainsi la relation (4.28) implique|NF(β)| 6 6(n−1)2‖β‖σ.

Le résultat de complexité en temps du théorème 3.15 donne

Théorème 3.18.La complexit́e en temps de l’algorithme impliqué dans la d́emonstration des
théor̀emes 3.16 et 3.17 est quadratique en la longueur du mot d’entrée : pour tout mot de tresse
à n brins de longueurℓ, le temps d’ex́ecution de l’algorithme appartient̀aO(n6ℓ2).

Démonstration.La traduction d’unAn-mot de longueurℓ enΣn-mot à un coût enO(nℓ). On
conclut par le théorème 3.15.

Nous donnons pas plus de détails sur l’algorithme étudiéau théorème 3.18, notamment
parce que nous allons en introduire un plus simple à la section suivante et avec une meilleure
complexité. Néanmoins, donnons un exemple concret de la construction précédente.

Exemple 3.19.Considérons encore la tresseβ = σ1 σ
−2
3 σ2 σ3 de l’exemple 3.6. Nous avons

déjà vu que sa forme normale tournante est leADn-mot

d−1
1,4 a1,2 a1,4 a2,3 a1,2.

D’après l’exemple III.2.22, leφ4-éclatement dea1,2a1,4a2,3a1,2 est(w4, ..., w1), avec

w4 = a2,3, w3 = a2,3, w2 = ε, et w1 = a2,3a1,2.

On a doncdp4(β) = 1 et br4(β) = 4, doncdp4(β) 6 br4(β) − 2, et nous nous trouvons
dans le cas difficile. Avec les notations de la définition 3.12, on at = 1 etw3 = ε · a2,3, nous
commençons donc par poserw′

3 = ε, p = 3, v = φ2
4(w4)φ4(w

′
3) d

−1
1,p, etu3 = d−1

p−1,2, c’est-à-dire,
dans notre cas,v = a1,4 d

−1
1,3 etu3 = ε. Alors, comme on aw2 = ε, w3 = a2,3 et v 6= d−1

1,3, nous
sommes dans le cas3 de la définition 3.12. En suivant ce dernier, on définitNF(β) = v d0

1,3w1,
c’est-à-dire,NF(β) = a1,4 d

−1
1,3 a2,3 a1,2. CetAD4-mot estσ3-positif : en effet saσ-traduction est

le Σ4-mot
NF(β) = σ1 σ2 σ3 σ

−1
2 σ−1

1 σ−1
2 σ−1

1 σ2 σ1

qui contient unσ3, pas deσ−1
3 , et pas deσ±1

i aveci > 4.

Dans le cas très simple de l’exemple 3.19, l’algorithme de renversement n’est pas utilisé.
Cependant, des phénomènes compliqués peuvent apparaı̂tre en général, en particulier lorsque
le nombre de brins est au moins5, qui correspond à la plus petite valeur pour laquelle il existe
une échelle avec plus d’une barre. Les exemples illustrantréellement l’algorithme dans toute sa
complexité, typiquement ceux demandant plus d’une étapede renversement, reposent sur des
mots trop longs pour être donnés ici.
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3.5 Un algorithme plus simple

Dans cette section, on donne un algorithme plus simple permettant d’obtenir des expressions
σ-définies quasi-géodésiques. L’idée de cet algorithmeest de toujours se ramener au cas facile
et nous a été suggérée par L. Paris.

Prenons une tresseβ deBn. La première étape consiste à calculer le plus petitm tel queβ
soit une tresse deBm. De ce faitβ est soitσm−1-positive ou bienσm−1-négative, ce qui revient à
dire queβ ou son inverse estσm−1-négative. Pour calculer l’entierm, on peut utiliser la forme
normale de Garside–Thurston deβ qui ne dépend que deβ et pas du groupe de tresse dans
lequel nous la voyons.

Proposition 3.20 ([DP99]). Toute tresseβ deB+∗
n admet une unique décompositionβ ′−1 β ′′

où β ′, β ′′ appartiennent̀aB+∗
n tel que le pgcd̀a gauche deβ ′ etβ ′′ soit trivial. De plus siβ est

représent́ee par unAn-motw alorsβ ′ etβ ′′ sont repŕesent́ee par desA+

n-motsu′ et v′ vérifiant

wyduv
−1ygu

′−1
v′.

La décompositionβ ′−1 β ′′ introduite dans la proposition 3.20 est la forme normale dite de
Garside–Thurstonde la tresseβ.

On définit l’indice d’unAn-mot comme étant l’entier maximalq tel quew contient une
lettrea±1

p,q. L’indice d’une tresseβ est le plus petit indice d’unAn-mot représentantβ.
L’algorithme suivant permet de calculer l’indice d’une tresse à l’aide du retournement.

Algorithme 8 (IndiceRet).
Entr ée :UnAn-motw

1. RevD(w) → w′;

2. RevG(w′)→ w′′;

3. 2 → i;
4. Pour k de 1 jusqu’à|w′′| faire
5. w′′[k] → ap,q;
6. Si q > i faire
7. q → i;
8. Renvoyer i;

Sortie : Un entier

Proposition 3.21. L’algorithmeIndiceRet appliqúe à unAn-motw de longueurℓ retourne
l’indice dew en tempsO(ℓ2).

Démonstration.Soit β ′−1 β ′′ la forme normale de Garside–Thurston dew. D’après la propo-
sition 3.20 la partie négative du motw′′ représente la tresseβ ′ tandis que sa partie positive
représente la tresseβ ′′. L’indice dew′′ est alors celui de la tresseβ. La complexité en temps est
une conséquence directe du corollaire II.3.26.

Comme dans le cas de l’algorithmeDivDRet la complexité en temps en fonction du nombre
de brinsn de l’algorithmeIndiceRet n’est pas bonne.

Cependant, il existe un autre algorithme permettant de cacluler la forme normale de Garside–
Thurston avec une bonne complexité en fonction du nombre debrins.

Proposition 3.22.(D.B.A. Epstein et al, [ECH+92]) Pourw unA+

n-mot, il existe un algorithme
permettant de calculer la forme normale de Garside–Thurston dew en tempsO(K · |w|2) où
K est la compĺexit́e en temps d’un algorithme calculant le pgcd de deux simples deB+∗

n .
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À partir des propositions 3.22 et III.2.16, on construit, comme pourIndiceRet, un algo-
rithmeIndice permettant de calculer l’indice d’une tresse dont la complexité est donné par :

Proposition 3.23.L’algorithmeIndice appliqúe à unA+

n-motw retourne l’indice de la tresse
w en tempsO(n · |w|2).

Nous pouvons maintenant définir un algorithme simple permettant, pour une tresse donnée,
de trouver un représentantσ-défini.

Algorithme 9 (SigmaDef).
Entr ée :UnAn-motw

1. 1 → e;
2. Indice(w) → m;

3. FormeTournanteG(n,we)→ δ−tn u;
4. Si t = 0 oun = 2 faire

5. Renvoyer (δ−tn u)
e;

6. Eclatement(n,u) → (ub, ... , u1);
7. Si t > b−1 faire

8. Renvoyer (δ−t+b−1
n ub δ

−1
n ub−1 δ

−1
n ... u2 δ

−1
n u1)

e;

9. −1 → e;
10. Goto ligne 3;

Sortie : UnAn-mot

Théorème 3.24.L’algorithmeSigmaDef se termine et retourne en tempsO(n6 · |w|2) un mot
σ-définiw′ équivaeant̀aw avec|w′| 6 (n−1)2 · ‖w‖a.

Démonstration.On utilise l’algorithmeIndice pour calculer l’indicem de la tressew. En
particulier la tressew est soitσm−1-positive soitσm−1-négative.

Ensuite, on utilise l’algorithmeFormeTournanteG pour calculer la forme normale tournante
d−t1,mu de la tressew. Par la proposition 3.5, on a|d−t1,mu| 6 (m−1)‖w‖a. Si t vaut0 alors la
forme normale tournante dew est unAn-mot positif, donc un motσ-défini. Sim vaut2 avec
t 6= 0 alorsu est le mot videε et la forme normale tournante dew est une puissance ded−1

1,2,
donc un motσ-défini.

Ensuite, on utilise l’algorithmeEclatement pour calculer leφn-éclatement(ub, ... , u1)
deu. Alors la forme normale tournante dew est équivalente àv avec

v = d−t+b−1
1,m ub d

−1
1,m ub−1 d

−1
1,m ... u2 d

−1
1,m u1, (4.29)

Si la relationt > b−1 est satisfaite alors le motv estσn−1-négatif par la proposition 3.11,
doncσ-défini. Dans ce cas l’algorithme retourne un motσ-défini équivalent àw.

Supposons maintenant que la relationt > b−1 ne soit pas satisfaite. Dans ce cas on refait
la même chose avec le motw−1. Notons que les indices dew etw−1 sont les mêmes, on peut
donc directement aller à la ligne2 de l’algorithme. Dans ce cas, par la proposition 3.13, la
tressew estσm−1-nonnégative. Ainsi, commem est l’indice dew, elle estσm−1-positive. La
tresse représentée parw−1 est doncσn−1-négative et les nouveaux entierst etb calculés satisfont
la relationt > b−1 et l’algorithme se termine.

La complexité en longueur est une conséquence des propositions 3.5 et 3.11 et 3.23.



V. Bon ordre du monöıde de tresses dual

Nous avons vu au chapitre I.1 que le groupe de tressesBn est ordonnable à gauche. D’après
un résultat de R. Laver [Lav96] la restriction de cet ordre aux monoı̈des de tresses positives
est un bon ordre. Malheureusement la méthode donnée par Laver ne permet pas de calculer la
longueur du bon ordre(B+

n , <). Dans sa thèse S. Burckel, montre que la longueur de(B+

n , <)
est l’ordinalωω

n−2
. L’argument utilisé est astucieux et nécessite une induction transfinie assez

technique.À l’aide des résultats de S. Burckel, P. Dehornoy donne une caractérisation plus
simple du bon ordre à l’aide de la forme normale alternante définie à la section III.1.3.

Dans ce chapitre nous allons étudier la restriction de l’ordre des tresses aux monoı̈des de
Birman–Ko–Lee. D’après le théorème I.3.16, on sait déjà que(B+∗

n , <) est un bon ordre. Le but
est donc de calculer la longueur du bon ordre(B+∗

n , <). Plus précisement nous allons démontrer
le théorème suivant

Théorème 0.1.Pour β, β ′ dansB+∗
n , la relation β < β ′ est vraie si et seulement si leφn-

éclatement deβ est plus petit que leφn-éclatement deβ ′ par rapport à l’extensionShortLex
de l’ordre< surB+∗

n−1.

Comme conséquence immédiate nous obtiendrons le résultat suivant donnant la longueur
du bon ordre(B+∗

n , <).

Corollaire 0.2. La restriction de< au monöıde est un bon ordre de longueurωω
n−2

.

À part pour quelques exemples et applications, nous n’avonspas besoin de savoir que la
relation< est un ordre total invariant à gauche. Nous allons juste utiliser sa définition plus le
fait évident que la relation< est transitive. Ceci nous permet notamment de redémontrerla
PropriétéC, qui établit que toute tresse non triviale admet au moins une expressionσ-définie,
c’est-à-dire, une expression dans laquelle le générateur σi de plus grand indicei apparaı̂t seule-
ment positivement, ou seulement négativement.

1 Ordre tournant

Avant toute chose commençons par quelques relations élémentaires portant sur la restriction
de l’ordre standard< au monoı̈deB+∗

n .

Lemme 1.1.Toute tresseβ deB+∗
n except́ee1 satisfaitβ > 1.

Démonstration.Par définition, la tresseap,q estσq−1-positive et doncσ-positive.

Lemme 1.2.Pour toutn > 2, on a

1 < a1,2 < a2,3 < a1,3 < ... < a1,n−1 < an−1,n < an−2,n < ... < a1,n. (5.1)
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Démonstration.Montrons qu’on aap,q < ar,s si et seulement si on a soitq < s, soit q = s
avecp > r. Supposons d’abordq < s. Alors la tressea−1

p,q estσq−1-négative tandis quear,s est
σs−1-positive avecq < s. Le quotienta−1

p,q ar,s est doncσs−1-positif, ce qui impliqueap,q < ar,s.
Supposons maintenantq = s avecp > r. Alors, par la relation (II.2.5), le quotienta−1

p,q ar,s est
égal àdp,s−1 d

−1
p,s dr,s d

−1
r,s−1. En appliquant la relation (II.2.6) surdr,s, on obtient

a−1
p,q ar,s = dp,s−1 d

−1
p,s dr,p−1 dp−1,s d

−1
r,s−1.

Alors, en appliquant la relation (II.2.7) surd−1
p,s dr,p−1, on obtient

a−1
p,q ar,s = dp,s−1 dr,p−1 d

−1
p,s dp−1,s d

−1
r,s−1.

Finalement, la relation (II.2.8) surd−1
p,s dp−1,s implique d−1

p,s dp−1,s ≡ dp,s+1 d
−1
p,s et donc par la

relation (II.2.5) on a
a−1
p,q ar,s = dp,s−1 dr,p−1 ap−1,s d

−1
r,s−1.

La tresseap−1,s estσs−1-positive, tandis que les tressesdp,s−1, dr,p−1 et d−1
r,s−1 sontσt-positives

ou σt-négatives pourt < s−1. Ainsi, le quotienta−1
p,q ar,s estσs−1-positif, ce qui implique la

relationap,q < ar,s.
Comme< est un ordre total, c’est suffisant pour conclure, c’est-à-dire que les implications

que l’on vient de montrer sont des équivalences.

Afin de démontrer le théorème 0.1, nous commençons par introduire un ordre dittournant
surB+∗

n construit à partir de la forme normale tournante.

1.1 Définition

Grâce auφn-éclatement de la définition III.2.8, toute tresse deB+∗
n est caractérisée par une

unique suite de tresses deB+∗
n−1. De cette manière, tout ordre défini surB+∗

n−1 peut être étendu
à B+∗

n en utilisant une extensionShortLex de cet ordre. En itérant ce procédé, et partant de
l’ordre standard défini surB+∗

2 , c’est-à-dire, celui des entiers, on définit par induction un ordre
total surB+∗

n .
Nous rappelons que, si(A,≺) est un ensemble ordonné, une suite finies deA est dite

ShortLex-plus petite qu’une autre suite finies′ si la longueur des est plus petite que celle
de s′, ou si les deux sont égales et ques est lexicographiquement≺-plus petite ques′, c’est-
à-dire, lorsque les deux suites sont lues à partir de la gauche, le premier terme danss qui ne
coı̈ncide pas avec son homologue danss′ est≺-plus petit.

Définition 1.3. Pourn > 2, on définit inductivement une relation<∗
n surB+∗

n comme suit :
– Pourβ, γ dansB+∗

2 , on déclare queβ <∗
2 γ est vraie pourβ=ab1,2 etγ=ac1,2 avecb < c ;

– Pourβ, γ dansB+∗
n avecn > 3, on déclare queβ <∗

n γ est vraie si leφn-éclatement deβ est
plus petit que leφn-éclatement deγ pour l’extensionShortLex de<∗

n−1.

L’ordre<∗
n est appléordre tournant.

Exemple 1.4.Comme nous l’avons vu à l’exemple III.2.10, lan-largeur deap,q avecq 6 n−1
est1 tandis que lan-largeur deaq,n est2 pourp 6= 1 ou3 pourp = 1. Une induction facile surn
donneap,q <∗

n ar,s lorsqueq < s 6 n est vérifiée. On établie alors

1 <∗
n a1,2 <

∗
n a2,3 <

∗
n a1,3 <

∗
n a3,4 <

∗
n a2,4 <

∗
n a1,4 <

∗
n ... <

∗
n an−1,n <

∗
n ... <

∗
n a1,n.
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On observe que d’après le lemme 1.2 et l’exemple 1.4, les relations< et<∗
n sont d’accord

sur les générateurs deB+∗
n .

Proposition 1.5. Pour n > 2, la relation<∗
n est un bon ordre deB+∗

n . Pour toute tresseβ
deB+∗

n , le<∗
n-successeur imḿediat deβ estβ a1,2, c’est-̀a-dire,β σ1.

Démonstration.Le monoı̈de ordonné(B+∗
2 , <

∗
2) est isomorphe àNmuni de l’ordre usuel. C’est

donc un bon ordre. Comme une extensionShortLex d’un bon ordre est un bon ordre [Lév79]
on déduit inductivement que<∗

n est un bon ordre.
Le résultat portant sur les successeurs est une conséquence directe du fait que si leφn-

éclatement deβ est(βp, ... , β1), alors leφn-éclatement deβa1,2 est(βp, ... , β1a1,2).

Le lien entre la relation d’ordre<∗
n et sa restriction àB+∗

n−1 est simple :B+∗
n−1 est un segment

initial deB+∗
n .

Proposition 1.6. Pour n > 3, le monöıdeB+∗
n−1 est le segment initial de(B+∗

n , <
∗
n) détermińe

par an−1,n, c’est-̀a-dire qu’on a

B+∗
n−1 = {β ∈ B+∗

n | β <∗
n an−1,n}.

De plusan−1,n est la plus petite tresse den-largeur2.

Démonstration.D’abord, par construction, toute tresseβ deB+∗
n−1 est den-largeur1, tandis que,

par (III.2.10), lan-largeur dean−1,n est2. Donc par définition de<∗
n, la relationβ <∗

n an−1,n

est satisfaite.
Réciproquement, supposons queβ est une tresse deB+∗

n satisfaisantβ <∗
n an−1,n. Comme

la n-largeur dean−1,n est2, l’hypothèseβ <∗
n an−1,n implique que lan-largeur deβ est au

plus2. Montrons, en utilisant une induction surn, queβ est den-largeur au plus1, ce qui, par
construction, implique que la tresseβ appartient àB+∗

n−1.
Supposonsn = 3. Par définition, toutφ3-éclatement de longueur2 est de la forme(ab1,2, a

c
1,2)

avecb 6= 0. La<∗
3-plus petite suite de ce type est(a1,2, 1), qui se trouve être leφ3-éclatement

dea2,3. Ainsi a2,3 est le plus<∗
3-petit élément deB+∗

3 de3-largeur valant2. La relationβ <∗
3 a2,3

implique donc queβ appartient àB+∗
2 .

Supposons maintenantn > 3. Supposons de plus pour obtenir une contradiction que lan-
largeur deβ soit 2. Notons(β2, β1) le φn-éclatement deβ. Comme leφn-éclatement dean−1,n

est la suite(an−2,n−1, 1), et que la relationβ1 <
∗
n−1 1 est impossible, l’hypothèseβ <∗

n an−1,n

impliqueβ2 <
∗
n−1 an−2,n−1. Par hypothèse d’induction, ceci implique queβ2 appartient àB+∗

n−2,
donc queφn(β2) est un élément deB+∗

n−1. Ceci contredit la condition (III.3.15) : une suite(β2, β1)
avecβ2 appartenant àB+∗

n−2 ne peut pas être leφn-éclatement d’une tresseB+∗
n . Ainsi l’hypothèse

que lan-largeur deβ soit2 est contradictoire, etβ appartient nécessairement àB+∗
n−1.

Le résultat de compatibilité de la proposition 1.6 montreque l’on peut ôter l’indicen sans
ambiguı̈té du symbole<∗

n et simplement écrire<∗. Notons que<∗ est en fait un ordre total (et
même un bon ordre) surB+∗

∞ , la limite inductive des monoı̈desB+∗
n par un plongement canonique

deB+∗
n−1 dansB+∗

n .

1.2 Tresses śeparatrices

Par définition de<∗, pourb < c, toute tresse deB+∗
n dont lan-largeur vautb est<∗-plus

petite que toute tresse dont lan-largeur vautc. Comme l’ordre<∗ est un bon ordre, il doit
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exister, pour toutb, une<∗-plus petite tresse den-largeurb. Ces tresses, qui sont en quelque
sorte des séparateurs pour<∗, sont facilement identifiées. Elles joueront un rôle important dans
la suite de ce chapitre.

La proposition 1.6 affirme que la plus petite tresse den-largeur1 estan−1,n. À partir de la
n-largeur2, un schéma périodique apparaı̂t.

Définition 1.7. Pourn > 3 et b > 1, on posêδn,b = φb+1
n

(an−2,n−1) · ... · φ
2
n
(an−2,n−1).

Les tresseŝδn,b sont ditesséparatrices. Par exemple, on trouve

δ̂6,4 = φ5
6(a4,5) · φ

4
6(a4,5) · φ

3
6(a4,5) · φ

2
6(a4,5),

et donĉδ6,4 = a3,4 a2,3 a1,2 a1,6, et, de la même façon,̂δ5,3 = a2,3 a1,2 a1,5.

Proposition 1.8. Pourn > 3 et b > 1,
– (i) le φn-éclatement dêδn,b est la suite(an−2,n−1, ... , an−2,n−1, 1, 1) de longueurb+2 ;

– (ii) on a l’égalit́e δ̂n,b = δbnδ
−b
n−1 ;

– (iii) la tressêδn,b est la<∗-plus petite tresse appartenantàB+∗
n den-largeur b+2—elle est

donc le plus petit majorant des tresses den-largeur6 b+1.

Démonstration.(i) D’abord, observons qu’il n’existe pas de relationan−1,n an−2,n−1 = ... dans
la présentation du monoı̈deB+∗

n donné en (II.2.13). Ainsi, le motan−1,nan−2,n−1, qui est égal au
mot φn(an−2,n−1) an−2,n−1, est seul dans sa classe d’équivalence sous les relations deB+∗

n . De
même, le mot

φb−1
n

(an−2,n−1) · ... · an−2,n−1,

notéw, est seul dans sa classe d’équivalence, car aucune relation ne peut être appliquée à n’im-
porte quel sous mot de longueur2 de ce mot. Commeφn est un isomorphisme, on a la même
propriété pour le motφ2

n
(w), qui représente la tressêδn,b. Comme la tressêδn,b est représentée

par au moins un mot tournant, nous déduisons queφ2
n
(w) est le mot tournant représentantδ̂n,b,

c’est-à-dire, sa forme normale tournante.
(ii) Nous utilisons une induction surb. La relation (II.2.5) implique que la tressea1,n est

égale àδnδ
−1
n−1. En utilisant (III.2.1), on déduit

δ̂n,1 = φ2
n
(an−2,n−1) = a1,n = δn δ

−1
n−1.

Supposonsb > 2. Par définition, on âδn,b = φb+1
n

(an−2,n−1) δ̂n,b−1. Alors, par hypothèse d’in-
duction on a

δ̂n,b = φb+1
n

(an−2,n−1) δ
b−1
n δ−b+1

n−1 .

En poussantδb−1
n vers la gauche à l’aide de la relation (III.3.5), on obtient:

δ̂n,b = δb−1
n φ2

n
(an−2,n−1) δ

−b+1
n−1 .

La relation (III.2.1) impliqueφ2
n
(an−2,n−1) = a1,n. Donc, en utilisant la relation (II.2.5), on

obtient finalement
δ̂n,b = δb−1

n δn δ
−1
n−1 δ

−b+1
n−1 = δbn δ

−b
n−1.

(iii) Soit (βb+2, ..., β1) le φn-éclatement d’une tresse appartenant àB+∗
n et qui satisfait la

relationβ 6∗ δ̂n,b. Par définition de<∗, on aβb+2 6
∗ an−2,n−1. Par le lemme III.3.2(i) et (ii),
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laB+∗
n−2-fin deβb+2 est triviale, donc sa(n−1)-largeur est au moins2. Ainsi la proposition 1.6

montre queβb+2 est égale àan−2,n−1. Encore par définition de<∗, on aβb+1 6
∗ an−2,n−1. En

utilisant le précédent argument, on obtientβk = an−2,n−1 pourk > 3. Utiliser l’argument une
fois de plus donneβ2 6

∗ 1, ce qui impliqueβ2 = 1. Finalement, par définition de<∗, on a
l’égalitéβ1 = 1. On conclut par(i) et l’unicité duφn-éclatement.

D’après la proposition 1.8, il est cohérent d’étendre ladéfinition 1.7 en posant̂δn,0 = an−1,n.
De cette manière, les résultats de la proposition 1.8(iii) s’étendent au casb = 0.

1 δ̂n,0 δ̂n,1 δ̂n,2 δ̂n,3

φn-éclatement
de longueur1

φn-éclatement
de longueur2

φn-éclatement
de longueur3

φn-éclatement
de longueur4

(B+∗
n , <∗)

FIG. 5.1 : La tresse δ̂n,r vue comme séparatrice dans (B+∗
n , <∗)—donc dans (B+∗

n , <) dès qu’on aura
démontré le théorème 1.10.

Observons maintenant que les ordres< et<∗ s’accordent sur les tresses séparatricesδ̂n,b.

Lemme 1.9.Supposonsn > 3. Alors la relation0 6 b < c impliqueδ̂n,b < δ̂n,c.

Démonstration.Supposons0 < b < c. Par la proposition 1.8(ii), on a

δ̂−1
n,b · δ̂n,c = δbn−1 δ

−b
n · δcn δ

−c
n−1 = δbn−1 δ

c−b
n δ−cn−1.

L’hypothèsec− b > 0 implique que la tressêδ−1
n,b δ̂n,c estσn−1-positive, car la tresseδk estσk−1-

positive. On a donĉδn,b < δ̂n,c.
Il reste à établir le résultat pourb = 0. Le cas précédent donnêδn,1 6 δ̂n,c. Comme la

relation< est transitive, il est suffisant de montrerδ̂n,0 < δ̂n,1. En utilisant la proposition 1.8(ii)
et en insérantδnδ

−1
n à gauche, on obtient

δ̂−1
n,0 δ̂n,1 = a−1

n−1,n δn δ
−1
n−1 = δn δ

−1
n a

−1
n−1,nδn δ

−1
n−1.

La relation (III.2.1) impliqueδ−1
n a

−1
n−1,nδn = φ−1

n
(a−1
n−1,n) = a−1

n−2,n−1. On en déduit

δ̂−1
n,0 δ̂n,1 = δn a

−1
n−2,n−1 δ

−1
n−1,

et la dernière écriture est explicitementσn−1-positive.

1.3 Le résultat principal

À ce stade, nous avonsa priori deux ordres distincts sur le monoı̈deB+∗
n , à savoir l’ordre

standard des tresses<, et l’ordre tournant<∗ de la définition 1.3. Le principal résultat de ce
chapitre est :

Théorème 1.10.Pour toutes tressesβ, β ′ deB+∗
n , la relationβ <∗ β ′ impliqueβ < β ′.

Avant de commencer la démonstration de ce résultat, nous en listons quelques conséquences.
Tout d’abord, nous obtenons une nouvelle démonstration dela propriétéC.
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Corollaire 1.11 (PropriétéC). Toute tresse non triviale estσ-positive ouσ-négative.

Démonstration.Supposons queβ soit une tresse non triviale deBn. Comme par le corol-
laire II.3.20,Bn est le groupe de fractions deB+∗

n , il existeβ ′, β ′′ deB+∗
n satisfaisantβ = β ′−1 β ′′.

La tresseβ étant supposée non triviale, on aβ ′ 6= β ′′. Comme<∗ est un ordre total, une des
relationsβ ′ <∗ β ′′ ou β ′′ <∗ β ′ est vraie. Dans le premier cas, le théorème 1.10 implique que
la tresse quotientβ ′−1 β ′′, c’est-à-dire,β, estσ-positive. Dans le second cas, le théorème 1.10
implique que la tresse quotientβ ′′−1 β ′ estσ-positive, donc queβ estσ-négative.

Corollaire 1.12. La relation<∗ cöıncide avec la restriction de< àB+∗
n .

Démonstration.Soientβ, γ dansB+∗
n . Par le théorème 1.10, la relationβ <∗ γ impliqueβ < γ.

Réciproquement, supposonsβ 6<∗ γ. Comme<∗ est un ordre total, on a soitγ <∗ β, et donc
γ < β, soitβ = γ. Dans les deux cas, la propriétéA introduite à la section I.3.1 implique que
la relationβ < γ est fausse.

Le corollaire 1.12 implique directement le théorème 0.1.En effet, la caractérisation de l’or-
dre des tresses donnée au théorème 0.1 n’est rien d’autreque la définition inductive de la relation
d’ordre<∗.

Finalement, nous obtenons une nouvelle démonstration d’un résultat de Laver, ainsi que la
détermination de la longueur de(B+∗

n , <).

Corollaire 1.13. La restriction de l’ordre des tresses au monoı̈de de tresses dualB+∗
n est un bon

ordre, et sa longueur est l’ordinalωω
n−2

.

Démonstration.Il est standard que, si(X,<) est un bon ordre de longueurλ, alors l’exten-
sion ShortLex de< aux suites finies d’éléments deX est un bon ordre de longueurλω—
voir [Lév79]. La longueur(B+∗

2 , <
∗) estω, la longueur deN muni de l’ordre standard des

entiers. Ainsi, une induction immédiate montre que, pour toutn > 2, la longueur de(B+∗
n , <

∗)
est au plusωω

n−2
.

A priori, c’est seulement une borne supérieure, car il n’est pas vrai que toute suite de tresses
deB+∗

n−1 est leφn-éclatement d’une tresse deB+∗
n . Cependant, par construction, le monoı̈deB+∗

n

inclut le monoı̈de de tresses positivesB+

n, et il est montré dans [Bur97]—ou dans [CDW08]—
que la longueur de(B+

n , <) estωω
n−2

. Ainsi la longueur de(B+∗
n , <) est au moins cet ordinal,

et, finalement, on a l’égalité.

Remarque 1.14.Par construction, l’ordre< est invariant par multiplication à gauche. Une autre
conséquence du corollaire 1.12 est que l’ordre<∗ est aussi invariant par multiplication à gauche.
Notons que ce dernier résultat n’est pas évident à partirde la définition de la relation<∗.

2 Preuve de la cöıncidence

Le but de cette section est de montrer que l’ordre tournant<∗ de la définition 1.3 et l’ordre
standard des tresses< coı̈ncident. Le résultat sera une conséquence de propri´etés portant sur la
forme normale tournante.
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2.1 Tressesσ-positives de typeap,n

Nous allons démontrer le théorème 1.10 en utilisant une induction sur le nombre de brinsn.
Dans le but de maintenir une hypothèse d’induction, nous allons montrer un résultat plus fort :
à la place de seulement monter que, siβ est<∗-plus petite queγ, alors la tresse quotientβ−1γ
estσ-positive, nous allons montrer la conclusion plus préciseque la tresseβ−1γ estσ-positive
de typeap,n pour un certainp dépendant de la dernière lettre deγ.

Définition 2.1. Supposonsn > 3.
– Une tresse deBn est diteap,n-dangereusesi elle est représentée par au moins un motaq,n-

dangereux avecq > p.
– Une tresse deBn est diteσn−1-nonńegativesi elle peut être représentée par unΣn-motσn−1-

nonnégatif.
– Pourp 6 n−2, une tresseβ est diteσ-positive de typeap,n si elle peut être exprimée par

β+ · dp,n · β
−,

oùβ+ estσn−1-nonnégative et oùβ− estap,n-dangereuse.
– Une tresseβ est diteσ-positive de typean−1,n si elle est égale à

β ′ · an−1,n,

oùβ ′ est une tresseσ-positive de typea1,n ou bien triviale.

Notons qu’une tresseσ-positive de typeap,n avecp 6= n−1 n’est pas triviale, c’est-à-dire,
est différente de1, car elle contientdp,n−1, qui est non triviale.

Observons que la définition d’une tresseσ-positive de typean−1,n est différente de celle
d’une tresseσ-positive de typeap,n pour p < n−1 (des raisons techniques rendent cette dis-
tinction nécessaire).

Dire qu’une tresse estσ-positive de typeap,n est motivé par le fait queap,n est la plus simple
tresseσ-positive de ce type.

Lemme 2.2.Supposons queβ soit une tresseσ-positive de typeap,n. Alors
– (i) β estσn−1-positive,
– (ii) φn+1(β) estσ-positive de typeap+1,n+1,
– (iii) si p = 1 alorsβ δ−tn−1 estσ-positive de typea1,n pour toutt > 0,
– (iv) si β 6= an−1,n est v́erifiée, alorsγ β estσ-positive de typeap,n pour toute tresseσn−1-

nonńegativeγ.

Démonstration.(i) Une tresseap,n-dangereuse estσn−1-nonnégative (en faitσn−2-négative), et
la tressedp,n estσn−1-positive. Ainsi la tresseβ estσn−1-positive.

(ii) Avec les notations de la définition 2.1, soitd−1
f(e),n−1 ... d

−1
f(1),n−1 la décomposition de la

tresseβ−, avecf(1) = p. Alors on a

φn+1(β
−) = d−1

f(e)+1,n ... d
−1
f(1)+1,n,

qui est un motap+1,n+1-dangereux. Par définition, la tresseβ+ peut être représentée par unAn−2-
mot. Comme, pouri 6 n−2, l’image deσi par φn+1 est σi+1, la tresseφn+1(β

+) est σn-
nonnégative. Ainsi la relation

φn+1(β) = φn+1(β
+) · dp+1,n+1 · φn+1(β

−)
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témoigne que la tresseφn+1(β) soitσ-positive de typeap+1,n+1.
Le point(iii) est une conséquence directe du fait que, siγ− est une tressea1,n-dangereuse,

alors, pour toutt > 0, la tresseγ− δ−tn−1 est aussia1,n-dangereuse.
(iv) Supposonsp 6 n−2. Alors, par définition, on aβ = β+ · dp,n · β

−, où β+ estσn−1-
nonnégative etβ− estap,n-dangereuse. On obtient doncγ β = γ β+ ·dp,n ·β

−. Comme le produit
de tressesσn−1-nonnégatives estσn−1-nonnégatif, la tresseγ β estσ-positive de typeap,n.

Supposonsp = n−1. Comme, par hypothèse,β est différente dean−1,n, elle se décompose
en β ′ · an−1,n, où β ′ est une tresseσ-positive de typea1,n. Le casp 6 n−2 implique que
la tresseγ β ′ estσ-positive de typea1,n. Ainsi la tresseγ β, qui est égale àγ β ′ · an−1,n, est
σ-positive de typean−1,n.

Remarque 2.3.Pourt > 1, la tressêδn,t estσ-positive de typea1,n. En effet, par la propo-
sition 1.8(ii), on a δ̂n,t = δt−1

n · δn · δ−tn−1, le membre de droite étant une tresseσ-positive de
typea1,n explicite.

Montrons maintenant que les termes d’unφn-éclatement donnent lieu à des tressesσ-positives
de typeap,n, pour un certain entierp que l’on contrôle.

Lemme 2.4.Pourn > 3, toute tresse dont la dernière lettre estap,n estσ-positive de typeap,n.

Démonstration.Soitβ une tresse deB+∗
n dont la dernière lettreβ# estap,n. Posonsβ = β ′ ·ap,n.

Supposons d’abordp 6 n−2. Alors, par (II.2.5), on aβ = β ′ ·dp,n ·d
−1
p,n−1, une tresseσ-positive

de typeap,n, car la tresseβ ′ appartient àB+∗
n , doncσn−1-nonnégative, et la tressed−1

p,n−1 est
ap,n-dangereuse.

Supposons maintenantp = n−1. Le cas où la tresseβ ′ est triviale est évident. Pourβ ′ 6= 1,
par le lemme III.3.2 (iii), il existe une tresseβ ′′ deB+∗

n satisfaisantβ ′ = β ′′ · aq,n pour un
certainq. La relationa1,q aq,n = aq,n a1,n impliqueaq,n = a−1

1,q aq,n a1,n. Utilisant (II.2.5) sur la
tressea1,n on obtient

β ′ = β ′′ a−1
1,q aq,n · d1,n · d

−1
1,n−1,

une tresseσ-positive de typea1,n. Ainsi, β estσ-positive de typea1,n.

Lemme 2.5. Supposonsn > 3 et soitβ une tresse représent́ee par uneap,n-échelle adosśee
à aq−1,n−1 avecq 6= n−1 etγ une tresseap,n-dangereuse. Alorsγ β est une tresseσ-positive de
typeaq−1,n−1.

Démonstration.La proposition IV.2.8 implique que la tresseγ β est représentée par un mur
adossé àaq−1,n−1. Il existe donc un motσn−2-nonnégatifw et un motaq−1,n−1-dangereux telle
qu’on ait

γ β = w · dq−1,n−1 · v,

qui est une tresseσ-positive de typeaq−1,n−1 (ici q est différent den−1).

Nous sommes maintenant prêts pour montrer que les termes non terminaux d’unφn-éclate-
ment (βb, ... , β1) ont la propriété désirée, à savoir que la tresseβk protège contre une tresse
φn(β

#

k+1)-dangereuse, dans le sens que siγk+1 est une tresseβ#

k+1-dangereuse, alorsφn(γk+1) βk
estσ-positive de typeβ#

k .

Proposition 2.6.Supposons que(βb, ... , β1) soit unφn-éclatement. Alors, pour toutk de l’ensem-
ble {b−1, ... , 3} et toute tresseβ#

k+1-dangereuseγk+1, la tresseφn(γk+1) βk estσ-positive de
typeβ#

k . De plus la tresseγk+1 βk est diff́erente dean−2,n−1, sauf siβ est elle-m̂emean−2,n−1. Le
même ŕesultat est satisfait pourk = 2, sauf siβ2 est la tresse triviale.
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Démonstration.Prenonsk dans{b−1, ... , 3}. Par définition deγk+1, la tresseφn(γk+1) est
φn(β

#

k+1)-dangereuse. Supposonsβ#

k 6= an−2,n−1. Par la proposition III.3.10, la forme normale
tournante deβk est uneφn(β

#

k+1)-échelle adossée àβ#

k . Par le lemme 2.5, la tresseφn(γk+1) βk
est doncσ-positive de typeβ#

k .
Supposons maintenantβ#

k = an−2,n−1 avecβk 6= an−2,n−1. Par la proposition III.3.10, la
forme normale tournante deβk est uneφn(β

#

k+1)-échelle adossée àan−2,n−1. Soitw′ an−2,n−1 la
forme normale tournante deβ. Par définition d’une échelle, comme la lettrean−2,n−1 ne satisfait
pas la condition(i) de la définition III.3.8, le motw′ est uneap,n-échelle adossée àaq−1,n−1

pour un certainq—lemme III.3.2(iii). On noteβ ′
k la tresse représentée parw′. Alors, par le

lemme 2.5, la tresseφn(γk+1) β
′
k estσ-positive de typeap,n−1. Elle est alors le produit

β ′+
k · dq−1,n−1 · β

′−
k .

La relationd1,q−1 dq−1,n−1 = d1,n−1 implique que la tresseφn(γk+1) β
′
k est égale à

β ′+
k d−1

1,q−1 · d1,n−1 · β
′−
k ,

où β ′+
k d−1

1,p estσn−2-nonnégative etβ ′−
k esta..,n−1-dangereuse. Alorsφn(γk+1) β

′
k estσ-positive

de typea1,n−1. Ainsi φn(γk+1) βk estσ-positive de typean−2,n−1.
Supposons finalementβk = an−2,n−1. Comme la seule tressean−2,n−1-dangereuse est triv-

iale, la tresseφn(γk+1) βk est égale àan−2,n−1, une tresseσ-positive de typean−2,n−1.
Le même argument établit le cask = 2 avecβ2 6= 1.

Nous arrivons au résultat technique de ce chapitre. Ce résultat affirme que, si une tresseβ
deB+∗

n à pourn-largeurb, alors la tressêδ−1
n,b−2 · β est soitσ-positive soit triviale. En fait, le

résultat est plus fort : l’information supplémentaire est premièrement que l’on peut contrôler
le type du quotient ci-dessus, et deuxièmement qu’un résultat similaire est satisfait lorsqu’on
remplace le terme le plus à gauche duφn-éclatement deβ par une autre tresse deB+∗

n−1 lui
ressemblant suffisamment. Ce résultat plus fort, qui malheureusement rend l’énoncé plus com-
pliqué, sera utilisé à la section 2 pour l’induction finale sur le nombre de brinsn.

Proposition 2.7. Supposonsn > 3 et que(βb, ... , β1) soit le φn-éclatement d’une tresseβ
deB+∗

n avecb > 3. Notonsaq,n la dernìere lettre deβ β−1
1 . Lorsqueγb est une tresseσ-positive

de typeβ#

b , la tresse

δ̂−1
n,b−2 · φ

b−1
n

(γb) · φ
b−2
n

(βb−1) · ... · φn(β2) (5.2)

est triviale ouσ-positive de typeaq,n—le premier cas se produisant seulement pourq = 1.

Démonstration.Posonsβ∗ = δ̂−1
n,b−2 · φb−1

n
(γb) · φb−2

n
(βb−1) · ... · φn(β2) et ap−1,n−1 = β#

b

(lemme III.3.2). D’abord décomposons le membre fragment gaucheδ̂−1
n,b−2 · φb−1

n
(γb) de β∗

comme produit d’une tresseσn−1-nonnégative et d’une tresse dangereuse. Par définition d’une
tresseσ-positive de typeβ#

b , on a

γb = γ+

b dp−1,n−1 γ
−

b ,

où γ−

b est une tresseβ#

b -dangereuse et oùγ+

b est σn−2-nonnégative. En utilisant la proposi-
tion 1.8(ii), on obtient

δ̂−1
n,b−2 · φ

b−1
n

(γb) = δb−2
n−1 δ

−b+2
n φb−1

n
(γ+

b dp−1,n−1)φ
b−1
n

(γ−

b ). (5.3)
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Par la relation (III.3.5), on aδ−b+2
n φb−1

n
(γ+

b dp−1,n−1) = φn(γ
+

b dp−1,n−1)δ
−b+2
n . En utilisant la

relationdp,n δ
−1
n = δ−1

p , une conséquence directe de la relation (II.2.6), on obtient

δ−b+2
n φb−1

n
(γ+

b dp−1,n−1) = φn(γ
+

b ) δ−1
p δ−b+3

n . (5.4)

En substituant (5.4) dans (5.3), on trouve

δ̂−1
n,b−2 · φ

b−1
n

(γb) = δb−2
n−1 φn(γ

+

b ) δ−1
p δ−b+3

n φb−1
n

(γ−

b ). (5.5)

À partir de là, on déduit queβ∗ est égale à

δb−2
n−1 φn(γ

+

b ) δ−1
p · δ−b+3

n φb−1
n

(γ−

b )φb−2
n

(βb−1) ... φn(β2). (5.6)

Écrivonsβ∗∗ = δ−b+3
n φb−1

n
(γ−

b )φb−2
n

(βb−1) ... φn(β2). Notons que le facteur de gauche de (5.6),
qui estδb−2

n−1 φn(γ
+

b ) δ−1
p , estσn−1-nonnégatif.À partir d’ici, quatre cas peuvent se produire.

Cas 1 :β2 /∈ {1, an−2,n−1}. Par le lemme IV.2.10, la tresseβ∗∗ est égale àβ ′′ φ2
n
(γ−

3 )φn(β2) β1,
oùβ ′′ est une tresseσn−1-nonnégative et oùγ−

3 est une tresseβ#

3 -dangereuse. Notonsβ ′
2 la tresse

φn(γ
−

3 ) β2. Par la proposition 2.6, la tresseβ ′
2 estσ-positive de typeβ#

2 et différente dean−2,n−1.
On déduit queβ∗ est égale à

δb−2
n−1 φn(γ

′
b) δ

−1
p β ′′ · φn(β

′
2), (5.7)

où le facteur de gauche estσn−1-nonnégatif, et où le facteur de droite, à savoirφn(β
′
2), est

différent dean−1,n et estσ-positif de typeφn(β
#

2 ) par le lemme 2.2(ii). Comme, dans ce cas, la
dernière lettre deβ β−1

1 estφn(β
#

2 ), on conclut en utilisant le lemme 2.2(iv).

Cas 2 : β2 ∈ {1, an−2,n−1}, β3 = ... = βk−1 = an−2,n−1 et βk 6= an−2,n−1 pour k 6 b−1.
Si β2 est triviale, alors la dernière lettre deβ β−1

1 est a1,n ; sinon la dernière lettre deβ β−1
1

estφn(an−2,n−1), c’est-à-dire,an−1,n—une conséquence directe du lemme III.3.2. Comme le
produit d’une tresseσ-positive de typea1,n avecan−1,n est une tresseσ-positive de typean−1,n,
il est suffisant de montrer que la tresseβ∗ est le produit d’une tresseσ-positive de typea1,n avec
la tresseφn(β2). Par le lemme IV.2.10, la tresseβ∗∗ est égale à

β ′′ δ−k+2
n φk

n
(γ−

k+1)φ
k−1
n

(βk)φ
k−2
n

(an−2,n−1) ... φ
2
n
(an−2,n−1)φn(β2), (5.8)

avecβ ′′ une tresseσn−1-nonnégative etγ−

k+1 une tresseβ#

k+1-dangereuse. La proposition 2.6
implique que la tresseφn(γ

−

k+1) βk estσ-positive de typeβ#

k . Par le corollaire III.3.7, la dernière
lettre deβk estan−2,n−1. Alors, par le lemme 2.2(ii) la tresseφ2

n
(γk+1)φn(βk) estσ-positive de

typean−1,n. Donc, par définition d’une tresseσ-positive de typean−1,n, on a la relation

φ2
n
(γ−

k+1)φn(βk) = β ′
k φn(an−2,n−1), (5.9)

oùβ ′
k est une tresseσ-positive de typea1,n. Substituant (5.9) dans (5.8) on a queβ∗∗ est égale à

β ′′ δ−k+2
n φk−2

n
(β ′

k)φ
k−1
n

(an−2,n−1)φ
k−2
n

(an−2,n−1) ... φ
2
n
(an−2,n−1)φn(β2).

En utilisantφn(an−2,n−1) δ
−1
n = δ−1

n−1 et la relation (III.3.5), on obtient que le facteur de gauche
de (5.6) est

β ′′ β ′
k δ

−k+2
n−1 φn(β2).

Commeβ ′
k est une tresseσ-positive de typea1,n, le lemme 2.2(iii) implique queβ ′

k δ
−k+2
n−1

estσ-positive de typea1,n, donc aussiβ ′′β ′
k δ

−k+2
n−1 , par le lemme 2.2(iv). Ainsi, d’après la

relation (5.6), la tresseβ∗ est le produit d’une tresseσ-positive de typea1,n avecφn(β2).
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Cas 3 :β2 ∈ {1, an−2,n−1}, β3 = ... = βb−1 = an−2,n−1 etγb 6= an−2,n−1. Comme dans le cas2,
il est suffisant de montrer que la tresseβ∗ est le produit d’une tresseσ-positive de typea1,n

avec la tresseφn(β2). En utilisant le lemme 1.8(ii) et la relation (III.3.5) dans sa définition, la
tresseβ∗ est égale à

δb−2
n−1 · φn(γb) δ

−1
n · φn(an−2,n−1) δ

−1
n · ... · φn(an−2,n−1) δ

−1
n φn(β2).

Par le corollaire III.3.7, la dernière lettre deβb estan−2,n−1. La tresseγb est doncσ-positive de
typean−2,n−1. Ainsi φn(γb) estσ-positive de typean−1,n et est différente dean−1,n. Alors par
définition d’une tresseσ-positive de typean−1,n, il existe une tresseσ-positiveβ ′

b de typea1,n

satisfaisantφn(γb) = β ′
b an−1,n. En utilisantφn(an−2,n−1) δ

−1
n = δ−1

n−1, on déduit que la tresseβ∗

est égale à
δb−2
n−1 · β

′
b δ

−b+2
n−1 · φn(β2). (5.10)

Par le lemme 2.2(iii), le facteur du milieu de (5.10), à savoirβ ′
b δ

−b+2
n−1 , estσ-positif de typea1,n.

La tresseβ∗ est donc le produit d’une tresseσ-positive de typea1,n avecφn(β2).

Cas 4 :β2 ∈ {1, an−2,n−1}, β3 = ... = βb−1 = an−2,n−1 etγb = an−2,n−1. Par définition, on a

β∗ = δb−2
n−1 · φn(an−2,n−1) δ

−1
n ... φn(an−2,n−1) δ

−1
n φn(β2). (5.11)

En utilisantφn(an−2,n−1) δ
−1
n = δ−1

n−1 une fois de plus, on déduitβ∗ = φn(β2). La tresseφn(β2)
est soit triviale soit égale àan−1,n, une tresseσ-positive de typean−1,n, comme désiré.

Nous sommes maintenant prêts à démontrer le théorème 1.10, qui établit que siβ, γ sont
des tresses deB+∗

n , alors
β <∗ γ implique β < γ, (5.12)

où<∗ est l’ordre de la définition 1.3 et< est l’ordre standard des tresses, c’est-à-dire,β < γ
signifie que la tresse quotientβ−1γ estσ-positive.

Nous allons décomposer l’argument en trois étapes. On commence d’abord par remplacer
le problème initial portant sur deux tresses arbitrairesβ, γ par deux autres, chacun d’eux ne
faisant intervenir qu’une seule tresse. Pour cela, on utilise les tresses séparatricesδ̂n,t de la
définition 1.7, et on s’intéresse au problème de comparerune tresse arbitraire avec une tresse
séparatricêδn,t. Nous allons monter que

β <∗ δ̂n,t implique β < δ̂n,t (5.13)

δ̂n,t 6
∗ β implique δ̂n,t 6 β (5.14)

On a donc essentiellement trois choses à faire : montrer (5.13), montrer (5.14), et voir comment
en déduire l’implication générale (5.12).

2.2 Démonstrations de (5.13) et (5.14)

On commence par l’implication (5.13). Afin de maintenir un argument d’induction dans la
démonstration du théorème 1.10, nous allons démontrerune implication plus forte.

Proposition 2.8. Pour n > 3, l’implication (5.13) est vraie. De plus la relationβ <∗ δ̂n,t
implique queβ−1 δ̂n,t estσ-positive de typea1,n, pourt > 1.
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Démonstration.Prenonsβ dansB+∗
n et supposonsβ <∗ δ̂n,t pour t > 0. Soit (βb, ... , β1)

le φn-éclatement deβ. Par la proposition 1.8(iii), on a nécessairementb 6 t+1. Si t vaut0,
alors la tresseβ appartient àB+∗

n−1 et le quotientβ−1δ̂n,0, qui estβ−1 an−1,n, estσ-positif. Si les
relationst > 1 et b 6 1 sont satisfaites, alors la tresseβ−1 estσn−1-nonnégative, et, comme la
tressêδn,t estσ-positive de typea1,n, le lemme 2.2 implique que le quotientβ−1δ̂n,t estσ-positif
de typea1,n. Supposons maintenantt > 1 et b > 2. Alors, par la proposition 1.8(ii), on trouve

β−1δ̂n,t = β−1 δtn δ
−t
n−1 = β−1

1 · φn(β
−1
2 ) ... φb−1

n
(β−1

b ) · δtn · δ
−t
n−1.

En utilisant la relation (III.3.5), on pousse(b−1) facteursδn vers la gauche et on les intercale
entre les facteursβ−1

k :

β−1δ̂n,t = β−1
1 φn(β

−1
2 ) ... φb−2

n
(β−1

b−1)φ
b−1
n

(β−1
b ) δb−1

n δt−b+1
n δ−tn−1

= β−1
1 φn(β

−1
2 ) ... φb−2

n
(β−1

b−1) δ
b−2
n δn β

−1
b δt−b+1

n δ−tn−1

...

= β−1
1 δn β

−1
2 ... δn β

−1
b−1 δn β

−1
b δt−b+1

n δ−tn−1.

CommeB+∗
n−1 est un monoı̈de de Garside, il existe un entierk tel queβ−1

b δ
k
n−1 appartienne

àB+∗
n−1. Notons la dernière tresseβ ′

b. Ainsi, on aδn β
−1
b = δn β

′
b δ

−k
n−1. La relation (III.3.5) im-

pliqueδn β ′
b δ

−k
n−1 = φn(β

′
b) δn δ

−k
n−1. Alors la tresseβ−1 δ̂n,t est égale à

β−1
1 δn β

−1
2 ... δn β

−1
b−1 φn(β

′
b) · δn δ

−k
n−1 δ

t−b+1
n δ−tn−1. (5.15)

Comme chaque tresseβk appartient àBn−1, il en est de même de leurs inverses. Ainsi le fac-
teur de gauche de (5.15), à savoirβ−1

1 δn β
−1
2 ... δn β

−1
b−1 φn(β

′
b), estσn−1-nonnégatif. Sib est

égal àt+1, le facteur de droite de (5.15), à savoirδn δ
−k
n−1 δ

t−b+1
n δ−tn−1, est égal àδn · δ−t−kn−1 ,

ce qui montre que c’est une tresseσ-positive de typea1,n. Si b 6 t est vérifiée, le facteur
de droite dans le produit (5.15) se termine parδn δ

−t
n−1, qui est une tresseσ-positive de type

a1,n, et le facteurδn δ
−k
n−1δ

t−b
n estσn−1-nonnégative. Dans tous les cas, on conclut en utilisant le

lemme 2.2(iii) queβ−1δ̂n,t estσ-positive de typea1,n.

En utilisant le lemme clé de la section 2.1, c’est-à-dire,la proposition 2.7, montrons main-
tenant l’implication (5.14).

Proposition 2.9. Pourn > 3, l’implication (5.14) est vraie.

Démonstration.Prenonsβ dansB+∗
n et supposonŝδn,t 6∗ β. Soit (βb, ... , β1) le φn-éclatement

deβ. Par définition de<∗, la relationδ̂n,t 6∗ β impliquet 6 b−2. Alors δ̂−1
n,t β est égale à

δ̂−1
n,t δ̂n,b−2 · δ̂

−1
n,b−2β. (5.16)

Par le lemme 1.9, le facteur̂δ−1
n,t δ̂n,b−2 de (5.16) estσ-positif ou trivial. Par le lemme 2.4, la

tresseβb estσ-positive de typeβ#

b . Alors, la proposition 2.7 assure que le facteur de droite
de (5.16), à savoir̂δ−1

n,b−2 β, estσ-positif ou trivial.
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2.3 Démonstration du théorème 1.10

À ce stade, nous savons que les implications (5.13) et (5.14)sont vraies. Il n’est alors pas
difficile de montrer que l’implication (5.12), qui est notrebut, est vraie lorsque la largeur deβ
est strictement plus petite que celle deγ, c’est-à-dire, lorsqu’on est dans le cas« Short » de
l’ordre ShortLex.

Il reste donc à traiter le cas« Lex » , c’est-à-dire, lorsqueβ et γ ont la mêmen-largeur, et
c’est ce que nous allons faire maintenant. En fait, comme on l’a déjà mentionné, pour maintenir
une hypothèse d’induction, nous allons montrer une implication plus forte : au lieu de seulement
montrer que la tresse quotientβ−1γ estσ-positive, nous allons montrer le résultat plus précis
queβ−1γ estσ-positive de typeap,n pour un certainp dépendant de la dernière lettre deγ. C’est
pourquoi nous devons considérer les cas« Short » et « Lex » simultanément.

Proposition 2.10. Si β et γ sont deux tresses non triviales deB+∗
n , la relation β <∗ γ im-

pliqueβ < γ. De plus, si laB+∗
n−1-fin deγ est triviale, alors la tresseβ−1γ estσ-positive de

typeγ#.

Démonstration.Nous utilisons une induction surn. Pourn = 2, tout est clair car les ordres<
et<∗ coı̈ncident avec l’ordre usuel des entiers naturels.

Supposonsn > 3, et β <∗ γ où β, γ appartiennent àB+∗
n et queβ soit non triviale. La

tresseγ est alors aussi non triviale. Soient(βb, ... , β1) et (γc, ... , γ1) lesφn-éclatements respec-
tifs deβ et γ. Comme la relationβ <∗ γ est vérifiée, on ab 6 c. Posonsβc = ... = βb+1 = 1.
Soit t le plus grand entier dans{1, ... , c} satisfaisantβt <∗ γt. Par définition de<∗, un tel t
existe. Posonsγ′t = β−1

t γt. Par hypothèse d’induction, la tresseγ′t estσ-positive. De plus, si on
a t > 2, alors la tresseγ′t estσ-positive de typeγ#

t .
Supposonst = 1. Alors la tresseβ−1γ est égale àγ′t. Elle est doncσ-positive. Comme

laB+∗
n−1-fin deγ1 est non triviale, nous n’avons rien de plus à montrer.
Supposons maintenantt > 2. Soitaq,n la dernière lettre de

φt−1
n

(γt) · ... · φn(β2).

La suite(βt−1, ... , β1) est unφn-éclatement d’une tresse den-largeurt−1. Alors la proposi-
tion 2.8 implique que la tresseβ ′, qui est égale à

β−1
1 · ... · φt+1

n
(β−1

t−1) · δ̂n,t−2,

estσ-positive de typea1,n. Soitγ′ la tresse

δ̂−1
n,t−2 · φ

t−1
n

(γ′t) · φ
t−2
n

(γt−1) · ... · φn(γ2).

Commeγ′t estσ-positive de typeγ#

t , la proposition 2.7 implique que la tresseγ′ estσ-positive
de typeaq,n ou triviale (le dernier cas se produisant seulement pourq = 1). Alors, dans tous les
cas, la tresseβ ′ γ′ estσ-positive de typeaq,n. Comme, par construction, on aβ−1γ = β ′ · γ′ · γ1,
la tresseβ−1γ estσ-positive. Supposons de plus que laB+∗

n−1-fin deγ est triviale. Alorsγ1 est
triviale et la tresseγ se termine paraq,n. Dans ce cas, on aβ−1γ = β ′ · γ′, une tresseσ-positive
de typeaq,n−1. Ainsi β−1γ est une tresseσ-positive de typeγ#.

La démonstration de la proposition 2.10 est donc terminée, et donc aussi la démonstration
du théorème 1.10, qui en est une conséquence immédiate.
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Nous avons donc une description complète de la restrictionde l’ordre standard des tresses
aux monoı̈des de Birman–Ko–LeeB+∗

n . La caractérisation du théorème 0.1, qui est inductive,lie
l’ordre< surB+∗

n à sa restriction surB+∗
n−1. Une version non inductive est facilement réalisable.

En effet, on peut définirl’ éclatementitéré T (β) d’une tresseβ deB+∗
n comme étant un ar-

bre obtenu en remplaçant lesφn−1-éclatements des termes duφn-éclatement, et ainsi de suite,
jusqu’à arriver àB+∗

2 , c’est-à-dire, aux entiers naturels. De cette manière, on associe à toute
tresseβ deB+∗

n un arbreT (β) avec des branches de hauteurn−2 et des feuilles étiquetées par
les entiers naturels —voir [Deh08] pour une construction analogue. Alors le théorème 0.1 im-
plique directement que, pourβ, γ dansB+∗

n , la relationβ < γ est satisfaite si et seulement si
l’arbreT (β) estShortLex-plus petit que l’arbreT (γ).

Le point de départ de notre approche étant similaire à celui de [Deh08] et [Bur97], on
peut se demander si les outils utilisés ici peuvent être adaptés au cas deB+

n. Pour le moment
cette question n’a pas de réponse. Cependant il semble que les notions d’échelles et de tresses
dangereuses soient spécifiques aux monoı̈desB+∗

n et dépendent de la redondance des relations
liant les générateurs de Birman–Ko–Lee.

3 Application au probl ème de conjugaison

Le problème de conjugaison du groupeBn est le problème de décider si deux tressesβ, β ′

deBn sont conjuguées, c’est-à-dire, s’il existe une tresseγ deBn satisfaisantβ = γ−1 β γ.
Depuis les travaux de F.A. Garside [Gar69], il est connu que le problème de conjugaison est

algorithmiquement faisable. Cependant, à ce jour, toutesles solutions connues sont exponen-
tielles en complexité. C’est la cas pour la solution originale de F.A. Garside, comme pour toutes
les améliorations successives décrites par E.A. El-Rifai et H.R. Morton dans [ERM94], par
N. Franco et J. González-Meneses dans [FGM03], et par J. González-Meneses et V. Gebhardt
dans [GMG08].

Toutes les solutions citées ci-dessus sont basées sur la structure de Garside deBn, soit celle
associée au monoı̈deB+

n et à la tresse∆n, ou celle associée au monoı̈deB+∗
n et à la tresseδn.

Ce qui suit est un regroupement d’observations vraiment pr´eliminaires, mais apparemment
prometteuses, sur le lien entre l’ordre de Dehornoy< des tresses et le problème de conjugaison
des tresses. C’est un travail en commun avec V. Gebhardt.

3.1 Idée ǵenérale

L’idée est d’utiliser le fait que(B+∗
n , <) soit bien ordonné pour essayer de résoudre le

problème de conjugaison. Pour cela nous devons donc ramener le problème de conjugaison
du groupeBn au monoı̈deB+∗

n .

Définition 3.1. Pourβ une tresse deB+∗
n , on noteC+∗(β) la famille de toutes les tressesγ−1βγ

appartenant àB+∗
n , avecγ dansB+∗

n .

Comme la restriction de l’ordre standard des tresses àB+∗
n est un bon ordre, l’ensemble non

videC+∗(β) contient un unique élément<-minimal. Cet élément sera notéµ∗(β) dans la suite.

Proposition 3.2. Calculerµ∗ surB+∗
n permet de ŕesoudre le probl̀eme de conjugaison surBn.

Démonstration.Soient deux tressesβ et β ′ deBn. CommeBn est le groupe de fractions du
monoı̈de de GarsideB+∗

n , il existe un entierk tel que les tressesδnkn β et δnkn β
′ appartiennent
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àB+∗
n . Commeδnkn est un élément du centre deBn, pour une tresseγ deBn on a

β = γ−1β ′γ ⇔ δnkn δ
−nk
n β = γ−1β ′γ ⇔ (δnkn β) = γ−1(δnkn β

′)γ.

Ainsi β etβ ′ sont conjuguées si et seulement siδnkn β et δnkn β
′ le sont. Supposons qu’il existeγ

dansBn vérifiant
(δnkn β) = γ−1(δnkn β

′)γ.

Montrons qu’il existeγ′ dansB+∗
n vérifiant(δnkn β) = γ′

−1(δnkn β
′)γ′. Il existeℓ tel queδnℓn γ soit

une tresse deB+∗
n . Posonsγ′ = δnℓn γ, alors, commeδnℓn est un élément du centre deBn, on a

γ′
−1

(δnkn β
′)γ′ = γ−1δ−nℓn (δnkn β

′)δnℓn γ = γ−1(δnkn β
′)δ−nℓn δnℓn γ = γ−1(δnkn β

′)γ.

On a donc montré que les tressesβ et β ′ sont conjuguées si et seulement siβ ′ appartient à
l’ensembleC+∗(δnkn β), ce qui revient àC+∗(δnkn β) = C+∗(δnkn β

′), c’est-à-dire, àµ+∗(β) =
µ+∗(β ′).

Construire un algorithme calculant la fonctionµ∗ surB+∗
n donne une solution au problème

de conjugaison surBn, avec la même complexité dès que la dernière est au moinsquadra-
tique. Réciproquement, la solution au problème de conjugaison décrite dans [GMG08] peut
être utilisée en pratique pour calculer la fonctionµ∗, en temps exponentiel.

3.2 Une id́ee qui n’aboutit pas

Ici nous présentons les idées que nous avons essayées afinde calculerµ∗ pourn = 3 et qui
n’aboutissent pas.

La notation suivante nous permettera d’alléger le texte :

Notation 3.3. Pourβ une tresse deB+∗
3 etx uneA+

3 -lettre, on noteβx, la tressex−1βx.

Soit β une tresse deB+∗
3 , les calculs de l’annexe A nous permettent de déterminer quelles

lettresx deA+

3 satisfontβx ∈ A+

3 .
L’idée est, pourβ une tresse deB+∗

3 , d’obtenir la tresseµ∗(β) en conjuguant successivement
par une lettrex deB+∗

3 vérifiantβx ∈ B+∗
3 etβx < β. Plus précisement, on construit une suite

<-décroissanteβ1, ... , βℓ deB+∗
3 avecβ1 = β, telle que pour toutk il existex dansA+

3 vérifiant
l’égalité βk+1 = βxk et telle queβxℓ soit plus grand queβℓ pour touteA+

3 -lettre x vérifiant la
relationβxℓ ∈ B+∗

3 .

Question 3.4.A-t-on βℓ = µ(β) ?

Malheureusement la réponse est non. En effet, si on poseβ = a2
2,3a1,2, alors, grâce à l’an-

nexe A, on aβa1,2 6∈ B+∗
3 , βa2,3 = a2,3a1,2a2,3 > β et βa1,3 6∈ B+∗

3 , tandis qu’on a la rela-
tion βa2,3a1,2 = a2,3a

2
1,2 < β.

Le contre-exemple que l’on vient de voir, montre qu’il peut ˆetre nécessaire de conjuguer par
une tresse de longueur2 pour décroı̂tre vis-à-vis de l’ordre<.

Question 3.5.A-t-on une borne sur la longueur du conjugantγ deβ pour que la tresseβγ soit
dansB+∗

3 et satisfasseβγ < β ?

La réponse est certainement non. Expérimentalement la tressea3k
2,3a

3k−1
1,2 doit être conjuguée

para1,3a
3k+2
1,2 afin d’obtenir un élément deB+∗

3 plus petit.

Question 3.6.A-t-on une borne sur la3-largeur du conjugantγ deβ pour que la tresseβγ soit
dansB+∗

3 et satisfasseβγ < β ?

La réponse est certainement non. En effet, expérimentalement, la tressea3k+1
2,3 a3k−2

1,2 doit être
conjuguée parφ3k−2

3 (a1,2) · ... · a1,2 afin d’obtenir un élément deB+∗
3 plus petit.
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3.3 Un d́ebut de résultat pour 3 brins

N’ayant pas réussi à déterminerµ∗(β) pourβ deB+∗
3 par un algorithme simple, on cherche

à reconnaı̂tre si une tresseβ donnée vérifieµ∗(β) = β.

Définition 3.7. Pourβ une tresse deB+∗
3 , on appellecode deβ la suite(eb, ... , e1) où

φb−1
3 (aeb

1,2) ... φ
2
3(a

e2
1,2) a

e1
1,2

est la forme normale tournante deβ.

Tout d’abord nous avons le résultat suivant qui donne une condition nécessaire sur la3-
largeur deµ∗(β).

Lemme 3.8.Pourβ une tresse deB+∗
3 , alors si la3-largeur deµ(β) est diff́erente de1 elle n’est

pas congruèa 1 modulo3.

Démonstration.Supposons queβ soit une tresse de3-largeur différente de1 et congrue à1
modulo3. Notons(eb, ... , e1) le code deβ. Alors la tresseβ ′ = φb−1

3 (a−eb

1,2 ) β φb−1
3 (aeb

1,2) est
égale à

φb−2
3 (a

eb−1

1,2 ) · ... · φ3(a
e2
1,2) · a

e1+eb

1,2 .

On vérifie immédiatement que(eb−1, . . . , e1) est le code d’une tresse deB+∗
3 . Ainsi la tresseβ ′

appartient àB+∗
3 et est de3-largeurb−1. Il s’ensuit que la3-largeur deµ∗(β) ne peut pas

êtreb.

D’après les expérimentations faites sur ordinateur il nous semble que la largeur deµ∗(β) ne
peut pas être très inférieure à celle deβ.

Lemme 3.9. Pour β une tresse deB+∗
3 den-largeur b > 2 alors la n-largeur de la tresseβδ6

3

estégaleà b+ 6.

Démonstration.Le code deδ6
3 est la suite(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 6), qui est de longueur8 et corre-

spond au mot tournanta2,3a1,2a1,3a2,3a1,2a1,3a
6
1,2. Notons(eb, ... , e1) le code deβ. On rappelle

quea[k] désignea1,2 si k est congru à1 modulo3, a2,3 s’il est congru à2 modulo3 eta1,3 sinon.
Commeδ6

3 est dans le centre deB+∗
3 , on a

βδ6
3 = aeb

[b] ... a
e3
1,3a

e2
2,3a

e1
1,2 · a2,3a1,2a1,3a2,3a1,2a1,3a

6
1,2

= aeb

[b] ... a
e3
1,3a

e2
2,3a2,3a1,2a1,3a2,3a1,2a1,3a

6
1,2a

e1
1,2

= aeb

[b] ... a
e3
1,3a

e2+1
2,3 a1,2a1,3a2,3a1,2a1,3a

e1+6
1,2 .

La suite(eb, ... , e3, e2 + 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, e1 + 6) étant un code de longueurb+ 6, on déduit que
la 3-largeur deβδ6

3 estb+ 6.

Corollaire 3.10 ([DDRW08],chapitre II). Si deux tressesβ, β ′ deB+

n sont conjugúees alors on
a toujoursβ ′ < βδ2n

n .

Proposition 3.11.Pour toute tresseβ deB+∗
3 de3-largeur b, la 3-largeur deµ(β) appartientà

l’ensemble{b− 5, ... , b}.
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Démonstration.Si lan-largeur deµ(β) vaut1 alorsµ(β) est une puissance dea1,2 etβ est une
puissance d’uneA+

3 -lettre, ce qui impliqueb 6 3.
Supposons que lan-largeurc deµ(β) soit supérieure ou égale à2. Par le corollaire 3.10,

on aβ < µ(β)δ6
3. Le théorème 1.10 assure alors queb est inférieur à lan-largeur deµ(β)δ6

3.
Le lemme 3.9 impliqueb < c + 6, c’est-à-dire,b − 6 < c. On conclut à l’aide de la relation
évidenteµ∗(β) 6 β.

Ce résultat est loin d’être une description complète deµ∗, mais il restreint sévèrement l’in-
tervalle oùµ∗(β) peut exister.

La prochaine étape devrait établir un lien entre les valeurs deµ∗ pour des tresses suff-
isamment proches—ce qui pourrait donner un procédé de calcul par induction. Aucun résultat
méritant d’être mentionné n’a été démontré pour le moment, mais, comme conclusion, nous
mentionnons la conjecture suivante soutenue par l’expérimentation sur ordinateur :

Conjecture 3.12.Pour toute tresseβ deB+∗
3 , on aµ(δ3

3 β) = δ3
3 a

−3
1,2 µ(β) a3

1,2.

Nous rappelons queδ3
3 est égale à∆2

3, un générateur du centre deB3. Nous conjecturons
aussi une formule similaire,µ(∆2

3) = ∆2
3σ

−2
1 µ(β)σ2

1 , oùµ est une adaptation deµ∗ àB+

n.
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Annexe A

Dans cette annexe nous décrivons la conjugaison d’une tresse deB+∗
3 par uneA+

3 -lettre.
Nous rappelons la définition de code d’une tresse deB+∗

3 :

Définition 3.13. Pourβ une tresse deB+∗
3 , on appellecode deβ la suite(eb, ... , e1) où

φb−1
3 (aeb

1,2) ... φ
2
3(a

e2
1,2) a

e1
1,2

est la forme normale tournante deβ.

Par la proposition III.4.11 une suite d’entiers non nuls(eb, ... , e1) est le code d’une tresse
deB+∗

3 si et seulement siek est non nul pourk > 3. Pour un code de tresses, on noteβ(s) la
tresse représentée pars.

Dans la liste ci-dessus, on notes ⊗ si la tresseφb−k3 (a−1
1,2)β(s)φb−k3 (a1,2) n’appartient pas

àB+∗
3 (k étant−1, 0 ou 1 en fonction du cas considéré). De même pourk valant−1, 0 ou 1 en

fonction du cas considéré, on notes s′ si la tresseφb−k3 (a−1
1,2)β(s)φb−k3 (a1,2) appartient àB+∗

3

et admets′ pour code—il se peut que l’on doive d’abord retirer le0 le plus à gauche des′.
Cette liste a été obtenue à l’aide du retournement et du corollaire II.3.27.

Cas 1– Conjugaison parφb−1
3 (a).

Si b est congru à1 modulo3 :
– (e1) (e1)
– (eb, eb−1, ... , e1) (eb−1, eb−1, ... , e1+1)

Si b est congru à2 modulo3 :
– (e2, 0) (e2, 0)
– (e2, 1) (1, 0, e2)
– (e2, e1>2) (e2−1, e1−1, 1, 0, 1)
– (eb, eb−1, ... , e3, e2, 0) (eb−1, eb−1, ... , e3, e2+1, 0)
– (eb, eb−1, ... , e3, e2, 1) (eb−1, eb−1, ... , e4, e3+1, 0, e2+1)
– (eb, eb−1, ... , e3, e2, e1>2) (eb−1, eb−1, ... , e2, e1−1, 1, 0, 1)

Si b est congru à3 modulo3 :
– (e3, e2, 0) (e3, 0, e2)
– (e3, 0, 1) (1, 1, 0, e3−1)
– (eb, ... , e3, e2, 0) (eb−1, eb−1, . . . , e4, e3+1, 0, e2)
– (eb, ... , e3, 0, 1) (eb−1, eb−1, . . . , e5, e4+1, 1, 0, e3)
– (1, ... , 1︸ ︷︷ ︸

b−2

, 0, b−2) (1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−1

, 0, b−3)

– (eb, ... , ek+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, k) (eb−1, eb−1... , ek+4, ek+3+1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, ek+2+k−1)

– (1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−2

, 0, e1>b−1) (e1−b+3, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−2

, 0, b−3)

169
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– (2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−3

, 0, e1>b−1) (e1−b+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−1

, 0, b− 2)

– (eb>3, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−3

, 0, e1>b−1) (eb−2, e1−b+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−1

, 0, b− 2)

– (eb, ... , ek+3, ek+2>2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, e1>k+1) (eb−1, eb−1, ... , ek+2−1, e1−k, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k+1

, 0, k)

– (eb, ... , e3, e2>1, e1>1) (eb−1, eb−1, . . . , e1, 1, 0, 0)

Cas 2– Conjugaison parφb3(a).

Si b est congru à1 modulo3 :
– (e1) (e1, 0, 0)
– (eb, ... , e2, 0) ⊗
– (eb, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸

b−3

, 0, b−1) (1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−2

, 0, eb+b−2)

– (eb, ... , ek+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, k+1) (eb+1, eb−1, ... , ek+4, ek+3+1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, ek+2+k−1)

– (eb, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−3

, 0, e1>b) (eb, e1−b+1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−2

, 0, b−2)

– (eb, ... , ek+3, ek+2>2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, e1>k+2) 

(eb+1, eb−1, ... , ek+3, ek+2−1, e1−k−1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, k)

– (eb, ... , e2, 1) (eb+1, eb−1, ... , e2)
– (eb, ... , e3, e2>1, e1>2) (eb+1, eb−1, ... , e2, e1−1, 0, 0)

Si b est congru à2 modulo3 :
– (e2, 0) (e2)
– (e2, e1>1) ⊗
– (eb, ... , e3, 0, 0) ⊗
– (eb, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸

b−3

, 0, b−2) (1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−2

, 0, eb+b−3)

– (eb, ... , ek+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, k) (eb+1, ... , ek+4, ek+3+1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, ek+2+k−2)

– (eb, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−3

, 0, e1>b−1) (eb, e1−b+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−2

, 0, b−3)

– (eb, ... , ek+3, ek+2>2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, e1>k+1) 

(eb+1, eb−1, ... , ek+3, ek+2−1, e1−k, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, k−1)

– (eb, ... , e3, e2>1, 0) (eb+1, eb−1, ... , e3, e2−1)
– (eb, ... , e3, e2>1, e1>1) ⊗

Si b est congru à3 modulo3 :
– (e3, 0, e1) (e3, e1)
– (e3, e2>1, e1) ⊗
– (eb, ... , e3, 0, e1) (eb+1, eb−1, ... , e4, e3−1, e1)
– (eb, ... , e3, e2>1, e1) ⊗

Cas 3– Conjugaison parφb+1
3 (a).

Si b est congru à1 modulo3 :
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– (e1) ⊗
– (eb, ... , e3, 0, 0) ⊗
– (eb, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸

b−3

, 0, b−2) (2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−3

, 0, eb+b−4)

– (eb, ... , ek+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, k) (1, eb, ... , ek+4, ek+3+1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, ek+2+k−2)

– (eb, ... , ek+3, ek+2>2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, e1>k+1) (1, eb, ... , ek+3, ek+2−1, e1−k, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, k−1)

– (eb, ... , e3, e2>1, 0) (1, eb, eb−1, ... , e3, e2−1)
– (eb, ... , e3, e2>1, e1>1) ⊗

Si b est congru à2 modulo3 :
– (eb, ... , e3, 0, e1) (1, eb, eb−1, ... , e4, e3−1, e1)
– (eb, ... , e3, e2>1, e1) ⊗

Si b est congru à3 modulo3 :
– (eb, ... , e2, 0) ⊗
– (eb, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸

b−3

, 0, b−1) (2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
b−3

, 0, eb+b−3)

– (eb, ... , ek+2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, k+1) (1, eb, ... , ek+4, ek+3+1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, ek+2+k−1)

– (eb, ... , ek+2>2, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, e1>k+2) (1, eb, ... , ek+2−1, e1−k−1, 1, ... , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, k)

– (eb, ... , e2, 1) (1, eb, eb−1, ... , e2)
– (eb, ... , e2>1, e1>2) (1, eb, eb−1, ... , e2, e1−1, 0)
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volume 83 ofProgress in Mathematics. Birkhäuser Boston Inc., Boston, MA, 1990. Papers
from the Swiss Seminar on Hyperbolic Groups held in Bern, 1988.

[GMG08] J. González-Meneses and V. Gebhardt. On the cycling operation in braid groups.Discrete
Appl. Math., 156(16):3072–3090, 2008.

[Gro87] M. Gromov. Hyperbolic groups. InEssays in group theory, volume 8 ofMath. Sci. Res.
Inst. Publ., pages 75–263. Springer, New York, 1987.

[Hig52] G. Higman. Ordering by divisibility in abstract algebras. Proc. London Math. Soc. (3),
2:326–336, 1952.
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à droite, 39
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niché, 50

ordre
bon, 43
des tresses, 43
invariant à gauche, 41
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Résuḿe de la th̀ese
Une tresse est une classe d’équivalence de mots de tresse. Diverses formes normales sur les tresses

ont été décrites dans la littérature, c’est-à-dire, divers moyens de sélection, pour toute tresse, d’un mot
de tresse distingué la représentant. Définie de façon naturelle sur les monoı̈des de tresses de Birman–
Ko–Lee (ou duaux), la forme normale tournante peut être étendue au groupe de tresses tout entier. Ici,
nous donnons des contraintes de nature combinatoire satisfaites par cette nouvelle forme normale. Nous
en obtenons ainsi une caractérisation et montrons que l’ensemble des formes normales tournantes des
tresses duales constitue un langage régulier.

Un résultat de P. Dehornoy (1992) affirme que toute tresse non triviale admet un représentant sigma-
défini. Ce résultat est à la base de la construction de l’ordre des tresses.̀A l’aide de la forme normale
tournante et de ses propriétés, nous montrons que toute tresse admet un représentant sigma-défini de
longueur quasi-géodésique, ce qui résout une question ouverte depuis une quinzaine d’années.

Un résultat de R. Laver montre que les monoı̈des de Birman–Ko–Lee munis de l’ordre des tresses
sont bien ordonnés mais laisse ouvert la détermination deleurs longueurs.̀A l’aide de la forme normale
tournante, nous obtenons une caractérisation de l’ordre des tresses sur le monoı̈de de Birman–Ko–Lee à
n brins à partir de sa restriction sur celui à(n−1) brins. Une conséquence de ce résultat est une nouvelle
démonstration du résultat de R. Laver ainsi que la détermination de la longueur des monoı̈des de tresses
duaux munis de l’ordre des tresses.

The rotating normal form of braids

Thesis summary
By definition, a braid is an equivalence class of braid words.Various normal forms have been de-

scribed in the litterature,i.e., various ways of selecting for each braid, a distinguished word that represents
it. Naturally defined on the Birman–Ko–Lee monoids (or dual braid monoids), it can be extended to the
whole braid group. Here, we give combinatoric constraints satified by this new normal form. From these,
we obtain a characterization of the rotating normal form andshow that the set of the rotating normal
forms of dual braids is a regular language.

A result by P. Dehornoy (1992) states that each nontrivial braid admits a sigma-definite representa-
tive. This is the ground result for ordering braids. Thanks to the rotating normal form and its properties,
we show that each braid admits a quasi-geodesic sigma-definite representative, which resolves a question
opened for fifteen years.

A result by R. Laver states that the Birman–Ko–Lee monoids equipped with the braid ordering are
well-ordered, but it leaves the determination of the lengths unsolved. Thanks to the rotating normal
form, we obtain a characterization of the braid ordering on then-strands Birman–Ko–Lee monoid from
its restriction on the(n−1)-strands Birman–Ko-Lee monoid. A consequence of this result is a new proof
of Laver’s result and a determination of the length of the dual braid monoids equipped with the braid
ordering.

Mots-clefs :
– indexation Rameau :Formes normales, théorie des tresses, algorithmes, mono¨ıdes, ensembles

ordonnés.
– indexation libre : Ordre des tresses, langage régulier, monoı̈des de Birmna–Ko–Lee, structure

de Garside.
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