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Notations

[¢] la partie entiére de ¢

g

[1,n] ={1,2,--- ,n}

S, la sphére unité de dimension n

Sn(r) la sphére de rayon r

Jean la métrique canonique sur S,

& la métrique euclidienne

do I’élément de volume associé a (S,_1, Gean)
do, I’élément de volume de S,,_1(r)

vol(M) volume de la variété M

w, volume de la sphére S,

Ay le Laplacien de la métrique g

Ag¢ le Laplacien de la métrique euclidienne £
18] =k si g € NF

K(n,2)"% = In(n — 2)w,21/n

Vi =V, la dérivée covariante

Vi = Vg -V,

R, la courbure scalaire associée a g
Ly=A,+ ﬁRQ le Laplacien conforme

G p fonction de Green en P.

T(M) V'espace tangent de M

T* M l'espace cotangent de M

['(M) Tespace des champs de vecteurs C*
LP(M) espace de Lebesgue sur M

HP(M) Espace de Sobolev

HY (M) Espace de Sobolev G—invariant
Hy(M) = H2(M), Hy (M) = I (M)

|| - ||, norme sur LP

| - ||, norme sur H,

(*,)g.z2 = (-, )2 produit scalaire sur L? avec la métrique g
(+,)g.1, = (-, +)m, produit scalaire sur Hy avec la métrique g
1(g) = pn(g) Vinvariant conforme de Yamabe
pe(g) = pnc(g) Vinvariant G—conforme de Yamabe
E(yp) énergie de ¢

I, La fonctionnelle de Yamabe

I(M, g) le groupe d’isométries de (M, g)
C(M, g) le groupe conforme de (M, g)

G sous groupe de (M, g)






Introduction

Le travail présenté dans cette thése est séparé en deux parties. La premiére partie est
consacrée a I’étude d’un certain type d’équations aux dérivées partielles non linéaires sur
une variété compacte. Ensuite, on donne une signification géométrique de ces équations.
La particularité ici est que I'un des coefficients de ces équations n’a pas la régularité
habituellement supposée, ce qui permettra d’obtenir un "théoréme de Yamabe" avec sin-
gularités. La seconde partie est consacrée a l’étude d’une conjecture de Hebey—Vaugon
dans le cadre du probléme de Yamabe équivariant.

Premiére partie

On considére une variété riemannienne (M, g) compacte de dimension n > 3. On note R,
la courbure scalaire de g. Le probléme de Yamabe est le suivant :

Probléme 0.1. Eziste-t-il une métrique conforme a g de courbure scalaire constante ?

On pose g = goﬁ g, ol ¢ est une fonction C* strictement positive. g est une solution du

probléme de Yamabe si et seulement si ¢ est solution de I’équation suivante :

4(71 — ].) n+2
g Bt Ry = Rgpn (1)
ot A, = —V'V, est le Laplacien de g et Rj est une constante qui joue le role de la

courbure scalaire de g. T. Aubin a ramené la résolution de ce probléme a la résolution de
la conjecture suivante :

Conjecture 0.1 (T. Aubin [2]). Si (M, g) est une variété riemannienne compacte C*
de dimension n > 3 et non conformément difféomorphe a (Sp, Gean) alors

1(M., g) < pu(Sn, gean) (2)
IVp|? + 7725 Ry do
u(M,g>=inf{fM ||¢ﬁ% 5 ,¢eH1<M>—{0}}.
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Il est bien connu que (S, Jean) = Z—in(n—?)wi/n. Les travaux de T. Aubin [2], R. Schoen [37]
et H. Yamabe [46] ont montré que cette conjecture est toujours vraie, et le probléme de
Yamabe admet toujours des solutions. En d’autres termes, dans chaque classe conforme
[g], on peut toujours trouver une métrique a courbure scalaire constante.

On note par I(M, g) et C(M,g) le groupe d’isométries et le groupe conforme de (M, g)
respectivement. Soit G’ un sous groupe de I(M, g). E. Hebey et M. Vaugon [26] ont étudié
le probléeme de Yamabe équivariant, qui généralise le probléeme de Yamabe, et que 1'on
peut exprimer de la maniére suivante :

Probléme 0.2. FExiste-t-il une métrique gy, G—invariante qui minimise la fonctionnelle

_ fM Rydu(g')
(fy dv(g")=

ot g appartient a la classe G—conforme de g :

J(g")

9| ={g=¢lg/f €C(M), *j=7§ VoecG}

E. Hebey et M. Vaugon ont montré que ce probléme a toujours des solutions, ce qui a
pour premiére conséquence l’existence d’une métrique gy, G—invariante et conforme & g,
telle que la courbure scalaire de gy est constante. La deuxiéme conséquence est que la
conjecture suivante est démontrée.

Conjecture 0.2 (Lichnerowicz [32]). Pour toute variété riemannienne (M, g), com-
pacte C™°, de dimension n et qui n'est pas conformément difféomorphe a (Sp, Gean), il
existe une métrique g conforme a g de courbure scalaire Ry constante et pour laquelle

I(M,g) =C(M,g).

Le travail présenté dans la premiére partie de la thése est I’étude du probléme de Ya-
mabe (sans et avec la présence de symétries), lorsque la métrique g n’est pas néces-
sairement C*°. On suppose que la métrique g est dans HY, ou p > n, 'espace de Sobolev
des métriques dont on donnera la définition plus loin. Grace aux inclusions de Sobolev
HY c CY (Iespace de Holder d’exposant 3 €]0,1[), les métriques sont donc de classe
C'P. Les tenseurs de courbures de Riemann, de Ricci et la courbure scalaire sont dans
L?. Plus précisément, si on suppose que g satisfait I’hypothése suivante :

Hypothése (H) : g est une métrique dans 'espace de Sobolev HY (M, T*M @ T*M) avec
p > n. Il existe un point By € M et 6 > 0 tels que g est C* sur la boule Bp,(6).

Alors le probléme que 'on résout est le suivant :

Probléme 0.3. Soit g une métrique qui satisfait l’hypotheése (H). Existe-t-il une métrique
g conforme a g pour laquelle la courbure scalaire Ry est constante (méme aux points ou
R, n’est pas réguliére) ?
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Avant de résoudre ce probléme, on commence par étudier plus généralement les équations
suivantes :

Agp + hp = hpns (3)

ou h est une fonction qui est supposée seulement étre dans LP(M) (c’est la loriginalité de
cette étude) et h € R. La métrique g est supposée C™ (la supposer C* donnerait les méme
résultats, ce n’est pas un point important). On appellera ces équations les équations de
type Yamabe. Comme ces équations sont non linéaires et que h est dans LP?, les théorémes
de régularité standard ne s’appliquent pas directement. On établit le résultat suivant
(adaptation d’un théoréme de N. Trudinger [44] au cas ot h n’est que dans LP)

Théoréme 0.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C*> de dimensionn > 3,
p et h sont deux nombres réels, avecp > n/2. Sip € Hi(M) est une solution faible positive
non triviale de l’équation@ alors o € HY(M) C C'-MPLO(M) et o est strictement positive.

La régularité donnée par ce théoréeme est optimale.

En ce qui concerne I'existence des solutions, on démontre que la fonctionnelle [, définie
pour tout ¢ € Hy(M) — {0} par

B Jos IVO? + hp?dv
[01%,

Ly(¥)

atteint son minimum p(g), si p(g) < in(n — 2)w72/ " (ol w, est le volume de la sphere
standard S,,). On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 0.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C* de dimension n > 3
et p>mn/2. Si

1
plg) < nln — 23"

alors l’équation admet une solution strictement positive ¢ € HY(M) C C*=I/PLB(M),
qui minimise la fonctionnelle I,, ou 3 €0, 1].

Si h est G—invariante, on définit

palg) = inf I,(¥)

 peH g(M)—{o} 7

ou Hy (M) est l'espace des fonctions dans H; (M), G—invariantes. On note par Og(Q)
I'orbite du point () € M. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 0.3. 5i 0 < pg(g) < tn(n — 2)w,2/n(ian€M cardOg(Q))*™ alors ’équation
B) admet une solution ¢ € Hy (M) C C'-/PLB( M) strictement positive, G—invariante

et minimisante pour la fonctionnelle 1.
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Ce théoréme se démontre en utilisant la méthode variationnelle (comme dans les cas clas-
siques ou h est trés réguliére), les inclusions de Sobolev en présence de symétries, trouvées
par E. Hebey et M. Vaugon [29] et I'inégalité de la meilleure constante en présence symé-
tries calculée par Z. Faget [20].

n—2
4(n—1)

satisfait ’hypothése (H). Ce cas a une signification géométrique, il permet de résoudre
le probléme (le probleme de Yamabe avec singularités). La courbure scalaire R, est
dans LP(M) et I'équation (3]) devient I’équation de Yamabe . D’aprés le théoréme ,

la résolution du probléme est ramence & la preuve de linégalité p(g) < in(n —

2)w72/ " (cette inégalité a déja été démontrée lorsque g est C°°). Dans le cas o g satisfait
I'hypothése (H), on commence par démontrer certaines propriétés (connues dans le cas
C*) : I'invariance conforme de u(g), 'invariance conforme faible du Laplacien conforme
Ly=A,+ 4(’;—121)}%9 et 'existence de la fonction de Green pour cet opérateur. Ensuite, on
démontre le résultat suivant :

Dans le chapitre , on étudie I'équation lorsque h = R, et g est une métrique qui

Théoréme 0.4. Soit M une variété compacte C*° de dimension n, g une métrique rie-
mannienne qui satisfait Uhypothése (H). Si (M, g) n’est pas conformément difféomorphe
a la sphere (S, Gean) alors p(g) < in(n — 2)w3/n.

Lorsque la métrique g est C™, ce théoréme a résolu la conjecture[0.1] Les arguments utilisés
pour le démontrer dans ce cas sont encore valables lorsque ¢ satisfait I’hypothése (H). En
effet, il suffit de construire une certaine fonction test ¢ qui vérifie I,(¢) < in(n — 2)w,2~/ "
Les fonctions test construites par T. Aubin [2] et R. Schoen [37], sont encore utilisables
dans ce cas singulier.

Dans le cas équivariant (en présence de symétries), le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme 0.5. Soit M une variété compacte C*° de dimension n > 3. g une métrique
riemannienne qui appartient o HY (M, T*M @ T*M) avec p > n/2. Si

palg) < n(n = 20w (jnf cardOg(Q))*" (4)

alors l’équation admet une solution strictement positive ¢ € Hy (M) C C1-/PlB(pr)
G —1invariante.

Les résultats sur 'unicité des solutions de 1’équation de Yamabe , connus lorsque la
métrique est C'°, restent valables dans le cas singulier. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 0.6. Soit g une métrique dans HY (M, T*M @ T*M), avec p > n. Si u(g) <0
alors les solutions de l’équation sont uniques a une constante multiplicative pres.

Dans cette premiére partie, on a montré que la majorité des résultats connus sur le pro-
bléme de Yamabe et certains dans le cas équivariant, lorsque la métrique est C'*°, restent
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vrais lorsque la métrique satisfait I’hypothése (H), définie ci-dessus. Une question naturelle
que 'on peut se poser est de savoir s’il est possible de supprimer certaines conditions dans
I'hypothése (H). Par exemple, peut on considérer des métriques dans HY, sans qu’elles
soit C'*° dans une boule? La réponse semble difficile et le sujet ne sera pas abordé dans
cette thése (mais sera traité ultérieurement).

Deuxiéme partie

La deuxiéme partie de cette thése est indépendante de la premiére (elles sont mathéma-
tiquement liées, mais aucun résultat de la premiére partie n’est utilisé dans la seconde
partie).

On suppose que (M, g) est une variété riemannienne compacte C* de dimension n > 3.
Le but principal des deux chapitres de cette partie est d’étudier la conjecture de Hebey—
Vaugon qui s’énonce comme suit :

Conjecture 0.3 (E. Hebey et M. Vaugon [26]). Soit G un sous groupe d’isométries de
I(M,g). Si (M, g) n'est pas conformément difféomorphe & (Sy, gean) ou bien si G n'a pas
de point fize, alors linégalité stricte suivante a toujours lieu

inf J(¢") <n(n-— 1)w2/"(Qig§4 cardOg(Q))¥™ (5)

g'€lgl® "
Cette conjecture généralise la conjecture de T. Aubin puisque :

n—1
inf J(¢)=4—-
v 79 = i —gyel)
(si G = {id} les deux conjectures sont identiques).
On note par W, le tenseur de Weyl associé & g. Pour tout P € M, on définit w(P) par

w(P) = inf{|8] € N/[V'W,(P)|| # 0}, w(P) = +o0 si V3 [V W,(P)] =0

ot # est un multi-indice de longueur |/3|.
Pour prouver la conjecture, on doit construire une fonction test G—invariante ¢ telle que

1,(6) < n(n — 1w}/ (jnf cardOg(Q))>"

Toute la difficulté est dans la construction d’une telle fonction. Dans certains cas, on peut
utiliser les fonctions test introduites par T. Aubin [2] et R. Schoen [37] pour démontrer
la conjecture 0.1} De nombreux cas ont ¢té traités ainsi par E. Hebey et M. Vaugon [26],
par contre le cas numéro 3 présenté dans le théoréme suivant utilise des fonctions test qui
sont différentes de celles de T. Aubin et R. Schoen.
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Théoréme 0.7 (E. Hebey et M. Vaugon). Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n et G un sous groupe d’isométries du groupe I(M,g). On a toujours :

inf J(g') <n(n-— 1)wi/”(c§2{4 cardOg(Q))¥/™

g'€lgl®

et I’ inégalité stricte est au moins vérifiée dans chacun des cas suivants :
1. G opére librement sur M
2. 3<dimM <11

3. Il existe un point P d’orbite minimale (finie) sous G pour lequel soit w(P) > (n —
6)/2, soit w(P) € {0,1,2}.

Les cas restant pour démontrer complétement la conjecture sont les cas ou n > 12 et
w € [3,[(n — 6)/2]]. Dans le chapitre 5, on démontre les résultats suivants :

Théoréme 0.8. La conjecture[0.5 est vraie s’il existe un point P d’orbite minimale (finie)
pour lequel w(P) < 15 ou si le degré de la partie principale de R,, au voisinage de P est
plus grand ou égal a w(P) + 1.

Corollaire 0.1. La conjecture est vraie si M est de dimension n € [3,37].

Ce théoréme se démontre en effectuant des calculs longs et délicats (introduits par T. Au-
bin [7]). Les fonctions test . choisies sont définies comme suit : pour un point P quel-
conque de M, on pose pour tout Q) € M

pe(Q) = (L =2 f(€))u-(Q) (6)

n—2 n—2

€ N € 2 .
avec u.(Q) = (m) - (m> si Q € Bp(9) (7)
0 si Q e M — Bp((;)

ou r = d(Q, P) est la distance entre P et Q. (r,&) sont les coordonnées géodésiques de
@ au voisinage de P et Bp(d) est une boule géodésique de centre P, de rayon 0, fixé suf-
fisamment petit. f est une fonction qui dépend seulement de & et telle que |, Sy fdo = 0.
C’est la précision sur le choix de cette fonction f qui va permettre d’obtenir les résultats
énoncés dans cette deuxiéme partie.

On obtient d’abord le théoréme suivant :

Théoréme 0.9. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Pour
tout P € M tel que w(P) < (n—6)/2, il existe f € C°(S,—1), d’intégrale nulle, telle que

n(n—2) om

p(g) < Iy(pe) < T Wnl
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(Ce résultat généralise donc le théoréme de T. Aubin [2], qui correspond & w = 0 et qui
démontre la conjecture , dans certains cas). La fonction f de ce théoréme est définie

par
q
f= Z CrlVpPk
k=1

ol g sont des fonctions propres du Laplacien sphérique de la sphére S, 1, v sont les
valeurs propres associées et ¢ € [1,[4]], les constantes ¢; sont données explicitement. Si f
était G—invariante, on pouvait construire, a l’aide des ¢y, des fonctions test G—invariantes
qui permettraient de démontrer la conjecture dans tous les cas. Malheureusement, f
n’est G—invariante que pour un choix particulier des ¢, et ce choix particulier ne permet
de montrer la conjecture que dans les cas énoncés dans le théoréme [0.8]
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Introduction (English version)

In the first part of this thesis, we study a certain kind of nonlinear partial differential
equations on compact manifolds. Solutions of these PDEs have a geometric meaning. The
particularity here is that one of the coefficients of this equations doesn’t have the usual
regularity, which allow us to obtain a Yamabe theorem with singularities.

The Second part is dedicated to the study of Hebey—Vaugon conjecture.

First part

Consider (M, g) a compact Riemannian manifold of dimension n > 3. Denote by R, the
scalar curvature of g. The Yamabe problem is the following :

Problem 0.1. Does there exists a constant scalar curvature metric conformal to g ¢

Let g = gpﬁ g be a conformal metric, where ¢ is a smooth positive function. g is a solution
of the Yamabe problem if and only if ¢ satisfies the following equation :

4(n —1 n42
%AQSO + Ryp = Rypr—s (8)

where A, = —V'V, is the Laplacian of g and Rj; is a constant which plays the role of
the scalar curvature of §. T. Aubin showed that it is sufficient to prove the following
conjecture :

Conjecture 0.1 (T. Aubin [2]). For every smooth compact Riemannian manifold (M, g)
of dimension n > 3, non conformal to (S, gean),

(M, g) < p(Sn, Gean) (9)

Jur IVOP? + 5735 Ry do
[

where (M, g) = inf{ , e Hy(M) — {o}}

It is known that u(Sy, gean) = Tn(n — 2)we/". The works of T. Aubin [2], R. Schoen [37]

and H. Yamabe [46] showed that this conjecture is always true, and the Yamabe problem

13
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has a solution. Namely, in each conformal class [g], there exists a constant scalar curva-
ture metric.

Denote by I(M, g) and C(M, g) the isometry group and the conformal group respectively.
Let G be a subgroup of I(M, g). E. Hebey and M. Vaugon [26] studied the equivariant
Yamabe problem, which generalizes the Yamabe problem, and which can be formulated
in the following way :

Problem 0.2. s there some G—invariant metric go which minimizes the functional

_ fM Rydu(g')
(fy dv(g")=

where ¢ belongs to the G—conformal class of g :

J(g")

9| ={g=¢lg/f €C(M), *j=7§ VoecG}

E. Hebey and M. Vaugon proved that this problem has always solutions. The positive
answer would have two consequences. The first is that there exists a I(M, g)—invariant
metric go conformal to g such that the scalar curvature R, is constant. The second is
that the following conjecture is true.

Lichnerowicz conjecture For every compact Riemannian manifold (M, g) which is
not conformal to the unit sphere S,, endowed with its standard metric, there exists a me-
tric § conformal to g for which I(M, g) = C(M, g), and the scalar curvature Ry is constant.

In this part, we study the Yamabe problem (without and in presence of the isometry
group), when the metric g is not necessarily smooth. We suppose that the metric is in the
Sobolev space HY, where p > n. Riemann curvature tensor, Ricci tensor and the scalar
curvature are in LP. More precisely, we make the following assumption on g :

Assumption (H) : g is a metric which belongs to the Sobolev space HY (M, T*M QT*M)
with p > n. There exists a point Py € M and § > 0 such that g is smooth in the ball Bp,(6).

The problem that we solve is the following :

Problem 0.3. Let g be a metric satisfying the assumption (H). Does there exists a
constant scalar curvature metric g conformal to g ¢

Before solving this problem, we start by studying these equations :

Agp+ hp = B@% (10)

where h is a function in LP(M) (which makes this work original) and A € R. The metric
g is assumed to be smooth. The smoothness of ¢ is not an important point. Indeed,
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if g is C?, we will obtain the same results. This kind of equations are called "Yamabe
type equations". We can not apply for these equations the standard regularity theorems
because of the nonlinearity and the fact that h € LP(M). Thus, we establish the following
result (it is an adaptation of Trudinger’s theorem when A is more regular).

Theorem 0.1. Let (M, g) be a smooth compact Riemannian manifold of dimensionn > 3,
p and h are two reel numbers such that p > n/2. If o € H(M) is nontrivial, nonnegative,
weak solution of (L0)), then ¢ is positive and belongs to H5 (M) C C-I/wLB( ).

For the existence of solutions of , we prove that the functional I, defined for all
Y € Hy(M) —{0} by
B Jo IVO? + hp?dv

[0l

a(¥)

has a minimum p(g) if u(g) < 3n(n — 2)w72/ " (where w, is the volume of the unit sphere
Sy)- Therefore, we obtain the following :

Theorem 0.2. Let (M, g) be a smooth compact Riemannian manifold of dimensionn > 3
and p >n/2. If
1 2/n

wlg) < ynln = 2w,

then equation admits a positive solution ¢ € HY(M) c C*=PLB(NM), which mini-
mizes the functional I,, where 3 € (0,1).

If h is G—invariant, we define

= inf I
1c(g) beH: (M)—{0} 4(V)
where Hy (M) is the space of G—invariant functions in H;(M). We denote by O¢(Q)
the orbit of ) € M. Then,

Theorem 0.3. If 0 < pa(g) < tn(n — 2)wr/™ (inf geas cardOg(Q))?/™ then equation
admits a positive G—invariant solution v € Hj (M) C CY-/PLB(NM) | which minimizes
the functional 1.

We prove this theorem by using the variational method (known in the classical case when
h is smooth), Sobolev embedding in the presence of symmetries, proven by E. Hebey and
M. Vaugon [29] and the best constant inequality, computed by Z. Faget [20].

In chapter , we consider the particular case when h = ﬁRy and the metric g satisfies

the assumption (H). This case has a geometric meaning. It allows us to solve the problem
(Yamabe problem with singularities). The scalar curvature R, is in LP(M) and equa-
tion becomes the Yamabe equation . Using theorem to solve problem , it is

sufficient to prove the inequality p(g) < {n(n — 2)w,2/ " (this inequality has been proven
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when ¢ is smooth). When ¢ satisfies the assumption (H), we establish some properties
(known in the smooth case) : conformal invariance of u(g), weak conformal invariance of

the conformal Laplacian L, = A, + 4(’;;_21}%9 and the existence of the Green function for
this operator. We show afterwards the foflowing theorem :

Theorem 0.4. Let M be a smooth compact manifold of dimension n > 3 and g be a
Riemannian metric satisfying the assumption (H). If (M, g) is not conformal to (Sp, Gean),
then pu(g) < 3n(n — 2)wi! ™.

When the metric g is smooth, this theorem solves the conjecture [0.1] The arguments
used to prove it are still valid when the metric g satisfies the assumption (H). In fact,
it is sufficient to construct a test function ¢ which satisfies Iy(¢) < tn(n — 2)(.03/ ", Test
functions, constructed by T. Aubin [2] and R. Schoen [37], are still useful in the singular
case.

In the equivariant case (in the presence of the isometry group), the result obtained is the
following :

Theorem 0.5. Let M be a smooth compact manifold of dimension n > 3 and g €
HY (M, T*M ® T*M) be a Riemannian metric with p > n/2. If

palg) < galn — 20" inf card0G(@)" (1)

then equation has a positive G—invariant solution ¢ € HY (M) c C*="/PLA ().

The known result about uniqueness of solutions of the Yamabe equation , for smooth
metrics, is valid in the singular case. Therefore, we have the following result :

Theorem 0.6. Let g be a metric in HY(M,T*M @ T*M), with p > n. If u(g) < 0 then
the solutions of are proportional.

In this part, we showed that almost all of the results and properties known about the
Yamabe problem, and some properties in the equivariant case, holds in the singular case
(when the metric satisfies the assumption (H) defined above). A question that naturally
arises is the possibility of deleting some conditions in the assumption (H). For example,
can we consider metrics in HY without the smoothness condition in a ball? The answer
seems difficult and this question will not be treated in this thesis.

Second part

The second part is independent from the first (they are mathematically linked, but the
results of the first part are not used in the second).

Suppose that (M, g) is a smooth compact Riemannian manifold of dimension n > 3. The
principal goal of the two last chapters of this part is to study Hebey-Vaugon conjecture
that can be stated in the following way :
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Conjecture 0.2 (E. Hebey and M. Vaugon [26]). Let G be a subgroup of I(M,gq). If
(M, g) is not conformal to (Sy, gean) or if the action of G has no fixed point, then the
following inequality holds

inf J(¢") <n(n— 1)w2/”(5161]{4 cardOg(Q))¥™ (12)

g'€lgl® "
This conjecture generalizes naturally T. Aubin’s conjecture [0.1] In fact

n—1
inf J(¢)=4——
i (q") (n_Q)uG(g)

(if G = {id} then the two conjectures are the same).
Denote by W, the Weyl tensor associated to g. For all P € M, we define w(P) by

w(P) = inf{|8| € N/|[V'W,(P)|| # 0}, w(P) = +o0 it V3 [V, (P)| =0
To prove the conjecture, we need to construct a G—invariant test function ¢ such that

I,(¢) < n(n— 1)w’21/n(52]f\4 cardOg(Q))¥™

Thus, all of the difficulties are in the construction of a such function. For some cases, we
can use the test functions constructed by T. Aubin [2] and R. Schoen [37] to prove the
conjecture . They have been already proven by E. Hebey and M. Vaugon [26]. But the
item [3] presented in the following theorem, uses test functions different than T. Aubin
and R. Schoen ones.

Theorem 0.7 (E. Hebey and M. Vaugon). Let (M, g) be a smooth compact Riemannian
manifold of dimension n >3 and G be a subgroup of I(M,g). We always have :

inf J(¢') <n(n—1)w?"(inf cardO 2/m
ot () < n(n— Dw"(inf cardOc(Q))

and inequality holds if one of the following items is satisfied.
1. The action of G on M 1is free
2.3<dimM <11
3. There ezists a point P with minimal orbit (finite) under G such that w(P) > (n—6)/2
or w(P) €{0,1,2}.

The remaining case of the conjecture, is the case when n > 12 and w € [3,[(n — 6)/2]].
In chapter [5, we prove the following result :

Theorem 0.8. The conjecture[0.3 holds if there exists a point P € M with minimal orbit
(finite) for which w(P) < 15 or if the degree of the leading part of R, is greater or equal
to w(P) + 1, in the neighborhood of this point P.
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Corollary 0.1. The conjecture[0.9 holds for every smooth compact Riemannian manifold
(M, g) of dimension n € [3,37].

We prove this theorem using long and subtle computations (introduced by T. Aubin [7]).
We use the test function ., defined in the following way : for an arbitrary fixed point P
in M, for any Q € M

pe(Q) = (L =12 f(€))ue(Q) (13)

n—2 n—2

€ oz € oz
with us(Q) = (72 +€2) o (52 + €2> if Q € BP(&) (14)
0 itQ e M— BP(CS)

where r = d(Q, P) is the distance between P and Q. (r,&7) is a geodesic coordinates
system of @, defined in the neighborhood of P, and Bp(d) is a geodesic ball of center P
and of radius 0, fixed sufficiently small, and f is a function depending only on £ such that
S Sy fdo = 0. The choice of the this function f allow us to prove the results of this part.

We obtain also the following theorem :

Theorem 0.9. Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension n > 3. For
any P € M such that w(P) < (n —6)/2, there exists f € C*°(S,_1) with vanishing mean
integral, such that

n(n—2) om

p(g) < Iy(pe) < T Wnl

This result generalizes T. Aubin’s [2] theorem (which corresponds to w = 0 and proves
conjecture . For the above theorem, the function f is defined as

q
f= Z CrlVkPk
k=1

where @y are the eigenfunctions of the Laplacian on the sphere S,, 1, v} are the associated
eigenvalues, and ¢ € [1,[$]]. The constants c; are given explicitly. If f is G—invariant,
then we would construct, using ¢, a G—invariant test function, which would prove the
conjecture [0.2] in all the remaining cases. Unfortunately, f is only G—invariant for a
special choice of ¢, and this particular choice allows us to prove the conjecture only in
the cases stated in theorem [0.8



Chapitre 1

Théorémes de régularité et généralités

Tout au long de cette thése, on utilise la convention d’Einstein pour les indices. M sera
toujours une variété compacte, sans bord, C'*° de dimension n > 3, sauf mention contraire.
On commence par rappeler les définitions des courbures de Riemann, Ricci, scalaire et de

Weyl.

1.1 Les courbures

Définition 1.1. Soient (M, g) une variété riemannienne C* et V, (ou simplement V)
la connezion riemannienne associée (i.e. la connexion sans torsion pour laquelle g est

a dérivée covariante nulle). On note par T'(M) [’ensemble des champs de vecteurs C™
définis sur M.

1. X, Y, Z etT étant quatre champs de vecteurs dans I'(M). La courbure de Riemann
R est Uapplication bilinéaire antisymétrique de I'(M)xI'(M) dans Hom(I'(M),T'(M)),
définie par

R(X,)Y)Z =VxVyZ = VyVxZ —Vixy1Z

On appelle tenseur de courbure de Riemann de g le champ de tenseur C* quatre
fois covariants défini par

R(X,Y,Z,T) = g(X,R(Z,T)Y) = RijuX"Y' Z*T"

dans une carte locale ; R;jp sont les composantes du tenseur de courbure.

2. La courbure de Ricci de g est le champ de tenseur C*, deux fois covariants, obtenu
en contractant par g le tenseur de courbure de Riemann de g de la maniére suivante

. kl
RZCij =g Rkilj

ot g* sont les composantes de g ".

3. La courbure scalaire de g est la trace du tenseur de Ricci, notée R,. Dans une carte
locale R, = g% Ric;;

19
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Propriétés 1.1. Soient X un champ de vecteurs et w une 1—forme. Dans un systéme
de coordonnées locales, (Val.X)k est notée V; X* et (Vo,w)y est notée V,wy. Rappelons les
formules de permutation des dérivées covariantes suivantes

Vinl — VjZ-Xl = R! Xk, Vijw — Vjw = _Rﬁ'jwk

kij
N . _ lm
ou sz’j = ¢ Ronkij-
Pour tout champ de tenseur C? deux fois covariants T :
m m
VijTa — Vjily = — Ry, T — Ry Tem

J

On aura l'occasion d’utiliser ces propriétés dans le chapitre [] et 'appendice.

Définition 1.2. La courbure de Weyl W de la variété riemannienne (M, g), de dimension
n > 3 est définie par le champ de tenseurs quatre fois covariants dont les composantes
sont

1 R,

Wigst = Rijnt — —— (Ravgjn — Ragy + Rngan — Ring:
ki ki n—2( kgjl 195k + 151Gk Jkgl)+(n—1)(n—2

) (gikgjl - gilgjk)

Le tenseur de Weyl est obtenu a partir du tenseur de courbure de Riemann, en recherchant
un tenseur invariant par transformation conforme de la variété : si § = ef g est une métrique
conforme & g alors W; = e/W,,.

Définition 1.3. Une variété riemannienne (M, g) est dite conformément plate si pour
tout Q € M, il existe un voisinage ouvert €2 de () et une métrique g conforme a g, tels
que le tenseur de courbure de Riemann associé a la métrique g est identiquement nul sur

Q.

Le tenseur de Weyl est identiquement nul si la variété est de dimension 3 ou si elle est
conformément plate.

1.2 Le Laplacien

Définition 1.4. Sur (M, g) une variété riemannienne C*, le Laplacien A, f d’une fonc-
tion f € C*(M) est l'opposé de la trace de la hessienne de f, donné par

Aof = =V V'f = gV, f = —g" (0, f — TE 0 f)

Dans un systéme de coordonnées polaires (r,&") (i.e. g = 1, grei = 0) si f(r) est une
fonction radiale alors le Laplacien de f s’écrit

n—1

Agf(r)=—f"(r) = f'(r) = f'(r)0; log \/det g

r
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Remarques. Tout au long de cette thése, on utilise le Laplacien géométrique défini
ci-dessus, avec des valeurs propres positives.

On définit le Laplacien A,f d’une fonction f € H;(M) (voir plus bas pour la définition
de H{(M)) par : pour tout ¢ € Hy(M)

(Agfa w>g,L2 = (va v1/})5],L2

ot (+,+)g.z2 est le produit scalaire standard dans L?(M) muni de la métrique g, dont on
omettra la lettre g lorsque il n y a pas d’ambiguité.

1.3 Les espaces de Sobolev

Définition 1.5. Soit (M,g) une variété riemannienne C* de dimension n, p > 1 un
nombre réel, k et r sont deux entiers naturels

1. L’espace de Sobolev HE(M) est le complété de Uespace {f € C*(M), |V'f| €
LP(M) V0 <1<k} pourla norme

k
1fllpe =D IV £l
=0

2. C"P(M) est lespace de Hélder des fonctions C™ dont la r-éme dérivée appartient a

[£(P) = f(Q)]
d(P, Q)"

CP(M) = {f € C°(M), || fllcs = || flloo + sup < 400}
P#Q

avec 3 € [0, 1].
CY (M) est I’ensemble des fonctions lipschitzienne.

L’espace H2(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant

k
=> (V' V'h)p
=0

Dans la suite, HE(M) est noté Hy(M).

La norme correspondante au produit scalaire sur Hy (M) est équivalente & la norme || - [,

Définition 1.6. Soit (M, go) une variété riemannienne compacte de dimension n. On
note par T*(M) le fibré cotangent de M. L’espace Hy (M, T*M @ T*M) est ’ensemble des
sections g (des tenseurs 2 fois covariants) telles que dans toute carte exponentielle, les
composantes g;; de g sont dans Hy, .
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L’espace Hy (M, T*M @ T*M) ne dépend pas de la métrique go. On peut aussi définir cet
espace, en utilisant le théoréme du plongement isométrique de Nash. Les deux théorémes
qui suivent sont encore valables pour cet espace Hy (M, T*M & T*M).

Théoréme 1.1 (Théoréme d’inclusions de Sobolev). Soit (M, g) une variété rieman-

nienne compacte de dimension n.

(1) Sik etl deux entiers (k >1>0), p et q deux réels (p > q > 1) qui vérifient 1/p =
1/qg— (k—=1)/n alors HL(M) est inclus dans H] (M) et Uinclusion H{(M) C H (M)
est continue.

(it) Sir e N et (k—r)/n>1/q alors linclusion H} (M) C C"(M) est continue

(i4i) Si (k—r—pB)/n > 1/q alors Uinclusion H} (M) C C™P(M) est continue avec 3 €]0,1]

dans tous les cas H{ (M) ne dépend pas de la métrique g

Une preuve détaillée du théoréme est donnée dans le livre de T. Aubin [3], chapitre 2,
celui de Adams [I] ou de E. Hebey [25]. On utilisera souvent 'espace de Hilbert H;(M)
muni de la norme

lelle, = lells + Vel
pour minimiser des fonctionnelles. Cet espace est inclus contintiment dans L9(M), pour

tout ¢ € [1,2n/(n — 2)].
Kondrakov a montré que les inclusions de Sobolev sont compactes dans les cas suivants :

Théoréme 1.2 (Kondrakov). Soit (M,,g) une variété riemannienne compacte. k un
entier naturel, p et q¢ deux nombres réels qui vérifient 1 > 1/p > 1/q— k/n > 0 alors

(i) inclusion H{(M) C LP(M) est compacte
(ii) linclusion HY(M) C C*(M) est compacte si k —a > n/q avec 0 < o < 1
Grace aux inclusions de Sobolev, on montre le résultat suivant :

Proposition 1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Si
p > n/2 alors HY(M) est une algébre.

Preuve. 11 suffit de montrer que si ¢ et ¢ sont dans HY (M) alors ¢ € HY(M). Par les
inclusions de Sobolev (théoréme [L.1)), HY(M) C CP(M) donc ¢ et ¥ sont continues. Par
la compacité de M et la continuité de ¢ et ¥ :

V(ibp) = vV + Vi € LF(M)
D’autre part
V(1) = V20 + V2 + Vi @ Vi) + Vi) @ Vi € LP(M)
En effet, [¢V2p|+ |oV?| € LP(M) par le méme argument que précédemment, et comme

Vel Villlp < [IVell2pl Vil
est borné (cf. théoréme alors |V||Vy| € LP(M). D’ou py € HY(M) O
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1.3.1 Théorémes des espaces de Banach

Théoréme 1.3. Un espace de Banach B est réflexif si et seulement si sa boule unité
fermée est faiblement compact.

Puisque les espaces de Sobolev sont réflexifs, on utilisera ce théoréme comme suit : si on
a une certaine suite de fonctions (¢;)ieny bornée dans Hy (M) alors il existe une sous-suite
(g )ien qui converge vers ¢ € Hy(M) et iminf; o ||og o, = [l¢llm,

Théoréme 1.4. Soit p €]1,+00[ et (p;)ien une suite bornée dans LP(B), qui converge
presque partout vers p, alors ¢ € LP(B) et (¢;) converge faiblement vers ¢ dans LP(B).

1.4 Inégalité de la meilleure constante

Théoréme 1.5 (Aubin-Talenti). Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n. Pour tout € > 0 il existe A(e) > 0 tel que

Vo e HY (M) ¢

p < (K(n,p) + ) Vel + Al)llell

i nn_pp R = 2:;<n&:p1))1/p [F(n/p)F(];(Z Ti)n/p)wn_l :
[ n 1Ym
K(n1) = [wn_l]

K(n,p) est la meilleure constante au sens ot pour toute constante plus petite qui rem-
place K(n,p), 'inégalité ci-dessus devient fausse pour une certaine fonction p € HY(M).
La preuve détaillée du théoréme de T. Aubin est reprise dans le livre [3]. Beaucoup de
travaux ont été faits depuis sur la validité de cette inégalité (sur les puissances dans cette
inégalité aussi) lorsque € = 0. Des résultats ont été obtenus par T. Aubin et Y.Y. Li [9],
R.J. Biezuner [14], O. Druet [18, [19], E. Hebey et M. Vaugon [27, 2§]...

Dans le chapitre suivant (cf. théoréme , on généralisera cette inégalité par I'inégalité
de Hardy.

1.5 L’inégalité de Hardy sur une variété compacte

Définition 1.7. Soit P un point d’une variété riemannienne (M, g). pp est la fonction
définie par :
A(P,Q) si d(P,Q) < 6(M)

. (1.1)
5(M) si d(P.Q) = 6(M)

pp(Q) = {

avec §(M) le rayon d’injectivité de la variété M
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La fonction p dépend évidemment du point P € M que l'on omettra parfois dans les
notations.

Définition 1.8. Sur une variété riemannienne (M, g), on définit LP(M, p7) comme étant
Uespace des fonctions u telles que pY|u|P soit intégrable. On le munit de la norme

lull2 . = / o ulPd
M

oup>1 etp estla fonction introduite dans la définition précédente.

Proposition 1.2. Pour tout p > 1, LP(M, p7) muni de la norme || - ||, est un espace
de Banach
Preuve. La complétude de I'espace LP(M, p”) pour la norme || - ||, ,» découle du fait que

o1 = ||p7/Pul|, pour tout u € LP(M, p?) H

Théoréme 1.6 (Inégalité de Hardy). Pour toute fonction u € C°(R™), il existe une
constante ¢ > 0 telle que

LP(M) est un espace complet et que ||u

[l < elllel’Viull,
oul1<qg<p<qgn/(n—Iq),v=p—-1+n(l/qg—1/p) > —n/p et n > lq
Ce type d’inégalité & une dimension a été introduite par Hardy, puis généralisée pour
toute dimension, le livre de V.G. Maz’ja [34] est une bonne référence ou on trouvera la
preuve de ce théoréme. Dans notre étude, on s’intéresse a cette inégalité dans le cas ol

B =0et ] =1. Dans ce cas précis, la constante ¢ = K(n,q,7) est la meilleure constante
dans 'inégalité ci-dessus. Si py > —q, cette constante est atteinte pour la fonction

z— (1+ ‘x’(q+m)/(q71))(qfn)/(qﬂw)

et K(n,q,—q) = q/(n—q). (cf. [17], [33])

Théoréme 1.7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensionn etp, q et vy
des nombres réels qui satisfont (v +n)/p=—1+n/qg>0¢et1<qg<p<gn/(n—yq).
Pour tout € > 0, il existe A(e, q,7) tel que

Vu € H{(M) lullp,n < (K(n,q,7) +&)[[Vullq + Ale, ¢ 7)||ullq (1.2)
en particulier K(n,q,0) = K(n,q) la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev

Preuve. La preuve de ce théoréme est quasiment identique a celle de T. Aubin (voir [3],
chapitre 2) dans le cas des inclusions de Sobolev sur les variétés riemanniennes complétes
a courbure bornée.

On commence par montrer le lemme suivant :
Lemme 1.1. Pour tout f € H{(M) a support dans Bp(9)
[ fllp.pr < Ks(ns g IV g

avec Bp(d) une boule de centre P et de rayon 6 < 6(M). Lorsque § — 0, Ks(n,q,v) —
K(n.q,7)
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Preuve du lemme. On se place dans un systéme de coordonnées géodésiques {r,0'},
centré en P. Soit ¢ > 0 donné, si § est choisi suffisamment petit, on a les estimées de la
métrique suivantes (Aubin [3], p. 20) :

1—¢ S \/991‘91‘(7", 9) S 1 +ecet (1 —5)n_1 S V detg(ra 9) S (1 +€)n_1

ol g = dr? + r2gpigs dO*dB .
Si on pose f(z) = f(expp x), on obtient une fonction bien définie sur R™ & support dans
{z € R"; |z| < 1} qui vérifie, d’aprés le théoréme :

N 1/p _ 1/q
([ riivas) " < g ([ 195i0ar)
R™ Rn

de plus si @ = exppx € Bp(d) alors
2| = d(P,Q) = p(Q) et (1 —2)|V fle(x) < [V [ly(expp )

On déduit que
1Fllpy < (14 )P fllpsy et [V Fllg = (1 =)V v,

Finalement

Hf”p,p” < K(;(n,q, 'Y)HVqu

avec Ks(n,q,7v) = (1 — ) 1 F0=m/a(1 + &)m=D/PK(n q,7). Ce qui achéve la preuve du
lemme.

Pour terminer la preuve du théoréme, on considére un recouvrement fini {Bp,(6)}1<i<m
de M qui existe puisque la variété est compacte. Soit {h;}1<i<n, une partition de I'unité
associée a ce recouvrement. On pose

h[q}+1
— —=m g+t
S by

ol [¢] est la partie entiere de q. {Bp,(0), 7 }1<i<m st aussi une partition de l'unité de M

et 772-1/‘1 € C'(M), donc il existe H > 0 tel que, pour tout i < m : |V77i1/q| <H

Pour tout u € H{(M), on a

i

m m m
1
ull? o = Nullpapr = 1Y 0w g < 3 it lprgpr <D 0 "l
=1 =1 =1

Or d’apres le lemme [I.T], on a pour tout ¢ < m

1 1
%l 0 < K2(n,q,7) |V (0} *u)||2
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donc

1 1
lullf . < K?(n,q,v)ZA(lvm/qllul + V) ?do
i=1

SfQUWLwEZ/Nmvmq+Mvmwﬂv¢“mﬁ*www+mv¢“mmmU
i=1 M

< K§(n, ¢, ) (IVull + pmH ||Vl g Jull + vmH [[ul5)

car il existe pu, v € Ry tel que pour tout ¢t > 0, (1 +¢)? <14 pt + vtd
On a aussi pour tout z, y, A € R% gz ly < Mg —1)29 + N -9ye
Si on pose z = |Vu|ly, v = |Jull, et A = geo/(pmH (¢ — 1)) avec g9 > 0 petit, on obtient

[ullp,n < K5 (n, 0, M+ 20) [[Vull§ + Aleo) [|ullF]

On peut choisir § et ¢ suffisamment petits de sorte que Ks(n, ¢,7)(1+e0)/? < K(n, q, )+
e et si on pose A(e, q,7) = (K(n,q,7v) +¢)A(go) "/ alors I'inégalité (1.2) est établie [

Théoréme 1.8. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.

1. Si(y+n)/p=—14+n/q>0et1<q<p alors linclusion H{ (M) C LP(M,p") est
continue.

2. Si(y+n)/p>—-14n/qg>0,v<0 et q<p alors cette inclusion est compacte.

Preuve. La preuve de la premiére partie de ce théoréme est évidente compte tenu de
I'inégalité démontrée dans le théoréme La seconde partie du théoréme est établie si
on montre que H{(M) C L"(M) C LP(M, p") contintiment, ou la premiére inclusion est
compacte pour un certain r > 1 que 'on déterminera.

D’aprés l'inégalité de Holder, on a pour tout v € H{ (M)

1/r
WMWZ/WM%4</WW0 ull?
M M

ou " = r/(r — p). Pour que le second membre de cette inégalité soit fini, il suffit que
vyr/(r — p) > —n, pour le premier facteur, et 1/r > 1/q — 1/n, pour le second facteur.
De plus le théoréme de Kondrakov [I.2] assure que si > 1 satisfait la deuxiéme inégalité
alors l'inclusion H{(M) C L"(M) est compacte. On en déduit que 'on doit avoir

n +
Ly netﬁ>—1+2
r p r q

Puisque (v 4+ n)/p > —1 + n/q par hypothése alors, pour que u € LP(M,p") et que
I'inclusion soit compacte, il suffit de poser

n 1 v+n n
T s PR
T 2 P q

Comme 7 <0onan/r<(y+n)/p<n/pdoncr>p>1. O
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Remarque. Puisque la fonction p (cf. déﬁnition dépend de P € M, 'espace LF(M, p})
dépend aussi du point P choisi, et si P # P’, il n’y a pas en général d’inclusions entre
LP(M, p}) et LP(M, p},). Cependant les inclusions et les inégalités qu'on a déja montrées
dans les théorémes et sont valables pour tout point P € M.

1.6 La régularité des solutions de I’équation de type
Yamabe

Lorsque on cherche des solutions d’équations aux dérivées partielles, la premiére étape
donne fréquemment des solutions faibles (dans notre cas, elles seront dans Hy(M)). Dans
la plupart des cas on trouve la régularité des solutions en appliquant le théoréme de
régularité pour les opérateurs elliptiques a coefficients continus suivant :

Théoréme 1.9. Soient ) un ouvert de R™ et L un opérateur linéaire d’ordre 2 unifor-
mément elliptique qui s’écrit sous la forme

o a’, b’ et h sont des fonctions bornées dans C*, k € N.
Soit u une solution de l’'équation Lu = f au sens des distributions.

(i) Si f € CP*(Q) alors u € CFT22(Q)
(i4) Si f € H,(Q) alors u € H, ,(Q)

Ce théoréme est standard, on peut en trouver une preuve dans le livre de D. Gilbarg et
N. Trudinger [22].

Les deux théorémes suivants permettent de trouver la meilleure régularité des solutions
d’un certains type d’équations. Ils sont fondamentaux pour la suite, associés aux théorémes
de régularité habituels pour les opérateurs elliptiques ci-dessus. N. Trudinger [44] avait
montré que les solutions faibles de I’équation de Yamabe (voir chapitre 3) sont
toujours C'*° grace a ces deux théorémes. Le premier théoréme a été utilisé implicitement
par H. Yamabe [46] et on peut en trouver une preuve dans 'article de J. Serrin [41]. Le
deuxiéme théoréme est plus spécifique car il s’applique a des équations de type Yamabe
qu’on étudiera dans le prochain chapitre.

Théoréme 1.10. Sur une variété riemannienne compacte (M, g), si u > 0 est une solu-
tion faible dans Hy(M), non triviale, de l’équation Au + hu = 0, c’est a dire si

Yv € Hl(M) (VU,V’U)LQ + (hU,U>L2 =0

avec h € LP(M) et p > n/2, alors u € C*~IV/PLB(M) et est strictement positive bornée.
[n/p] est la partie entiére de n/p et 3 €]0, 1].
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Observons que si u est une fonction qui satisfait les hypothéses de ce théoréeme alors
Au € LP(M). Par le théoréme de régularité u € HY(M) et par les inclusions de
Sobolev, u € C*=/PLB( M)

Le théoréme [I.10] permet de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.11. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C* de dimension n.
p et h sont deux nombres réels, avec p > n/2. Si p € Hi(M) une solution faible positive
non triviale de l’équation

Agth + hap = hapns (1.4)
alors ¢ € HY(M) C C*~IM/PLB( M) et ¢ est strictement positive.

Preuve. Pour montrer ce théoréme, il suffit de montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que ¢ €
LEF2M/(n=2) (V). En effet si ¢ satisfait aux hypothéses du théoréme et quelle est dans
LEF2/(=2) (A1) alors elle est solution de I’équation

Ayu+ (h— ﬁ@ﬁ)u =0

avec h — iupﬁ € L"(M) et r = min(p, 22*2) > n/2. Par le théoréme [1.10, on en déduit
que @ est strictement positive bornée. Par le théoréme de régularité [1.9| et les inclusions
de Sobolev, on montre que ¢ appartient & HY (M) avec p > n/2.

Soient [ un nombre réel strictement positif et H, F' deux fonctions réelles continues sur
R, définies par :

7 1i0<t<l

H(t) = T
1 (ql™ % — (g — 1)17)  sit>1

4 1i0<t<l

F(t) = T
qli 't — (¢ — 1)1 sit>1
-1
ou~vy=2—1, e’51<q<M
p(n —2)

Comme ¢ est une fonction positive appartenant & Hi(M), H o ¢ et F o ¢ sont également
dans H;(M). Notons que pour tout t € R, — {l}

GH(t) = F@)F/(t), (F'(£)? < qH'(t) et F2(t) > tH(t) (L5)
Si ¢ est une solution faible de I’équation ((1.4)) alors
Ve € Hi(M) / Vo - Vipdo + / hodo = h / oM Lpdu (1.6)
M M M

ou N =2n/(n—2).
On choisit 1) = n?H o, ou 1 est une fonction de classe C' & support dans la boule Bp(24)
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de rayon 2 suffisamment petit telle que n = 1 sur Bp(d). Si on substitue dans (1.6]), on
obtient

/ 772H,O(p|V<p|2dv—|—2/ ’I]HOQDV(,D'V’I’}dU:iNL/
M M

NI H o pdv — / hon*H o pdv
M

M

(1.7)
On pose f = F o . On estimera les quatre intégrales ci-dessus, en utilisant la fonction
f et les relations ([1.5). On a Vf = F’ o 9V donc, en utilisant la deuxiéme relation de

(L.5) ) ) ,
IVfI? = (F o 9)*|Ve| <qH’os0\V90|

On en déduit que la premiére intégrale de I’égalité ((1.7)) est minorée par
1
HINZIEE R
M

La premiére relation de ([1.5)) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz impliquent que la deuxiéme
intégrale de (|1.7]) est minorée par :

2 -2
2 / nH o oV - Vido = > / 0V fVando = 21 VnlalnV fls
M qJm q

Grace a la derniére relation de ([1.5]), on a ¢H o < f2. Les deux intégrales de droite dans
(1.7) sont donc majorées par :

h/ N2 H o pdv — / hon?H o pdv
M

4/(n—2)
< [RlllelN Sy 213 + 1Bl 13, -1

ott [[¢lIN, = [, ¥ dv. Si on regroupe ces estimées, I'égalité (L.7) devient :

19V £115 = 21/ Vll2lnV fllz < q(RlellNSs 2 Inf 15 + Wl 13,0-1) (1.8)

Remarquons que pour tout nombre réel positif a, b, cet d, si a®> — 2ab < ¢® 4 d? alors
a < ¢+ d—+ 2b. En utilisant cette remarque, l'inégalité (1.8]) devient :

IV £ll2 < \falhlllel S5 Inflly + /@l bl nfllne-1) + 20 £Vl (1.9)

Par les inclusions de Sobolev (cf. théoéme [1.1]) on sait qu’il existe une constante ¢ > 0 qui
dépend seulement de n telle que

Inflly < clinV fllz + 1FVallz + [Infll2)

Le choix de ¢ (¢ < N) et I'inégalité (1.9)) permettent d’écrire

(1= e/ NIAllel X5 sl < e(y/ NlBlplnf o1 + 31 £ Valla + Infll2)
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On choisit 0 suffisamment petit pour que

ol 35> < 1/(2¢\/NJA))

ensuite on fait tendre [ vers +o00, on en déduit qu'il existe une constante C' > 0 qui dépend
de n, 6, [nlos, [[Vllos, [[2llp et ] telle que

1% lln2s < CUlE 2 + 19l 2p/0-1))

Comme p%q < N et que ¢ est bornée dans L on a

lpllgn.06 < C

Si (1;)ier est une partition de I'unité subordonnée au recouvrement {Bp, (0)}ics de la

variété M alors
el = Il s, <
iel

on en déduit que ¢ € L avec ¢N > N. En tenant compte de ce qui a été dit au début
de la preuve, le théoréeme est démontré. O

Proposition 1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, si u est une solution
faible dans Hy(M) de l’équation Au+ hu = f, ou h et f sont deux fonctions telles que

heLP(M)etfelLi(M),p>n/2etq>1, alorsu € Hmm(pq)(M)

Preuve. Distinguons les deux cas ¢ > p et g < p.
(1) Sig>p. Supposons que u € L% (M ) et satisfait les hypothéses de la proposition.
Alors hu € L (M), donc Au € Lo (M) car ps;/(p+ s;) < q. Le théoréme de
ps

regularlte assure que u € H, e (M). Ensuite, les inclusions de Sobolev H} (M) C
L*(M) sir < n/2 avec s = nr/(n —2r) et Hy(M) C C*/MB(M) sir > n/2
permettent d’écrire

Sp — N
Si+1 YOS S L LU — i g _np_
u € L+ (M) ol s;41 s Sisi S gt
P : np
u € HY(M) siosg > o5

S’il existe i@ € N tel que s; > 2;5’ — ce qui est équivalent a z% > n/2 alors u €

C%P(M), ce qui implique que Au € LP(M), donc u € HY(M) et la proposition est
démontrée. S'il existe ¢ € N tel que s; = 7= alors u € L>(M) et on conclut par le
2;L£)n
alors la suite (s;);en est croissante majorée, donc elle converge vers s = 0 ce qui est

impossible.

théoréme de régularité que v € HY(M). Supposons que pour tout i € N, s; <
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(i7) Supposons que g < p alors on doit montrer que u € Hj(M). Supposons que
u € L% (M) et satisfait les hypothéses de la proposition. Ceci implique que hu €
L%(M) donc Au € L"(M) avec r; = min(q, ;77
rité [1.9| u € Hj'(M). Donc

). Par le théoréme de régula-

Sp — N
u € L7+ (M) ot s = 5= sir; <n/2
u e HI(M) sir; >mn/2

En effet, comme u € Hy' (M), s'il existe i € N tel que r; > n/2 alors u est continue,
donc Au=hu — f € LY(M) don u € H}(M). Si r; = n/2 alors u € L>°(M) donc
hu— f € LY(M), dot v € Hy(M).

Le seul cas qui reste a étudier est bien le cas ot r; < n/2 pour tout i € N. Dans

ce cas, s'il existe i € N tel que ¢ < z% alors r;, = ¢ et w € H§(M). Sinon pour

tout 7 € N, r; = P < n/2 et on retrouve le cas (i) ou la suite (s;) est croissante

majorée et converge vers 0, ce qui est absurde.

]

Proposition 1.4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n et soit
L := A + h un opérateur linéaire avec h € LP(M) et p > n/2. Si la plus petite valeur
propre \ de L est strictement positive alors

1. L est coercif, autrement dit il existe ¢ > 0 tel que

vy € Hi(M) (L, )2 = (VU3 + [[¥]3)
ii. pour tout ¢ >2n/(n+2), L+ HM"™ PO (M) — LI(M) est inversible

Preuve. L admet une plus petite valeur propre, car si A est une valeur propre de fonction
propre ¢ alors il existe C' > 0 tel que

Ml = (L, ¥) 2 = (V|3 + /thz)dv > — (Al 1Y 15 -1 = =ClIAlLI¥ 13
Donc A > —C/||h||,. Si A est la plus petite valeur propre de L alors

FE
A= inf ()
peH (M)—{0} ||p]|3

~—

ol
E(p) = (Lp, )12 = /M (V| + he*dv

Alors pour tout ¢ € Hy(M)
E(p) = Allell3 (1.10)
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Supposons que L ne soit pas coercif, alors il existe une suite (¢;);eny dans Hy(M) qui
satisfait

1 n
E(i) < —(IVill3 + vol(M)*") et [[tilv =1

ce qui entraine

1 (M) 1

(1 - YE() < WADT —,/ h2dv

i i (Y
Puisque | [, hp7dv] < [[Allaj2, im0 E(1h;) < 0. D'autre part E(¢;) > All¢]l3 avec
A > 0. Ce qui est impossible.

Il est clair que L est injective car si Ly = 0 alors par I'inégalité (1.10]) , ¢ = 0.
Soit f € LY(M) avec ¢ > 2n/(n + 2). Montrons que I’équation

Ap+hp=Ff (1.11)

admet une solution ¢ € Hy™®? (). On minimise la fonctionnelle E définie au début de
la preuve, pour cela on pose

w = inf{E(g) /¢ € H,(M), /M fodo =1}

Soit (1);)ien une suite dans H; (M) qui minimise F, alors
lim E(¢;) = p et / fidv =1
1—+00 M
Sans perte de généralité, on peut supposer que pour tout entier naturel i, F(¢;) < p+ 1.
Ce qui implique
c(IVaillz + Iwall3) < E(i) < p+1
car L est coercif. On en conclut que la suite (1;);en est bornée dans Hy(M). Par le

théoréme de Banach (voir section [1.3.1)) et le théoréme de compacité de Kondrakov ,
on en déduit qu'il existe une sous-suite (1;);en telle que

% 1p; — 1 faiblement dans H; (M)
% 1); — 1) fortement dans L°(M) pour tout 1 <s < N
* 1); — 1 presque partout.

En particulier la suite (1;) converge fortement dans L9/~ (M) et L2P/®=1 (M) car q/(q—
1) < N et 2p/(p—1) < N. Par conséquent

/ fodv =1 et / h@/}?dv — / hap*dv
M M M
La convergence faible dans H; (M) et forte dans L*(M) entrainent que

lim [[V]ls > [Vl
j—too

On en conclut que E(¢) < p et donc nécessairement que E () = p. En écrivant I’équation
d’Euler-Lagrange pour 1, on trouve qu’elle est solution faible dans H; (M) de I’équation

(1.11)). Par la proposition on déduit que ¢ € Hy" in(p.0) (M). O



Chapitre 2

Etude d’équations de type Yamabe

2.1 Existence de solutions sans présence de symétries

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C*° de dimension n > 3. On considére
I’équation suivante :

Agp + hap = hapns (2.1)

Ou ¢ € Hy(M), h € LP(M) avec p > n/2 et h une constante. Dorénavant, ce type
d’équation s’appellera équation de type Yamabe. Dans le cas particulier h = ﬁRw
'équation est celle de Yamabe qu'on verra plus en détail dans la section [3.1] Ce
type d’équation a été déja considéré par Z. Faget [2], lorsque h est continue sur M et
invariante par un sous groupe d’isométries.

Pour résoudre ce type d’équations, on utilisera la méthode variationnelle, qui consiste a
trouver une fonctionnelle & minimiser sur un espace bien choisi. Dans notre cas ’espace
est Hy1(M). On montrera ensuite que le minimum de cette fonctionnelle est atteint pour
une certaine fonction qui sera solution de I’équation d’Euler—Lagrange. On aura l'occasion
d’appliquer cette méthode plusieurs fois.

On se place dans l'espace Hi(M), on définit I'énergie £ de ¢ € H,(M) par :

Ew) = /M VP + kv

Et on consideére la fonctionnelle [, définie, pour tout ¢ € Hy(M) — {0}, par

E()
I,(¥) = 755
! [l
On note
= inf 1 = inf E
) $EH1(M)—{0},>0 o(¥) pllx=19>0 ®)
avec N = % On note [p| la partie entiére d’un nombre réel p. Dans le cas du probléme de
Yamabe (i.e. h = ﬁRQ), I, est appelée la fonctionnelle de Yamabe, et ji(g) I'invariant

33
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conforme de Yamabe (voir section [3.1)). L’un des résultats important de ce chapitre est le
sulvant :

Théoréme 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C* de dimension n > 3
et p>mn/2. Si

wg) < K7*(n,2)
alors 'équation (2.1) admet une solution strictement positive o € Hy(M) C C=/mlB( £,
qui minimise la fonctionnelle I, (i.e. E(p) = u(g) = h et ||¢||x =1). ou 5 €]0,1].

Dans la preuve de ce théoréme, on aura besoin du lemme suivant di a H. Brezis et
E.H. Lieb [15]

Lemme 2.1. Soit (f;)ien une suite de fonctions dans un espace mesuré (2,3, ). Si
(fi)ien est uniformément bornée dans LP avec 0 < p < 400 et f; — f p.p, alors

WANE = 11f = FIB] = A1

lim
i——400

Preuve du théoréme [2.1. On commence par vérifier que u(g) est fini. En effet, d’aprés
I'inégalité de Holder, on a

E() = =AWl

on en déduit que p(g) > —||h|n2 > —o0.
Soit (;)ien une suite minimisante :

E(pi) = ulg) +0(1), llgilly =1 et ¢; =0 (2.2)

En utilisant I'inégalité de Holder encore une fois dans 1’équation ci-dessus, on obtient

IVeills < llRllny2 + 1(g) + o(1)
lill3 < (vol(M))*/"
On en déduit que (p;)ien est bornée dans Hy(M). Quitte & extraire une sous-suite, on
peut supposer qu'il existe ¢ € Hy(M) tel que
% ; —  faiblement dans H;(M) par le théoréme de Banach (cf. section [1.3.1)).

x p; — ¢ fortement dans L*(M), pour tout s € [1, N[, par l'inclusion compacte de
Kondrakov (cf. théoréme [1.2).

* (p; — @ presque partout.

On en conclut que :

/ [Blle: — @l*dv < [[All,lloi — @l3,/-1) — O fortement car 2p/(p — 1) < N
M
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On pose ¥; = ¢; — ¢, alors 1; — 0 faiblement dans H, (M), fortement dans L?(M) pour
tout ¢ < N.
On a ||Vil|3 = [Viill3 + Vel + 2 f,, Vi - Vdu. On en déduit que

E(ei) = E(p) + [ Vill5 + o(1)

Puisque E(p) > u(g)||¢ll3 par définition de u(g) et E(p;) = u(g) + o(1) par définition de
la suite (¢;)ien, on en déduit que

u el + IVealz < ulg) +o(1) (2.3)

On applique le lemme a la suite (¢;)en, on trouve

lillx + llelly +o(1) =
il + llelly +o(1) =

Par le théoréeme [L.O]
[0l % < (K?(n,2) + )| Veil5 4 o(1)

I'inégalité (2.5)) devient donc
(K*(n,2) + ) [IVeill; + lellz + o(1) > 1

Si on utilise cette derniére inégalité dans (2.3)), on trouve

p@elly + 11Veills < nlg)[(K7(n,2) + )Vl + llll}] + (1)

Finalement
[1 = u(g)(K?(n, 2) +)][|Vall5 < o(1)

Si u(g) < K7%(n,2), on peut choisir ¢ de sorte que le premier facteur de cette inégalité

soit strictement positif. On en déduit que (v;);en converge fortement vers 0 dans Hq (M),
@i —  fortement dans Hy(M) et LN (M) d’ou I,(p) = u(g).
On vient de mettre en évidence une solution non triviale de 1’équation de type Yamabe

A+ hap = p(g)p™ !

qui satisfait [[||y = 1 et ¢ > 0. Par le théoréme [1.11, ¢ € HY(M) c C=V/PLB(M) et
p > 0. O

Proposition 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C*°. On a toujours :

pu(g) < K7%(n,2)
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Preuve. Soient P un point fixé de M et u. une fonction radiale définie sur M par

n—2

ue(Q) = (%%2) - (ﬁ) if @ € Bp(9)
0 if Q € M — Bp(3)

our =d(P,Q) et Bp(d) est la boule géodésique de centre P et de rayon . Montrons que
lim. o I,(u:) = K~%(n,2), ce qui entrainera I'inégalité de la proposition car u(g) est bien
le minimum de /,,.

Puisque u, est radiale

r

_ o2 T
Vu. = dpu. = —(n — 2)e CEEIE

En intégrant le carré de ce gradient sur M, on obtient :

4 n+1
2 2 n—2 r
/M |Vu|*dv = (n — 2)“w,_1¢ /0 2 + 52)ndr

En effectuant le changement de variable t = r /¢ on trouve

) ) d/e tn—f—l

D’autre part h € LP(M) avec p > n/2 donc

/M hu2dv < [[h|pl[uell3, 1

Par le méme changement de variable t = r/¢, on a

2p/(p—1) ° € Ean opn [O/° 1 =
p/(p— n—1 — n—1
||UE|’2p/(p_1) < /0 <—r2 n 62) " dr < ewt /0 (t2 - 1) " dt

donc ||u5||%p/(p_1) = O(*7%). Puisque p > n/2, on en déduit que

lim [ huZdv =0 (2.7)

e—0 M

Il nous reste & calculer ||u.||y*. Lorsque on prend I'intégrale des puissances de u. on peut
négliger le terme constant dans 'expression de u. (des détails sur les puissances de wu,

sont donnés dans 'appendice [A] équation (A.20])). D’ou

5/5 tn_l
HUEH% = Wn—-1 \/O mdt + O<€n72) (28)
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Il est bien connu que la fonction

n—2

8 T
Ve L —— _—
) (Ix!2+62>

est solution de I'équation Agu = n(n — 2)u™~! sur R", ou A¢ est le Laplacien euclidien
sur R™. C’est aussi la fonction qui réalise la meilleure constante de 1'inégalité du théoréme
[1.5] (page sur R”. On a donc K?(n,2)||Vu.||3 = ||ve||3. Autrement dit, si on calcule
Vo2 et ||ve]|3, en passant aux coordonnées polaires, on trouve :

n—2

((n 22w, /0 m %dt) (wnl /0 o %dt) T K2m2) (29)

En combinant (2.6), (2.7)), (2.8) et (2.9)) on conclut que
lim Iy (u.) = lim(/ |Vu|*dv +/ hu?dv)|]u5||;,2/N = K *(n,2)
e—0 e=0" Jar M

Ce qui entraine que (M, g) < lim._o [,(u.) = K~2(n,2). O

2.1.1 Application

On considére 1’équation suivante :

n+2

At + pﬁa¢ = Rypn2 (2.10)

oit R € C°%(M), a, R sont deux nombres réels et p la fonction distance (cf définition |1.7)).
On pose

R
Eul) = /M Vil + o

Ig,a(@ |E|’a(w)

~ el
ta(g) = inf Iy 0(p) inf  Fu(p)

@EH (M)—{0},p>0 llelln=1,0>0

| 2
N

Proposition 2.2. Si 0 < a < 2 et pa(g) < K~*(n,2) alors Uéquation (2.10) admet
une solution o, € C'~VP(NM) strictement positive qui satisfait E,(0a) = palg) = R et
lPally = 1.

Preuve. Sion pose h:= R/p* € LP(M) avec 2 > n/p > «, alors cette proposition est un
corollaire immédiat du théoréme 2.1] O
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Le cas critique o = 2

Ce cas correspond a I’équation non linéaire de Schrodinger avec le potentiel de Hardy et
I'exposant critique. Il a été déja étudié sur R™ par S. Terracini [43] et D. Smets [42] qui
ont montré 'existence et non existence de solutions de 1’équation ci-dessous pour a = 2
et p = |z| sous certaines conditions. Le théoréme obtenu ici est le suivant :

Théoréme 2.2. Si yy(g) < [1 + min(R(P),0)K?(n,2,—2)]K2(n,2) et
1+ R(P)K?*(n,2,—2) > 0 alors il existe py € Hyi(M) solution non triviale de l’équation
(2.10) pour o = 2.

Preuve. (a). On montre que po(g) est fini et lim, o- ta(g) = u2(g). Pour tout € > 0 il
existe d > 0 tel que si @ € Bs(P) alors |R(Q) — R(P)| < ¢, de plus si ¥ € H(M) et
|v||nv = 1 alors

[[£2]]oo
52

E>(W) = |[Vlls - II¢II§+(R(P)—€)/ p iy

Bs(P)

Par le lemme et 'inégalité de Holder :
Ey($) > [1+ (min(R(P),0) — €) K (n, 2, =2} VO[3 — | Rllocd w0l (M)*/"
Si 1+ R(P)K?(n,2,—2) > 0 alors il existe € et § tels que
Ey(¢)) > —|[ R0 2vol(M)*"

Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, nous permet d’écrire que pour tout
e Hi(M) — {0} : limy—o- Iy a(?¥0) = I52(¢0). On en déduit que lim, o 1o (g) = pa(g)-
Il existe alors aq tel que pour tout a € [ag, 2] : pa(g) < K~%(n,2)

(b). On montre que la famille {4 }acjag,2; est uniformément bornée dans Hy(M). Cette
famille satisfait les résultats de la proposition donc pour tout « € [y, 2]

R

@allz < vol(M)"™ et [|Vipall3 +/ —pidv < K72(n,2) 4+ 62| Rl|oollall?
Bs(P) P

Mais

R
/ B2 du > (min(R(P), 0) — £)K2(n, 2, ~2) [ Vigal
Bs(P) P°

d’ou
[1 4 (min(R(P),0) — £)KF(n, 2, -2)]|[Vealls < K2(n,2) + 6 || R||ocvol (M)

Compte tenu de I'hypothése sur R(P), on peut choisir e suffisamment petit pour que le
premier facteur de cette inégalité soit strictement positif.

(c). Tl existe une suite (q;);en a valeur dans [ag, 2[ qui converge vers 2, telle que la suite
de fonctions (g, )ien converge faiblement dans Hy (M), L2(M, p=2), LN (M) et fortement
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dans LY(M) vers une fonction ¢y > 0, avec ¢ < N (voir la section [1.5| pour la définition
de L?(M, p") et le théoréme [1.7)).
Pour tout ¢ € Hy(M)

R _
/ Ve, Vipdu + / py P, VAV = L, (g> / Qpi\z lwdv
M M P M

On veut passer a la limite dans cette égalité. C’est immeédiat pour la premiére intégrale,
d’aprés la convergence faible dans H;(M). Pour la seconde intégrale :

R
< ‘/ _;b(@ai — p2)dv
M P

La convergence faible dans L*(M, p=2) et le théoréme de la convergence dominée de Le-
besgue impliquent que le second membre converge vers 0.

Comme (g, )ien est uniformément bornée dans LY (M), (o} ~!)ien est uniformément bor-
née dans LY/ N=1_ Alors

fia, (9) /M e Mpdv — ps(g) /M @y pdo

R R 1 1
‘/ T%W - —2902¢dv +/ |ngpai —— —2]@11)
M P P M p

pe

On en conclut que p, est une solution faible de I’équation (2.10)) pour a = 2. Il nous reste
a montrer que @, n’est pas identiquement nulle. Le théoréme montre que

1= (el < (2(1.2) + )t (g) — /M %deUHAII%Ib (2.11)

Ce méme théoréme implique encore une fois

R R R
/ a.wiidvz/ amiidv+/ -2, dv
M PN Bs(P) P M—Bs(P) PV

> (min(R(P),0) — )(K2(m. 2, ~2) + &) (1o (9) — /M gwizdw Allgal

d’ou

R, (min(R(P),0) — £)(K*(n, 2, ~2) + )
/M 7 o 2 T Cin(R(P), 0) — o) (W2 (m, 2, —3) 1 )] ")

_A,|’<100éi||§ (212)

Le dénominateur ci-dessus est strictement positif, si € et & sont suffisamment petit. Les
constantes A et A’ ne dépendent pas de ;. Des inégalités (2.11)) et (| -, on tire

1+ (min(R(P),0) — e)(K3(n,2,—-2) + &) — (K*(n,2) + €) ia, (9)

A"l pa,ll > 1+ (min(R(P),0) — ¢)(K2(n, 2, —2) + &)

Le second membre de cette expression reste strictement positif lorsque i — +o00, alors il
existe ¢ > 0 tel que |23 > ¢ O
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2.2 Existence de solutions en présence de symétries

2.2.1 Le groupe d’isométries et le groupe conforme

Définition 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne C*. le groupe d’isométries I(M, g)
et le groupe conforme C(M,g) de (M, g) sont définis par

I(M,g) ={f € C*(M,M)/f"g =g}
C(M.g) ={f € C®(M,M)/f*g=¢"g, h € C*(M)}

Définition 2.2. Soit G un sous groupe du groupe I(M,g).

1. On dit qu’une fonction f dans H] (M) est G—invariante si et seulement si pour tout
o € G, o*f = f presque partout, ou k € N et ¢ > 1. L’ensemble de ces fonctions
est noté Hy (M) sik > 1, LE(M) sik =0, et Hyo(M) siq=2.

2. Une métrique ¢’ est dite G—invariante si et seulement si G C I(M,g')

3. (9]¢ est la classe des métriques G—invariantes conforment a g définie par :
9]9 ={g=¢lg/f € C™(M), G C I(M,g)}

Résoudre 1'équation de type Yamabe en présence de symétries revient a chercher
une solution G—invariante, strictement positive de 1’équation , ou h est fonction
G —invariante presque partout. E. Hebey et M. Vaugon [20] ont introduit cette équation
lorsque h est proportionnelle a la courbure scalaire R, qui est évidemment G'—invariante.
Dans ce cas le probléme a une signification géométrique que 'on précisera dans le cha-
pitre 3] Afin de trouver des solutions & ce probléme, E. Hebey et M. Vaugon ont utilisé la
technique des points de concentration, sans utiliser I’analogue de I'inégalité de la meilleure
constante pour 'espace Hy g(M). Cette inégalité s’avérera fondamentale pour trouver la
condition suffisante dans la résolution de I’équation de type Yamabe sans présence de sy-
métries (cf. théoreme [2.1)), elle a été obtenue par E. Hebey et M. Vaugon [29], aprés
leurs travaux sur le probléeme de Yamabe équivariant, lorsqu’ils ont étudié les inclusions
de Sobolev pour les espaces G—invariants. Ils ont obtenu les résultats suivants :

2.2.2 Inégalité de la meilleure constante en présence de symétries

Théoréme 2.3 (Hebey—Vaugon). Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe I(M,g). Soit k la plus petite dimension

des orbites de M sous G. On pose p* = % sin—k—p#0.

1. Si p est un réel tel que 1 < p < n — k alors pour tout ¢ € [1,p*], Uinclusion
HY (M) C LE(M) est continue. De plus si q € [1,p*| elle est compacte.

2. Sip >mn—k alors pour tout ¢ > 1, l'inclusion HY (M) C L{,(M) est continue et
compacte
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(T. Parker [36] avait aussi travaillé sur les inclusions de Sobolev pour les espaces G—invariants).
On note par Og(P) lorbite du point P sous Iaction de G. La meilleure constante dans
ces inclusions a été calculée par Z. Faget [20].

Théoréme 2.4 (Z. Faget). Sous les hypothéses du théoreme précédent, si on pose
A = min{vol(O¢(Q))/Q € M et dimOg(Q) = k}

(si G a des orbites finies alors k =0 et A = mingep cardOg(Q)) et 1 < p <n —k alors
pour tout € > 0, il existe B(e) tel que

Kp(n - kap)
Ap/(n—k)

Vio € HY (M) il < ( +o)IVelly + Ble)llelly

K(n —k,p) A=Y=k est la meilleure constante.

Soit h une fonction dans Lg,(M) avec p > n/2 et g € [2,-25]. On considére Péquation de
type Yamabe (avec un exposant ¢) suivante :

A+ hip = hap?™! (2.13)

oil h est une constante. Le but de cette section est de chercher des solutions Y > 0 et
G—invariante dans H} . On attachera plus d’attention au cas ¢ = N = % Posons pour
tout ¢ € Hy g(M).

~—

Elp .
STl 9T e Wy e
ou E(p) a été défini au début de la section
Notons que si ¢ = N, I’équation et la fonctionnelle [, , s’identifient a 1’équation
et a la fonctionnelle [, respectivement. Par contre p(g) < pnc(g) car pnyc(g) est
obtenu en prenant des fonctions tests dans Hy (M) C HZ(M) (voir la section pour
les définitions de I, et u(g)).

Iq,g(@)

Proposition 2.3. Si g € [%,%[ et gc(g) > 0 alors Uéquation (2.13) admet une

solution ¢, € Hj,(M), G—invariante, strictement positive et qui minimise I, 4, pour
h = pqc(9)-

Preuve. * Soit (¢;);en une suite minimisante dans Hy (M) telle que |||l = 1 et p; > 0
alors (¢;)ien est bornée dans Hy (M), en effet (E(¢;))ien est une suite convergente dans
R, on peut donc supposer qu’elle est majorée par p,c(g) + 1, d’ou

lill3 < vol(M)@=2/]| ;]2 < wol(M)\a=2/a
\W%%IEWD—Aﬁﬁm

< pga(g) + 1+ Cllhll,
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* Le théoréme de Banach (voir section [1.3.1]) assure l'existence d'une sous-suite (¢;);en
de (¢5)ien, qui converge faiblement dans H; (M) vers une fonction ¢, et que

lim inf [Veps [z + [lpsllz = [[Vieallz + gl

* Il existe une sous-suite (¢ )ren de (p;) en, qui converge fortement dans LI(M) vers la

fonction ¢, si g € [%, 20 [ 11 en résulte que ||,y =1

il en résulte aussi que
1ec(9) = kgrfoo Iq.(or) 2 1gg(i0q)

on en déduit que I, ,(p,) = pea(9), ¢4 > 0 et que ¢, est G—invariante presque par-
tout. Donc ¢, minimise la fonctionnelle I, ,. On écrit I'équation d’Euler-Lagrange pour la
fonction ¢, on trouve :

Vo Hio(D) [ Vi Vb, - paalolvey o =0 (214)
M

On doit montrer que 1'égalité reste vraie pour tout ¢ € Hi(M). C’est 1a qu’on
utilise I'hypothése 1,¢(g) > 0 qui montre que la plus petite valeur propre A de l'opérateur
L := A, + h est strictement positive. En effet si A < 0, il existe une fonction propre 1) > 0
non identiquement nulle telle que

E(y) = (L, v)12 = A¢]3 < 0

D’autre part E(¢)) > unc(9)|[¢[|% > 0, ce qui est absurde. Maintenant la proposition [1.4]
montre que L est inversible. Comme ¢, € LN@=D(M) et N/(g—1) > 2n/(n+2), il existe
une unique fonction @, solution faible de I'équation

Lg = piga(g)el

h est G—invariante, ainsi que A,, donc 0*@, est solution de la méme équation pour tout
o € G. Par unicité 0*¢, = ¢,, ¢, est donc G—invariante. D’autre part

Ve Hig(M)  (L{pg = ¢q),¥)r2 = 0

Si on choisit ¢ = ¢, — ¢, alors ¢, = @4, car L est coercif, d’apres la proposition
Finalement ¢, est une solution faible, non triviale de I’équation

Agp + (h = pigc(9)el ) p =0

avec (h — pga(g)pl?) € L¥(M), ou s = min(p, (q_ﬁﬁ) > n/2. Par le théoréme
@, est bornée, strictement positive, donc Ay, € LP(M). Par le théoréme de régularité,
g € Hg,(;(M)' ]
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On s’intéresse maintenant au cas ot ¢ = N dans ’équation (2.13)). On obtient d’abord le
résultat suivant :

Proposition 2.4. Si k := infgep dim Og(Q) > 1 et pn(g) > 0 alors Uéquation (2.13))
admet une solutjon on € HY(M), qui minimise Iy ,, G—invariante et strictement positive
pour ¢ =N et h = pua(M,g).

Preuve. D’aprés le théoréme si k> 1, linclusion Hy (M) C LY (M) est compacte.
C’est ce qui manquait pour que la preuve de la proposition [2.3] soit valable pour ¢ = N.
¢n est donc solution faible dans Hiy (M) de (2.14). Pour montrer qu’elle est solution
faible pour tout ¢ € Hy(M), il suffit d’utiliser argument déja utilisé a la fin de la preuve
de la proposition , en utilisant le fait que l'inclusion Hy o(M) C L% (M) est continue,
ot 2* =2(n —k)/(n — k —2) (cf. théoréme [2.3). Ceci entraine qu’il existe s > 2n/(n + 2)
tel que N ' € L3(M). Le résultat de la proposition s’étend donc & ¢ = N lorsque
k> 1. O

Théoréme 2.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. G un sous groupe de
I(M,g). Si
0 < una(g) < K2(n, 2)(Qin]fwcardOG(Q))2/”
€

alors pour ¢ = N, léquation (2.13) admet une solution p € Hj o(M) C C1=/PLB ()
strictement positive, G—invariante et minimisante pour la fonctionnelle Iy 4.

Preuve. On fait tendre ¢ vers N pour les solutions ¢, de 1’équation , obtenues
grace a la proposition . En utilisant la proposition le probléme est résolu si
k= ianeM dim Og(Q) Z 1.

Supposons que k = infyep dim Og(Q) = 0. On pose

¢ = {Soq solution de (2.13)) , g >0, ||90q||q =1let MqG(g) = Iq,g(ﬂpq)/q € [q0, N[}

ensemble des solutions données par la proposition [2.3] avec ¢y €]2p/(p — 1), N[ suffisam-
ment proche de N de sorte que i, ¢(g) reste strictement positive pour tout ¢ € [go, V.
Ce qui est possible car

Vg € [0, N[ pq.c(9) = Log(0g) = Ing(@o)llqlly’ = tna(g)eglly® >0

D’autre part, pour tout € > 0, il existe p. € HY (M) strictement positive telle que

Ing(pe) < una(g) +¢

Puisque

lim sup Mq,G(g) < lim Iq,g(@e) = IN,g(Qpe)
q—N qg—N

on en déduit que

lim Sup ta.c(9) < pna(g) (2.15)
q—)
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L’ensemble ® est borné dans HZ(M), en effet :
lqllz < wol(M)24 gyl < 1 +vol(M)!/2-HN
IVeealls = taclg) - /thpgdv

< Iog(1) + Rl lleqllzp -1y
< N llwol (M) + || ll2q 15,61
< CllAlly
ou C' est une constante strictement positive qui dépend seulement de n. L’ensemble &

est donc faiblement compact dans HZ(M), on en déduit qu’il existe une suite (¢;)en qui
converge vers N telle que

% @, — pn faiblement dans Hy(M).
% g, — pn fortement dans L*(M) pour tout 1 < s < N.
* (g — YN presque partout.

Donc ¢ est nécessairement G—invariante presque partout.

Puisque ¢, satisfait '’équation (2.13) pour h = tg.c(g) et ¢ = ¢;, alors pour tout ¢ €
Hl(M) .

/ijvjapqidv+/ hwgpqidv:uqhg(g)/ wgpgzﬁ_ldv (2.16)
M M M

D’autre part, 'inclusion de Sobolev Hy (M) C LY (M) et I'inégalité de Holder permettent
d’écrire

N <ellVeulle + lleall)¥ Tt < C

_ N—q;
0% | wyv—1) < vl (M) N [lipy,

car ® est bornée dans Hi(M). Donc, a extraction de sous-suite pres, <qu‘1 converge

faiblement vers X~ dans LY/N=1 (M) (voir les théorémes des espaces de Banach dans
la section [1.3.1)) et par l'inégalité (2.15), on peut supposer que fi, c(g) converge vers .
Par conséquent on peut passer a la limite dans , on en déduit que ¢y est solution
faible de I’équation pour g = N et h = 1. Montrons que ¢y n’est pas identiquement
nulle. Puisque ¢, est G—invariante presque partout, on peut appliquer 'inégalité de la
meilleure constante en présence de symétrie du théoréme ;

Ve >0 gl < (K%(n, 2)| Jnf, cardOg(Q)] /" +¢) | Vepy, 2

2+ B(e)lleq,

g € ® et en utilisant I'inégalité de Holder :
g, lI3 > vol(M)*N=2/% o |7, = vol (M)*/N=2/
on peut donc écrire que

2
2

vol(M)*N =2/ < (K*(n, 2)| dnf, cardOg (Q)] /" + £) (1t4..c(9) —/ hig dv) + B(e) ey,
M
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Quand i — +00, iy, a(g) — p et vol(M)*N=2/% — 1 donc

1< (K, )] juf cardOG(@)] " +2)(u— [ higkdv) + BE)on3

eM M

Comme p < pna(g) < K~2(n,2)(infgen cardOg(Q))*™, on peut méme supposer qu'’il
existe gp > 0 tel que

(2 (n,2) fnf eardOG(Q)) " + ol < 1~ ey

cela entraine l'existence d'une constante C'(gg) > 0 telle que
B(eo)llenlz + Cleo)lhllplonl . = o

alors px n’est pas identiquement nulle. On vient donc de montrer que ¢y est une solution
faible positive, non identiquement nulle et G—invariante presque partout de I’équation

Agpn + hpy = e ! (2.17)

Par le théoréme [I.11} o € Hj (M) est strictement positive. Il reste & montrer que py
est minimisante pour la fonctionnelle Iy, = I, et que p = pun(g). On revient pour cela a
la suite (¢,,) qui converge fortement vers ¢y dans L°® pour tout 1 < s < N. En utilisant
l'inégalité de Holder et le fait que ||¢g ]l = 1, on a I'inégalité suivante :

(3

/ o endv < [lonllaai-n+1)

M

En passant a la limite dans cette inégalité et grace au fait que ¢, — @y fortement dans
LYV~ et que ¢y est continue sur M (i.e. oy € HY(M)), on en déduit que ||on|ly < 1.
D’autre part, si on multiplie I’équation (2.17)) par ¢ et on intégre sur M, on trouve que

pllenlIN 2 = Ing(on) > pne(g)

Dot p > pne(g). En combinant avec I'inégalité (2.15]), on conclut que p = una(g) et
lenlln = 1. N

Remarque La méthode que I'on vient d’utiliser dans la preuve de ce théoréme n’est pas
valable dans le cas ol y,¢(g9) < 0, car Uopérateur L = A, + h n’est plus inversible. On
verra dans la section que si la fonction h est proportionnelle & la courbure scalaire
Ry de g, alors on peut s’en tirer grace au théoréme d’unicité des solutions [3.7

Si on reprend la méme démarche utilisée pour montrer le théoréme [2.1] afin de démontrer
le théoréme , on montre qu’il existe ¢y solution faible dans Hy (M) de 'équation
. Plus précisément ¢y est solution de I'équation (2.14)), pour tout ¢ € Hy (M) et
pour ¢ = N. Pour que ¢y soit une solution de ’équation , pour tout ¢ € HZ(M)
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et pour ¢ = N, il suffit de montrer que 'équation Lu = uyc(g)ey ' admet une unique

solution faible u = ¢ € Hy (M) puis utiliser le méme argument que celui de la fin de
la preuve de la proposition (voir page . Malheureusement, on ne peut pas conclure
qu’il existe une telle solution ¢y, car la proposition [1.4] assure 'existence d’une telle
fonction, si f € LI(M) avec ¢ > 2n/(n + 2), or oy~ € L2+ (0r).

Dans le cas positif (i.e. u(g) > 0), le théoréme [2.1] est une conséquence du théoréme [2.5]
en prenant G = {id}.

Proposition 2.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C*®. G un sous groupe
de I(M,g). On a toujours :

pelg) < K2 (n,2)( jnf cardOG(Q)*"

Preuve. L’inégalité est triviale si infgeps cardOg(Q) = +00. Supposons qu'il existe une
orbite minimale finie et soit P un point de cette orbite. Autrement dit

5161]& cardOg(Q) = cardOg(P) < 400

Oc¢(P) = {P}1<i<k, P = Py et k = cardOg(P). Soit u. la fonction définie dans la
preuve de la proposition @ que 'on note u, p car elle dépend du point P qu’on avait
fixé arbitrairement. Soit donc wu. p, les fonctions obtenues en remplacant P par P, dans
I'expression qui définit u. p. Enfin, on pose

k
Ua = Z Ue, p;
i=1
D’autre part on choisit ¢ suffisamment petit tel que pour tout o € G — {id}

Bp(5) N Ba(p)(é) =0

Puisque u. p, est radiale (i.e. pour tout o € I(M, g), 0*Ue,p, = Ue o-1(p,)), 00 en déduit par
cette construction que la fonction U, est G—invariante, a support compact et que pour
tout 1 <<k :

k
E(U.) = Z E(u.p,) = kE(ucp) et |U||} = kllu p,

i=1

N
N

Finalement

1,(U:) = kz/nlg(ue,P)
La proposition [2.1 montre que lim. o I,(U.) = k*"K~2(n, 2) O



Chapitre 3

Le probléme de Yamabe avec
singularités

Dans ce chapitre on interprétera géométriquement les résultats obtenus dans le chapitre [2|
On donnera une signification géométrique aux équations de type Yamabe qu’on a déja
résolues. On commence par un rappel historique sur le probléme de Yamabe.

3.1 Le probléme de Yamabe

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C* de dimension n > 3, R, désigne la
courbure scalaire de g. Le probléme de Yamabe est le suivant :

Probléme 3.1. Parmi les métriques conformes a g, existe-t-il une métrique a courbure
scalaire constante ?

Yamabe [46] avait posé ce probléme dans le but de résoudre la conjecture de Poincaré. Si
on pose § = p* (™2 g une métrique conforme & g, ott ¢ > 0 est une fonction C*°, alors
les courbures scalaires Iz,, Rj sont reliées par I’équation suivante :

4(n__21)Ag¢ + Ryp = Rgp" ™" (3.1)
avec N = %

Pour résoudre ce probléme, il suffit de chercher une fonction C'*°; strictement positive ¢
solution de I’équation aux dérivées partielles non linéaire ci-dessus. L’équation est
appelée I'équation de Yamabe. On utilise la méthode variationnelle pour résoudre cette
équation. H. Yamabe a posé la fonctionnelle suivante, définie pour tout ¢» € H; (M) — {0}

par
g [V Rt
i - T
47

Iy(¢) = (3.2)
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ensuite, il a considéré le minimum de /,; et a défini I'invariant conforme suivant :

= inf I
o) =, pint o L)

La difficulté majeure dans la recherche des solutions est le fait que I'inclusion de Sobolev
H(M) C Li(M) est seulement continue pour ¢ = N. Par contre cette inclusion est
compacte si 1 < ¢ < N. Yamabe a donc commencé par résoudre une "sous-équation" :

4(n—1)

— A+ Ry = pg(9)¢" (3.3)

o g€ [2,N], N=2n/(n—2) et pu,(g9) € R, ensuite a fait tendre ¢ vers N. H. Yamabe
a affirmé que l'ensemble {¢, > 0 solution de (3.3)),q € [2,2n/(n — 2)[} est uniformé-
ment borné dans C°(M). Or N. Trudinger [44] a montré que c’est seulement vrai lorsque
tq(g) < 0. Finalement, H. Yamabe a seulement réussi a résoudre le probléeme dans le cas
négatif et nul de p(g). Le cas positif est resté ouvert jusqu’a ce que T. Aubin [2] montre
qu’il suffit de prouver la conjecture suivante pour résoudre le probléme dans tout les cas.

Conjecture 3.1 (T. Aubin [2]). Si (M, g) est une variété riemannienne compacte C'™
de dimension n et non conformément difféomorphe & (Sy, gean) alors

1(M, g) < pu(Sn, gean) (3.4)
ot (M, g) = inf{Iy(¢), ¥ € Hi(M) —{0}}

Dans la suite, on écrira p(g) en place de u(M, g).

T. Aubin a montré que cette inégalité est vraie pour les variétés de dimension n > 6, non
conformément plates et pour les variétés conformément plates de groupe fondamental
fini, non trivial. Le cas des variétés conformément plates et des dimensions 3,4 et 5 a
été résolu par Schoen [37], en admettant le théoréme de la masse positive. Finalement,
la conjecture ci-dessus est toujours vraie. Grace essentiellement aux travaux de Yamabe
[46], T. Aubin [2] et Schoen [37], le probléme de Yamabe est complétement résolu dans
le cas des variétés riemanniennes compactes C'* (voir aussi [10],[11], [I2] pour résolution
avec une méthode topologique).

Théoréme 3.1 (Aubin—Schoen). Soit M une variétés compacte C*, de dimensionn > 3.
pour toute métrique riemannienne g de classe C'*°, il existe une métrique conforme g =
@2 g de courbure scalaire constante Rj, ou ¢ est une fonction C*, strictement posi-
twe, qui minimise la fonctionnelle de Yamabe 1.

On s’intéresse maintenant au probléme de Yamabe avec singularités.
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3.2 Choix de la métrique

Soit M une variété compacte C'° de dimension n > 3 et g une métrique riemannienne
sur M.

Hypothése (H) : g est une métrique dans 'espace de Sobolev HY (M, T*M @ T*M) avec
p > n. Il existe un point By € M et § > 0 tels que g est C* sur la boule Bp,(6).

Les métriques que l'on considére sont dans l'espace HY(M,T*M & T*M), défini dans la
section [I.3] On a choisi cet espace de métriques pour donner un sens aux courbures, qui
sont donc dans LP. (On peut supposer g de classe C? dans la boule Bp,(d) au lieu de C*,
mais ce n’est pas un point important).

En fait, 'objectif de cette partie est surtout d’étudier le probléme de Yamabe dans le cas
ou la métrique g a un nombre fini de points de singularités et est C'™ en dehors de ces
points, 'hypothése (H) généralise ces conditions et précise la notion de "singularité".
Par les inclusions de Sobolev [L.1}, Hy (M, T*M @ T*M) C C#(M, T*M ® T*M), pour un
certain 8 €]0, 1[. Donc les métriques qui satisfont I’hypothése (H) sont de classe C1°. Les
Christoffels sont dans C” et les courbures de Riemann, Ricci et scalaire sont dans LP car
elles font appel a la dérivée seconde de la métrique g qui est seulement dans LP. Comme
exemple de métrique qui satisfait 'hypothése (H), on peut considérer g = (1 + p?~*)™go,
ol go est une métrique C*, a €]0, 1] et p est définie dans . Les dérivées secondes de g
ont alors des singularités du type p~®.

Dans la suite, beaucoup de résultats seront vrais pour toute métrique dans HY (M, T*M ®
T*M), avec p > n/2 (c’est la valeur minimale de p qui donne un sens a la fonctionnelle de
Yamabe. Le cas p = n/2 est un cas critique, il est hors de considération). L’hypothése (H)
impose en plus que la métrique est C*> dans une certaine boule et que p > n. On rajoute
la condition p > n pour que les Christoffels de la métrique g € HY (M, T*M @T*M) soient
continus. L’hypothése (H) est suffisante pour montrer la conjecture (cf. théoréme
et pour construire la fonction de Green du Laplacien conforme (cf. section .

On considére le probléme suivant :

Probléme 3.2. Soit g une métrique qui satisfait l’hypotheése (H). Existe-t-il une métrique
g conforme a g pour laquelle la courbure scalaire R; est constante (méme aux points ow
R, n’est pas réguliére) ?

Il est clair que si la métrique initiale g est de classe C'™°, alors le probléme ci-dessus n’est
autre que le probléme de Yamabe qui a été déja complétement résolu. On montrera
plus loin que la réponse & ce probléme est positive. La proposition suivante, permet de
préciser ce que l'on entend par changement de métrique conforme lorsque les métriques
sont dans Hj.

Proposition 3.1. Soit g une métrique dans HY et 1 € HY(M), strictement positive. Si
p > n/2 alors la métrique g = wﬁg est bien définie, et elle est dans le méme espace que
g.
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Preuve. Cette proposition découle du fait que HY(M) est une algébre, pour tout p > n/2

(cf. proposition [1.1 page [22)). ]

3.3 Le Laplacien conforme

Définition 3.1. Le Laplacien conforme d’une variété riemannienne (M, g) est l'opérateur
L, défini par :

-2
=A,6 + n

L — R
7 4n—-1)""

g

3.3.1 L’invariance conforme faible

Il est bien connu que le Laplacien conforme lorsque g est C'*°, est conformément invariant,
c’est a dire qu’il vérifie (3.5)) fortement. On montre qu’on a toujours la méme propriété
lorsque la métrique est dans HY(M,T*M @ T*M).

Proposition 3.2. Soient M wune variété compacte C'*° de dimension n > 3 et g €
HY(M, T*M Q T*M) est une métrique riemannienne sur M, avec p > n/2. Si g = @Dﬁg
est une métrique conforme a g, avec Y € HY(M) et ¢ > 0, alors L est faiblement confor-
meément invariant, autrement dit

Yu € Hy(M) ¢%Lg(u) = L,(¢u)  faiblement (3.5)

De plus si u(g) > 0 alors le Laplacien conforme L, = A, + 481;_21)1% est inversible et
coercif.

Preuve. Rappelons que dvg = 1/}%(311) et que
Vu,w e L*(M)  (u,w)y 2 :/ uwdu,
M

est le produit scalaire sur 'espace L?*(M) muni de la métrique g.
Pour tout u,w € Hi(M) :

2n
WﬁLgua w)g,L2 = (Lgu, w)ngQ
= /M g(Vu, Vw) + nguwdvg

— 2 n+2

- /M V2g(Vu, Vw)+4(7;—_1)39¢m(uw¢)dvg

D’autre part, on sait que les deux courbures scalaires R, et R; sont reliées par I'équation
de Yamabe (3.1)), ce qui est équivalent a

- 2 n
hRQw niz faiblement

Ly =
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ce que l'on écrit
n—2

n+2
m(Rgd)” s uww)glz

(nga uww)g,L2 =

ou il y a un abus de notation car uwi n’appartient pas forcément a L*(M). Par contre
Ly € LP(M) C L™*(M) et uwyp € L™= (M), le produit est donc bien défini. Par
conséquent

5 Ly )y = [ 00(T0,F0)+ 9V, Vlawh) + 47 R(uw)do,
_ /M g<v<¢u>,v<w¢»+Jn—‘_i)fzgwm(wwdvg

= (YLg(Yu), w)g 12
On a utilisé le fait que ut et wip appartiennent a H; (M), car on a les inclusions
HY(M) c CIB(Ar), HP(M) C L¥5 (M) et Hy(M) C L=z (M)

Maintenant, montrons que L, est inversible et coercif. Soit A la plus petite valeur propre
de L, de fonction propre ¢ € H;(M) positive, non identiquement nulle, alors

Mells = (Lo, @)g.r2 = L(0)lell% > p(g)llellz >0

d’ou A > 0. Il suffit donc d’appliquer la proposition [I.4]

3.4 L’invariant conforme de Yamabe

Dans le cas des métriques de classe C°, u(g) est un invariant conforme, ce qui signifie
que si g et g sont deux métriques conformes de classe C* alors

(voir la section pour la définition). La proposition suivante montre qu’on peut étendre
cette propriété a des métriques dans HY. Elle nous permettra aussi de prendre une mé-
trique quelconque dans la classe conforme [g] comme métrique initiale, tout en gardant la
valeur de p(g) inchangée.

Proposition 3.3. Soit M une variété compacte C*, de dimension n. Soit g et g = wﬁg
deux métriques dans HY, avec v € HY(M), strictement positive. Si p > n/2 alors
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Preuve. Soient u € H;(M) une fonction test et I, la fonctionnelle de Yamabe (3.2)).
Remarquons que E(u) = (Ly(u), u)y 2. Donc

Ii(u) = (Lg(u), u)gr2[lugp||
De la proposition on en déduit que
I(u) = (Ly(yu), Yu)g 2 u[|

Finalement

I(u) = I,(w) (3.6)
ce qui implique que u(g) = p(g), et que cet invariant dépend seulement de la classe
conforme [g] et de la variété M. O

3.5 La fonction de Green du Laplacien conforme

Définition 3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et P un point de M. On
appelle fonction de Green au point P d’un opérateur linéaire L, la fonction Gp qui vérifie
au sens des distributions

LGp = dp(«=Vf e C*(M) (Gp,Lf) = f(P))

La fonction de Green peut étre vue comme 'inverse de 'opérateur L, lorsque ce dernier est
inversible. La proposition montre ’existence d’une telle fonction pour un opérateur du
type L = A+h avec h > 0 continue. Malheureusement, la méthode utilisée pour construire
cette fonction de Green n’est pas valable lorsque la fonction h est dans LP(M). Ce cas se
présente pour le Laplacien conforme L, car R, € LP(M). Mais, grace a la proposition
on pourra s’en tirer, et obtenir le corollaire [3.7 Pour montrer son existence lorsque h est
continue, on aura besoin du résultat suivant di a G. Giraud [23] (On peut aussi consulter
[3], page 108).

Proposition 3.4. Soit Q un ouvert d’une variété riemannienne compacte (M,g). , ¥
deuz fonctions continues sur 0 x Q — {(x,z) € Q x Q} qui vérifient :

[o(P, Q)| < e(d(P,Q)*™ et [v(P,Q)| < c(d(P,Q))" ™
pour tout (P,Q) € 2 x Q —{(z,z) € Q x Q}, ou «, B €]0,n].
alors la fonction x définie par :
W(P.Q) = [ AP RUR.Qu(R)
est continue sur 2 x Q —{(z,x) € Q x Q} et est vérifie :

c(d(P,Q))+on sia+pf<n
IX(P,Q)] < { c(1+1ogd(P,Q)) sia+B=n
c sta+fB>n

dans le dernier cas la fonction x est continue sur €2 x €.
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Proposition 3.5. Soit M une variété compacte C*> de dimension n > 3, h une fonction
continue, strictement positive et P un point de M. g une métrique qui satisfait [’hypo-
these (H) (cf. section . Il existe une unique fonction de Green Gp de l'opérateur
L = Ay + h qui satisfait au sens des distributions LG'p = dp et

(1) Gp est C* sur Bp,(d) — {P}

(it) Gp € C*(M — {P})

(iit) Il existe ¢ > 0 tel que pour tout Q € M — {P}, |Gp(Q)| < cd(P,Q)*™

Preuve. L’unicité de Gp est due au fait que L est inversible. En effet, si A est une valeur
propre de L et ¢ une fonction propre, non identiquement nulle, associée a A alors

Mlell3 = (L, )12 = E(p) >0

D’ou A > 0. Pour conclure, il suffit d’appliquer la proposition [1.4. En ce qui concerne
'existence de cette fonction, on reprend la construction de T. Aubin [3] pour le Laplacien,
dans le cas des métriques C*°. On choisit f(r) une fonction radiale décroissante C'*
positive, égale a 1 pour r < /2 et nulle pour r > §(M), le rayon d’injectivité de M. On
définit les fonctions suivantes :

_ f)
H(P7 Q) - (n _ Q)Wn—l
Fl(Pa Q) = _LQH(Pa Q)
Vie N TP Q)= / (P, S)Ir'Y(S, Q)dv(S)

M

r?" avec r = d(P, Q)

ou LoH (P, Q) signifie qu’on applique l'opérateur L a la fonction H(P,()) par rapport a
Q.

On observe que T'! est continue sur M x M — {(Q,Q) € M x M}, et il existe ¢ > 0 tel
que pour tout P, Q) € M

ITY(P, Q)| < cd(P,Q)*™

En utilisant la proposition [3.4] on montre les inégalités suivantes :

cd(P, Q)% si2i<n
vi>1  |TY(PQ)| < c(1 +logd(P,Q)) si2i=n
c si2t>n
La fonction de Green de L s’écrit
k .
Gr(@) = H(P.Q)+ Y [ T'(P.SH(S.Qu(S) + Fo(Q) (3.7)

i=1 Y M
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ot Fp est une fonction que I'on détermine dans les lignes qui suivent. On prend k = [n/2]
alors T*1(P,.) est continue (cf. proposition. On veut LoGp(Q) = 0 pour Q # P. On

a l'identité
HQ) = A, /M H(P,Q)u(P)du(P) /M AQH(P, Q(P)dv(P)

(La preuve est donnée dans [3], page 106). D’ou

WQ =L [ HP.QUP)P) - | LoH(P.Qu(P)du(P)
M M
En utilisant cette derniére identité, on trouve que

LoGp(Q) = —T"(P,Q) + LoFp(Q)

Puisque L est inversible, il suffit de poser Fp comme 'unique solution de 1’équation
LFp =TFY(P,.)

Par le théoreme de régularité Fp est de classe C?.

(i) Comme L,Gp = 0 sur Bp,(§) —{P} et que la métrique est C*° sur Bp,(9), le théoréme
de régularité affirme que Gp est C* sur Bp,(§) — {P}, avec P € M et Bp,(d) — {P} =
Bpo((S) si P ¢ BP0(5>'

(i7) On a aussi LGp = 0 sur M — {P}. On conclut par le théoréme de régularité que Gp
est C? sur M — {P}.

(737) En observant I'expression qui définit Gp, on remarque que le terme dominant,
au voisinage de P, est bien H(P, (), donc pour tout P # @),

GP(Q)] < cd(P,Q)*™"
0

Proposition 3.6. Soit g une métrique dans HY(M,T*M @ T*M), g = w%g une meé-
trique conforme a g, avec 1» € HY(M), strictement positive et p > n/2. On suppose que
le Laplacien conforme Lg admet une fonction de Green Gp, alors L, admet aussi une
fonction de Green notée Gp et elle donnée par

vQ e M —{P}  Gp(Q) =v(PIW(Q)Gr(Q)
Preuve. Pour toute fonction ¢ € C*°(M) :

(G(PY0Gp, Lyg)y = V(P) /M GroLy v(E))y,
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La deuxiéme égalité ci-dessus vient de I'invariance conforme faible du Laplacien conforme
(cf. proposition [3.2)). La troisiéme inégalité est réalisée car pour tout @) € M — {P}

GP(Q)] < cd(P,Q)*"

donc Gp € L*(M), pour tout 1 < s <n/(n—2) et Lz € LP(M) avec p > n/2. On peut
done choisir s pour que (Gp, Lgﬁ)g soit fini. ]

Proposition 3.7. Soit M une variété compacte C*> de dimension n > 3. g une métrique
riemannienne qui satisfait Uhypothése (H). Si pu(g) > 0, alors le Laplacien conforme L,
admet une fonction de Green Gp,, qui satisfait au sens des distributions LG p, = dp, et
(i) Gp, est C* sur Bp,(6) — {Fo}

(i1) Gp, € HY(M — Bp,(r)) pour tout r > 0.

(i17) 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout Q € Bp,(0) — { Py}, |Gp,(Q)] < cd(Py, Q)*™

Preuve. Puisque p(g) > 0, L, est nécessairement inversible. On en déduit que si L,
admet une fonction de Green, celle-ci est unique. La proposition [2.3] permet de montrer
que I’équation

A+ g0 Fath = acl9)0"! (3.8)

admet une solution 1» € HY (M), strictement positive (pour ¢ < N suffisamment proche
de N et G = {id}). De plus, puisque la métrique g est C*° dans Bp,(9), les théorémes de
régularité montrent que ¢ est également C'*° dans cette méme boule. La métrique g :=
¢$ g satisfait donc 'hypothése (H). D’aprés 'équation de Yamabe (3.1)) (cf. page
la courbure scalaire de la métrique g est
4(n—1)
n—2

b

R; = pac ()

Par conséquent, Rj; est continue et strictement positive car p, (g) > 0. On est maintenant
en mesure d’utiliser la proposition , qui assure 'existence d’une fonction de Green G P
du Laplacien conforme L pour la variété M muni de la métrique g. Par la proposition
on conclut que Gp, = ¥(Fp)YGp, est la fonction de Green du Laplacien L,. Comme les
métriques g et g sont C* sur Bp,(J) et que G p, satisfait les propriétés de la proposition
les propriétés énoncées pour G'p, sont vérifiées. n

On dit la fonction de Green G p est normalisée si
lim > ""Gp(Q) = 1
r—0
Autrement dit, si Gp est normalisée alors
Lng == (TL — 2)u)n_15p

our=d(P,Q) et w, 1 est le volume de la sphére S, ;. Lorsque il s’agit de la fonction de
Green G p, du Laplacien conforme L4, on peut toujours la normaliser car elle est d’ordre
r27". On gardera la méme notation pour la fonction de Green normalisée.
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3.6 La métrique de Cao—Giinther

Dans ’article [30] sur le probléme de Yamabe, J.M. Lee et T. Parker ont montré que sur
une variété riemannienne (M, g), il existe un systéme de coordonnées normale {(U;, ;) }ier
et une métrique ¢’ conforme a g tels que det ¢ = 1+ O(|z|™) avec m aussi grand que 'on
veut. J. Cao [16] et M. Giinther [24] ont montré (indépendamment) qu’on peut avoir, en
fait, det ¢’ = 1.

Définition 3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. g est une métrique de
Cao—Grinther, si elle est conforme a g et s’il existe un systeme de coordonnées dans lequel
detg=1.

Théoréme 3.2 (Cao-Giinther). Soient M une variété de dimension n et de classe C¢T27
avec a € N, 8 €]0, 1[. g une métrique riemannienne de classe C*4P et P un point de M.
Alors il existe une fonction ¢ strictement positive, de classe C*9 | avec 3’ €0, 3| telle
que det(pg) = 1, dans un systéme de coordonnées normales pour la métrique g d’origine

P.

On remarque que si la métrique g € HY (M, T*MQT*M) avec p > n, alors elle est de classe
C18, la variété (M, g) admet une métrique de Cao-Giinther. Il n’est donc pas utile de
supposer que la métrique g est C'> dans une boule pour 'existence de telles coordonnées.

3.7 Le théoréme de la masse positive

Dans cette section, on rappelle les résultats obtenus au sujet de la masse positive.

Définition 3.4. Une variété riemannienne M muni d’une métrique C'*°, g est dite asymp-
totiquement plate d’ordre T > 0, s’il existe une décomposition M = My U My, (avec My
compacte) et un difféeomorphisme Mo, — R™ — Bg(O) pour un certain R > 0 tels que :

955 =05+ 0(p77), Okgiy =0(p"7"), gy =O(p™™?) (3.9)

quand p = |z| — +oo dans les coordonnées {z'} induites sur M. Les {z'} sont appelés
les coordonnées asymptotiques.

On écrit g;; = 0;; + O"(p™7) si g;; satisfait (3.9). D’une facon analogue, on peut définir
O" pour tout fonction.

Définition 3.5. Etant donné une variété riemannienne asymptotiquement plate (M, g)
avec des coordonnées asymptotiques {z'}, on définit la masse de la fagon suivante :

m(g) = lim w;—ll / 8p<gpp - gii) + p_l(ngpp - gii)dap
ptoo 9Bp (p)
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Cette définition de la masse dépend des coordonnées asymptotiques. R. Bartnik [I3] a
montré que si (M, g) asymptotiquement plate d’ordre 7 > (n — 2)/2, alors m(g) est bien
définie et dépend seulement de la métrique g.

Le théoreme de la masse positive s’énonce comme suit :

Théoréme 3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 3, asymptoti-
quement plate d’ordre T > (n — 2)/2, de courbure scalaire positive. La masse m(g) est
toujours positive ou nulle. De plus m(g) = 0 si et seulement si (M, g) est isométrique a
Uespace euclidien (R™, &) muni de sa métrique canonique.

Beaucoup de mathématiciens ont contribué a la preuve de ce théoréme, essentiellement
T. Aubin [5, 6] R. Schoen et S.T. Yau [38, 139, [40], E. Witten [45].
Récemment T. Aubin [5] a montré que :

Théoréme 3.4. Si g est une métrique de Cao—Giinther, L, est inversible et si au voisinage
de Py € M la fonction de Green normalisée Gp, de Ly s’écrit

Gp(Q) ="+ A+0(r)

avec r = d(Py, Q), alors A > 0 sauf si (M, g) est conformément difféomorphe a la sphére
(Sns Gean), auquel cas A = 0.

On utilisera les deux théorémes [3.3] sous réserve de leur validiteé.

3.8 Théoréme d’existence de solutions sans présence de
symétries

Théoréme 3.5. Soit M une variété compacte C*° de dimension n > 3, g une métrique
riemannienne qui satisfait Uhypothése (H). Si (M, g) n’est pas conformément difféomorphe
a la sphere (Sp, Gean), alors u(g) < K=%(n,2).

On montre ce théoréme sous réserve de la validité du théoréme [3.41

Ce théoréme affirme que la conjecture de T. Aubin reste vraie pour des métriques qui
satisfont ’hypothése (H) (pas nécessairement C'*° partout).

Pour montrer ce théoréme, on se base sur les travaux de T. Aubin et R. Schoen dans le
cas ol g est C'°. La stratégie est la suivante : on construit des fonctions test pour la fonc-
tionnelle I, a support dans des petites boules géodésiques. Puisque le probléme est local
et que la métrique g est C'*° sur la boule Bp,(¢), alors la preuve du théoréme ci-dessus
est identique & celle dont la métrique g est C*° sur M (c’est pour cette raison qu’on a
supposé que la métrique est C*° dans la boule Bp,(d)). On prendra donc les fonctions test
de T. Aubin et R. Schoen a support dans Bp,(0).
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Preuve du théoréme [3.8. Si p(g) < 0 alors I'inégalité est triviale. A partir de main-
tenant jusqu’a la fin de la preuve, on suppose que p(g) > 0. Quitte & considérer une
métrique conforme, on peut supposer que g est la métrique de Cao—Gilinther donnée par
le théoréme En effet, p(g) est un invariant conforme d’aprés la proposition .
Deux cas se présentent :

(a) Soit (M, g) n’est pas conformément plate en Py et n > 6. Dans ce cas, on pose p. = N,
n une fonction cut-off de support dans Bp,(2¢), n = 1 sur Bp, (), 2¢ < 0 et

n—2

)2 r = d(Py,Q)

€
72 + g2

@ = (

Comme suppy C Bp,(§) et que la métrique g est de classe C* sur cette boule, on obtient
le lemme suivant (cf. T. Aubin [2]) :

Lemme 3.1.
K2(n,2) — c|W(P)]?e* + o(e?) sin > 6

< Iy(pe) <
p(g) < Iy(pe) { K=%(n,2) — c|W(P)[>e*log L + O(c*) sin =6

ot |W(P)| est la norme du tenseur de Weyl au point F.

J.M. Lee et T. Parker ont donné une preuve simple de ce lemme, en utilisant les co-
ordonnées géodésiques conformes en Py (cf. [30]). Par hypothése la métrique n’est pas
conformément plate au voisinage de Py et n > 6 donc |[W(Py)| # 0 d’ot u(g) < K~%(n,2).
(b) Soit (M, g) est conformément plate en Py ou n = 3, 4 ou 5 : Puisque p(g) est un in-
variant conforme, quitte & considérer une métrique conforme a g, on peut supposer que la
métrique est celle de Cao—Giinther et que la fonction de Green normalisée G'p,, construite
dans la proposition |3.7] s’écrit :

Gp,(Q)=7""4+A+0(r)

au voisinage de Fy, avec r = d(Fp, Q) (cf. larticle de J.M. Lee et T. Parker [30] pour la
preuve de ce développement limité).

Si la métrique g satisfait I’ hypothése (H) et que (M, g) n’est pas conformément difféo-
morphe a la sphére (S, gean ), par le théoréme , nous savons que A > 0. Considérons
alors ¢, la fonction test introduite par R. Schoen [37], définie pour tout @ € M par :

v:(Q) si Q € Bpy(po)
p:(Q) = go[Gp, — 1(Gp, — 1> = A)|(Q) si Q € Br,(200) — Bry(po)
EOGPO(Q) siQQeM— Bpo (2p0)
avec 2pg < 0, (pg ;2)(”_2)/ 2 =¢o(p3 ™ + A) et n une fonction réelle positive C>, décrois-
sante sur R, & support dans | — 2pg, 2po[, identiquement égale a 1 sur [0, po|, dont le
gradient vérifie |[Vn(r)| < py'. Puisque la métrique g est C™ sur Bp,(2py) C Bp,(9) et
que Gp, € HY(M — Bp,(po)) (voir le corollaire [3.7)), alors on a I'estimée suivante de p(g),
obtenue par R. Schoen [37] :
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Lemme 3.2.
1(g) < I(pe) < K%(n,2) + ceg(cpo — A)

Comme A > 0 alors on peut choisir py suffisamment petit (cpy < A) pour que p(g) <
K=2%(n,2).
]

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréme qui résout le probléme [3.2] pour les
métriques qui satisfont ’hypothese (H).

Théoréme 3.6. Soit M une variété compacte C*° de dimension n > 3, g une métrique
riemannienne qui satisfait ’hypothése (H), alors il existe une métrique g conforme a g
ayant une courbure scalaire Rz constante, solution du probléme @

Ce théoreme affirme qu'il existe toujours des solutions pour I’équation de type Yamabe (12.1))
(page et que I'hypothéese du théoreme est toujours satisfaite avec h = ﬁRg.

Remarque Dans 'énoncé du théoréme [2.1] la métrique g est supposée étre de classe
C. Ce théoréme reste vrai si 'on suppose que la métrique est dans H) avec p > n. Pour
le voir, il suffit de remarquer que si g € HY, il existe une solution faible pour I’équation
(2.1) (preuve identique). La seule chose qui peut changer est la régularité de la solution
faible. Dans ce cas, on aura la méme régularité car les coefficients de A, sont continus.

Preuve. Si (M, g) est conformément difféomorphe a la sphére S,,, munie de la métrique
canonique geqn, alors il n’y a rien & montrer car (S,,, gean) €st & courbure scalaire constante.
Sinon (M, g) n’est pas conformément difféomorphe & (S, gean). Au quel cas, on a l'in-
égalité

p(g) < K~%(n,2)

par le théoréme . Le théoréme nous fournit une solution ¢ € Hy (M), strictement
positive, de I’équation (2.1, ou h = 4(’;—121)Rg et h = pu(g). D’aprés 'équation (3.1)), la

métrique § = wﬁ g est & courbure scalaire constante R = 4(::21)u(g). ]

3.9 Unicité des solutions

Pour le probléme de Yamabe classique (i.e. la métrique g est C*°), on sait qu’on a unicité
des solutions & une constante multiplicative prés dans le cas ou l'invariant conforme de
Yamabe p(g) est négatif ou nul. Le théoréme suivant, montre qu’on a toujours les mémes
résultats lorsque la métrique est seulement de classe HY, avec p > n.

Théoréme 3.7. Soit g une métrique dans HY (M, T*M @ T*M), avec p > n. Si u(g) <0,
alors les solutions de ’équation (3.1) sont uniques & une constante multiplicative pres.



60 CHAPITRE 3. LE PROBLEME DE YAMABE AVEC SINGULARITES

Preuve. Soit ¢, et o deux solutions strictement positives de I’équation (3.1)). Les mé-
4

n—

triques g; = ¢/ ?g sont a courbures scalaires constantes R;, ot ¢ = 1 ou 2. On pose

Y= %, donc g1 = @Dﬁ go2. Ce qui entraine que v satisfait

n—2 n

_9 ni2
Agtp + 1 Rotp = mRﬂﬁ’H (3.10)

1)
Par le théoréeme de régularité , on en déduit que 1) est de classe C%# car les coefficients
du Laplacien sont C°. En effet, dans une carte locale :

Ayt = =V V' = —g7 (80 — T};001))
et les Christoffels sont donnés par
F?j = gkl(aiglj + 0911 — O19i;)

Ils sont dans HY, et continus si p > n. D’autre part, remarquons que R; et Ry sont
forcément de méme signe. Pour le voir, il suffit d’intégrer ’équation sur M, avec
I’élément de volume de gs, et utiliser le fait que l'intégrale du Laplacien d’une fonction
C? est toujours nulle.

Si pu(g) < 0, alors R; < 0 pour @ = 1 et 2. Supposons que ¢ atteint son maximum
en (1 € M et son minimum en () € M alors Ay, (Q1) > 0 et Ay,(Q2) < 0. Par
conséquent, si on évalue I’équation au point ()1 et (o, on obtient les deux inégalités
suivantes :

?ﬁ%(Ql) < et wﬁ(cb) > =

de 1a on tire que ¢ = g—f et que @1 et o sont proportionnelles.
Si p(g) = 0 alors Ry = Ry = 0 et I'équation (3.10) est réduite & Ay = 0, ot ¢ est
constante. O

3.10 Application

Prenons le cas particulier d’'une métrique

go =1+ p5*) "0
ol gy est une métrique riemannienne C*, « €]0, 1] et pp, la fonction distance donnée par
la définition (page . Les dérivées secondes de g, ont des singularités du type p~,
ce qui entraine qu’il existe une fonction continue Ry telle que la courbure scalaire de g soit

de la forme R, = %. Cette fonction est dans LP(M), si p < . Comme a €]0, 1] alors on

peut trouver un p > n car = > n. Pour cette valeur de p, on conclut que la métrique g,
est dans HY (M, T*M ® T*M) et elle satisfait I'hypothése (H) car la fonction pp, est C*
sur Bp,(6(M)) —{Fy}, avec 6(M) le rayon d’injectivité de M.
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Soit ¢ une fonction strictement positive dans HY(M) et g = gpﬁ Jo une métrique
conforme & g,. Si on veut que g soit une métrique qui résout le probléme (cf. page
alors il suffit que ¢ soit solution de I'équation de type Yamabe ([2.10]). D’aprés le théoréme
et la proposition une telle solution existe toujours.

3.11 Le probléme de Yamabe équivariant

3.11.1 Le probléme de Hebey—Vaugon

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C* de dimension n. G un sous groupe
du groupe d’isométries I(M, g). E. Hebey et M. Vaugon [26] ont considéré le probléme
suivant :

Probléme 3.3. Eziste-t-il une métrique go, G—invariante qui minimise la fonctionnelle

_ fM Rydu(g')
([ do(g))

ot g' appartient a la classe G—conforme de g :

J(g")

9] =={g=¢'g/f € C®(M), 0*G=3 Vo eG}

(Les définitions sont données dans la section [2.2)).

Ils ont démontré que ce probléme a toujours des solutions, sous réserve de la validité du
théoréme de la masse positive [3.3] La résolution de ce probléme a deux conséquences.
La premiére est 'existence d’une métrique go, (M, g)—invariante et conforme a g, telle

que la courbure scalaire de gy est constante. En effet, si gy = gpﬁ g est une métrique
qui minimise J, alors ¢ est I(M, g)—invariante, solution de I’équation d’Euler-Lagrange
de J. Cette équation est bien celle de Yamabe , avec iz = R, une constante qui
joue le role de la courbure scalaire de gy. La deuxiéme conséquence est que la conjecture
de A. Lichnerowicz [32] ci-dessous est vraie. Par les travaux de J. Lelong-Ferrand [31] et
M. Obata [35], on sait que si (M, g) n’est pas conformément difféomorphe & (S, gean)
alors le groupe conforme C'(M, g) est compact et il existe une métrique g’ conforme a g
telle que I(M, ¢') = C(M, g).

Conjecture 3.2 (A. Lichnerowicz [32]). Pour tout variété riemannienne (M, g), com-
pacte C*, de dimension n et qui n'est pas conformément difféomorphe a (Sp, Gean), il
existe une métrique g conforme a g de courbure scalaire Ry constante et pour laquelle

I(M,g) = C(M, g).

On a déja remarqué que les métriques qui résolvent le probléme de Hebey—Vaugon
sont nécessairement solutions de I’équation de Yamabe ({3.1)). Par conséquent, le probléme
de Yamabe classique, décrit a la section correspond au cas particulier G = {id} du



62 CHAPITRE 3. LE PROBLEME DE YAMABE AVEC SINGULARITES

probléme [3.3]

Au début de ce chapitre, on a rappelé le probléme de Yamabe, ensuite on a montré que
les équations de type Yamabe admettent toujours des solutions, si la fonction h est
proportionnelle & la courbure scalaire R, (cf. théoréme . On essaye de faire le méme
travail lorsque un sous groupe G du groupe d’isométries agit sur M. Les métriques ne
seront pas nécessairement C, mais elles vérifient 'hypothese (H) (cf. section [3.2)).

Probléme 3.4. Supposons que la métrique g € HY(M,T*M & T*M). Eziste-t-il une
métrique g dans la classe conforme G—invariante de g qui minimise la fonctionnelle J et
pour laquelle la courbure scalaire Ry est constante partout ?

Si la métrique g est C'*° alors ce probléme est exactement le probléme de Hebey—Vaugon [3.3]
Si la métrique g minimise la fonctionnelle J définie au début de la section [3.11] alors la
courbure scalaire de § est automatiquement constante. Plus précisément, si § = % ("2 g,
avec 1) € HY(M), strictement positive et G—invariante, alors ¢ est solution de I’équation
de Yamabe (3.1)).

3.11.2 L’invariant de Yamabe G —conforme

Soit I, la fonctionnelle de Yamabe définie par (3.2)) (page . Pour ce probléme, on
considére seulement des fonctions test dans Hy (M), I'espace des fonctions dans H; (M),
G —invariante.

Définition 3.6. L’invariant G—conforme de Yamabe ug(g) est défini par :

= inf T
Holg) = b 1)

La proposition suivante justifie la terminologie employée.

Proposition 3.8. Soit M une variété compacte C*. g € HY(M, T*M & T*M) une mé-
trique riemannienne, avec p > n/2. Alors

1. NG(Q) = ﬁ infg’e[g]G J(g')

2. 8i g € lg]® alors uc(g) = pa(g).

Preuve. Pour tout ¢’ € [¢], il existe ¢ € Hj (M), strictement positive telle que g’ =
djﬁ g. Par I’équation de Yamabe (3.1]) :

_nx2 M= 1
Ry = 72 (44— Agth + Ry)

En intégrant cette équation sur M par rapport a I’élément de volume dvy, on obtient

/M Ryduvy = /M (4

n—1
n—2

1
—5 Agt + Ryv)dv, =4

EY)

n
n
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D’autre part

| vy = o1
M
On en déduit que
N n—1
Tg') =451, (0) (311)

En prenant la borne inférieure, on obtient la premiére propriété. Pour la seconde propriété,
il suffit de reprendre la preuve de la proposition[3.3] En effet, si ¢’ est la métrique considérée
ci-dessus alors, d’apres 1’équation ((3.6))

Vo € Hy (M) Iy () = I;(Y)

3.12 Théoréme d’existence de solutions en présence de
symeétries

Théoréme 3.8. Soit M une variété compacte C*° de dimension n > 3. g une métrique
riemannienne qui appartient o HY(M,T*M @ T*M), avec p > n. Si

1
pe(g) < Zn(n — 2)w?"(cardOg(P)) Y™

alors l'équation (3.1) admet une solution strictement positive p € Hj o(M) C C=m/mlB(pr),

G—1invariante. De plus la métrique g = goﬁg est solution du probleme et de courbure
_ 4n-1)

scalaire constante Ry = == j1c(g).

Preuve. Si ug(g) < 0, d’aprés le théoréeme les solutions de 'équation de Yamabe
sont proportionnelles. Si ¢ est une solution de alors pour tout ¢ € G, c*p est
également une solution. Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que o*¢ = cp. D’autre
part, ||[c*¢|l2 = ||¢[l2. On en déduit que ¢ = 1 et que ¢ est G—invariante.

Supposons que ug(g) > 0. Notons que

1
K2(n,2) = Z—Ln(n — 2)w?/m

I'expression de K (n,q) est donnée dans le théoréme (page (1.5))). Il suffit d’appliquer
le théoréme pour h = ﬁRQ, qui entraine que 1'équation (3.1)) admet une solution
¢ € Hjy (M), strictement positive et minimisante pour la fonctionnelle I,. D’aprés la

relation (3.11)), la métrique goﬁ ¢ minimise la fonctionnelle .J'. O
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Remarque D’aprés le théoréme [3.8] la condition suffisante, pour trouver une solution
G —invariante de I’équation de Yamabe ({3.1]) est que I'inégalité

pa(g) < n(n— 1)W72lé111(0ardOG(P))2/”

soit toujours vraie.

On a vu que dans le cas particulier ot G = {id}, cette inégalité est vraie pour toute variété
compacte (M, g), non conformément diffecomorphe & (S, gean), munie d’'une métrique g
qui satisfait I'hypothése (H) (cf. théoréme [3.5)).

Dans le cas out G est un sous groupe quelconque de I (M, g) lorsque (M, g) est une variété
riemannienne compacte C*°, E. Hebey et M. Vaugon [26] ont annoncé cette inégalité sous
forme de conjecture (cf. conjecture[5.1]). Ils 'ont démontrée dans certains cas (cf. théoréme
. Dans le chapitre 5] on démontre qu’elle est vraie dans de nouveaux cas (par contre,
vu la complexité de la preuve et des arguments utilisés, on n’est pas encore en mesure
d’adapter la preuve, dans le cas ou la métrique est seulement dans HY).



Chapitre 4

Calculs techniques sur la courbure
scalaire

Dans tout ce chapitre, on suppose que M est une variété compacte C*°, de dimension
n > 3, g est une métrique riemannienne C'*°, munie de sa connexion riemannienne, notée
V,. On note par V” la dérivée covariante V7 - - - V% ou 3 € [1,n]’ sont des multi-indices,
et |5] = 4. On note par [1,n] 'ensemble des entiers naturels entre 1 et n.

Définition 4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne et Wy le tenseur de Weyl associé
a g. On définit lentier w au point P par

w(P) = inf{|g] € N/ V"W, (P)|| # 0}
(et si ||[VPW,(P)|| = 0 pour tout multi-indices 3, alors w(P) = +00).
Pour des raisons de simplicité, on omet P dans w(P). On a les propriétés suivantes :

Propriétés 4.1. Soit g une métrique conforme a g. On note @ l’entier défini ci-dessus
associ€ a la métrique g. Alors

w=w

w est conformément invariant.

Preuve. Si g = gpﬁ g, alors W = gpﬁ W, (cf. remarque aprés la définition , avec ¢
une fonction C'*°, strictement positive. Par conséquent

Vi<w VW,(P)=0<=Vi<d V'W;(P)=0

65
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4.1 Calculs sur l'intégrale de la courbure scalaire

Cette section est consacrée au calcul de I'intégrale de la courbure scalaire sur une spheére
de rayon r assez petit. Ces calculs ont été effectués par T. Aubin [7, 8], que I'on reprendra,
avec des preuves détaillées. Notons par S(r) la sphére de dimension n — 1 et de rayon r,
et par do, I’élément de volume sur S(r). On note par [ la valeur moyenne

y 1
dv=—— [ »d
/MSO v vol(M)/M(p v

L’ intégrale de la courbure scalaire que l'on calculera joue un réle important dans la
fonctionnelle de Yamabe . On verra que si elle est négative alors la conjecture de
Hebey—-Vaugon est démontrée. Mais dans certains cas, elle est positive, ce qui com-
plique la preuve de la conjecture 5.1} Notons qu’on a déja démontré que l'inégalité large
suivante est toujours vraie

n(n —2)

1 W™ (cardOg (P)) Y™

p1e(g) <
pour tout variété compacte (M, g), de dimension n > 3 (cf. proposition page 46| ),
méme dans le cas ot on met h une fonction quelconque a la place de R,. On constate
qu’il y a certaines informations contenues dans R, qu’il faut absolument utiliser pour
démontrer la conjecture.

Définition 4.2. Soit P un point fizé de M. On note u(P) Uentier naturel, défini comme
suit : |V 3R, (P)| = 0 pour tout |3| < u(P) et il existe 8 € [1,n]*F) tel que |V 3R, (P)| # 0.
Dans un systéme de coordonnées normales {x'} d’origine P

R,(Q) = R+ 0(P+)

o R = r#P) > 18l=u(P) VR, (P)EP est un polynome homogéne de degré u(P), qui repré-

sente la partie principale de Ry, r = d(P,Q) = |x| et & =

Pour des raisons de simplicité, on omet P dans pu(P).
Le lemme [5.2] énoncé dans le chapitre suivant, et le développement limité de la métrique
donnent :

Lemme 4.1. On a toujours p > w, g;; = 6;; + O(r**?) et ]S(T)Rgdar = O(r**2) ce qui
entraine que fs(r) Rdo, = 0 lorsque ji < 2w + 2.

Preuve. Par le développement limité (5.3) (voir le chapitre suivant), g;; = d;; + O(r“+?).
Puisque la courbure scalaire R, est obtenue, en dérivant deux fois les composantes de la
métrique, alors R, = O(r*). Ce qui veut dire que la partie principale R est d’ordre 1 > w.
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Intéressons nous a ] S(T)Rgdar, elle est d’ordre 2w + 2. En effet, on a le développement

suivant
2w+1

Ry(Q) =D (D VsRy(P)E )™ + O+

m=p |Bl=m

avec 7 = d(P,Q) et (r,&7) un systéme de coordonnées géodésiques. En intégrant cette
égalité sur la sphére S(r), sachant que lintégrale d’un polyndéme homogéne de degré
impair sur la sphére est nulle, on obtient

/ Rydo, =Y C(m,n)A) Ry (P)r™ + O(r**?)
S(r)

m=u

pour une certaine constante C'(m,n), qui dépend seulement de n et m. Comme les cour-
bures de la métrique ¢ satisfont le lemme , pour tout m < w, AR, (P) = 0. Donc

/ R,do, = O(r**?)
S(r)

]

Soit {z*} un systéme de coordonnées normal en P et {r,£'} un systéme de coordonnées
géodésiques. Le lemme [4.1| entraine qu’il existe un tenseur symétrique h tel que

g=E+h
avec h = O(r**?), alors
g=E+h=(0up+ hap)dz® @ dx’ = dr® + (sij + hi;)(rd&") @ (rd€?)
ol (s;;) sont les composantes de la métrique standard sur la sphére S,,_; et

0x® Oz
ij = _~_~ha,67 hir - hrr =0
ro&t ro&i
Remarquons que h;; = O(r“*?). On peut donc décomposer (h;;) de la fagon suivante :
hij = "2y + r?t g 4 hy; (4.1)
otl §, § et h sont des 2-tenseurs symétriques définis sur la spheére S,_;. On choisit
{Z, %}19«9_1 et {dr,rd¢'}1<i<n—1 comme bases locales de l'espace tangent T'M et

cotangent T*M respectivement. Notre but dans le choix de ces bases est d’avoir

9ij = Sij + hijs grr =1 €t gip =0
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et d’éliminer une fois pour toutes le 72 qui apparait, en passant aux coordonnées géodé-
siques. Les composantes ¢g” de l'inverse de la métrique sont

gij _ i i O(r2“+4)

ot b = s*s3'hy,. On fait monter et baisser les indices, en utilisant la métrique (s;;), sauf
pour la métrique g. On note par V la connexion riemannienne sur la sphére, associée a s.
Par des calculs directs, T. Aubin [7] a montré que :

Théoréme 4.1.
R = Vijgijrw et
Rdo, = [B/2 = C/4— (1 +w/2)*QIr*“ ) + o(r* D)
S(r)
ou B = ].S'nv_fgjkngikda; C= jsyig]kvzgjkdU et Q = ]Sn_lgijgijdo-

Une preuve détaillée de ce lemme est donnée dans I'appendice [A]

De plus T. Aubin [4] a montré que

Théoréme 4.2. Si 1 > w+ 1 alors il existe une constante C(n,w) > 0 telle que
[ Rdo, = Clnw) (-8 TR 4 o)
S(r)

(—A )T R(P) est strictement négative et I,(u.) < @wi/_nl

La fonction u. est définie plus bas (voir équation (4.8])).

On rappellera le schéma de la preuve et on donnera des détails sur ce théoréme dans
'appendice [A]

On considérera a partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette section que
n=w.

On sait que R est un polynome homogéne de degré w, AgR est donc homogéne de degré
w—2et
A¢R=7r"?(AR—wn+w—2)R)

o Ag est le Laplacien euclidien et A, est le Laplacien de la sphére S,,_;, muni de la
métrique s. AfcfflR est homogéne de degré w — 2k + 2 et

2
AER = r72(A, — yid)AET R = 2 H(AS —vid)R

p=1
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avec

vp = (w—2k+2)(n+w— 2k) (4.2)
Cette suite d’entiers naturels (vy)(<r<iw/2} est décroissante. Elle est formée de valeurs
propres du Laplacien sur la sphére S,_; (il est bien connu que les valeurs propres du
Laplacien géométrique sont positives et qu’elles forment une suite croissante. Nos valeurs
vy, sont prises dans 1'ordre opposé).
Puisque R est homogéne de degré w, deux cas se présentent. Soit w est pair, alors A[gw/ IR
est une constante, mais d’apres le me point du lemme m Agw/ 2}1?(]3) =0, d’ou

AR =0
Soit w est impair, alors AE‘)/ IR} est une forme linéaire. D’aprés le me point du lemme
AYPIR(PYy =0 et VARAR(P) =0

Finalement A[gw/ 2R = 0 dans tous les cas.
On ar “R € @]_, Ej, ot Ej I'espace propre associé a la valeur propre vy, du Laplacien
A, sur la sphére S,,_1, et ot on a noté

g = min{k € N/ALR = 0}

Si j # k, E} est bien orthogonal & E;, pour le produit scalaire dans L*(S,,_1) et le produit
scalaire sur H;(S,_1) définis ci-dessous, puisque si j # k et ¢ € Ej,

Vk(<Pk790j)L2 = (AsSOImSOj)L? = (SOk, Assﬁj)L? = Vj(SOk790j)L2 (4‘3)

Le produit suivant est bien un produit scalaire sur I’ensemble des fonctions dans Hy(S,—1),
d’intégrales nulles

(s 05) i = (Vor, Vi) 12 = vk(@r, 05) 12 = vi(@r, ©5) 12 (4.4)

De plus, puisque f () Rdo, = 0 (d’aprés le lemme , il existe des ¢y € Ej (fonctions
propres de Ay) telles que

q q
R = ’I“WAS Z Y = ,',,w Z ViePk (45)
k=1 k=1
On pose
: 1
bij = Z [(n = 1)Vijor + veprsij]

“—~ (n—2)(ve +1-n)

et aij = gzl — bij‘_ B B
On note R, = R lors_que gij = ai; et Ry = R lorsque g;; = b;;. En tenant compte de
I'expression (4.5) de R, on établit les relations suivantes :
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Lemme 4.2.

Vibij Z V Pk, R=R,=V Jb”r R, = Vija,-jr“ =0 et sijbij = sijaij =0
k=1
La preuve détaillée est donnée dans 'appendice [A]

Regardons les deux cas particuliers suivants :
Si gi; = a;5. Alors R = R, = 0, ce qui entraine que la partie principale de R, est de degré
p > w+ 1. Par le théoréme [4.2]

/ Rdo, = / R,do, <0
S(r) S(r)

Si gi; = bij. D’aprés le théoréme |.1], on a

/Rdar = / Rydo, = [By/2 — Cy/4 — (1 +w/2)?Qy)r? @t 4 o(r2@ D)
S(r) 5(r)

ou l'on note par By, C, et @y les intégrales B, C et () respectivement, définies dans le
théoréme lorsque g;; = b;;. On peut les calculer en fonction des fonctions propres ¢y,

on trouve :
y L n—1 g Vg y
Q= / b;;bYdo = / 2do
Sn1 ! n—2;uk—n+1 Snil@k
q _
—(n—1)Qs + Z l/k/ rdo
Sn 1
Cp = —( Zl/k / gokda
Dans le calcul de ces expressions on a utilisé plusieurs fois 'identité Vib;; = — > 1_, V;py

et la formule de Stokes (les calculs détaillés sont donnés dans I'appendice [A).
Dans le cas général (i.e. g;; = a;; + b;j), on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.3. Si = w et gij = a;; + b;;, alors

/ Rdo, = / Ro+ Rydo, + o(r*“tY) < [By/2 — Cy /4 — (14 w/2)2Qp]r? @) + o(r2@tD)
S(r) S(r)

o
Buf2= G/t — (1L+0/220 =Y [ o
k=1 Sn-1

avec

-3 —1)2 -1 2)?
U = " — (n )+ (n Jw+2) Vi (4.6)
4(n —2) dn—=2)(r, —n+1)
les nombres réels u; sont obtenus & partir des expressions @, By et C} ci-dessus (voir

I'appendice |A| pour une preuve détaillée de ce lemme).
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4.2 Généralisation d’un théoréme de T. Aubin

Dans son article sur le probléme de Yamabe, T. Aubin [2] a démontré que s’il existe un

point Py € M tel que w(FPy) = 0 (voir la définition ), alors il existe une fonction .
telle que

n(n—2) a/m

Iy(e) < Twn/—l

(cf lemme [3.1]).

Le but de cette section est de généraliser ce résultat pour tout w < (n —6)/2.
Soit u. et ¢. deux fonctions définies par :

pe(Q) = (1= "2 f(&))uc(Q) (4.7)
w(Q) = <7‘2 n 52> - (52 n 52) SLQ € Br(o) (4.8)
0 si Q e M — Bp((5>

pour tout Q € M, our = d(Q, P) est la distance entre P et Q. (r,&?) sont les coordonnées
géodésiques de ) au voisinage de P et Bp(d) est une boule géodésique de centre P, de
rayon ¢, fixé suffisamment petit. f est une fonction qui dépend seulement de ¢ telle que
| Sy fdo = 0 et le choix précis sera décidé plus tard.

Soit

d/e b
by v b _ Tipn TP
I)(e) = /0 i t2)adt et I, l_l_r% I)(e)
alors 12071 (¢) = loge™'+0(1). Si 2a—b > 1 alors I’(g) = I’ +O(£2*7*~1) et par intégration
par parties, on établit les relations suivantes :
b—1 _ b—1 20 —b—3 4(n —2)I !
7Y = T2 — o= T g — " 4.9
“© 2a—-b-1"° 20 — 2 2 —2 oV (o2 " (49)

Rappelons que la fonctionnelle de Yamabe I, (cf. (3.2) page est définie, pour tout
¥ € Hy(M), par

1) =( [ 1wakao s 1222 [ Rt ol (4.10)

ou N =2n/(n —2) et V, est le gradient de la métrique g.
Voici donc le résultat principal de ce chapitre :

b—2 __
a—1 =

Théoréme 4.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Pour

tout P € M, siw(P) < (n—6)/2, alors il existe f € C*(S,_1), d’intégrale moyenne nulle
et € > 0 telles que

nn—2) 9/m

n9) < Iylpe) < =

ot @, est définie par (4.7)).
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Remarque L’hypothése "w est fini" affirme que la variété (M, g) n’est pas conformé-
ment difféeomorphe & (.S, gean)-

Preuve. Soit P € M. On écrit w au lieu de w(P). Si p > w + 1 alors I'inégalité est vraie
par le théoréme [£.2] On peut donc supposer que p = w jusqu’a la fin de la preuve. On
commence par calculer la premiére intégrale dans la fonctionnelle (4.10)), avec ¥ = ¢, et
f inconnue pour l'instant, en utilisant la formule

|V990€’2 = (8T<Ps>2 + 7”72|ng05|2
On trouve :

é
0

/ |Vg<,0€|2dv—/ |Vgu€]2dv+/ [8r(r(w+2)us)]2r”_1dr/f2da+
M M Sn—1

5
/ wlr T2t dr [ |V fPde (4.11)
0 Sn—1

Le changement de variable ¢ = r/e donne

/M Ve dv = (n — 2)*w,_1 1 (e) + 6%4{/5 IV fPdo 325"+ (o) +

n—1

/S F2dof(w —n4+ 415 (2) £ 2(w + 2)(w — n+ A1) £ (w+ 2>212w+"+1<e>1}

(4.12)
Pour la seconde intégrale qui contient la courbure scalaire Ry, on a
/ nggdv = / Rguzdv — 2/ fugRg'r’“’Hdv + / f2ugRgT2“’+4dv
M M - M v
= €2w+4Wn1/ r 2R do, IO (6) - (4.13)
S(r)

252“’+4I72L°j"5"+1(5)wn_1/ r~fRdo, + O(e"?)
S(r)

oil w est I'ordre de la partie principale R (voir définition . La fonction f est définie
sur S,,_1. Sans aucune difficulté, on peut la redéfinir sur S(r), pour tout r > 0, en posant
f(&/r), ou & € S(r). On garde la méme notation pour cette redéfinition de f.

On calcule d’abord le développement limité de |||y, on a :

N(N — 1)T2w+4f2(€) + O™ +6)] Y

P (@) = [L= N + = :
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En utilisant le fait que [ fdo =0, on conclut que

é
e = [ [ FEE e o) oG o

N(N

-1
)€2(w+2) / f2d0_172lw+n+3 + O<€2w+4)
Snfl

= wn_llg_l —|‘ 2

alors

HSDEHIVQ = (wnfljgil)in{l—i_

_ (N - 1>52(w+2) / f2d012w+n+3/(wn_1]s_l)} +O(€2w+4) (414)
Sn—l

Par (4.12), (4.13), (4.14]) et les relations (4.9)), on trouve que (les détails de ces calculs
sont dans l'appendice :

Sin > 2w+ 6 alors :
n(n — 2 n 1 . 3
Iy(p:) = —( 1 )WZ/_1 + (Wpt I Q/Nlnfg 2wt o

(n — 2)%1] o n—2 / _ / )
—_— r~“—“*R,do, — — fRdo + [ |V f|"do+
{ 4(n —1) S(r) 7 2(n—1) Jg, | S,J,l |

n(n—2)°—(w+2>*0*+n+2) [, o4
- (- Dn—2) /Sfld"} ole )

Sin=2w+ 6 alors

n(n — 2) 2/n

I(p:) = T Wi + (wn_lls_l)_z/N&?%H loge™!x

(7’L — 2)Wn—1/ —2w—2 n—2 —
Mz 2ona [ ep qe — P72 [ tRdot
{ dn—=1) J gm J 2(n—1) Jg,

/ |Vf|2da+(w+2)2/f2dcr} + O(e*™)
Sn71 Snfl

On considére maintenant la fonctionnelle g, définie sur la sphére S,,_1, pour les fonctions
dans H;(S,_1), d’intégrale moyenne nulle, par

() = [ 40— 1) - DTS~ n(a — 27— 4o+ 270+ +2)

-1

—2(n —2)*fRdo
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Alorssin > 2w +6

2/n 42041 _2w+4
n(n—2) om w I e

T T I ) 2)Im N

Iy(pe) = X

{(n— 2 / PR Aoy + To(f)} + () (4.15)
S(r)
etsin=2w+6

n(n — 2)w2/" w2l A2t 2ot g0 o1 y
4 " 4(n —1)(n — 2)(In-1)2/N

I(pe) =

(=22 [ R 1) 0 (416)

Remarquons que si k # j alors Is(pr + ¢;) = Is(pr) + Is(pj). En effet, ¢ et ¢, sont
orthogonales pour le produit scalaire sur H(S,_1). D’ou

Is(crvppr) = {dkci —2(n— 2)20k}y,3/ prdo

Snfl
(n—2)" , |
= Vi prdo
k S’n—l

di = 4[(n — 1)(n — 2)vp — n(n —2)* + (w +2)*(n® +n + 2)] (4.17)

(n—2)*
di,

et ¢ = (4.18)

Ici on choisit les ¢, de sorte que Ig(cgpy) soit minimal. En utilisant (4.2]), on peut vérifier
aisément que les dj sont strictement positifs pour tout 1 < k < w/2.
Maintenant, On pose

f = chVkSOk (419)

Il est clair que f ainsi définie est d’intégrale nulle sur 5, ;. C’est bien la définition de f
qu’on utilisera dans la suite de la preuve. Par 'orthogonalité des fonctions ¢y, on trouve

que
‘ _
(n—2)4 2/ 2
Is(f) = — v pido
(N==2 v L, e

1

et par le lemme [4.3] on trouve 'inégalité suivante :

2_ —2w—2 : s (n—=2)*, | 2
(0= R+ 15(0) < Dt =2 = P ER) [ Ado o)

n—1
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Le lemme ci-dessous énoncé, assure que le membre de droite de cette derniére inégalité

est strictement négatif. En utilisant les inégalités (4.15)), (4.16]), on en déduit que I,(¢.) <

n(n4—2) wi/_nl [l

Lemme 4.4. Pour tout k < q < [w/2], l'inégalité suivante est toujours vraie

(n—2)°

a0 Vi <0

Uk —

Preuve. On rappelle I'expression des v, donnée dans (4.2)) :
g = (w—2k+2)(n+w—2k)
Pour tout k& € [1,w/2], on définit les nombres (Uy) par

Us == (i — 1+ Ddp{(n — 2)% (n—2°

14% dk Uk}

On remarque que l'expression de Uy est polynomiale, décroissante en v, quand v, > 0.
U, = P(v), ou P est le polynome défini par

P(z) = [(n = 1)(n—2)z —n(n - 2)* + (w + 2)*(n* + n + 2)]x
(n=3)z—n+1)—(n—12%—mn-1(w+2)*]—(n-2)7>a*—(n—1)z)

Le polynéme dérivé est
P'(z) = —2(n —2)x —2n(n — 2)* + 2(n* — 3n — 2)(w + 2)°
Par hypothése w + 2 < (n — 2)/2, donc P est décroissant sur R,.. Ce qui entraine que
Ur = P(vi) < P(vyy2) = Usp2

pour tout 1 < k < w/2. Il est facile de vérifier que wu,,/» est strictement négatif et donc
U, < Uw /2 < 0. O
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Chapitre 5

Autour de la conjecture de
Hebey—Vaugon

Dans la section [3.11] on a étudié le probléme de Yamabe équivariant, considéré par E. He-
bey et M. Vaugon [26], lorsque la métrique n’est pas nécessairement C'*°. On a démontré
que la condition suffisante pour résoudre ce probléme est que la conjecture soit vraie
(cf. théoréeme . Malheureusement, on ne peut pas donner une preuve de cette conjec-
ture, lorsque g € HY(M,T*M @ T*M). En effet, la courbure scalaire appartient a L?, et
plusieurs arguments utilisés dans le cas C'*° ne sont plus valables dans ce cas.

Dans tout ce chapitre, on suppose que M est une variété compacte C*°, de dimension
n > 3, g est une métrique riemannienne C'*°, munie de sa connexion riemannienne, notée
V,. On note par I(M, g), C(M, g) le groupe d’isométries et le groupe des transformations
conformes respectivement (voir la définition dans la section . Soit GG un sous groupe
du groupe d’isométries (M, g).

Ce chapitre utilise beaucoup de résultats déja démontrés dans le chapitre précédent.

5.1 La conjecture de Hebey—Vaugon

Conjecture 5.1 (E. Hebey et M. Vaugon [26]). Soit G un sous groupe d’isométries de
I(M,g). Si (M, g) n'est pas conformément difféomorphe & (Sy, gean) ou bien si G n'a pas
de point fize, alors linégalité stricte suivante a toujours lieu

inf J(g') < n(n—1)w?"(inf cardO 2/m 5.1
g/ler[lg}c’ (¢") <n(n—1w; (ngMCar c(Q)) (5.1)

REMARQUES

— Cette conjecture est la généralisation de la conjecture de T. Aubin pour le probléme
de Yamabe, qui correspond & G = {id}. Dans ce cas, la conjecture est complétement
prouvée. Elle est prouvée aussi dans le cas ou la métrique satisfait ’hypothése (H),

définie dans la section (voir théoreme [3.5).

7
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— Cette inégalité est triviale si inf ¢ 0 J(g') est négatif.
— Si pour tout Q € M, cardO¢(Q) = +o0, alors la conjecture est vérifiée trivialement.

Rappelons que la partie principale de la courbure scalaire R est définie dans la section

(voir définition [£.2).

Les résultats principaux de ce chapitre sont

Théoréme 5.1. La conjecture [5.1 est vraie, s’il existe un point P d’orbite minimale
(finie) pour lequel w(P) < 15, ou si au voisinage de P, degR > w(P) + 1

Corollaire 5.1. La conjecture est vraie si M est de dimension n € [3,37].

Preuve. Supposons que P est un point d’orbite minimale (finie) sous G (sinon la conjec-
ture est trivialement vérifiée).

Si w(P) > (n —6)/2, on conclut par le troisiéme point du théoréme [5.2| ci-dessous.

Si w(P) < [(n—6)/2] <15, on conclut par le théoréme O

5.2 Les travaux de Hebey—Vaugon

E. Hebey et M. Vaugon [26] ont prouvé la conjecture dans les cas suivants :

Théoréme 5.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, de dimension n > 3 et
G un sous groupe d’isométries du groupe I1(M,g). On a toujours :

inf J(¢') <n(n—1w?"(inf cardO 2/m
ot () < n(n— Dw"(inf cardOc(Q))

et 1" inégalité stricte (5.1)) est au moins vérifiée dans chacun des cas suivants :

1. G opére librement su M

2. 3<dimM <11

3. 1l existe un point P d’orbite minimale (finie) sous G, pour lequel soit w(P) > (n —

6)/2 soit w(P) € {0,1,2}.

Idées de la preuve. On s’intéresse a la démonstration du point 3| du théoréme ci-dessus
(c’est le cas qui manque dans le théoréme . Les hypothéses sont :

1. cardOg(P) < +o0.

2. Il existe P € M tel que cardOg(P) = infgep cardOg(Q).

3. w> [0 <= VB e [1,n]/i <[(n—06)/2], VW,(P)=0.
Notons k = cardOg(P), le cardinal de l'orbite Og(P) = {F;,1 < i < k}, ou 'on a posé
P, = P. La troisiéme hypothése implique que pour tout 1 <1i < k, w(F;) > [”7_6], puisque
le tenseur de Weyl est invariant sous 'action du groupe d’isométries (M, g).
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Par les travaux de J.M. Lee et T. Parker [30], on sait qu’on peut trouver un systéme de
coordonnées et une métrique conforme ¢’ tels que ¢’ satisfait :

det(¢') =1+ O(r™) pour tout m > 1 (5.2)

(cf. section 3.6/ ou [30] pour l'existence). Dans le cas équivariant, on ne peut pas considérer
n’importe quelle métrique dans la classe conforme [g], cependant E. Hebey et M. Vaugon
ont démontré que dans chaque classe [g]® on peut trouver au moins une métrique qui
satisfait . En utilisant les champs de Jacobi, ils ont obtenu le développement limité
de la métrique g suivant :

Lemme 5.1.

i (Q) = i + Z ConV pgpmo Riprpoj (P )Pt + - - pPm=2

w+4<m<2w—+5

T Cw Z VPS“'p2w+4Rip1p2j<P)xp1 .o P20+

pJj

+ O(:; Z Z(vp3~~~pw+2 Rimmq(P))(va+5~"p2w+4ijw+3pw+4q(P))xpl s PRt 4 O(T2w+5)
=1 pj

(5.3)

pour tout Q au voisinage de P, ou {z'} sont les coordonnées locales de Q. C,,, C', et Cp,
sont des nombres réels, qui dépendent de w et m respectivement. Ces nombres sont donnés
explicitement dans [26).

Ce développement est le point crucial dans la preuve du lemme suivant :

Lemme 5.2. Dans chaque classe [g]%, des métriques conformes G—invariantes, on peut
trouver une métrique g’ qui satisfait

1. det(¢) =1+0(@™), m>1

3. pour tout B € [1,n]* tel que i < 2w + 1

VQR/(P) = OﬁR’(P), VgRiC/(P) = aﬁRiC/(P), VﬁRg/(P) = 65Rgz(P)

4. Vj<w AIRy(P)=0 et VA% Ry(P) =0

ou R', Ric' et Ry sont le tenseur de courbure de Riemann, le tenseur de Ricci et la
courbure scalaire de g' respectivement.
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Remarque Dans leur article [26], E. Hebey et M. Vaugon ont noté par SymgTy le
symetrisé du tenseur T, et par C(2,2) l'application de contraction des indices deux &
deux pour les tenseurs symétrique. A titre d’exemple C(2,2)T;; = >, Ty, (C(2,2)T5j,) =
YT et C(2,2)T, = ZU Tii;;- Is ont montré que pour tout S € [1,n]" tel que
1 <2w+1

C(2,2)(SymsVaFy(P)) = 0

ce qui est équivalent au point 4| du lemme ci-dessus.

L’invariance G—conforme de pug(g) et de w (cf. propriétés , nous permettent de
considérer n’'importe quelle métrique, G—invariante dans la classe [g]“ (cf. définition ,
page. Sans perte de généralités, on suppose que la métrique g et les courbures associées
a g, satisfont le lemme [5.2] Soit G'p, la fonction de Green du Laplacien conforme L, au
point P; (voir la section pour Pexistence). En utilisant les points [I] et [i] du lemme [5.2]
on montre que le développement limité de la fonction G p, au voisinage de PF; est

G (1) = ! 1+ S (@) + 0"(1)

(n — 2)wp_17r7 2

ou r; = d(P;,z) et les 1, sont des polynémes homogenes de degré p qui s’annulent si
1<p<[n—2)/2]

_4
Considérons la métrique g = G *g. Gp est O sur M — {P} et la variété (M — {P}, )

est asymptotiquement plate d’ordre Z

5
p = |z, out {x'} est un systéme de coordonnées normal en P. La masse m(g) est bien définie
positive car 7 = 5 > "7_2 Soit G = Zle G p, une fonction C*°, G—invariante, définie sur
M — Og(P). La fonction test utilisée par E. Hebey et M. Vaugon pour démontrer la
conjecture est w,, définie comme suit :

2 . ; g
Les coordonnées asymptotiques sont z' = %5 et
|2

n—2
grn2( S D osin<s
Co\r? 42 t
Wie = ! n—2
Gon2(—S ) sin>6
6% + ¢2 '

k
We = § W; ¢
=1

Si § est suffisamment petit, alors les fonctions w; . et w. sont bien définies sur M. Il est clair
que la fonction w. est G—invariante. Aprés calculs, E. Hebey et M. Vaugon obtiennent
I'inégalité suivante :

n(n—1)

E(w.) < 1

G w3~ Ci(m(@) + (n— 2)K)e"? + &20(8) + O(=" )
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ou C} et K deux constantes positives. Alors m(g) + (n —2)K > 0, et on peut choisir ¢ et
e suffisamment petits tels que I(w.) < @uﬁ/ "k2/". Par conséquent

n(n —2)

1 w?/M(cardOg(P)) Y™

palg) <

5.3 Preuve du théoréme principal

En tenant compte des remarques de la section (cf. page et du théoréme , on
considére seulement le cas ot infyep cardOg(Q) est fini, strictement positif (i.e. pe(g) >
0) et w<(n—6)/2. Alors il existe P € M tel que

Og<P) = {Pi}1<i<m7 m = C&I‘dOg(P) = C;Il]f\‘/[ C&I‘dOg(Q) et P1 =P
- S

Un élément trés important, dans la démonstration du théoréme principal est le choix
des fonctions test dans la fonctionnelle I,. Les fonctions test précédemment utilisées par
T. Aubin et R. Schoen (voir la preuve du théoréme ne fonctionnent pas ici, comme
cela avait été remarqué par E. Hebey et M. Vaugon [26]. Les "bonnes" fonctions test
seront construites de la maniére suivante, en modifiant les fonctions test de T. Aubin : on
construit une fonction test G—invariante, a partir des fonctions ¢, ;, définie de la méme
fagon que . (voir section , dont on rappelle la définition. P est un point d’orbite
minimale. Pour tout Q) € M

Pei(Q) = (1 =2 fi(@Q))uei(Q) (5.4)
Ui (Q) = (rf + 52) a (52 + €2> S Q € Br(0) (5.5)
0 SiQGM—BP,L.((S)

ou r; = d(Q, P;) est la distance entre P; et (). Pour la simplicité : P = P, r = 1y,
@. = Pen, [ = f1 et ucy = u.. Bp(d) est une boule géodésique de centre P, de rayon 4,
fixé suffisamment petit. Les f; sont définies de la facon suivante : Soit exp p, Papplication
exponentielle, définie de B(0), la boule euclidienne centrée en 0 et de rayon d, dans Bp,(6).
Pour tout ) € Bp,(d), on pose

fl(Q) = cr;“’V;’R(pi)(eXp;} Q- ,exp;il Q) (5‘6)

oit w = w(P) et V&R(P) est la w—eéme dérivée covariante de R, au point P, c’est un
tenseur w fois covariant. Dans le systéme de coordonnées géodésiques {r, &7}, centré en
P, induit par ’application expp, f s’écrit :
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q
f=c"“R= cz Ve Pk
k=1

olt R, ¢y et v, sont définis dans la section (page . La fonction f est définie sur la
sphere S,,_1. Le choix de la constante c est trés important dans le lemme suivant.

Lemme 5.3. Supposons que w < (n —6)/2. Siw € [3,15] ou si degR > w + 1 alors il
existe ¢ € R telle que, pour la fonction p. correspondante, on a :

Iy($:) < gnln — 22" (5.7

Remarque

1. Dans le chapitre précédent, on a démontré que l'inégalité de ce lemme est vérifiée,
pour tout w < (n—6)/2, pour une fonction test ¢, (voir théoréme[4.3). On remarque
que la seule différence entre les définitions de . et ¢, est dans la construction des
fonctions f et f . En effet, f est définie a I'aide d’une constante globale c et f a I’aide
des constantes ¢, qui changent avec les fonctions propres ;. On verra dans la preuve
du théoréeme 5.1 qu’a partir de @, on peut construire une fonction G—invariante
qui posséde les "bonnes" propriétés, cette chose n’est pas possible avec les fonctions

Pe-
2. Pour w = 16 et n suffisamment grand, on peut vérifier qu’il n’existe pas une valeur
de ¢ pour laquelle 'inégalité ([5.7)) est vraie.

Preuve. 1. Si degR > w + 1, alors d’aprés le théoréme

n(” — 2) w2/n
4 n

oll u. 1 = u. est définie par (5.5)). Il suffit donc de prendre ¢ =0 et P, = u..

]g(ua,l) <

2. Si degR = w. D’apreés les estimées données dans la preuve du théoréme (voir page
, il suffit de montrer qu’il existe ¢ € R telle que

Is(f)+ (n— 2)2]5( )r‘Qw_zRgdar <0 (5.8)

Cherchons donc cette constante c. On garde les notations de la preuve du théoréme
On a

Is(f) = Z Is(cvpor) = {dic® — 2(n — Q)QC}V,%/ pido
k=1

Snfl

_ . _
et / r *7?R,do, = Z uk/ prdo
S(T) k:1 Snfl
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Pour montrer I'inégalité [5.8] il suffit de montrer que

dy
2(n —2)

U,
2
2vj;

Vi < q < [w/2] & —(n—2)c+(n—2) <0 (5.9)

On a donc un trinéme du second degré en ¢, son discriminant est

diuy,

2
Vi

Ak:(n—2)2—

D’aprés le lemme [£.4, Ay > 0 pour tout k < ¢ < [w/2]. Par conséquent, le trinome
ci-dessus admet deux racines, notées xj < y; et données par

(n—2)* = (n = 2)VAx (n—2)°+ (n = 2)vV/Ay

T =

L’inégalité (5.9)) est vérifiée si et seulement si

q
ﬂ i, Yi[# (5.10)

Le lemme est donc démontré, si 'intersection ci-dessus n’est pas vide dans les cas énoncés.
Puisque (dg ), est décroissante, il est facile de vérifier que

Vk < j< [g] <y (5.11)

(voir équations (4.2)), (4.17)), pour la définition de vy et dj). On vérifie aussi que u,,/» < 0

(voir équation 1) cela entraine que si w est pair alors z,/, < 0.

1. Siw = 3 alors k = ¢ = 1, l'intersection ci-dessus est donc non vide. Il suffit de prendre
c=(x1+y2)/2.

it. Si w = 4 alors k € {1,2}, 23 < 0 (car us < 0) et 0 < x; < yo. L'intersection
|1, y1[N]z2, y2[# @. Ce qui entraine 'inégalité ((5.7)).

iti. Si w = 5 alors k € {1,2}. Par des calculs directs, on montre que xs < y; (voir les
détails dans 'appendice . Puisque yo > 1, 'intersection des deux intervalles n’est
pas vide.

iv. Si w = 6 alors k € {1,2,3} et il est immédiat de voir que z3 < 0 (car ug < 0),
ys > x9 > 0 et y3 > x1 > 0. Par des calculs directs, on montre que xs < y; (voir les
détails dans ’appendice . Ce qui entraine que 'intersection

ﬂ]xkz,yk[ (5.12)

est non vide.
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iv. Siw =T alors k € {1,2,3}. Il y a trois intervalles. Par des calculs directs, on montre
que pour tout 3 > j > k > 1, y, > x; (voir appendice . Puisque y; > x), pour tout
3>j>k>1 (voir inégalité (5.11))), 'intersection des trois intervalles n’est donc pas
vide.

— En se servant du logiciel "Maple", on montre que le lemme reste vrai jusqu'a w = 15
(voir appendice [B| pour plus de détails).

m

Fin de la preuve du théoréme [5.1 Sans perte de généralités, on suppose que 3 <
w < (n—26)/2, car si w > (n — 6)/2 ou si w < 2, il suffit d’appliquer le théoréme
. L’orbite de P sous 'action de G est supposée étre de cardinal fini et minimal (i.e.
cardOg(P) = infgep cardOg(Q)). A partir de la fonction @, définie au début de la section
5.3, on définit la fonction ¢, comme suit :

¢. est G—invariante. En effet, pour tout o € G, si o(P,;) = P; alors
Usj = U ;OO0

d’apres la définition de f;, donnée par G6), fi = fj o0 et donc
Deji = Pe,j OO

Le support de la fonction @, est inclus dans la boule Bp(d). On choisit ¢ suffisamment
petit tel que pour tout ¢ € [2, m], 'intersection Bp(d) N Bp,(§) = &. Donc

E(¢:) = (cardOg(P)) E(¢:) et ||¢e|ly = (cardOa(P)) |zl

alors
Ly(62) = (cardOg(P))*" I, ()

Par le lemme [5.3] on en déduit que

n(n —2 n n
I(¢.) < %wi/ | (cardOg(P))¥
Il nous reste a remarquer que si g = x4 (n=2) g alors
n—1
J(g) =4 1, (o 1
(@) =425 1,(62) (513)

cette relation est déja établie dans la preuve des propriétés ( voir page . On conclut
que
J(§) < n(n — D" (cardOg(P))>/"

ol ¢ est choisi suffisamment petit par rapport a 4. n



Annexe A

Détails des calculs (Chapitre [4))

Preuve du théoréme 4.1]

On reprend les notations et les définitions de la section 4.1} Voici 'énoncé du théoréme
que 'on démontre dans cette section :

Théoréme A.1l. B
R= V”gijr“’ et

/ Rdo, = [B/2 = C/4 — (14 w/2)°Q)r*@*V) + o(r* D)
S(r)
ot B = fsy,fgikngikda, C = ]sy,fgjkvigjkdg et Q= ]Sn,lgijgijdg

Preuve. Soit donc {z®} un systéme de coordonnées normal en P. {r, £’} un systéme de
coordonnées géodésiques. On a vu que la métrique se décompose de la facon suivante :

g=E+h=(0up+ hap)dz® @ dx’ = dr® + (sij + hi;)(rd&") @ (rd€?)
ou (s;;) sont les composantes de la métrique standard sur la sphére S,,_; et

o oz 0x°
Y rogirog

hag, and hiy = hy, =0

et que h;; = O(r“*2). On a aussi décomposé h de la fagon suivante
hij = TGy + r?t g 4 hy; (A1)

otl §, § et h sont des 2-tenseurs symétriques définis sur la spheére S,_;. On choisit
{Z, %}Kign_l et {dr,rd¢'}i1<i<n—1 comme bases locales de l'espace tangent T'M et
cotangent T™ M respectivement. Alors

9ij = Sij + hijs grr =1 et gip =0

85
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Les composantes ¢/ de I'inverse de la métrique sont
g7 =87 —h7 + O(r* ), g =1et g" =0

ol h¥ = 553l hy;,. On fait monter et baisser les indices, en utilisant la métrique (si5), sauf
pour la métrique g. A partir de maintenant, on omet O(r?***) qui apparait dans 1’expres-
sion de ¢“ ci-dessus, car nos calculs sont a o(r***2) prés. On note par V la connexion
riemannienne sur la sphére, associée a s. V la connexion associée a la métrique euclidienne
& dans le corepere {dr,rd¢'}, alors

@i == %Vz et 67~ :(37»

et J; = 10;. Dans le systeme de coordonnées {2}, detg = 1+ O(r™), et dans le sys-

téme {r, '}, det g = r2™=Ydet s + O(r™), avec m suffisamment grand. D’ou tr log((6¥ +
s*h;;)) = 1. Par le développement limité

(log((0F + 8™ hij)))§ = 8" hyj — §Smk8jlhmjhil + o(r¥ T

en tenant compte de la décomposition (A.1]), on trouve que g, g et h doivent satisfaire les
relations suivantes

Sijgi]‘ = 0, gijgij = 2$ijgij et / SijiLZ‘de'r = O(T2w+2)
S(r)

La premiére relation vient du fait que le terme d’ordre w + 2 dans le développement de
trlog((6F + s7%h;;)) est ¥ g, ;7T qui doit étre nul. Le terme d’ordre 2w + 4 est (sYg;; —
1/25%§;;)r2+4 qui doit étre également nul. Dans 55,5, il y a des termes d’ordre entre w+3
et 2w + 3 qui doivent étre nuls, les termes d’ordre supérieur a 2w + 5 sont négligeables.
Soient ffj et Ffj les Christoffels de la métrique g et de la métrique euclidienne £ =
dr? + r?s;;d¢'d&? respectivement. On sait que les

m __ T'm m
gt — Flj B Flj
sont les composantes d’un certain tenseur C, défini sur la sphére S,,_;, données par

m 1 mp (o = v r 1 m 1 m

it = 59" (Vihyt + Vihy; = Vyhg), Ch = =5 0:hj et Cfj = 59" 0 Iy (A.2)
et C' = C" = 0. Ici les indices latins varient entre 1 et n — 1 et les indices grecs varient
entre 1 et n. Dans le systéme de coordonnées {z%}, gog = dap + hagp, les composantes du
tenseur de Ricci de la métrique g sont

Rag = 0,17, — 9l + T2, 0", — T ¥

T aB ue o
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D’aprés la définition du tenseur C et le fait que les Christoffels de la métrique euclidienne
G, sont identiquement nuls, on obtient I'expression suivante :

Ras = V,C1, — V5Cl, + C1.C" — C) CF:

e aB Bu " yo

T. Aubin [5] montre que cette expression de Ricci est encore valable si g = go + h, ou go
est une métrique riemannienne quelconque (pas nécessairement la métrique euclidienne
E).

Dans le systéme de coordonnées {r,£'}, 'expression du tenseur C' ci-dessus devient :

-cn

mp Jl Jp ml

le =0, + V V 17nnl + G jl CmCT Jp Tl +

En utilisant la définition du tenseur C', on en déduit I’expression suivante des composantes
du tenseur de Ricci :
1 ~ 1 1 , . )
R = —58,%]-1 + VO3 — Z—lgmparhmparhﬂ + —&,hija,,hklg’k + CZkCﬁ — j’kCﬁ (A.3)
R, =-0,C —C"CP (A.4)

rp~mr

Si h = O(r**?) alors R, = O(r*). De plus, on peut calculer R la partie principale de R,.
Pour cela, on doit se focaliser uniquement sur les termes d’ordre w dans ’expression de
R, = R,7+ ¢"'Rj;. Tous les termes de R, sont négligeables par rapport a r, sauf a priori
les deux termes suivants :

1 1 .
—§g (&Thﬂ + —8 L hi) = §(w +2)(w + n)sﬂgﬂr‘” + o(r?) = o(r¥)

Finalement ce terme egalement est négligeable par rapport a r“. Il ne fera pas partie des
termes de R. Le second candidat est

GV Gl = (5 = WYV [(s™ = W)V ihgp] + (1)
car ¢/'V phir = o(r*). Donc g’ Vi Cy = s s™PN7, 1 Gipr + o(r*). On conclut que
R == V‘jpgjp’l"w (A5>

La premiére formule du théoréme est démontrée. Par le lemme 4.1} on sait que

/ R,do, = O(r**?)
S(r)

On cherche les termes d’ordre 2w + 2 de cette intégrale. En utilisant ’expression (A.3])
des composantes de Rj;;, on a :

/ Rydo, Z/ Ry + ¢ Rdo,
S(r) S(r)
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Ici encore, on doit se focaliser uniquement sur les termes d’ordre 2w + 2, d’intégrales
non nulles. On doit examiner sept intégrales, six correspondent aux termes de R;; et une
a R,,.. Les calculs suivants sont a o(r***2) prés. On a ¢ = s7 — h¥ a o(r**2) pres.
Comme f g $7hijdo = o(r?**2) on n’aura pas a se soucier des termes qui proviennent
n—1
de h;;. En se servant des relations s¥g;; = 0 et g/'g; = 2s7'g;, on trouve que l'intégrale
correspondant aux premiers termes de Rj; donne :
1 jl 31\ 92
—— (8" = h")07hjdo, = —
2J sty

ol Q = fsn_lgﬂgﬂda
et que 'intégrale correspondant au troisieme terme de R;; est

(w + 2) WA or w2 | (r2w+2)

1 ‘ A
_Z/S( )(smp — W) (7 — WY O, O, hjida, = o(r?h?)

L’intégrale correspondant au quatriéme terme de R2j devient
.

—/ siksjlﬁrhijﬁrhkldar =
2J sw)

(w+2)?

5 Qr2w+2 + O(T2w+2)

2w+2

La derniére intégrale qui donne des termes du type Qr est

| 2
/ Rrrdo-r = / 8 C;ZCYP;W = _@QT%)JrQ + O(,r,2w+2)
S(r)

ot CF et O} sont définis par 'expression (A.2)).
En utilisant la formule de Stokes (intégration par parties) et le fait que les intégrales de
type

/ sjlsmpvmjhpldar = / ijhmjdar =0
S(r) S(r)

sont nulles (ce sont des intégrales de la divergence d'un champ de vecteur), I'intégrale
correspondant au second terme de Rj;, se calcule de la fagon suivante :

1o 1 :
/ gil)vmc 1dor =5, / S(r) 99" (Vonihpt + Vil — Vinphi)

(T8 (b + Vil — V),

p2et2 / ;(f)] ‘gmr VniGpot — § lSmmejgpl + %gj lSmmepgjl
— 'V g™V gudo, + o(r*t?)
Q)T2w+2 + o(r2+?)

= (B~
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ol 'on a posé

/ Vig*V,gido et C = / Vig*V,grdo (A.6)
En utilisant s/g;; = 0, et la définition des Cj;, on a
i ret? D = - - w+2 w42
ik = 5 9 (Vigkp + ViGpi — Vpgix) + o(r*"7) = o(r*"?)

L’intégrale correspondant au cinquiéme terme Rj; vérifie donc

/ C 'do, = o(r**?)
5(7’)

et est négligeable devant r2w+2

terme Rj;.

. Il nous reste a calculer I'intégrale correspondant au sixieme

2w+2

/ chqu;ldgr __r / (Vigmk 4 wkgim — ymghl)
s " 4 J so

X (VonGik + ViGmk — Vigmi)do, + o(r*?)

)r2w+2 + 0(7,2w+2)

=~ Q
| &

=

Finalement

/ Rydo, = (B/2 — C/4 — (14 w/220)2 "2 4 o(r2+2) (A7)
S(r)

Preuve du lemme (4.2
Rappelons I’énoncé de ce lemme :
Lemme A.1.

vl (7 Z v]@ky R Rb V”bwr Ra = vijaijrw =0 et Sijbij = sijaij =0

k=1

Preuve. Les b;; sont définis comme suit :

q
1
b” Z (n _ 2)(>\k +1— n) [(Tl )szgpk + )\k(;pkszj]
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En contractant par V°

q
) 1 )
V.. — — 1)s"V.. .V. \V A.
bz] o (n_2>(>\k 1_n) [(Tl )S mj z(;pk"i_)\k ]gpk] ( 8)

D’aprés la définition du tenseur de courbure de Riemann (voir section [1.1), on a
Vi Vior = VimVigr = Ripi Vigr

avec

l l l
Rlijm = S15Sim — SimSij, Rimj = 5m8ij - 5j3mi (A-9)

qui sont les composantes du tenseur de courbure de Riemann de la sphére S,,_; muni de
la métrique standard s. Ici les ¢, sont des fonctions propres du Laplacien sur la sphére
(il ne faut pas les confondre avec les composantes d'un tenseur une fois covariant).
D’aprés les propriétés (1.1, on en déduit que

vmjvlgok - v]mvlgpk = RimJV[QOk
Puisque Apy = —5"™V i 0k,

simejVigok = —VjAng —+ (n — 2)Vj(pk = —()\k —n+ Q)Vj@k

qu’on substitue dans I’équation (A.8]). On trouve
' q
Vzbij = — Z VJQOk (AlO)
k=1
La premiére formule est démontrée. Pour la seconde, il suffit de calculer
Vz‘]bij = — Z Vggpk = Z Ascpk =r“R
k=1 k=1

d’aprés 'expression qui définit R. D’autre part, d’aprés le théoréme
R = Vijgijr‘“ = Vijaijr“’ + Vijbijr‘“
On en conclut que V¥a;; = 0.

Les deux derniéres identités se déduisent aisément de la relation s7g; = 0 et de la
définition des b;;. O
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Preuve du lemme 4.3

Rappelons d’abord la définition des intégrales Qp, By et Cj, :

Qp = / ) bijbdo, By = Svibjkvjbi,ﬂda et Cp = / Svibjkvibjkda

On commence par démontrer les formules suivantes (voir équations (4.1)), (4.1) et (4.1]))

y y n—1 a >\k )
= b;:bYdo = 24
@ /Snl J “ n—QZ)\k—n—i—l/ THSO’“ 7
By, = (n_lQb+Z)\k/
Snl
Z)\k/wkda

Cy=—(

ot les b;; sont donnés par

g 1
% = 2 g T 1 T DV A A

Concernant l'intégrale @, par une intégration par parties et le fait que sb;; = 0 (voir

lemme [A.1)), on obtient

_ q -
lebi-dO' = / —(n—-1 v] Vlbl--da
/ ML D Doy y ey IR G A A

k=1

D’aprés ((A.10) (rappelons que Ay = Appr), I'égalité (A]) est démontrée.
Montrons la formule . Par définition

Bb :/ Vzbjkvjbzkdo = —/ bjkslivljbikda
S, S

n—1

On permute les dérivées covariantes dans V;b;;, ensuite on utilise (A.10)), pour avoir

q
"V iibir, = " (Vjibir — Rjjsbmr — Rilibim) = — Z Virpr + (n — 1)bjk (A.12)
=1

on a utilisé (A.9) et le fait que s7b;; = 0. En reprenant la derniére expression de By, on
en déduit que

—(n—1)Q, — Z/bevmda n—lQb+ZZ/V@pvk¢lda

=1 p=1
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Sachant que {y;}1</<, est une famille de fonctions orthogonales pour le produit scalaire

dans L? et celui de Hy(S,_1) (voir équations (4.3)),(4.4)), page , Iégalité est dé-

montrée. Pour montrer I’égalité (A]), on établit d’abord 'identité suivante :

1
Vibjk = V]blk + m(vmb]mszk — VmbimSjk) (A13)

En effet, en utilisant (A.11)), (A.10) et (A.9), on obtient

q
1
- _ 1V, 1S
vlbﬂk ; (n — 2)()\l 1 n) [(n )szvk@l + )\lvz(Plsgk]
d 1

— (n—2)(\ +1—n) [(n — 1)VjinSDl —(n— 1>Rkijvm90l + )\lvi@lsjk]

q
1
Vb, + Z m[vi@lsﬂc — Vjoisik]
=1

Alors

- 1 g
Cy = / Vi'*V,brdo = By + 5 [ VitV bjndo

Sn—l n-— Sn—l

Si on substitue (A.10) et dans la derniére égalité, on trouve I'expression (A)).
Rappelons I’énoncé du lemme [4.3]:

Lemme A.2. Si = w et gij = a;; + bi;, alors

/ Rdo, = / Ry + Rydo, +0(r*“ ™) < [By/2 = Cy /4 — (1+w/2)*QuJr* @+ + o> 1Y)
S(r) S(r)

. -
Bb/Q—Cb/4—(1+w/2)2Qb=ZUk/ prdo
k=1 Sn-1

avec

n—3 (n—12+(n—1)(w+2)?
Up = Vi
4(n — 2) 4n—2) (v —n+1)
Preuve. D’apreés le lemme (démontré ci-dessus) :
T_WR = Vijgij = Vijbij et Vijaij = sijaij = Sijbij =0 (A14)

Montrons que Q = Q, + Qy, B= B, + By et C = C, + C}.

Q= / (a” +b7)(ai; + bij)do = Qu + Qp + 2/ a”b;;do
Snfl

Sn—1
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On a

ab;; a”[(n = 1)Vijor + Aegrsis]

I 1
:;(n—Z)(Ak—i—l—n)

En intégrant sur S,_; 'expression ci-dessus et en utilisant les relations on en déduit
que

/ a’biido =0 et que Q= Q.+ Qp (A.15)
Sn—1

Par un raisonnement analogue au précédent, montrons que B = B, + B,. D’aprés la
définition de B (voir [A.6)), on a

B = / Vi@ 4+ v*)V;(ai, + by)do = B, + By + 2 / Vial*V jbydo
S, Sn—1

n—1

Par une intégration par parties, on obtient

B=B,+ By, — 2/ a*V'V ;b do
Sn—l

En utilisant I'identité (A.12)), écrite sous la forme suivante
' q
ViVibik = = Y Vipr + (n = 1)b;
I=1

et les relations (A.14)), (A.15)), on en conclut que

/ a’*V'V;bydo =0 et B= B, + B, (A.16)
S

n—1

La derniére formule & établir est C' = C, + C}. Or, d’apreés la définition de C' (voir (A.6)),

C = / Vi@ + v*)V,(aj, + bjp)do = Cy + Cy — 2 / a’*V'Vbjrdo
Snfl Sn—l

D’aprés I'identité (A.13))
) ) 1 ) .
Vlvibjk = Vzv]'bik + m(vlvmb]’msik — V’Vmbimsjk)
. 1 <
= V'V,biy, — — ;(ijwz + Nipisin)

Ici on a juste utilisé I'expression (A.10]) et le fait que Ag; = Ap;. En contractant cette

expression de VV,b;;. avec a/*, en utilisant (A.16)) et les relations (A.14)), on en conclut
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quef a] VVbjkda—OetC' Co + C.
D’aprés le théoréme [A

/ Rdo, = [B/2 — C/4 — (14 w/2)*Qr*“ ™ + o(r*“F1)
S(r)
et par ce qu’on vient de prouver, on en déduit que

/ Rdo, = / R, + Rydo, + o(r?*?)
S(r) S(r)

Comme V%7a;; = 0, R, = 0, lordre de la partie R, est donc supérieur a w + 1. D’aprés le
theoreme E fs( )R o, < 0. D’ou I'inégalité du lemme. O

Détails des calculs du théoréme 4.3

On commence par rappeller les définitions données dans la section [£.1]

Ib(e) = /0 " ﬂi—;)adt et I = lim Ib(e) (A.17)
alors
1) = {13 +?(52a—b—1) si2a—b>1 (A.18)
loge ™' +0O(1)sib=2a—1
En effet, si 2a — b > 1,
ID—1'e) = /+Oo P < /%O t2dt < G
e A T = Qa1 b5
Si b= 2a — 1 alors pour ¢ suffisamment petit
1 j2a-1 5/e 1
I e) < /O mdt +/1 Edt
Par des intégrations par parties, on établit les relations suivantes :
o b—1 -2 _ b—1 27%:2a—b—3b 4(n—2)]]{+1:n (A19)

“ 2 —b—1%  2a-—2 20 —2 7V (In=2)(n-2)/n

Soit . une fonction test définie dans ([(.7)) (voir page[71)). On calcule I;(¢.). En utilisant
I'inégalité (a —b)? > a” — BaPtbpour 0 <b<a,onafB>20<a<(n—-2)(—1)—

5
/ rouldy = wn_l/ ro P (r)dr = 1[&+2)5/25a+”_ﬁ("_2)/2 +0("%)  (A.20)
M 0
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Ce type d’intégrales apparait plusieurs fois dans les calculs suivants, il permet de négliger
le terme constant dans l'expression de u., définie dans , lorsque 'on choisit § suffi-
samment petit et & plus petit que 6. On commence par calculer || V.||* (la définition de
. est donnée dans la section . D’aprés la formule

|Vg90€|2 = (0rp:)? + 172 Ve |
on a l'équation (4.11]) suivante :

é
| Waabdo= [ [9pupao s [0.00Bugpetar [ o
M M 0

Snfl

5
/ u?r"”““dr/\VﬂZdo
0 Snfl

On exprime les intégrales ci-dessus, en utilisant les intégrales Ij', définies plus haut. On
effectue le changement de variable ¢t = r/e. Ce qui donne les expressions suivantes

/ IV u?dv = (n — 2)%w, [T+ O(e"7?) et
M

é
| i [ (952 = g
0 Snfl

/5[8 (ret?y )]27"”‘1d7"/ fAdo = || f|]? /5 ozt Ore? + e w + 2)rT 2r”‘ldr
; T € s 0 (62 —|—7’2)n/2

= [(w —-n+ 4)2]72#1-&-71-&-5(8) + 2((4} + 2)(&) —n+ 4)]721w+n+3(€)
+ (w =+ 2)212 ()] f1 12>+ + o(e%t)

Si on regroupe ensemble ces trois intégrales, on obtient (4.12)) :

/ |vg¢s|2dv—<n—2>2wn_lfs+1<e>+e%+4{ [P

/ fAdo|(w —n + 42121 (¢)
Snfl

+ 2w+ 2)(w — 1+ 4) 2T (e) + (w+ 2)2173‘”"“(5)]} (A.21)

Pour avoir (4.14) (page , il suffit d’écrire le développement limité de ¢ et ensuite
utiliser I’égalité (A.20]).
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el = (war 2y ™) 2N {14

_ (N _ 1)82(w+2) / deO_IZw-I—n—I—?’/(wn_lIg—l)} + O(gmin(3w+6,n—2)) (A'QQ)
Snfl

Il nous reste seulement a calculer | I R,p?dv. La fonction f est définie sur la sphere S, ;.
On sait qu’on peut la définir sur S(r) pour tout r > 0 en posant f(&/r) si £ € S(r). On
garde la méme notation pour la fonction ainsi redéfinie. D’apres le lemme [4.1], on sait que
J s 2 Rydo = O(1), on en déduit, en effectuant le changement de variable ¢ = r/e,
que

/ Ryuidv = 52w+4wn_1/ r 22 R do IO ()
M S(r)

_ {€2w+4wn1]S(r)r_2“_2Rgda[gf22‘““ +o(e* ™) sin > 2w +6

g2t ]og 8_1wn,1fs(r)'r_2”_21i’gda +O(Ee* ™) sin=2w+6

D’autre part R = R+ o(r*) avec yu > w (cf. lemme [4.1]), d’ott

[ guRge a0 = e g o, [ @R + oo
M S(r)
B {5”*“+4I§f§+n+lwn_1fs(rf“f({)}_%da +o(e*t ) sin —6 > w+ p

gwtrtd]og 5‘1wn—1fg(r{_”f(5)ﬁda + O™ ) sin—6=w+p

Sin > w+ pu+ 6 alors

/Rgcpgdv:/ Rgugdv—Q/ fugRgerdv—l—/ fRuZRr*tdo
M M M M

= 52‘“+4wn_1/ r 2R do [T (A.23)
S(r)

2€w+u+4j;:2irét+n+lwn1/ Tiuf(f)RdO'(f) +0(€2w+4)
S(r)

Sin=2w+6et p=w alors

/ Ryp2dv = e log €1wn1{/ r 2 R,do — 2/ P f(ERAa(€)} + O(e* )
M S(r) S(

7)
(A.24)
Rappelons que

-2
I e) — s2d z 2d 5_2
e = ([ 1ot 22 [ Ryt ol
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Maintenant, on a tout les ingrédients nécessaires pour donner l'expression détaillée de
I,(¢c). On l'obtient, en combinant (A.21), (A.22)), (A.23) et (A.24) et le lemme ci-

dessous. On en conclut que si n > 2w + 6 alors

(02) = n(n—2) om (g [T L) ~2/N et 2ol 20t

[g A Wh1 +
w | 7,72w72 o — ’I'L——2 R g 2 g
{ 4(n —1) /s(r) iy 2(n —1) /Sn_{<€>Rd i /Sn|_V1f’ i
B n(n —2)% — (w+2)%(n +n+2) 9 0} o2+
(n—1)(n—2) /Sn{ld ol )

sin = 2w + 6 alors

_2 n N B
I(pe) = n(nT)wi/_l + (W I 72N 2ot g e~ 1
(n— 2>Wn1/ w2 n—2 / _
T r 2 ?Rydo — —— [ f(§)Rdo+
{ 4n—=1) J sm ! 2(n—1) Js,

/ |V f*do + (w + 2)? / f2da} + O(e*™)
Sn71 Snfl
Lemme A.3. On a les relations suivantes pour tout n > 2w + 6 :

(W=n+ 4P 4+ 2(w 4 2)(w — n+ 4) [ 4 (w + 2)2 [

— (N =1)(n— 2)2 In“’+;:_ljg+ _ _n(n —2) (; (_wl—)l—(s)_(;l) +n+2)

n+2w—+1
In—2

Sin =2w+ 6 alors

(w —n—+ 4)2]2w+n+5(8) + 2((,0 + 2)(w —n+ 4)]721w+n+3(6) + (w + 2)2172zw+n+1(8)
[2w+n+3(€)ln+l
2 n n

T = (w+2)?2loge™ +0(1)

- (N =1(n-2)

Ces relations apparaissent dans l'expression de I,(p.), comme étant le coefficient du terme
f Sy fido.

Preuve. Sin = 2w + 6 alors [2T13(g) = [2HnH3 4 O(en~2), [2Hntl(g) = [2otntl 4
O(e"2) et 2T %5(e) = loge™ + O(1) (cf. équation (A.18))); la deuxiéme expression du
lemme est démontrée.

Maintenant, on suppose que n > 2w + 6. En utilisant les relations (A.19), on trouve

J2otnts (2w+n+4)(2w+n+2) Jrt2wetl JRwtn+3 (2w tnt 2)(n — 2w — 6) Jrt2etl
n Mn-1)(n-2) n=2 " A(n—1)(n —2) "
2wtn+1 _ (n—2w—4)(n—2w—6) rn+2w+1 n+1 __n n—1

L, = ey In-2 L =k
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I1 suffit de montrer que le polynéme P, défini pour tout w € N par

Py(w+2) = (w—n+4)?2w+n+4)(2w+n+2)+2(w+2) (w—n+4)(2w+n+2)(n—2w—6)
+ (w+2)*(n — 2w —4)(n — 2w — 6) —n(n +2)(2w +n + 2)(n — 2w — 6)
est de degré 2 et est égal a
Py(w +2) = 4(w + 2)*(n* +n +2) — 4n(n — 2)°

En effet, on vérifie aisément que les termes de degré 4 se simplifient et que Po(—X) =
Po(X), alors P, est pair de degré 2. On en déduit que Po(X) = a, X2 +b,, ou b, = P, (0) =
—4n(n —2)? et a, = Py(0)/2 = 4(n* + n+2)

U

Théoréme 4.2

Dans son article [4], T. Aubin démontre le résultat suivant :

Théoréme A.2. Sipu > w+ 1 alors il existe une constante C(n,w) > 0 telle que

/ Rdo, = C(n, w)(_Ag)w-&-lR(P)rQw-&-Q + 0(7“2w+2)
S(r)

(—A )T R(P) est strictement négative et I,(u.) < #wi/_nl

ol u. est définie dans la section (voir équation (4.8])).

Tout d’abord, remarquons que si ] S(r) Rdo, < 0, d’aprés ce qui a été fait a la section
il suffit de prendre f = 0 pour que . = u.. L’inégalité

n(n—2) a/m
=2 o

est une conséquence immeédiate des inégalités (4.15)), (4.16]).
Il suffit de montrer que (—A,)***R(P) < 0. Pour cela, T. Aubin donne un schéma assez

détaillé de la preuve. Le cas w = 1 ou 2 sont des conséquences des travaux de E. Hebey et
M. Vaugon [26]. Le cas w = 3 est fait par L. Zhang (communication privée). La méthode
de T. Aubin marche pour w quelconque. Notons par SymT le symétrisé du tenseur 1" par
rapport a tout ses indices, et par C'(2,2) 'application de contraction des indices deux a
deux (voir la remarque de la section pour des exemples). On pose

I,(u.) <

A = 0(2, Q)SymVaRpiqungq B = 0(2, 2)SymVaRpiqu5,Vquk
C  =0(2,2)SymVaRi,VsR;, Z=C(2,2)SymVaRpmi,

Rijii, Ri; sont les composantes du tenseur de courbure de Riemann et de Ricci. Tout
les calculs sont faits au point P, qu’on omettra dans les expressions pour des raisons de
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simplicité. Les indices grecs sont des multi-indices de longueur w (i.e. |G| = |a| = w), si
ils contiennent un tilde, alors ils deviennent de longueur w — 2 (i.e. || = |a| = w — 2).
Les indices latins sont de longueur 1. Un indice ou multi-indice noté deux fois, il y a
sommation sur cet indice. sur les autres indices on considére toutes les permutations, afin
d’avoir le symétrisé. Par des calculs combinatoires et les identités de Bianchi, on a le
résultat suivant :

2(w +2)2C(2,2)SymV o R + C(w)I =0

avec

(w+1)*(w +2)?(2w + 2)!
[(w+3)1)2

[=Z+2w+3)*(A+C) +2(w+3)B et C(w) =

On sait qu’il existe une constante K > 0 telle que (—A)“™ R = KC(2,2)SymV opu R.
Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que I > 0. Pour cela T. Aubin considére
de nouveaux termes et de types de contractions qui lui permettent d’écrire I comme
somme de ces termes qui vérifient certaines relations et inégalités entre eux (ces relations
sont obtenues par des contractions, en utilisant les identités de Bianchi). Grace a ces
nouvelles relations, il en déduit la positivité de 1.
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Annexe B

Détails des calculs (Chapitre [5))

Lemme 5.3

On a vu que la preuve du lemme est ramenée a prouver que

(M wel# @ (B.1)
SRRUEE SV Ve (5 YIRS Y- S

D’aprés le lemme [4.4 Ay, > 0 pour tout k& < ¢ < [w/2]. Puisque (dj), est décroissante, il

est facile de vérifier que
w
[_

VEk <j< 2} T < Y (B.2)

(voir équations (4.2)), (4.17) pour la définition de vy, et dj). On vérifie aussi que u,» < 0
(voir équations (4.6))), cela entraine que si w est pair alors x,,/, < 0.

Lecas w =5

D’aprés les remarques ci-dessus, il suffit de montrer que x5 < y;. Ce qui revient & montrer

que
(TL — 2)(d2 — dl) + dl\/ AQ + dg\/ Al >0

Dans ce cas

vn=>5n+3), rn=3n+1)
dy = 4(4n® +53n* + 10n + 128), dy = 4(2n® + 47n* + 42n + 104)
U9 n? — 49n + 36

vy 8(n—2)(n+2)

101
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N , - 12 . . . 2 U2
Apreés une décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle —— par rapport
Vo Vo

a n, on établit que

Ay (n— 2 pup _2 5 29 1076 = 2842 1104 4601
= \n — —_——_——— = N —nN _
2 vy 3 6 3 "9n—-2) n+2 9n+1)
2 29
>_ —_
30+

D’ou

(n—2)(dy — dy) + div/ Ay > —8(n — 2)(n® + 3n* — 16n + 12)
29

2
+ 4(4n® 4+ 53n* + 10n + 128)\/;(71 + g) >0

Le cas w =6

On doit encore montrer que x5 < y;. En effet I'intersection avec I'intervalle |x3, ys[ n’est
pas vide car x3 < 0, y3 > x9 et y3 > ;. Il suffit donc de montrer que

(n — 2)<d2 — dl) +di/Ag +da/ AL >0
Dans ce cas

v =6(Mn+4), rn=4n+2)
dy = 4(5n® + T4n® + 176), dy = 4(3n® + 64n> + 44n + 144)
Uo n? —31n + 18

v 6(n—2)(n+3)

On répéte les mémes calculs que dans le cas précédent. On établit que

dyus 1, 7 892 512 1008 2028
Ag=(n—22—2222 _—p2y Ly 22 -
I LR LUt R Ty Serares Babeprie

1T,

D’ou

(n —2)(dy — dy) + di\/Ay > —8(n — 2)(n® + 5n* — 22n + 16)
7
+2v2(5n% + 74n? + 176)(n + 5) >0
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Lecas w =17

Par contre dans ce cas, on doit vérifier que I'intersection

3

ﬂ]xhyk[

k=1

est non vide. On a déja les inégalités suivantes : y3 > 29 > 0, y3 > 21 > 0 et yo > x1. 11
suffit de montrer que y; > x3, y1 > w9 et yo > w3, ce qui est équivalent a montrer que

V1SZ<j§3 (n—2)(dj—di)+di\/Aj+dj\/Ai>O

On reprend les mémes calculs.

n="7n+5), rb=>5n+3), vry=3n+1)
dy = 4(6n® +99n* — 14n + 232), dy = 4(4n® + 85n* + 42n + 192)
ds = 4(2n® 4+ 790> + T4n + 168)
Ug 3n? — 75n + 32 U3 n? — 81n + 68

v, 16(n—2)(n+4) s 8(n—2)(n+2)

dyus 2 , 5 1413 3572 51333 2862
Ap=(n—22- 28 _ 22,0 -
e e L e IR () B sy
2 925,
> — _
50+ 16
dyus 2, 9 2708 11951 135809 1755
A= (n—92)2—- 222 —Zp2_ 2 _
s T T U o T3 T e 9m—9)
>_ —_ =
70— %)

On montre que les inégalités suivantes sont strictes.

(n —2)(dy — dy) + di\/Ay > —8(n — 2)(n® + Tn* — 28n + 20)

2 25
+ 4\/g(6n3 +99n? — 14n + 232)(n + E) >0

(n —2)(ds — dy) + di\/As > —8(n — 2)(2n® — 10n? — 44n + 32)

2 9
+ 4\/;(6713 +99n? — 14n + 232)(n — g) >0
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(n —2)(ds — dy) + dar/ Az > —8(n — 2)(n® + 3n? — 16n + 12)

> 9
+ 4\[5(4713 + 850 4 420 +192)(n — ) > 0

Lecas 8 < w < 15

A partir de 8 jusqu’a 15, on utilise le logiciel Maple pour faire la décomposition en éléments
simples de la fraction rationnelle A;. On obtient la forme suivante :

€k fk

A =an®+b d
k arn” + ogn + k+n—2+yk—n+1

En utilisant encore ce logiciel, on montre que

VB> Valn + o)

k

ou les coefficients ay, by, di et fi sont donnés explicitement en fonction de w, n et k.
Ensuite, on vérifie que pour tout i < j

(n = 2)(d; — di) + di/Dj + dy/Di > (n = 2)(d; — dy)

b; b;
+ di/a;(n+ ==) + djv/ai(n+ =——) > 0
2Clj 20@

D’apres ce qui a été dit dans le cas 7 ci-dessus, I'inégalité du lemme est démontrée.
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