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de rapporter mon travail. Je remercie également Michel Pierre, Jean-Claude Nédélec
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7.3.1 Sur le calcul des dérivées de forme du champ lointain . . . . . 124

iv
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A.3 Développement en série Mie des opérateurs intégraux surfaciques . . . 147

Bibliographie 149

v



vi



Introduction

Les antennes lentilles intégrées

Les antennes lentilles sont des dispositifs ayant pour support les ondes électromagné-
tiques et dont le fonctionnement peut être assimilé à celui des systèmes de focali-
sation en optique, c’est pourquoi le nom de ! lentille " a été choisi. La structure
de ces antennes est toujours composée d’une source primaire et d’au moins une len-
tille diélectrique. Le rôle de la lentille est d’augmenter la directivité de la source
ou de modifier la forme de son rayonnement pour obtenir un profil de rayonnement
souhaité. La dénomination ! antenne lentille " est utilisée généralement dans le
cas où la lentille est séparée de la source primaire. Le terme ! lentille intégrée "

désigne les antennes dont la lentille est en contact direct avec la source. On dis-
tingue deux types de lentilles : les lentilles homogènes et les lentilles inhomogènes.
Les lentilles homogènes sont constituées de matériaux non conducteurs qui ne sont
pas magnétiquement actifs, leur caractère diélectrique étant donc décrit par une
permittivité électrique différente de celle de l’espace ambiant. Les lentilles inho-
mogènes s’appuient sur une loi de variation de l’indice de réfraction (par des in-
clusions diélectriques ou métalliques dans une lentille homogène) pour focaliser le
rayonnement.

(a) (b) (c) (d)

R
R

d h

Configurations usuelles d’antennes lentilles d’indice nr [18].
(a) hémisphère ; (b) ellipse ; (c) hyperhémisphère ; (d) hémisphère étendu.
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Parmi les configurations usuelles des lentilles on distingue :
(a) la lentille hémisphérique : les rayons arrivent en incidence normale à la surface
sphérique de la lentille ;
(b) la lentille elliptique : la source primaire est située au second foyer de l’ellipse.
Pour que les rayons incidents forment un faisceau de rayons parallèles en sortie il
est préférable d’utiliser ce type de lentille.
(c) la lentille hyperhémisphérique : il s’agit d’une sphère de rayon R coupée selon

un plan situé à une distance d =
R

nr
de son centre ;

(d) la lentille hémisphérique étendue : elle est constituée d’une demi-boule diélectrique
de rayon R et d’indice nr associée à une partie cylindrique de même indice et de

hauteur h. Lorsque h =
R

nr
elle se comporte comme la lentille hyperhémisphérique.

Avec ce type de lentille la forme du diagramme en rayonnement se rapproche d’une
gaussienne. La gaussicité des diagrammes obtenus peut atteindre les 90%.

Synthèse de forme d’antennes lentilles

La montée en importance récente d’applications en ondes millimétriques telles que les
systèmes de communication de proximité, les communications multimedia par satel-
lites ou la sécurité automobile (radars d’assistance ou d’aide à la conduite) nécessite
la construction d’antennes lentilles de quelques centimètres seulement (de une à dix
longueurs d’ondes). Celles-ci doivent répondre à des cahiers des charges spécifiques
qui dépendent des applications visées. L’une des problématiques à résoudre consiste
à déterminer la forme optimale de la lentille 3D étant données :

(i) les caractéristiques de la source primaire,
(ii) les caractéristiques en rayonnement fixées.

Les lentilles présentées ci-dessus ont des formes simples mais certaines applications
nécessitent des diagrammes de rayonnement que ces lentilles ne peuvent pas satis-
faire. Des exemples typiques de diagrammes de rayonnement désirés sont des dia-
grammes gaussiens asymétriques ou des diagrammes sectoriels.
Depuis quelques années des travaux de recherche sont menés au sein de l’équipe An-
tennes et Hyperfréquences de l’Institut d’Électronique et des Télécommunications de
Rennes (IETR) afin de mettre au point des méthodes de synthèse de forme efficaces
appliquées à la conception d’antennes lentilles. Les méthodes actuelles d’optimisa-
tion reposent sur une formulation asymptotique du problème (passage à la limite
zéro pour la longueur d’onde) couplée à des algorithmes d’optimisation de forme
locale ou globale :
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(i) formulation par optique géométrique et optimisation par gradient conju-
gué, thèse de B. Barès [10], à l’IETR.

(ii) formulation par optique géométrique et optique physique et optimisation
par algorithme génétique, thèse de G. Godi [18] à l’IETR.

Exemple de lentille synthétisée par gradient conjugué en vue de l’obtention
d’un diagramme gaussien [10].

(a) (b)
Exemples de lentilles synthétisées par algorithme génétique [18].

(a) diagramme gaussien, (b) diagramme sectoriel.

Cependant, dans les situations réalistes, on est loin des fréquences infinies. Quelques
travaux récents mentionnent aussi l’utilisation d’une formulation intégrale du problè-
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me mais uniquement pour des antennes lentilles 2-D.
Cette thèse s’inscrit dans le cadre d’un projet de collaboration entre l’équipe d’Ana-
lyse Numérique de l’Institut de Recherche Mathématique de Rennes (IRMAR) et
l’équipe Antennes et Hyperfréquence de l’IETR et vise, d’une part, à construire
des modèles mathématiques et numériques plus précis et efficaces en utilisant une
formulation intégrale du problème 3-D et, d’autre part, à développer de nouveaux
outils d’optimisation de forme. Une première thèse sur la première partie de ce pro-
jet a été effectuée par E. H. Kone en utilisant des méthodes d’équations intégrales
volumiques [27]. Ici nous utilisons une approche par équations intégrales surfaciques.
Cette thèse se compose de deux parties. Dans la première partie nous construisons
plusieurs formulations intégrales pour le problème de rayonnement de l’antenne len-
tille. La seconde partie est dédiée au problème d’optimisation de forme.

Modèle mathématique du problème physique

Dans cette thèse nous considérons uniquement des lentilles homogènes formées d’une
seule couche diélectrique. Dans ce cas le problème de rayonnement de l’antenne
lentille est décrit par les équations de Maxwell harmoniques en temps dans l’espace
entier, la lentille diélectrique étant représentée par un domaine Ω de permittivité
électrique différente de celle de l’espace ambiant. Il s’agit du problème de diffraction
d’ondes électromagnétiques par une interface avec des conditions de transmissions
naturelles sur la surface de la lentille. En pratique on ne considère pas de matériaux
magnétiquement actifs (c’est-à dire que la perméabilité magnétique est supposée
constante égale à la perméabilité du vide dans l’espace entier) et on ne considère
pas non plus de matériaux conducteurs. Pour se placer dans un cadre plus général
nous considérons ici des constantes diélectriques quelconques. Le système de Maxwell
en régime harmonique s’écrit

{
rotE− iωµH = 0,
rotH + iωεE = σE + J,

où les constantes positives ω, µ, ε et σ représentent respectivement la fréquence,
la perméabilité magnétique, la permittivité électrique et la conductivité et où J
représente la partie rayonnante de l’antenne. À ces équations s’ajoutent des condi-
tions sur la surface de discontinuité de ε et µ : les composantes tangentielles des
champs électriques E et magnétiques H sont continues. On complète les hypothèses
par la condition de rayonnement de Silver-Müller à l’infini et par la condition que
la densité de courant J est de divergence nulle et s’annule en dehors d’un compact
disjoint de Ω. Étant donnée la densité de courant J, on sait que ce problème de
diffraction admet une unique solution pour toute fréquence réelle (voir [8],[31], ou
le chapitre 1).
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Partie I : Équations intégrales de frontière

Dans la première partie de cette thèse nous voulons déterminer la solution de ce
problème de diffraction en utilisant les méthodes d’équations intégrales de frontières.
Plus précisément nous voulons résoudre le problème de diffraction diélectrique en
utilisant une seule équation intégrale de frontière à une inconnue. La littérature
mathématique est abondante en articles sur la résolution de problèmes aux li-
mites intérieurs ou extérieurs liés aux équations de Maxwell en utilisant une simple
équation intégrale à une inconnue [7, 12, 41] ; dans le cas du diélectrique un système
de deux équations est généralement utilisé [8, 15, 31]. Cependant R. E. Kleinman
et P. A. Martin présentent dans [26] deux méthodes pour résoudre le problème cor-
respondant en acoustique. Ici nous appliquons et analysons ces méthodes au cas
électromagnétique.
Dans le cas scalaire, l’idée consiste à considérer différentes représentations intégrales
de la solution en utilisant diverses combinaisons du potentiel de simple couche et du
potentiel de double couche. La première méthode consiste à représenter la solution
à l’extérieur du domaine par une combinaison linéaire des opérateurs de potentiels
appliqués à une même densité et en faisant intervenir des paramètres qui permettent
de déplacer le spectre des fréquences parasites. En électromagnétisme, cela ne suffit
pas à éviter les fréquences irrégulières. Plusieurs méthodes existent pour contour-
ner cette difficulté. Notre approche consiste à modifier la représentation intégrale
de la solution en multipliant l’un des opérateurs de potentiels électromagnétiques
par un opérateur intégral surfacique elliptique et inversible introduit par O. Stein-
bach et M. Windish dans un autre contexte [41]. De cette façon, nous construisons
deux équations intégrales de frontière alternatives. L’unicité de la solution de ces
équations dépend de l’existence de valeurs propres d’un nouveau problème aux li-
mites intérieur qui agit comme un problème d’impédance. Contrairement au cas
acoustique, les deux équations intégrales ne sont pas des équations intégrales de
Fredholm de seconde espèce, mais les opérateurs correspondants sont de Fredholm

d’indice zéro sur l’espace H
− 1

2
× (divΓ, Γ). Finalement on montre que les opérateurs

définissent des isomorphismes pour toute la plage des fréquences réelles selon un
choix adéquat des paramètres introduits. La seconde méthode, dans le cas scalaire,
repose sur l’hypothèse que la solution peut être représentée à l’intérieur du domaine
soit par un potentiel de simple couche, soit par un potentiel de double couche. Là
encore on construit deux équations intégrales de frontière. Cette méthode s’applique
directement au cas électromagnétique. Les équations intégrales ainsi construites sont
les formes adjointes des équations intégrales obtenues avec la première méthode.
Cette analyse est présentée au chapitre 3 et utilise de nombreux résultats rassemblés
aux chapitre 1 et 2 sur les équations de Maxwell harmoniques et la théorie du poten-
tiel en électromagnétisme dans les espaces de Sobolev qui sont également énoncés et
prouvés dans la liste non exhaustive d’ouvrages et d’articles [3, 4, 8, 9, 13, 16, 30,
31]. Au chapitre 4 nous présentons plusieurs expériences numériques illustrant les
différentes propriétés de ces équations intégrales. Les calculs numériques ont été ef-

5



fectués avec la bibliothèque Inversion Studio développée par R. Potthast, Professeur
à l’Université de Reading, et ses collaborateurs ; c’est une bibliothèque utilisant le
langage de programmation MATLAB et dédiée à la résolution d’équations intégrales
surfaciques et de problèmes inverses acoustiques et électromagnétiques.

Partie II : Optimisation de forme

Une quantité importante est le comportement asymptotique à l’infini du champ
électromagnétique diffracté par la lentille,

E∞(x̂) = lim
|x|→∞

E(x)

G(κ, |x|) , avec G(κ, |x|) =
eiκ|x|

4π|x| et x̂ =
x

|x| .

La fonction E∞, définie sur la sphère unité S2, est appelée profil de rayonnement,
ou aussi champ lointain. Elle décrit une modulation angulaire de l’onde sphérique
uniforme G(κ, | · |) rayonnée par une source fictive située à l’origine. Ce profil de
rayonnement est le seul vestige laissé à l’infini par la géométrie de l’antenne et la
structure du diffracteur diélectrique. Il sert comme point de départ à toute méthode
de diffraction inverse (par exemple la détection de radar) où on veut déterminer
la forme du diffracteur à partir d’observations lointaines. Pour nous, le profil de
rayonnement est la quantité que nous voulons optimiser en modifiant la forme de la
lentille. On se donne un profil idéal I∞ et on cherche à minimiser la fonction coût
quadratique

J(Ω) =

∫

S2

ω(x̂) |E∞(x̂)− I∞(x̂)|2 dσ(x̂),

où ω est un poids. Des exemples pratiques de tels profils idéaux I∞ sont des fonc-
tions d’amplitude constante sur un ensemble de directions qui correspond à une
zone qu’on souhaite illuminer par le rayonnement de l’antenne, et zéro en dehors de
cet ensemble. Les cas extrêmes qui peuvent être intéressants sont le rayonnement
uniforme correspondant à une fonction I∞ d’amplitude uniforme sur toute la sphère
lointaine, ou au contraire la focalisation étroite correspondant à des fonctions I∞

concentrées autour d’une seule direction.
En dimension finie, les méthodes classiques utilisées pour déterminer numériquement
le minimum d’une fonction coût F : Rn "→ R+ sont la méthode de Newton qui fait
intervenir la Hessienne de F et les méthodes de descentes de type gradient qui
nécessitent le calcul des dérivées premières de F à chaque itération. Ces méthodes
se prolongent aux fonctionnelles de forme. Par conséquent nous devons disposer
d’une forme explicite des dérivées de forme de la fonctionnelle J . Cette fonction
coût dépend du domaine Ω par l’intermédiaire de la solution E du problème de dif-
fraction. La seconde partie de cette thèse débute avec l’étude de la dérivabilité de
la solution du problème de diffraction par rapport à l’obstacle diélectrique Ω. C’est
une question assez difficile à traiter. Tout d’abord les outils standards de calcul
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différentiel nécessitent au moins un cadre d’espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes [42], cadre dont on ne dispose pas dans le cas des fonctionnelles de
forme. Une approche satisfaisante consiste à représenter les variations du domaine
Ω par un espace de fonctions. On considère des variations générées par des transfor-
mations des points x de l’espace de type

x "→ x + r(x),

où r est une fonction vectorielle définie (au moins) au voisinage du bord Γ de Ω. Cette
transformation déforme la surface Γ en la surface Γr = (I +r)Γ d’un domaine Ωr. Ce
point de vue nous permet de définir des dérivées directionnelles. On se ramène alors
à l’étude de la différentiabilité au sens de Gâteaux de l’application r "→ E∞(Ωr).

Ω
x ∈ Γ

x + r(x) ∈ Γr

Même si aujourd’hui de nombreux travaux ont été effectués sur le calcul de variations
de forme [19, 32, 33, 39, 40], dans le cadre des équations intégrales surfaciques, la
littérature mathématique n’est pas très étendue. Nous nous sommes principalement
inspirée des travaux que R. Potthast a réalisés pendant sa thèse [37] il y a une
dizaine d’années où il a étudié les dérivées de forme des solutions de problèmes
aux limites liés aux équations de Helmholtz et de Maxwell mais dans les espaces de
fonctions continues [34, 36, 35]. Il s’agit d’utiliser la représentation intégrale de la
solution pour se ramener à l’étude des dérivées de forme des opérateurs intégraux
de frontières standard en électromagnétisme tridimensionnel. Nous sommes alors
confrontés à deux autres difficultés : d’une part, pour pouvoir construire des dérivées
de forme de la solution, il est nécessaire de montrer que les dérivées sont définies
sur les mêmes espaces que les opérateurs intégraux surfaciques eux-mêmes, à savoir

l’espace de Hilbert H
− 1

2
× (divΓ, Γ) ; d’autre part, la définition de dérivabilité pour des

opérateurs définis sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ) soulève des questions non triviales : en effet,

comment dériver des applications r "→ f(r) où f(r) est défini sur l’espace variable

H
− 1

2
× (divΓr , Γr) ? Pour contourner cette difficulté R. Potthast propose dans [35] une

alternative pour les espaces de fonctions continues, qui ne se généralise toutefois

pas à l’espace H
− 1

2
× (divΓ, Γ). Notre approche consiste à utiliser la décomposition de

7



Helmholtz de cet espace [16] :

H
− 1

2
× (divΓ, Γ) = ∇ΓH

3
2 (Γ)

⊕
rotΓ H

1
2 (Γ).

On se ramène alors à l’étude des dérivées de forme d’une classe d’opérateurs intégraux
pseudo-différentiels classiques et d’un bon nombre des opérateurs différentiels sur-
faciques sur les espaces de Sobolev standards. Pour cette étude nous avons utilisé
également quelques résultats sur la dérivabilité d’une intégrale sur le bord qui sont
énoncés dans le livre de M. Pierre et A. Henrot [32]. Nous montrons alors que les
dérivées de forme des opérateurs intégraux de frontières et celles des opérateurs
différentiels surfaciques ne perdent pas de régularité. Nous donnons également une
forme explicite de leurs dérivées de forme. Grâce aux propriétés de dérivation stan-
dard nous en déduisons une forme explicite des dérivées de forme de la solution.
Nous donnons aussi une caractérisation de la première dérivée : c’est la solution
d’un nouveau problème aux limites. Nous avons donc deux possibilités pour calculer
les dérivées de forme de la solution et du champ lointain. Cette analyse est présentée
au chapitre 5.
Une fois qu’on dispose des dérivées de forme du champ lointain, on peut construire
un algorithme d’optimisation de la forme du diffracteur diélectrique en vue de l’ob-
tention d’un profil de rayonnement souhaité. Ici nous avons mis en œuvre deux
méthodes de descente pour la fonction coût J (dans les limites de la capacité de
calcul du logiciel utilisé). Elles sont décrites au chapitre 6. Les résultats numériques
sont présentés au chapitre 7.
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Équations intégrales de frontière

11



12



Chapitre 1

Diffraction d’ondes
électromagnétiques par un
diélectrique

1.1 Introduction

Considérons la diffraction d’ondes électromagnétiques par un obstacle borné Ω de R3

soumis à une onde incidente connue. Les ondes électromagnétiques sont définies par
le champ électrique E et le champ magnétique H en tout point x de l’espace R3. En
milieu diélectrique, isotrope et linéaire caractérisé par la perméabilité magnétique µ,
la permittivité électrique ε, la conductivité σ et la densité de courant J , les lois de
propagations des ondes électromagnétiques sont décrites par le système de Maxwell :






rotH− ε
∂E
∂t

= σE + J ,

∂H
∂t

+ rotE = 0.

On suppose que les ondes électromagnétiques oscillent avec une seule fréquence ω,
on peut écrire :

E(x, t) = &
(
E(x)e−iωt

)
, H(x, t) = &

(
H(x)e−iωt

)
et J (x, t) = &

(
J(x)e−iωt

)
.

Les champs E et H sont alors solutions des équations de Maxwell harmoniques :

(1.1)
rotH + iωεE = σE + J,
rotE− iωµH = 0.

En général, pour résoudre les équations de Maxwell harmoniques on se ramène à
une équation du second ordre en éliminant l’inconnue H. On a

(1.2) rot rotE− κ2E = F

13



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

où F = iωµJ et κ est le nombre d’onde défini par

{
κ2 =

(
ε + i

σ

ω

)
µω2,

' (κ) ≥ 0.

On retrouve H en utilisant l’égalité H =
1

iωµ
rotE.

Dans la suite nous utiliserons l’équation (1.2) au lieu des équations de Maxwell du
premier ordre.

Einc

Hinc
Ω

εi, µi
κi

εe, µe, κe

Γ

n

Es,Hs

Ei,Hi

antenne

lentille diélectrique

On note Ωc le complémentaire R3\Ω. La permittivité électrique ε et la perméabilité
magnétique µ sont strictement positives et constantes à l’intérieur et à l’extérieur
de Ω. La conductivité σ est positive ou nulle. On pose εi = ε|Ω, µi = µ|Ω et κi = κ|Ω,
εe = ε|Ωc , µe = µ|Ωc et κe = κ|Ωc . Le champ électrique incident Einc et le champ
magnétique incident Hinc sont supposés satisfaire les équations de Maxwell (1.1) en
l’absence du diffracteur diélectrique. Par conséquent, le champ Einc satisfait

rot rotEinc − κ2
eE

inc = F dans R3.

On suppose que la fonction F s’annule en dehors d’un compact disjoint de Ω. Par
conséquent Einc satisfait l’équation de Maxwell homogène

rot rotEinc − κ2
eE

inc = 0.

14



1.2 Traces et espaces de Sobolev

dans un domaine borné de R3 incluant Ω.
On pose Ei = E|Ω et Etot = E|Ωc . Le champ total à l’extérieur Etot se décompose en
la somme du champ incident Einc et du champ diffracté Es. Finalement, on a :

(1.3)

{
rot rotEi − κ2

i E
i = 0 dans Ω,

rot rotEs − κ2
eE

s = 0 dans Ωc.

On note également Hi le champ magnétique induit à l’intérieur de Ω et Htot le champ
magnétique total à l’extérieur.
Dans la section 1.2 nous introduisons les espaces de solutions appropriés et rappe-
lons les propriétés des traces correspondantes. Afin d’obtenir une unique solution de
ce problème de diffraction nous devons compléter les équations de Maxwell par des
conditions de transmissions sur l’interface qui sépare les milieux diélectriques et par
la condition de rayonnement de Silver-Müller à l’infini. Les conditions de transmis-
sions garantissent la continuité de la solution à travers la surface Γ du diffracteur
diélectrique. Nous les rappelons en section 1.3. La condition de Silver-Müller assure
que la solution se disperse à l’infini. Elle permet notamment d’établir des critères
d’unicité des solutions de problèmes aux limites extérieur. Nous en discutons en
section 1.4. En section 1.5, nous rappelons la formule de Stratton Shu qui permet
de donner une représentation intégrale de la solution connaissant ses traces sur la
surface du diélectrique Γ. Nous introduisons également la quantité qui nous intéresse
dans cette thèse à savoir le profil de rayonnement de la solution. Enfin en section
1.6 nous établissons l’existence et l’unicité de la solution.

Pour les preuves des résultats énoncés dans ce chapitre nous renvoyons le lecteur
aux livres [3, 4, 8, 9, 13, 16, 30, 31].

1.2 Traces et espaces de Sobolev

Pour un entier d ≥ 1, on note S(Rd) l’ensemble des fonctions infiniment différentiables
et à décroissance rapide à l’infini et S ′(Rd) l’ensemble des distributions tempérées.
Pour s ∈ R, on définit l’espace de Sobolev sur Rd d’ordre s par

Hs(Rd) =

{
u ∈ S ′(Rd),

∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)s |û(ξ)|2 dξ < +∞
}

où û désigne la transformée de Fourier de u. C’est un espace de Banach pour la
norme

||u||2Hs(Rd) =

∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)s |û(ξ)|2 dξ.

Soit K un compact de Rd. Pour k ∈ N, l’espace C k(K) des fonctions k-fois continûment
différentiables sur K est un espace de Banach pour la norme

||u||C k(K) =
∑

|α|≤k

sup
x∈K

|∂αu(x)|.

15



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

L’espace des fonctions infiniment différentiables sur K noté C∞(K) est un espace
de Fréchet pour les semi-normes pk(u) = ||u||C k(K) pour k = 0, 1, . . . Soit G un
domaine non borné de Rd qui est une réunion croissante pour l’inclusion de compact
Ki où i = 0, 1, . . . Alors C∞(G) est un espace de Fréchet pour les semi-normes
pi(u) = ||u||C i(Ki). La topologie naturelle sur ces espaces est celle de la convergence
uniforme des dérivées de tout ordre. On note enfin C∞

c (G) l’espace des fonctions
dans C∞(G) et à support compact.

1.2.1 Notations et définitions

Soit Ω un domaine borné de R3, simplement connexe et de frontière Γ infiniment
différentiable. Pour s > 0, on définit l’espace de Sobolev sur Ω d’ordre s par

Hs(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω), u = v|Ω avec v ∈ Hs(R3)

}
.

C’est un espace de Banach pour la norme

||u||Hs(Ω) = inf
v∈Hs(Rd)

{
||v||Hs(Rd), u = v|Ω

}
.

On définit les espaces localement de Sobolev d’ordre s sur l’ensemble non borné Ωc

par
u ∈ Hs

loc(Ω
c) ⇔ u ∈ Hs(K) pour tout compact K ⊂ Ωc.

On définit de la même façon Hs
loc(R3). Un domaine de R3 étant une réunion dénombra-

ble de compact (Ki)i∈N, les espaces localement de Sobolev sont des espaces de Fréchet
pour les semi-normes pi(u) = ||u||Hs(Ki) sur chaque compacts Ki, où i = 1, . . .

Ω
Ωc

ψ−1
i

ψi

x3 ≤ 0

x3 ≥ 0 B1

Ω ∩Oi

Ωc ∩Oi

Γ

Carte locale.
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1.2 Traces et espaces de Sobolev

La surface Γ étant compacte elle admet un recouvrement ouvert fini (Oi)i∈{1,...,p}.
Puisque la surface Γ est régulière il existe un difféomorphisme ψi de classe C∞ qui
envoie Oi sur la boule unité B1 de R3 et tel que






ψ−1
i (Γ ∩Oi) = B1 ∩ R2 × {0},

ψ−1
i (Ω ∩Oi) = B1 ∩ R2×]−∞; 0[,

ψ−1
i (Ωc ∩Oi) = B1 ∩ R2×]0; +∞[.

Au recouvrement ouvert de Γ on associe une partition de l’unité (λi)i∈{1,...,p} telle

que λi ∈ C∞
c (Oi), λi ≥ 0 pour i = 1, . . . , p avec

p∑
i=1

λi = 1 sur un voisinage de Γ.

Pour k ∈ N on dit qu’une fonction u définie sur Γ est dans C k(Γ) si pour i = 1, . . . , p
on a (λiu) ◦ψi ∈ C k

c (R2) (on prolonge par zéro en dehors du plan équatorial de B1).
On définit une norme sur C k(Γ) par :

||u||2C k(Γ) =
p∑

i=1

||(λiu) ◦ ψi||2C k
c (R2).

Muni de cette norme l’espace C k(Γ) est un espace de Banach. Maintenant on pose
C∞(Γ) =

⋂
k≥0 C k(Γ). Muni des semi-normes pk(u) = ||u||C k(Γ) pour k ≥ 0, l’espace

C∞(Γ) est un espace de Fréchet.

Pour s ∈ R, on dit qu’une fonction u définit sur Γ est dans Hs(Γ) si pour tout
i = 1, . . . , p on a (λiu) ◦ ψi ∈ Hs(R2) et on définit une norme sur Hs(Γ) par :

||u||2Hs(Γ) =
p∑

i=1

||(λiu) ◦ ψi||2Hs(R2).

L’espace dual de Hs(Γ) pour le produit scalaire usuel de L2(Γ) est H−s(Γ) et on
note 〈 , 〉s,Γ le produit de dualité sur ces espaces. On pose Hs(Γ) = (Hs(Γ))3,
Hs(Ω) = (Hs(Ω))3, Hs

loc(Ω
c) = (Hs

loc(Ω
c))3 et Hs

loc(R3) = (Hs
loc(R3))3. On note n

le vecteur normal unitaire de Ω dirigé vers l’extérieur et dσ l’élément d’aire sur la
surface Γ.

Définition 1.2.1 Soient v ∈ C∞ (
Ω

)
et soit u ∈

(
C∞ (

Ω
))3

on définit les traces :

γdv := v|Γ (trace de Dirichlet scalaire),

γnv :=
∂

∂n
v = n · (∇v)|Γ (trace de Neumann scalaire),

γDu := n× u|Γ (trace de Dirichlet vectorielle),

γNκu := κ−1n× (rotu)|Γ (trace de Neumann vectorielle).

Pour v ∈ C∞
c

(
Ωc

)
et u ∈

(
C∞

c

(
Ωc

))3
, on définit les traces extérieures γc

d, γc
n, γc

D

et γc
Nκ

de la même façon.
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1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

Lemme 1.2.2 Soit s ∈ R+. Les traces γd et γn se prolongent en des applications
linéaires et continues de Hs(Ω)∪Hs(Ωc) et Hs+1(Ω)∪Hs+1

loc (Ωc) respectivement dans

Hs− 1
2 (Γ).

Définition 1.2.3 On introduit l’espace de Hilbert

Hs
×(Γ) := γD(Hs+ 1

2 (Ω))

muni de la norme graphe

||u||Hs
×(Γ) = inf

v∈Hs+1
2 (Ω)

{||v||
Hs+1

2 (Ω)
tel que γDv = u}

qui rend l’application γD : Hs+ 1
2 (Ω) → Hs

×(Γ) continue et surjective. Son espace dual
pour le produit scalaire de L2(Γ) est noté H−s

× (Γ).

1.2.2 Un peu de géométrie différentielle

Toute fonction f : Γ → R3 peut être étendue à R3 tout entier en une fonction f̃
définie pour tout x ∈ R3 par

(1.4) f̃(x) =
p∑

i=1

λi(x)f
(
ψi ◦ Π ◦ ψ−1

i (x)
)

où Π est la projection orthogonale sur le plan R2 × {0}. Si f est dans C∞(Γ) alors
f̃ ∈ C∞

c (R3) (par prolongement par zéro en dehors des ouverts Oi).

Définition 1.2.4 (Gradient tangentiel) Soit v ∈ C∞(Γ), on définit le gradient
tangentiel par :

∇Γv = ∇ṽ − (n ·∇ṽ)n.

Pour u ∈ (C∞(Γ))3 on note ∇Γu la matrice dont la ième colonne est le gradient
tangentiel de la ième composante de u.

Définition 1.2.5 (Divergence surfacique) Soit u ∈ (C∞(Γ))3, on définit la di-
vergence surfacique par :

divΓ u = div ũ− [Jac(ũ)]n · n = trace (∇Γu)

où [Jac(ũ)] désigne la matrice Jacobienne de ũ.

Définition 1.2.6 (Rotationnel tangentiel) Soit v ∈ C∞(Γ), on définit le rota-
tionnel tangentiel par :

rotΓ v = ∇ṽ × n = ∇Γv × n.
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1.2 Traces et espaces de Sobolev

Pour u ∈ (C∞(Γ))3 on note rotΓ u la matrice dont la ième colonne est le rotationnel
tangentiel de la ième composante de u.

Définition 1.2.7 (Rotationnel surfacique) Pour u ∈ (C∞(Γ))3, on définit le
rotationnel surfacique par :

rotΓ u = n · rot ũ = −trace (rotΓ u) .

Définition 1.2.8 (Laplace-Beltrami) Soit v ∈ C∞(Γ) ; l’opérateur de Laplace-
Beltrami sur Γ est défini par :

(1.5) ∆Γv = divΓ∇Γv = − rotΓ rotΓv.

Remarque 1.2.9 Les définitions ci-dessus ne dépendent pas du prolongement.

Théorème 1.2.10 (Formule de Stokes) Soient u ∈ (C∞(Γ))3 un champ de vec-
teur et v ∈ C∞(Γ) une fonction scalaire. Nous avons les égalités suivantes :

(1.6)

∫

Γ

(∇Γv · u) dσ +

∫

Γ

v divΓ udσ = 0,

(1.7)

∫

Γ

(rotΓ v · u) dσ −
∫

Γ

v rotΓ udσ = 0,

(1.8) divΓ rotΓ = 0 et rotΓ∇Γ = 0,

(1.9) divΓ u× n = rotΓ u et rotΓ n× u = divΓ u.

Par des arguments de densité et de dualité on montre que les opérateurs différentiels
tangentiels ∇Γ et rotΓ s’étendent en des opérateurs linéaires et continus de Hs+1(Γ)
dans Hs

×(Γ), que les opérateurs différentiels surfaciques divΓ et rotΓ s’étendent en des
opérateurs linéaires et continus de Hs+1(Γ) dans Hs(Γ) et que l’opérateur différentiel
∆Γ s’étend en un opérateur linéaire et continu de Hs+2(Γ) dans Hs(Γ).

Définition 1.2.11 On définit l’opérateur de courbure et la coubure moyenne par :

RΓ = ∇Γn et HΓ = divΓ n = trace(RΓ)

respectivement.

Théorème 1.2.12 Soit u une fonction vectorielle et soit v une fonction scalaire.
Les opérateurs de divergence, de gradient, de rotationnel et le laplacien se décomposent
des façons suivantes :

∇v = ∇Γ +
∂v

∂n
n,
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1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

div u = divΓ uΓ + HΓ u · n +
∂

∂n
(u · n) ,

rotu = (rotΓ u)n + rotΓ (uΓ · n)− (RΓu)× n−
(

∂u
∂n

)
× n,

∆v = ∆Γv + HΓ
∂v

∂n
+

∂2v

∂n2
.

Preuve. Nous renvoyons le lecteur au livre [31] page 75. !

Les relations de commutation entre la dérivée normale et les opérateurs différentiels
surfaciques suivantes nous seront très utiles pour étudier les dérivées normales des
opérateurs de potentiels en électromagnétisme.

Lemme 1.2.13 Soit u une fonction vectorielle et soit v une fonction scalaire définies
sur Γ. Nous avons les égalités suivantes :

(1.10) divΓ
∂

∂n
u− ∂

∂n
divΓ u = divΓ(RΓu)− u ·∇Γ HΓ,

(1.11) ∇Γ
∂

∂n
v − ∂

∂n
∇Γv = ∇ ∂

∂n
v − ∂

∂n
∇v = RΓ∇Γv,

(1.12)
∂

∂n
(RΓu)−RΓ

∂

∂n
u =

(
∂

∂n
RΓ

)
u = −R2

Γu.

Preuve. Nous renvoyons le lecteur au livre [31] page 78. !

1.2.3 Les espaces H(rot, Ω) et H(div, Ω)

Définition 1.2.14 Soit s ∈ R. On introduit les espaces

Hs
×(divΓ, Γ) := {j ∈ Hs

×(Γ), divΓ j ∈ Hs(Γ)},

Hs
×(rotΓ, Γ) := {j ∈ Hs

×(Γ), rotΓ j ∈ Hs(Γ)}.

Ce sont des espaces de Hilbert pour les normes

||j||Hs
×(divΓ,Γ) = ||j||Hs

×(Γ) + || divΓ j||Hs(Γ),

||j||Hs
×(rotΓ,Γ) = ||j||Hs

×(Γ) + || rotΓ j||Hs(Γ).
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1.2 Traces et espaces de Sobolev

Théorème 1.2.15 L’opérateur

×n :
L2
×(Γ) → L2

×(Γ)
j "→ j× n

s’étend en un isomorphisme continu de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) sur son dual H

− 1
2

× (rotΓ, Γ).
L’application

B : H
− 1

2
× (divΓ, Γ)×H

− 1
2

× (divΓ, Γ) → C

( j,m) → B( j, m) =

∫

Γ

(n× j) ·m dσ

défini un produit de dualité sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ).

Soit D un opérateur différentiel de R3 sur R (ou R3). Pour s ∈ R+, on introduit les
espaces :

Hs(D, Ω) = {u ∈ Hs(Ω), Du ∈ Hs(Ω) (ou Hs(Ω))},
Hs

loc(D, Ωc) = {u ∈ Hs
loc(Ω

c), Du ∈ Hs
loc(Ω

c) (ou Hs
loc(Ω

c))},
Hs

loc(D, R3) = {u ∈ Hs
loc(R3), Du ∈ Hs

loc(R3) (ou Hs
loc(R3))}.

On munit l’espace Hs(D, Ω) de sa norme graphe

||u||Hs(D,Ω) = ||u||Hs(Ω) + ||Du||Hs(Ω).

On notera H(D, Ω) au lieu de H0(D, Ω).

Théorème 1.2.16 La trace qui à u ∈ H(div, Ω) associe sa composante normale sur
Γ, notée n · γdu, est continue et surjective de H(div, Ω) sur H− 1

2 (Γ).
De plus, pour tout v ∈ H1(Ω) et tout u ∈ H(div, Ω), on a

(1.13)

∫

Ω

[(∇v · u)− v div u] dx = 〈n · γdu, v〉− 1
2 ,Γ.

Théorème 1.2.17 (théorème de Green) Les opérateurs de trace γD et γNκ sont

linéaires et continus de H(rot, Ω) et H(rot rot, Ω), respectivement, vers H
− 1

2
× (divΓ, Γ).

De plus, pour tout u, v ∈ H(rot, Ω), nous avons la formule de Stokes :

(1.14)

∫

Ω

[(rotu · v)− (u · rot v)] dx = B(γDu, γDv).

Nous avons les mêmes propriétés pour les opérateurs de traces extérieurs n ·γc
d, γc

D et
γc

Nκ
sur les espaces Hloc(div, Ωc), Hloc(rot, Ωc) et Hloc(rot rot, Ωc) respectivement.

Théorème 1.2.18 (dérivées normales) Les opérateurs de traces γn et n × γn

sont linéaires et continus de H1(rot, Ω) vers H− 1
2 (Γ) et H

− 1
2

× (divΓ, Γ) respectivement.

Preuve. On utilise le théorème précédent 1.2.17 et la relation de commutation
entre la dérivée normale et l’opérateur de divergence surfacique (1.10). !
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1.2.4 Décomposition de Helmholtz

Théorème 1.2.19 (Théorème de la divergence) Soit u ∈ Hs(Γ). On a

∫

Γ

divΓ u dσ =

∫

Γ

u · nHΓ dσ.

En particulier si u est tangente à la surface Γ alors divΓ u est de moyenne nulle.

On pose

Hs
∗(Γ) = {f ∈ Hs(Γ), 〈f, 1〉s,Γ = 0} .

Remarque 1.2.20 Puisque rotΓ n = 0, on en déduit que pour tout u ∈ Hs+1(Γ) on
a rotΓ u ∈ Hs

∗(Γ). De plus, les opérateurs divΓ et rotΓ sont continus et surjectifs de
Hs+1
× (Γ) sur Hs

∗(Γ).

Puisque la surface Γ est régulière et simplement connexe nous avons le résultat
suivant :

Théorème 1.2.21 Soit s ∈ R. Étant donné f ∈ Hs
∗(Γ), il existe une unique solution

u ∈ Hs+2(Γ)/R de l’équation :

∆Γu = f sur Γ.

Le théorème suivant est démontré dans [16] pour le cas s = −1

2
mais il est valable

pour tout s ∈ R :

Théorème 1.2.22 L’espace Hs
×(divΓ, Γ) admet la décomposition de Helmholtz sui-

vante :

(1.15) Hs
×(divΓ, Γ) = ∇Γ

(
Hs+2(Γ)/R

) ⊕
rotΓ

(
Hs+1(Γ)/R

)
.

C’est-à-dire que pour tout j ∈ Hs
×(divΓ, Γ) il existe un unique p ∈ Hs+2(Γ)/R et un

unique q ∈ Hs+1(Γ)/R tels que :

j = ∇Γ p + rotΓ q.

Remarque 1.2.23 Soit j ∈ Hs
×(divΓ, Γ) et soit ∇Γp + rotΓq sa décomposition de

Helmholtz. Grâce aux egalités (1.5), (1.8) et au théorème 1.2.21 les densités p et q
sont données par

p = ∆−1
Γ divΓ j et q = −∆−1

Γ rotΓ j.

Puisque j ∈ Hs
×(Γ) et divΓ j ∈ Hs(Γ) on a bien p ∈ Hs+2(Γ)/R et q ∈ Hs+1(Γ)/R.
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1.3 Conditions de transmission

Désormais on va s’intéresser aux solutions de (1.1) qui sont dans Hloc(rot, R3). On
suppose que F ∈ L2

loc(R3) et satisfait div F = 0 et que Einc,Hinc ∈ Hloc(rot, R3). Pour
s’assurer que la solution (E,H) des équations de Maxwell (1.1) est dans Hloc(rot, R3)
nous devons compléter les équations de Maxwell par les conditions de transmissions
suivantes :

Lemme 1.3.1 Soit (E,H) une solution des équations de Maxwell (1.1). Alors E et
H sont dans Hloc(rot, R3) si et seulement si les champs intérieurs Ei et Hi sont
dans H(rot, Ω), les champs diffractés Es et Hs sont dans Hloc(rot, Ωc) et que les
conditions de transmissions suivantes sont satisfaites sur Γ :

(1.16)
n× Ei

|Γ − n× Etot
|Γ = 0,

n×Hi
|Γ − n×Htot

|Γ = 0.

Preuve. On utilise la formule d’intégration par partie (1.14). !

Lemme 1.3.2 Soit E,H ∈ Hloc(rot, R3) une solution des équations de Maxwell
harmoniques (1.1). Alors (εE) , (µH) ∈ Hloc(div, R3) et sur Γ on a :

n ·
(
εiE

i
)
|Γ − n ·

(
εeE

tot
)
|Γ = 0,

n ·
(
µiH

i
)
|Γ − n ·

(
µeH

tot
)
|Γ = 0.

Preuve. On applique l’opérateur de divergence aux équations de Maxwell !

Si E et H sont dans Hloc(rot, R3) et satisfont les équations de Maxwell (1.1) alors E
est dans Hloc(rot rot, R3), ce qui justifie qu’on utilise les équations du second ordre
(1.2). Dans ce cas, les conditions de transmission (1.16) deviennent :

n× Ei
|Γ − n× Etot

|Γ = 0,(1.17a)

1

µi
n×

(
rotEi

)
|Γ −

1

µe
n×

(
rotEtot

)
|Γ = 0.(1.17b)

1.4 Condition de rayonnement et théorème de Rel-
lich

Considérons l’équation de Maxwell homogène :

(1.18) rot rotE− κ2E = 0.

23
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Définition 1.4.1 Une solution E de (1.18) dans Ωc est dite raynonnante si elle
vérifie la condition de rayonnement de Silver-Müller :

(1.19) lim
|x|→+∞

|x| (rotE× x̂− iκE) = 0

ou de façon équivalente

rotE× x̂− iκE = ◦(1) lorsque |x|→ +∞

uniformément dans toutes les directions x̂ =
x

|x| , x ∈ R3.

Puisque les solutions de (1.18) satisfont l’équation de Helmholtz vectorielle

∆E + κ2E = 0,

nous pouvons étendre le théorème de Rellich établit pour les solutions des équations
d’Helmholtz au cas des équations de Maxwell.

Lemme 1.4.2 (Lemme de Rellich) Soit E ∈ Hloc(rot, Ωc), une solution de l’équation
de Maxwell (1.18) dans Ωc satisfaisant la condition de Silver-Müller et telle que

lim
R→+∞

∫

∂BR

|E|2 = 0.

Alors E = 0 dans Ωc.

Corollaire 1.4.3 Soit E ∈ Hloc(rot, Ωc) une solution de l’équation de Maxwell
(1.18) dans Ωc satisfaisant la condition de Silver-Müller et la condition de Dirichlet
homogène γc

DE = 0 sur Γ. Alors E = 0 dans Ωc.

Preuve. On utilise la formule (1.14) et le lemme de Rellich. !

On a le même résultat avec la condition de Neumann homogène γc
Nκ

E = 0.

1.5 Formule de Stratton-Chu et champ lointain

Soit G(κ, |x−y|) =
eiκ|x−y|

4π|x− y| la solution fondamentale de l’équation de Helmholtz :

∆u + κ2u = 0.

Théorème 1.5.1 Soit E une solution de (1.18) dans Ω. On supose que E est dans
H(rot, Ω). Alors E admet la représentation intégrale suivante pour tout x ∈ Ω :

E(x) = − rot

∫

Γ

G(κ, |x− y|)(γDE)(y)dσ(y)

−1

κ
rot rot

∫
G(κ, |x− y|)(γNκE)(y)dσ(y).
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Remarque 1.5.2 On en déduit que si les traces de E sur Γ sont nulles alors E est
identiquement nul sur Ω.

Théorème 1.5.3 Soit E une solution de (1.18) dans Ωc. On suppose que E est
dans Hloc(rot, Ωc) et satisfait la condition de rayonnement de Silver-Müller. Alors
E admet la représentation intégrale suivante pout tout x ∈ Ωc :

E(x) = rot

∫

Γ

G(κ, |x− y|)(γc
DE)(y)dσ(y)

+
1

κ
rot rot

∫

Γ

G(κ, |x− y|)(γc
Nκ

E)(y)dσ(y).

Corollaire 1.5.4 Toute solution rayonnante de (1.18) dans Ωc admet le comporte-
ment asymptotique suivant :

E(x) = G(κ, |x|)
{

E∞(x̂) + O

(
1

|x|

)}
quand |x|→ +∞,

uniformément dans toutes les directions x̂ =
x

|x| . De plus

E∞(x̂) = iκ x̂×
(∫

Γ

e−iκx̂·y(γc
DE)(y)dσ(y)

)

+ κ x̂×
(∫

Γ

e−iκx̂·y(γc
Nκ

E)(y)dσ(y)

)
× x̂.

Remarque 1.5.5 La fonction E∞ est appelée champ lointain ou profil de rayon-
nement. On peut définir de la même façon le champ lointain associé au champ
magnétique H. Les champs H∞ et E∞ sont tangents à la sphère unité et orthogo-
naux.
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1.6 Existence et unicité de la solution

Considérons le problème suivant :

(P)






Étant donné Einc ∈ Hloc(rot, R3) tel que rot rotEinc − κ2
eE

inc = 0
dans un domaine borné contenant Ω, trouver
(Ei,Es) ∈ H(rot, Ω)×Hloc(rot, Ωc) satisfaisant les
équations de Maxwell,

rot rotEi − κ2
i E

i = 0 dans Ω,

rot rotEs − κ2
eE

s = 0 dans Ωc,

les conditions de transmissions sur Γ

n× Ei
|Γ − n× Etot

|Γ = 0,
1

µi
n×

(
rotEi

)
|Γ −

1

µe
n×

(
rotEtot

)
|Γ = 0,

et la condition de Silver-Müller

lim|x|→+∞ |x| (rotE× x̂− iκE) = 0.

Le théorème ci-dessous est une adaptation du théorème d’unicité établi dans [26]
dans le cas acoustique. Il donne des conditions suffisantes sur les caractéristiques du
milieu pour obtenir une unique solution du problème P.

Théorème 1.6.1 On suppose que les constantes µi, µe, κi et κe verifient les condi-
tions suivantes :
(i) κe est un réel strictement positif ou de partie imaginaire strictement positive,

(ii) '
(

κe
µi

µe

)
≤ 0 et '

(
κe

µi

µe
κ2

i

)
≥ 0.

Alors le problème P admet une unique solution.

Preuve. Ici nous montrons seulement l’unicité et déterminerons une solution de ce
problème au chapitre 3. Supposons que Einc = 0. Soit E = (Ei,Es) une solution non
nulle du problème de transmission. Soit BR une boule de rayon suffisamment grand
pour que Ω ⊆ BR et nR le vecteur normal unitaire extérieur à BR. Deux applications
du théorème de Green et (3.3) et (3.4) donnent :

∫

∂BR

(rotEs × nR) · Es =

∫

BR\Ω
{| rotEs|2 − κ2

e|Es|2}

+
µi

µe

∫

Ω

{| rotEi|2 − κ2
i |Ei|2}.

On multiplie par κe l’égalité ci-dessus et on prend la partie imaginaire, ce qui donne :

'
(

κe

∫

∂BR

(rotEs × nR) · Es

)
= '(κe)

(∫

BR\Ω
{| rotEs|2 + |κeE

s|2}
)

+'
(

κe
µi

µe

) ∫

Ω

| rotEi|2 −'
(

κe
µi

µe
κ2

i

) ∫

Ω

|Ei|2.
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1.6 Existence et unicité de la solution

D’après la condition de Silver-Müller on a

lim
R→+∞

∫
∂BR

| rotEs × nR − iκeE
s|2 = 0.

En développant on a

lim
R→+∞

∫

∂BR

| rotEs × nR|2 + |κeE
s|2 − 2&

(
rotEs × nR · iκeE

s
)

= 0.

Sous les hypothèses du théorème on a
∫

∂BR

&
(
rotEs × nR · iκeE

)
= '

∫

∂BR

(
κe rotEs × nR · E

)
≤ 0.

On en déduit que

lim
R→+∞

∫

∂BR

|Es|2 = 0.

Donc Es ≡ 0 dans Ωc d’après le théorème de Rellich. D’après les conditions de
transmissions, on a γDEi = 0 et γNκi

Ei = 0. Il vient ensuite que Ei ≡ 0 dans Ω
d’après la formule de Stratton-Shu. !

Ce théorème couvre les cas qui nous intéressent à savoir lorsque le domaine Ω est
plongé dans le vide, c’est-à-dire lorsque la conductivité est nulle à l’extérieure et κe

est strictement positif et κi est un complexe satisfaisant la condition (i).

27





Chapitre 2

Théorie du potentiel

2.1 Introduction

La théorie du potentiel associée aux équations de Maxwell harmoniques découle de
la formulation intégrale de Stratton-Chu évoquée au chapitre 1 qui met en rela-
tion les solutions des problèmes aux limites avec leurs traces sur le bord. Elle a
contribué au développement de la théorie des équations intégrales de frontière en
électromagnétisme : au lieu de résoudre les équations de Maxwell dans l’espace R3

on se ramène à un système de deux équations intégrales sur le bord à deux incon-
nues. Pour déterminer l’existence et l’unicité des solutions de telles équations on
fait appel à la théorie de Fredholm, ce qui nécessite au préalable une étude précise
des opérateurs de potentiels et des opérateurs intégraux de frontières. Nous allons
rappeler dans ce chapitre les résultats fondamentaux sur cette étude. Nous utilisons
les notations de [8], la majorité des résultats énoncés ici sont prouvés dans [9, 31].
Les opérateurs intégraux de frontière qui nous intéressent appartiennent à la classe
des opérateurs intégraux pseudo-différentiels de noyaux pseudo-homogènes (voir
[17, 23, 24, 29, 44, 43]). Nous commençons ce chapitre par présenter les propriétés de
régularité des opéateurs faiblement singuliers ([31] p. 176) de cette classe d’opérateur
qui sera très utile dans la seconde partie de cette thèse pour étudier les dérivées de
forme de la solution du problème de diffraction.

2.2 Opérateurs intégraux de noyaux
pseudo-homogènes

Soit Ω un domaine borné de Rd de bord Γ régulier. Dans cette section nous nous
intéressons aux opérateurs intégraux surfaciques de la forme :

(2.1) K|Γ(u)(x) = vp.

∫

Γ

k(y, x− y)u(y)dσ(y), x ∈ Γ
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2. Théorie du potentiel

où l’intégrale est considérée au sens de la partie principale de Cauchy et le noyau k
est faiblement singulier, régulier par rapport à la variable y ∈ Γ et quasi-homogène
par rapport à la variable z = x − y ∈ Rd. Nous rappelons ici les propriétés de
régularités de ces opérateurs sur les espaces de Sobolev Hs(Γ) valables aussi pour
leurs adjoints

(2.2) K∗
|Γ(u)(x) = vp.

∫

Γ

k(x, y − x)u(y)dσ(y), x ∈ Γ.

Théorème 2.2.1 On dit que k(y, z) défini sur Rd×
(
Rd\{0}

)
est homogène de degré

−n si

k(y, z) =
1

|z|n k(y,

(
z

|z|

)
.

Définition 2.2.2 Un noyau homogène k(y, z) défini sur Rd ×
(
Rd\{0}

)
est dit de

classe −m pour m ≥ 0 si





sup
y∈Rd

sup
|z|=1

∣∣∣∣
∂|α|

∂yα

∂|β|

∂zβ
k(y, z)

∣∣∣∣ ≤ Cα,β, pour tout multi-indices α et β,

∂|β|

∂zβ
k(x, z) est homogène de degré − d + 1 par rapport à la variable z

pour tout |β| = m et Dm
z k(x, z) est impaire par rapport à la variable z.

Maintenant on va introduire une classe d’opérateurs pseudo-différentiels.

Définition 2.2.3 Soit s ∈ R. Un noyau k ∈ C∞ (
Γ×

(
Rd\{0}

))
est pseudo-

homogène de classe −m pour un entier m tel que m " 0, si pour tout entier r
le noyau k admet le développement asymptotique suivant lorsque z tend vers 0 :

(2.3) k(y, z) = km(y, z) +
l−1∑

j=1

km+j(y, z) + km+l(y, z),

où pour j = 0, 1, ..., l − 1 km+j est homogène de classe −(m + j) et l est choisi tel
que km+l est r fois différentiables.

Le théorème ci-dessous est énoncé et prouvé dans [31].

Théorème 2.2.4 Soit k un noyau pseudo-homogène de classe −m. L’opérateur
associé K|Γ donné par (2.1) est linéaire et continu de Hs−m(Γ) dans Hs(Γ) pour
tout réel s.

Nous avons le même résultat pour son adjoint K∗
|Γ.

Le théorème ci-dessous est établi dans le livre de G. I. Eskin [17].
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Théorème 2.2.5 Soit s un réel et k un noyau pseudo-homogène de classe −m.
L’opérateur de potentiel P défini par

(2.4) P(u)(x) =

∫

Γ

k(y, x− y)u(y)ds(y), x ∈ R3\Γ

est continu de Hs− 1
2 (Γ) dans Hs+m(Ω) ∪Hs+m

loc (Ωc) pour tout réel s.

2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques

Soit k ∈ C avec '(k) ≥ 0. Nous rappelons que G(k, |z|) =
eiκ|z|

4π|z| est la solution

fondamentale de l’équation de Helmholtz.

2.3.1 Définitions et premières propriétés

Définition 2.3.1 On définit l’opérateur de potentiel de simple couche ψκ pour une
fonction scalaire ou vectorielle u par :

(Ψκu)(x) =

∫

Γ

G(κ, |x− y|)u(y)dσ(y) x ∈ R3\Γ,

et l’opérateur intégral Vκ par

Vκu(x) = vp.

∫

Γ

G(κ, |x− y|)u(y)dσ(y) x ∈ Γ.

Théorème 2.3.2 Soit s ∈ R. L’opérateur intégral Vκ est linéaire et continu de
Hs(Γ) dans Hs+1(Γ) et l’opérateur de potentiel Ψκ est linéaire et continu de Hs− 1

2 (Γ)
dans Hs+1(Ω) ∪Hs+1

loc (Ωc).

Preuve. On pose z = x− y.

eiκ|z|

|z| =
∞∑

j=0

(iκ)j|z|j−1

Pour j 5= 1,

∇z(|z|j−1) = −(j − 1)
z

|z|2−j

qui est clairement impaire et homogène de degré j − 1 dans R3. Le noyau associé à
l’opérateur de simple couche Ψκ est pseudo-homogène de classe -1. !

Définition 2.3.3 (Potentiel électrique) On définit l’opérateur de potentiel élec-
trique ΨEκ pour une densité j par :

ΨEκ j := κ−1 rot rotΨκ j.
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Ceci peut s’écrire aussi

(2.5) ΨEκ j := κ Ψκ j + κ−1∇Ψκ divΓ j

d’après l’équation d’Helmholtz et l’égalité rot rot = −∆ +∇ div (cf [3]).

Définition 2.3.4 (Potentiel magnétique) On définit l’opérateur de potentiel ma-
gnétique ΨMκ pour une densité m par :

(2.6) ΨMκ j := rotΨκ j.

Théorème 2.3.5 Les potentiels ΨEκ et ΨMκ sont continus de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) dans

H(rot, Ω) ∪Hloc(rot, Ωc). Pour j,m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) on a :

(rot rot−κ2 I) ΨEκ j = 0 et (rot rot−κ2 I) ΨMκ m = 0 dans R3\Γ

et ΨEκ j et ΨMκ m satisfont la condition de Silver-Müller. On a de plus :

(2.7) κ−1 rotΨEκ = ΨMκ et κ−1 rotΨMκ = ΨEκ .

Preuve. L’opérateur Ψκ est pseudo-homogène de classe -1,∇Ψκ et rotΨκ sont alors

pseudo-homogènes de classe 0. Donc ΨEκ et ΨMκ sont continus de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) dans

L2(Ω) ∪ L2
loc(Ω

c). On conclut grâce aux égalités (2.7). !

On pose [γD] = γD − γc
D et [γNκ ] = γNκ − γc

Nκ
.

Théorème 2.3.6 (Formule de Stratton-Chu) Soit E une solution de l’équation
de Maxwell harmonique

rot rotE− κ2E = 0

telle que E|Ω ∈ H(rot, Ω) et EΩc ∈ Hloc(rot, Ωc) et satisfaisant la condition de
Silver-Müller. Alors si on pose :

j = [γNκ ]E et m = [γD]E,

le champ E admet la représentation intégrale sur Ω ∪ Ωc :

(2.8) E(x) = −(ΨEκ j)(x)− (ΨMκ m)(x).

De plus, on a
E∞ = −

(
Ψ∞

Eκ
j
)
−

(
Ψ∞

Mκ
m

)
,

où les opérateurs Ψ∞
Eκ

et Ψ∞
Mκ

sont linéaires et continus de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) dans l’espace(

C∞
× (S2)

)3
des fonctions tangentes à la sphère unité S2 et infiniment différentiables

et sont définis pour j, m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) et pour x̂ ∈ S2 par :

Ψ∞
Eκ

j(x̂) = κ x̂×
(∫

Γ

e−iκx̂·yj(y)dσ(y)

)
× x̂,

Ψ∞
Mκ

m(x̂) = iκ x̂×
(∫

Γ

e−iκx̂·ym(y)dσ(y)

)
.

(2.9)
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2.3.2 Relations de sauts

On pose [γd] = γd − γc
d et [γn] = γn − γc

n.

Soit u ∈ H− 1
2 (Γ), on sait que le potentiel de simple couche Ψκu est continu à travers

la surface Γ et que sa dérivée normale est discontinue. On a :

(2.10) [γd] Ψκ = 0 et [γn] Ψκ = I .

On en déduit le théorème suivant :

Théorème 2.3.7 Soit j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ). La composante tangentielle du potentiel

électrique ΨEκ j est continue à travers la surface Γ alors que sa composante normale
est discontinue. On a

(2.11) [γD] ΨEκ j = 0 et n · [γd] ΨEκ j =
1

κ
divΓ j.

Soit m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ). La composante normale du potentiel magnétique ΨMκm est

continue à travers la surface Γ alors que sa composante tangentielle est discontinue.
On a :

(2.12) [γD] ΨMκ m = −m et [n · γd] ΨMκ m = 0

Preuve. Soit j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ), on a sur Γ :

n× (ΨEκj)|Γ = κ n× (Ψκj)|Γ + κ−1n×∇Γ (Ψκ divΓ j)|Γ

et

n · (ΨEκj)|Γ = κ n · (Ψκj)|Γ + κ−1 ∂

∂n
(Ψκ divΓ j) .

En utilisant les relations de sauts du potentiel de simple couche, on obtient :

γDΨEκj = κ n× [γd] Ψκj + κ−1n×∇Γ [γd] Ψκ divΓ j = 0

et
n · [γd]ΨEκj = κ n · [γd]Ψκj + κ−1[γn]Ψκ divΓ j = κ−1 divΓ j.

Soit m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ), en utilisant la décomposition (1.2.12) du rotationnel sur la

surface Γ, on a :

n× (ΨMκm)|Γ = n× (rotΨκm)|Γ = − ∂

∂n
(Ψκm)−RΓ (Ψκm)Γ +∇Γ

(
(n · (Ψκm)|Γ

)

et
n · (ΨMκm)|Γ = n · (rotΨκm)|Γ m = rotΓ (Ψκm)|Γ .
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En utilisant les relations de sauts du potentiel de simple couche, on obtient :

[γD]ΨMκm = −[γn]Ψκm−RΓ[γd]Ψκm +∇Γ(n · [γd]Ψκ)m = −m

et
n · γdΨMκm = rotΓ[γd]Ψκm = 0.

!

Puisque nous avons les égalités :

γNκΨEκ = γDΨMκ et γNκΨMκ = γDΨEκ ,

on en déduit

(2.13) [γNκ ] ΨEκ j = −j et [γNκ ] ΨMκ m = 0.

Dans la seconde partie de cette thèse nous aurons besoins des résultats suivants
concernant la dérivée normale des potentiels électriques et magnétiques.

Théorème 2.3.8 Les opérateurs de potentiels électriques ΨEκ et magnétiques ΨMκ

ont une dérivée normale discontinue à travers la surface et on a :

n× [γn]ΨEκ = κ n× I +
1

κ
n×∇Γ divΓ,

n× [γn]ΨMκ = HΓ · I−RΓ.

Preuve. Soit j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) ; en utilisant les relations de commutation du lemme

1.2.13 on a sur Γ :

∂

∂n
ΨEκj = κ

∂

∂n
Ψκj + κ−1 ∂

∂n
∇Ψκ divΓ j

= κ
∂

∂n
Ψκj + κ−1∇ ∂

∂n
Ψκ divΓ j−RΓ∇Γ (Ψκ divΓ j)|Γ .

En utilisant les relations de saut du potentiel de simple couche, on obtient

n× [γn]ΨEκj = κ n× [γn]Ψκj + κ−1n×∇Γ[γn]Ψκ divΓ j− n×RΓ∇Γ[γd]Ψκ divΓ j

= κn× j + κ−1n×∇Γ divΓ j.

Soit m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) ; en utilisant la décomposition (1.2.12) du rotationnel sur la

surface Γ, on a :

n×
(

∂

∂n
ΨMκm

)
=

∂

∂n
(n× rotΨκm)

= − ∂2

∂n2
Ψκm− ∂

∂n
(RΓ(Ψκm)) +

∂

∂n
∇Γ (n · (Ψκm)) .
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On utilise les relations de commutations du lemme 1.2.13 et on obtient :

∂

∂n
(n× rotΨκm) = ∇Γ

(
n ·

(
∂

∂n
Ψκm

))
−RΓ∇Γ (n · (Ψκm))−RΓ(

∂

∂n
Ψκm)

+R2
Γ(Ψκm) + κ2Ψκm + ∆ΓΨκm + HΓ

∂

∂n
Ψκm.

Puisque m est une fonction tangente à la surface Γ, on a

∇Γ (n · [γn]Ψκm) = 0.

Par conséquent on a

n× [γn] ΨMκm = −RΓ[γn]Ψκm + HΓ[γn]Ψκm = HΓ m−RΓm.

!

2.3.3 Les opérateurs intégraux de frontière

Définition 2.3.9 Soit j une densité de vecteurs tangents à la surface Γ. On définit
les opérateurs intégraux de frontière Mκ et Cκ par :

Mκj(x) = −
∫

Γ

n(x)× rotx {G(κ, |x− y|)j(y)} dσ(y)

= Dκj(x)−Bκj(x),

Cκj(x) = −1

κ

∫

Γ

n(x)× rot rotx {G(κ, |x− y|)j(y)} dσ(y)

= −κSκj(x)− 1

κ
Tκj(x),

où

Sκj(x) =

∫

Γ

n(x)× (G(κ, |x− y|)j(y)) dσ(y),

Bκj(x) =

∫

Γ

∇xG(κ, |x− y|) (n(x) · j(y)) dσ(y),

Dκj(x) =

∫

Γ

(n(x) ·∇xG(κ, |x− y|)) j(y)dσ(y),

Tκj(x) =

∫

Γ

n(x)×∇x {G(κ, |x− y|) divΓ j(y)} dσ(y).

Théorème 2.3.10 On montre que :

(2.14) Cκ = − 1

2
(γD + γc

D) ΨEκ = −1

2

(
γNκ + γc

Nκ

)
ΨMκ ,

(2.15) Mκ = −1

2
(γD + γc

D) ΨMκ = −1

2

(
γNκ + γc

Nκ

)
ΨEκ .
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Nous introduisons deux nouveaux opérateurs intégraux. Le premier est tout simple-
ment la partie principale de l’opérateur Cκ et le second est un opérateur intégral
aux propriétés intéressantes introduit en premier par O. Steinbach et M. Windisch
dans [41].

Définition 2.3.11 On définit les opérateurs C0 et Cκ,0 pour j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) par :

(2.16) Cκ,0 j = −κS0j−
1

κ
T0j,

(2.17) C0j = S0j− T0j.

Théorème 2.3.12 Les opérateurs Cκ − Cκ,0 et Mκ sont des opérateurs compacts

de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) dans H

− 1
2

× (divΓ, Γ).

Preuve.
eiκ|z|

|z| −
1

|z| = iκ +
(iκ)2

2
|z|+ ◦(|z|2)

ψκ − ψ0 est un opérateur pseudo-homogène de classe -3 (son noyau se comporte
comme |x − y|) et ∇(ψκ − ψ0) est un opérateur pseudo-homogène de classe -2. En
utilisant :

H
− 1

2
× (Γ, divΓ)

inclusion−→ H
− 1

2
× (Γ)

ψκ−ψ0−→ H
5
2
×(Γ)

compact−→ H
− 1

2
× (Γ, divΓ),

on obtient la compacité de ψκ − ψ0, et en utilisant

H
− 1

2
× (Γ, divΓ)

divΓ−→ H
− 1

2
× (Γ)

∇(ψκ−ψ0)−→ H
3
2
×(Γ)

compact−→ H
− 1

2
× (Γ, divΓ),

on obtient la compacité de l’opérateur Cκ − Cκ,0.

Lemme 2.3.13 L’opérateur Dκ est un opérateur continu de H− 1
2 (Γ) dans H

1
2 (Γ).

Preuve. Soient x, y ∈ Γ fixé. On a :

n(x) ·∇G(κ, [x− y|) =
eiκ|x−y|

|x− y|2

(
iκ− 1

|x− y|

)
n(x) · (x− y).

En utilisant les notations du chapitre 1, on définit sur R3 un opérateur P définit sur
R3 par :

P (x) =
p∑

i=1

λi(x)ψi ◦ Π ◦ ψ−1
i (x).

Pour tout x ∈ Γ on a x = P (x) et l’opérateur P peut être considéré comme un
opérateur de projection sur la surface Γ et défini au voisinage Γ. Pour tout x ∈ Γ
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la différentielle DP (x) agit dans le plan tangent à la surface Γ au point x. Pour
x, y ∈ Γ on écrit

n(x) · (x− y) = n(x) · (P (x)− P (y)) = n(x) ·DP (x)[z]︸ ︷︷ ︸
= 0

+n(x) ·D2P (x)[z, z] + . . .

Finalement on en déduit que Dκ est un opérateur de noyau pseudo-homogène de
classe -1 !

Pour j tangent à la surface Γ, le noyau de Bκ s’écrit

∇xG(κ, |x− y|) (n(x) · j(y)) = ∇xG(κ, |x− y|) ((n(x)− n(y)) · j(y))

et on a le lemme suivant.

Lemme 2.3.14 L’opérateur intégral de noyau
∂

∂xi
G(κ, |x − y|) (n(x)− n(y)) est

pseudo-homogène de classe -1.

Preuve. La fonction
∂

∂xi
G(κ, |x− y|) est pseudo-homogène de classe 0 et n(x)−

n(y) = 0 lorsque y = x ce qui prouve le lemme. !

Finalement Mκ est continu de H
− 1

2
× (Γ) dans H

1
2
×(Γ).

Regardons divΓ Mκ :

divΓ Mκj(x) = n(x) ·
∫

Γ

rot rotx (G(κ, |x− y|)j(y)) dσ(y)

= κ2n(x) ·
∫

Γ

(G(κ, |x− y|)j(y)) dσ(y) +
∂

∂n
divx

∫

Γ

(G(κ, |x− y|)j(y)) dσ(y)

= κ2n(x) · Vκj(x) + Dκ divΓ j(x).

L’opérateur divΓ Mκ est continu de H
− 1

2
× (Γ, divΓ) dans H

1
2 (Γ).

L’inclusion H
1
2 (Γ) ⊂ H− 1

2 (Γ) étant compacte, divΓ Mκ est compact de H
− 1

2
× (Γ, divΓ)

dans H− 1
2 (Γ). Par conséquent Mκ est compact de H

− 1
2

× (Γ, divΓ) dans H
− 1

2
× (Γ, divΓ).

!

Lemme 2.3.15 L’ opérateur C0× n est auto-adjoint et elliptique sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ)

et inversible de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) sur H

− 1
2

× (rotΓ, Γ).

Preuve. L’opérateur V0 est auto adjoint et elliptique de H− 1
2 (Γ) dans H

1
2 (Γ) et on

a
〈(C0j)× n, j〉− 1

2 ,Γ = 〈V0j, j〉− 1
2 ,Γ + 〈V0 divΓ j, divΓ j〉− 1

2 ,Γ

≥ c0

(
||j||

H
− 1

2
× (Γ)

+ || divΓ j||
H− 1

2 (Γ)

)

= c0||j||
H
− 1

2
× (divΓ,Γ)

.

où c0 est une constante positive. !
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Considérons les projecteurs de Caldérón Pκ = 1
2I + Aκ et P c

κ = 1
2I − Aκ où

Aκ =

(
Mκ Cκ

Cκ Mκ

)
.

On a Pκ ◦P c
κ ≡ 0 donc C2

κ =
1

4
I −M2

κ et CκMκ + MκCκ = 0. L’opérateur Cκ est un

opérateur de Fredholm d’indice zéro. La première égalité s’écrit :

(2.18) κ2S2
κ + SκTκ + TκSκ =

1

4
I−M2

κ

On prenant les parties principales on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.3.16 Soit M0 la partie principale des opérateurs Mκ :

M0j(x) = −
∫

Γ

n(x)× rotx {G(0, |x− y|)j(y)} dσ(y).

On a :

S0T0 + T0S0 =
1

4
I−M2

0

et

C2
0 = −1

4
I +M2

0 + S2
0 .

De plus, l’opérateur T0S0 est compact sur l’espace Ker(rotΓ) ∩ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) et

l’opérateur S0T0 est compact sur l’espace Ker(divΓ) ∩H
− 1

2
× (divΓ, Γ).

Preuve. On regarde les parties principales des opérateurs Sκ, Tκ et Mκ et on

utilise l’égalité (2.18). Soit j ∈ Ker(divΓ) ∩H
− 1

2
× (divΓ, Γ), on a :

S0T0j = (n× V0) (n×∇V0 divΓ j) = 0.

Soit j ∈ Ker(rotΓ) ∩H
− 1

2
× (divΓ, Γ), on a :

T0S0j = − (n×∇V0) (rotΓ V0j) , et divΓ T0S0j = 0.

L’opérateur rotΓ V0 est compact sur Ker(rotΓ) ∩H
− 1

2
× (divΓ, Γ) puisqu’on a :

rotΓ V0j(x) =

∫

Γ

((n(x)− n(y))×∇x
ΓG(κ, |x− y|)) · j(y) dσ(y)

−
∫

Γ

G(κ, |x− y|) roty
Γ j(y) dσ(y).

!
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Maintenant nous allons introduire de nouveaux opérateurs intégraux de frontières
moins classiques liés aux dérivées normales des opérateurs de potentiels.

Définition 2.3.17 Soit j une densité de vecteurs tangents sur la surface Γ. On
définit les opérateurs intégraux de frontière M †

κ et C†
κ par :

M †
κj(x) = −

∫

Γ

n(x)× ∂

∂n(x)
rotx {G(κ, |x− y|)j(y)} dσ(y)

= D†
κj(x)−B†

κj(x),

C†
κj(x) = −1

κ

∫

Γ

n(x)× ∂

∂n(x)
rot rotx {G(κ, |x− y|)j(y)} dσ(y)

= −κS†
κj(x)− 1

κ
T †

κj(x),

où

S†
κj(x) =

∫

Γ

n(x)× ∂

∂n(x)
(G(κ, |x− y|)j(y)) dσ(y),

B†
κj(x) =

∫

Γ

∂

∂n(x)
∇xG(κ, |x− y|) (n(x) · j(y)) dσ(y),

D†
κj(x) =

∫

Γ

∂2

∂n(x)2
G(κ, |x− y|)j(y)dσ(y),

T †
κj(x) =

∫

Γ

n(x)× ∂

∂n(x)
∇x {G(κ, |x− y|) divΓ j(y)} dσ(y).

Théorème 2.3.18 Les opérateurs M †
κ et C†

κ sont des opérateurs de noyaux hyper-

singuliers. L’opérateur M †
κ est linéaire et continu de H

1
2
×(divΓ, Γ) dans H

− 1
2

× (divΓ, Γ)

et l’opérateur C†
κ est linéaire et continu de H

− 1
2

× (divΓ, Γ) dans lui-même.

Preuve. L’opérateur S†
κ a la même régularité que Dκ qui est un opérateur de

noyau pseudo-homogène de classe -1. En utilisant la relation de commutation entre
la dérivée normale et le gradient sur la surface Γ on a

∂

∂n(x)
∇xG(κ, |x− y|) = ∇x ∂

∂n(x)
G(κ, |x− y|)−RΓ∇ΓG(κ, |x− y|)

qui est pseudo-homogène de classe 0. Par conséquent les opérateurs B†
κ et T †

κ sont

continus de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) dans H− 1

2 (Γ), donc C†
κ aussi.

En utilisant le développement du laplacien sur la surface Γ (voir lemme 1.2.12), on
obtient

D†
κj = −κ2Vκj−∆ΓVκj− HΓ Dκj.

Les opérateurs Vκ et Dκ sont de classe -1 et l’opérateur de Laplace-Beltrami est
un opérateur d’ordre 2. Par conséquent l’opérateur D†

κ est continu de H
1
2 (Γ) dans

H− 1
2 (Γ) donc M †

κ aussi. On montre que les opérateurs M †
κ et C†

κ sont continus de
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H
1
2
×(divΓ, Γ) et H

− 1
2

× (divΓ, Γ) respectivement dans H
− 1

2
× (divΓ, Γ) en utilisant la rela-

tion de commutation entre la dérivée normale et l’opérateur de divergence surfacique.
!

Tous les résultats de ce paragraphe s’étendent aux espaces Hs
×(divΓ, Γ) pour s ∈ R.
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Chapitre 3

Représentation intégrale de la
solution

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de déterminer la solution du problème du diffraction
d’ondes électromagnétiques par une interface diélectrique décrit au chapitre 1. Pour
ce faire nous allons utiliser les méthodes d’équations intégrales de frontières. Plus
précisément nous voulons réduire le problème de diffraction à une seule équation
intégrale à une inconnue sur la surface du diélectrique. La littérature scientifique
est abondante en articles sur la résolution de problème aux limites extérieurs ou
intérieurs liés aux équations de Maxwell par de simples équations intégrales de
frontière à une inconnue ; dans le cas du diélectrique un système de deux équations
est généralement utilisé [8, 31]. Cependant Kleinman et Martin présentent dans [26]
deux méthodes pour résoudre le problème de transmission d’ondes acoustiques à
l’aide d’une seule équation intégrale. Nous allons appliquer ces méthodes au cas
électromagnétique.
La première méthode est assez classique. Dans le cas scalaire, elle consiste à repré-
senter la solution à l’extérieur du domaine par une combinaison linéaire des opéra-
teurs de potentiels de simple couche et de double couche appliqués à une même den-
sité. De cette façon, on construit deux équations intégrales de frontière alternatives.
En électromagnétisme, il s’agit dans un premier temps de représenter la solution à
l’extérieur par une combinaison linéaire des potentiels électriques et magnétiques in-
troduit au chapitre 2 appliqués à une même densité. Mais on sait qu’ici cela ne suffit
pas à éviter les fréquences irrégulières. Plusieurs méthodes existent pour contour-
ner cette difficulté. Notre approche consiste à modifier la représentation intégrale
de la solution en multipliant l’un des opérateurs de potentiels par un opérateur
intégral surfacique elliptique et inversible [41]. Contrairement au cas acoustique, les
deux équations intégrales que nous obtenons ne sont pas des équations intégrales de
Fredholm de seconde espèce, mais les opérateurs correspondants sont de Fredholm
d’indice zéro. Comme dans le cas acoustique nous introduisons un nouveau problème
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aux limites intérieur et montrons que l’unicité de la solution des équations intégrales
de frontières dépend de l’existence de valeurs propres de ce problème. Contrairement
au cas scalaire ce n’est pas un problème d’impédance mais nous obtenons les mêmes
résultats. Cette analyse est détaillée au paragraphe 3.2.1.
La seconde méthode, dans le cas scalaire, repose sur l’hypothèse que la solution à
l’intérieur du domaine peut être représentée soit par le potentiel de simple couche
soit par le potentiel de double couche. On construit alors deux nouvelles équations
intégrales de frontières. Cette méthode s’applique directement au cas électromagné-
tique. On montre que les équations intégrales ainsi construites sont toujours injec-
tives et que les opérateurs intégraux correspondants sont les formes adjointes (pour
la forme bilinéaire B) des opérateurs intégraux associés aux deux équations intégrales
de frontières construites en utilisant la première méthode. Cette analyse est détaillée
au paragraphe 3.2.2.
Nous terminons ce chapitre en donnant des conditions sur certains paramètres pour
que ces équations intégrales soient inversibles pour toutes fréquences réelles.

3.2 Équations intégrales de frontière : méthodes
de Kleinman-Martin

3.2.1 Ansatz sur le champ extérieur

On suppose ici que Es peut être représenté intégralement de la façon suivante :

(3.1) Es(x) = −a(ΨEκe
j)(x)− b(ΨMκe

C0j)(x) dans Ωc,

où a et b sont des constantes complexes arbitraires que nous introduisons, l’opérateur

C0 un opérateur intégrale elliptique et inversible sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ) (voir le lemme

2.3.15) et où la densité j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) est une l’inconnue que nous devons détermi-

ner. Nous verrons plus tard comment choisir les constantes a et b pour que les
équations intégrales admettent une unique solution pour toute valeur réelle et posi-
tive de κ2

e.

NB : Vue la symétrie qui existe entre les traces des opérateurs de potentiels ΨEκe

et ΨMκe
, on obtiendrait les mêmes résultats en composant ΨEκe

par C0. Aussi la
méthode que nous allons exposer ci-dessous pour construire les équations est va-
lable sans l’opérateur C0 mais les équations intégrales qu’on obtiendrait seraient
perturbées par une infinité de fréquences réelles quelles que soient les valeurs de a
et b. La méthode qui suit pour construire les deux équations intégrales de frontières
est la même que celle décrite dans l’article de Kleinman et Martin [26].
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On pose ρ =
µeκi

µiκe
. En utilisant les conditions de transmission et la formule de

représentation de Stratton-Chu pour le champ intérieur Ei on obtient :

(3.2) Ei(x) = −1

ρ
ΨEκi

γc
Nκe

(Es + Einc)(x)−ΨMκi
γc

D(Es + Einc)(x) dans Ω.

On applique les traces extérieures γc
D et γc

Nκe
à la représentation intégrale (3.1) de

Es ce qui donne sur Γ :

γc
DEs(x) =

{
aCκe + b

(
−1

2
+ Mκe

)
C0

}
j = Lej,(3.3)

γc
Nκe

Es(x) =

{
a

(
−1

2
I + Mκe

)
+ bCκeC0

}
j = Nej.(3.4)

Puisque les traces extérieurs γc
D et γNκi

appliquées au second membre de (3.2) doivent
être nulles, on a sur Γ :

ρ

(
−1

2
I + Mκi

) (
γc

DEs + γc
DEinc

)
+ Cκi

(
γc

Nκe
Es + γc

Nκe
Einc

)
= 0,(3.5)

ρCκi

(
γc

DEs + γc
DEinc

)
+

(
−1

2
I + Mκi

) (
γc

Nκe
Es + γc

Nκe
Einc

)
= 0.(3.6)

En substituant (3.3) et (3.4) à (3.5) on obtient une première équation sur la frontière
Γ :

Sj = ρ

(
−1

2
I + Mκi

)
Lej + CκiNej = f,(3.7)

où f = −ρ

(
−1

2
I + Mκi

)
γDEinc − CκiγNκe

Einc.(3.8)

En substituant (3.3) et (3.4) à (3.6), on obtient la seconde équation intégrale :

Tj = ρCκiLej +

(
−1

2
I + Mκi

)
Nej = g,(3.9)

où g = −ρCκiγDEinc +

(
−1

2
I + Mκi

)
γNκe

Einc.(3.10)

Ce sont deux équations intégrales de frontières d’inconnue j. Ayant résolu l’une
d’entre elles on retrouve Es grâce à (3.1) et Ei grâce à :

(3.11) Ei(x) = −1

ρ

(
ΨEi

{
γc

Nκe
Einc + Nej

})
(x)−

(
ΨMκi

{
γc

DEinc + Lej
})

(x).

Tout d’abord on va montrer que ces deux équations intégrales sont équivalentes et
qu’on obtient le lemme ci-dessous. La preuve est similaire au cas acoustique.
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3. Représentation intégrale de la solution

Lemme 3.2.1 Si j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) est solution de l’une des deux équations (3.7)

ou (3.9) alors Es et Ei donnés par (3.1) et (3.2) sont solutions du problème de
diffraction P.

Preuve. Vues les propriétés des opérateurs de potentiels, les représentations inté-
grales de Es et Ei satisfont les équations de Maxwell (1.2). Il nous reste à vérifier
que Es et Ei vérifient les conditions de transmission (1.17).

Un simple calcul nous donne :

(3.12) ρ(γc
DEs + γc

DEinc − γDEi) = Sj− f,

(3.13) γc
Nκe

Es + γc
Nκe

Einc − ργNκi
Ei = Tj− g.

On en déduit que :
- si j est solution de (3.7), l’égalité (3.12) prouve que la condition de transmission
(1.17a) est satisfaite.
- si j est solution de (3.9), l’égalité (3.13) prouve que la condition de transmission
(1.17b) est satisfaite.

Maintenant on définit la fonction u dans Ωc par :

w = −ΨEκi

(
γc

Nκe
Einc + Nκej

)
− ρΨMκi

(
γc

DEinc + Lej
)
.

Le champ u est dans Hloc(rot, Ωc) et satisfait l’équation de Maxwell

(3.14) rot rotu− κ2
i u = 0

dans Ωc et on a sur le bord Γ :

γc
Du = Sj− f et γc

Nκi
u = Tj− g.

Puisque u est solution de (3.14) dans Ωc et vérifie la condition de Silver-Müller on
a :

j satisfait (3.7) ⇒ γc
Du = 0 ⇒ u ≡ 0 sur Ωc ⇒ γc

Nκi
u = 0 ⇒ j satisfait (3.9)

j satisfait (3.9) ⇒ γc
Nκi

u = 0 ⇒ u ≡ 0 sur Ωc ⇒ γc
Du = 0 ⇒ j satisfait (3.7)

Par conséquent si j est solution de l’une ou l’autre des deux équations intégrales
alors les deux conditions de transmission sont satisfaites. !
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3.2 Équations intégrales de frontière : méthodes de Kleinman-Martin

Ensuite, on va s’intéresser à l’unicité des solutions des deux équations intégrales (3.7)
et (3.9), c’est-à-dire à l’existence de solutions non triviales des équations homogènes
suivantes :

Sj0 = ρ

(
−1

2
I + Mκi

)
Lej0 + CκiNej0 = 0,(3.15)

Tj0 = ρCκiLej0 +

(
−1

2
I + Mκi

)
Nej0 = 0.(3.16)

Toujours sur le modèle de [26] nous introduisons un nouveau problème aux limites
intérieur mais avec une condition non naturelle sur la frontière.
Problème intérieur associé :

(3.17) (a, b) 5= (0, 0)
rot rotu− κ2

eu = 0 dans Ω,
aγDu− bC0γNκe

u = 0 sur Γ.

Ce problème n’est pas un problème d’impédance comme dans le cas scalaire mais
nous obtenons les mêmes résultats à savoir le lemme suivant sur l’unité des solutions.
Ici encore la preuve est similaire à celle du cas scalaire.

Lemme 3.2.2 Les opérateurs S et T sont injectifs si et seulement si κ2
e n’est pas

une valeur propre du problème intérieur ci-dessus.

Preuve. Supposons que j0 5= 0 est une solution de l’une des équations homogènes
(3.15), (3.16). On construit u2 et u1 de la façon suivante :

u2(x) = −aΨEκe
j0(x)− bΨMκe

C0j0(x) x ∈ Ωc

u1(x) = −1

ρ
ΨEκi

(Nej0)(x)−ΨMκi
(Lej0)(x) x ∈ Ω

D’après le lemme 3.2.1, u1 et u2 sont solutions du problème de diffraction P avec
Einc = 0. Comme ce problème admet au plus une solution on a u2 ≡ 0 dans Ωc et
u1 ≡ 0 dans Ω. Maintenant pour x ∈ Ω on pose

u(x) = −aΨEκe
j0(x)− bΨMκe

C0j0(x).

Sur Γ on a :

γc
Du− γDu = bC0j0,(3.18)

γc
Nκe

u− γNκe
u = aj0.(3.19)

Or γc
Du = γc

Nκe
u = 0 sur Γ. On multiplie (3.18) par a et on compose (3.19) par bC0

et par soustraction on obtient

aγDu− bC0γNκe
u = 0 sur Γ.
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3. Représentation intégrale de la solution

On en déduit que soit u est une fonction propre associée à la valeur propre κ2
e du

problème intérieur, soit u ≡ 0. Mais cette dernière possibilité peut être éliminée
puisqu’on aurait γDu = γNκe

u = 0 puis j0 = 0 d’après (3.18) et (3.19) ce qui contre-
dirait l’hypothèse de départ.

Réciproquement, supposons que κ2
e est une valeur propre du problème intérieur.

Soit v0 5≡ 0 une fonction propre associée. Alors d’après la formulation intégrale de
Stratton-Chu on a :

−CκeγNκe
v0 +

(
1

2
I−Mκe

)
γDv0 = 0,

(
1

2
I−Mκe

)
γNκe

v0 − CκeγDv0 = 0.

En utilisant l’égalité aγDv0 − b C0γNκe
v0 = 0, on obtient LeγNκe

v0 = NeγNκe
v0 = 0

si a 5= 0 et LeγDv0 = NeγDv0 = 0 si b 5= 0.
Par conséquent si b 5= 0 alors γDv0 est une solution non triviale des équations
homogènes (3.15) et (3.16) et si a 5= 0 alors γNκe

v0 est une solution non triviale de
(3.15) et (3.16). !

Maintenant que nous avons établi des critères d’unicité de la solution des équations
intégrales nous allons montrer que les opérateurs correspondants sont de Fredholm
d’indice zéro. Dans les théorèmes suivants nous donnons des conditions sur les
constantes a, b, µe, µi, κe et κi pour que les opérateurs S et T soient de Fredholm
d’indice zéro.

Théorème 3.2.3 Supposons que les constantes a, b, µe, µi, κe et κi satisfont :

(bκe + 2a) 5= 0,

(
1 +

µe

µi

)
5= 0, (b− 2aκe) 5= 0 et

(
1 +

µeκ2
i

µiκ2
e

)
5= 0.

Alors S est opérateur intégral de noyau hypersingulier et de Fredholm d’indice zéro

sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ).

Preuve. On a :

S =
1

4
bρC0 −

1

2
bρ (Mκi + Mκe)C0︸ ︷︷ ︸

compact

+bρ MκiMκeC0︸ ︷︷ ︸
compact

−1

2
aρ (Cκe − Cκe,0)︸ ︷︷ ︸

compact

−1

2
a (Cκi − Cκi,0)︸ ︷︷ ︸

compact

−1

2
a(ρCκe,0 + Cκi,0) + aρ MκiCκe︸ ︷︷ ︸

compact

+a CκiMκe︸ ︷︷ ︸
compact

+b (Cκi − Cκi,0)︸ ︷︷ ︸
compact

CκeC0 + bCκi,0 (Cκe − Cκe,0)︸ ︷︷ ︸
compact

C0 + bCκi,0Cκe,0C0

L’opérateur S est donc une perturbation compacte de l’opérateur

S1 = b

(
1

4
ρI + Cκi,0Cκe,0

)
C0 −

1

2
a (ρCκe,0 + Cκi,0) .
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3.2 Équations intégrales de frontière : méthodes de Kleinman-Martin

Nous allons montrer que S1 est de Fredholm d’indice zéro. Pour ce faire nous al-

lons utiliser la décomposition de Helmholtz de l’espace H
− 1

2
× (divΓ, Γ) et réécrire

l’opérateur S1 en un opérateur défini sur H
3
2 (Γ)/R×H

1
2 (Γ)/R.

Tout élément j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) admet la décomposition unique suivante

j = ∇Γp + rotΓ q,

où p ∈ H
3
2 (Γ)/R et q ∈ H

1
2
×(Γ)/R. On considère alors l’opérateur :

(3.20)
H : H− 1

2 (divΓ, Γ) → H
3
2 (Γ)/R×H

1
2 (Γ)/R

j = ∇Γp + rotΓ q "→
(

p
q

)
.

C’est un isomorphisme bicontinu. Pour montrer que S1 est de Fredholm d’indice
zéro il suffit de montrer que HS1H−1 l’est. Commençons par réécrire les opérateurs
HC0H−1 et HCκ,0H−1 sur H

3
2 (Γ)/R × H

1
2 (Γ)/R. Nous devons alors déterminer

P0 ∈ H
3
2 (Γ)/R et Q0 ∈ H

1
2 (Γ)/R tels que C0(∇Γp + rotΓ q) = ∇ΓP0 + rotΓ Q0 et

on aura :

HC0H−1

(
p
q

)
=

(
P0

Q0

)
.

D’après la remarque 1.2.23 on a

P0 = ∆−1
Γ divΓ C0(∇Γp + rotΓ q)

et
Q0 = −∆−1

Γ rotΓ C0(∇Γp + rotΓ q).

Nous rappelons que l’opérateur C0 est défini pour j ∈ H− 1
2 (divΓ, Γ) par

C0j = S0j− T0j,

avec

S0j(x) =

∫

Γ

n(x)× j(y)

4π|x− y|dσ(y) = n(x)× V0j(x),

T0j(x) = −
∫

Γ

rotx
Γ

(
1

4π|x− y| divΓ j(y)

)
dσ(y) = − rotΓ V0 divΓ j(x).

En applicant divΓ et rotΓ à C0 on obtient :

divΓ C0(∇Γp + rotΓ q) = − rotΓ V0 (∇Γp(y) + rotΓ q(y)) ,

rotΓ C0(∇Γp + rotΓ q) = divΓ V0 (∇Γp(y) + rotΓ q(y))−∆ΓV0∆Γp(y).

Finalement on obtient

HC0H−1 =

(
C11 C12

C21,1 + C21,2 C22

)
,
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3. Représentation intégrale de la solution

où

C11 = −∆−1
Γ rotΓ V0∇Γqui est un opérateur d’ordre − 2,

C12 = −∆−1
Γ rotΓ V0 rotΓ qui est un opérateur d’ordre − 1,

C21,1 = −∆−1
Γ divΓ V0∇Γqui est un opérateur d’ordre − 1,

C21,2 = V0∆Γqui est un opérateur d’ordre 1,

C22 = −∆−1
Γ divΓ V0 rotΓ qui est un opérateur d’ordre − 2.

Puisque Cκ,0 est défini pour pour j ∈ H− 1
2 (divΓ, Γ) par

Cκ,0j = −κS0j− κ−1T0j

on en déduit immédiatement l’écriture de HCκ,0H−1 :

HCκ,0H−1 =

(
−κC11 −κC12

−κC21,1 + κ−1C21,2 −κC22

)

=

(
−κ 0
0 κ−1

)
C∗

0 − (κ + κ−1)

(
0 0
C21,1 C22

)

︸ ︷︷ ︸
compact

.

Le second terme du membre de droite est compact sur H
3
2 (Γ)/R×H

1
2 (Γ)/R.

Puisque HCκ,0H−1 est une perturbation compacte de
(
−κ 0
0 κ−1

)
HC0H−1,

la somme HCκi,0H−1 + ρHCκe,0H−1 est une perturbation compacte de
(
−(κi + ρκe) 0

0 (κ−1
i + ρκ−1

e )

)
HC0H−1.

Quant au produit Cκi,0Cκe,0 nous avons :

Cκi,0Cκe,0 = κiκeS
2
0 + κiκ

−1
e S0T0 + κeκ

−1
i T0S0.

D’après le lemme 2.3.16 on en déduit que
(
HCκi,0H−1

) (
HCκe,0H−1

)
est une per-

turbation compacte de
1

4

(
κiκ−1

e 0
0 κ−1

i κe

)
.

En rassemblant tous les résultats ci-dessus, on trouve que HS1H−1 est une pertur-
bation compacte de



1

4
b(ρ + κiκ−1

e )− 1

2
a(κi + ρκe) 0

0
1

4
b(ρ + κ−1

i κe) +
1

2
a(κ−1

i + ρκ−1
e )



 HC0H−1.
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Nous rappelons que ρ =
µeκi

µiκe
. La matrice ci-dessus est inversible si :

1

4
b(ρ + κiκ

−1
e )− 1

2
a(κi + ρκe) 5= 0 ⇔ 1

4
(b− 2aκe)

(
1 +

µiκ2
e

µeκ2
i

)
5= 0

et

1

4
b(ρ + κ−1

1 κe) +
1

2
a(κ−1

i + ρκ−1
e ) 5= 0 ⇔ 1

4
(bκe + 2a)

(
1 +

µi

µe

)
5= 0.

Puisque l’opérateur C0 est inversible et sous les conditions du théorème on conclut
que l’opérateur HS1H−1 est de Fredholm d’indice zéro et donc S aussi. !

Nous avons un théorème similaire pour l’opérateur T.

Théorème 3.2.4 Supposons que les constantes a, b, µe, µi, κe et κi satisfont :
(

a

(
1 +

µeκ2
i

µiκ2
e

)
+

b

2κe

(
1 +

µe

µi

))
·
(

a

(
1 +

µe

µi

)
− bκe

2

(
1 +

µeκ2
i

µiκ2
e

))
5= 0

Alors T est un opérateur intégral de noyau hypersingulier et Fredholm d’indice zéro

sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ).

Preuve. On a :

T =
a

4
I−a

2
(Mκi + Mκe)︸ ︷︷ ︸

compact

+a MκiMκe︸ ︷︷ ︸
compact

− b

2
(Cκe − Cκe,0)C0︸ ︷︷ ︸

compact

−bρ

2
(Cκi − Cκi,0)C0︸ ︷︷ ︸

compact

−1

2
b(Cκe,0 + ρCκi,0)C0 + b MκiCκeC0︸ ︷︷ ︸

compact

+bρ CκiMκeC0︸ ︷︷ ︸
compact

+aρ (Cκi − Cκi,0)︸ ︷︷ ︸
compact

Cκe + aρCκi,0 (Cκe − Cκe,0)︸ ︷︷ ︸
compact

+aρCκi,0Cκi,0

L’opérateur T est une perturbation compacte de l’opérateur

T1 = a

(
1

4
I + ρCκi,0Cκe,0

)
− b

2
(Cκe,0 + ρCκi,0) C0.

Nous devons montrer que l’opérateur T1 est de Fredholm d’indice zéro. Pour ce
faire nous allons procéder comme précédemment, nous allons considérer l’opérateur

HT1H−1. Sachant que C2
0 est une perturbation compacte de −1

4
I (lemme 2.3.16) on

montre que l’opérateur
(
HCκe,0H−1 + ρHCκi,0H−1

)
HC0H−1 est une perturbation

compacte de
1

4

(
κi + ρκe 0

0 −(κ−1
i + ρκ−1

e )

)
.
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3. Représentation intégrale de la solution

Finalement on obtient que HT1H−1 est une perturbation compacte de




1

4
a

(
1 + ρ

κi

κe

)
− 1

2
b (κi + ρκe) 0

0
1

4
a

(
1 + ρ

κe

κi

)
+

1

2
b
(
κ−1

i + ρκ−1
e

)



 .

Sous les conditions du théorème cette matrice est bien inversible, par conséquent
HT1H−1 est de Fredholm d’indice zéro donc T aussi. !

Dans la dernière section nous rassemblons tous ces lemmes et donnons les valeurs
de a et b pour que ces équations intégrales admettent exactement une solution pour
toute valeur réelle du nombre d’onde à l’extérieur κe (indépendamment de κi).

3.2.2 Ansatz sur le champ intérieur

Dans ce paragraphe on suppose que Ei peut être représenté soit par le potentiel ΨEκi
j

soit par le potentiel ΨMκi
j où j ∈ H

− 1
2

× (divΓ, Γ) est l’inconnue qu’on doit déterminer.
D’après la représentation intégrale de Stratton-Chu on a :

(3.21) Es(x) = ΨEs(γc
Nκe

Etot)(x) + ΨMκe
(γc

DEtot)(x) x ∈ Ωc

La méthode qui suit pour construire deux nouvelles équations intégrales est similaire
à celle décrite dans l’article de Kleinman et Martin [26] pour le cas scalaire.

On applique les traces extérieures γc
D et γc

Nκe
à l’expression (3.21), puis en utilisant

les conditions de transmission (1.17a) et (1.17b), on obtient sur Γ :

γc
DEs = γDEi − γc

DEinc = −ρCκeγNκi
Ei +

(
−1

2
I + Mκe

)
γDEi,(3.22)

γc
Nκe

Es = ργNκi
Ei − γc

Nκe
Einc = −CκeγDEi + ρ

(
−1

2
I + Mκe

)
γNκi

Ei.(3.23)

Dans le cas scalaire, pour construire les équations intégrales, on prend une combi-
naison linéaire de (3.22) et de (3.23). Ici on multiplie (3.22) par a et on applique
bC0 à (3.23) puis on les soustrait pour obtenir :

(3.24) ρL′eγNκi
Ei −N ′

eγDEi = h sur Γ

où les opérateurs L′e et N ′
e sont définis pour j ∈ H

− 1
2

× (divΓ, Γ) par :

L′ej =

{
aCκe − bC0

(
1

2
+ Mκe

)}
j,
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3.2 Équations intégrales de frontière : méthodes de Kleinman-Martin

N ′
ej =

{
−a

(
1

2
I + Mκe

)
+ bC0Cκe

}
j,

et

(3.25) h = aγDEinc − bC0γNκe
Einc sur Γ, h ∈ H

− 1
2

× (divΓ, Γ).

Si Ei est représenté par le potentiel ΨEκi
appliqué à une densité j ∈ H

− 1
2

× (divΓ, Γ) :

(3.26) Ei(x) = −(ΨEκi
j)(x), x ∈ Ω.

On obtient :

(3.27) γDEi = Cκij et γNκi
Ei =

(
1

2
I + Mκi

)
j sur Γ

En substituant (3.27) à (3.24), on obtient :

(3.28) S′j =

{
ρL′e

(
1

2
I + Mκi

)
−N ′

eCκi

}
j = h sur Γ

C’est une équation intégrale d’inconnue j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ). Ayant résolu cette équation,

on construit Es et Ei par les représentations (3.26) et :

(3.29) Es = ρ

(
ΨEκe

{
1

2
I + Mκi

}
j

)
(x) +

(
ΨMκe

Cκij
)
(x) x ∈ Ωc.

Si Ei est représenté par le potentiel ΨMκi
appliqué à une densité m ∈ H

− 1
2

× (divΓ, Γ) :

(3.30) Ei(x) = −(ΨMκi
m)(x), x ∈ Ω.

On obtient :

(3.31) γDEi =

(
1

2
I + Mκi

)
m et γNκ1

Ei = Cκim sur Γ.

En substituant (3.31) à (3.24), on obtient :

(3.32) T′m =

{
ρL′eCκi −N ′

e

(
1

2
I + Mκi

)}
m = h sur Γ.

C’est une équation intégrale d’inconnue m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ). Ayant résolu cette

équation, on retrouve Ei et Es par les représentations (3.30) et :

(3.33) Es(x) = ρ
(
ΨEκe

Cκim
)
(x) +

(
ΨMκe

{
1

2
I + Mκi

}
m

)
(x), x ∈ Ωc.

Contrairement à la méthode précédente les deux équations intégrales que nous avons
construites ne sont pas équivalentes. Le théorème suivant est la version correspon-
dante au théorème 3.2.1. La preuve est similaire à celle du cas scalaire.
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Théorème 3.2.5 On suppose que κ2
e n’est pas une valeur propre du problème intérieur

(3.17).

Si j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) est solution de (3.28), Ei et Es, donnés par (3.26) et (3.29)

respectivement, sont solution du problème de transmission.

Si m ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) est solution de (3.32), Ei et Es, donnés par (3.30) et (3.33)

respectivement, sont solution du problème de transmission.

Preuve. Dans chaque cas les représentations intégrales de Ei et Es satisfont les
équations de Maxwell (1.2) et la condition de Silver Müller (1.19). Il reste donc à
prouver que les conditions de transmission (1.17a) et (1.17b) sont satisfaites. Nous
allons faire la preuve dans le cas de l’équation (3.32), les arguments étant similaires
pour (3.28).
Supposons que m est solution de (3.32) que l’on réécrit ainsi :

(3.34)

a

{
ρCκeCκim +

(
1

2
I + Mκe

) (
1

2
I + Mκi

)
m− γDEinc

}

−bC0

{
ρ

(
1

2
I + Mκe

)
Cκim + Cκe

(
1

2
I + Mκi

)
m− γNκe

Einc

}
= 0.

Ensuite, en utilisant la représentation intégrale (3.33) de Es, on obtient :

(γc
DEs + γc

DEinc − γDEi) = −ρCκeCκim−
(

1

2
I + Mκe

) (
1

2
I + Mκi

)
m + γDEinc,

(γc
Nκe

Es +γc
Nκe
−ργNκi

Ei) = −ρ

(
1

2
I + Mκe

)
Cκim−Cκe

(
1

2
I + Mκi

)
m+γc

Nκe
Einc.

On doit montrer que les membres de droites des égalités ci-dessus sont nuls.
On introduit la fonction v définie sur Ω par :

v(x) = −ρΨEκe
Cκim−ΨMκe

(
1

2
I + Mκi

)
m− Einc.

D’après (3.34) on a aγDv− bγNκe
v = 0. Puisque Einc satisfait l’équation de Maxwell

rot rot v − κ2
ev = 0 dans Ω alors v aussi. Par hypothèse κ2

e n’est pas une valeur
propre du problème intérieur donc v ≡ 0 dans Ω. En particulier, γDv et γNκe

v sont
nuls et, par conséquent, les égalités (3.2.2) et (3.2.2) montrent que les conditions de
transmission sont satisfaites. !

Théorème 3.2.6 Les opérateurs S′ et T′ sont injectifs.

Preuve. Nous allons faire la preuve juste pour l’opérateur T′, les mêmes arguments
étant valables pour S′.

Supposons que m0 ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) est solution de l’équation homogène :
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3.3 Équations intégrales sans fréquences irrégulières

(3.35) T′m0 = ρL′eCκim0 −N ′
e

(
1

2
I + Mκi

)
m0 = 0.

On veut montrer que m0 = 0.
On construit v1 et v2 comme ci-dessous :

v2(x) = ρ(ΨEκe
Cκim0)(x) +

(
ΨMκe

{
1

2
I + Mκi

}
m0

)
(x), x ∈ Ωc,

et

v1(x) = −(ΨMκi
m0)(x), x ∈ Ω.

D’après le th 3.2.5, ces fonctions sont solutions du problème de diffraction homogène
(i.e. quand Einc ≡ 0), et par conséquent v1 ≡ 0 dans Ω et v2 ≡ 0 dans Ωc. Maintenant
on définit

v(x) = −(ΨMκi
m0)(x) x ∈ Ωc

On a γc
Nκi

v = γNκi
v = Cκim0 = 0. Puisque v satisfait la condition de Silver-Müller

on a v ≡ 0 dans Ωc. Par conséquent v ≡ 0 dans R3 et [γD]v = m0 = 0. !

Remarque 3.2.7 Les opérateurs S′ et T′ sont les adjoints respectifs des opérateurs
S et T pour la forme bilinéaire B, par conséquents ils sont également de Fredholm
d’indice zéro sous les mêmes hypothèses que les théorèmes 3.2.3 et 3.2.4.

3.3 Équations intégrales sans fréquences
irrégulières

Pour que les quatres équations intégrales que nous avons construites admettent une
unique solution pour toutes valeurs réelles et positives de κe, nous allons choisir les
constantes a et b telles que le problème intérieur :

(a, b) 5= (0, 0)
rot rotu− κ2

eu = 0 dans Ω
aγDu− b C0γNκe

u = 0 sur Γ

n’admette pas de valeur propre réelles et positives.

Lemme 3.3.1 Si '
(

b

a

)
5= 0 alors le problème aux limites intérieur ci-dessus n’ad-

met pas de valeurs propres réelles.
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3. Représentation intégrale de la solution

Preuve. Soit κ2
e une valeur propre du problème ci-dessus tel que κe ∈ R et u 5= 0

une fonction propre. En utilisant la formule d’intégration par partie (1.14), on a :

∫

Ω

| rotu|2 − κ2
e

∫

Ω

|u|2 = κeB(γNκe
u, γDu) =

aκe

b
B((C0)

−1(γDu), γDu) si b 5= 0

= κe

(
b

a

)
B(γNκe

u, C0(γNκe
u)) si a 5= 0

En prenant la partie imaginaire des égalités ci-dessus et sous l’hypothèse du lemme,
on en déduit que

B((C0)
−1(γDu), γDu) = 0 et B(γNκe

u, C0(γNκe
u)) = 0.

Comme C0 est elliptique pour la forme bilinéaire B, les traces γDu et γNκe
u sont

nécessairement nulles. On en déduit que u = 0 d’après la formule de Stratton-Chu,
ce qui contredit l’hypothèse de départ. !

On en déduit le théorème suivant.

Théorème 3.3.2 Supposons que :
(i) κe est un réel strictement positif,
(ii) a = 1 et b = iη avec η ∈ R\{0},

(iii)
µi

µe
5= −1,

µeκ2
i

µiκ2
e

5= −1.

Alors les opérateurs S, T, S′ et T′ sont des opérateurs inversibles. De plus, étant
donné Einc ∈ Hloc(rot, R3), les représentations intégrales {(3.1), (3.11)}, {(3.26),
(3.29)} et {(3.30), (3.33)} de Ei et Es donnent la solution du problème de diffraction
diélectrique pour toutes valeurs réelles de κe.

Preuve. D’après le théorème 1.6.1, l’hypothèse (i) implique que le problème de dif-
fraction diélectrique admet une unique solution. D’après le lemme 3.3.1, l’hypothèse
(ii) nous donne l’unicité des équations intégrales. Enfin les conditions énoncées aux
théorèmes 3.2.3 et 3.2.4 pour que les quatres opérateurs intégraux soient de Fredholm
d’indice zéro se résument aux conditions (iii). !

Remarque 3.3.3 Les résultats de ce chapitre se généralisent aux espaces Hs
×(divΓ, Γ)

pour s ∈ R. Étant donné Einc ∈ H
s+ 1

2
loc (rot, R3), les équations intégrales admettent

une unique solution dans Hs
×(divΓ, Γ) et les représentaions intégrales {(3.1), (3.11)},

{(3.26), (3.29)} et {(3.30), (3.33)} de Ei et Es donnent la solution du problème dans

H
s+ 1

2
loc (rot, R3).
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3.3 Équations intégrales sans fréquences irrégulières

# Récapitulatif
La quantité qui nous intéresse est le champ lointain associé à la solution du problème
de diffraction diélectrique. On obtient sa représentation intégrale en remplaçant
les opérateurs de potentiels ΨEκ et ΨMκ par Ψ∞

Eκ
et Ψ∞

Mκ
(voir (2.9)) . Dans le

tableau ci-dessous sont répertoriées les quatres équations intégrales de frontières
ainsi que la représentation intégrale du champ lointain correspondante. On rappelle

que ρ =
µeκi

µiκe
et que η est un réel.

Équation intégrale Représentation intégrale du champ lointain

Sj = −ρ
(
−1

2 I +Mκi

)
γDEinc − CκiγNκe

Einc E∞ = −Ψ∞
Eκe

j− iηΨ∞
Mκe

C0j

Tj = −ρCκiγDEinc −
(
−1

2 I +Mκi

)
γNκe

Einc E∞ = −Ψ∞
Eκe

j− iηΨ∞
Mκe

C0j

S′j = γDEinc − iηC0γNκe
Einc E∞ = ρΨ∞

Eκe

(
1
2 I +Mκi

)
j + Ψ∞

Mκe
Cκij

T′j = γDEinc − iηC0γNκe
Einc E∞ = ρΨ∞

Eκe
Cκij + Ψ∞

Mκe

(
1
2 I +Mκi

)
j

Et les opérateurs S, T, S′ et T′ s’écrivent :

S = Cκi

((
−1

2
I +Mκe

)
+ iηCκeC0

)
+ρ

(
−1

2
I +Mκi

) (
Cκe + iη

(
−1

2
I +Mκe

)
C0

)
,

T =

(
−1

2
I +Mκi

) ((
−1

2
I +Mκe

)
+ iηCκeC0

)
+ρCκi

(
Cκe + iη

(
−1

2
I +Mκe

)
C0

)
,

S′ =

((
1

2
I +Mκe

)
− iηC0Cκe

)
Cκi + ρ

(
Cκe − iηC0

(
1

2
I +Mκe

)) (
1

2
I +Mκi

)
,

T′ =

((
1

2
I +Mκe

)
− iηC0Cκe

) (
1

2
I +Mκi

)
+ ρ

(
Cκe − iηC0

(
1

2
I +Mκe

))
Cκi .
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Chapitre 4

Simulations numériques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques expériences numériques pour illustrer
les principales propriétés des quatres équations intégrales construites au chapitre
précédent.
Les équations intégrales ont été implémentées avec Inversion Studio développé par
R. Potthast et son équipe à Reading et qui est une bibliothèque de résolution
d’équations intégrales surfaciques et de problèmes inverses acoustiques et électroma-
gnétiques avec interface graphique et utilisant le langage de programmation MAT-
LAB. Cette bibliothèque permet de réaliser des discrétisations de bas degré des
opérateurs intégraux surfaciques. Nous avons contribué à quelques modules de cette
bibliothèque permettant la discrétisation des opérateurs intégraux surfaciques inter-
venant dans le problème de diffraction diélectrique.
Dans la limite de la capacité de calcul de ce logiciel, nous avons testé la convergence
de la solution des équations intégrales discrétisées puis nous avons vérifié que sous
les conditions du lemme 3.3.1, les équations intégrales sont bien inversibles pour
toute la plage des fréquences réelles. Les résultats sont présentés en section 4.3 pour
une sphère diélectrique et en section 4.4 pour un cube diélectrique.
La méthode de discrétisation des opérateurs intégraux surfaciques généralement uti-
lisée avec ce logiciel est la méthode de Nyström. Mais les équations intégrales que
nous avons construites sont composées d’opérateurs hypersinguliers donc la méthode
de Nyström seule ne convient pas tout à fait. Nous avons utilisé une approximation
par éléments finis pour discrétiser la partie hypersingulière de l’opérateur Cκ. Nous
débutons ce chapitre par une brève description de la méthode de discrétisation des
opérateurs utilisée. Nous précisons que nous n’avons pas encore entrepris l’étude de
la convergence de la méthode de discrétisation.
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4. Simulations numériques

4.2 Schéma numérique

Les opérateurs S, T, S′ et T′ sont des isomorphismes de H
− 1

2
× (divΓ, Γ) dans lui-même.

Pour discrétiser ces opérateurs nous devons tout d’abord construire un espace de di-

mension finie qui approche H
− 1

2
× (divΓ, Γ).

# Pour la discrétisation de la surface Γ on choisit la triangulation.
On choisit un pas h et on approche la surface Γ par un ensemble fini Th de triangles
tels que :
• Les sommets des triangles sont sur la surface Γ,
• Soient T et T ′ deux triangles distincts de Th. On a :

T ∩ T ′ =






vide
ou un sommet
ou une arête.

• Le diamètre d’un triangle appartenant à Th est inférieure ou égale à h.
• On pose Γh =

⋃
T∈Th

T et on a Γh−→
h→0

Γ.

Triangulations de la sphère unité et du cube unité.

On pose Nt = card(Th) et Ns le nombre de sommets. Numérotons T1, T2, . . . , TNt

l’ensemble des triangles appartenant à Th et p1, . . . , pNs les sommets. On note
c1, . . . , cNt l’ensemble des barycentres des triangles T1, . . . , TNt .

# On construit un espace de fonctions définies sur Γh.
On note Pk(Γh, Th) l’ensemble des fonctions définies et continues sur Γh et poly-
nomiales de degré k sur chaque triangle de Th. Pour approcher l’espace H− 1

2 (Γ)
nous choisissons les fonctions de plus bas degré à savoir les constantes par morceaux
P0(Γh, Th). C’est un espace de dimension finie Nt engendré par la base de fonctions
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4.2 Schéma numérique

(ϕ1, . . . ,ϕNt) définies pour j = 1, . . . , Nt par :

ϕj(x) =

{
1 si x ∈ Tj,
0 sinon.

Toute fonction dans P0(Γh, Th) est uniquement déterminée par ses valeurs aux

centres c1, . . . , cNt . Pour approcher l’espace H
− 1

2
× (divΓ, Γ) nous considérons les fonc-

tions vectorielles de (P0(Γh, Th))
3 et tangentes à la surfaces Γh que nous noterons

P0
×(Γh, Th). C’est un espace de dimension 2Nt.

# On discrétise les opérateurs intégraux Mκ, Cκ et C0 intervenant dans les équations
intégrales (3.7) et (3.9) ainsi que les opérateur de champ lointain Ψ∞

Eκ
et Ψ∞

Mκ
en

utilisant différentes approximations des noyaux.
(i) Pour les opérateurs faiblement singuliers on utilise la méthode de Nyström.

On rappelle brièvement la méthode : considérons l’opérateur intégral

A : u "→
{

x "→
∫

Γ

K(x, y)u(y)dσ(y)

}

où K est infiniment différentiable sur {(x, y) ∈ R3 tel que x 5= y} et se comporte
comme |x − y|α−2 lorsque |x − y| → 0 avec α > 0. On approche le noyau K par la
fonction Kh définie par

Kh(x, y) =






K(x, y) si |x− y| ≥ ε(h)(
|x− y|
ε(h)

)2−α

K(x, y) si |x− y| < ε(h),

où ε(h) tend vers zéro lorsque h tend vers zéro. L’opérateur intégrale de noyau Kh,
noté Ah, converge uniformément vers l’opérateur A. L’opérateur Ah est discrétisé
dans la base {ϕ1, . . . ,ϕNt} en la matrice de coefficients (ah

ij)1≤i,j≤Nt définie par :

ah
ij = Aj ∗Kh(ci, cj),

où Aj représente l’aire du triangle Tj.

(ii) Pour la partie hypersingulière Tk de l’opérateur Cκ on choisit une autre

approximation. Nous rappelons que Tκ est défini pour j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) par :

Tκj(x) = −n(x)×
∫

Γ

∇x
Γ (∇y

Γ (G(κ, |x− y|)) · j(y)) dσ(y).

On approche la solution fondamentale, comme ci-dessus, par la fonction Gh définie
par

Gh(κ, |x− y|) =






G(κ, |x− y|) si |x− y| ≥ ε(h),
eiκ|x−y|

4πε(h)
si |x− y| < ε(h).
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4. Simulations numériques

Ensuite on approche Gh par une fonction linéaire par morceaux en chacune des
variables x et y. L’espace P1(Γh, Th) est un espace de dimension finie Ns engendré
par la base de fonctions (ψ1, . . . ,ψNs) définies pour j, k = 1, . . . , Ns par ψj(pk) = δj

k,
où δj

k est le symbole de Kronecker. On a

Gh(κ, |x− y|)8
Ns∑

k=1

Ns∑

l=1

Gh(κ, |pk − pl|)ψk(x)ψl(y).

L’opérateur Tk est alors discrétisé en la matrice T h
κ = (T h

ij)1≤i,j≤Nt où T h
ij est une

matrice bloc 3× 3 telle que

T h
ijjh(ci) = −Aj ∗

Ns∑

k=1

Ns∑

l=1

Gh(κ, |pk − pl|)nh(ci)×∇x
Γψk(ci) 〈∇y

Γψl(cj), jh(cj)〉 .

où nh désigne la normale à Γh.
Pour ε(h) nous avons choisi

ε(h) =
1

2
inf {|ci − cj|, i, j = 1 . . . , Nt et i 5= j} ,

où c1, . . . , cNt sont les centres donnés par la triangulation Th.

# On résoud les équations intégrales avec MATLAB.
Les opérateurs S, T, S′ et T′ sont discrétisés en des matrices de taille (3Nt)2.
D’après la théorie, les opérateurs discrétisés sont inversibles sur l’espace des fonc-
tions tangentes P0

×(Γh, Th) de dimension 2Nt. Pour résoudre les équations intégrales
nous devons prolonger les opérateurs discrétisés en des opérateurs inversibles sur
(P0(Γh, Th))

3 et qui envoient P0
×(Γh, Th) dans lui-même. Soit A un opérateur in-

versible sur P0
×(Γh, Th) alors l’opérateur défini par jh "→ A(nh × jh × nh) + N , où

N est la projection orthogonale sur les fonctions normales à Γh, est inversible sur
(P0(Γh, Th))

3 et laisse bien stable l’espace P0
×(Γh, Th). On utilise cette méthode

seulement pour résoudre les équations intégrales associées aux opérateurs S et S′ ;
les opérateurs T et T′ étant des perturbations de l’identité, une fois dicrétisés on
obtient déjà des matrices inversibles à la fois sur (P0(Γh, Th))

3 et sur P0
×(Γh, Th).

Les matrices des opérateurs discrétisés sont donc des matrices pleines. La résolution
des équations intégrales nécessite de stocker cinq matrices de dimension 9N2

t ce qui
demande beaucoup de mémoire vive. Tout en disposant de 16 Go de mémoire vive
nous ne pouvons pas utiliser de triangulation contenant plus de 4000 éléments, nous
nous sommes donc limités à de petites fréquences.

4.2.1 Quelques formules

Dans ce paragraphe nous rappelons les formules pour calculer le vecteur normal
unitaire extérieur à la surface discrétisée, le gradient des fonctions linéaires par mor-
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4.3 Cas de la sphère diélectrique

ceaux ψ1, . . . ,ψNs et de l’élément d’aire.

ci

p1
i

p3
i

p2
i

−→
h1

i

Soit Ti un élément de la triangulation Th de la sphère unité, on note ci son centre
et p1

i , p2
i et p3

i ses sommets. Le vecteur normal est donné par :

n(ci) = − (
−−→
p3

i p
1
i )× (

−−→
p1

i p
2
i )∣∣∣(

−−→
p3

i p
1
i )× (

−−→
p1

i p
2
i )

∣∣∣
.

On note
−→
h j

i la hauteur issue du sommet pj
i , l’aire du triangle Ti est donnée par :

Ai =

∣∣∣(
−−→
p3

i p
2
i )

∣∣∣ ·
∣∣∣
−→
h1

i

∣∣∣
2

.

On note ψj
i , pour j = 1, 2, 3, la fonction définie pour l = 1, 2, 3 par ψj

i (p
l
i) = δl

j sur
Ti. Son gradient est un champ de vecteur constants et tangents au triangle Ti et est
donné par

(
∇ψj

i

)
(ci) =

(
∇Γh

ψj
i

)
(ci) =

−→
hj

i∣∣∣∣
−→
hj

i

∣∣∣∣
2 .

4.3 Cas de la sphère diélectrique

4.3.1 Solution exacte du problème de diffraction diélectrique

Dans le cas de la sphère de R3, il est possible de calculer la solution exacte des
problèmes de diffraction en électromagnétisme grâce à la théorie de Mie pour les
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4. Simulations numériques

équations de Maxwell harmoniques [30, 31]. Nous donnons ici les résultats concer-
nant le problème du diélectrique.

On note Pm
n le mième polynôme de Legendre d’ordre n, jn la fonction de Bessel

sphérique d’ordre n et h(1)
n la fonction de Hankel sphérique d’ordre n et de première

espèce. On note BR la boule de rayon R de R3. On note ρ, θ et φ les coordonées

sphériques de x ∈ R3 et on pose x̂ =
x

ρ
.

Théorème 4.3.1 Les fonctions harmoniques sphériques

Y m
n (x̂) =

√
2n + 1

4π

(n− |m|!)
(n + |m|!)P

|m|
n (cos θ)eimφ

pour m = −n, . . . , n and n = 0, 1, 2, . . . forment une base orthonormale de L2(∂B1).

On pose M (1)
n,m(x) = rot(xjn(κρ)Y m

n (x̂)) et N (1)
n,m =

1

iκ
rotM (1)

n,m pour n = 1, 2, . . . et

m = −n, . . . , n.

Théorème 4.3.2 Les fonctions M (1)
n,m et N (1)

n,m sont solutions de l’équation de Max-
well rot rotu− κ2u = 0 dans R3.

On pose M (3)
n,m(x) = rot(xh(1)

n (κρ)Y m
n (x̂)) et N (3)

n,m =
1

iκ
rotM (3)

n,m pour n = 1, 2, . . .

and m = −n, . . . , n.

Théorème 4.3.3 Les fonctions M (3)
n,m et N (3)

n,m sont solutions de l’équation de Max-
well rot rotu − κ2u = 0 dans R3\{0} et satisfont la condition de radiation de
Silver-Müller.

Maintenant considérons le problème de diffraction par la boule BR de rayon R
soumise à une onde incidente arbitaire Einc :

rot rotEs − κeE
s = 0 dans R3\∂BR

rot rotEi − κ2
i E

i = 0 dans BR

Ei × x̂− Es × x̂ = Einc × x̂ sur ∂BR
1

µi
rotEi × x̂− 1

µe
rotEs × x̂ =

1

µe
rotEinc × x̂ sur ∂BR

lim
ρ→+∞

ρ (rotEs × x̂− iκEs) = 0.

Supposons que

Einc(x) =
∞∑

n=1

n∑

m=−n

αn,mM (1)
n,m + βn,mN (1)

n,m.
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4.3 Cas de la sphère diélectrique

Lemme 4.3.4 L’unique solution (Ei,Es) ∈ Hloc(rot, R3) du problème ci-dessus est
donnée par

Es =
∞∑

n=1

−n∑

m=−n

ζn,mM (3)
n,m + ξn,mN (3)

n,m,

Ei =
∞∑

n=1

−n∑

m=−n

γn,mM (1)
n,m + δn,mN (1)

n,m

où
ζn,m = αn,man, ξn,m = βn,mbn, γn,m = αnmcn et δn,m = βn,mdn

avec

an = −

µe

µi
jn(κeR) (jn(κiR) + κiRj′n(κiR))− jn(κiR) (jn(κeR) + κeRj′n(κeR))

µe

µi
h(1)

n (κeR) (jn(κiR) + κiRj′n(κiR))− jn(κiR)
(
h(1)

n (κeR) + κeRh(1)′
n (κeR)

)

bn = −

µiκ2
e

µeκ2
i

jn(κeR) (jn(κiR) + κiRj′n(κiR))− jn(κiR) (jn(κeR) + κeRj′n(κeR))

µiκ2
e

µeκ2
i

h(1)
n (κeR) (jn(κiR) + κiRj′n(κiR))− jn(κiR)

(
h(1)

n (κeR) + κeRh(1)′
n (κeR)

)

cn = −
κeR

(
jn(κeR)h(1)′

n (κeR)− j′n(κeR)h(1)
n (κeR)

)

µe

µi
h(1)

n (κeR) (jn(κiR) + κiRj′n(κiR))− jn(κiR)
(
h(1)

n (κeR) + κeRh(1)′
n (κeR)

)

dn = −
κiR

(
jn(κeR)h(1)′

n (κeR)− j′n(κeR)h(1)
n (κeR)

)

µiκ2
e

µeκ2
i

h(1)
n (κeR) (jn(κiR) + κiRj′n(κiR))− jn(κiR)

(
h(1)

n (κeR) + κeRh(1)′
n (κeR)

) .

Preuve. On utilise le théorème A.3.1 et on résoud le système composé des condi-
tions de transmission. On peut aussi retrouver ces formules en utilisant les dévelop-
pement en série de Mie des opérateurs ΨEκ , ΨMκ , Mκ, Cκ et C0 donné dans l’ap-
pendice . Ce calcul se trouve également dans le livre [1]. !

Le champ lointain associé est alors donné par (voir appendice) :

E∞(x̂) =
4π(−i)n+1

κ

∞∑

n=1

n∑

m=−n

(αn,m∇∂B1Yn,m(x̂)× x̂ + βn,m∇∂B1Yn,m(x̂)) .

Exemple 4.3.5 Si le champ incident est une onde plane dirigée dans l’axe des
z > 0 et polarisée selon l’axe des x :

Einc(x) = −→p eiκext·x3 où x =




x1

x2

x3



 et −→p =




1
0
0



 .
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Alors le développement en série de Mie est donné par [30] :

Einc = −
∞∑

n=1

in

√

4π
2n + 1

n(n + 1)

(
M (1)

n,1 −M (1)
n,−1

2i
+

N (1)
n,1 + N (1)

n,−1

2

)

Exemple 4.3.6 Si le champ incident est une source point située au point d et po-
larisée selon le vecteur −→p :

Einc(x) = rotx

(
−→p eiκe|x−d|

4π|x− d|

)
avec |d| > |x|,

alors

Einc(x) =
∞∑

n=1

iκe

n(n + 1)

n∑

m=−n

(
rotM (1)

n,m(x)
(
M (3)

n,m(
−→
d ) ·−→p

)

+ rotN (1)
n,m(x)

(
N (3)

n,m(
−→
d ) ·−→p

))(4.1)

et

rotM (1)
n,m(x) = −iκeN

(1)
n,−m(x), rotN (1)

n,m(x) = iκeM
(1)
n,−m(x),

Pour plus d’informations sur le calcul des harmoniques sphériques en vue de leur
implémentation, nous renvoyons le lecteur à l’appendice page 147.

4.3.2 Convergence de la méthode

Dans ce paragraphe nous présentons les résultats obtenus sur la convergence de
la solution des quatres équations intégrales discrétisées. Nous avons utiliser les ca-
ractéristiques suivantes.

# paramètres : R = 1, µe = µi = µ0, κeR = 1, κi = 2κe, η = 1.

# onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eiκex·d, avec d = (0, 0, 1) et −→p =




1
0
0



 .

Le tableau ci-dessous affiche l’erreur relative en norme L2 sur la sphère unité entre
le champ lointain E∞h calculé en utilisant les représentations intégrales du tableau
page 55 et le champ lointain exacte E∞exacte calculé à l’aide des séries de Mie. La
solution de référence E∞exacte est calculée en tronquant la série de Mie à n = 10.
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4.3 Cas de la sphère diélectrique

Erreur relative
||E∞h − E∞exacte||L2

||E∞exacte||L2

Nt S T S′ T′

128 0.1366 0.1060 0.1376 0.1060
256 0.0843 0.0636 0.0833 0.0623
512 0.0661 0.0419 0.0668 0.0404
1024 0.0460 0.0283 0.0468 0.0269
2016 0.0337 0.0197 0.0341 0.0183
4096 0.0247 0.0139 0.0252 0.0133
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Tout d’abord les champs lointains calculés après résolution des équations discrétisées
convergent tous vers le champ lointain exacte. On remarque notamment que la
convergence de la méthode est plus rapide pour les champs lointains calculés en
résolvant les équations intégrales associées aux opérateurs T et T′ que celles as-
sociées aux opérateurs S et S′. Aussi les graphiques ci-dessous montrent que les
vitesses de convergence de la méthode pour les opérateurs T et T′ sont très proches.
Ceci était prévisible vu que les opérateurs T et T′ sont adjoints l’un de l’autre pour
la forme bilinéaire B. On a le même résultat pour les opérateurs S et S′.
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4. Simulations numériques

Le graphique ci-dessous représente les coupes dans les plans φ = 0◦ et φ = 90◦ de
l’amplitude du champ lointain calculé avec les séries de Mie (courbe bleue et verte)
et du champ lointain calculé en résolvant l’équation intégrale associée à l’opérateur
T avec le maximum de triangles possibles.
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4.3.3 À propos des fréquences irrégulières

Nous avons montré au chapitre précédent que l’unicité des solutions des quatre
équations intégrales dépend de l’existence de valeurs propres du problème aux limites
intérieur :

rot rotu− κ2
eu = 0 dans BR

γDu− iη C0γNκe
u = 0 sur ∂BR.

Pour le problème physique, nous voulons éviter les fréquences parasites réelles. Ce-
pendant on sait que si η=0 le problème ci-dessus admet une infinité de valeurs
propres réelles κ2

e où le nombres d’onde κe appartient aux ensembles de racines

Mode TE : {κn,l, jn(κn,lR) = 0, l ≥ 1}
Mode TM : {κ̃n,l, jn(κ̃n,lR) + κ̃n,lRj′n(κ̃n,lR) = 0, l ≥ 1} ,

pour n ≥ 1. Les fonctions propres associées sont

Mode TE : M (1)
n,m(κn,l, ·), m = −n, . . . , n, l = 1, . . .

Mode TM : N (1)
n,m(κ̃n,l, ·), m = −n, . . . , n, l = 1, . . .
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4.3 Cas de la sphère diélectrique

Dans le cas de la sphère unité (R = 1) les premières racines sont :

κ̃11 2.74370727 TM
κ̃21 3.87023858 TM
κ11 4.49340945 TE
κ̃31 4.97342035 TM

L’expérience numérique qui suit consiste à vérifier qu’en choisissant un η non nul, le
spectre des opérateurs S, T, S′ et T′ est bien déplacé dans C\R. Nous avons calculé
le champ lointain en fonction du nombre d’onde κe, en prenant les valeurs 0 et 1
pour le paramètre η et en résolvant l’équation intégrale associée à l’opérateur T′.
Les données sont les suivantes :

# paramètres : R = 1, µe = µi = µ0, κi = 1 et κe ∈ [2, 4.2].

# onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eiκex·d, avec d = (0, 0, 1) et −→p =




1
0
0



 .

# résultat :

2 2.743 3.87 4.2
0.5

1

1.5

2

2.5

3

 Champ lointain en fonction de nombre d’onde

!
e
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|

 

 

#=0

#=1

Dans le graphique ci-dessus on a représenté le module de E∞ au point x̂ = (1, 0, 0)
de la sphère unité. On constate clairement que l’opérateur T′ dégénère au voisi-
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4. Simulations numériques

nage des valeurs propres du problème intérieur associé et que choisir un η non nul
permet d’éviter les fréquences irrégulières. Les deux courbes se superposent parfaite-
ment lorsqu’on est loin des fréquences parasites. Pour ces calculs nous avons utilisé
exactement 972 triangles pour discrétiser la surface. Au voisage des valeurs propres
nous avons affiné la subdivision pour κe à 10−3 près. Pour cet exemple les valeurs
propres discrètes sont légèrement décalées par rapport au valeurs propres théoriques,
la première est comprise entre 7.765 et 7.769 et la seconde est comprise entre 3.9 et
3.904.

Ceci peut encore se vérifier théoriquement. En effet, dans le cas de la sphère unité on
peut calculer explicitement le spectre des opérateurs en utilisant le développement
en série de Mie des images par l’opérateur C0 des harmoniques sphériques (voir
appendice). Pour un reél η quelquonque, l’ensemble des valeurs κ2

e du problème
intérieur associé sont les carrés des nombre d’ondes κ qui sont racines des fonctions :

κ "→ jn(κR) + iη
1

2n + 1

1

κR
(jn(κR) + κeRj′n(κR)) ,

κ "→ 1

κR
jn(κR) + κRj′n(κR)− iη

(
2

2n + 1
+

n(n + 1)

2n + 1

)
jn(κR).

Vu que les fonctions de Bessel sphériques sont réelles, il est clair que les racines de ces
fonctions ne sont pas réelles puisque les parties réelles et imaginaires ne s’annulent
pas simultanément.

4.4 Cas du cube diélectrique

Même si les résultats théoriques ont été prouvés dans le cas de surfaces régulières
nous avons testé numériquement les mêmes propriétés dans le cas du cube diélectrique.

4.4.1 Convergence de la méthode

En ce qui concerne le cube diélectrique il n’existe pas de théorie pour calculer la
solution exacte pour le problème de diffraction. Comme champ lointain de référence
noté E∞ref nous prenons le champ lointain calculé avec le maximum d’éléments pos-
sibles dans la triangulation à savoir 3888 triangles pour le cube. On utilise les ca-
ractéristiques suivantes pour le cube unité C1 = [0, 1]3 :

# paramètres : µe = µi = µ0, κe = π et κi = 2κe.

# onde incidente : une source point,

Einc(x) = rot (G(κe, |x− d|)−→p ) avec d = (.5, .5,−0.25) et −→p =




1
0
0



 .
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4.4 Cas du cube diélectrique

Le tableau ci-dessous affiche l’erreur relative en norme L2 sur la sphère unité entre
le champ lointain E∞h calculé avec les équations intégrales discrétisées associées aux
opérateurs T et T′ et E∞ref (T) et Eref (T

′) respectivement.

Erreur relative
||E∞h − E∞ref ||L2

||E∞ref ||L2

Nt T T′

192 0.1050 0.1527
300 0.0632 0.0931
588 0.0299 0.0426
1200 0.0132 0.0178
2352 0.0044 0.0056

Les solutions des équations intégrales associées aux opérateurs T et T′ convergent
bien vers la même solution puisque nous avons

||E∞ref (T)− E∞ref (T
′)||L2

||E∞ref (T)||L2
= 0.0025.
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Pour cet exemple, les vitesses de convergence de la méthode pour les opérateurs T
(d’ordre 1.24) et T′ (d’ordre 1.29) sont encore très proches. Elles sont nettement
supérieures à celles de l’exemple précédent, ce qui peut s’expliquer par le fait que
l’erreur entre le champ lointain de référence et le champ lointain exacte est non
négligeable.

Dans le graphique ci-dessous sont représentées les coupes dans les plans φ = 0◦ et
φ = 90◦ de l’amplitude du champ lointain calculé en résolvant l’équation intégrale
associée à l’opérateur T avec le maximum de triangle possibles à savoir 3888 tri-
angles.
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Dans le cas du cube, la convergence est très mauvaise en ce qui concerne les équations
associées aux opérateurs S et S′, ce qui est sans doute dû à des problèmes de singu-
larités au niveau des arêtes et des coins. Dans la seconde partie de cette thèse nous
utiliserons donc plutôt l’équation intégrale associée à l’opérateur T.

4.4.2 À propos des fréquences irrégulières

Nous avons montré au chapitre précédent que l’unicité des solutions des quatres
équations intégrales dépend de l’existence de valeurs propres du problème aux limites
intérieur suivant :

rot rotu− κ2
eu = 0 dans C1

γDu− iη C0γNκe
u = 0 sur ∂C1.

Si η=0 le problème ci-dessus admet une infinité de valeurs propres réelles κ2
e de la

forme (voir [1, 14]) :
κ2

e = πκ2
1 + πκ2

2 + πκ2
3,

avec
κ1κ2 + κ1κ3 + κ2κ3 > 0.

Les premières valeurs propres sont : les réels κ2
e où

κe =
√

2π,
√

3π,
√

5π,
√

6π,
√

8π . . .

70



4.4 Cas du cube diélectrique

Pour vérifier que lorsque qu’on choisit un réel η non nul le spectre des opérateurs
intégraux est déplacé dans C\R, nous avons calculé le champ lointain associé à la
solution du problème de diffraction par le cube unité diélectrique soumis à une onde
incidente générée par une source point en fonction du nombre d’onde extérieur κe.
Les données sont les suivantes :

# paramètres : µe = µi, κi = 1 et κe ∈ [4, 8].

# onde incidente : une source point,

Einc(x) = rot (G(κe, |x− d|)−→p ) avec d = (0.25, 0.25,−0.25) et −→p =




1

−1
0



 .

# résultat :
Dans le graphique ci-dessous on a représenté le module de E∞ au point x̂ = (1, 0, 0)
de la sphère unité. Le champ lointain a été calculé après résolution de l’équation
intégrale associée à l’opérateur T en prenant les valeurs 0 et 1 pour le paramètres
η. Notez que

√
2π ≈ 4.44,

√
3π ≈ 5.44,

√
5π ≈ 7.02 et

√
6π ≈ 7.69.
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Le graphique ci-dessus montre clairement que l’opérateur T dégénère au voisinage
des valeurs propres du problème intérieur et que choisir un η non nul permet d’éviter
les fréquences irrégulières. Pour ces calculs nous avons utilisé exactement 972 tri-
angles pour discrétiser la surface. Au voisinage des valeurs propres nous avons affiné

71



4. Simulations numériques

la subdivision pour κe à 10−3 près. Pour cet exemple les valeurs propres discrètes
sont assez proches des valeurs théoriques. La première valeur propre discrète se
situe dans l’intervalle [4.43,4.447], la seconde se situe dans l’intervalle [5.442,5.5],
la troisième se situe dans l’intervalle [7.013,7.039] et la quatrième dans l’intervalle
[7.696,7.720]. Les extrémités des intervalles sont les valeurs des deux pics inférieurs
et supérieurs que nous apercevons sur le graphique.
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Deuxième partie

Optimisation de forme
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Chapitre 5

Dérivées de forme de la solution
du problème de diffraction

5.1 Introduction

Soit Einc un champ électrique incident généré par une densité de courant J qui est
une donnée fixe et de régularité arbitraire. On fixe les constantes κi, κe, µi et µe et on
suppose qu’elles satisfont les conditions du théorème 3.3.2. Considérons l’ensemble
O des domaines bornés, simplement connexes et réguliers de R3, caractérisés par la
permittivité εi et la perméabilité µi et disjoint du support de J. Le but de ce chapitre
est d’étudier les propriétés de dérivabilité de l’application E qui à un domaine Ω ∈ O
associe la solution E(Ω) =

(
Ei(Ω),Es(Ω)

)
∈ Hloc(rot, R3) du problème de diffraction

par l’obstacle diélectrique Ω ∈ O soumis à l’onde incidente Einc. La dépendance en
Ω est hautement non-linéaire. Les outils basiques de calculs différentiels nécessitent
(au moins) un cadre d’espaces vectoriels topologiques et localement convexes [42],
cadre dont on ne dispose pas dans le cas des fonctionnelles de formes. Une approche
satisfaisante pour avoir des informations sur le comportement de E au voisinage d’un
domaine Ω0 ∈ O est de représenter des variations du domaine par des éléments d’un
espace de fonctions. On considère des variations générées par des transformations
des points x de l’espace R3 du type

x "→ x + r(x),

où r est une fonction vectorielle définie au moins au voisinage du bord Γ0 de Ω0.
Cette transformation déforme la surface Γ0 en la surface

Γr = (I +r)Γ0 = {xr = x + r(x); x ∈ Γ0}

d’un domaine Ωr. On note xr la variable de Γr et nr le vecteur normal unitaire à
Γr. Pour r = 0 on note n0 = n. On note également dσ l’élément d’aire sur Γr et on
utilisera les notations dσ(y) et dσ(yr) pour différentier l’intégration sur Γ0 et sur Γr.
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Ω0

Γ0

Γr

Ωr

x0

xr

−→n0

−→nr

Comme nous considérons uniquement des surfaces régulières et simplement connexes
nous choisissons des fonctions r infiniment différentiables sur Γ0. Dans ce cas il faut
être prudent dans la définition de dérivée de forme car l’espace C∞(Γ0) des fonctions
infiniment différentiables sur Γ0 n’est pas un espace de Banach et n’est pas normé non
plus mais c’est un espace de Fréchet. On note d∞ la distance sur C∞(Γ0). On choisit
un réel δ strictement positif et suffisamment petit tel que pour tout r ∈ C∞(Γ0)
avec d∞(0, r) < δ la transformation I +r est un C∞-difféomorphisme de Γ0 sur Γr

et tel que le domaine Ωr est disjoint du support de J. On pose

Bδ = {r ∈ C∞(Γ0), d∞(0, r) < δ} .

On introduit l’application

r ∈ Bδ "→ E (r) = E(Ωr).

L’ensemble Bδ est un sous ensemble ouvert de C∞(Γ0). Nous allons donc étudier la
différentiabilité au sens de Gâteaux de l’application r "→ E (r). La dérivée de forme
de la fonctionnelle E en Ω0 dans la direction ξ est alors donnée par :

DΩE[0; ξ] =
∂

∂t |t=0
E (tξ).

Pour étudier la différentiabilité de l’application r "→ E (r) nous allons utiliser la
représentation intégrale de E (r) obtenue en utilisant la première méthode (cf section
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3.2). On pose E i(r) = Ei(Ωr) et E s(r) = Es(Ωr). On note Ψr
Eκ

, Ψr
Mκ

, Cr
0 , Cr

κ et M r
κ

les opérateurs de potentiels et les opérateurs intégraux de frontière sur la surface Γr

et γr
D, γr

Nκ
, γc,r

D et γc,r
Nκ

les opérateurs de traces sur Γr. On fixe un réel η 5= 0 et on

pose ρ =
µeκi

µiκe
, d’après les résultats établis dans la première partie de cette thèse on

a :

(5.1) E tot(r) = Einc + E s(r)

avec

(5.2) E s(r) =
(
−Ψr

Eκe
− iηΨr

Mκe
Cr

0

)
jr dans Ωc

r = R3\Ωr

où jr est solution des équations intégrales

Srjr = −ρ

(
−1

2
I +M r

κi

)
γr

DEinc − Cr
κi

γr
Nκe

Einc,

et

Trjr = −ρCr
κi

γr
DEinc −

(
−1

2
I +M r

κi

)
γr

Nκe
Einc.

(5.3) E i(r) = −1

ρ
Ψr

Eκi
γc,r

Nκe
E tot(r)−Ψr

Mκi
γc,r

D E tot(r) dans Ωr

Nous rappelons que les opérateurs Sr et Tr sont composés des opérateurs Cr
0 , Cr

κe
,

M r
κe

, Cr
κi

et M r
κi

et que ces derniers sont définis sur l’espace H
− 1

2
× (divΓr , Γr).

Notation : soit Lc(X ,Y) l’ensemble des applications linéaires et continues d’un es-
pace de Fréchet X dans un espace de Fréchet Y .

Nous devons par conséquent étudier la différentibilité au sens de Gâteaux des appli-
cations

Bδ → Lc

(
H
− 1

2
× (divΓr , Γr)

)

r "→ M r
κ

r "→ Cr
κ

et des applications :

Bδ → Lc

(
H
− 1

2
× (divΓr , Γr),H(rot, Ωr) ∪Hloc(rot, Ωc

r)
)

r "→ Ψr
Eκ

r "→ Ψr
Mκ

.

La définition même de dérivabilité de ces applications soulève des questions non
triviales que nous allons discuter dans le paragraphe suivant.
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

5.1.1 Difficultés

Nous sommes confrontés principalement à deux difficultés. Tout d’abord nous allons
devoir contourner le problème suivant :
Comment dériver des applications de la forme r "→ f(r) où f(r) est une
fonction ou un opérateur dont le domaine de définition varie avec r ?
La deuxième difficulté est que pour pouvoir construire des dérivées de forme de
la solution en utilisant la représentation intégrale (5.1)-(5.3), nous devons absolu-
ment démontrer que les dérivées agissent entre les mêmes espaces que les opérateurs

intégraux eux-mêmes, à savoir H
− 1

2
× (divΓ0 , Γ0) (on dérive en r = 0).

Même si aujourd’hui il existe de nombreux travaux sur le calcul de variations de
forme [19, 32, 33, 39, 40], dans le cadre des équations intégrales surfaciques, la
littérature mathématique n’est pas très étendue sur ce sujet. Pour répondre à ces
questions, nous nous sommes essentiellement inspirée des papiers de R. Potthast
[36, 35, 34] dans lesquels il a étudié la différentiabilité au sens de Fréchet des solu-
tions des problèmes de diffraction d’ondes acoustiques avec conditions de Dirichlet
et de Neumann puis de la solution du problème du conducteur parfait mais dans
les espaces de fonctions continues. Que l’on se place dans les espaces de fonctions

continues C k(Γr), où dans H
− 1

2
× (divΓr , Γr) les mêmes difficultés persistent mais l’al-

ternative que propose R. Potthast ne se généralise pas à l’espace H
− 1

2
× (divΓr , Γr).

Nous présentons dans la suite les différentes techniques utilisées par R. Potthast
pour étudier la dérivabilité de telles fonctions f .

Une première idée, assez classique, est qu’au lieu d’étudier l’application

r ∈ Bδ "→ f(r) ∈ C k(Γr)

on considère plutôt l’application

r ∈ Bδ "→ f(r) ◦ (I +r) ∈ C k(Γ0).

Ce point de vu s’étend aux espaces de Sobolev.

Proposition 5.1.1 Soit ur une fonction scalaire définie sur Γr. Alors ur ∈ Hs(Γr)
si et seulement si ur ◦ (I +r) ∈ Hs(Γ0).

Preuve. On utilise la définition de l’espace Hs(Γr) vu au chapitre 1 en prenant
comme cartes locales ((I +r) ◦ ψi) pour i = 1, . . . , p. !

Désormais nous notons τr la transformation qui à une fonction ur définie sur Γr

associe la fonction ur ◦ (I +r) définie sur Γ0. Pour tout r ∈ Bδ, la transformation τr

admet un inverse. On a

(τrur)(x) = ur(x + r(x)) et (τ−1
r u)(xr) = u(x).
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Ensuite, au lieu d’étudier l’application

r ∈ Bδ "→ Ar ∈ Lc

(
C 0(Γr), C

0(Γr)
)

on considère plutôt l’application

r ∈ Bδ "→ τrArτ
−1
r ∈ Lc

(
C 0(Γ0), C

0(Γ0)
)
.

Ce point de vue s’étend également aux espaces d’applications linéaires et continues
entre les espaces de Sobolev.
Ce qu’on aurait envi de faire c’est d’insérer le produit τ−1

r τr = I
H−

1
2 (Γr)

entre

chaque opérateur dans la représentation intégrale de la solution et d’étudier la
différentiabilité des applications

r "→ τrCr
0τ

−1
r ,

r "→ τrCr
κτ

−1
r ,

r "→ τrM r
κτ−1

r ,
r "→ Ψr

Eκ
τ−1
r ,

r "→ Ψr
Mκ

τ−1
r

mais d’autres difficultés persistent. Les opérateurs intégraux surfaciques que nous
considérons sont définis pour des fonctions tangentes à Γr. Comme l’a très bien fait
remarquer R. Potthast, l’opérateur τrM r

κτ−1
r , restreint aux fonctions tangentes à Γr,

a la même régularité que le potentiel de double couche. Et si on différentie τrM r
κτ−1

r ,
il est certain que nous n’obtiendrons pas un opérateur avec la même régularité que

Mκ et qui agisse sur H
− 1

2
× (divΓ0 , Γ0) puisque :

τr(H
− 1

2
× (divΓr , Γr)) 5= H

− 1
2

× (divΓ0 , Γ0).

Aussi, le champ Einc est analytique donc τr

(
γr

DEinc
)
∈ τr(H

− 1
2

× (divΓr , Γr)). Considé-

rons la trace f(r) = τr

(
γr

DEinc
)
. Pour ξ ∈ C∞(Γ0), sa dérivée directionnelle

∂f(tξ)

∂t |t=0

n’est plus tangente à Γ0 donc Mκ
∂f(tξ)

∂t |t=0
n’est pas défini. On a bien sûr le même

problème avec la trace de Neuman γr
Nκ

et les autres opérateurs.

Pour se ramener à des fonctions tangentes à Γ0, l’idée de R. Potthast était d’intro-
duire des opérateurs de projection sur les espaces tangents des surfaces Γ0 et Γr.
Notons π0 la projection orthogonale sur le plan tangent à Γ0. C’est un opérateur
linéaire et continu des fonctions vectorielles et continues sur Γr dans l’espace des
fonctions vectorielles et tangentes à Γ0 et pour ur ∈ (C (Γr))

3 on a

(π0ur)(x) = ur(x + r(x))− (n(x) · ur(x + r(x)))n(x).
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Proposition 5.1.2 La restriction de π0 aux fonctions continues et tangentes à Γr

admet un inverse, on le note π(r). L’application π(r) est définie pour une fonction
u tangente à Γ0 par

(π(r)u)(x + r(x)) = u(x)− n(x)
nr(x + r(x)) · u(x)

nr(x + r(x)) · n(x)
.

Et π(r)u ∈ Hs
×(Γr) si et seulement si u ∈ Hs

×(Γ).

Notons que π(0) = π0. Dans le cadre des espaces de fonctions il suffisait d’insérer
le produit π(r)π(0) = IC 0

×(Γr) dans la représentation intégrale de la solution pour se

ramener à l’étude d’opérateur intégraux définis sur C 0
×(Γ0) qui ne dépend plus de r

mais ici on obtiendrait des opérateurs définis sur

π(0)
(
H
− 1

2
× (divΓr , Γr)

)
=

{
u ∈ H

− 1
2

× (Γ0), divΓr(π(r)u) ∈ H− 1
2 (Γr)

}
.

Cet espace dépend encore de la variable r et ne correspond pas à H
− 1

2
× (divΓ0 , Γ0).

Notre approche consiste à utiliser la décomposition de Helmholtz (voir chapitre 1)
des espaces Hs

×(divΓr , Γr) pour s ∈ R et à introduire de nouveaux opérateurs inver-
sibles Pr définis sur Hs

×(divΓr , Γr) et qui ne sont pas des opérateurs de projections.

5.1.2 Alternative : utilisation de la décomposition de Helm-
holtz

Nous avons vu au chapitre 1 que la surface Γ0 étant régulière et simplement connexe,
l’espace Hs

×(divΓ0 , Γ0) admet la décomposition suivante pour s ∈ R :

Hs
×(divΓ0 , Γ0) = ∇Γ0

(
Hs+2(Γ0)/R

) ⊕
rotΓ0

(
Hs+1(Γ0)/R

)
.

Puisque le réel δ est choisi de telle sorte que pour tout r ∈ Bδ les surfaces Γr sont
encore régulières et simplement connexes, alors les espace Hs

×(divΓr , Γr) admettent
également la même décomposition.
Soit jr ∈ Hs

×(divΓr , Γr) et soit ∇Γr pr + rotΓr qr sa décomposition de Helmholtz.
Puisque pr ∈ Hs+2(Γr) et qr ∈ Hs+1(Γr), les changement de variables de Γr à Γ0,
p(r) = τr(pr) et q(r) = τr(qr), sont dans Hs+2(Γ0) et Hs+1(Γ0) respectivement
d’après la proposition 5.1.1. L’opérateur suivant :

(5.4)
Pr : Hs

×(divΓr , Γr) −→ Hs
×(divΓ0 , Γ0)

jr = ∇Γr pr + rotΓr qr "→ j = ∇Γ0 p(r) + rotΓ0 q(r)

est alors bien défini.
L’opérateur Pr transforme un champ de vecteurs jr tangent à Γr en un champ de
vecteurs j tangent à Γ0. Cet opérateur est linéaire, continu et admet un inverse P−1

r

donné par :
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(5.5)
P−1

r : Hs
×(divΓ0 , Γ0) −→ Hs

×(divΓr , Γr)
j = ∇Γ0 p + rotΓ0 q "→ jr = ∇Γr τ−1

r (p) + rotΓr τ−1
r (q).

On insère l’identité IHs
×(divΓr ,Γr) = P−1

r Pr dans la représentation intégrale de E (r) :

E s(r) =
(
−Ψr

Eκe
P−1

r − iηΨr
Mκe

P−1
r (PrC

r
0P

−1
r )

)
Prjr, dans Ωc

r,

où

Prjr = PrS
−1
r P−1

r

(
−ρ

(
−1

2
I +PrM

r
κi
P−1

r

)
Prγ

r
DEinc −

(
PrC

r
κi
P−1

r

)
Prγ

r
Nκe

Einc

)
,

et aussi

Prjr = PrT
−1
r P−1

r

(
−ρ

(
PrC

r
κi
P−1

r

)
Prγ

r
DEinc −

(
−1

2
I +PrM

r
κi
P−1

r

)
Prγ

r
Nκe

Einc

)
,

E i(r) = −1

ρ
(Ψr

Eκi
P−1

r )(Prγ
c,r
Nκe

)E tot(r)− (Ψr
Mκi

P−1
r )(Prγ

c,r
D )E tot(r), dans Ωr.

Les opérateurs PrM r
κP

−1
r et PrCr

κP
−1
r sont bien définis de Hs

×(divΓ0 , Γ0) dans lui-

même. Par contre, les opérateurs Ψr
Eκ

P−1
r et Ψr

Mκ
P−1

r sont définis de H
s− 1

2
× (divΓ0 , Γ0)

dans Hs(rot, Ωr)∪Hs
loc(rot, Ω

c
r). Par conséquent, nous allons étudier la restriction de

ces opérateurs à tout compact de R3\Γ. En effet, étant donné un compact K inclus
dans R3\Γ, il existe un reél δK < δ tel que pour tout r ∈ BδK on a K ∩ Γr = ∅. Les
noyaux de ces opérateurs sont alors de classe C∞ sur K pour tout r. De plus, puisque
R3\Γ est réunion dénombrable de compacts, on va pouvoir définir une dérivée sur
Ω ∪ Ωc.
Finalement nous allons étudier les propriétés de différentiabilité des applications
suivantes pour s ∈ R :

(5.6)

BδK → Lc(H
s
×(divΓ0 , Γ0), C∞(K)) : r "→ Ψr

Eκ
P−1

r

BδK → Lc(H
s
×(divΓ0 , Γ0), C∞(K)) : r "→ Ψr

Mκ
P−1

r

Bδ → Lc(H
s
×(divΓ0 , Γ0),H

s
×(divΓ0 , Γ0)) : r "→ PrM r

κP
−1
r

Bδ → Lc(H
s
×(divΓ0 , Γ0),H

s
×(divΓ0 , Γ0)) : r "→ PrCr

κP
−1
r

Maintenant regardons de plus près la représentation intégrale des opérateurs cités
ci-dessus (5.6).

# Représentation intégrale de Ψr
Eκ

P−1
r .

L’opérateur Ψr
Eκ

Pr
−1 est défini pour j = ∇Γ0 p + rotΓ0 q ∈ Hs

×(divΓ0 , Γ0) et x ∈ K
par :
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

Ψr
Eκ

P−1
r j(x) = κ

∫

Γr

G(κ, |x− yr|)
(
∇Γrτ

−1
r p

)
(yr)dσ(yr)

+ κ

∫

Γr

G(κ, |x− yr|)
(
rotΓrτ

−1
r q

)
(yr)dσ(yr)

− κ−1∇
∫

Γr

G(κ, |x− yr|)
(
∆Γrτ

−1
r p

)
(yr)dσ(yr).

# Représentation intégrale de Ψr
Mκ

P−1
r .

L’ opérateur Ψr
Mκ

Pr
−1 est défini pour j = ∇Γ0 p + rotΓ0 q ∈ Hs

×(divΓ0 , Γ0) et x ∈ K
par :

Ψr
Mκ

P−1
r j(x) = rot

∫

Γr

G(κ, |x− yr|)
(
∇Γrτ

−1
r p

)
(yr)dσ(yr)

+ rot

∫

Γr

G(κ, |x− yr|)
(
rotΓrτ

−1
r q

)
(yr)(yr)dσ(yr).

# Représentation intégrale de PrCr
κP

−1
r .

Rappelons que pour jr ∈ Hs
×(divΓr , Γr), l’opérateur Cr

κ est défini par

Cr
κjr(xr) = −κnr(xr)×

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|)jr(yr)dσ(yr)

−κ−1nr(xr)×∇xr
Γr

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|) divΓr jr(yr)dσ(yr).

On veut écrire Cr
κjr sous la forme ∇ΓrPr + rotΓr Qr. Puisque divΓr rotΓr = 0,

rotΓr ∇Γr = 0 et ∆Γr = divΓr ∇Γr = − rotΓr rotΓr on en déduit que :

divΓr Cr
κjr = ∆ΓrPr et rotΓr Cr

κjr = −∆ΓrQr.

Par conséquent on a :

(5.7) Pr(xr) = −κ ∆−1
Γr

divΓr

(
nr(xr)×

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|)jr(yr)dσ(yr)

)

et

Qr(xr) = −κ (−∆−1
Γr

) rotΓr

(
nr(xr)×

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|)jr(yr)dσ(yr)

)

−κ−1(−∆Γr) rotΓr(− rotΓr)

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|) divΓr jr(yr)dσ(yr),

= κ ∆−1
Γr

rotΓr

(
nr(xr)×

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|)jr(yr)dσ(yr)

)

+κ−1

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|) divΓr jr(yr)dσ(yr).
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L’opérateur PrCr
κP

−1
r est défini pour j = ∇Γ0 p + rotΓ0 q ∈ Hs

×(divΓ0 , Γ0) par :

PrC
r
κP

−1
r = ∇Γ0P (r) + rotΓ0 Q(r),

avec

P (r)(x) = −κ
(
τr∆

−1
Γr

divΓr τ−1
r

) (
(τrnr)(x)× τr

{∫

Γr

G(κ, | ·−yr|)(∇Γrτ
−1
r p)(yr)dσ(yr)

+

∫

Γr

G(κ, | ·−yr|)(rotΓrτ
−1
r q)(yr)dσ(yr)

}
(x)

)

et

Q(r)(x) = κ
(
τr∆

−1
Γr

rotΓr τ−1
r

) (
(τrnr)(x)× τr

{∫

Γr

G(κ, | ·−yr|)(∇Γrτ
−1
r p)(yr)dσ(yr)

+

∫

Γr

G(κ, | ·−yr|)(rotΓrτ
−1
r q)(yr)dσ(yr)

}
(x)

)

+κ−1τr

(∫

Γr

G(κ, | ·−yr|)(∆Γrτ
−1
r p)(yr)dσ(yr)

)
(x).

# Représentation intégrale de PrM r
κP

−1
r .

Rappelons que pour jr ∈ Hs
×(divΓr , Γr), l’opérateur M r

κ est défini par

M r
κjr(xr) =

∫

Γr

((∇xrG(κ, |xr − yr|)) · nr(xr)) jr(yr)dσ(yr)

−
∫

Γr

∇xrG(κ, |xr − yr|) (nr(xr) · jr(yr)) dσ(yr).

En procédant comme pour l’opérateur PrCr
κP

−1
r , on obtient que l’opérateur PrM r

κP
−1
r

est défini pour j = ∇Γ0 p + rotΓ0 q ∈ Hs
×(divΓ0 , Γ0) par :

PrM
r
κP

−1
r j = ∇Γ0P

′(r) + rotΓ0Q
′(r),

avec

P ′(r)(x) =
(
τr∆

−1
Γr

divΓr τ−1
r

)
τr

{
−

∫

Γr

(∇xrG(κ, | ·−yr|) · nr(·)) (rotΓrτ
−1
r q)(yr)dσ(yr)

−
∫

Γr

((∇xrG(κ, | ·−yr|) · nr(·)) (∇Γrτ
−1
r p)(yr)dσ(yr)

+

∫

Γr

∇xrG(κ, | ·−yr|)
(
(nr(·)− nr(yr)) · (rotΓrτ

−1
r q)(yr)

)
dσ(yr)

+

∫

Γr

∇xrG(κ, | ·−yr|)
(
(nr(·)− nr(yr)) · (∇Γrτ

−1
r p)(yr)

)
dσ(yr)

}
(x),
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et

Q′
r(x) =

(
τr∆

−1
Γr

rotΓr τ−1
r

)
τr

{∫

Γr

(∇xrG(κ, | ·−yr|) · nr(·)) (rotΓrτ
−1
r q)(yr)dσ(yr)

+

∫

Γr

((∇xrG(κ, | ·−yr|) · nr(·)) (∇Γrτ
−1
r p)(yr)dσ(yr)

−
∫

Γr

∇xrG(κ, | ·−yr|)
(
(nr(·)− nr(yr)) · (rotΓrτ

−1
r q)(yr)

)
dσ(yr)

−
∫

Γr

∇xrG(κ, | ·−yr|)
(
(nr(·)− nr(yr)) · (∇Γrτ

−1
r p)(yr)

)
dσ(yr)

}
(x).

Les opérateurs ci-dessus sont composés d’opérateurs intégraux faiblement singuliers
et pseudo-homogènes de classe -1 et des opérateurs différentiels surfaciques définis
au chapitre 1. Par un changement de variable dans l’intégrale, nous nous ramenons
finalement à l’étude des propriétés de différentiabilité d’applications de la forme
r "→ τrKΓrτ

−1
r ou t "→ Prτ−1

r où KΓr est un opérateur intégral sur la surface
Γr de noyau pseudo-homogène défini comme au chapitre 2 et Pr est l’opérateur de
potentiel associé et aussi de celles des applications

r "→ τr∇Γrτ
−1
r

r "→ τr rotΓr τ−1
r

r "→ τr divΓr τ−1
r

r "→ τr rotΓr τ−1
r

r "→ τr∆Γrτ
−1
r

Avant d’effectuer ce travail, nous allons commencer par rappeler quelques résultats
élémentaires sur la diférentiabilité dans les espaces de Fréchet et quelques résultats
établis dans le livre de A. Henrot et M. Pierre [32] qui nous seront très utiles.

5.2 Différentiabilité dans les espaces de Fréchet

5.2.1 Définitions et propriétés

Les espaces de Fréchet sont des espaces vectoriels localement convexes, métrisables
et complets sur lesquels on peut étendre certains résultats élémentaires de calcul
différentiel valables dans les espaces de Banach. Nous en rappelons quelques-uns
dans ce paragraphe. Nous renvoyons le lecteur au livre de J. T. Schwarz [42] pour
plus d’informations.

Définition 5.2.1 Soient X et Y deux espaces de Fréchet. Soit U un sous ensemble
ouvert de X . Une application f : U → Y est dite différentiable au sens de Gâteaux
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ou G-différentiable en r0 ∈ U si la limite suivante

lim
t,→0

f(r0 + tξ)− f(r0)

t
=

∂

∂t |t=0
f(r0 + tξ)

existe pour tout ξ ∈ X . On note
∂

∂r
f [r0, ξ]

la dérivée au sens de Gâteaux de f en r0 dans la direction ξ.

L’application ξ "→ ∂

∂r
f [r0, ξ] ne définit pas toujours une application linéaire et conti-

nue de X dans Y .

Définition 5.2.2 On dira que f est continûment différentiable au sens de Gâteaux

ou G-différentiable si l’application
∂f

∂r
est une application continue de U × X dans

Y et si pour tout r0 ∈ U la dérivée première
∂

∂r
f [r0, ·] est linéaire.

Les dérivées d’ordre supérieures de f dans la direction ξ sont définies de la façon
suivante :

∂m

∂rm
f [r0, ξ] =

∂m

∂tm
f(r0 + tξ)|t=0.

On dit que f est C m G-differentiable si
∂mf

∂rm
est une application continue de

U × X × · · ·× X︸ ︷︷ ︸
mfois

dans Y .

Lorsque les dérivées au sens de Gâteaux sont bien des fonctions continues et linéaires,
certains résultats valables dans les espaces de Banach le sont également dans les
espaces de Fréchet, comme les règles de dérivation de produit de fonctions et de
fonctions composées et le développement limité de Taylor avec reste intégral ([42]
p. 30). Par contre le théorème de dérivation de l’inverse d’une fonction nécessite le
cadre des espaces de Banach mais nous n’en avons pas besoin ici.

Nous aurons besoin du lemme suivant pour étudier la différentiabilité l’application
qui à r associe l’inverse de l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆Γr ou les inverses des
opérateurs Sr et Tr.

Théorème 5.2.3 Soient X un espace de Fréchet et Y une algèbre de Banach uni-
taire. Soit U un sous ensemble ouvert de X . On suppose que l’application f : U → Y
est G-différentiable en r0 ∈ U et que f(r) est inversible dans Y pour tout r ∈ U et
que l’application g : r "→ (f(r))−1 est continue en r0. Alors g G-différentiable en r0

et sa dérivée première dans la direction ξ est :

(5.8)
∂g

∂r
[r0, ξ] = −f−1(r0)

∂

∂r
f [r0, ξ]f

−1(r0).

De plus si f est C m différentiable au sens de Gâteaux alors g aussi.
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

Preuve. Soit ξ ∈ X et t > 0 suffisamment petit pour que (r0 + tξ) ∈ U , on a :

(f(r0 + tξ))−1 − (f(r0))−1

= (f(r0))−1f(r0)(f(r0 + tξ))−1 − (f(r0))−1f(r0 + tξ)(f(r0 + tξ))−1

= (f(r0))−1 (f(r0)− f(r0 + tξ)) (f(r0 + tξ))−1

= (f(r0))−1 (f(r0)− f(r0 + tξ)) (f(r0))−1

+(f(r0))−1 (f(r0)− f(r0 + tξ)) ((f(r0 + tξ))−1 − (f(r0 + tξ))−1) .

Puisque g est continue en r0 on lim
t→0

((f(r0 + tξ))−1 − (f(r0))−1) = 0 et puisque f est

dérivable en r0 on a

lim
t→0

(f(r0))−1 (f(r0)− f(r0 + tξ)) (f(r0))−1

t
= − (f(r0))

−1 ∂

∂r
f [r0, ξ] (f(r0))

−1 .

Par conséquent

lim
t→0

(f(r0 + tξ))−1 − (f(r0))−1

t
= − (f(r0))

−1 ∂

∂r
f [r0, ξ] (f(r0))

−1 .

!

5.2.2 Quelques dérivées de forme classiques

Lemme 5.2.4 Soit x ∈ Γ0. L’application f : r ∈ Bδ "→ x + r(x) ∈ R3 est C∞

différentiable au sens de Gâteaux et sa dérivée première en r0 ∈ Bδ est définie pour
ξ ∈ C∞(Γ0) par :

∂

∂r
f [r0, ξ] = ξ(x).

Les dérivées d’ordres supérieurs sont nulles.

Preuve.

f(r0+tξ)− f(r0)− tξ(x) = (x + r0(x) + tξ(x))− (x + r0(x))− tξ(x) = 0.

!

Définition 5.2.5 Soit r ∈ Bδ. On appelle jacobien tangentiel de (I +r) sur Γ0 la
quantité notée Jr et définie par

(5.9) Jr = det (I +Dr̃)
∥∥∥

t
(I +Dr̃)−1n

∥∥∥

où r̃ est un prolongement de r à R3.
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5.2 Différentiabilité dans les espaces de Fréchet

On peut également utiliser la géométrie différentielle pour le définir. On utilise les
notations du chapitre 1. Soit x ∈ Γ0 et (ψi,Oi) une carte locale au voisinage de x.

Pour x = ψi(u0, v0) et on note e1 =
∂ψi

∂u
(u0, v0) et e2 =

∂ψi

∂v
(u0, v0). L’élément d’aire

sur Γ0 est alors donné par

dσ(x) = |e1 × e2|dudv.

Soit xr = x+ r(x) ∈ Γr, puisque I +r est un difféomorphisme de Γ0 sur Γr, le couple
((I +r) ◦ ψi,Oi) définit une carte locale de Γr au voisinage de xr. L’élément d’aire
sur Γr est alors donné par

dσ(xr) = |(I +Dr)e1 × (I +Dr)e2|dudv = |com(I +Dr)(e1 × e2)|,

où com(A) désigne la comatrice de A. Le jacobien tangentiel est défini comme étant
la fonction définie sur Γ0 telle que

dσ(x + r(x)) = Jr(x)dσ(x)

Par conséquent Jr = |com(I +Dr)n(x)|. On en déduit la formule (5.9).
Les lemmes suivants sont prouvés dans [32], ici nous allons utiliser la géométrie
différentielle.

Lemme 5.2.6 L’application f qui à r ∈ Bδ associe Jr ∈ C∞(Γ0) est C∞ différentiable
au sens de Gâteaux et sa dérivée première en r = 0 est définie pour ξ ∈ C∞(Γ0)
par :

∂f

∂r
[0, ξ] = divΓ ξ.

Preuve. On pose g(r) = (I +Dr)e1 × (I +Dr)e2. On a Jr =
|g(r)|
|g(0)| . On a

g(r0+tξ)−g(r0) = t (Dξ) e1×(I +Dr0)e2+t(I +Dr0)e1×(Dξ) e2+t2 (Dξ) e1×(Dξ) e2.

On en déduit que g est infiniment différentiable au sens de Gâteaux en r0 ∈ Bδ, sa
dérivée première est

∂g

∂r
[r0, ξ] = (Dξ) e1 × (I +Dr0)e2 + (I +Dr0)e1 × (Dξ) e2

et si r = 0 on a

∂g

∂r
[r0, ξ] = trace(Dξ) (e1 × e2)− t(Dξ) (e1 × e2) .

Sa dérivée seconde est

∂2g

∂r2
[0, ξ] = 2com(Dξ)(e1 × e2).
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

Les dérivées d’ordre supérieur sont nulles. Étant composée d’applications infiniment
G-différentiables , f : r "→ Jr est également infiniment G-différentiable et sa dérivée
première en r = 0 est définie pour ξ ∈ C∞(Γ0) par :

∂f

∂r
[0, ξ] =

1

|g(0)|2
∂g

∂r
[0, ξ] · g(0) = div ξ −

(
[tDξ]n

)
· n = divΓ0 ξ.

!

Lemme 5.2.7 L’application f qui à r ∈ Bδ associe τrnr = nr ◦ (I +r) ∈ C∞(Γ0) est
C∞ différentiable aus sens de Gâteaux et sa dérivée première en r = 0 est définie
pour ξ ∈ C∞(Γ0) par :

∂f

∂r
[0, ξ] = − [∇Γ0ξ]n(x).

Preuve. En utilisant la géométrie différentielle on a

nr0+tξ(x + (r0 + tξ)(x)) =
(I +Dr0 + tDξ)e1 × (I +Dr0 + tDξ)e2

|(I +Dr0 + tDξ)e1 × (I +Dr0 + tDξ)e2|
=

g(r0 + tξ)

|g(r0 + tξ)| .

Etant composée d’application infiniment G-différentiable, l’application r "→ τrnr

l’est forcément. D’après les règles de dérivation, sa dérivée première en r = 0 dans
la direction ξ est

∂τrnr

∂r
[0, ξ] =

1

g(0)

∂g

∂r
[0, ξ]− 1

|g(0)|3

(
∂g

∂r
[0, ξ] · g(0)

)
g(0)

=
1

g(0)

∂g

∂r
[0, ξ]−

(
1

g(0)

∂g

∂r
[0, ξ] · n

)
n.

avec
1

g(0)

∂g

∂r
[0, ξ] = (div ξ)n− [∇ξ]n.

!

NB : ce dernier lemme est valable pour des surfaces moins régulières et ce qui est
intéressant c’est que les dérivées sont de même régularité que le vecteur normal lui
même, pourvu que ξ soit suffisamment régulière.

5.3 Dérivées de forme d’un opérateur intégral de
noyau pseudo-homogène

Dans cette section nous nous intéressons à la différentiabilité au sens de Gâteaux
des applications qui à r ∈ Bδ associent l’opérateur intégral τrKΓrτ

−1
r avec KΓr défini

pour ur ∈ Hs(Γr) par :

(5.10) KΓrur(xr) = vp.

∫

Γr

kr(yr, xr − yr)ur(yr)dσ(yr), xr ∈ Γr
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5.3 Dérivées de forme d’un opérateur intégral de noyau pseudo-homogène

et des applications qui à r ∈ Bδ associent l’opérateur de potentiel Prτ−1
r avec Pr

défini pour ur ∈ Hs(Γr) par :

(5.11) Prur(x) =

∫

Γr

k(yr, x− yr)ur(yr)dσ(yr), x ∈ K,

où kr est un noyau faiblement singulier et pseudo-homogène de classe −m avec
m ≥ 0 en la variable zr = xr− yr ∈ R3 et régulier par rapport à la première variable
yr.

Par le changement de variable xr "→ x + r(x), nous avons :

τrKΓrτ
−1
r (u)(x) = vp.

∫

Γ0

kr(y + r(y), x + r(x)− y − r(y))u(y)Jr(y)dσ(y), xr ∈ Γr

et

Prτ
−1
r (u)(x) =

∫

Γ0

kr(y + r(y), x− y − r(y))u(y)Jr(y)dσ(y), x ∈ K

Nous allons tout d’abord considérer des noyaux kr qui sont des restrictions à Γr

d’une même fonction (x, y) "→ G(x−y) définie sur R3 où G(z) est pseudo-homogène
de classe −m. Notons que pour r ∈ Bδ on a xr− yr = 0 si et seulement si x− y = 0,
donc cette classe de noyaux a bien un sens. Le théorème suivant établit l’infinie
différentiabilité au sens de Gâteaux des opérateurs intégraux surfaciques de tels
noyaux κr et qu’on obtient leurs dérivées en dérivant leurs noyaux.

Théorème 5.3.1 Soit G(z) un noyau pseudo-homogène de classe −m sur R3. On
suppose que pour tout r ∈ Bδ, on a kr(yr, xr − yr) = G(xr − yr). Alors l’application

Bδ → Lc(Hs(Γ0), Hs+m(Γ0))
r "→ τrKΓrτ

−1
r

est C∞ différentiable au sens de Gâteaux et

∂m

∂rm

{
τrKΓrτ

−1
r

}
[0, ξ]u(x) =

∫

Γ0

∂m {G(x + r(x)− y − r(y))}
∂rm

[0, ξ]u(y)dσ(y),

et la dérivée première du noyau est définie pour ξ ∈ C∞(Γ0) par

∂ {G(x + r(x)− y − r(y))}
∂r

[0, ξ] = (ξ(x)− ξ(y)) ·∇zG(x− y) + G(x− y) divΓ ξ(y).

Preuve. Notons (Γ0×Γ0)∗ l’ensemble des couples (x, y) ∈ Γ0×Γ0 tels que x 5= y.
Considérons l’application

f : U × (Γ0 × Γ0)
∗ "→ f(r, x, y) = G(x + r(x)− y − r(y))Jr(y) ∈ C.

#Étape 1 :
Tout d’abord on montre que pour (x, y) ∈ (Γ0×Γ0)∗ fixé l’application r "→ f(r, x, y)
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

est infiniment différentiable au sens de Gâteaux sur Bδ. En effet, d’après le lemme
5.2.6 l’application r "→ Jr(y) est infiniment G-différentiable sur Bδ, l’application
r "→ x + r(x) est également infiniment G-différentiable sur Bδ et le noyau G est
de classe C∞ sur R3. L’application r "→ f(r, x, y) étant composée d’applications
infiniment G-différentiables l’est également et en utilisant la formule de Leibniz on
a :

∂k

∂rk
f [r0, ξ](x, y) =

k∑

α=0

(
k
α

)
∂α

∂rα
{G(x + r(x)− y − r(y))} [r0, ξ]

∂k−αJr(y)

∂rk−α
[r0, ξ]

avec

∂α

∂rα
{G(xr − yr)} [r0, ξ] = Dα

z G[x + r0(x)− y − r0(y), ξ(x)− ξ(y)︸ ︷︷ ︸
α fois

].

#Étape 2 :
Nous montrons ensuite que chaque dérivée définie un nouveau noyau pseudo-homogène
de même classe, c’est-à dire que pour tout k ≥ 0 l’application

(x, y) "→ ∂k

∂rk
f [r0, ξ](x, y)

est pseudo-homogèe de classe −m également. Vu que
∂k−αJr

∂rk−α
[r0, ξ] est de classe C∞

nous allons tout simplement montrer que

(x, y) "→ ∂α

∂rα
{G(x + r(x)− y − r(y))} [r0, ξ]

définit un noyau pseudo-homogène toujours de classe−m. Par définition, G(z) admet
le développement asymptotique suivant lorsque z tend vers zéro :

G(z) = Gm(z) +
l−1∑

j=1

Gm+j(z) + Gm+l(h, z)

où Gm+j est homogène de classe −(m + j) pour j = 0, . . . , l − 1 et Gm+l est de
régularité arbitraire. Il s’agit alors de montrer que les dérivées successives de chaque
terme du membre de gauche sont pseudo-homogènes de classe −(m+ j). On conclut
grâce à la proposition suivante.

Proposition 5.3.2 Soient Gm(z) homogène de classe −m et ξ ∈ C∞(Γ). La fonc-
tion (x, y) "→ DkGm[x+r0(x)−y−r0(y), ξ(x)−ξ(y)] est pseudo-homogène de classe
−m.

Preuve. On fait la preuve seulement pour la dérivée première c’est-à-dire pour
k = 1. Dans ce cas on a

DGm[x+ r0(x)− y− r0(y), ξ(x)− ξ(y)] = (ξ(x)− ξ(y)) ·∇Gm(x+ r0(x)− y− r0(y)).
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On utilise la formule de Taylor pour tout n ≥ 0 lorsque x− y tend vers zéro :

r0(x)− r0(y) =
n∑

j=1

1

j!
Djr0[y, x− y] + gn(x, y)

et

ξ(x)− ξ(y) =
n∑

l=1

1

l!
Dlξ[y; x− y] + hn(x, y)

avec gn et hn ∈ C∞. On peut supposer δ suffisamment petit de sorte que

∇Gm(x + r0(x)− y − r0(y)) =
n∑

i=0

Di(∇Gm)[x− y, r0(x)− r0(y)] + fn(x, y)

avec fn suffisamment régulière. On pose z = x−y. Les applications z "→ Djr0[y; z] et
z "→ Dlξ[y; z] sont respectivement j-linéaire et l-linéaire en z. Pour l = 1, . . . , n− 1
la fonction Dlξ[y; z] · ∇Gm(z) est alors homogène de classe −m + l − 1 et plus
généralement pour l = 1, . . ., j = 1, . . . et i = 0, . . . la fonction

Dlξ[y, z] ·
(
Di(∇Gm)

[
z,Djr0[y, z]

])

est homogène de classe −m + (l − 1) + i(j − 1). Par définition,

(ξ(x)− ξ(y)) ·∇Gm(x + r0(x)− y − r0(y))

est pseudo-homogène de classe −m. !

#Étape 3 :
On utilise la linéarité de l’intégrale pour montrer que l’opérateur est également
infiniment G-différentiable. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral et
pour la dérivée première

f(r0 + tξ, x, y)− f(r0, x, y) = t
∂f

∂r
[r0, ξ](x, y) + t2

∫ 1

0

(1− λ)
∂2f

∂r2
[r0 + λtξ, ξ](x, y)dλ.

On doit vérifier que chaque terme de l’égalité ci-dessus est le noyau d’un opérateur
agissant de Hs(Γ0) dans Hs+m(Γ0). Les deux premiers termes du membre de gauche
de l’égalité ci-dessus sont des noyaux de classe −m et on vient de montrer que
∂kf

∂rk
[0, ξ] défini un noyau de classe −m. Il reste à prouver que l’opérateur de noyau

(x, y) "→
∫ 1

0

(1− λ)
∂2f

∂r2
[r0 + λtξ, ξ](x, y)

agit bien de Hs(Γ0) dans Hs+m(Γ0). Pour ce faire, puisque
∂2f

∂r2
[r0 + λtξ, ξ] est

pseudo-homogène de classe −m pour tout λ ∈ [0, 1], il suffit d’utiliser le théorème
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

de Lebesgue pour intervertir l’intégration par rapport à la variable λ et l’intégration
sur Γ0. On a
∫

Γ0
f(r0 + tξ, x, y)u(y)dσ(y)−

∫
Γ0

f(r0, x, y)u(y)dσ(y)

t
−

∫

Γ0

∂f

∂r
[r0, ξ](x, y)u(y)dσ(y)

= t

∫

Γ0

(∫ 1

0

(1− λ)
∂2f

∂r2
[r0 + λtξ, ξ](x, y)dλ

)
u(y)dσ(y).

On passe à la limite en t = 0 et on obtient la dérivée première aux sens de Gâteaux.
Ce raisonnment est valable pour ξ ∈ C∞. Pour les dérivées d’ordre supérieur il suffit
d’étendre le développement de Taylor à un ordre convenable.

Nous avons montré que r "→ τrKΓrτ
−1
r est infiniment différentiable au sens de

Gâteaux et que pour obtenir ses dérivées directionnelles il suffit de dériver son
noyau. Maintenant l’application qui à ξ ∈ C∞(Γ0) associe l’opérateur intégral de

noyau
∂m {G(x + r(x)− y − r(y))}

∂rm
[r0, ξ] est clairement linéaire et continue en ξ.

!

On rappelle que K est un compact de R3\Γ0 qui est disjoint de toutes les surfaces
Γr pour r ∈ Bδ. Dans ce cas les noyaux pseudo-homogènes G(xr− yr) sont de classe
C∞ sur K × Γ0.

Théorème 5.3.3 Soit s ∈ R. Soit G(z) un noyau pseudo-homogène de classe
−(m+1) sur R3. On suppose que pour tout r ∈ BδK , on a kr(yr, x−yr) = G(x−yr).
Alors l’application

Bδ → Lc

(
Hs− 1

2 (Γ), C∞(K)
)

r "→ Prτ−1
r

est infiniment différentiable au sens de Gâteaux et

(5.12)
∂mPrτ−1

r

∂rm
[r0, ξ]u(x) =

∫

Γ0

∂m

∂rm
{G(x− y − r(y))} [r0, ξ]u(y)dσ(y).

Sa dérivée première en r = 0 dans la direction ξ ∈ C∞(γ0) est l’opérateur intégral
noté P(1) de noyau

∂

∂r
{G(x− y − r(y))} [r0, ξ] = −ξ(y) ·∇zG(x− y) + G(x− y) divΓ ξ(y).

L’opérateur P(1) s’étend en un opérateur linéaire et continu de Hs− 1
2 (Γ) dans Hs+m(Ω)

et Hs+m
loc (Ω).

Preuve. Le noyau est de classe C∞ sur K et ses dérivées de tout ordre aussi. Il
suffit alors de suivre les mêmes étapes que dans la preuve du théorème précédent.
Maintenant regardons le noyau de la dérivée première : le terme G(x−y) divΓ ξ(y) à
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la même régularité que G(x−y) lorsque x−y tend vers 0 tandis que ξ(y) ·∇G(x−y)
perd un ordre de régularité. Cette fois-ci la singularité crée par la dérivétion de G
n’est pas annulée par le produit scalaire avec ξ(x)− ξ(y) comme pour les opérateurs
intégraux surfaciques. Pour cette raison le noyau doit être pris de classe (−m + 1)
pour que sa dérivée première agisse bien de Hs− 1

2 (Γ) dans Hs+m(Ω) et Hs+m
loc (Ωc).

!

Remarque 5.3.4 On en conclut que les opérateurs intégraux surfaciques ne perdent
pas de régularité alors que les opérateurs de potentiels perdent un ordre de régularité
à chaque fois qu’on les dérive.

Maintenant on va pouvoir montrer la différentiabilité au sens de Gâteaux des opérateurs
intervenant la représentation intégrale de la solution E (r).

On note V r
κ l’opérateur intégral défini pour ur ∈ Hs(Γr) par

V r
κ ur(x) =

∫

Γr

G(κ, |xr − yr|)ur(yr)dσ(yr).

On note ψr
κ l’opérateur intégral de simple couche défini pour ur ∈ Hs(Γr) par

ψr
κur(x) =

∫

Γr

G(κ, |x− yr|)ur(yr)dσ(yr), x ∈ R3\Γr.

Corollaire 5.3.5 L’application

Bδ → Lc(Hs(Γ), Hs+1(Γ))
r "→ τrV r

κ τ−1
r

est infiniment Gâteaux-différentiable en r = 0 et sa dérivée première dans la direc-
tion ξ ∈ C∞(Γ0) est

(5.13)
∂τrV r

κ τ−1
r

∂r
[0, ξ]u(x) =

∫

Γ0

k′(y, x− y)u(y)dσ(y)

où

k′(x, y) =G(κ, |x− y|)
(

(ξ(x)− ξ(y)) · (x− y)

|x− y|

(
iκ− 1

|x− y|

)
+ divΓ ξ(y)

)
.

Preuve. Nous avons montré au chapitre 2 que G(k, |z|) est pseudo-homogène de
classe −1. !

Corollaire 5.3.6 L’application

BδK → Lc (Hs(Γ), C∞(K))
r "→ τrψr

κτ
−1
r

est infiniment Gâteaux-différentiable en r = 0. Sa dérivée première se prolonge en
un opérateur linéaire et continu de Hs− 1

2 (Γ) dans Hs(Ω) ∪Hs
loc(Ω

c).
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Preuve. Nous avons montré au chapitre 2 que G(k, |z|) est pseudo-homogène de
classe −1. !

Maintenant nous allons étudier la différentiabilité de quelques cas particuliers d’opé-
rateurs intégraux qui ne sont pas des restrictions à Γr d’un même noyau définit sur
R3.

On note Dr
κ l’opérateur intégral défini pour ur ∈ Hs(Γr) par

Dr
κur(x) =

∫

Γr

nr(xr) ·∇zG(κ, |xr − yr|)ur(yr)dσ(yr).

Corollaire 5.3.7 L’application

Bδ → Lc(Hs(Γ), Hs+1(Γ))
r "→ τrDr

κτ
−1
r

est infiniment Gâteaux-différentiable en r = 0.

Preuve. On a

nr(xr) ·∇zG(κ, |xr− yr|)ur(yr) = nr(xr) · (xr− yr)
G(κ, |xr − yr|)
|xr − yr|

(
iκ− 1

|xr − yr|

)
.

Au premier chapitre nous introduisions, grâce à la géométrie différentielle, un opéra-
teur de projection au voisinage de Γ0,

P (x) =
p∑

i=1

λi(x)ψi ◦ Π ◦ ψ−1
i (x)

où les (ψi,Oi) sont des cartes locales, les λi forment une partition de l’unité et
considérions le développement

n(x) · (P (x)− P (y)) = n(x) ·DP [x, y − x] + n(x) ·D2P [x, y − x] + . . .

sachant que DP [x, ·] agit sur le plan tangent à Γ0 en x. Pour les surfaces Γr on
utilise le même développement avec l’opérateur de projection

Pr(xr) =
p∑

i=1

λi ◦ (I +r)−1(xr)(ψi ◦ (I +r)) ◦ Π ◦ (ψi ◦ (I +r))−1(xr).

On a

nr(xr) · (Pr(xr)− P (yr)) = nr(xr) ·DPr[xr, yr − xr] + nr(xr) ·D2Pr[xr, yr − xr] + . . .

On a nr(x + r(x)) ·DPr[x + r(x), y + r(y)− x− r(y)] = 0 pour tout x et y ∈ Γ0 cela
indépendamment de r. On peut donc dériver par rapport à r ce développement et
finalement on obtient que les dérivées du noyau sont toujours pseudo-homogènes de
classe −1. Ensuite on procède comme dans la preuve du lemme 5.3.1 !
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5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels surfaciques

On note Br
κ l’opérateur intégrale définit pour ur ∈ Hs(Γr) par

Br
κur(x) =

∫

Γr

∇zG(κ, |xr − yr|) (nr(xr)− nr(yr)) · ur(yr)dσ(yr).

Corollaire 5.3.8 L’application

Bδ → Lc(Hs(Γ), Hs+1(Γ))
s "→ τrBr

κτ
−1
r

est infiniment Gâteaux-différentiable en r = 0.

Preuve. la fonction ∇zG(k, |z|) est pseudo-homogène de classe 0 et

∂knr(x + r(x))− nr(y + r(y))

∂rk
[0, ξ] = 0

lorsque x = y. !

5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels
surfaciques

Lemme 5.4.1 L’application

Bδ → Lc(Hs(Γ0),H
s−1(Γ0))

r "→ τr∇Γrτ
−1
r

est infiniment G-différentiable en r = 0 et on a

∂τr∇Γrτ
−1
r

∂r
[0, ξ]u = −[∇Γ0ξ]∇Γ0u + (∇Γ0u · [∇Γ0ξ]n)n.

Preuve. Reprenons la définition du gradient tangentiel vu au chapitre 1. Pour une
fonction ur ∈ Hs(Γr) on a :

∇Γrur =∇ũr − (nr ·∇ũr))nr.

Commençons par étudier la différentiabilité de r "→ τr∇
(
τ̃−1
r u

)
. Soit x ∈ Γ0, on a

τr∇
(
τ̃−1
r u

)
(x) = ∇

(
ũ ◦ (I +r)−1

)
(x + r(x)) = ∇x+r(x)

(
˜I +r(x)

)−1

◦ ∇xũ.

et

∇x+r(x)

(
Ĩ +r

)−1

=
(
∇x

(
Ĩ +r

))−1

.
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

L’application f : r "→ ∇x

(
Ĩ +r

)
est continue, d’inverse continue et infiniment

différentiable en r = 0. On a

f(tξ)− f(0) = I +∇x

(
t̃ξ

)
− I = t∇xξ̃.

La dérivée première est
∂

∂r
f [0, ξ] = ∇xξ̃ et les dérivées suivantes sont nulles. D’après

le lemme 5.2.3 l’application r "→
(
∇x

(
Ĩ +r

))−1

est également infiniment différentia-

ble au sens de Gâteaux en r = 0 et on a

∂
(
∇x

(
Ĩ +r

))−1

∂r
[0, ξ] = −∇ξ̃(x).

On a

(τr∇Γrτ
−1
r u)(x) =τr∇

(
τ̃−1
r u

)
(x)−

(
nr(x + r(x)) ·

(
τr∇

(
τ̃−1
r u

)
(x)

))
nr(x + r(x)).

D’après le lemme 5.2.7 l’application r "→ nr(x + r(x)) est différentiable au sens de
Gâteaux en r = 0 et on a

∂nr(x + r(x))

∂r
[0, ξ] = − [∇Γ0ξ]n(x).

En utilisant les régles de dérivation standard on obtient

∂τr∇Γrτ
−1
r

∂r
[0; ξ]u = −[∇ξ̃]∇ũ+

(
([∇ξ̃]∇ũ) · n

)
n+(∇ũ · [∇Γ0ξ]n)n+(∇ũ · n) [∇Γ0ξ]n.

Tout d’abord on ajoute les deux premiers termes du membre de gauche, ce qui
donne :

−[∇ξ̃]∇ũ +
(
([∇ξ̃]∇ũ) · n

)
n = −[∇Γ0ξ]∇ũ.

On ajoute alors le quatrième terme :

−[∇Γ0ξ]∇ũ + (∇ũ · n) [∇Γ0ξ]n = −[∇Γ0ξ]∇Γu.

Pour conclure il suffit de noter que ∇ũ · [∇Γ0ξ]n = ∇Γ0u · [∇Γ0ξ]n. !

Lemme 5.4.2 L’application

Bδ → Lc(Hs(Γ),Hs−1(Γ))
r "→ τr rotΓr τ−1

r

est infiniment différentiable au sens de Gâteaux en r = 0 et on a

∂τr rotΓr τ−1
r

∂r
[0, ξ]u = t [∇Γ0ξ] rotΓ0 u− divΓ0 ξ rotΓ0 u.
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5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels surfaciques

Preuve. Soit u ∈ Hs(Γ). Par définition, on a

τr rotΓr τ−1
r =

(
τr∇Γrτ

−1
r u

)
(x)× nr(x + r(x))

D’après le lemme précédent et le lemme 5.2.7 cette application est bien infiniment
différentiable. On a

∂τr rotΓr τ−1
r

∂r
[0, ξ]u = −[∇Γ0ξ]∇Γ0u× n−∇Γ0u× [∇Γ0ξ]n.

Sachant qu’étant donnés une matrice A et b et c des vecteurs on a

Ab× c + b× Ac = trace(A)(b× c)− tA(b× c),

on en déduit le lemme avec A = −[∇Γ0ξ], b = ∇Γ0u et c = n. !

Vu les représentations intégrales des opérateurs PrCr
κP

−1
r et PrM r

κP
−1
r nous devons

étudier la différentiabilité au sens de Fréchet des applications r "→ τr∆
−1
Γr

rotΓr τ−1
r

et r "→ τr∆
−1
Γr

rotΓr τ−1
r . On a vu que pour r ∈ Bδ l’opérateur rotΓr est linéaire et

continu de Hs+1(Γr) dans Hs
∗(Γr), que l’opérateur différentiel surfacique divΓr est

linéaire et continu de Hs+1
× (Γr) dans Hs

∗(Γr) et que ∆−1
Γr

est défini de Hs
∗(Γr) dans

Hs+2(Γr)/R. Pour pouvoir utiliser les règles de dérivation de fonctions composées
il est important de construire des dérivées en r = 0 entre les espaces Hs+1(Γ0) et
Hs
∗(Γ) pour l’opérateur de rotationnel, entre les espaces Hs+1

× (Γ0) et Hs
∗(Γ0) pour

l’opérateur de divergence et entre les espaces et entre les espaces Hs
∗(Γ0) et Hs+2(Γ0)

pour l’opérateur de Laplace-Beltrami. Comme alternative nous allons utiliser la
proposition suivante.

Proposition 5.4.3 Soit u une fonction scalaire définie sur Γr. Alors ur ∈ Hs
∗(Γr)

si et seulement si Jrτrur = Jrur ◦ (I +r) ∈ Hs
∗(Γ0).

Par conséquent l’opérateur u "→ Jrτr rotΓr τ−1
r u est bien défini de Hs+1(Γ0) dans

Hs
∗(Γ0).

Lemme 5.4.4 L’application

Bδ → Lc(H
s(Γ0),H

s−1
∗ (Γ0))

r "→ Jrτr rotΓr τ−1
r

est Gâteaux-différentiable en r = 0 et on a

∂Jrτr rotΓr τ−1
r

∂r
[0, ξ]u = −

3∑

i=1

∇Γ0ξi · rotΓ0 ui.
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

Preuve. Soit ur ∈ Hs(Γr). Par définition on a :

rotΓr ur = −trace(rotΓr ur).

Par conséquent l’application r "→ τr rotΓr τ−1
r est infiniment différentiable en r = 0

de Hs(Γ0) dans Hs−1(Γ0) et étant donné u ∈ Hs(Γ0) on a

∂τr rotΓr τ−1
r

∂r
[0, ξ]u =− trace

(
∂τr rotΓr τ−1

r

∂r
[0, ξ]u

)

=− trace
(t [∇Γ0ξ] rotΓ0 u

)
+ divΓ0 ξ · trace(rotΓ0 u)

=−
3∑

i=1

∇Γ0ξi · rotΓ0 ui − divΓ0 ξ rotΓ0 u.

Pour conclure on utilise le lemme 5.2.6 :
∂Jr

∂r
[0, ξ] = divΓ0 ξ.

Pour u ∈ Hs(Γ0), il est clair que
∑3

i=1∇Γ0ξi · rotΓ0 ui est de moyenne nulle puisque
l’espace ∇Γ0H

s(Γ0) est orthogonal à l’espace rotΓ0 Hs(Γ0) pour le produit scalaire
L2. Un autre argument tout aussi simple sans utiliser la forme explicite de la dérivée
première : pour tout u ∈ Hs(Γ0), on dérive l’application

r "→
∫

Γ0

Jrτr rotΓr τ−1
r u dσ ≡ 0.

!

En ce qui concerne l’opérateur de divergence, nous devons le composer par l’opérateur
de projection sur Γr pour obtenir une application bien définie.

Lemme 5.4.5 L’application

Bδ → Lc(H
s
×(Γ0),H

s−1
∗ (Γ0))

r "→ Jrτr divΓr π(r)

est infiniment G-différentiable en r = 0 et on a

∂Jrτr divΓr π(r)

∂r
[0, ξ]u = −

3∑

i=1

∇Γ0ξi · rotΓ0(u× n)i + rotΓ0 ((u× [∇Γ0ξ]n) .

Preuve. Pour u ∈ Hs(Γ0) on a divΓr π(r)u = rotΓr(π(r)u× nr). !

De tout ce qui précède on déduit les lemmes suivants.

Lemme 5.4.6 L’application

Bδ → Lc(Hs(Γ0),H
s−2
∗ (Γ0))

r "→ Jrτr∆Γrτ
−1
r

est infiniment différentiable au sens de Gâteaux en r = 0.
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

Preuve. Il suffit d’écrire :

τr∆Γrτ
−1
r = (Jrτr rotΓr τ−1

r )(τr rotΓr τ−1
r ).

L’opérateur τr∆Γrτ
−1
r est composé de deux opérateurs différentiables au sens de

Gâteaux en r = 0. !

Notons que ur ∈ Hs(Γr)/R si et seulement si τrur ∈ Hs(Γ0)/R.

Lemme 5.4.7 L’application

Bη → Lc(Hs+2
∗ (Γ0), Hs(Γ0)/R)

r "→ τr∆
−1
Γr

τ−1
r J−1

r

est infiniment différentiable au sens de Gâteaux en r = 0.

Preuve. On a déjà vu au chapitre 1, que l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆Γr

est inversible de Hs+2(Γr) / R sur Hs
∗(Γr). Par conséquent, l’opérateur Jrτr∆Γrτ

−1
r

est inversible de Hs+2(Γ0)/R sur Hs
∗(Γ0)/R. D’après le théorème 5.2.3 et le lemme

précédent on déduit que r "→ τr∆
−1
Γr

τ−1
r J−1

r est différentiable au sens de Gâteaux en
r = 0 et que

∂ τr∆
−1
Γr

τ−1
r J−1

r

∂r
[0, ξ] = −∆−1

Γ0
◦

(
∂ Jrτr∆Γrτ

−1
r

∂t
[0, ξ]

)
◦∆−1

Γ0
.

!

Maintenant nous avons tous les outils pour établir la différentiabilité au sens de
Gâteaux de la solution.

5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la so-
lution

Pour plus de simplicité dans l’écriture nous allons utiliser les notations suivantes

ΨEκ(r) = Ψr
Eκ

P−1
r , ΨMκ(r) = Ψr

Mκ
P−1

r , Cκ(r) = PrC
r
κP

−1
r , et Mκ(r) = PrM

r
κP

−1
r .

Théorème 5.5.1 Soit K un compact de R3\Γ0. Les applications

BδK → Lc(H
s− 1

2
× (divΓ0 , Γ0), C∞(K))

r "→ ΨEκ(r)
r "→ ΨMκ(r)

sont infiniment différentiables au sens de Gâteaux en r = 0. De plus, leurs dérivées

premières se prolongent en des opérateurs linéaires et continus de H
1
2
×(divΓ0 , Γ0) dans
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

H(rot, Ω) et Hloc(rot, Ωc) et étant donné j ∈ H
1
2
×(divΓ0 , Γ0) les potentiels

∂ΨEκ

∂r
[0, ξ]j

et
∂ΨMκ

∂r
[0, ξ]j satisfont l’équation de Maxwell harmonique

rot rotu− κ2u = 0

dans Ω et Ωc et la condition de Silver-Müller.

Preuve. Soit j ∈ H
s− 1

2
× (divΓ0 , Γ0) et ∇Γ0p+rotΓ0 q sa décomposition de Helmholtz.

Rappelons que ΨEκ(r)j et ΨMκ(r)j s’écrivent :

ΨEκ(r)j =κΨr
κτ

−1
r (τrPr

−1j)− κ−1∇Ψr
κτ

−1
r (τr∆Γrτ

−1
r p),

ΨEκ(r)j = rot ψr
κτ

−1
r (τrPr

−1j).

D’après les lemmes 5.4.1 et 5.4.2, l’application r "→ τrPr est différentiable au sens

de Gâteaux en r = 0 et la dérivée première est dans Lc(H
s− 1

2
× (divΓ0 , Γ0),H

s− 1
2 (Γ0)),

le lemme 5.4.6 nous dit que l’application r "→ τr∆Γrτ
−1
r est différentiable au sens de

Gâteaux en r = 0 et la dérivée est dans l’espace Lc(Hs+2(Γ0), Hs(Γ0)), le lemme
5.3.6 nous dit que l’application ψr

κτ
−1
r est différentiable en r = 0 et sa dérivée

première est dans Lc

(
Hs− 1

2 (Γ0), Hs(Ω) ∪Hs
loc(Ω

c)
)
. On en déduit que r "→ ΨEκ(r)

et r "→ ΨMκ(r) sont différentiables en r = 0 et que la dérivée première est dans

Lc

(
H

1
2
×(divΓ0 , Γ0),L

2(Ω) ∪ L2
loc(Ω

c)
)
. On rappelle qu’on a les égalités suivantes,

rot ΨEκ(r)j = κΨMκ(r)j et rot ΨMκ(r)j = κΨEκ(r)j.

Sur K, on peut intervertir la dérivation par rapport à x et par rapport à r, ce qui
donne :

rot
∂ΨEκ

∂r
[0, ξ]j = κ

∂ΨMκ

∂r
[0, ξ]j et rot

∂ΨMκ

∂t
(0)j = κ

∂Ψ

∂t
(0)j.

On en déduit le théorème. !

On rappelle que l’opérateur Cκ(r) admet la représentation suivante :

(5.14) Cκ(r)PrC
r
κPr

−1j = ∇Γ0P (r) + rotΓ0 Q(r),

où
P (r) = −κ

(
τr∆

−1
Γr

rotΓr

)
(τrV r

κ τ−1
r ) [(τr∇Γrτ

−1
r p) + (τr rotΓr τ−1

r q)]

et

Q(r) = −κ
(
τr∆

−1
Γr

divΓr π(r)
)
(τrV r

κ τ−1
r ) [(τr∇Γrτ

−1
r p) + (τr rotΓr τ−1

r q)]

+κ−1 (τrV r
κ τ−1

r ) (τr∆Γrτ
−1
r p) .
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

Remarque 5.5.2 Soient j ∈ Hs
×(divΓ0 , Γ0) et ∇Γ0 p + rotΓ0 q sa décomposition de

Helmholtz. On cherche à dériver :

PrCr
κP

−1
r j = PrCr

κ(∇Γrτ
−1
r p + rotΓr τ−1

r q)
= Pr(∇ΓrPr + rotΓr Qr)
= ∇Γ0P (r) + rotΓ0 Q(r).

On a :
∂PrCr

κPr
−1j

∂r
[0, ξ] = ∇Γ0

∂P

∂r
[0, ξ] + rotΓ0

∂Q

∂r
[0, ξ].

La différentielle par rapport à r de PrCr
κPr

−1j dépend uniquement de celles de
P (r) = τr(Pr) et Q(r) = τr(Qr).

Théorème 5.5.3 L’opérateur :

Bη → Lc

(
Hs
×(divΓ0 , Γ0)

)

r "→ PrCr
κP

−1
r

est différentiable au sens de Gâteaux en r = 0.

Preuve. On a :

P (r) =− κ(τr∆
−1
Γr

)τ−1
r )(τr rotΓr τ−1

r )(τrV
r
κ τ−1

r )(τrPr
−1j)

Q(r) =− κ(τr∆
−1
Γr

τ−1
r )(τr divΓr π(r))(τrV

r
κ τ−1

r )(τrPrj)

+ κ−1(τrV
r
κ τ−1

r )(τr∆Γrτ
−1
r p)

D’après le lemme 5.4.7 l’application r "→ τr∆−1
r J−1

r τ−1
r est différentiable au sens de

Gâteaux de Bδ dans Lc(Hs(Γ0)\R,Hs+2
∗ (Γ0)), le lemme 5.4.4 nous dit que l’ap-

plication r "→ Jrτr rotΓr τ−1
r est différentiable au sens de Gâteaux de Bδ dans

Lc(H
s+1(Γ0),H

s
∗(Γ0)), le lemme 5.3.5 nous dit que l’application r "→ τrV r

κ τ−1
r est

différentiable au sens de Gâteaux de Bδ dans Lc(Hs−1(Γ0), Hs+1(Γ0)) et on a vu que
r "→ τrPr est différentiable en r = 0 de Bδ dans l’espace Lc(H

s
×(divΓ0 , Γ0),H

s(Γ0)).

Étant composée d’applications différentiables au sens de Gâteaux en r = 0, l’appli-
cation r "→ PrCr

κP
−1
r l’est aussi.

!

L’opérateur PrM r
κPr

−1 admet la représentation suivante :

(5.15) PrM
r
κPr

−1j = ∇Γ0P
′(r) + rotΓ0 Q′(r),

où

(5.16)

P ′(r)(x) = τr∆
−1
Γr

divΓr π(r)[∫
Γ0
{∇G(κ, |xr − yr|)〈nr(xr)− nr(yr), (τr∇Γrτ

−1
r p)(y)

+∇G(κ, |xr − yr|)〈nr(xr)− nr(yr), (τr rotΓr τ−1
r q)(y)

−〈(∇G)(κ, |xr − yr|),nr(xr)〉(τr∇Γrτ
−1
r p)(y)

−〈(∇G)(κ, |xr − yr|),nr(xr)〉(τr rotΓr τ−1
r q)(y)}Jr(y)dσ(y)],

103



5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

et

(5.17)

Q′(r)(x) = τr∆
−1
Γr

rotΓr τ−1
r [∫

Γ0
{∇G(κ, |xr − yr|)〈nr(xr)− nr(yr), (τr∇Γrτ

−1
r p)(y)

+∇G(κ, |xr − yr|)〈nr(xr)− nr(yr), (τrrotΓrτ
−1
r q)(y)

−〈(∇G)(κ, |xr − yr|),nr(xr)〉(τr∇Γrτ
−1
r p)(y)

−〈(∇G)(κ, |xr − yr|),nr(xr)〉(τrrotΓrτ
−1
r q)(y)}Jr(y)dσ(y)].

Théorème 5.5.4 L’opérateur :

Bδ → Lc

(
Hs
×(divΓ0 , Γ0)

)

r "→ PrMκP
−1
r

est différentiable en r = 0.

Preuve. On a :

P ′(r) =τr∆
−1
Γr

divΓr π(r)[τrB
r
κτ

−1
r − τrD

r
κτ

−1
r ](τrPrj)]

Q′(r) =τr∆
−1
Γr

rotΓr τ−1
r [τrB

r
κτ

−1
r − τrD

r
κτ

−1
r ](τrPrj)

D’après les lemmes 5.3.7 et 5.3.8, les applications r "→ τrDr
κτ

−1
r et r "→ τrDr

κτ
−1
r sont

différentiables au sens de Gâteaux en r = 0 de Bη dans Lc(H− 1
2 (Γ0), H

1
2 (Γ0)). Étant

composée d’applications différentiables au sens de Gâteaux en r = 0, r "→ PrM r
κP

−1
r

l’est aussi. !

La dérivabilité de la solution résulte du théorème suivant :

Théorème 5.5.5 On suppose que les applications

Bδ → H
1
2
×(divΓ0 , Γ0)

r "→ Pr

(
nr × Einc

|Γr

)

r "→ Pr

(
nr ×

(
rotEinc

)
|Γr

)

sont G-différentiables en r = 0. Alors l’application qui à r associe la solution E (r) =
E(Ωr) ∈ H(rot, Ω)∪H(rot, Ωc) du problème de diffraction par le diélectrique Ωr est
différentiable en r = 0.

Preuve. Immédiat par composition d’applications différentiables entre les espaces
adéquats. !
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

5.5.1 Caractérisation de la dérivée première

Considérons l’application qui à r ∈ Bδ associe la solution E (r) = (Ei(Ωr),E
s(Ωr))

du problème de transmission par l’interface Γr, suivant :
{

rot rotEi(Ωr)− κ2
i E

i(Ωr) = 0 dans Ωr

rot rotEs(Ωr)− κ2
eE

s(Ωr) = 0 dans Ωc
r

avec les conditions au bord :
{

nr × Ei(Ωr)− nr × Es(Ωr) = −nr × Einc
|Γr

sur Γr

µ−1
i nr × rotEi(Ωr)− µ−1

e nr × rotEs(Ωr) = µ−1
e nr ×

(
rotEinc

)
|Γr

sur Γr

et Es(Ωr) vérifie la condition de Silver-Müller.

Le théorème suivant donne une caractérisation de la première dérivée de r "→ E (r)
en r = 0.

Théorème 5.5.6 Soit K un compact de R3\Γ. On suppose que les applications

Bδ → H
1
2
×(divΓ0 , Γ0)

r "→ Prnr × Einc
|Γr

r "→ Prnr ×
(
rotEinc

)
|Γr

sont différentiables en r = 0. Alors, l’application :

Bδ → C∞(K)
r "→ (Ei(Ωr),E

s(Ωr))

est infiniment différentiable au sens de Gâteaux en r = 0 et la dérivée première en
r = 0 dans la direction ξ est dans H(rot, Ω)∪H(rot, Ωc) et est solution du problème
de transmission suivant P ′(ξ) :

(5.18)






rot rot
∂E i

∂r
[0, ξ]− κ2

i

∂E i

∂r
[0, ξ] = 0

rot rot
∂E s

∂r
[0, ξ]− κ2

e

∂E s

∂r
[0, ξ] = 0

avec les conditions au bord :

(5.19)






n× ∂E i

∂r
[0, ξ]− n× ∂E s

∂r
[0, ξ] = gD

µ−1
i n× rot

∂E i

∂r
[0, ξ]− µ−1

e n× rot
∂E s

∂r
[0, ξ] = gN ,

où

gD =− (ξ · n)n× ∂

∂n

(
Ei − Es − Einc

)

+ rotΓ(ξ · n) n ·
(
Ei − Es − Einc

)
,
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

et

gN =− (ξ · n)n× ∂

∂n

(
µ−1

i rotEi − µ−1
e rotEs − µ−1

e rotEinc
)

+ rotΓ(ξ · n) n ·
(
µ−1

i rotEi − µ−1
e rotEs − µ−1

e rotEinc
)
.

et où
∂E s

∂r
[0, ξ] satisfait la condition de Silver-Müller.

Preuve. Puisqu’on peut intervertir la dérivation par rapport à x ∈ K et celle par
rapport à r, les fonctions ci-dessus sont solutions des équations de Maxwell et les
dérivées directionnelles de E s en r = 0 satisfont la condition de Silver-Müller. Ceci
peut se voir en utilisant la représentations intégrale de E (r). On a

E s(r) = (−ΨEκe
(r)− iηΨMκe

(r))jr, dans Ωc
r,

où

jr = S−1(r)

(
ρCκi(r)Prγ

r
DEinc −

(
−1

2
I +Mκi(r)

)
Prγ

r
Nκe

Einc

)
,

avec

S(r) = ρ

(
−1

2
I + Mκi(r)

) (
Cκe(r) + iη

(
−1

2
I +iηMκe(r)

)
C0

)

+ Cκi(r)

((
−1

2
I +Mκe(r)

)
+ iηCκe(r)C0(r)

)
,

et

E i(r) = −1

ρ
(ΨEκi

(r))Prγ
c,r
Nκe

(E s(r)+Einc)−(ΨMκi
(r))Prγ

c,r
D (E s(r)+Einc), dans Ωr.

On dérive r "→ E s(r) selon les règles de dérivations de produit de fonctions.

∂E s

∂r
[0, ξ] =

(
−

∂ΨEκe

∂r
[0, ξ]− iη

∂ΨMκe

∂r
[0, ξ]C0 − iηΨMκe

∂C0

∂r
[0, ξ]

)
j

+ (−ΨEκe
− iηΨMκe

C0)S
−1

(
−∂S

∂r
[0, ξ]j

)

+ (−ΨEκe
− iηΨMκe

C0)S
−1

(
−ρ

∂Mκi

∂r
[0, ξ]γDEinc − ∂Cκi

∂r
[0, ξ]γNκe

Einc

)

+ (−ΨEκe
− iηΨMκe

C0)S
−1

(
−ρ

(
1

2
+ Mκi

)
∂Prγr

DEinc

∂r
[0, ξ]

)

+ (−ΨEκe
− iηΨMκe

C0)S
−1

(
−Cκi

∂Prγr
Nκe

Einc

∂r
[0, ξ]

)
.

On fait la même chose avec r "→ E i(r)
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

∂E i

∂r
[0, ξ] =− 1

ρ

∂ΨEκi

∂r
[0, ξ]γc

Nκe

(
Es + Einc

)
−

∂ΨMκi

∂r
[0, ξ]γc

D

(
Es + Einc

)

− 1

ρ
ΨEκi

∂Prγr
Nκe

Einc

∂r
[0, ξ]−ΨMκi

∂Prγr
DEinc

∂r
[0, ξ]

− 1

ρ
ΨEκi

(
∂Mκe

∂r
[0, ξ] + iη

∂Cκe

∂r
[0, ξ]C0 + Cκe

∂C0

∂r
[0, ξ]

)
j

−ΨMκi

(
∂Cκe

∂r
[0, ξ)] + iη

∂Mκe

∂r
[0, ξ]C0 +

(
−1

2
I +Mκe

)
∂C0

∂r
[0, ξ]

)
j

− 1

ρ
ΨEκi

((
−1

2
I +Mκe

)
+ iηCκeC0

)
S−1

(
−∂S

∂r
[0, ξ]j

)

− 1

ρ
ΨEκi

((
−1

2
I +Mκe

)
+ iηCκeC0

)
S−1

(
−ρ

∂Mκi

∂r
[0, ξ]γDEinc

−∂Cκi

∂r
[0, ξ]γNκe

Einc

)

− 1

ρ
ΨEκi

((
−1

2
I +Mκe

)
+ iηCκeC0

)
S−1

(
−ρ

(
−1

2
I +Mκi

)
∂Prγr

DEinc

∂r
[0, ξ]

)

− 1

ρ
ΨEκi

((
−1

2
I +Mκe

)
+ iηCκeC0

)
S−1

(
−Cκi

∂Prγr
Nκe

Einc

∂r
[0, ξ]

)

−ΨMκi

(
Cκe + iη

(
−1

2
I +Mκe

)
C0

)
S−1

(
−∂S

∂r
[0, ξ]j

)

−ΨMκi

(
Cκe + iη

(
−1

2
I +Mκe

)
C0

)
S−1

(
−ρ

∂Mκi

∂r
[0, ξ]γDEinc

−∂Cκi

∂r
[0, ξ]γNκe

Einc

)

−ΨMκi

(
Cκe + iη

(
−1

2
I +Mκe

)
C0

)
S−1

(
−ρ

(
−1

2
I +Mκi

)
∂Prγr

DEinc

∂r
[0, ξ]

)

−ΨMκi

(
Cκe + iη

(
−1

2
I +Mκe

)
C0

)
S−1

(
−Cκi

∂Prγr
Nκe

Einc

∂r
[0, ξ]

)
.

Nous avons montrés plus haut que les opérateurs de potentiels ainsi que leurs dérivées
directionnelles satisfont les équations de Maxwell et la conditions de Silver-Müller.
Il reste à déterminer les conditions aux limites. On pourrait utiliser la représentation
intégrale de la solution comme R. Potthast mais cela nous contraindrait à écrire de
longs calculs (vue la représentation intégrale ci-dessus). Nous allons ici dériver tous
simplement les conditions de transmissions.
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

Pour x ∈ Γ0 On dérive tout simplement en r = 0 l’expression :

nr(x + r(x))×
(
E i(r)(x + r(x))− E s(r)(x + r(x))− Einc(x + r(x))

)
= 0.

Cela donne dans la direction ξ :

0 =
∂τrnr

∂r
[0, ξ](x)×

(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

)

+n(x)×
(

∂E i

∂r
[0, ξ](x)− ∂E s

∂r
[0, ξ](x)

)

+n×
(
ξ(x) ·∇

(
Ei − Es − Einc

))
.

On rappelle que
∂τrnr

∂r
[0, ξ](x) = − [∇Γξ]n et on utilise

∇u = ∇Γu +

(
∂u

∂n

)
n.

On obtient :

n(x)×
(

∂E i

∂r
[0, ξ](x)− ∂E s

∂r
[0, ξ](x)

)
= [∇Γξ]n×

(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

)

−n×
(
ξ(x) ·∇Γ

(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

))

−(ξ · n)n× ∂

∂n

(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

)
.

Puisque la composante tangentielle de Ei − Es − Einc est nulle on a :
(
ξ(x) ·∇Γ

(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

))
=

([
t∇Γn

]
ξ
) (

n ·
(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

))

et

[∇Γξ]n×
(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

)
= ([∇Γξ]n)× n

(
Ei(x)− Es(x)− Einc(x)

)
· n.

Pour des surfaces régulières on a ∇Γn = t∇Γn. et on a

([∇Γξ]n)× n− n×
([

t∇Γn
]
ξ
)

= rotΓ (ξ · n) .

On en déduit la première condition. On obtient la deuxième condition da la même
façon en remplaçant Ei par µ−1

i rotEi, Es par µ−1
e rotEs et Einc par µ−1

e rotEinc. !

Finalement nous avons deux possibilités pour calculer la dérivée de forme de la
solution. Soit on dérive la représentation intégrale, ce qui peut donner de longs
calculs, soit on utilise le nouveau problème aux limites associé à la dérivée première
et on le résoud en utilisant les méthodes d’équations intégrales développées dans la
première partie de la thèse. Si nous regardons de plus près les conditions aux limites,
nous devons alors calculer les dérivées normales des opérateurs de potentiels, ce qui
a été fait au chapitre 2.
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5.6 Dérivées de forme du champ lointain

5.6 Dérivées de forme du champ lointain

Nous rappelons que pour le problème d’optimisation de forme nous avons besoins des
dérivées de forme du champ lointain E∞(Ω) associé à la solution E(Ω) du problème
de diffraction par le diélectrique Ω. On procède comme précédemment et on étudie
l’application r ∈ Bδ "→ E∞(Ωr) ∈ C infty(S2). Une représentation intégrale du champ
lointain est

E∞(Ωr) =
(
−Ψ∞,r

Eκe
− iηΨ∞,r

Mκe
Cr

0

)
jr dans Ωc

r = R3\Ωr

ou jr est solution de l’équation intégrale

Trjr = −ρCr
κi

γr
DEinc −

(
−1

2
I +M r

κi

)
γr

Nκe
Einc.

Les opérateurs Ψ∞,r
Eκ

et Ψ∞,r
Mκ

sont de noyaux infiniment différentiables, nous avons
donc le résultat suivant :

Corollaire 5.6.1 Soit s ∈ R. Les applications

Bδ → Lc(H
s
×(divΓ0 , Γ0), C∞(S2))

r "→ Ψ∞,r
Eκ

τ−1
r

r "→ Ψ∞,r
Mκ

τ−1
r

sont infiniment Gâteaux-différentiables en r = 0 et on a pour j ∈ Hs
×(divΓ0 , Γ0) :

∂Ψ∞,r
Eκ

τ−1
r

∂r
[0, ξ]j(x̂) = iκx̂×

(∫

Γ0

e−iκx̂·y (divΓ0 ξ(y)− iκx̂ · ξ(y)) j(y)dσ(y)

)
× x̂,

et

∂Ψ∞,r
Mκ

τ−1
r

∂r
[0, ξ]j(x̂) = κx̂×

(∫

Γ0

e−iκx̂·y (divΓ0 ξ(y)− iκx̂ · ξ(y)) j(y)dσ(y)

)
.

Preuve. Fixons x et y. L’application r ∈ Bδ "→ eiκx̂·(y+r(y)) ∈ C est infiniment
différentiable en r = 0 et les dérivées successives définissent des noyaux de classe
C∞. Ensuite on suit les mêmes étapes que dans la preuve du théorème 5.3.1. !

Pour les dérivées de forme du champ lointain nous n’avons donc pas besoin de plus
de régularité pour le champ incident Einc.

Théorème 5.6.2 Étant donné le champ incident électrique Einc ∈ H(rot, R3), l’ap-
plication qui à r ∈ Vad associe le champ lointain E∞(Ωr) ∈ S×(S2) est infini-
ment Gâteaux-différentiable en r = 0. De plus la dérivée première dans la direc-
tion ξ ∈ C∞(Γ0), notée DΩE∞[0, ξ], est le champ lointain associé à la solution du
nouveau problème de diffraction P ′(ξ).
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

Preuve. On utilise la représentation intégrale de E∞(Ωr) et on conclut par compo-
sition d’applications infiniment différentiables entre les espaces adéquats. Puisqu’on
peut intervertir la dérivation par rapport à r et le passage à la limite pour x →∞,
la dérivée première du champ lointain est le champ lointain associé à la dérivée
première de la solution du problème de diffraction diélectrique. C’est pourquoi nous
pouvons calculer la dérivée du champ lointain dans la direction ξ ∈ C∞(Γ0) en
résolvant le problème P ′(ξ). !

Pour calculer les dérivées de forme du champ lointain nous avons également deux
possibilités. Soit nous dérivons les opérateurs intégraux et nous utilisons les règles
de dérivations de fonctions composées et de produit de fonctions, soit nous résolvons
le problème dérivé et nous devons calculer des dérivées normales des opérateurs de
potentiels.

# Utilisation des dérivées de forme des opérateurs intégraux surfaciques :
Pour dériver numériquement le champ loitain nous utilisons la représentation intégrale
obtenue en résolvant l’équation intégrale associée à l’opérateur T (cf tableau page
56). On note j la solution de l’équation intégrale. On pose Ψ∞

Eκ
(r) = Ψ∞,r

Eκ
P−1

r et
Ψ∞

Mκ
(r) = Ψ∞,r

Mκ
P−1

r . Dans la direction ξ, la dérivée première est :

DΩE∞[0, ξ] =

(
−

∂Ψ∞
Eκe

∂r
[0, ξ]− iη

∂Ψ∞
Mκe

∂r
[0, ξ]C0 − iηΨ∞

Mκe

∂C0

∂r
[0, ξ]

)
j

+ (−Ψ∞
Eκe

− iηΨ∞
Mκe

C0)T
−1

(
−∂T

∂r
[0, ξ]j

)

+ (−Ψ∞
Eκe

− iηΨ∞
Mκe

C0)T
−1

(
−ρ

∂Cκi

∂r
[0, ξ]γDEinc − ∂Mκi

∂r
[0, ξ]γNκe

Einc

)

+ (−ΨEκe
− iηΨMκe

C0)T
−1

(
−ρCκi

∂τrγr
DEinc

∂r
[0, ξ]

)

+ (−ΨEκe
− iηΨMκe

C0)T
−1

(
−

(
1

2
+ Mκi

)
∂τrγr

Nκe
Einc

∂r
[0, ξ]

)
.

Ce calcul nécessite donc de calculer pour chaque variations ξ sept nouveaux opérateurs
ainsi que les dérivées des traces du champ incident.

# Utilisation du problème dérivé :
Nous pouvons aussi calculer la dérivée du champ lointain en résolvant le problème
dérivé P ′(ξ) en utilisant les équations intégrales construites dans la première partie
de cette thèse. Nous utiliserons la même équation intégrale qua pour calculer le
champ lointain lui-même. Si on prend µi = µe comme pour le problème physique on
a

DΩE∞[ξ] =
(
−Ψ∞

Eκe
− iηΨ∞

Mκe

)
T−1

(
−ρCκigD −

(
−1

2
+ Mκi

)
gN

)
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où

gD =− (ξ · n)n× ∂

∂n

(
Ei − Es − Einc

)

+ rotΓ(ξ · n) n ·
(
Ei − Es − Einc

)
.

et

gN =− (ξ · n)n× ∂

∂n

(
rotEi − rotEs − rotEinc

)
.

Cette représentation nécessite le calcul de la composante tangentielle des dérivées
normales de la solution et du champ incident et de leurs composantes normales.
C’est ici que nous allons utiliser les nouveaux opérateurs intégraux introduits au
chapitre 2.

# Composante normale :
Pour éviter d’introduire de nouveaux opérateurs associés aux composantes normales
des potentiels électriques et magnétiques nous utilisons l’égalité :

(Ei − Es − Einc) · n = divΓ

(
1

κi
γNκi

Ei − 1

κe
γNκe

Es − 1

κe
γNκe

Einc

)
.

# Dérivée normale :
Au chapitre 2 nous avons introduit de nouveaux opérateurs, notés M †

κ et C†
κ, liés au

dérivées normales des potentiels électriques et magnétiques. Nous rappelons que :

M †
κj = −1

2
{n× γn + n× γc

n}ΨMκ , et C†
κj = −1

2
{n× γn + n× γc

n}ΨEκ

et

n× (γn − γc
n) ΨEκ = κ n× I +

1

κ
n×∇Γ divΓ,

n× (γn − γc
n) ΨMκ = HΓ · I−RΓ.

On peut alors écrire :

n× γc
nE

s =

(
κe

2
n× I +

1

2κe
n×∇Γ divΓ +C†

κe
+ iη

(
1

2
(HΓ I−RΓ) + M †

κe

))
j.

n× γnE
i =

(
−κi

2
n× I− 1

2κi
n×∇Γ divΓ +C†

κi

)
γc

Nκi
Ei +

(
−1

2
(HΓ I−RΓ) + M †

κi

)
γDEi.

n× γc
n rotEs = κe

(
1

2
(HΓ I−∇n) + M †

κe
+ iη

(
κe

2
n× I +

1

2κe
n×∇Γ divΓ +C†

κe

))
j.
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5. Dérivées de forme de la solution du problème de diffraction

n× γn rotEi = κi

(
−1

2
(HΓ I−RΓ) + M †

κi

)
γc

Nκi
Ei

+ κi

(
−κi

2
n× I− 1

2κi
n×∇Γ divΓ +C†

κi

)
γDEi.

Il faut noter que cette représentation n’est valable que pour les surfaces régulières
puisque nous avons besoin des dérivées du vecteur normal à savoir sa divergence
surfacique HΓ et son gradient tangentiel RΓ. Dans le chapitre suivant nous allons
déveloper deux méthodes de descentes en utilisant ces deux méthodes pour le calcul
des dérivées de forme du champ lointain.
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Chapitre 6

Le problème d’optimisation de
forme

6.1 Introduction

La problématique que nous voulons résoudre est la suivante : Déterminer la forme
optimale de la lentille diélectrique, étant donnés

(i) les caractéristiques de la source primaire Einc,
(ii) le profil de rayonnement souhaité, noté I∞.

Dans la majorité des applications physiques, on veut seulement optimiser l’ampli-
tude du champ lointain. Les exemples de gabarits de rayonnement désirés sont alors
des champs lointains dont l’amplitude est :

(i) une fonctionne gaussienne asymétrique : en notant I∞ =
|I∞|

max(|I∞|) et (θ, φ) les

coordonnées sphériques de x̂ ∈ S2, le gabarit I∞ désiré est défini par

I∞(θ, φ) = e−
θ2 cos2(φ)

K0 · e−
θ2 sin2(φ)

K90

où K0 et K90 permettent de fixer l’ouverture du gabarit de tayonnement dans les
deux plans φ = 0◦ et φ = 90◦. Si 0◦ < θouv < 90◦ désigne l’angle d’ouverture du
diagramme de rayonnement à NdB décibel dans l’un des deux plans, ces constantes
sont définies par

K0,90 = − θouv

ln
(
10

NbB
20

) .

En générale on prend NdB = −3dB ;

(ii) une fonction constante sur une section de la sphère unité et zéro sinon : dans
ce cas le gabarit I∞ est représenté par une fonction indicatrice sur la sphère unité.
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Dans ce cas, les seules données étant l’amplitude, on cherche à minimiser la fonction
coût :

J1(Ω) =

∫

S2

ω(x̂) (|I∞(x̂)|− |E∞(Ω)(x̂)|)2 dσ(x̂),

où ω est un poids sur la sphère unité S2 et E∞(Ω) désigne le champ lointain associé
à la solution E(Ω) du problème de diffraction par le diélectrique Ω soumis au champ
électrique incident Einc. Le poids ω permet de définir la section de la sphère unité
sur laquelle nous voulons optimiser le champ loitain E∞. En pratique on prend

ω(x̂) = ω(θ, φ) = 1{θ∈[0◦,90◦]}.

Il existe tout de même quelques applications ou on prend en compte la phase, par
exemple pour la conception d’antenne à réflecteur. Dans ce cas on cherche à mini-
miser la fonction coût quadratique

J2(Ω) =

∫

S2

ω(x̂)|I∞(x̂)− E∞(Ω)(x̂)|2dσ(x̂).

Nous nous sommes principalement intéressé à cette dernière pour la réalisation
numérique d’un algorithme d’optimisation de forme. Comme nous l’avons au cha-
pitre 4, avec le logiciel utilisé et la méthode de discrétisation utilisée il est difficile
de monter en fréquence tout en gardant une bonne approximation du champ loin-
tain avec peu d’éléments dans la triangulation. Dans le meilleur des cas on peut
considérer des diffracteurs diélectriques de la taille d’une longueur d’onde seule-
ment, par conséquent il est assez difficile d’obtenir des profils de rayonnement dont
la forme des diagramme se rapproche d’une gaussienne asymétrique avec des angles
d’ouvertures assez faibles ou d’une indicatrice. Ce que nous pouvons faire c’est choi-
sir des profils idéaux I∞ dont on connait la (ou une) solution, le but fixé étant
de montrer l’applicabilité des méthodes d’équations intégrales de frontières dans la
résolution de problèmes d’optimisation de forme et de vérifier numériqument les
résultats théoriques énoncés au chapitre 5.

Pour déterminer numériquement le minimum de la fonction coût J2 nous allons
procéder de la façon suivante. Nous introduisons un ensemble de domaines admis-
sibles Dad sur le lequel nous allons évaluer J2. Pour notre problème nous construisons
Dad de la façon suivante :
(i) on fixe un domaine Ω0 borné, simplement connexe et de frontière Γ0 régulière,
(ii) on introduit un ensemble de variations admissibles Vad. Ici nous choisissons un
espace vectoriel Vad ⊂ L2(Γ0).
(iii) on définit alors Dad par

Ωr ∈ Dad ⇔






Ωr est borné, simplement connexe
et de frontière Γr = (I +r)Γ0 régulière

avec r ∈ Vad.
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On considère alors l’application r "→ J (r) = J2(Ωr) définie sur Vad. Nous voulons
construire une méthode de descente de type gradient pour déterminer numériquement
le minimum de la fonctionnelle J . Nous avons donc besoin de calculer les dérivées
premières directionnelles de J . La différentiabilté de J dépend uniquement de
celle de r "→ E∞(Ωr) que nous avons établit au chapitre précédent pour des varia-
tions r ∈ C∞(Γ0). Connaissant les dérivées de formes du champ lointain, celle de la
fonction coût J s’obtient d’après les règles usuelles de dérivations et on a :

∂J

∂r
[0, ξ] = DΩJ [0, ξ] = 2&

(∫

S2

ω(x̂)DΩE∞[0, ξ](x̂) · (E∞(x̂)− I∞(x̂)) dσ(x̂)

)

Les dérivées directionnelles associées à la fonction coût J1 s’écrivent

DΩJ1[0, ξ] = 2&
(∫

S2

ω(x̂)

(
1− |I∞(x̂)|

|E∞(x̂)|

)
DΩE∞[0, ξ](x̂) · E∞(x̂) dσ(x̂)

)
.

Dans la section suivante nous allons présenter deux méthodes pour choisir la
direction dans laquelle nous devons faire bouger la surface Γ0 pour que la fonction
coût décrôıt. Les tests numériques eront présentés dans le chapitre suivant.

6.2 Algorithmes d’optimisation de forme

6.2.1 Une méthode de gradient

La méthode que nous décrivons dans ce paragraphe s’inspire de celle décrite par H.
Heese dans sa thèse [20] pour résoudre un problème d’optimisation différent et en
2D. L’idée consiste à choisir comme domaines admissibles des déformations de la
sphère unité. En effet tout domain simplement connexe est homéorphe à la sphère
unité et peut-être paramétré par la sphère unité par projection orthogonale. Ce qui
nous amène à définir les ensembles de variations admissibles et de domaines admis-
sibles suivants.

# Variations admissibles :
On considère uniquement des variations de la sphère unité selon la normale.

Vad =
{
r ∈ L2(S2), r(x̂) = s(x̂) · x̂ avec s ∈ L2(S2) et (1 + s(x̂)) > 0

}
.

# Variations admissibles :
Soit x̂ ∈ S2 et (θ, φ) ses coordonées sphériques, on a

x̂ =




cos(φ) sin(θ)
sin(φ) sin(θ)

cos(θ)



 .
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Pour x0 ∈ R3 et r ∈ Vad on définit un domaine admissible

Ωx0,r =




x0 + (1 + ts(θ, φ))




cos(φ) sin(θ)
sin(φ) sin(θ)

cos(θ)



 , t ∈ [0, 1[, θ ∈ [0, π] et φ ∈
[
0,

π

2

[



 .

C’est un domaine borné, simplement connexe et de frontière lisse

Γx0,r =




x0 + (1 + s(θ, φ))




cos(φ) sin(θ)
sin(φ) sin(θ)

cos(θ)



 , θ ∈ [0, π] et φ ∈
[
0,

π

2

[



 .

Remarque 6.2.1 Soient x0 ∈ R3 et r1, r2 ∈ Vad. Alors il existe une fonction r ∈
C∞(Γx0,r1) telle que (I +r)Γx0,r1 = Γx0,r2. Il suffit de prendre r = r1 − r2

On fixe x0 ∈ R3 et on considère l’ensemble de domaines admissibles

Dad = {Dx0,v, v ∈ Vad} .

Nous allons construire une méthode numérique de minimisation de J2 sur Dad en se
ramenant à une fonction à variables réelles.
Pour commencer nous devons définir une famille de sous espaces de L2(S2) de di-
mension finie. Puisque les harmoniques sphériques forment une base orthonormée
de L2(S2) nous introduisons les espaces vectoriels sur R de dimension (n+1)2, notés
Vn engendrés par

Tn =
{
&(Y l

k),'(Y l
k), k = 0, . . . , n et l = 0, . . . , k

}
.

On renomme ξ1, . . . , ξ(n+1)2 les éléments de Tn. On a bien Vn ⊂ L2(S2). On considère
l’ensemble

Dn = {Dx0,r, r ∈ Vn ∩ Vad} .

On va chercher à minimiser la fonction coût J2 dans l’ensemble Dn. Soit r0 ∈ Vad∩Vn,
il existe une constante positive R0 telle que pour tout (t1, . . . , t(n+1)2) ∈ B(0, R0),

on a r =

(
r0 +

(n+1)2∑
i=1

tiξi

)
∈ Vn ∩ Vad. On introduit alors l’application

F : B(0, R0) → R+

(t1, . . . , t(n+1)2) "→ J2

((
I +

(n+1)2∑
i=1

tiξi

)
S2

)
.

Le gradient de F s’exprime en fonction des dérivées de forme de J2.

Proposition 6.2.2 L’application F est différentiable sur B(0, R0) et on a pour tout
(t01, . . . , t

0
(n+1)2) ∈ B(0, R0) :

∂F

∂ti
(t01, . . . , t

0
(n+1)2) =

∂J
∂r

[r0, ξ] = DS2J2[r0, ξi] = DΩx0,r0
J2[0, ξi]
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où

r0 =
(n+1)2∑

i=1

t0i ξi et Ωx0,0 = S2.

Pour calculer les dérivées de formes du champ lointain nous dériverons la représentation
intégrale.

Algorithme :

On choisit une tolérance εg.

• Soit N := 0 et Ωx0,r0 ∈ Dn.

• On calcule pour i = 1, . . . , (n + 1)2 les dérivées DΩx0,rN
J [0, ξi].

• Si pour i = 1, . . . , n et i = 1, . . . , (n + 1)2 on a∣∣DΩx0,rN
J [0, ξi]

∣∣ < εg

alors Ωx0,rN est un minimum local.
Sinon on calcule

ξ = −
∑(n+1)2

i=1 DΩx0,rN
J [0, ξi] · ξi,

puis on se donne un pas h > 0 et on calcule rN+1 = rN + jhξ et j = j + 1 tant que

J(Ωx0,rN+jhξ) < J(Ωx0,rN+(i−1)hξ).

Cette méthode s’applique dans les cas où on veut optimiser le champ lointain sans
contrainte sur la surface du diffracteur diélectrique. Cependant pour les applications
physiques nous devons fixer une partie plane de la surface du diffracteur diélectrique
à laquelle est intégrée l’antenne. Une possibilité serait alors de considérer des varia-
tions d’un hémisphère. Dans ce cas on fait bouger uniquement la surface sphérique.
Les harmoniques sphériques restreintes à une section Σ de la sphère unité forment
encore une base de L2(Σ) mais plus orthonormée.
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6.2.2 Autre méthode de descente

La seconde méthode est basée sur la formule

DΩJ2[0, ξ] = 2&
(∫

Γ

ξ(y) · (DΩE∞)∗[(E∞ − I∞)](y)dσ(y)

)

En effet, puisque DΩE∞[0, ·] est un opérateur linéaire en ξ et composé d’opérateur
intégraux, il est possible de calculer son adjoint. Il suffit alors de choisir comme
direction de descente la fonction

(6.1) ξ = −2&
(
(DΩE∞)∗[0,E∞ − I∞]

)
.

Ainsi on aura DΩJ2[0, ξ] = −||ξ||2
L2(Γ)

< 0.

On peut noter que la méthode précédente consiste à prendre comme direction de
descente le projeté de

ξ = −2&
(
(DS2E∞)∗[r0,E

∞ − I∞]
)

dans la base (ξ1, . . . , ξ(n+1)2) de Vn muni du produit scalaire L2. En effet on a
∫

S2

ξ(x̂) · ξi(x̂)dσ(x̂) = −DS2J2[r0, ξi].

Pour cette méthode nous allons utiliser le problème aux limites associé à la dérivé
première et la représentaion intégrale associée à l’opérateur T, ainsi DΩJ2[0, ·] est
une application linéaire en ξ · n.

DΩJ [ξ] = 2&
(∫

Γ

(ξ(y) · n(y)) (f1(y) + rotΓ f2(y)) dσ(y)

)

avec

f1 = n× ∂

∂n

(
Ei − Es − Einc

)
ρC∗

κi
f3

+ n× ∂

∂n

(
rotEi − rotEs − rotEinc

) (
−1

2
+ M∗

κi

)
f3

et
f2 = n ·

(
Ei − Es − Einc

)
ρC∗

κi
f3

où
f3 = T∗−1

(
−Ψ∞

Eκe
− iηΨ∞

Mκe

)∗
[ω(θ) (E∞ − I∞)]

Cette méthode nécessite en plus de calculer les adjoints pour le produit scalaire L2

des opérateurs intégraux surfaciques et des opérateurs de champ lointain.
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Lemme 6.2.3 Les opérateurs Ψ∞
Eκ

et Ψ∞
Mκ

admettent des adjoints pour le produit
scalaire L2 définis par :

(6.2) Ψ∞,∗
Eκ

:
S×(S2) → S ′(Γ)
u(x̂) "→ κ

∫
S2 eiκ〈x̂,y〉x̂× u(x̂)× x̂dσ(x̂)

(6.3) Ψ∞,∗
Mκ

:
S×(S2) → S ′(Γ)
u(x̂) "→ −iκ

∫
S2 eiκ〈x̂,y〉x̂× u(x̂)dσ(x̂)

Soit j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) on a :

M∗
κ j = (Mκ(j× n))× n,

C∗
κj = (Cκ(j× n))× n.

Algorithme :

On choisit une tolérance εg.

• Soit N := 0 et Ωx0,r0 = S2.

• On calcule ξ = −(DΩE∞)∗[E∞ − I∞].

• Si |DΩJ [0, ξ]| = ||ξ||2
L2(Γ)

< εg alors Ωx0,rN est un minimum local,

Sinon on se donne un pas h > 0 et on pose j = 0 puis on calcule
rN+1 = rN + jhξ et j = j + 1 tant que

J(Ωx0,rN+jhξ) < J(Ωx0,rN+(i−1)hξ).
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Chapitre 7

Simulations numériques

7.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats numériques obtenus avec les
méthodes de descentes décrites au chapitre précédent.
Nous commençons ce chapitre par expliquer comment les dérivées de forme du champ
lointain ont été implémentées. Ensuite en section 7.3 nous montrons dans un premier
temps quelques résultats numériques sur le calcul des dérivées de forme du champ
lointain. Il s’agit de vérifier que les dérivées premières directionnelles calculées en
dérivant le représentation intégrale du champ lointain et en résolvant le problème
P ′ donnent le même résultat. Puis nous présentons différents résultats numériques
pour mettre en évidence quelques propriétés associées à la solution du problème
d’optimisation de forme.

7.2 Schéma numérique

Comme au chapitre 4 nous utilisons la triangulation pour approcher une surface
Γ. On se donne un pas h et une triangulation Th définit comme au chapitre 4. La
surface Γh ainsi obtenue est caractérisée par :
(i) l’ensemble des triangles qu’on numérote T1, . . . , TNt et
(ii) l’ensemble des sommets de ces triangles qu’on numérote p1, . . . , pNs . Avec ces
seules données nous pouvons calculer les centres c1, . . . , cNt des triangles, les vecteurs
normaux des triangles n1, . . . ,nNt ainsi que les aires des triangles A1, . . . ,ANt en
utilisant les formules données au chapitre 4. Par conséquent chaque variations r ∈
Vad sera approchée par des fonctions linéaires par morceaux sur chaque triangle
ainsi rh sera uniquement déterminée par ses valeurs aux sommets des triangles. Vu
que nous n’aurons pas besoin des dérivées de ξh d’ordre supérieur à 1 ce point de
vue convient parfaitement. On note ψ1, . . . ,ψNs la base de fonctions linéaires par
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morceaux. L’espace Vad est alors approché par l’espace

V h
ad =

{
rh =

Ns∑

j=1

r(pj)ψj, r ∈ Vad

}
.

7.2.1 Dérivées de forme des opérateurs intégraux surfaciques

Pour calculer numériquement les dérivées de forme des noyaux des opérateurs inté-
graux surfaciques nous avons besoin de celles des éléments d’aires et des vecteurs
normaux. Soit rh ∈ V h

ad, on note A rh
i l’élément d’aire de la surface (I +rh)Γh et

nh,rh
le vecteur normal unitaire de cette surface. Soit ξ ∈ C∞(Γ) approché par

ξh =
∑Ns

j=1 ξ(pj)ψj. Pour i = 1, . . . , Nt, on a sur chaque triangle Ti :

∂τrh
nh,rh

∂rh
[0, ξh](ci) = −[∇Γh

ξh]nh = −
Ns∑

j=1

(ξ(pj) · ni)∇Γh
ψj(ci)

et
∂τrh

A rh
i

∂rh
[0, ξh = (divΓh

ξh(ci)) Ai = Ai

Ns∑

j=1

ξ(pj) ·∇Γh
ψj(ci).

Pour implémenter numériquement les dérivées de forme des opérateurs intégraux
surfaciques nous n’utiliserons pas la méthode présentée au chapitre 5 pour étudier
théoriquement les dérivées de formes de ces opérateurs. ici nous allons tout sim-
plement dériver les opérateurs discrétisés en insérant le produit IP0(Γh,Th) = τ−1

rh
τrh

entre chaque opérateur dans la représentation intégrale du champ lointain. Pour
discrétiser leurs dérivées de forme nous procédons comme au chapitre 4. Pour les
dérivées des opérateurs τrSr

κτ
−1
r et τrM r

κτ−1
r nous utilisons la méthode de Nyström,

nous ne rappelons pas la méthode ici. Nous allons nous concentrer sur l’opérateur

τrT r
κτ−1

r . Rappelons que Tκ est définit pour j ∈ H
− 1

2
× (divΓ, Γ) :

Tκj(x) = n(x)×
∫

Γ

∇x
Γ (∇y

Γ (G(κ, |x− y|)) · j(y)) dσ(y)

Pour le discrétiser nous avions procédé de la façon suivante. On approche la solution
fondamentale par la fonction Gh définie par

Gh(κ, |x− y|) =






G(κ, |x− y|) si |x− y| ≥ ε(h),
eiκ|x−y|

4π(ε(h))
si |x− y| < ε(h).

Ensuite on approche Gh par une fonction linéaire par morceaux. On a

Gh(κ, |x− y|)8
Ns∑

k=1

Ns∑

l=1

Gh(κ, |pk − pl|)ψk(x)ψl(y).
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L’opérateur Tk est alors discrétisé en la matrice T h
κ = (T h

ij)1≤i,j≤Nt où T h
ij est une

matrice bloc 3× 3 telle que

T h
ijjh(ci) = Aj ∗

Ns∑

k=1

Ns∑

l=1

Gh(κ, |pk − pl|) n(ci)×∇x
Γh

ψk(ci)
〈
∇y

Γh
ψl(cj), jh(cj)

〉
.

Pour discrétiser la dérivée de forme de Tk nous allons dériver la formule ci-dessus
en utilisant tout simplement les les règles de dérivations. Nous avons déjà donné les
dérivée des éléments d’aires et du vecteur normal. Il reste les dérivées des gradients
tangentielles des fonctions de la base de P1(Th, Γh). Pour cela nous utilisons les
formules de dérivations du gradient tangentiel. Nous avons juste besoin da sa partie
tangente à la surface Γh qui est

[
∂

(
τrh
∇Γh

τ−1
rh

)
ψk

∂rh
[0, ξh]

]

Γh

= −[∇Γh
ξh]∇Γh

ψk.

7.2.2 Composante tangentielle des dérivées normales des
opérateurs de potentiels

Pour discrétiser la composante tangentielle des dérivées normales des opérateurs de
potentiels ΨEκ et ΨMκ nous devons discrétiser les opérateurs M †

κ et C†
κ. On a

(7.1)

M†
κj(x) = −

∫

Γ

∆ΓG(κ, |x− y|)j(y)dσ(y)

−κ

∫

Γ

G(κ, |x− y|)j(y)dσ(y)

−HΓ

∫

Γ

∂G

∂n(x)
(κ, |x− y|)j(y)dσ(y)

+

∫

Γ

∂∇G

∂n(x)
(κ, |x− y|) (j(y) · n(x)) dσ(y)

et

(7.2)
C†

κj(x) = −κn(x)×
∫

Γ

∂G

∂n(x)
(κ, |x− y|)j(y)dσ(y)

−1

κ
n(x)×

∫

Γ

∂∇G

∂n(x)
(κ, |x− y|) divΓ j(y)dσ(y).

Les noyaux des trois derniers termes du second membre de (7.1) sont faiblements
singuliers. On utilise la méthode de Nyström pour les discrétiser. Pour discrétiser
∆ΓG(κ, |x− y|) on utillise l’égalité

∆x
ΓG(κ, |x− y|) = divx

Γ∇x
ΓG(κ, |x− y|) = − divx

Γ∇
y
ΓG(κ, |x− y|).
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On approche G(κ, | · − · |) par des linéaires par morceaux en chaque variables x et
y et on a

∆x
ΓGh(κ, |x− y|)8−

Ns∑

k=1

Ns∑

l=1

Gh(κ, |pk − pl|)∇x
Γψk(x) ·∇y

Γψl(y).

Le noyau du premier terme du second membre de (7.2) est faiblement singulier.
On utilise également la méthode de Nyström pour le discrétiser. Pour le second on
utilise une intégratio par partie dans l’intégrale

∫

Γ

∂∇G

∂n(x)
(κ, |x− y|) divΓ j(y)dσ(y) = −

∫

Γ

∇y
Γ

(
∂∇G

∂n(x)
(κ, |x− y|)

)
· j(y)dσ(y)

Le noyau

(
∂∇G

∂n(x)
(κ, |x− y|)

)
a la même régularité que le potentiel de double

couche. On l’approche alors par des linéaires par morceaux en la variable y et par des
constantes par morceaux en la variable x puis on lui applique le gradient tangentiel.

Nous avons besoin également de calculer numériquement HΓ = divΓ n et RΓ =
∇Γn. Pour ce faire donner avons d’approcher le vecteur normal par des linéaires par
morceaux. On utilise alors la formule

nh(pi) =

∑
{j,pi∈Tj}

Ajnh(cj)

∑
{j,pi∈Tj}

Aj
.

On utilise la même formule (deux fois) pour calculer le terme ∇Γh
divΓh

jh qui inter-
vient dans les relations de sauts où jh est constant sur chaque triangle.

7.3 Résultats numériques

7.3.1 Sur le calcul des dérivées de forme du champ lointain

Tout d’abord nous devons vérifier que les deux méthodes de discrétisations des
dérivées de forme du champ lointain sont correctes. Il n’existe pas de méthodes
théoriques pour calculer les dérivées de forme exactes dans le cas de la sphère
diélectrique, sauf si on prend comme direction de descente le vecteur normal, il
s’agit alors de dériver les coefficients dans les séries de Mie par rapport au rayon.
Pour une direction quelconque on peut définir une dérivée de forme de référence à
laide des différences finies. Prenons les paramètres suivants :

# paramètres : R = 1, µe = µi = µ0, κeR = 1, κi = 2κe, η = 1.
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# onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eiκex·d, avec d = (0, 0, 1) et −→p =




1
0
0



 .

# direction : l’application

ξ : S2 → R3

x̂ = (x1, x2, x3) "→ (0, 0, x3).

On calcule pour t = 0.001 la quantité

DS2E∞ref [0, ξ] =
(E∞((I +tξ)S2)− E∞(S2))

t
.

Dans le tableau ci-dessous nous donnons les erreurs relatives en norme L2 sur la
sphère unité entre les dérivées de forme calculées en dérivant la représentation
intégrale (RI) et en résolvant le problème P ′(ξ) avec la dérivée de référence DS2E∞ref [0, ξ].

Erreur relative
Nt (RI) P ′(ξ)
216 0.0220 0.1110
512 0.0087 0.0816
1024 0.0030 0.0576
2016 0.0013 0.0394

Les dérivées de forme calculées en dérivant la représentation intégrale convergent ra-
pidement vers la dérivée de référence puisque nous avons dérivé la même représentation
intégrale avec laquelle est calculé le champ lointain.

7.3.2 Sur la méthode de gradient

Dans ce paragraphe nous présentons quatre tests numériques. Pour les trois premiers
nous avons choisi un champ lointain cible dont on connait une solution, pour le der-
nier nous avons choisi comme champ lointain cible une fonction dont l’amplitude est
une gaussienne asymétrique.

# Test 1 :
Pour la première expérience numérique nous avons choisi comme champ lointain de
référence celui associé au diffracteur diélectrique dont la géométrie est paramétrée
par la sphère unité à l’aide des harmoniques d’ordre n ≤ 3 :

Ωref = (1 + .75Y 0
1 − .3Y 0

2 − .1Y 3
3 )S2.

On cherche alors à minimiser la fonctionnelle J sur V3 ∩ Vad. La dimension de V3

est 9. Dans ce cas nous savons qu’il existe une solution. L’intérêt de ce test est de
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vérifier que la méthode converge vers une solution et que la solution est bien obtenue
pour la forme Ωref . Comme forme initiale on prend la sphère unité.

# Tests 2 et 3 :
Ici nous avons choisi comme champ lointain cible pour ces deux tests celui asocié
à un cube diélectrique éclairé par une onde plane. dans le test 2 nous utilisons une
fréquence plus faible que dans le test 3. Nous voulons mettre en évidence qu’avec
des fréquences plus grandes on obtient alors une solution qui se rapproche du cube.
Pour ces deux tests nous avons évalué la fonction coût J sur V9 ∩ Vad c’est-à-dire
avec 100 fonctions.

# Test 4 :
Enfin nous avons cherché à construire un test en relation avec l’application phy-
sique. Alors ici nous avons choisi comme champ lointain cible une fonction sur la
sphère unité dont l’amplitude I∞ est une gaussienne aymétrique définie comme au
chapitre 6 avec NdB = −3dB et θouv = 30◦ dans les deux plans φ = 0◦ et φ = 90◦.
On a cherché à modifier un hyperhémisphère, à savoir une boule de diamètre 1.2λ0

tronquée selon un plan situé à une distance .3λ0 du centre de la boule. Cet hy-
perhémisphère est éclairé par une source point située à une distance d = λ0

8 de la sur-
face plane du diffracteur diélectrique. Nous avons cherché à optimiser l’amplitude du
champ lointain en modifiant uniquement la surface sphérique de l’hyperhémisphère.
Nous avons donc évalué la fonction coût J1 sur l’ensemble des éléments de V9 ∩ Vad

restreints à la surface sphérique de l’hyperhémisphère (on prolonge par zéro sur la
face plane). Au final, au bout de 10 itérations, l’erreur relative a diminué de plus de
50%. La forme associé est assez irrégulière.
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Test 1.
——————————– Données ——————————–

# Constantes diélectriques : µi = µe, κe = π et κi =
√

2π + i.

# Onde incidente : une source point,

Einc(x) = rot (G(κe, |x− d|)−→p ) avec d = (0, 0,−1.25) et −→p =




1
0
0



 .

# Triangulation : 444 triangles, 224 points.

# Champ lointain souhaité : # forme associée :

x = (1 + .75Y 0
1 (x̂)− .3Y 0

2 (x̂)− .1Y 0
3 (x̂)) x̂.
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——————————— Résultats ———————————

Itération Nit Erreur relative
||E∞ − I∞||L2

||I∞||L2

0 0.5671
1 0.2178
2 0.1359
3 0.0903
4 0.0641
5 0.04058
10 2.97 10−3

15 3.52 10−4

25 3.1 10−5
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————————— Itération N = 0 —————————
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!!"#!!$#!!%#!&# !'# !(# # (# '# &# !%# !$# !"#
#

#)#$

#)!

#)!$

#)%

#)%$

#)(

#)($

!

*+
"
*

 Amplitude du champ lointain

,

,

*-
"
*.,#/#

0

*+
"
*.,#/#

0

*-
"
*.,#/&#

0

*+
"
*.,#/&#

0

————————— Itération N = 25 —————————
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Test 2.
——————————– Données ——————————–

# Constantes diélectriques : µi = µe, κe = 1 et κi = 2.

# Onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eix·d, avec d =
(
0, sin

(π

6

)
, cos

(π

6

))
et −→p =




1
0
0



 .

# Triangulation : 444 triangles, 224 points.

# Champ lointain souhaité : # forme associée : cube
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——————————— Résultats ———————————

Itération Nit Erreur relative
||E∞ − I∞||L2

||I∞||L2

0 0.5497
1 0.1158
2 0.0852
5 0.0778
10 0.0717
15 0.0649
25 0.0507
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————————— Itération N = 0 —————————
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Test 3.
——————————– Données ——————————–

# Constantes diélectriques : µi = µe, κe = 1 et κi = 2.

# Onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eix·d, avec d =
(
0, sin

(π

6

)
, cos

(π

6

))
et −→p =




1
0
0



 .

# Triangulation : 444 triangles, 224 points.

# Champ lointain souhaité : # forme associée : cube
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——————————— Résultats ———————————

Itération Nit Erreur relative
||E∞ − I∞||L2

||I∞||L2

0 0.4666
1 0.2509
2 0.2022
5 0.1049
10 0.0707
15 0.0605
25 0.0548
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————————— Itération N = 0 —————————
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Test 4.
——————————– Données ——————————–

# Constantes diélectriques : µi = µe, κe = π et κi = 2κe.

# Onde incidente : une source point,

Einc(x) = rot (G(κe, |x− d|)−→p ) avec d = (0, 0,−0.25) et −→p =




1
0
0



 .

# Triangulation : 748 triangles, 376 points.

# Diagramme en rayonnement souhaité : diagramme de type gaussien asymétrique
avec des angles d’ouverture identiques dans les plans φ = 0◦ et φ = 90◦, on prend
θouv = 30◦.

——————————— Résultats ———————————

Itération Nit Erreur relative
|||E∞|− |I∞|||L2

||I∞||L2

0 0.3786
1 0.2754
2 0.1946
3 0.1745
4 0.1644
5 0.1588
10 0.1401
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————————— Itération N = 0 —————————

————————— Itération N = 10 —————————
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7.3.3 Sur l’autre méthode de descente

Avec cette méthode nous avons réalisé deux tests en choisissant uniquement des
champs lointains cibles dont on connait une solution. L’erreur entre les dérivées de
formes exactes et celles calculées avec le problème P ′ est trop grande lorsqu’on
monte en fréquence donc les fonctions coût ne diminuent pas. Nous nous sommes
donc restreint à des petites fréquences.

# Test 1 :
Ici nous avons choisi comme champ lointain de référence, celui calculé à partir d’un
ellipsoide tourné de 45◦ par rapport à l’axe (Ox) et soumis à une onde plane. On
constate que la forme optimale se rapproche également d’un ellipsoide tourné 45◦

selon le même axe mais les dimensions ne sont pas tout à fait les mêmes.

# Test 2 :
Nous avons réalisé la même expérience qu’au test 3 du paragraphe précédent.
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Test 1.
——————————– Données ——————————–

# Constantes diélectriques : µi = µe, κe = 1 et κi = 2.

# Onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eix·d, avec d = (0, 0, 1) et −→p =




1
0
0



 .

# Triangulation : 444 triangles, 224 points.

# Champ lointain souhaité : # forme associée : ellipsöıde

( x1

1.2

)2
+.5

(
x2 − x3

.9
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+.5
(

x2 + x3

1.5

)2

= 1
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——————————— Résultats ———————————

Itération Nit Erreur relative
||E∞ − I∞||L2

||I∞||L2

0 0.4474
1 0.16.98
2 0.0624
5 0.0386
10 0.0288
25 0.0224
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————————— Itération N = 0 —————————
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Test 2.
——————————– Données ——————————–

# Constantes diélectriques : µi = µe, κe = π et κi =
√

2π + i.

# Onde incidente : une onde plane,

Einc(x) = −→p eix·d, avec d =
(
0, sin

(π

6

)
, cos

(π

6

))
et −→p =




1
0
0



 .

# Champ lointain souhaité : # forme associée : cube
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——————————— Résultats ———————————

Itération Nit Erreur relative
||E∞ − I∞||L2

||I∞||L2

0 0.4666
1 0.2000
2 0.1184
3 0.0988
4 0.0952
5 0.0908

138



7.3 Résultats numériques

————————— Itération N = 0 —————————
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Conclusion et perspectives

dans la première partie de cette thèse nous avons construit et analysé quatre nou-
velles équations intégrales de frontière alternatives pour le problème de diffrac-
tion diélectrique en appliquant les deux méthodes présentées par R. E. Kleinman
et P. A. Martin dans [26] pour résoudre le problème correspondants en accous-
tique. Les opérateurs intégraux associés aux équations intégrales ne sont pas for-
tement elliptiques sur des espaces fonctionnels classiques tels les espaces de Sobo-
lev comme dans le cas scalaire mais on montre qu’ils sont de Fredholm d’indice

zéro sur H
− 1

2
× (divΓ, Γ). selon un choix convenable des paramètres introduits dans la

représentation intégrale de la solution nous avons montré, dans le cas des surfaces
régulières, que ces équations intégrales admettent une unique solution pour toute la
plage des fréquances réelles. Quelques résultats numériques présentés dans le chapitre
4 montrent l’applicabilité de ces deux méthodes. dans la seconde partie de cette thèse
nous avons étudié la dérivabilité par rapport au domaine des opérteurs intégraux

surfaciques sur l’espace de régularité mixte H
− 1

2
× (divΓ, Γ) intervenent dans la for-

mulation intégrale du problème de diffraction diélectrique. On montre notamment
que ces dérivées de forme ont la même régularité que les opérateurs intégraux eux-
mêmes. Nous avons déterminés également une forme explicite et simple des dérivées
de forme de ces opérateurs, ce qui rend possible leurs implémentations. Ensuite nous
avons développé deux algorithmes d’optimisation de forme du diffracteur diélectrique
en vue de l’obtention dun champ lointai idéal en utilisant une simple méthode de
gradient. Les résultats numériques sont assez satisfaisant et montrent bien l’ap-
plicabilité des méthodes d’équations intégrales de frontières pour la résolution de
problème d’optimisation de forme en électromagnétisme.
Pour en revenir à l’application physique, il va falloir construire des méthodes numéri-
ques plus rigoureuses et efficaces. Il existe de nombreuses perspectives pour améliorer
ces résultats numériques. On peut notamment utiliser des méthodes rapides ou tout
simplement utiliser des discrétisations de degrés supérieurs. L’un des objectifs fixés
était de faire valider le code par l’IETR mais le logiciel utlisé ne nous permet pas de
réaliser des calculs avec les fréquences utilisées en pratique. Aussi dans cette thèse
nous avons uniquement considéré des lentilles homogènes. Cependant pour minia-
turiser les lentilles tout en conservant leurs performances une méthode consiste à
construire des lentilles avec plusieurs couches de matériaux diélectriques tels que la
permittivité décroit progressivement vers la permittivité à l’extérieur du diélectrique
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(le vide en général). Il serait donc intéressant de construire des méthodes d’équations
intégrales de frontière pour des permittivités variables.
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Annexe A

Théorie de Mie pour les équations
de Maxwell

Dans ce chapitre nous présentons la théorie de Mie pour la diffraction d’ondes
électromagnétiques harmoniques en temps. Pour plus de détails nous renvoyons le
lecteur aux livres [30, 31].

Soit (O, e1, e2, e3) un repère orthonormé de R3 et x = (x1, x2, x3) ∈ R3. On note
(ρ, θ, φ) ses coordonnées sphériques et on a






x1 = ρ sin θ cos φ,
x2 = ρ cos θ sin φ,
x3 = ρ cos θ.

O

θ

φ

ρ

x3

x1

x2

M •

On associe à tout point x = (ρ, θ, φ) ∈ R3 le repère orthonormé directe mobile
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A. Théorie de Mie pour les équations de Maxwell

(0, eρ, eφ, eθ) défini par :

eρ = sin(θ) cos(φ)e1 + sin(θ) sin(φ)e2 + cos(θ)e3

eθ = cos(θ) cos(φ)e1 + cos(θ) sin(φ)e2 − sin(θ)e3

eφ = − sin(φ)e1 + cos(φ)e2.

A.1 Solutions harmoniques des équations de Helm-
holtz

Soit u une solution de l’équation de Helmholtz ∆u + κ2u = 0. On cherche u sous la
forme u(x) = R(ρ)Φ(φ)Θ(θ). On a alors :

(A)
∂2Φ

∂φ2
+ m2Φ = 0

(B)
1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Θ

∂θ

)
+

[
n(n + 1)− m2

sin2(θ)

]
Θ = 0

(C)
∂

∂ρ

(
ρ2∂R

∂ρ

)
+ [κ2ρ2 − n(n + 1)]R = 0

Solutions de (A) : Φm(φ) = eimθ.

Solutons de (B) : Θ(θ) = Pm
n (cos(θ)), le mième polynôme de legendre d’ordre n.

Solutions de (C) : on fait le changement de variable t = κρ et on trouve

(C1)
∂

∂t

(
t2

∂Θ1

∂t

)
+ [t2 − n(n + 1)]Θ1 = 0

Les solutions de (C1) sont les fonctions de Bessel sphériques :

jn(t) =

√
π

2x
Jn+ 1

2
(t) et yn(t) =

√
π

2x
Yn+ 1

2
(t)

où Jα et Yα sont les fonctions de Bessel ordinaires. On définit les fonctions de hankel
sphériques de première et seconde espèces par h(1)

n = jn + iyn et h(2)
n = jn − iyn. On

prendra selon les cas :
Rn(ρ) = jn(κρ), h(1)

n (κρ).
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A.2 Solutions harmoniques des équations de Maxwell

Théorème A.1.1 Les fonctions harmoniques sphériques

Y m
n (x̂) =

√
2n + 1

4π

(n− |m|!)
(n + |m|!)P

|m|
n (cosθ)eimφ

pour m = −n, . . . , n and n = 0, 1, 2, . . . forment une base orthonormale de L2(∂B1).

Théorème A.1.2 La fonction définie par u(1)
n,m(x) = jn(κρ)Y m

n (x̂) satisfait l’équation
de Helmholtz ∆u + κ2u = 0 dans R3 tout entier.

On a les développements asymptotiques suivants :

h(1)
n (t) = (−i)n+1 eit

t

{
1 + O

(
1

t

)}

∂h(1)
n

∂t
(t) = (−i)n eit

t

{
1 + O

(
1

t

)}

On en déduit le théorème suivant.

Théorème A.1.3 La fonction définie par u(3)
n,m(x) = h(1)

n (κρ)Y m
n (x̂) satisfait l’équation

de helmholtz dans R3\{0} et la condition de radiation de Sommerfield

lim
ρ→∞

ρ(
∂u

∂ρ
− iκρu) = 0.

A.2 Solutions harmoniques des équations de Max-
well

Soit u une solution de l’équation de Helmholtz ∆u + κ2u = 0. La fonction définie
par u(x) = rot(xu(x)) satisfait rot rotu− κ2u = 0.

On pose M (1)
n,m(x) = rot(xjn(κρ)Y m

n (x̂)) et N (1)
n,m =

1

iκ
rotM (1)

n,m pour n = 1, 2, . . .

and m = −n, . . . , n. On en déduit le théorème suivant

Théorème A.2.1 Les fonctions M (1)
n,m et N (1)

n,m sont solutions de l’équation de Max-
well rot rotu− κ2u = 0 dans R3.

On pose M (3)
n,m(x) = rot(xh(1)

n (κρ)Y m
n (x̂)) et N (3)

n,m =
1

iκ
rotM (3)

n,m pour n = 1, 2, . . .

and m = −n, . . . , n.

Théorème A.2.2 Les fonctions M (3)
n,m et N (3)

n,m sont solutions de l’équation de Max-
well rot rotu − κ2u = 0 dans R3\{0} et satisfont la condition de radiation de
Silver-Müller.
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Grâce à
rot(uv) = u rot v + (∇u)× v

rot rot(xu(x)) = −x∆u(x) +∇
{

u(x) + ρ
∂u

∂ρ
(x)

}

∇xf(|x|) =
x

ρ
f ′(ρ)

∇xf(x̂) =
1

ρ
∇x̂f(x̂).

On obtient :

M (3)
n,m(x) = ∇

(
h(1)

n (κρ)Y m
n (x̂)

)
× x = h(1)

n (κρ) rot∂B1 Y m
n (x̂)

N (3)
n,m(x) = 1

iκ rot rot(xh(1)
n (κρ)Yn,m(x̂)

= −x∆
(
h(1)

n Y m
n (x̂)

)
+∇

{
h(1)

n (κρ)Y m
n (x̂) + ρ

∂h(1)
n (κρ)

∂ρ
Y m

n (x̂)

}

=
1

iκ

{
κ2xh(1)

n (κρ) + κ
x

ρ

∂h(1)
n

∂ρ
(κρ) +

x

ρ
κ
∂h(1)

n

∂ρ
(κρ) + ρκ2x

ρ

∂2h(1)
n

∂ρ2
(κρ)

}
Y m

n (x̂)

+
1

iκ

{
h(1)

n (κρ) + ρ
∂h(1)

n (κρ)

∂ρ

}
1

ρ
∇∂B1Y

m
n (x̂)

=
x

iκρ2
n(n + 1)h(1)

n (κρ)Y m
n (x̂) +

1

iκρ

{
h(1)

n (κρ) + κρ
∂h(1)

n

∂ρ
(κρ)

}
∇∂B1Y

m
n (x̂).

Pour calculer numériquement M (3)
nm et N (3)

nm nous avons besoin de pouvoir calculer
explicitement ∇∂B1Y

m
n . On utilise les relations suivantes

∇u(x) =
∂u

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂u

∂θ
eθ +

1

ρ sin(θ)

∂u

∂φ
eφ

∇∂BRu(x) =
1

R

∂u

∂θ
eθ +

1

R sin(θ)

∂u

∂φ
eφ

Et on obtient :

∇∂B1Y
m
n (x̂) =

∂Pm
n (cos(θ))

∂θ
eimφeθ + im

Pm
n (cos(θ))

sin(θ)
eimφeφ

avec
∂Pm

n (cos(θ))

∂θ
=

n cos(θ)Pm
n (cos(θ))− (l + m)Pm

n−1(cos θ)√
1− cos2(θ)

Expression du champ lointain à l’aide des séries de Mie :

lim
ρ→∞

M (3)
n,m(ρx̂)

Gκ(ρx̂)
= lim

ρ→∞

h(1)
n (κρ)

Gκ(ρx̂)
rot∂B1 Y m

n = lim
ρ→∞

4πρ

eiκρ
h(1)

n (κρ) rot∂B1 Yn,m(x̂)

=
4π(−i)n+1

κ
rot∂B1 Yn,m(x̂)
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lim
ρ→∞

N (3)
n,m(ρx̂)

Gκ(ρx̂)
= lim

ρ→∞

1

i

4πρ

eiκρ

∂h(1)
n

∂ρ
(κρ)∇∂B1Yn,m(x̂) =

4π(−i)n+1

κ
∇∂B1Yn,m(x̂).

A.3 Développement en série Mie des opérateurs
intégraux surfaciques

Théorème A.3.1 Les harmoniques sphériques vectorielles d’ordre n données par

1√
n(n + 1)

∇∂B1Y
m
n et

1√
n(n + 1)

rot∂B1 Y m
n

pour n = 1, 2, . . . et m = −n, . . . , n forment une base orthormée complète pour l’es-

pace L2(∂B1) et pour H
− 1

2
× (div∂B1 , ∂B1) (par complétion de L2

×(∂B1) pour la norme
|| ||

H−
1
2 (div∂B1

,∂B1)
définie au chapitre précédent).

Soit j =
∑
n≥0

n∑
m=1

αnm∇∂B1Y
m
n +βnm rot∂B1 Yn,m ∈ H

− 1
2

× (div∂B1 , ∂B1). Alors les images

de j par les opérateurs intégraux Mκ, Cκ et C0 sur la sphère de rayon ρ sont :

Mκj =
∑

n≥0

n∑

m=1

αMκ
nm∇∂B1Y

m
n + βMκ

nm rot∂B1 Yn,m

avec

αMκ
nm = −αnm

(
iκρjn(κρ)h(1)

n (κρ) + i
(κρ)2

2

(
jn

∂t
(κρ)h(1)

n (κρ) + jn(κρ)
h(1)

n

∂t
(κρ)

))

et

βMκ
nm = βnm

(
iκρjn(κρ)h(1)

n (κρ) + i
(κρ)2

2

(
jn

∂t
(κρ)h(1)

n (κρ) + jn(κρ)
h(1)

n

∂t
(κρ)

))
,

Cκj =
∑

n≥0

n∑

m=1

αCκ
nm∇∂B1Y

m
n + βCκ

nm rot∂B1 Yn,m

avec
αCκ

nm = −iβnm(κρ)2jn(κρ)h(1)
n (κρ)

et

βCκ
nm = iαnm

(
jn(κρ) + κρ

jn

∂t
(κρ)

) (
h(1)

n (κρ) + κρ
h(1)

n

∂t
(κρ)

)
,
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C0j =
∑

n≥0

n∑

m=1

αC0
nm∇∂B1Y

m
n + βC0

nm rot∂B1 Yn,m

avec

αC0
nm = −βnm

1

2n + 1
et

βC0
nm = αnm

(
2

2n + 1
+

n(n + 1)

2n + 1

)
.
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Norm. Sup. (3), 24 :203–231, 1907.

[20] Harald Heese. Theory and numerics for shape optimization in super-
conductivity. Dissertation des doktorgrades, Institut d’électronique et des
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Résumé :
Les antennes lentilles sont des dispositifs ayant pour support les ondes électromagnétiques
et sont constituées d’une source primaire et d’un système focalisant diélectrique (la len-
tille). La montée en importance récente d’applications en ondes millimétriques (exemple :
radars d’assistance ou d’aide à la conduite), nécessite la construction d’antennes lentilles
de quelques centimètres qui répondent à des cahiers des charges spécifiques à chaque cas.
L’une des problématiques à résoudre consiste à déterminer la forme optimale de la lentille
étant donnés : (i) les caractéristiques de la source primaire, (ii) les caractéristiques en
rayonnement fixées. Ce projet de thèse vise à développer de nouveaux outils pour l’opti-
misation de forme en utilisant une formulation intégrale du problème.
Cette thèse s’articule en deux parties. Dans la première nous avons construit plusieurs for-
mulations intégrales pour le problème de diffraction diélectrique en utilisant une approche
par équation intégrale surfacique. Dans la seconde nous avons étudié les dérivées de forme
des opérateurs intégraux standard en électromagnétisme dans le but de les incorporer dans
un algorithme d’optimisation de forme.

Mots clefs : Équations de Maxwell harmoniques en temps, équation intégrale de frontière,
décomposition de Helmholtz, dérivées de forme, optimisation de forme, méthode de gra-
dient.

Abstract :
Integrated lens antennas are devices having electromagnetic waves as support and are
composed of a primary source and a dielectric focusing system (the lens). The recent in-
crease of applications in millimetric waves (example : adaptative cruise control radars),
needs the design of lens antennas of a few centimeters with specific requirements. One of
the problems consists in determining the optimal shape of the lens given : (i) the primary
source, (ii) the radiation pattern. This PhD thesis project aims to develop new tools for
shape optimization using integral formulation of the problem.
This PhD thesis is structured in two parts. In the first one we have constructed several
integral formulations for the dielectric scattering problem using boundary integral equa-
tion approach. In the second one we have studied the shape derivatives of the standard
boundary integral operators in electromagnetism in order to incorparate this derivatives
in shape optimization algorithms.

Key words : Time-harmonic Maxwell’s equations, single boundary integral equation,
Helmholtz decomposition, shape dérivatives, shape optimization, gradient method.


