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Résumé

Les résultats de cette thése s’inscrivent dans le cadre du programme de Langlands p-adique.
Lorsque V' est une représentation p-adique de dimension 2 du groupe de Galois Gg, de @Q,, on
sait lui associer une représentation p-adique continue B(V') de GL2(Q)). Dans un premier cha-
pitre, nous considérons le cas ou V' est semi-stable non cristalline et construisons un foncteur
qui, appliqué a une sous-représentation localement analytique (V) de B(V) construite par
Breuil, donne le module de Fontaine de V. Cette méthode, inspirée des travaux de Carayol et
Dat dans le cadre ¢-adique, utilise le complexe de de Rham du demi-plan de Drinfel’d et peut
donc étre considérée comme une réalisation géométrique d’une partie de la correspondance de
Langlands p-adique. Lorsque L est une extension finie de @, nous étendons cette construction
& certaines familles de représentations semi-stables non cristallines de dimension 2 du groupe
de Galois de L, paramétrées par un [L : Qp]-uplet d’éléments du corps des coefficients. Nous
proposons alors, par analogie avec les constructions de Breuil dans le cas L = Q,, la construc-
tion d’une représentation localement analytique de GLa(L) associée a V' et montrons qu’elle
permet de retrouver le module de Fontaine de V' par le foncteur décrit précédemment. Dans un
deuxiéme chapitre, nous nous intéressons & certaines familles de représentations semi-stables
de dimension 3 de Gg,. Dans ce cas, la situation devient plus compliquée et nous construisons,
pour toute représentation V de cette famille, non pas une représentation mais un complexe
Y (V) de représentations localement analytiques de GL3(Q,). Nous montrons alors qu'un ana-
logue du foncteur du chapitre 1, mais utilisant ’espace de Drinfel’d de dimension 2, associe &

(V) le module de Fontaine de V.

Mots-clefs : programme de Langlands p-adique, représentations localement analytiques, es-
pace de Drinfel’d, cohomologie localement analytique.

p-ADIC LANGLANDS PROGRAM, L-INVARIANTS AND DERIVED CATEGORIES
Abstract

The results of this thesis have for background the p-adic Langlands program. When V' is
a two dimensional p-adic representation of the Galois group Gg, of @), we know how to asso-
ciate to V' a continuous p-adic representation of GL2(Qy). In a first chapter, we consider the
case where V is semi-stable non crystalline and construct a functor which gives the Fontaine
module of V| when it is applied to a locally analytic subrepresentation ¥(V') of B(V) which
was constructed by Breuil. This method, inspired by the work of Carayol and Dat in the ¢-adic
setting, uses the de Rham complex of the Drinfel’d’s half space and is a sort of geometric real-
ization of a part of the p-adic Langlands correspondence. When L is a finite extension of Qp,
we extend this construction to some families of semi-stable non crystalline two dimensional
representations of the Galois group of L, parametrized by [L : Qp]-uples of elements of the
coefficient field. We propose in analogy with Breuil’s construction, a locally analytic represen-
tation of GLg(L) associated to V' and show that we can retrieve the Fontaine module of V' by
the precedent functor. In a second chapter, we are interesting by some families of semi-stable
three dimensional representations of Gig,. In this case, the situation is much more complicated
and we construct, for such a representation V', not a representation but a complex (V') of
locally analytic representations of GL3(Qp). Then we show that an analog of the functor of the
first chapter, but using the two dimensional Drinfel’d’s space, associates to (V') the Fontaine
module of V.

Keywords : p-Langlands, locally analytic representations, Drinfel’d space, locally analytic
cohomology.
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INTRODUCTION

0.1. Un peu d’histoire

Si K est un corps, le groupe de Galois absolu de K est le groupe des automorphismes d’une
cloture séparable K de K préservant K. C'est ce groupe qui permet de comprendre le passage
d’une situation « rationnelle », sur K, & une situation « géométrique », sur K. La compréhension
du groupe de Galois absolu Gg du corps des nombres rationnels Q est donc un probléme crucial
en théorie des nombres. Ses représentations continues sur des espaces vectoriels f-adiques, avec
£ un nombre premier, sont particulierement intéressantes, car ce sont elles qui apparaissent dans
la cohomologie étale (-adique des variétés définies sur Q.

0.1.1. Les origines : la théorie du corps de classes. — Une partie du groupe Gg est
trés bien comprise, il s’agit de I'abélianisé G(‘@b du groupe Gg. Ce quotient est décrit par la
théorie du corps de classes, qui s’est développée essentiellement pendant la deuxiéme moitié du
XIXE€ siecle et la premiere moitié du XX€ siecle. Elle aboutit a la construction d’un morphisme
de groupes, dit morphisme de réciprocité

rec: Ay/Q* — Gféb (0.1.1)

permettant de décrire tous les quotients finis de G?Qb en termes de quotients finis de Aa JQ*.

Fixons Q une cléture algébrique de Q et notons Q% sa sous-extension abélienne maximale. Le
groupe des automorphismes de Q% est alors exactement G?Qb.

La théorie du corps de classes a 1’élégance supplémentaire d’avoir un pendant local. Consi-
dérons p un nombre premier et , le corps des nombres p-adiques. Choisissons @p une cléture

algébrique de Q, contenant Q et notons Gq, le groupe de Galois de @p sur Q. La restriction
donne lieu a un morphisme de groupes Gg, — G, injectif par densité de Q dans @p. La théorie
du corps de classes locale fournit un morphisme injectif, d’image dense, dit de réciprocité locale

. b
recy : Qp — G (0.1.2)
Enfin, ces constructions locales et globales sont compatibles. Autrement dit, on a un dia-

gramme commutatif

Q—=Gg (0.1.3)

.

X  Trec b
AY T Gy,

0.1.2. La théorie automorphe. — L’étude de la partie abélienne d’un groupe est équi-
valente a I’étude de ses représentations de dimension 1. L’exemple de la théorie du corps de
classe suggere donc fortement que de plus amples informations sur le groupe Gg peuvent étre



obtenues en s’intéressant a ses représentations de dimension supérieure. Des représentations non
abéliennes de G apparaissent en effet déja dans I’étude des courbes elliptiques définies sur Q,
et la théorie du corps de classes s’avere, dans ce cas, insuffisante.

Les isomorphismes de réciprocité, locaux et globaux, font apparaitre une correspondance
entre les représentations de dimension 1 de Gg ou Gg,, et les représentations de dimension 1
du groupe A@, ou Q;, c’est-a-dire le groupe des Ag-points ou Q,-points du groupe algébrique
Gy = GL1. On s’attend donc a ce que les représentations de dimension n de groupes de Galois
soient liées aux représentations du groupe algébrique GL,,.

Dans cet objectif, on considere certaines représentations unitaires topologiquement irréduc-
tibles du groupe localement compact GL,,(Ag) sur un espace de Hilbert.

Lorsque n = 1, la décomposition A@ = HZD Q, x R* en produit restreint relativement aux
sous-groupes Z; permet d’écrire tout caractére unitaire, c’est-a-dire a valeurs dans le groupe
des nombres complexes de module 1, y de Aé comme un produit de caracteres (Hp Xp)Xoo>
chaque y, étant un caractere unitaire de Q' et o un caractere unitaire de R*, de telle sorte
que pour presque tout p, X, est trivial sur Z . La méme décomposition a lieu avec les représen-
tations unitaires irréductibles admissibles de GL,,(Ag). En effet, ce produit de caracteres est un
cas particulier de produit tensoriel restreint. Si 7 est une représentation unitaire topologique-
ment irréductible de GL,,(Aq), il existe, pour tout nombre premier p, une représentation m, de
GL,,(Qp), lisse irréductible, et une représentation unitaire topologiquement irréductible 7o, de
GL,(R) telles que 7 ~ ®;7rp®7roo. Le produit tensoriel restreint est bien défini car pour presque
tout p, le sous-espace des vecteurs GL;,(Zy)-invariants de 7, est de dimension 1, on peut donc
prendre le produit tensoriel restreint relativement a ces sous-espaces. Lorsque n = 2, de telles
représentations peuvent étre associées aux formes modulaires propres pour les opérateurs de
Hecke, ce procédé est, par exemple, décrit dans [47].

Nous ne parlerons guere plus de représentations adéliques, mais nous espérons que ces consi-
dérations auront suffi a expliquer 'intérét que présente la recherche de correspondances de
Langlands locales, c’est-a-dire de correspondances entre représentations de dimension n de Gg,
et représentations irréductibles de GL,(Qy).

0.1.3. La correspondance de Langlands locale. — Soit p une représentation ¢-adique
continue de dimension n de Gg. Notons p, sa restriction au groupe de décomposition en p. Soit
I, le groupe d’inertie de Gg,. Le groupe I, posséde un pro-p-sous-groupe de Sylow distingué
dont le quotient est procyclique isomorphe & [],.,Z,;. On note alors ¢, la surjection I, — Zy
provenant de cette décomposition. Ainsi, pour p # [, les représentations f-adiques de G, ont
une forme assez simple. Le pro-p-groupe de I, agit un travers un quotient fini, et il s’agit
essentiellement d’ajouter I'action du quotient procyclique pour comprendre ’action de I'inertie.
Ceci se résume dans le théoreme de monodromie ¢-adique de Grothendieck.

Théoreme 0.1.1. — Soit £ # p, et p une représentation (-adique de dimension n de Gg,. 1l
existe un sous-groupe ouvert H de I,, et un opérateur nilpotent N tels que

pla =~ exp(Nty). (0.1.4)

Autrement dit, la représentation p|7, exp(—Nt,) se factorise a travers un quotient fini de 7. Il
se trouve qu'il est possible de prolonger t; & G, , bien que de fagon non canonique, et d’obtenir
ainsi une représentation de j = pexp(—Nt;) de G,, triviale sur un sous-groupe ouvert de I,.
En considérant la restriction de p a W), le groupe de Weil de Q,, on n’obtient rien d’autre
qu’une représentation lisse de W),. Au final, on a le dictionnaire suivant, di & Pierre Deligne.
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Théoréme 0.1.2 ([35]). — Soit £ un nombre premier différent de p. L’application p — (p, N)
induit une bijection entre classes d’isomorphisme de représentations £-adiques continues de di-
mension n de Wy, pour lesquelles 'action de Frobenius est semi-simple et les classes d’isomor-
phisme de couples (p, N) ot p est une représentation lisse semi-simple de W, et N un élément
nilpotent de M, (Qy) tels que

Np(Frob,) = p~'p(Frob,)N, (0.1.5)
Frob, désignant un automorphisme de Frobenius arithmétique.

11 est remarquable de constater que les couples d’objets (p, N) ne font plus intervenir la topo-
logie du corps des coefficients. On appelle un tel couple une représentation de Weil-Deligne de
dimension n. La correspondance de Langlands locale, démontrée par Michael Harris et Richard
Taylor ([50]) puis Guy Henniart ([51]), met alors en correspondance les classes d’isomorphisme
de représentations de Weil-Deligne de dimension n a coefficients dans C et les représentations
lisses irréductibles de GL,(Q,). L’énoncé exact de cette correspondance fait intervenir les fac-
teurs L et € associés a la fois aux représentations de Weil-Deligne, et aux représentations lisses de
GL,,(Qy). Précisons aussi qu'il existe un calibrage de cette correspondance de telle sorte qu’elle
reste valable apres torsion par un automorphisme de C. Plus précisément, si I’on note o(V) la
représentation de Weil-Deligne associée a une représentation lisse irréductible V' de GL,(Q,),
on ao(VT) ~ o(V)" pour tout automorphisme 7 de C. On peut alors fixer un isomorphisme
quelconque C ~ Q, pour définir une correspondance de Langlands locale entre représentations
de Weil-Deligne & coefficients dans Q, et représentations lisses irréductibles de GL,(Qyp) & co-

efficients dans Q.

Exemple 0.1.3. — Si n = 2, notons B le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
de GL2(Qp). Si x1 et x2 sont deux caracteres de Q, tels que x1xy L est différent du caractére

trivial et de |- |2, la représentation IndgLQ(Qp)(Xl ® x2) est irréductible et J(IndgL(Qp)(Xl ®x2))

est la classe d’isomorphisme de la représentation réductible de dimension 2 de Wy, donnée par
nr(p~t)x1®x2, nr(a) étant le caractére non ramifié de Wq, envoyant un frobenius arithmétique
sur a. Dans le cas ot x1 = x2 = 1, on a une suite exacte

0—1— IndgLQ(Qp)(l) — St5° — 0 (0.1.6)

ou 1 est la représentation triviale et St5° est une représentation lisse irréductible appelée repré-
sentation de Steinberg. La représentation o(1) est alors la représentation nr(p~') ® 1 de W,
avec N = 0 et 0(St5°) est nr(p~')@1 muni de 'unique opérateur N non trivial, c’est-a-dire, sous
la contrainte (0.1.5), envoyant le sous-espace 1-isotypique sur le sous-espace nr(p_l)—isotypique.
Enfin, dans le cas ou V n’est pas un sous-quotient d’une induite parabolique, la représentation
o(V) est irréductible.

La question de la compatibilité locale-globale pour ces représentations se pose alors. Au-
trement dit, lorsqu’une représentation galoisienne f-adique est associée a une représentation
automorphe, les décompositions locales de chaque c6té se correspondent-elles 7 Dans le cas des
formes modulaires, une réponse compléte nous est donnée par le théoreme de Langlands-Deligne-
Carayol.

Théoréme 0.1.4 ([21]). — Soit f une forme modulaire cuspidale, propre pour tous les opé-
rateurs de Hecke. Soient my = @, T @ Too la représentation automorphe cuspidale associée
a f et p(f) la représentation p-adique associée a f. Alors, pour tout p # £, la représentation
pelf) = p(f)lcq, est isomorphe d o(m).

Il est remarquable que la correspondance de Langlands locale puisse ainsi décrire le com-
portement de la représentation p(f), méme aux places de ramification. Il reste cependant &
traiter le cas de la représentation p,(f). Dans ce cas, le théoreme 0.1.1 ne s’applique plus, et
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nous n’avons plus de description de p,(f) en termes de représentations de Weil-Deligne. Obtenir
un moyen de décrire la représentation p,(f) en termes de représentations de GL2(Qp) est un
des objectifs du programme de Langlands p-adique. Avant d’en parler plus avant, nous allons
décrire la théorie des périodes p-adiques de Jean-Marc Fontaine, qui est un moyen tres efficace
de décrire les représentations p-adiques de G, .

0.2. La théorie p-adique

0.2.1. La théorie de Fontaine. — Soit L une extension finie de Q,. La théorie de Fontaine
associe & chaque représentation p-adique de Gal(Q,/L) un espace vectoriel muni d’objets pro-
venant de l'algébre linéaire, des endomorphismes linéaires et une filtration. Plus précisément,
Jean-Marc Fontaine définit un certain nombre d’anneaux topologiques munis d’une action du
groupe G,, et de structures supplémentaires. Une construction de tous ces anneaux est donnée
dans [43]. L’anneau Byp par exemple est une @p—algébre munie d’une action semi-linéaire de
Gal(Q,/L) et d’une filtration décroissante (Fil’(Byg)); stable par I'action de Gal(Q,/L). De
plus BS;I(Q”/L) = L. Si V est une représentation de Gal(Q,/L) de dimension finie, on pose

Dar(V) = (V ®q, Bar)*@/1), (0.2.1)

L’espace vectoriel Dgr(V') est alors un espace filtré et on a toujours dimy, Dgr(V') < dimg, V.
Lorsque cette inégalité est une égalité, on dit que la représentation est de de Rham. Malheu-
reusement la donnée de Dyr(V') ne suffit pas a elle seule a caractériser 'action de Gal(Q,/L)
sur V. C’est pourquoi il faut introduire d’autres anneaux. Jean-Marc Fontaine introduit alors
l’anneau des périodes cristallines B.,;s, qui est muni d’une action de Gal(@p/ L), d'un endo-
morphisme de Frobenius ¢ commutant a cette action, ainsi que d’un plongement Gal(Q,/L)-
Gal(Qp/L)

Cris
Qp contenue dans L et on définit de méme D¢i5(V) = (V ®q, Beris) (@ /L) On a linégalité
dimz, Deris(V) < dimg, V. Lorsque c’est une égalité, on dit que la représentation est cristal-
line, le Lg-espace vectoriel est alors muni d’'un endomorphisme ¢ de Frobenius, semi-linéaire,
bijectif, et agissant comme ’endomorphisme de Frobenius sur les coefficients Lg. Le plonge-
ment De¢pis(V) C Dgr(V') montre alors que la représentation est aussi de de Rham et munit
Deyis(V) ®r, L d’une filtration décroissante. Le @-module filtré De;s(V') permet, lui, de ca-
ractériser la représentation V' lorsqu’elle est cristalline. Autrement dit, le foncteur Dg.;s est un
foncteur pleinement fidele de la catégorie des représentations cristallines dans la catégorie des
w-modules filtrés.

En introduisant un anneau intermédiaire By, contenant Bgr;s, muni d’un endomorphisme
de Frobenius prolongeant celui de B,,;s, mais aussi d’'un endomorphisme nilpotent N tel que
Ny = ppN, on peut définir un troisieme type de représentations galoisiennes, les représenta-
tions semi-stables, on leur associe naturellement un Lg-espace vectoriel muni d’un automor-
phisme semi-linéaire ¢ et d’'un endomorphisme linéaire N vérifiant la relation Ny = ppN.
De plus, le choix d’une uniformisante de L permet de plonger 'anneau Bg dans Bgr de fa-
con a prolonger le plongement naturel de Be.s dans Bgr. Ceci munit Dy (V) ®r, L d’une
filtration décroissante. L’espace Dy (V'), muni des endomorphismes ¢, N et de la filtration
permet alors de retrouver V' de la facon suivante, il s’agit de Fil’((Dg (V) ®r, Bst)¥~5V=0).
Enfin, on peut considérer la sous-catégorie des représentations potentiellement semi-stables, il
s’agit des représentations de Gal(Q,/L) dont la restriction & Gal(Q,/M) est semi-stable pour
une certaine extension finie M de L. On appelle (¢, N, Gal(M/L))-module filtré la donnée
d’un My-espace vectoriel D muni d’'un endomorphisme bijectif semi-linéaire ¢, d’'un endomor-
phisme nilpotent linéaire N tels que Ny = ppN, ainsi que d’une action semi-linéaire du groupe
Gal(M/L) commutant & ¢ et d’une filtration sur le M-espace vectoriel D ®p;, M. Si V est
une représentation de Gal(Q,/L) dont la restriction & Gal(Q,/M) est semi-stable, on note

équivariant B.;s < Bggr. Cette fois-ci B = Lo, l'extension maximale non ramifiée de



Dypst(V) = (V ®q, By;) G2 @/M) - cest un (@, N, Gal(M/L))-module filtré. Encore une fois, le
foncteur D, est un foncteur pleinement fidele de la catégorie des représentations semi-stables
sur M vers la catégorie des (yp, N, Gal(M/L))-modules filtrés. La conjecture de monodromie p-
adique de Fontaine prédit que toute représentation de de Rham est potentiellement semi-stable.
Elle a été prouvée au moyen des travaux de Laurent Berger, Yves André, Zoghman Mebkhout
et Kiran Kedlaya ([6], [1], [68], [58], voir aussi [30]).

La question naturelle suivante est alors de se demander quels sont les (¢, N, Gal(M/L))-
modules filtrés qui décrivent des représentations galoisiennes, c’est-a-dire quelle est l'image
essentielle du foncteur Dg; 7 Une premieére observation est que si V' est une représentation semi-
stable, le (¢, N)-module filtré Dy (V) est faiblement admissible, c’est-a-dire que les pentes de
Iautomorphisme ¢ et les sauts de la filtration vérifient certaines inégalités. Plus précisément,
notons, pour D un (¢, N)-module filtré, ¢t5(D) la valuation de I'opérateur scalaire det(y) de

CLhOmLO D dans lui-méme et ty(D) = 3, idimy gr’(D). Un (o, N)-module filtré D est dit fai-
blement admissible si tx (D) = tg(D) et ty(D') > tg(D') pour tout sous-(¢, N)-module D'.
Le fait remarquable est alors que cette condition caractérise exactement I'image essentielle du
foncteur Dg;. Il s’agit d’un théoréme de Pierre Colmez et de Jean-Marc Fontaine.

Théoréme 0.2.1 (Colmez-Fontaine, [32], [26], [4]). — Si D est un (¢, N, Gal(M/L))-module
filtré faiblement admissible de dimension n, la représentation galoisienne

V = Fil’(Dgt(V) @, Byy)?~HN=0GIM/L) (0.2.2)
est de dimension n et Dpg(V) >~ D.

On peut construire, a partir de chaque (¢, N, Gal(M/L))-module filtré faiblement admissible,
une représentation galoisienne potentiellement semi-stable. Il se trouve que les (¢, N, Gal(M/L))-
modules filtrés sont des objets bien plus agréables a manipuler que les représentations galoi-
siennes. Ce sont aussi des objets tres proches des représentations de Weil-Deligne. Si D est un
(¢, N, Gal(M/L))-module, on peut en effet lui associer une représentation de Weil-Deligne par
la méthode décrite dans [44]. On note W (D) le module de Weil-Deligne ainsi obtenu.

Nous pouvons a présent en dire plus sur la composante p-adique de la représentation p-adique
associée a une forme modulaire et compléter le théoreme 0.1.4. Il s’agit d’un théoréme de Takeshi
Saito.

Théoréme 0.2.2 (T. Saito, [74]). — Sous les hypothéses du théoréme 0.1.4, la représenta-
tion py(f) est potentiellement semi-stable et les représentations de Weil-Deligne associées d
Dyst(pp) €t a m, via la correspondance de Langlands locale sont isomorphes.

Ce théoreme nous permet donc de retrouver les endomorphismes de Frobenius et de mono-
dromie a partir de 7,, mais pas la filtration sur le module de Fontaine. Pourtant, cette filtration
est une donnée locale du co6té galoisien, elle devrait donc correspondre a une donnée locale du
cOté automorphe. Il parait clair que pour obtenir une telle donnée locale, on ne peut plus se
contenter de manipuler des représentations lisses, il faut qu'une topologie p-adique intervienne
quelque part.

0.3. Le programme de Langlands p-adique

0.3.1. La correspondance modulo p. — Une conséquence de la description locale de la
représentation p, serait la détermination de la réduction modulo p, ou plus exactement de la
semi-simplification de la réduction modulo p, de la représentation p,. Il est donc raisonnable de
se demander si, a I'instar des travaux de Marie-France Vigneras ([89]), il n’existe pas de corres-
pondance de Langlands semi-simple modulo p entre représentations semi-simples de Gal(@p /Qp)
sur F,, et certaines représentations lisses semi-simples de GL2(Q,) sur F,. Il se trouve que c’est
bien le cas, la correspondance de ce type a été formulée par Christophe Breuil et découle de la



classification des représentations admissibles irréductibles de GL2(Q,) sur F, par Laure Bar-
thel, Ron Livné et Christophe Breuil ([2], [13]). La grosse surprise, est qu’il n’existe pas de
correspondance sous cette forme pour les extensions finies de Q5. En effet, comme le montrent
les travaux de Christophe Breuil et Vytautas Paskunas ([17]), il existe beaucoup plus de repré-
sentations lisses irréductibles de GLa(L) en caractéristique p quand L est une extension finie de
Qp non ramifiée et différente de Q,.

0.3.2. Premiers relévements en caractéristique 0. — Les résultats du 0.3.1 ne concernent
que la réduction de p, modulo p. Une facon d’obtenir des représentations lisses de GL2(Q))
modulo p est de considérer la réduction modulo p de représentations unitaires continues de
GL2(Qp). Par représentation unitaire continue de GL2(Q,), nous entendons un espace de Banach
p-adique sur lequel GL2(Q,) agit contintiment par des isométries. La boule unité B de cet espace
est alors stable par GL2(Q,) et on obtient une représentation lisse de GL2(Q,) sur B/pB qui
est un espace vectoriel sur une extension de IF),.

L’idée de Christophe Breuil a 'origine du programme de Langlands p-adique est que 1’on
devrait pouvoir associer a une représentation potentiellement semi-stable p de dimension 2 de
Gal(Q,/Q,), une représentation unitaire de GL2(Q)), contenant comme sous-espace dense une
représentation localement algébrique Alg(V) @ o(V), ou o(V) est la représentation lisse de
GL2(Q)) associée a la représentation de Weil-Deligne W (D5 (V)) et Alg(V') est une représen-
tation algébrique construite a partir des poids de Hodge-Tate de V. Dans le cas ou les poids de
Hodge-Tate de V' sont distincts de la forme hg > hi, la représentation Alg(V') devrait étre la
représentation algébrique irréductible de plus haut poids (hg — 1, hq).

Les premiers résultats venant conforter cette hypothese sont les calculs faits par Christophe
Breuil dans [18], ou il calcule explicitement la réduction modulo p de certains réseaux sur
Alg(V) ® o(V) et la réduction modulo p de certaines représentations cristallines irréductibles,
et retrouve ainsi la réduction modulo p de V' via la correspondance de Langlands semi-simple
modulo p.

0.3.3. Les vecteurs localement analytiques. — Dans la théorie des représentations uni-
taires des groupes de Lie réels, la théorie des (g, K)-modules joue un role important. Si 7 est une
représentation unitaire irréductible d’un groupe de Lie GG sur un espace de Hilbert, le sous-espace
des vecteurs sur lesquels G agit de fagon différentiable est ce qu’on appelle un (g, K)-module,
une grande partie de la théorie se ramene a I’étude de ces objets.

Nous avons une situation analogue dans le cas p-adique. Soit B un espace de Banach p-
adique muni d’une action continue unitaire d’un groupe de Lie p-adique G. Le sous-espace des
vecteurs sur lesquels G agit de fagon différentiable est appelé sous-espace des vecteurs localement
analytiques, et c’est un exemple de représentation localement analytique de G. L’étude des
représentations localement analytiques a été menée de facon systématique par Peter Schneider
et Jeremy Teitelbaum ([83], [81], [80], [85], [86]) au début des années 2000, et continuée
par Henning Frommer, Matthew Emerton, Mark Kisin, Matthias Strauch, Sascha Orlik, Jan
Kohlhaase et Tobias Schmidt par la suite ([60], [46], [40], [41], [42], [70], [64], [63], [75], [76]).

Si G est un groupe de Lie localement analytique et K une extension finie de Q,, une représen-
tation localement analytique de G est un K-espace vectoriel localement convexe séparé tonnelé
V', muni d’une action séparément continue de G telle que pour tout v € V, 'application de G
dans V' définie par v — g- v est localement analytique. Notons D(G) I’anneau des distributions
sur GG a valeurs dans K. Il s’agit du dual topologique fort de 'espace des fonctions localement
analytiques de G dans K. Si V est une représentation localement analytique de G, I'anneau
D(G) agit sur le dual topologique fort V' de V' de fagon séparément continue par

AMw)(v) = Ag — w(g - v)), (0.3.1)

pour v € V, w e V' et A € D(G). Ainsi, si U'espace V est réflexif, on a une chance de retrouver
laction de G sur V' a partir du D(G)-module V’. Schneider et Teitelbaum montrent que c¢’est
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effectivement le cas si V' est de type compact. Un espace vectoriel localement convexe est de
type compact si c’est une limite inductive dénombrable d’espaces de Banach dont toutes les
fleches de transition sont injectives et compactes. Un espace de type compact est réflexif et son
dual topologique fort est un espace de Fréchet nucléaire.

Théoréme 0.3.1 (Schneider, Teitelbaum, [83]). — Le foncteur V. — V' induit une équi-
valence de catégories entre la catégorie des représentations localement analytiques sur des espaces
de type compacts et la catégorie des espaces de Fréchet nucléaires munis d’une action séparément
continue de D(G).

Ces catégories n’étant pas abéliennes, il reste a trouver une sous-catégorie de D(G)-modules
qui soit abélienne. C’est ce que font Schneider et Teitelbaum en étudiant les algebres de Fréchet-
Stein. Ces algebres possedent une catégorie de modules, dits coadmissibles, formant une caté-
gorie abélienne et contenant les modules de type fini. Un module coadmissible sur une algebre
de Fréchet-Stein est muni d’une topologie canonique qui en fait un espace de Fréchet nucléaire.
Ils prouvent alors dans [85] que si G est le groupe des L-points d’un groupe réductif défini sur
L, alors, pour tout sous-groupe compact ouvert Gy de G, l'algebre D(Gp) est une algebre de
Fréchet-Stein, et définissent une représentation localement analytique admissible de G comme
étant une représentation localement analytique sur un espace de type compact V telle que V'
soit un D(Gp)-module coadmissible pour tout sous-groupe (resp. pour un sous-groupe) compact
ouvert de G. La catégorie des représentations localement analytiques admissibles de G est alors
une catégorie abélienne.

Parallelement, ils définissent dans [82] une catégorie abélienne de représentations unitaires
continues admissibles de G et prouvent que pour une telle représentation, le sous-espace des
vecteurs localement analytiques est une représentation localement analytique admissible.

Théoréme 0.3.2 ([85]). — Si L = Qp, c’est-a-dire si G est le groupe des Q,-points d’un
groupe réductif défini sur Q,, pour toute représentation unitaire admissible non nulle de G, le
sous-espace V4 des vecteurs localement analytiques de V' est non nul et le foncteur V — Vo
est un foncteur exact de la catégorie des représentations unitaires admissibles de G dans la
catégorie des représentations localement analytiques admissibles de G.

Remarque 0.3.3. — Lorsque L est une extension finie de Q,, le foncteur « vecteurs localement
L-analytiques » n’est plus nécessairement exact, Tobias Schmidt a étudié ses foncteurs dérivés

([76]).

Ce résultat de Schneider et Teitelbaum suggere que les représentations localement analytiques
devraient avoir aussi un grand réle a jouer dans le programme de Langlands p-adique.

0.3.4. L’exemple des invariants £. — L’étape suivante vers cette correspondance p-adique
est d’étudier le cas de représentations p-adiques de G, ayant les mémes (@, N )-modules sous-
jacents, mais dont les (¢, N)-modules filtrés sont non isomorphes du fait des filtrations. Une
telle famille de représentations de dimension 2 existe. Fixons k un entier plus grand que 2 et
L € K. On définit le (¢, N)-module filtré D(k, £) de la fagon suivante.
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D(k,L) = Keg® Key
k
o(eo) =p2 teg
k
p(e1) =p2er

N61 = €0 (0.3.2)
D(k, L) sin<0
Fil"(D(k, L)) = { K(e1 + Leg) sil<n<k-1
{0} sin>k

Pour tout choix de k et L, le (¢, N)-module filtré D(k, L) est faiblement admissible. D’apres le
théoréme de Fontaine-Colmez, il existe une représentation galoisienne de dimension 2, V' (k, £),
telle que D%, (V (k, L)) ~ D(k, £). Comme on le voit, la structure de (¢, N)-modules de D(k, £)
ne dépend que de k, alors que la structure de (y, N)-module filtré dépend du couple (k, L).
La parametre £ est appelé invariant £ de la filtration, en référence a l'invariant £(f) associé
a une forme modulaire ayant un niveau de valuation 1 en p. Le nombre L(f) intervient dans
la valeur en 0 de la dérivée de la fonction L p-adique associée a f, construite dans [67]. Il a
été conjecturé par Mazur, puis prouvé par Stevens et Kato-Kurihara-Tsuji que ce L(f) coincide
bien avec l'invariant £ apparaissant dans le module de Fontaine de la représentation galoisienne
pp(f) (voir I'introduction de [27] pour toute I’histoire).

On peut montrer que la représentation lisse irréductible de GL2(Q,) associée au (¢, N)-

module sous-jacent a D(k, L) est la représentation de Steinberg St5° ® | det ]%71.
Les représentations unitaires de GL2(Q),) correspondant aux représentations V' (k,L) de-
vraient donc étre des complétés de la représentation localement algébrique L(k) = Sym*~2(K?)®

St3°®| det \g_l. Dans [14], Christophe Breuil propose la construction d’une famille (R(k, £)) ek
de réseaux invariants par GL2(Q)) sur L(k) et définit B(k, £) le complété de L(k) pour le réseau
L(k, L), c’est une représentation unitaire de GL2(Q)). Il propose en fait de construire directe-
ment un sous-espace de vecteurs localement analytiques et de définir B(k, £) comme le complété
unitaire universel de cet espace de vecteurs localement analytiques. L’idée est de construire une
représentation localement analytique X(k) dont le sous-espace des vecteurs localement algé-
briques est isomorphe a L(k), puis de construire des représentations ¥(k, L), extensions de
Sym*2(K?) ® | det |§_1 par X(k), I'idée principale étant de faire intervenir la branche du loga-
rithme p-adique dont la valeur en p vaut £. On a donc une suite exacte

0 — (k) — B(k, £) — SymF2(K?) @ |det|2~! — 0, (0.3.3)
et la classe d’isomorphisme de X(k, £) dépend du couple (k, L), c’est-a-dire
Sk, L) =X(K, L) = (k, L) = (K, L. (0.3.4)

On définit alors B(k, £) comme le complété unitaire universel de X (k, £). Cependant, il est plus
simple de travailler avec les représentations localement analytiques, et il reste encore du travail
pour en déduire des propriétés de B(k,L). Christophe Breuil conjecture alors que si k > 2,
Pespace B(k, L) n’est pas réduit a 0, est irréductible, admissible, que la semi-simplifiée de sa
réduction modulo p coincide avec la semi-simplifiée de la réduction modulo p de V(k, £) par la
correspondance semi-simple modulo p, et que

Blk,L) ~ B, L) = (k,£) = (K, L). (0.3.5)

Un certain nombre de cas de cette conjecture ont été prouvés de fagon directe par Christophe
Breuil et Ariane Mézard dans [16], puis le cas de certaines représentations provenant de formes
modulaires a été démontré par Christophe Breuil dans [12]. Enfin, le cas général de ces conjec-
tures a été prouvé par Pierre Colmez ([29]) en faisant appel a la théorie des (¢, I')-modules
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de Jean-Marc Fontaine. L’assertion sur la réduction modulo p est alors un travail de Laurent
Berger ([3]), en utilisant les techniques de (@, I')-modules.

L’introduction des (¢, I')-modules a alors ouvert la voie a la suite. Laurent Berger et Chris-
tophe Breuil ([5]) ont utilisé les techniques de Pierre Colmez pour I’étude des représentations
de G, devenant cristallines sur une extension abélienne de @Q,, et Pierre Colmez a traité le cas
des représentations triangulines restantes pour étendre la construction V' +— B(V') a toutes les
représentations triangulines ([28]), puis le cas général ([31]).

Remarque 0.3.4. — Les représentations unitaires obtenues par cette méthode ne sont pas
toujours irréductibles. Par exemple, dans le cas de V(k,L) avec k = 2, les représentations
B(2, L) ne sont pas irréductibles, mais des extensions non triviales de la forme

0—B(2)—B(2,L)—K—0 (0.3.6)

dont la classe d’isomorphisme dépend de £. De méme, Christophe Breuil et Matthew Emerton
ont construit, dans [15], des extensions non scindées entre représentations unitaires, associées
a des représentations p-adiques cristallines réductibles non scindées de G,

0.4. La correspondance géométrique

Si f est une forme modulaire propre, de poids k et de niveau N. La représentation galoisienne
py associée a cette forme modulaire se découpe dans la cohomologie étale de la courbe modu-
laire X (V) a coefficients dans le faisceau localement constant provenant de la représentation

—-2 . . . .
Sym*~2(Q,"). En ajoutant des puissances de p au niveau N, on obtient une tour de courbes
modulaires

- — X(Np"t) — X(Np") — --- — X(N) (0.4.1)

sur laquelle agit le groupe GL2(Q,). La stratégie de Carayol-Deligne-Langlands pour prouver
le théoreme 0.1.4 revient & démontrer que la représentation de GL2(Q,) engendrée par p(f)

dans lim HL(X(Np), Symk_Q(@z)) est la représentation obtenue par la correspondance de
Langlands.

Une autre motivation du programme de Langlands p-adique est que la cohomologie complétée
([39]) de la tour des courbes modulaires devrait, de la méme fagon, refléter la correspondance de
Langlands p-adique. Des résultats dans ce sens ont été obtenus par Breuil, puis Breuil-Emerton
([12], [15).

0.4.1. La tour des espaces de Drinfel’d. — Néanmoins, cette démonstration reste hau-
tement globale, le caractere purement local de la correspondance de Langlands suggere qu’il
devrait exister aussi une correspondance géométrique locale. Cette conjecture a été énoncée par
Henri Carayol dans [22]. L’idée est d’utiliser une tour d’espaces analytiques rigides construits
par Drinfel’d dans [38]. Rappelons ici brievement leur définition. Pour n > 1, on note &, (C,)
le complémentaire, dans P"(C,) de I'union des Cp,-points de tous les hyperplans définis sur Q,.
Cet espace est constitué des C,-points d’un espace analytique rigide défini sur QQp, que I’on note
AX,. Cet espace est naturellement muni d’une action de GL;,41(Q)). Drinfel’d construit alors

une tour de revétements de X —
n,Qp"

'_>Xn,r_>"'_> n,OZX Anrs
n7@p

(0.4.2)

chaque &, , étant muni d’une action de GL;41(Q)) pour laquelle les fleches de transition sont
équivariantes. Soit D 'unique algébre centrale simple de dimension (n + 1)? et d’invariant de
Brauer n%rl, Op un ordre maximal de D. Le revétement &), , — X" est alors galoisien de groupe
(Op/(p)")*. Au final, on définit une action de D* sur toute la tour (0.4.2). La théorie de

Berkovich permet d’associer a chaque &, , un groupe de cohomologie étale a support compact



21570(21’“’7«’@,@) muni d'une action de Ig,, le groupe d’inertie Iy, C Gg,. On considere alors
I’espace
H= li_n}HQ,c(Xn’T’@, Q) (0.4.3)
T
muni d'une action du produit Ig, x D* x GLy11(Qp) que I'on peut prolonger en une action de
Wo, X D* x GLp41(Qp).

La conjecture de Carayol prédit que, si p est une représentation f-adique irréductible de
dimension n+ 1, la partie p-isotypique H [p] doit étre une certaine puissance finie de la représen-
tation lisse irréductible de GL,41(Qp) associée & p par la correspondance de Langlands locale,
cette puissance étant déterminée par la correspondance de Jacquet-Langlands.

Cependant cette cohomologie ne contient pas toutes les représentations lisses irréductibles
de GL,+1(Qp). Donnons l'exemple des sous-quotients des séries principales non ramifiées. Si
ces représentations apparaissaient dans ’espace H, elles devraient déja apparaitre en niveau 0,
c’est-a-dire dans la cohomologie de l'espace &),. Or cette cohomologie a été calculée par Peter
Schneider, Ulrich Stuhler et Jean-Frangois Dat ([79], [34]). Leur calcul montre que chaque
H!, (X o Qy) est irréductible en tant que représentation lisse de GL;,+1(Q)). On obtient ainsi

et,c n,

n + 1 représentations non isomorphes, alors que la représentation IndgL”“(Qp)(l) contient 27*1
facteurs de Jordan-Ho6lder non isomorphes.
Pour retrouver ces facteurs manquants, Jean-Frangois Dat a eu l’idée de ne plus considérer

uniquement les espaces de cohomologie H§t7c()(n @,@5), mais tout le complexe de cohomo-

logie RI'¢s (X, @,@g) considéré comme objet d’une certaine catégorie de représentations de

Gal(@,/Qy) x D* x GLys1(Qy).

Théoréme 0.4.1 (Dat, [34]). — Sim est un sous-quotient irréductible de IndgL"“(Q")(l), il
existe un isomorphisme G, -équivariant

H*(RHome(PGLnJrl(Qp)) (Rret,c(Xn7@7@€)7 7T)) ~ 0'(7'[') ® ‘ . |”7 (044)

ou 7 est la représentation de G, associée a 7 par la correspondance de Langlands locale, et le
symbole H* désigne la somme directe des espaces de cohomologie du compleze.

En fait, un résultat plus général est valable en utilisant toute la tour de Drinfel’d et en
considérant les représentations elliptiques de GL,,(Q,) ([33]).

0.4.2. Le cas p-adique. — Le point de départ de cette theése est alors la remarque suivante,
qui m’a été rapportée par Christophe Breuil, et qui est issue de conversations qu’il a eues avec
Alain Genestier et inspirée du théoreme 0.4.1. L’isomorphisme obtenu par Jean-Francgois Dat
dans le théoréme 0.4.1 devrait avoir un analogue p-adique. Il a été prouvé par Schneider et Tei-
telbaum ([84]) que le complexe de de Rham de ’espace X, est un complexe d’espaces de Fréchet
nucléaires munis d’actions séparément continues de D(GL,+1(Q,)). De plus, ce complexe pos-
sede une filtration naturelle dans la catégorie dérivée des complexes de D(GLj+1(Q)))-modules.
Si X est le sous-espace des vecteurs localement analytiques d’une représentation unitaire associée
a la représentation galoisienne p par la correspondance de Langlands p-adique, en considérant

H* (RHome(D(GLn+1(Qp))) (ﬂ'/, RPdR(Xn, K))), (045)

on obtient un module filtré, qui devrait correspondre & D}, (p), le dual de Dgr(p). Nous avons
ici dualisé la formulation de Jean-Frangois Dat car nous ne disposons pas de cohomologie a
support compact a coefficients p-adique, nous utilisons donc la cohomologie de de Rham. Une
cohomologie log-cristalline est construite par Elmar Grofe-Klénne dans [49] et devrait permettre
de munir l'espace (0.4.5) d’une structure de (¢, N)-module filtré.

Le premier résultat de cette thése est une illustration de ce principe pour les représentations
localement analytiques 3(k, £) de GL2(Q)). Pour que 'information donnée par la filtration soit



vraiment déterminante, il faut la comparer a ’action du Frobenius et de la monodromie. Soit
RT 4r(k) le complexe de de Rham du faisceau constant GL2(Q))-équivariant sur X correspon-

dant & la représentation Sym*~2(K?)' ®| det |7g+1. Comme l'espace X7, parfois appelé demi-plan
p-adique, est un espace de Stein, on a un quasi-isomorphisme D(GL2(Q)))-équivariant

RT (k) ~ [O(X) — Q1(X)] ® Sym* 2(K2) ® |det |22, (0.4.6)
On définit alors des éléments

p, N € EndDb(D(GLQ(@p)))(RFdR(k)) (047)

ainsi qu'une filtration sur RT4r(k), autrement dit une filtration du second membre de (0.4.6)
par des sous-complexes de D(GL2(Q,))-modules. Notons que pour définir les opérateurs ¢ et
N, nous utilisons le fait que le complexe (0.4.6) est scindé. En réalité, nous associons & chaque
scindage de tels opérateurs. Néanmoins, nous montrons qu’un choix de branche du logarithme p-
adique permet de fixer un tel scindage. Nous choisissons le scindage correspondant a la branche
log(p) = 0. On montre alors le théoréme suivant.

Théoréme 0.4.2. — Pour tout entier k > 2, pour tout L € K, on a un isomorphisme de
(¢, N)-modules filtrés

Hom py p(ainy (@, (2K, £)'[1], RTar(k)) ~ D(k, L). (0.4.8)

Ce résultat se ramene a un calcul d’extensions dans la catégorie des représentations localement
analytiques. Les ingrédients principaux sont les isomorphismes de Breuil et Morita, exprimant
les duaux des représentations X (k) et 3(k, £) en termes d’espaces de différentielles sur I'espace
X1. 1l se trouve que I'isomorphisme de dualité reste vrai pour les extensions finies de Q,. De
méme, les calculs d’extensions entre représentations localement analytiques ne sont pas vraiment
plus simples si I'on se restreint a Q,. Nous avons donc essayé de voir ce qu’il est possible de
faire pour GLa(L), lorsque L est une extension finie de Q.

0.4.3. Le cas de GLy(L). — Nous nous sommes intéressés aux représentations de dimension 2
de G, semi-stables non cristallines, particulierement a celles dont le module de Fontaine possede
une filtration ou interviennent des parametres analogues a I'invariant £ du cas Q. La différence
essentielle est qu’il faut désormais faire intervenir [L : Q] invariants £, un par plongement de L
dans L. Fixons K une extension finie de Q, déployant L. On note P I'ensemble des plongements
de L dans K. Si k = (ky)sep est un vecteur d’entiers > 2, et £ = (Lo )oep € KEQ! on définit
D(k, L) comme étant le (¢, N)-module filtré suivant.

Dst(V) = (L(] ®Q, K)e(] D (L() dQ, K)61

( ) Ekgf2d
pleo)=p 2 €
S (0.4.9)
30(61) :p 2d €1
N(el) = €0
DdR(V)U sij<0
FiVDgr(V)e = { K(e10 + Locoy) sil<j<k,—1
0 Sij > ka

Pour trouver un analogue de tous ces invariants £ du c6té des représentations de GLa(L), il
ne faut pas considérer des représentations localement L-analytiques, mais Qp)-analytiques. On
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définit donc une représentation localement Qp-analytiques E(E) dont le sous-espace des vecteurs
localement algébriques est isomorphe a

V (k) @ St (0.4.10)
V (k) étant la représentation algébrique irréductible de GLa(L) de plus haut poids k. On peut
alors construire une extension de représentations localement Q,-analytiques

0— B(k) = 2(k,L) — P V(k)—0 (0.4.11)

oceP
en utilisant les [L : Q,] parameétres £,. En effet, pour chaque plongement o de L dans le corps
des coeficients K, on peut considérer le logarithme o-analytique log, = o ology+Lsval, la
fonction log étant juste la fonction logarithme localement L-analytique de L™ dans L prenant la
valeur 0 en 'uniformisante 7. C’est pour pouvoir utiliser toutes ces fonctions logarithmes simul-
tanément que I'on doit travailler avec la représentation de Steinberg localement Q,-analytique.

0.4.4. Les séries principales localement (Q,-analytiques. — Pour pouvoir travailler
convenablement avec ces représentations de Steinberg localement Qp-analytiques, il importe
de bien connaitre leurs facteurs de Jordan-Hoélder. Afin de décomposer ces induites, nous intro-
duisons la notion de fonction S-analytique, ainsi que d’induite S-analytique, pour .S un ensemble
fini de plongements de L dans K. Au moyen de ces représentations nous parvenons alors a dé-
composer les induites localement Qp-analytiques du groupe GLa(L). Cette décomposition est
I'objet de la section 1.3.

0.4.5. Réalisation dans le complexe de de Rham du demi-plan de Drinfel’d. —

L’étape suivante est de vérifier que cette représentation localement analytique permet de sélec-
tionner le (¢, N)-module filtré de départ dans le complexe de de Rham de I’espace de Drinfel’d.
Par dualité de Morita, ’espace des sections globales des formes différentielles sur cet espace est
isomorphe au dual de la représentation de Steinberg localement analytique. La représentation
QY (X)) ®L, K ne donne rien d’autre que la représentation de Steinberg o-analytique. Notons
RT4r(X1) le complexe de de Rham de I'espace Xj, on peut poser, pour tout plongement o de
L dans K, RTjr(X1) ®r,, K. Méme en considérant le complexe @, RI'gr(X1) @, K, on ne
retrouve pas le dual de la représentation de Steinberg localement Q,-analytique. Il se trouve que
ce n’est pas un probléme car la sous-représentation correspondant & la somme de ces Steinberg
o-analytique permet déja de construire toutes les extensions dont nous avons besoin. Il est donc
facile de construire un module filtré a partir de E(E, 5) et de X;. Le point délicat est toujours
de construire un Lg-réseau muni d’action d’un opérateur de Frobenius et de monodromie. Soit
Dg,(GL2(L)) 'algebre des distributions de GL2(L) vu comme groupe de Lie localement Q-

-,

analytique. On construit alors Ho(k) un objet de la catégorie dérivée des Lo ®q, K-modules
muni d'une action de Dg,(GL2(L)), d’endomorphismes ¢ et N, et tel que I'on ait un isomor-

-, -,

phisme Dg, (GLa(L))-équivariant Ho(k) ®r, L ~ R qr(X1) ®g, V (k). On démontre le théoreme
suivant.

Théoréme 0.4.3. — Pour tout Le KWLQl - on a un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés
Home(D(GLQ(L))Qp)(Z(E, £)'[-1], Ho(k)) ~ D(k, £). (0.4.12)

0.5. Le cas de GL3(Q))

Notre étude des représentations localement analytiques de GL2(Q)) faisant intervenir les
invariants £ suggere que, au moins dans certains cas, le complexe de de Rham des espaces de
Drinfel’d est une structure suffisamment riche pour réaliser la correspondance de Langlands p-
adique. Il est alors naturel d’essayer de voir ce qu’il en est pour GL,,. Néanmoins, pour GL,,, il ne
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semble pas exister d’exemple aussi explicite que pour GLy révélant plus que la correspondance
locale classique. Nous nous proposons donc de faire le chemin inverse, c’est-a-dire de partir
d’une représentation de Gal(@/ Qp) de dimension 3 qui n’est pas entierement déterminée par
son module de Weil-Deligne associé, et de construire une représentation localement analytique
de GL3(Qy) telle que

Hom b pary (g, (X RLar(Az2)) (0.5.1)
soit le module filtré associé la représentation galoisienne de départ.

0.5.1. Représentations galoisiennes et représentations localement analytiques de
GL3(Qp). — Pour cela nous choisissons la situation ot la représentation lisse associée est la
représentation de Steinberg. Il se trouve qu’il existe une famille de telles représentations de
Gq,, paramétrée par les triplets £ = (£, £/, L") € K?. Par analogie avec le cas (0.3.2), nous
nommons ces parametres les invariants £ de la représentation. Plus précisément, étant donné
un tel triplet et h = (hg, h1,he) un triplet d’entiers tels que hy < hy < hg, on note D(h, L) le
(¢, N)-module filtré défini de la fagon suivante.

hothithe 4

pleg) =p~ 3 €o, N(eg) =0,
h h h
D(h,L) = Keo @ Key @ Kea, { ¢(e) = p ey, N(e1) = eo, (0.5.2)
p(e2) = pwﬂem N(ez) = ex,
D(h, L) si i < hy,
. K ! " K ih 1<i<h
Fil'(D(h, £)) (ea+ Lle1 + L"ey) @& K(e1 + Lep) s% 0+ _Z’_ 1 (0.5.3)
K(es + L'e1 + L"ep) si h1 +1 <1< hs,
0 sit> ho+ 1.

Ce (¢, N)-module filtré est faiblement admissible, il existe donc, d’apres le théoreme de Colmez-
Fontaine, une K-représentation V (h, L) de Gal(Q,/Q,), semi-stable, de dimension 3, telle que

*(V(h,L)) ~ D(h, L). Les poids de Hodge-Tate de V' (h, £) sont alors (hg, hi, ha).

Comme dans le cas de GL2(Q)), il est important de partir de la représentation de Steinberg
localement analytique. Plus précisément, notons St5" le quotient de I'espace des fonctions sur
GL3(Qp)/B par le sous-espace engendré par les fonctions localement analytiques sur GL3(Q,)/F;
pour i € {1,2}. De méme lorsque A = (hg —2, h1 —1, hg) est un poids dominant quelconque, nous
construisons une représentation 3(\) dont le sous-espace des vecteurs localement algébriques
est F ® Stz, ot F) est la représentation irréductible de GL3(Q),) de plus haut poids A. Une
partie de la theése est consacrée a la détermination des composantes de Jordan-Holder de la
représentation Y (A).

L’idée, pour obtenir une représentation X(\, L) est de construire des extensions de sous-
quotients de séries principales par ¥(\). Comme nous sommes attachés a considérer des repré-
sentations ayant des analogues modulo p, nous ne considererons pas n’importe quel sous-quotient
de cette représentation, mais principalement vE'()), vEy (M) et Fy, les vE' () étant les équiva-
lents localement analytiques des représentations de Steinberg généralisées que 1’on rencontre
dans le cas lisse.

Il est relativement aisé, en reprenant les idées de [14], de construire une représentation
Y (A, L, L) g'insérant dans une suite exacte

0—X\) =3\ L, L) — vp (A) @ v (A) — 0. (0.5.4)
On construit cette extension comme sous-quotient d’une induite parabolique de dimension 3
faisant intervenir des logarithmes p-adiques de branches £ et £'. Par construction, la classe

d’isomorphisme de cette représentation dépend réellement du couple (£, L’). On se rend alors
compte qu’il n’est pas possible de construire une extension de la forme

0—X\NL,L)—=X\NL) — F\—0 (0.5.5)
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dont la classe d’isomorphisme dépendrait de £”. Tl existe en réalité une unique telle extension non
triviale. Pour démontrer cela nous calculons certains groupes d’extensions entre représentations
localement analytiques dans la catégorie des D(GL3(Q)))-modules. Pour ce faire, nous utilisons
une suite spectrale due a Jan Kohlhaase permettant de calculer la cohomologie localement
analytique d’une induite. Pour pouvoir appliquer cette suite spectrale a notre cas, il faut encore
calculer explicitement certains espaces de cohomologie de sous-groupes unipotents de GL3(Q))
a coefficients dans certaines induites. Ce calcul fait ’objet du chapitre 2.4. La stratégie de
Jan Kohlhaase ([63]) a permis de généraliser au cas de tout A dominant ces résultats que je
n’avais obtenus a l'origine que dans le cas A = 0 par un calcul direct. Plus précisément, nous
nous attachons a déterminer les foncteurs EXt((I}Lg,(Qp), y» les extensions dans la catégorie des
GL3(Qp)-représentations localement analytiques de caractere central A| Z(GL3(Qp))-

Au terme de ces calculs, on peut observer que ’espace ExtéLS(Qp% VBN L, L)) est de
dimension 2, ce qui permet, en utilisant l'interprétation de Yonéda des groupes d’extensions,
d’obtenir un complexe de représentations localement analytiques dont la classe d’isomorphisme,
dans la catégorie dérivée, dépend des trois parametres £, L', L.

0.5.2. L’apparition du dilogarithme p-adique. — Il s’agit ensuite de trouver une paramé-
trisation des éléments de ExtéLS(Qp))\(F)\, Y(A\, L, L") afin d’associer un cocyle a tout £L” € K.

Tout d’abord on remarque que EXtQGLg,(Qp),)\ (Fx, 2(X\, L, L)) est un quotient de ExtéLs(Qp)’A(FA, 2(A))
par un certain nombre de relations dépendant de £ et £'. Lorsque 1'on fait la liste des éléments

de EXtéLg(Qp), A(Fy, (X)), on se rend compte qu'un certain nombre d’entre eux sont le résultat

de cup-produits

EXtGLy(@p) . (F2 VBT (V) X Extir, g, (VB (A), 2(V) = Extgp, q,) 2 (FA, Z(V).  (0.5.6)

et s’expriment donc comme produits de logarithmes p-adiques. Cependant, cette méthode ne
permet pas de les décrire tous. Nous montrons que, dans le cas A = (0,0,0), les cocycles
supplémentaires peuvent étre décrits au moyen du dilogarithme p-adique. Le dilogarithme p-
adique dépendant lui aussi d’un choix de branche, cette description nous donne au final une
paramétrisation des éléments de ExtéLB(@pM(F N, 2(A, £, L") en fonction de £” € K. Quand
A est un poids arbitraire, on obtient une paramétrisation en combinant le cas A\ = 0 avec
une méthode inspirée des foncteurs de translation de la théorie des représentations de groupes
algébriques.

Au final, nous associons a tout triplet £ = (£, £, L") un complexe de représentations locale-
ment analytiques, de longueur 2, que 'on note (A, £). On a

H' X\ L) =2\ L, L), HYZ(\L)) = Fh. (0.5.7)

0.5.3. La réalisation géométrique. — Rappelons que 'on note Xy 'espace rigide analy-
tique de dimension 2 dont ’espace des C,-points est le complémentaire dans PQ(CP) de I'union
des Cp,-points des hyperplans Qp-rationnels. Il est muni d’une action du groupe GL3(Q,). Cet
espace est un espace de Stein, son complexe de de Rham est donc le complexe des sections glo-
bales. On note Q¢(X5) I'espace des i formes différentielles globales sur X. D’aprés Schneider et
Teitelbaum, I'action de GL3(Q,) sur X2 munit Q°(X,) d’'une structure de D(GL3(Q,))-module.
D’apres Schneider, Teitelbaum, Pohlkamp et Orlik ([84], [72]), ce D(GL3(Q,))-module est méme
coadmissible. Nous notons désormais RI'yz(X) le complexe de de Rham de X5 vu comme objet
de la catégorie dérivée des D(GL3(Qp))-modules. Si A est un poids dominant, on note RI'jr(\)
le complexe RI'gr(X2) tensorisé par la représentation de dimension finie F, c’est encore un
complexe de D(GL3(Q)))-modules coadmissibles. Plus géométriquement, on pourrait aussi voir
ce complexe comme le complexe de de Rham associé au dual du faisceau GL3(Q))-équivariant
de plus haut poids A. La cohomologie de de Rham de l’espace X5 a été calculée par Peter
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Schneider et Ulrich Stuhler dans [79], la cohomologie du complexe RI'gr(\) s’en déduit aussi-
tot. La connaissance de cette cohomologie permet alors, par les mémes techniques que dans le
cas GL2(Q,), de prouver que le complexe RI'4r(\) est scindé.

Notons %(\, £)’ le dual du complexe X(, £) et D*(D(GL3(Q,)) —mod)) la catégorie dérivée
bornée des D(GL3(Q,))-modules de caractére central —\|z(qrs(q,))- Les mémes constructions
que dans le cas du groupe GL2(Q,) permettent de définir une structure de (¢, N)-module filtré
sur ’espace

Hom’Db(D(GLS(Qp))—mOd),\ (E()\, é),[_IL RFdR<)‘))7 (0'5'8)
constructions qui dépendent d’un choix de scindage s du complexe RIT4r(\). Nous notons
Dy(X(\, £)'[-1]) ce (¢, N)-module filtré.

La derniére partie de cette thése a pour objet de montrer que les complexes 3(\, £) permettent
de retrouver les (¢, N)-modules filtrés D(\, L) dans la cohomologie de de Rham de X;. Le
résultat que nous obtenons est le suivant.

Théoréme 0.5.1. — Il existe un scindage s et un polynome @ € Qu[X,Y] de degré 2 tels
que, pour tout L € K3, les (o, N)-modules D(h, (L, L', L" —Q(L, L"))) et Ds(X(\, L) [-1]) sont
isomorphes.

Dans le cas de GL2(Q,), 'argument clé de la preuve du théoréme 0.4.2 est la dualité de Morita
entre (k) et O(k). Dans le cas présent, il faut également comparer le dual de la représentation
Y (A) avec une série discréte holomorphe D A2), @ la différence que cette fois-ci, ces espaces ne
sont plus isomorphes. Dans le cas ou A = 0, l'espace D) (q) est 02(X3) et on obtient une injection
stricte Q2(X2)" — X(0). En général on a aussi une injection stricte de Df\(Q) dans 3(A). Une
partie technique de la preuve consiste a décomposer ces espaces et comprendre les différentes
extensions entre leurs composantes de Jordan-Holder afin d’identifier I'image de

ExtéLS(QpM(D)\(Q), F) — ExtéLg(QpM(Z()\)’, F). (0.5.9)

0.6. Questions et perspectives

Dans les deux cas traités, GLa(L), pour L une extension finie de Q,, et GL3(Q)), la structure
de (¢, N)-module filtré provenant du complexe de de Rham semble un peu arbitraire, elle dépend
toujours d’un choix de scindage de ce complexe. Ce choix de scindage correspond a la définition
d’un endomorphisme de Frobenius sur la cohomologie de de Rham. La cohomologie log-rigide
construite par Elmar Grofie-Klénne dans [49], ainsi que son isomorphisme a la Hyodo-Kato
devraient donner un endomorphisme de Frobenius « géométrique » sur la cohomologie de de
Rham. Il serait tres intéressant de prouver que le scindage s du théoreme 0.5.1 est bien d’origine
géométrique. Bien entendu, 'auteur s’attend a ce que ce soit le cas.

Si c’est le cas, la question se pose alors d’identifer la permutation o. Cette question est a rap-
procher des différentes définitions de 'invariant £ d’une forme modulaire. Dans le cas des formes
modulaires, Adrian Iovita et Michael Spief3 ont prouvé que la définition de Fontaine-Mazur, par
la théorie de Fontaine, et la définition de Coleman, par intégration p-adique, coincident. Il s’agit
encore de comparer la branche d’un logarithme p-adique avec un parametre de filtration de Fon-
taine dans la cohomologie d’une variété. Dans le cas des formes modulaires, la preuve de Iovita
et Spief3 fait appel a la description par Coleman et Iovita de I'isomorphisme de Hyodo-Kato en
termes d’intégration p-adique pour les courbes. Il semble naturel, pour répondre a cette ques-
tion, de chercher le méme genre de comparaison pour les surfaces. La double intégration des
2-formes devraient alors faire apparaitre des dilogarithmes p-adiques.

Par ailleurs, il serait aussi trés utile d’élucider la structure du complexe X(\, £) = [C° — C1].
Si sa classe de Yonéda est connue, je ne sais pas identifier les représentations qui interviennent
en dehors de sa cohomologie. Ce complexe est-il quasi-isomorphe a un complexe de représen-
tations admissibles ? Si la réponse a cette question est affirmative, on peut se demander si la
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représentation C° ne contient pas un sous-objet dépendant déja des trois parametres £, L’
et £”. Autrement dit, est-ce que I'apparition de complexes pour la correspondance de Lan-
glands p-adique est irréductible ou est-ce un moyen commode et temporaire pour « remplacer »
certaines représentations localement analytiques encore inconnues ? On pourrait envisager I’exis-
tence d’une représentation ¥ dépendant des parametres £, £/, L, et peut-étre encore d’autres,
telle que Ds(X'[—2]) soit isomorphe & Dy (X (A, £)'[—1]). Je n’ai pas réussi a construire une telle
représentation au moyen des représentations localement analytiques connues, les sous-quotients
de séries principales. Il est donc possible que d’autres représentations aient ici un réle a jouer.
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CHAPITRE 1

REPRESENTATIONS p-ADIQUES DE GL,(L) ET
CATEGORIES DERIVEES

1.1. Introduction

Ces dernieres années, l’existence d’une correspondance entre représentations p-adiques de
dimension 2 du groupe G, = Gal(Q,/Q,) et représentations unitaires de GL3(Q,) sur des es-
paces de Banach p-adiques s’est considérablement précisée. Cette recherche a commencé sous
I'impulsion de Christophe Breuil et une des premiéres constructions fut celle de représentations
localement analytiques de GL2(Q),) associées & une représentation semi-stable non cristalline de
G, en dimension 2. Ces représentations font apparaitre un parametre de la représentation galoi-
sienne, I'invariant £, invisible sur la correspondance de Langlands locale classique. Une premiére
certitude que ces représentations sont des objets pertinents fut la vérification par Christophe
Breuil et Ariane Mézard ([16]) que, dans certains cas, leur complété unitaire universel est non
nul, admissible, et que sa réduction modulo p est compatible avec la correspondance modulo p
définie dans [13]. Nous savons maintenant, suite a des travaux de Laurent Berger, Christophe
Breuil et Pierre Colmez ([29], [3]) que c¢’est toujours le cas. Une autre confirmation de I'intérét
de ces objets vient d’une remarque faite par Alain Genestier a la suite de discussions avec Chris-
tophe Breuil et Jean-Francois Dat. Toujours dans le cas semi-stable non cristallin, on devrait
retrouver le module de Fontaine associé a la représentation galoisienne en considérant 1’espace
des morphismes, dans une catégorie dérivée bien choisie, entre le dual de la représentation loca-
lement analytique et le complexe de de Rham du demi-plan de Drinfel’d. Le fait de considérer
le complexe comme objet de la catégorie dérivée et non juste les espaces de cohomologie est
proche des idées apparaissant dans les travaux de Jean-Francois Dat ([34], [33]). C’est ce ré-
sultat que nous démontrons dans cet article. En écrivant la démonstration, nous nous sommes
rendus compte que les calculs et constructions effectués ne sont pas spécialement propres au
corps Q, : ils devraient fonctionner aussi bien sur une extension finie L. C’est pourquoi nous
sommes tentés de définir des représentations localement Q,-analytiques S (k, £) de GLy(L) ne
faisant plus intervenir un seul invariant £, mais une famille L= (L,) indexée par les plonge-
ments de L dans une cloture algébrique. Au passage nous avons été amenés a déterminer les
composantes de Jordan-Holder des induites localement Q,-analytiques de GLa(L).

Cependant nous ne sommes pas certains que les E(E, E) soient les bons objets dans le cas
L # Q,. En effet, 'examen de la situation modulo p par Breuil et Paskunas ([17]) suggere que
tout est plus complexe. Par exemple, il n’est pas clair que son complété unitaire universel soit
admissible. On peut néanmoins s’attendre a ce que les représentations E(E, E) interviennent
comme sous-objets des « bonnes » représentations.



1.1.1. Notations. — On fixe L une extension finie de Q,,, d = [L : Q] et 7, une uniformisante
de L. Soit Ly le plus grand sous corps non ramifié de L, on pose dy = [Lg : Qp]. On désignera
toujours par K une extension finie de Q, contenant les racines 2dp-iemes de I'unités, ainsi qu'une
racine 2d-itme de p que nous fixons. La notation pzé a donc un sens pour a € Z. On demande
aussi que

[Pl =d=I[L:Q,

ou P = Homyy(L, K). Dans la suite K joue toujours le role d'un corps de coefficients, nous
nous autoriserons donc a I’élargir si le besoin s’en fait sentir. En général, si E désigne L ou K,
on note O son anneau d’entiers et Fg son corps résiduel.

On a alors un isomorphisme d’algebres 6

L®@pK = @K
oeP

f@e — (0(f)e)o-

Si M est un L ® K-module, on note M, = M ®rgKk,, K. Le morphisme 6 permet de voir M,
comme un sous-(L ® K)-module de M et un facteur direct. On a alors un isomorphisme de
K-espaces vectoriels

M~ @ M,.
oeP

Si m est un élément de M, on note m, sa composante appartenant a M, via 'isomorphisme
ci-dessus.

On appelle caractére de Lubin-Tate le caractére de Gal(L/L) correspondant au caractére
x — x|z| par la théorie du corps de classes locale, ou 'on choisit d’envoyer uniformisantes sur
frobenius arithmétiques.

Sia€ Letr>0,onnote D(a,r) le disque fermé de centre a et de rayon 7.

Si o est un plongement de L dans K et £ € K, on note log, » 'unique morphisme de groupes
topologiques L* — K coincidant avec o o log sur 1+ 7,0y, et vérifiant log, (71) = L.

Si k = (k,) est un vecteur de d entiers indexés par P, on définit |k| = > o ko. On note e(k)
le caractére a — [[o(a)*> de L* & valeurs dans K*.

On pose

t:(%)Pl),u:(g(l)),u*:(?g)’w:((1)_01),

Si o € P, on note ug, ts, ... les éléments de gly(L) ®g, K obtenus par la recette expliquée plus
haut.

On note Stq, la représentation de Steinberg de GL2(L). Il s’agit du quotient de I'espace des
fonctions localement constantes de la droite projective P!(L) vers Qp par le sous-espace des
fonctions constantes. C’est une représentation lisse irréductible, et donc admissible, de GLo(L).
Si E est une extension finie de Q, on note Stg = Stg, ®q, . Nous choisirons le plus souvent
E = K, c¢’est pourquoi nous écrirons St = Sty.

Si V est un K-espace vectoriel topologique, on note V' son dual topologique muni de la
topologie forte ([78], §9).



1.1.2. Enoncé des résultats. — Supposons pour simplifier que L = Qp. Soit L € K. On
note V(k, L), pour k > 2, la représentation galoisienne dont le module de Fontaine est

DL (V(k, L)) = Keg @ Key
k-2
¢(eo) =p 2 eo
k
p(e1) =p2eq
N(el) = €0

D% (V(k, L)) sin<0
Fil"(D(V(k,L))) = { K(e1 + Leg) sil<n<k-1
{0} sin>k

Breuil construit dans [14], une représentation localement analytique de GL2(Q)) s’insérant
dans une suite exacte

0 — N(k) — X(k, £) — Sym*2K? — 0,

ol X(k) est le quotient d’une série principale localement Q,-analytique et ot la classe d’isomor-
phisme de I'extension dépend du parameétre L.

Soit X' le demi-plan de Drinfel’d. Nous aimerions dans un premier temps définir D (X(k, L))
comme étant

Homp, (£(k, £)'[~1], RTar(X) @ (Sym" 2 K?)))

ol Dy, est la catégorie dérivée des D(GL2(Q)), K)-modules coadmissibles de caracteére central
a— a>F. Cet espace est de dimension 2. I serait alors tentant de tirer parti de I’isomorphisme
de Grofie-Klonne RI'gpr(X) =~ RI'iq(X) (voir [49]) pour munir Dy(X(k, £)) d’endomorphismes
¢ et N lui donnant ainsi une structure de (¢, N)-module. En utilisant une méthode de Schneider
et Stuhler, on peut filtrer le complexe RTgr(X) ® (Sym*~2K?)’ pour faire de Dy(X(k, £)) un
(¢, N)-module filtré. Cependant nous expliquons dans la remarque 1.6.2 pourquoi une telle
approche n’est pas possible, du moins dans 1’état actuel des connaissances. C’est pourquoi
nous construisons Dy (X(k, L)), dans la partie 1.6.1, en ne faisant intervenir que la théorie des
représentations de GL2(Qp). On pose

Dy, (X (k, £)) = Homp, (X(k, £)'[-1], H(K)),

ot H(k) est I'objet (Sym*2K2?) @ (Sym* 2K?) ® St'[—1] de la catégorie Dj. L’endomor-
phisme ¢ est alors défini comme la multiplication par p% sur (Symk_zK 2) et par pg sur
(Sym*~2K?) ® St’. L’endomorphisme de monodromie N provient simplement d’un élément de
ExtéLQ(@p)(Symk_QKQ, (Sym*~2K?) ® St). Enfin, on munit Dy(X(k, £)) d’une filtration en uti-
lisant un morphisme X (k)'[—1] — H(k) qui, dans le cas k = 2, n’est autre que l’application
naturelle Q'[—1] — RI4r(X) composée avec I'isomorphisme de Morita Q! ~ ¥(2) et un scin-
dage RT4r(X) ~ HY, & H}p[—1], ce dernier étant isomorphe a H(2) grace a 'isomorphisme de
Schneider et Stuhler ([79]).

Dans le cas plus général ol L est une extension finie de Q, et k est un vecteur d’entiers > 2
indexé par les plongements de L dans K, plusieurs difficultés surgissent. Tout d’abord, si ’'on
écrit le module de Fontaine associé a une représentation semi-stable non cristalline, plusieurs
invariants £ apparaissent, un pour chaque plongement de L dans K. Plus précisément, notons



-,

D(k, L) le (¢, N, L, K)-module filtré

(D(Ea E) QLo L)y, sij<0
Fil/(D(k, £) ®1, L)o = { K(e1, + Loeoy) si1<j<ky—
0 sij > ks
La généralisation de la représentation X (k, L) de Breuil est alors une extension
0~ S(F) — 5, £) Vi) — 0,

ot V(xz) est la représentation algébrique irréductible de plus haut poids xj (voir le §3 pour
plus de détails).

Une autre difficulté est que pour avoir une structure de (¢, N, L, K)-module filtré sur
Homp_ (¥'[~1], RT4r(X)), il faut maintenant définir une Ly®q, K-structure munie d’opérateurs
p et N Nous expliquons au §5 comment contourner ce probléme et définir un (¢, N, L, K)-
module filtré D7 (X)) pour toute représentation X localement Q,-analytique admissible de GL2 (L)
ayant e(k) pour caractére central.

Ceci construit, notre résultat principal est alors

=,

Théoréme 1.1.1. — Le (¢, N, L, K)-module filtré DE(E(E, )) est isomorphe au module de
Fontaine D(k, L).

1.1.3. Plan du chapitre. — Dans le chapitre 1.2, nous déterminons la forme des modules
de Fontaine associés aux représentations p-adiques semi-stables non cristallines de Gal(L/L) en
dimension 2. Dans le chapitre 1.3, nous démontrons la décomposition des induites localement
Qp-analytiques de caracteres pour GLy(L). Au chapitre 1.4 nous rappelons quelques généralités
sur la cohomologie localement analytique des groupes localement analytiques p—adlques que
nous appliquerons dans le chapitre 1.5 afin de construire les représentations Z(kz E) a partir
de morceaux de séries principales et en déduire plusieurs propriétés sur leurs extensions. Le
chapitre 1.6 est consacré a la construction des (¢, N, L, K')-modules filtrés D(V') au moyen du
demi-plan de Drinfel’d et a la preuve du résultat principal.

1.2. Modules de Fontaine

Soit (p, V') une représentation semi-stable non cristalline de Gal(L/L) sur un K-espace vec-
toriel V' de dimension 2. On pose

D%(V) = Homg, (V, Bg) S F/ D),

C’est un (¢, N, L, K)-module filtré admissible. Rappelons qu’'un (¢, N, L, K )-module filtré est un
Lo®q, K-module libre de rang fini D muni d’un endomorphisme bijectif ¢ qui est Lo®q, K-semi-
linéaire (par rapport au Frobenius sur Ly et I'identité sur K), d’un endomorphisme nilpotent



Lo®q, K-linéaire et d’une filtration décroissante exhaustive de Dgr = L®pr, D par des L®q, K-
sous-modules. On note

tn(D) = idimg, DIi],
i
ot D[i] est le Ly ®q, K sous-module de pente i pour ¢ et
tg(D) = Z i dimy, gr'(L ®r, D),

(2
ot gr'(D) désigne le i-iéme gradué de la filtration. La condition d’admissibilité s’exprime alors
par ty(D) = tg(D) et ty(D') > tg(D') pour tout Ly ®gq, K-sous-module D’ stable par ¢ et
N, muni de la filtration induite. Les poids de Hodge-Tate de D sont les sauts de la filtration.

Pour un plongement o de L dans K, on peut considérer le K-espace vectoriel Dy = (Dyr)® (1 K,0)
K. 1l est filtré par Fil" D, = (Fil" Dyr) ®(1ek,0) K- L'égalité

Dar = P Do
ainsi que la stabilité par L ®g, K de la filtration induisent des égalités
Fil*(Dg4r) = @ Fil" D, .
ag

Un poids de Hodge-Tate h est dit de type S, pour S un ensemble de plongements de L dans K,
si S est exactement I'ensemble des o tels que h soit un poids de la filtration (Fil"D,).

Quitte a tordre la représentation p par un caractére, on peut supposer qu’elle n’a pas de
poids de Hodge-Tate strictement négatif, que 0 est un poids de type P et que la représentation
detg p est donnée par un caractere de la forme

[1(c o xLr)™, (1.2.1)
g
ou xrr est le caractére de Lubin-Tate. Nous nous intéresserons exclusivement au cas ou les h,
sont tous strictement positifs, nous dirons dans ce cas que p est a poids de Hodge-Tate non
dégénérés.
Lemme 1.2.1. — Si Dy et Dy sont les (¢, N, L, K)-modules filtrés associés aux K-repré-
sentations p1 et p2, alors le (¢, N, L, K)-module filtré associé a p1 @ p2 est D1 @r,ox Da.

Démonstration. — 1l est connu que le (¢, N, L, K)-module associé & p; ®q, p2 est D1 ®r, Da.
On sait de plus que p; ®k p2 est le conoyau de la fleche

(p1 ®q, po) Q] p1 ®q, P2
(i @ yi)i — Lilairi) © yi — i @ (aiyi)]
ou la famille (a;) est une base de K sur Q,. L’exactitude du foncteur D, ([45], 5.1.7) prouve
le résultat. O

Lemme 1.2.2. — Le (¢, N, L, K)-module filtré associé a la représentation det g p est isomorphe
a detLo(X)@pK D:t(V) .

Démonstration. — Soit n la dimension de V sur K. On a detg V = A% V. C’est le noyau de
I’application
®nK V - ®s€6n (®n V)
Qv = (Qv; — €(5)(RVs(s)))sew,, -



11 suffit alors de remarquer que D7, est un ®-foncteur exact de la catégorie des représentations
admissibles dans la catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles. O

Notons alors h% < h! les poids (comptés avec multiplicité) de la filtration (Fil" D, ). Le lemme
1.2.2 ainsi que (1.2.1) impliquent que h2 = 0 et h. = h,. Comme p est & poids de Hodge-Tate
non dégénérés, h) < hl. Posons k, = hy + 1 et k = (ky)oep-

Par ailleurs, comme V n’est pas cristalline, 'opérateur N est non nul. Comme ker N est
stable par ¢, ¢’est un Ly ® K-module libre, nécessairement de rang 1. On peut donc choisir eg
dans ker N tel que ker N = (Lo ® K )ep. On a de plus, ¢(eg) = aeg avec a € (Lo ® K)*. Soit e
tel que N(e) = eo, (e, eq) est alors une base de D sur Lo ®q, K. Posons

p(e) = Be + yeo.

Larelation Ny = ppN implique alors que 3 = pa. En posant e; = e—ya~leg, on a p(e;) = pae;
et N(e1) = eg. Cherchons maintenant a modifier (ep,e;) de facon que « soit d’une forme
particulierement simple. L’isomorphisme Lo ® K =5 K% permet d’écrire a comme un do-uplet
(a1, ..., aq,). Supposons maintenant K suffisamment grand pour qu’il contienne une racine do-
ieme du produit des «;, ce produit étant justement la norme de la K-algebre Lo ® K appliquée
a I’élément a. Soit = une telle racine. On peut alors remarquer que I'élément (1®2z)a~! est dans
le noyau de cette norme, donc d’apres le théoreme 90 de Hilbert (pour la K-algebre Lo ® K),
il existe un élément B € Lo ® K tel que

_ o),
(lezx)= 5o

On a alors

p(Bei) = (p* @ z)(Be;).
On remplace donc désormais e; par Ge;. Il est facile de vérifier qu’un élément 1 ® x est de la
forme % si et seulement x est une racine dp-ieme de I'unité. En utilisant le lemme 1.2.2 ainsi
que la forme de detg p, on voit qu’il existe une racine dp-ieme ( telle que

|E|

—d
(G,

pr® =p
et donc une racine 2dg-ieme ¢’ telle que

, |k|—2d
€T = <p 2d

Quitte & tordre p par 'unique caractére non ramifié d’ordre 2 de Gal(L/L), on peut choisir la
base (eg,e1) de telle sorte que D7, (V') soit de la forme

(V)
K| —2d
w(eg) =p 2@ eg
||
p(e1) =p2e;
N(el) = €0
Dip(V)s sij<0
; K o La o il S . S ko’ —1let S
il (Dj(V),) = § 1\ T o) STTE T o
Keg sil<j<k,—letocels
0 sij> ks



—

ot L= (Ls)s¢s € K d=15] ¢t S est un ensemble de plongements de L dans K tel que
Z h < ZO’EP hg
g = 2 .

oeS

On note V(E, c, S) P'unique représentation galoisienne dont le (¢, N, L, K)-module a cette
forme, et si x est un caracteére de Gal(L/L), on pose V (k,L,S,x) =V (k,L,S) ® x.
Ce qui précede peut se résumer dans la proposition suivante

Proposition 1.2.3. — Si (p, V) est une représentation p-adique semi-stable non cristalline de
dimension 2 de Gal(L/L). Supposons en plus que ses poids de Hodge-Tate sont non dégénérés.
Alors V' est isomorphe d une et une seule représentation V (k, L, S, x).

Nous nous intéresserons désormais uniquement aux représentations V' a poids de Hodge-Tate
non dégénérés et telles que S = @. On note D(k, L) = D%, (V (k, L, 2,1)).

Remarque 1.2.4. — Soit F' un corps de nombres totalement réel de degré d sur Q et m une
forme automorphe irréductible cuspidale de GLo(F') de poids (kq, ..., kq) ou tous les k; sont des
entiers > 2 de méme parité. Supposons qu’en une place v divisant p, 7, soit de niveau Iwahori,
c’est-a-dire dim(m,)! = 1, ot I est le sous-groupe d’Iwahori de GLa(F,). Il est trés probable
que si pr est la représentation galoisienne globale associée a , la localisation de p, en v est de
la forme V(E, c, z,X).

1.3. Représentations S-analytiques

1.3.1. Généralités. — Soit M une variété localement L-analytique. Si V est un K-espace
vectoriel localement convexe séparé, on peut définir, suivant [66] 2.1.10 (voir aussi [83] §2), I'es-
pace des fonctions Qp-analytiques de M dans V' comme étant 'espace des fonctions localement
analytiques de Mg dans V, oit M est obtenu par restriction des scalaires de L a Q, a partir de
M. On note C%=9"(M, V') I’espace de ces fonctions. Si  est un point de M, on peut associer
a tout élément f de CQP*G”(M , V) sa différentielle en z, c’est un élément df, appartenant a
Homg, (T M,V) = Homg (T, M ®q, K,V), T M étant I'espace tangent & M en z. L’espace
T, M est muni d’une L-structure et est de dimension dimy, M sur L, ainsi 'espace T, M ®q, K
est un L ®q, K-module libre de rang dimy, M.

Définition 1.3.1. — Soit S un ensemble fini de plongements de L dans K et Ig 'idéal noyau
du morphisme d’algebres s obtenu par composition de 6 avec la projection de @,cp K sur
@D, cs K. Une fonction Q,-analytique de M dans V' est dite S-analytique si pour tout x € M
I'application df, s’annule sur Is ®@rgr (T M ®q, K).

L’ensemble des fonctions S-analytiques est un sous-espace fermé de C%~**(M,V). On le
munit de la topologie induite et on le note C°~* (M, V).

Définition 1.3.2. — Onnote Dg(M, K) le dual continu de C*~**(M, K) muni de la topologie
forte ([78] §9). Ses éléments sont appelés les distributions localement S-analytiques.

Exzemple 1.3.3. — Si n € N? est un d-uplet (n,) d’entiers positifs, on note, pour z € L,
22 = [],o(2)". Si M = O, une fonction localement Qp,-analytique f de M dans K peut
s’écrire, au voisinage de zg € O,

F(2) = > an(z0)(z — 20)™,

neNd



ot les ap(2p) sont des éléments de K. On désignera par z, la fonction z — o(z). On a

0
T M ~L—
x 92’
o)

et on définit alors par 57— la T;) M ®[, » K-composante de % via l'isomorphisme

o

TooM ®q, K ~ P TeeM @14 K.

On a donc
J 0
9 = 2Bz
On vérifie alors que %zal = 1 si et seulement si 0 = ¢/, et 0 dans le cas contraire. Ainsi f
est localement S-analytique si et seulement si a,, = 0 lorsque n a son support hors de S. De
méme ’ensemble des fonctions f localement S-analytiques vérifiant gz—; f =0 (pour un o € S)

est I’ensemble des fonctions de la forme
n—1
k
>z fr
k=0

ou chaque fj est une fonction localement S\ {c }-analytique.

Il est alors immédiat de généraliser la définition de [83] §3. Soit G un groupe de Lie L-
analytique.

Définition 1.3.4. — Une représentation V de G est localement S-analytique si V' est un
espace vectoriel muni d’une topologie séparée localement convexe tonnelée et G agit sur V' par
endomorphismes continus. On impose de plus que pour tout v € V, I'application de G dans V'
définie par g — gv soit localement S-analytique.

Si G est un groupe de Lie L-analytique, et V' une représentation localement Q,-analytique

de G sur V, on a une action Q,-linéaire de ’algebre de Lie g de G sur ’espace V' définie par
d
o= aexp(tlﬂ) “vli=0-

Par Q,-linéarité, elle se prolonge en une action de I’algébre de Lie g ®g, K. Cette dernicre est
en fait une algebre de Lie sur 'anneau L ®g, K. On note gs la somme directe des K-algebres
de Lie obtenues par changement de base de L a K via o lorsque o parcourt S. L’algebre de Lie
gs est également le quotient de g ®q, K par I'idéal

Js =1Is ®rek (8 ® K).

Lemme 1.3.5. — Une fonction Qp-analytique f : G — V est S-analytique si et seulement elle
est annulée par les éléments de Jg pour l'action par translation a gauche (resp. a droite) de G

sur CL= (G, V).

Ainsi, si (p, V) est une représentation S-analytique, 'action de g® K sur V' se factorise par gg.

On peut utiliser les fonctions S-analytiques pour construire des représentations localement S-
analytiques de G par induction. Supposons en effet que (p, V') soit une représentation localement
S-analytique d’un sous-groupe H fermé, L-analytique de G. On note Indg(p)sf‘m I’espace des
fonctions S-analytiques de GG dans V telles que pour tout g € G, h € H :

flgh) = p(h™") f(g).



On munit alors cet espace d’une action de G par translation a gauche, ce qui en fait une repré-
sentation S-analytique. On ’appelle I'induite localement S-analytique de H a G de p.

Nous avons besoin ici d’une généralisation du critére d’irréductibilité de Frommer (dont la
preuve a été complétée par Orlik et Strauch dans [70]) afin de prouver que le procédé d’induction
permet de construire des représentations topologiquement irréductibles.

Soit & un groupe réductif sur L, ¥ un sous-tore déployé maximal, 8 un sous-groupe parabo-
lique contenant ¥, M le sous-groupe de Levi de P contenant T. On note G = & (L), T = %(L),
P = B(L) et M = M(L). Soit p une représentation localement S-analytique de M sur un
K-espace vectoriel V' de dimension finie. Par inflation, p donne une représentation de P. Soient
p et g les algébres de Lie de P et G respectivement. On note p’ la représentation de pg sur
lespace dual de V. L’action de pg sur V' se prolonge en une action de U(pg). On note alors
mg(p) le module de Verma généralisé

ms(p) = U(gs) Qups) V'
La généralisation du critere d’irréductibilité de Frommer, Orlik et Strauch ([70]) est alors

S—an

Théoréme 1.3.6. — Simg(p) est un U(gs)-module simple, la représentation Ind%(p) est

topologiquement irréductible.

Ce théoréeme se prouve exactement comme celui de Frommer, Orlik et Strauch, a quelques
différences pres que nous expliquons a la fin de ce chapitre.

1.3.2. Représentations algébriques. — Soit G un groupe réductif déployé défini sur L.
On note G sa restriction a la Weil de L a @Q,. Une fonction de Go(Qp) = G(L) dans K est dite
Qp-algébrique si elle est dans I'image de I'injection

K[Go} — C(GO(@p)v K)

L’algebre K[Gg] est lalgebre des fonctions K-rationnelles sur la variété algébrique Gg. Cette
fleche est une injection par densité de Zariski des Q,-points de Gy dans les Q,-points ([52],
§34.4). Une représentation Qp-algébrique de G est alors une représentation de dimension finie
de G(L) sur un K-espace vectoriel dont les applications orbites sont Q,-algébriques. Il est facile
de vérifier qu’une telle représentation est la restriction a Go(Q,) d’une représentation algébrique
de Go ®q, K. On sait alors que les représentations algébriques irréductibles de Go ® K sont
en bijection avec les d-uplets (p,)sep OU py est une représentation algébrique irréductible du
groupe G ®r, » K. Cette bijection étant donnée par

(pa) — ®pa'

On peut étre plus explicite. En effet si on fixe T un tore déployé maximal de G et un sous-groupe
de Borel B contenant T', les représentations irréductibles de G ®, » K sont en bijection avec les
caracteres dominants (relativement a B) de

T®L,0 K.

Soit w I’élément le plus long du groupe de Weyl de G et x“ le caractére de T défini par
x“(t) = x(w~tw). Cette bijection est alors donnée par

o—alg
)

X — Ind§(x")



ot Ind(x™)?~9 est simplement I'induite algébrique, L étant considéré plongé dans K via o.
On remarquera que cet espace est isomorphe a lespace des fonctions o-algébriques de G(L)
dans K telles que

FCb) =x"(0) ()
pour tout b € B(L). Tout caractere Qp-algébrique x de T'(L) peut s’écrire comme un produit
11 xo ou xo est og-algébrique. De plus x est dominant si et seulement si chaque x, est dominant.
On a finalement une bijection entre représentations irréductibles Q,-algébriques de G(L) et
caracteres Qp-algébriques dominants de 7'(L) donnée par

I xo — & Idg}) (x2)7 . (1.3.1)
oEP oc€eP

Remarquons que cette représentation peut encore étre décrite comme ’espace des fonctions
Qp-algébriques de G(L) = Go(Qp) dans K vérifiant

FCO)=x"(0)7 ()
pour tout b € B(L) = By(Q)) et muni de 'action par translation & gauche.

Définition 1.3.7. — Si x est un caractere Q,-algébrique dominant de T'(L), on note V(x) la
représentation définie par (1.3.1).

Soit N le radical unipotent de B.

Proposition 1.3.8 ([57], prop I1.2.11). — Si x est un caractére dominant o-algébrique de
T, notons V' la représentation irréductible o-algébrique de G de plus haut poids x. Alors l’espace
des N-invariants de V' est isomorphe a x comme T-représentation et l’espace des coinvariants
est isomorphe a XV ot w est 'unique élément de longueur mazimale dans le groupe de Weyl de

G.

1.3.3. Induites localement S-analytiques. — On fixe désormais une partie S non vide de
P jusqu’a la fin du chapitre 2. Considérons G = GLz(L), P le sous-groupe des matrices trian-
gulaires supérieures, N le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures et 1" le sous-groupe
des matrices diagonales. Soit x un caractere localement S-analytique de T'. Par inflation on peut
aussi le voir comme une représentation localement S-analytique de P. Nous allons ici étudier
les sous-quotients de la représentation Ind% ()", Orlik et Strauch mentionnent déja  la fin
de l'introduction de [70] que leur théoréme permet de décomposer des induites Qp-analytiques
dans le cas ot L est une extension quadratique de Q,. En effet, dans ce cas, ses composantes
de Jordan-Holder peuvent s’exprimer en termes d’induites localement L-analytiques classiques.
Dans le cas général, nous devons avoir recours a des induites localement S-analytiques pour S
non réduit a un singleton.

Posons

X (8 2) = x1(a)x2(d).
S—an

Quitte & considérer la représentation Ind%(x)* =" @ (x1 o det)™! = Ind%(x(x1 o det) 1) ,
on peut considérer qu’au voisinage de 1,
x (§9) = 11 exp(cso(logd)),
oc€S
avec ¢, € K. On désigne par P(S, x) 'ensemble des o € S tels que ¢, € N. Pour o € P(S, x),
on pose alors

Xo (82) = U(d)ca'
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Pour S’ C P(S, x), on peut écrire

x=II x| x¥.
oes’

ot X% est un caractére localement S\S’-analytique. On note aussi S¢ = S\P(S,x) et ¥ =

P8,

Considérons pour 'instant le cas ou P(S, x) = &. Au voisinage de 1 on écrit
x = 1 %o,
ceS
ou
Yo (8§) = exp(co(x)o(log d)).
Or, d’apres [36] 7.6.24, le module de Verma U(go) @y (p,) (15 ') est simple. Ainsi la formule

U(gs) ®upe) (X1 = Q) (U(80) @up,) (W5 ))
g€eS
associée au théoreme 1.3.6 implique que la représentation Indg(x)S*“” est topologiquement
irréductible.

Dans les autres cas, la représentation n’est pas topologiquement irréductible, on a par exemple
une fleche non nulle

(Qoep(sy IndE(xo)7 ") @ IndB(x) " — IndF(x) "
(f,9) > fg.

Nous allons en fait voir que le membre de gauche est topologiquement irréductible, de telle sorte
que cette fleche est une injection.

Proposition 1.3.9. — Soit V' une représentation S’-algébrique irréductible de G et W wune
représentation localement S” -analytique de G topologiquement irréductible telle que S'NS" = @.
Alors V @ W est topologiquement irréductible.

Démonstration. — Soit i = (is)ses’ € NIS’l, On pose
ui= T (w3) € Ulgs).
oes’

La théorie des représentations algébriques de GL9 nous dit que si e est le vecteur de plus haut
poids (pour le Borel P) (c,)ses de V, une base de V est donnée par les ute pour i, < ¢, — 1.
Remarquons que siv@w € VW et r € U(gg), la relation de disjonction S’NS” = & implique
que (v ® w) = () @ w.

Ceci étant dit, supposons que U soit un sous-espace fermé, G-stable et non vide de V @ W.
Comme U(gg/)v =V pour tout vecteur non nul v dans V', on a une égalité

{weW, weV\{0},veweUl={weW, VveV,vwecU}.

Le deuxieme de ces ensembles est visiblement fermé et G-stable dans W. Donc s’il est non vide,
il s’agit de W et donc évidemment U = V ® W. Il reste juste a prouver que le premier de ces
deux ensembles est non réduit a zéro.

Il existe un vecteur non nul

x = Z(uie) ®w; € U.
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Si ig est un élément minimal (pour 'ordre lexicographique) de I’ensemble des i pour lesquels
w; # 0, remarquons que wlr = (uoTle) ® wj, ot j = (¢; —1—1ip,), est un tenseur pur non nul
de U, ce qu’il nous fallait. O

Corollaire 1.3.10. — Si 5¢ # &, la représentation

Is)= & df(x,)" " @ ndf(x)% ™"
c€P(S,x)

est topologiquement irréductible.

Expliquons maintenant comment utiliser les représentations Ig() pour décomposer les in-
duites Ind%(x)°~%". La méthode utilisée doit énormément au §6 de [83].

Si o € P(S, x), on note 3, = (u; )T et de la méme fagon I'application
C¥ G, K) — C57(G, K)

obtenue par dérivation a droite. On écrit également

X = XoX’-
Le caractere x7 est alors localement S\{o }-analytique. On pose enfin

€& (§q) = olad™).
Proposition 1.3.11. — L’application 3, induit une application de Indg(x)S*“" dans
Indg(xeg"“)s_‘m qui est surjective et dont le noyau est isomorphe a
Idf (o) s Ind (7).

Démonstration. — Posons m = ¢, + 1 et ¥’ = xe™. 1l faut vérifier que si f € Ind§(x)5—*",

30 - f(gb) = X' (™Y (o - f)(g) pour tout (g,b) € G x P. 1l suffit en fait de le vérifier pour b € T
et b € N. Commencons par b= (¢9) € T.

4z Flgb) = % Flgbexp(tuz )li=o

= & Hgesplo(a™d)tu; )
= o(a” d)x(0" Mg - f(9)
Et
30+ Flgb) = X' (071 f(g)
car
X (§0) =x(§4)olad™)™.
Choisissons maintenant b € N, donc b = exp(au), a € L. Nous avons
3o - fgb) = Ad(exp(au))(30) - f(9g)
= exp(aad(u)(35)) - f(9)
2

= f(g) + aad(w)(30) - () + T ad(w) (i) - fl9) + -+

On a alors
[uvu;] = [umu;] - ((1)_01)0 =to.

Le méme calcul que dans [83] §6 montre que

ad(u)(3:) = m(ug)" " (te — (m — 1))
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et
[ad(w)) (30) € U(8ly, k) (ts — ¢o) + Ulgly x)us
pour j > 1. Comme u, - f =0et t, - f =c,f,ona
30 (IndF(x)° ") C Ind(xey') "
Pour les assertions restantes, nous utilisons I'isomorphisme topologique

Ind§(y)%— " ~ C3~"(Op, K) ® C%~(Or, K)
f — (@ f((re 1)) (@ = FU(§T)w)))-

Sous ces identifications, il est facile de vérifier que le morphisme
Ind(x)*~ " 2% IndB(xeg)* "
devient

am am
S—an S—an (W’7W> S—an S—an
C (O, K)a C (O, K) —=C (O, K)a C (Or, K).
D’ou la surjectivité.
Enfin, pour voir que Ind%(x, )7~ @Ind%(x7)
par 3, il suffit de remarquer que I'isomorphisme précédent induit un isomorphisme

S\{o}—an qgt 1e sous-espace des vecteurs annulés

Ind§(xo)7 ™" ® IndF(x7) M7 = (I, [20] © O (01, K)))?

ou K., [z,] désigne l'espace des polynémes de degré inférieur a c,. Il se trouve justement que
d’aprés Pexemple 1.3.3 K. [2] ® CS\M7} =97 (Op K) est exactement 1’ensemble des fonctions f

m

de C5—9(Op, K) telles que 9~ = 0. O

oz
Définissons une filtration décroissante sur Ind$(y)°=*" par
Fil'(Ind$(x)579") = > M kerjo.
S'CP(S0),|9|=i o€’

Remarquons immédiatement qu’en utilisant la proposition 1.3.11, on a un isomorphisme

N kerze = | &) mdB(xo)" " ® Ind§ (¥ )3\ —an, (1.3.2)
oS’ oS’

Si S’ est une partie de P(S, x), on pose
3sr = H do-
ces’
Il s’agit, d’apres la proposition 1.3.11, d’une application surjective
Id()° " — d@(x T e s
ces’

De plus, 'ordre dans le produit n’importe pas car tous les termes commutent deux a deux.

Théoréme 1.3.12. — Nous avons un isomorphisme G-équivariant
g'(ndg(0)* ) = @ Istx I e
S'CP(Sx).|S'|=i a€P(S)\S’
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Démonstration. — Soit Z; 'application

D o A0S @ mdfee [[ et
S'CP(S,x), |S!|=t S'CP(S,x), |5 |=t oc€P(S,x)\S’

Il est immédiat de remarquer que Fil'*!(Ind%(x)%~%") C ker Z;, donc la fleche Z; se factorise
par gr'(Indgy)S—".
Remarquons que
Zi( [ ker3o) = 3p(sans ([ kerso).
oS’ oes’
Or d’apres (1.3.2) et la proposition 1.3.11, on a

Zi([) kerjo) = ® Ind$ (s )° " @ Ind% (x> H ¢Cot1)S\§'—an,
oes’ oes’ o€P(S,x)\S’

Nous avons donc prouvé la surjectivité. Il reste juste a prouver que le noyau de ce morphisme
est exactement Fil'T!(Ind%(y)5—").
Soit f € ker Z;. On peut écrire

f= > Is
S'CP(Sx), |5 =i

ol fsr € Nyes ker3o. On a done, pour tout S C P(S, x) de cardinal i,

3Psx\s' fsr = 0.

Notons o1, 02, ..., 0, les éléments de P(S, x)\S'. Par surjectivité de 3p(g)\(s'Ufo1}), il existe

fs11 € Noesrugor) kero tel que 3p(s )\ (s7ufor)) (fsr — fsr,1)=0. Par itération on construit des
fonctions fg ; pour 1 < j < r telles que

fsrj € m ker 3,
oeS'U{o1,...,05}
et
3PS ON(S U010y 1) (st — for1 — - = fsrj) = 0.

Ainsi on a

fsr = Z fS/,j € FiliJrlIndIGa(X)Si(m.
j=1

O]

D’apres le corollaire 1.3.10, tous les morceaux apparaissant dans ces gradués sont topologi-
quement irréductibles. Excepté si S’ = S, auquel cas on a x = XaigXoo OU Xalg €st Qp-algébrique
et Yoo lisse, et

grl¥l(nd % (x)*~") = Ind% (xatg) %~ @ Ind% (xoo)™.

D’aprés le résultat principal de [73], et comme Ind$(yary) @~ est irréductible, Uirréductibilité
de cette représentation est équivalente a celle de Indg(xoo)oo. Or on sait que cette représentation
est non scindée de longueur 2 (resp. 1), selon que X est (resp. n’est pas) de la forme (1 o det)
ou (49) — (ad)lad .

Dans le cas ot le caractere est localement algébrique et ¢, € N pour tout o, on obtient les com-
posantes de Jordan-Holder de la représentation Ind%(x )@ —". En particulier la représentation
de Steinberg Qp-analytique est de longueur 2[L:Qpl,
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1.3.4. Entrelacements entre induites et filtration par le socle. — Soit x un caractere
localement S-analytique de 7" dans K*. La réciprocité de Frobenius ([66] 4.2.6) appliquée a
I'induite Indg(x)s ~% implique que pour toute représentation V' localement S-analytique de G :

Homg (V, Ind%(x)5~") = Homp(V, x) = Homz (Ho(N, V), X)

ou Hy(N, V) est Pespace des coinvariants selon N, c’est le plus grand quotient séparé de V' sur
lequel N agit trivialement, c’est aussi le quotient de V' par '’adhérence N (V') du sous-espace
de V engendré par lesn-v—wvoun € N et v € V. Clest une T-représentation localement
S-analytique sur un espace de type compact.

Ainsi pour en savoir plus sur les entrelacements entre séries principales, il nous faut déterminer
les T-représentations Ho(N, V') lorsque V' est une série principale.

Nous avons un morphisme P-équivariant

mdZ(x)%™"™"  —  @ecpsy) X loes ™!
f — (((Gs\s7) - /(1) sreps.x)
ou la représentation de droite est I'inflation de 7" a P. D’out un morphisme

J: Ho(N,Ind3()°™ ") — @ x [[ e
S'CP(S,x) oes’

(1.3.3)

Théoréme 1.3.13. — Le morphisme J est un P-isomorphisme.

Démonstration. — Nous avons déja vu qu’il existe un isomorphisme
nd@(y)%~ =~ CS=(Or, K) @ C5~"(0r, K)

f — (@ f (22 1)) (@ F(GT) W)
Notons C°~%(Op, K); le facteur de gauche isomorphe & C°~%(Op, K) et C5~(Op, K)s le
facteur de droite.

Vu a travers cet isomorphisme, la fleche (1.3.3), est
C5 (0L, K)1 & C% (O, K)y  —  @gcp xIlpeses™
18I f

(f1, f2) — <W(1)

(1.3.4)

ScP

Il est donc déja clair que cette fleche est surjective, il reste a montrer l'injectivité. Pour une
représentation localement analytique V', notons N (V') 'adhérence du sous-espace engendré par
les vecteurs de la forme nv—wv pour n € N et v € V. Remarquons que pour tout ¢ et tout couple
(f1, f2), uo - (f1, f2) est dans N(Ind%(x)%~*"). Comme u, agit comme % sur OS5~ (O, K),
et que cet opérateur est surjectif, on a déja

C¥ (O, K)2 € N(IndB(x)° ™).

Soit U un ouvert fermé de Or, ne contenant pas 0. Nous allons montrer que N (C*~%(U, K)) est
égal & C° —9(U, K), pour cela nous allons prouver que pour tout a € U, il existe un voisinage
W de a tel que N(C®~9"(U, K)) contienne toutes les fonctions de la forme 1y (z — a)i pour
ie NIl
Un petit calcul montre que
wof =71 (~(0G)eas + 0251 ).
2o

Il nous faut donc prouver qu’il existe un r > 0 assez petit, tel que, pour tout n € N, I’équation
différentielle

(z—a)*=mg (—zgcgf + zz@f)

7024
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ait une solution dans I’anneau des séries formelles en les variables z,, convergente sur D(a,r).
Il suffit en fait de le vérifier pour une seule variable, z,, car les autres n’interviennent pas dans
I’équation aux dérivées partielles. Il s’agit donc de prouver qu’il existe un r > 0 tel que toutes
les équations différentielles

2f(2) = czf(2) = (z — a)" (1.3.5)
aient une solution développable en série entiere dans le disque D(a,r). Cherchons une solution
sous la forme z€f(z), ’équation (1.3.5) se ramene donc a

fl(z) = (z —a)"/2"
Or cette fraction rationnelle est développable en série entiére sur tout disque ouvert D(a,r) ne

contenant pas 0, une primitive convergera donc sur tout disque de rayon < r.
Remarquons ensuite que pour m € N,

Up - 2™ = =1L (Co 4 M) 2O 0),

Ainsi 22 € N(C®~*(0p, K)) sauf si pour tout o, my = 0 ou my — 1 = ¢,, c'est-a-dire
m = (1g/(0)(coe +1))gep pour un S’ C P(S, x) (ot 1g est la fonction indicatrice de S’ dans P).

Prenons maintenant f € C°~%(Or, K); telle que J(f) = 0. Alors quitte & ajouter & f une
fonction & support disjoint de {0}, on peut supposer que f est a support dans un voisinage de
0 ou elle est développable en série entiere

f(Z) = Z amzmu
meNd

Les conditions 3,- f(1) = 0 impliquent alors a,, = 0 si m est de la forme m = (1g/(0)(co+1))sep
pour un S’ C P(S, x). Mais nous avons vu qu’il s’agit exactement des mondmes qui ne sont pas
dans N(C*~(O,,K)1). Ainsi f € N(C5~*(Or, K)1), et le théoréme est démontré. O

Corollaire 1.3.14. — Si x est un caractére localement S-analytique de T, tout endomor-
phisme continu G-équivariant de ITnd%(x) =™ est scalaire.

Corollaire 1.3.15. — Si S # @,
HO(Na IS(X)) = X-

Démonstration. — 11 suffit de prouver que Hy(n, Is(x)) = x. Mais la méme technique que dans
la preuve de la proposition 1.3.9 montre que

Ho(n, Is(x)) = Ho(np(s ), V([ xo)) © Ho(nse, Ind(x)>").
c€P(S,x)

On conclut alors grace au théoreme 1.3.13 et a la proposition 1.3.8. O

Corollaire 1.3.16. — Les représentations de Steinberg ne sont jamais des sous-objets d’in-
duites localement analytiques.

Démonstration. — En effet, ’exactitude & droite du foncteur des IN-coinvariants montre que
Ho(N,IndG(1)° /1)~ P ][] e
S'CS,S'#£ oceS!

Si la représentation de Steinberg S-analytique était sous-objet d’une induite, ce serait dans
I'induite de I'un de ces caractéres. Or il est tres facile de voir qu’aucune de ces induites ne
contient de vecteur lisse, et donc ne peut contenir la représentation de Steinberg lisse. ]
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Remarquons enfin que notre filtration est la filtration par le socle. Si V' est une représen-
tation localement analytique admissible de GLo(L) de longueur finie, on définit par récurrence
son m-socle de la fagon suivante. Le 0-socle est le socle classique, c’est-a-dire la plus grande
sous-représentation somme directe de représentations irréductibles. Le n-socle est le socle du
quotient de V par Fil,_1V. On définit alors Fil,, comme étant I'image réciproque dans V du
n-socle. La filtration (Fil,,V') est appelée filtration par le socle et son n-ieme gradué est le n-socle
de V. Remarquons que si P(S, x) = S, X est un caractére lisse, on note Ind% () I'induite lisse.
Dans ce cas on note aussi

Xalg = H Xo

oes
et
X = XalgX-
Théoréme 1.3.17. — — SiP(S,x) €S ouIndG(x)™ est irréductible, alors, pour tout n >
0,
Fil, (Ind% (x)%~%") = Fil P$X1=7(1nd G (y)5—).
~ SiP(S,x) =S et Ind¥(x)>® est réductible, alors
Fil, 1 (Ind ()5 0) = FilPE01-n (1ndG )S-am)
sin>1,
Filo (IndE (x)* ") = V (xatg) @ soc(IndE (%))
Fil; (Ind%(x)°~"") = V (Xalg) ® cosoc(IndF(x)™).
Démonstration. — Commencons par le cas ott P(S,x) # S ou Ind%(x)* irréductible. On voit

alors par réciprocité de Frobenius et le corollaire 1.3.15 que Ig(x) est le seul sous-objet irréduc-
tible de Ind$(x)°~%". Le quotient se plonge alors dans

D (xS,
c€P(S,x)
et de méme on voit que le socle de cette représentation est
B Isxer™).
c€P(S,x)

On continue de la méme facon. Le deuxiéme cas se traite de fagon identique, il suffit juste de
prendre garde a ce que, cette fois-ci,

Fil P9l (IndE ()% ~"") = V (xatg) © IndE(X)*,

et la représentation lisse Ind% () est de longueur 2 et non scindée. d

1.3.5. Preuve du critere d’irréductibilité. — La preuve est en réalité la méme que celle
de Frommer, Orlik et Strauch ([70]), une fois certains faits généralisés au cas localement S-
analytique. Ce sont ces faits que nous prouvons ici.

Premiérement le méme raisonnement que dans [70] 3.2.2 nous autorise a considérer que G
est un groupe de Lie L-analytique compact.
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1.3.5.1. Un peu d’analyse fonctionnelle p-adique. — On fixe désormais S un ensemble fini de
plongements de L dans K et on désigne par I le noyau de la surjection

D(Gy,K) — Dg(G, K),
Go étant la restriction des scalaires de G' a Q).

Proposition 1.3.18. — L’idéal I coincide avec l'idéal a droite fermé engendré par Jg.

Démonstration. — Par bidualité de C%~% (G, K), il suffit de prouver que si f est une fonction
appartenant au dual de I'idéal fermé engendré par Jg, f appartient & C¥~%"(G, K). Pour tout
t€Jg,on a

(txdg)- f=0
c’est-a-dire
(v-f)(g) =0
et ceci pour tout g, donc t- f =0et f € C§ (G, K). O

D’apres [85] théoreme 5.1, 'algebre D(Go, K) est de Fréchet-Stein et I'idéal & droite engendré
par Jg est de type fini, et donc fermé.

Soient v1,---,vq une base de Or, sur Z, et t1,--- ,t,, une base de g sur L. Il est prouvé
dans [64] (1.3.5 et 1.4.2) que quitte & multiplier les t; par des scalaires, il existe un sous-groupe
ouvert L-analytique H de G tel que si A désigne le Z,-réseau de g engendré par les v;t;, la base

(vltl, . ,’Udtm)

définit un isomorphisme

A~H
et H est un pro-p-groupe uniforme (voir [37] pour la définition d’un groupe uniforme).
On obtient ainsi un systéme de générateurs topologiques de H

(hzj) = (exp(vltl), e ,eXp(Udtm)).
Posons bj; = hij —1 € D(Go, K), ou l'on a identifié h;; & la mesure de Dirac en h;;. Il est
prouvé par Schneider et Teitelbaum ([85] §4) que tout élément de 'algebre D(Hy, K) est de
fagon unique une série convergente
> dab®,
[0

ot @ = (a;;) € N9 telle que la famille (|d,|r®!) est bornée pour tout 0 < r < 1. Les normes
|| - || sur D(Hyg, K) sont définies par

ol

1Al = sup [dalr
«

Pour 1 < r < 1 elles sont multiplicatives ([85] proposition 4.2). On définit la norme ¢, sur

D(Gp, K) en utilisant la décomposition
D(Go,K) = €P 64 x D(Hy, K)
geR
ol R est un systeme de représentants de G/H et en prenant la norme sup associée (elle ne
dépend pas des choix des g).
Notons, pour 0 < r < 1, g, la norme obtenue sur Dg(G, K) par passage au quotient de
la norme g,. D’apres [85] théoreme 5.1, D(Gy, K) munie de la famille (g.) est une algebre de
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Fréchet-Stein. D’apres la proposition 3.7 de [85], c’est également le cas de Dg(G, K) munie de
la famille (g,.).

On note D(Gy, K), le complété de D(Gyp, K) pour la norme ¢, et Dg(G, K), celui de Dg(G, K)
pour la norme @,. Alors Dg(G, K), est isomorphe comme K-algebre de Banach au quotient de
D(Gy, K), par Padhérence I, de I dans D(Gy, K), et

DS’(GaK) zhﬁlDS(G>K)r

Fixons % < r < 1. Soit U(go, K), 'adhérence de U(go) ®q, K dans D(Hy, K), (et donc aussi

dans D(Go, K);). On a I’égalité dans D(Hy, K) :
Vit = log(l + bl])
Si # = (8i;) € N, on pose |3] = 3 fij,
@ﬁ — (Ultl)ﬁu(UQtl)ﬁm ,,,(vdtm)ﬁdm e U(go ®q, K),
et
lij = llvitj .

Les lemmes 1 & 3 de [46] §1.4, impliquent que D(Hy, K), est un U(go, K ),-module libre de type

fini dont une base est constituée des blc-;-” olt a;; parcourt les entiers 0 < «a;; < l;;. De plus le
corollaire 1 de [46] 1.4 implique que

U(go, K)r = {D_ ds”, |dsl||D°ll; — 0}
8

et que la norme || - ||, s’exprime par

1> ds?|], = sup \dg||[D7]],
B8

Remarquons que par multiplicativité de || - ||, ||| ne dépend que de |3|.
Proposition 1.8.19. — I N (U(go) ® K) = U(go)Ts-

Démonstration. — Soit U(gg)n le sous-espace des éléments de degré < n. Nous allons prouver
que pour tout n, U(go)n—13s = I NU(go)n- Il est classique ([83] lemme 2.4), que 'inclusion de
U(go) ®q, K dans D(Go, K) induit un isomorphisme entre ’espace U(go), ®q, K et le dual de
I’espace des polynomes de degré < n en les b;;. De plus le sous-espace de ces polyndmes qui sont
S-analytiques est de dimension N, la dimension d’un espace de polynomes a m|S| indéterminées
de degré < n. Ainsi la dimension de (U(go)n ®q, K)/(INU(go)n ®q, K) est supérieure ou égale
a N. Or il s’agit justement de la dimension de U(go/Js)n = U(g0)n—1/U(g0)nJs. Comme
U(go)n—1Js € INU(go)n, on une égalité. O

Ainsi la composée
U(go) ®k, K C D(Ho, K) — Dg(H, K)
induit une injection
U(go/Is) ®q, K — Ds(H, K).

On note Ug(g, K), son adhérence pour la norme g,. Cet espace est encore isomorphe, comme
K-algebre de Banach, a U(go, K),/J, ou J, = I, N U(go, K),.

L’isomorphisme go/Js =~ g5 = P,cg 9o induit un isomorphisme

U(g/3s) = Q) Ulgs).

ceSs
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Soit R le réseau image de O ®z, Ok dans l'algebre déployée K 4 11 est engendré comme Og-
module par les 6(v;). Soient wy, € P,eq Ko, 1 < k < |S|, formant une Og-base du réseau R.
On pose ri; = wyit; € gs pour 1 <k < [S] et 1 < j < m. Les r; forment alors une base de gg
sur K. Pour o = () € NISI™ on pose

o m
X =1t xg € Ulas),

ils forment une base de U(gg).

Reprenons les notations du théoreme 1.3.6. Soit W le groupe de Weyl de & par rapport a
T et Wp C W le groupe de Weyl de 9. Soit encore U~ le groupe des L-points du radical
unipotent du parabolique opposé a 9B. Comme dans [70], section 3.2.1, on se rameéne au cas ou
& est semi-simple simplement connexe. On choisit un sous-groupe parahorique B de G comme
dans la section 3.2.2 de [70]. On pose alors, pour w € W,\W/Wp,

Pr =BnwPw™, U, =BnwU w!,
et p¥ = p(w™!-w) la représentation de P;. Il faut prouver que pour r < 1 suffisamment proche

de 1, les Dg(B, K),-modules Dg(B, K), ® Do (Pt ), V., sont simples.
On note m§(p) le U(gg)-module

U(gs) Qu(p,.s) (P*)-

On peut montrer que pour r assez proche de 1, il s'injecte dans Dg(G, K)» @pg(p, k), V., et on
note m§(p), son adhérence dans cet espace.

Pour que la stratégie de Uarticle [70] s’applique au cas S-analytique, on constate que les seuls
résultats a changer sont les suivants :

— le lemme 3.4.4 de [70], ot 'on a remplacé m;"(p) par m¥(p)r,

— la proposition 3.3.5 de [70] en remplagant 'anneau D, (U, , K) par Ds(U, , K),.

Ce sont ces deux généralisations que nous prouvons & partir de maintenant.

1.8.5.2. Le lemme 3.4.4. — 1l se déduit du résultat suivant, généralisant un théoreme de Kohl-
haase ([64] théoreme 1.4.2).

Théoréme 1.3.20. — Pour % <r<1, Ds(H,K), est un U(gs, K),-module libre de type fini
dont une base est donnée par les b pour 0 < cy; < l;j. De plus Us(g, K), est l'ensemble des

Z X7
5

telles que |cy|rP! tend vers 0 lorsque || tend vers +oc.

séries

Démonstration. — Posons
B = {bo‘,O < o < l”}
Soit J, = I, NU(gs, K),. Pour prouver la liberté du module, il suffit de prouver que
I, =PoJ,.
beB
L’inclusion D est évidente. L’autre inclusion se prouve en remarquant que le membre de droite
est fermé (D(Ho, K), est une algebre de Banach noethérienne) et contient ) . Jg * §g qui
est dense dans I par la proposition 1.3.18, donc dans I,.. Remarquons au passage que le méme
raisonnement s’applique en remplagant J, par 'adhérence de J dans U(gg, K),, ce qui implique
que J est dense dans J,.
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L’application 7 : D(Hy, K) — Dg(H, K) induit
Tr: U(907K)T - U(QSyK)r~

Cette fleche est surjective car son image est compléte, donc fermée dans U(gg, K), et contient
une partie dense. Son noyau est J,.. Pour 1 <i<met 1l <j <d,

|5

FZJ Z Qk5Lky,

avec ap; € Ok. Comme ty; et t;; commutent pour ¢ # k, on en déduit que 7.(D?) est une

combinaison linéaire a coefficients dans O d’éléments X* ou |«| = |5|. Autrement dit
(D7) = > eBa)x
lal=[0]

avec ¢(8, o) € Ok. Si un élément Y- 5P € U(go, K),, on a

(O esD%) =D (D e(B,)ep) X7,

B Y 1B1=1]
et

| > eBeslr™ < sup |esll|DP]lr =y poo 0.
181=l| 181=hl
Réciproquement, tout élément de la forme
Z X7

ol |cy|vr(X7) — 0 est dans U(ggs, K),. O

Proposition 1.3.21. — La norme v, sur U(gs, K),, obtenue comme quotient de la norme
[| - |lr, est donnée par

iz <Z cm> = sgp ley |77
B!

Démonstration. — Nous avons prouvé au cours de la démonstration précédente que l'idéal J
est dense dans J;.. Soit A =3, ¢, X7. Pour € > 0, on peut trouver N assez grand tel que

sup ley|r” = sup ley|r”

lvI<
et v (X sn 4 X7) < e 1l existe un élément p = 34 ag? de U(go) ® K tel que 7,(n) =
ZI'Y\S ~ &4 X7. Comme J est dense dans J., on peut méme choisir p tel que

vr(A) = [lpllr =

Comme les X¢ forment une base de U(gg), on a

ey =Y cB.)ag

181=Il

On a alors

Hzaﬂﬁjﬁllrz sup | Y e(B,7)ag|r!”!
SN 181=]|

= sup |07]7"M
lyI<N

= sup |c,|r”
v
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Ainsi

sup |ey|r? > vp(A) > sup |ey |17 — €.
gl g
O

Une conséquence de cette proposition est que la décomposition des éléments de Ug(g, K),
donnée par le théoreme 1.3.20 est unique.

On note t l'algebre de Lie du tore Tj (la restriction & Q, de T'). Elle agit par restriction sur
mg(p)r. La généralisation du lemme 3.4.4 de [70] est alors la suivante

Corollaire 1.3.22. — Pour tout caractére A de t, le sous-espace A-isotypique de m§(p), est
de dimension finie.

Démonstration. — Le U(gs)r-module mg(p), est isomorphe a Us(u,, ¢)r ®x V,, comme
U(pw,s)-module. Nous pouvons choisir la L-base (t;) de uy, constituée de vecteurs propres pour
Paction adjointe de t. Ainsi dans la base (X%), on a

ad(z) - X = Z Yo, (a:)%a/,
|lo’|=la
avec Yo,/ (x) € K, lorsque z € t. Soit aussi (e;) une base de V,, constituée de vecteurs propres
de poids ~;. Si
= Z da; X" ® e € m§(p)r
a,1<i<k

est un vecteur de poids ), on doit avoir, d’aprA s la proposition 1.3.21, pour tout n € N,

ad(x) - Z do ;i X*®e; | = Nx) Z doi X" ®e;
|a|=n,1<i<k |a|=n,1<i<k
Mais on peut alors diagonaliser la représentation de t sur le K-espace vectoriel de dimension
finie engendré par les X%, || = n. Ainsi on a une égalité

A= Yi + Z n o
ol les a; sont des poids de I'action de t sur u,, et n =3, n;. Or il n’y a qu'un nombre fini de

telles écritures, donc un nombre fini de n tels que d; o # 0 (ot n = |a]). Ainsi le sous-espace
A-isotypique de m¥(p), est de dimension finie. O

1.3.5.8. La proposition 3.3.5. — Pour % < r < 1,onnote || - ||, lanorme quotient sur Dg(H, K)
obtenue a partir de || - ||, sur D(Hp, K). Elle induit une filtration décroissante sur 1’anneau
Dgs(H, K), de la fagon suivante

Fil*Dg(H,K), = {zx € Dg(H,K),, ||z||, <p*}.
On note gr'Dg(H, K), le groupe gradué associé. La norme WT étant sous-multiplicative,
il est muni d’une structure de K-algebre. Si x € Dg(H, K),, il existe un unique s tel que
WT = p~—°. On appelle partie principale de x et on note [z], 'image de « dans gr*Dg(H, K),.
On veut montrer qu’il existe % < r < 1 pour lequel gr'Dg(H, K), est isomorphe & un anneau
de polynomes.
D’apres [85] théoréme 4.5, on a un isomorphisme

gT"D(H(), K)r = (gT'K)[XH, . ,de]

ou X;; est la partie principale de b;;.
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Supposons ¢ < pip%l ou k =2sip=2et k=1 dans les autres cas. Les calculs de [75]
3.3.1 montrent que si t =Y a;;v;t; est un élément de go ® K C D(Hy, K), tel que ||t||, =1, sa
partie principale dans gr-D(Hy, K), est >_ij @ijXij, ou a;j est la réduction de a;; modulo I'idéal
maximal de Ok.

Choisissons une base F = {Fy,---,F;} de Jg constituée d’éléments de norme 1. Alors le
raisonnement de la partie 3.3.2 de [75] s’applique a notre situation pour montrer que les [F] pour
F € F engendrent gr'I, en tant que gr'D(Hp, K),-module. Comme la filtration est discontinue
et K de valuation discrete, on a un isomorphisme

gr' (Ds(H,K),) ~ gr' (D(Ho, K)y)/gr L.
L’anneau gr' K est isomorphe a Fx[X, X 1] et comme les o(F;) appartiennent a Fg[X;;],
gr'Ds(H,K), = K[X, X~ '] @k (K[Xy]/(o(F))) .

L’anneau K[X;;]/(o(F;)) est le quotient de K[X;;] par un idéal engendré par des formes li-
néaires, c’est donc lui-méme un anneau de polyndmes a coefficients dans gr- K. Ainsi I’anneau
gr' Dg(H, K), est un anneau de polynomes a coefficients dans K[X, X ~!] et 'anneau Dg(H, K),
est integre. Un examen de la preuve de la proposition 3.3.5 de [70] montre que cela suffit & prou-
ver notre généralisation.

Proposition 1.3.23. — Pour% < r <1 assez proche de 1, l’'anneau Ds(U,, , K), est intégre.

1.4. Cohomologie localement analytique

1.4.1. Généralités. — Cette partie est consacrée aux définitions et résultats sur la coho-
mologie localement analytique des groupes de Lie L-analytiques dont nous aurons besoin par
la suite. L’approche est trés naive, mais nous suffit dans la mesure ot nous considérerons uni-
quement des Ext!. Une théorie beaucoup plus générale de la cohomologie des groupes de Lie
L-analytiques est développée par Jan Kohlhaase dans [63].

Nous fixons K une extension finie de L et G un groupe de Lie L-analytique. Soit C la catégorie
dont les objets sont les représentations localement L-analytiques sur des K-espaces vectoriels et
les fleches les applications continues G-équivariantes. Autrement dit, il s’agit des représentations
S-analytiques ou S est le singleton contenant le plongement de L dans K. Nous nous autorisons,
pour ce chapitre seulement, a écrire L — an au lieu de S' — an.

Soit (p, V') un objet de C. Pour n € N on note C™(G, V') ’'ensemble des applications localement
L-analytiques de G™ dans V et 9, I'application de C™(G, V) dans C"*1(G, V) définie par

n

8nf(907"' 7971) :g()f(gla”' ,gn) +Z(_1)Zf(gla 1y 9i—1Gi, " 7gn)

i=1
+ (_1)n+1f(907 T 7gn—1)a
pour (go,- - ,gn) dans G™*1.
On note alors Z™(G, V) le noyau de 9,,, B"(G,V) 'image de 0,1 et
H! (G,V)=Z2Z"(G,V)/B"(G,V),
on 'appelle le n-iéme groupe de cohomologie localement analytique de V.
Soient G et H deux groupes localement L-analytiques, (p, V) et (p’, W) deux représentations

localement K-analytiques de G et H respectivement. Soient ¢ un morphisme de groupes lo-
calement analytiques de H dans G et f une application linéaire continue de V dans W tels
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que
po(idx f)=fopo(pxid): HxV — W.
L’application
C"(G, V) — C"(H,W)
c— focogp

induit un morphisme (¢, f). de H} (G,V') dans H2 (H,W). Si ¢ = id, on le note f,.

Si H est un sous-groupe localement L-analytique de GG, on note resg lapplication (¢, f). ol
@ est l'inclusion de H dans G et f l'identité.

Si H est distingué dans G on note in fg Papplication (¢, f)« dans le cas ou ¢ est 'application

quotient de G dans G/H et f l'inclusion de H, (H,V) dans V.
Comme en cohomologie des groupes classiques, on a la suite exacte d’inflation-restriction.

Proposition 1.4.1. — Si H est un sous-groupe localement L-analytique distingué de G, on a
une suite exacte

infS res
0 — H,,(G/H, Hgy(H,V)) — Hgy (G, V) — Hy, (G/H, Hg,, (H,V)).
Démonstration. — Exactement comme dans le cas de la cohomologie des groupes usuelle. [

Corollaire 1.4.2. — SiV ou W est de dimension finie, la représentation (p® p',V @ W) est
dans C et l'application

(Han(G,V) ® Ho, (H,W)) & (Hgy (G, V) @ Hyy, (H, W)

- ¢GXH . GXH
infg ™" @infg 1
H,

an(G X H'V @ W)

est un isomorphisme.
Démonstration. — On applique la suite exacte d’inflation-restriction. O

Proposition 1.4.3. — Soit
00—V, SV 2 —0

une suite exacte stricte de représentations localement analytiques de G. Supposons de plus qu’il
existe une section continue (non nécessairement G-équivariante) s de 3. On peut construire une
suite exacte longue de cohomologie

= Hip(GLVA) 25 HL (G Vo) 25 Hi (G V) 25 HEENG, V)
o HI (G Vo)) 2 HIP G, V) — -
Démonstration. — De ’existence de s on déduit que la suite
0 — C"(G, Vi) 25 C™(G, Vo) 25 C™(G, Vs) — 0
est exacte, et on peut donc appliquer le lemme du serpent au diagramme commutatif

0 —— CY G, Vi) —2 MG V) 2 oG, V) —— 0

| | |

0 —— O™ (G, W) —2 O UG, VE) —2 s 0mHY(@GL V) —— 0.
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Soit H un sous-groupe de Lie localement L-analytique de G et (p,V) une représentation
localement L-analytique de H.

Notons sh Uapplication (¢, f). ou ¢ est l'inclusion de H dans G et f est l'application de
Ind% (V)= dans V d’évaluation en I’élément neutre.

Proposition 1.4.4 ([23], remarque (3) aprés la prop. 4). — L’application sh est un iso-
morphisme de H:, (G, Ind%(V)E=) sur H., (H,V).

Enfin, sous les mémes notations, si en plus W est une représentation localement analytique
de dimension finie de G, 'application

mdG (V) @ W —  Ind§(V @ W)k-an

fouw — (g fg)® (g w)) (14.1)

est un isomorphisme.

1.4.2. Calcul des Ext! entre représentations admissibles. — Soit A une catégorie abé-
lienne, D(A) sa catégorie dérivée. Si A et B sont deux objets de A, on pose

Ext(A, B) = R'Homp(4)(A, B) = Homp4)(4, B[1]).

Il est immédiat & partir de la définition des morphismes dans la catégorie D(A) que Ext!y(A, B)
est en bijection avec les classes d’extensions dans A

0—-B—-C—A—0,
la fleche correspondante étant donnée par
[0 — A] < [B— C] — [B — 0],

A étant placé en degré 0 et B en degré —1.

La sous-catégorie des représentations localement analytiques admissibles (voir [85]) du groupe
G est une catégorie abélienne que nous noterons Cqgpm,. La sous-catégorie Cygm(x) des représen-
tations sur lesquelles le centre Z de G agit via le caractere x est également abélienne. Schneider
et Teitelbaum ont montré que le foncteur V +— V} (le dual continu muni de la topologie forte,
voir [78]) induit une anti-équivalence de catégories entre Cuqm, et la catégorie, que nous notons
C' des D(G, K)-modules coadmissibles. Dans la suite nous noterons D' = D(C’) et D(x) la
sous-catégorie triangulée, correspondant & la sous-catégorie C'(x) duale de Cqugm(X)-

Si (py,V) est un objet de Cugm et (pw, W) une représentation localement analytique de
dimension finie, I’isomorphisme

Hom(W, V) =WY RV Vo - -aV

montre que espace vectoriel Hom (W, V') est également un objet de Cygy,. On peut donc parler
de ses groupes de cohomologie localement analytique.

Soit ¢ un élément de Z! (G, Hom(W, V)). Posons alors U = W @V et munissons le de I’action
de G définie par

pe(g)(w,v) = (pw(g)w, pv (9)v + c(g9) (pw (9)w))-
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Pour voir que (p,U) est une représentation localement analytique il suffit essentiellement de
vérifier qu’il s’agit bien d’une action de groupe :
pe(gh)(w,v) = (pw(gh)w, pv (gh)v + c(gh)(pw (gh)w))
(pw (9)(pw (R)w), pv (g)(pv (h)v)
+ pv(g)e(h)(pw (R)w) + c(g) (pw (gh)w))

Il est immédiat de voir que ’on obtient une suite exacte stricte, donc une extension dans Cqgm
0=V ->U—-W—=0,

et que deux cocycles dont la différence est un cobord donnent des extensions équivalentes, d’ou
une application

an(G, Hom(W, V) — Exte (W, V).

Proposition 1.4.5. — Cette application est un isomorphisme de K -espaces vectoriels. De plus
un cocycle a pour image une extension ayant un caractére central si et seulement si ce cocycle
s’annule sur le centre Z de G. D’ou un isomorphisme

HY(G/Z,Hom(W,V)) ~ Exti (W, V).

Démonstration. — Il faut construire un inverse a l’application [c¢] — p¢. Si (p,U) est une telle
extension, comme W est de dimension finie, il existe une section continue s (non nécessairement
G-équivariante) W — U, d’ott une décomposition U =V @ s(W). Si g € G et w € W, on pose

cp(w) = p(g)s(pw(9) ™ w) — s(w) € V.
C’est un élément de Z1(G, Hom(W V)) car

colgh)(w) = p(gh)s(pw (gh) " w) — s(w)
= p(9)(p(h)s(pw (h) " pw (9)""w) — s(pw (9) " w)) + p(g)s(pw (9)'w) — w
= p(g)c(h)(w) + c(g)(w).

De plus la classe [c,] € H., (G, Hom(W,V)) ne dépend pas du choix de la section s car si s1 et
so sont de telles sections, s1 — so est une application linéaire continue de W dans V et les deux
cocycles ainsi obtenus different de

g p(g) o (s1—s2) 0 pw(g) ™" — (s1— s2)

qui est un cobord. Enfin il est immédiat de vérifier que les application [c] — py et p — [c,] sont
réciproques 'une de l'autre.

Si 'on veut quune extension (p|, U) ait un caractere central y, il faut déja qu’il en soit de
méme de V et W. Ensuite il faut vérifier que pour z € Z(G)

p(2) (v, w) = x(2)(v, w)
(v (2)v, pw (2) + ¢(2) (pw (2)w)) = x(2)(v, w)
(x(2)v, x(2)w + c(2) (pw (z)w)) = (x(2)v, x(2)w)

ce qui est encore équivalent a ce que ¢(z) = 0, ou encore que c¢(gz) = ¢(g) pour tout g € G,
c’est-a-dire & [c] € HL,(G/Z,Hom(W,V)). O
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1.5. Construction de représentations localement analytiques de GLy(L)

Fixons désormais un vecteur k = (ks)oep d’entiers > 2 et reprenons les notations de la
section 2.3. Nous noterons également G = PGLy(L), P et T les images de P et T dans G.

1.5.1. Les représentations de Steinberg a coefficients. — Soit x;; le caractere du groupe
P a valeurs dans K défini par
ko—2
X (50) = 11 o(@)*
c€P

Avec les conventions de la section 1.3.2, le caractere xi est Qp-algébrique. On a
co(Xg) = ko —220.

Le sous-espace des vecteurs localement algébriques de la représentation Ind]GD(XE)QP_‘m est iso-
morphe a
V(xz) © Indg(1),
qui est de longeur 2.
Posons ¥(k) = IndIGg(XE)@P_a”/ V(xz)- C’est une représentation localement Q,-analytique
fortement admissible, et ses vecteurs localement algébriques forment une sous-représentation
irréductible isomorphe a V'(x;) ® St.

Lemme 1.5.1. — L’isomorphisme J du théoréme 1.3.18 induit un isomorphisme P-équivariant

Ho(N,S(k) =~ @ xp ][

ScP,S4@  o€eS

Démonstration. — C’est un corollaire du théoréeme 1.3.13. O

-

Proposition 1.5.2. — On a Homg(2(k), (k) = K.

-,

Démonstration. — Soit ¢ un endomorphisme G-équivariant de (k). Alors pour tout o, 3,0¢ est
un morphisme G-équivariant de X (k) dans IndIGD(XEeC’j"_l)QP_a”. Or, par réciprocité de Frobenius
Homg (2(k), Indf (xzeg7™")%*") = Homp (Ho(N, 2 (k)), xeg” ™)

-,

qui est de dimension 1 d’apres le calcul explicite du Ho(N,X(k)). Ainsi 3, 0 ¢ = a3, pour un
o, € K. Le méme raisonnement nous prouve que

3030 © @ = Qy0'30'30
pour tout o # ¢’. Comme 3, et 3,» commutent et 3,3, est non nul car surjectif, on a ay o = 4,
mais évidemment
Qg = Qg g/ = Qg
Ainsi il existe o € K tel que pour tout o, 3, 0 (¢ — ) = 0. Finalement ¢ — a est un morphisme
G-équivariant de S(k) dans V(xp) ®K St C IndIGD(|e|XE)@P_“”. Et toujours d’apres la forme de
Ho(N,%(k)), il n’y a pas de morphisme G-équivariant de X(k) dans Ind§(|e|XE)QP*a", donc

Proposition 1.5.8. — Les (k) sont tous non isomorphes deuz d deus.
Démonstration. — Supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ entre (k) et $(K'). 1l induit

un isomorphisme entre les sous-espaces de vecteurs localement algébriques, c’est-a-dire entre
St @ V(x;) et St ®g V(xg ). Or on sait par [73] Théoreme 1 que V(x;) et V(xj,) doivent

étre isomorphes, ce qui implique k=K par la classification des représentations algébriques de
G. O

27



-,

Malgré ses propriétés d’entrelacement, ¥(k) contient des sous-espaces intéressants. Soit o € P.
Nous avons défini dans la section 1.3.3 le caractere X% de P. Il est donné par

Xz (§4) = I o'(@
P
On pose
S (R = (G (g, )™ /V (xi, )] @1 V),
ol V(X%) est la représentation algébrique de la définition 1.3.7. On a alors V (x;) = V(X;;g) QK
V(X%)- )
D’apres le théoreme 1.3.12, 3(k), s’insere dans la suite exacte

0 — V(xg) @St = B(k)s 25 Ip(xzel ™) — 0. (1.5.1)

On sait alors par le théoreme 1.3.17 qu’elle est non scindée.
On a une application de représentations localement Q,-analytiques

(Indgx,;g)"’“” ®r V(X3) — (Ind@ )@ —on
f®g — fg

o -

qui induit une application
7ot B(k)y — 2(K).
L’application composée

V(xp) @ St — B(k)o % B(k)

est juste I'inclusion dans %(k), donc 7, # 0.

Lemme 1.5.4. — Le morphisme J du théoreme 1.3.13 induit un isomorphisme P-équivariant

Ho(N,2(k)o) = xpei1.
Démonstration. — C’est une conséquence de la définition de Z(E)o et du corollaire 1.3.15. [

Proposition 1.5.5. — L’application 1, est injective et c’est, a un scalaire pres, lunique ap-

-,

plication G-équivariante de $(k)y dans (k).

Démonstration. — Soit f : E(E)U — E(E) une application G-équivariante. En la composant
avec 3./, on obtient un élément de
o k_1—1 — o k_r—1
Homg(Z(k)a,IndIGp(XEea‘,’ )QP ") = Homyp (Hy(N, E(k)a),xl;eo‘,’ ).
Donc il existe un scalaire a € F tel que 3, o f = a3, 0 7, et pour o’ # o, 3,» o f = 0. Ainsi,
[ —aT, est un morphisme G-équivariant de (k) dans V(x;)®St C Ind%(e| XE)@P_“" et on voit
comme avant qu’il n’y a pas de morphisme G-équivariant non nul de %(k), dans Ind$(|e|)@—am.
D’ou f = ar,.
Si lapplication 7, n’était pas injective, comme la composée
V(xp) @St = S(k), = T(k)
ko—1

g
cela contredit le fait que la suite exacte (1.5.1) est non scindée. O

est non nulle, son noyau est nécessairement isomorphe a I'p(ye ). Mais c’est impossible car
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1.5.2. Les représentations E(E, E) — Soit £ € K%. On fixe, dans cette partie, une énumé-
ration o1, ..., 04 des plongements de L dans K.
On désigne par ¥(L£) la représentation de P sur K%' donnée par

1 logalyﬁg1 (ad™1) logo.zyl:o2 (ad™1) ... IOgad"Cad (ad™1)
¢ (a b) |0 1 0 0
0d . . . . .
0 0 0 i

On obtient ainsi une suite exacte de représentations de G
0 — Ind@(x) %" — mdG(x; ® $(£)% ™ % (Ind$ (x;) P ) — 0.

On pose alors

-,

S(k, £) = 571V O™V (xp)-
D’ou une suite exacte

0— B(k) — B(k, £) — V(xp)? — 0. (1.5.2)

—.

La représentation E(E, ) est fortement admissible et a pour caractére central
e(k) : a 0 — H o(a)k=2.
0 a

Nous travaillons donc a présent dans la catégorie Cadm(e(E)).
On note e, €1, ..., eq la base canonique de K91, et 4(L); la sous-représentation de (L)
d’espace Key @ Ke;. Alors on a

—,

0 — df(xz, )" ® V(xZ) — dE((L); ® xz, )" © V(X%
5 md§ (g, ) @ V) = 0

=,

et on pose L(k, L)y, = s[l(V(XE))/V(XE). Cette représentation s’insere dans une suite exacte
0— E(E)Ui — E(E, )U'i — V(Xﬂ) —0 (1'5‘3)

et un diagramme commutatif

0 —— (k) — Z(k,L) — Vixg)? —— 0

ou les deux lignes sont exactes et la fleche verticale la plus a droite est 'inclusion dans le i-ieme
facteur.

Remarque 1.5.6. — Dansle casou L = @, on écrit k=ketL=L.La représentation X(k, £)

est alors presque la représentation définie par Breuil dans [14]. En fait la représentation de Breuil
Jo—

est X(k, £)®| det ]TQ Dans notre cas, la représentation susceptible d’avoir un complété unitaire

s . 7 || —2d . N . ,
intéressant serait X(k, £) ® |det| 2¢ . La torsion par ce caracteére ne change rien aux résultats

de cet article, mais complique les notations. C’est pourquoi nous définissons ainsi E(E, E)
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1.5.3. Le cocycle associé a E(E, E) — Pour alléger I’écriture, nous notons désormais Ex‘ci5

! toutes les représentations considérées ayant €(k) pour caracteére central.

N Cadm(e(l?).)’
D’apres la proposition 1.4.5,

ExtL(V (xg), Ind%(x)% ") = HL(G,V(xp) @k (Ind§yz) %),

au lieu de Ext

L’utilisation de I'isomorphisme (1.4.1) et de la proposition 1.4.4 donne alors
Extg(V(xg), IndE ()%™ ") = Ha, (G, IndB(V (xg)" @ xz) > ™)
= Han(P,V(xz) © x)
L’espace H,(P,V(xz) ® xj) s'insere dans la suite d’inflation-restriction (proposition 1.4.1)

0— Hgn(Ta Hgn(N7 V(XE)/ ® XE)) - H;n(ﬁ¢ V(XE), ® XE)
- Hc?n(Tv H;n(N7 V(XE)/ ® X]}'))
Par dérivation des cocycles, on obtient un morphisme T-équivariant
H(in(N? V(XE), ® XE) — H' (1‘1, V(XE)/ ® XE)

Lemme 1.5.7. — Son noyau est ’ensemble des cocycles lisses a valeurs dans les n-invariants
de V(X/;')/ ® Xg-

Démonstration. — Si un cocycle c¢ est dans le noyau de cette fleche, sa différentielle est nulle
en I’élément neutre (e,e) de N x N. Par N-invariance, la différentielle de ¢ en tout point de la
diagonale de N x N est nulle. Alors si (ng,n1) est un élément quelconque de N x N, la relation
de cocycle donne pour tout n € N,

c(ng,n1 +n) — c(no,n1) = c(n1 +n,n1),

et donc la différentielle de ¢ en (ng,n1) est nulle sur le sous-espace {0} ® n de I'espace tangent
en (ng,n1). Symétriquement on peut montrer que cette différentielle est nulle sur le sous-espace
n @ {0}, donc que la différentielle est nulle en (ng,n1). Ainsi la différentielle de ¢ est nulle en
tout point de N x N, donc ¢ est une fonction localement constante. Enfin la différentiation selon
n de la relation

c(n+ng,n+mn1) =n-c(ng,ny)

montre que c est a valeurs dans (V(x;) @ xjz)"™ O

Lemme 1.5.8. — La représentation H., (N, V(xg) ®xg) n'a pas de point fize sous laction de
T. De plus HQ, (N, V(xz)' @ xz) est de dimension 1, muni de Uaction triviale de T.

Démonstration. — Soit n lalgebre de Lie de N. D’apres le lemme 1.5.7 le morphisme T-
équivariant
Hy (N V(xg) @ xz) — H (0, V(xp) @ xg)-

a pour noyau l’ensemble des cocycles lisses a valeurs dans les n-invariants de V(XE)' ® X
c’est-a-dire la représentation triviale 1. Or les seuls morphismes continus de N dans K sont
donnés par les différents morphismes de Q,-espaces vectoriels et ne sont donc pas lisses. Ainsi
H,(N,V(xz) ®xz) est un sous-espace de H'(n,V(xz)' ® xz)- Par la formule de Kiinneth pour
la cohomologie d’algebres de Lie ([10] §1.3) et la décomposition n = @ n,, ce dernier s’identifie

N

a

H'(n®g, K,V(xp) @ xz) — P (@ Ho' (“o,K7V(X;g7U/)/)) ® X
oc€P \o'eP
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1 _ 1k

o sur chaque composante et n’a donc aucun point

Mais T" agit comme (eg)_lxga(x;%uo_)
fixe. L’assertion sur H, (N, V(xz)' @ x;) se déduit directement de la proposition 1.3.8. O

Fixons un isomorphisme entre H(N, V (xz) ® xz) et K. Dans la section 1.3.2, nous avons dé-
crit V(xj;) comme un espace de fonctions algébriques sur GL2(L). En utilisant cette description
on identifie 1 € K avec la forme e : f — f(1). Nous obtenons alors un isomorphisme

Etha(V(XE)7 IndIG’(XE)Qpian) = H;n(T, 1) = HOme,an(T, K)

C’est un K-espace vectoriel isomorphe a Hom@p_an(LX,K ), donc de dimension d + 1 et ayant
pour base log,, o, ..., log, ¢, val.

Proposition 1.5.9. — On a

Extz(V(xz), V(xp) = ExtZ(V(xz), V(xg) =0
Démonstration. — En utilisant [23] théoréme 3, on a

Exte(V (xp), V(xgp) = H (slo,n, V(xp) ¥ © Vixg)

et ce dernier espace de cohomologie est nul pour ¢ = 1 et ¢ = 2 d’apres les premier et second
théorémes de Whitehead ([90], corollaires 7.8.10 et 7.8.12). O

En utilisant la suite exacte longue associée a
0= V(xz) — IdZ(xp)% " % B(k) — 0,
et la proposition 1.5.9, on obtient un isomorphisme
ge + ExtL(V(xz), IndE () ¥ ") & ExtL(V(xz), B(k)).
Nous avons, au final, un isomorphisme
ExtL(V(xz), 5(k)) ~ Homg, on (T, K). (1.5.4)

Soit h I'unique vecteur de plus haut poids de V(xj) tel que e(h) = 1. Cet isomorphisme est
donné explicitement par

¢ [t xp(t) 7 e(t) - R)(L).

Proposition 1.5.10. — L’image du cocycle de l’extension (1.5.2) par cet isomorphisme est le
morphisme de T dans K% défini par

F(29) = (log, ¢, (ad™"))sep,

autrement dit le morphisme (log, o +Lsval)sep.

Démonstration. — Gréace a I'isomorphisme ¢, on est réduit a calculer la classe de ’extension
0 — (IndExp) %" — s (V(xp)") = Vxp)* — 0.
Notons ¢ un cocycle de H}, (PGL2(L), V(XE)’d ® IndIGD(XE)QP_“”) correspondant a cette exten-

sion. Pour tout g, ¢(g) est donc une application linéaire de V (xz)* dans Indg(xlg)@?*a". Sur les
cocycles, la fleche (1.5.4) est

¢ (b= xz(0) " [e(®) - €](1)).
Soit h; = (0,...,h,...,0), h étant & la i-éme place. Si f; est un antécédent de h; dans
s7H(V(xz)?), on a, & un cobord pres, que

c(g) - hi = filg™") — fi.
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Donc finalement I'image de c est

m=(§5) — Ogm) 7 [f(m™) = fF()])i = (logy, ¢, (ad™)):.

et

\_/l

Corollaire 1.5.11. — Il n’y a pas d’application G-équivariante non nulle V(X/;‘) — E(E,

=,

dlmEthé(V(XE)’Z(ka )) =
un générateur étant donné par l’image de val € Extl(V(XE), S (K)).

Démonstration. — En effet, on a une suite exacte longue

—

0 — Homg(V (xz), B(k, £)) — Homea(V (xz), V (x)9)
% ExtL(V(xp), £(F)) — ExtL(V(xp), £(, £)) — 0

Or si j; est 'injection G-équivariante V(xj) — V(XE)d dans le i-ieme facteur, on a §(j;) =
log,, /.- Donc ¢ est injective et son image ne contient pas val. Le corollaire en découle. O

=,

Corollaire 1.5.12. — Pour o € P, dim Homg(2(k, £),, L(k, L)) =

Démonstration. — En effet on a d’apres le corollaire précédent

- =

0 — Homg(2(k, £)g, (K, £)) — Homea(S(k)o, 2(k, £)).

De plus, une application de $(k), dans X(k, £) se factorise nécessairement par $(k) et on sait
qu’il s’agit donc d’un multiple de 7. O

Nous pourrions prouver immédiatement le résultat suivant, mais comme il est également
conséquence de notre théoréme principal, nous nous contentons de I’énoncer.

Proposition 1.5.13 (voir corollaire 1.6.4). — Les représentations S (ki, L) et $(kg, L2)
sont isomorphes si et seulement si kl = k:2 et £1 EQ

1.5.4. Extensions entre représentations localement algébriques. — Soit V une représen-
tation irréductible de dimension finie de G. L’opération V® induit un morphisme

Ext5(1,St) — Extg(V,V @ St).

Proposition 1.5.14. — Ce morphisme est un isomorphisme.
Démonstration. — En effet on a
Ext5(V,V @ St) = H,,,(G, (V@ V') @ St).

Or la théorie des représentations des groupes algébriques nous apprend que V ® V'’ est une
somme directe de représentations irréductibles. De plus, comme V est irréductible, d’apres le
lemme de Schur, la représentation triviale apparait une unique fois dans cette décomposition.
Au final

ExtL(V,V @ St) = Ext&(1, St) & EB (G, St @V (X)),
ou les x apparaissant dans la somme de droite sont tous distincts du caractére trivial. Il nous

reste donc & prouver que H}, (G, St ® V(x)) est nul lorsque x n’est pas le caractére trivial. Or
il se trouve que d’apres le théoreme de décomposition des induites 1.3.12, St ® V() est un
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sous-espace de l'induite localement Q,-analytique Ind(x|e)) @~ et que le quotient de cette
induite par St ® V(x) n’a pas de point fixe sous I'action de G. Ainsi on a une injection

Hyp (G, St ® V(X)) — Hgp (G, IndB(x|e]) %),

Il est maintenant facile de voir que les H: (N, x|e|) sont des sommes de caractéres localement
algébriques de T' dont la partie lisse est toujours |e|. Ainsi H? (T, H1(N, x|e|)) = 0 pour tous
les p et ¢, et donc H}, (G,Ind%(x|e[)& ") = 0. O

Il reste maintenant a déterminer Extlal, St).

Proposition 1.5.15. — SiV est une représentation lisse de dimension finie et W une représen-
tation irréductible lisse de dimension infinie de G de méme caractére central, alors le groupe
Ext!(V, W) dans la catégorie des représentations localement analytiques admissibles est le méme
que dans la catégorie des représentations lisses admissibles ou que dans la catégorie des repré-
sentations lisses.

Démonstration. — 11 suffit en fait de prouver que si U est une représentation localement ana-
lytique de la forme

0—-W-—->U—-V =0,
alors U est lisse. En effet si ce n’était pas le cas, on aurait U9 C U. Ainsi en appliquant la suite
exacte longue provenant du foncteur H%(g, ), on a une suite exacte G-équivariante

0—We—U®—V®— H' (g, W)

Or comme V et W sont lisses, We =W, V8=V et H'(g,W) = W. Comme W est irréductible
et V de dimension finie, la flocche V8 — H'(g, W) est nécessairement nulle, d’ott la contradiction.
O

Corollaire 1.5.16. — On a dimExtla(V(XE),V(X,;) ®@St) =1 et la fléche
Ext(V(xg), St ® V(xz) — ExtG(V(xg), E(k))

induite par l'inclusion V (xz) ® St — E(lg) est injective, son image est le sous-espace de dimen-
ston 1 engendré par le cocycle val.

Remarque 1.5.17. — On peut remarquer que le cocycle val € Extla(V(XE), 3 (k)) est I'image
d’un cocycle de Extlé(l, St) via Iinjection

Extg(1,St) = Extg(V(xg), St @x Vxg)) < Extg(V(xg), £(k))

et qui est indépendant de k. Nous noterons donc également val € Extlé(l, St).

1.6. Le foncteur DE

1.6.1. Construction du (¢, N, L, K)-module filtré. — L’objet de cette partie est de construire
le (o, N, L, K)-module filtré Dy(¥) de 'introduction ot ¥ est une représentation localement

-

analytique admissible de caractére central ¢(k). Dans ce but, nous construisons dans un pre-
mier temps un objet Ho(k) dans la catégorie dérivée des Dg, (G, K)-modules coadmissibles que
nous munissons d’endomorphismes ¢ et N, ainsi que de morphismes F* : Fili(Ho(E) ®r, L) —
Ho (k) ®r, L pour tout i € Z.

On note Do, (G, K') 'algebre des distributions Q,-analytiques sur GG. On note Cy; la catégorie
abélienne de ces Dg, (G, K)-modules coadmissibles dont le caractére central est (k)L et Dy sa

catégorie dérivée.
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On définit Ho(k) = L ®q, V(xzp) @ St7, ®@q, V(xz)'[-1]. L’endomorphisme ¢ est I'élément
¢o0 @ ¢1[—1] de Endp_(Ho(k)) ou ¢; est I'unique endomorphisme K-linéaire, Lo-semi-linéaire
|k|—2d

coincidant avec la multiplication par p~2d  (resp. p%) sur V(xg)' (resp. St7, ®q, V(xz)')
I’endomorphisme N est 'image de 1’élément —%V&l € Extlé(l, St) par
Extg(1,8t) = Extg(V(xg), St @k V(xg)) — Exte (Str, @0, V(xp), V(xp) ®q, Lo),
le premier isomorphisme provenant de la proposition 1.5.14 et la deuxiéme fleche de I'opération
®q, Lo en remarquant que Stz, ®q, V(xz) = (St @k V(x;)) ®q, Lo-
Les endomorphismes ¢ et NV ainsi obtenus vérifient clairement la relation Ny = ppN.
Enfin, on pose H (k) = Ho(k) @, L, H(k), = H(k) ®L, K et on définit des objets Fil'H (k)
de Dj et des fleches F* : Fil'H (k) — H(k) ~ Pocp H(k)o par
S k ii<0
Fin () = | 1K) N U=
Do ich,—1 Z(k),[—1] sii>1.
On a alors
Homp_ (S(k),[—1], H(k)s) = Homz(St @k V(xz), S(k)s) & ExtS(V (xz), B(k)o).

Pour i < k, — 1, on définit F. € HomDE(E(E);[—l],H(E)g) par (—2j,, —log, ) ol j, est la
composée de l'inclusion naturelle de St @ V(x;) dans S(k)s et de 7, définie en 1.5.1 et les
éléments log, , ont été définis dans la section 1.5.3. La fleche F* est alors I'identité pour ¢ < 0
et @<, 1 Fi pour i > 1. Ceci implique en particulier que F* = 0 pour i > max (k).

(3'[—1], Fil(H(k))) d’une structure

-,

Si ¥ est un objet de Cygm(e(k)), on peut munir Homy,
de L-espace vectoriel. On écrit en effet, pour i > 1,
Homp_(S'[—1], Fil'(H(k))) = €D Homp_(X'[-1], Fil'(H(k)),),
oceP

et on pose [ - (fa) = (U(l)fo)
Définition 1.6.1. — Si ¥ est un objet de Cagm(e(k)), on lui associe le (¢, N)-module filtré

—

Dy(%) = Homp_(34[—1], Ho(k)), avec ¢(f) = o f, N(f) = No f et
Fil'(Dz(%) ®p, L) = Im(F7)

ot F¢ est I'application de Homp_ (¥, Fil'H(k)) dans Dy(%) ®1, L obtenue par composition avec
Fi. La fleche F? est aussi un morphisme de L-espaces vectoriels, donc Fil'(D(X) ®1, L) est bien
un sous-L ®gq, K-module de D(X) ®p, L.

Remarque 1.6.2. — Cette définition n’est pas si artificielle qu’elle en a l’air. En effet, considé-
rons X = C,\L, le demi-plan de Drinfel’d sur L. Dans [49], Grofie-Kl6nne construit le complexe
de cohomologie rigide associé a un schéma formel dont la fibre générique est X. Ceci donne un
complexe de Lo-espaces vectoriels RI',4(X) et chaque élément de G induit un endomorphisme
de cet objet dans la catégorie dérivée des Lg-espaces vectoriels. Il munit de plus cet objet d’endo-
morphismes ¢ et NV vérifiant la relation N¢ = gq¢p N et commutant a 'action de G, et construit
un quasi-isomorphisme naturel ay, : RI'g(X) ®r, L ~ RI'qr(X) commutant également a
laction de G. Il serait alors tentant, si on pouvait identifier 'objet RI',;; & un complexe de
représentations de G et a,, a un isomorphisme dans une catégorie dérivée de représentations
de G, d'utiliser RT',;4 pour définir une Loy-structure sur RT'yz(X'), ainsi que des endomorphismes
¢ et N. Cependant la construction de ce complexe de cohomologie log-rigide dans [49] ne le
permet pas, le groupe G agit sur le complexe RI';4(X) par endomorphismes dans la catégorie
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dérivée des Ly-espaces vectoriels. Malgré tout, on connait ([49], §6) l'action de ¢ sur les espaces
de cohomologie rigide Hiz-g(?( ). Deés lors, si Rl était vraiment un objet de la catégorie Dy,
et ar,, ¢ et N des fleches de cette catégorie, par un résultat général sur les catégories trian-
gulées ([34] lemme A.1.4), il existerait un unique scindage de RI',;4(X) commutant a ¢. Les
isomorphismes o, et H*(ay, ) le transporteraient alors en un scindage du complexe RI4r(X).
C’est pourquoi notre construction prend le chemin inverse. Les isomorphismes de Schneider
et Stuhler ([79], §5 théoreme 1 et §4 lemme 1) induisent un isomorphisme H(k) ~ (HJ @
H}pl-1]) ®q, (Sym*"2K?)', ainsi Ho(K) est naturellement isomorphe (Hﬁ)ig ® Hﬁig[—l]) ®q,
(Sym*2K?)" et doit étre considéré comme substitut & RI'yi, ®g, (Sym* 2K?2)". Nous définissons
v tel qu’il devrait étre par le calcul de Grofie-Klonne (il faut cependant noter que Grofie-Klonne
calcule une puissance de ¢). On peut également vérifier que 'opérateur N que nous avons défini
coincide avec celui induit par la cohomologie rigide, et ceci grace a un résultat de de Shalit ([88]
théoreme 4.1) et un petit calcul sur les extensions de Str,, par la représentation triviale.
Définir la filtration telle que nous I’avons fait revient a choisir un isomorphisme entre RFdR(E) =
RT 4r(X) ®q, V(XE):l et 'H(/_i) En effet, nous pouvons définir directement dans Dj; un isomor-
phisme entre RT4r(k) et H(k) et utiliser celui-ci pour transporter une filtration naturelle de

-

RT4r(k). Pour cela, commengons par écrire
RTap(X)(F) ~ @ (RT4r(X) @10 Vixg,) @k VX))
oc€EP
Sur chaque RTqr(X) @10 V(X ,)'» Schneider et Stuhler ont définit dans [79] §5 une filtration.
Ils définissent également un isomorphisme entre RI'yr(X) ®r, V(xj )" et un complexe de
D, (G, K)-modules [O(2 — k,) — O(ky)]. Nous nous reportons ici a [14] §3 pour la définition
des représentations O(k), la représentation O(k) n’étant rien d’autre que 'espace des fonctions
rigides L-analytiques sur X munies d’une action « tordue » de G. On peut alors vérifier que
Fil'(RT4g(X) @10 V(Xk,)") =~ [0 — O(ky)] pour 1 < i < k,. En utilisant l'isomorphisme de
Morita O(k,) ~ X(ky)., (on en trouve une description dans [14] §3 lorsque L = Q),), on obtient
Fil'RTar(k) ~ @ [0 — (2(k)0)3)-
0,i<ks

-

Enfin, ces isomorphismes permettent de définir directement un scindage de RI'yr(k). Rappelons
que Breuil a défini dans [14] §3 des espaces O(k, £) constitués de fonctions analytiques rigides
sur X et de fonctions logarithmes (£ désignant la branche choisie du logarithme). Ils permettent
de définir des scindages explicites

RT4r(X) @0 V(Xk,) < [V(Xk,) @ O2 — ko) — O(ks,0)]

~

2 Vi) 2 St @K Vixk,))

En prenant la somme directe de ces scindages, on obtient un isomorphisme RT'jr(k) ~ H(/Z)
et on vérifie que le morphisme Fil'(RT 4z (k)) — RUqr(k) est, pour i > 1, @(—2js, —logg »)-
Le choix de la branche nulle du logarithme dans notre scindage se justifie par les résultats de
Coleman et Iovita ([24]) qui suggerent que si RI'4(X) peut étre défini dans une catégorie
dérivée de représentations de G, alors nous obtenons ainsi le scindage provenant de Frobenius.
Nous espérons revenir plus en détail sur cette interprétation géométrique lorsque le probleme
de définir RI';;; comme complexe de G-modules sera résolu.

1.6.2. Le résultat principal. —

-, -,

Théoréme 1.6.3. — Les (¢, N, L, K)-modules filtrés DE(Z(E, )) et D(k, L) sont isomorphes.
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Démonstration. — Pour commencer, décomposons
Dp(3(k, £)) = Do & Dy,

avec

—.

Dy = Extd (S(F, £, Lo ©g, V(xp)') = Bxts(V(xp), 2(F. £)) @q, Lo

Dy = Home, (S(k, £, (Str,) ®q, V(xz)) = Homa(St @k V(xz), S(k, £)) ®g, Lo

D’apres le corollaire 1.5.11 et la forme des composantes de Jordan-Hélder de ¥ (k) (théoreme
1.3.12), Dg et Dy sont des Lo®q, K-modules libres de rang 1. De plus la définition de ¢ implique
immédiatement que DE(E(E, £)) et D(k, L) sont isomorphes en tant que @-modules.

L’opérateur N induit un morphisme de Dy vers Dy qui associe a f : St @k V(xz) — Z(E, L)
I'image de —%val par

Extd (V(xz). St @ V(xg) L5 Exté (V(x;), B(k, £)).

- =,

D’apres le corollaire 1.5.16, f.(NN) # 0, ainsi les (¢, N)-modules DE(E(E, )) et D(k, £) sont
isomorphes.

Il reste donc a prouver que la filtration est la bonne. Fixons ¢ un plongement de L dans K.
Si i >k, il est clair que Fil’(D(2(k, £))4) = 0. Supposons donc 1 < i < k, — 1. On a

-

Homp_(S(k, £)'[~1], Fil'H(k),) = Home, (S(k, L)', S(k),).

Le corollaire 1.5.12 montre que cet espace est de dimension 1 sur K, engendré par v 1’élément
correspondant a la fleche duale de 'inclusion naturelle

S(k), — S(k, £).

—,

L’image de v dans DE(E(E, ))o s’écrit vo+v1 ot v; € D;Qrek,. K. L’élément vy est le composé
des fleches

S(k, £) — S(F, £), =22 St @k V(xg)-

Il s’agit de —2j' ou 5’ est la fleche duale de I'inclusion naturelle

-,

j:SteVixp) — 2k, L)y — 2(k, L).

L’élément N(v1) est alors I'image du cocycle —%Val par la fleche

—,

(=2 = Exté (V(xg), St ® V(xz) — Exte (V(xg), £(k, £)),

c’est donc I’élément val.
Déterminons maintenant vp. Il s’agit de I'image du cocycle —log,, ( par la fleche

Ext'(V(F), S(k),) — Ext'(V(¥), S(K, £)).
Or on sait, d’apres la proposition 1.5.10, que dans ce dernier espace,
—log, o = L,val.

=,

Ainsi 'image de v est de la forme v; + £, Nv; dans DE(E(E, L))o O

Corollaire 1.6.4. — Les représentations E(El,fl) et E(Eg,fz) sont isomorphes si et seule-
ment st k1 = ko et L1 = Lo.
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Remarque 1.6.5. — Dans le cas ou L = Qy, 'espace X(k, L) ® | det |% est en fait vraisem-
blablement plus petit que le sous-espace des vecteurs localement analytiques de son complété
unitaire universel B(k, £). En réalité cet espace de vecteurs localement analytiques devrait étre
une extension

0— S(k,£) @ [det| T — Sk, £) @ |det| = — (-2 @] |Z )xpetH@ " 0.

Il est cependant facile de vérifier que remplacer X(k, £) par X(k, £) ne change en rien notre
résultat :
Dy(S(k, £)) = Dy(S(k, £)).

1.6.3. Le cas cristallin non scindé. — Supposons d’abord L = Q,,.

A la suite de ces résultats, on peut se demander ce qu’il se passe si dans la construction de
Y(k, L), on choisit la valuation a la place de log, pour construire I’extension. On obtient alors
une représentation X(k,00) qui est une extension de la forme

0— X(k) — X(k,00) = V(k) =0
et qui contient la représentation localement algébrique V(k)®§t ot St est 'unique extension non
triviale (et lisse d’apres la proposition 1.5.14) de 1 par St. On peut considérer le (¢, N)-module

filtré Dy (X(k,00)). Ce (¢, N)-module filtré est admissible, de dimension 2, cristallin (N = 0) et
isomorphe a D = Key & Ke; vérifiant

plei) = p' He; pour i = 0,1

D sin<0
FiI"'D ={ K(eg+e1) sil<n<k-1
{0} sin>k.

Il s’agit, a isomorphisme et torsion par un caractere quadratique pres, du module de Fontaine
de I'unique représentation cristalline de dimension 2 non scindée ayant pour poids de Hodge-
Tate (0,k — 1). Cette remarque rejoint donc la suggestion de Breuil et Emerton ([15] remarque
3.2.1) d’associer aux représentations cristallines non scindées, une représentation unitaire de
GL2(Qp) dont les vecteurs lisses contiennent la représentation de Steinberg.

Enfin, dans le cas d’une extension L quelconque, on peut choisir un plongement o, ainsi
que des éléments ¢,» € K pour tout o’/ # o. En remplacant, dans la construction de Z(E, E),
log, ¢, par val, et log, o, par log,r +colog,, on obtient une représentation localement Q-
analytique X (k, o, (Cor)or o) telle que le (p, N, L, K)-module filtré D = DE(E(E, 0, (Cot)o'5)))
soit cristallin de la forme (Lo ®gq, K)eo @ (Lo ®q, K)e1 avec

|k|—2d | . )
¢(e;) =p 2a tle; pour i =0,1
(D®r, L) ®rgr,e K sin <0
Kleg 5+ + e 4 Silﬁnﬁk—leta’:g
Filn(D QLo L) RLoK .o K = ( 0,0 1,0 ) '
K(e1,00 + ¢or€0,07) sil<n<k—1leto' #o
{0} sin>k.
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CHAPITRE 2

REPRESENTATIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES DE
GL;(Q,) ET INVARIANTS £

2.1. Introduction

Soient p un nombre premier et K une extension finie de Q. Si k£ est un entier plus grand que
2, les K-représentations du groupe Gal(Q,/Q,) semi-stables non cristallines de dimension 2,
a poids de Hodge-Tate (0,k — 1), apparaissent en famille (V(k, £)) dépendant d’un parametre
L € K. En appliquant le foncteur D, de Fontaine a ces représentations, on obtient une famille de
(¢, N)-modules filtrés dont les (¢, N)-modules sous-jacents sont tous isomorphes. Le parameétre
L détermine donc la filtration de Hodge de ces modules. Cette situation est particulierement
intéressante pour étudier la correspondance de Langlands p-adique. En effet, la représentation
unitaire continue de GL2(Q)) associée a une représentation semi-stable est un complété d’une
représentation localement algébrique de GL2(Q,), laquelle ne dépend que du (¢, N)-module
sous-jacent ainsi que des poids de Hodge-Tate ([14], [16], [29]). Dans le cas présent, la re-
présentation localement algébrique est Sym*~2(K?) ® Sty ® | det \¥ Dans [14], Christophe
Breuil construit une famille (X(k, L)) de représentations localement analytiques de GL2(Q,),
de telle sorte que X(k, L) ~ X(k, £') implique £ = L. La représentation X(k, £) est construite
comme une extension de la représentation localement algébrique Sym*~2(K?)® | det ]¥ par la
représentation X(k), cette derniére est un analogue localement analytique de la représentation
Steinberg. Le parametre £ définit alors la classe d’isomorphisme d’une telle extension.

Dans [87], nous montrons comment X (k, £) permet de réaliser le (¢, N)-module filtré D¥,(V (k, L))
dans la cohomologie de de Rham du demi-plan de Drinfel'd & = C,\Q,. Notons RI'zr(k)
le complexe de de Rham de Aj tensorisé avec la représentation Sym*~2(K?2)’ @ |det ]7%
C’est un complexe de représentations localement analytiques de GL2(Qp), de caractére cen-
tral a — (ala|)>~*. D’aprés Schneider et Teitelbaum ([83, §3]), une représentation localement
analytique est munie d’une structure de D(GL2(Q)))-module, D(GL2(Q,)) étant I’algebre des
distributions de GL2(Q),) & valeurs dans K. Soit D la catégorie dérivée de la catégorie des
D(GL3(Q,))-modules de caractére central a — (ala|)®>~*. On définit des endomorphismes ¢ et
N de RT'4r(k) dans la catégorie D, ainsi qu’une filtration GL2(Q))-stable du complexe RI'gr (k).
Pour toute représentation localement analytique ¥ de GL2(Q)), ces constructions munissent le
K-espace vectoriel Homp(X/[—1], R[4r(k)) d’une structure de (¢, N)-module filtré. On a alors
un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés

Homp (S(k, £)[~1], RTar(k)) =~ D% (V (k, £)). (2.1.1)

Le but de cet article est d’étudier une situation analogue pour une famille de K-représentations
de dimension 3 de Gal(Q,/Q,) dépendant d'un triplet £ € K3. Plus précisément, nous utilisons



(2.1.1) comme fil directeur pour construire un complexe de représentations localement analy-
tiques de GL3(Q,) dépendant du triplet £, de telle sorte que le méme procédé permette de
« réaliser » le (¢, N)-module filtré dans la cohomologie de de Rham de I’espace de Drinfel’d de
dimension 2.

2.1.1. Notations. — Quand nous ’avons pu, nous avons essayé de formuler nos résultats
dans le cadre le plus général possible, en vue de généraliser ce travail a d’autres groupes que
GL3(Qp).

Soit G un groupe algébrique réductif déployé sur Q,, " un sous-tore déployé maximal et
X(T) = Hom(T', G,,) son groupe des caracteéres. Soit ® I’ensemble des racines de G relativement
a T, A une base de racines simples du systéme (X (7),®) et ®* le sous-ensemble des racines
positives pour A. Soit W le groupe de Weyl du systeme (X (7), ®). Siw € W, on fixe w € G(Qp)
un relevé de w. On note BT le sous-groupe de Borel associé & A et B le sous-groupe de Borel
opposé. Pour a € A, s, € W désigne la réflexion simple associée a « et si S est un sous-ensemble
de A, on note Bg le sous-groupe parabolique contenant B* et engendré par les éléments s,
pour « € S, ainsi que Pg le parabolique opposé. Le radical unipotent de Pg est noté Ng, celui
de P§, N;f, et N=Np, NT = NZ.

On note également Lg 1'unique sous-groupe de Lévi de Pg (ou de P¥) contenant T. Pour
tout sous-groupe H C G, on note H le quotient de H par le centre de G. Le symbole wq désigne
I'unique élément de longueur maximale dans W.

On note X ¢ I'ensemble des poids A € X(T) tels que (A, ) € N pour tout o € S. Pour un tel
A, il existe une unique représentation algébrique irréductible de dimension finie de Lg et de plus
haut poids A que l'on note F) g. On note X+ = XX, F) = F) g, c’est alors une représentation
de G.

Soit 6 = %Zaeqﬁ a. On définit 'action tordue de W sur X ®z R par w - X = w(A + ) — 4.
Nous utiliserons également l'action w* A = w(A—39) 4+ = —w- (—=A). Il s’agit de 'action tordue
obtenue en choisissant —A comme base de racines positives.

Si g est 'algebre de Lie de G, p une sous-algebre parabolique de g et p une K-représentation
de dimension finie de p, on note my(p) = U(g) @y p) p- C'est un U(g)-module appelé module
de Verma généralisé. Si b est I’algebre de Lie de B, on note m(p) = mp(p), c’est un module de
Verma.

Dans le cas particulier qui nous intéresse, G est le plus souvent GL3 g,. Dans ce cas on choisit
pour T le sous-groupe des matrices diagonales et A = {ay, s} ou o = eoefl et ap = 61651, €

Co0) = 2.1.2
t - .
(O&tg)'_)l ( )

étant le caractere du tore

On abrégera sinsi P; = P(q,}, 8i = Sa;, Mi(p) = mp,(p), Fai = F {0}, Ni = Na,-

Si H est un groupe algébrique défini sur Q,, on note H = H(Q,) son groupe des Q,-points,
c’est toujours un groupe de Lie Q,-analytique. On fixe alors G un sous-groupe compact maximal
spécial de G et pour tout sous-groupe fermé H de G, on pose Hy = H N Gy.

Pour V un espace vectoriel muni d’une topologie localement convexe séparée, on note C**(H, V')
I'espace des fonctions localement analytiques sur H & valeurs dans V' défini dans [83, §2]. Une
représentation localement analytique de H est la donnée d’une action de H sur un espace vecto-
riel localement convexe séparé ¥ par des endomorphismes continus et telle que les applications
orbites g — ¢-v appartiennent & C*"(G, ¥). Une représentation localement algébrique est une re-
présentation localement analytique dont I’espace sous-jacent est muni de la topologie localement
convexe la plus fine ([85, §6]) et dont les applications orbites sont localement algébriques. Une
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représentation lisse est une représentation localement algébrique dont les applications orbites
sont localement constantes.

La représentation de Steinberg lisse du groupe GL,,(Q,) est notée St,,.

Si V est un espace vectoriel localement convexe, on note V' son dual topologique muni de
la topologie forte ([78, §9]). On note D(H) = C**(H, K)', c’est l'algebre des distributions de
H ([83, §2]). On note également C2"(H, K) l'espace des fonctions localement analytiques a
support compact et D.(H) son dual fort ([86, §2]). On désigne par M(H) la catégorie des
D(H)-modules. Si (p,Y) est une représentation localement analytique, pour u € D(H), f € ¥’
et v € X, on pose

(- )w) = plh— f(p(h) - v)). (2.1.3)
Ceci munit X' d’une structure de D(H)-module. Si A € X (T), sa restriction au centre Z de H
est un caracteére de Z, et donne lieu a un caractere de l'algebre D(Z). En général, si x est un
caractere de Z, on note M(H ), la catégorie des D(H )-modules sur lesquels I'algebre D(Z) agit
via le caractere x 1, et D*(M(H),) sa catégorie dérivée bornée.

On note CY(H, K) l'espace des germes de fonctions localement analytiques en 1 défini dans
[83, §2] et D(H); son dual qui est alors une sous-algebre de D(H). L’action par translation
a gauche de H sur C"(H,K) est différentiable, donc induit une action de l’algebre de Lie
h sur C"(H, K). De plus, cette action passe au quotient pour donner une action de h sur
CY(H, K). Cette action se prolonge naturellement en une action de ’algébre enveloppante U ().
L’accouplement

(X, f) =X N) (2.1.4)
induit une injection de U(h) dans D(H); et donc dans D(H). Si h € H on note §;, I’élément
de D(H) défini par 6x(f) = f(h). Ainsi Papplication > aph — > apdy est une injection de
lalgebre de groupe K[H| dans D(H). D’apres [64, lemme 1.1.1], 'image de cette injection est
dense dans D(H).

Si H est un groupe de Lie Q,-analytique compact, D(H) est un espace de Fréchet nucléaire
([78, §19]). Un espace de Fréchet nucléaire est un espace réflexif, autrement dit, ’application
V' — (V') est un isomorphisme topologique. De plus, le foncteur V +— V' induit une équivalence
entre la catégorie des espaces de Fréchet nucléaires et la catégorie des espaces de type compact
(183, §1)).

Si Vet W sont deux K-espaces vectoriels localement convexes, on note V &g , W leur produit
tensoriel muni de la topologie inductive ([78, §17]), et V&g , W le complété de ce produit
tensoriel pour cette topologie. Si V' et W sont en plus munis d’une structure de D(H )-module,
on note V® p(),W le quotient de V& K. W par le sous-K-espace vectoriel engendré par les
v @ w — v ® pw pour (v, u,w) €V x D(H) x W et on le munit de la topologie quotient. On
note V®D(H)7LW le quotient de V®K7LW par I'adhérence de {0}. De méme on désigne par ®K7W
le produit tensoriel muni de la topologie projective ([78, §17]), et on définit de méme @ .
Lorsque V et W sont des espaces de Fréchet, on oublie le ¢ dans le produit tensoriel car, dans
ce cas, toutes les topologies produit tensoriel sont les mémes ([78, proposition 17.6]). De plus,
on note L(V, W) I'espace des application linéaires continues de V' dans W muni de la topologie
forte ([78, §6]). Si V' et W sont munis d’actions continues d’un groupe topologique H, on note
L (V, W) le sous-espace des applications linéaires continues commutant a l’action de H, on le
munit de la topologie de sous-espace.

Dans I’algebre de Lie sl,,, nous numérotons les lignes et les colonnes de 0 a n—1 et notons u; ;
la matrice élémentaire ayant un 1 dans la case (i, j) et 0 ailleurs, elle engendre un sous-espace
de poids €; — €; pour 'action adjointe du sous-tore des matrices diagonales.
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Si f est une fonction sur un espace X et € X, on note ev, 'application d’évaluation en x.
Si C" est un complexe, C%; désignera la troncation béte

0= =0l O, (2.1.5)

Si p est une représentation d'un groupe H et h € H, on désigne par p* la représentation
p(h=1-h).

On utilise toujours des notations « gothiques » pour désigner les algebres de Lie. Les lettres
g, n, p, h désignent donc les algébres de Lie des groupes notés G, N, P, H.

2.1.2. Enoncé des résultats. —

2.1.2.1. Le coté galoisien. — Soit K une extension finie de @, contenant une racine de ’équa-
tion X3 — p et fixons pour le reste de I’article une telle racine p*/3 € K. Fixons égalements un
triplet d’entiers h = (ho, h1, ho) tel que ho > hy > hg et L= (L, L', L") € K3. Soit D(h, L) le
(¢, N)-module filtré défini de la fagon suivante.

hothithy 4

¢(eo) =p~ 3 €0, N(eg) =0,

D(ﬁ,é) = Keyg@® Ke1 ® Kes, 90(61) = p%el’ N(el) = eq, (216)
(10(62) _ ph0+h31+h2 +1€2, N(€2) = e,
D(h, L) sii < ho,
| K(eg+ Lley + L) ® K(ey + Leg) siho+1<i < hy,
Fii(D(h, £)) = | Klez T Ler+ Lieo) @ Kler+ Leo) siho+lsishy (2.1.7)
K(€2 -+ E’el + E”e()) sihi+1<14< ho,
0 sit> ho + 1.

Ce (p, N)-module filtré est faiblement admissible au sens de [45, 4.4.3], il existe donc, d’apres
le théoréeme de Colmez-Fontaine ([32]), une K-représentation V(h,L) de Gal(Q,/Q,), semi-
stable, de dimension 3, telle que D%, (V (h, L)) ~ D(h,L). Les poids de Hodge-Tate de V' (h, £)
sont alors (hg, h1, he). Remarquons que V (h, £) ~ V(k/, L") implique h = b’ et £ = L'. Notons
A le poids dominant (hy — 2,h; — 1, hg), la représentation localement algébrique associée par
Christophe Breuil et Peter Schneider & V' (h, £) dans [19, §4] est alors

hothythy |

Fy® Stz ® |det| 3 (2.1.8)

Remarque 2.1.1. — A la différence du cas de la dimension 2, les représentations ci-dessus
ne donnent pas toutes les représentations semi-stables de dimension 3 ayant un opérateur de
monodromie de rang 2. C’est le cas uniquement si 2h; — 2 < hy < 2hy 4+ 2. En général on
peut trouver des représentations de dimension 3 de poids de Hodge-Tate (hg, hi, he) et telles
que N2 # 0 qui ne sont pas de la forme précédente. Ces représentations n’entrent pas dans
le cadre de cet article. Cependant, ces représentations exceptionnelles sont exactement celles
pour lesquelles la filtration de Hodge et la filtration de monodromie ne sont pas transverses.
Ainsi, si la conjecture de Schneider ([77],§3) sur la transversalité des filtrations de Hodge et
de monodromie est vraie, alors ces représentations exceptionnelles n’apparaissent pas dans la
cohomologie des variétés uniformisées par ’espace de Drinfel’d. Ceci expliquerait alors pourquoi
elles échappent a nos techniques.

2.1.2.2. Le coté localement analytique. — Comme dans le cas de GL2(Q),), commencons par
définir un analogue localement analytique de la représentation de Steinberg dépendant du poids
A

2(\) = IndG(\)/(Indg, (A) + Indg, (M), (2.1.9)
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ou les représentations Indgi (M) sont des induites localement analytiques qui seront définies dans
la section 2.2.4. 1l s’agit d’une représentation localement analytique fortement admissible dont le
sous-espace des vecteurs localement algébriques est isomorphe a ) ®St3. Comme la cohomologie
de de Rham de 'espace de Drinfel’d fait également intervenir la représentation de Steinberg
généralisée vp, = Imdg1 (1)°°/1, nous introduisons son équivalent localement analytique

vE () = Indg, () /Fh. (2.1.10)

Méme si la représentation vp, n’apparait pas dans la cohomologie de ’espace de Drinfel’d,
les travaux de Jean-Francois Dat ([34]) montrent que cette représentation est présente, en
un certain sens, dans le complexe de de Rham. C’est pourquoi nous utilisons également la
représentation v (A). Nous définissons alors, de facon analogue au cas GL2(Q,), une extension

0—X(\) =3\ L, L) —op (N @vE(N) — 0 (2.1.11)
dépendant des deux parameétres £ et £/, c’est-a-dire
S\ L1, L)) =B\, Lo, L) = (L1, L)) = (Lo, L). (2.1.12)
Les espoirs consistant & placer le dernier paramétre £” dans une extension
0— 3\ L,L)—=?—F,—0 (2.1.13)

se trouvent réduits a néant apres le calcul donnant dimpg Exté’ A2\ L, L)) = 1. La pre-
miere surprise vient alors de ’égalité dimg Ext%,)\(F N, 2(A, L, L") = 2. La théorie cohomolo-
gique des représentations localement analytiques de Jan Kohlhaase nous permet de voir cet
espaces comme un groupe d’extensions dans la catégorie dérivée d’une catégorie exacte, I'inter-
prétation de Yonéda de ces extensions ([91]) permet alors de construire un complexe X(\, £)
de représentations localement analytiques s’insérant dans un triangle distingué

SN L L) = BN L) — Fy[-1] — (2.1.14)

et dont la classe d’isomorphisme, dans la catégorie dérivée citée plus haut, dépend du parameétre
L". Nous avons construit une famille de complexes de représentations non isomorphes entre eux,
il reste & définir le paramétrage exact de ces complexes en fonction de £”. La situation n’est, ici,
pas entierement résolue. Nous proposons dans le paragraphe 2.5.3, une paramétrisation faisant
intervenir le dilogarithme p-adique défini par Coleman dans [25]. Plus précisément, on montre
qu’il existe une application linéaire

ki H*(T,1) ~ /Z\Hom(T, K) — Extg \(Fx, 2(\)) (2.1.15)

dont I'image est de dimension 4. Les éléments de Hom(T', K) sont construits & partir du loga-
rithme p-adique et de la valuation. Le dilogarithme p-adique nous permet alors de construire
un élément de Exté)\(F,\, (M) n’appartenant pas a I'image de k. La construction £ — X(\, £)
dépend encore du choix d’un polynéme ) de degré 2 en les variables £ et £’. Nous notons
X(A, L) le complexe obtenu au moyen de ce choix de Q. L’idée que le dilogarithme p-adique
doit jouer un role dans la théorie pour GLj3 revient initialement & Christophe Breuil.

2.1.2.3. Le coté espace de Drinfel’d. — Soit Xy = P%(C,)\ UHGHQP H(C,) I'espace de Drinfel’d

de dimension 2, Hg, désignant I'ensemble des hyperplans Q,-rationnels de Pép‘ Il s’agit d’un
espace analytique rigide de dimension 2 muni d’une action du groupe G = GL3(Q,). Cet espace
étant quasi-Stein, son complexe de de Rham est le complexe des sections globales

RT4r(X2) = [0(Xs) — QY (X)) — Q2(AL)]. (2.1.16)
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On définit alors le complexe tordu comme étant
RT4r(N) = RTqr(X2) @k Fy, (2.1.17)

c’est un complexe de D(G)-modules ([84, proposition 2.1]). Si ¥ est un complexe de représenta-
tions localement analytiques, on note ¥’ le complexe de D(G)-modules obtenu par passage terme
a terme au dual fort. Il est alors naturel, par prolongement du cas de GL2(Q)), de considérer
I’espace

Hom po( vy, (BN £)'[-1], RTar(N)). (2.1.18)
La deuxiéme (bonne) surprise est que cet espace est de dimension 3 et peut étre muni d’une
structure de (¢, N)-module filtré redonnant D(h, £). Pour énoncer un résultat précis, nous avons
besoin de détailler un peu la construction de ¢ et IV, la filtration étant déduite de la filtration
de Schneider ([48, (14)]) sur RT'4r(A).

La définition de ¢ et N est un peu plus problématique. L’idée est de construire des en-
domorphismes de RI'gr(\) dans la catégorie dérivée des D(G)-modules. Il semble naturel
d’utiliser I'isomorphisme de « Hyodo-Kato » construit par Elmar Grofie-Kloénne dans [49] :
RT 4r(X2) ~ RT'yig(A>). Le complexe RI';4(X2) porte alors des endomorphismes de Frobenius
et de monodromie qui sont les bienvenus. Cependant ces endomorphismes ne sont pas des mor-
phismes dans la catégorie dérivée des représentations de GG, mais plutoét des morphismes dans
la catégorie dérivée des espaces vectoriels commutant a ’action du groupe G. L’auteur ne voit
donc pas comment les remonter en des morphismes de la premiere catégorie, méme s’il est
certainement possible de le faire. La solution de rechange consiste a remarquer que ’annula-
tion de groupes d’extensions entre les espaces de cohomologie de Xy implique que le complexe
de de Rham est scindé dans la catégorie dérivée des D(G)-modules. Pour cela, on utilise les
calculs d’extensions entre représentations lisses de Dat et Orlik ([34, théoreme 1.3] et [71, théo-
reme 1]). En fait, ces mémes calculs déterminent ’algebre des endomorphismes de RI'zr(\)
dans la catégorie D°(M(G),), ce qui nous permet de définir directement des opérateurs N et
. Plus exactement, nous définissons I'opérateur de Frobenius sur le complexe scindé comme
étant le Frobenius calculé par Elmar Grofie-Klonne dans [49, théoreme 6.3]. La conjecture de
monodromie-poids, désormais un théoreme ([34], [88], [56]), exige que N soit tel que N2 # 0
et No = ppN, ce qui donne une idée tres précise de ce que doit étre N. Ainsi, & chaque
scindage du complexe de de Rham correspond une définition de ¢ et de N. Pour des raisons
techniques, nous ne choisirons pas un scindage mais un isomorphisme quelconque, c’est-a-dire
n’induisant pas nécessairement ’identité en cohomologie. Une fois tout ceci défini, on fixe donc
un tel isomorphisme

RT4r(\) = @H;R(A)[—z’] (2.1.19)
et on pose l
Dsﬁ)\(Z()\,L)’[—l]) = Home(M(G)A)(Z(A,L)’[—l], RT4r(N)) (2.1.20)

que l'on munit d’endomorphismes ¢ et N donnés par ¢(f) = @ o f et N(f) = N o f, ainsi que
d’une filtration

Fil'(D A (2(), £))[-1]) =
Tm(Hom po () (SN L) [~1], Fill (RTar(N)) — Daa(S(A L)) [-1]).  (2.1.21)

Théoréme 2.1.2. — Il existe un choiz de Q et un isomorphisme s tels que pour tout £ € K3,
les (¢, N)-modules filtrés suivants sont isomorphes
DsA(B(\, L)g[—1]) ~ D(h, £). (2.1.22)
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Remarque 2.1.3. — La preuve de ce résultat est essentiellement de la théorie des représenta-
tions. Il reste bien entendu a prouver un résultat géométrique consistant a déterminer 1’isomor-
phisme s. La premiere étape devrait étre de reprendre ou modifier la construction du complexe
de cohomologie rigide RI';;4(X2) pour obtenir un objet de la catégorie dérivée des D(G)-modules
muni d’endomorphismes ¢ et N. Alors 'action de I’endomorphisme ¢ agissant sur la cohomolo-
gie ainsi qu’un résultat de Dat ([34, corollaire A.1.3]) impliquent qu’il existe un unique scindage

RUqp(X) ~ @D Hjp(Xo)[—i] (2.1.23)
i
commutant au Frobenius. Il est naturel d’espérer que I'isomorphisme du théoreme soit justement
ce scindage. C’est en tous cas ce que suggere le théoreme de Robert Coleman et Adrian Iovita
[24] pour GL2(Qp). 11 est alors probable qu’il faille modifier notre construction de N par un
élément diagonal dans ce scindage, ce qui ne pose aucun probleme.

2.1.3. Plan du chapitre. — Dans le chapitre 2.2 nous décrivons une décomposition des
induites paraboliques localement anlytiques pour GL3(Q)), en particulier nous isolons dans les
représentations de Steinberg localement analytiques des représentations que nous retrouverons
plus tard dans les espaces de formes différentielles sur ’espace de Drinfel’d. Dans la partie 2.3,
nous précisons le cadre catégorique dans lequel nous travaillons et calculons dans la partie 2.4 un
certain nombre d’extensions entre représentations localement analytiques. En particulier, une
bonne partie de ce chapitre est consacrée au calcul d’homologie unipotente, ingrédient essentiel
pour déterminer ces espaces d’extensions. Le chapitre 2.5 applique ces calculs d’extensions a la
construction de X(A, £). Enfin le chapitre 2.6 est consacré au lien avec ’espace de Drinfel’d.
On y rappelle un certain nombre de résultats obtenus par Peter Schneider, Jeremy Teitelbaum
et Sascha Orlik sur la structure des séries discrétes holomorphes en les précisant légérement
et la partie 2.6.6 contient la preuve du théoréme 2.1.2. Enfin, un appendice contient la preuve
d’un analogue p-adique du théoreme de Bloch sur les fonctions mesurables vérifiant I’équation
fonctionnelle du dilogarithme, ingrédient du chapitre 5, mais dont la preuve fait appel a des
techniques un peu différentes.

2.2. Séries principales localement analytiques

2.2.1. Cadre général. — Nous nous placons dans le cas général ot G est le groupe des Q-
points d'un groupe algébrique déployé sur Q,, P = Pg un sous-groupe parabolique contenant
B, et L = Lg un sous-groupe de Lévi contenant 7. Notons Wp C W le groupe de Weyl de
L. Rappelons qu’une représentation localement analytique p d’un groupe de Lie p-adique H
est dite fortement admissible ([83, §3]) si l'espace vectoriel topologique sous-jacent est de type
compact et s’il existe un sous-groupe compact ouvert Hy tel que p’ soit un D(Hj)-module de
type fini. Soit (p, V') une représentation localement analytique de L. Par inflation, on I’étend en
une représentation localement analytique de P. On note Indg(p) I'induite localement analytique
de P a G. 1l s’agit de l'espace des fonctions localement analytiques de G dans V vérifiant

flap) = p(p~ ") f(g) (2.2.1)

pour tout g € G et p € P. Cet espace est muni de la topologie induite par la topologie de
C* (G, V) définie dans [83, §2] et de I'action de G par translation a gauche, c’est-a-dire

lg- fl(z) = f(g ). (2.2.2)
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L’application f — f(1) est une application P-équivariante continue de Ind%(p)|p dans p et
donne par dualité un morphisme de D(P)-modules p' — (Ind%(p))’, puis un morphisme de
D(G)-modules

D(G) ® ey # — (nd5(p)Y. (2.2.3)
Si p est une représentation lisse, on note Ind%(p)> le sous-espace de Ind%(p) constitué des
fonctions lisses. Cest alors une sous-représentation lisse de Ind%(p).

Proposition 2.2.1. — Si p est une représentation localement analytique fortement admissible
de P, la représentation Indg(p) est une représentation localement analytique fortement admis-
sible de G et lapplication (2.2.3) est un isomorphisme topologique.

Démonstration. — Rappelons que G désigne un sous-groupe compact ouvert spécial de G et
que 'on a G = GoP. Ainsi, on a

md%(p)lc, = Id$ (plr,). (2.2.4)

Comme p’ est un espace de Fréchet nucléaire, la proposition 5.3 de [63] montre que l'on a un
isomorphisme

D(Go)@p(pyp = (Ind2(p))". (2.2.5)
Or, comme p est fortement admissible, p’ est un D(Py)-module de type fini. Autrement dit on
a diagramme commutatif

D(Go) ®@p(pyy D(Po)" —== D(Go)®p(p,)D(Po)" (2.2.6)

i |

D(Go) @p(py) P'—— D(Go)@p(py)r's

I’isomorphisme du haut étant une conséquence de [63, lemme 2.6]. La fleche horizontale du
bas est donc un isomorphisme. Ainsi Ind%(p) est fortement admissible. Comme D(G) est un
quotient de D(Gy) ®x K[P], Uapplication (2.2.3) est un isomorphisme. D’apres le théoréeme de
I'image ouverte (|78, proposition 8.6]), un isomorphisme continu entre espaces de Fréchet est
alors un isomorphisme topologique. O

Si p est une représentation localement algébrique irréductible de L, d’apres [73], elle se
décompose de facon unique p = pug ® poo, paig étant une représentation algébrique irréductible
de G et poo une représentation lisse irréductible de G. Alors d’apres [81, proposition 2.2], ps
est fortement admissible, c’est donc aussi le cas de p.

Nous allons a présent expliquer comment construire des morphismes entre induites localement
analytiques au moyen de morphismes entre modules de Verma généralisés. Soient ¢ et p deux
représentations algébriques de dimension finie de L et po, une représentation lisse fortement
admissible de L. On les prolonge par inflation en des représentations de P.

Proposition 2.2.2. — Si ¢ est un morphisme U(g)-équivariant entre les modules de Verma
généralisés my(¢') et my(p'), il existe un unique morphisme continu de D(G)-modules M (yp)
entre D(G) @p(py (¢ @ poo)’ et D(G) @p(py (p @ poo)’ prolongeant ¢ @ id de my(4') @ pl, dans
mp(p') ® Pl

Démonstration. — Notons ¢ la composition de ¢ avec I'inclusion my(p') C D(G) @p(py p'. Le
sous-espace $(1®v') est alors inclus dans H%(np, U(g) @y (p) p). L'action de P sur U(g) @ (y) o'

est, pour p € P,
p-(A®v) = (6A0,-1) @ p'(p)v. (2.2.7)
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L’action de P sur my(p') est donc algébrique. Or une action p-équivariante entre représentations
algébriques de P est P-équivariante. L’application ¢ ® id est alors P-équivariante de (¢ ® poo)’
dans D(G) @p(py (p @ poo)’. Par densité de K[P] dans D(P), I'application ¢ ® id est D(P)-
équivariante. Elle se prolonge donc en une application D(G)-équivariante de D(G) @ppy (¢ @

pos)’ dans D(G) @p(p) (P ® pos)’. [
On notera également I(¢) I'application duale de M (y)
I
dS (0 ® o) ~Z4 (¥ ® po). (2.2.8)

On vérifie facilement la propriété I(p o) = I(0) o I(y).
Soit d image de ¢ dans my(p’). On définit la représentation Ind%(p)® par

Id§(p ® poc)® = ker(I(¢)) € Ind%(p ® poc). (2.2.9)

Il faut bien entendu vérifier que cette définition ne dépend que de 9. C’est en fait évident
car le dual de Ind%(p ® poo)? 'identifie au quotient de D(G) ®Rp(p) (P ® poo)’ par le sous-D(G)-
module engendré par ? ® p. . Ce sous-module est fermé car image d’une application dans la
catégorie abélienne des D(G)-modules coadmissibles ([85, corollaire 3.4]).

Ezxemple 2.2.3. — Comme exemple, décrivons le cas ol p = A® x, avec A un poids dominant,
x un caractere lisse, P est le sous-groupe de Borel B et 0 = 3., cx M(—54-)). Alors Ind%(A@x)?
est le produit tensoriel Fy ®Ind%(x)* qui est irréductible si et seulement si Ind (x)> l'est. Plus
généralement, on peut supposer A € X;f, c’est-a-dire que A est un poids dominant relativement
a P = Pg. Si 0 désigne le noyau de la fleche m(—X) — my(—X), on a un isomorphisme

md% (A ® x)° ~ Ind%(Fy 5 ® Ind5 (x)>), (2.2.10)
ou F) s désigne la représentation de dimension finie de P de plus haut poids A.

Démonstration. — Considérons d’abord le cas minimal, c’est-a-dire P = B. Rappelons que F),
s’identifie, comme G-module, a I’espace de dimension finie des fonctions algébriques de G dans
K telles que f(gp) = AMp~1)f(g) pour tout p € B, g € B. On obtient ainsi une application
continue G-équivariante Fy @x Ind%(x)® — Ind4(A ® x). Nous montrerons au lemme 2.2.13
que cette application est injective. Montrons dans un premier temps que F Qg Indg(x)oo est
bien inclus dans V' = Ind§(\ @k x)°. Il suffit de montrer que si f € F\ ®x Ind%(x)*, pour
tout x € 0 C D(G) @p(p) (—A@x "), z(f) = 0. Or U(g) C D(G) s’identifie avec les opérateurs
différentiels en 1 par (2.1.4), et f coincide avec un élement de F\ C C**(G, K) au voisinage
de 1. Comme F} est le quotient de U(g) @y (p) (—A) par 9, tous les éléments de ® annulent f.
Montrons & présent 'inclusion inverse. Le quotient de m(—\) par 9 est le g-module simple de
dimension finie FY. Soit Jy le noyau du morphisme

U(g) — Endg (FY). (2.2.11)

C’est un idéal bilatere de codimension finie de U(g). Montrons tout d’abord que I'action de Jy
sur V est nulle. Remarquons que F¥ est muni d’une action algébrique p de G dont se déduit par
différentiation 'action de g. Ceci montre que si I'on munit Endg (FY) de I’action de G définie
par g- f = p(g)fp(g)~", lapplication (2.2.11) est G-équivariante. On en conclut que I'idéal .Jy
de U(g) est stable pour I'action adjointe de G'. Soient 6, ® v € D(G) ®p(py (A® x)" avec g € G
et x € Jy. On a

z- (0, @) = 54(Ad(g7 )z @ ). (2.2.12)
Alors Ad(g~ 1)z € J, donc Ad(g~ )z ®v est un élément de 0@ x 1, et donc z- (6, ®v) appartient
au D(G)-module engendré par @ ® x~!. Comme ce dernier est fermé et K[G] est dense dans
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D(G), on voit que x envoie D(G)®ppy (A®x)" dans le sous-D(G)-module engendré par wx L.

Ceci prouve bien que Jy agit trivialement sur V', le quotient de D(G) ®p(p) (A ® x)" par le
sous-D(G)-module engendré par 9 ® x . On en conclut que U(g) agit sur V & travers U(g)/J\
qui est une algebre simple de dimension finie. Nous avons donc un isomorphisme

F) @k Homgy(Fy,V) = V. (2.2.13)

On a alors
Homg(F),IndG (A ® x)) = IndG(F} ® A ® x)*. (2.2.14)

Cet espace est aussi le sous-espace des f € Indg(F 1 @ Ax) telles que g — g - f soit localement
constante. Une telle f prend nécessairement ses valeurs dans le sous-espace des vecteurs lisses
de F} ® A ® x qui s’identifie & x. Ainsi V est un sous-espace de F) ® Indg(x)oo.

Passons maintenant au cas général avec P = Pg. Nous allons nous ramener au cas minimal.
D’apres le théoreme 9.4 de [54], le noyau 0 de m(—\) — mg(—A\) est 'image d’une application
 s’insérant dans une suite exacte

P m(—sq-A) L m(=A) = mpg (=) — 0, (2.2.15)
a€esS

et cette suite exacte est obtenue en appliquant le foncteur U(g) @y (p) - @ la suite
P Uls) ®ugne) (=50 - A) 2 U(ls) @uigrp) (—A) — Fi g — 0. (2.2.16)
a€eS

L’application M (p) est alors I'image de M (') par le foncteur D(G) ®@p(py) -~ De plus, le cas
minimal montre que I'on a une suite exacte

_ M (¢’
P D(Ls)®p(rgnp)(—sa-A@x ) M,
a€eS

D(Ls)®p(rgnp)(—A®x ") = (FAs®xIndp(x)™) — 0.

(2.2.17)
L’exactitude a droite de D(G) ®p(pg) - montre alors que

ker I(p) = Ind$, (F),s ®x Indj(x)>). (2.2.18)
O

Remarque 2.2.4. — Si H est un sous-groupe compact ouvert de (G, le méme raisonnement
que pour la proposition 2.2.2 montre que si 7 est une représentation lisse de dimension finie de
H N P, il existe une unique application D(H )-équivariante

M(p)

D(H) ®punp) (Y @) —* D(H) @panp) (PO ™) (2.2.19)
prolongeant p®1. Soit G un sous-groupe compact ouvert spécial de G, m une représentation lisse
de dimension finie de Py = Gy N P. Choisissons également I C Gy un sous-groupe parahorique
adapté & P. Pour w € W, on pose P, = wPw™' NI et on obtient des applications D(I)-
équivariantes
M w
D) @,y (0" @ ) 2L D) @pip, (0" @ 7Y, (2:2.20)
prolongeant l'application ¢¥ ® 1 = (Ad(w) o ¢ o Ad(w)™') ® 1 de my, (")) ® (%) dans
my, ((p*)) @ (7). En utilisant la décomposition de Bruhat-Iwahori

Go = U TwPy, (2.2.21)
weWp\W/Wp
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on obtient un isomorphisme D(I)-équivariant
D(Go) @ppy U@m)~ @  DU)@pp,) U @), (2.2.22)
weWp\W/Wp

lorsque U € {p,7}. On a alors une égalité

M(p) = S M(g"). (2.2.23)
’wEWp\W/Wp
2.2.2. Une suite exacte. — Cette partie a pour but de montrer comment une suite exacte

de modules de Verma donne lieu a une suite exacte de représentations localement analytiques.
Soit H un groupe de Lie localement Q,-analytique compact. Dans [85], Peter Schneider et

Jeremy Teitelbaum définissent, pour %

< r < 1, une famille de normes || - ||, sur D(H). La
multiplication étant continue pour ces normes, le complété D(H), de D(H) relativement &
| - || est une K-algebre de Banach. On a alors

D(H) ~lim D(H),, (2.2.24)

T

ce qui munit D(H) d’une structure de K-algebre de Fréchet-Stein, c’est-a-dire que chaque D(H ),
est un anneau noethérien a gauche et D(H), est un D(H),~-module plat pour r < r’. Notons
U(h), la complétion de U(h) ®g, K C D(H) pour la norme ||-||,. Dans sa these ([46]), Henning
Frommer a prouvé que chaque D(H ), est un U (h),-module libre de rang fini et que 1’algebre de

Banach U(h), a la description suivante. Il existe une base (z1,...,z2s) de b telle que, en posant
Zo = 20" -+ 2% pour tout multi-indice o € N°, tout élément de U(g), s’écrit de fagon unique
> a2 (2.2.25)
(e
avec |zq|||Za||r — 0.
Proposition 2.2.5. — Supposons que l'on ait une suite exacte
@ @
mp(p)) £5 mp(ph) 22> my () (2.2.26)

entre modules de Verma généralisés, ot les p; sont des représentations algébriques de dimension
finie de P. Alors pour w € Wp\W/Wp et r <1 suffisamment proche de 1, la suite

w MeY) w M(eY) w
D(I); @p(p,), (p1)” ——= D(I), @p(p,), (p5) > D(I); @p(p,), (P3)",  (2:2.27)
est exacte.

Démonstration. — Soit w € Wp\W/Wp. Rappelons que 1'on note NT le radical unipotent
du parabolique opposé & P. Posons U} = wNTw™' N 1. On a une décomposition I = U} P,
qui induit un isomorphisme de D(U,})-modules D(I) ~ D(U.})®x D(P,) et un isomorphisme
isométrique de D(U;),-modules D(I), ~ D(U;}),®@xD(Py), ([70, proposition 3.3.4]). Soit
(vF)i=1.n, une base de (p},)*. On a alors ([70, proposition 3.4.2]), pour 7 suffisamment proche
de 1, un isomorphisme topologique D (U} ), -équivariant

~

D(U = D(I)r @p(p,), (P1)" (2.2.28)

Dans ces bases, posons
ok (vf) =D af it (2.2.29)
J

on a, par définition, af” ; € U(u). Alors 'application M (p}) s’écrit

M(o1)((2i)) = Q_mary);. (2.2.30)
l
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Or comme chaque D(U,}), est un U (uy)),-module libre de type fini, donc plat, il suffit de prouver

que la suite
M) ny M(#3)
_— _

r

Uut)m

w/r

Uut)

w

Uluf)rs (2.2.31)
est exacte. L’algebre de Banach U(up), étant noethérienne, ces applications sont continues
d’images fermées. De plus ces applications sont U (t)-équivariantes. Il résulte du lemme 3.4.4 de
[70] et de sa preuve que pour tout poids x de t, le sous-espace p-isotypique de U(u;)), @k (p},)"
est de dimension finie et inclus dans U (1) )@k (p},)”. On applique alors un théoréme de Christian
Féaux-de-Lacroix ([66] et [46, proposition 9]). Les sous-espaces ker(M (¢¥)) et Im(M (¢})) sont
U (t)-stables et fermés, donc égaux a 1’adhérence de la somme de leurs sous-espaces isotypiques.

D’apres ce qui précede ces sommes sont respectivement ker(¢4) et Im(¢}’). On a donc bien

égalité entre ker(M (%)) et Im(M(o})). O
Corollaire 2.2.6. — Si m est une représentation lisse irréductible de dimension finie de Py et
Poo Une représentation lisse fortement admissible de P, on a des suites exactes
e I
md%° (p3 ® 1) 2 2 (py @ ) 222 e (py @ ) (2.2.32)
“ (3) (p2)
I I
Indg(pi’: ® Poo) S Indg(ﬂ? ® Poo) L Indg(pl ® Poo)- (2.2.33)
Démonstration. — La proposition 2.2.5 et le théoréme B de [85, §3] montrent qu’on a une suite
exacte

w M( w) w w
D(I) @, (P1)* —> D(I) @p(p,) (P) D(I) ®pp,) (05) (2.2.34)

pour tout w € Wp\W/Wp. On déduit alors la premiére suite exacte de (2.2.22). Pour la seconde,
on écrit poo|p, = @, m ol les 7 sont des représentations lisses irréductibles de Py. On a alors

Id%(p; ® poo)lco ~ P Id§ (ps @ 7). (2.2.35)

M(py)
—_—

En effet, comme G est dénombrable & I'infini, p, est de dimension dénombrable et la somme
directe est dénombrable. On utilise alors le lemme suivant. O

Lemme 2.2.7. — Soit X une variété localement Qp-analytique strictement paracompacte et

(M;) une famille dénombrable d’espaces de Fréchet. On a alors un isomorphisme topologique

P (X, M) = C(X, P My). (2.2.36)
i

7

Démonstration. — D’apres le corollaire 8.9 de [78], tout sous-espace de Banach de @, M; est
inclus dans une somme finie de M;. Le lemme est alors une conséquence de la définition de
Can(X7 @7, MZ) ([837 §2] [

2.2.3. Irréductibilité. — Lorsque le module de Verma my(pr;,) = U(8) @y (p) £y, est simple,
le critere d’irréductibilité de Frommer-Orlik-Strauch ([70]) montre que la représentation Indg(palg)
est topologiquement irréductible. On montre ici que c’est aussi le cas de IndIGD(palg ® Poo) S Poo
est une représentation lisse irréductible de L.

Proposition 2.2.8. — Si le U(g)-module my(p,,) est simple, alors la représentation Ind%(p)
est topologiquement irréductible.

Remarque 2.2.9. — Apres écriture de cette partie, Sascha Orlik m’a informé qu’il a ob-
tenu avec Matthias Strauch un critere d’irréductibilité englobant cette proposition ainsi que la
proposition 2.2.20.
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La preuve de cette proposition est en fait un prolongement de la preuve de Sascha Orlik et
Matthias Strauch dans [70]. Placons-nous sous les hypotheéses de la proposition 2.2.8.

Reprenons les notations de la remarque 2.2.4. Soit I un sous-groupe parahorique de Gg adapté
a Py. Soit W un ensemble de représentants des doubles classes de Wp\W/Wp. Pour w € W,
posons P, = I NwPyw™!

Démontrons d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.2.10. — Siw est une représentation lisse irréductible de Py, le D(I)-module D(I)®p(p,)
(Pa1g @ )" est simple.

Démonstration. — La proposition 3.4.2 de [70] montre que pour r < 1 assez prées de 1, I'action
de D(Py) sur (pqy ® m)" se prolonge en une action de D(P,),. Soit N un sous-D([),-module
non nul de D(I), ®p(p,), (P4, ® 7)". Le méme raisonnement que dans [70] montre qu’il a une
intersection non nulle avec

U(8) ®u(p.) (Palg ® ™) C D(I)r @p(p,), (Paig @ )" (2.2.37)

En effet, jusqu’ici le raisonnement de [70] n’a pas utilisé I'irréductibilité de U(g)®y(p,,) (051,@T)"-
L’action de P, sur U(g) est localement finie, elle se prolonge donc en une action de D(P,,). No-
tons, pour A\ € D(P,), Ad(\) 'endomorphisme induit sur U(g). On munit alors le produit direct
U(g) x D(P,) d’'une structure de K-algebre en posant (1, A1)(z2, A2) = (z1Ad(A1)z2, A1 A2) et
on note U(g) x D(P,) la K-algebre ainsi obtenue. L’application (z, A) — z\ de U(g) x D(P,)
dans D(I) est alors un morphisme de K-algebres. Or U(g) @y (p,,) (P, @7)" est un U(g) x D(Py)-
module simple, donc un D(I),-module simple, il est donc contenu dans N. Le sous-module N
contient ainsi le D(/),-module engendré par (py, ® 7)’, c’est-a-dire D(I), ®@p(p,), (Palg @ 7)".
Ainsi D(I), ®p(p,), (Patg @ )" est un D(I),-module simple. On conclut en utilisant le méme
argument que dans la preuve de [70, théoréeme 3.4.9]. O

Lemme 2.2.11. — Soit m une représentation lisse irréductible de Py. Alors la représentation
Ind (palg ® ) est topologiquement irréductible.

Démonstration. — La décomposition d’Iwasawa donne un isomorphisme [-équivariant
D(Go) ®p(ry) (patg @) = @ D) @p(p,) (i, @ 7). (2.2.38)
weW

Fixons w € W et ¥ ~ @, m; une décomposition de 7" en somme finie de représentations
irréductibles de P,,.

D’apres le lemme 2.2.10, chaque D(I) ®p(p,) (P, @ m)" est un D(I)-module simple, donc
D(Go) ®p(py) (Patg @ 7)" est un D(I)-module semi-simple. Soit N un sous-D(Gp)-module de

D(Go) ®@p(ry) (Patg @ 7). (2.2.39)
D’apres [70, proposition 3.5.1], pour w # w', il n’y a pas d’application D(I)-équivariante non

nulle
D) @ ppy (ol © 7 — D) ©pgp) (0% © 7). (2.2.40)
Par semi-simplicité du D(I)-module D(Go) ®p(p,) (Paig ® ), on a donc
N =P Ny (2.2.41)

avec Ny = (N N D(I) ®p(p,) (Pay @ ©)"). Comme W permute toutes ces composantes, si
N # 0, chaque N, est non nul. Montrons finalement que pour tout w € W, on a

Ny = D(I) ®p(p,) (Pag @ 7). (2.2.42)
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Si ce n’était pas le cas, il existerait, par semi-simplicité de D(I) ®p(p,) (pg, ® ©)', une sous-

P,-représentation 8 C 7 telle que

N}, = Ind}, (6). (2.2.43)
Cela signifie que pour tout f € N’, tout b € I, on a f(bw) € §. Fixons alors f non nul dans N,
et b € I tel que f(bw) # 0. Comme 7 est une représentation irréductible de Py, il existe w’ € W
tel que p%(w') =1 f(bw) ¢ 6. Ainsi, en posant g = (bw'~!)~! on a

(9- P(w) = fbw'w) = p* (')~ f(bw) ¢ 6, (2.2.44)
ce qui est absurde. O
Démonstration de la proposition 2.2.8. — Soit peo|p, = @D, 7 une décomposition de po en

somme directe de représentations irréductibles. En appliquant encore une fois le lemme 2.2.7,
on a un isomorphisme de Gg-représentations

md%(p)lc, ~ @ MdS (pay @ ). (2.2.45)

D’apres [73], chaque représentation pq;y @7 est irréductible de dimension finie. D’apres le lemme
2.2.11, chaque Ind?ig (Palg ® ™) est topologiquement irréductible. Supposons maintenant que
soit un sous-espace fermé de IndIG;(,o), stable par G. Soit J ’ensemble des 7, sous-représentations
irréductibles de pso |, telles que Indgg(palg®7') CYetXg=3rcs Indgg(Palg®T). Si f € ¥\ X,
il existe g € G tel que f(g) & paig @ (>_,cy 7). 1l existe alors p € Py et 79 ¢ J tels que f(gp) €
Palg ® To. Par irréductibilité de IndIGDS (Palg ® T0), To € J. Ainsi ¥ = 3 = Indg(palg @D ey T)-
Cependant, comme po, est une représentation irréductible de P, on a nécessairement po, =
ey T et ¥ =Tnd%(p). O

2.2.4. Représentations de Steinberg généralisées et pondérées. — On appelle repré-
sentation de Steinberg le quotient de I'induite lisse de la représentation triviale d’un sous-groupe
de Borel par la somme des sous-espaces correspondant aux induites relativement a des sous-
groupes paraboliques stricts contenant B. De méme, si P est un sous-groupe parabolique, on
appelle représentation de Steinberg généralisée, que 1'on note vp, la représentation obtenue
en remplagant le sous-groupe de Borel B par P. Si on considere I’ensemble des sous-groupes
paraboliques contenant un sous-groupe de Borel fixé, la famille des vp est une famille de re-
présentations lisses irréductibles de G, deux a deux non isomorphes et comprenant tous les
sous-quotients de l'induite lisse de B a G de 'identité ([10]).

Nous allons définir des analogues localement analytiques de ces représentations. De méme
que dans [14], le cadre localement analytique permet de plus de pondérer ces représentations
au moyen de caracteres algébriques du sous-groupe B.

Soit A € X(T)* un poids dominant de 7. Soit P un sous-groupe parabolique de G' contenant
B. On note F)\ p la représentation algébrique irréductible du quotient de Lévi Lp de P de
dimension finie de plus haut poids A. Par abus de notations, on écrit

nd%(\) = Ind%(F p). (2.2.46)

La transitivité de 'induction localement analytique nous permet d’écrire, pour toute inclusion
P C @ C G de sous-groupes paraboliques

mdE(\) = Ind$(Ind2(Fy p)). (2.2.47)

En remarquant que F) g est un sous-espace de Indg (F p), on obtient une inclusion Indg(FA7Q) -
Ind%(Fy p).
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Définition 2.2.12. — On définit alors la représentation v#*(A) comme étant le quotient de
Ind%()\) par la somme des Indg()\) pour (Q sous-groupe parabolique contenant strictement P.
Lorsque P = B est un sous-groupe de Borel, on note X(\) = vH*(\) et St§" = X(0).

On a une fleche
1P,

Fy ®nd%(1)>*° 2% Ind@(Fy p) (2.2.48)

définie par ipx(f ® g) = fg. C’est un morphisme continu G-équivariant.
Lemme 2.2.13. — L’application iy est injective d’image fermée.

Démonstration. — La preuve est la méme que pour GLg dans [81, (%)]. On remarque que 1’on
peut remplacer G par le sous-groupe compact Gg, P par Py = P N Gp. On choisit I un sous-
groupe parahorique de Gy adapté & Py et pour w € Wp\W/Wp, on pose U = wUTw N 1.
En utilisant la décomposition de Bruhat-Iwahori, Go = Uyew,p\w/w, [wBo ainsi que I =
U (I NwBow™1), on obtient un homéomorphisme

ndg(\)~ @ U, FY) (2.2.49)
weWp\W/Wp
Or on a également
Feohdf1)*~ p FeC®U,,K). (2.2.50)
weWp\W/Wp

L’espace F) s’identifie a I’espace des sections globales d’un faisceau cohérent G-équivariant F
sur G/P. L'espace C" (U}, F’) est I'ensemble des sections localement analytiques de F) sur
louvert image de U;. La restriction de ipy & F\ @ C*°(U, K) est donc f ® g — f|UJ ® g]UJ.
Soit Y f; ® 1y, un élément du noyau, écrit de telle sorte que (U;) soit un recouvrement ouvert
disjoint de U,}. Alors f; s’annule sur U; pour tout i. Mais comme f; est une fonction algébrique
et U; est dense dans G/ P pour la topologie de Zariski, on en déduit f; = 0. Au final on voit que
ip est injective. ]

Corollaire 2.2.14. — La représentation v'(X\) est une représentation localement analytique
admissible. Ses vecteurs localement algébriques contiennent la représentation irréductible F\ ®

vp.

Démonstration. — Elle est admissible car conoyau d’une application dans la catégorie abélienne
des représentations admissibles par la proposition 2.2.1. Si on prouve que Fy ®x Ind%(1)® N
Indg (FrQ) = FA ®K Indg(l)o", la derniere assertion découle du lemme 2.2.13. Prouvons donc
cette égalité. Le terme de droite est clairement contenu dans le terme de gauche. Montrons donc
que l'inclusion

Homg(Fy, F) ®x Indg(1)>) € Homg(F, Ind§(F) o)) (2.2.51)
est une égalité. L’application ¢ — (g — (v — ©(gv)(g))) est un isomorphisme G-équivariant
Hom(Fy, Ind§(F) ) < Ind$(F} @k F)o). (2.2.52)

Ainsi, Homg(F}, Indg(F \,@)) s'identifie aux vecteurs lisses de Indg(F Y @k Fi ). Ces éléments
sont nécessairement des fonctions & valeurs dans un sous-espace de F} Qg Fy g sur lequel
l’action de @ est lisse, c’est-a-dire triviale puisque cette représentation est algébrique. Or on a
des isomorphismes

(Fi @K Fiq)® = Homg(F), Fyq)

(2.2.53)
= Homg(F), F))
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par transitivité de 'induction algébrique. Cet espace est donc de dimension 1 par le lemme de
Schur. Au final, on a bien

Homg(F), Ind§(F)q) = Indg(1)>

o (2.2.54)
= Homg(F), F) ®k Indg(1)>).

O]

On voit donc que contrairement au cas lisse, les représentations v$"(\) ne sont pas topolo-
giquement irréductibles. On a toujours v (A) = Fy. Dans le cas o G = GL3(Q)) nous allons
utiliser les résultats de la section 2.2.1 pour décomposer ces représentations.

2.2.5. Illustration. — Nous sommes maintenant de retour a G = GL3(Q,). Soit A un poids
dominant. Nous allons appliquer la construction du paragraphe précédent a la décomposition
de Vinduite Ind§(\).

Rappelons tout d’abord la décomposition du module de Verma m(—\). On sait d’apres, [36,
théoreme 7.6.23] que pour w € W, il existe un unique morphisme injectif m(—w - A) < m(—=\).
Posons alors

Fil'(m(—)\)) = m(—w - \). (2.2.55)
weW,l(w)=t

Si p € X(T), notons L(u) le U(g)-module simple de plus petit poids p. La cause de cette
terminologie inhabituelle est que l'on a choisi de considérer des modules de Verma de la forme
Ul(g) ®p(p) - Ou b est le parabolique engendré par les coracines négatives, c’est-a-dire I’ensemble

. 00 , . :
des matrices de la forme (I * 0). Les gradués de cette filtration sont les suivants.
k ok ok

gr'(m(=A)) = L(-A)
1 .
gTQ(m( A)) =L(=s1-A) & L(=s2-A) (2.2.56)
gré(m(—A)) = L(—s152 - \) @ L(—s2s1 - A)
gri(m(=N)) = L(—s15251 - A) = m(—s15951 - \).

Ce calcul est fait dans [54], §4.11 et §5.4. De plus, les U(g)-modules simples L(—s1s2 - A) et
L(—s2s1 - A) sont isomorphes aux modules de Verma généralisés mao(—s182 - \) et my(—s251 - A),
et on a des suites exactes, dits complexes BGG généralisés ([54, §9.16])

0— ml(—Sgsl . /\) — ml(—SQ . )\) — ml(—/\) — L(—)\) —0
0— mg(—8182 . )\) — mg(—sl . A) — mg(—)\) — L(—A) — 0. (2'2'57)
Notons 0; l'image de my(—sg2s1 - A) dans mj(—s2 - A) et d2 l'image de mao(—s1s2 - \) dans
mg(—sl . )\) )
Soit Fil'(D(G)®p(py(—A)) le sous-D(G)-module de D(G)®p(p)(—A) engendré par Fil*(m(—\))
et Fil;(Ind%(\)) son dual. La proposition 2.2.2 et Pexemple 2.2.3 appliqués & (2.2.56) nous per-
mettent de calculer les gradués de cette filtration.
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Corollaire 2.2.15. — Soit x un caractére lisse de T. 1l existe une filtration croissante sur
Ind4(\ ® x) telle que

Filp(Ind(A © x)) = Fy @ IndF(x)>

gr1(IndE(A ® X)) = Indg, (Fyya1 ® Indghp, (00)™ @ Indf, (Fyy02 @ Indg g, ()
gra(IndE(A © X)) = IndF, (Fips;a1 © Indgh,, (1)) @ IndF, (Fyy 50,2 © Indz,, (0))
grs(Indf (A @ X)) = IndF(s1s951 - A ® x).

(2.2.58)

Soit poo une représentation lisse irréductible de L;. L’application du corollaire 2.2.6 et de
Pexemple 2.2.3 aux suites exactes (2.2.57) donne deux suites exactes.

0— F\® Indg1 (Poo)™ — Indg1 (Fx1 ®K poc) — Ind%(FsQ.)\’l QK Poo)
— Ind, (Fyysy 01 ®K poc) — 0
0— F\® Indl%;(poo)oo — Indgz(F)\’g QK Poo) — Ind%(Fsl.)\’g QK Poo)
— Indlg’; (Fs159:02 QK poo) — 0.

(2.2.59)

Corollaire 2.2.16. — On a des suites exactes

0 — F\ ® Indg, (poo)™ — IndG, (Fr1 @k poo) — IndE (Fsya1 @K poo)® — 0 (22:60)
0 — F)\ ® Ind§, (po0)™ — Ind, (Fr2 ®k poo) — Ind%, (Fs,n2 @k poc)® — 0. o

et

0 Inlegl (Fayr1 ®k poo)® — IndIGD1 (Fsgr1 QK Poo) — Ind% (Fops1:0,1 K poc) — 0 (2.2.61)
0 - Ind% (Fyyn1 ® poo)™ — IndJGDQ(FslA,l QK Poo) — IndIGDQ(FSISQ-A,l DK Poo) — 0.

On en déduit immédiatement une décomposition de la représentation X () = vE* ().

Corollaire 2.2.17. — Il existe une filtration croissante sur v§'(X\) telle que
gry = F)\ ® St3
gr; = Ind%, (Fs,.01 ® St2)” @ IndG, (Fi,.02 ® Sto)
gry = Ind%, (Fyysy01) © Ind$, (Fiy5502) (2.2.62)
gry = Ind%, (Fsys1.01 @ St2) © Ind%, (Fs, 5,02 ® Sto)
gr, = Ind%(sys9s1 - A),

ot Sty est vue ici comme une représentation de caractére central trivial du groupe L; ~ GL2(Q)) X
Q- On a également des suites eractes

0— F\® vp, — 1)?3711()\) — Indg1 (FSZ.)\J)DI —0

o (2.2.63)
0— F\®uvp, — ’U%Z(A) — IIlC].pQ(,FSl.)\’Q)02 — 0.
Démonstration. — On considére sur v%*()\) la filtration image de la filtration 2.2.58 sur Ind§ ().

Comme IndIGDZ_ (F).) est contenu dans Fil; (Ind%(\)) et Indgl(FA,l) N Indg2 (Fy2) = F), il suffit
de prouver que

Filo(Ind§(\)) NIndG, (Fy;) = F\ ®x Ind§, (1) (2.2.64)

Cette égalité est une conséquence de
Homg(Fy, Ind (Fy;)) = (Ind, (Fy,; ® F}))® = Ind§, (1) (2.2.65)
car la représentation triviale de L; a multiplicité un dans F); @ F3. O
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Le sous-espace St3®F))\ est alors exactement le sous-espace des vecteurs localement algébriques
de X(N).

La proposition 2.2.8 permet de voir que toutes les composantes des décompositions de X () et
v (A) ci-dessus sont irréductibles, exceptées peut-tre Ind, (Fy,. 1@U)* et IndF, (Fy, .1 2@U )%
pour U € {1,St2}. Nous allons maintenant prouver l'irréductibilité de ces représentations.

Traitons le cas de Py, le cas de P, étant identique. D’apres les suites exactes (2.2.60) et
(2.2.61), le D(G)-module (IndIGD1 (Fsy.,1)") peut étre vu aussi bien comme quotient de D(G)®p(p,)
F 8’2, A1 que comme sous-module de D(G) ® ppy) F ;\71. Cette remarque est essentielle dans la
preuve du lemme suivant, généralisant la proposition 3.5.1 de [70].

Lemme 2.2.18. — Posons p = Fy,.5 1. Soient w et w' deux élément différents de W1 \W/W7.
Il n’y a pas d’application D(I)-équivariante de (Indllu(pw/)al)’ dans (Indp, (p®)®1)'.

Démonstration. — Par dualité une telle application donne une application [-équivariante
Indp, (p*) — Indp, (p*)%. (2.2.66)

Comme on l'a déja remarqué, Ind}, (p*)® est un quotient de Indj, (¥*) olt ¢ = Fy;. On
obtient donc par prolongement, une application /-équivariante non triviale

Indp, (") — Indp ,(p"). (2.2.67)
Par la loi de réciprocité de Frobenius il existe une application P,-équivariante
Indh, (v*) — p*'. (2.2.68)

Posons alors U = P,y NwNTw™!. Le groupe U agit trivialement sur pw'. Notons V' l'espace
sous-jacent de la représentation ¢ et Y celui de la représentation p, on obtient un morphisme
U-équivariant

C(INwNtw V) =Y (2.2.69)
ou U agit par translation a gauche sur le membre de gauche et trivialement sur le membre de
droite. On conclut alors a la trivialité d’un tel morphisme exactement comme dans la preuve
de la proposition 3.5.1 de [70]. Seul le cas V =Y y est traité, mais cette hypotheése n’est pas
nécessaire. O

Lemme 2.2.19. — Soit ™ une représentation lisse irréductible de P,. La représentation
Indp, ((Fsyn1)® @ m)™ (2.2.70)

est topologiquement irréductible.

Démonstration. — Soit M = (Ind}, ((Fs,.x1)"®m)™) . Nous allons prouver que le D(I)-module

M est simple. Par dualité, cela entraine que Indfgw((FSQ. A1)Y ®@ )% est topologiquement irré-

ductible. Rappelons que M est aussi un sous-module de D(I) ® p(p,) I /’\71. Etant 'image d’une

application entre D(I)-modules coadmissibles, ¢’est un D(I)-module coadmissible ([85, corol-

laire 3.4]). La proposition 2.2.5 montre alors que M, = D(I), @ p(;y M est aussi I'adhérence de
M dans D(I), @p(p,), (Fy ® 7). Comme on a une suite exacte non scindée de U(g)-modules

0— L(—=s2-A\)" = my(Fy ;)" — L(=\)" =0 (2.2.71)
et que M, est un sous-module propre de D(I), ®p(p,), (F/’\1 ® )", on a nécessairement
M, Nmy(=\)" C L(—s2- )" @ 7. (2.2.72)

Or d’apres [70, propositions 3.4.5 et 3.4.6], pour r assez proche de 1, tout sous-D([),-module
non nul de M, a une intersection non triviale avec mp(—\)* ®@7’. Comme L(—s3-A\)* @7’ est un
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U(g) x Py,-module simple et engendre M, en tant que D(I),-module, M, est un D(I),-module
simple. On peut finalement en conclure que M est un D(I)-module simple. O

Une fois que l'on a ces deux lemmes, on peut exactement copier la preuve de la proposition
2.2.8 pour obtenir la proposition suivante.

Proposition 2.2.20. — Soit ps, une représentation irréductible de L1 ~ Lo. Alors les repré-
sentations Indg1 (Fsyn1 @ poo)® et IndIGg2 (Fs a2 ® poo)® sont topologiquement irréductibles.

On peut donc en conclure que (2.2.62) donne les composantes de Jordan-Holder de (), qui
est donc de longueur 8. De méme, chaque U%L(}\) est de longueur 2. Nous avons donc prouvé
que les induites paraboliques localement analytiques de représentations localement algébriques
irréductibles du groupe GL3(Q,) sont de longueur finie, ce qui, & notre connaissance, n’était
pas connu.

2.2.6. Caracteéres infinitésimaux. — Jan Kohlhaase a prouvé que le centre de l'algebre
D(G) contient le centre 3(g)Q K de l’algebre de Lie g. Comme dans le cas réel, nous allons prouver
que l'algebre 3(g) agit par un caracteére sur les induites localement analytiques. Rappelons la
définition du caractére d’Harish-Chandra x . Soit 7 la projection de U(g) sur U(t) donnée par
la décomposition

U(g) =U(t) ® (n*U(g) + U(g)n). (2.2.73)
Si A € X(T), on note x la restriction de (A+ ) o7 & 3(g), c’est le caractére d’Harish-Chandra
associé a A. Il se trouve que c’est aussi le caractere central de m(A + ). On a xn = x, si
et seulement si il existe w € W tel que p = w(\). Ainsi m(\) et m(u) ont méme caracteére
infinitésimal si et seulement si il existe w € W tel que u = w * A.

Proposition 2.2.21. — Si p est la représentation irréductible de plus haut poids A d’un sous-
groupe parabolique P, Ualgébre 3(g) agit sur Ind%(p) par le caractére d’Harish-Chandra x ..

Démonstration. — Si a € D(G), X € U(g) et f € C(G,K), on a a(X - f) = (aX)(f), ot
X +— X est 'unique endomorphisme d’algebre de U(g) prolongeant ’endomorphisme x — —x
de g. Pour tout p € p/, X € 3(g), on a X(51 ® i) = x_a_s(X) (61 ® p). Soit f € Ind%(p). On a

alors ) .
pl(X - HD)] = p[(61X) ()] = (61X @ p)(f)

= [X(61 @ wl(f) = x-r-s(X) (61 © p)(f) (2.2.74)

= s (X)u[f (1))
Ainsi (X - f)(1) = xa4s(X)f(1). Pour g € G, on a

(X - )(9) = [(,X) - FI(1) = [(§4X351) - (855)1(1) = xa+6(83 X85 1) f(9). (2.2.75)
Or comme X — 59X5;1 est I'identité sur le centre 3(g), on obtient finalement X - f = x 15(X)f.
U

Corollaire 2.2.22. — Pour tout sous-groupe parabolique P, la représentation v8'(\) a pour
caractére infinitésimal X ys-

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant.

Lemme 2.2.23. — Il existe une application continue surjective et G-équivariante
F\ ®K St3" — 3()\) (2.2.76)

dont le noyau ne posséde aucun sous-quotient sur lequel 3(g) agit par X x+s-
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Démonstration. — Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B. On a un isomorphisme
topologique G-équivariant Fy ® g Ind%(1) ~ Ind%(Fy|p) donné par v @ f — (g — g v ® f(g)).
Comme F)\ est la représentation de plus haut poids A, il existe une application P-équivariante
Fy — F\ p, ce qui donne, par composition, une surjection G-équivariante

nd$(Fy) — Ind%(Fy p). (2.2.77)

Il existe sur F) une filtration P-équivariante dont les gradués sont des sommes finies de représen-
tations irréductibles de Lp, F p apparaissant avec multiplicité 1. Ainsi le noyau Kp de (2.2.77)
est aussi muni d’une filtration dont les gradués sont des sommes finies d’induites Indg(F% P)s
avec p caractere de B apparaissant dans F. D’apres la proposition 2.2.21, le centre 3(g) agit
par xxis sur un sous-quotient de Kp si et seulement si il existe un caractere p # A apparaissant
dans F) et w € W tels que p = w- A. Mais d’apres la proposition 21.3 de [53], tous les conjugués
sous W d’un tel u doivent étre inférieurs & A\. On doit donc avoir w=(w - \) < A, c’est-a-dire
§—w 6 <0, cest-a-dire § < w™1§. Ceci ne peut se produire que si w = 1 et u = A. On obtient
donc un diagramme commutatif

K1 F) @k (Indg, (1) & Ind§, (1)) — Ind®, (Fy1) & Indf, (F)2) (2.2.78)
Ky“———= F, ®k Ind%(1) Ind%(\)
Ky Fy 0 St 5()

ou les deux lignes verticales de droite sont exactes. On peut donc conclure. 0

2.3. Catégories dérivées et cohomologie localement analytique

Les résultats et rappels de cette partie sont a nouveau valables pour G'le groupe des Q,-points
d’un groupe réductif quelconque sur @Q,. Dans la suite, nous aurons besoin de calculer beaucoup
de groupes d’extensions entre représentations localement analytiques, et pas uniquement des
Ext!. Plusieurs définitions de ces groupes d’extensions se présentent et le choix n’est pas facile.
Jan Kohlhaase définit dans [63] des groupes d’extensions localement analytiques & partir d’une
certaine catégorie de D(G)-modules munie d’une structure exacte. Cette approche permet de
nombreux calculs explicites mais manque certaines extensions importantes. C’est pourquoi nous
travaillons plutot avec la catégorie abélienne de tous les D(G)-modules. Néanmoins certains
résultats de [63] nous serons tres utiles pour calculer des groupes d’extensions.

2.3.1. Généralités. — Nous définissons ici les groupes d’extensions que nous utiliserons par
la suite et les comparons avec ceux de Jan Kohlhaase. Soit M(G) la catégorie des D(G)-modules.

Définition 2.3.1. — Si V et W sont deux représentations localement analytiques de G, on
munit leurs duaux topologiques forts V' et W’ de la structure de D(G)-module définie dans
I’introduction et on pose

Extgy(V, W) = EthM(G)(W/; V'. (2.3.1)

Il s’agit du n-ieme groupe d’extensions dans la catégorie abélienne des D(G)-modules.
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Notons D°(M(G)) la catégorie dérivée bornée des D(G)-modules. Comme une catégorie de
modules sur un anneau a suffisamment d’injectifs, on a, pour A et B des D(G)-modules

La proposition suivante nous permet d’associer a tout élément de Ext’/f/l(G) (A, B) un objet de
DY (M(G)).
Plus généralement, si C est une catégorie exacte, on peut définir ([59, §11]), une catégorie

dérivée bornée D?(C). C’est une catégorie triangulée. Si A et B sont deux objets de C, on pose,
pour tout ¢ > 0, Exté(A, B) = Homps (A4, Blg]).

Proposition 2.3.2. — Soit C une catégorie exacte. Si A et B sont des objets de C et ¢ un
élément de Ext?(A, B), il existe un objet E de D®(C) s’insérant dans un triangle distingué

c[—n+1]
—_—

B—E— Al-n+1] B[1]. (2.3.3)

Un tel E est alors unique & isomorphisme de Db(C) preés.

Démonstration. — C’est presque immédiat a partir des axiomes des catégories triangulées ([90,
10.2.1]). L’axiome (7T'R1) montre que le morphisme A[—n)] A, B ginsére dans un triangle
c[-n] B

B % E 5. L’axiome de rotation (T'R2) implique alors que le triangle
] —c[—n+1]

exact A[—n]
BS%E LN Al-n+1 est exact. On obtient ainsi ’existence de E. Supposons que 1’on
Il B 9 B L Al 1)

L’axiome (T'R3) montre alors qu’il existe un morphisme h : E — E’ tel que (id,id, h) soit un

ait deux triangles exacts B - F LN Al—n + 1]

morphisme de complexes

Al—n] = B—— E 5 Al-n+1]
lz‘d lid ih lid[l] (2.3.4)
Al—n] B E’ Al-n+1]
—c[—n] of B’
Le lemme des cinqg ([90, exercice 10.2.2]) montre alors que h est un isomorphisme. O

Soit M.(G) la sous-catégorie pleine de M(G) constituée des K-espaces vectoriels localement
convexes séparés complets munis d’une action séparément continue de D(G). Une fleche dans
cette sous-catégorie est dite forte si son image est fermée et si son noyau et son image possedent
des supplémentaires topologiques. Dans [63], Jan Kohlhaase munit la catégorie M (G) d’une
structure de catégorie exacte en demandant qu’un complexe soit fortement exact s’il est exact
en tant que complexe d’espaces vectoriels et si toutes ses différentielles sont fortes. Il prouve que
cette catégorie exacte a suffisamment de projectifs et peut donc définir les groupes d’extensions
Exty(V, W) pour tous les couples d’objets de cette catégorie. Remarquons que si (p, V') est une
représentation localement analytique avec V' espace localement convexe séparé complet, alors p
induit une action séparément continue de D(G) sur V en utilisant application continue

CM(G,V) — Ly(D(G), K), (2.3.5)

définie dans [83, §2], et V peut-étre vue comme un objet de M.(G).
Le foncteur d’oubli M.(G) — M(G) est exact, il induit donc un foncteur entre catégories
triangulées D?(M.(G)) — D?(M(G)). 1l induit donc des morphismes

Extly(A, B) — Extly e (A, B). (2.3.6)
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Alors, pour tout V€ M.(G), les théoremes 4.9 et 6.6 de [63] montrent que cette application
est un isomorphisme
Exty(1,V) = Ext7() (1, V). (2.3.7)
Nous notons donc sans ambiguité ce groupe H"(G, V). En fait, on retrouve ainsi les groupes de
cohomologie définis par Casselman et Wigner ([23] §1 remarque (3)).

Corollaire 2.3.3. — Si'V est de dimension finie, le groupe Extﬁ/((G)(l, V') s’identifie au groupe
de cohomologie localement analytique H (G, V') défini par Casselman et Wigner.

Démonstration. — C’est une conséquence de la remarque 2.17 et de la proposition 2.18 de
[63]. O

La particularité essentielle de la représentation triviale, mise en évidence par Kohlhaase, pour
démontrer ce théoréme est la propriété (A) de [63, §4]. Disons qu’un objet F' de M.(G) satisfait
a la condition (A) s’il existe une résolution forte de F' par des objets de la forme D(G) ®g, V'
ou V est un K-espace vectoriel muni de sa topologie localement convexe la plus fine. On montre
alors exactement comme pour [63, théoréme 4.9] la proposition suivante.

Proposition 2.3.4. — Si un objet F' de M (G) vérifie (A), alors pour tout V.e M.(G), on
a un isomorphisme :

Il se trouve qu’au moins toutes les représentations localement analytiques de dimension finie
vérifient la propriété (A). Pour cela, nous devons expliquer comment passer d’une bonne réso-
lution de la représentation triviale a une bonne résolution d’une représentation quelconque de
dimension finie. Soient X un K-espace vectoriel localement convexe séparé muni d’une action
séparément continue de D(G) et Y un D(G)-module de dimension finie muni de la topologie
localement convexe la plus fine, qui est aussi la topologie canonique. 11 est prouvé dans I’appen-
dice au §3 de [86] que 'on peut munir le produit tensoriel X ®x Y d’une action séparément
continue diagonale de D(G), c’est-a-dire d’une action prolongeant l’action de K[G] donnée par
dg - (x ®y) = (dg7) ® (6gy). Si f est une application D(G)-équivariante continue de X; vers
Xo, Papplication f ® id est un morphisme continu de D(G)-modules si 'on munit X; @k Y et
X2 ®k Y de l'action diagonale de D(G).

Lemme 2.3.5. — SiY est un D(G)-module de dimension finie muni de la topologie localement
convexe la plus fine, le D(G)-module D(G)®kY muni de l’action diagonale est topologiquement
isomorphe au D(G)-module libre de type fini D(G) @k Y muni de l'action & gauche §- (p®@vy) =

(0p) ®y.

Démonstration. — Soient ¢ : D(G) — D(G) @k D(G)/ann(Y') application définie page 313
de [86] et i Pantipode de D(G). Par antipode, nous entendons 'unique endomorphisme continu
de D(G) induit par g — g~'. Pour p € D(G) et y € Y, on pose f(p®@y) = c(u)(1 @ y)
et g(p ®y) = (id ®i)(c(p))(1 ® y). On vérifie que f est une application D(G)-équivariante
du D(G)-module libre D(G) @k Y vers D(G) ®k Y muni de Paction diagonale, et que g est
D(G)-équivariante dans l’autre sens. Pour vérifier que f et g sont réciproque 'une de l'autre,
il suffit, par densité de K[G] dans D(G), de le vérifier sur K[G] ® Y. Dans ce cas, on a
f(0n ®v) =6, ® (0ny) et g(6p ® v) = 0p @ (6p-1Y). o

Lemme 2.3.6. — Toute représentation localement analytique de dimension finie du groupe G
vérifie la propriété (A).
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Démonstration. — Soit p un D(G)-module de dimension finie. Le théoréeme 4.9 de [63] montre
qu'il existe P. une résolution de 1 par des D(G)-modules de la forme D(G) ®k, V avec V
muni de la topologie localement convexe la plus fine. On munit le complexe P. Qi p de 'action
diagonale de D(G). Le complexe P. @ p est alors une résolution de p par des D(G)-modules.
Chaque terme est de la forme (D(G) ®k p) ®k, V avec V espace vectoriel muni de la topologie
localement convexe la plus fine. Comme D(G) ®f p ~ D(G)H™K? en tant que D(G)-modules,
on obtient le résultat. O

On obtient alors un analogue du théoréme 8.7 de [63].

Corollaire 2.3.7. — Soit P un sous-groupe parabolique de G. Si p est une représentation de
dimension finie de P et M un objet de M (G), on a un isomorphisme :
Extl(D(G) @pepy p's M) = Extliy ) (D(G) @pep p's M). (2.3.9)

En particulier, si p est une représentation de dimension finie de P et V' une représentation
localement analytique de G sur un espace de type compact, alors le théoréme 3.2 de [63] montre

que
Ext‘é(V, Indg(p)) ~ Exth(V, Indg(p)). (2.3.10)

Si x est un caractére localement analytique du centre de G, on définit
Extd, (V. W) = Ext}q, (W, V), (2.3.11)

ott M(G), désigne la sous-catégorie des D(G)-modules sur lesquels Z agit par x~. On note
également Extg , le foncteur défini a partir de la sous-catégorie pleine de M.(G) constituée des
D(G)-modules sur lesquels Z agit a travers y. L’isomorphisme (2.3.10) est alors vrai avec des
caracteres centraux

EthQX(V, Ind%(p)) ~ Extg’X(V, Ind%(p)) (2.3.12)

si le centre de G agit sur V et p a travers le caractere x.

Remarque 2.3.8. — Dans le §4 de [63], Jan Kohlhaase montre que les £zt (V, W) ne coin-
cident pas avec Ext}w(G)(W’ , V') méme lorsque V' et W sont des représentations admissibles.
On peut considérer ’exemple de la suite exacte

0 — Ind5* % (1) — md 3@ (1) - Imd 2@ (6 le) — 0 (2.3.13)

qui est non scindée dans la catégorie des K-espaces vectoriels localement convexes. On a
Ext%;(lndg?((@p)(ealq)’ Ind%?(‘@”)(l)“) =0, alors que

dim g Extl (Ind5? @ (51 er), Ind 52 @) (1)) = 1. (2.3.14)
Ces derniers groupes d’extensions sont donc plus adaptés a nos besoins.

Remarque 2.3.9. — Soit U le foncteur d’oubli de la catégorie M (G) vers la catégorie LCk
des K-espaces vectoriels localement convexes. Il posséde un adjoint a gauche F' donné par
F(V) = D(G)®k,V. La discussion de [90, 8.6.2] montre que le foncteur L = F o U est un
cotriple de M.(G) et permet, d’apres [90, 8.6.4] d’associer a tout V € M,.(G), un complexe
simplicial L.V dans la catégorie M (G). Il se trouve que le complexe différentiel associé
a ce complexe simplical est exactement le complexe noté B.(G,V) par Jan Kohlhaase dans
[63, §2]. Jan Kohlhaase définit alors les groupes d’homologie de V' comme étant I’homologie
du complexe (B, (G,V)® D(G) K )g>0- Ces espaces d’homologie sont alors munis de la topologie
induite. L’intérét de l'interprétation de B.(G, V) comme complexe standard associé a un cotriple
est d’obtenir une structure de complexe simplicial sur B.(G,V). Les groupes HY(G,V) sont
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alors les groupes de cohomologie du complexe L (B.(G, K), V) et ils sont munis de la topologie
induite par la topologie forte. De plus si la topologie de V' est de type compact, on a, d’apres la
remarque 2.17 de [63], un isomorphisme topologique Hom (B, (G, K), V) ~ C(GIT1, V), et
donc le complexe C;, = (C"(G97L,V)),>0 est muni d'une structure de complexe cosimplical.
Cette remarque nous sera tres utile dans la section suivante pour établir I’existence d’un cup-
produit sur la cohomologie localement analytique de la représentation triviale.

2.3.2. Cup-produits. — Dans cette partie, nous construisons un cup-produit sur ’espace
de cohomologie H*(G, K), dont 'existence est une suggestion de Jan Kohlhaase (|63, remarque
8.10]). Pour cela nous utilisons le fait que le complexe dont la cohomologie est H*(G, K) est
muni d’une structure cosimpliciale ([90, §8]).

Soit [n] I'ensemble des entiers de 0 & n. Notons A la catégorie dont les objets sont les ensembles
[n] et les morphismes de [n] dans [m] sont les applications croissantes. Un complexe cosimplicial
C' est un foncteur covariant de la catégorie A dans la catégorie des D(G)-modules. On note C™
I'image de [n]. D’apres le corollaire 8.1.4 de [90], un complexe cosimplicial est une suite de D(G)-
modules (C™),,> et la donnée, pour tout n € N, d’opérateurs 8" : C"~1 — C"et o’ : C"1 — O
pour ¢ variant entre 0 et n et satisfaisant aux relations de ce méme corollaire. Si C' est un
complexe cosimplicial, le complexe associé est le complexe (C™),,>¢ muni des différentielles

n+1

d" =3 (-1)'" (2.3.15)

i=0
Soit G un groupe de Lie localement Q,-analytique. Posons C7(G) = C(G"*1, K) le K-
espace vectoriel des applications localement analytiques de G"*! dans K. La remarque 2.3.9
montre qu’il existe des applications &° et o G-équivariantes qui font de C; (G) une résolution
(G)%. Muni de la restrictions
des applications 9 et 0%, c’est un complexe cosimplical de K-espaces vectoriels et sa cohomologie

cosimpliciale de la représentation triviale de 1. Posons C"(G) = C,,

est la cohomologie localement analytique H?(G, 1).
Soient G' et H deux groupes de Lie Q,-analytiques.

Théoréme 2.3.10 (Formule de Kiinneth). — On a un isomorphisme
> ipg: HP(G,K)® HY(H,K) = H"*9(G x H,K). (2.3.16)
pt+g=n

De plus le diagramme suivant est commutatif

HP(G,K)® HY(H,K) e HPH(G x H,K) (2.3.17)

i(—l)?ty

HY(H,K)® H!(G,K)
Démonstration. — La somme
P H(C(G)) @x HIC (H))
pF+q=n

est la cohomologie du complexe total T'ot' (C"(G) ®x C"(H)) associé au bicomplexe cosimplicial
B =C(G) ®k C"(H). Nous allons montrer que la cohomologie de ce bicomplexe est la méme
que celle du bicomplexe B = C"(G)&f »C"(H). Notons Ej(B) les termes de la premitre suite
spectrale associée & B et EQ(E) ceux de la premiére suite spectrale associée & B". Comme
le foncteur C(GP, K)®p - envoie les suites fortement exactes sur des suites exactes, on a
EPY ~ H?(G, K)® HY(H, K), ainsi Vinclusion de B” dans B" induit un isomorphisme au niveau
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des E», donc en cohomologie. Soit diag(é ") le complexe cosimplicial diagonal de B défini dans
(90, §8.5]. Tl s’agit de diag(B")* = BPP = C(GP, K)& C*(HP, K) muni de la structure
simpliciale évidente. D’apres le théoreme d’Eilenberg-Zilber ([90, théoréme 8.5.1]), les com-
plexes diag(B") et Tot(B") sont homotopes. De plus, comme C*(GP, K)& C*(HI, K) =~

C(GP x HY, K), le complexe cosimplical diag(B") est isomorphe & C"(G x H). Au final, on a
un isomorphisme naturel

HP(G, K) @ HI(H, K) 2% HP(G % H, K). (2.3.18)
La deuxiéme assertion est un calcul simple sur le bicomplexe C"(G) ® C"(H). O

Si on note D¢ I'application diagonale de G dans G x G. On définit 'opération de cup-produit
sur H*(G, K) comme étant
aUf = Dg(ipqe(a®f)) (2.3.19)
pour o € HP(G,K) et f € HI(H, K). Le théoréme 2.3.10 montre alors que le cup-produit fait
de H*(G, K) une K-algebre graduée anti-commutative. De plus 'isomorphisme de Kiinneth

H*(G,K)®x H*(H,K) = H*(G x H,K) (2.3.20)
est un isomorphisme d’algebres.

Corollaire 2.3.11. — Soit G le groupe des Q,-points d’un groupe réductif défini sur Q,. Soit
Z le centre de G et D son groupe dérivé. On a un isomorphisme d’algébres graduées

H*(G,K) = H*(Z,K)®x H*(D, K) (2.3.21)

provenant de l'application Z x D — G. De plus l’algébre de cohomologie H*(Z, K) est isomorphe
a lalgébre extérieure graduée \* Hom(Z, K).

Démonstration. — Montrons d’abord que H*(Z, K) ~ A\*Hom(Z, K). On utilise H'(Z,K) =
Hom(Z, K), ainsi que I'isomorphisme Z ~ (Q,)" =~ (Z,)" x Z". D’apreés I'isomorphisme (2.3.20),
il suffit de prouver que HY(Z;, K) = HY(Z, K) = 0 pour ¢ > 2. Dans le premier cas, c’est une
conséquence de [90, exemple 6.1.4], et dans le deuxiéme cas, de la décomposition H *(sz JK) =
H*(Z/(p —1)Z,K) ® H*(Zp, K), du corollaire 4.6 de [63], ainsi que du fait que si H est un
groupe fini, HY(H, K) = 0si ¢ > 1 ([90, proposition 6.1.10]). Comme le noyau et le conoyau de
Z x D — @ sont des groupes finis, la deuxiéme assertion du corollaire résulte de la nullité de la

cohomologie d'un groupe fini et de la suite spectrale (83) de [63]. O

2.3.3. Comparaison avec 1’homologie d’algébres de Lie. — Nous faisons quelques rap-
pels sur la cohomologie d’algebres de Lie et montrons qu’elle permet, dans certains cas, de
déterminer une partie de la cohomologie localement analytique d’un groupe de Lie localement
Qp-analytique.

Soit g une algebre de Lie définie sur Q,. On note gmod la catégorie des K-espaces vectoriels
munis d’une action de 'algebre de Lie g. Soit U(g) l'algebre enveloppante de g. La catégorie
gmod est équivalente a la catégorie des U(g)-modules. C’est une catégorie abélienne. Le foncteur
M — 1 ®yg M de gmod vers la catégorie des K-espaces vectoriels est exact a droite, on note
Hy(g, M) son g-ieme foncteur dérivé a gauche. De méme le foncteur M +— M9 est exact & gauche
et on note HY(g, M) son g-ieme foncteur dérivée a droite.

Considérons U le foncteur d’oubli de la catégorie gmod vers la catégorie Veck des K-espaces
vectoriels. Il possede un adjoint & gauche donné par F(V) = U(g) ®x V. Ainsi on obtient un
cotriple L4 = FU sur la catégorie gmod. Notons S.(g) le complexe simplicial standard associé
a la représentation triviale de g au moyen de ce cotriple. Comme I'image essentielle de F' est
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la catégorie des U(g)-modules libres, la proposition 8.6.13 de [90] nous montre que le complexe
différentiel S.(g) est une résolution libre du g-module trivial. Ainsi on peut calculer I'homologie
H,(g, V) comme étant I’lhomologie du complexe S.(g) (g K et la cohomologie H?(g, V') comme
la cohomologie du complexe Homg(g)(S.(g), V).

Posons S"(g) = Homg (S.(g), K), 0'(f) = fo0; et o*(f) = f oo;. On munit ainsi S'(g) d’une
structure de complexe cosimplicial, résolution libre du g-module trivial.

Soient g et h deux algebres de Lie. D’apres le théoréme d’Eilenberg-Zilber, le complexe total
associé au complexe bi-cosimplicial S*(g) ®x S (h) est naturellement homotope au complexe
diagonal associé, c’est-a-dire le complexe

(Hompg (Sq4(g, K), K) @ Homg (Sq(h), K) ~ Homg (Sq(g) ®x Sq(h), K)))g>o0- (2.3.22)

Comme on a, pour V un g-module et W un h-module, L4(V) @k Ly(W) >~ Lgxy(V @ W) en
tant que g x h-modules, les complexes de g x h-modules diag(S(g) ® S'(h)) et S (g x b) sont
isomorphes. Au final, on obtient un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels gradués

H*(g,K)® H*(h, K) = H*(g® b, K). (2.3.23)
On peut donc définir une application
U: H*(g,K)®x H* (9, K) — H*(g, K) (2.3.24)

en composant l'isomorphisme (2.3.23) avec le morphisme H*(g x g, K) — H*(g, K) provenant
de l'inclusion diagonale g — g x g. On appelle cette composée le cup-produit, elle munit le
K-espace vectoriel gradué H*(g, K) d’une structure de K-algebre graduée.

Supposons maintenant que g soit une algebre de Lie réductive. D’apres le théoréme 9.3 de
[65], on a un isomorphisme Hp(g, K) ~ (A”g)%, ce qui munit le K-espace vectoriel gradué
H,.(g,K) ~ (A" g)? d’'une structure de K-algebre graduée. On note D(g) le K-sous-espace de
H,.(g, K) engendré par les éléments u/Av, ot u et v parcourent les éléments de H, (g, K) de degré
supérieur ou égal & 1. On note P(g)’ le sous-espace gradué orthogonal de H*(g, K ), c’est I’espace
des éléments primitifs associés & g. Si on pose P*(g) = P(g)'NH"(g,K),on a P(g) = ,, P"(g).

Théoréme 2.3.12 (Koszul). — On a un isomorphisme de K-algébres graduées
N Plo) = H*(g, K). (2.3.25)

De plus, si p est un morphisme d’algébres de Lie réductives ) — g, le morphisme ¢* de H*(g, K)
vers H*(h, K) envoie P(g)’ dans P(h) et est donc entiérement déterminé par sa restriction a

P(g)".

Koszul montre aussi ([65, théoréme 10.1]) que si P™(g) est non nul, n est nécessairement
impair. De plus le théoréme 11.1 de [65] montre que si g est semi-simple, P!(g) = 0. On en
déduit que pour g semi-simple

H'Y(g,K) = H*(g,K) = 0. (2.3.26)
Exemple 2.3.13. — Posons b = sly et g = sl3. L’espace P3(h) s’identifie & I’espace des applica-
tions trilinéaires alternées invariantes de g dans K. C’est un espace de dimension 1 engendré par
(X,Y,Z) — Tr(X[Y, Z]). Soient ¢; et ¢ les deux injections de h dans g définie par M — (4 9)
et M — (8 ). L’'image de cette forme trilinéaire invariante par ¢ et ¢} est la méme, ainsi on
a ¢} = 5, et ces applications induisent un isomorphisme de restriction H3(g, K) = H3(h, K).

Dans certains cas, il nous sera utile de disposer d’une topologie sur les espaces de cohomologie
d’algebres de Lie. En effet, soit V un K-espace vectoriel localement convexe muni d’une action
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continue d’algebre de Lie, c’est-a-dire une action d’algebre de Lie telle que ’application gx V' —
V' soit continue, g étant muni de sa topologie canonique d’espace vectoriel de dimension finie.
On munit alors les espaces S,(g) de la topologie localement convexe la plus fine. Comme cette
topologie est la topologie limite inductive obtenue en écrivant V' comme la limite inductive de
ses sous-espaces de dimension finie, et que 'action de g est localement finie, ’action de g sur
Sp(g) est continue. On munit S,(g) ®x V' de la topologie produit tensoriel inductive ([78, §17])
et Sp(g,V) = Sp(9)®u(g)V de la topologie quotient. Les différentielles du complexe S.(g, V') sont
continues pour ces topologies. On munit les espaces Hy(g, V) de la topologie quotient. En général
il n’y a pas de raison pour que ces espaces soient séparés. De méme, I'espace Homg (S,(g), V)
est également I'espace des applications linéaires continues de Sy(g) vers V, on peut le munir de
la topologie forte, ce qui munit les espaces HY(g, V) d’une topologie.

Supposons maintenant que g est ’algebre de Lie d'un groupe de Lie Q,-analytique G. L’inclu-
sion U(g) — D(Q) est continue si on munit U(g) de la topologie localement convexe la plus fine.
On en déduit, pour tout V' € M.(G), une application Lg(V) — Lg(V) qui, par fonctorialité,
induit des morphismes de complexes simpliciaux S.(g, V) — B.(G,V) et donc des applications
H,(g,V) — Hy(G,V). De méme on obtient des applications H1(G,V) — H(g, V). Il est facile
de voir qu’avec les topologies que nous avons définies, ces applications sont continues. De plus,
si V est la représentation triviale, ces morphismes sont des morphismes d’algebres graduées
puisqu’ils respectent la structure simpliciale des complexes. Enfin, si V' est de dimension finie et
G est le groupe des QQ,-points d’un groupe semi-simple défini sur @Q,, les preuves des théorémes
1 et 3 de [23] montrent que le morphisme

HYG,V)— H(g,V) (2.3.27)

est un isomorphisme.

Corollaire 2.3.14. — Soit G le groupe des Q,-points d’un groupe réductif défini sur Q,. Soit
Z le centre de G et D son groupe dérivé. L’algébre de cohomologie H*(G, K) est isomorphe a
lalgébre extérieure graduée de l’espace vectoriel gradué

Hom(Z, K) ® P(d), (2.3.28)
ot les éléments de Hom(Z, K) ont degré 1.

Enfin, pour calculer explicitement la cohomologie d’algebres de Lie, il est utile d’avoir une ré-
solution libre du g-module trivial plus petite que la résolution standard. Il s’agit de la résolution
de Chevalley-Eilenberg.

Pour p >, posons V,(g) = U(g) ®x A’ g muni de l'action diagonale de g. On définit une
application d,, : V,(g) — Vp—1(g) pour p > 1 en posant

P
du®@zi A Nap) :Z(—l)”luaji@?m/\--~/\:fti/\-~/\xp
i=1
+ > (DMu [ Az A AB A AE ATy (2.3.29)
1<i<j<p
Les applications d, sont g-équivariantes. De plus, si € est 'application augmentation Vy(g) =
U(g) — K, le théoréeme 7.7.2 de [90] montre que V.(g) = K est une résolution projective du
K-module trivial. On 'appelle la résolution de Chevalley-Eilenberg.
Si M est un g-module, on pose (V.(g, M),d.) = M ®;(4) V.(g) le complexe obtenu par appli-
cation du foncteur M ®y (g - et (V'(g, M), ") le complexe obtenu par application du foncteur
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Homyg(-, M). L’homologie de M est alors I'homologie du complexe V.(g, M) et la cohomologie
de M, la cohomologie de V" (g, M). Nous avons des isomorphismes de K-espaces vectoriels

D p
Vo(g, M)~ M @k \g, VP(g,M)~Homg(/\ g, M), (2.3.30)
sous lesquels les différentielles se réécrivent
p .
dy(v@xL A=+ A xp) :Z(—l)”lxiv@xl N NTi N Ay
=1 o (2.3.31)
+ > ()o@ [ Azy A AB A ANEG ATy
1<i<j<p
P

P(f)(x1,. .., zp) :Z(—l)i+1xif(a:1, ce &gy )

i=1
+ Z (—I)ij([xi, xj],xl, ey Ty, Ty ,.Tp).
I<i<j<p

(2.3.32)

Une conséquence immédiate de 'existence de cette résolution est que si V' est un g-module, on
a

Hq(ga V) = Hq(gv V) =0 (2.3.33)

deés que ¢ > dim g. De plus si g est 'unique algebre de Lie de dimension 1, Hy(g, V') est I'espace
des coinvariants d’un élément non nul de g et Hy(g, V') est 'espace des invariants d’un élément
non nul de g.

SifeVP(g,M')etv®@ax e Vy(g,M), on pose (f,v®x) = f(x)(v). On a alors

(0P (f)ve@x)+ (f,dy(v®x)) = (2.3.34)
On obtient donc un accouplement
(-,-y: HP(g,M') x Hy(g, M) — K, (2.3.35)
qui induit un isomorphisme
H"(g, M') ~ H, (g, M)’ (2.3.36)

d’apres [61, (6.29)]. En particulier, si M est de dimension finie sur K, on a également H" (g, M) ~
Hy,(g, M"Y

2.3.4. Un résultat de dualité. — Lorsque N est le groupe des Q,-points d'un groupe
algébrique unipotent défini sur Q,, Jan Kohlhaase prouve ([63, théoreme 7.1])
Hyn,M)n ~ Hy(N, M), (2.3.37)

ou (+) 5 désigne le foncteur des N-coinvariants. Cet isomorphisme est trés utile pour calculer cette
homologie et n’a pas d’analogue pour la cohomologie (sauf dans le cas d’un groupe compact, [63,
théoréme 4.11]). C’est pourquoi il est nécessaire de lier par dualité homologie et cohomologie.
Le théoréme 3.5 de [63] répond en partie a ce besoin. Nous montrons ici que dans le cas d’une
représentation localement analytique sur un espace de type compact, nous pouvons préciser ce
résultat.

Théoréme 2.3.15. — Soit H un groupe de Lie localement Qp-analytique résoluble tel que pour
tout sous-groupe compact ouvert Hy, H/Hy soit dénombrable. Soit 3 une représentation locale-
ment analytique de H sur un espace de type compact. Si tous les Hy(H,X) ou tous les HI(H,Y')
sont des espaces topologiques séparés, pour la topologie définie dans la remarque 2.5.9, alors
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H,(H,X) est de type compact, H1(H,Y') est un espace de Fréchet nucléaire et on a un isomor-
phisme topologique
HY(H,Y) ~ H,(H,%)". (2.3.38)

Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin de préciser le théoréeme 6.5 de [63]. Soit (Ay)
la propriété suivante : la représentation triviale de H a une résolution fortement exacte par
des D(H)-modules de la forme D(H)®g,V, ou V est un K-espace vectoriel de dimension
dénombrable muni de la topologie la plus fine.

Lemme 2.3.16. — Sous les hypothéses du théoréme 2.3.15, le groupe H wvérifie la condition
(Ag).

Démonstration. — On se rameéne, comme dans la preuve de [63, 6.5], au cas ou H est commu-
tatif. Soit alors Hy un sous-groupe compact ouvert distingué dans H. L’espace D(H/Hj) est
lalgebre du groupe discret H/Hj, donc est de dimension dénombrable, il en est donc de méme
des espaces

B,(H/Hy,1) ~ K[H/Hy| ®k --- ®x K[H/H|. (2.3.39)
La résolution B.(H/Hp,1) est alors une résolution fortement exacte de 1. Comme chaque
B,(H/Hy,1) est de dimension dénombrable, on voit que H/Hj vérifie (Ag). De plus d’apres
le théoreme 4.5 de [63], le groupe Hj vérifie aussi (Ag). La preuve de [63, 6.2] montre que H
vérifie également (Ay). O

Démonstration du théoréme 2.3.15. — Nous reprenons la preuve du théoreme 3.5 de [63] avec
nos hypotheses. Soit P. une résolution fortement exacte de 1 par des D(H)-modules du type
D(H)® p(m),.V, avec V un espace vectoriel localement convexe de dimension dénombrable muni
de la topologie localement convexe la plus fine. Comme en [63, (41)], on a un isomorphisme
topologique

Lu(Py,S) = LIP@ iy, Zs K). (2.3.40)
~ (Py@p(im),.2) (2.3.41)

Posons P, = D(H)&k,V avec V de dimension dénombrable muni de la topologie localement
convexe la plus fine. D’apres le lemme 2.6 de [63], Pq®D(H)7LE ~ V& 3. Le corollaire 1.2.14
de [64] montre que cet espace localement convexe est une somme directe dénombrable d’espaces
de type compact. D’apres [83, proposition 1.2(i7)], c’est lui-méme un espace de type compact.
Notons (C.,d.) le complexe P.® p(),. 2. C'est un complexe d’espaces localement convexes de
type compact a différentielles continues. De plus, ses espaces de cohomologie sont les H,(H, X).
Par hypothese, leur topologie est séparée, ce qui implique que pour tout ¢, Im(dg41) est un
sous-espace fermé de ker(d,), donc de C,. D’apres la proposition 8.8 de [78], toute surjection
continue entre deux espaces de type compact est stricte, donc les fleches du complexe C. sont
strictes. Posons D? = (C;)" et 49 la fleche duale de dgi1. Le complexe (D,d") est donc un
complexe d’espaces de Fréchet nucléaires dont les fleches sont strictes. On conclut alors en
appliquant le corollaire 1.4 de [83]. Si on part de I'hypothese que ce sont les espaces HY(H,Y')
qui sont séparés, on sait que ce sont les fleches 09 qui ont une image fermées. Encore une fois,
une surjection continue entre espaces de Fréchet est stricte, donc les fleches §7 sont strictes et
le méme raisonnement montre que les fleches d; le sont aussi. ]

Revenons au cas ot IV est le groupe des Q,-points d'un groupe algébrique unipotent sur Q,,.
Pour pouvoir utiliser le théoreme 7.1 de [63] afin de déterminer la topologie de Hy(N, X), il faut
pouvoir comparer cette topologie avec celle de Hy(n, ). Tout d’abord les groupes de cohomologie
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Hy(n,X) sont les groupes de cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg A'n® X. On les
munit de la topologie produit tensoriel et les espaces Hy(n, X) sont alors munis de la topologie
de sous-quotient. Soit P. une résolution du N-module trivial comme en (A4). Rappelons que le
complexe de Chevalley-Eilenberg V.(n) est une résolution projective du n-module trivial par des
U(n)-modules libres. On obtient donc un morphisme de complexes V.(n) — P., continu car V,(n)
est muni de la topologie localement convexe la plus fine. On obtient donc un morphisme continu
An®d — P.®D(N)’LE, induisant I'application Hy(n,X) — Hy(N,X) définie au paragraphe
précédent.

Lemme 2.8.17. — Soient (A.,d.) et (B.,0.) deux complexes de K -espaces localement convexes
de type compact, et f: A. — B. un morphisme continu induisant une surjection en homologie.
Le morphisme induit H.(A) — H.(B) est alors strict.

Démonstration. — Comme f, induit une surjection en homologie, I’application F, = f; + d441
induit une surjection continue kerd, ® B,y1 — kerd, pour tout g. Or les espaces kerd, et
ker d, étant des sous-espaces fermés de A, et By, ils sont de type compact. On en conclut que
I’application Fy est une application stricte de ker d, @ By1 sur ker §, car toute application entre
espaces de type compact est stricte. Les espaces Hy(A) = (kerd; @ Bgy1)/(Imdg41 @ Bgt1) et
Hy(B) = kerd,/Imdy41 étant alors munis de la topologie quotient, on en conclut que Hy(f),
qui est aussi le quotient de F,, est stricte. O

Le théoréeme 7.1 de [63] nous permet d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.18. — Si l’espace topologique de ¥ est de type compact et si Hy(n,X)n est
séparé, c’est aussi le cas de Hy(IN,X) et ces espaces sont alors topologiquement isomorphes. De
plus, on a un isomorphisme topologique

HI(N,Y') ~ Hy(N, ). (2.3.42)

Le méme raisonnement que dans la preuve du théoreme 2.3.15 nous permet de conclure que
si ¥ est une représentation de N sur un espace de type compact, alors si les Hy(n,X) ou les
H%(n,Y') sont tous séparés, on a des isomorphismes topologiques

H(n, ) ~ Hy(n, %) (2.3.43)

et ces espaces sont des espaces de Fréchet nucléaires, donc réflexifs.

2.4. Calculs d’extensions localement analytiques

2.4.1. Une conséquence de la dualité de Schneider et Teitelbaum. — Dans [86], Peter
Schneider et Jeremy Teitelbaum ont défini un foncteur de dualité sur la catégorie dérivée des
D(G)-modules. Dans cette partie nous utilisons ce foncteur pour prouver la nullité de certains
espaces d’extensions.

Supposons que G soit le groupe des Q,-points d'un groupe algébrique linéaire connexe sur
Qp. Soient A¢ la représentation de dimension 1 de G par adjonction sur /\dimQP 89,0 = |Ag| et
¢ = Ag®J¢. Notons encore 0¢ le D(G)-bimodule de dimension 1 sur lequel D(G) agit & gauche
par le caractére 0g et trivialement a droite. De méme D.(G), le dual topologique de I'espace
C.(G, K) des fonctions localement analytiques a support compact, est un D(G)-bimodule. Dans
[86] Peter Schneider et Jeremy Teitelbaum définissent le foncteur RHom py(pq(cy)(; Pe(G) @k
2¢) de DP(M(Q)) vers D®(M(G)), les morphismes étant pris pour I’action & gauche de D(G)
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sur D.(G) ®k 0g, c’est un complexe de D(G)-modules pour l'action a droite de D(G) sur
D.(G) ®k 0¢. Ils prouvent également que la transformation naturelle

X — RHome(M(G))(RHome(M(G))(X7 DC(G) QK DG), DC(G) QK DG) (241)

est un isomorphisme. On en conclut donc que pour deux objets X et Y de D®(M(Q)),

Hom po vy (X, Y) =~
Hom po aq(ay) (RHOm py rq()) (Y2 De(G) @k 06), RHom py aq()) (X De(G) @K 06)).  (2.4.2)
Supposons désormais G réductif connexe. Ils prouvent ensuite que si P est un sous-groupe
parabolique de G et x un caractere localement analytique de P,
RHom popq(ary) (IndB (1), De(G) @k 06) ~ IndB(x ™ 0p) [~ dim P). (2.4.3)

Dans cette partie, nous généralisons ce calcul a I'induite parabolique d’une représentation algé-
brique de dimension finie p. Une telle représentation étant en particulier continue admissible,
elle vérifie la condition (FIN) de [86, §6]. La proposition 6.4 de [86] implique alors

Exth ) (D(G) @p(p) p', De(G)) = D(G) @p(p) Extip) (0, De(P)), (2.4.4)
Pespace Ext}, p) (', D.(P)) étant vu comme un D(P)-module en faisant agir D(P) & droite sur

D.(P).
Ainsi il suffit de calculer Extp, P)(p’, D.(P)).

Lemme 2.4.1. — Soit X un D(P)-module. Considérons D.(P)®xp comme un D(P)-bimodule,
D(P) agissant trivialement a droite sur p. On a alors un isomorphisme de D(P)-modules

Hompp)(X, De(P)) @k p = Hompp) (X, De(P) @K p). (2.4.5)

Si X est un D(P)-module libre, le D(P)-module X ®k p’ muni de Paction diagonale est
encore libre d’apres le lemme 2.3.5. Comme dans la preuve du corollaire 4.4 de [86] on montre,
en utilisant le lemme 2.4.1, que

Extppy (0 De(P)) = Extpyp) (K, De(P)) @k p (2.4.6)

en tant que D(P)-modules. On obtient donc, en utilisant la proposition 3.5 et le lemme 1.4 de
[86] le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.2. — On a un isomorphisme dans la catégorie D*(M(Q))
RHom p () (IndB (p)', De(G) @k 06) ~ IndF(p’ @ 0p)/[— dim P]. (2.4.7)

Démonstration du lemme 2.4.1. — Soit (e;) une base de p et E;; I’endomorphisme de p en-
voyant e; sur e; et ey sur 0 lorsque k # j. Notons encore p Iapplication de D(G) dans
Endg(p) donnant l'action de D(G) sur p. Rappelons que nous avons un morphisme de K-
algebres ¢, : D(G) — D(G) ®k Endg(p) ([86, §3] Appendice).On écrit

Cp()\) = Z)\i’j QK Fij. (2.4.8)

i’j

Notons aussi, pour tout p € P, p(p) = >, ; pij(p)Eij. Les p;; sont alors des applications
localement analytiques sur P. On définit une application

HOI’HD(P)(X7 DC(P)) ®p— :HOH]D(p)()(7 DC(P) ® P) (249)
F@ur Y (pij*F(z)) © Eiju, (2.4.10)
i?j
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ou p; ; * p désigne la distribution f — p(p; ;f). On vérifie que la fonction de droite est bien dans
Homp(py (X, D:(P) ® 0p), c’est-a-dire

Zp” ) ® Eiju=> (" Xixlprj* F(z)) ® Ei ), (2.4.11)

wj k

pour tout z € X. Il suffit donc de prouver I’égalité

1) =3 Aik(prj * 1) (2.4.12)
k

pour tous les couples (A, u) € D(P) x D (P). Comme la multiplication sur D(P) est séparément
continue et que K[P] est dense dans D(P), il suffit de le prouver pour A = d,,. On a alors

me b, @ E; (2.4.13)
et pour tout f € C4*(P, K),
(Opr)(pig ) = 1lpig(p) f (p)) (2.4.14)
u( Pik(P)Pr,i () f (p°)) (2.4.15)
= Z p(Pk,j * 1) (f)- (2.4.16)
k O

Soit ¢ une représentation algébrique irréductible de P et p une représentation algébrique
irréductible, de dimension finie, de G.

Corollaire 2.4.3. — Pour tout q, on a
ExtL (Ind$ (1), p) = ExtGH ™ P=dmE (7 mmdG ' @ op)). (2.4.17)

En particulier si dimG —dim P > ¢, on a

Ext% (Ind%(¢), p) = 0. (2.4.18)

De plus, si p et Indg(w) ont méme caractére central x, alors
Extd,  (IndZ(v), p) = ExtZ M 774G () ndF (¢ @ 0p)). (2.4.19)

Démonstration. — Par définition

Extd(Indg(4), p) = Extfy g (0, IndE (1)) (2.4.20)
— Hom py (i) (/s Ind% (9 [q) (2.4.21)
= Hompo(pm(ay (IndIGD(dJ' ® 0p)'[— dim P][—q], p|— dim G]) (2.4.22)
= Home(M(G))(IndIGD(d/ ®@0p), pl[dim P — dim G + q}). (2.4.23)
O
Remarque 2.4.4. — Si p est une représentation localement algébrique de G, ¢’est une consé-

quence de [85, théoreme 8.12] que RHom po(rq()) (0, Pe(G)) est concentré en degré dim G. Ainsi
la deuxiéme assertion du corollaire 2.4.3 reste vraie en supposant p localement algébrique.
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2.4.2. Cohomologie des représentations algébriques. — Etudions maintenant le cas des
extensions entre deux représentations algébriques de dimension finie de G, le groupe des Q-
points d'un groupe réductif sur Q. Si A est un poids de G, on notera encore A la restriction de
A au centre de G et Extf, , les groupes d’extensions Ext%, Nz

Soient V et W deux représentations algébriques de dimension finie de G. Comme on a
Hom () (W', V') = (W @k V)¢ et que le foncteur V — W’ @k V est exact et envoie tout

D(G)-module libre sur un D(G)-module libre (lemme 2.3.5), on a, pour tout ¢ > 0, un isomor-

phisme
Ext,(V,W) ~ HY(G,V' @ W). (2.4.24)
De méme, si V et W ont un méme caractere central x, on a un isomorphisme
Extg, (V.W) =~ HY(G, V' @ W), (2.4.25)

G désignant le quotient de G par son centre. D’aprés (2.3.27), ce groupe est isomorphe a
Hi(g,V' @ W), ot g = [g,g| est I'algebre de Lie de G. Cette algebre de Lie est alors semi-
simple.

Proposition 2.4.5. — Si )\ et u sont deux poids dominants, on a Ext%(FA,FM) = 0 pour tout
q, sauf si A = u. Auquel cas, l'algébre de cohomologie

H* (3, Endy (F))) ~ H* (8, K) (2.4.26)
munie du cup-produit est isomorphe a l’algébre extérieure

(A= A\P@) (2.4.27)

sur l’espace vectoriel gradué P(g)" des éléments primitifs de g.

Démonstration. — Si A et p sont deux poids dominants différents, on sait d’apres le théoreme
d’Harish-Chandra (voir par exemple [53, 23.3]) que les caracteres infinitésimaux x 45 et x, 45 de
F) et F), sont différents. La premiere assertion résulte alors du I.4.1 de [10]. L’égalité (2.4.26) est
conséquence du lemme de Schur : dans la décomposition de Endg (F)) en somme de g-modules
simples, la représentation triviale apparait avec multiplicité un. La derniere assertion est due a
Koszul et provient du corollaire 2.3.14. O

Les éléments primitifs de sl,, ont une structure particulierement simple : on a dim Prim(sl,); =
1 si ¢ est impair, compris entre 3 et 2n — 1, et 0 sinon ([9, 5.3]).

Corollaire 2.4.6. — SiG = GL3(Qp) et si X est un poids dominant de G, alors Ext{, | (Fy, F)) =
0 pourq=1,q=2 et q=4. C’est un espace de dimension 1 lorsque ¢ =0 ou q = 3.

2.4.3. Extensions entre représentations localement algébriques. — Une représenta-
tion localement algébrique du groupe G a coefficients dans K est en particulier une représen-
tation localement analytique. Le but de cette partie est de comparer les extensions entre repré-
sentations localement algébriques dans la catégorie des représentations localement algébriques
et dans la catégorie des représentations localement analytiques. Dans le cas particulier ou les
représentations sont lisses, on note ExtZ les groupes d’extensions dans la catégorie Repg (G)*>
des représentations lisses et Exth1 les groupes d’extensions dans la catégorie des représenta-
tions lisses a caracteére central trivial. Les groupes d’extensions lisses entre représentations de
Steinberg généralisées sont alors déterminés dans [34, théoreme 1.3] et [71, théoréme 1]. On
note D(G)*° le quotient de D(G) par I'idéal bilatére engendré par g. Toute représentation lisse
est un D(G)*°-module.
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Proposition 2.4.7 — Soient Fy et F,, deuz représentations algébriques irréductibles de di-
mension finie de G, Wy et Ws deux représentations lisses de G.

1. L’espace Exty(Fy @ Wi, F, @ Wa) est nul si X # p.
2. Supposons W1 et Wa de caractére central trivial et posons ig le plus petit i tel que Extéo’l(Wl, W) #

0. Le groupe Exté; \(F\ @ Wi, F) @ Wa) est isomorphe ExtiOOO’l(Wl, Ws) lorsque n =g et
nul pour n # ig et n < ig + 2.

Démonstration. — Si X\ # p, le centre de 'algebre U(g) agit sur Fy @ Wy et Fj, ® Wy par des
caracteres différents, les groupes d’extensions entre ces représentations sont donc nuls.
L’égalité Hom(F), ® X,Y) ~ Hom(X, F, ® Y) pour tous D(G)-modules X et Y et le fait que
pour un D(G)-module projectif P, P ® F} l'est aussi impliquent 1’égalité
Extll (), (Fx ® W, FY @ W) = Extl o), (W3, F) ® F{ @ WY). (2.4.28)
Alors les égalités (+) de [86] et (59) de [63] montrent qu'il existe une suite spectrale

Ext}) e 1 (W3, HU(@, Endgc (F)) ® Wi) = Ext Y (Fy ® Wi, Fy © Wa). (2.4.29)
)

et la proposition 2.4.5. O

Lorsque ¢ =1 ou ¢ = 2, H4(g, V') = 0 pour tout g-module V' de dimension finie d’apres (2.3.26

Corollaire 2.4.8. — Si I et J sont des parties de A, on a ExtG/\(FA QK vp, Fx ®Kkvp,) =0
pour tout ¢ < [(I U J)\(I NJ)| + 2, excepté pour q = |(I U J)\(I NJ)|, auquel cas l’espace
Extqa/\(F)\ Rk vp,, I\ @k vp,) =0 est de dimension 1.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.4.7 et du théoreme 1
de [71], ou du théoreme 1.3 de [34]. O

2.4.4. Une suite spectrale. — Dans cette partie, nous établissons ’existence d’une suite
spectrale pour calculer les groupes d’extensions entre représentations localement analytiques,
qui est ’analogue des suites spectrales du théoréeme 6.8 de [63].

Soit P un sous-groupe parabolique de G, N son radical unipotent et L = P/N. Rappelons
([81, §2]) qu'une représentation lisse p de Py = P N Gy est dite fortement admissible, s’il
existe un entier r et une injection Py-équivariante p — C°(FPy, K)". Comme Py est compact, la
catégorie des représentations lisses de Py est semi-simple, et donc tout quotient de C*°(Fy, K)"
est fortement admissible. On en déduit que toute représentation lisse fortement admissible p
de Py possede une résolution a droite par des représentations isomorphes a une somme directe
finie de C*°( Py, K). En passant au dual fort, ceci implique que p’ posséde une résolution par des
D> (Py)-modules libres de type fini. La résolution (x) de [86], page 307, montre que le D(F)-
module D*°(PFy) possede une résolution finie par des D(FPp)-modules de type fini. Ainsi, si Y. est
une résolution de p’ par des D*°(Fp)-modules libres de type fini, et (X, ;); une résolution de Y;
par des D(P)-modules de type fini, le complexe total associé au double complexe (X ;); j est une
résolution de p’ par des D(Py)-modules de type fini. Cette construction, ainsi que la proposition
2.2 de [81], nous permettent de conclure que si ps, est une représentation lisse irréductible de
P, alors le D(P)-module pl satisfait la condition (FIN) de [86], page 321, c’est-a-dire que le
D(Py)-module p. a une résolution par des D(Fp)-modules projectifs de type fini. Si p est une
représentation localement algébrique irréductible de L, on peut I'écrire pyg ®K poc avec paig
algébrique irréductible de dimension finie et po lisse irréductible, le lemme 2.3.5 montre alors
que le D(P)-module p’ vérifie la condition (FIN). Le lemme 6.3 de [86] implique alors que

Tor?P)(D(G), p) =0 (2.4.30)
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pour tout ¢ > 1 et p représentation localement algébrique irréductible de P. On peut donc en
conclure que pour tout D(G)-module M, on a, pour tout ¢ > 0, un isomorphisme

Extf () (D(G) @p(p) o', M) = Extly p) (0, M). (2.4.31)

Soit x un caractere localement analytique du centre Z de G. Quitte & considérer une extension
finie K’ de K, on peut trouver un caractére localement analytique 1 de G dans (K')* tel que
x(2) = ¢(z) pour tout z € Z. Le foncteur M + M @1~ induit une équivalence de catégories

entre la catégorie M(G) g+ des D(G) @ x K'-modules et la catégorie M(G),, g+ des D(G) @k K'-

modules sur lesquels D(Z) ®x K' agit par x'. Comme Ext? _ () ®x K’ ~Ext? _ (-,
M(G) M(G) s
et Eth\/l(G)X('a ) Qg K~ Eth\A(G)X,K’ (+,+), on obtient un isomorphisme
Extl, & (A ®Kk ¥, Bog §) = Exty ) (4, B) @k K’ (2.4.32)

pour tout couple (A, B) d’objets de M(G)y. En appliquant I'isomorphisme (2.4.31) au groupe
G, on en déduit que I'isomorphisme (2.4.31) reste valable & caractére central imposé. Si Z agit
sur p & travers le caractére y et M est un D(G)-module sur lequel D(Z) agit par x ™!, on a un

isomorphisme

Extl ), (D(G) ®p(p) o', M) = Extiy ) (o', M). (2.4.33)

Considérons ¥ une représentation localement analytique de G sur un espace localement
convexe de type compact et p une représentation localement algébrique irréductible de P ayant
méme caractére central x. D’apres la proposition 2.2.1, on a un isomorphisme

Ext, (2, IndF(p)) = Ext}, (S]p, p). (2.4.34)

De plus, cet isomorphisme est la composée de la restriction Ext%’X(E, Ind%(p)) — Exth’X(Z\ P, Ind%(p)|p)
et de ’application Exth’X(Z| p,Ind%(p)|p) — Ext(fp’X(Z\ p, p) induite par 'application P-équivariante
Ind%(p) — p définie par f — f(1).

Comme p est une représentation de L, le radical unipotent N de P agit trivialement sur p.
Ainsi on a, pour tout D(G)-module M,

HomM(P) (pla M) = HomM(L) (pla HO(D(N)v M)) (2435)

Comme le foncteur HO(D(N),-) de M(P) vers M(L) est adjoint & droite du foncteur exact
d’inflation de M(L) vers M(P), il transforme injectif en injectif, on a d’apres [90, 5.8.2], une
suite spectrale

Extly (¢, HI(N, M)) = Extijf, (o, M). (2.4.36)

(P)
Le méme raisonnement que pour passer de (2.4.31) a (2.4.33) nous donne une suite spectrale a
caractere central imposé

p / q p+q /
EXtM(L)X(p H (Nv M)) = EXtM X(p 7M)- (2.4.37)

(P)

Reprenons ¥ une représentation localement analytique de G sur un espace de type compact.
Remarquons que le groupe N vérifie les hypotheses du théoreme 2.3.15. On peut donc en
conclure, puisque Y est une représentation localement analytique de P sur un espace de type
compact, que si les espaces topologiques H, (N, ) sont tous séparés, alors ceux-ci sont de types
compact et leur structure de D(L)-module provient d’une action localement analytique de L,
étant donné que 'injection

O (L, Hy(N,S)) < Lo(D(L), Hy(N,S)) (2.4.38)

est, dans ce cas, un isomorphisme ([83, théoreme 2.2]).
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En combinant les isomorphismes (2.4.31) et (2.4.33) avec les suites spectrales (2.4.36) et
(2.4.37), et en utilisant le théoréme 2.3.15, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.9. — Si pour tout ¢ > 0, Uespace localement convexre Hy(N,X) est séparé, on
a une suite spectrale

ER? = Exth (Hy(N, ), p) = Ext} (3, Ind% (p)). (2.4.39)

Si de plus le centre Z de G agit sur X et p par un caractéere x, alors il agit sur Indg(p), ainsi
que sur tous les Hy(N,X) a travers x et on a une suite spectrale

EP? = Ext]  (Hy(N,%),p) = Extf, !(3,IndF(p)). (2.4.40)

La fleche d’aréte E20 — Extg (2, Ind%(p)) est en fait la composée
Ext]  (Ho(N,%),p) — Ext}, (5, p) < Extf; (S, Ind%(p)), (2.4.41)

la fleche de droite étant donné par (2.4.34) et celle de gauche la composition de la fleche de
restriction EthX(HO(N,E),p) — EX‘G%X(HO(N,E),;)) avec la fleche EX‘C%X(HO(N,E),/)) —
EX‘L%X(E, p) induite par 'application P-équivariante ¥ — Ho(N, ).

Par exemple, lorsque ¥ est une représentation localement algébrique de la forme 14y ® o0,
les espaces

HQ(na walg & woo) = Hq<n7 ¢alg) & woo (2.4.42)

sont munis de la topologie localement convexe la plus fine et sont donc séparés. On en conclut
ainsi, en utilisant le théoreme 7.1 de [63] et le théoreme 2.3.15,

HQ(N7 E) = Hq(na '¢alg) ® JN(’QZ}OO)? Hq(Nv 2,) = Hq(nv ¢Z1lg) ® ‘]N(¢OO),7 (2443)

Jn désignant le module de Jacquet. Les modules de Jacquet Jyn(¢oo) se calculent alors en
utilisant les résultats de Bernstein et Zelevinsky [7, 2.12 et 5.2].

Les Hy(n,vq4) se déduisent alors du théoreme ci-dessous et de 'isomorphisme de dualité
(2.3.36).

Théoréme 2.4.10 (Kostant). — Soit A un poids dominant. Pour S C A, posons P = Pg.
Pour tout ¢ > 0, on a un isomorphisme l-équivariant

H,(n, Fy) ~ D Fuas, Hin Fy)~ T Fls (2.4.44)
11)7l(ui):q,u)-)\€X;r w,l(w):q,u%)\EX;r

Exemple 2.4.11. — Dans le cas ou G = GL3(Q)), si P désigne un sous-groupe parabolique
maximal, le groupe L est isomorphe & GL2(Qj) X Q, - Si peo est une représentation lisse de L,
I’application du « lemme géométrique » de Bernstein et Zelevinsky donne

0 — Indfhy, (e 2] ® Innz, (p)*)™ = Ty, (IndF, (p)™) — poo — 0 (2.4.45)

0 — leg 2er€a] ® P2 — T, (Ind, (poo)™) — Ind?mPQ(JNle(poo))oo 0.

Comme le foncteur Jy, est un foncteur exact sur la catégorie des représentations lisses, on

obtient les résultats suivants.
JN1 (Upl) = Indé}'ﬂdqel_le?boov JN1 (UPQ) = |66161_1€%| ® Sto, (2 4 46)
Jn, (1) =1, Jn, (St3) = |eg ter ted] @ Sta. o
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On peut alors utiliser le corollaire 2.4.8 pour calculer les termes de la suite spectrale (2.4.39).
Voici quelques exemples de calculs issus de cette suite spectrale pour GL3(Q),).

dim g EXté’)\(F)\, Ind% (Fsl.A’Q ® Sto
dim g EX’EE»\(F)U Ind% (Fslsg.)\’Q ® Sto
dim g EX’EE’A(F)\, Ind]G:.2 (Fsl.)\g & Stg)a

N S~

) =0

) =0

) =0

dimg Extg , (F\ ® vp,, Ind, (Fyyo01)™) =0
dimg Extg , (F\ ® vp,, Indf, (Fy,02)%) =0 (2.4.47)

dim Extg (Fy ® vp,, Ind, (Fi,a1 ® St2)®™) =0

)=1

) =0

) =0

On en déduit par symétrie les mémes égalités en remplacant vp, par vp, et en échangeant les
roles de P et Py, s1 et so, 01 et 0o.

Démonstration. — Donnons 'exemple de ExtIG’/\(F)\ ® vp,, IndG, (Fs,a2 ® St2)*). Le théo-
reme 2.4.10 nous donne Hy(ng, F)\) = Fyo et Hi(ng, F\) = Fy,.x2. De plus, par (2.4.46), on
a Jn, (vp,) = |eg 2e1€2] @ Sta. Calculons & présent les termes de la suites spectrale (2.4.40)

EP? = Ext] \(Hy(N2, FA®vp,), Fs;2,2@St2) = Extl, I(FA®up,, Indf, (Fy, 0 2©5t2)). (2.4.48)

Comme A # s1 -\, on a Eg’o = 0 pour tout p > 0 d’apreés la proposition 2.4.7. Ainsi
Byt ~ ExthM\(FA ®vp,, IndG, (Fy,.0 2 ® St2)). Comme EY! est espace des endomorphismes Lo-
équivariant de la représentation irréductible Fj, .\ 2®Sto, on a dim E><1:1G7)\(F>\<X>vp1 , IndIGD2 (Fsy22®
St2)) = 1. De méme on arrive a Exth)\(F)\ ® vpl,Ind%(FSlS?,\g ® St2)) = 0 et Ext%,A(FA ®
vpl,I]adg2 (Fs1550,2 @ St2)) = 0. On conclut alors en utilisant la suite exacte longue obtenue en
appliquant le foncteur Homg(F)\ ® vp,,-) a la suite exacte

0 — Ind%, (Fs;.02 ® St2)® — Ind§ (Fi,.a2 ® Sta) — IndG, (Fy 5502 ® St2) — 0, (2.4.49)

qui n’est autre que (2.2.60). O

Corollaire 2.4.12. — Pouri € {1,2}, on a Exta)\(FA ®vp, vE(N)) = 0.

Démonstration. — C’est une conséquence de la décomposition (2.2.63), du corollaire 2.4.8 et
de (2.4.47). O
2.4.5. Homologie unipotente des induites. — Placons nous a présent dans le cas G =

GL3(Qp) et P = Py. Soit (p, M) une représentation localement algébrique irréductible de L;.
On peut donc écrire p = pug @ poo avec pqiq algébrique irréductible de dimension finie et p lisse
irréductible. Par abus de notation, on note encore p l'inflation de p au moyen du morphisme
Py — Ly. Soit IndIGD1 (p) induite localement analytique de p de P; & G. Nous allons déterminer
les espaces l%[q(]\fi,lnlep1 (p)) en tant que représentations de L;. La stratégie que nous suivons
est celle décrite dans le §8 de [63]. Il s’agit de filtrer de facon Pi-équivariante I'espace Ind$, (p)
selon le support. Si C' est une partie de G stable par multiplication a droite par P;, on note
IndJGD1 (p)c le sous-espace des fonctions & support inclus dans C'.
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Les ensembles W1 \W/W; et Wo\W /W sont de cardinal 2. Fixons ¢ € {1,2} et w un élément
tel que W;Wy £ WiwWy. Alors PywP) est un ouvert de GG. Nous avons alors une suite exacte
de P;-représentations localement analytiques

Par la méme preuve que dans [63, lemme 8.1], on voit que le terme de gauche est un sous-espace
fermé de IndIG;1 (p). Ainsi il s’agit d’une suite exacte stricte d’espaces de type compact. Le terme
de gauche est la composante a support dans l'orbite ouverte et le terme de droite les résidus a
support dans l'orbite fermée.

Pour déterminer HY(N;, Indlci1 (p)"), nous calculons en fait, comme dans [63], les D(L;)-
modules H4(N;, (Indg1 (p)Pwp,)') et HI(N;, (Inlep1 (p)/Indg1 (p) Pawpy)') et utilisons la suite exacte
longue de cohomologie. Nous commencons par H9(N;, (Ind]Gg1 (p) Pawpy)'). Il s’avere plus commode
de commencer par calculer H,(N;, IndIGDl (p)p,wp,) et d’utiliser le théoreme 2.3.15.

2.4.5.1. Un résultat technique. — Nous prouvons ici que si H est un groupe de Lie localement
Qp-analytique, et H; un sous-groupe cocompact de H, le foncteur Imdg1 envoie une suite exacte
stricte de représentations localement analytiques de H; sur des espaces de type compact, sur
une suite exacte stricte de représentations localement analytiques de H sur des espaces de type
compact.

Lemme 2.4.13. — Soit W un espace de Fréchet, le foncteur W&y - envoie une suite exacte
d’espaces de Fréchet sur une suite exacte d’espaces de Fréchet.

Remarquons tout de suite que d’apres le théoréeme de I'image ouverte (|78, proposition 8.6])
une telle suite exacte est stricte.

Démonstration. — Soit 0 — V) EN Vs 9, V3 — 0 une suite exacte d’espaces de Fréchet. C’est
une suite exacte stricte. Montrons tout d’abord que la suite
id id
0— W or Vi 2L W ok Vo 2% W @ Vs — 0 (2.4.51)

est exacte stricte. L’essentiel est de montrer que les applications id ® f et id ® g sont strictes.
Comme V; et W sont des espaces de Fréchet, les topologies inductives et projectives sur W ® g V;
coincident d’apres la proposition 17.6 de [78], on peut donc au besoin considérer I'une ou I'autre.
D’apres le corollaire 17.5(i7), la topologie sur induite sur W ® g ker f par la topologie de W ® g V3
est la topologie produit tensoriel. Pour conclure, il faut donc montrer que si U — V est une
application surjective ouverte entre espaces de Fréchet, I'application W @k, U — W @k, V
est stricte. Soit en effet b une application linéaire de W ®, V dans un K-espace vectoriel
localement convexe Y, telle que la composée b de W & K, U vers Y soit continue. Ainsi la forme
bilinéaire B(z,y) = b(x ® y) est séparément continue de W x U vers Y. En particulier, pour
tout w € W, B(w,-) est une application linéaire continue de U vers Y se factorisant par V.
Comme V est muni de la topologie quotient, ’application b(w ® -) est continue. On montre de
méme que pour tout v € V, b(- ® v) est continue, ainsi b est continue. Au final, la suite exacte
(2.4.51) est stricte. Il se trouve alors que le foncteur de complétion est exact sur toute suite

exacte stricte de groupes topologiques métrisables ([11, 3.1 proposition 5]). O
Corollaire 2.4.14. — Si 0 — p1 — p2 — p3 — 0 est une suite exacte de représentations
localement analytiques de Hi sur des espaces de type compact, la suite

0 — Indff, (p1) — Indf (p2) — Indf (p3) — O (2.4.52)

est stricte exacte.
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Démonstration. — D’apres la proposition 5.3, la remarque 5.4 et la formule (68) de [63], on a
un isomorphisme topologique (Imdg1 (p:)) ~ D(H/Hy)®Kkpl, les espaces D(H/Hy) et pl étant
des espaces de Fréchet nucléaires. On conclut en utilisant le lemme 2.4.13. ]

2.4.5.2. Un calcul intermédiaire. — Nous prouvons ici un résultat technique qui nous servira
au calcul de 'homologie de la composante a support dans I'orbite ouverte.

Soit H le groupe des Q,-points d’un groupe algébrique linéaire connexe défini sur Q,. Si N
désigne son radical unipotent, on suppose que H/N est un groupe réductif déployé. Soit L un
sous-groupe de Lévi de H, c’est-a-dire un sous-groupe induisant un isomorphisme L ~ H/N.
Soit P un sous-groupe de H tel que B = P N L soit un sous-groupe parabolique de L. Posons
N’ = N N P. On peut alors choisir Ly C L un sous-groupe ouvert compact tel que L = Lo - B.

Soit p = paig ® poo une représentation localement algébrique irréductible de P. On note
C(p) = c—Ind% (p) le K-espace vectoriel des fonctions localement analytiques & support compact
modulo P de H dans K telles que f(gp) = p(p~ ') f(g) pour tout g € H et p € P. Il s’agit d’'un
espace vectoriel localement convexe de type compact muni d’une action localement analytique
de H. Le but de cette partie est de décrire les H/N-représentations H;(N,C(p)).

Soit N'(p) = c—Ind¥, (p|n) Pespace des fonctions localement analytiques & support compact
modulo N’ sur N & valeurs dans I'espace de p telles que f(nng) = p(ng ') f(n). C’est encore un
espace vectoriel localement convexe de type compact muni d’une action localement analytique
de N par translation a gauche. On le munit également de ’action de B déduite de I'action de
B sur N par conjugaison, autrement dit

(b- £)(n) = p(b) F(b~"nb). (2.4.53)

Posons C(p) = Ind¥ s N (p). Si f est un élément de C(p), pour tout m € L, on note ¢(f)(m)
la fonction de N dans p définie par n +— f(mn).

L’application ¢ induit un isomorphisme de H-modules de C(p) sur un sous-H-module de
Ind% - pN(p). Tl est clair que pour tout m € L, o(f)(m) est a support compact et localement
analytique. De plus si mg € PN L,

(f)(mmo) = (n— f(mmon) = p(mg ) f (mmonmg ™)) (2.4.54)
=mg' - (n f(mn)), (2.4.55)

et donc ¢(f) € C(p).
Lemme 2.4.15. — L’application ¢ est un homéomorphisme L-équivariant.

Démonstration. — L’injectivité est claire, étant donné que LN = H. Pour vérifier la continuité,
il suffit de vérifier que la restriction de ¢ au sous-espace des fonctions a support dans un compact
C modulo P est continue. Quitte & grossir un peu C, on peut supposer qu’il est Lg-invariant.
Dans ce cas, pour tout m, ¢(f)(m) est a support dans I'image de CNN. Comme N est unipotent,
on peut trouver un sous-groupe compact ouvert Ng de N contenant CNN et stable pour 'action
de Lg par conjugaison. On a alors un homéomorphisme

LoN, L N,
c—Indf (p)rong = Ind (20 1 p(p) = Indy 0 pIndf v, (), (2.4.56)
ce qui permet de conclure en passant a la limite inductive. ]

Cet isomorphisme nous permet de construire une application N-équivariante et B-équivariante

C(p) — N(p) (2.4.57)
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définie par f — ©(f)(1). On en déduit une application B-équivariante
Hy(N,C(p)) — Hy(N,N(p)) (2.4.58)

Si I'espace topologique Hy(N, N (p)) est séparé, il est de type compact, et c’est alors une repré-
sentation localement analytique de B. On obtient alors une application L-équivariante

¢ : Hy(N,C(p)) — Inds(H (N, N(p)). (2.4.59)

Proposition 2.4.16. — Si tous les espaces Hy(N,N(p)) sont séparés, application 1) est un
isomorphisme topologique pour tout q.

Démonstration. — Soit P. une résolution fortement exacte de la représentation triviale par des
D(N)-modules topologiques de la forme D(N)®g ,V ot V est un K-espace localement convexe
dénombrable muni de la topologie localement convexe la plus fine. La cohomologie H, (N, N (p))
est alors la cohomologie du complexe P.® D(N)7LN (p). Notons d, ses différentielles. En repre-
nant la preuve du théoréme 2.3.15, les espaces P;® (), N (p) sont de type compact. Comme
Hy(N,N(p)) = kerd,/Tmd, est séparé, les espaces Imd, sont fermés dans P,®pny N (p) et
sont donc de type compact. Comme une application continue surjective entre deux espaces
de type compact est continue, on conclut que les différentielles d, sont strictes. D’apres le
corollaire 2.4.14, le foncteur Ind transforme suites exactes strictes d’espaces de type com-
pact en suites exactes strictes d’espaces de type compact. Ainsi Ind%(H,(N,N(p)) s’identifie
4 la cohomologie du complexe Indk(P.® pn),N(p)). Tl reste donc a prouver que I'application
P,®p( N)7LIndLB (N(p)) ~ Ind (P, bV, N (p)) est un isomorphisme topologique. En écrivant
P, = D(N)®g,V et en utilisant la remarque 5.4, 'isomorphisme (69) et le lemme 2.6 de [63],
il suffit de prouver que ’application

V&x,Ly(D(L/B),N(p)) — Ly(D(L/B),V&r.N(p)) (2.4.60)

est un isomorphisme topologique. En écrivant V' = @; K avec I dénombrable, cette application
devient

@Eb (L/B), N (p)) — Ly(D(L/B), PN (p)). (2.4.61)
1

Comme N (p) est de type compact et I dénombrable, le corollaire 8.9 de [78] implique que cette
application est un isomorphisme. C’est un isomorphisme topologique car bijection continue entre
espaces de type compact. O

Faisons désormais I’hypothése suivante : N’ est inclus dans le centre de N. Elle sera toujours
vérifiée dans nos applications ultérieures.
La suite spectrale de Hochschild-Serre ([63] théoréme 6.8) donne

HP(N/vaHq(NlaN(p))) = HP-HI(N?N(p)) (2462)
D’aprés notre hypothese sur N’, on des isomorphismes N-équivariants
N () @ Np) = N\ (W) |ne @ p). (2.4.63)

Ainsi Hy(n', N (p)) ~ N(Hy(W, p)) en tant que N-modules. Comme p = pgig @ poo, He(n', p) =
Hy(N', paig)®poo en tant que N'-modules. Ainsi, d’apres le théoréme 7.1 de [63], on a Hy(N', N'(p)) =

N(H (N 7palg) & poo)N"

Lemme 2.4.17. — Si 1) est une représentation lisse de N', on a N(¢)n+ =~ N (¢¥nr).
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Démonstration. — Fixons s : N/N' < N une section localement analytique de la projec-
tion N — N/N'. L’application N (¢)) — C&(N/N',¢) donnée par f — f o s est alors
un isomorphisme toplogique N’-équivariant, en munissant le membre de droite de 1’action
(n' - fi(x) = v(n)(f(x)). Si V est une représentation de N’, notons N'(V) le sous-espace
de V engendré par les vecteurs de la forme n-v — v avec n € N', v € V. Il est clair que
N'(N()) € N(N'(2))). Montrons l'inclusion réciproque. Soit f € C4*(N/N’)(N'(¢))). Comme
f est & support compact, et que N’(¢)) est muni de la topologie localement convexe la plus fine, il
existe V' C N’(¢) de dimension finie tel que, pour tout x € N/N', f(z) € V. Comme V C N'(v))
et que V est de dimension finie, il existe, d’aprés le lemme 8.1 de [20], un sous-groupe compact
ouvert N1 C N’ tel que [y, 1 (n)vdn = 0 pour tout v € V. Ainsi on obtient

/ (n- f)dn = 0. (2.4.64)

Ny

Toujours d’apres le lemme 8.1 de [20], ceci implique f € N'(C2"*(N/N',1)), ce que l'on voulait.
U

Au final on obtient un isomorphisme N-équivariant
Hq(N/7N(p)) = N(Hq(Nla p)) = an(N/N/7 K)®K,7qu(N/7 :0)7 (2465)

le deuxiéme isomorphisme provenant du fait que N’ agit trivialement sur H,(N’,p) et que
Hy(N', p) est muni de la topologie localement convexe la plus fine. Ainsi

Hy(N/N', Hy(N', N (p))) = Hy(N/N',CE"(N/N', K))& g Hy (N, pl ). (2.4.66)

Le théoreme 6.9 de [63] implique alors Hy(N/N',C&™"(N/N',K)) ~ dy/ns. On obtient donc la
proposition suivante.

Proposition 2.4.18. — On a un isomorphisme topologique L-équivariant
Hi(N,N(p)) ~ H;_gim n/n* (W, patg| ') @K TNt (Poo) @K /w7 (2.4.67)

Corollaire 2.4.19. — Pour tout 1,

Hi(N,C(p)) ~ IndB(H;_qim v/ (W, patgln') @ Int (poc) @K On/nr). (2.4.68)
De plus, H;(N,C(p)) = 0 pour i < dim N/N' et i > dim N. Si p est de dimension finie, alors
les Hi(N,N(p)) sont de dimension finie.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 2.4.18 et de la proposition 2.4.16.
L’annulation provient de (2.3.33). O
2.4.5.8. La composante a support dans l’orbite ouverte. — Si f € IndIGg1 (p) Pwp,» o0 note @y, (f)

lapplication de P; dans M définie par o, (f)(p) = f(pw).

Lemme 2.4.20. — L’application @, est un isomorphisme topologique
Indgl (P) Prwp, =~ C_Indgmwplwflpw- (2.4.69)
Démonstration. — L’application est bien définie car
eu(f)(pg) = f(pqw) (2.4.70)
= flpw(wqw)) (2.4.71)
= p"(¢" ") f(pw). (2.4.72)
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L’injectivité et la surjectivité proviennent de I'isomorphisme de variétés localement analytiques
PawP ~ P;/(P,NnwPyw™!). Soit C une partie fermée de P;w Py compacte modulo P;. L’ensemble
C’ des p € P; tels que pw € C est compact modulo P, NwPw™! et ¢ induit une application de
I’ensemble des fonctions de Indg1 (p)pwp, & support dans C' dans ’ensemble des fonctions de
C—Indgmw Pluw-1 p? a support dans C’ et cette application est continue. Comme les topologies sur

P
IndIGD1 (P)Pwp et c=Indp' b,

@ est bicontinue car bijection entre deux espaces de type compact. O

_1p% sont les topologies limite inductive, ¢ est continue. Enfin,

Soit A € X;", un poids dominant relativement & a, po une représentation lisse irréductible
de L1 et p = F)\1 ® poo. Comme conséquence de la section précédente et du lemme 2.4.20, on
peut calculer ’homologie unipotente de Indg1 (p)Pwp, c—Indgmw prw—1(P")-

On choisit en effet H = P;, P = P,NwPyw™', N = Nj et la représentation p* de P.

Si ¢ =1, choisissons w = s2. On a alors

P={(350)1 M= ({05 (2:473)

On a donc d’apres le corollaire 2.4.19 et le fait que L1 N P = B,
Hi(Ny,Ind®, (Fa1 ®K poo)Prsypy) = Indg (Hi 1 (W, F32) @ Ini(p2) @ 0ynr). (2.4.74)
On a alors 0y /N = 61_162|61_162\ et comme n’ est de dimension 1, les seuls groupes non nuls sont
Ho(n', F324) = oA, Hi(n', Fy?) = (s2s10)e ‘€2 (2.4.75)

et ce sont des représentations de dimension 1 de B.
Si i = 2, choisissons w = s1s3. On a alors

P={(2%%)} ¥ ={1}. (2.4.76)

Onaoy = 6526162|eg26162\ et comme 1’ est de dimension 0, le seul groupe non nul est le Hs.

Hy(No, IndJG;l (F)\1 ®K Poc) PasisaPy) = F;}ISQ ® p3lP? ® 6626162|6626162|. (2.4.77)

2.4.5.4. Les composantes a support fermé. — Nous allons a présent déterminer H, (N, IndIGg1 (P)E P
ot Ind%, (p)$.p, désigne le quotient Ind% (p)/Ind%, (p) pwp,- Cette fois-ci, il est plus simple,
comme dans [63, §8], de calculer la cohomologie HY(V;, (IndIC_—’;1 (P)p.p,))-

Commencons avec le cas ou ¢ = 1. On montre la proposition suivante par le méme raisonne-
ment que pour le théoreme 8.5 de [63].

Proposition 2.4.21. — On a un isomorphisme L1 -équivariant
HI(Ny, (Ind%, (p)5,)') = H(ny, m1(5)) @0 (2.4.78)

my(p) désignant le module de Verma généralisé U(g)®y p,)p'- De plus on a HI(Ny, (Ind, (P)g,)) =
H(ny, (Indf, (p)3,)")-

On peut ainsi utiliser les calculs de ’appendice 2 qui donnent la proposition suivante.
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Proposition 2.4.22. — Soit A un poids dominant relativement a la base de racines simples
A. On a des isomorphismes |1 -équivariants

H'(ny, my(F ) = Fi 1 @ Fgnn HO(ny,my(F.,5)) = Fla1 @ Flog

H'(ny, my(Fy 1)) = Feyn1 @ Foysyan Hl(“17m1(F£2-A,1)) = Fo a1
Hz(ﬂhml( A1) = Fopaan H?(ny,my(Fy,01)) =0 (2.4.79)
HO (1 (Flyoy 31)) = Flysyan B
H' (n, my(Flyg,01)) =
H2 (n, my(Fyp01)) =
Corollaire 2.4.23. — Pour tout q > 0, nous avons un isomorphisme topologique L1 -équivariant
H (Nl,Indpl( )B,) =~ Hq(Nl,(Indpl( )8,)") ~ H(ny,mi(p') @ poc- (2.4.80)

Démonstration. — L’application H9(Ny, (Ind§ (0)8)) — H(ny, (Ind$ (0)%,)") est continue
et le membre de droite est, en utilisant la resolutlon de Chevalley—Ellenberg pour calculer la
cohomologie d’algebres de Lie, le quotient topologique d’un espace de Fréchet. Comme d’apres
les propositions 2.4.21 et 2.4.22 le membre de droite est également de dimension finie, c’est un
espace séparé. Le théoréme 2.3.15 nous donne alors le premier isomorphisme, le deuxieme est
une conséquence de la proposition 2.4.21. O

Nous aurons besoin, pour lLIq(NQ,IndIGD1 (p)%,p,)s de quelques calculs sur les distributions a
support. Soient H et M deux sous-groupes fermés de G. Comme dans [64], corollaire 1.3.6, on
peut montrer qu’il existe un sous-groupe compact ouvert Gy de G, uniforme, tel que les sous-
groupes Hy = HNGqy et My = M NGy soient uniformes et compatibles & Gy. Plus précisément,

il existe une base topologique (a1, ...,aq) de G telle que (aq,...,a,) soit une base topologique
de Hy, (as,...,a;) une base topologique de M et (as, ..., a,) une base topologique de HyN M.
Posons b; = a; — 1 et pour un multi-indice & = (o, ...,aq), b* = bJ*--- b5 Si a = (ay)

est multi-indice, son support Supp(«) est 'ensemble des i tels que «o; # 0. Alors D(Gp) est
'ensemble des séries 3", dob®, ol sup,, |da|r1® < oo pour tout 0 < 7 < 1. On munit D(Gy) de
la norme

HZdabaHr = sup |dq|rl®l. (2.4.81)
a «

Le complété de D(Gy) pour cette norme, noté D(Gy),, s'identifie donc a l'espace des séries

> dab?, (2.4.82)

otl |dg|r!®l — 0. Si pp = Y2 dub®, on a p € D(Hy), (resp. u € D(My),, resp. u € D(Ho N My),)
si et seulement si d, = 0 lorsque Supp(a) ¢ {1,...,r} (resp. Supp(a) & {s,...,t}, resp.
Supp(a) ¢ {s,...,r}). Notons aussi U(g,K) le complété de U(g) pour la norme || - ||, c’est
l’adhérence dans D(Gy), de D(Gp)1. leons < r < 1. On sait, d’apres Schneider et Teitelbaum,
que la norme || - ||, est alors multiplicative. De plus, d’apres Frommer ([46, §1.4]), il existe des
entiers [; pour 1 < i < d tels que si A = {b%, a; < [;}, A est une base de D(Gp), en tant que
U(g, K),-module & gauche. Si Y est Hy, My ou Hy N My, posons Ay l’ensemble des éléments
de A appartenant a Y. De méme, Ay est une base de D(Y), en tant que U(y, K),-module a
gauche. Définissons également Apjs la partie de A constituée des b pour lesquels a; = 0 si
1> 1.

81



Proposition 2.4.24. — Chaque D(Gy)y, est un U(g, K),-module libre dont une base est don-
née par Ay . L’adhérence D(Go)tomor de D(Go) K, dans D(Go), est un U(g, K), module libre
d gauche dont une base est donnée par les éléments de Appy.

Démonstration. — La premiére assertion est le corollaire 1.4.1 de [63]. Jan Kohlhaase ne traite
que le cas ol le support est un sous-groupe, c’est pourquoi nous devons reprendre sa démons-
tration dans le dernier cas. Soit D le sous-U(g, K),-module & gauche engendré par Ag ;. Clest
un U(g, K),-module de type fini, il est donc fermé dans D(Gy),. Il est clairement contenu dans
I'adhérence de D(Go)m,n1,- Réciproquement D contient U(g) ®q, K[HoMo] qui est dense dans
D(Go) 1y, donc dans D(Go) gya,,r- Ainsi D contient également D(Go) gy r- O

Notons encore ||-||, la norme quotient de la norme ||||,®||-||, sur D(HO)®D(HU)HOQMOD(GO)MO-
Le produit dans D(Gp), permet de définir une application continue
Mo D(Ho)r XK D(Go)MO,,« — D(GO)H()M(),T' (2.4.83)
Lemme 2.4.25. — L’application

D(Ho)r ®D(H0)H0M0,r D(GO)MO,r — D(GO)HOMO,T (2.4.84)

induite par u, est un isomorphisme.
Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 2.4.24. On a en effet

D(HO)T ®D(HO)H0]\40,T‘ D(GO)M()/" =
(D U K)a) g

acApy

Ulhi)ea ( €D Ulg, K)ra) (2.4.85)

ac€Agnnm Q€A

De plus, le lemme 1.2.4 de [64] montre que si § € D(Gp) a pour support {1} et g € Go, 6,66,
a pour support {1}. Comme U(g, K), est 'adhérence des distributions & support dans {1} pour

la norme || - ||, on en conclut que U(g, K), est stable par l'action adjointe de K[Gp]. Ainsi
P vbhKra= P oUb K),. (2.4.86)
a€Annm a€Annm

On obtient donc un isomorphisme
D(Ho)r ® (o) sy ary » P(Go)rtor = P K@ D(Go) sy (2.4.87)
QGAS

ou A, désigne I'ensemble des b* € A tels que «; = 0 pour ¢ > s. Il est alors clair par la
proposition 2.4.24 que le terme de droite s’envoie isomorphiquement sur D(Go) g, ap,r- O

De méme que dans [64, page 17], on voit que D(Hy), ®D(Ho) mgrnty
Banach pour la norme quotient de la norme produit tensoriel, et donc que ’on a un isomorphisme

D(Go) my,r est un espace de

topologique
D(Ho)r @ p(Ho) yonsy » P(G0)rto,r = (D(Ho)r @ D(Go) o) /Xer pir (2.4.88)

Le méme raisonnement que dans [64, page 18] montre alors que 'on obtient un isomorphisme
topologique

D(HO)®D(H0)HOQJWOD(GO)MQ - D(GO)HOMO (2489)
Corollaire 2.4.26. — On a un isomorphisme topologique
D(H)®pryyon LG ~ D(G) .- (2.4.90)
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Démonstration. — C’est une conséquence de l'isomorphisme (2.4.89), du corollaire 1.2.14 de
[64] et de la formule (1.6) de [64]. O

Notons IndIGD1 (p)%,p, le quotient de IndIGp1 (p) par IndIGp1 (p) Pywp, O PywP) est I'orbite ouverte.
Le groupe P agit par translation a droite sur Cp p (G, p) et IndIGD1 (p)p,p, s'identifie au sous-
espace de Cp p (G, p) ([64, §1.2]) sur lequel P agit a travers p. On voit donc que

(Indp, (0)8,5,)' = D(G) Py (o)) (2.4.91)
Ainsi d’apres le corollaire 2.4.26, on a
(Indgl (p)oﬁ’gpl)/ = [D(P2)®D(P2)p1mp2,LD(G)P1]®D(P1),LIOI' (2492)
D’ou
(Indgl (p)‘;%Pl)/ = D(P2)®D(P2)plﬁp2,L[D(G)Pl ®D(P1)pl] (2493)
D’apres la proposition 1.2.12 de [64], D(G)p, ~ D(G)1&p(p,), D(P1), donc
D(G)p, ®D(P1)P/ = D(G)1®D(pl)1p,, (2.4.94)

et c’est un espace de Fréchet nucléaire.
Précisons 'action de

D(PQ)PlﬂPQ = D(P2)1®D(P1QP2)17LD<P1 N P2> (2495)
sur D(G)1 ®@p(p,), - Pour A € D(P)1, g€ PINPret x @v € D(G)1 @p(py), ¢/, on a
(A®4dy) - (x @v) = (MNd(g)z) ® (gv). (2.4.96)

Calculons H q(ng,Imdg1 (p)’p,p,) en utilisant le complexe de Chevalley-Eilenberg. Il s’agit de
la cohomologie du complexe

D(P2)®D(Py) p py N\ v @k D(G)1&p(p)p). (2.4.97)

Lemme 2.4.27 — Soient Q C P deux sous-groupes paraboliques de G. Le foncteur D(P)®D(p)Q7L-
transforme toute suite exacte stricte d’espaces de Fréchet nucléaires munis d’une action séparé-
ment continue de D(P)q en une suite exacte stricte de K-espaces de Fréchet nucléaires.

Démonstration. — Soit V un espace de Fréchet nucléaire muni d’une action de D(P)g. Comme
D(P) = @nep/p, 06D(F0), D(P)@ = @hreq/q, SnD(P)q, et P = QF, on a un isomorphisme
topologique

D(P)®D(P)Q7LV = D(P0)®D(PO)QO V. (2.4.98)
D’apreés la proposition 1.2.12 de [64], D(Py)q, ~ D(Qo)®p(go), D(FPo)1, 'algebre D(Py)q, est
donc topologiquement engendrée par les A € D(Qo) et des éléments 1, ..., z, relevant une base

de p/q. Ainsi D(Po)®D(pO)QO V est le quotient de D(Py)®p(,)V par 'adhérence du sous-espace
vectoriel engendré par les Ax; ® v — A ® ;v pour A € D(FPy), v € V, c’est-a-dire par 'adhérence
de 'image de

D(Ry)®p(qe)(p/a®@x V) —  D(Po)®pyV

AR (JCZ ® U) — (>\ZL'1' RU-A® 1’2”0)1 ) (2.4.99)

PV
ol p/q est muni de l'action de D(Qp) déduite de 'action adjointe de Qp. Remarquons aussi que
d’apres le lemme 2.6 de [63], on a un isomorphisme D(Py)®@p(g,)V =~ D(Po/Qo)®k V. D’aprés
le lemme 2.4.13, le foncteur D(Py/Qo)®- transforme les suites exactes strictes de K-espaces
de Fréchet en suites exactes strictes. Commes les espaces D(FPy/Qo) et V sont des espaces de
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Fréchet nucléaires, I'espace D(FPy)&® D(Py) QOV est également de Fréchet nucléaire. Comme un
espace de Fréchet nucléaire est réflexif, on voit que 'on a un isomorphisme

D(PO)®D(PO)QOV ~ (ker ¢}, )’ (2.4.100)

et que ker ¢, est un K-espace vectoriel de type compact. Comme le passage au dual fort est un
foncteur exact sur les suites exactes strictes de K-espaces vectoriels de type compact, il suffit
de prouver que si 0 — V; — Vo — V3 — 0 est une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet
nucléaires, la suite 0 — ker <,0§/3 — ker <,0§/2 — ker goQ/l — 0 est stricte exacte. L’exactitude se
déduit du diagramme commutatif suivant

0 0 0 (2.4.101)

0 — ker ¢y, —— (D(Po)@p(ge) V1) — (D(Po)®p(qe) (p/a @k V1))
0 — ker ¢}, —— (D(Po)@p(q,)V2) — (D(Po)@p(q,) (p/a @K V2))

0 —ker ¢}, —— (D(R0)@p(q,)V3) — (D(Po)@p(qo)(P/a @K V3))'

0 0 0

et le caractere strict du fait qu’une application continue surjective entre espaces de type compact
est stricte. 0

L’espace D(G)1Qp(p,), 0 est un espace de Fréchet. Comme D(Py); agit trivialement sur o,
on a un isomorphisme topologique

D(Gn@ppyy, ' = (DG @p(py); Patg) DK Pro- (2.4.102)

L’espace D(G)1 ®p(py), Paly €t alors un espace de Fréchet et U(g) @y (p,) Py, €0 est un sous-
espace dense. De plus le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 8.5 de [63] montre
que le complexe calculant la cohomologie H%(ny,U(g) QU (py) pglg) est a différentielles strictes
d’images fermées, pour la topologie induite par la topologie de D(G)1 ®p(p,), pglg. Ainsi par
(63, théoréme 7.5] le groupe topologique H%(n2, D(G)1 @p(py), p;lg) s’identifie au complété de
H4(n2, U(8)®u (p,)Parg) muni de la topologie métrisable induite par A7 nj ®K(D(G)1®D(p)lp;lg).
De plus, le complexe (A 1) @k (D(G)1 @p(p,), Puy,)) calculant Hi(ng, D(G)1 @p(py), Ply,) st
un complexe d’espaces de Fréchet nucléaires dont les différentielles sont strictes. Ainsi d’apres
le lemme 2.4.13, on a

H? <n27 D(G)1®D(P1)1pl) ~ HY (‘[12, D(G)l ®D(P1)1 p;lg)®Kp£>o' (2'4'103)

En particulier cet espace est séparé, donc les différentielles du complexe A n4®(D(G)1®p(p,), p')
sont d’images fermées. Comme ce sont des applications entre espaces de Fréchet, elles sont
strictes. En appliquant le lemme 2.4.27 a ce complexe, on obtient un isomorphisme

Hq(n27 (IndIGjl (p)L}%QPl )I) - D(P2)®D(P2)P1F1P2,LHq(n2a D<G)1®D(P1),Lpl)' (24104)
Ainsi on a

Hq(n27 (IndIGDI (p)ulégPl )/) = (D<P2)®D(P2)lep2,LHq(n27 D(G)1®D(P1)1p;lg))®f<pgo' (24105)
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L’espace H(ng, (IndIGg1 (P)%,p,)") est donc séparé. D’apres la remarque précédent (2.3.43), c’est
aussi le cas de

Hq (n27 Indgl (p)uﬁgpl) = Hq (n27 (Indgl (p)u]égpl )/)/' (24106)
Ainsi I'espace
Hq(n27 Indgl (p)%QPl)NQ = Hq(n% Indgl (p)‘]%QPﬁ) ®K JN2mL1 (pOO) (24107)
est séparé. D’apres le corollaire 2.3.18, c’est un espace de type compact et on a
HQ(N27 Indgl (p)uﬁgpl)/ = Hq(N27 (Indgl (p)uj:)'gpl)/% (24108)
et donc
‘Hq(N27 (Ind}G:'l (p)%gpl )/) = D(P2)®D(P2)p1mP2,LHq(N27 ‘D(G)]- ®D(P1)1 p;lg) ®K JN2QL1 (poo)/
(2.4.109)

Il y a ensuite plusieurs cas a distinguer selon la nature des composantes W de
Hz(n2v D(G)l ®D(P1)1 pizlg)'

Lemme 2.4.28. — Si W est une représentation algébrique de dimension finie de D(Ps), et x
un carcatere lisse de Py N Py, alors

D(P2) @p(py)pypy, (W @ X1 2= (D(P2)® @p(piapy)y= X ) @ W, (2.4.110)
Démonstration. — Dans ce cas, W est un D(P;)-module. L’application
A@v—ew(A)(1®wv), (2.4.111)

ol ciy est la comultiplication de D(F%) induit un isomorphisme de D(P2) ®p(p,) p, p, (W ® )
sur

(D(P2) @p(py)pp, X 1) @ W (2.4.112)

muni de la structure de D(P,)-module diagonale. Il est alors clair qu’on a un isomorphisme
D(P2) @p(Py)p,np, X = D(P2)™ @p(piapy= X (2.4.113)
O

Lemme 2.4.29. — Supposons que W soit le complété de U(p2) ®u(p,nps) X~ oou x est un
caractére de Py N Py. Alors

D(P2)&p(Py)p, e, W = D(P2) @p(pynpy) X (2.4.114)

Démonstration. — L’espace W contient une droite U (p; N p2)-stable. Par continuité et densité
de U(p1 Np2) dans D(P; N Py)1q, elle est D(P; N Py)q-stable, autrement dit on a un diagramme
commutatif

U(p2) Qu(pyrps) X ' ——= W (2.4.115)

1
D(P2)1 ®@p(pinp): X
La fleche verticale est continue car la topologie métrisable sur U(p2) @pr(p,nps) x~! induite par
la topologie de A?nb @5 (D(G)1& D( p)lp;lg) est donnée par la distance somme directe selon les
sous-espaces t-isotypiques. Vu que W est aussi le complété de U(p2) QU (p1np2) x !, on obtient
une autre fleche continue j : W — D(P)1 ®p(p,np,), x L. Les applications continues i07j et joi
coincident avec l'identité sur des sous-espaces denses, donc sont égales a l'identité. On utilise
alors I'isomorphisme D(PQ)lep2 ~ D(PQ N P1)®D(P20p1)1D(P2)1. ]

On peut alors conclure en utilisant la proposition suivante, issue des calculs de ’appendice 2.
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Proposition 2.4.30. — Soit A\ un poids dominant. On a des isomorphismes la-équivariants

HO(ng, my(F 1)) =U(lg) @ (=) H®(ng, F}, 1) ZU([2)®b (=s2+A)
U(l2) ®y(e) (—s251 - A)
H'(ng,my (Fy 1)) =U(la) @p (=51 - A) H'(ng,my(F,.5 1)) = ([2) b (—s152- A)
EDF/152)\2 @ U(ly) ®u(b) (—s281 - \)
H?(ng,my(F} 1)) =F/ 5,00 H?(ng,my(FY, 5 ,)) =0
HO(ng, my(Fy,501)) =U(l2) @6 (—s281 - A)
H' (ng,my (Fy,5001)) =U(l2) ©p (—s15281 - A)
H?(ng, my(Fy, 1)) =0

(2.4.116)

Exemple 2.4.31. — Calculons par exemple H' (N, (Ind%  (N)%,p,)). L'espace H* (N2, D(G)1®p(p,),
FY ;) est le complété de H'(ng, my(F})), ainsi d’apres la formule (2.4.109), les lemmes 2.4.28,
2.4.29 et la proposition 2.4.30,

H'(Ny, (Ind%, (Fx1)%,p,)) = (Fayspnz @ Ind(2 5 (1)) @ Indj2  (s1- A, (24.117)

Corollaire 2.4.32. — Si p est une représentation localement algébrique irréductible de L,
Iespace topologique H9(Na, (Ind§, (P)p,p,)") est un espace de Fréchet nucléaire et on a un iso-
morphisme D(Lg)-équivariant, pour tout ¢ > 0,

HQ(N27 Indgl (p)(']%gpl) = Hq(N27 (Indgl (IO)L;:J’QP1)/)/' (24118)

En particulier l’espace Hq(]\fg,had]ci1 (P)p,p,) est de type compact.
2.4.5.5. Conclusion et formulaire. — Nous pouvons a présent revenir a la représentation Indg1 (p).

Corollaire 2.4.33. — Si p est une localement algébrique irréductible de Ly, pour tout ¢ > 0,
lespace Hq(Ni,Indgl(p)) est un espace de type compact muni d’une représentation localement
analytique de L;. De plus, on a un isomorphisme topologique L; -équivariant

Hy(N;,Ind$ (p)) ~ HY(N;, (Ind$, (p)'). (2.4.119)
Enfin, si ¢ > dim N; = 2, ces espaces sont nuls.
Démonstration. — On applique la suite exacte longue d’homologie ou cohomologie a la suite

(2.4.50). On applique alors le corollaire 2.4.19, le lemme 2.4.20, le corollaire 2.4.23, ainsi que la
proposition 2.4.30 et le corollaire 2.4.32. ]

Dans le cas ot pg4 est la représentation de L1 de plus haut poids dans X 1+ , la représentation
de L; peut se calculer explicitement. On fixe donc A un poids dominant, et nous donnons ci-
dessous la forme des représentations Hy(N;, Ind§ (Fy.x1)) pour w € {1, 52,8251}

Ho(N1,Ind%, (Fy1 ® poc)) = (Fa1 @ Fayn1) Ok poo
Hi(N1,Ind@, (Fa1 ® poc)) = Indh; (52 A @ | Mea| @ Innr, (052)) @ (Fayont @ Faysyn1) @k oo

Hy(Ny,Ind, (Fy1 ® poo)) = Indh, (sas1- A @ |e; ea| @ Inrr, (p32)) @ Faysyat ® oo
(2.4.120)
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HO(Nla Indgl (Fsz')vl ® poo)) = (FS2'/\,1 D F8281'/\,1) & Poo
Hy (N1, Ind® (Fyyn1 ® poo)) = Indjh, (A ® |e1 eo] @ Innp, (p52)) @ Fapsyr @k poo (2.4.121)
HQ(Nl, IIld]Ggl (F32~)\,1 ® poo)) = Indé}qu (513231 A® |61_162‘ ® JNﬂL1 (Pff;))

HO(le Ind}ql (FSQSl-)\,l & poo)) = F3231~)\,1 RK Poo
Hy(Ny, 1nd%, (Flgey a1 ® poc)) = Indy, (51 A @ 67 2] @ Iz, (22)) (2.4.122)
Hy(Ny, Ind$, (Faysy a1 ® poo)) = Indghp (s1s2- A @ Jeg ' ea| © Innr, (032))

Ho(N2, Ind§, (Fa1 © peo)) = Indg, 1, (A @5 Inez, (poo))
Hy(N2, Ind3, (Fy1 ® poo)) = Ind 2 5(INAL, (Po0)) ™ © Faysyr2 @ Indgt (51 A @k InaL, (poo))

HQ(NQ,IHdgl (F)\’l ® ,OOO)) = Fslsg-)\,2 ® ‘6626162| RK pié” & Fslsg.)\’z X Indi;mB(‘]NﬂLl (,OOO))OO
(2.4.123)

Hy(Na, Tnd%, (Fayn1 © poo)) = Indj2 (52 A @k InnL, (poo)) € Indj (5251 - A @k INALy (Poo)
Hi(No,Ind@, (Foyon1 ® poc)) = Ind (5152 - A @k InnL, (po)) @ Ind 2 (5251 A @k InnL, (o))

Hy (N3, Indf, (Fuyn1 ® poc)) = Fiyn2 ® e 2e162| @k piL™
(2.4.124)

Ho(No,Ind%, (Foys,01 ® poo)) = Ind 2, (5251 - A @k Jnnz, (Poo))
Hy (N, Ind@, (Fyys,01 ® poo)) = Indf2, (s15251 A @k Innz, (poo)) (2.4.125)
Hy (N, Ind®, (Foys, 01 ® poc)) = Fa2 ® |eg erea] @ pih™

De la suite exacte

0 — Fy — Indg (Fy1) — v8(\) — 0, (2.4.126)
on déduit

Ho(N1,v8'(N\) = Fyynn (2.4.127)
Hi(N1,vE8(N) = Ind5' (s2- A @ |eg tea|) @ Fipspnn (2.4.128)
Hy(Ny, v (N) = Ind ! (s251 - A @ [e1 tea]) (2.4.129)
Hy(No, v (A) = Indj2,; (A)/Fa 2 (2.4.130)
Hi(Na, vEH(A)) = Fyya2 @ Indjf (1) & Ind 2, (51 A)/Feya2 (2.4.131)
Hy(Na, vE (X)) = Fy 5,02 ® |eg €e1€2] @ Fy 5,002 @ Sto. (2.4.132)

En utilisant ces calculs, la suite spectrale (2.4.40) et le théoreme 8.14 de [63], on obtient les
dimensions suivantes

dim g Exthy)\(v?g?()\), Indg1 (Foyr1)) =2, dimpg Extb’A(v?;’f()\), Ind}G;2 (Fs,02)) =0,
-1,

dim g Extak(v%()\), IndJGg'1 (Fopsia1)) dim g Exthy)\(v?g?()\), Indg2 (Fs,55-02)) = 0.
(2.4.133)
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En utilisant les suites exactes (2.2.60), on peut également en déduire les groupes d’homologie
de la forme H,(N;, Ind P1( %,0.1)%). Nous aurons par exemple besoin plus tard de

H (Nl,Indpl( S2-\, 1)01) = FS251 Al ) F)\ & IndBﬂL (’€I1€2|) D IIldBﬂL (8182 . A|€I1€2|).
(2.4.134)
Enfin, rappelons que N désigne le radical unipotent de B. En associant le calcul précédent de
Hy(Ny, Indpl( wa1)) avec le théoreme 8.12 de [63], on peut calculer les termes Hg (I, Indpl( wAl))-

Hy(N,Ind, (Fy1)) =
Hl(N IndPl(F)\ 1)) = (82 )\‘61 62’) (8182 . )\’61_162‘) D s9 - AP §281 * AP S1 - AP 5189 - A
Hy(N,Ind, (Fy1)) =

AP sy A

(8281 . )\‘61 62’) D (818281 . )\’61_162‘) @ 5981 - A D (8182 . A|61_162D
@ s152 - )\’6626162‘ P 5152 - A D 518282 + A

H3(N, Ind]G;»l (F)\,l)) = (818281 . )\‘EIIQD D 818987 - /\‘6626162’ @D $15281 * A

(2.4.135)
H()(N Indpl( s9-A 1)) 59 A D 59817 - A
Hl(N, Ind (F82 )\’1)) = ( ‘61 62’) (82 . )\’61_162|) D S281 - A D S152 - A D S$18981 + A
HQ(N, Ind (F82 )\’1)) = (818281 )\‘61 62’) (81 . )\’61_162|) ) (81 . )\|6626162D @ 815989 - A
H3(N,Ind, (F,21)) = (s251 - Ay 2ereal)
(2.4.136)
Hy(N, Indp1 5951A,1
H lend Foys101)) = “Merlen]) @ s18981 - A
' Pt sasAld | veel) @ sisas (2.4.137)

F3251-)\,1

/—\A/—\/—\

) = s2
) (
) = (s15251 - A @ |€] 'ea]) @ (Aleg “ereal)
) = (

(
(

HQ(N Indp
( S9 - /\|6O €1€2|)

H3(N, Indg,

3251 A1

2.5. Construction de représentations localement analytiques

Dans cette partie, nous utilisons les résultats précédents pour construire des extensions entre
les représentations localement analytiques de Steinberg généralisées de GL3(Q)). On fixe A un
poids dominant de G.

2.5.1. Cohomologie de ’U%L(/\). — Dans cette partie, P; désigne un des deux sous-groupes
paraboliques P; ou Ps.

Proposition 2.5.1. — L’application quotient IndIGgi()\) — vE!(A) induit un isomorphisme
Extg (Fi, Ind$, (A)) = Extg y (Fx, v8(N). (2.5.1)
Démonstration. — En effet, on a d’apres le corollaire 2.4.6
Exté \(Fy, Fy) = Extg \(F), F)) =0 (2.5.2)
et on écrit la suite exacte longue associée a
0— F\— Indgi()\) — vp'(A) — 0. (2.5.3)
O
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D’apres le théoreme 2.4.10, pour tout p > 1, les L;-modules Hy,(N;, Fy ;) et Fy; sont non
isomorphes. Donc la suite spectrale (2.4.40) ainsi que la proposition 2.4.5 montrent que
Ext{, , (Fx, Ind, (V) = Ext]\(Fy s Fag)- (2.5.4)
Par ailleurs la proposition 2.4.5 donne un isomorphisme
Ext%i7)\(F,\7i, Fy;)~ HY(L;,1). (2.5.5)
On obtient donc un isomorphisme
Exth)\(FA,v}‘g:‘()\)) ~ HY(L;,1). (2.5.6)

Les espaces HY(L;, 1) se calculent alors en utilisant le corollaire 2.3.14. En particulier, H(L;, 1) ~
A?Hom(L;, K), pour 0 < ¢ < 2. L’espace Ext%;,)\(F,\,vj‘D:‘()\)) est donc un K-espace vectoriel
de dimension 2 dont une base est formée par les morphismes de L; ~ GL, (Qp) dans K, cp, et
cp; val définis par

cr,(p) = log(deti(p),  cpyar(p) = val( deti(p). (2.5.7)
avec det; = € 161_16%, dety = ¢ 2¢1e9 et p € L;. L’inclusion T C L; induit une fléche de
restriction res : HY(L;, 1) — HY(T,1). On note sh; la composée de cette fleche de restriction

avec l'isomorphisme (2.5.6). La fleche sh; permet ainsi de voir Exté’)\(Fk,v%:()\)) comme un
sous-espace de H (T, 1).

Proposition 2.5.2. — L’application Ext2G7/\(F,\,Ind%()\)) — Ext2G7/\(F,\,v73:L()\)) provenant de
Uapplication quotient Indgi(/\) — vE'(A) est un isomorphisme.

Démonstration. — On sait déja, par la proposition 2.4.5, que ExtQG,)\(F,\, Fy) = 0. 1l suffit donc
de prouver que la fleche

Ext (P, Fi) — Extg y(Fy, Ind, () (2.5.8)
est injective. Or elle s’insére dans un diagramme commutatif

Ext¢, ,(F, F)) —— ExtéA(F,\,Ind%()\))

lz (2.5.4)lz
H3(G,1) = H3(L;, 1) (2.5.9)
| |
H3(sl3, K) 2 H3(sly, K).
La fleche verticale en bas & gauche provient du théoréme de Casselman et Wigner (2.3.27)
puisque le groupe G est le groupe des Q,-points d’un groupe semi-simple. La fleche verticale de
droite dans le carré du bas provient du corollaire 2.3.14 appliqué au groupe L; ~ GL2(Q,). Le

carré du bas est commutatif par fonctorialité des fleches de restriction. La fleche horizontale du
bas est alors un isomorphisme d’apres ’exemple 2.3.13. ]

Corollaire 2.5.3. — L’espace Exté’A(FA,v}é?()\)) est de dimension 1, isomorphe a H?(L;, 1),
dont une base est cp, \ Cp, val.

Remarquons au passage que d’apres le corollaire 2.3.14 et la structure des éléments primitifs
de sl,, on a H*(L;,1) = 0, et donc

Ext; (Fx, v (A)) = 0. (2.5.10)
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2.5.2. Cohomologie de ¥(\). — Pour calculer la cohomologie de la représentation 3(\) =
vE*(A), nous allons utiliser une résolution par des induites paraboliques. Soit a I'injection dia-
gonale de F dans Indg1 N @ Indg2 (M) et B 'application de Indg1 (A @ Indg2 (\) dans Ind%(\)
définie par B(f,9) = f — g.

Proposition 2.5.4. — Le compleze

0 — Fy % Ind$, () & Ind%, (A) & mdF(\) — £(A) — 0 (2.5.11)
est exact.
Démonstration. — La surjectivité de § vient de la définition de 3()\), 'injectivité de « a déja
été vue au lemme 2.2.13. Il reste juste a prouver que le noyau de (§ est exactement l'image

de a. Ceci est une conséquence immédiate de la description des composantes irréductibles des
Ind%, () donnée en (2.2.60). O

Ainsi la cohomologie de () s’identifie & 'hypercohomologie du complexe,
C.(\) = [Fy % dG (\) @ Ind$, () 2 ndG ()] (2.5.12)

Indg()\) étant placé en degré 0. Pour calculer cette hypercohomologie, nous considérons, pour
tout p > 0, la résolution (29) de [63] qui est (C9*(G9L,Cy(N)))g>0. Comme cette résolution
est fonctorielle, nous obtenons des applications G-équivariantes continues

C(GTT CH(N)) — C(GT, Cpq(N)), (2.5.13)

de sorte que I'on obtient un double complexe (CP4())) ot CP4(\) = C(GITL,C_,(N)). Les-
pace Extés A(F), 3(N)) est alors le n-itme espace de cohomologie du complexe total associé a
(Home(Fy, CP4())).

On obtient une suite spectrale incluse dans le deuxieme cadran

EPI(N) = Extd, \(Fx, C—p(N)) = Extl(Fy, B(N). (2.5.14)

Les composantes de cette suite spectrale se calculent facilement en utilisant (2.4.40). Pour
tout sous-groupe parabolique P de radical unipotent Np, les représentations H,(Np, F)) sont
données par le théoreme 2.4.10. En particulier H,(Np,F)) n’a pas de facteur de Jordan-
Holder isomorphe & Fy p pour ¢ > 1 et Hyo(Np, Fy) =~ F) p. Ainsi la fleche d’aréte Eg’q —
Extd, \(Fh, Ind%()\)) est un isomorphisme et donne

Extd, \(Fx, IndB (X)) ~ Ext? | (Ho(No, Fx), Fxp) = Ext] \(Fap,Fap) ~ H!(Lp,1).
(2.5.15)
Si P est un sous-groupe parabolique de G contenant B, on a un isomorphisme G-équivariant
C(Get! Ind%(1)) @ Fy ~ C™(G9, Ind%(1) ® Fy) qui permet de définir un morphisme

Homg(1,CP9(1)) — Homg(Fy, O (G, Ind%(Fy))) (2.5.16)

commutant aux différentielles. La composition de cette application avec l'application (2.2.77)
produit un morphisme de complexes doubles

(CP9(1)%) — (Homg(Fy, CP4(\))) (2.5.17)

induisant un morphisme H™(G, St§") — Ext¢ \(Fx, X(A)). Or, pour tout ¢ > 0, I'explicitation
(2.4.41) du morphisme d’aréte de la suite spectrale (2.4.40) montre que le diagramme suivant
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est commutatif

EP9(0) EPI()) (2.5.18)
| |
Dsca,sj=—p H (Ls, K) == @sca,sj=—p H(Ls, K)

Ceci prouve que toutes ces suites spectrales, pour A variant parmi les poids dominants, sont
isomorphes a la suite spectrale obtenue a partir de C(0) que nous noterons désormais C,. Nous
obtenons ainsi des isomorphismes

ox: HU(G,St5") ~ Extd, , (Fy, S(N)). (2.5.19)

Déterminons maintenant les différentielles dy dans la suite spectrale (2.5.14). Pour chaque in-
clusion P C @ de paraboliques, la décomposition (2.4.41) montre que le diagramme suivant est

commutatif
H(G,Ind$(1)) —— HY(G,Ind3(1))
| K . (2.5.20)
HY(Lg,1) —=  HY(Lp,1)
Lemme 2.5.5. — Les lignes E'I’O et E'l’1 sont exactes.
Démonstration. — Notons res; I'application de Hom(L;, K') dans Hom(T, K) obtenue par com-
position avec I'inclusion T C L;. La ligne E;° est
l—-181—1. (2.5.21)
De méme la ligne E’l’1 est isomorphe a
0 — Hom(Ly, K) ® Hom(Ls, K) Tendress, Hom(T, K) (2.5.22)
qui est exacte car T est le produit des centres de L et Lo. ]

Les espaces E? ! sont particulierement simples. D’aprés le corollaire 2.3.11, on a des isomor-
phismes

q
EY" = HY(T,1) ~ /\ Hom(T, 1). (2.5.23)

_ -1 -1_2 _ -1 —12 _ —2 _
Posons ¢110s = loggo(ey €] €5), cival = val o (€ €] "€3), C2log = logy o(e, “€1€2) et caval =
val o (¢, 26162). Ces quatre éléments forment une base de Hom(7T', K'). Remarquons que ¢; jog €t
Cival S€ prolongent au groupe L; et engendrent donc 'image de la fleche de restriction

HY(L;,1) — HYT,1). (2.5.24)

De plus ¢;log €t ¢jval sont les images par cette fleche de cp, et cp, val, définis dans la section

précédente. On en conclut immédiatement que la fleche dl_l’2

est injective d’image engendrée
par Cilog A Clval €t €2log A C2val. Ainsi Eg’2 est de dimension 4 et s’identifie au quotient de
N2 Hom(T, K) par I'espace engendré par ces deux éléments. On en conclut au passage que
E;1’2 = 0. Le corollaire 2.4.6 nous montre que Ef2’2 = E;2’4 = 0. Enfin, d’apres le corollaire
2.3.14, les espaces H3(G,1) et H3(L;, 1) sont de dimension 1. Comme la restriction de G & L; est
injective, on obtient Fy 2% =0 et dimg Ey "3 — 1. En comparant tous ces résultats on obtient

la proposition suivante.

Proposition 2.5.6. — Les espaces Hom(Fy, X(\)) et Exta)\(F,\, Y(A)) sont nuls et ExtQGM\(F)\, 2(N)
est de dimension 5.
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Il s’agit maintenant de décrire les éléments de Ext?(Fy, X())). Le sous-espace correspondant
a Eg’2 est de dimension 4 et peut étre décrit de fagon élémentaire en termes de cup-produits
par (2.5.23). On obtient ainsi une application

Kkt HYT,1) = B)? —» Ey? — Ext} ,(Fx, 3(\)). (2.5.25)
Le noyau de s a pour base les cocycles ¢ 1og A €1val €t C210g A C2val €t les éléments
K(C1val A C2,va1)s K(C1log A €2)l0g), K(C1log A C2,val), K(C1val A €2,10g) (2.5.26)

0,2 (14 . .
forment une base de Ey . Par exemple, 1'élément c; va1 A ¢2,val provient d’une extension dans la
catégorie des représentations localement algébriques.

Proposition 2.5.7. — La classe c1 ya1 A C2val engendre l'image de l'application
Extg \(Fy, Fy ® St3) — Extg \(Fy, 2(X)). (2.5.27)
Démonstration. — D’apres le théoréme 1 de [71] (voir aussi le théoreme 1.3 de [34]) 'applica-

tion quotient Ind%(1)* — St induit un isomorphisme Ext%,oo(l, Ind$(1)>°) ~ Ext%’oo(l, Sts).
Ainsi, d’apres la proposition 2.4.7, on a un isomorphisme
Extg (Fx, Fx ®@k Ind (1)) ~ Extg (Fy, F ® Sts). (2.5.28)
Par ailleurs le corollaire 10 de [71] et la proposition 2.4.7 nous donnent un isomorphisme
ExtZ (Fy, Fy ® nd% (1)) ~ A’ Homoo (T, K). (2.5.29)
On obtient alors un diagrammes commutatif

Extg \(Fa, F ® St3) «——— ExtZ \(F), Fy © Ind§(1)®) —— A*Home(T, K)

l l l (2.5.30)

Extg ,(F), 3(\) ExtQG’A(FA,Indg()\)) —— A?Hom(T, K).
O

Notons W () le sous-espace Indgl()\) + Ind%()\) de Ind§()). Le morceau Ey " s’identifie &
Ext?(’;’A(FA, W (X)) et 'application Ext%;’A(FA, X(AN) — E;1’3 est alors ’application bord obtenue
a partir de la suite exacte

0— W) — IndG(\) — 2(\) — 0. (2.5.31)

Son noyau est l'image de k.

2.5.3. Cohomologie et dilogarithme. — Soit W = W(0), St§" = ¥(0). Nous allons mon-
trer comment le dilogarithme p-adique permet de décrire des éléments de H3(G, W) et de les
relever en des éléments de H2(G, St§").

Notons B I’espace vectoriel des applications mesurables D de P*(Q,)* dans K vérifiant I'équa-
tion fonctionnelle
1-— 1-—

=)~ D(ay—

L—y
Soit liy la fonction dilogarithme Q,\{0,1} — Q, construite par Robert Coleman dans [25].
Cette fonction dépend du choix d’une détermination du logarithme p-adique, c’est-a-dire de la

D(zy) — D(x) — D(y) + D(y

—) =0 (2.5.32)

valeur de log(p). En choisissant la détermination log(p) = a, on pose

Dq(z) = lia(2) + %loga(z) log, (1 — 2). (2.5.33)
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La détermination que nous utiliserons le plus souvent est a = 0, on note donc, pour alléger les
indices, D = Dgy. On vérifie alors que

D,—D==d (2.5.34)

a
2
ou d est définie sur Q,\{0} par

d(z) =log(1 — z)val(z) — log(z)val(1 — 2), (2.5.35)

et cette fois-ci, d ne dépend pas du choix d’une branche du logarithme. Les fonctions D et d sont
deux éléments de B. Nous montrons en appendice que B est un K-espace vectoriel de dimension
2 ayant pour base (D, d). Nous y construisons également un isomorphisme

0: B H*(PGL2(Q),), St3™), (2.5.36)

que nous allons & présent utiliser. Le centre de GL2(Q,) agit trivialement sur St5", on a donc
une injection
H?*(PGLy(Q,), St4™) — H?*(GL(Q)), Sta™). (2.5.37)
Notons 6§ la composée de 6 avec cette injection.
En quotientant la suite exacte

0— W — Ind%(1) — St§" — 0 (2.5.38)
par Indg1 (1), on obtient une suite exacte
0 — v — Indf, (St3™) — Stg" — 0. (2.5.39)
D’apres (2.5.10), H3(G,vE!) = 0. On obtient donc une surjection
H*(G,Ind§ (St§")) — H*(G,St5™). (2.5.40)

Comme H;(Ny,1) et Ha(Np,1) sont, d’apres le théoreme 2.4.10, des représentations sur les-
quelles le centre de Ly agit non trivialement, la suite spectrale (2.4.40) prend ici la forme dun
isomorphisme de Shapiro

H?*(G,Ind$, (St§")) = H?*(L1,St5") = H*(GL2(Qp), St3™). (2.5.41)

En composant l'inverse de cet isomorphisme avec l’isomorphisme 0 de I’appendice, et avec
(2.5.40), on obtient une fleche

1 B— H*(G,Sts). (2.5.42)
De méme en changeant Py par P, dans (2.5.40), on obtient une fleche 1o : B — H?(G, St§™).
Lemme 2.5.8. — Il existe o € K non nul tel que
t1(d) = —12(d) = a(c110g AN €2val + €210g A €l val)- (2.5.43)
Démonstration. — On sait d’apres 'appendice 1 que 0(d) appartient au noyau de
H?*(PGL2(Q,), St4™) — H3(PGL2(Qp), 1). (2.5.44)

Notons Bj le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GL2(Q)) et T3 le sous-groupe

des matrices diagonales. L’élément 6(d) est alors 'image d’un élément de H?(PGL2(Q,), Indg?2 @) (1)).

En utilisant le théoreme 8.12 de [63], on obtient un isomorphisme
H2(GLy(Q,), nd$2 @) (1)) ~ HX(Ty,1) =~ A\’ Hom(T), K). (2.5.45)

11 s’agit d’un espace de dimension 1 engendré par (log, o€) A (valoe) ot € est le morphisme de 75
dans K* défini par (¢4) — a~'d. Ainsi il existe o/ € K* tel que 0(d) = o/ (log o€) A(valoe). On
remarque alors, que via l'isomorphisme L ~ GL2(Q)), € correspond a ¢, e, Ainsi Pimage de d
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par ¢1 est o/ (log, 066161) A (val o 66161) pour un certains o’ € K*. Comme pour f morphisme
de Q, dans le groupe additif de K, on a

_ | 2
fol(egter) = _gf(eo Yerted) + gf(eo 2e1€), (2.5.46)
on en déduit

4 1 2
L1 (d) = 0/[§C2,10g A €2 val + §Cl,log A C1,val — §(Cl,log A €2.val + C2,1og N Cl,val)]- (2547)

Comme les deux premiers termes du membre de droite sont annulés par x, on a le résultat avec
o = —2a/. On raisonne de la méme fagon pour ¢y en remarquant que to(d) = o(log o€ tea) A
(val o €] ley). O

Lemme 2.5.9. — L’image de 1;(D) par H*(G,St§") — H3(G, W) est non nulle. De plus 11(D)
et —12(D) ont méme image dans H3(G,W).

Démonstration. — Cela résulte du diagramme commutatif suivant
0 — Ind% (1) — Ind%(1) — Ind§ (St§") —= 0 (2.5.48)
0 W Ind$ (1) Stg™ 0

qui donne

Hz(GLQ(QZJ)vst(Qm) - H3<GL2(QIJ)’1>

(2.5.41)% Tz

H*(G,Ind§ (St3")) —— H?*(G,Ind§ (1)) (2.5.49)

! |

H?(G, St§™) —  H3(G,W).
Le carré du haut est commutatif car les fleches verticales sont constituées de restrictions, qui
commutent aux opérateurs de bord. L’image de D par la fleche horizontale du haut est non

nulle d’apres (2.7.15) et la proposition 2.7.5. De plus, la composée
H3(G,1) — H¥(G,Ind§, (1)) — H*(GL2(Qp), 1) (2.5.50)

est Papplication de restriction de G & GL2(Q,) via le plongement
GLy(Q,) = T; — G. (2.5.51)
Comme le centre de GL2(Q)) est isomorphe & Q et que dim Hom(Q, ', K) < 2, on a, d’apres
le corollaire 2.3.14, H3(GL2(Qy), K) ~ H3(sly, K). De méme, on a H3*(G,K) ~ H?(sl3, K).
En utilisant ces isomorphismes, la fleche (2.5.50) devient la fleche ¢} de 'exemple 2.3.13. Cet

exemple montre alors que la composée (2.5.50) est indépendante de i € {1,2}. Autrement dit,
dans le diagramme commutatif suivant

H3(GL2(Qp), K) (2.5.52)

]
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I'isomorphisme entre H3(G, K) et H3(GL2(Q,), K) est indépendant de i. Notons LZ/(\/D) I'image
inverse de §(D) par (2.5.40). En comparant au diagramme commutatif (2.5.49), on voit que

Iimage de (¢1(D), ;(\D/)) dans H3(G, Indgl(l) @ Ind%(l)) appartient a I'image de

H3(G,K) — H*(G,Ind§, (1) @ Ind§, (1)), (2.5.53)
obtenue par inclusion diagonale, donc ¢ (D) + 12(D) est nul dans H>(G, W). O
Corollaire 2.5.10. — Les application v; sont injectives.
Remarque 2.5.11. — 1l est possible qu’en fait 19 = —¢1, mais nous ne savons pas le prouver.

On pose alors

1 t1(D) —a(D 1
) =« 11()22() — §Cl’log A €210g (2.5.54)

ou « est choisi comme dans le lemme 2.5.8. D’apres le lemme 2.5.9, ¢y n’appartient pas a I'image
de k. On obtient donc
H*(G,St4™) = Im(k) @ Ko
= Kcl,val A €2.val B Kcl,log A €2.val B KcQ,log A C1,val P Kcl,log A €2log D Kcy. (2555)
Comme le morphisme ¢, entre H2(G,St3") et Ext%;’ A(F, (M) provient d’un morphisme de
suites spectrales et x de morphismes d’arétes dans ces suites spectrales, on a kK = @) o k. On
note également ¢y ’élément de Exté)\(FA, Y()N)), image de ¢y par ). On a également une
décomposition
Extg \(Fx, 2(\)) = Im(k) @& Kco
= Kcl,val A C2 val S Kcl,log A C2 val @ KCQ,log A C1,val @ Kcl,log A C2 log @ KCO- (2556)

2.5.4. Extensions entre %()\) et les v%'(\). — La nullité des espaces Extla)\(F)\, X(A)) et
Homg(F), X(X))) (proposition 2.5.6) montre que I'on a des isomorphismes
Extg (vE (A), B(A)) = Exté ,(IndG (), S(A)). (2.5.57)

On peut alors utiliser la résolution (2.5.11) de X(\) pour calculer ces groupes. On applique le
(A), ) pour obtenir une suite spectrale

EP? = Ext, , (Ind%, (\), C_,(\)) = Extf, {(Ind, (A), B(N)). (2.5.58)

an
foncteur Homg (v

Par dualité de Schneider et Teitelbaum, on peut éliminer immédiatement les termes
Ext{, ,(Ind, (), Fy). (2.5.59)
En effet d’apres le corollaire 2.4.3, on a un isomorphisme
Ext{, , (Ind% (\), F)) = Ext %, (F}, Ind, (F} ; ® 9p,)). (2.5.60)

Or, pour tout ¢, les L;-représentations Hy(N;, FY) et F)/\l ® 0p, ont des caracteres centraux
différents : le premier est algébrique et le second a une composante lisse non triviale. Ainsi
Papplication de la suite spectrale (2.4.40) donne le résultat.

De plus, les formules (2.4.135) montrent que le seul H, (NN, Ind]GDZ_(/\)) ayant une composante -
isotypique non triviale est le Hy, et cette composante est de dimension 1. Ainsi la suite spectrale
(2.4.40) nous donne

Ext¢, ,(Indg (A), ndF(\)) ~ HY(T, 1) (2.5.61)
Extd, , (Indf, (A), Ind, (A)) = H*(L;, 1). (2.5.62)
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Les formules (2.4.123) et la suite spectrale (2.4.40) donnent de méme, pour tout g,

Ext, ,(Ind% (V),Indf, (A)) ~ Ext]_,(Indj?()), Fy2) = 0. (2.5.63)
Ainsi
Exté; ,(Ind@, (A), Ind, (A)) = Extg 5 (Ind? (M), Ind, (X)) = 0. (2.5.64)
De méme
Extg (Ind%, (A), Ind, (V) = Ext (Ind%, (A), Ind$, (X)) = 0. (2.5.65)

Au final, on obtient

Proposition 2.5.12. — L’espace Exté’/\(vj})?()\), Y(A)) est de dimension 2 pour i € {1,2}. De
plus, Uinclusion F) @ vp, — v§'(A) induit un isomorphisme

Exté»\(v%?(A), L(N) = Ext};,/\(F/\ ®K vp;, 2(N)) (2.5.66)
Démonstration. — Dans la suite spectrale (2.5.58), la ligne d’ordonnée ¢ est de la forme
_ d-ba _
HY(L;,K) —— HYT,K) (2.5.67)

et cette fleche est une fleche de restriction. Ainsi, d’apres le corollaire 2.3.14, H1(H,K) ~
A?Hom(H, K) pour q € {0,1,2} et H € {L;,T}. Le morphisme dl_l’q est donc injectif pour
g < 2 et on obtient Exta/\(lndgl()\),il()\)) o~ Eg’l. Comme Hom(L;, K) est de dimension 2,
engendré par ¢; log €t ¢; val €t que Hom(T, K) est de dimension 4 engendré par ¢ log, C1,val, C2,log
et caval, I'espace Extév’ )\(Ind%(A),E(A)) est de dimension 2. On conclut alors avec l'isomor-
phisme (2.5.57). Le méme raisonnement en remplagant v%l()\) par F\®vp, donne I'isomorphisme
(2.5.66). O

En fait, nous obtenons plus que cela, il y a une suite d’isomorphismes
Extg (VB (A), (X)) = Extg (Ind, (A), B(V))
« BExtg 5 (Ind$, (A),IndG(N) = H(T,1), (2.5.68)
ce qui donne une présentation
shi: H'(T,1) - Ext ,(vE(A), (V) (2.5.69)

dont I'image est engendrée par les cocycles co1og €t 2 val.
Les mémes résultats sont valables en remplagant P; par P,. On obtient une application

shy : HY(T,1) —» Extg (v (A), (V) (2.5.70)
dont I'image est engendrée par ¢ jog €t €1 val-

Définition 2.5.13. — Si L et L' sont deux éléments de K, on note (A, £, £) 'unique repré-
sentation localement analytique de G s’insérant dans une suite exacte

0— X(\) = 3\ L, L) — oE (N @ v (A) — 0, (2.5.71)

dont la classe dans Extév’ A(EH(N) ©vEl(N), B(N)) correspond au couple (c210g + L' ¢2 val, €1 log +
Lci va1) par la proposition 2.3.2.

Remarquons que comme les représentations ¥(A) et vg!(A) sont fortement admissibles. Toute
extension comme ci-dessus est également fortement admissible.
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Remarque 2.5.14. — L’inclusion F)\ ® Stz — () induit une injection
Exté \(F) ® vp,, F\ ® Stg) — Extg , (Fy ® vp,, £(N)), (2.5.72)
car d’apres (2.2.62), on a Homg(F) ® vp,, £(A\)/(F) ® St3)) = 0. Le membre de gauche est de

dimension 1 d’apres le corollaire 2.4.8. L’image de cette injection est engendrée par s~hi(03,¢7va1).

Remarque 2.5.15. — Comme dans [14, §2], on peut construire explicitement 3(\, £, L) de
la fagon suivante. On note o (L, £') la K-représentation de dimension 3 de B

a * * 1 logqr(a=2bc) log, (a1~ 1c?)
(88Z>H<3 1 0 ) (2.5.73)
On forme l'induite Ind%(\ ® o(L£, £')). L'unique injection de la représentation triviale dans
o(L£, £') induit une injection Ind4(\) — IndE(A®@a (L, L)) et donc une injection de Imdg1 N+
Indg2 (M\). Si @ désigne le quotient par ce sous-espace, on a alors une surjection
Q — Ind§ (12 (2.5.74)
On note S(\, £, £') Vimage réciproque de Ind%()\) @ Imd]Gg2 (\) dans @, on obtient donc une
extension
0— X)) — () L, L) — IndF (\) @ IndF, (\) — 0. (2.5.75)
Comme ExtIGM\(F)\,E()\)) = 0, linjection de F} dans Indgl()\) @ IdeGg2 (M) se releve en une
injection de F} dans i()\, L,L') et on a un isomorphisme
S\ L, LY F2~ (N L, L. (2.5.76)
2.5.5. Construction du complexe. — On peut désormais déterminer les groupes d’exten-
sions Extg (Fx, B(A, £, L)) et Extg, \(Fx, S(A, £, £)).
Notons d. o 'application

Sy pr
Exté\(Fa, vBr () @ vE(A) —= Extg \(Fy, B(V) (2.5.77)
obtenue a partir de la suite exacte
0—X\) =3\ L, L) — vp(A) @ v (A) — 0. (2.5.78)

D’apres (2.3.2), les espaces EXt?\/l(G)A(" -) peuvent se réinterpréter en termes de groupes de

morphismes dans la catégorie dérivée D’(M(G),). On a en particulier

Extiq), (BN, v (A)) = Homp ) (BN, v (A)'1]) (2.5.79)
Extiq ), (VB (V) F}) = Hom pe ey, (v (V) [1], F3[2). (2.5.80)

La composition dans la catégorie D’(M(G),) permet de définir une application bilinéaire
Extj ), (B, 08 (A)) X Extiq, (0B (A, FX) = Extiy ), (BN, F). (2.5.81)
La proposition ci-dessous est un moyen commode de calculer cette composition.
Proposition 2.5.16. — Le diagramme suivant est commutatif.
Extqa), (BN, 0B (A)) x Ext)q), (0B (A, FY) —= Ext3 ), (B, FY) - (2.5.82)

$~hi T &hi K

HY(T, 1) HY(T, 1) H?(T, 1),

Uapplication du bas étant le cup-produit.
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Démonstration. — Nous avons en réalité un gros diagramme commutatif

Extjq), (SO, vE (A)) Extly, WE (V) F}) Bxt} ), (S(V), FY)

| 1

Extly(q), (B(A), Indg, (1)) Extly(q), mdg, (V) F}) Ext3(c, (E(N), F})

|

Extly(q), mdE, (V) F) —= Ext3g), (IdF(A), F})

|

Extly (), (IdF(A), IndF(A)’) Extly (g, (dF (V) FY) —— Ext}), (IndF (N, F)

(a) J{(E) J{(g)

Ext gy, (IdF (1), IndF(A)") Exty gy, (A (N, F{) —— Ext}(p), (IndF (N, F})

J{(h)

Extly gy, (=X, IndF (1)) Ext)y gy, (IndG(\)', FY) Ext3g), (—A F3)

(c) J/(f)

Extip), (—A =) X Extlyp), (=, F}) Ext3g), (—A F3)

(d) ZT ZT
Ext 7y, (=3, =) Ext 7y, (=3 =) Ext3ry, (=4 =)
(2.5.83)
Le diagramme commute car toutes les applications sont fonctorielles. De plus les composées des
fleches (a) et (), ainsi que (e) et (f) et (g) et (h) sont des isomorphismes d’apres (2.4.33). La
composée des fleches (d) et (¢) est un isomorphisme d’apres (2.5.15). En composant toutes les
fleches colonne par colonne dans le bon sens, on obtient exactementsh;, sh; et k.
Soit donc («, 3) € Ext}vl(T)A(—)\, —\) X Ext}\A(T)A(—)\, —\). D’apres (2.4.25) et le corollaire
2.3.11, on a des isomorphismes

X

Ext/y (g, (IdE (V) IndF, (A)')

©

Extlga(—A —A) = H'(T,1) ~ Hom(T, K), (2.5.84)

un calcul direct montre que la composition de « et 3 dans Ext?vl(T)A(—)\, —)\) est exactement
a A (B dans

Ext%yry, (—A —A) = HA(T, 1) =~ \”Hom(T, K). (2.5.85)

En effet, si o est un morphisme localement analytique de T' dans K, la classe d’extension associée
est une représentation V de T qui, dans une certaine base, est donnée par la matrice ((1) ¥). La
suite exacte

0—-1-V-—-1-0 (2.5.86)

donne lieu & une application de bord 6 : HY(T,1) — H?(T,1). Si 3 est un morphisme de T' dans
K, §(f3) est la classe de H?(T,1) dont un représentant est (g, h) — a(g)B3(h), c’est-a-dire le cup-
produit aeU . Par ailleurs application bord ¢ est exactement la composition avec v : 1 — 1[1]
dans D*(M(T)). O
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Corollaire 2.5.17. — L’application 6. envoie (c,c) sur
(2,008 + L' cava1) A €+ (€1,10g + L1 va1) A (2.5.87)

En particulier, son image est incluse dans l’'image de k.

Démonstration. — L’application 6. » est

Hom pi gy (VN @ 0 (\)[1, F3) — Hompogauan,) (SO, F32) - (25.88)
obtenue par composition avec (2 10g + L£2val, €1 1og + £¢1 va1), il suffit alors d’appliquer la pro-
position 2.5.16. 0

Corollaire 2.5.18. — On a
dimg Extéy \(Fx, S\, £, L) =1 et dimg Extg , (F), 2(\, £, L)) = 2. (2.5.89)

Lespace Ext 5 (Fx, 2(A, £, L)) est le sous-espace de dimension 1 de Exty 5 (Fy, v (A)@vE (X))
engendré par la classe (€110g + L£¢1val, C2,10g + L C2val) €l Ext2G,)\(F>\, Y(N, L, L) a pour base les
images des classes cival N\ Caval €t Co, Co €tant défini en (2.5.54).

Démonstration. — La suite exacte (2.5.71) donne lieu & une suite exacte longue

Op p1
0 — Ext , (Fx, vE'(\) @ v (V) —= Extd y(F), B(\)) — Extd \ (F), S\ L, L))
an an 5/
— Extg \(Fy, vE1(A) @ vE (V) = Ext (Fy, 2(N)  (2.5.90)

Le 0 de gauche provient de la proposition 2.5.6. Rappelons que ’espace Exté A(Fy, Z(N)) a une
base constituée des éléments 1105 /A €2 log, C1,log A C2,vals C1,val AC2logs C1,val A C2.val €t co. D’apres le
corollaire 2.5.17, le noyau de . s est constitué des multiples du couple (c1,10g + £¢1 val; €2,10g +
L¢3 va1). Ainsi Exté’ A(Fx, B(N, L, L)) est de dimension 1. L’image de 0z ¢/ est donc de dimension
3. Il suffit donc de prouver que la fleche §’ est injective. Pour ce faire notons ' I’application
H3(T,K) — Ext?é’/\(F)\, ¥ (X)) provenant de (2.5.23). On prouve comme précédemment que 1'on
a un diagramme commutatif

Extly, (SO, 0B () 7 Extly gy, @8N, F}) — Bxt ), (SO, F)  (2.5.91)

| | “|

HYT,1) H?(T,1) H3(T, 1),

I’application du bas étant le cup-produit. Ainsi ’application §’ est donnée par
(C, cl) — (CgJOg + 5/027va1) Nc+ (Cl,log + [’cl,val) N (2.5.92)

Or d’apres le corollaire 2.5.3, une base de Ext2G7/\(F)\, vEr (A) v (A)) est donnée par cp; Acp val
et cp, N\ Cpy val- Leurs images par d" sont

/ /
C1,log /\ C1,val A C2 log + L Cllog NClval NC2val,  C2log N\ C2val A\ Cl log T+ L €2 log /\ €2,val \ C1 val (2593)

et sont linéairement indépendantes dans H3(T, K). Mais cette fois-ci, on sait que dans la suite
spectrale (2.5.14), El_2’4 =0et dl_l’3 = 0, lapplication ' est injective, donc ¢’ également. []

Remarque 2.5.19. — Ce corollaire peut se reformuler de la fagon suivante : I’espace
Ext2G7/\(F)\, Y(A\, L, L) est le quotient de Exté,)\(FA, (M) par les relations

/ /
C1,log /\ C2,log — LL Clval \ C2val,  Cllog N\ C2,val + Ecl,val A C2val, Clval A\ C2log + L C1,val /\ C2,val
(2.5.94)
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Par (2.3.12), pour tout sous-groupe parabolique P, on a des isomorphismes
Extl, \(Fx,IndF(\)) ~ Extd, , (Fy, IndB())). (2.5.95)
Ainsi on obtient un isomorphisme
Extgy \(F\, SN\, L, L)) ~ Extg \(Fx, S(\, £, L)), (2.5.96)

et on peut appliquer la proposition 2.3.2 pour construire un objet de la catégorie D®(M.(G)y).
Soit @ un polyndéme de deux variables de degré inférieur ou égal a 2 a coefficients dans K.

Définition 2.5.20. — Soit £ € K3, onnote ¥(), £)g I'unique objet de la catégorie D®(M.(G),)
obtenu & partir du cocycle co + (L — Q(L, L)1 val A €2.val € Ext%;7/\(F)\, X(\, L, L)) au moyen
de la proposition 2.3.2.

A priori, ¥(A, £) est un complexe de D(G)-modules, mais d’apres la remarque 2.17 de [63],
la représentation X(\, L, L’) a une résolution injective I' par des représentations localement
analytiques et on peut utiliser cette résolution et représenter 3(\, £) par un complexe de repré-
sentations localement analytiques. Comme de plus,

Extg \(Fx, B\, L, L)) = Extly ), (B, L, L), Fy), (2.5.97)
le complexe de D(G)-module ¥(\, £)g s'insére dans un triangle distingué de DY (M(G)y)
Fy = X\ L)g — N L, L) [-1] — (2.5.98)
tel que I'application du foncteur Hom(-, F¥) induise un morphisme
Endg(F}) — Hom po vy, ) (BN, £, £N[-2], F}) (2.5.99)
envoyant 1'identité sur le cocycle
co+ (L = Q(L,L))e1vat A ca,val- (2.5.100)
Remarque 2.5.21. — Le polynéme @ est la pour faire le lien avec les constructions géo-

métriques du chapitre suivant. Il existe cependant un choix de () pour lequel le complexe
Y(A\, L) a un comportement parallele a celui de la représentation V' (h, L) de lintroduction
(ici (Ao, A1, A2) = (he — 2, hy — 1, ho)). Il s’agit, ce n’est pas un hasard, du choix @ = 0.

(i) Le foncteur D}, dépend du choix d’une branche du logarithme p-adique pour construire
un plongement Bs; < Byr. Si D(h, L) est le module filtré associé a V(h, L) en choisissant
log(p) = 0, le module filtré associé & V' (h, £) en choisissant log(p) = a est D(h, L) avec
L=(L+a,L +a L' +al + %(I2). En remplagant alors log, par log, dans la construction
de X(A, L), c’est-a-dire en faisant c;log — Cilog + aCival €t D — D + Sd, on obtient un
complexe isomorphe a (A, E) En effet, on voit par exemple que ¢y doit étre remplacé par

-1
co + aLL1(d) — g(61,1og A €2val + Clval A €2,log) — 1CL2C1,va1 A €2.val

2 2 2
a2
=Co — a(cl,val A C2,10g) - ?Cl,val A C2 val (25101)
Or comme ¢ 1og = —(a+L")c2 val dans ExtQG)\(F)\, Y(A, L+a, L'+a)), Vextension correspond

au parameétre ¢ + (L” 4+ aL' + %aQ)cl,val A €2 val-
(ii) Considérons les représentations galoisiennes,
D3(V(h, £)*(2)) = D3(V (h, L)), (2.5.102)

avec h = (2 —ho,2—h1,2 — hy) et L= (L', L, LL — L"). Du coté localement analytique,
soit ¢ I'isomorphisme extérieur de G' défini par ¢(g) = (¢ %)% 11 induit une involution ¢ de
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D(G) et le foncteur M +— D(G)®,(p(q)) M est un isomorphisme de la catégorie M(G)y sur
M(G)5, ou A = (=A2,—=A1, —Ao). Il induit un isomorphisme de la catégorie D?(M(G)y)
sur la catégorie D°(M(G)5) et Pimage de $(X, L)' par ce foncteur est justement S\ L)
La raison est que ce foncteur envoie () sur 2(X), vEr(A) sur U?DZ(S\), échange c1 1og €t €2 10g
et envoie ¢1(D) sur ta(D), donc ¢y SUr —cg + ¢110g A €2.1og €t €1.1og A €2.10g = LL'¢1 val A €2 val
dans Extg ,(Fy, (A, £, £)).

Ainsi il serait fort tentant de choisir Q = 0, mais nous ne savons pas montrer que ce choix
convient pour les résultats du chapitre suivant, ou nous devrons faire un choix de ) qui dépend
de I'espace de Drinfel’d. Il est cependant possible que ces deux choix coincident.

2.6. Le complexe de de Rham de ’espace de Drinfel’d

Ce dernier chapitre est consacré au lien entre le (¢, N)-module filtré D(h, L) et le complexe
de D(G)-modules X(\, £)" & travers l'espace de Drinfel’d X'.

Soit ‘H l’ensemble des hyperplans de IP’?QP définis sur Q, et X(C,) = P*(Cp)\ Upen H(Cp).
Il s’agit des Cp-points d’un espace rigide Qp-analytique de Stein ([79, §1]). L’espace ]P’(Q@p est
un espace homogéne pour le groupe algébrique GL3, fixons un isomorphisme P? ~ GL3/P», ce
qui munit P?(C,) dune action de G = GL3(Q,) stabilisant X. Soit p une K-représentation de
dimension finie de GG. Pour tout faisceau G-équivariant F en K-espaces vectoriels sur X, on
définit le faisceau G-équivariant F ® i p, produit tensoriel de F et du faisceau constant p. Pour
tout ouvert admissible U de P2, on a

(F @k p)(gU) & (F @K p)(U) (2.6.1)
VR W gu @ guw. (2.6.2)

On appelle alors complexe de de Rham a coefficients dans p le complexe d’hypercohomologie
de ' ® p. Comme l'espace X est de Stein, ce complexe est en réalité le complexe des sections
globales. Nous fixons désormais un poids dominant A\ et définissons RI'jz(A) comme étant le
complexe de de Rham de X" & coefficients dans F}. Autrement dit

RT4r(\) = [0O(X) — QYX) = Q*(X)] @ F. (2.6.3)

On note H () son i-iéme groupe de cohomologie. D’apres les résultats de Peter Schneider et
Ulrich Stuhler ([79] §3 théoréme et §4 lemme 1), on a des isomorphismes de D(G)-modules

HY%(\) ~ F§ Hip(\) ~ F{ ®k vp, H?p(\) ~ F, @k vlg. (2.6.4)

Le complexe RI'4r(X) est donc un objet de la catégorie D?(M(G)y), ott M(G), est la catégorie
des D(G)-modules sur lesquels D(Z) agit par multiplication par le méme caractere que sur FY,
Z étant le centre de G.

2.6.1. Scindage du complexe RI';r(\). — Le but de cette partie est de prouver que le
complexe RI'4r(\) est scindé dans la catégorie DY(M(G)y). L'idée est d’utiliser le corollaire
A.1.3 de [34] et de calculer les groupes Ext’f\/l(G)A(HéR(/\), HéR()\)) pour j =i—k+ 1. Ce calcul
a été fait dans la catégorie des représentations lisses de G par Jean-Frangois Dat et Sascha
Orlik. Il s’étend a la catégorie des représentations localement analytiques grace a la proposition
2.4.7.
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Théoréme 2.6.1. — Le compleve RT4r(\) est scindé dans la catégorie D*(Mg(G)y), c’est-
a-dire qu’il existe un isomorphisme
2

RTar(\) = P (Hir(¥) @ F})[-i] (2.6.5)
i=0
induisant ’identité sur la cohomologie.

Démonstration. — La catégorie DY(M(G),) est la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne,
c’est une catégorie triangulée munie d’une t-structure. De plus, les calculs de Jean-Francois
Dat et Sascha Orlik ([34, Théoréme 1.3] ou [71, Théoréme 1]) montrent que, dans la catégorie
abélienne des représentations lisses de G,

E Hjp(X), Hip(X)) = 0 (2.6.6)

k
xtM(é)oo(
sauf si k = ¢ — j. La proposition 2.4.7 montre alors que Ext’j\A(G)A(HéR(A),HgR(/\)) = 0 pour
k =1i—j+1. Auvu du corollaire A.1.3 de [34], le complexe RI'jr()) est scindé dans la catégorie
DY (M(G),). O

Bien entendu un tel isomorphisme n’est pas unique, mais une fois que 1’on connait ce théoreme,
il est facile d’en déduire la structure de l'algebre Endpsnq),)(Rar(N)) et donc tous les
scindages.

Corollaire 2.6.2. — L’algébre End pvpq(cy,) (RU'ar(A)) est isomorphe a l'algébre des matrices
triangulaires supérieures dans Ms(K). En particulier, l’espace des scindages est un espace ho-
mogéne principal sous le groupe NT C GL3(Q,) des matrices unipotentes supérieures.

Démonstration. — On a un isomorphisme d’algebres
Endpo(ua),) (BLar(A)) = End(@ Hip(N)[=4). (2.6.7)
C’est-a-dire Z
Endpoua)y) (BLar(A)) = @Extﬂfc)A(Hﬁg()\)a Hip(N)- (2.6.8)
D’apres la proposition 2.4.7, on a des isomor;}_lfsmes
Ext)y (), (Hip(\): Hip(\) =~ Ext)y f  (Hip(X), Hip(X)). (2.6.9)

Ces isomorphismes sont compatibles aux compositions dans les catégories D*(M(G)y) et D?(M(G)>)
car ils proviennent du foncteur de M(G)>* dans M(G), obtenu par composition de I'inclusion

de M(G)*> dans M(G), et de M — F} @k M. Finalement le théoréeme 1.3 de [34] nous donne
le résultat. d

2.6.2. Séries discrétes holomorphes. — Dans [77], Peter Schneider définit des représenta-
tions de G, appelées séries discretes holomorphes, permettant de simplifier le complexe RI'yr(X).
Nous rappelons ici leur définition et calculons leur cohomologie sous certains sous-groupes uni-
potents de G.

Soit p une représentation Q,-algébrique irréductible de P,. Elle donne lieu a un faisceau G-
équivariant F, sur IP’(%QP = G/ P, en posant, pour tout ouvert admissible U de P?, U son image
réciproque dans G et

FoU)={f €C™(U,p), Vpe P, f(p)=pp")f} (2.6.10)

ou C”g(U , p) désigne 'espace des fonctions rigides analytiques de U dans p. L’action de G est
donnée par la translation a gauche. La série discréte holomorphe associée a p est l'espace des
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sections de F, au-dessus de X' que 'on note D, = F,(X). Muni de l'action de G, c’est une
représentation localement analytique de G qui est une représentation séparément continue de
D(G) sur un espace de Fréchet nucléaire (voir [72, §1] et [84, §1 et 2]). Si p désigne le plus haut
poids de p, ce qui implique p € X7, on note D,, la représentation D, on I'appelle série discrete
holomorphe. On a une injection N7 < P? donnée par u — uwoPs. L’'image U de cette injection
étant le complémentaire d’une droite rationnelle, elle contient ’espace X. Or, sur U, le faisceau
JF, est constant, ainsi ses sections s’identifient aux fonctions de U dans ’espace de p. L’espace
D, s’identifie donc a ’espace des fonctions rigides analytiques de X' dans p. Pour z € X, posons
u(z) € N1(Cp) tel que z = u(z)woP,. L’action de G est alors donnée par la formule suivante.

(9 N(=2) =149, 2)(f(g"2)), (2.6.11)
avec j(g,2) = p(wg "u(z)"Tgu(g~"2)uwo).

Supposons que A soit un poids dominant. Dans [77, §3], Peter Schneider définit trois poids
(A(0),A(1),A(2)) a partir de A, des différentielles d; : Dyuy — Dyiy1), ainsi quun quasi-
isomorphisme de complexes de G-représentations

d d
RFdR()\) >~ [DA(O) =, D)\(l) = D>\(2)]- (2.6.12)
Les poids A(7) sont donnés par les formules
A(0) = —woA, A(1) =s1-(A(0)), A(2) = s152 - (A(0)). (2.6.13)

En particulier la cohomologie du complexe de droite dans (2.6.12) est Hjp(\) = Hjp(X) @ FX.
La Ni-cohomologie de D,, est particulicrement agréable a calculer et nous sera tres utile par
la suite.

Proposition 2.6.3. — On a un isomorphisme L -équivariant
H'(Ny,D,,) ~ HY(Ny, Hip(X)) ® Fsysyp01- (2.6.14)

Remarquons que les représentations HO(Ny, Hi,(X)) sont faciles & calculer car ce sont les
duales des modules de Jacquet des représentations (H},(X))’, on peut alors utiliser (2.4.46).

Démonstration. — La formule (2.6.11) montre que, pour g € Ny, (9 - f)(z) = f(g'z), et
pour g € L1, (g-f) = p*°(9)(f(g71)). Ainsi D,|p, ~ O(X) @k (F,2)* (rappelons que
woPrwy b P,). Or la cohomologie d’algebres de Lie de ny a valeurs dans O(X) se calcule a
partir du complexe de Chevalley-Eilenberg

O(X) — (m) @k OX) = N\'(m) ©x O(X). (2.6.15)

D’aprés [77, §3, page 19], on a des isomorphismes Pj-équivariants Q*(X) ~ A'(ny) @ O(X). T1
est immédiat de voir que ces isomorphismes sont continus entre espaces de Fréchet, donc ce sont
des isomorphismes topologiques. Ainsi le complexe (2.6.15) est quasi-isomorphe topologiquement
et de fagon Pj-équivariante au complexe de de Rham

O(X) — QX)) — Q*(X). (2.6.16)

On a donc un isomorphisme topologique Pj-équivariant H'(ny, O(X)) ~ H!(X) qui donne un
isomorphisme topologique L1-équivariant

H'(ny,D,) ~ Hip(X) @k (Fu2)™. (2.6.17)

En particulier, cette cohomologie est séparée. Ainsi d’aprés (2.3.43), on en conclut que H;(ny, D},)
est isomorphe a la représentation localement algébrique ((F),2)“°®x Hj5(X))'. On conclut alors
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par le théoreme 7.1 de [63] et notre théoreme 2.3.15. De plus, comme représentation de Ly, le
plus haut poids de Fﬁ“g est sos1, donc F;jjo = Foysp- O

2.6.3. Caractéres infinitésimaux des séries discrétes. — Pour la suite il est utile de voir
que les D(G)-modules D, ont un caractere infinitésimal.

Lemme 2.6.4. — Le centre 3(g) de U(g) agit sur D, par le caractére x, 45, défini en 2.2.6.

Démonstration. — Soit p la représentation algébrique de Lo de plus haut poids p. En fait, U(g)
agit directement sur le faisceau F,. Comme 3(g) commute a l'action de GL3(C,), il suffit de
vérifier que 3(g) agit par multiplication par x,4s sur la fibre de ¥, en 1. On raisonne alors
exactement comme pour la preuve de [62, proposition 8.22]. O

Corollaire 2.6.5. — Si i est un caractére localement algébrique de T, alors si Indg(w) et
(D))" ont un sous-quotient en commun, ¥ est de la forme (w - N)tpso pour un w € W et oo
lisse.

Démonstration. — Posons 1) = uths. Les représentations Dy et (Ind%(¢))" doivent avoir
méme caractere infinitésimal. Ces caracteres sont X ()45 €6 X_(u+4)- [ls sont égaux si et seule-
ment si il existe w € W tel que (i) + 6 = w(—p — §). Comme A(7) est de la forme w'(—woA +
§) — 8 = —w'wg(\+ ) — 6 pour un w’ € W, on doit avoir p = w™tw'wg - A. O

Dans le méme esprit que le lemme 2.2.23, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.6.6. — Soit A un poids dominant, il existe une application G-équivariante continue
surjective F{ @ Q*(X) — Dy 2y, telle que sur tout sous-quotient du noyau, le centre 3(g)
n’agisse pas selon x_x_s-

Démonstration. — Nous reprenons la construction de [77, §3|. La proposition 1 de [77, §3]
montre que Q?(X) est isomorphe & Dy avec 0(2) = 5152 - 0. Le lemme 5 de [77, §3] montre
alors que Ff @k Q%(X) ~ D5, 0(2)- Le lemme 7 de [77, §3] montre qu’il existe une filtration
Py-équivariante sur F} dont le sommet est isomorphe & F_, sawp())s €0 que cette représentation
a multiplicité 1. On obtient ainsi un morphisme surjectif F} @ Q?(X) — D) (2. Pour l'assertion
sur le noyau, on remarque que le noyau possede une filtration G-équivariante dont les gradués
sont isomorphes a des sommes directes d’espaces de la forme D, o) ou p est un poids domi-
nant relativement a ao et apparaissant dans F_,,. Si un tel DMJFO(Q) a X_)_g pour caractere
infinitésimal, on a d’apres le lemme 2.6.4 l'existence de w € W tel que p+0(2)+0 = w(—XA—9),
c’est-a-dire p + s1520 = wwo(—wpeA + 9), et donc —wo\ = (wowsys2) - u. Mais comme d’apres
la proposition 21.3 de [53], on a (wowsis2)u < —wpA, on doit avoir (wowsise) - 0 > 0, ce qui
implique wows1s2 = 1 et w = s1 et au final u = —s1s52wpA. O

2.6.4. La structure des séries discrétes holomorphes, d’aprés Orlik. — Dans [72],
Sascha Orlik construit une filtration décroissante G-équivariante sur les représentations D,
et décrit les duaux des gradués de cette filtration en termes de sous-représentations de séries
principales localement analytiques. Rappelons brievement ses résultats dans le cas de GL3(Q)).
Soit 1 € X

Théoréme 2.6.7 (Orlik). — Il existe sur D, une filtration décroissante D(G)-équivariante

D, =Fil’D, > Fil'D, > Fil*D, = H°(P?, ), (2.6.18)
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et des suite exactes pour j € {0,1},
0— H* (B3, F) ©vg; — g/ (D) — Indg, (Uj)% — 0, (2.6.19)

ou U; est une représentation localement algébrique M; ® Sto_; de Po_j, aj un sous U(g)-module
de mz_j(MJ/-) et QO = B, Ql = Pl

Remarque 2.6.8. — 1l existe au plus un j € {0, 1,2} tel que Hj(IP’QP,]:u) = 0. Cet espace est
non nul pour 'unique j pour lequel il existe w € W de longueur j tel que w - u soit dominant.
Dans ce cas H7 (IP?QP, F,.) est une représentation algébrique de dimension finie isomorphe a F,.,.

Sascha Orlik précise la nature de M. Il définit un ensemble v; , de poids dominants pour L;
et montre que la restriction de M; & La_; est quotient de

P Foy (2.6.20)
vEY2_j .
Dans la formulation du théoreme 2 de [72], il n’est pas clair que ce soit la restriction a Lo_;
que l'on considere. Cependant, c’est indispensable, car il n’est pas toujours possible de choisir
pour M; une représentation semi-simple de P_;.
Nous pouvons & présent formuler une légére amélioration du théoreme 2 de [72].

Proposition 2.6.9. — Dans le cas ot p € {A(0),A(1),A(2)}. La restriction @ La—; de la re-
présentation M]’ est un quotient de

D Foy. (2.6.21)

Vab;—j,u
ot ¢§7j7u =Po_juN {w- X, we W}
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.6.5 puisque dans ce cas,
toutes les induites Ind%_}, (U;) doivent avoir le méme caractere central. O

Explicitons tout ceci dans le cas ot u est un des A\(7) associé a A, poids dominant. Reprenons
les notations de I'introduction de [72]. On a alors

paa©) = A1) 2,0y = 5251 - A(0) = s2- A(1)
pia) = A1), p2 @) = A(2) (2.6.22)
B1a@e) = AM2), H2a@2) = 52+ A(0).
Posons, A = (Ao, A1, A2), on en dedult
Yiao) = 1o =k, Ao =LA +1+k)0<E< Ao+ 1— Ao}
Pan0) = {(/\2 -2, 0+ 1L, A+ 1)}
Y1) = Y10 (2.6.23)
Yaa1) = Y22
Vi) = {()\1—1 Ao—1—kX+Ek)0<Ek<)I— N}
Vo) = {01 =1, A0+ 1,22)}
On a

{w')\, w e W} = {)\,(/\1 —1,)\0+1,)\2),
Ao, A =LA +1),(AM—1, -1, +2), A2 —2,0+ 1,2 + 1),
()\2 — 2,1, 0+ 2)}, (2.6.24)
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et donc
Yo = {0 A2 =1L, A1 + 1), (A = 1,A2 =1, A0 + 1)}
A2 — 2,00+ 1, A + 1)}

2.6.25
)\1—1,)\2—1,)\0+2)} ( )

Proposition 2.6.10. — Pour Dy, a1 = 0 et ag est le sous U(g)-module d3 de ma(—s -
A) défini dans la section 2.2.5. De plus (St3 @ F)\)' est l'unique quotient simple de Dy et
(Ind}GDI(FS2SI.)\71))/ est son socle. Ainsi, Dy(9) est un D(G)-module de longueur 3, dont les com-
posantes de Jordan-Hdolder sont, du socle au quotient simple

(Ind@, (Fsps,01))s  (Ind% (Fs,02 ® St2)®),  (Fy ® Sts)'. (2.6.26)

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que 'unique j tel que H7 (P<2@p"7:>\(2)) # 0 est

j = 2. Le fait que a; = 0 vient de ce que my (Fy, .

ag est contenu dans mgo(F 8/1' )\72) qui est de longueur 2, on a soit ag = 0 soit ag = 02. Supposons

) est irréductible. Remarquons que comme

ap = 0, alors d’apres la décomposition du théoréme 2.6.7, la représentation Ind]‘,G,-;2 (Fs,02 ® Sta)’
est un sous-objet de gr(Dy(y)). Alors la suite exacte (2.4.49) montre que Ind%(FslSQ.A,Q ® Sta)’
est un sous-objet de gr’(Dj(9)). La représentation Indg2 (Fs,55-2,2®@8t2)" est en fait un sous-objet
de Dy(9). En effet, Fill(D)\(Q)) = (IndIGDI(F@Sl.,\J))’ et d’apres les formules (2.4.125) et la suite
spectrale (2.4.40), on a

Exté (Ind$, (Fogs,01), Ind$, (Fyy 5502 ® St2)) = 0. (2.6.27)
D’apres (2.4.125), il existe une application surjective Pj-équivariante
Ind%, (Fyy 500 ® St2) — Indjh ;. (s152 - Al€g ea). (2.6.28)

Comme d’apres la proposition 2.6.3 on a HO(Nl,D/\(Q)) = Fon@2)1 = Pl .01, ON aboutit a
une contradiction, et donc ag = 0.

Montrons a présent les assertions sur le socle et les quotients simples. D’apres (2.4.43), on a
HY(Ny, (FA®St3)") = F} ; ® Jn; (St3)’ qui ne s’injecte pas dans HO(Ny, Dy(g)). Ainsi (F\® St3)’
ne peut &tre un sous-objet de D) (). De méme, par (2.4.123), on obtient H(N, (IndIGDQ(StQ ®
Fi02)%)) = (Indpnr, (51 - A ®@ |y te1]))’s qui ne s’injecte pas dans H°(Ny, Dy ). De plus, si
(St ® F)" n’était pas le seul quotient simple de D) (2), ce dernier contiendrait un sous-espace,
extension non triviale de (F) ®k St3)’ par (IndIGg2 (Fsys,-2,1)), mais le corollaire 2.4.3 montre que

Ext/y (e, (Fx ®k Sta)’, (IndB, (Fuys,01))') = 0. (2.6.29)

L’assertion sur la longueur provient alors des résultats d’irréductibilité du chapitre 2. O

Corollaire 2.6.11. — Il existe une injection G-équivariante de DS\(Q) dans (). De plus,

Démonstration. — La seconde assertion est une conséquence immédiate de la proposition 2.6.10.
Démontrons la premiere. Nous allons tout d’abord prouver ce résultat dans le cas ou A = 0.
On a alors %(0) ~ St§" et Dyg) ~ Q?(X). Comme me 'a signalé Christophe Breuil, c’est alors
une conséquence de résultats d’Adrian Iovita et Michael Spiefl. Ils construisent dans [55], un
sous-espace leog,b de Q%(X), G-stable, et constitué de formes différentielles logarithmiques ([55,
Définition 4.6]), et ils montrent que l'image de cet espace par 'application Q*(X) — H3,(X)
est dense. Comme d’apres la proposition 2.6.10, H3,(X) est I'unique quotient simple de Q%(X),
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I’espace Q%og,b est dense dans Q?(X). Notons St§ la représentation de Steinberg continue, c’est-
a-dire le quotient de l’espace de Banach des fonctions continues sur G/B par 1'espace engendré
par les fonctions provenant de G/P; ou de G/P,, muni de I’action par translation & gauche.
On observe alors que d’apres le lemme 1 du §4 de [79] et la remarque sous la définition 4.6

de [55], QIZOg,b est le dual topologique de la représentation de Steinberg continue, c’est donc un
K[[Go]]-module de type fini. On obtient donc une injection continue d’image dense

(St5) — Q(X). (2.6.31)

D’apres le théoreme 7.1 de [85], on a (St§") ~ D(Go) ®kJc,) (St5)’. On obtient donc une
fleche D(G)-équivariante (St§")" — Q2(X). Comme il s’agit d'une application entre deux D(G)-
modules coadmissibles, le corollaire 4(ii) et le lemme 3.6 de [85] montrent que son image est
fermée. Puisque cette image contient déja un sous-espace dense, I’application est surjective.

Passons maintenant au cas ou A est un poids dominant quelconque. Le cas précédent nous
donne une surjection

F{ @ (Std") — F{ @ Q*(X). (2.6.32)
On utilise alors les lemmes 2.2.23 et 2.6.6 et le fait que 3(g) agit par y_x_s sur L(\) et Dy (2)
pour conclure. O
Remarque 2.6.12. — (i) 1l faut voir ce résultat L(\) — Dy (2) comme un analogue pour

GL3(Qp) de la dualité de Morita O(k) ~ X(k)" ([14, §3.1]). On fixe désormais iy une
injection de D;(Q) dans X(A).

(ii) Remarquons que dans (2.6.32), le noyau de la composée
F\ @k Q*(X) — F) @ St3" — Z(\) (2.6.33)

est un supplémentaire de D’A(Q). Ainsi Dy (9 est facteur direct de F§ ®x 02(X).

Les mémes raisonnements que pour la proposition 2.6.10 donnent le résultat suivant pour

Proposition 2.6.13. — Les composantes de Jordan-Hélder de Dy sont
F{, (Ind% (Fs,01)%), (Ind% (Fs 02 ® St2))'. (2.6.34)
De plus (Indg2 (Fsysy0,2 ® St2))" est le seul quotient simple de Dy ) et Fy est son socle.

Proposition 2.6.14. — Il n’y a pas de morphismes D(G)-équivariant de D1y dans H(%R(/\).

Démonstration. — Par irréductibilité de H}p()), un tel morphisme non nul est surjectif. Ainsi
il induirait une surjection D(Lj)-équivariante
H?(N1, Dyy) — H?(N1, Hjp(N)). (2.6.35)

Or on peut calculer le premier D(L;)-module en utilisant la proposition 2.6.3 et le second par
(2.4.43). On obtient alors une fleche

JN1 (UB)/ ® F5251)\(1),2 - JNI (Upl)l ® Hl(nlv F)/\) (2636)
qui ne peut qu’étre nulle par (2.4.46). O

Comme la cohomologie du complexe [DA(O) — Dy — DA(Q)] est Hjp(A), on déduit des
décompositions de Dy gy et D) (o) en composantes de Jordan-Hélder, les composantes de Jordan-
Hélder de D)y (1y. Pour résumer, les espaces D&(z‘) sont munis d’une filtration croissante dont les
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gradués sont isomorphes aux représentations localement analytiques suivantes, ou ’on désigne
par A —— B une extension non scindée de B par A.

DY gy = Ind, (Fy, 02 ® Sto) Ind@, (Fy,01)% F\

Djy = Indg, (Fy,.p2 ® St2)* Indp, (Fyys,2,1) © FA @ vp,

(2.6.37)

Ind%, (Fyy 5502 ® St2) Ind§ (Fiyr1)™

Di\gy = F) ® Sty —— Ind, (F,. 2 ® St)® Ind%, (Fs,s101)

En fait, la filtration dans le théoreme d’Orlik est de telle sorte que I'on peut encore écrire DS\(1)
de la fagon suivante

Ind%, (Fs,.02 ® Sta) Indp, (Fs,s,2) @ F) ® vp, —— Ind@, (Fs,01)% (2.6.38)

le terme de gauche s’insére dans une suite exacte

0— Ind% (Fsya2 ® St2)02 — Ind% (Fs, a2 ® Sta) — Ind% (Fs,55-0,2 @ Sta) — 0. (2.6.39)

2.6.5. Filtration et extensions. — Cette partie plutét technique a pour but de transformer
les informations sur les extensions dans la série discréte holomorphe en résultats portant sur les
morphismes entre complexes dans la catégorie dérivée D*(M(G)y).

Le théoreme 2.6.1 nous permet de choisir s un isomorphisme entre RI'jr(A) et le complexe
scindé de cohomologie associé. Notons s; la composition de s et de la projection

D HinN[=i] = Hip(N)[-i]. (2.6.40)

L’isomorphisme (2.6.12) composé avec la fleche naturelle Dy(9)[—2] — [Dyo) — D1y — Da2)]
nous donne une fleche

iz 1 Dyo)[~2] — RTar()). (2.6.41)
L’application sg o i9 est donc un élément de
Hom pov(ay) (Pa) (2], Hir(V) = Ext3yq), (Da)s F)- (2.6.42)

Nous avons besoin de savoir quelle est son image dans Extfw(G)A(E()\)’ , F\) aprés composition
avec la surjection 3(A)" — Djyg).
Avant cela, nous avons besoin d’un résultat technique.

Lemme 2.6.15. — L’application D(G)-équivariante Dy)[—2] — RTqr()) induit un isomor-

phisme
End po (@), (BLar(A) = Hompova,) (Da@)[=2], RTar(N). (2.6.43)
De méme application D(G)-équivariante
[0 — Dyay — D)l — RTar(N) (2.6.44)
induit un isomorphisme
End po vy (BLar(A)) = Hompeagay), ([0 = Daay — Da)ls RUar(A))- (2.6.45)
Démonstration. — D’apres le corollaire 2.6.2, le membre de gauche est de dimension 6. De la

proposition 2.6.10, on tire

dim Hompg)(Dy2), Hig(\)) = 1. (2.6.46)
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De plus d’apres 'exemple 2.4.11 et la proposition 2.6.10,
Extg; 5 (D), Hig(A) < 2
Extg \(Dx2), Hir(V)) < 3

Ainsi il suffit de prouver que la fleche de I’énoncé est injective. Pour cela, remarquons que
RT'4r()\) s’insere dans un triangle exact

(2.6.47)

Dy2y[—2] — RT4r(A) — [Dro) — Dawyl — (2.6.48)
et il suffit donc de prouver que
Homg ([Dyo) — Daq)l, RTar(N)) =0, (2.6.49)
ce qui est encore équivalent aux trois égalités
Home(Dy 1), Hir(\)) =0 (2.6.50)
Homg (D) o), F)=0 (2.6.51)
Extjiqc), (Dar)s F) = 0. (2.6.52)

Les deux premieéres égalités découlent de la proposition 2.6.13 et de la proposition 2.6.14. Prou-
vons la troisieme.
Supposons qu’il existe une extension non triviale

0 — Hiz(\) = E — Dyqy — 0. (2.6.53)

Nous allons commencer par prouver que l'injection Pj-équivariante HO(Ny, Dyqy) = Dy se
reléve en une injection Pj-équivariante H°(Ny, Dyaq)) = E.

Soit p la représentation algébrique irréductible de L; de plus haut poids A(1). Nous avons
identifié D) (1) avec 'espace des fonctions rigides analytiques f : X — p muni de l'action donnée
par (2.6.11). L’espace X est inclus dans l'ouvert affine U de ]P)(Q@p défini en 2.6.2, U(C,) est
Pimage de Ni(Cp)woP, dans P?(C,). Soit M C D,y le sous-espace constitué des fonctions
f: X — pquisont des polynémes sur U ~ A(%Qp. Il s’agit de I'espace des sections algébriques du
faisceau F, au-dessus de U. Ce sous-espace est donc stable pour ’action de U(g) et, puisque U
est stable par P;, de P;. Remarquons que le sous-espace des fonctions constantes est stable par
Py et isomorphe & Fy(p) ;. Ainsi HO(ny, Dyuy) = HO(ny, M). Soit M limage réciproque de M
dans E. Nous montrons dans Pappendice 3 que M ~ M & HgR()\), ce qui donne une injection
U(g)-équivariante de M dans E, donc une injection p;-équivariante de H(ny, Dy(1)) dans E.
Comme Fy 1)1 >~ FY, , ;, on obtient une application non triviale D(G)®pp,) Fy, ., — E. Comme
HO(Ny, (Ind%, (Fs,s,.0))"), donné par (2.4.122), n'est pas inclus dans H°(Ny, E), la restriction
de cette injection & (IndIGD1 (Fs,s,-1))" est nulle, on obtient donc une injection

j: (Indf, (Fsyn1)®™) — E. (2.6.54)

Notons Ej le quotient de F par ce sous-espace, qui est donc une extension non triviale entre
D>\(1)/(Indg1 (Fspr1)®) et Hip(N). Utilisons la suite exacte

0 — (Indg, (Fy:01)™) = Dagy — Dar)/(Ind, (Fyyr1)™) — 0 (2.6.55)
pour déterminer HO(Ny, D)\(l)/(Ind}Gpl (Fsy21)%)"). On a déja
HO(Ny, (Ind$, (Fiyr1)®)') = HO(N1, Dygyy). (2.6.56)

Rappelons de plus que par (2.4.134)),
HY(Ny, (Ind$, (Foyx1)™)) = Flga1 © (2.6.57)

S
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Comme H'(Ny, Dy(1)) est le dual d’'une représentation localement algébrique irréductible non
isomorphe a Fj, .51, on a une injection

Flogan = HO(Nl,DA(l)/(IndIGJI (Fayr1)™)). (2.6.58)

S
Comme de plus H' (N1, F}) ~ F!_,, on a nécessairement une injection Pi-équivariante F7 _ . <
E4, et donc une injection D(G)-équivariante
(Indgl (F52$1~>\,1))/ — El, (2659)

par irréductibilité de (Ind%, (Fs,s,.1,1))"- Notons alors Es le quotient de Ey par (Indg, (Fiys,01))"-
C’est une extension non triviale de la forme

F{ —— F{ @ vp, —— Ind§, (Fy,.x2 ® Sta)’ (2.6.60)

Nous allons aboutir & une contradiction. Tout d’abord, F} ® vﬁgl, ne peut étre un sous-objet de
By car d’apres (2.4.47), Extg \ (F), Indlcp’; (Fs,.0,2®8St2)) = 0. Le D(G)-module E5 contient donc
un sous-module M’, extension non scindée de la forme

0— Fy — M — Fy®vp — 0. (2.6.61)

D’apres le corollaire 2.4.8, Exta \(F), F\ ®xk vp,) est de dimension 1. Il existe donc une unique
extension non scindée de la forme (2.6.61). Ainsi M est isomorphe & la représentation loca-
lement algébrique F) ® Ind%, (|ey%ere2])™. Ainsi d’apres (2.4.43), HY(No, M') = Hi(ny, F}) ®
JIN, (Indg2(|ea26162\)°°)’. Or les suites exactes (2.4.45) montrent que Jy, (Ind%(!ea25162|)°°) ~
IHdé%L2(|€1_162DOO @ |eg 2e1€a|. En utilisant la suite spectrale (2.4.40), on obtient

Extg (M, Ind§, (Fy,.52 ® St2)) = 0. (2.6.62)

Ainsi By = M’ & Indf, (Fi,.02 ® St2). Mais ceci implique qu'il existe une application D(G)-
équivariante non triviale de Ep vers Hjp(\) = F{ ® vp,, donc une application non triviale
Dyaqy — HJp()), contredisant la proposition 2.6.14.

Enfin, pour prouver la derniére assertion, on utilise le triangle distingué

D)\(Q)[—Q} — [0 — D)\(l) — _D)\2] — D)\(l) [*1] —, (2663)

elle est donc équivalente a
Home(M(G’))\) (D)\(l) [—1], RFdR()\)) = 0, (2664)
ce qui est conséquence de (2.6.50) et (2.6.52). O
Remarque 2.6.16. — Une conséquence de ce lemme est que les inégalités (2.6.47) sont en fait

des égalités.

On sait maintenant que la dimension de EXt%Vt(G)/\(D)\(?% HI,(\) = Extzq)\(F,\, D;\(Q)) est 3.
Pour la suite, nous avons besoin d’en savoir plus sur I'image de cet espace dans Exté A(Fr, E(N))
via le plongement D’)\(z) — Y(A). Remarquons déja que pour toute composante M de ¥(A),
Exta \(F), M) = 0, donc cette application est injective.

Lemme 2.6.17. — L’image de ExtQG)\(FA,D’MQ)) dans ExtQG,)\(F,\,E()\)) n’est pas contenue
dans Im(k).

Démonstration. — Montrons tout d’abord le cas ou A = 0 et X(0) = St§". Soit ¢ 'automor-
phisme de G défini par g — (g~ 1)!. Si (3, p) est une représentation localement analytique de G,
on définit la représentation +(X) comme étant g — p(1(g)). Dire qu'un cocyle de H?(G, St3")
appartient & Im(x), c’est dire qu’il est dans I'image de H?(G,Ind% (1)) — H?(G, St4"). Comme
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((Ind§ (1)) ~ Ind%(1) et o(Std") ~ Std", on voit que si H>(G,Q?(X)') est contenu dans Im(x),
c’est aussi le cas H?(G,1(Q%(X)")). Dans la décomposition (2.2.62), on voit que

Q2(X) + 1(Q*(X)) = Fily(Sta™). (2.6.65)
Supposons H?(G,Q?(X)') C H?(G,St3"), on a alors
H*(G, Fily(Std™)) € Im(x). (2.6.66)

Or un calcul montre que H2(G, M) = 0 pour tout M composant de St3"/(Q2(X) + (Q%(X)")).
Ceci implique H?(G, St3") C Im(k), ce qui est absurde.
Pour A un poids dominant, on utilise le diagramme commutatif suivant.

ExtZ (1, *(X)) ExtZ(1,St§") (2.6.67)

l |

Exté/\(F,\, F\® QX)) — Exta \(Fy, F\ ® St3")

| | |

Ext (Fx, Dy ) 2 ExtZ, (Fy, Z(\).

Les fleches verticales du carré du haut proviennent du foncteur exact ¥ — F\ ® X et celles
du bas proviennent de (2.6.32) et du lemme 2.2.23. Le carré du bas est alors commutatif par
définition de iy. La composée des deux fleches verticales de droite est ). Comme ) o kK = K,
on déduit le cas général du cas A = 0. O

Lemme 2.6.18. — Notons FillD,\(g) le sous-objet de Dy gy donné par le théoréme 2.6.7. L’image
de Exta/\(F)\, (D/\(z)/FillDA(z))’) dans Exta/\(F)\, X(X)) est le sous-espace engendré par ci va1 A\
C2 val et C1,val /\ €2 log-

Démonstration. — La proposition 2.5.16 et (2.5.66) montrent que les cocycles ¢; yal A €2, log €t
C1,val N\ C2.val correspondent, par Yonéda, a des extensions de la formes

0—3\) —A—B—F\—0 (2.6.68)
avec

0— X\ —A—vp ®@F\—0, (2.6.69)

il suffit donc de prouver que
Exté; ) (Fx ® vpy, (Da@)/Fil' Dy@)) 2 Exté , (Fy @ vpy, S(N)). (2.6.70)

Comme H}p(\) ~ F\ ®k vp, et (FillD)\(Q))’ o~ IndJGD1 (Flys5-2,1), C'est une conséquence de la
remarque 2.6.16 et de 'exemple 2.4.47 qui donnent

dimg Ext' (Dy), Hig(N) =2, Exté\(F) @ vp, Indf (Fyys,01)) = 0. (2.6.71)
O

On peut a présent comprendre un peu mieux le rapport entre la filtration du complexe
RT'4r(N) et 'isomorphisme s. L’espace

Hom po(ai(c), ) (RTar(A), Hgp(X)) =
End v(a), (Hgr(N) ® Extiygy, (Hir(N), Hig(N) © Ext3y ), (Hir(V), Hir(V) (2.6.72)
est de dimension 3. D’apres le corollaire 2.4.8, on a

dimg Extjq), (Hir(A), Hop(N)) = dimg Ext; y(Fx, Fx @ vp,) = 1 (2.6.73)
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Soit donc N une fleche non nulle dans la catégorie DY(M(G)y)
Hip(N)[-1] — Hgp(N), (2.6.74)
alors d’apres le lemme 2.6.15,

Hom po(aq(a)y) (Pa@) [=2], RT4r(N)) = Kig & N(Homps aqa),) (Pa@) (2], Hig(A)[1])).
(2.6.75)

Comme

Extqa), (Da@) Hir(A) = Extiq), (Dag)/Fil' Day, Hig(V), (2.6.76)

la preuve du lemme 2.6.18 montre que 'image de N(Home(M(G)A)(D,\(Q)[—2],HallR(/\)[—l]))
dans Exté/\(F)\, (X)), est contenue dans I'image de k. Ainsi d’apres le lemme 2.6.17, I’élément
s0 0 i3 n’appartient pas & Im(x). Dans la décomposition (2.5.56), on a

80 012 = acy + ﬁcllog A €1log + YC1,log /N C2,val + 5cl,val A €2.log + €C2 val N\ C1 val (2677)
avec a # 0. De méme, on montre que s; 0y € Ext}\,l(G)A(E(/\)’, (F\ ®wvp,)") s’écrit
81 012 = r'C2log + tC2 val (2.6.78)

avec r # 0.
Notons enfin Dg(l) le noyau de la différentielle de Dy(;y dans Dy(3). On a

dim e Hom oy, (D) [~ 1), RTar(A)) = 3. (2.6.79)
En effet, comme le complexe RT'3r(\) est scindé, on a
Hom p () (Pay[=1], RLar(V)) = Hompo gy (DX 1) [ = 1) Hgr(A) © Hig(X)). (2.6.80)

La décomposition (2.6.37) montre que dimg HomK(Dg(l), Hlp(N\) =1let HomK(Dg(l), HI,(\) =
0. De plus on a d’apres (2.4.47) dimg Ex‘c}w(c)A (Dg(l), HY5()\)) < 2. En appliquant le foncteur
Hom pb(pq(cy,) (s BTar(A)) au triangle distingué

D 1)[=1] = [0 = Dy — D)) = Hir(M)[-2] —, (2.6.81)

et en utilisant le lemme 2.6.15 ainsi que le fait que Home(M(G)X)(HC%R()\)[—ﬂ, RT'4r())) est de
dimension 3, on obtient 'inégalité inverse

dim g Hom popq(c),) (D31 [=1], RTar(A)) > 3. (2.6.82)

D’apres (2.6.37), 'espace Dg\u) est une extension non scindée de (IndICiQ(FSISQ.A72 ® Sta))" par
vE!(A) et comme l'utilisation habituelle de la suite spectrale (2.4.40) nous donne

Extg (F, Ind, (Fy, 5,02 ®k St2)) = Extg (Fx, Indf, (Fy, 5,02 ®k St2)) = 0, (2.6.83)
on a
ExtiA(G)A (Dﬁa), Hip(\) = EXtMG)A (0B (N, HIp(N)). (2.6.84)

Soit 41 I'application naturelle D?\(l)[—l] — [0 — Dy — Dyl — RTgr()). Par (2.6.84), on
voit I’application sg 041 comme un élément de

Extha, (0 V), HOp(N) = Extly y (Fa, o (V). (2.6.85)
et on écrit sg 041 = ucy log + VC1 val-

Lemme 2.6.19. — Dans la décomposition s © i1 = UC1 log + VC1 val, 0N @ U 7# 0.
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Démonstration. — Soit N € EX‘G}M(G)A (Hip(AN), HI% (X)) un élément non nul. L’égalité dans
(2.6.82) montre que 'application

Hom po iy (Har (M) © Hig(A)[=1], RTar(N)) — Hompaqay,) (D3 [~ 1) RTar(V))
(2.6.86)
obtenue par composition avec s o i1 est un isomorphisme. Comme N et id HO(N) forment une
base de l'espace des morphismes, dans la catégorie D’ (M(G),), de Hp(A\)[—1] & HI5(\) vers
HC(I)R()\), les éléments sg o0 i1 et IN o s1 0 41 sont linéairement indépendants. Comme s7 o i1 est
juste l'application quotient Dy — HJp(N\), I'élément N o sy 0 iy engendre 'image de

EXt}\A(G’)A(HéR()‘)a Hgp(\) = EXt}Vl(G)A(D?\(l)’ Hgp(N). (2.6.87)

Comme H}p(\) ~ F\ ®k vp,, la remarque 2.5.14 montre que cette image est aussi engendrée
par ci yal. Ceci implique bien u # 0. O

2.6.6. Réalisation de X(\, £) dans la cohomologie. — Nous allons a présent munir le com-
plexe RT4r()\) d’endomorphismes ¢ et N dans la catégorie D*(M(G),). Comme nous 1’avons
expliqué dans I'introduction, cette construction est motivée par des considérations géométriques.
Fixons donc s un isomorphisme entre RI'yr()\) et le complexe scindé @ HY(A)[—i]. On utilise
les éléments

CLval S EXt}VI(G))\ (HéR()\), HC(Z)R()\))7 (2688)
Coval € Extlyyy, (Hip(A), Hip(N), (2.6.89)
Caval A\ €1 val € Ext} ), (Hig(N), Hag(A)) (2.6.90)

pour définir des bases de ces trois espaces de dimension 1. On définit 'endomorphisme N de
@ Hjp(A)[—+] comme étant (1,1,0) dans cette base. C’est un élément de

EXt}\/{(G)A(Hc%R(A)v Hgp(N) X EXt}Vl(G)/\(HgR()‘%HC}R()‘)) X Eth\/l(G)A(Hc%R(A)a Hgp(N)
CEndDb(M(G)A)(RFdR()\)) (2.6.91)
Comme conséquence de la proposition 2.5.16, on a N2 = (0,0, 1).
On définit I'endomorphisme ¢ de @; Hjz(\)[—i] comme étant
AL
@=p3 (Idyo +pldg_y +p2IdH2[,2]), (2.6.92)

ot |[A| = Ao + A1 + Ag. L’isomorphisme s permet alors de transporter ¢ et N sur RI'yz(\) en
posant g, = s toposet Ny=s51opos. Larelation Nyp, = pp,N; est alors immédiate.

Enfin nous munissons le complexe RI'3z(\) de la filtration de Schneider (voir [48] §1 formule
(14)). D’apres [48, (18)], on a

Fil*>~Y(RT4r(\)) ~ Fil*2(RT 4z (\)) = RT4r(N)

Fil*2t (RT4p(N)) 2 -+ ~ FilM T (RTgg(N) 2~ [0 — Dyy — Dy (2.6.93)
FilM*2(RLqp(N)) o -+ =~ Fil*F2(RT g (N)) = Dy (9)[—2] o
Fil*o+3(RIyp(\) = --- = 0.
Nous pouvons a présent définir le foncteur D; ) de la facon suivante.
Définition 2.6.20. — Si C est un objet de D*(M(G),), on pose
D)\(C) = Home(M(G)A)(C, RFdR(A)) (2694)
On le munit des endomorphismes ¢, . et N, définis par
sx(f) =psof, Nsu(f)=Nsof, (2.6.95)

113



ainsi que de la filtration

Fil'(D)(C)) = Im(Homp, um(c), ) (C, Fil'(RLCqr(N))) — DA(C)).

C’est donc un (¢, N)-module filtré que 'on note D; \(X).

Remarquons tout de suite que d’apres (2.6.93),
Fil’? (D, A (C)) = Ds(C)
Fil***(Dg,(0)) = -
FilM*2(D, A (C)) = - - - = Fil*™2(D;
Filo+3(D, 5(C)) = 0,

.6
D

)

A
A

)

= ... =FiMT(D,,\(C
(C

)
)

)
)

et que, sous les notations de l'introduction, Ag = ho — 2, Ay = h1 — 1, Ao = hy.
Nous pouvons a présent calculer quelques images par ce foncteur, ce qui nous menera a la

preuve du théoreme 2.1.2.

(2.6.96)

(2.6.97)

Proposition 2.6.21. — Le (¢, N)-module filtré Dg x(X(X)'[—2]) est de la forme suivante.

D, A(2(N)[-2]) =Ke;

G Kel® @ Key?! (2.6.98)
® Kegilog ® Ke%)ogflog ® Ke%)og —val ® Kez)/alflog ® Kegal—val’
IA|+3 Nes —eval,
(P(€2 =p 3 +1€2? ( vzl 1va1—val
) 43 N(ef™) = e : 9 6.99
@(61) =Dp 3 €, logy _  log —val ( o )
(e?) - \M3+3_le? N(er®) =eq )
semEE S N =0,

DS,)\(E()\),[_Q])

Fil' (D \(S(\)[-2])) = { @K ()8 + uel®® =18 4+ peloe ) g K (e

‘l’al + ue

val—log
0

lo dilo log — lo log —val al—Ilo 1—val
K(eg +re® + tey?! +aey" ™ + Beg® T — et TV — degt 8 +eed M)

1—val
—|—’U€8a Va)

1 dil log — 1 log —val 1-1 -
K(eg 4 re® + tef® + ael" ™ + Beg® ™% — yed® T — Jegt T8 + eegti vl

0
(2.6.100)
St 1 S )\2
St Ao +2<i< A\ +1,
pre=T=a (2.6.101)
stA+2<i<)A+2,
sti > Ao+ 3.
Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 2.5.12 et 2.5.6. On choisit pour es la

fleche duale de linclusion Fy ® Stz < %(\), €] = shi(ca2), avec ? € {log, val}, eg’? =cogNc1yp
avec f et ? dans {log, val} et e§ '
immédiate de la définition de ¢ sur RT['yg()\) et action de N est alors une conséquence du calcul
de la proposition 2.5.16. D’apres le corollaire 2.6.11, la dimension de Hom gy, (X(A)'; Daga))
est 1 et la forme du Fil**2 est conséquence de (2.6.77) et (2.6.78). Il reste & déterminer le

FilM*!. Les applications is et i se factorisent toutes deux & travers

FiIM T (RT4z(\)) ~ [0 = Dyqy — Dag),

= ¢p. La formule pour l'action de ¢ est une conséquence

(2.6.102)
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on obtient donc une application

(in,01,4) : Hompgc), (B(N)[=2], D)) @ Extlyy gy, (BN, D31y)
— Hom pi gy, (BN [-2], FilM TH(RT 4R (). (2.6.103)
En appliquant le foncteur Hom po gy, (2(N)'[—2], ) au triangle distingué
DS yy[—1] = FiM T REp(A) — Hip(N)[-2] —, (2.6.104)
on obtient une suite exacte

il,*

0 — Hom po( (), (BN [=2], D1y [—1]) == Hom oy, (S(N)'[=2], FilM T (RT4g(N)))

i>Home(M(G)A(E(A)’[—Q],HﬁR(A)[—2]) (2.6.105)

De plus la composition Dy g)[—2] — FilMTY(RT4r(\)) — H2p(\)[—2] coincide avec I'application
quotient Dy9) — H?2.()\) décalée par —2. Ainsi la composée qois . ci-dessous est bijective d’apres
le corollaire 2.6.11.
Hom po iy (S(A) [=2], Dy [=2]) =5 Hom po ), (S(A) [-2], FIM T (RTgr(N)))
2, Hom ey (SO [=2], HE(V[=2)) (2.6.106)
Comme d’apres (2.6.37) et (2.2.62), le socle de D)), n’apparait pas dans $())’, on a
Home(M(G)A) (E()\)I[—2], D)\(l) [—2]) =0. (26107)
En appliquant le foncteur Hom popq(cy, (2(A)'[=2], -) au triangle distingué,
D) [—2] = FiIM Y (RT4r(N) — Dyayl—1] —, (2.6.108)

on en déduit que iz . est injective, et donc que son image est en somme directe avec celle de 71 .
Autrement dit, application (2.6.103) est bijective. L’'image de ig . ’envoie dans Fil* 1D y (Z(\)'[—2])
et a déja été déterminée. Il suffit donc de déterminer I'image de Im(i; ) dans D x(X(X)'[—2]).

Pour cela, on utilise la suite exacte

0 — vE(N) = DY) — IndG, (Fyyen2 © Sta) — 0 (2.6.109)

provenant de (2.6.37). On peut alors montrer, en utilisant les techniques de la section 2.5.2,
que EXi:éyﬂInd%(FslsTA’? ® St2), X(A)) = 0. Ainsi le terme Ext}\A(Gh(E(A)’, D§(1)) s’identifie a
Ext}\A(G)A(E(A)’, vEr(A)') et on utilise le calcul de la proposition 2.5.16 et le lemme 2.6.19 pour
conclure. n

Le méme raisonnement, mais en plus simple prouve la proposition suivante.

Proposition 2.6.22. — Le (¢, N)-module filtré Ds x(v$! (N)'[—1]) est de la forme

D A(E (N [-1]) = Kei ® Keg® @ Keg! (2.6.110)
IAI+3 val
plea) =p 5 e, N(e1) = eg*,
. B3y o ) (2.6.111)
pleg) =p 3 ep, N(ep) =0,
DA (vp(A)'[-1]) sii < Mg,
Fil'(Dg x (vE (V) [~1])) = { K(e1 + ue® +veft)  sidg+1<i< A\ +1, (2.6.112)
0 sii> A+ 2.
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Les (¢, N)-modules filtrés DS’A(U%Z(A)/[—H) et D, \(Fy) sont respectivement 1(A2) & 1(A2) et
1(A2), ot 1(A2) est le (o, N)-module tel que o = id, N = 0 et Fil’(1(\2)) = 1()\2) si et seulement
st 1< Ay, et 0 sinon.

Démonstration. — On a

Hom po (), ) (VB (A)[1], RTar(N)) =
Homeg (v (\), v, ® F}) @ Bxth g, (V8 (A, F}) (2.6.113)

On choisit alors pour e; 'application duale de I'inclusion de F)®vp, dans v%;’()\), et eéog = CP; log,

e = cpy al-
Comme Homg (F\ ® vp,vE (A)) =0, on a
Hom s uq(cp (U5 (A [ 11, F) = Bty g, (B EY). (26.114)
O

Nous pouvons a présent choisir un isomorphisme s convenable. Si A est un automorphisme
de RT'4r(\), en composant a droite avec A, on obtient un morphisme de foncteurs A, de D \
vers Dgo4-1 5. Soit p; la projection de 2 o Hip(\)[—i] sur Hip(N)[—i]. D’aprés le corollaire
2.6.2, tout automorphisme de RI'yr(\) est de la forme

2
A=5"10(> appi+bigpioNopy+boipoo N ops+boapoNp2)os, (2.6.115)
i=0
avec a; # 0 pour 0 <4 < 2. On a alors
A, (62) = agey + b1726‘1/a1 + boyzegal—val

lo lo log —val
Ai(e®) = arer’™ + bo,1eg®
1 1 1—val
A(el) = aref™ + boregt ™
?

| (2.6.116)
A, (ed) = agep.

Ainsi, quitte & remplacer s par so A~ pour un A bien choisi, on peut supposer t = v =€ =0 et
r = u = —1 dans les propositions 2.6.21 et 2.6.22. Nous fixons donc désormais s de cette forme,
et nous posons
Q=a '(BXY +~X +6Y). (2.6.117)
D’apres la proposition 2.5.12, 'espace Ext}\/((Gh(E()\)’, vE!(A)') est de dimension 2 et a pour
base (sh1(c2log), sh1(cava1)). Soit § € {log, val}. La fleche shi(co ) de $(A)'[—2] vers vE!(N)'[-1]
induit une application

shi(c)" + Do (V[=1]) = Dor(SOV'[-2)). (2.6.118)
La proposition 2.5.16 montre alors que shy(cay)*(e1) = e% et shy(cap)*(ef) = e’
De méme, D; x(vE) (A)[—1]) est engendré par des éléments egog et eyl et
sha(cry) € Extly gy, (SN, 0B (A)) (2.6.119)
donne une application
Shalers)" + Doa(WE V' [1]) = Dyr(S()[2) (2.6.120)
telle que sha(cyy)*(ef) = —eg_

Nous pouvons a présent démontrer le théoreme principal.
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Théoréme 2.6.23. — Avec le choix de Q fait en (2.6.117) et l’isomorphisme s que nous avons
fizé, pour tout L € K3, les (p, N)-modules filtrés suivants sont isomorphes

DA (E(\ L)g[—1]) =~ D(h, £). (2.6.121)

Démonstration. — Posons ¢1 2 = 1 1og + LC1val €6 C2 7 = C210g + L'c2val. Le D(G)-module
Y(A\ L, L) s’insere, par définition, dans un triangle distingué

(shi(eg 21),sha(er,c))

(VBB O))=2) = SO £, £)[-2) = SO [-2 (VF N () =1

(2.6.122)

On en déduit une suite exacte de K-espaces vectoriels

(shi(eg e)haler,e))®

D A(vp (V) [=1]) @ Dy (v (A)'[-1]) A (B [-2))
— Do A(EN L)) — Dap(v (V) [=2)) @ Doa(w (V) [-2]) & D, \(S(\)[-3]). (2.6.123)

Montrons que la fleche ¢ est injective. D’apres le corollaire 2.4.12, on a déja

Dy z(v8 (V)'[=2], RLar(N)) = Exti gy, (0B (), F3) (2.6.124)
Ainsi, 'application ¢’ est I'application ¢’ de la suite exacte longue (2.5.90), elle est donc injective.
On en déduit une suite exacte

(shi(eg 1)sshaler,0))*

Dy x(vp () [-1]) & D (v (A)[-1]) A (EN[-2)
— D2\ L)) — 0 (2.6.125)

On voit alors que le module filtré Dy y(Z(\, £, £')'[—2]) est le conoyau de la fléche (shq(co r/), sha(c1.2))*
dans la catégorie (non abélienne) des modules filtrés. Les calculs précédents montrent alors que
le (¢, N)-module filtré D, y(X(\, £, L") [—2]) est de la forme

Doa(S(N L, L) [-2)) = Kea @ Key @ Kel' @ Key, (2.6.126)
1AI£3
SD(62) =p 3 +1€2> N(EQ) =eq,
[A[+3
pler) =p 3 e, N(e1) = eo, (2.6.127)
IAI£3
pleh) =p 3 e, N(eg) =0,

DS,)\(E()\)/[_2])
Fil**2(Dg \(Z(\, £, L) [-2])) © K (e1 + Leo)

Fil'(Ds A (SN, £,£7)[-2])) = ‘
( ,)\( ( )[ ])) K(62—|—£/61—i—aegllog—i-(5££/+7£+5£/+6)60)

0
(2.6.128)
si1 < )\2,
i dg £2<i<A\+1
sAztasrsatd (2.6.129)

siAd1+2<1< Ao+ 2,
sii> A+ 3.

Alors le triangle distingué (2.5.98) donne une suite exacte

DA(F) & DA(SN £,£)[-2]) = Doa(S(A, £)[-1]) — Extlyqy, (F5, FX) = 0. (2.6.130)
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De plus, par définition de 3(\, £), 'application ¢ envoie exactement I'identité sur egilog —(L" -
Q(L, L"))eq dans Dy x(X(A, £, L)[—2]). On obtient au final un isomorphisme de (¢, N)-modules
filtrés

Ds (A, £) =~ D(h, L), (2.6.131)

ce qui prouve le théoreme 2.1.2. ]

Remarque 2.6.24. — Dans le cas ou A est le poids (0,0, 0), on remarque que le (¢, N)-module
filtré D, \((St§")'[—2]) est admissible. Autrement dit, il existe une représentation galoisienne
V' de dimension 8 telle que D%,(V) =~ Dy x((St§")'[—2]). Cette représentation galoisienne est
telle que toutes les représentations V(h, L), pour h = (0,1,2) et £ variant dans K3, ap-
paraissent comme sous-objets de cette représentation. Dans le cas de poids de Hodge-Tate
quelconques, toutes les représentations galoisiennes V' (h, £) ne peuvent étre sous-objets d’une
méme représentation galoisienne de dimension finie, mais leurs (¢, N)-modules filtrés associés
sont tous quotients d’'un méme (p, N)-module filtré (non nécessairement admissible), il s’agit
de Dy A(E(\[-2]).

2.7. Appendices

2.7.1. Appendice 1 : dilogarithme pour PGL3(Q,). — Soit G = PGLy(Q,). Dans cet
appendice, nous notons B le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de G et T" le sous-
groupe des matrices diagonales. On note w la matrice ({ (1)) Rappelons que le groupe G opére de
fagon continue sur la droite projective P!(Qy) par (¢ 54)-2z = %j_rg.
H3(G, K) revient & trouver une fonction continue ¢ de G* dans K, G-invariante par translation

a gauche et vérifiant une certaine équation fonctionnelle. Cette équation fonctionnelle est liée
(z3—21)(z2—10) le
(z3—0)(z2—71)

Trouver un cocycle explicite de

a Iéquation fonctionnelle du dilogarithme p-adique. Notons [z, 1, x2,x3] =

birapport de 4 points de P1(Q,). Si (g0, 91,92, 93) € G*, on aimerait définir

0(90791792793) = dllOg([QO $00,4g1 - 00,02 - 0, g3 - OO]) (271)

Il s’agit bien d’une 3-cochaine, mais elle n’est bien définie que sur un ouvert dense de G*.
Cependant nous pouvons voir cet élément comme une 3-cochaine mesurable G-invariante de
G, c’est pourquoi nous avons besoin de comparer H?(G,St3") avec un groupe de cohomologie
mesurable.

Le groupe G est localement compact. Si A est un K-espace de Fréchet muni d’une action
continue de G, Calvin Moore ([69]) définit des groupes de cohomologie mesurable H},. (G, A)
vérifiant les propriétés classiques (voir [69], §4). Il montre que cette cohomologie vérifie un
lemme de Shapiro et il a été prouvé par Wigner ([69, §7, (2)]) que si A est une représentation
continue de dimension finie de G, alors H,..(G, A) coincide avec la cohomologie continue de A.
De plus, si A est une représentation algébrique de dimension finie, ce groupe de cohomologie
coincide encore avec le groupe de cohomologie localement analytique par les théorémes 1 et 3
de [23]. Soit I§(K) I'espace des fonctions mesurables de G dans K, invariantes & droite par B,
on pose Sty = I§(K)/K. On a alors une inclusion Ind%(K) < I§(K) qui induit une inclusion
Stg™ < Sto.

Proposition 2.7.1. — L’inclusion St3" — Sty induit un isomorphisme

H*(G,Sty) = HZ,.(G,Sty). (2.7.2)
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Démonstration. — La cohomologie H2(G,St$™) est calculée par un complexe de cochaines lo-
calement analytiques. Une cochaine localement analytique est en particulier mesurable. On a
donc bien une application entre ces deux espaces de cohomologie. On a alors deux suites exactes
de la forme

0 — H?*(G,Ind%(K)) — H*(G, St) H3(G,K)——0 (2.7.3)

j | ]

(G, I§(K)) — H2,.(G,Sty) — H? . (G, K) —= 0.

mes mes

0——> H?

mes

Les deux termes extréemes sont isomorphes grace aux lemmes de Shapiro et comparaison avec
la cohomologie continue en dimension finie. On a donc un isomorphisme au milieu. 0

Ainsi, nous travaillons désormais uniquement avec la cohomologie mesurable et notons H? a
la place de HY,...

Nous allons maintenant utiliser une technique due a Bloch dans le cas archimédien ([8]) pour
prouver que H?(G, Sts) s’identifie & un espace de fonctions mesurables sur P! (Q,)?* vérifiant une
certaine équation fonctionnelle.

Tout d’abord, nous allons prouver un analogue p-adique d’un théoréme de Bloch.

On note lig la fonction dilogarithme Q,\{0,1} — Q, construite par Robert Coleman dans
[25]. Cette fonction dépend du choix d’une détermination du logarithme p-adique, c’est-a-dire

la valeur de log(p). Robert Coleman définit alors le dilogarithme modifié

1
D(z) = lis(2) + 3 log(z)log(1 — 2), (2.7.4)
prouve 1’équation fonctionnelle pour tout (z,y) € (C,{0,1})?,
1—2 11—y
D(zy) = D(z) = Dly) + Dy — ) = Dleg—1) =0, (2.7.5)

et montre que D se prolonge par continuité en une fonction P}(Q,) — Q, si I'on pose D(0) =
D(1) = D(x) = 0.

Comme dans le cas archimédien, I’équation fonctionnelle du dilogarithme a une interprétation
en termes de cocyles pour le groupe G. L’application

(90,91, 92,93) — D([go - 00, g1 - 00, g200, g3 - ©0))

est un 3-cocycle mesurable et borné sur le groupe G a valeurs dans Q,. Si on remplace Q, par C,
et D par le dilogarithme de Bloch-Wigner, un théoreme de Bloch affirme que toutes les fonctions
mesurables vérifiant 1’équation fonctionnelle (2.7.5) sont les multiples du dilogarithme de Bloch-
Wigner. Dans le cas p-adique, la situation n’est plus exactement la méme car en choisissant une
autre branche du logarithme p-adique, on obtient une fonction dilogarithme vérifiant la méme
équation. Cette nouvelle fonction est en fait égale a

Dr(2) = D(2) + %ﬁ[val(z) log(1 — z) — val(1 — 2) log(2)],

le dernier terme ne dépendant évidemment pas de la branche choisie dans le logarithme. Notons
d(z) = %[val(z)log(1 — z) — val(1 — z) log(z)]. La fonction d est aussi une fonction mesurable et
bornée vérifiant (2.7.5). L’analogue p-adique du théoréeme de Bloch est que ce sont les seules.

Théoréme 2.7.2. — Si f: PL(Q,) — K est mesurable et vérifie (2.7.5), alors il existe \ et p
dans Q, tels que f = \D + ud.
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La preuve de Bloch dans le cas archimédien s’adapte sans probleme au cadre p-adique. Comme
nous n’avons pas trouvé de trace de cette adaptation dans la littérature, nous la reproduisons
ici.

Soit i > 0 et C? Iespace des applications mesurables de P! (Qp)iJrl dans K muni de ’action
naturelle de G. On définit d; : C* — C*t! par

i .
dl(f)(l’o, ey 1}1) = Z(—l)]f(l‘o, ce ,fj, ey l‘i),
j=0
elle est G-équivariante. Calvin Moore définit sur ces espaces une topologie métrisable qui en
font des espaces complets, munis d’une action continue de G. Le complexe C" est une résolution
de la représentation triviale de G, et I’hypercohomologie du foncteur des G-invariants appliqué
a C" donne la cohomologie mesurable. On a donc une suite spectrale

EY = HY(G,CP) = HPM(G, K). (2.7.6)
Lemme 2.7.3. — On a des isomorphismes
oy HY(G,C%) ~ HY(B,K) et 3, : HY(G,C") ~ H{(T, K). (2.7.7)

De plus H1(G,C?) est nul sauf lorsque q = 0 auquel cas il est de dimension 1.

Démonstration. — L’espace P}(Q,) est isomorphe & G/B comme espace homogene, on a donc
un isomorphisme C? = Ig(K ). D’apres le lemme de Shapiro de Moore [69, théoréme 6], on a
un isomorphisme H9(G,CY) ~ HY(B, K). Pour C!, on peut remarquer que le complémentaire
de la diagonale de P! (Qp)2 est dense et isomorphe & l'espace homogene G/T, et on conclut de
la méme facon. Enfin, pour C? on considére 'ouvert dense des triplets de points deux-a-deux
distincts, isomorphe a G. O

Lemme 2.7.4. — L’application dtl)’q : H1(G, 0% — H(G,CY) est nulle si q est pair et égale
d deuz fois la restriction si q est impair.

Démonstration. — Rappelons que ev, désigne I’évaluation en un point z. Notons res? I’appli-
cation de H?(B, K) dans HY(T, K) provenant de l'inclusion 7" < B. Soit z¢ le point de P}(Q,)
fixé par B. Si ¢ € H1(G,C), 'image de ¢ dans HY(B, K) est evy,(c|gat1). De méme I'image de
c€ HYG,C) dans HY(T, K) est V(o wao) (Clrat1). Notons p1 et pa la premiere et la deuxieme
projection de P1(Q,)? sur P*(Q,), di(c) = cop; — cops. Ainsi la fleche HY(B, K) — HY(T, K)
induite par dy est ¢ — res2(c) — w(resB(c)). Or HY(T,K) = AYHY (T, K) par le corollaire
2.3.11, et I'action de w sur H*(T, K) est la multiplication par —1. Le résultat s’en déduit. [

Démonstration du théoréme 2.7.2. — Notons Z° C C* le noyau de d;. Remarquons tout d’abord
que si f est une fonction comme dans 1’énoncé du théoreme, alors la fonction

(90791792793) = f([go $ 00,401 - 00,02 - 00,43 - OO]) (278)

est dans H°(G, Z?). Nous allons en fait prouver que dim H°(G, Z3) = 2, ce qui implique le
théoréme. Utilisons la suite spectrale (2.7.6) ainsi que le fait que H4(G,K) = 0 pour q €
{1,2} et dimg H*(G, K) = 1 (d’apreés le corollaire 2.3.14). Des lemmes précédents, on déduit
que Ey' = Ey' = E2' = 0. Comme HY(G,K) = 0, et dim E?? = 1, la flache d;° est
nécessairement un isomorphisme de Ell O sur Ef et donc E%’O = ES’O = 0. Comme dim E?’Q =1,
d"? =0 et H2(G,K) = 0, la floche dg’2 de H?(G,CY%) dans H°(G,C?) est une injection. Ainsi
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dim H°(G, Z3) — 1 < dim H3(G, K) = 1. Comme de plus les fonctions D et d sont déja dans
HY(G, Z3) on a dim H(G, Z%) > 2. On peut donc bien en conclure

H(G,Z%) = KD & Kd. (2.7.9)
O

Proposition 2.7.5. — Le noyau de Uapplication H°(G, Z3) — H3(G, K) est engendré par d.
Lo . I 0,2
De facon équivalente, d appartient a l'image de d3*.

Démonstration. — Pour x1, x2, v3 dans Q, deux a deux distincts, posons

b(x1, w2, x3) = —logy(zs — x1)val(xs — z2) + logg (s — z1)val(za — x1)
+ logy(z3 — wo)val(zs — x1) — logy(zg — xo)val(xe — 1)

—logy (e — z1)val(xs — z1) + logg(za — x1)val(zs — x2) (2.7.10)

Alors, si xg, o1, T2, 3 sont quatre points de Q, = P}(Q,)\{oc} deux a deux distincts, on
vérifie que

d([xo, z1, T2, 23]) = b(x1, 22, x3) — b(20, 22, 3) + b(20, 21, 23) — b(X0, 1, T2). (2.7.11)

On définit B € C?(G, K) en posant B(go, g1, 92) = b(go - 00, g1 - 00, g2 - 00) presque partout, on
voit alors que I'image de d dans H?(G, K) est ds(B), donc nulle. O

Les inclusions
Ci3—=Ciy— - = C (2.7.12)
induisent des morphismes de suites spectrales d’hypercohomologie. Comme de plus H4(G, sz> =
HY(G, Z;) o Z; = kerd;, la flecche H°(G,C3) — H3(G, K) se factorise de la fagon suivante
HYG, 7% % HYG, Zo) & H2(G, 2,) & H3 (G, K). (2.7.13)
L’application  est & chaque fois le bord provenant de la suite exacte

0— Z — C" — Ziz1 — 0. (2.7.14)

Comme H'(G,C?) = 0 la premiére fleche § est un isomorphisme. De plus, comme H' (G, CY) ~
HY(G,CY) et que HY(G,C°) ~ HY(G,C"), on voit que la fleche HY(G,Z') — HY(G,C") est
un isomorphisme et donc que 6 : HY(G, Z?) — H%(G,Z") est injective. Comme ces espaces ont
méme dimension, c’est une bijection.

Comme Z; = Sto, on obtient finalement un isomorphisme naturel

HY(G, Z3) ~ H?*(G, Sty) (2.7.15)

qui permet de définir, pour tout £ € K, une classe de cohomologie dont 'image est non triviale
dans H3(G,K) en choisissant D 4 £d. De plus, la différence de deux telles classes appartient
toujours & H2(G, I§(K)) puisque I§(K) ~ C°.

Finalement, en utilisant la proposition 2.7.1, on obtient un isomorphisme

0: B=HG,Z% ~ H*(G,Sts) ~ H*(G, Sti™). 2.7.16
2

De plus le noyau de H?(G,St4") — H3(G, K) est engendré par 0(d).
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2.7.2. Appendice 2 : cohomologie d’algébres de Lie. — Soit A = (A\g, A1, A2) un poids
dominant de slg, relativement & —A. Autrement dit, on a A\g < A1 < Xo. Rappelons que si
w € W, on pose w A =w(A—9)+ 6 avec 6 = (1,0, —1). Si u est un poids de sl3, on note L(u)
le sl3-module simple de plus haut poids p, pour I'ordre déterminé par —A. On note également
L;(u) le [;-module simple de plus haut poids p. Si p est dominant relativement a —q, alors
Li(p) est de dimension finie, et on pose m;(1) = U(g) Qp(p,) (Li(1r)). On note W* € W un
systéme de représentants de longueur minimale de W;\W. D’apres [54, §94], w* A est dominant
relativement & —q; si et seulement si w € W¥. Ici, Wl = {1, 59,5951} et W2 = {1,51,5152}. Le
but de cette section est de déterminer les li-modules H?(n;, mj(wx\)) pour s € W'. Le résultat
est contenu dans les deux propositions 2.4.22 et 2.4.30. Il est certainement bien connu, mais je
n’ai pas trouvé de référence.
Tout d’abord, prouvons un lemme qui nous sera utile plus tard.

Lemme 2.7.6. — Soit M un U(g)-module simple de plus haut poids. Alors H°(n;, M) est un
l;-module simple.

Démonstration. — Soit Hy un sous-l-module non nul de H = H%(n;, M) et Hs le quotient de
H par H;i. On a alors, par exactitude du foncteur m;, une suite exacte

0— ml(Hl) - ml(H) — mZ(HQ) — 0. (2.7.17)

On obtient alors une fleche non nulle ¢ : m;(H) — M envoyant 1® H sur H. Ainsi, sa restriction
a m;(Hy) est non nulle. Par simplicité de M, ¢ et go\mi( ) sont surjectives. En notant K et K
leurs noyaux respectifs, on am;(H)/K; ~ (m;(H;)/K1)®m;(H2). Mais comme 1@ HNK = {0},
et 1® HNmy(H;)=1® Hp, on obtient une décomposition U (l;)-équivariante H ~ H; @ Hs.
D’apres le théoreme 1.2(c) de [54], chaque vecteur de M est U(n)-fini, donc chaque vecteur
de Hy et Hs est U(l; N n)-fini. On en conclut que si Hy est non nul, HO(l; N n, H;) # 0 pour
j € {1,2}, et donc dimg H’(n, M) > 2. Comme M est simple de plus haut poids, le théoréme
6.15(b) de [54] implique dimy H%(n, M) = 1. O

Passons maintenant au cas ou ¢ = 1. Soit p un [-module de dimension finie. Les espaces de
cohomologie H(ny, my(p)) sont les espaces de cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg

o0 Lot & o2 (2.7.18)

ott C* = Hompg (A'ny,U(g) ®u(p,) p)- Notons (u3g,u3,) la base duale de la base (u20,u21)
définie dans les notations. Les fleches d° et d' sont alors

0 * *
d’(m) = uzom @ us o+ uz1m @ u3

1 * ¥ . (2.7.19)
d (m1 & U +mao & U271) = (u2,0m2 - u?,lml) ® (u270 N uz,l) :
L’algebre [ agit sur C? par
z(m®@u) = (zm) ®w+m® (ad(z)w). (2.7.20)

Les fleches d' sont alors [1-équivariantes pour cette action.

D’apres le théoréme 9.4(a) de [54], les [-modules C* sont des sommes directes de [;-modules
de dimension finie, ainsi leur restriction au tore t est semi-simple, et leur classe d’isomorphisme
en tant que lj-module est déterminée par leur caractére ch(C?). Il en est donc de méme des
[1-modules H'(ny,m1(p)).
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Proposition 2.7.7. — Pour toute représentation de dimension finie p de [y, on a

22: Y eh(H? (ny,my(p))) = ch(p). (2.7.21)
Démonstration. — En tant que complexe de t-représentations, on a
C(0) = p & [UT) — UG @ nf — UGt & A ] 2722
Or la résolution de Chevalley-Eilenberg
V(n) = [/2\ nf @U(ny) —nf @Un) — U(nf)] (2.7.23)

est une résolution du nj-module trivial. Comme elle est t-équivariante, on a 1’égalité

2

ch(1) => (=1)'ch(U(n]) @ A'n{) (2.7.24)
=0
d’ou le résultat en utilisant
2 2
> (=1)eh(C') =Y (—1)"ch(H' (n1, m1(p))). (2.7.25)
=0 =0
O

L’intérét de ce résultat est qu’il suffit, pour connaitre H'(ni,mi(p)) de connaitre H° et H?,
donc de calculer un noyau et un quotient.
Supposons que p = Li(u) avec p = (po, pi1, p2) dominant relativement & —aq. On a alors

H1—HO
= P Ku, (2.7.26)
k=0

v, désignant un vecteur de poids i + koy. On a alors ug 1v, = V41 et w1 ovr = vg—1. Posons
alors, pour (n,m) € N2 et 0 < k < p1 — po, Vnmk = UG oUTs @ Up—kay - Les vecteurs (Vnm.k)
forment une base de my(u).

Un calcul explicite donne alors

U2,0 - Vnymk = —MUpm—1k-1 — (M +n — 1+ po — pi2 + k) vp_1,mk (2.7.27)

U2,1 - Unm,k = —NMUnp—1,m,k+1 — m(n +m—1+4p —p2 — k)vn,m—l,k (2728)

Si on pose deg(vp,m k) = 1+ m, les fleches d’ sont de degré —1, il suffit donc de calculer leur
noyau et conoyau sur les sous-espaces de degré fixé. Notons m;(p), le sous-espace de degré r.

Lemme 2.7.8. — Si = 5351 * A, la fleche d* est surjective.

Démonstration. — L’égalité pn = sas1 * A implique po < pg. Si on pose deg(vpm i) = n + m,
les formules (2.7.27) montrent que les fleches d* sont de degré —1. Notons my (L1 (1)), le sous-
espace de degré r. Considérons ug g : my(p), — my(p),—1. Elle respecte la filtration Fil;my (@), =
Zkg Kvp m k- De plus, au niveau des gradués, on a ug gy m ke = —n(r— 14 po— pio +K)vp—1,m k-
Donc uy est surjective. D’apres (2.7.19), ceci prouve que d” est surjective. O
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Proposition 2.7.9. — Soit A un poids dominant relativement a la base de racines simples
—A. On a des isomorphismes 1 -équivariants

HO(ny,my(N)) = Li(A\) @ L (s2 % \) HO(ny,my(sg+ \)) = Li(s2 % \) @ Ly (s281 * \)
H(ny,my(\) = Li(sa * \) @ Li(sos1 % X)) HY(ng,my(sg* \)) = Li(s251 % \)
H?(ny,my(N\)) = Li(s281 % \) H?(ng,my(s2%\)) =0
Ho(nl,m1(3231 xA\)) = L1(3231 * )
H'(ny,my(s2s1 % \)) =
H?(ny,my(ss1 x \)) =
(2.7.29)
Démonstration. — Tout d’abord, on a des suites exactes
0— L(saxA) = my(A) — L(A) — 0 (2.7.30)

0 — my(s2s1 % A) = my(sy *A) — L(s2 % \) — 0,

et L(sas1%\) = my(s281%A) est simple. On connait la cohomologie de L(\), il s’agit du théoréme
2.4.10. Pour tout poids p dominant relativement a —ay, on a une injection pi-équivariante
Li(p) — my(p). Le module de plus haut poids L(u) étant un quotient de my(u), la composée

Li(p) — mi(p) = L(p) (2.7.31)

reste injective. Ainsi, d’apres le lemme 2.7.6, on a H%(ny,my(u)) = Li(u). On en déduit des
suites exactes
0 — HO(ny, L{s + A) — HO(ng, my(A)) — H(ny, L(\)) — 0
0 — H%(ny, L(sgs1 * \)) — H%(ny, my(se % \)) — H (ny, L(s2 x \)) — 0.

D’apres le lemme 2.7.8, on a

(2.7.32)

H?(ny,my(sgs1 % A)) = 0. (2.7.33)
On déduit alors de la proposition 2.7.7 que H'(ni, m;(s2s1 * A)) est nul. On obtient donc des
isomorphismes H9(ny, my(s2%\)) ~ H9(ny, L(s2x)\)) pour ¢ € {1,2}. Montrons que H?(ny, L(s2*
\)) = 0. Etant de dimension finie, ¢’est une somme directe de U(l;)-modules simples. 11 est donc
uniquement déterminé par les t-modules H'(n/ny, H%(n1,my(s2 % \))). Par la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour la cohomologie d’algébres de Lie, il s’agit aussi de H3(n, L(s2 * \)). Or
les théorémes 6.15(b) et 6.11 de [54] impliquent que

H*(n,L(s3 % \)), =0 (2.7.34)

pour tout poids u. Ainsi H2(ny, L(s2 x A)) = 0. On en déduit H?(nj,my(s2 x A)) = 0 et
H2(ny,mi(\) = H?(ny, L(N\)), qui se déduit du théoréme 2.4.10. Tout le reste se déduit des
suites exactes longues associées a (2.7.30), du théoréme 2.4.10 et de la proposition 2.7.7. O

Considérons a présent les [p-modules H%(ng, my(w x A)). Il s’agit cette fois-ci des espaces de
cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg

o0 Lot L2, (2.7.35)
ott C* = Hompg (A'ny,U(g) ®u(p) p)- Notons (uj g,u3,) la base duale de la base (u1,0,u20)
définie dans les notations. Les fleches d° et d! sont alors

do(m) =uiom & UT,O + U2,0m & u;o

1 ) (2.7.36)
d (m1 (024 ul 0 + Mmoo X u2 0) (u1 oMo — U2 oml) & (uLo A 'LLQ’()) .
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A présent, pour p une représentation de [; de dimension finie, les [;-modules m; (p) ne sont plus
nécessairement semi-simples. Néanmoins, ce sont toujours des sommes directes de caracteres de
t, avec multiplicitées finies. Les caracteéres des C* et des H'(ng, mi(p)) ont toujours un sens.

Proposition 2.7.10. — Soit p une représentation de dimension finie de 1 de plus haut poids
M. Alors
2
> (—1)ch(H7 (ng,m1(p))) = (A — s1.% A)ch(U(nf Nly)). (2.7.37)
7=0
Démonstration. — Comme précédemment, il faut déterminer la somme alternée des caracteres

du complexe
Moy oUm ) ®p—nf @UN)®p— Ul p. (2.7.38)

En utilisant la décomposition t-équivariante U( D) = U(Kup2) ® U(nf Nly), on remarque que
le caractére recherché est ch(p)ch(U(Kug 1)) tch(U(Kuyz2)), c’est & dire

ch(p@Um Nk)) —ch(p@ U Nly) @up1) = (A — s1% A)ch(Unf Nl)). (2.7.39)

g

Supposons que p = Li(u) avec p = (po, pi1, u2) dominant relativement & —aq. Reprenons
(Un,m,k) la base de myi () considérée précédemment.
Un calcul explicite donne alors

U1,0 * Unm,k = Un,m,k—1 + NUn—1,m+1,k (2740)

U2.0 * Unymk = —MUpm—1k—1 —n(n+m —1+ po— po + k)vp_1,m k- (2.7.41)
Remarquons déja que 'on a une injection [o-équivariante
U(la) ®u(ey 0 C H(ng, my (1)) (2.7.42)

pour tout u, poids dominant relativement a —a;. L’intersection de I'image de ce morphisme avec
my (1) est engendrée par le vecteur vg 0. De plus, on a vu dans la preuve du lemme 2.7.8 que si
= 8251k, onar—1+py—puz+k # 0 pour tout 0 < k < p1g —pg et r > 0. Ainsi ug g induit une
surjection my(sgs1 % \), — my(s251 % A),—1 et le noyau de la restriction de ug g & my(s2sq1*\) est
de dimension 1. Ainsi H?(ng,mi(s2s1 * X)) = 0 et H(ng, my(s251 % X)) = U(l2) Qp(p) (5251 * A)
d’apres le lemme 2.7.6. Dans le cas général, r — 1+ pop —po +k =0si k = po — po — (r — 1).
Ainsi, pour r assez grand, uso est une application surjective de my(pu), sur my(u),—1. Donc
H?(ng,my (1)) est toujours de dimension finie.
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Proposition 2.7.11. — Soit X\ un poids dominant (pour —A). On a des isomorphismes la-
équivariants

HO(ng,myi(N)) =U(I2) @pr(p) A HO(ng,my(s2 % X)) =U(I2) @p(p) (52 % A)
© U(l2) @y (p) (5251 * A)
H' (ng,mi (X)) =U(I2) @p(p) (51%A) H' (ng, my(s2 % A)) =U(lz) ®@p(p) (5152 % A)
® Lo(s152 % \) © U(l2) ®u(p) (5251 % )

H%(ny, my(N\) =La(s152 % \) H?(ng,my(s2 % X)) =0
U([Q) ®U(b) (5251 * )\)
U([Q) ®U(b) (818251 * )\)

0

)
HO%(ny, my(sp51 % \)
Hl(ng,ml (8281 * )\)

)

Hz(ng,ml (8281 * A

)
)
)
)
(2.7.43)

Démonstration. — Nous avons déja vu que H%(ng, my(s2s1 % X)) = U(l2) @pr(p) (5251 * A) et que
H?(ng, my(s251%))) = 0. On déduit alors H!(nz, m(s251%))) de la proposition 2.7.10. Les suites
exactes (2.7.30) montrent alors que 'on a une injection U (lz) ®(p) s2 % A — H(ng, L(sg % X)).
D’aprés le lemme 2.7.6, cette injection est un isomorphisme. Comme H(ng, L()\)) = La()\)
d’apres le théoréme 2.4.10, Vinjection de U(l2) ®(p) A dans H%(nz, m1 (X)) est un isomorphisme.
De plus 'injection de my (s2s1%)) dans my (s2*A) induit une injection de U(l2)®g(p) (s251%A) dans
HO(HQ, mp (52 * )\)) Comme U([Q) ®U(b) (8281 * )\) et U([Q) ®U(b) (82 * )\) sont deux U([g)—modules
simples non isomorphes, on a, a semi-simplification pres,

Ho(ﬂg, ml(SQ * A)) = U([g) ®U(b) (82 * A) D U([Q) ®U(b) (8281 * )\) (2.7.44)

Comme H2(ny, L(s251 * A)) = 0, on a un isomorphisme H?(ng, my(s2 % \)) =~ H?(ng, L(s2 * \)).
L’espace H?(nz, my(s2* \)) étant de dimension finie, c’est une somme directe de U(l)-modules
simples. Il est donc uniquement déterminé par les t-modules H'(n/ny, H2(ng, m1(s2 * A))). Par
la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie d’algebres de Lie, il s’agit aussi
de H3(n, L(s2 * A)). Or on a déja vu, (2.7.34), que H3(n, L(s2 * \)) = 0. Ainsi H?(ng, L(s9 *
A)) = 0. La proposition 2.7.10 nous permet alors de déterminer H!(ny, my(s2 * \)), et donc
H2(ng, L(s2 * \)). Les suites exactes (2.7.30) et le théoréme 2.4.10 nous permettent alors de
déterminer H?(ng, my(A)) pour ¢q € {1,2}. O

Reprenons les notations du corps de I'article, ¢’est-a-dire A un poids dominant pour A. Dans ce
cas —A est dominant pour —A, et pour w € W, ona —(w-\) = wx(—A\), donc F}, , ~ L(w*(—X\))
et F’ w2 Li(w * (=\)). On peut donc reformuler les résultats de cet appendice sous la forme
suivante, qui est celle sous laquelle ils sont utilisés dans le corps de larticle.

Proposition 2.7.12. — Soit A un poids dominant relativement a la base de racines simples
A. On a des isomorphismes |1 -équivariants
HO(ny,my(Fy ) = Fay @ Fl, HO(ny,my(Fy,.0)) = Foynn © Fipgan
Hl nl?ml F)\l)) SQ)\].GBFQSlA]. Hl(n17m1(F.;2~)\,1)> :Fslgsy)\,l
H2(n17m1( )) 5281)\1 H2(n17m1(Fs{2-)\,1)) =0
0 (2.7.45)
H (nl?ml( 8281)\1)) = 5281/\1
Hl(n17m1( 8281 )\ 1)) =
H2(n1,m1( $981° A, 1)) =
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Proposition 2.7.13. — Soit A un poids dominant. On a des isomorphismes la-équivariants

HO(ng,my(F} 1)) = U(l2) ®ue) (—A)

H'(ng, my (Fy)) = ([2) Rue) (=51 A) @ Fy 5,00
H?(ng,my(F3 1)) = Fl opn0

HO(ng,my(Fy,.5 1)) = U(l2) @) (—s2- A) @ U(l2) @p(p) (—s251 - A)

H'(ng, my(F! wa1)) = U(l) @y (—s182 - A) © U(l2) @p(p) (—s251 - A) (2.7.46)

H?(ng, my(Fy,.5 1)) =0
H®(ng,my(Fy,501)) = Ull2) @ue) (—s251 - A)
H' (ng,m1(Fy,5001)) = Ull2) @ue) (—s15251 - A)
H?(ng,m1 (Fly5,01)) = 0

2.7.3. Appendice 3. — Le but de cet appendice est de prouver un résultat technique utilisé
dans la preuve du lemme 2.6.15. Soit A un poids dominant de GL3 g, et A(1) = s1 - (—woA).
Le poids A\(1) est alors dominant relativement & ce. On peut donc parler de p la représentation
algébrique irréductible de P, de plus haut poids A(1). Notons F, le faisceau G-équivariant sur
]P’ép ~ G/ P, défini dans la section 2.6.2. On note U P'ouvert affine NywoP,/P; de I%p. L’espace
des sections algébriques de F, au dessus de U est un K-espace vectoriel M muni d’actions
compatibles de U(g) et Pj. Il est isomorphe & K[U] @ p"° en tant que Po-module. Notre but
est de montrer qu’il n’existe pas d’extension de U(g)-modules de M par le U(g)-module de
dimension finie F_ .
On fixe un isomorphisme

A?@p = U
100 (2.7.47)
(@y) = (0 19

Les actions de Ny et de L1 sur M sont alors, dans ces coordonnées

(018)-£(@,9) = fltay+0), (Y aetan )F @) = p(( 4 aatian ) (@ y)M " det(M)?))
(2.7.48)
Soit OP* la catégorie des U(g)-modules de type fini, dont la restriction & U([;) est somme
directe de U(l})-modules simples de dimension finie, apparaissant avec multiplicité finie, et
dont tout vecteur est n;-fini. Tout d’abord le U(g)-module M est un objet de OP'. La formule
(2.7.48) montre que n; agit par dérivations sur M et donc que pour tout m € M, U(ny)m est de
dimension finie. De plus, 'action de P; est algébrique sur M, donc ’action de L; aussi. Ainsi M
est une somme directe de représentations algébriques irréductibles de dimension finie de U(ly).
Enfin, le fait que M soit un U(g)-module de type fini est une conséquence de la suite exacte
1.8 et du lemme 1.2.1 de [72]. Le module M est un objet de la catégorie OP', donc aussi de la
catégorie . Supposons a présent que l'on ait une suite exacte de U(g)-modules

0— F\ — M — M — 0. (2.7.49)

Comme F) est de dimension finie, c’est un objet de la catégorie O, et il en est de méme de
M. Nous allons prouver que Ext} (M, F_on) = 0, et donc que M~M&® F_x en tant que
U(g)-modules. Encore une fois, il est plus agréable de renverser l'ordre sur les racines, et de
considérer —A comme base de racines positives. Reprenons les notations de 'appendice 2 et
notons L(u) le U(g)-module simple de plus haut poids p. On a ainsi, F_,, ) = L(—X).
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Remarquons que le sous-espace des fonctions constantes est stable par P; et isomorphe a

Foe01),1 = Li(s2 * (—A)). L'inclusion pj-équivariante de Li(s2 * (—A)) dans M induit une

S
application non triviale

my(sgx (=) = M (2.7.50)
Cette application n’est pas injective. Dans le cas contraire, on aurait une injection H"(ny, my (so*
(=A)) <= H°(ny, Dy()). Cest impossible d’aprés les propositions 2.7.9 et 2.6.3. Comme le U(g)-
module my (s % (—A) est de longueur 2 d’apres la décomposition 2.2.56, I'image de I’application
(2.7.50) est donc le module de plus haut poids L(s2*(—A)). De plus, comme pour tout poids u de
t, la composante p-isotypique de M a méme dimension que celle de my(s2%(—\)), cette inclusion
est stricte. Soit () le foncteur de dualité défini sur la catégorie OP' (§3. et proposition 9.3(b) de
[54]). D’apres le théoreme 3.2 de [54], le foncteur (-)V est exact et L(sg* (—A))Y =~ L(s2%(—))).
On obtient donc une surjection M"Y — L(sg * (—\)). Comme H°(ny, M) est un U(p;)-module
simple, M est indécomposable, et donc en désignant par P(A(1)) ’enveloppe projective de
L(sg % (—X)) dans la catégorie OP!, on a une surjection P(s2 * (—A)) - M. En appliquant le
théoreme 9.8 de [54] & P(s2 % (—A)), on obtient une suite exacte

0— my(=A) — P(s2% (=) = my(s2*(=\)) — 0. (2.7.51)

A présent, comme MV ne contient pas le poids —\, Homyy(g) (my (=), M) = 0, donc 'applica-
tion (2.7.51) se factorise a travers my (so*(—A)). Comme 'inclusion L(sg*(—\)) < M est stricte,
l'application (2.7.51) se factorise en un isomorphisme my(sg * (—\)) =~ M". On a également,
d’apres le théoreme 3.3 de [54], que le U(g)-module L(—A\) est isomorphe a son dual dans la ca-
tégorie OP. Comme OP! est une sous-catégorie de O, pour prouver que EXt%r)pl (M, L(—)\)) =0,
il suffit de prouver Exty(L(—\), my(s2* (—))) = 0. D’aprés le théoréme 9.4(b) de [54], on a une
suite exacte

0 — m(s182 % (=) = m(sgx (=\)) = my(s2*(—=A)) — 0. (2.7.52)
D’apres le théoréme 6.2 de [54], on a une résolution de L(—A\) de la forme
- — D, DN = Dyt — L(=\) — 0 (2.7.53)

ot D;* est une somme directe de modules de Verma m(w# (—\)) avec w de longueur m. D’apreés
le théoréme 6.5(b) de [54], on a Exth(D;*, m(sg * (—))) = Exth(Dy*, m(s152 % (—))) = 0 pour
q égal a 0 et ou 1, ce qui permet de conclure.
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