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Introduction

Lors de la réalisation d’un programme informatique, onidgie deux phases

primordiales :

— lapremiére phase, dite denception, concerne les techniques utilisées pour
construire ce programme. La conception comprend elle-mplugieurs
étapes : il faut tout d’abord bien décrire les services diisren fonction
desbesoins, ensuite il faut choisir la bonnerchitecture (langage de pro-
grammation...), et enfin définir plus finement les modulestdactions, les
structures de données, les algorithmes... Toutes cessétmpment lieu a
des spécifications qui peuvent étre de différentes natlargdge naturel,
schémas, descriptions formelles...).

— la deuxiéme phase, dans laquelle s’inscrit cette thésesiste avérifier
si le programme réalisé est conforme au projet de dépast@-alire aux
spécifications).

Afin de développer des logiciels fiables ou répondant a desctify précis, il

est nécessaire de réaliser ces deux étapes avec beaucaip.d&est le but du
génie logiciel

Les spécificationsdécrivent les propriétés attendues du logiciel a différent
niveaux d'abstractions et selon différents points de vies gpécifications sont
un support non seulement pour la conception mais aussi pougrlfication du
logiciel. En effet, elles constituent une référence deexiion. La phase de véri-
fication se fait par la mise en ceuvre de techniques de test@d/preuve.

Les techniques dercuve S’appuient sur des résultats théoriques, et permettent
de prouver la validité de propriétés dans un programme. Maismise en ceuvre
est un processus long et colteux, notamment a cause de itudrildes inter-
actions possibles avec I'environnement. En général, onyardes petites parties
d’'un programme pour vérifier des propriétés ditessde:t¢ (Qui peuvent mettre
la vie des personnes en danger par exemple). Citons la neé®¢Abraa] qui
permet de le faire par raffinement successifs de la spédifitaCependant, la
majeure partie des logiciels est vérifiée par d’autres nithalont le test fait
partie.
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Le test est une méthode de vérification qui a pour but de détecteraigsd
ou des inadéquations dans un logicie [GMSB96, XRKO0, Bei@tst la mé-
thode la plus communément utilisée pour assurer la quadlité Idgiciel. C'est
une activité qui prend beaucoup de temps, et qui mérite gueslintéresse a son
développement. Les méthodes de test reposent sur le faéaiter le logiciel sur
un sous-ensemble fini bien choisi du domaine de ses entrésgfas (on parle
de jeu de tests).

L'activité de test est réalisée en trois étapes principdéesélectiorgui construit
le jeu de test, lssoumissiomqui consiste a confronter ce jeu de test a un pro-
gramme, et enfin 6racle qui permet de dire si un test est en succes ou en échec
c’est-a-dire si le résultat du programme est conforme a egiendu (donné par la
spécification).

Il est possible de classer les méthodes de test en fonctiorode de sélection
des jeux de tests qu’elles utilisent.

— Letest structurel ou “boite blanche” : la sélection des jeux de tests s’ef-
fectue a partir de la structure du code source représentgladorme d’un
graphe. Les jeux de tests sont choisis selon différentérestde couver-
ture du graphe structurel. Ce type de test bénéficie d’oexilstants et est
tres utilisé pour le test de petites unités de programme.dbesla taille
de l'unité a tester augmente, la quantité de tests séle@par les me-
thodes structurelles explose. De plus, il est inapte a thteles chemins
mangquants (par exemple un oubli par rapport a la spécifitatd a chaque
nouvelle version du logiciel, il est nécessaire de relategrocessus de
sélection.

— Le test fonctionnelou “boite noire” : la sélection s’effectue a partir de la
spécification, sans prendre en compte le code (on regardeecdait veri-
fier le programme mais on ne sait pas comment il le vérifie).jeas de
tests sont sélectionnés selon des criteres de couvertueespecification.
Comme les tests sont congus indépendamment du code sdsipeyvent
étre réutilisés a plusieurs reprises, si la spécificatioohamnge pas.

— Letest statistique les tests sont choisis selon une répartition probabiliste
parmi 'ensemble des données d’entrée possibles. Cettiggie de sélec-
tion est largement répandue mais utilise le plus souventaigprobabi-
listes simples. Cependant, une “bonne” couverture néeedss lois proba-
bilistes sophistiquées qui peuvent étre tres difficiles @stire. De plus,
ces méthodes statistiques ne permettent pas d’adresstwriages singu-
lieres (comme le traitement d’exception) qui ont une fagstebabilité d’ap-
paraitre, mais qui jouent un rdle clé dans la slreté desmgste
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Toutes ces méthodes de sélection, si elles sont utiliséestement et conjoin-
tement permettent de détecter la plupart des erreurs fnégsieu graves. Ainsi le
test est un bon moyen pour développer des logiciels fiablege@ant, contrai-
rement aux méthodes de preuve, le test n'offre pas de gam@iorrection puis-
gu'il effectue une vérification partielle des propriétés.

Dans cette thése nous nous intéressongeatifonctionnekt plus précisé-
ment a la définition de méthodes de sélection de tests a garSpécifications
algébriques. Notre approche s’inspire des travaux préeedBGM91,[Mar91b,
Gau95[ LGA96 Arn97, ALGO2].

Cette these s’inscrit également dans la partie preuveaws$cription d'une
méthode de normalisation d'arbres de preuve. Celle-ci iiepes directement
partie du domaine du test, mais de la démonstration autqoetiNous avons
utilisé cette méthode de normalisation pour simplifier lesupes des propriétés
de nos criteres de sélection pour des spécifications atyétsi

Plan de la thése

e La premiere partie de ce manuscrit contient un ensemble gfeelathéo-
riques a propos des formalismes de spécifications et de taittgé que
nous utiliserons par la suite.

— Dans le premier chapitre, nous présenteroriedeque des prédicats du
premier ordreen détail. Nous donnerons la syntaxe et la sémantique
d’une version de cette logique ou tous les objets du langagersunis
de sortes. Puis nous introduirons la notion généralgydemes formels
qui nous permet de représenter les systemes de preuve euédogpar
exemple le calcul des séquents que nhous présenterons pogidae des
prédicats du premier ordre. Nous aborderons ensuite uisewgparticu-
liere de la logique des prédicats du premier ordre resteintseul prédi-
cat d’égalité : nous parlerons alors ldgique équationnelleNous abor-
derons plus spécialement les formules conditionnellegipes qui sont
les Clauses de Horn de la logique équationnelle. Puis pounirier ce
chapitre, nous parlerons dggécifications formellegui sont des descrip-
tions abstraites de programmes que 'on veut vérifier. Lentibes équa-
tionnelles, notamment les formules conditionnelles passt s’adaptent
bien a ce type de descriptions. Nous donnerons plusieurspgs de
spécifications.

— Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéresserongé&etaiture et
plus précisément a la réécriture de termes. Dans ce cadue, S&zons
amenés a parler des notions d’unification et de terminaisosant fon-
damentales en informatique. Dans bien des cas, la terroimais peut
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étre prouvée qu’a l'aide d’ordres bien fondés particuliés ordres ré-
cursifs sur les chemimgue nous présenterons en détail.

e La deuxieme partie de cette thése est consacrée a nos tesldteorma-
lisation d’arbres de preuveCes résultats sont généraux parce qu'ils per-
mettent de prendre en compte n’'importe quel systeme fordueq n'im-
porte quel systeme de preuve) et de construire facilementéiltats de
normalisation a I'aide de régles de transformation éléaiezg d’arbres de
preuve. Ces régles sont des régles de réécriture adapgaaadformation
d’arbres. Nous donnerons un résultat de normalisatior foris un résultat
de normalisation faible que nous illustrerons a chaquegaisies exemples
d’application (logicalité, lemme de Newman, éliminati@saoupures dans
le calcul des séquents). Nous utiliserons largement cafiaésdans la der-
niére partie de cette thése.

e Latroisieme et derniére partie est consacrée au problerteesidection de
tests a partir de spécifications algébriques qui est unéoveparticuliére
du test fonctionnel. Elle est composée de trois chapitres.

— Le premier propose uétat de I'artsur le test fonctionnel. Nous serons
ameneés a présenter plusieurs outils d’aide a la sélectistaexs (HOL-
TestGen, QuickCheck, LOFT) qui nous permettront de moititrepor-
tance du probléme de la sélection des jeux de tests. Nouigserdns
ainsi l'intérét de la sélection par partition en oppositéha sélection
aléatoire.

— Le deuxieme chapitre est une présentationteit fonctionneb partir
de spécifications algébriques, c’est-a-dire notre cadré&al&il. Nous
verrons notamment comment sélectionner des tests a I'aigderitéres
d’uniformité et de régularité, nous généraliserons laarotie critere de
sélection et enfin nous formaliserons des propriétés issarges pour les
criteres de sélection.

— Puis, dans le troisieme chapitre, nous présenterons nosalgeres de
sélection de tests a partir de spécifications algébriqueddyiagedes
axiomes. Le premier critere est relatif a la sélection patidge de I'outil
LOFT. Le second généralise le premier pour une plus largeselde spé-
cifications. Nous garantirons les bonnes propriétés de eas dritéres
en s’aidant notamment des résultats de normalisation@artbe preuve
de la deuxieme partie.
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Chapitre 1

Formalismes de spécifications

Les objets et notions que nous allons utiliser tout au longedte these sont
liés & la logiquel]Lald0]. Elle joue un réle fondamental efoimatique, et notam-
ment dans le domaine du test comme nous le verrons dans fesrdethapitres de
ce manuscrit de thése. En effet, lors de la conception d'gitikel, avant I'étape
de programmation, la premiére étape consiste a écrire @ufigation de ce que
I'on attend du logiciel. Celle-ci permet de décrire simptrhce que I'on attend
du programme. Si cette spécification est écrite dans le tmgaurant des ambi-
guités sont possibles. L'écriture de cette spécificatiorsdm formalisme logique
permet d’éviter ce probleme. De plus, ce langage formelesmtitoup plus proche
de la syntaxe d'un langage de programmation. Il est doncilplesde démon-
trer par des techniqgues mathématiquement fondées et béipar ordinateur
gue des composants logiciels répondent logiguement apéaifecation (c’est ce
gu’on appelle la correction formelle). Comme nous le vesrdans les prochains
chapitres de cette these, un tel langage permet égalementael@aadre du test
fonctionnel de tester (plus facilement) si le programmeeaspond a sa spécifica-
tion. Mais avant ceci, nous allons présenter le cadre etif&sahtes techniques
qui vont étre par la suite utiles a notre propos.

Dans un premier temps, nous présenterons la logique desat®du premier
ordre qui est le cadre théorique des spécifications que naus @hoisi. Nous la
présenterons classiquement sous les trois aspects degémnfprmels : la syn-
taxe, la sémantique, et les preuves. Nous étudierons uansgstie preuve tres
utilisé, notamment en déduction automatique : le calculségsients. De plus, la
logique des prédicats du premier ordre est trés utilisés ladomaine des spéci-
fications de logiciels car elle posséde de nombreuses ptépralgébriques et de
décidabilité.

Nous parlerons ensuite d’'une classe particuliére de lajlegdes prédicats
du premier ordre : la logique équationnelle. La notion daipn est importante
dans le cadre du test fonctionnel car elle permet de spétépmplication d’'une
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fonction sur des arguments ainsi que le résultat attendettie application.

Dans le cadre de la logique équationnelle, nous étudiertussgarticuliere-
ment un systeme de spécifications, dites algébriques, dsribimules sont une
restriction des clauses de Horn réduites aux équationdg¢omsiles viennent du
langage de programmation PROLOG).

1.1 La logique des prédicats du premier ordre

Nous allons présenter la logique des prédicats du prentlee @n trois étapes
importantes. Les deux premiéres sont données dans cetitenset la troisieme
est présentée séparément dans la section suivante. Lagpeedt@pe consiste a
définir lasyntaxele notre langage, c’est-a-dire quelles sont les formulesgus
allons considérer. La deuxieme étape est la définition d&maantiquec’est-a-
dire le sens mathématique que I'on donne aux symboles detaxs®; Puis pour
finir, nous définirons ursysteme de preuwaui permet de raisonner mécanique-
ment sur I'ensemble des formules, c’est-a-dire d’'une nrardiémpréhensible par
un ordinateur.

1.1.1 Syntaxe

La syntaxe permet de spécifier quelles expressions du langmg des for-
mules de notre logique. La syntaxe est définie indépendartuheda signification
et de la valeur de vérité des symboles. La syntaxe d’'un fosmal logique se dé-
finit toujours a I'aide des notions de signature et de formulenstruites sur une
signature.

1.1.1.1 Signature

La signature d’'un langage du premier ordre contient I'eriderdes symboles
de fonctions et de prédicats qui vont étre utiles a la spétific du probleme visé.
Ainsi la signature peut étre vue comme “l'interface” du ldgl a spécifier. Nous
considérons ici une version multi-typée de la logique dexligats du premier
ordre, c’est-a-dire une version ou tous les objets et syashdl langage sont
munis d’un type.

Définition 1.1.1 (Signature) Une signature du premier ordre est un quadru-
plet (S, F, R, V) ou S est un ensemble dont les éléments sont apgeléss (ou
types), F et R sont des ensembles disjoints tels que :
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— F est un ensemble de symboles d’opération (ou de fonctionghagque

symbole est muni d’un profildansS™,

— R est un ensemble de symboles de prédicats, ou chaque syrmabolerd

d’un profil dansS™,

et V une famille indexée paf d’ensembled/; telle que pour chaque €
S, VoNF = (). Pour chaques € S, les éléments dE, sont appelésariables de
sorte s.

On noteraf : s; x --- X s, — s un symbole de fonction muni du profil
S1...8,41 € St avecsy,...,s, les sortes des arguments, €t,, la sorte du
résultat, efp : s; x - - - X s, un symbole de prédicat muni du prafil. .. s,, € ST.

Sin vaut0 pour un symbole de fonctiofialors f est appeléymbole de
constante de sortes, et on le notef :— s (ou bienf : s).

Quand il n'y a pas d’ambiguité (en fonction du contexte) suptofil d’'un
symbole de fonction ou de prédicat, on omettra de lI'indiguenaque fois. Intuiti-
vement, les symboles de prédicats sont des fonctions quinentaleur booléenne
(vraie ou fausse) dépendante des arguments. Dans la supeylera souvent du
symbole d’égalité= qui est un symbole de prédicat.

Exemple 1.1.1Par exemple si 'on veut exprimer la propriété suivafte> 0) A
(x + 0 = x), nous avons besoin des symbdles, >, =.

Un seul type de données est nécessaire pour construire lmexpression. Nous
pouvons, par exemple, utiliser les entiers naturels que diésignera a l'aide du
nom de sortentier. La signature devra donc au minimum étre composée :

— d’'un symbole de constanie entier,

— d’'un symbolet : entier x entier — entier,

— des deux symboles de prédicats=: entier x entier,
— d’une variabler de sorteentier.

Le connecteur logique et les parentheses ne font pas partie de la signature car
ce sont des symboles du langage du premier ordre et ils negeimapas quelque
soit la signature. Nous le verrons lorsque nous définironsaaon de formule.

Nous pouvons enrichir cette signature a I'aide des symbadéefonctionsuce :
entier — entier etx : entier X entier — entier qui représentent respectivement
le “ + 1” (succ est une abréviation de successeur) et la multiplicationlsar
entiers. Nous pouvons également y ajouter des variables.

1Soit S un ensemble. ST désigne 'ensemble de tous les mots non vides finis définis sur
I'alphabet S. Pour une définition rigoureuse de ST se reporter a la définition [CZ] de ce
chapitre.
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Nous obtenons ainsi la signatu¥es,;;;, = (Sarith, Farith, Ravitn, Varin) de
I'arithmétique usuelle telle que :

Sarun = {entier}
Farun = {0 : entier, succ : entier — entier,
+ : entier X entier — entier,
% entier X entier — entier}
Ravisn = {=: entier x entier, >: entier x entier}

Varien = {x,y,2: entier}

Remarque 1.1.1Dans la suite, tout symbole de prédicat binaire (c’est-@di
dont le profil est de la forme, x s,) sera noté sous sa forme infix@lutét que
sous la forme préfixeé utilisée pour la notation fonctionnelle. Certains symisole
de fonctions comme le de I'arithmétique le seront également. Dans la signature,
pour tout symbol@ utilisé de maniére infixe, on noter& .

1.1.1.2 Termes

Lorsque la signature est connue, elle nous donne tous lgsetirents” per-
mettant de construire les formules bien formées de la lagmpnsidérée. Dans
la logique des prédicats du premier ordre les formules vaptimer des pro-
priétés a I'aide de prédicats (notamment I'égalité) et deeateurs et quantifica-
teurs logiques. Ces propriétés s’expriment sur les valdursou plusieurs types.
Ces valeurs doivent donc aussi étre représentées de fagrobgue a partir des
éléments introduits dans la signature. Ces valeurs sontntor@ment appelées
termes avec variabledls sont construits par composition des noms de fonctions
de la signature et des variables. Les termes doivent étstreiis en respectant les
sortes données dans la signature. Il faut respecter le peBlymboles de fonc-
tions et le type des variables. Les variables permettentat@puler des valeurs
génériques, c’est-a-dire une multitude (souvent infineyaleurs définies par une
forme commune. Formellement les termes se définissent deda Suivante :

Définition 1.1.2 (Termes) SoitY = (S, F, R, V') une signature. Pour tout € S,
on définit’ensemble Tx(V'), des termes avec variables de type s, comme
le plus petit ensemble au sens de l'inclusion satisfaisgtbnditions suivantes :

— V; estinclus dang,(V);;

2Infixe : notation pour laquelle les deux arguments d’un symbole binaire sont placés a
gauche et & droite de ce symbole.
3Préfixe : les arguments se trouvent aprés le symbole binaire considéré.
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— pour tout symbole de fonctigh: s; x - - - x s, — s de F' et toutn-uplet de
termes(ty, ..., t,) deTs(V),, x - x Ts(V)s,, f(t1,...,t,) €Stun terme
deT%(V),. Si f est une constante, on nofea la place def ().

On noteTx (V) = (Tx(V)s)ses la famille d’ensembles detsermes avec
variables.

Dans la suite, on noter& ar(t) 'ensemble des variables apparaissant dans
un termet, ett : s un terme de sorte. LorsqueVar(t) est vide, on dit que : s
est unterme clos de type s et 'ensemble des termes clos de typest noté
Ts...

Deux signatures différentes engendreront deux ensemieldsrthes diffé-
rents.

Par convention, on notera souvent les symboles de fondibasle des lettres
f, g, h, les symboles de prédicats a I'aide des lettres r et les variables a I'aide
des lettres:, y, .

Exemple 1.1.2S0itY 4,0 = (Sarith, Farith, Rarin, Varien) la Signature de I'arith-
meétique vue précédemmentcc(z)+succ(succ(0)) etunterme déx., .., (V)entier-

1.1.1.3 Formules

A partir des termes avec variables, nous pouvons mainteratcer |'objet
de notre syntaxe qui est la définition des formules de la logay premier ordre.
Les formules permettent d’exprimer des propriétés sur dands a l'aide des
symboles de prédicats et des connecteurs logique. Noussdéfis tout d’abord
une notion intermédiaire ou I'on se restreint aux symbolepitdicat : les for-
mules atomiques.

Définition 1.1.3 (Formules atomiques)SoitY: = (S, F, R, V) une signature, une
formule atomique est une expression de la formg;, . . ., ¢,,) oup est un sym-

bole de prédicat de profi; x --- x s, et(¢q,...,t,) un n-uplet de termes de
TZ(V)sl X X TZ(V)sn

Exemple 1.1.3Les expression§c > 0) et (x + 0 = ) sont des formules ato-
miques caf), x etx + 0 sont des termes de typetier.

Par convention, on notera souvent les formules avec desdettajuscules de
I'alphabet grec ®, ¢, U, . ..

Les formules sont définies de fagon inductive a partir deskenble de base
des formules dites atomiques. Elles sont enrichies par al@secteurs logique et
par deux quantificateurs.
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Définition 1.1.4 (Formule) Soit> = (S, F, R, V') une signature. L'ensemble de
formules For(X) est le plus petit ensemble (au sens de l'inclusion) qui ftis
les conditions suivantes :

— il contient toutes leformules atomiques

— achaque fois qu’il contient une formule il contient également :

(=)
— achaque fois qu’il contient deux formuléset ¥, il contient également :
(BAT) |, (PVTE) , (P=T)

— a chaque fois gu’il contient une formudg il contient pour toute variable
x €V desortes € S:

(Vz.®) , (32.0)

Les symboles, vV, =, - sont lesconnecteurs logique, V est lequantifi-
cateur universel, et3 et lequantificateur existentiel.

Pour réduire le nombre de parentheses dans une formule pmsates conven-
tions suivantes :

— on peut éliminer les parenthegekles plus extérieures,

— A etV sont prioritaires par rapport & (exemple :A = BV C se lit
A= (BVv()),

— —s’applique a la plus petite formule suivanéxémple =p A ¢ se lit(—p) A
),

— sion écritA « B« C' « D (oux représente toujours le méme connecteur) on
lira (((A* B) « C) x D) (association a gauche

Exemple 1.1.4Notre expressiof > 0) A (z+0 = x) est donc bien une formule
du premier ordre. Nous pourrions aussi I'écrire de la magiduivante vz :
entier.(x > 0) A (x + 0 = z). On dit alors que les variables sont quantifiées
universellement par la variable. Parfois, on omettra d’indiquer le sigrng on
dira alors que les variables sont implicitement quantifiéeersellement.

Pour alléger la notation nous avons omis d’indiquer certsrparentheses.
Pour étre totalement conforme avec la définition de formuwasnaurions dd
écrire : (Vz.((> (2,0)) A (= (+(z,0),2))))
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1.1.2 Sémantique de la logique des prédicats du premier
ordre

Le but de la sémantique est de donner un sens mathématiquerstructions
syntaxiques de la logique. Pour cela, il faut donner unafsigition aux symboles
de la signature et une valeur aux variables. Il faut égalénh@mmer la signification
des connecteurs et des quantificateurs.

Exemple 1.1.5Intuitivement, la formule équationnelle
succ(suce(0)) + suce(0) = suce(suce(suce(0)))

signifie2 + 1 = 3 dans I'ensemble des entiers natur®lsCette équation entre
deux entiers naturels est évidemment vraie.

1.1.2.1 >-Modéles

Commencons par donner un sens mathématique aux signatlieedeade
la notion de modele. Il est décrit simplement au moyen ddmsemblemuni
d’opérations internegt derelations Dans le cas de la logique munie de sortes
cet ensemble est en fait une famille d’ensembles indexéetepaortes de la
signature, les-ensembles :

Définition 1.1.5 (S-ensemble) Soit S un ensemble de sortes. Wensemble
M est une famillé d’ensembles indexée p&t c’est-a-direM = (M,),cs.

Exemple 1.1.6Pour un ensemble de sortés = {entier, bool, listes}, un S-
ensemble est composeé des trois sous-ensembIes,, Myoor, Miistes-

Le S-ensemblgour un modéle donné caractérisera le domaine des individus
Les opérations internegslonneront une signification mathématique (ou séman-
tiqgue) aux symboles de fonctions et letationsune signification aux symboles
de prédicats de la signature.

Définition 1.1.6 (2-Modéle) SoitY: = (S, F, R, V) une signature. U-modéle
M est unS-ensemblé// muni :
— pour chague symbole de fonctign s; x --- x s, — s, d’une application
MM, x - x M, — M, (sin = 0 alors f™ est un élément d&/,),
— pour chaque symbole de prédigat s, x - - - x s,,, d’un sous-ensembje"!
de M, x -+ x M, .
On noteMod(Y) la classe de&i-modéles.

4Une famille d’ensembles est simplement un ensemble d’ensembles
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Exemple 1.1.7 Pour I'exemple de la signaturg 4,.;;,, On peut considérer le mo-
dele M 4,41, de I'arithmétique usuelle, composé :

— de I'ensemblé/.,;;., = N des entiers naturels
— de la fonctior)™Maritr = (),
— de la fonctionsucc™ 4 = 4 1y qui ajoutel & son argument noté _,

— des fonctions binairesMari et xMarien  qui sont respectivement I'addi-
tion +y et la multiplicationxy dans les entiers,

— d’un sous-ensembieM4rin des coupledl x N qui sont égaux entre eux, et
d’'un ensemble-M4ri» des couples d’entiers dont le premier est supérieur
au second.

Dans cet exemple, [B-modéle construit correspond au comportement habi-
tuel des fonctions arithmétiques mais nous pourrions tagsabien construire
un modéle qui associe a ces symboles de fonctions un conmamtealide tout a
fait différent.

1.1.2.2 Evaluation des termes

A partir d’'un X-modele, on voit bien comment donner un sens mathématique
aux termes en appliquant la stratégie qui consiste d’abéxckuer les arguments
des fonctions avant d’appliquer la fonction dont le sensleshé par le:-modéle.

Le seul probleme est que Iesmodeles ne permettent pas d’interpréter les va-
riables, donc de donner la valeur de vérité d’'une formulec@mmence alors a
donner un sens aux variables.

Définition 1.1.7 (Interprétation) Soient¥ = (S, F, R, V') une signature ei\
un X-modeéle. Undnterprétation, notée,, est une famille indexée pafd’ap-
plications., : V, — M,.

Ceci revient a associer a chaque variable une valeur dansdelmM, de
méme sorte que la variable. On peut étendre naturellemewtian d’interpréta-
tion aux termes avec variables et ainsi donner un sens matfgra aux termes
avec variables. Ceci se fait a I'aide de I'applicatién Tx (V) — M définie in-
ductivement sur la structure des termes avec variablds.(lé) parz — (x) et

flte, .. tn) = MR, ..., A ().
1.1.2.3 Relation de satisfaction

Grace aux notions de-modéle et d'interprétation définies précédemment, il
est désormais possible de savoir si une formul&'ag X)) est satisfaite ou non par
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un modele. Il faut pour cela étendre toute interprétatiol” — A en un prédicat
sur les formules\ *. Ceci se définit formellement de la maniére suivante :
Définition 1.1.8 (Satisfaction) Soient: = (S, F, R, V') une signatureM un >-
modele etp € For(X) une formule M satisfait la formuley pour une inter-
prétation. : V' — M, noté M =4, ¢, si et seulement si :

— siyp est une formule atomique de la form@,, . . ., t,) alors M 4 ¢ si et

seulement sict(t,), ..., 5 (t,)) € pM,

— sip estde laforme-w) alors M =4, ¢ sSiM L 1),

— Sip estde laforme); A v alors M 4 ¢ SSIM =4 ¢y et M s,

— Sip estde laforme), V ¢, alors M =% ¢ sSiM = ¢ ouM =4 1o,

— Sip est de la forme);, = v, alors M =4 ¢ ssi siM =4 ¢, alors
M =5 s,

— Sip est de la formedz.¢) alors M =4 ¢ ssi il existe une interprétatiort
identique & sauf éventuellement pour la variabletelle queM =4 1),

— sip est de la forme/z.y) alors M =4 ¢ ssi pour toute interprétation
identique & sauf éventuellement pour la variable M =4 ),

La vérification d’'une propriété& pour unX-modele M va donc consister a
vérifier la satisfaction de pour toutes les interprétations de variables libres (€’est
a-dire qui ne sont pas dans la portée d’'un quantificateug viagables dénotent
ainsi des valeurs génériques. On parle alors de validagdorhules.

Définition 1.1.9 (Validation) Un X-modéleM valide ¢, noté M =5 ¢, Si et
seulement si pour toute interprétation V- — M, M % .

Lorsque gu’il n'y a pas d’ambiguité sur la signatateonsidérée, on note*
ala place de=4, etl= ala place dé-=s.

Exemple 1.1.8Le modéleM 4., de l'arithmétique usuelle satisfait la formule
succ(succ(0)) = x pour l'interprétation. : x — 2, mais ne la satisfait pas pour
toutes les autres interprétations.

Le modéleM 4., valide la formulesucc(suce(x)) = x + suce(suce(0)) car
le modele satisfait cette formule quelque soit I'interptin dex.

Il est possible de caractériser des modeles équivalentsyppansemble de
formulesW¥. Cela signifie que ces deux modeles valident les mémes feslall .

Définition 1.1.10 SoitY une signature, e¥ € For(X) un ensemble de-formules.
Deux modéles\t € Mod(X) et N/ € Mod(X) sontW-équivalents, noté
M =y N, si et seulement si ils valident les mémes formuleg dgest-a-dire :

M=y N)e VpeI MEpes N Ep)
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1.2 Les systémes de preuve

1.2.1 Introduction

La sémantique présentée dans la section précédente permaetahner de fa-
con rigoureuse sur des objets logique. Il est ainsi posdibgarantir la correction
de propriétés dans la logique considérée. Le probleme dgeele raisonnement
est que nous nous permettons toute la puissance des mathésatinsi que des
détours classiqguement utilisées dans ce type de preuve edirest connu que”,
“découle directement de”, etc. Or, dans le cadre de l'infatique et plus précisé-
ment du génie logiciel, on ne peut pas se contenter de tasidetNous devons
certifier la qualité des preuves, c’est-a-dire vérifier nmégaement qu’aucune er-
reur de raisonnement ne s’est glissée dans la preuve. Laa@ugsi se pose est
de trouver comment aboutir & démontrer qu’une suite de siasliane formule
en l'occurrence) est correcte. La seule chose que sackaiamrdinateur étant de
manipuler des symboles, il faut alors définir les conditidesnanipulation de ces
formules pour obtenir une formule correcte. On parle alersystémes de preuve,
systéemes d'inférence, ou encore de calcul.

Pour les formules de la logique des prédicats du premierepitiexiste de
nombreux systemes de preuve différents mais tous équigatam pouvoir de
preuve : la déduction naturelle, le calcul des séquentsaldsaux... Nous al-
lons présenter ici le calcul des séquents. Le calcul deseség@st un systéme,
introduit par le logicien allemand Gentzen [Geh35], quirpet de construire la
preuve d’'une formule sans ajouter aucun élément extéeeuaionc tres pratique
pour la déduction automatique. Il existe de nombreuseant®s : nous allons étu-
dier ici une version du calcul des séquents (inspirée desyside Gentzeh K
pour la logique classique) que nous utiliserons largemans ¢ deuxieme partie
de cette thése, notamment pour montrer un des résultatikiebopdamentaux de
la logique : I'élimination des coupures.

Avant de présenter le calcul des séquents nous allons étudieadre géné-
rique tres bien adapté a une représentation générale desnggsde preuve en
logique : les systémes formels. Ces derniers seront a ladesseésultats établis
dans la deuxieme partie.

1.2.2 Les systémes formels

Les systemes formels sont des constructions syntaxiggegrauses qui per-
mettent de représenter des mécanismes de production désadifs permettent,
par exemple, de représenter tous les systemes de preuvasugiallons aborder
dans cette thése.
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1.2.2.1 Les mots

Les mots sont les objets élémentaires du paysage syntadalismforma-
tique. lls sont connus sous le nom de chaines de caracté&ygserimettent de
construire tous les objets plus complexes que nous mangndelans la suite.

Définition 1.2.1 (Alphabet) Soit A un ensemble, appeldphabet, et dont les
éléments sont appelégmboles. Un mot sur A est une suite finie d’éléments
de A. On note A* I'ensemble de tous les mots possiblesAét avecn € N,
I'ensemble de tous les mots de longueutOn note A" I'ensemble de tous les
motsA™ sachant quex > 0.

A* est muni d’'une opération binaire, la concaténation, notéelp juxtapo-
sition de deux mots (on la notera également a l'aide d’'un p9in

AP x AT — APt
(u,v) +— ww

avecuv = (Uq, ..., Up, V1, ..., 0y) Slu= (uy,...,upy) €tv = (vy,...,0,).

Cette opération est associative et a pour élément neutreotevides qui est
I'unique élément dei®. Ainsi,(A*, ., ) est un monoide.

Exemple 1.2.1Soit L un ensemble composé de toutes les lettres de I'alphabet
latin {a, b, c, ..., z}.

"exemple” est un mot de longueur construit sur I'alphabet’. |l fait partie de
I'ensemblel” qui est un sous-ensemble fe

Un alphabet permet de représenter tous les mots dont ongpioavoir besoin
mais ne nous donne aucune indication sur la maniére de aorsies mots “cor-
rects”. Rien ne nous empéche dans I'exemple précédent d&eiva des mots qui
ne sont pas dans le dictionnaire. Il nous faut alors un enkedgoregles de pro-
duction d’énoncés corrects. Un alphabet auquel on ajostesdges de production
forme ce que I'on appelle un systeme formel.

1.2.2.2 Les systémes formels

Voici la définition générale de la notion de systeme formedll€ci nous
donne un cadre abstrait que nous spécialiserons en foradgi®mesoins dans la
suite du manuscrit.

Définition 1.2.2 (Systeme formel)Un systéme formel (ou calcul) S est dé-
fini par un triplet(A, 7, R) tel que :
— A est unalphabet ;
— F est un sous-ensemble d&, dont les éléments sont appelésmules
bien formeées;
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— R estun ensemble fini de relations n-aires sur les formuleaguh relation
est appeléeégle d’inférence.

En pratique, 'ensemblé& n’est pas quelconque, il est défini inductivement
par une grammaire ou tout autre algorithme de reconnaissa@dormules bien
formées. Par exemple a l'aide des formules de la logique dadigats du pre-
mier ordre présentées section 1.71.1.3 dage 17. Cet enséifibte d’'un systeme
formel a l'autre.

Notation 1.2.1 SoitS un systeme formel. Pour totite R, Si (¢1,...,¢,) € T,
avecn > 1, alors les formulespy, ..., ¢, 1 sont appeléeprémisses et ¢,
conclusion de l'instance.

On notera une instance de cette regle d’inférenpar :

L1, - ‘@;gpn—l r

Les instances de regles d’aritésont appeléeaxiomes et sont notéea;l.

1.2.2.3 Un exemple simple

A titre d’exemple, voici le systéme formél,s = (Aag, Fas, Rap) QUi repré-
sente 'ordre alphabétique :
- A, = L U {<} ouL est'ensemble des vingt-six lettres de l'alphabet
latin;
— Fap ={a < Bla, B € L*};
— R contient les schémas de regles d’inférence suivants :

— 7<=z e pour chaque: de I, ot est le mot vide ;

_ 7=y 2 pour tout couple(z, y) de L' x L', si = est avanty dans

I'alphabet;;
— pour tout couplé®, ¥) de F, et toute lettrer de L, on a les trois régles
suivantes :
o <
2® < o0 9%
O < VU
O < Uy *
O < VU

—= g, . - R
dxr < U 7" sid estde longueur supérieure a cellede
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1.2.2.4 Déduction

A partir d'un ensemble d’hypothéses composé de formulesreapplication
d’'un ensemble de régles d’'inférences, il est possible dritmald’'autres formules
qui en sont déduites. On appefamules inféréeses formules atteintes, eté-
ductionla trace des formules intermédiaires utilisées pour alteihes formules
inférées. Ces mécanismes de déduction sont les mémes gusalijle systeme
formel considéré.

Définition 1.2.3 (Déduction) SoitS = (A, F,R) un systéme formel & C F
un ensemble de formules. Udéduction dansS a partir de 'ensemble d’hy-
pothesed” est une séquende, ..., p,) de formules telle que, pour toute
{1,...,n},

— ou bieny; appartient al’,

— ou bien il existe une mstanM d’une regle deR telle que le multi-

ensemble{{vy, ..., ¥} est mclus dans le multi-ensemi{e>, ..., p;—1 }}.

La derniéere formule d’'une déduction a partir d’'un ensenhbdst diteinféréea
partir del". Nous pouvons en déduire une relation binaigeentre les ensembles
de formules (les hypotheses) et les formules (celles qui déduites), qui est
appeléeaelation d’inférence

Définition 1.2.4 (Relation d’'inférence) SoientS = (A, F,R) un systéme for-
mel,I' C F un ensemble de formulesetc F une formule. On dit qUE infére
p danss, et on écritl’ Fs ¢, si et seulement s’il existe une déduction d&né
partir de I dont la derniere formule est. Quand il N’y a pas d’ambiguité sur le
systéme formel utilisé, celui-ci est omis et on riote .

1.2.2.5 Arbres de preuve

Pour obtenir les énoncés a l'aide des regles d’inférences pouvons aussi
utiliser un schéma d’induction ayant pooaseun ensemble d’hypothéses et les
axiomes du systeme formel, et pattape d’inductiories regles d’inférence du
systéme formel. On parle alors plutdt de théoréemes.

Définition 1.2.5 (Théoremes)SoientS = (A, F,R) un systeme formel ét un
ensemble de formules de L'ensemble deshéorémes déduits dd” dansS est
le sous-ensemblEhs(I") de F défini selon le schéma d’induction suivant :

— base les axiomes d& et les formules d€ sont des théoremes;

5Un multi-ensemble a les mémes propriétés qu’'un ensemble mais accepte plusieurs
occurrences d'un méme élément (voir section ZZT A page B pour une description détaillée)
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— induction: si toutes les prémisses d’'une instance d’'une régl&d®nt des
théoremes, alors sa conclusion est aussi un théoreme.
Lorsquel” est I'ensemble vide, les formules obtenues sont appeiégslogies
et elles forment 'ensemblEh s ().
On noteral'h(I") lorsqu’aucune ambiguité n’est possible sur

L'ensemble des formules pour lesquelles il existe une diémluet celui des
théorémes ne font qu’'un, comme I'établit le résultat suivan

Proposition 1.2.1 SoientS = (A, F,R) un systeme formel &t un ensemble de
formules deF. On a I'équivalence suivante :

V@Gf, FI—SQO = gDETh,S(F)

Preuve
= Ce sens se prouve par récurrence sur la longueur de la déadaetp.

— Cas de base: Sila déduction est de longueators ou biernp appartient
al’, ou bien c’est un axiome. Par définition de I'ensenibléS)r, ¢ est
donc un théoréme.

— Cas général : Sila déduction est de longuewlors il existe une instance
W—WW d’'une regle deR telle que, pour tout € {1,...,k}, p; possede
une déduction de longueur strictement inférieune. #ar hypothese de
récurrence, chaque; est un théoreme. D’apres la phase d’induction de
Th(S)r, ¢ estdonc un théoréme également.

< Ce sens se prouve par induction sur 'ensemble des théorémes

— Cas de base : Si est un théoréme de la base, alors une déduction pour

 est(p).

— Cas général : Sinon, il existe une instaﬁe%ﬂ d’'une regle der telle
que chaquep; est un théoreme. Par hypothese d’induction, chague
possede donc une déductith = (1}, . .., v} , ;) telle que pour tout,

k; > 0. LaséquencéDy,. .., Dy, ¢) est donc une déduction ge
*
Un théoréme d&'hs(T") s’obtient donc, a partir dg, par applications succes-
sives de regles d'inférence, c’est-a-dire parpilementle ces regles. De ce point
de vue, I'obtention d’un théoréme dé&s(I") peut étre mise sous la forme d’'un
arbre appelé@rbre de preuve

Définition 1.2.6 (Arbre de preuve) SoientS = (A, F,R) un systéme formel et
I un ensemble de formules @#eUnarbre de preuve d’'unthéoréme dé&'hs(T")
estun arbre :

— dont les feuilles sont les axiomes et les formuleB,de
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— dont les nceuds internes sont les théoremes interméditeteque len-
uplet constitué des nceuds-fils et de leur nceud-pére est staade d’'une
regle deR, et

— dont la racine est le théoreme construit. On appelle cettabileconclu-
sion de l'arbre, et on noter : ¢ lorsqu’un arbrer a pour conclusione.

Exemple 1.2.2Nous présentons ici les arbres de preuve de deux tautoldgies
systeme forme§,,; défini dans la section .Z.2.3 palgd 24 :

d<uagx2d“

do <u ;w

dow < u
a<e adeae dow < up ?
la < le 9% down < up "

1.2.3 Le calcul des séquents

Avant de présenter ce systeme formel, nous devons tout diabwoduire les
notions de séquents et de substitutions.

1.2.3.1 Les séquents

Le calcul gue nous étudions ici manipule des phrases queppelle commu-
nément des séquents qui ne sont pas des formules mais dess®ps construites
a partir de celles-ci.

Définition 1.2.7 SoitY une signature. Uséquent est un couplél’; A) ouT et
A sont des ensembles teformules finis (qui peuvent étre des ensembles vides).
On le notel’ »— A. 6

Par convention, nous noterons simplemiént I'union ensembliste a la place
deI" U {¢}. Les ensemble de formules seront représentés a l'aide tiessle
grecques majusculés A, ... etlesformules a l'aide des lettres grecques, . . .

Intuitivement, un séquent est un moyen de séparer un ensetifilyjpothéses
I’ d’un ensembleA de conclusions. Sémantiquemelit,— A signifie que la
conjonction(p; A- - - Ay, ) des formules d& entraine la disjonctiofy); V- - -V1),,)
des formules de\, c’est-a-dire qu’une des formules dedoit étre vraie dés que

6TLa notation habituellement utilisée pour noter les séquents est I' F A, mais nous
préférons ici la notation I' — A pour éviter toute confusion avec le symbole F utilisé pour
la notion d’existence d’une déduction dans un systéme de preuve.
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toutes les formules dE sont vraies. Ainsi le séqueit ¢ — A, ¢ est toujours
vrai.

Remarque 1.2.1Le séquenb, ..., @, = U1, ..., ¥, estinterprété comme la
formulep, A---Ap,, = Y V---Vb,. Le séquent est vrai dans une interprétation
. donnée si la formule associée est vraie dans cette mémeiiétation. On note

}:LSOI/\.../\gpnjwl\/...\/an

Le séquent est valide si la formule associée est valide:a'elére vraie pour toute
interprétation. On note alors :

FoiA ANy = VeV,

1.2.3.2 Substitutions

Afin de pouvoir définir les régles de déduction du calcul degiséts, il nous
faut définir la notion trés importante de substitution. Hetehous aurons souvent
besoin de construire des expressions obtenues a partitefomre en remplacant
une variabler par un terme.

Définition 1.2.8 (Substitution) SoitY une signature. Ungubstitution est une
famille indexée paf d’applicationseo : V, — Tx (V).

Ainsi, une substitution est une interprétation des vaestdans les termes.
C’estI'équivalent symbolique d’interprétation des vates dans un modeéle. Toute
substitutions : V' — Ty (V') s’étend de facon naturelle & 'ensembilg(V). La
fonction obtenue, noté€ : Tx,(V) — Tx(V), est définie inductivement par :

— o¥(z) = o(x)

= o (f(tr,- -, ta)) = f(@(t1),- .., oF(tn))

Cette extension consiste donc a remplacer les variablekepasubstitution et
conserver tel quel tout le reste.

Dans la suite, nous utiliserons la notatiog la place de*. Par convention, les
substitutions seront généralement notées a I'aide desdajtecques minuscules
o, T,...

Lorsque I'ensemble des variables est fini, nous représamesouvent une
substitutions a I'aide d’un ensemble fini de couples formés d’une variablet
d’'un termet; de méme sorte. Cet ensemble sera {oté€'t,, ..., z,/t,}, tel que
pourtouti, j,1 <,5 <n, z; etx; sont des variables distinctes.
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Exemple 1.2.3Soit ¥ 4,4, Notre exemple de signature, Bt = {z,y} un en-
semble de variable.

Soientsucc(z)+suce(suce(0)) un terme de typentier, et{x/(0+succ(0)), y/succ(0)}
une substitution.

o(suce(z) + suce(succ(0))) = suce(0 + suce(0)) + suce(suce(0))

Dans les formules avec quantificateurs, les variables sgl@fles sont ou non
sous le portée d’'un quantificateur sont diiéss oulibres.

Définition 1.2.9 Soit® une formule. L'ensemble deariables libres et I'en-
semble desariables liées de ®, notés, respectivemerttV (®) et BV (®) sont
définis récursivement sur les formules.
— Si® est une formule atomiqué;V (®) est I'ensemble de des variables qui
apparaissent au moins une fois dabset BV (®) = 0.
— Si® estde laformg—V), alors FV(®) = FV(V) et BV (P) = BV (V).
— Si® est de la formg W, = U,), avecx € {A,V,=} alors FV(®) =
FV(U,)U FV(¥,) et BV (®) = BV(¥,) U BV (Ty).
— Sid est de la forméQz. V), avec € {V, 3}, alors FV(®) = FV (V) —
{z} etBV(®) = BV (V) U {z}.
Cette notion s’étend naturellement aux ensembles de fesnail’ = {¢1, ..., ¢, }
alors FV(I') = FV (1) U---U FV(p,) etBV(I') = BV (¢1) U---U BV (p,).

La notion du substitution peut facilement étre étendue atmidles, cependant
les formules avec quantificateurs posent un probleme. e, é&dfsens de celles-
ci peut étre modifié si I'on ne substitue pas correctementdeisbles. La notion
suivante permet de dire si les substitutions sont correctes

Définition 1.2.10 Un termet estlibre pour une variable x dans une formule
o si:
— & est une formule atomique,
— d estde laformel, « U, avecx € {A,V, =}, ett est libre pourr dans¥,
et dansv,,
— ® estde la forme-V,, ett est libre pourz dansv,
— ® estde laform&)y : s.¥ avecQ € {V,3} et
. x ety sont la méme variable, ou bien
. = ety sont deux variables distinctesgt’est pas une variable dg
ett est libre pourr dansv.

Dans la suite, lorsque I'on appliquera une substitufiof} sur une formule
®, nous supposerons qu’elle remplace toutes les occurréibces de la variable
x dans® par un terme qui est libre pour: dans®.



30 CHAPITRE 1. Formalismes de spécifications

1.2.3.3 Les régles du calcul des séquents

Nous pouvons donc maintenant donner I'ensemblerélgles d’inférencale
notre calcul.

Définition 1.2.11 (Calcul) Soient: une signaturel’, IV, A, A’ des ensembles de
formules, etd, &’ ¥ des formules. Lealcul des séquents est composé de
I'ensemble des regles d’inférences suivantes :

A
Tod—A® "

o, o — A — A ® I — A, ®
A Gauche

T.OAD — A T A ®AD A Droite

o — A o — A ' — A ® 9
V Gauche

T.oVd — A FoAdye Dot

—Droite

r—A® Gauch L,o— A
T, -0 A N A S

I — Ao rLv— A o — AU
= Gauche

Do
Td=U—A T oAGoy ot

Dans les regles avec quantificateurs ci-dessous, on suppeEse

— x est une variable quelconque,

— y est une variable etun terme, tous deux libres pourdans®

Dans les regleSGauche etV Droite la variabley n’est pas libre dans la
conclusion de la regl&, A ; la variable y est communément appelée
eigenvariablé

I, ®[t/z],Vo : s.& — A
[WVr:s.®— A

VGauche

['— ®ly/a], A
' — A Vr:s.®

VDroite (y¢ FV(I',A))

"La condition de la eigenvariable (en allemand) est nécessaire pour la correction du
systéme de preuve. En son absence, des séquents non valides peuvent étre prouvés.
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I ®ly/x] — A

T 9050 A Jcouche (y ¢ FV(T,A)
I'— ®ft/a], A ,
SNERT dDroite

I —A® I o — A
LI — AA

Coupure

Le nom de chaque régle est donné a droite de la barre horleatgachaque
regle. Au dessus de cette barre se trouvent souvent un ousdeuents qui sont
les prémissede la regle et en dessous un séquent appeh&lusion La seule
regle sans prémisse représente les axiomes, c’est-aedisgtuents qui sont tou-
jours valides.

Comme nous le verrons dans le calcul du chajiitre 3 pabe 83, pmuvons
trés bien nous passer des regleSauche, ADroite, = Gauche, = Droite,
VGauche, etV Droite. Par définition, les connecteuts et A peuvent s’écrire a
I'aide des deux connecteuyset —, et le quantificateuy peut étre défini a I'aide
dedet—.

Ce calcul peut étre immédiatement représenté par le systemel S, =
(Ark, Fri, Rpx) ou, étant donnée une signature du premier oxdee (S, F, R, V),
ona:

— Apg estlalphabetr" U RUV U{—, A, V,V,3}U{—},

— F i contient tous les séquents bien formés que I'on peut carestpartir
de Ark,

— Rk estl'ensemble des instances des schémas de regles dorsné dah
cul précedent.

Dans la présentation classique du calcul des séquidfisl existe plusieurs
regles d’inférences dites structurelles. Celles-ci somlicites dans le calcul que
nous venons de présenter parce que les séquents sont @erestpartir d’en-
semble de formules et non de séquences de formules commestédt habituel-
lement. L'utilisation des ensembles peut étre vue commeoptienisation de la
version du calcul des séquents avec des séquences. A iitferdiation, voici ces
régles structurelles. Etant donné un séquenrt- A, pour ce calcull’ et A sont
maintenant des séquences finies de formules (nous aurioéggiement choisir
de considérer des multi-ensembles).
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Contraction

F,<I>,<I>>—>AC Cauch F>—><I>,<I>,AO Droi

—F, D= A ont Gauche T3 A oA ont Droite
Affaiblissement

' — A r — A )
m Aff Gauche m Aff Droite

Echange

F,@,@’HAE}LG b F>—><I>,<I>’,AEhD )

—F, oD A c auche I =3 A DA c roite

1.3 La logique équationnelle

Nous allons maintenant nous intéresser a une restrictidaldgique des pré-
dicats du premier ordre bien adaptée a la spécification deiédg) Cette restric-
tion est appellée logique équationnelle. Les formules ajnas sont de simples
éguations entre termes. Elle est trés utilisée lorsquedgsitls sont vus au travers
des types de données qu’ils manipulent.

1.3.1 Présentation

Dans sa présentation, la logique équationnelle differe peu de la logique
des prédicats du premier ordre. Syntaxiqguement, les céstrs portent sur les si-
gnatures ou I'on retire I'ensemble des symboles de prédicats. Les formules sont
alors construites comme précédemment excepté pour lesifesratomiques qui
sont des équations. Ce sont des coupleg) construits a partir d’'une signature
restreinteX = (S5, F, V') out ett’ sont des termes avec variables de méme type.
On a I'habitude de noter de tels couptes ¢'.

Sémantiqguement, ud-modéle associé a une signature équationnelle est défini
comme dans la définition—L1.6 sans l'interprétation deslipads autre que le
prédicat binaire de I'égalité. On parle alors Healgébres plutdt que de modéles
du premier ordre. L'évaluation des termes et la satisfaaties formules suivent
en tout point les sectiolST.T.P. et 1.1.2.3.

Afin de prendre en compte le type de raisonnement concis eaedfiattaché
a I'égalité et connu sous le nom de remplacement d’égal par égus étendons
le calcul des séquents, précédemment défini, au raisonné&meationnel. Voici
une spécialisation du calcul des séquents (Yoir [Gal8Gjualinous ajoutons les
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regles suivantes telles qug . .., t,,t,,...,t ¢t sont des termes, 8t,...,s,,s
des noms de sortes :

Dt=,t— A

= A ReflEq

Doty =g, YN Aty =, U, = f(t1,...,t,) = f(t),..., 1)) —

T A Remplg,

1—‘7(151 :st2/\t2 :st3:>tl :stS)HA
' — A

Transg,

1—‘7(151 :st2:>t2 :stl)>_>A
I — A

SymEq

1.3.2 Formules équationnelles simplifiées
1.3.2.1 Les formules conditionnelles positives

L'une des restrictions de la logique équationnelle a étéquaierement étu-
diée pour ses bonnes propriétés algébriques et de dédiédlpilincipalement
pour des techniques de réécriture - voir le chapitre su)véaat restriction porte
sur les formules considérées. Dans le cadre de cette ladepiformules sont de
la forme :

=t A Aty =t =>t=t

Elles permettent de disposer de pré-conditions lors defiaitién d’'une opéra-
tion, et elles sont construites a l'aide des équations etldes seuls connecteurs
logiqueA et=-.

On parle alors ddéormules conditionnelles positive€e sont les clauses de
Horn de la logique équationnelles. Ces formules seronutikss dans le chapitre
ou nous considérerons une classe de spécifications ajgébmour laquelle les
axiomes sont des formules conditionnelles positives.

Pour ce type de formules, on peut définir un calcul mieux adape der-
nier est défini par un ensemble des regles d’inférencesi-Ciede divise en deux
groupes : les regles définissant le prédicat égalité de fgéosrale et les regles
logiques définissant les connectewrgt = et le quantificateur universel impli-
citeV.
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Définition 1.3.1 SoientX = (S, F, V') un signature e’ un ensemble déor-
mules conditionnelles positives. Soient, 3, oy, . . ., a,, des éguations.
Soientt, t',t" t1, ... ty,u,v,t],. ..t destermes dé&s (V).

Le systéme de preuve est défini par les régles d'inféréscigantes :

Ref— Axiom———
Tri=1t MOMT UL F o

I /\ai:>t:t’ I+ /\ai:>t’:t”

Trans 1<i<m 1<i<m
T Noi=t=t"
1<i<m
P Ni=ti=t, ... TF Nu=t,=t,
Rempl 1<i<m lfz'gm /
T New= flti. . ta) = f(th,... 1))
1<i<m
'+ /\ozi:>t:t’ '+ /\ozi:>oz
Sym ==m Subst ==m
T A=t =t It Aola) = o(a)
1<i<m 1<i<m
'~ /\ozi = «
Mon Lsimm
I NinB=a
1<i<m

'+ /\ai/\u:v:>a '+ /\ai:>u:v
1<i<m 1<i<m
'+ /\042-:>oz

1<i<m

MP

Comme ce systeme de preuve est également un systeme formagyeuve
d’'une formuley conditionnelle positive a partir d’'un ensemble d’axiomesest
un arbre de conclusioAz + ¢ dont les feuilles sont soit un axiomd kiom)
soit une instance de la réflexivitR€f), et dont les noeuds sont construits a I'aide
d’instances des autres regles :

8Nous ne sommes plus dans le cadre du calcul des séquents, donc nous utilisons désor-
mais la notation classique pour le prédicat
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— Trans, la transitivité ;

— Rempl, le remplacement (ou contexte) ;

— Sym , la symétrie;

— Subst , la substitution;

— Mon , la monotonie;

— MP , le modus ponerisqui est une regle selon laquelle si une formale
implique une formules, alors on peut déduire queesiest vraie alorg I'est
également.

La régle de tautologie n’est pas écrite explicitement iniy@anche on peut
prouver des formules de la formae=- « si 'on considére que toutes les formules
de ce type sont contenues dans I'ensemldies formules (de maniere implicite).

1.3.2.2 La logique équationnelle élémentaire

Nous parlerons de logique équationnelle élémentaire lerges formules sont
réduites a de simples équations. Il s’agit d’'une restntides formules condition-
nelles positives ou I'on utilise vraiment aucun connectegique. Il est possible
dans ce cas de définir un systeme de preuve dédié ou I'on neubamjue des
équations. Nous étudierons en détail le systeme de preuveps équations dans
la sectiort3.3.111 padel74.

1.4 Les spécifications algébriques

1.4.1 Préliminaires

Les spécifications algébriques sont une technique permettant de définir le
comportement (c'est-a-dire spécifier) des logiciels auvers des structures de
données qu’ils manipulent (les listes, les files, les plesarbres, etc.).

La maniere la plus commune de caractériser une spécificafibast de don-
ner un ensemble d’axiomesr composé de formules de la logique des prédicats
du premier ordre. On note alosP = (X, Az) et on dit queS P est unespéci-
fication axiomatiqueFormellement, les spécifications se définissent de la fagon
suivante :

Définition 1.4.1 (Spécification) Une spécification SP est une pairgX, Az)
ou X est une signature du premier ordre &t un ensemble dE-formules. Ces
formules dedx sont appeléeasxiomes de la spécificatiord P.

9Modus Ponens : locution latine signifiant “mode qui pose”
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On classe ces spécifications en fonction de la forme des asio@elle-ci
dépend de ce que I'on veut définir comme propriétés. Plusassel d’axiomes
considérée est large, plus le pouvoir d’expression de nésifigations est grand,
mais en contrepartie I'exploitation des spécificationst jgewenir plus difficile.
Par exemple, pour définir I'addition sur les entiers, on réa pesoin d’avoir des
axiomes tres compliqués. Des équations suffisent :

O+n = 0
succ(n) +m = succ(n +m)

Par contre pour définir des opérations plus complexes, oa laesoin d’'un
langage plus expressif. Par exemple pour définir 'opénatiodulo sur les entiers
naturels, nous nous servons d’une opératioen pré-condition.

n<m=true = modulo(n,m) = n
n <m= false = modulo(n,m) = modulo(n —m,m)

On reconnait ici des formules conditionnelles positivetadermet, = ¢} A
-+ At, =t/ =t =1".Lorsque tous les axiomes d’'une spécification sont de cette
forme, on parle alors de spécification conditionnelle pessit

Il existe des nombreux langages de spécification. Dans ttette nous al-
lons considérer une classe de spécifications dites algawyVirdd [AKKB99).
Elles ont été utilisés aussi bien dans le cadre de travawxithies sur le test

[AAB 7054 [ALG02 Mac00&, MS02, MacOdh, DWA0, ALGMJ6, LGA96], que

pour construire des outils de génération de {est [CHOO, BIWRE&r91b].

Dans cette these nous nous intéresserons plus spécifiqguamenpécifica-
tions conditionnelles positives qui constituent un forisrake simple et couram-
ment utilisé notamment dans le domaine du MaB916).

Ces spécifications permettent de représenter de nombremnsetsires de don-
nées différentes. En voici deux exemples :

Exemple 1.4.1A l'aide de la signature 4., donnée dans I'exemple_L1L.1 de la
présentation de la logique du premier ordre, nous pouvors®eisr I'ensemble
Az 4., d€S @Xiomes suivant :

O+z = =z (Add1)
succ(x)+y = succ(r +y) (Add2)
xx0 = 0 (Multl)
x* succ(y) = x+ succ(z *y) (Mult2)

La paire (X avitn, Az arun) définit la spécificationS Py, de I'arithmétique
élémentaire.
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Exemple 1.4.2Pour spécifier les listes d’éléments (le type élément etpmdg-
nérigue qui peut étre instancié par n'importe quel type sd&s besoins), nous
utiliserons la signature équationnelle suivanig;s.s = (Sristes, FListes, Viistes)
telle que :

Spistes = {liste,elem,entier}

Fristes = {[] :— liste
1 _:elem x liste — liste, (ajout d’un élément dans une liste)
_@_:liste x liste — liste, (concaténation de deux listes)
long : liste — entier, (longueur d’une liste)
0 :— entier,
succ : entier — entier} (passage au successeur)

Viistes = {11 :liste,e: elem,x,y : entier}

La spécification des listeSPy;.. se définit a I'aide de la signaturg ;..
gue nous venons de définir et de I'ensemble d’axiamgs,;., suivant :

@l = 1
(e z D)@l = e:(lQl)
long([]) = 0
long(e:: 1) = succ(long(l))

L'intérét des formalismes de spécification est de permetierire des spé-
cifications abstraites, c'est-a-dire s’intéressantgaoi du logiciel (c’est-a-dire
gu’est-ce que le logiciel est supposé faire) mais paoaumen(c’est-a-dire com-
ment il est supposé le faire). Lavantage d’'une spécificatibstraite est qu'elle
est souvent plus concise et plus claire que I'écriture @é¢al’un langage de pro-
grammation. C’est lors des étapes successives de raffinemernes choix d’'al-
gorithmes devront étre faits permettant ainsi d’abordéaspect du “comment”.

1.4.2 Conséquences sémantiques

Dans les spécifications, nous n’écrivons que les propriétfisses d’'un logi-
ciel pour gu'’il réponde au probleme demandé a I'aide desnaags Cependant,
de ces propriétés élémnetaires requises, nous pouvonsaladiensemble (sou-
vent infini) de propriétés non-explicitées dans la spédiica On parle alors de
conséguences sémantiques

Définition 1.4.2 Soit SP = (3, Az) une spécification. U-modeleM est un
S P-modéle (ou encore un modele de la spécificati®R) si et seulement si pour
tout axiomep € Az, M |= ¢.
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Une X-formulet est uneconséquence sémantique de SP, notéeSP =
1, si et seulement si pour chaqyé’-modeleM, nous avons\U |= .

SP* est 'ensemble de toutes les conséquences sémantiquesspéaifica-
tion SP.

On remarque qué P°* contient nécessairement les axiomes de I'ensemble
de la spécification.

Exemple 1.4.3Nous voulons montrer que I'égalité tres simple- succ(0) =
succ(zx) est une conséquence sémantique de la spécificatitn;,, donnée dans
I'exemple 211 pagell5. Cela revient a montrer Gy, = = + succ(0) =
succ(zx). Soit M un SPy,.,,-modeéle quelconque. Saitune interprétation des
variables qui ar associe un entier. quelconque. Montrons alors quét |-,
x + succ(0) = succ(z). Les choix deM et . étant quelconques cela reviendra
a démontrerS Py, | © + succ(0) = suce(z). Par hypothése, les égalités sui-
vantes sont vérifiées :
n +M succ™(0M) = succ™(n +M 0M) (a I'aide de 'axiome Add2)
succ™(n +M 0M) = succ™(n) (& l'aide de I'axiome Add1)

Nous avons bien I'égalité de la formule de départ. C’est bie@ conséquence
sémantique de la spécification.

La notion de conséquence sémantique permet ainsi de cosrsigie large
classe de formules qui sont des conséquences directesspéniication.

1.4.3 Autre exemple : les piles

De nombreuses structures de données peuvent étre dédiédekeales spéci-
fications. Par exemple, les piles :
Soit X piies = (Spites, Friues, Vries) Une signature équationnelle telle que :

Spies = {entier, pile}

Fpyes = {0 : entier, succ : entier — entier,
vide :— pile,
empiler : entier X pile — pile,
depiler : pile — pile,
haut : pile — entier,
hauteur : pile — entier}

Vpies = {x :entier,p : pile}
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Les opérationsiide et empiler sont les constructeurs de pile. L'opération
depiler permet d’enlever le dernier élément empilé dans une pilepédration
haut renvoie ce dernier élément sans le supprimer. L'opératianeur renvoie
la hauteur de la pile (le nombre d’éléments).

La spécifications des pild3iles est composeé de la signature;,., et de I'en-
sembleAx p;.s d’axiomes suivant :

(vide) = wide

depiler(empiler(z,p)) = p

haut(vide) = 0
(z,p))
(vide)
(z,p))

depiler(vide

haut(empiler(z,p)) = =x
0

suce(hauteur(p))

hauteur(vide

hauteur(empiler(z, p)
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Chapitre 2
Réécriture

Ce deuxiéme chapitre est dédié a une technique plus op#retie de raison-
nement que les systemes d’inférence : la réécriture. Laitégcest une branche
de linformatique théorique qui combine des éléments déglogy de program-
mation fonctionnelle, d’algebre, et de preuve automatiqurelui trouve de nom-
breuses applications en génie logiciel, notamment enaestibnnel, et plus gé-
néralement dés que I'on est en présence d’équations. Ndesques ici essentiel-
lement de la réécriture de termes [BNB8, KIb9Z, 10J90] quirigdine sémantique
opérationnelle de la logique équationnelle (voir sediid).1

Succinctement, on distingue la réécriture du raisonnerégoationnel pré-
senté dans le chapitre précédent par le fait que les élémentgpulés dans les
preuves ne sont plus les équations mais directement legsei@eci est rendu
possible par la manipulation de régles de réécriture quidemncouples de termes
orientés de la gauche vers la droite. A I'aide de ces réggsaitie gauche d’une
regle peut étre remplacée par la partie droite dans tougtenncette partie gauche
apparait comme sous-terme. Pour ce qui nous concerné&réintle cette tech-
nique vient principalement du fait que nous utiliserons aigtsls formels princi-
palement issus de cette technique. Ceux-ci nous permettectéfinir et démon-
trer la complétude des techniques de sélection de jeux tedégeloppées dans
le chapitrd® de cette thése. Plus précisément, nous altissudans la suite de
ce manuscrit deux outils formels issus de la réécriturenification, et les ordres
de simplification. Mais avant de présenter ces deux teclesiguous devons au
préalable présenter quelgues notions utiles a ces deuxitpe's.

2.1 Positions et contexte

Les termes de la logique des prédicats du premier ordre, deepadéfini-
tion inductive, peuvent étre représentés a I'aide d’uneaduor les noeuds sont les

41
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symboles d’opérations, et les feuilles les variables owctastantes. Il est ainsi
possible de repérer chaque élément grace a sa positionedzmsie (dans I'arbre)
définie comme un mot su¥.

Définition 2.1.1 (Position) Soient une signature}” un ensemble de variables,
ett un terme d€s (V).

L'ensemble depositions d’'un termef est un ensemblBos(t) de chaines de
caractéres sur I'alphabet des entiers positifs qui est ddiria maniere suivante :

— sit € V alors Pos(t) = {¢} oue dénote la chaine de caracteres vide,
— sit = f(t4,...,t,), alors

Pos(t) ={e} U U{Zp | p € Pos(t;)}

Pour toute positiow € Pos(t), on note—|, : Tx (V) — Tx (V') I'application
partielle définie inductivement pour tout terme 7% (V') sur la taille des mots
de Pos(t) par :

—t]. =t

{ tolw sit = f(t1,...,tx) avec k > n,

=t =9 Y

indéfini sinon

La positione est la position de laacine du termet. Pour toute positionw

définie pour un terme ¢|, est appel&ous-terme det.

Définition 2.1.2 (Contexte) Soient: une signature}” un ensemble de variables,
etd une constante n'appartenant pagaUn contexte pour Y ou X-contexte

est un terme déy, ;003 (V') dans lequel il n’y a qu’une seule occurrence du sym-
bole de constantel.

Dans la suite, on notera[.],, pour désigner un contexteou |'unique occur-
rence deJ apparait a la positiono.

Enfin, pour tout termeéet tout contextel.,,, on noteras|t],, le terme d&x: (1)
obtenu a partir des en remplacant le symbolg par le termet a la positionw
(c’est-a-dire tel quest], |, = t).

Exemple 2.1.1Soitt = succ(z) + succ(succ(0)) un terme. L'arbre associé est
de la forme suivante :
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_l’_

RN

succ succ

/- N

€ suce

Soit s le contextesuce(O) + succe(succ(0)) obtenu a partir du terme en
remplacant: par le symbolél. Nous pouvons ainsi construire un nouveau terme
en remplissant] qui représente une position “vide” dans le terme. Nous pogvo
le remplacer, par exemple, par un terie 0.

On notera le terme obtentj0 x 0];1 = succ(0 x 0) + suce(suce(0)), ce qui
nous donne l'arbre suivant :

PN

succ succ

N
/N

succ
0 0 0

2.2 Unification

2.2.1 Présentation

Le concept d'unification[[Lalg0] est une notion centrale eagsammation
logique. Il permet aussi bien de prouver que de calculerefinet de résoudre
et de propager des contraintes. Il nous sera tres utile dasisite de cette these,
notamment pour définir nos procédures de dépliage. Dars ¢ette section, nous
allons unifier des termes de la logique des prédicats du preomire.

Résoudre une équatian = t,, c’est chercher ses solutions. Cela revient a
trouver dans une algébyet des valeurs pour les variablesdeet ¢,, qui satisfont
cette équation.

Définition 2.2.1 Soient: une signaturet;, t, des termes dariss (1), et M une
Y.-algébre. Toute évaluation: Var(t,) U Var(ta) — M telle que(t,) = (t2),
est unesolution de 1’équation ¢; = ¢, dansM.



44 CHAPITRE 2. Réécriture

Exemple 2.2.1L'équationz? — 3 = 0 n’a pas de solution dan¥, mais a deux
solution dansR (:(x) = V3 et «(z) = —V/3).

L'énoncé du probléme fait intervenir I'algebyet dont dépend I'existence et
le nombre des éventuelles solutions.

Maintenant, on peut chercher des solutions dans l'algebsetermes avec
variablesTy; (V). Dans ce cas la, on parleutification finie. Dans sa forme
générale, I'unification se définie pour un ensemble d'éguati

Définition 2.2.2 (Unificateur) Soientty, ...t,,s1,...,s, des termes d&x (V).
Un probléme d’unification est un ensembl® d’équations de la formét, =
S1, .., n, = s, }. Une substitutiom est ununificateur de P si pour touti, 1 <
i <mn,onaoc(t;) = o(s;). On notelU (P) 'ensemble des unificateurs de

P estunifiable siU(P) # 0.

Deux termes- et s sont unifiables par la substitutiansi ¢ est un unifica-
teur pour le probléme d’'unificatiofy: = s}. De méme, deux formules atomique
p(t1, ..., t,) etp(sy,...,s,), oup estun symbole de prédicat, sont unifiables par
o sio estun unificateur pour le probléme d’unificatiph = s, ...,t, = s, }.

2.2.2 Unificateur principal

Etant donné un probléme d’unificatid®, plusieurs unificateurs d& diffé-
rents peuvent exister. Considérons le probléme d'uniboafif (x) = f(g(2))}.
o1 = [z/g(a), z/a] est un unificateur car on a bien(f(z)) = o1(f(g9(2))) =
f(g(a)), mais ce n'est pas le seul. En effet, la substitution- [x/g(z)] est éga-
lement un unificateur.

Afin de comparer ces substitutions, on considere les définstsuivantes :

Définition 2.2.3 (Unificateur principal) Soiento et § deux substitutions? est
dite plus générale queo, et on notes > ¢ S'il existe une substitutiop telle
quec = po 6.

Soit P un probléme d’unification et sait un unificateur de”. o est ununifi-
cateur principal (most general unifier omgu en anglais) deP, si pour tout
unificateurs’ de P, il existe une substitution telle ques’ = o o 7.

L'unificateur principal est une substitution plus générgle toutes les autres.
Il est plus général car il impose le minimum de contraintessgmes sur les substi-
tutions des variables. Dans notre exemple ci-dessus fitateuro, = [x/g(z)]
est non seulement un unificateur de notre probleme, mais fdles général car
o1 > 05 etil n’existe pas d’autres substitutior) telle quesy > o,,.
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Sous les conditions ci-dessous, on peut montrer gifeasiin unificateur, alors
il a ununificateur principal unique. L'unificateur principal est, dans ce cas la,
notémgu(P). Voici les deux conditions que I'on impose :

1. Onidentifie deux unificateurseto’ d’'un problemeP qui ne different que
par des renommages de variables.

2. Si P est un probleme d’unification etun unificateur principal dé, alors,
sile coupler/t est un élément de, = apparait forcément dans une équation
deP.

Ces deux conditions sont élémentaires et I'on peut diregjtéslultat ci-dessus
est vrai pour tout probléme d’unification.

2.2.3 Algorithmes d’unification

Une autre propriété fondamentale de I'unificateur prinlcgst que s'il existe,
il est calculable pour tout probleme d’unification.

Il existe plusieurs algorithmes d’unification permettainédtement de décider
si deux termes sont unifiables ou pas (c'est-a-dire de véqtieU (P) # 0, et,
dans le cas ou l'unificateur d@ existe, de calculefngu(P)).

Ici, nous présentons le premier algorithme d’unificatioogmsée par Ro-
binson [Rob6b] Il permet directement de décider si deux fdem atomiques

p(t,...,t,) €tp(sy,...,s,) sont unifiables ou pag Etant un symbole de pré-
dicat). Il permet donc de résoudre “naivement” tout protdétiunification de la
forme{t; = s1,...,t, = s,}. Les formules atomiques y sont vues comme deux

mots que I'on lit et traite de gauche vers la droite. On rdeesubstitution vide.

Algorithme d’unification de Robinson Soit A, et A, deux formules ato-
miques.

l.o=c¢
2. Tant que 0(A;) # o(A) faire

(a) Soitw la position du symbole d’opération le plus a gaucher(é, )
différent du symbole de méme position dats

(b) soitt; = o(Ay)|, etty = o(As)|., les sous-termes qui commencent a
ce symbole,

(c) si ni ty, ni t, ne sont des variables ou bien un parmit, est une
variable qui est un sous-terme sttide 'autrealors A, et A, ne sont

Un sous-terme strict d’un terme t est un terme qui apparait dans ¢ mais qui n’est pas
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pas unifiables;

sinon déterminerr, une variable qui est ou bign ou bient,, ett qui
est l'autre parmiy, t,.

o=ocU{z/t}.

findusi

findutantque
3. o est l'unificateur le plus général dé et A,.

Autre algorithme d’unification |l existe un autre algorithme d’unification,
plus élégant, et qui utilise des regles de réécriture [[jal90

2.3 Systémes de réécriture

2.3.1 Reéécriture de termes

La réécriture de termes est une technique de raisonnemeobsiste a ré-
duire une expression en la remplacant par une autre (parp&gquaur la simpli-
fier).

Placons nous dans le cadre des termes de la logique du pranhier(c’'est-a-
dire Ty (V')). Considérons un typgigure qui est construit de la maniére suivante :
— rien est une constante de tygégure,
— carre, triangle et cercle trois opérations qui prennent en argument un
terme de typ€igure et qui renvoient un typgigure.
Le termecercle(carre(triangle(rien))) est de type figure, on le représente
par une imbrication de figures :

Unerégle de réécriturgour ces figures est une expression qui transforme une
figure en une autre figure. Par exemple, on pourrait avoisBemble composé des
deux régles suivantes :

carre(triangle(f)) & triangle(carre(f))
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cercle(triangle(f)) @ triangle(f)
avecf une variable.

Cet ensemble, appesysteme de réécriture de termesus permet de trans-
former notre figure de départ de la maniere suivante :

Comme nous le constatons, ces régles peuvent s’appliqletéaieéure d’'une
figure, et la variableg’ des regles peut étre remplacée par n’importe quelle figure.
On ne pouvait pas appliquer la regle (2) avant la regle (1kda&th exemple. On
ne peut plus appliquer de régles sur la figtrangle(carre(rien)).

Un systeme de réécriture est donc un ensemble de regles davlad —
b. Ces regles sont utilisées de maniere répétitive pour abigerdorme la plus
simple possible. Chaque étape consistant a remplacer Usstsones d’'une ex-
pression donnée apparaissant comme membre gauche d’uaedeeggécriture
par le membre droit de cette méme regle. De maniere plus fame définit ce
systéme ainsi :

Définition 2.3.1 (Regle et systéme de réécriturepoit> = (S, F, V') une signa-
ture équationnelle. Soiehetr des termes dé&x (V). Unerégle de réécriture
estune pairdl, r) deTx (V) x Ty, (V) telle queVar(r) C Var(l) On notera cette
pairel — r.

Un ensemble de régles de réécrittReest appel&ystéme de réécriture de
termes.

Exemple 2.3.1Comme exemple de systéme de réécriture, nous pouvonserendr
la définition de la fonction récursive d’Ackermann sur leens naturels.
Pour spécifier une fonction telle que celle d’Ackermann raausns besoin de
la signature suivant® ;. = (Sack, Fack, Vaer) telle que :
— Sac = {entier},
— Fae = {0 : entier, succ : entier — entier, Ack : entier X entier —
entier},
— Vaek = {x,y : entier}.
La fonction d’Ackermann peut alors se définir par le syst&®neg, composé
des trois regles de réécriture suivantes :
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(1) Ack(0,y) —  succ(y)
(2) Ack(suce(x),0) —  Ack(zx, succ(0))
(3) Ack(suce(x), succ(y)) —  Ack(x, Ack(suce(x),y))

Les systemes de réécriture définissent un ensemble de dglease a ap-
pliquer sur les termes. L'application d’'une seule de ce$esgur un terme est
appeléettape de réécriture

Définition 2.3.2 (Etape de réécriture) SoitR un systéme de réécriture. On note
—rC T5(V) x Tx(V) la plus petite relation (au sens de l'inclusion) définie par :
t —x t’' si et seulement s'il existe

-u—vER,
-0V = Tx(V),
- et un contextel.],

tels quet = slo(u)], ett’ = s[o(v)]..
On dit quet seréécrit ent’, et on note —x t'.

Exemple 2.3.2Pour le systeme de réécrituie 4., de la fonction d’Ackermann,
le termeAck(succ(0), suce(0)) peut se réécrire de la maniére suivante :
— enAck(0, Ack(succ(0),0)) grace a la régle (3),
— enAck(0, Ack(0, succ(0))) grace a larégle (2) appliquée sur le sous-terme
Ack(suce(0),0),
— enAck(0, succ(succ(0))) grace a la regle (1) appliquée sur le sous-terme
Ack(0, suce(0)),
— ensucc(succ(succ(0))) (c'est-a-dire3) grace a larégle (1).

2.3.2 Propriétés des systémes de réécriture

Comme nous 'avons vu dans I'exemple d’introduction, lege de réécriture
peuvent étre appliquées de maniére répétitive. On parte d®dérivation :

Définition 2.3.3 (Dérivation) Avec les notations de la définitibn 213.2, utéeri-
vation est une séquence de termesIggV’), (t1,...,t,) telle quet; —x t;i1
pour touti € {1,...,n —1}.

L'application successive de plusieurs étapes de rééerisir également notée
Zx. Elle correspond & la fermeture réflexive et transitive-dg. Quand il n'y a
pas d’ambiguité sur le systéme de réécriture, on noteralsmgnt—.

On notera aussbx la fermeture transitive desx, c’est-a-dire I'application suc-
cessive de la relation>z au moins une fois. L'application successive d’'une rela-
tion sur un terme peut parfois mener a une forme, dite nornaaid’'on ne peut
plus appliquer aucune régle.
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Définition 2.3.4 Soit —x la relation associée au systeme de réécritli@e Un
élément € Tx (V) est undorme normale pour la relation—x, si et seulement
si il n’existe aucun autre élémesnte Ty (V) tel quee —x €.

¢’ est appeléorme normale d’un termee € Tx (V) si et seulement i —x ¢’
ete’ est une forme normale pous .

Exemple 2.3.3Dans I'exempl&2Z.312, le termacc(succ(suce(0))) est une forme
normale pour la relation associée au systeme de réécriRig,. Aucune regle
ne peut plus s’appliquer.

C’est également une forme normale pour le tetfiag (succ(0), succ(0)).
Ack(succ(0), suce(0)) —x .. succ(suce(succ(0)))

2.3.2.1 Terminaison

L'application répétitive de ces regles de réécriture poseprobléme bien
connu en informatique : celui de la terminaison. Un systemeaé@criture qui
termine est simplement un systeme qui ne permet pas d'effede dérivation
infinie, c’est-a-dire qu’il n’est pas possible d’appliquiss regles indéfiniment.

Définition 2.3.5 (Terminaison d’un systeme de réécriture)

On dit gu’'une relation—% d’'un systéeme de réécrituf® termine S'il n’existe
pas dedérivation infinieay — a; — ... lors de I'application de la relation. On
dit aussi que— est bien-fondée.

Le systeme de réécriture pour la fonction d’Ackermann esexemple de
systéme de réécriture qui termine. Cependant la preuve tirdnaison n’est
pas simple, et utilise les ordres récursifs (ou lexicogigpds) sur les chemins
gue nous allons étudier dans la secfiom 2.4.

2.3.2.2 Confluence

Comme nous I'avons déja expliqué en introduction a ce chegpi réécriture
est utilisée comme sémantique opérationnelle de la logégumationnelle. Une
condition naturelle a imposer sur la relation de réécriturg est qu’elle soit
fonctionnelle, c’est-a-dire que sa fermeture réflexiverangitive—x ne puisse
pas mener a deux réductions différentes a partir d'un mémeeteOn dit alors
gu’elle estconfluenteCeci se définit de la fagon suivante :

Définition 2.3.6 Un systeme de réécrituf@ estconfluent si et seulement si
Yy, y2, T, (Y1 R — T =R Y2 = 2, Y1 =R ZR < Y2)-
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La notion de confluence est une propriété difficile a montoamrpn systéme
de réécriture. Souvent, on s’intéresse a une propriétéfplbke, la confluence
locale. Celle-ci nous dit que si un terme peut se réécrirecemx termes différents
par une seule étapde réécriture, alors il existe pour chacun de ses termes une
forme normale par application d’un certain nombre d’étageeséécriture.

Définition 2.3.7 Un systeme de réécriturR estlocalement confluent si et
seulement $¥z, i1, v, (Y1 R < T —x Y2 = 32, Y1 —R 2 R Y2).

Ceci nous améne naturellement a présenter un résultatntgstant en reé-
écriture : le lemme de Newmah [New4?2], également appelé lemmdiamant.
Il permet de dire que ces propriétés de confluence et de lecaifuence sont
équivalentes pour tout systeme de réécriture qui termine.

Lemme 2.3.1 (Lemme du diamant) SoitR un systeme de réécriture qui termine.
R est localement confluent si et seulemerR Est confluent.

Une preuve originale de ce lemme sera donnée dans la sECEGnhpagé 79
de ce manuscrit.
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2.4 Terminaison et ordres de simplification

Comme nous lI'avons déja vu précédemment, la réécrituretdéisea comme
sémantique opérationnelle de la logique équationnelle.pjopriété importante a
imposer au systeme de réécriture, en plus de la confluen@oesla terminaison.
Dans ce cas la, il est facile de montrer que tout terme possédessairement
une unique forme normale pou#. Ceci permet alors d'utiliser le systéme de
réécritureR possedant les propriétés de confluence et de terminaisomeam
programme informatique. Le probleme est de montrer la tessbdn d’un systéme
de réécriture ; c’est un probleme extrémement difficile.

Au lieu de montrer la terminaison de la relatieng, une stratégie commu-
nément utilisée est de montrer quer est incluse dans une autre relation bi-
naire qui possede déja cette propriété de terminaison. tet, eihe dérivation
pour un systeme de réécriture peut étre vu comme une suitelat@n binaire
entre éléments de méme type. Par exemple la transformé&sue de I'arithme-
tique2 4+ (24 1) — 2+ 3 — 5 s'intégre parfaitement dans une relation binaire
2+ (2+4+1) > 2+3 > 50u0a > b siet seulement si le nombre de symboles
utilisés dans est strictement supérieur au nombre de symboles utilisgshdha
transformation termine si I'ordre considéré est bien-@nd

Pour faciliter cette démarche, des classes particuli€msregs bien fondés
ont été définies. Nous allons désormais présenter une teieecd’ordres bien-
fondés : lesordres récursifs sur les cheminRappelons tout d’abord quelques
notions préliminaires de base.

2.4.1 Préliminaires
2.4.1.1 Les relations binaires et les ordres

Une relation d’ordre est une relation binaire particulié&he s’applique sur un
ensemble et permet de comparer les éléments entre eux dermaohérente. Un
ordre est un ensemble muni d’'une relation d’ordre vérifimmtaines propriétés.

Exemple 2.4.1L’ensemble des entiers naturéfsmuni de la relation d’ordre<
classique est un ordre.

Rappelons tout d’abord quelques propriétés bien connuggelations bi-
naires :

Définition 2.4.1 Soit £ un ensemble. Une relation binairesur £ est dite :
réflexive siVx € E, zrz,
symétrique SiVr,y € E, xry = yrz,
antisymétrique SiVzx,y,z € E,xry AN yrr = x =1,
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transitive SiVz,y,z € E,xry N yrz = xrz.

Un ordre n’est rien d’autre qu’une relation binaire partiere sur un ensemble
d’éléments.

Définition 2.4.2 Un ordre sur £ est une relation binaire suf (notée> ou <)
qui est réflexiveantisymeétriqueet transitive.

Définition 2.4.3 Un pré-ordre sur £/ est une relation binaire qui est réflexive et
transitive.

Unerelation d’équivalence sur £/ est une relation binaire suf/ qui est
réflexive, symétriqueet transitive.

Larelation d’équivalence =, associée & un ordre > sur E est définie
par:Vz,y € E,x =, y si et seulement si > y ety > x.

L'ordre strict > associé a un ordre- est défini par ¥x,y € E,x > y Si et
seulement si > y etz #. v.

2.4.1.2 Relations bien-fondées

Une relation qui termine est aussi dite relation bien-fandé en encore noe-
thérienné. C’est exactement une relation de ce type qui nous intépssegorou-
ver la terminaison, puisqu’elle ne possedent pas de diémnvatfinie. Rappelons
sa définition :

Définition 2.4.4 (Relation et ensemble ncethériens$oit £ un ensemble. Une re-
lation >= sur E est ditencethérienne (Ou encorébien-fondée) si et seulement si
toute chaine d’éléments;);cy de £ liée par= (r; = =5 = ...) est stationnaire,
c’est-a-dire qu'il existe um < N tel que pour tout > n, z; = z,. L'ensemble
(E, =) est lui aussi dit naethérien.

La preuve de terminaison n’est pas décidable dans le casajébé résultat
suivant nous assure alors qu'il est possible de prouverdain@ison d’un systéme
de réécrituréR en montrant que>x est incluse dans une relation bien-fondée.

Proposition 2.4.1 Soientr; une relation binaire su&Z etr, une relation ncethé-
rienne surE. Sion ar; C ry, alorsr; est aussi ncethérienne.

PreuveSupposons qu'’il existe une séquence décroissante infinaestationnaire
pourry.
S17r1... Ty Sprp...

2d’Emmy Neether, mathématicienne allemande
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Comme on a par définition; C r, alors cela implique donc qu’il existe une
séquence décroissante infinie non-stationnaire pour

S17T2...T92SpTy...

Ce qui est une contradiction puisque la relatigrest ncethérienne.
*

L'ordre ncethérien le plus simple est |a relatisrf«est supérieur a») sur les en-
tiers naturels. Mais l'inclusion dans cet ordre, pour pua terminaison, n’est
pas toujours facile a trouver. Par exemple, définissonsléioga — surN x N
telle que :(i,j +1) — (i,7) et(i + 1,5) — (i,4). Lafonctionf : (i,7) — i* + j
permet l'inclusion de>% dans>, mais elle ne vient pas a I'esprit immédiate-
ment!

Lorsque les ordres habituels ne suffisent pas, il est paesgibh créer de nou-
veaux par combinaison des premiers. C’'est ce que nous altengdans la section
242 avec lesrdres récursifs sur les chemins

2.4.1.3 Les multi-ensembles

Dans cette section, nous allons décrire une structurenidéeiaire entre les
ensembles et les listes qui rentre en jeu dans la définitisrorires récursifs sur
les chemins.

Dans un ensemble, les éléments n'apparaissent qu’unefe@uld est sou-
vent trés utile d’avoir des ensembles dans lesquels lesélispeuvent apparaitre
plusieurs fois. Les multi-ensembles permettent ceci. H@aportent comme des
listes non ordonnées ou les répétitions sont autoriséesoliit trés utiles notam-
ment en réécriture, et pour ce qui nous concerne pour pradeerésultats de
terminaison tels que nous les verrons dans le chdditre pelimettent aussi de
définir une classe particuliére du calcul des séquents daices régles structu-
relles sont explicites (voir chapitre 3).

Présentation

Définition 2.4.5 Un multi-ensemble est une paire(E, m) ou E est un en-
semble ein : £ — N une fonction qui a tout éléemenatc £, associe un nombre
entier positif qui représente le nombre d’occurrences délment dans le multi-
ensemble.

En particulier, un élément € E n’appartient pas au multi-ensemhbl&, m)
si et seulement sin(a) = 0. On noteraM (E) I'ensemble de tous les multi-
ensembles construits a partit de 'ensemble

On peut écrire les multi-ensembles de manieres différentes
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— comme un ensemble de couplgs. , (e, m(e))
— comme une séquence d’éléments entre double-accdlades., . . ., z, }}

Exemple 2.4.2{z, x,y, 2, z, 2 }} et{(x, 2), (y, 1), (z, 3) } dénotent le méme multi-
ensemble.

Propriétés des multi-ensembles Les propriétés des multi-ensembles sont
treés proches de celles des ensembles, mais nécessiteéfidésoms adaptées que
nous donnons dans cette section.

Définition 2.4.6 La taille d'un multi-ensemblé E, m), notée|(E,m)|, est la
somme de toutes les occurrences des élémentsditanée par la fonctiom :

|(E>m)‘ = ZeEEm(e)
Le multi-ensemble’ = {z, 2, vy, 2, 2, 2}} estde tailldC| =2 + 1 + 3 = 6.

Définition 2.4.7 Un multi-ensemblé E’, n) est unsous multi-ensemble de
(E,m), noté(E’',n) C (E,m), si et seulement di’ est un sous-ensemble dg
E' C E, et pour tout élément € E’, n(e) < m(e).

{z,y, z}} estun sous multi-ensemble de mais{{z, y, y, z}} n’en est pas un car
y apparait deux fois alors qu'il n’apparait qu’une fois dahs

On peut redéfinir les opérations habituelles des ensemtesme la diffé-
rence et I'union de deux multi-ensembles.

Définition 2.4.8 Soit(F,m) et(E, n) des multi-ensembles.

L'union des deux multi-ensembles, notée m) U (£, n), est définie par la
fonction associé¢ : £ — N telle que, pour tout € E, f(e) = m(e) +n(e). On
note(E, f) le multi-ensemble résultant de 'union.

La différence des deux multi-ensembles, notée m) — (£, n), est le multi-
ensembléF, f) tel que la fonction associége: F — N est définie de la maniére
suivante : pour tout € F,

f(@) = n(z) — m(x) sin(z) > m(x),
f(z) = 0 sinon.
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Ordres et multi-ensembles Comme pour les ensembles, il est possible de
définir des relations d’ordre sur les multi-ensembles. Lengaraison de deux
multi-ensemble$ £, n) et (£’, m), se fait via une relation d’ordre sur les multi-
ensembles notée< obtenue a partir d’'une relatior sur les ensembles. Pour
pouvoir dire qu’un des multi-ensembles est plus petit qamtte, il faut qué £, n)

soit obtenu a partir déE£’, m) en retirant zéro ou plusieurs éléments(de, m),

et en remplacant (ou non) chacun de ces élémeipar des éléments plus petit
guez (dans I'ordre associ€&).

Exemple 2.4.3Par exemple, pour une relation d’ordre classigqasur 'ensemble
des entiers natureld, on aura I'ordre<< sur M (N). Ainsi on aura :

{2,3,5,5}} <« {{2,2,3,5,5,5}}

{1,2,3,4,5}} < {2,2,3,5,5,5}}

mais on aura pas :

{2,3,5,6}} << {{2,3,5,5}}.

Voici une définition plus formelle :

Définition 2.4.9 Soit < un ordre associé a un ensemhbl& la relation < sur
I'ensemble des multi-ensembleg £).
Soient(E, n) et (£, m) deux multi-ensemble§E, n) < (E’,m) si et seule-
ment si :
- (E,n)=(E',m),ou
— il existe des multi-ensembles fi(is, g), (Y, h), avec(X, g) C (E',m), tels
que(E,n) = ((E',m)—(X,g))U(Y,h), et pour touty € Y il existexr € X
tel quey < x

2.4.2 Ordres récursifs sur les chemins

Voici donc, la présentation des ordres récursifs (ou leyiaphiques) sur les
chemins. lls nous permettrons également de prouver lamaistn de nos procé-
dures de normalisation d’arbres de preuve dans le chapitre 3

2.4.2.1 Ordres de réduction

Nous voulons prouver la terminaison d’un systeme de régeridéfini sur la
base d'un ensembl® de schémas de regles. Linstanciation de ces regles par
application de substitutions et de contextes permet dhobli@relation notée—

(voir définition[Z.3.2 pagE~48). Nous avons envie de prouwueecllision dans un
ordre noethérietx de touts les schémas @ Comme on I'a vu dans la définition
232 de la section sur la réécriture, une étape de rééeriplique que la relation
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soit stable par substitution et par passage au contexte gaaantir la terminaison
de la relation compléte, il faut donc quesoit stable par passage au contexte et
par substitution. La relatiog est alors appelée ordre de réduction.

Définition 2.4.10 Un ordre de réécriture »= est un ordre clos par substitution
et par passage au contexte : six= t' alors pour toute substitution et tout
contextes|.],,, s[ot]y, = s[ot'],.

Unordre de réduction est un ordre de réécriture ncethérien.

Nous pouvons ainsi introduire le résultat suivant, dont es gens est une
spécialisation de la propositi@n 2.1 page 52 :

Théoréme 2.4.1 (de Lankford) Un systéme de réécriture de termeg termine
si et seulement s'il existe wrdre de réductioty tel queR C:= (c'est-a-dire que
[ >= r pour toute regléd — r € R).

Preuve

1. (=) On suppose que la relatioR termine. Pour toutes expressiong
telles ques —x t, il est évident qu'il existe un ordre ncethérientel que
s > t. La relation ne terminerait pas sinon. On peut donc affirmes g
est un ordre de réduction puisqu’une relation de réécrgstgar définition
close par substitution et par contexte.

2. (<) Inversement, si il existe un ordre de réductiontel que pour toute
reglel — r € R on al > r, quelque soit la séquence décroissantesx
ty —x ... correspondante a la séquence décroissantet, > t3 > ...
celle-ci termine. En fait, si ce n’était pas le cas, celaifigmait que I'ordre
de réduction> n’est pas ncethérien.

*

2.4.2.2 Ordres de simplification

Les ordres récursifs sur les chemins font partie d’'une elphss grande d’ordres
de réduction sur les termes : les ordres de simplification.

Définition 2.4.11 (Ordre de simplification) Soit> = (S, F, V') une signature.
Un ordre > sur 7% (V) est un ordre de simplification si pour chaque nom de fonc-
tion f d’arité n € N, on a
1. la stabilité par contexte : sipourtolt< i < n,t; > t;,alorsf(ty,...,t,) >
flty, . 1)

2. la propriété de sous-terme : pour tout i < n, f(t1,...,t,) = t;.
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Ces ordres sont bien-fondés, c’est ce que nous dit le thé&denDershowitz
en se fondant sur un résultat plus ancien, le théoreme deék#lrisa preuve clas-
sique, que I'on peut trouver daris [Lal90, BN98] s’appuielsua notion de bon
pré-ordre, et sur une relation dite de plongement.

Définition 2.4.12 (Relation de plongement)Soit> = (S, F, V') une signature.
La relationC deplongement est définie par :

t=f(tr,...,tn) Eg(ty,...,t.) =1t
avect, t', t;, t; des termes, sil'une des trois conditions suivantes esifa# :
1.t="¢,
2. f=gett; Ct, pourtouti, 1 <i <p,
3. ilexistei, 1 < ¢ < mtelquet C ..

Ainsi, t C ¢’ sit peut étre obtenu a partir deen “élaguant’. Placons nous
dans le cadre plus général des pré-ordre.

Définition 2.4.13 Un pré-ordre< est unbon pré-ordre Si pour toute séquence
infinie (z,,)nen il exister, j tel ques < j etz; < x;.

L'intérét des bon pré-ordres est qu’ils sont nécessairérhiem fondés. Le
théoreme de Kruskal nous permet alors de prouver que I'atdi@ongement est
bien un bon pré-ordre et donc qu’il est bien fondé. En voinbnceé :

Théoreme 2.4.2 (Kruskal) SoitY une signature finie. La relation de plongement
C est un bon pré-ordre sur les termes clBs

Comme nous l'avons déja dit la preuve de ce théoreme estqiasset on
peut la trouver dan$ [Lal90, BNP8]J. Il nous permet de morlgeésultat suivant :

Théoreme 2.4.3Les ordres de simplification sont bien fondés.

Ce résultat nous permettra ainsi de prouver la terminaisaedains systemes
de réécriture lorsque ceux-ci sont contenus dans un ordsexgdification. C'est
le théoréme de Dershowitz [Dei&2, DJ90] qui nous I'assure :

Théoreme 2.4.4 (Théoreme de Dershowitz)n systeme de réécrituie est bien-
fondé s'il existe un ordre de simplificationtel quec(t) = o(t') pour toute régle
t — t' € R et pour toute substitution.
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2.4.2.3 Ordres récursifs sur les chemins

L'idée sous-jacente aux ordres récursifs sur les chemingrsive path orde-
rings en anglais) est que deux termes sont ordonnés en comparensjgnboles
a la racine selon un ordre ncethérien sur les symboles dddasdate la signature
et, de fagon récursive, les multi-ensembles de leurs sruses immédiats.

Définition 2.4.14 (Ordre récursif sur les chemins)Soient: une signature et’
un ensemble de variables. Seiun ordre “de précédence” suc UV tel que deux
variables différentes sont incomparables, et les symbadefonction et les va-
riables sontincomparables. On construit a partireld’ordre récursif sur les che-
mins ¢po ou recursive path orderingn anglais)-,,, sur 'ensemble des termes
Tx,(V) et I'ordre associés>,,, sur M (7% (V')) I'ensemble des multi-ensembles de
termes.

On note~,,, I'équivalence par permutation des sous-termgg;, ..., t,) ~po
f(t), ... 1) Sit; ~ipo t;(i) pour une permutation des indices allantda n ; et
L %rpo U SIt =ppo £ OUL ~pp, T

t=ftr, .. tn) =mpo g(th, ... 1) =1
si 'une des trois conditions suivantes est satisfaite :

(RPO1) f =g (doncm =n), et{t1,...,t, } »po {th, ..., tL}
(RPO2) f >~ g etpourtouti,1 <i <m,t >, t
(RPO3) [ £ g etil existei, 1 < i < ntel quet; xpo t’

Les ordres récursifs sur les chemins sont des ordres deigafpbn, donc ils
sont également bien-fondés [Lal90]. Nous allons pouvaiuldiser pour prouver
la terminaison de systémes de réécriture.

2.4.2.4 Ordres lexicographiques sur les chemins

Un ordre lexicographique est un ordre récurtgik{cographic path ordérsur
les chemins particulier ou les multi-ensembles sontdaplets.

Il faut d’abord définir I'extension lexicographique derelations d’ordre. De
plusieurs relations d’ordres élémentaires on pourra alé8nir un nouvel ordre
construit lexicographiquement.

Définition 2.4.15 (Extension lexicographique)Soient £, »=1), ..., (En, =n), 0
ensembles ordonnés.éxtension lexicographiquede’=, ..., >=,, notée=,.,,
est définie sufy; x ... x E, par:

(xb cee axn) %lez (yla o >yn)

si et seulementsiona:
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- Vi(l <i<n), z; =y; 0ou bien
= Ji(1<i<n), v =y AVI(1<j<i), z;=y;

Proposition 2.4.2 Si les ensembles ordonnég;, =), ..., (E,, =,) sont tous
ncethériens, alors leur extension lexicographigyg est elle aussi ncethériene.

Preuve Par I'absurde, supposons qu'il existe une séquence déaruss infinie
non-stationnaire pous,....

(81,...,8n) %lew %lew (tl,...,tn) %lew

Par définition de=,., on sait qu'il existe un indicé tel que I'on ait une suite
décroissante infinie non-stationnaire telle que :

SiEi e mi by m .
Ceci est une contradiction puisque I'on a supposé que teusrnisembles étaient

munis d’une relation noethérienne. ) ¢

Sur le méme principe, il est possible d'étendre la définitilenl’extension
lexicographique pour comparer des séquences bornéesdataitles differentes)
d’éléments de plusieurs ensembles.

Définition 2.4.16 (Ordre lexicographique) Soient F1, 1), ..., (E,, =), nen-
sembles ordonné¥.’ordre lexicographique, noté:-,.,., est défini de la ma-
niére suivante :

vmap S n, (817 BRI Sm) %lexe (tla s atp) = (817 e Sk) %lez (tla s >tk)>
k étant le minimum entre et p.

Proposition 2.4.3 Si les ensembles ordonnég, =), ..., (E,, *=,) sont tous
ncethériens, alorBordre lexicographique =, €st lui aussi ncethérien.

Preuve Par I'absurde, supposons qu'il existe une séquence déaruss infinie
non-stationnaire pous ...

(317- . .,Sm) %leze s %lexe (tla .. ~>tp) %leze cee

L'ordre de cette séquence s’établit uniguement sumlggemiers éléments des
tuples, sachant que représente la longueur du tuple de plus petite taille de la
séquence. On pogecomme étant la longueur du tuple de plus grande taille de la
séquence. Il existe donc un tuple de termes quelconqueltieitais,. .., s}.),
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tel que I'on puisse compléter tous les tuples de tailletstm@nt inférieure & par
lesk — [ derniers éléments de cet ensemblétant la taille du tuple a compléter.
On obtient ainsi une séquence infinie ordonnée selpn:

(S1s ey Sms Sontts - -+ > k) Plew - - - Flen (tl,...,tp,s;H,...,s;) = lem .- -
On en arrive donc a une contradiction puisdie&tension lexicographique.,
est noethérienne. *

L'ordre lexicographique sur les chemins va nous permetrerduver la ter-
minaison de systémes de réécriture, notamment dans I'de€iihl pagé47 de
la fonction d’Ackermann.

Définition 2.4.17 (Ordre lexicographique sur les chemins)Soient: une signa-
ture, V' un ensemble de variables, Bt un ordre ncethérien sur F (les symboles
de fonctions)L’ordre lexicographique sur les chemins >/7° est défini sur
les termes d&% (V) par s>P°t si:

1. (LPO1)t € Var(s) ets # ¢ ou bien
2. (LPO2) s = f(s1,...,5,) €tt = g(t1,...,t,) et I'une des conditions
suivantes est vérifiée :
(@) (LPO2a) f =5 g, (51,...,5,) > (t1,... ty)etVie {1,...,m},
s >Pot;
(b) (LPO2b) f >rgetVie {1,...,m},s > t;
(c) (LPO2c) Ji € {1,...,n} tel ques; >'"° ¢ ou biens; = ¢ (c’est-a-
dire s; > t).

Il s’agit en fait d’un ordre récursif sur les chemins ou I'emplace la condi-
tion (RPO1) par la condition LPO2a).

Théoréme 2.4.5Les ordres lexicographiques sur les chemins sont des od#res
simplification.

La preuve est similaire a celle faite pour les ordres ré&usir les chemins
et pour les lecteurs intéressés, est disponible dansdgdlitire traitant de ce sujet,

par exemple[[BN9E, Lal90].

2.4.2.5 Exemple : La fonction d’Ackermann

A partir du systéme de réécritufe défini dans 'exemplEZZ3.1 pafgel47, que
I'on rappelle ici, nous allons montrer que la relatién; est incluse dans un ordre
lexicographique sur les chemins et donc que le systéeme dettgé termine.
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@) Ack(0,y) —  succ(0)
2 Ack(suce(x),0) —  Ack(x, succ(0))
(3) Ack(succe(z), succ(y)) —  Ack(x, Ack(suce(x),y))

Commencons d’abord par définir I'ordre bien-fonde sur les symboles de
fonctions :

Ack >p succ >r 0

Montrons alors que la relation> vérifie I'ordre lexicographique sur les che-
mins >7° sous-jacent & ». Nous devrons alors montrer que chacune des régles
de la fonction d’Ackermann est incluse dang°. Par fermeture par contexte,
substitution et transitivité, nous aurons alors nécessant— 5z C>'7°.

— Pour I'équation (1) de la fonction d’Ackermann, nous des/orontrer que

Ack(0, ) >0 suce(0).

Nous nous trouvons dans le csP0O2b), avecs = Ack(0,z) ett =
succ(0), doncn = 2 etm = 1. Nous savons, d’aprés I'ordre défini sur
les symboles, quelck >p succ. Nous devons donc montrer qug <
{1,...,m} (c'est-a-dire pouri = 1 carm = 1), s >%° t; (c'est-a-dire
queAck(0,y) >%° 0).

Pour montrer quedck(0,y) >%° 0, profitons du fait que 'ordre lexico-
graphique sur les chemins a la propriété de sous-terme;&-dse que tout
terme est plus grand que chacun de ses sous-termes. Nogslavarimmé-
diatement quelck(0,y) > 0 puisqued est un sous-terme déck (0, y).
Nous avons donc bien démontré que I'équation (1) de la fonatiAcker-
mann vérifie I'ordre lexicographique sur les chemins.

— Pour I'équation (2), montrons quéck(succ(z),0) >%° Ack(z, succ(0)).
Nous avonss = Ack(succ(z),0), t = Ack(z,succ(0)), et doncn =
m= 2.

Nous nous trouvons dans le cdd?02a) avecf =r g = Ack. Il faut
donc prouver deux choses différentes :

1. (s1,52) > (t1,t,) Cest-a-dire quésucc(r),0) >°_ (z, succ(0)).
Nous allons en fait comparer les ensembles des argumentiedes
cotés de I'équation selongktension lexicographique des ord(@sir
définitionZZ4.1h).

Nous avonsn = n = 2 (la cardinalité des tuples a comparer) et nous
devons montrefsy, ss) >§’e’; (t1,t5) car les deux ensembles sont de
méme cardinalité.

Il nous suffit donc simplement de prouver que:c(z) >%° x. Ce qui
est immédiat car est un sous-terme dewce(x).
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2. Vi€ {1,2}, s >0,
Pouri = 1, montrons quedck(suce(z),0) >° z, ce qui estimmédiat
puisquer est un sous-terme déck(succ(z), 0). Pouri = 2, montrons
que Ack(succ(x),0) >"° sucec(0). Comme pour I'équation (1), nous
utilisons(LPO2b) et nous devons donc prouveérk(succ(z),0) >»°
0, ce qui est de nouveau une conséquence immédiate de lagtéopri
des ordres de sous-terme.

— Etpuis, pour I'équation (3), nous devons montrer gug(succ(z), succ(y))
> Ack(x, Ack(suce(z),y)). Comme pour I'équation (2), nous passons
d’abord parLPO2a),

1. Pour le premier cas nhous sommes dans la méme situation.

2. Pour le deuxieme c’est un peu différent.

Pouri = 1, montrons queAck(succ(x), succ(y)) >%° z. C'est le

méme probleme que dans I'équation (2), nous sommes dans le ca

(LPO1).

Pouri = 2, montrons quelck(succ(z), suce(y)) > Ack(succ(z),y).

Nous nous retrouvons dans le ¢a®02a) :

@) (succ(x), succ(y)) >F° (suce(z),y) car succ(z) = succ(z), et
succ(y) >° y (selon I'ordre de sous-terme)

(b) Pouri = 1, Ack(succ(x), succ(y)) >*° succ(z), que nous pou-
vons comme dans les cas précédent montrer grace a la péopriét
de sous-terme.

Pouri = 2, Ack(succ(x), succ(y)) >° y cary est un sous-terme
de Ack(succ(z), succ(y)).
Ceci termine donc I'exemple. Nous avons bien ce que nousormidémon-
trer.

2.5 Systémes de réécriture conditionnelle

Dans cette section, nous présentons une classe partcdiéesystéemes de
réécriture [KKOB], les systemes de réécriture conditidien&es formules consi-
dérées sont alors désrmules conditionnellede la forme

bh=t/AN - Nt,=t, =1l=r
out; = t),...,t, = t/, sont lesconditions et! = r la conclusionde la

formule.
Lesregles de réécriture conditionnelkont construites a partir de formules

conditionnelles dont on oriente la conclusion et on les note
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bh=tANNt,=t,=1—>r

Définition 2.5.1 Unsystéme de réécriture conditionnelle est un ensemble
de regles de réécriture conditionnelle de la forme

th=tNNt,=t,=1—r

out; =t) N---At, =t/ sontles conditions, étetr sont, respectivement, les
parties gauches et droites des conclusions des régles datigé conditionnelle.

Pour un systéme de réécrituRe une régle donnée s’applique sur un terme si
ses conditions sont satisfaites lorsqu’elles sont ingé@s@ar la substitution qui
convient.

Dans les systemes de réécriture classiques, les varialnetenues dans le
membre droit d’une régle, apparaissent également dans riebneegauche. On
généralise cette condition aux systemes de réécriturattmmuklle : les variables
contenues dans les conditions ou dans le membre droit, @ippant également
dans le membre gauche de la regle. Cette condition n’estéxzesgaire dans le
cas général, mais est bien souvent requise.

Définition 2.5.2 Soit R un systeme de réécriture conditionnelle. Un termse
réécrit en un terme’, que I'on notet —5, t’ si il existe :

=

une regle de réécriturg = t) A--- A t, =t = | — r dansR,
une positionw dans le terme,
une substitution, satisfaisant|, = o(1),

oD

une substitution telle que les conditions(c(ty)) = 7(a(t}))) A -+ A
T(o(t,)) = 7(o(t),)) soient vérifiées.

On aainsit’ = t[t(o(r))].-

D’aprés cette définition, une regle de réécriture conditeie est applicable si
il existe une substitution sur les variables telle que lexldmns soient satisfaites.
Ce probleme peut étre résolu par un processus appelé “nagdben anglais.
Mais la définitioZ5 P est trop générale pour étre appleabfaut donc poser
des conditions plus restrictives. La premiére chose regqessque chaque variable
apparaissant soit dans les conditions, soit dans la paditedie la conclusion doit
aussi apparaitre dans la partie gauche de la conclusi@t;a&'dire

Var(ty =t) A Nt, =t,)UVar(r) C Var(l)
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Puis dans la condition 4; devient l'identité, et nous la remplacons par la
condition suivante :
4. pour touti, o(t;) est une forme normale dgt;)

La propriété suivante de réduction sur les systemes datd@aronditionnelle
nous permettra de garantir des propriétés pour un de naxeagide sélection
donné dans le chapitié 6 de ce manuscrit.

Définition 2.5.3 (Réduction) Un systeme de réécriture conditionneReestré-
ducteur si et seulement si il est équipé d’'un ordre bien fondé quskatipour
toutes les regles /\ti =, =t — t' dansR et toutes les substitutions:
1<i<m
—o(t) > o(t), et
—Vie{l,...,m},o(t) > o(t;),o(t) > o(t).
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Chapitre 3

Normalisation d’arbres de preuve

Dans beaucoup de situations en logique, pour faciliteflisation des sys-
temes d’'inférence, ou pour obtenir des résultats de cobéren de décidabilité
sur les systémes de preuve, ou encore pour faire de la predematique, on
utilise souvent une stratégie d'application des reglesféience. Lintérét est de
réduire I'espace de recherche des arbres de preuve. Citabgees exemples ou
une stratégie d’application des regles d’inférences peeatdilisée :

— le résultat de logicalité pour de nombreuses formes dejleg équation-

nelles [vO04[ Bir35, Kap§4, ABD02] ;

— I'élimination des coupures qui montre que la regle de coaiprest pas

nécessaire pour le calcul des séquents et pour la déduatoretie dans
de nombreuses logiques (logique du premier ordre [Gena§igle intui-

tionniste [KIe52], logiques modale$ [Wal90], déductionduim [DW99],
display logic [DGO0B] ) ;

— la propriété de confluence pour les systemes de réécritarel@ section
Z322);

Pour savoir si on ne perd pas en puissance de preuve ennitdessastratégies,
il faut montrer que n'importe quel arbre de preuve, sanségia d’application des
regles, coincide exactement avec la classe d’arbres degrearrespondante a la
stratégie particuliere d’application des regles. Nousrbralors qu’elles sont cor-
rectes et complétes par rapport au systéme d’'inférencepatdé
La correctionest trivialement satisfaite car les arbres résultantsltiststratégies
sont avant tout des arbres de preuve.
La complétudesst beaucoup plus complexe. En effet, elle demande que @atur t
énoncé de théoréme, il existe un arbre de preuve associéagsnt la structu-
ration imposée par la stratégie d’application des régledétence. Usuellement,
dans tous les systemes formels ou ce type de démarche deti@stie I'espace
de recherche des arbres de preuve a été appliqué, la codwlést une consé-
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guence d’un résultat plus fort qui consiste a définir dessfiamations d’arbre de
preuve élémentaires, de montrer que ces transformationgient et que I'espace
des preuves ainsi obtenues “couvre” I'espace des théorébresbserve alors
gue ces transformations se caractérisent par des traretiorm élémentaires qui
consistent souvent a faire remonter certaines régles swutré's. On parle alors
denormalisation d’arbres de preuv&n général, dans les systemes formels ou de
tels résultats de normalisation ont été appliqués, la diféme réside pas dans la
définition de ces transformations élémentaires mais dgmelase de terminaison
de ces derniéres. A chaque fois que de tels résultats de hsatien d’arbres de
preuve ont été établis, c’est de facon ad-hoc au systemefsons-jacent.

Dans cette partie, nous allons montrer que de nombreuxta¢syleuvent
s’unifier et ainsi se généraliser indépendemment du systéeme| sous-jacent.
Ainsi, nous allons montrer que des résultats de normatisatussi différents que
la logicalité, le lemme de Newman ou encore I'éliminatiors @@upures dans
le calcul des séquents et en déduction naturelle s’unifians din méme cadre
général que nous allons définir dans cette partie. Les edsude normalisation
d’arbres de preuve présentés ici seront largement utitiaés toute la suite de la
thése. Nous les utiliserons notamment dans les preuvesagitief pour prouver
la complétude de notre méthode de dépliage.

Ce travail a été commencé pendant mon stage de DEABoiO83,@oéirsuivi
par la suite pendant ma these, et a donné lieu a un rapportherobe du LaMI
[ABLOS]. Il est inspiré d’un premier résultat de normaliseat d’arbres de preuve
décrit dans[[Bah03, ABD02].

Nous allons tout d’abord énoncer nos résultats de norni@lise’arbre de de
preuve sous la forme de résultats généraux valides poumpniite quel systéeme
formel. Puis, nous donnerons plusieurs exemples détaidésrmalisation.

3.1 Les transformation d’arbres de preuve

3.1.1 Introduction

Dans les systémes de preuves que nous avons étudiés précédempiusieurs
arbres de preuve peuvent étre associés a la preuve d’'une foémsde, tout dé-
pend de la facon dont les régles sont appliquées. Par exeogistruisons la
preuve de la formule valideA A B) = (A Vv B) dans le calcul des séqueidts/u
dans la section 1.2.3.1 pagd 27 :
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Az

ANGauche

V Droite

) = Droite

A B AB
(ANB) — A, B
(AAB) — (AV B)

—(AAB)= (AVB

Nous aurions pu I'écrire aussi bien de la maniere suivameampliquant
d’abord la reglenGauche puis la réglev Droite :

Az

V Droite
ANGauche

) = Droite

A,B— A, B

A, B— (AV B)
(AANB) — (AV B)
— (AANB)= (AVB

La conclusion et I'unique feuille (Ax) de I'arbre sont les més dans les deux
arbres. Seule la structure interne de I'arbre a changé.

Normaliserun arbre de preuve consiste alors a transformer cette stauct
interne de I'arbre pour lui donner une configuration paitére (pas forcément
unique). Nous allons donc donner un cadre générique adaf@énarmalisa-
tion d’arbre de preuve le plus indépendant possible d’utésys formel donné.
Nous allons normaliser via I'utilisation de transformaitsoélémentaires d’arbres
de preuve. Ces transformations fonctionnent comme desgelgl réécriture (voir
sectiorZB pade#6). Nous pouvons, par exemple, transforotiee premier arbre
de preuve en notre second arbre, grace a la régle suivante :

LAB—ABA . DA, B A, B,A
T,(ANB) — A, B,A " ?C? [,A, B (AVB),A
T, (AAB) — (AV B),A VProte T,(AANB) — (AV B), A

V Droite
AGauche

Un telle regle permet de dire queDroite “remonte” surAGauche. Quand
on I'applique sur un arbre de preuve, et que la partie a gadelsggne~ s’unifie
avec une partie élémentaire de I'arbre, alors on réécti¢ getrtie élémentaire par
la partie droite. On peut le faire car les conclusions etéeslies sont les mémes
des deux cotés.

Pour fonder notre résultat de normalisation d’arbres dey@eious utilisons
les notions de réécriture et de terminaison que nous avgapdisentées dans la
sectior’ZB padge#6. Pour normaliser un arbre de preuve,utitisens des régles
de transformation élémentaires. Quand elles sont reges mdles forment des
systémes de transformation d’arbres de preuve. Il nousrdaaldrs définir des
conditions sur ces systemes de transformation pour gateatiterminaison.
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3.1.2 Arbres de preuve élémentaires

La normalisation va donc se faire pas a pas en transformaartue de preuve
complet par des transformations de “petits morceaux” oufsioternes de I'arbre.
Ces motifs élémentaires sont appelélses de preuve élémentaires et sont consti-
tués d’'une application de régle, dont les prémisses de-ciedlent soit des feuilles
soit des applications de regles.

Par exemple, la transformation donnée en début de chapitre

[ A, B A B, A
T.(ANB) — A, B, A
T,(AANB) — (AVB),A

est un arbre de preuve élémentaire. Donnons la définitiomdte de tels
arbres de preuve élémentaires.

AGauche
\V Droite

Définition 3.1.1 SoitS = (A, F, R) un systéme formel. Uarbre de preuve
T . T

élémentaire est un arbre de la formelTn Lonoté(my, ..., T, 0),, tel
que, pourtout, 1 <i: <n:
— soitm; est une formule dé’,
— soitil existe une regle € R telle quer; = (¢}, - - ., P, i), AVEC pour
touty, 1 < j <m;, wgmj une formule de-'.

Remarque 3.1.1Les arbres de preuve élémentaires ne sont pas des arbres de
preuve car leurs feuilles ne sont pas nécessairement demasi

3.1.3 Procédure de transformation d’arbres de preuve

A partir de ces arbres de preuve élémentaires nous défisiggmntransfor-
mations d’arbres de preuve. Une transformation doit étee samme une regle
de réécriture d'arbre qui a pour membre gauche un arbre de/préémentaire
7 qui correspond a ce que 'on veut transformer dans un arbieow membre
droit un arbre de preuve’ de méme conclusion queet dont les feuilles sont un
sous-ensemble de celle dela partie droite doit bien sar étre un arbre normalisé.

Définition 3.1.2 (Systéme de transformation)Soit S = (A, F, R) un systéme
formel. Unsystéme de transformation d’arbre de preuve pourS estune
relation binaire~ telle que pour touteégle de transformation de la forme
T~
— m est un arbre de preuve élémentaire,
— 7’ estun arbre normalisé, c’est-a-dire qu’on ne peut pas apr de regles
sur celui-ci,
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— I'ensemble des feuilles d€ est inclus dans celui de (noté LS (') C
LE(m)),
— 7 etr’ ontla méme conclusion.

Nous pouvons transformer tout systéme de transformatiarbcE de preuve
en un systeme de réécriture. Ceci nous permettra de moatneorinalisation
d’arbres de preuve a partir des nombreux résultats étallimgerminaison des
systémes de réécriture.

Nous allons donc nous ramener a un systeme de réécriturendastavons
étudié de nombreuses propriétés dans le chapitre précéamt cela, nous al-
lons associer a toute formuleune sortes,,, et a chaque regle d'inféerencaine
opérationf,. Pour les arbres qui ne sont pas des arbres de preuve, et s{ui po
sedent donc des feuilles qui ne sont pas des axiomes, nons aimplacer ces
feuilles par des variables. Associons au systeme fofinel( A, F, R) la signature
Ys = (Sg, Fs, VS) telle que :

— Ss={s,|p e l}

—Fs={cp = sp [ € FYU{f 55 X+ X 5,, = s, | #2520 € RY

- Vs={z,|p € F}.

Nous pouvons donc associer a tout arbre de preuv€ de >s-terme clos.
Ainsi, un systeme de transformations élémentaires d’ardeepreuve peut étre
vu comme un systeme de réécriture. A toute regle de transfismd’arbre de

preuve
®1 e ©n ,

U %] L Un |

¥ e

nous associons une regle de réécriture de termes :

Jol@py, oo (@ T )y ooy Xy, )~

telle quexy,,..., vy, , %, ..., 24, SONt des variables de sortes, (resp.
s¢;), €t estleXs-terme obtenu a partir de ou toute feuille dep a été rem-
placée dans, par une variable:, de sortes,,.

Définition 3.1.3 (Etape de transformation) Soit 7 un systéme de transforma-
tion d’arbre de preuve. Soif R le systéme de réécriture de terme associe a
~7rr estla relation associée a I'application d’'une étape de réaee du sys-
téme7 R. Comme nous avons traduit nos arbres de preuve en termegétape
de transformation se fera de la méme maniére qu’une étape de réécriture (voir
definitionZZ3.P page48).
On notera~~r% I'application successive de plusieurs étape transfororati
d’arbre de preuve.
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Comme pour tous les systemes de réécriture I'un des proklémgurs est la
terminaison.

Définition 3.1.4 Un systeme de réécriture est ditfrtement normalisant Si

toutes les séquences de transformation sont finies, c:dse@u’il termine quelle
gue soit la maniere d’appliquer les regles,faiblement normalisant si tout
arbre de preuve a une forme normale.

Nous ne nous occuperons pas ici de la confluence du systénggchiure.
Seule la forme de l'arbre normalisé nous intéresse, peuti@ppe celle-ci soit
unique ou non.

3.2 Conditions et théoréme pour la normalisa-
tion forte

Cette section est dédiée a un théoreme de normalisatiendortles transfor-
mations d’arbres de preuve, c’est-a-dire un théoreme gaingia la terminaison
d’un systéme de transformation d’arbres de preuve souaioes conditions (que
nous allons décrire dans cette section). Ce théoréme esétajgrarce qu'il est
défini indépendamment d'un systeme formel donné (voir seBiiZ.2).

Une idée simple et commune a la plupart des preuves de tasniméoir
I'ordre récursif sur les chemins sectibn Z14.2) consisteragarer les termes des
regles de réécriture en commencant par comparer leurs dgmbe téte, et puis
récursivement en comparant les collections de leurs sometammeédiats. Nous
commengons donc par définir un ordre bien-fondé sur les étnagomiques des
arbres de preuve (i.e. les instances de régles).

Par exemple, dans le cadre du calcul des séquents, et conusédenaerrons
par la suite dans la sectibn 313.3 pAgk 82 pour prouver ligétion des coupures,
nous pouvons définir I'ordre bien fondé suivant sur les redle calcul :

Va e {A,—, 3}, Coupure = QDroite, QGauche, Axiome

En classant les regles a I'aide de cet ordre bien-fondé, pousons carac-
tériser une forme d’arbres de preuve du calcul des séquaints, regle de cou-
pure “remonte” sur toutes les regles et s’élimine sous lesnags. Lorsqu’on
écrit Cut = AGauche cela signifie que la regl€'ut peut remonter sur la régle
AGauche, et ceci nous permet d’accepter cette régle de transfoomati

'L’ordre bien-fondé > ne nous garantit pas que cette régle existe mais qu’elle peut
exister.
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A B, o r— A ACauch ['s — As, 0 A,B,@HAlC
Ly Do ANB.p— Ay Q70 T T A B RSy O
Ts, ANB— AL A, v w T3 ANB— A A, NGauche

Nous allons maintenant donner plus précisément nos condipour qu’'une
procédure de transformation soit fortement normalisatels allons représenter
les arbres de preuve sous la forme de déductions (voir S€ER2).

Définition 3.2.1 (Conditions pour la normalisation forte) SoitS = (A, F, R)
un systeme formel. Sdit un systéme de transformation,€un ordre bien-fondé
sur I'ensemble des régles d’inférendes

Un procédure de transformatiow vérifie lesconditions pour la nor-
malisation forte si pour toute régle de transformatidmny, ..., ¢, p), ~> 7™ €
7 et pour chaque sous-arbfe,, ... ., ¢'), der:

1..=/ sipourtoutj1<j<m,onajeFulJr
) reR
L1 sinon
2. Siv ~ yalors{ey, .. e > {4, ..., 0, 1 ou = est I'extension de-

aux multi-ensemblésle F' U U r.
reR

Notons que ces conditions sont tres simples a vérifier suystée de trans-
formations d’arbres de preuve.

Théoreme 3.2.1Toute procédure de transformatior satisfaisant les condi-
tions de la définitiol.3.211 est fortement normalisante.

Preuve Les arbres de preuve sont vus comme des termes en utilissiaink:
formation définie dans la section précédente. Soienin systeme de regles de
réécriture qui vérifie les conditions pour la normalisatforte, et>"?° un ordre
récursif sur les chemins (Recursive Path Ordering en asjgiaiini d’'une relation
d’ordre bien-fondé- sur 'ensemble de regles.

Montrons que~ C >"P°,

Soit (11, ..., tn, ©), ~ 7 une régle de transformation. Montrons par induction
surm que(iy, ..., Ly, @), > .

Cas de base 7 est une formulep.
D’aprés la définitiodl 3 T1LS (7)) C LS((e1, - -, ta, ).), CE qui Signifie
quer est un sous-terme dey, . . ., t,, p),. Comme l'ordre récursif sur les
chemins a la propriété de sous-termes alors. . ., ., ), >"P° .

2Voir section ZZ 1 page B pour une description détaillée des multi-ensembles.
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Etape d’induction  estde laformén,, ... m,, ).

Deux cas de figure sont possibles :

1. . = /. Par hypothése d’induction, on sait que pour tqut < i < n,
(L1, tn, @), >"P° m;, donc par le RPOy, . . ., Ly, ), >"° m, car
L=,

2. . ~ /. Par la condition 1, chaque est dang"' U U r (1 <i<n).

reR
Par la condition 2, nous avok&.1, ..., 1, }} > {¢},..., ¢, }}, etdonc

Hea, ooyl > {4, ..., 4, }}. Par le RPO, nous pouvons dire
que(ty, ..., tn, @), >0 .

*

3.3 Exemples de normalisation forte

Dans cette section, nous allons appliquer notre résultabdwualisation forte,
dont le point central est le théoréine 312.1, a trois réesulian connus. Ces ré-
sultats ont pour caractéristique d’avoir des preuves rviales, mais qui peuvent
étre vues comme corollaires simples de ce théoréme. Ce ssrinstances parti-
culieres du résultat général de terminaison énoncé pagcedime.

Le premier de ces résultats est lié a la complétude du ragsoant algébrique
par rapport au raisonnement équationnel, connu sous le mofogicalité. Le
deuxiéme est un résultat bien connu en réécriture : le lemaidesvman. Le troi-
sieme résultat de normalisation auquel nous allons noéseisger est attaché au
calcul des séquents de Gentzen pour lequel les regleswselies sont implicites
(présentation dans la sectibn 1.213.1) et au fait que I'ant pminer la régle de
coupure dans tous les arbres de preuve.

3.3.1 Logicalité

Dans le cadre de la logique équationnelle (voir sediioh A@e[BP) on dis-
pose d'un résultat connu sous le nom de logicdlifé [Bir353. Nous allons le
définir en guise d’exemple d’application pour notre cadre.r€sultat est lié a la
définition d’'une relation de convertibilité. Pour commengeus devons définir le
systéme formel équationnelle sur lequel nous allons titavai

3.3.1.1 Systéme formel équationnel

Lorsque les formules ne sont que des équations de la foemé& avect, ' €
Tx (V') nous pouvons définir le systeme formel équatiodhelassocié de la fagon
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suivante :

Définition 3.3.1 Le systeme formel équationr®le = (Aze, Fre, Re) associé
a une signaturé&: = (S, F, V') est défini par :
- Are=VUFU{=}
- Fﬁg = Eq(E)
— I'ensembleR ;¢ contient les cing schémas de regles d’inférence suivants,
instanciables en remplacant ¢, t' et t” par des termes quelconques de
Tx (V) eto par toute substitution d&” dans7x (V) :

t =t
refl p— sym pra—
t — t/ t/ — t//

L=t
t=t
S[t]w = $[t'w

trans

rempl

subst

t =
o(t) =o(t)

3.3.1.2 Relation de convertibilité

A partir du calculC&, on observe trés vite que le raisonnement défini au travers
de ce calcul ne caractérise pas le raisonnement algébrayped. lLa conséquence
de l'utilisation de ce calcul est que les preuves obtenué&snenpour prouver
des choses simples, sont souvent lourdes et ne correspggraten la démarche
habituelle comme le montre cet exemple :

Exemple 3.3.1SoitY une signature composée de la seule opération binaire,
et Az un ensemble de formules composé des deux axiem@stz) = (x+y)+2
qui caractérise I'associativité, et + y = y + x la commutativité de 'opération
+.

Montrons alors que la formulé: + b) + (a + b) = (a + a) + (b + b) avec
a,b € V estun théoreme dEh g (Ax) :

r+y+z2)=(@+y)+=2 -
(@+b)+ (atb) =((atb)+a)+b """ A
(a+b)+(a+b)=(a+a)+ (b+Db)

trans

A étant le sous-arbre de preuve suivant :
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r+y+z2)=(+y) +=z
Ay ((a+a)+b)+b=(a+a)+(b+0b

) subst

t
(a+b)+a)+b=(a+a)+ (b+b) rans
A, étant le sous-arbre de preuve suivant :
T+y=y+x r+(y+z)=(@@+y +=
subst subst

(a+b)+a=a+(a+Db) a+ (a+0b)=((a+a)+0)
((a+b)+a)=((a+a)+0)
((a+b)+a)+b=((a+a)+b)+b

trans

rempl

Toutes les feuilles de I'arbre sont des axiomes de I'enserib) la formule
(a+0b)+ (a +b) = (a+a) + (b+ b) est donc bien un théoreme.

Pour mieux appréhender le raisonnement algébrique usustieemployé€, on
définit alors une relation binaire-r sur7x(V), appeléeelation de converti-
bilité, de la facon suivante :

Définition 3.3.2 (Convertibilité) Soient> = (F ar) une signature et un en-
semble de variables. Sditun ensemble d’équations. Notoas- la relation bi-
naire surly (V') définie comme étant la plus petite relation (au sens de Lisiohn)
telle que :

1. I' C <, C'est-a-dire que si. = v € I" alorsu <> v
2. sit «—p t' alorst’ < t,
3. sit < t' alors, pour toute substitution : V' — Tx(V),
o(t) —ro(t') et
4. sit < t' alors, pour tout contexte].|,, de 7% (V), c[t]w <1 c[t']w-
La relation définie ci-dessus représente une étape de ragoent algébrique.
La composition de plusieurs de ces étapes se définit nagaretit par la fermeture

réflexive et transitive de la relatioss, c’est-a-dire<sr.
&1 est appeléeelation de convertibilité

Exemple 3.3.2Pour prouver la formulga + b) + (a + b) = (a + a) + (b +
b) de I'exempld=3311 padelr5) a 'aide de la relation de conlséiteé, il suffit
d’appliquer la stratégie suivante :

(@+b)+(a+b) —a, ((a+b)+a)+b < (a+(a+b)+b 4
((a+a)4+b)+ba, (a+a)+ (b+10)

Contrairement a la construction d’un arbre de preuve, iltftrés peu d’étapes
pour obtenir une preuve de + b) + (a 4 b) <, (a+a) + (b +b).
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3.3.1.3 Reésultat de logicalité

Nous pouvons constater que cette définition de la relatiarodeertibilité<-
désigne des arbres de preuves d’'une forme particuliereff&n eette relation est
construite a partir de 'ensembleet a I'aide des regles d’'inférence de la logique
équationnelle :

— le point 1. de la définitioh-3.3.2 correspond aux axiomes,

— le point 2. correspond la regkgm,

— le point 3. correspond la regkebst,

— le point 4. correspond a une composition de la réglepl,

— et la fermeture réflexive et transitive correspond une amsitjpn des regles

refl et trans.
Pour chaque expression® t/, il existe donc un arbre de preuve (voir figure 2.1)
dont les feuilles appartiennentaet qui est :

— ou bien réduit a une instance g,

— ou bien composé uniquement d’instancesge, subst, rempl et trans et

tel qu’une instance deans ne se trouve jamais au-dessus d’une instance
derempl, de subst et desym.

[ trans [ Tsubst
[ Trempl I sym

F1G. 3.1 Arbre de preuve associé a <

La définition de la regle de convertibilité traduit alors wstetégie d’applica-
tion des regles d'inférence. Nous devons alors vérifier qitestratégie ne perd
pas en puissance de preuve, c'est-a-dire gu’elle est ¢eretcompléete. C'est le
résultat de logicalité que I'on peut exprimer de la fagovanie :
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Théoréme 3.3.1 (Logicalité)Etant donné un ensemble d’équatidhsious avons
I'équivalence suivante :

t &r ' sietseulement &kt = ¢/

Le sens £) de I'équivalence est trivialement vérifié car la relatianabnver-
tibilité traduit un arbre de preuve particulier explicitédessus.

L'autre sens€) de I'équivalence est plus complexe car il demande qu’a tout
énoncé dd" - ¢t = ¢/, il existe un arbre de preuve satisfaisant la stratégie dé-
finie précédemment. A I'aide de notre cadre général, nousqrsitransformer
n’'importe quel arbre de preuve en un arbre possédant lasteuecherchée.

3.3.1.4 Modélisation dans notre cadre général

SoitSy v = (As v, Fuv, Rev) le systeme formel équationnel de la défini-
tion[3:3.1 pag€~15. Nous voulons construire des arbres éagsaels les instances
de trans ne se trouvent jamais au-dessus des cellesyde subst, et rempl.
Pour cela, nous définissons un systeme de transformatidorei&ade preuve via
les regles de normalisation suivantes :

1. substremonte sutrans :

t:tl tl:t// t:t/ tl:t//

ot = ot” ~ ot = ot”
2. rempl remonte sutrans :
t:t/ t/:t// t:t/ tl:t//
trans rempl ______ rempl
t=1t" ~ S[t)w = S[t'w s[t']w = s[t"|w
rempl trans
sltlw = s[t"]w sltlw = s[t"]w

3. sym remonte sutrans :

t:t/ t/:t” tl:t// t:tl
trans sym sym
t:t// ~ tl/:t/ t/:t

trans
g t =1t

sym
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On remarque également que les reglekst, rempl et sym s’annulent toutes
sousrefl etrefl ettrans s'annulent mutuellement. C’est ce que I'on montre avec
les regles de transformation suivantes :

subst & ~ refl
o(t)=o(t) o(t) =o(t)
refl —
l o t=t
remp 8[ ]w — t]w ~ T’@,ﬂ S[t]w _ S[t]w
refl p—
sym — wreﬂt:t
rel — mw:t=t mit=1t refl —;
trans 1 =t ~ oot =1t trans ﬂt:t ~ oot =1t
t = t, t — t,

Comme nous l'avons déja observé, les régles de transfarmatinsistent a
“distribuer” les instances des reglegm, subst et rempl sur les instances de
trans, et a éliminer toutes les instances de regles quand elleswseent en des-
sous de la reglecfl. Nous considérons alors un ordre bien fondé sur I'ensemble
des regles du systeme formel tel quen ~ subst ~ rempl = trans = refl =
Axiom. Il est facile de vérifier que les régles de transformaticspeetent les
conditions de normalisation fortes de la définition 3.2.4qdd3. D’aprés le théo-
reme3. 211, ceci assure alors la terminaison de la relation

3.3.2 Lemme de Newman

Dans cette section nous allons donner une preuve origindentme de New-
man énoncé dans la définitibn213.1 page 50 en utilisantitagbh@ que nous avons
développé dans ce chapitre.

3.3.2.1 La réécriture (systéme formel)

Pour pouvoir s’'intégrer dans notre cadre de normalisatitaut tout d’abord
présenter la réécriture de termes sous la forme d’'un sysfemel.

Définition 3.3.3 Soit R un systeme de réécriture. Le systéme formel associé
Sz = (F, R) est défini de la maniére suivante :

3Ne pas confondre R le systéme de réécriture et R I’ensemble des régles d’inférence.
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— F est 'ensemble de toutes les formules de la forme v, © —x v et

&
U <—rR v,

— R est'ensemble des regles d’inférences suivant :

*
U —rRv

U —R U
u—veR , . ——— Rew. ” Der/Pr.
U —pR U xriom U —R U U <R U
* *
U—R U U —pR U
—————— Cont. ———— Sub.
Clu] == C[v] o(u) —r o(v)
* * * *
UR — W w—pR v U —pr W WR— v
- Peak " Valley
U <—R v U =R v
U Spw w SR v U Srpw w SR v
R TR —R —R .
" Proof " Deriv.
U R U U —R U

Exemple 3.3.3Reprenons I'exemple simple, déja étudié, du systéme detvééc
R ri; cOmpose des deux regles suivantes :

carre(triangle(f)) — triangle(carre(f))
cercle(triangle(f)) — triangle(f)

Grace a ce systeme de réécriture, nous pouvons écrire :

cercle(carre(triangle(rien))) >g,,, triangle(carre(rien))

Grace au systeme form8&); nous pouvons construire I'arbre de preuve cor-
respond a cette expression

Axiom Axiom

ca(t(u)) —>Rf t(ca(u)) Cont. ce(t(v)) —>Rf t(v) Sub
ce(ca(t(w))) =y, ce(t(ca(w))) ce(t(ca(u))) —r,,, t(ca(u))

ce(ca(t(u))) Sry,, tea(u))

ce(ca(t(rien))) >g,,, t(ca(rien))

Deriv

Sub.

Ce systeme de preuve va nous permettre de décrire une precdeltrans-
formation qui termine et qui transforme une preuve qui cnttdes picsfeak)
en une preuve qui n’en contient plus aucun. Les pics locank &we remplacés
étape par étape par des vallées équivalentes.

4Pour alléger les notations, on notera cercle en ce, carre en ca, et triangle en t.
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Voici les regles de transformation élémentaires :

. * o * * * g / * *
Demv.w w —R U Der/Pr" 7*2<—u/ Peak“ R:—*w—%v
u —w U U WSmy
Peak - ~ Proof R R
U RV uSe v
u g < w Deriv. wory' SRv peakw Der/prv/—%v
—) PN PN
Peak - WoRY Proof uss RV o SR
U RV uSp v
Rew M * *
U —R TRV
Peak = j}‘_“’ R s Valley -
U<—=R U U =R U
Valleyw Der/Prw_’RU DeT/P’ru RT Peakz R‘_w_’RU
P’T’OOf u<—>7zw W RV —~ PTOOf W—’Riﬂ W—’RU
De’r’/P’r‘u R(_u Valleyw Peaku R<—u —’72% De,r,/Plr,w—RU
U —Rv us R
Proof X ~ Proof RY R

Cet ensemble de régles de transformation décrit une classeyiere d’arbre
de preuve ou toutes les instances des regles Peak et Pramitearhsur toutes les
autres regles du systeme formel.

La procédure de transformation d’arbres de preuvdéfinie par les régles de
transformation que nous venons de décrire satisfait leditions pour la norma-
lisation pour I'ordre bien-fondé& définit par :

Peak, Proof = Rew ~ Cont. ~ Der/Pr. ~ Sub. ~ Valley ~ Deriv.

ul@ug@u;;> ul@’uQ@’u3

+ : x
< U9 —>Ru’2/\Vz: 1,2,3 u; —>Ru;
U1<—>RU3 U’ H’Rug

1, € Proof U Peak et@, @' € {Sp, Sil.

* *
Uy R < U2 —R U3

Peak >ui>7gv<:>u21>7gu/\flj:1,3uji>7gu

*

U <R v
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3.3.3 Elimination des coupures

L'élimination des coupures dans le calcul des séquentsresésultat bien
connu et srement un des plus important en théorie de la d&ration [Gal8b,
KIe5Z]. Il nous dit que s'il existe une preuve d'une formuleetponque dans le
calcul des séquents alors il existe aussi une preuve defoattale dans le méme
calcul sans la regle de Coupure. Dans [Gén35], Gentzen aréngué toutes les
coupures peuvent étre éliminées dans des arbres de preuwvermoversion clas-
sique du calcul des séquent ou les regles structurellesespiitites. Il a donné
une preuve constructive du résultat d’élimination des coep, en définissant un
procédure pour éliminer les coupures dans une preudent la conclusion est
une tautologied et dont les feuilles sont des axiomes. Il obtient ainsi ureepe
7’ qui prouveA a partir d’axiomes sans application de la régle de coupweteC
procédure consiste a transformer I'arbre a 'aide de t@nsations élémentaire
d’arbres de preuve. Nous allons donc pouvoir la modélisgleiment dans notre
cadre abstrait.

3.3.3.1 Le calcul des séquents LK

Nous allons considérer notre version du calcul des séquentians la sec-
tion[L. 23 pour la logique des prédicats du premier ordrer Roniter le nombre
de transformations élémentaires dans la procédure de tisatian, nous allons
considérer un sous-ensemble des formules du premier ondneus restreignant
aux connecteurs logigue-, vV} et au quantificateur existentielle Tous les autres
connecteurs peuvent étre redéfinis a partir de ce sous-éhsem

Définition 3.3.4 SoientA une formule quelconque de la logique des prédicats
du premier ordre. Laformule simplifiée [A] de la formule quelconqud est
construite de la maniére suivante :

— si A est une formule sans connecteurs, alotb= A;

— siA = - B, avecB une formule quelconques, aldid| = —[B];

— siA = BV (C, avecB etC deux formules quelconques, alor§ = [B] v

[C1;

— si A = dz.B, avecB une formule quelconque et une variable, alors
[A] = Hx[ I

- siA = B = (C, avecB et C deux formules quelconques, aldr§] =
( [B]) v [ I

- siA = (B A (), avecB et C deux formules quelconques, aldré] =

=((=B) v (=C));
— si A = Vz.B, avec B une formule quelconque et une variable, alors

(A] =~ (+(5).



3.3. Exemples de normalisation forte 83

Les séquents de ce calcul vont étre construits a partir deuies simplifiées.
Comme pour la logique des prédicats du premier ordre, noosidérons des en-
sembles plutdét que des multi-ensembles ou des listes delfesrpour construire
les séquents. C’est un avantage puisque la contractiotiléien utilisant les en-
sembles) pose des probléme pour I'élimination des coupures

Définition 3.3.5 Soientl” et A deux ensembles de formules simplifiées.
Un séquent est une formulé’ — A.

Le calcul est simplement une restriction de celui présegéféition [LZTI
page3D. On le représente a I'aide d’'un systeme formel.

Définition 3.3.6 Soient: = (S, F, R, V') une signature du premier ordré&y x =
(Ark, Fri, Rrk) est notre systéme formel pour les séquents simplifiéesdel qu
— Api estlalphabetF U RUV U {—,A,V,=,V, 3} U{—},

— Fpx contient tous les séquents bien formés que I'on peut carestrpartir
deA;,

— Ry estl'ensemble des instances des schémas de régles suivant :

A
Ip— A

r AT ¢ —A r— A !
, P A Gauche L A9,
LioVe — A I'—ApVe

,vDroite

r A r A
u—‘Gauche L
Limp— A I'— A -

L, olz/y — A I — A plz/t]
JGauch
I3z — A adene '— A dz.p

ou la regledGauche vérifie la conditiorigenvariable (x n'est pas libre
dansl'; A).

—Droite

JDroite

F— A T A

T oAA W

Dans la regle de coupure; est appelédéormule de coupure. Nous utilise-
rons la notion deformule principale pour une regle de la maniéere suivante :

— — est principale par rapport aGauche et-Droite,
— o V ¢ est principale par rapport & Gauche et/Droite,
— dx.p est principale par rapport &Gauche etiDroite,
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3.3.3.2 Deux régles supplémentaires

Avant de commencer, nous allons ajouter deux regles a ebleedes regles
d’inférencesR . de notre systéme formel. Quand nous regardons les preuves
du résultat d’élimination des coupures dans la littérat{@al86, KIe52], nous
constatons que deux lemmes intermédiaires apparaissems. Mbus apercevons,
en regardant de plus prés, que ces deux lemmes peuvent @djpacés par des
transformations élémentaires d’arbres de preuve. Mais pela, il faut ajouter
deux régles supplémentaires.

— Laregle desubstitution :

I'— A
m Subst

aveco : V — Ty (V) une substitution ef', = o1, ..., ., lorsquel’ =

1y Pne
vi, Signifie que I'on applique la substitutiensur la formuley; .

— Laregle daffaiblissement :

avec :
I'="T,%
I — A A/:A,\If
I — A AfS ou I"=T
A =AT
ou I"=TI,0
A=A

Cette seule regle d’affaiblissement permet d’effectueratfaiblissement a
gauche, a droite, ou les deux simultanément. Il est nornmeiéméja traité im-
plicitement dans le calcul des séquents étudi€, mais noasrens besoin dans la
suite.

Ces deux régles vont étre ajoutées regles du calcul desrdéglidaut donc
vérifier si elle sont bien admissibles pour 'ensemble dgieseR; i .

Définition 3.3.7 Soit%r une régle d’inférence, et SGR un systeme de preuve qui
ne contient pas.

r estadmissible pour R si lorsqu’on a une preuve dé a l'aide deR alors on

a aussi une preuve dg a 'aide de'R.

Nous appellerong?; - le systéme de régle résultant de I'ajout de ces deux
regles ak; x qui sont évidemment admissible pour le calcul des séquents
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3.3.3.3 Modélisation dans notre cadre abstrait

Le résultat d’élimination des coupures (et, en particul@rterminaison qui
est la partie la plus difficile) peut étre montré en utilisdes transformations
élémentaires d’'arbres de preuve que nous allons donneitenaint. Ces régles
ont pour but de faire remonter la regle de coupure dans ume a&tde I'éliminer
ensuite sous les axiomes. L'ensemble de regles transfioamsgieut étre divisé en
plusieurs catégories :

1) La formule de coupure n’est pas principale dans au moins une
des prémisses

Voici les transformations lorsqu’une regle-oite du calcul des séquents Droite,
V Droite et 3Droite) est appliquée sur la prémisse gauche de la ré€gle puis
le cas symeétrique ou une redlénuche (—Gauche,VGauche et 3Gauche) est
appliguée sur la prémisse de droite.

F1>—>A1,SO@D . ['o— Ao Top— Ag
[ — Ay, rote [y, p— Ag [, To— Ay, Ag aD .Ut
F,1> I'y — Az, Aj ut M F/1> I’y — A2> Ay roite

avec@ e {v,—, 3} et} = I'; sauf pour la regle-Droite , I'} = I'y, =) pour
toute formuley.

[y,o— Ay I3 — Ag,p Ty Ay
F3 — A27 @ F27 Y= A,l QGauche F37 Fl — All? A2 e Cuff
F37F2 — Alla AQ ut ~ F37 F2 —_ All? AQ auche

avec@ e {v,—, 3} etA] = A, sauf pour larégle-Gauche , A} = Ay, —) pour
toute formuley.

2) La formule de coupure est principale

Les regles juste au dessus de la coupure utilise la formule de coupure
comme formule principale. Dans ces cas la, nous avons léssrdg transforma-
tion suivantes :

o= AT ¢ —A
CooVve — A

F/ A/7 , /
T :A’ g;p\/cip, V Droite
DI — AA Cut ~

VGauche
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Fpg— A TV— A p ¢

F, T — A, A/, ¢/ Cut F, QOI A
TV — A A Cut
I'— A, I, o A _
ﬁ —~Gauche IWLOTW —Droite
1"7 F/ . A, A/ CO'LLpU/f’e -
I'— A, ]_—V, — A,
T F/Si_) ASOA, Coupure
L, olz/y] — A I A, pla /1] |
I, 3z.0 — A dGauche T = A, Jz.p dDroite
LI — AA Cut —
L plz/y] — A
Subst , ,
Uly/t], olz/ylly/t] — Aly/t] T s A, ol /1]
DT o— AA Cut

3) L’une des prémisses de la régle Cut est un axiome et I’autre n’en
est pas un

F,sDHA,sDA‘T' F’,s0>—>A’C I o — A
Too 0l — AN e Tool = AN

Aff

Sil'axiome se trouve sur la prémisse de droite, la transétiom se fait de maniere
similaire :

I A F’,QOHA’,@O?Z [ A

T — A, A ~ o T o— A, A

Aff

4) Les régles Subst et Aff ont une prémisse qui n’est pas le Cut

Nous pouvons montrer facilement que les redlasst et Af f remontent sur
toutes les regle®Gauche et @Droite avec@ € {—,V, 3}. Voici les régles de
transformation :

Laregle daffaiblissementremonte sur toutes les regles@é&’auche et@ Droite.

1. Aff remonte sur-Gauche
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,o— A I — oA
Tod - & e roen
I, —® — A T A s A7 auene

2. Aff remonte surDroite

['— & A re—A
7F T —Drotte I d— A Aff

e M L g a Dot

3. Aff remonte survGauche
Lo — A I, — A

Fovd oA VGauche
rove

A
L,o— A o — A
ro_a M vy aA
F/ (I> v (I)/ R A/ \/Gauche
4. Aff remonte suk/ Droite
[— @ 9 A ' — o o A
. ) ) A
T ova A VDroite oo o

roaove n Y L o ave,n VDroite

5. Aff remonte suadGauche

T, ®lz/y] — A [, @z/y] — A

A
[ dz.® — A j?}LUChe L O[x/y] — A Eléf )
IV, 32.9 — A’ ~ o I e d o— A auche

6. Aff remonte sutDroite

I'— A, ®[z/t] » I— A, ®[z/t]
T 32.0,A iDT‘O’Lte I — (I)[Jf/t], A If ‘
I — Jx.®, A’ 1t = J32.0, A dDroite

etAff.

La régle desubstitution remonte sur toutes les regles sauf sur les re@les

87
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rLoe—A T,0—A
T ovd o A . \b/Gauche
T, (®V®), — A, 2uost
o —A o — A
M—A Subst —Fm@; A, Subst
T, ®, v, — A, VGauche
2. Substremonte sul/ Droite
L— ®, & A , L— & 0 A Sl
I oV, A VDTOI;“G T, — B, 0 A, 20t
T, = (V). A, Subst - T, =, VLA, V Droite
3. Substremonte surGauche
T, ~d — 5 Clomche T, — &,,4, Subst
1—\0" (_\@)U A u 8 ~ 1—10’ _\@U — A ﬁGCLUChE
4. Substremonte surDroite
I =3 A oo r,. 8, — A, Jubst
T - (_'(I))U,Aa ubst w T, 0, A, —Droite
5. Substremonte suBGauche
I ®ly/a] — A I'— @[y/a], A
[ 30d =& “Gouehe T~ @y/dnd, o1
T, (32.9), — A, 7" T,,(3z.0), — A, —- e
(y variable non-libre dank et A)
6. Substremonte suBDroite
I'— d[t/x], A . L, o[t/z] — A
F R EI.Z’@, A ElDTOZt@ ]-—107 (@[t/x])g N AU Subst

T, — (Br.0),, A, ~ubst

T, — (G0.0),.A, dDroite
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5) Elimination des régles Cut, Subst et Aff sous les axiomes

1. Laregle desubstitutiors’annule sous uAxiome:

Ax

L,o— &, A
Subst

I_10'7®0' — (DO'JAO'

Ax

I_10'7®0' — (DO'JAO'

2. Laregle dAffaiblissemens’annule sous uAxiome:

T.o— oA A%
! Aff / A:I;
o —o v A - T.O0 =0 VA

3. Avec deux axiomes dans les prémisseg’dy, la conclusion est elle-méme
un axiome. En effet la coupure s’effectuant au maximum serseule for-
mule principale d’'un des axiomes, il reste un axiome danstelcision.

I &= = A Aviome g =g Aviome
Coupure

TT,0,0— &0, AN o

Axiome

TT,0, 0 — &, A, A

(ou)

=~ Axiome ==~ Axiome
L,o— o, = A I =2 — Z A
Coupure

OV, o — &, = A A A

T3 &2, A, A Aviome

(ou)

Axiome

[Z5,A Aviome TS = N
Coupure

)
DIV 2— 2, A A

[ T2 ==, A, A Aviome

L'ensemble des régles de transformation données est c@ngesoutes les
regles permettant de faire remonter les regles de coupiafégiblissement, et de
substitution dans un arbre. L'arbre de preuve obtenu neéexmita donc aucune
instance de&QGauche et @Droite au-dessus de ces régles. Les regles, Af f



90 CHAPITRE 3. Normalisation d’arbres de preuve

et Subst se trouvent alors directement sous les axiomes, et commepidren
les régles du point 5), elles s’éliminent toutes pour olstaniarbre uniquement
constitué d’axiomes et d’instances @€:auche et @Droite. La forme normale
obtenue aprés I'application de ces transformations estss@éirement celle asso-
ciée a un arbre de preuve du calcul des séquents sans la eegeipure.

Avec la figure 3.2, nous représentons la procédure en depg®{mnéme si en
théorie elle se font simultanément). La premiére, corradpat a la remontée des
reglesCut, Af f et Subst sur toutes les autres (points 1),2),3),4)) et la seconde,
correspondant a I'élimination de ces trois regles (point 5)

Ax Ax Ax Ax Ax Ax
Cut Cut
Aff Aff
ub, Subst
Calcul LK @Droite
@Gauche
@Droite
@Gauche
T — A I — A T — A

F1G. 3.2 — Deux étapes pour I'élimination des coupures

3.3.3.4 Vérification des conditions

Il est facile de montrer que nos transformations élémesgauerifient les
conditions pour la normalisation forte de la définitibn_3.pagel7B. grace a
I'ordre bien-fondé< suivant :

Va e {v,—,3}, Cut = Aff ~ Subst = QGauche ~ QDroite ~ Ax.

et

['yo— Ao T, 01— A} [y — Ao, 0 T, 0 — A

T T, Ay A Cut Ty T — Ay, A

Cut

& [pa| < 1]

avec|y| la profondeur de la formule telle que| = supi(1 + |¢x|) Silesy;
sont les sous-formules directes deCette derniére équivalence signifie que I'on
classe les instances de la reglet, par I'ordre de précédencse, en fonction de
la taille de la formule de coupure. Si deux formutes o, sont de la méme taille
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lay| = |a| alors deux régles de coupure, utilisant respectivemerta, comme
formule de coupure, seront de rang équivalent dans I'ordre

Comme nous pouvons le vérifier facilement, toutes les redgesansforma-
tion pour I'élimination des coupures sont de la forme :

by -.. by Ly oo by,

telles que > /' et telles que pourtout < i < m, ¢, € F'U U r. Elles vérifient

reR
donc toutes les conditions pour la normalisation forte.shia I'aide du théoreme
B2, nous pouvons dire que la procédure d’éliminationatespures présentée
ici termine et est fortement normalisante.

3.4 Conditions et théoréme pour la normalisa-
tion faible

De la méme maniere que dans la sediioh 3.2, cette sectioadiéeca un théo-
reme de normalisation faible sur les transformations d&stlie preuve, et cela
pour n'importe quel systeme formel. Dans beaucoup de sistla procédure
de normalisation forte fonctionne, mais parfois certanégges de transformations
peuvent poser des problemes. C’est le cas pour les reglesfderie :

(L1, oy ln, @)~ T

telle qu'il existe des sous-arbreS= (/. .., ,,, '), der avec; € FU U r

reR
pour toutj, 1 < j < m satisfaisant :

— v~

— LM()) = LM(t1, -y tny ),

Ce type de situations empéche parfois I'utilisation desinepes standards
pour prouver la terminaison (le RPO) et donc d’obtenir unuitéds de normalisa-
tion forte.

Par exemple, c’est le cas du calcul des séquents pour lequeresidére la
regle de coupure suivante :

I—Agp To— A
' — A

Cependant, avec une telle regle de coupure, nous avonsnbdsda regle
structurelle d’affaiblissement pour construire la régéetichnsformation suivante :

Coupure
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Fl — Abgp .
T — AL @Droite I oo A
R1 oA Coupure -
Iy o— Ay p I, o — Ay
P W RS VR VT S
I, — AL A .
o A Q@QDroite

Pour cette regle de transformation, seul diminue le nomtmrecdrrences des
regles@Droite et QGauche (C'est-a-dire les regles qui n'appartiennent pas a
I'ensembleElim défini ci-dessous) qui apparaissent au-dessus de la regtaude
pure. En appliquant une stratégie qui €limine les arbresrdaves maximaux
(voir définition ci-dessous) les plus proches des feuilbe$a suffit pour obtenir
un résultat de normalisation faible.

Définition 3.4.1 (Arbre de preuve maximal) Soit~ une procédure de transfor-
mations. Un arbre de preuve= (7, ..., m,, ¢), est ditmaximal pour~ si et
seulement si pour touf 1 < i < n, chaquer; est un arbre de preuve normalisé,
mais our ne l'est pas.

Commencons par définir, pour une procédure de transformetanée, I'en-
sembleElim de toutes les régles qui remonteront au moins une fois, plasni
regles de transformation, au-dessus des d’autres regles.

Définition 3.4.2 Soit~+7 une procédure de transformation. L'ensemble des régles
Elim est défini de la maniere suivante :

Elim ={¢|3(t1, .., tn, ), ~ 7}

La regle de Coupure dans I'élimination des coupures faiéwviment partie
de cette ensemble, ainsi que les regles d’Affaiblissenatrde Substitution. Si
une regle: n'appartient pas &l:m, cela signifie qu’il n’existe pas de regles de
transformation de la forme, . . ., v, p), ~ 7. Pour I'élimination des coupures,
toutes les instances deGauche et @Droite avec@ € {A, -, 3} font partie de
'ensembleElim.

Nous parlerons également de la longueur d’'une preuve qus donne le
nombre d’'instances de régles n’appartenant pa&#a dans une preuve.

Définition 3.4.3 Soitw = (7, ..., m,, ¢), un arbre de preuve. Lbongueur de
la preuver, notée|r|, est définie inductivement de la maniére suivante :
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— siw est une feuille alors
7| =0

7] =) Iml
7

— Sit € Elim alors

— Siv ¢ Elim alors

|7T\:Z|7Tz‘\+1

De la méme maniére, les notions de rang et de mesure noustgemhee
comparer les arbres de preuves.
Tous les ensembles bien-fondés sont isomorphiques a uneaiarginal. No-
tonsd : (Ur, =) — «a cet isomorphisme ou est un ordinal.
reR

Définition 3.4.4 Soitw une preuve, et soit’ = (7, ..., m,, ©), UNE SOUS-preuve
der avec. € Elim.
Lerang de. dansr, notérk.(.), est égal al(.) + |7'|.

Le rang de est le nombre d’instances de regles qui ne sont pas Hans et
qui apparaissent au-dessus.aansr’.

Définition 3.4.5 La mesure d’une preuver, notéemeas(r), est égale a

Z rk. (1)

L

ou . couvre toutes les régles d’'inférencedeui appartiennent &'lim.

Définition 3.4.6 (Conditions pour la normalisation faible) SoitS = (A, F, R)
un systéme formel. Sdit un systeme de transformation€un ordre bien-fondé
sur I'ensemble des régles d’inférendes

Un procédure de transformatiow; vérifie lesconditions pour la nor-
malisation faible si pour toute regle de transformatidn,, ..., ,, ), ~ 7 €
T:

1. il existes, 1 < i <n, telquey; ¢ Elim,

2. le multi-ensemble des feuillesest inclus dans celui dgy, . . ., t,, ¢), (ON
noteral M(m) C LM((t1,. .., tn, ¢).)),

3. pour toute occurrence de régleapparaissant dangi, . = ¢/,

4. siw estde la forméry, ..., m,, ), alors toute les instances de regles de
w différentes de’ appartiennent &lim.



94 CHAPITRE 3. Normalisation d’arbres de preuve

Il est facile de vérifier que toutes ces conditions sont \é&&dipouiR 1. Nous
verrons que toutes les autres régles pour I'éliminationcdegpures vérifient ces
conditions.

Nous pouvons maintenant donner notre théoreme de noriatigaible.

Théoréme 3.4.1Toute procédure de transformatior satisfaisant les condi-
tions de la définitiol=3.416 est faiblement normalisante.

Preuve La preuve de ce théoreme est obtenue en généralisant lagpdeuVait

[Tai8g].

Nous allons le prouver en montrant que I'application de parie qu’elle
regle de transformation d’arbre de preuve n‘augmente patekure des preuves
(voir définition[3.4b). Cette preuve est construite en détapes. Premiérement,
nous montrerons que pour tout arbre de preuve maxintrainsformé em par une
regle de transformation nous avomgas(7) < meas(w). Puis, nous montrerons
gue ce résultat peut étre étendu a une preuve quelconquéventda stratégie
qui consiste a réduire les sous-arbres maximaux.

1. Soitr = (7, ..., 7, ¢), unarbre de preuve maximal. S@it, .. ., ¢,,, ), ~
7" une regle de transformation. Cette regle transfotnea7. Commer est
un arbre de preuve maximal, pour toute sous-pretve (7, ..., 7, @)

deT telle que.” € Elim, cela signifie que” apparait dang’, la partie
gauche de la regle de transformation. Par la condition 4 d#fanition
BZ®, nous savons gu’aucune instance de regle, n'appatteas aklim,
n'a éteé introduite dans” au-dessus dé'. De plus, par la condition 1, nous
savons qu’il y a au moins une occurrence d’une instance de négpparte-
nant pas & lim qui n’apparait plus dans’, et par la condition 2, les autres
occurrences de ces régles sont déja dan&insi nous pouvons conclure
que|r”| < |n|— 1. Finalement, par la condition 3, nous averis /. Donc,
A"y + 7" < d(e) + |7] — 1.

2. Soitr un arbre de preuve qui n’est ni en forme normale, ni maximait S
' = («}, ..., 7, ), un sous-arbre de preuve dequi n’est pas maximal
et tel que. € Elim. Toutes les régles de transformation qui peuvent étre
appliguées & sont appliquées soit sur un sous-arbre maximiade 7 (qui
n'est pasr’), soit sur un sous-arbre maximal @& Dans le premier cas,
rk.(/) = rk=(/") oUT est la preuve obtenue a partir deaprés application
de la regle de transformation que I'on considere. Dans lerscas, par
les conditions 1 et 4, la regle de transformation a éliminérains une
occurrence d'une régle n'appartenant pa&iam, et en a ajouté au plus
une. Ainsi nous avonsk, (') > rk=(1').
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Dans les deux cas que nous venons de voir, Nous pouvons @irecgis () >
meas(7), et donc en conclure que la procédure de transformatioririerm
*

3.5 Exemple de normalisation faible

3.5.1 Un calcul des séquents un peu différent

Nous pouvons reprendre I'exemple de I'élimination des cwep vue dans la
sectio3.313 pade B2 de ce chapitre, en considérant cettiafieégle de coupure
suivante :

= A INp— A
' — A
Avec une telle regle, les conditions pour la normalisatiorief ne peuvent

plus étre vérifiées pour toutes les regles de transformatimmme nous I'avons
vu dans la section précédente pour la réie

Coupure

3.5.2 Les régles de transformation

Toutes les transformations qui ne font pas intervenir lderélg coupure ne
vont pas changer. Par contre il va falloir adapter les auWeii ces regles de
transformations adaptées en suivant la méthode déja visdalaactiof 3.313.

1) La formule de coupure n’est pas principale dans au moins une
des prémisses

Voici les transformations lorsqu’une regle-oite du calcul des séquents Droite,
V Droite et 3Droite) est appliquée sur la prémisse gauche de la ré€glepure.
On retrouve la regl®R1 déja vue dans la section précédente. Le cas symeétrique
ou I'on a une régle Gauche se résout de maniére similaire.

I'yo— Ay p :
711 — Ao QDroite T g A
R1 o A Coupure -
I'yo— Ay p I, po— Al
F1>F,1 >_>AlaA/1>90 Aff FljrlljngAlﬁA/l gi{pure
Fl; Fll — All, Al .
@Droite

I — A
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avec@ € {v,—, 3} etI", = I'; sauf pour la régle-Droite , I"}, = I'y, —) pour
toute formuley.

2) La formule de coupure est principale

Les régles juste au dessus de la cougirepure utilise la formule de coupure
comme formule principale. Dans ces cas la, hous avons léssrdg transforma-
tion suivantes :

Fop— AT ¢—A I'— A o, ¢

T oV A VGauche TSNV
r—A

; VDroite
Coupure
AN

Ip— A
FwﬁF»A,w’Aff

r—A !
oA LAk Coupure
— Y

Lo — A

Coupure

I — A

I —Agp Cauch Iip— A Droi
7F,—|g0HA —~Gauche 7FHA,—| - Droite

N Coupure -

= ApTp— A
I'— A

Coupure

RwhﬁﬂkﬁAaG " ['— A plz/t]
I3z — A auche '— A dz.p
— A

I olz/y] — A

F[y/t],@[x/y”y/t] NN A[y/t] Subst
I — A

dDroite
Coupure
AN

I'— A plz/t]

Coupure

3) L’une des prémisses de la régle Coupure est un axiome

oAy 0 Lo—A
. A oupure I A
si il existe une formule' telle quey’ e T ety’ € A,
(ou)
= — Ax.
I'— Ap Lp— A Lp— A

Coupure — m Aff
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sipel.

Le cas symétrique, lorsque I'axiome se trouve sur la prérdesdroite, se fait de
maniére similaire.

4) Les transformations ne changent pas par rapport a la section
3013, )

5) Remplacé par le paragraphe 3) de cette section pour la partie
concernant la régle de Coupure, sinon les autres transformations ne
changent pas.

3.5.3 Vérification des conditions

Toutes ces transformations respectent les conditions lgonormalisation
forte sauf la regléR 1 qui pose probléme. Cependant, celle-ci respecte les condi-
tions pour la normalisation faible de la définitibn-314.6. @aut vérifier tres fa-
cilement que les autres transformations vérifient égaléhesrconditions pour la
normalisation faible. Donc cette procédure de transfoionad’arbres de preuve
est faiblement normalisante.
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Test a partir de spécifications
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Chapitre 4

Etat de D’art

Les méthodes pour tester des logiciels sont nombreusegé&yaomme nous
avons pu le voir dans I'introduction de ce manuscrit. L'aqagbre que nous étudions
dans les prochains chapitres est celle du test fonctiogoetonsiste a tester un
programme uniqguement a partir de sa description, sansertsion code.

Dans ce chapitre, aprés une introduction sur le test fomagh nous allons
présenter plusieurs outils qui illustrent bien la problémase de la sélection de
tests a partir de spécifications formelles axiomatiques.

4.1 Introduction

4.1.1 Le test fonctionnel

Notre approche pour tester un programme informatique &'indans le cadre
du test fonctionnel. Cette pratique de vérification a pouactristique principale
le fait que I'on ne se sert pas du code du programme (d’ou lepanfois utilisé de
test “boite noire”). Nous ne connaissons pas le contenu de owis uniguement
la relation entre ses entrées/sorties. Il s'oppose au testrdcturel, ou “boite
blanche”, ou I'on s’appuie sur ce contenu.

L'un des principaux avantages du test fonctionnel, par oapgu structurel,
est gu'il utilise le méme support (la spécification) pouesébnner les entrées de
test et les sorties attendues (c’est-a-dire résoudre ledgore de I'oracle). Dans
I'approche fonctionnelle, les services que doit rendreryppmme sont décrits
d’'une maniére ou d’une autre.

Les spécifications répondent a ce besoin de description @j@igtés atten-
dues. Elle permettent de donner le comportement voulu popragramme. C’est
une idée ancienné [GG75] qui a été reprise de nombreusesdime nous al-
lons le voir dans ce chapitre. Cette approche a un gros ayamar rapport a
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d’autre méthodes : méme si le programme change, sa spéofiicaste la méme.
Les tests construits nauront pas besoin d’étre modifiés en@pnés des phases
de correction du code (non régression). En outre, quand nl&spécification
on décrit le comportement d’une fonction pour des valeursées, et on dispose
ainsi du résultat attendu en fonction des données d’erf¥ést cette donnée du
résultat attendu qui facilite la résolution du probléme’deakle.

Dans le cadre de cette thése nous allons parler du test ageaspécifications
algébriques (voir chapitie]ll pour la présentation dééail, mais il existe d’autres
méthodes de test fonctionnel largement utilisées ou larigéi®n du comporte-
ment du programme est donnée sous d’autres formes. Par kxatrgade d’auto-
mates, on parle alors de test de conforniifé [Tr&€92, Tie98gdlYou bien a I'aide
d’'une spécification écrite en B ou Z[LPUO02] (pour tester detéames dans des
valeurs aux limites).

4.1.2 La sélection

Dans cette section, les tests sont sélectionnés a partie dpécification du
programme donnée sous forme axiomatique. L'idée premEB&M91] fut donc
de prendre simplement les axiomes de la spécification, etirdeqde ceux-ci
sont des tests (a substitution prés des variables par desdeslos). En effet,
les axiomes sont des propriétés que doit vérifier le progransil’on sélectionne
des jeux de valeurs pour les variables présentes dans umexionné, nous ob-
tenons des tests que I'on peut soumettre au programme. &apéx, dans le cas
de I'axiome(Add2) de I'addition (voir exemplEL4.1 pagel36),

suce(z) +y = suce(z + y)
si 'on substitue) &= et succ(0) ay, on obtient la formule close suivante :
succ(0) + suce(0) = suce(0 + suce(0))

Cette formule est un test pour I'opération d’additienEn effet, il suffit d’exécu-
ter successivement les deux expressians(0) + succ(0) et succ(0 + succ(0))
et de récupérer les deux résultats respectivement v,. Si les valeurs); et v,
coincident, le test est en succes, sinon le test est en &btbe.idée est a l'origine
des criteres d’uniformité et de régularife¢ [BGM91, Mar91lad critere d’unifor-
mité est couvert lorsque I'on sélectionne au moins un test pbaque axiome
(par exemple le test de donné précédemment). Le critére de régularité d’ordre
k est couvert lorsque tous les termes d'un typdonné et de taille inférieure
ou égale & sont sélectionnés. Par exemple, I'application du critéreddjularité
d’ordre 3 sur les entiers de I'axiome précédent consiste a substitaty succes-
sivement paf, succ(0) et succ(succ(0)). De méme, la régularité d’ordré sur
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une pile d’entierg (voir exempleL.Z13 pade38) consisterait a substitupar
vide, empiler(x, vide), empiler(y, empiler(x,vide)) ou z ety sont des entiers
sur lesquels on peut appliquer un critere d’uniformité oweawveau un critere de
régularité.

Idéalement, la validation compléte d’'un programme par oaig une spécifi-
cation peut étre obtenue par le test, a condition de sousri&gtrsemble des tests
du jeu exhaustif des tests (dans I'exemple qui précédesdimmble de toutes les
substitutions de tous les axiomes). Ceci est bien sdr inipess réaliser en pra-
tique, car le plus souvent le jeu de tests exhaustif contieatinfinité de tests ou
au moins un ensemble impraticable. La sélection d’'un enkedebtests (tres pe-
tit par rapport a 'ensemble exhaustif) est donc une nége<Sette sélection doit
donc étre effectuée le plus judicieusement possible, Eadétermine directement
la qualité de la vérification réalisée lors de I'activité dstt Il existe deux grandes
classes de méthodes de sélection : les méthodes aléatdites, méthodes par
partitionnement.

— Dans le cas denéthodes aléatoires [CHOU, [BBGYT], les tests sont
choisis parmi I'ensemble de tous les tests possibles (descsdbstitu-
tions d’axiomes) en sélectionnant de maniere aléatoites Bht I'avantage
d’étre faciles a implémenter, et permettent de générer uvaadg quantité
de tests sans difficulté. Cependant, I'un des inconvénraajsur des mé-
thodes aléatoires est le cas ou un sous-domaine a une gitgbabs faible
d’apparaitre. Dans le cas des spécifications conditioes@lbsitives, sup-
posons que I'on a un axiome de la forme :
est_triee(y :: 1) = true N x < y = true = insert(x,y =) =z =yl
avecz, y des variables de typestier, [ une variable de type listest_triee
un prédicat qui vérifie qu’une liste est triée,le constructeur de liste et
insert 'opération d’insertion d’'un élément dans un liste triépdomtion
sous test). La génération de données de tests de maniéreiralésque
de poser des problémes pour cet axiome. Mis a part pour destpetites
listes, il est difficile de générer aléatoirement des listégs parmi toutes
les listes. De maniere plus générale, il est souvent défad trouver de ma-
niere aléatoire des tests intéressants qui vérifient lenips&s des axiomes.

— Les méthodes qui vont nous intéresser dans cette thesemel@une dé-
marche plus dlrlgee On parle daéthodes par partition [BGM97,
[DF93,[BWOSE[ KATPO2]. Les tests sont sélectionnés a pagsrakiomes
dans le but de reallser une partition, la plus judicieusesibte, de I'en-
semble de tous les tests. On réalise un découpage en soasnésnde
'ensemble de tous les cas de tests possibles, puis on ttHesstests dans
chaque sous-domaine. Ces tests (au moins un par sous-@jrpainront
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étre soumis au programme. Ces tests sont également gémérardere

aléatoire, mais sur un domaine beaucoup plus petit puisguel“décou-

pé” le domaine de définition principal. Le test par partitioe pose pas le
probleme des méthodes aléatoires puisque le découpdgestdiien fait,

couvrira tous les sous-domaines pertinents de la spéaificdour ce faire,
I'utilisateur défini lui méme son découpage selon ses besgiimsi, il peut

découper (et donc tester) plus ou moins finement les diftésgrarties de la
spécification selon qu’elles sont plus ou moins critiqueen®le chapitrEl6
de cette thése nous introduirons nos propres méthodeseatdisglde tests
par partition.

4.1.3 Les outils

Plusieurs méthodes et outils de génération automatiquesds & partir de
spécifications ont été développés. Nous allons présentsieplrs de ces outils
dans les sections suivantes. Ces outils fonctionnent tiussgol moins selon les
trois phases suivantes :

— Il faut tout d’abord écrire une spécification qui contiezd bropriétés que
I'on veut tester. Le langage utilisé dépend des outils, maisont le plus
souvent des formules proches de la logique des prédicatsedugr ordre.

— Ensuite vient une phase de sélection, ou les outils génénegnsemble de
tests construits en accord avec la spécification.

— Puis pour finir, une phase ou ces tests sont soumis a un progrdéecrit
dans divers langages, le plus souvent fonctionnels) etastMérifie gu'ils
sont corrects (c'est-a-dire que la valeur calculée via kcHjgation n'est
pas mise en échec par le programme).

Nous allons commencer par présenter I'outil HOL-TestGen,sglectionne
des tests pour un programme (écrit en SML, ou en C) a partiredgpécification
écrite dans le langage HOL (un langage de spécification denhaau). Les tests
sont sélectionnés a partir d’'une partition du domaine ds lesitests.

Ensuite nous présenterons, I'outil QuickCheck qui s’inkégomplétement
dans le langage de programmation Haskell, avec une spéicificgcrite égale-
ment en Haskell. Contrairement, a HOL-TestGen, QuickChestkun outil qui
génere les tests de maniere aléatoire.

Pour finir, nous nous intéresserons a 'outil LOFT, plus andjue les deux
outils précédent, mais dont nous nous sommes inspirés jgaurelles méthodes
de sélection de tests décrites dans cette these.
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4.2 HOL-TestGen

HOL-TestGen est un outil développé par Achim D. Brucker atkBart Wolff
[BW052, [BWO5b,[ BWO7]. Cet outil s’intéegre a I'assistant deyve Isabelle
comme une nouvelle “logique”. Ces nouveaux €léments peéemtetle générer
des tests pour des programmes écrit en SML ou bien en C. Giesttil qui uti-
lise uneméthode par partitiopour sélectionner les tests a I'aide des axiomes de
la spécification.

Dans un premier temps nous allons présenter Isabelle egilgue HOL utili-
sée par I'outil HOL-TestGen. Ensuite nous présenteronsrietfonnement géné-
ral de HOL-TestGen, que nous illustrerons ensuite sur umpie

4.2.1 Isabelle/HOL

Isabelle est un assistant de preuve générifjue [Wen05]. Déomases lo-
giques sont supportées par Isabelle, notamment la logigpestnier ordre (FOL),
la théorie des ensembles de Zermelo-Frankel (ZF), et bigd®l que les auteurs
ont choisis pour développer HOL-TestGen.

HOL, qui signifie Higher-order logic en anglais, est une tpg classique
enrichie. Elle est plus expressive que la logique du prewrére car elle com-
bine un langage de programmation fonctionnelle typé (teess@AML, SML, ou
Haskell...) et les quantificateurs. HOL est le langage deipétion utilisé par
I'outil HOL-TestGen. L’'association entre Isabelle et HOappelle Isabelle/HOL
[NPWOZ].

Isabelle/HOL est utilisé par HOL-TestGen comme un enviesnent de cal-
cul symbolique. Cet environnement, via HOL, dispose d’useenble important
de théories comme par exemple les ensembles, les listesuldsensembles, les
relations d’ordres... C’est également un véritable laegigspécification qui per-
met de définir nos propres types et fonctions. Les manipyléessabelle/HOL

sont de la formed; = --- = A, = A,,; que I'on note ausgiA;, ..., A,|] =
A,11. Elles signifient qu’a partir des contraintds, ..., A,, on infére la conclu-
sionA,, ;.

4.2.2 HOL-TestGen

HOL-TestGen est un outil de test qui permet

— d’écrire des spécifications (pour le test) en HOL, c’eslira-despécifier
des structures de données et des opérations (via HOL) cpiasies expres-
sions a tester.

— de partitionner I'espace d’entrée de ces expressionst{isant la spéci-
fication) et de générer ainsi deéests abstraits (en s’appuyant sur les
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hypothéses d’uniformité et de régularité que nous étudepbus en détail
dans le prochain chapitre)

— de sélectionner automatiguement tlests concrets a partir des tests abs-
traits,

— de générer des scripts en SML pauécuter ces tests concrets sur des
programmes écrits en SML : ces scripts contiennent les dendé test a
soumettre au programme ainsi que le résultat attendu (éalta la spéci-
fication). La soumission au programme se fait via un “hafnaéstest qui
est une sorte d’outillage pour les scripts.

— tester des implantations dans d’autres langages comme C.

Je vais seulement expliquer la partie génération de testsadts a I'aide d’'un
exemple, et simplement commenter la génération des tastsats. En revanche,
je ne parlerai pas de la génération de scripts.

4.2.3 Exemple

A titre d’exemple, nous allons tester une opération d’itisardans un arbre
binaire de recherche. Isabelle manipule des modules, queabpelle théories.
Ces théories peuvent étre définies a partir d’autres theexistantes. Dans HOL-
TestGen, on importe une théorie appetéeting, qui contient un ensemble im-
portant de structures de données prédéfinies, ainsi qu'sendsle de fonctions
pour générer des tests.

En mettant dans un seul fichier 'ensemble des expressian®gusuivre, on
obtient une séquence utilisable par HOL-TestGen. La thépre I'on définitici a
pour NOMABR :

theory ABR = Testing:

Il est possible de spécifier des types comme dans un type sdinmk&angage
fonctionnel, par exemple le typen tree des arbres binaires, ot est un type
générique.

datatype ’a tree = ET | MKT ’a "’a tree" "’a tree"

OU ET est I'arbre vide, eMKT le constructeur d’arbre avec deux fils et une
racine de typéea.

Ensuite, il est possible de déclarer des opérations ou éescpits en donnant
leurs profils (c’est notre signature).

consts
is_in :: "(’a::order) => ’a tree => bool"
is_ord :: "(’a::order) tree => bool"

insert :: "(P’a::order) => ’a tree => ’a tree"
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is_in est un prédicat qui veérifie qu’un élément est bien dans uredrinaire.

is_ord est un prédicat qui vérifie si un arbre binaire est un arbraikeénde
recherche.

insert est une opération qui insére un élément au bon endroit daagua
binaire de recherche.

Letype(’a : :order) signifie que le typea est munid’une relation d’ordre
(c’est-a-dire que I'on pourra utiliser les prédicats>, ... sur ce type).

En respectant les profils des opérations on peut les spé@tiarsivement a
I'aide d’un certain nombre de formules (les axiomes) sp&esfien HOL.

primrec
"is_in k ET = False"
"is_in k MKT n 1 r) = ((k = n) \/ (is_in k 1) \/ (is_in k 1))"

primrec

isord_base : "is_ord ET = True"

isord_rec : "is_ord (MKT n 1 r) = ((Vn’. is_in n’ 1 -> n’ < n) A
(Vn’. is_in n’ r -> n < n’) A
is_ord 1 /A is_ord r)"

primrec

insert_base: ‘"insert x ET = MKT x ET ET"

insert_rec: "insert x (MKT n 1 r) =

(if x=n

then MKT n 1 r

else if x<n
then MKT n (insert x 1) r
else MKT n 1 (insert x r))"

Tout ce que nous venons de définir correspond a notre spéoificaes élé-
ments syntaxiques sont faciles a interpréter conforméradimtuition dénotée
par les différents symboles ou identificateurs. Pour lanstla syntaxe utilisée
est celle d’lsabelle. Nous allons maintenant expliqueidii@ test, dont voici un
exemple pour la fonction d’insertion :

test_spec '"prog x t = insert x t"

apply(gen_test_cases 1 1 "prog")
store_test_thm "test"
gen_test_data '"test"

thm test.test_data
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Le mot clétest_spec spécifie ce que I'on veut tester (notre objectif de test).
Ici, nous voulons vérifier que I'implantatiggrog de I'opérationinsert est cor-
recte (c’'est-a-dire renvoie la méme chose que la spécditpati

\oici ce que Isabelle répond aprés cette premiere étape.

> test_spec '"prog x t = insert x t"
proof (prove): step O
fixed variables: prog, x, t

goal (test_spec, 1 subgoal):
1. prog x t = ABR.insert x t

Un seul sous-but a été construit directement a partir derodtjectif. Isabelle
est un prouveur, et ce sous-but est la formule a prouver. Quenepas prouver
cette formule directement, mais on peut la tester. C'estuecefgjt HOL-TestGen
en appliguant une stratégie de sélection par découpage.

Cette méthode s’appelien_test_cases dans HOL-TestGen. Voila ce qu’elle
renvoie :

> apply(gen_test_cases 1 1 "prog")

proof (prove) : step 1
fixed variables : prog, x, t
goal (test_spec, 9 subgoals)

1. progvX1X33 ET = MKT ?X1X33 ET ET

2. THYP ((3 x. prog x ET = MKT x ET ET) — (V x. prog x ET =
MKT x ET ET))

3. [ 7X1X25 = ?X3X27 ; 7X1X25 <7X3X27|] — prog?X1X25 (MKT 7X3X27
ET 7X2X26) = MKT ?X3X27 (MKT ?X1X25 ET ET) 7X2X26

4. THYP ((J x xa xb. x # xb — x < xb — prog x (MKT xb ET
xa) = MKT xb (MKT x ET ET) xa) — (V x xa xb. x # xb — x < xb
— prog x (MKT xb ET xa) = MKT xb (MKT x ET ET) xa))

5. prog7X1X16 (MKT ?X1X16 ET ?X2X17) = MKT ?X1X16 ET 7X2X17

6. THYP ((3 x xa. prog x (MKT x ET xa) = MKT x ET xa) — (V x
xa. prog x (MKT x ET xa) = MKT x ET xa))

7. [ ?X1X7 #7X3X9; JX1X7 <?X3X9|] — prog?X1X7 (MKT ?X3X9 ET ?X2X8)
= MKT ?X3X9 ET (ABR.insert ?X1X7 7X2X8)
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8. THYP ((d x xa xb. x # xb — /x < xb — prog x (MKT xb ET
xa) = MKT xb ET (ABR.insert x xa)) — (V x xa xb. x # xb — /&
< xb — prog x (MKT xb ET xa) = MKT xb ET (ABR.insert x xa)))

9. THYP (Suc 0 < size t — prog x t = ABR.insert x t)

Expliquons un peu les argumentsgier_test_cases :

— Le premier argument est une profondeur de découpage. taghmoe construit
tous les cas de test possibles pour des entrées de test daitielast infé-
rieure ou égale a cette valeur. Dans cet exemple, cet arguasea un, dont
elle construit tous les cas possibles (en fonction des aesoe la spécifi-
cation) pour des arbres ne contenant au plus qu’un seulrcotestirA\/ KT'.

— Le deuxieme argument ne nous intéresse pas ici : il fautdedaal.

— Le troisieme argument est le nom de I'opération que I'ornt vester.

L'application de la stratégigen_test_cases produit différents sous-buts.
Certains correspondent aux tests abstraits (les sousrhptsrs). Ainsi le pre-
mier sous-but permet de tester l'insertion d’'un élémentsdéarbre vide. Les
autres buts sont les hypothéses de tests (les sous-bisls Qais dernieres servent
acombler la distance entre la preuve de correction du pnognaet la vérification
effectuée par les tests. Par exemple, le deuxieme sousqbritne que si le test
d’insertion d’un élément dans I'arbre vide est en succgxdgramme sera correct
pour toute insertion d’'un élément dans l'arbre vide. Ceytedthéese est issue du
critere d’'uniformité sur le premier sous-domaine (dansit#djarbre est vide). De
méme, la derniére hypothese est issue du critére de régusani les arbres. Ces
hypothéses permettent a Isabelle de disposer d’'un ensel@lsieus-buts équiva-
lents au but de départ qui exprime la correction (complétg)rdgramme.

Voici les quatre sous-buts générés qui nous intéresseunt.dRas de lisibilité,
les variables de typea sont notées a l'aide des lettregy, et les variables de type
’a tree al'aide de la variabl&

1. prog(x, ET) = MKT(x, ET, ET)

3. [Ix #y; x <yll] = prog (x, MKT( y, ET, X)) = MKT( y ,MKT
(x ,ET, ET), X)

5. prog(x, MKT(x, ET, X) = MKT(x, ET, X)

7. [Ix #y; = x <yl] = prog(x, MKT( y, ET, X)) = MKT(y, ET,
ABR.insert( x, X))

Rappelons que la notation A1 ; ... ; An|] = B est logiguement équi-
valentead, A--- N A, = B.

Il est bien s(r possible de générer des cas de tests pourafesgeurs plus
grandes. Sur ce petit tableau les temps approximatifs péuérgr les sous-buts
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a une profondeur donnée dans I'exemple du test de la fon¢tieart dans les
arbres binaires de recherche.

Profondeur| Temps nécessaireSous-buts
0 <1” 3
1 <17 9
2 2" 45
3 140" 217
4 Des heures 1425

On s’apercoit que le temps nécessaire a la génération desbsitaipour une
profondeur supérieure & 3 est beaucoup trop important. Auhétape I'outil fait
du dépliage sur toutes les sous branches possibles. Lesadeel’outil ont déve-
loppé des techniques pour améliorer le temps de réponseetaaj des lemmes
a la procédure de simplification d’'Isabelle.

La commandetore_test_thm ‘‘test’’ permet de stocker les tests abstraits
dans une variablé&st.

Puis la séquence suivante génére les données de tests paaslele tests
contenus dans la variablest, et puis les affichent.

gen_test_data '"test"
thm test.test_data

\oici les tests que I'on obtient comme tests concrets grdaelauxieéme ligne
(c’est-a-dire le critere d’uniformité pour les sous-but815, et 7) :

prog 8 ET = MKT 8 ET ET

prog 4 (MKT 7 ET ET) = MKT 7 (MKT 4 ET ET) ET

prog 1 (MKT 1 ET (MKT 1 ET ET)) = MKT 1 ET (MKT 1 ET ET)
prog 9 (MKT 8 ET ET) = MKT 8 ET (MKT 9 ET ET)

Les valeurs assignées aux variables sont générées ad@atoir mais doivent
respecter les pré-conditions. Comme pour les tests atssttatte phase peut donc
durer trés longtemps car il n’est pas forcément évidentaléver un test qui ve-
rifie les pré-conditions. HOL-TestGen intégre des moyenihitdr le nombre
d’itérations pour cette génération aléatoire. Il est etlespossible de générer un
script de test pour soumettre ces données de test a un prnogiarmg (en SML).

HOL-TestGen est un outil de test par partition complet.illsd toute la puis-
sance de Isabelle/HOL pour spécifier des opérations, patenpairtitionner des
ensembles de tests a partir de cette spécification, et eé&glement des moyens
de soumettre automatiquement les tests générés. Il a k$é dans de nombreux
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cas de figures, et encore récemment dans [BWO07]. Cependanmiise en main

de cet outil est un peu lourde, notamment a cause de sonatitggdans Isa-

belle/HOL. La méthode de partition, si elle couvre bien Ig®mes de la spé-

cification, est plutot lente dés qu'il s’agit de tester desmies de grande taille.
En effet, le découpage s’effectue dans toutes les direcBorméme temps, et le
nombre de cas possibles explose tres rapidement méme poprafendeurs peu

conséquentes.

4.3 QuickCheck

QuickCheck est un outil développé par K. Claessen et JohmésiECHOD].
C’est un outil trés léger qui fait environ 300 lignes de collgpermet d’aider
les programmeurs, dans le langage Haskell, a formulertetrtéss propriétés (les
objectifs de test) sur des programmes. Les propriétés santels dans ce langage
de programmation et peuvent étre testées automatiqueraenadiere aléatoire.
Contrairement a HOL-TestGen et a LOFT (voir section suepnuickCheck
utilise uneméthode aléatoirgpour sélectionner les tests. Ainsi, afin de réaliser
une bonne couverture des propriétés a veérifier, il faut quidisateur sépare bien
les composants a tester.

Pour décrire les propriétés, ils utilisent une spécificatjai est intégrée dans
le langage Haskell, et qui se trouve dans le méme module dfiomdéion a tes-
ter. Les tests concrets sont générés aléatoirement. Lesrautéfendent la these
selon laquelle les méthodes de test aléatoire sont finaleassez compétitives
par rapport aux autres méthodes de tests. Pour améliorprdbemes de distri-
bution des valeurs que peuvent rencontrer les méthodesstaléatoire, I'outil
QuickCheck integre des mécanismes de contrdle humains.

4.3.1 Un exemple simple

La syntaxe pour tester une fonction est assez simple. Sveomtester 'opé-
ration classiqueeversesur les listes, il suffit d’écrire la propriété que I'on veut
tester dans le langage Haskell de la maniére suivante :

prop_Rev x y =
reverse (x ++ y) == reverse y ++ reverse x

avec++ qui désigne la concaténation de deux listes.

Ensuite, I'outil s’occupe de tout, il suffit de taper la conmda suivante :

quickCheck prop_Rev
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L'outil génére par défaut 100 tests concrets qu’il souméindplantation de
I'opérationreverse et renvoie soit :
— OK: passed 100 tests.
lorsque les 100 tests sont en succes,

— Falsifiable
lorsque au moins 'un des tests est en échec. Il donne en gdugaleurs
incriminées.

Il est également possible de tester des propriétés plusleaagque des équa-
tions, comme des formule conditionnelles de la forme-=> B. QuickCheck
génere alors 100 tests qui vérifient la conditidnSi il ne trouve pas 100 tests
valides lors des 1000 premier essais, il renvoie simplerfeenbmbre de tests
trouves.

4.3.2 Génération des données de tests

Pour les types de données classiques, Quickcheck integaatnent des mé-
canismes de génération de tests. Comme cette génératiait de maniére aléa-
toire, Quickcheck permet de classer les tests générés :

— détection des tests triviaux, par exemple les listes vjrg le type de

données des listes,

— classement des tests en fonction de la taille des donreéesii permet de
voir si la génération aléatoire réalise une bonne couverdurdomaine ou
bien se restreint & des données de petite taille.

Pour éviter de générer, par exemple, des listes qui ont tiosijane taille tres
petite et ainsi de passer a c6té de plein d’erreurs pottrgjedu bien des listes
trop grande et risquer de ne pas terminer, QuickCheck pessesl mécanismes
pour régler la fréquence d’apparition d’'un élément et dea&®a ne pas dépasser.

En revanche, la génération des données de test est laisséilaateurs pour
des types définis par eux. Cela se fait a I'aide de I'opéraebitrary, qui permet
par exemple pour un type somme

data Couleur = Rouge | Bleu | Vert
de définir le générateur suivant :
instance Arbitrary Couleur where

arbitrary = oneof
[return Rouge, return Bleu, return Vert]

Les données de tests seront ainsi choisies parmi RougegeB\éart.
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4.3.3 Comparaison avec HOL-TestGen

L'intégration compléte de QuickCheck dans le langage Haskeend trés
simple a utiliser et utilisable par tout programmeur. C'ssh avantage principal
face a HOL-TestGen qui est plus complexe. Rappelons quédiiation de celui-
ci dans Isabelle le rend assez lourd a utiliser. Par cortperimet de réaliser une
meilleure couverture des tests que QuickCheck puisqualise un découpage
précis al'aide des axiomes, et il est plus facilement tragaple dans des langages
de programmation différents.

4.4 LOFT
Plus ancien que les outils précédents, LOET IBGNO1, MaiRE91a Mar95b]

est un outil qui a été développé par Bruno Marre pour aut@aatine méthode
de sélection de tests par dépliage des axiomes (donpasttion). Il est déve-
loppé dans le langage de programmation logique ECLIPSE TECRui est un
langage de la méme famille que PROLOG. Lidée était d'eilies principes de
la programmation logique pour implémenter une méthode Betign de tests a
partir de spécifications algébriques.

Son noyau est une procédure de résolution équationnellpeguet de géné-
rer des tests a partir d’'une formule équationnelle carsagt un sous-domaine
d’entrées d’'une opération. Cette procédure est appelédiuction conditionnelle
(“narrowing” en anglais). Elle permet également de réseulds problemes équa-
tionnels dans une théorie décrite par des axiomes condélemositifs.

C’est cette approche qui a été a la base du travail que nosemiohs dans le
prochain chapitre de cette thése. En effet, nos procéderegpliage sont inspi-
rées de ce que fait I'outil LOFT.

4.4.1 Les axiomes : définition et restrictions

Dans LOFT, a chaque axiome de la spécification est associ€lanse de
Horn'! sans égalité. Reprenons I'exemple de la spécification derenaturels
donnée section1.4.1 pajgd 36. Les axiomes définissant ditiper- doivent tout
d’abord étre écrit de maniére préfixe :

add(0,z) = =
add(succ(x),y) = succ(add(x,y))

'En logique des prédicats, une clause de Horn est une formule de la forme [ A---Al, = p
avec l;, p des formules atomiques. Ces clauses sont & la base des langages de programmation
logique tels que PROLOG
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Ensuite, pour étre intégré dans LOFT, ils sont transfornmédauses de Horn
sans prédicats d’égalité. La notation est celle des langages de programmation
logique tels que PROLOG. Elle remplace le symbole d'impiaa< de la lo-
gique des prédicats du premier ordre:(— b se lit “a si b”). Les variables sont
notées a l'aide des lettres majuscules.

add(0, M, M)
add(succ(N), M, suce(Z)) : — add(N, M, Z)

A toute opération définie d’arité, LOFT associe une relation (un prédicat)
d’arité n + 1, et a tout constructeur d’arit¢ un nom de fonction d’arit@. Toute
les formules manipulées par LOFT devront étre transfornu&esette maniére.
On obtient ainsi un programme logique a partir d’'une spéifim conditionnelle
positive.

La stratégie de LOFT permet de calculer, a partir de ces flaspdes substi-
tutions qui permettront de générer des tests. Cependarsotigions ne peuvent
pas toujours étre trouvées. Cette stratégie n’est valigepguir une classe parti-
culiére de spécifications conditionnelles positives. lgmatureX: = (S, F, V') est
une signature avec un ensembles de constructetidansE'. Les équations de la
conclusion des axiomes sont de la forpie,, ..., u,) = vtellesquey € F \ C,

u; € To(V) avec) = (S,C), et toutes les opérations non-constructeurs dans
v sont toutes plus petites queselon un ordre bien-fond# » construit surf'.

La conclusiory(us, ..., u,) = v peut donc étre orientée de gauche a droite (i.e.
g(uy, ..., u,) — v) comme une regle de réécriture. De plus, le systéeme de réécri
ture conditionnelle associé a ces axiomes forme un systeiriergnine et qui est
confluent. Pour simplifier, les axiomes doivent étre “exablgs” pour pouvoir
étre compris par LOFT (nous étudierons en détail les reiris dans le dernier
chapitre de cette thése pdgell 39).

4.4.2 Le dépliage

Ce qui nous intéresse dans cet outil, c’est sa méthode diagépElle utilise
la structure des axiomes de la spécification, et un but quumstformule qui
caractérise un objectif de test. Nous allons la présentaiisctement ici dans un
cadre restreint, celui de I'outil LOFT. Nous I'étendronsidde chapitr&lb.

Exemple 4.4.1Considérons la spécification de I'addition donnée précédent
a l'aide des deux clauses de Horn. LOFT permet de déplier durchustruit a
l'aide de I'opérationadd. Par exemple, 'équatioadd(n,n) = r, avecn, m, r des
variables, peut étre utilisée comme un objectif de test (urdbns LOFT). Cette

2Les constructeurs sont des symboles d’opérations qui ne sont pas définis par les axiomes
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équation caractérise tous les tests de cette forme (obtpausubstitution des
variables et conséquences des axiomes). LeudtN, M, R) est alors soumis
a LOFT. Le dépliage de I'opératioadd, dans le butadd(N, M, R), permet de
construire les deux sous-buts suivants :

— Le premier correspond au premier axiome de I'opératidn. La substitu-
tion des variables est donnée par les unificateurs\de- 0 et R = M et
le sous-but est vide. Les tests ainsi décrits sont doncsdesequations de
la formeadd(0,r) = r our est substituée par un terme construit sur les
constructeurs de entief et succ).

— Le deuxiéme correspond au deuxieme axiome. La substitig®variables
estdonnée par les unificateurs tfe= succ(N'), R = succ(R') ouN' et R’
sont des nouvelles variables. Le nouveau sous-butde$tV’, M, R'). Les
tests ainsi décrits sont de la forméd(succ(n’), m) = succ(r’), oun’, m et
r’ sont substituées par des termes construit$)®trsucc etadd(n',m) = r
est une conséquence des axiomes de I'addition.

Comme le premier sous-but est vide, il ne peut plus étre &épli contraire,
le deuxiéme sous-but construit par LOFT peut étre dépliéales@au selon les
axiomes de I'addition :

— Un premier sous-but vide est obtenu avec la substitutisivegables cons-
truite selon l'unification deV = succ(0) et R = succ(M). Il caractérise
les tests de la formedd(succ(0), m) = succ(m) oum est substituée par
tout terme construit sub et succ. Ce sous-but étant vide, il ne pourra plus
étre déplié.

— Un deuxiéme sous-but est obtenu avec la substitution degbies obte-
nue par l'unification deV = succ(succ(N")) et R = succ(succ(R")). Le
nouveau sous-but estid(N”, M, R"). Il caractérise 'ensemble des tests
de la formendd(succ(succ(n)), m) = succ(succ(r)) oun, m etr sont sub-
stituées par des termes construit suet succ. Comme dans la premiere
étape de dépliage, ce cas pourrait étre dépliée a nouvealesuaxiomes
de l'addition.

Ainsi, en stoppant le processus aprés deux dépliages sifscds I'addition,

on obtient les 3 sous-buts ci-dessus construits a partirdub départ.

Dans LOFT, I'opération de dépliage est réalisée a I'aideadsmmande sui-
vante :

unfold_std([#(’f: s1, ..., sn -> s’,m), ... 1, eq )
avecf un nom d’opération muni de son profij x ...s, — s, qui est I'opé-

ration a dépliergq qui est une équation qui représente un but (I'objectif dg tes
etm la profondeur de dépliage souhaitée.
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Exemple 4.4.2Dans I'exemple de I'opération d’addition, I'applicatiorda fonc-
tion de dépliage (sur deux étapes) va se faire de la maniévaste :

?7- unfold_std([#(’add: nat, nat -> nat’,2)], add(N,M) = R).

FINAL BINDING:

N:nat = O
R:nat = M:nat
=0

CPUTIME

3

FINAL BINDING:
N:nat = succ(0)
R:nat = succ(M:nat)
CPUTIME = 0

3

FINAL BINDING:
N:nat = succ(succ(_v0O:nat))
R:nat = succ(succ(_vl:nat))

REMAINING CONSTRAINTS = {
add(_vO:nat, M:nat) = _vl:nat

}

CPUTIME = 0

3

GLOBAL TIME ELAPSED
NUMBER OF SOLUTIONS
yes

17

1l
w

Les troisFINAL BINDING trouvés correspondent bien aux trois sous-buts ob-
tenus par deux étapes de dépliage.

Dans cet exemple simple, le dépliage n’est effectué que pérationadd
mais dans d’autres cas il est possible de déplier n'imparédig opération définie
et permet donc a l'utilisateur de guider la sélection parlidgp. Par exemple,
pour la définition de I'opération a I'aide de 'axiomer x succ(y) = (x x y) + x,
la partie droite utilise I'opération-. Aprés une étape de dépliage, on pourra donc
déplier soit cette opération soit I'opération initiale.
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La solution donnée par LOFT aprés une ou plusieurs étapeéplage n’est
pas nécessairement close. |l reste des variables qui n@pasimstanciées. Lins-
tanciation compléte des variables peut étre forcée et oerdhainsi, non plus
des sous-buts non résolus, mais bien des valeurs qui po@trersoumises a un
programme.

Exemple 4.4.3Voici la commande a taper pour obtenir le résultat voulu plaur
dépliage de I'opération d’addition :

?7- unfold_std([#(’add:nat,nat -> nat’,2)], add(N,M) = R), ?,
?(is_a_nat(M) = true).

FINAL BINDING:

N:nat = 0

M:nat succ(succ(succ(0)))
R:nat = succ(succ(succ(0)))
CPUTIME = 17

b

FINAL BINDING:

N:nat = succ(0)

M:nat = succ(succ(succ(succ(0))))

R:nat = succ(succ(succ(succ(succ(0)))))
CPUTIME = 0

b

FINAL BINDING:
N:nat = succ(succ(0))

M:nat = succ(0)
R:nat = succ(succ(succ(0)))

CPUTIME = 16

b

GLOBAL TIME ELAPSED
NUMBER OF SOLUTIONS
yes

50

I
w

Les tests obtenus sont donc au nombre de trois, un par sduwsbstruit :
add(0, succ(succ(suce(0)))) = succ(suce(suce(0)))
add(succ(0), succ(succ(suce(succ(0))))) = succ(suce(suce(suce(suce(0)))))
add(succ(suce(0)), succ(0)) = succ(suce(suce(0)))
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L'outil LOFT, plus ancien que HOL-TestGen et QuickCheckjpet plus que
ces deux autres outils de s'intéresser a la sélection pdiadépEn effet, I'uti-
lisateur peut déplier ou il le souhaite, et il est donc sur amtpplus précis que
HOL-TestGen.

C’est donc la finesse de cette méthode de dépliage de I'0O#TLqui nous
a le plus intéressée. Cependant, la classe de spécificatibsdge par LOFT doit
respecter des conditions tres restrictives sur la formeadasnes. Dans les pro-
chains chapitres, nous verrons comment la procédure degémgleut étre étendue
a des spécifications beaucoup moins restrictives.

La procédure de sélection de LOFT a été récemment réutitiaés I'outil
GATeL [MAQO, MB04] qui permet de produire des tests a partr spécifica-
tions LUSTRE. LUSTRE est un langage largement utilisé dandustrie pour
construire des systemes réactifs. L'outil GATeL déplie égmations LUSTRE
pour obtenir des sous-domaines de test également casdgcp&i des contraintes.
Les contraintes sont résolus en générant aléatoirememistipour chaque sous-
domaine.



Chapitre 5

Notre approche du test

Dans ce chapitre, nous allons présenter plus particulieénémotre approche
pour tester un programme a partir de sa spécification foem€bmme nous
I'avons vu dans le chapitre précédent, la sélection des és$tune nécessité dans
le cadre du test. Afin de garantir la qualité de nos méthodegldetion, nous al-
lons présenter un cadre formel général pour le test a partapécifications axio-
matiques. Nous nous placons dans le cas particulier dedgisptons algébriques
(vue dans la sectidn1.4 pagé 35).

Les spécifications algébriques fournissent un langage ndoiga qui est une
référence solide pour garantir la correction d’'un programi@ette affirmation
repose sur I'idée simple que leaodéles de la spécification représentent des
programmes acceptables. Cependant, nous ne pouvons pas compardedirec
ment le programme et sa spécification. En effet, le programeshesouvent plus
riche en détails de fonctionnement que la spécification guilonne pas forcé-
ment toutes les informations nécessaires pour étre dimesteexécutée sur une
machine. Cette distance est embarrassante dans le cadestchuisque l'idée
intuitive que nous venons de donner est que le programmegsisenté par un
modéle de la spécification. Nous devrons donc nous accoudeles moyens de
comparer programme et spécification. L'hypothése condelgour tester un pro-
gramme est de considérer que le programme doit avoir la méteedce que
la spécification (c’est-a-dire la méme signature), et étemniniste (c’est-a-dire
gu’un méme calcul renvoie toujours la méme valeur). De glosiy étre compa-
rable avec la spécification le langage de programmationfdorhir un prédicat
de comparaison entre deux valeurs de méme type. Ce prétigalité est dibb-
servable par la spécification ; c’est la partie du programme ou le catepaent
des deux entités est censé étre le méme. C’est sur cette pamimune que nous
comparerons le comportement du programme avec celui atfesmda spécifica-
tion. Les tests seront donc des formules observables ealigér la spécification.
Cette partie observable du programme constituera la bagsdgdéfinition d’'un
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jeu de tests de référence a partir duquel nous pourrons cagenan processus
de sélection de tests.

La premiere section de ce chapitre est dédiée a la formalisee notre ap-
proche du test, et la deuxieme aborde plus en détail le prabldes critéres de
sélection d’un jeu de tests.

5.1 Test a partir de spécifications algébriques

Dans cette section, nous allons décrire un cadre formelsig@técédemment

étudié dans[[LGA96, ALG0Z, BGM91,_Arn97] et montrer commennstruire

nos tests a partir d’'une spécification algébrique.

5.1.1 Rappel : les spécifications algébriques

Les spécifications algébriques étudiées dans la sdciihmatyd3b permettent
de décrire le comportement d’'un programme a l'aide d’axisme

Exemple 5.1.1Placons nous dans le cadre de la spécificatidiles que nous
avons donnée sectidn T.W.3 pdgé 38. Nous voulons étre eapadol exemple,
de vérifier qu’'un programme, ou est implanté I'opération:tecur d’'une pile, a
bien un comportement correct vis a vis des axiomes de lafgg@@mn Piles. Par
exemple, nous voudrions étre sir que I'opérathaitecur du programme appli-
quée sur une pile vide rend bi@nc’est-a-dire que I'axioméauteur(vide) = 0
est bien veérifié.

5.1.2 Programmes

La soumission d’un test sur un programme doit permettre diéeréla cor-
rection locale du programme. Un test soumis a un programritgdavoir étre
exécuté. Le résultat obtenu doit alors pouvoir étre comaarésultat attendu (dé-
fini par la spécification) et pour cela disposer d’'un moyenrgmuvoir trancher
guant au succes ou a I'échec d’'un test. C’est ce que I'on Eplegbrobleme de
I'oracle.

Pour permettre la comparaison entre un progranitet une spécification
SP = (X, Ax), nous interprétons le programme comme3smodéle (voir sec-
tion .12 pag€19). Ceci n'a de sens que si le programme a mparement
fonctionnel sur la signaturg, c’est-a-dire si toute formule dBor(X) peut étre
calculée par le programme de maniére déterministe.

Par la suite, nous assimilerons un programfhet son interprétation comme
unX-modele P € Mod(X). Le soumission et le résultat (succes ou échec) d'un
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testt € For(X) sur un programme’ est donc assimilée & la validatidh = ¢.
C’est I'un des avantages du test a partir de spécifications foaurnit a la fois la
donnée de test a fournir au programme et le résultat atteadia gpécification.

Exemple 5.1.2Imaginons que nous voulions tester un progranmae la fonc-
tion hauteur pour les Piles. CommeP est unX-modéle, il est possible par
exemple de vérifier que l'axionteiuteur(vide) = 0 est bien validé par le pro-
gramme, puisque c’est une formule logique construite swidaatureX. Nous
avons donc un moyen de dire Bi = hauteur(vide) = 0. En pratique, cela
consiste & soumettre au programme successivemeritur(vide) et 0 puis de
comparer les deux résultats obtenus. Cela n’est possitdesgiiexiste un prédi-
cat = prédéfini du langage pour comparer des données de ce typ;&dire,
dans ce cas, ou la sorte des entiers est observable.

5.1.3 Observabilité

Le programme et la spécification partagent la méme signagtikes tests sont
des formules construites sur cette signature. Cependaistaevons étre capable
de dire si une formule qui représente un test est vraie oségusur le programme.
Or le programme ne permet pas forcément de rendre comptendpartement de
toutes les opérations et prédicats de la spécification.

Du point de vue du test fonctionnel, seul le comportemen¢iadle du pro-
gramme est intéressant. Nous considérerons donc une dadsemules que le
programme peut manipuler : les formulelsservablegou exécutables). En pra-
tique, les formules observables sont des formules closesejfont intervenir
gu’'un ensemble donné de sortes dites observables (par &xeoytes les équa-
tions pour lesquels le prédicat d’égalité est inclus damarigage de programma-
tion).

Nous disposons donc d’'un ensembles C For(X) de formules dites obser-
vables. Ce sont les formules que I'on peut tester sur le progre.

Exemple 5.1.3
Dans le cadre des spécifications conditionnelles positivess pouvons supposer
gue nos tests sont simplement les équations closes entes sbiservables consé-
quences de la spécification, c'est-a-divés = {t = t' | t,t' € Ty} avect,t’ des
termes de sorte observable.

Ainsi, pour la spécification des piles, nous considérondemiéquations closes
hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3,vide)) = vide sont des formules ob-
servables.

Il est également possible de tester des formules qui corgigrdes données
de sortes non observables. Cela se fait a I'aide de cont&stereable, c’est-a-
dire d’'un contexte-|.],, (voir définition[ZL.P pagE42) de sortebservable pour
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laquelle on dispose du prédicat d’égalité. Le terme place @okitionw est de
sorte non observable.

Exemple 5.1.4Dans I'exemple des piles, supposons que les entiers sdieat-0
vables par le langage de programmation, mais pas les pilesdntexte obser-
vable construit a partithauteur permet de tester les piles via les entiers; par
exemple pour l'axioméepiler(vide) = wvide, que I'on peut tester a l'aide de
I'égalité suivantehauteur(depiler(vide)) = hauteur(vide) car les entiers sont
observables.

Dans la suite, nous n’entrerons pas dans les détails d’uleeajgproche et
travaillerons sur des critéres de sélection ou toutes |#ssmises en présence
sont observables.

5.1.4 Forme de nos tests

La soumission d’un test sur un programme doit comprendreeardict qui
nous permet de décider si le test est en succes ou en échetestepour une
spécificationSP = (3, Ax) sont des formules construites sur la signafuré.a
formes des tests dépend donc du langage utilisé.

Dans le cas patrticulier de spécifications construites arpHaxiomes équa-
tionnels ou conditionnels positifs, nos tests sont dest@nsentre termes clos.
Cela pourrait étre des formules conditionnelles. On seaeigtaux équations a
des fins de facilité de soumission.

Exemple 5.1.5Soit Piles = (X pies, AT pyes) 1a spécification des piles que I'on
vient de définir, et soiPp;,.; un programme qui réalise les mémes opérations que
la spécification sur les piles (empilement, dépilementtdwauetc ...). Pour la
spécificationPiles, hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3,vide)) = vide
sont des tests, malsiuteur(z) = n n’en est pas un car il contient des variables
qui ne sont pas observables par le programme.

Les équations que nous allons voir comme des tests sontgibesta partir
d’'une opération définie de la spécification. En oppositionapérations construc-
teurs qui ne sont pas définies a partir d’axiomes mais peemtette construire
les structures de données. Les tests que nous allons grarilgeront donc de la
forme f(us,...,u,) = v avecf une opération définiey, ..., u,,v € 1%, avec
u,...,u, les données que nous allons soumettre au programméeatsultat
attendu par la spécification.
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5.1.5 Correction d’un programme par rapport a sa spé-
cification

Tester un programme, c’est essayer de trouver des errensscetui-ci. Tes-
ter un programme a partir de sa spécification, c’est essayenahtrer qu'il est
incorrect par rapport a elle. La spécification permet de @tédles formules (des
tests) qui si elles sont validées par le programme nous igeresa sur la correc-
tion de celui-ci. Si toutes les formules que I'on peut déeldie la spécification
(a observation pres), sont des conséquences du progranmmeriodele), alors
nous allons pouvoir assurer correction (partielle ou &tpbur ce programme.

Cette notion de correction d’'un programme par rapport a éaipation peut
étre formalisée. Pour étre dit correct par rapport a uneiipgton, un programme
doit étre observationnellement équivalent a un modele dpdaification pour les
formules observables debs.

Définition 5.1.1 (Correction) Soit SP = (3, Az) une spécificationP un pro-
gramme qui est ud-modéle, etbs un ensemble dE-formules.P estcorrect
pour S P via Obs, notéCorrectoys(P, SP), Si et seulement si il existe un modele
M € Mod(SP) telle queM =, P. Ce qui signifie que les deux modéles sont
équivalent$ pour I'ensemble de formulegbs.

5.1.6 Les tests

Comme nous l'avons vu dans les sectibns b.1[3efl5.1.4, Uz tests sont
composeés de formules observables ayant une forme pagtieuPour étre utili-
sables, ces jeu de tests doivent étre en succes sur un progrBroorrect, c’est-
a-dire valides pour I&-modéle associé B. On parle alors de jeux de tesien-
biaisés. Nous allons pour cela considérer que les tests sont degqoesces de
la spécification. Nous pouvons les définir de maniere forenell

Définition 5.1.2 Un test est une formule d8 P* N Obs, c’est-a-dire une formule
observable conséquence sémantique de la spécification.

Un jeu de tests est un ensemble de tests. Un jeu de tésest ensucces
sur un programme® si et seulement 8ip € T, P = ¢, sinon on dit qu'il est en
échec. On noteraP = T lorsqueT est en succes sur.

Exemple 5.1.6
hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3, vide)) = vide sont des tests pour la
spécificationS Pp;;.s, maisdepiler(empiler(3,vide)) = empiler(3,vide) n'en

'Ta notion d’équivalence =y entre deux modéles est donnée dans la définition [CTI0

page 211
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est pas un, car la formule n’est pas une conséquence sémart@la spécifica-
tion. Cela signifie qu’elle ne correspond pas a un comportémalide pour la
spécification. Si nous mettions un tel test en oeuvre surogr@mme, son échec
ne serait pas synonyme d’erreur. Il détecterait une erreuir jexiste pas si le
programme est correct, et pourrait ne pas détecter une esauun programme
qui en contient une.

Un jeu de test est diton-biaisé si et seulement si ce jeu de tests est en succes
sur tout programme. C’est nécessairement le cas pour ksskeSP* N Obs.

Proposition 5.1.1 SoientSP = (X, Ax) une spécification algébriqu&)bs un
ensemble de formules d&r (%), P un programme vu comme uirmodele efl’
un jeu de test d&'P* N Obs.

Pour tout programme® observable viaDbs, si P est correct par rapport a
SP viaObs alorsT' est en succes sur.

Correctops(P,SP) = P =T

Preuve

Par définition,P est unX-modéle deV/od(X) donc il existe un modélé/ e
Mod(SP) tel queM =p,s P. Nous savons également qlie- SP°*NObs et que
toutes les formules d&P°* N Obs sont valides dand/od(SP). Donc toutes les
formules deT” sont valides dans le modeéld donc dansP, donc par définition
PET.

*

SP* N Obs est le plus grand ensemble de formules qui est a la fois attisf
par tous lesS P-modéles, et exécutable par n'importe quel programme sesis t
capable d'interpréter les formules dés.

5.1.7 Comparaison des jeu de tests

Le but du test étant de détecter des erreurs, il est intéredsacomparer les
différents jeux de tests en fonction des propriétés quiipttent de vérifier. Nous
pouvons comparer leur efficacité, laquelle considere gjéurde testg” est plus
efficace qu’un jeu de tesf8 si son succés sur un programme implique que le jeu
de testdl” soit également en succes.

Définition 5.1.3 SoientS P une spécification)bs un ensemble de formules ob-
servables, ef’, 7’ deux jeux de tests.

T estplus efficace queT” si et seulement pour tout programmies Mod ()
onaPE=T= PkET.0Onnotel <7

T et T’ sontéquivalents si et seulement &I < 7" etT” < T. On notera
T~T.
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5.1.8 Exhaustivité d’un jeu de tests

Quand un jeu de tests en succes sur un programme permet airgaraor-
rection de celui-ci, on dit que ce jeu de tests est exhaustif.

Définition 5.1.4 (Exhaustivité) Un jeu de testd’ estexhaustif pour SP =
(3, Az) via Obs si et seulement si

VP € Mod(X), P =T < Correctops(P, SP)

Il n'existe pas nécessairement un jeu de tests exhaustd. d&pend de la
nature de la spécificatiofiP et de I'ensemble&bs. De plus, un tel jeu de tests
est souvent infini. Son existence signifie simplement queteection d’'un pro-
gramme peut étre approchée asymptotiguement. Son int&ré&ue n’'importe
quelle erreur d’'un programme est susceptible d’étre démevll permet égale-
ment de démarrer un processus de sélection d’un jeu de esadld fini comme
nous le verrons dans la section 512.3 de ce chapitre, pussldamapitrélo.

5.2 Les critéres de sélection

L'idée de définir des critéres de sélection vient du problélada taille des
jeux de tests que I'on doit gérer. Comme il n’est pas possiel®ut tester, il faut
faire des choix, et donc appliquer des critéres les plujadk possibles. Dans
notre cas, nous appliquons degeres de sélectioaur un jeu de test de référence
dans le but d’extraire un jeu de tests de taille raisonnable ptre soumis a un
programme. L'idée sous-jacente est que tous les tests tisfiosd un critere de
sélection révélent la méme classe d’erreurs.

Nous allons tout d’abord présenter les criteres d’unifeénat de régularité
[BGM91,[BCEGS86] qui sont des critéres tres simples a mettreeaivre. Ensuite
nous formaliserons cette notion de critere de sélectioquc@ous permettra d'y
inclure des critéres plus complexes et surtout de pouvaarga certaines pro-
priétés sur ces criteres.

5.2.1 Critére d’uniformité

Comme nous 'avons dit précédemment, en général nous mangpdes jeux
de tests abstraits construits a partir d’un objectif de et objectif est une for-
mule deFor(X) (souvent un axiome). Or les formules (c’est-a-dire lessieptie
I'on peut soumettre a un programme sont des formules sarables.

Le critere d’'uniformités’appuie sur I'idée qu’un ou plusieurs tests, choisis de
maniere arbitraire pour un objectif de test permettent dérmen évidence une
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méme classe d’erreur. La validation de ces tests pour lergnoge vaut pour la
validation de I'objectif de test. C’est ce que I'on appellg/pothese d’uniformité.
Formalisons cette notion :

Définition 5.2.1 Soity une formule dd’or(X). Un jeu de test§’ vérifie lecri-
tére d’uniformité surp si et seulement si

{oi(¢) | Vi, 1 <i<k,3Jo;:V - Tx,SP Eoi(p)} €T

aveck le nombre de tests a choisir pour la formyleL’ensemble des jeux de
tests satisfaisant ce critére est n6tg, (). ll est possible de formulerltypothése
d’uniformité suivante :

(T eCur()NPET)= No:V - Ty, SP = o(p) = P E=o(p))

Exemple 5.2.1Plagons nous encore une fois dans le cas de la spécificat®n de
piles (voir sectio1.4]3). Soit la formutewuteur(x) = y avece, y des variables.
Le jeu de test

T hauteur(vide) = 0, hauteur(empiler(succ(0), vide)) = 1,
| hauteur(depiler(empiler(succ(succ(0)), vide))) = 0

satisfait le critére d’uniformitéCy 5(hauteur(z) = y). Dans ce cas, la va-
riable k vaut3, il faut donc trois tests pour qu’un jeu de tests satisfassitere.
Par hypothese d’uniformité, il est possible d’affirmer guarsprogrammeP va-
lide le jeu de test§ alors il valide toutes les formules closes conséquencea de |
spécification de la forméauteur(z) = y (c’est-a-dire gu’il y a une substitution
qui transforme les deux variablesy par des termes clos).

Il existe d’autres criteres dont le fonctionnement est siim@ a celui du critere
d’uniformité. On parle par exemple duitére d’uniformité sur les constructeurs
Sa seule différence est de considérer que les substitutjamsonstruire doivent
I'étre vers des termes sur les constructeurs uniquement.

5.2.2 Critére de régularité

Le critéere de régularit§oue sur la taille des termes, et permet de construire
tous les tests dont la taille des termes est inférieure aaleenvdonnée. Pour cela,
on introduit une notion particuliére de taille.
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Définition 5.2.2 Soit¢ un terme del (V). La taille, pour une sortes donnée,
d’'un termet est le nombre d’opérations: s; x - - - X 5,, — s (a co-domaine dans
s) apparaissant dans On la noteralt|, .

Exemple 5.2.2

|hauteur(vide)|,;. = 1 car seule I'opérationvide est a co-domaine dans
pile,

|hauteur(depiler(empiler(succ(suce(0)), vide)))|pue = 3 cardepiler etempiler
sont a co-domaine dansie,

|hauteur(empiler(succ(0), vide))|entier = 2 €ar 0 etsucc sont & co-domaine
dansentier.

Le critere de régularité d’ordré pour une sortes construit pour toute va-
riable de sortes, apparaissant dans un objectif de testous les termes de taille
inférieure ou égale a trois. Puis ensuite, il génere un testrait pour toutes les
combinaisons de termes possibles, et les instancientde | critere d’unifor-
mité.

Définition 5.2.3 Soity une formule d&'or(X). Un jeu de test§” vérifie lecri-
tére de régularité d’ordre k& pour une sorte s sury si et seulement si

VY € Regys(¢), (T € Cua(¥))

tel queRegys(¢) = {o(p) | 0 € Suby,s}
avecSuby s = {0 : Vo, = Ts(V) | Vz € V,,|o(x)| < k}.

On noteraCk ; x(¢) 'ensemble des jeux de tests satisfaisants ce critere de
régularite.

Suby s est 'ensemble des substitutios — 7% (1) qui associent a toute va-
riable x de sortes un terme de taille au plus, ne comportant que des opérations
a co-domaine danset des variables distinctes pour tout sous-terme de same au
ques. Regy, s(y) construit tous les termes possibles a partir de toutes lestisur
tions Suby,  de taille inférieure & pour une formulep donnée.

Exemple 5.2.3 Soithauteur(x) = y notre objectif de test. Pour construire le cri-
tere de régularité d’ordre (par exemple) pour la sorte pile, on considere d’abord
I'ensembleSubs ;. qui contient pour toutes les variables de sosttensemble
des substitutions vers des termes de taille inférieureken considérant toutes les
opérations dont le co-domaine est celui des piles, on oblésrtermes suivants :

vide
empiler(a,vide)
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depiler(vide)

empiler(a, empiler(b, vide))
empiler(a, depiler(vide))
depiler(empiler(a,vide))

aveca, b des variables de typentier. On obtient donc I'ensemble de tests
abstraits suivant :

Regs pie(hauteur(x) =y) ={ hauteur(vide) =
h,auteur(empzler(a vide)) =y
hauteur(depiler(vide)) =y
hauteur(empiler(a, empiler (b, vide))) =
hauteur(empiler(a, depiler(vide))) =y
hauteur(depiler(empiler(a,vide))) =y }

Il ne reste plus qu’a substituer a toutes les variables umgclos en utili-
sant le critere d’uniformité vu précédemment. On obtientsle jeu de test§’
satisfaisant le criter&’r, 5 ;. (hauteur(z) = y) suivant :

T ={ hauteur(vide) =0
hauteur(empiler(succ(0), mde)) = succ(0)
hauteur(depiler(vide)) =
hauteur(empiler(succ(suc ( ), empiler(0, vide))) = succ(succ(0))
hauteur (empiler(succ(0), depiler(vide))) = succ(0)
hauteur(depiler(empiler(succ(suce(0)),vide))) =0 }

Le choix des valeurs pour les variables est donné par lererdé@niformite.

Ce critére peut également étre restreint a une version atnkoconsidere que
les termes construits a I'aide des constructeurs d’une slmmnée. On parle alors
decritére de régularité sur les constructeurs

5.2.3 Formalisation

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, les jeurste sont
construits a l'aide d’une propriétg qui est un axiome, ou n'importe quelle for-
mule choisie commebjectif de testTous les tests qui peuvent étre construits a
partir d’'un objectif de test forment un ensemble qui candtéun jeu de tests.
Celui-ci contient, pour un objectif donng tous les tests(y) tels ques(yp) €
SP*NObs.

Ce jeu de tests peut étre de taille infinie. Il est possibled®uvrir partielle-
ment par des tests sélectionnés a I'aide des criteres diumite et de régularite,
mais ce sont des méthodes ou 'aléatoire joue un grand réle.
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Les méthodes de sélection que nous utilisons dans cette so@$ des mé-
thodes par découpage d’un jeu de tests en une famille dgesaxisie tests. Dans
ce cadre, un critére de sélection est en fait une applicatibeffectue ce décou-
page. Il nous faut des outils pour raisonner sur ces criggeslection.

Le critére de sélection’ est une application qui découpe un jeu des tests de
départl’ en une famille de sous-jeux de te$TB}Z~GIC(T) aveclq(r) un ensemble
d”indices” résultant de I'application du critére de sélea C sur le jeu de tests.

Définition 5.2.4 (Critére de sélection)Un critére de sélection est une appli-
cationC : P(SP* N Obs) — P(P((SP°* N Obs)) 2. Pour un jeu de test® on
note C(T') = {Ti}icro - On note alorgC(T)| = Uier,,, (1) 'ensemble des
tests obtenus apres I'application du critere de sélectibsur 7.

Le nombre de sous-jeux de tegtconstruits par découpage dépend du critére
de sélection et du jeu de tests de départ. Les jeux de Testaractérisent des
sous propriétés dé&, c'est-a-dire des sortes de sous objectifs de tests. Comme
pour le jeu de tests de départ ils peuvent étre couverts paritéres d’uniformité
et de régularité. Cela consistera a sélectionner un ouqultsstests pour chaque
sous-jeu de tests construit.

Exemple 5.2.4 Soity un objectif de test. Le critére de régularité; ; (), pour

une taille k£ et une sortes données, nous donne un ensemble de tests abstraits
Regy. () qui caractérise tous les tests pour des données de tailkeiénire ak.

Il est possible, par exemple, de définir un critere de sé@actl; qui découpe le

jeu de tests abstraiRegy. () enn sous-jeux de testBey; () pourl < i < k.

Un jeu de test§" vérifie le critéereC’; si et seulement si

U {Cua(¥)¥¢ € Regio(¢)}

1<i<k

5.2.4 Propriétés

La définition générale que nous venons de donner permet dieedéce large
classe de criteres de sélection par découpage. Afin de gdrafiicacité d’'un
critere particulier, il est possible de vérifier des prof@gesur celui-ci :
Définition 5.2.5 SoitC', C” des critéres de sélection, € 7" des jeux de tests :

— (' estcorrect pourT si et seulement $C(7)| C T,

— (' estcomplet pourT si et seulement $C(7")| = T,

2Soit un ensemble E, P(E) désigne I'ensemble des tous les sous-ensembles de £
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— C partitionne T si et seulement §ii, j € Io¢), i # j = T;NT; =0,

Les propriétés de correction et complétude sont essarttiptiur qu’un critére
de sélection soit utilisable : la correction assure quedststsont bien sélectionnés
dans le jeu de tests de départ (aucun test n’est ajouté);etiplétude assure que
nous conservons bien tous les tests (aucun test n’est p€daid on partitionne
T avecC, cela signifie que |e$; ne se superposent pas, et assure ainsi que I'on
ne sélectionnera pas deux tests identiques.

Exemple 5.2.5Le critereC;, de I'exempld_5.2]14 de la section précédente est un
critéere de sélection correct et complet au sens de la défmigue I'on vient de
donner. L'ensemble des tests caractérisé par le découmgxactement le méme
que celui du jeu de tests de départ. Cependant, ce crifergest pas un critere
qui partitionne. Les sous-jeux de tests construits ne saststincts les uns des
autres.

Pour obtenir un critere qui partitionne vraiment, on poditrgar exemple
construire un critere de régularité d’ordré identique a celui de la définition
mais ou I'on remplacguby  par Sub, , telle que

Subﬁf,s ={o: Vs> Tx(V)|Vx € Vi, |o(z)| = k}

Ce critereC, . , construit les tests pour une tailleet ne considere pas les
données de taille inférieure. Il est alors possible de définicritéere C, ayant le
méme fonctionnement qak sauf pour 'ensemblguby, . Ce critere de sélection
partitionne le jeu de tests de départ, il n’y a plus de prold#ete chevauchement
entre les sous-jeux de tests.

5.2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment formaliser une neaaéetester un
programme a partir de sa spécification. Nous avons égalgmdatmaliser la no-
tion de critere de sélection. Les criteres de sélection qus allons étudier dans
le prochain chapitre rentrent completement dans ce cadn:. jharticularité est
d’utiliser la structure des axiomes de la spécification pmdtactuer le découpage.
La qualité attendue pour ces criteres pourra étre étud@megrux différentes pro-
priétés de la section précédente (correction, complépatétionnement).



Chapitre 6

Une méthode de sélection par
dépliage des axiomes

Dans ce chapitre, nous allons décrire deux critéres dets@ate tests a partir
de spécifications algébriques. Les fondements de cetteonettie test ont été
donnés dans le chapitié 5. Nous voulons donc décrire deéseasitde sélection
qui découpent le domaine des tests de maniére pertinentengaméthode de
sélection de tests par partition.

6.1 Introduction

Le dépliage est un critére de sélection qui utilise la stmecties axiomes de la
spécification pour faire ce découpage. Cette méthode pew@liquée plusieurs
fois de suite. Ainsi, aprés un premier découpage, il est #ofait possible de
découper de nouveau les sous-domaines, et ainsi de suftgute@suivante donne
une idée de quelques étapes dépliage, ou chaque élémenfai® schématise
un domaine, ou un sous-domaine de test.

Domaine de départ Premiére étape de dépliage Aprés plusieurs étapes

Fi1G. 6.1 FExemple de dépliage
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Dans les sections suivantes, nous allons décrire diffésgmtocédure de dé-
pliage pour différentes formes de spécifications. Nous noiggsesserons aussi
spécialement a prouver que nos procédures de dépliage @attes, c’'est-a-
dire gu’elles ne construisent pas des tests qui n‘existp@n dans le domaine de
test de départ, et completes, c’est-a-dire qu’elles n’edgré pas en cours de pro-
cédure. En d’autres termes, a chaque étape de dépliager’des sous-domaines
reste identique. Sur la figute .1, cela est schématisé [ait u'a chaque étape
la somme des surfaces correspond au carré de départ. Latammrest trés im-
portante parce que sans cette propriété on pourrait créetedés qui n’en sont
pas et donc détecter des erreurs qui n’en sont pas. La cardplatest pas néces-
saire mais plutét souhaitable si 'on ne veut pas perdre erngiode détection des
erreurs au fil des étapes de dépliage.

Les spécifications considerées sont des spécificationgtionmetlles positives
(la présentation compléte est donnée dans la secfion).3[2ans la premiére
section, nous allons donner 'idée du dépliage sur un exesipiple de spécifica-
tion conditionnelle positive. Dans les deux sections sues, nous allons décrire
deux criteres de sélection par dépliage. Le premier criggétaune reformulation
de la procédure de sélection de tests par dépliage qui a gtarnté dans I'outil
de sélection LOFT (voir sectidn 4.4 pdge1l13). Nous promoseégalement une
nouvelle preuve de correction et complétude pour ce criteraucoup plus simple
gue celle donnée dans_[Mar91b], en utilisant la notion déesys de réécriture
conditionnelle positive présentée dans la sedfioh 2.5Bdgke deuxiéme critére
est une extension du précédent pour des spécificationstimmdlles positives
guelconques. La preuve de correction et de complétude tke detniére utilise
la notion de normalisation d’arbre de preuve étudiée damhdpitre[B. Ce tra-
vail a fait I'objet d’une publication & la conférence FATES JAABT054] et d’un
rapport de recherche plus détaillé [AABSD).

6.2 Un exemple simple

6.2.1 Une spécification conditionnelle positive

Avant de rentrer dans les détails, considérons un exemplgside spécifica-
tion dont les axiomes sont conditionnels positifs. SBites = (SListes; Fristes, Viistes)
une signature telle que :
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Spistes = {entier,liste,bool}

Fristes = {0 : entier, succ : entier — entier,
true : bool, false : bool,
[ :— liste,

__ 1 __:entier X liste — liste,

_ < _:entier x entier — bool,
insert : entier X liste — liste}

Viistes = {x,y: entier, L : liste}

La spécificationd.istes est composé de la signature,,,.. et de 'ensemble
Ax ;g5 d'axiomes conditionnels positifs suivant qui définissestdpérations
(inférieur ou égal) etnsert (insertion dans une liste triée) :

0<uxz true (6.1)
succ(x) <0 = false
succ(z) < suce(y) = <y (6.3)
insert(x,[]) = x ] (6.4)
r<y=true = insert(r,y:L)=x:y:L (6.5)
r <y= false = insert(x,y:: L) =y :insert(z,L) (6.6)

6.2.2 Tester une opération de la spécification

Nous voulons vérifier que I'opération d’insertionsert dans un programme
sous test fait bien ce qui est écrit dans la spécification.

Pour I'opération d’insertion que I'on veut tester, les seseront de la forme
insert(e,l) = v, oue etl sont les entrées de test (des termes clos) que I'on veut
soumettre au programme, ete résultat attendu. On parle alors du domaine des
tests pour I'opératiomnsert.
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6.2.3 La sélection par dépliage

Le dépliage utilise les axiomes de la spécification poutigéaline sélection.
Pour les tests de la formesert(e,l) = v on distingue, grace aux axiomes, trois
sous-ensembles de tests :

1. lestests de la formasert(z,[]) = x :: [|, pour 'axiome (6.4),

2. les tests de la formésert(xz,y :: L) = = :: y » L avecx < y, pour
'axiome (6.5),

3. lestests de la formasert(z,y :: L) =y :: insert(z, L) avecz > y, pour
'axiome (6.6).

Pour caractériser ces sous-ensembles, nous utilisersemndembles de couples
composeés d’un ensemble d’équations featraintes) et d’'une équation (Bbjec-
tif de test). Le domaine de test de I'opérationinsert s’écrira :

({insert(e,l) = v},insert(e,l) = v)

Les trois sous-ensembles construits par dépliage s’@tidrbaide des couples
(contraintes, objectif de test) suivants :

1. pour 'axiome (6.4) ({}, insert(z,[]) = x = [])

2. pour l'axiome (6.5) ({x < y = true},insert(z,y : L) =z 1y :: L)

3. pourl'axiome (6.6) ({z <y = false,v =y :: insert(x, L)}, insert(x,y :

L)=v)

La construction des sous-domaines se fait grace a la natioifidation (voir
section[ZP pagE#3). On peut déplier une contraintert(z,l) = v si celle-
ci s’'unifie avec la partie gauche d’'un axiome conditionnedifiiode la forme
ty =t N At, =t = insert(e,t) = t'. Par unification, nous construisons
une substitutiom :

1. Unification deinsert(z, 1) etinsert(x, |])
o= {l/}

2. Unification deinsert(x,l) etinsert(z,y :: L)
o={l/y: L},

3. Unificationinsert(xz, () etinsert(x,y :: L)
o={l/y: L}

Seule la contrainte de I'axiome (6.6) peut étre de nouvealiéesurinsert.
Si nous déplions cette contrainte sur les trois axiomes.gle-t nous obtenons les
trois couples suivants :

3.1 {z <y= false},insert(x,y :: [|) =y = x 2 [])
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3.2 {z <y= false,x < z = true}, msert(m yuzuLl)=yuaxuzal)
33 {z <y= false,z < z = false,v =1y znsert(@L)}Jnsert(x,y ::
zu L) = U)

Les contraintes pour les axiomes (6.5) et (6.6) peuventé@péées sur I'opé-
ration <. La contrainte pour I'axiome (6.4) ne peut pas étre dépliés.fe do-
maine caractérisé par le couple 1 est celui qui contient lesigests de la forme
insert(x,[]) = x :: [] avecz un entier naturel. Comme nous l'avons vu, le sous-
domaine correspondant a I'ajout d’un entier dans la listie {iLer sous-domaine)
ne peut étre dépliée. L'utilisateur peut donc choisir, Bedes besoins, de couvrir
directement ce sous-domaine (par uniformité) ou au caetdé poursuivre le
découpage par une autre méthode (par exemple une régslariténtier inséré).

Le dépliage découpe donc le domaine de test d’'une opératigriusieurs
sous-domaines construits a partir de la structure des asoline fois que nous
avons réalisé un découpage assez fin du domaine de tesd, plassible de générer
des tests pour chacun des sous-domaines construits. Nalé&taikerons pas ici
cette opération. Des outils existent, comme ceux décrits da chapitrd]4 qui
permettent de générer des tests a partir des sous-domaines.

6.3 Deépliage pour des spécifications condition-
nelles positives

Dans cette section, nous allons définir nos criteres dets#iguour des spé-
cifications conditionnelles positives. Avant de présents critéres, nous allons
commencer par donner le jeu de tests de référence sur leguietappliquer nos
criteres de sélection par dépliage, puis ensuite nousganéxis 'idée du fonc-
tionnement du dépliage, et enfin nous définirons la notiorodérainte.

6.3.1 Jeu de tests de référence

A partir d’une spécification conditionnelle positi#P, 'ensemble de tests
SP* N Obs contient toutes les équations closes qui peuvent étre wddieS P
(voir définition[5.1.2 pagE—123). Comme nous I'avons déjaatit ensemble est
trés grand, souvent infini. Il peut contenir des tautologes formules redon-
dantes ...

Pour débuter un processus de sélection de tests, nous a&wia d'un jeu de
tests de référence. Nous allons restreindre notre ensaielikests aux équations
closes de la form¢g(ty,...,t,) = t,;youvVl <i<n-+1,t; € Ixetf e F.
Le jeu de tests de référence sera donc défini de la manier@ngeigour nos deux
critéres de sélection.
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Définition 6.3.1 (Jeu de tests de référence $oit SP = (3, Az) une spécifica-
tion ou = (S, F, V) est la signature. Nous définissons I'ensemiles P) de la
maniére suivante :

To(SP)={f(uy,...,u,)=v | f€F up,...,upv€Tyx,
SPt f(uy,...,u,) =v}

Exemple 6.3.1Pour I'opérationinsert, la formuleinsert(2,3 :: 4 = [|) = 2 =

3 :: 4 = [] fait partie du jeu de tests de référence. Par cortre’ 3 = true =
insert(2,3 :: []) = 2 :: 3 :: [] n’en est pas un car ce n'est pas une équation, et
insert(x,[]) = x :: [] non plus carr est une variable.

Nous pouvons remarquer que cet ensemble de formy(8P) correspond
exactement a I'ensemble des tests que nous avons donnéda défisition5.T.P.
En effet, 'ensemble des formules observall#s contient toutes les équations
closes qui sont des conséquences de la spécification. Lapgaie différence ré-
side dans le fait que I'ensemblg(SP) est défini a I'aide du calcut pour les
spécification conditionnelles positives, alors que I'enBke SP* est défini sé-
mantiquement a I'aide de la relati¢a. L'égalité 7,(SP) = SP* N Obs est vraie
parce que le calcul conditionnel positif est correct est it

L'ensembleT;(SP) contient tous les tests qui sont des équations closes de
Obs conséquences de la spécificatiof’. Cela représente encore beaucoup de
tests, et surtout cela ne sélectionne rien du tout. L'idédasc, pour commencer,
de considérer les sous-jeux de testdgle5 P) construits a partir d’'une opération.

Par exemple tous les tests de la forifiéy, . . ., ¢,) = t,.1 pour f une opération
donnée d& P, et lest; des termes clos. Ce sous-jeu de tests est le domaine de test
d’'une opération.

Définition 6.3.2 SoitSP = (X, Ax) une spécification. Sojt : s; x --- x s, — s
une opération de la signatue. Ledomaine de f, notéZ,(SP)|s, estI'ensemble
défini de la maniére suivante :

To(SP)|y={f(ur,...,un) =v | f(us,...,u,) =v €To(SP)}

L'ensemble des tests défini p@(SP)|; est encore trop général pour per-
mettre de sélectionner des tests pertinent. En effet,tirerd’uniformité appliqué
a un tel jeu de tests ne permettrait pas de réaliser une douwveles cas possibles.
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6.3.2 Le modus ponens

L'idée du dépliage est d'utiliser la structure des axiomedalspécification
conditionnelle positive pour construire des sous-jeuxestst Les axiomes sont
de laformety =t)A---At, =t = t,11 =t ;. lls sont construits a partir d’'un
certain nombre de prémisses. Pour sélectionner des testsqot des équations
closes) par dépliage, il nous faudra donc éliminer ces @®esi Pour cela nous
allons utiliser la regle de modus-ponens du calcul conaiitéd positif présenté
dans la section 1.3.2.1 palgd 33) :

ANu=v=u«a A=u=v
A=«

M.P

avecA une conjonction d’équations/\al-.
1<i<m
Pour un axiome de la forme; A -+ A o, = f(t1,...,t,) = t larégle de
modus-ponens permet “d’éliminer” les prémisses quandigtexune preuve de
celles-ci. Une fois toutes les prémisses éliminées il neergs’'une équation a la
racine. Cette équation n’est vérifiée que si toutes les mEasisont vérifiées.

Axiom

(D) Subst
M.P

(t)

M.P

ag Ao A ANy, = f(ty,... t,) =t
ay ag ANag A ANy, = flo(ty),...,o(tn))

ay g N A ANag = flo(t),...0(t,)) =

Q

Q1 Q1 A\ Oy = f(a(t:l), coo(ty)) =o(t)
Qo Q= flo(tr),...,o(t,)) =o(t)
flo(tr),...,o(t,)) =o(t)

Les équations qui ont un arbre de preuve de cette forme pamelent a une
classe particuliére de tesf$o(t1),...,0(t,)) = v associée a cet axiome. Nous
pouvons ainsi construire 'ensemble de tests pour un axiome

{fla(ty)...,o(ty)) =0(t)|o:V = Tx,Ve € {a; }ic1.m, SPFo(e)}

M.P

M.P

Les prémisses sont des sortes de contraintes qui doivenvétifiées pour
la substitution construite sur 'un des axiomes de la spEtifin. L'équation de
la conclusion de I'axiomef(ty,...,t,) = t, nous donne la forme des tests a
construire (objectif de test) et les prémisses les cortaaia vérifier.

6.3.3 Les contraintes

Plus généralement, nous définissons ces contraintes ainsi :
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Définition 6.3.3 (2-Contrainte) Un ensemble de de-équations est appekén-
semble de Y-contraintes.

A partir d’'un ensemble dE-contraintes et d’un objectif de test représenté par
une équation ayant pour opérateur de téte une opérétionus construisons un
jeu de tests de la maniére suivante :

Définition 6.3.4 (Ensemble des tests pour les opération§oit SP = (3, Az)
une spécification conditionnelle positive Bu= (S, F) est la signature. Soif
un ensemble dE-contraintes. Soitf : s; x --- X s, — s une opération de la
signaturey, et f(¢,...,t,) = t une équation avee¢,...,t,,t des termes de

Tx(V).
L’ ensemble de tests pour ’opération f et pour la contrainte C,
notéT'(C, f(t1,...,t,) =t), est 'ensemble d'équations closes défini de la ma-

niére suivante :

T, f(ty,....tn) =t)={f(o(tr)....,0(tn)) =0c(t) | o:V — T,
VeeC SPEo(e)}

Remarquons que I'ensembBl&{ f(t1,...,t,) =t}, f(t1,...,t,) =), 00 les
t; ett sont des variables, correspond au jeu de test de réfégse’)| .

Exemple 6.3.2Prenons I'exemple de I'axiome < y = true = insert(z,y :
L) =x::y:: Lvuprécédemment. L'ensemble des tests pour cet axiometpeut &
caractérisé par 'ensembl€({x <y = true},insert(x,y : L) =z 1y :: L).

Les ensembles de tests pour les opérations s’étendentiatuent aux en-
sembles de couples (contraintes, objectif de test) de laamasuivante :
SoitI" un ensemble de couples-contraintesy.-équation) :

() = U T, f(tr,... tn) =1)
(C.f(t1,..tn)=t)ET
Les procédures de dépliage que nous allons définir dans Ulespilechaines
sections prennent en argument un jeu de test de reféfBj{¢a”)|, pour une
opérationf de la spécification. Avec notre notation, ce jeu de testsis’éc

THES s tn) = v}, [t tn) = 0)})

6.3.4 Dépliage

Dans cette section nous allons détailler notre procédudépkage qui est une
reformulation de celle de I'outil LOFT [Mar91h, Mar91a] @kiption détaillée
de I'outil pagdT1B).
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6.3.4.1 Restrictions sur les spécifications

Dans notre procédure de dépliage, les axiomes des spéoifi€aont écrits
d’'une maniére bien précise de la méme maniere que dansl IlADET (voir
section’ 24N pade Tl 3). Les signatu¥es= (S, F, V) sont des signatures avec
constructeurs c’est-a-dire que I'on désigne dans I'enserlbdes noms d’opé-
rations un sous-ensemhléde constructeurs. Les équations de la conclusion des
axiomes sont de la form@u,, ..., u,) = vtellesquey € F\ C, u; € To(V)!
avec) = (S,C,V), et toutes les opérations qui ne sont pas des constructeurs
dansv sont toutes plus petites qyeselon un ordre bien-fond# » construit sur
F'. La conclusiory(us, . ..,u,) = v peut donc étre orientée de gauche a droite
(i.e.g(uy,...,u,) — v) comme un regle de réécriture.

Nous allons donc présenter les spécifications sous la folamesysteme de
réécriture conditionnell&k (voir sectionlZb page$2), tel que tous les axiomes
sont des regles de réécriture de la forme

/\ai=>g(v1,...,vn)—>v

1<i<m

avecv, vy, ...,v, € Ix(V) etg € F\ C.

Exemple 6.3.3Avec de telles restrictions sur les spécifications, il estldade
transformer une spécification conditionnelle positive arsystéme de réécriture
équivalent en orientant chague conclusion d’axiomes declgaw droite. Pour
I'exemple de la spécification de I'insertion, nous obtenaimsi le systeme de
réécriture conditionnelle suivant :

insert(x,[]) — x == || (6.7)
r<y=true = insert(r,y::L)—xzy:L (6.8
x <y= false = insert(x,y:: L) — y:insert(z, L) (6.9)

Cette maniére de représenter les spécifications nous geardetssurer la cor-
rection et la complétude de la procédure de dépliage paorapp jeu de test de
référencel,(SP), dans le cas ou le systeme de réécriture conditionrielkst
confluent et réducteur (voir définitiohs213.6 pagk 49 el ragd6h).

Exemple 6.3.4Grace a I'ordre récursif sur les chemins™®° résultant de I'ordre

de priorité :insert = _ < _ > _ = _ =[] = false ~ true, le systétme de
réécriture de la spécification de I'insertion est réducteur
En effet,

'L’ensemble Tq (V) contient tous les termes construits uniquement sur les constructeurs,
c’est-a-dire a l'aide de symboles contenus dans C.
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— insert(x,[]) ="P° x :: [ carinsert = _:: _

—ansert(z,y :» L) »="P° x :: y :: L pour la méme raison, ensert(z,y :
L) ="° x <y >="P° true

— insert(z,y = L) ="P° y ::insert(x, L) carinsert = _ : _, et{{z,y =
L} =" {x, L}, etinsert(x,y :: L) ="° x <y =" false

La confluence est évidente dans le cas de ce systéme deugtdkichaque
étape, il N’y aura qu’au plus un seul axiome applicable quelgoit la formule a
réécrire.

6.3.4.2 La procédure de dépliage

Notre procédure de dépliage prend donc en entrée :

— une spécification conditionnelle positi$e”® = (X, Ax) présentée sous la

forme d’un systeme de réécriture conditionnelle réeducttaonfluent, et

— un ensembld’ de couples composés d’'un ensembleXdeontraintes, et

d’'une X-équation qui est I'objectif de test.

Pour garantir la correction et la complétude du critére delidge, le pre-
mier ensemble d&-contraintes que I'on considére @&t = {({f(z1,...,x,) =
yt, f(xy,...,z,) = y)}oux,y € V(1 <i<n)etf e Flopération que
I'on veut tester. Dans la suite, nos dépliages sont constapartir de I'ensemble
des testdT, qui correspond au jeu de tests de référefiges P)| ; (voir définition
B371).

La procédure de dépliage est construite comme un systemelfo les for-
mules sont des ensembles de couplesd@ntraintes, objectif de test), et a I'aide
des deuxeégles d’'inférencesuivantes :

1.
PULCU{r =}, f(tr,nty) = 1)}

LU (0(C), o(f(tr, ) = 1))

aveco l'unificateur le plus général (mgudes deux termesg 1’ € T (V)
(construits sur les constructeurs uniguement).

Cette regle a pour rble de nettoyer nos couples construitsiggaiage en
simplifiant les contraintes qui peuvent étre unifiées et gupoaurront plus
étre dépliée puisqu’elles ne contiennent aucune opérdatinie.

Réduction

Fu{(Cu{r=s}, f(t,....tn) =1)}
ru | {(e@uUco(f(tr,...ta) =1)}

(c,0)€Tr(u, ,r=5)

Dépliage

2Voir section 2 pour la définition de mgu
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avecw une position dans € {r, s} etTr(u,,r = s), pourr ets que I'on
ne peut pas unifier sur les constructeurs, 'ensemble delesdgfini par :

o mgu deu, etg(vi,...,v,),
({U(T[U]w) = 0(8)? U(al)a SR O'(Cl{m)}, U) /\ozi:>g(v1 ..... vp ) —VEAT
1<i<m

Cette régle réalise le découpage par dépliage des axiontesnsfiormant
un domaine de test caractérisé par un couple (contraingctd de tests)
en un ensemble de sous-domaines caractérisés egalemelgispaouples.
Comme la définition d&’r(u,,r = s) est basée sur la relation de sous-
terme et sur l'unification, 'ensemble est calculable sidenfre d’axiomes
de la spécificatiory P est fini.

Le fonctionnement de la procédure de dépliage est le suivanmtprend un
ensemble de couplei(contraintes, objectif de test), et: » = s une équa-
tion qui est la contrainte a déplier. Leitére de sélection C., qui corres-
pond a une étape de la procédure de dépliage, transfornsetidrie :

Fru{(Cu{r=s}, f(ty,...,tn) =1)}

en un ensemble de couples

FU{(C\{r=sH Uc,a(f(ts,-.-,ta) = 1) }carerriu, r=s)

On noterd” -, I pour indiquer que I'ensemble de de coupledontraintes,
objectif de test)" peut étre transformé el en appliquant I'une des regles de
dépliage.

Exemple 6.3.1Reprenons I'exemple de I'insertion dans une liste triéeadg@ra
cette procédure nous allons pouvoir construire un arbre élglidge de la maniéere
suivante :

{{insert(x,l) = v},insert(x, v)}
{ {u==:{}insert(z,[]) = v),
{r<y=truev=x:y: L},z’nsert( ,y o L) =),
({z <y = false,v =y :rinsert(x, L)}, insert(%y 2 L)y=wv) }
{ {hmsert(,[]) = v = ]),
({x <y =true},insert(z,y : L) =x 1y :: L),
({x <y = false,v =y :vinsert(x, L)}, insert(x,y :: L) =v) }

Dépliage

)

Réduction (x2)
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La procédure transforme le couple caractérisant 'enseard® tests de réfé-
rence de l'opérationnsert, en un ensemble de couples correspondant aux sous-
domaines construits par dépliage des axiomes de la spédaificd'étape de ré-
duction permet de simplifier les deux premiéres contraiateéaide de I'unifica-
teur le plus général pour les contraintes de la forme ¢ out un terme construit
uniquement sur les constructeurs.

Pour garantir le fonctionnement correct de notre critereé@lection, nous de-
vons éviter, a chaque étape de dépliage, que les variabliesmeen conflit. Nous
devons vérifier lacondition suivante : pour touf’ résultant de la procédure de
dépliage, pour toutC, ¥) € I, pour toute € C, et pour toutp € Az (les axiomes
sur lesquels nous voulons déplier le coule¥)), on a

(Var($)u Var(e)) N Var(p) =0

Ceci peut étre obtenu facilement en renommant les varial@esxiomes par
des variables fraiches a chaque itération de la procédure.

Ainsi, une procédure de dépliage est un programme qui aeegpentrée une
spécification conditionnelle positiveéP = (X, Ax) (qui vérifie les restrictions
données dans la sectibn 6.314.1 phgd 139) et qui utiliseelfges de dépliage
données ci-dessus pour générer une séquence (finie ou)infniEpliages

LoFp Iy FplobEp Iskp ...

OUFO = {({f(xlaaxn) = y}?f(xl7"'axn) = y)} aVeri,y € Vv (1 S { S
n), et f une opération de la spécification.

6.3.4.3 Correction et complétude du critére de sélection

Dans le chapitre précédent, pdgel129, nous avons vu quSoestaitable de
garantir certaines propriétés sur les critéres de séledtia correction est la pro-
priété la plus importante puisque sans elle la jeu de teststiaot par découpage
risque de comporter des tests qui n’en sont pas. La com@ésidegalement une
propriété importante, puisque celle-ci nous garantie gyeu de test obtenu apres
application d’'une étape du critere de sélection est le mémeecglui de départ
(lC(T)| =1).

Nous allons maintenant montrer la correction et la completde cette pro-
cédure de dépliage. Cette preuve est plus simple que la@@iginale donnée
dans[Mar91b] qui est trés longue et contient beaucoup gistantermédiaires.

Théoréme 6.3.1SoientSP une spécification conditionnelle positive présentée
sous la forme d’un systeme de réécriture confluent et rédu@ef une opération
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définie de la spécificatiof P, etl'y -p I'y Fp I'y Fp --- Fp T, 'application
den étapes de dépliage, aveg = {({ f(t1,...,tn) =t}, f(t1,... ., tn) =1)}.
Toutes les étapes de dépliage semirectes et complétes,

Preuve
La correction et la complétude pour la re@&duction est évidente. Cette
regle ne fait que simplifier I'écriture des contraintes effiant celles qui sont de

la former = r" avecr etr’ des termes construits uniquement sur les constructeurs.

Pour la regldDépliage, la preuve est la suivante :
— (Correction) Ty C Tr 5
Par définition de la régle d’inférence, cela revient a mantre
Vee Tr(u,,t=r1), Toy #0 = T.5 C T}y
pour toutC € T et pour toutt = r € C. Soitc € Tr(u,t = r) tel

queT, ; # (). On suppose, en s’inspirant de la transformation de régle de

dépliage, que

d ={o(tv],) =a(r),olar),...,o(am)}

avect|, = g(u1, ..., uy), et /\042- = g(v1,...,v,) — v € Az, et puis une
1<i<m

substitutiorr telle queSP F o(t[v],) = o(r),V1 <i < m,etSPF o(«;)

et telle quer est aussi l'unificateur dg(vy, . .., v,) etg(ug, ..., uy,),.

CommeS P est présentée sont la forme d’un systeme de réécrituretegtuc
et confluent, nous obtenons directemeftg(v:, ..., v,)]w) — o(t[v].).
De plus, par la propriété de confluence, nous aveft&),) < o(r), et
donco(t[g(vy, . .., vn)e) < o(r).

Gréace a l'unification dans, nous avons aussi(u;) <> o(v;) et donc
o(gluy, ... un)) < o(glvr,...,v,)) dota(t) < o(tlglvr, ..., vw]).

Nous pouvons donc en conclure qu@) <> o(r) et doncSP - ¢t = r en
utilisant simplement les contraintes de natrguelconque.

— (Complétude) Tnf Q Tpl,f
Pour montrer la complétude, on suppose dua été transformé eh’ a
partir d’'une contrainté = r € I" et une positionw € . Comme le systeme
de réécriture conditionnelle qui représet® est confluent, nous avons :
SP + o(t) = o(r) <= o(t) < o(r). On a nécessairement, poyr =
g(uy, ..., u,), un axiome /\ti =t = g(vq,...,v,) — vdansSP et une
1<i<m
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substitution close : V' — T tels queo(t),) = p(g(v1, v,)), et donc,
par la confluenc& P, o(t) —x o(t[p(g(ve,...,vn))]w ) Sp a( ) et pour
tout1 < i < m, p(t;) <r p(th). CommeVar( =r)N Var( /\ozi =

1<i<m
g(vi,...,v,) = v) = 0, il y a une unique substitution closg telle que

U/(t) = U(t) ( ) (T)’ ( (U1,-.., n)) - p(g(vl,...,vn)),a’(v) =
p(v) et pour touti, o’(t; = ti) = p(t; = t.). Par conséquenty’(t) =
a'(tlg(vi,...,vn)w), €t donco’ est un unificateur de_ et g(v, ..., v,).
Donc pour toutl < i < m, nous avons”’ (u;) <>z o’ (v;).
*
Grace au théoréenfe_6.B.1, nous avons prouvé la correctica airhplétude
de cette premiere procédure de sélection de tests. Aingiéaaupage peut étre
réalisé par l'utilisateur ou il peut guider le processus éelihge comme il le
souhaite, tout en sachant qu’il conservera intact le pawedétection d’erreurs
de son jeu de tests de référence.

6.3.5 Dépliage étendu
6.3.5.1 Cadre de la procédure

L'un des inconvénients majeur de la procédure de dépliagengus venons
d’étudier est que les spécifications conditionnelles pe&sitdoivent respecter des
restrictions fortes (voir sectidn 6.3.%.1 pdgel139). Cetritions permettent de
garantir la correction et la complétude de la procédure e@dant, de telles res-
trictions réduisent considérablement le pouvoir d'expi@s des formules condi-
tionnelles positives.

Exemple 6.3.2Considérons les axiomes suivants pour définir les opérafiarst,
reverse etlast sur les listes :

first(z 1) = = (6.10)
reverse(l]) = || (6.11)
reverse(reverse(l)) = | (6.12)
last(l) = first(reverse(l)) (6.13)

Nous appellerons P, la spécification composée des 4 axiomes précédents et
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de la signatures,, = (S,, F,,V,) telle que :

Sa = {entier,liste}

F, = {0: entier, succ : entier — entier,
[| :— liste, _:: _: entier X liste — liste,
first : liste — entier, last : liste — entier,
reverse : liste — liste}

V., = {x:entier,l : liste}

Les quatre axiomes deP, sont des équations, ils rentrent donc bien dans le
cadre des axiomes conditionnels positifs. Cependantgilespectent les restric-
tions du premier critére de sélection par dépliage (voirteedt.3.4.1). L'axiome
pour first n'est pas défini dans le cas de la liste vide. Le deuxiéme a&iom
pour reverse n'est pas constructif : il décrit une propriété abstraite $es listes
mais ne permet pas de construire les listes qui correspdnd&@mique axiome
pour last est également abstrait puisqu’il ne définit 'opératibrst qu'a par-
tir d’autres opérations qui elles-mémes ne vérifient pagdsgrictions que nous
avons donné.

Nous allons maintenant décrire une nouvelle procédure géad@ étendu
qui prend en compte des spécifications quelconques (comigedmnée en
exemple). La seule contrainte requise, pour des résukatblables de correc-
tion et de complétude, est que les spécifications sont donddlles positives.
Les axiomes ne sont plus orientés comme des régles de uséainditionnelles.
Cependant, cette liberté a I'étape de spécification rerglq@mplexe la procédure
de dépliage étendu.

6.3.5.2 La procédure de dépliage étendu

Comme dans la section précédente, la procédure de dépliage @n entrée :
— une spécification conditionnelle positigd®> = (3, Az) (sans aucune autre
contrainte), et
— un ensemblé de couplesX-contraintes, objectif de test).
Le premier ensemble considéré, correspondant au jeu deléesiférence,
sera égalemenity = {({f(z1,...,z,) =y}, f(z1,...,2,) = y)} OO,y €V
(1 <i<n).

Exemple 6.3.3Pour 'opérationfirst dont les axiomes sont donnés dans I'exemple
B.32, nous pouvons poser 'ensemble de couples (corgsattjectif de test) sui-
vant :

jinst = {({first(L) = e}, first(L) = e)}
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avece et L des variables de typentier et liste respectivement. Ce couple
caractérise tous les tests de la forrfest(l) = x avecz etl des termes clos tels
que first(z) = [ est une conséquence de la spécificatid?.

Le fonctionnement de ce dépliage est similaire a celui ptésdans la sec-
tion précédente. Le dépliage tel que nous 'avons étudiéépigmment est un
sous cas de ce dépliage étendu. La principale différencertgiénnement rée-
side dans le fait que I'on ne déplie pas seulement sur desnasiae la forme

/\ai:g(vl,...,vn):v, c’est-a-dire ou l'opération dépliable se trouve en tétdade
1<i<m
partie gauche de la conclusion d’un axiome. Le dépliagedétesreffectue pour
tous les axiomes dont la partie droite ou gauche peut s'u@aifiec un sous-terme
des contraintes.

La procédure déépliage étendu est définie par les deux regles d’'inférence
suivantes :

TU{CULr =Y, f(tr,ntn) = 1)}
TU{(@(C), 0 (f bty ta) = )

aveco le mgu des deux termesr’ € T, (V') (construits sur les constructeurs
uniquement).

Réduction

Tru{(Cu{e}, f(tr,....tn) =t}
ru |J {e©@ueo(f(t,..ta) =1)}

(c,0)€Tr(e)

Dépliage

ouTr(e) poure = (r = s) (ou symétriquement = r) avecr ets qui ne peuvent
pas étre toutes les deux des variables, est I'ensembleadatraintes défini ainsi :

o mgu defl“‘m etg(vlw."vn)’ 3\
( /\O‘i = g(vr,...,v) =v E Ax
{o(r[v],) = o(s), (), ...,o(am)},0) | ==m N
N = v = glor,....v,) € Aa)
1<i<m )
U
o mgudes, etg(vy,...,uv,), \
( /\O‘i = g(vi,...,v,) =v € Ax
{o(r) = o(s[v]le), (), ..., o(am)}, o) | '==m Ny
Nai = v =g(v1,...,v,) € Aa)
1<i<m )
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Comme la définition d€'r(t = r) est basée sur la relation de sous-terme et
sur l'unification, 'ensemble est calculable si la spécifmaS P a un nombre fini
d’axiomes.

Le fonctionnement de la procédure est le suivant : soit unatiane, le critére
de sélectiorC. transforme I'ensembl€ U {(C U {¢}, f(t4, ..., t,) = t)} caracté-
risant un jeu de tests, en un ensemble de couples :

Fuf(C\{ep)Ue,a(f(t, - tn) = D) }eorerr(e)

On noteral” Fp, IV pour indiquer qud” peut étre transformeé elif en appli-
guant I'une des regles de dépliage étendu.

Exemple 6.3.4Nous allons déplier sur 'exemple de I'opératighrst pour le-
quel nous avons donné I'ensemblg,,;, = {({first(L) = e}, first(L) = e)}.

Il N’y a qu’une seule contraintgirst(L) = e qui contient seulement I'opération
first. Nous allons donc déplier par rapports aux axiomes qui laniksent c’est-
a-dire les axiomegirst(x :: 1) = x (6.10) etlast(l) = first(reverse(l)) (6.13).
En effet, pour ce dépliage, la partie droite de I'axioftel 3) est également prise
en compte, contrairement au dépliage “classique”.

Apres une étape de dépliage nous obtenons les deux couplastsu

1. Pour I'axiome(6.10), on construit I'unificateur de_ etz :: [ et on obtient
ainsi le couple({z = e}, first(z :: I) = e) qui une fois simplifié & I'aide
de la régle de Réduction caractérise tous les tests de ladqftimst(z ::
) = x avecx et des termes clos. L'ensemble de contraintes ne contient
plus d’opérations définies de la spécification, il n’est dphes possible de
déplier.

2. Pour I'axiome(6.13), on construit I'unificateur de. etreverse(l) et on ob-
tient ainsi le couplé{last(l) = e}, first(reverse(l)) = e) qui caractérise
tous les tests de la form@rst(reverse(l)) = e avecSP = last(l) = e
et un terme clos tels quéirst(reverse(l)) = e est conséquence de la
spécification. L'ensemble de contraintes contient I'opiéralast qu'il est
possible de déplier & nouveau grace a I'axiofn&3.

Le deuxieme couple est dépliable a nouveau de la manierargaiv

2.1. Le dépliage sur I'axiomg.13) donne le couplé{ first(reverse(l)) =
e}, first(reverse(l)) = e) qui caractérise tous les tests de la forme
first(reverse(l)) = e tels queSP = e = first(reverse(l)) avecl un
terme clos tel que I'équation est une conséquence de lafgjaédicn. Il y a
a maintenant deux opérations définies dans I'’ensemble desagutes, et
I'on doit effectuer le dépliage sur tous les axiomes possibl
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2.1.1. Pourl'axiomé6.10), il n’est pas possible d’'unifier :: [ etreverse(l),
le dépliage n’est donc pas possible.

2.1.2 Pour(6.11), on obtientle couplé{ first([]) = e}, first(reverse([])) =
e) qui caractérise le tesfirst(reverse([])) = first([]). Il n’est donc
évidemment plus possible de déplier ici.

2.1.3 Pour(6.12), le couple({ first(l) = e}, first(reverse(reverse(l))) =
e) caractérise tous les tests de la forrfie st(reverse(reverse(l))) = e
avecSP = e = first(l). Il serait possible de déplier a nouveau la
contrainte sur I'opérationfirst.

2.1.4 Pour(6.13), on revient sur le deuxiéme couple de la premiére étape
de dépliage{last(l) = e}, first(reverse(l)) = e) qui caractérise donc
les mémes tests.

Nous pouvons observer que la procédure de dépliage déedessus est for-
tement combinatoire. C'est le résultat d’un dépliage canplr tous les sous
termes des contraintes. Ceci assure la complétude de lacdwuepar rapport au
jeu de tests de référend@g(S P) (voir section suivante).

L'intérét de cette procédure de dépliage est qu’elle peataipliquée a n'im-
porte quelle spécification conditionnelle positive qui an@mbre fini d’axiomes.
Aucune autre condition n’est imposée pour assurer la cooreet la complétude.
Par conséquent, cette procédure nous permet de faire donesbnnel a un ni-
veau plus abstrait que dans le cadre des spécificationsutdses”.

6.3.5.3 Correction et complétude du critére de sélection

Comme précédemment, pour le résultat de complétude depreimgére pro-
cédure de dépliage, nous allons montrer que le critére @ets@h du dépliage
étendu est complet. Il est également nécessaire de renolesnarriables par des
variables fraiches a chaque étape de dépliage.

Théoréme 6.3.2SiI" p, IV alorsT'(I") = T'(I).

Preuve
Le cas de la régl®éduction est évident.
Pour la regldDépliage, la preuve est la suivante :
— (Correction) T(T") C T(T').
Par définition de la regle d’inférence cela revient a montrer

pour tout(C, f(uq,...,u,) =v) € I' et pourtoutt = r € C.
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Donc, soit(c,0) € Tr(t = r) tel queT. s # 0. Sans perte de généralité,
Nous supposons que

c={o(tlv),) =o(r),o(aq),...,o(am)}

avect), = g(vi,...,v,), et /\ai = g(v1,...,v,) = v € Ax et puis
1<i<m

p: V — Ty une substitution close, tels q¥&” - p(o(t[v],)) = p(o(r)) et

V1 <i<m,SPt p(o(a;)). Lunification nous assure queP + o(u;) =

o(v1),...,SPFo(u,) =o(vy,).

Nous pouvons construire I'arbre de preuve :

A Trans :
plo(®) = plo L)) plo(tl)) = plo()
p(a(t)) = p(o(r))

avecA le sous-arbre de preuve suivant :

ai A ANapn=>g(vy,...,op)=v

al A Nam=tlg(vy,..,on)]w=t[v]w .
p(o(a1))A..Ap(o(am))=p(a(t[g(v1,..,on)lw))=p(e(t[v]w)) plo(ay)) .
plo(ag))A..Ap(a(am))=p(a(t[g(v],...,vn)]w))=p(o (t[v]w)) plo(ag))
plo(az))n...Ap(a(am))=p(a(t[g(v1,. vn)lw))=p(e (t[v]w))

plo(u1))=p(o(v1))...p(o(un))=p(o(vn))

p(o(am))=p(a(tlg(vy,...,vn)]w))=p(o (t[v]w)) P(U(:lm))

PO @) =p(@(Eg(01,vn)]w) po(tlg(vi,.-vn)]lw))=p(o(t[v]w))

pla(t)) = pla(tlvl,))

Cela signifie donc que 'on prouvgP + p(o(t)) = p(o(r)) en se servant
uniquement de la contrainte

— (C’omplétude) Tnf Q Tpl,f.
Par définition de la regle d’inférence, cela revient a mantre

Ty & |J Tos

ceTr(t=r)

Ceci est équivalent a montrer que pour toute substitutioseet : V' — T,
telle queSP + o(t) = o(r), il existec € Tr(t = r) telle que pour toute
e€c, SPFo(e).

On remarque que cette procédure de dépliage définit unégajui limite

I'espace de recherche pour les arbres de preuve a une ctassésdd’arbres
gui ont un forme spécifique. Par conséquent, la procédurépléade défi-

nit un stratégie qui sélectionne des arbres de preuvesléonregles de la
sectiolI.3211 padel33) ou



150 CHAPITRE 6. Une méthode de sélection par dépliage des axiomes

— aucune instance de la transitivité n'apparait au-desssisndtances des
regles de symétrie, substitution, remplacement, et mpdnens seule-
ment quand la transitivité apparait sur la prémisse gauchmadus-
ponens,

— aucune instance de modus-ponens n’apparait au-dessunst@dexes de
symeétrie, substitution, et remplacement,

— aucune instance de symétrie et remplacement n’appardisaus de la
substitution.

L'inclusion ci-dessus, est prouvée en montrant qu'il y a tborede preuve,

deI'’énoncéSP + o(t) = o(r) satisfaisant la structure spécifique décrite ci-

dessus. Pour cela, nous allons utiliser le résultat du tledpiqui consiste

a définir des transformations élémentaires d’arbre de greetva montrer

ainsi que la transformation globale termine.

\oici les regles nécessaires pour cette transformation :

— Lasubstitution remonte sur laransitivité

I'=t=u I'=u=

v
F=17—u Trans

o(T) = o(t) = o(v) >ubst
I'=t=u I'=su=w
o(T) = o(t) = o(w) 2" G = o(u) = o) U0t
o) = o(l) = o (v) Trans
— Lasubstitutiorremonte sur lanodus-ponens
'Na=p I'=« MP
o(T) = o() °"”
F'hNa= 0 I' =«
o) Ao(@) = o(8) 2" G = o(a) ﬁft
o(I') = o(P)
— Larégle desubstitution remonte sur la régle dgymétrie
=t =t 't =1t
—F Sym Subst
I =t,=t o) = o(t]) = ot
= (1) > olt) = olts) &'

o) = o(ty) = o(tq) o) = o(ts) = o(tq)

— Larégle desubstitution remonte sur la regle demplacement
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=t =t Rempl
T = (b, tinitn) = [ttty P -
o) = flo(ty),...,o(ts),...,0(tn)) = f(o(tr),...,o(th),...,0(t,))
I'=t =
e AR -
~ o o(D) = flo(ty),...,o(t),...,o(tn) = flo(tr),...,o(tl),...,0o(t,)) P

— Laregle deremplacement remonte sur la regle deansitivité

=t =t =t =t/
Trans

T= f( b )= f(.tr. )

P fte ) =ft) " T=f . )=/,
D= f(..t;...)=f(..t7...) rans

— Laregle deremplacement remonte sur la regle daodus ponens

Rempl

F'na=t =t A=«
F/\A:>f(t1,,tl,,tn):f(tl,,t;, tn) ~

MP

F/\Oé:>f(t1,...,ti,...,tn):f(tl,...,t;,... tn)
TAN= fltr, o tiytn) = flt, ot L)

l
Rempl

MP

— Larégle desymétrie remonte sur la regle deansitivité

I'=ty =13 I'=st;=1
I'=t=4
Tot, =, V" o

Trans

I'=t;3=1 I'=t3 =13
ot =t " Toty=iy 0"
I'=t =19

Trans
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— Laregle desymétrie remonte sur la regle daodus ponens

IF'Na=t =t I'=«

F:>t1:t25ym MP
I'=ty=1 ~>
I'Na=t =t
F'Na=t=1 Sym F:>aMP
I'=t,=1

— Laregle denodus-ponens remonte sur la regle dearansitivité (lorsque
celle-ci se trouve sur la partie gauche du modus-ponens)

I'Na=t; =ty I'Na=ty =13

IF'Na=t =t Trans FZ}QMP
I'=t =t >
I'Na=t]; =ty I'=« I'Na=ty =t3 I'=«
F:>t1:t2 MP F:>t2:t3T MP
— rans

Nous remarquons que les transformations élémentairebrdsade preuve
effectuent une sorte de “distribution” des instances dset#uitions au-dessus
des autres régles, de symétrie et remplacement au-dessndigvité et
modus-ponens, et modus-ponens au-dessus de transitivite.

Nous obtenons un arbre de la forme suivante :

Les parties hachurées représentent les arbres qui se mitcanalessus de
la partie droite des régles de modus-ponens (ce sont em$gitréuves des
prémisses éliminées par le modus-ponens).
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Nous pouvons définir un ordre récursif sur les chemins (eerpath or-

dering) >"r° pour ordonner les instances de régles du calcul conditionne

positif a I'aide de la relation de priorité suivante
Subst > Sym ~ Rempl > M P > Trans

on montre que~C>"?° et donc que~ termine?.

Par conséquent, pour n’importe quel énodé - o(t) = o(r), sit = r
n'est pas une tautologie (i.e. de la forme= v), il y a nécessairement un
axiome /\ai = ¢g(v1,...,v,) = v, Une positionv dansc(t) ou o(r) et

1<i<m

une substitution closgtels que soit (), (g(vl, .., U))0ouo(r), =

p(g(vy,...,v,)). CommeVar(t = r)NV /\ozZ = g(vy,...,0,) =
1<i<m

v) = 0, il y a une unique substitution closg telle qued’(t) = o(t),

ao'(r) =o(r), d(g(vr,...,v,)) = plg(vi,...,v,)), o'(v) = p(v) et pour

tout i, o'(cy;) = p(ay). Par conséquenty(t) = o' (tlg(v1, ..., vs)]w) OU

)

o'(r) "(tlg(v1, ..., vn)]w), €t donco’ est un unificateur dg_ our| et
g(vy,...,v,). Donc, par notre transformation globale d’arbre de preilve,
existe nécessairement un arbre de preuve associé a I'ésaneéo(t) =
o(r) de la forme suivante :

aiA..Nap=g(v1,...,un)=v :
o (aq)A..Ao! (am)=0" (g(v],....,un))=0" (v) o'(aq)
o/ (ag)A..Ao! (am)=>0" (g(v1,...,un))=0" (v) o’ (a9)

7 (am) =0 (g1 mtn))=0" (0) o (am)

o' (t)=o'(t[v]w) o' (t[v]w)=0"(r)
o(t) =o(r)
Donc, nous avons = {co'(t[v],) = o'(r), o' (1), ..., 0 (am)}
*

3.5 est la fermeture transitive et réflexive de ~.
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6.4 Conclusion

Le dépliage permet de réaliser une couverture de tous lesamipossibles a
partir des axiomes. Cependant, les couples qu’il constasdctérisent des sous-
domaines de tests, mais pas des tests concrets. En praiouee pouvoir tester
un programme, il faut ensuite générer des tests par uniféroui régularité (voir
section[&.Z11). A I'image des outils de sélection LOFT et HQistGen (voir
chapitrel®), il est tout a fait possible de générer autornatitent et aléatoirement
des tests a partir des contraintes construites par déphawgs, on peut obtenir des
jeux de tests concrets de taille raisonnable mais qui cotideemaniére judicieuse
'ensemble de tous les tests possibles.



Conclusion et Perspectives

Nous avons présenté dans cette thése des résultats faasaatde deux do-
maines importants en vérification formelle : la preuve etk.tLes résultats que
nous avons donnés sur la normalisation d’arbres de prews, ont permis de
prouver la complétude de notre critere de sélection de pestdépliage.

Aprés une premiere partie composée de rappels théorigueésyukieme partie
est une présentation de deux résultats de normalisatioshrdsade preuve. Ces
résultats généraux ont pour cadre les systémes formetwuis ont permis de ga-
rantir la terminaison de procédures de transformatiorbié&s de preuve. Celles-ci
fonctionnent par application successive de regles defoanation élémentaires
(assimilables a des régles de réécriture) sur un arbre de@r&i ces regles élé-
mentaires vérifient certaines conditions alors nous gessoms que la procédure
de normalisation termine. Nous avons donné deux ensemélesritions suf-
fisantes pour deux résultats : le premier dit de normaliedbae et le deuxieme
dit de normalisation faible.

Nous avons validé cette approche en donnant de nombreuxpée®diappli-
cation a des théoremes connus : I'élimination des coupuaes k& calcul des sé-
guents, la logicalité dans la logique équationnelle, owenie lemme de Newman
en réeécriture. Les preuves de ces résultats ont pour ceslicjge commune de
pouvoir étre exprimées sous la forme d’'une procédure dsfivamation d’arbres
de preuve définie par un ensemble de régles de transforreatiémentaires. En-
suite, comme ces regles vérifient bien nos conditions soffisales preuves de
ces théorémes sont fortement simplifiées. Outre la refatioun de ces résultats
bien connus, nous avons validé I'apport de notre méthodeodmalisation sur
un nouveau résultat dans le cadre du test de logiciel. Nooissapu ainsi prou-
ver la complétude de notre critere de sélection par dépliegeaxiomes (dans le
cas de spécifications conditionnelles positives sansigisirs sur la forme des
axiomes).

Dans la troisieme partie de ce manuscrit, divisée en trapittes, nous nous
intéressons a définir des criteres de sélection de teststia garspécifications
algébriques.
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— Dans le chapitre 4, nous avons donné un bref état de I'artlpdast fonc-
tionnel qui nous a amené a présenter un panel d’outils ensi@OFT

[Mar95], HOL-TestGen[[BW05b] et QuickChedk [CHOO]).

— Dans le chapitre 5, nous avons présenté un cadre générgiestia par-
tir de spécifications axiomatiques [LGA96]. Nous avonsadtrit la notion
importante de critére de sélection. Cela nous a permis cedlser deux
propriétés pour les criteres de sélection de tests patipartila correction
et la complétude.

— Dans le chapitre 6 nous avons donné nos deux criteres yleatgde seé-
lection de jeux de tests & partir de spécifications algébsdAABT054].
La sélection se fait & partir des axiomes de la spécificatitie. consiste
a faire un découpage du domaine de tous les tests possibleepage
des axiomes. Un premier critere a été donné pour le cas déisptons
conditionnelles positives “exécutables”. Les principesce dépliage sont
les mémes que dans l'outil LOFT, mais nous avons reformuléritére
dans notre cadre générique et simplifié la preuve de cooreeti de com-
plétude. La classe de spécifications considérée pour @ecpeut paraitre
trop restreinte. Nous avons donc généralisé le dépliage ges spécifi-
cations conditionnelles positives abstraites (sans swustrictions sur la
forme des axiomes). C’est une nouveauté par rapport aubs algide a la
sélection de tests qui utilisent toujours des spécificatiexécutables. Fi-
nalement, nous avons pu donner la preuve de correction etrdplétude
pour ce critére de sélection de tests par dépliage étendaidk ldes résul-
tats de normalisation de la deuxiéme partie de ce manusarg avons pu
donner la preuve de complétude. Nous avons construit pdades regles
de transformations élémentaires d’arbres de preuve etéitd théoreme de
normalisation forte pour prouver la terminaison.

Perspectives

Nous pouvons, en guise de perspectives, nous demandeestipas possible
de généraliser ces critéres de sélection a des classesaas de spécifications.
Y aura-t-il toujours un moyen de garantir des propriétééregsantes (correction
et complétude) sur les criteres de sélection ? Pour celaudra sGrement com-
mencer par trouver une classe de spécifications plus sentesnaditionnelles
positives mais vérifiant un certain nombre de conditions gan comme notre
premiére procédure pour des spécifications conditionmekécutables). A priori,
I'utilisation du calcul des séquents et de la regle de comifau lieu du modus
ponens pour les formules conditionnelles) est une perspdotéressante.
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Récemment, les travaux de Delphine Longuet ont permismtiéédes criteres
de sélection par dépliage a d’autres formalismes : poudiglee du premier ordre
sans les quantificateuis [AAGL07] et pour la logique modeEJ7].

Sous une autre approche, nous pouvons également citeélgficgtions struc-
turées [Mac00d, MS02]. Celles-ci sont construites par d¢oaigon de plusieurs
spécifications a I'aide de primitives telles que celles chgége CASLIJABK 07,
[CoF04]. Un objectif intéressant serait d’adapter le d¢gia de telles spécifica-
tions.

A moyen terme et & 'image des outils existants, il seraiénessant d’im-
planter nos stratégies de sélection de tests. L'intégratecelles-ci dans HOL-
TestGen[[BWO5Sh, BWO5%c] (présenté dans la sedilah 4.2) penaitede bénéfi-
cier de toutes les fonctionnalités de cet outil pour testeprogramme. En effet,
le dépliage tel que nous I'avons présenté permet de guidsfiéetion des sous-
domaines, ce que ne permet pas la stratégie de HOL-TestGen.

Pour notre cadre de normalisation d’arbres de preuvegljration a un assis-
tant de preuve comme Isabelle serait envisageable. Ik sgaliement trés utile de
confronter nos conditions pour la normalisation forte éil&aa d’autres résultats
de normalisation en logique (notamment I'élimination despures présente dans
de nombreux formalismes).
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