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Introdu
tion
Lors de la réalisation d’un programme informatique, on distingue deux phases

primordiales :
– la première phase, dite de
on
eption, concerne les techniques utilisées pour

construire ce programme. La conception comprend elle-mêmeplusieurs
étapes : il faut tout d’abord bien décrire les services attendus en fonction
desbesoins, ensuite il faut choisir la bonnear
hite
ture (langage de pro-
grammation...), et enfin définir plus finement les modules, les fonctions, les
structures de données, les algorithmes... Toutes ces étapes donnent lieu à
des spécifications qui peuvent être de différentes natures (langage naturel,
schémas, descriptions formelles...).

– la deuxième phase, dans laquelle s’inscrit cette thèse, consiste àvéri�er
si le programme réalisé est conforme au projet de départ (c’est-à-dire aux
spécifications).

Afin de développer des logiciels fiables ou répondant à des objectifs précis, il
est nécessaire de réaliser ces deux étapes avec beaucoup de soin. C’est le but du
génie logiciel.

Les spécificationsdécrivent les propriétés attendues du logiciel à différents
niveaux d’abstractions et selon différents points de vue. Les spécifications sont
un support non seulement pour la conception mais aussi pour la vérification du
logiciel. En effet, elles constituent une référence de correction. La phase de véri-
fication se fait par la mise en œuvre de techniques de test et/ou de preuve.

Les techniques depreuve s’appuient sur des résultats théoriques, et permettent
de prouver la validité de propriétés dans un programme. Maisleur mise en œuvre
est un processus long et coûteux, notamment à cause de la multitude des inter-
actions possibles avec l’environnement. En général, on prouve des petites parties
d’un programme pour vérifier des propriétés dites desûreté (qui peuvent mettre
la vie des personnes en danger par exemple). Citons la méthode B [Abr96] qui
permet de le faire par raffinement successifs de la spécification. Cependant, la
majeure partie des logiciels est vérifiée par d’autres méthodes dont le test fait
partie. 7



8 INTRODUCTION
Le test est une méthode de vérification qui a pour but de détecter des fautes

ou des inadéquations dans un logiciel [GMSB96, XRK00, Bei90]. C’est la mé-
thode la plus communément utilisée pour assurer la qualité d’un logiciel. C’est
une activité qui prend beaucoup de temps, et qui mérite que l’on s’intéresse à son
développement. Les méthodes de test reposent sur le fait d’exécuter le logiciel sur
un sous-ensemble fini bien choisi du domaine de ses entrées possibles (on parle
de jeu de tests).

L’activité de test est réalisée en trois étapes principales: lasélectionqui construit
le jeu de test, lasoumissionqui consiste à confronter ce jeu de test à un pro-
gramme, et enfin l’oraclequi permet de dire si un test est en succès ou en échec
c’est-à-dire si le résultat du programme est conforme à celui attendu (donné par la
spécification).

Il est possible de classer les méthodes de test en fonction dumode de sélection
des jeux de tests qu’elles utilisent.

– Le test structurel, ou “boîte blanche” : la sélection des jeux de tests s’ef-
fectue à partir de la structure du code source représenté sous la forme d’un
graphe. Les jeux de tests sont choisis selon différents critères de couver-
ture du graphe structurel. Ce type de test bénéficie d’outilsexistants et est
très utilisé pour le test de petites unités de programme. Dèsque la taille
de l’unité à tester augmente, la quantité de tests sélectionnés par les mé-
thodes structurelles explose. De plus, il est inapte à détecter des chemins
manquants (par exemple un oubli par rapport à la spécification), et à chaque
nouvelle version du logiciel, il est nécessaire de relancerle processus de
sélection.

– Le test fonctionnel, ou “boîte noire” : la sélection s’effectue à partir de la
spécification, sans prendre en compte le code (on regarde ce que doit véri-
fier le programme mais on ne sait pas comment il le vérifie). Lesjeux de
tests sont sélectionnés selon des critères de couverture dela spécification.
Comme les tests sont conçus indépendamment du code source, ils peuvent
être réutilisés à plusieurs reprises, si la spécification nechange pas.

– Le test statistique: les tests sont choisis selon une répartition probabiliste
parmi l’ensemble des données d’entrée possibles. Cette stratégie de sélec-
tion est largement répandue mais utilise le plus souvent deslois probabi-
listes simples. Cependant, une “bonne” couverture nécessite des lois proba-
bilistes sophistiquées qui peuvent être très difficiles à construire. De plus,
ces méthodes statistiques ne permettent pas d’adresser lesdonnées singu-
lières (comme le traitement d’exception) qui ont une faibleprobabilité d’ap-
paraître, mais qui jouent un rôle clé dans la sûreté des systèmes.
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Toutes ces méthodes de sélection, si elles sont utilisées correctement et conjoin-

tement permettent de détecter la plupart des erreurs fréquentes ou graves. Ainsi le
test est un bon moyen pour développer des logiciels fiables. Cependant, contrai-
rement aux méthodes de preuve, le test n’offre pas de garantie de correction puis-
qu’il effectue une vérification partielle des propriétés.

Dans cette thèse nous nous intéressons autest fonctionnelet plus précisé-
ment à la définition de méthodes de sélection de tests à partirde spécifications
algébriques. Notre approche s’inspire des travaux précédents [BGM91, Mar91b,
Gau95, LGA96, Arn97, ALG02].

Cette thèse s’inscrit également dans la partie preuve, via la description d’une
méthode de normalisation d’arbres de preuve. Celle-ci ne fait pas directement
partie du domaine du test, mais de la démonstration automatique. Nous avons
utilisé cette méthode de normalisation pour simplifier les preuves des propriétés
de nos critères de sélection pour des spécifications algébriques.Plan de la thèse
• La première partie de ce manuscrit contient un ensemble de rappels théo-

riques à propos des formalismes de spécifications et de la réécriture que
nous utiliserons par la suite.
– Dans le premier chapitre, nous présenterons lalogique des prédicats du

premier ordreen détail. Nous donnerons la syntaxe et la sémantique
d’une version de cette logique où tous les objets du langage sont munis
de sortes. Puis nous introduirons la notion générale desystèmes formels,
qui nous permet de représenter les systèmes de preuve en logique : par
exemple le calcul des séquents que nous présenterons pour lalogique des
prédicats du premier ordre. Nous aborderons ensuite une version particu-
lière de la logique des prédicats du premier ordre restreinte au seul prédi-
cat d’égalité : nous parlerons alors delogique équationnelle. Nous abor-
derons plus spécialement les formules conditionnelles positives qui sont
les Clauses de Horn de la logique équationnelle. Puis pour terminer ce
chapitre, nous parlerons desspécifications formellesqui sont des descrip-
tions abstraites de programmes que l’on veut vérifier. Les formules équa-
tionnelles, notamment les formules conditionnelles positives, s’adaptent
bien à ce type de descriptions. Nous donnerons plusieurs exemples de
spécifications.

– Dans le deuxième chapitre, nous nous intéresserons à laréécriture, et
plus précisément à la réécriture de termes. Dans ce cadre, nous serons
amenés à parler des notions d’unification et de terminaison qui sont fon-
damentales en informatique. Dans bien des cas, la terminaison ne peut
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être prouvée qu’à l’aide d’ordres bien fondés particuliers, lesordres ré-
cursifs sur les cheminsque nous présenterons en détail.

• La deuxième partie de cette thèse est consacrée à nos résultats denorma-
lisation d’arbres de preuve. Ces résultats sont généraux parce qu’ils per-
mettent de prendre en compte n’importe quel système formel (donc n’im-
porte quel système de preuve) et de construire facilement des résultats de
normalisation à l’aide de règles de transformation élémentaires d’arbres de
preuve. Ces règles sont des règles de réécriture adaptées à la transformation
d’arbres. Nous donnerons un résultat de normalisation forte, puis un résultat
de normalisation faible que nous illustrerons à chaque foispar des exemples
d’application (logicalité, lemme de Newman, élimination des coupures dans
le calcul des séquents). Nous utiliserons largement ces résultats dans la der-
nière partie de cette thèse.

• La troisième et dernière partie est consacrée au problème dela sélection de
tests à partir de spécifications algébriques qui est une version particulière
du test fonctionnel. Elle est composée de trois chapitres.
– Le premier propose unétat de l’artsur le test fonctionnel. Nous serons

amenés à présenter plusieurs outils d’aide à la sélection existants (HOL-
TestGen, QuickCheck, LOFT) qui nous permettront de montrerl’impor-
tance du problème de la sélection des jeux de tests. Nous soulignerons
ainsi l’intérêt de la sélection par partition en oppositionà la sélection
aléatoire.

– Le deuxième chapitre est une présentation dutest fonctionnelà partir
de spécifications algébriques, c’est-à-dire notre cadre detravail. Nous
verrons notamment comment sélectionner des tests à l’aide des critères
d’uniformité et de régularité, nous généraliserons la notion de critère de
sélection et enfin nous formaliserons des propriétés intéressantes pour les
critères de sélection.

– Puis, dans le troisième chapitre, nous présenterons nos deux critères de
sélection de tests à partir de spécifications algébriques par dépliagedes
axiomes. Le premier critère est relatif à la sélection par dépliage de l’outil
LOFT. Le second généralise le premier pour une plus large classe de spé-
cifications. Nous garantirons les bonnes propriétés de ces deux critères
en s’aidant notamment des résultats de normalisation d’arbres de preuve
de la deuxième partie.
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Chapitre 1Formalismes de spé
i�
ations
Les objets et notions que nous allons utiliser tout au long decette thèse sont

liés à la logique [Lal90]. Elle joue un rôle fondamental en informatique, et notam-
ment dans le domaine du test comme nous le verrons dans les derniers chapitres de
ce manuscrit de thèse. En effet, lors de la conception d’un logiciel, avant l’étape
de programmation, la première étape consiste à écrire une spécification de ce que
l’on attend du logiciel. Celle-ci permet de décrire simplement ce que l’on attend
du programme. Si cette spécification est écrite dans le langage courant des ambi-
guïtés sont possibles. L’écriture de cette spécification dans un formalisme logique
permet d’éviter ce problème. De plus, ce langage formel est beaucoup plus proche
de la syntaxe d’un langage de programmation. Il est donc possible de démon-
trer par des techniques mathématiquement fondées et vérifiables par ordinateur
que des composants logiciels répondent logiquement à leur spécification (c’est ce
qu’on appelle la correction formelle). Comme nous le verrons dans les prochains
chapitres de cette thèse, un tel langage permet également dans le cadre du test
fonctionnel de tester (plus facilement) si le programme correspond à sa spécifica-
tion. Mais avant ceci, nous allons présenter le cadre et les différentes techniques
qui vont être par la suite utiles à notre propos.

Dans un premier temps, nous présenterons la logique des prédicats du premier
ordre qui est le cadre théorique des spécifications que nous avons choisi. Nous la
présenterons classiquement sous les trois aspects des langages formels : la syn-
taxe, la sémantique, et les preuves. Nous étudierons un système de preuve très
utilisé, notamment en déduction automatique : le calcul desséquents. De plus, la
logique des prédicats du premier ordre est très utilisée dans le domaine des spéci-
fications de logiciels car elle possède de nombreuses propriétés algébriques et de
décidabilité.

Nous parlerons ensuite d’une classe particulière de la logique des prédicats
du premier ordre : la logique équationnelle. La notion d’équation est importante
dans le cadre du test fonctionnel car elle permet de spécifierl’application d’une
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fonction sur des arguments ainsi que le résultat attendu de cette application.

Dans le cadre de la logique équationnelle, nous étudierons plus particulière-
ment un système de spécifications, dites algébriques, dont les formules sont une
restriction des clauses de Horn réduites aux équations (cesformules viennent du
langage de programmation PROLOG).1.1 La logique des prédi
ats du premier ordre

Nous allons présenter la logique des prédicats du premier ordre en trois étapes
importantes. Les deux premières sont données dans cette section, et la troisième
est présentée séparément dans la section suivante. La première étape consiste à
définir lasyntaxede notre langage, c’est-à-dire quelles sont les formules que nous
allons considérer. La deuxième étape est la définition de lasémantique, c’est-à-
dire le sens mathématique que l’on donne aux symboles de la syntaxe. Puis pour
finir, nous définirons unsystème de preuvequi permet de raisonner mécanique-
ment sur l’ensemble des formules, c’est-à-dire d’une manière compréhensible par
un ordinateur.1.1.1 Syntaxe

La syntaxe permet de spécifier quelles expressions du langage sont des for-
mules de notre logique. La syntaxe est définie indépendamment de la signification
et de la valeur de vérité des symboles. La syntaxe d’un formalisme logique se dé-
finit toujours à l’aide des notions de signature et de formules construites sur une
signature.1.1.1.1 Signature

La signature d’un langage du premier ordre contient l’ensemble des symboles
de fonctions et de prédicats qui vont être utiles à la spécification du problème visé.
Ainsi la signature peut être vue comme “l’interface” du logiciel à spécifier. Nous
considérons ici une version multi-typée de la logique des prédicats du premier
ordre, c’est-à-dire une version où tous les objets et symboles du langage sont
munis d’un type.

Définition 1.1.1 (Signature) Une signature du premier ordre est un quadru-
plet (S, F,R, V ) oùS est un ensemble dont les éléments sont appeléssortes (outypes), F etR sont des ensembles disjoints tels que :
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– F est un ensemble de symboles d’opération (ou de fonction), oùchaque

symbole est muni d’un profil1 dansS+,
– R est un ensemble de symboles de prédicats, où chaque symbole est muni

d’un profil dansS+,
et V une famille indexée parS d’ensemblesVs telle que pour chaques ∈

S, Vs∩F = ∅. Pour chaques ∈ S, les éléments deVs sont appelésvariables desorte s.
On noteraf : s1 × · · · × sn → s un symbole de fonction muni du profil

s1 . . . sn+1 ∈ S+ avecs1, . . . , sn les sortes des arguments, etsn+1 la sorte du
résultat, etp : s1×· · ·× sn un symbole de prédicat muni du profils1 . . . sn ∈ S+.

Si n vaut0 pour un symbole de fonctionf alors f est appelésymbole de
onstante de sortes, et on le notef :→ s (ou bienf : s).

Quand il n’y a pas d’ambiguïté (en fonction du contexte) sur le profil d’un
symbole de fonction ou de prédicat, on omettra de l’indiquerà chaque fois. Intuiti-
vement, les symboles de prédicats sont des fonctions qui ontune valeur booléenne
(vraie ou fausse) dépendante des arguments. Dans la suite, on parlera souvent du
symbole d’égalité= qui est un symbole de prédicat.

Exemple 1.1.1Par exemple si l’on veut exprimer la propriété suivante(x > 0)∧
(x+ 0 = x), nous avons besoin des symboles0,+, >,=.
Un seul type de données est nécessaire pour construire une telle expression. Nous
pouvons, par exemple, utiliser les entiers naturels que l’on désignera à l’aide du
nom de sorteentier. La signature devra donc au minimum être composée :

– d’un symbole de constante0 : entier,

– d’un symbole+ : entier × entier → entier,

– des deux symboles de prédicats>,=: entier ∗ entier,
– d’une variablex de sorteentier.

Le connecteur logique∧ et les parenthèses ne font pas partie de la signature car
ce sont des symboles du langage du premier ordre et ils ne changent pas quelque
soit la signature. Nous le verrons lorsque nous définirons lanotion de formule.

Nous pouvons enrichir cette signature à l’aide des symbolesde fonctionsucc :
entier → entier et∗ : entier×entier → entier qui représentent respectivement
le “ + 1′′ (succ est une abréviation de successeur) et la multiplication surles
entiers. Nous pouvons également y ajouter des variables.1Soit S un ensemble. S+ désigne l'ensemble de tous les mots non vides �nis dé�nis surl'alphabet S. Pour une dé�nition rigoureuse de S+ se reporter à la dé�nition 1.2.1 de 
e
hapitre.
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Nous obtenons ainsi la signatureΣArith = (SArith, FArith, RArith, VArith) de

l’arithmétique usuelle telle que :

SArith = {entier}
FArith = {0 : entier, succ : entier → entier,

+ : entier × entier → entier,

∗ : entier × entier → entier}
RArith = {=: entier × entier, >: entier × entier}
VArith = {x, y, z : entier}

Remarque 1.1.1Dans la suite, tout symbole de prédicat binaire (c’est-à-dire
dont le profil est de la formes1 × s2) sera noté sous sa forme infixe2 plutôt que
sous la forme préfixe3 utilisée pour la notation fonctionnelle. Certains symboles
de fonctions comme le+ de l’arithmétique le seront également. Dans la signature,
pour tout symbole@ utilisé de manière infixe, on notera _@_.1.1.1.2 Termes

Lorsque la signature est connue, elle nous donne tous les “ingrédients” per-
mettant de construire les formules bien formées de la logique considérée. Dans
la logique des prédicats du premier ordre les formules vont exprimer des pro-
priétés à l’aide de prédicats (notamment l’égalité) et de connecteurs et quantifica-
teurs logiques. Ces propriétés s’expriment sur les valeursd’un ou plusieurs types.
Ces valeurs doivent donc aussi être représentées de façon symbolique à partir des
éléments introduits dans la signature. Ces valeurs sont communément appelées
termes avec variables. Ils sont construits par composition des noms de fonctions
de la signature et des variables. Les termes doivent être construits en respectant les
sortes données dans la signature. Il faut respecter le profilde symboles de fonc-
tions et le type des variables. Les variables permettent de manipuler des valeurs
génériques, c’est-à-dire une multitude (souvent infinie) de valeurs définies par une
forme commune. Formellement les termes se définissent de la façon suivante :

Définition 1.1.2 (Termes) SoitΣ = (S, F,R, V ) une signature. Pour touts ∈ S,
on définitl'ensemble TΣ(V )s des termes ave
 variables de type s, comme
le plus petit ensemble au sens de l’inclusion satisfaisant les conditions suivantes :

– Vs est inclus dansTΣ(V )s ;2In�xe : notation pour laquelle les deux arguments d'un symbole binaire sont pla
és àgau
he et à droite de 
e symbole.3Pré�xe : les arguments se trouvent après le symbole binaire 
onsidéré.



1.1. La logique des prédi
ats du premier ordre 17
– pour tout symbole de fonctionf : s1× · · ·× sn → s deF et toutn-uplet de

termes(t1, . . . , tn) deTΣ(V )s1 × · · · × TΣ(V )sn, f(t1, . . . , tn) est un terme
deTΣ(V )s. Sif est une constante, on notef à la place def().

On noteTΣ(V ) = (TΣ(V )s)s∈S la famille d’ensembles destermes ave
variables.
Dans la suite, on noteraV ar(t) l’ensemble des variables apparaissant dans

un termet, et t : s un terme de sortes. LorsqueV ar(t) est vide, on dit quet : s
est unterme 
los de type s et l’ensemble des termes clos de types est noté
TΣs.

Deux signatures différentes engendreront deux ensembles de termes diffé-
rents.

Par convention, on notera souvent les symboles de fonctionsà l’aide des lettres
f, g, h, les symboles de prédicats à l’aide des lettresp, q, r et les variables à l’aide
des lettresx, y, z.

Exemple 1.1.2SoitΣArith = (SArith, FArith, RArith, VArith) la signature de l’arith-
métique vue précédemment.succ(x)+succ(succ(0)) et un terme deTΣArith

(V )entier.1.1.1.3 Formules
À partir des termes avec variables, nous pouvons maintenanténoncer l’objet

de notre syntaxe qui est la définition des formules de la logique du premier ordre.
Les formules permettent d’exprimer des propriétés sur des termes à l’aide des
symboles de prédicats et des connecteurs logique. Nous définissons tout d’abord
une notion intermédiaire où l’on se restreint aux symboles de prédicat : les for-
mules atomiques.

Définition 1.1.3 (Formules atomiques)SoitΣ = (S, F,R, V ) une signature, uneformule atomique est une expression de la formep(t1, . . . , tn) oùp est un sym-
bole de prédicat de profils1 × · · · × sn et (t1, . . . , tn) un n-uplet de termes de
TΣ(V )s1 × · · · × TΣ(V )sn.

Exemple 1.1.3Les expressions(x > 0) et (x + 0 = x) sont des formules ato-
miques car0, x etx+ 0 sont des termes de typeentier.

Par convention, on notera souvent les formules avec des lettres majuscules de
l’alphabet grec :Φ,Φ′,Ψ, . . .

Les formules sont définies de façon inductive à partir de l’ensemble de base
des formules dites atomiques. Elles sont enrichies par des connecteurs logique et
par deux quantificateurs.
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Définition 1.1.4 (Formule) SoitΣ = (S, F,R, V ) une signature. L’ensemble deformules For(Σ) est le plus petit ensemble (au sens de l’inclusion) qui satisfait
les conditions suivantes :

– il contient toutes lesformules atomiques,
– à chaque fois qu’il contient une formuleΦ, il contient également :

(¬Φ)

– à chaque fois qu’il contient deux formulesΦ etΨ, il contient également :

(Φ ∧Ψ) , (Φ ∨Ψ) , (Φ⇒ Ψ)

– à chaque fois qu’il contient une formuleΦ, il contient pour toute variable
x ∈ V de sortes ∈ S :

(∀x.Φ) , (∃x.Φ)

Les symboles∧,∨,⇒,¬ sont les
onne
teurs logique, ∀ est lequanti�-
ateur universel, et∃ et lequanti�
ateur existentiel.
Pour réduire le nombre de parenthèses dans une formule, on impose les conven-

tions suivantes :
– on peut éliminer les parenthèses( ) les plus extérieures,
– ∧ et ∨ sont prioritaires par rapport à⇒ (exemple :A ⇒ B ∨ C se lit
A⇒ (B ∨ C)),

– ¬ s’applique à la plus petite formule suivante (exemple :¬p∧q se lit(¬p)∧
q),

– si on écritA ∗B ∗C ∗D (où∗ représente toujours le même connecteur) on
lira (((A ∗B) ∗ C) ∗D) (association à gauche).

Exemple 1.1.4Notre expression(x > 0)∧ (x+0 = x) est donc bien une formule
du premier ordre. Nous pourrions aussi l’écrire de la manière suivante :∀x :
entier.(x > 0) ∧ (x + 0 = x). On dit alors que les variables sont quantifiées
universellement par la variablex. Parfois, on omettra d’indiquer le signe∀, on
dira alors que les variables sont implicitement quantifiéesuniversellement.

Pour alléger la notation nous avons omis d’indiquer certaines parenthèses.
Pour être totalement conforme avec la définition de formule nous aurions dû
écrire : (∀x.((> (x, 0)) ∧ (= (+(x, 0), x))))
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ats du premierordre
Le but de la sémantique est de donner un sens mathématique auxconstructions

syntaxiques de la logique. Pour cela, il faut donner une signification aux symboles
de la signature et une valeur aux variables. Il faut également donner la signification
des connecteurs et des quantificateurs.

Exemple 1.1.5 Intuitivement, la formule équationnelle

succ(succ(0)) + succ(0) = succ(succ(succ(0)))

signifie2 + 1 = 3 dans l’ensemble des entiers naturelsN. Cette équation entre
deux entiers naturels est évidemment vraie.1.1.2.1 Σ-Modèles

Commençons par donner un sens mathématique aux signatures àl’aide de
la notion de modèle. Il est décrit simplement au moyen d’unensemblemuni
d’opérations interneset derelations. Dans le cas de la logique munie de sortes
cet ensemble est en fait une famille d’ensembles indexées par les sortes de la
signature, lesS-ensembles :

Définition 1.1.5 (S-ensemble)SoitS un ensemble de sortes. UnS-ensemble
M est une famille4 d’ensembles indexée parS, c’est-à-direM = (Ms)s∈S.

Exemple 1.1.6Pour un ensemble de sortesS = {entier, bool, listes}, un S-
ensemble est composé des trois sous-ensemblesMentier,Mbool,Mlistes.

Le S-ensemblepour un modèle donné caractérisera le domaine des individus.
Les opérations internesdonneront une signification mathématique (ou séman-
tique) aux symboles de fonctions et lesrelationsune signification aux symboles
de prédicats de la signature.

Définition 1.1.6 (Σ-Modèle) SoitΣ = (S, F,R, V ) une signature. UnΣ-modèle
M est unS-ensembleM muni :

– pour chaque symbole de fonctionf : s1 × · · · × sn → s, d’une application
fM : Ms1 × · · · ×Msn →Ms (si n = 0 alorsfM est un élément deMs),

– pour chaque symbole de prédicatp : s1× · · ·× sn, d’un sous-ensemblepM

deMs1 × · · · ×Msn .
On noteMod(Σ) la classe desΣ-modèles.4Une famille d'ensembles est simplement un ensemble d'ensembles
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Exemple 1.1.7Pour l’exemple de la signatureΣArith, on peut considérer le mo-
dèleMArith de l’arithmétique usuelle, composé :

– de l’ensembleMentier = N des entiers naturels

– de la fonction0MArith = 0N,

– de la fonctionsuccMArith = _ +N 1N qui ajoute1 à son argument noté _ ,

– des fonctions binaires+MArith et×MArith, qui sont respectivement l’addi-
tion +N et la multiplication×N dans les entiers,

– d’un sous-ensemble=MArith des couplesN×N qui sont égaux entre eux, et
d’un ensemble>MArith des couples d’entiers dont le premier est supérieur
au second.

Dans cet exemple, leΣ-modèle construit correspond au comportement habi-
tuel des fonctions arithmétiques mais nous pourrions tout aussi bien construire
un modèle qui associe à ces symboles de fonctions un comportement valide tout à
fait différent.1.1.2.2 Évaluation des termes

À partir d’un Σ-modèle, on voit bien comment donner un sens mathématique
aux termes en appliquant la stratégie qui consiste d’abord àévaluer les arguments
des fonctions avant d’appliquer la fonction dont le sens estdonné par leΣ-modèle.
Le seul problème est que lesΣ-modèles ne permettent pas d’interpréter les va-
riables, donc de donner la valeur de vérité d’une formule. Oncommence alors à
donner un sens aux variables.

Définition 1.1.7 (Interprétation) SoientΣ = (S, F,R, V ) une signature etM
unΣ-modèle. Uneinterprétation, notéeι, est une famille indexée parS d’ap-
plicationsιs : Vs →Ms.

Ceci revient à associer à chaque variable une valeur dans le modèleM, de
même sorte que la variable. On peut étendre naturellement lanotion d’interpréta-
tion aux termes avec variables et ainsi donner un sens mathématique aux termes
avec variables. Ceci se fait à l’aide de l’applicationι♯ : TΣ(V ) → M définie in-
ductivement sur la structure des termes avec variables deTΣ(V ) parx 7→ ι(x) et
f(t1, . . . , tn) 7→ fM(ι♯(t1), . . . , ι

♯(tn)).1.1.2.3 Relation de satisfa
tion
Grâce aux notions deΣ-modèle et d’interprétation définies précédemment, il

est désormais possible de savoir si une formule deFor(Σ) est satisfaite ou non par
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un modèle. Il faut pour cela étendre toute interprétationι : V → M en un prédicat
sur les formulesM |=ι. Ceci se définit formellement de la manière suivante :

Définition 1.1.8 (Satisfaction) SoientΣ = (S, F,R, V ) une signature,M unΣ-
modèle etϕ ∈ For(Σ) une formule.M satisfait la formuleϕ pour une inter-
prétationι : V → M , notéM |=ι

Σ ϕ, si et seulement si :

– siϕ est une formule atomique de la formep(t1, . . . , tn) alorsM |=ι
Σ ϕ si et

seulement si(ι♯(t1), . . . , ι♯(tn)) ∈ pM,

– siϕ est de la forme¬ψ alorsM |=ι
Σ ϕ ssiM 2ιΣ ψ,

– siϕ est de la formeψ1 ∧ ψ2 alorsM |=ι
Σ ϕ ssiM |=ι

Σ ψ1 etM |=ι
Σ ψ2,

– siϕ est de la formeψ1 ∨ ψ2 alorsM |=ι
Σ ϕ ssiM |=ι

Σ ψ1 ouM |=ι
Σ ψ2,

– si ϕ est de la formeψ1 ⇒ ψ2 alorsM |=ι
Σ ϕ ssi siM |=ι

Σ ψ1 alors
M |=ι

Σ ψ2,

– siϕ est de la forme∃x.ψ alorsM |=ι
Σ ϕ ssi il existe une interprétationι′

identique àι sauf éventuellement pour la variablex, telle queM |=ι′

Σ ψ,

– si ϕ est de la forme∀x.ψ alorsM |=ι
Σ ϕ ssi pour toute interprétationι′

identique àι sauf éventuellement pour la variablex,M |=ι′

Σ ψ,

La vérification d’une propriétéϕ pour unΣ-modèleM va donc consister à
vérifier la satisfaction deϕ pour toutes les interprétations de variables libres (c’est-
à-dire qui ne sont pas dans la portée d’un quantificateur). Les variables dénotent
ainsi des valeurs génériques. On parle alors de validation de formules.

Définition 1.1.9 (Validation) Un Σ-modèleM valide ϕ, notéM |=Σ ϕ, si et
seulement si pour toute interprétationι : V →M,M |=ι

Σ ϕ.

Lorsque qu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la signatureΣ considérée, on note|=ι

à la place de|=ι
Σ, et |= à la place de|=Σ.

Exemple 1.1.8Le modèleMArith de l’arithmétique usuelle satisfait la formule
succ(succ(0)) = x pour l’interprétationι : x 7→ 2, mais ne la satisfait pas pour
toutes les autres interprétations.

Le modèleMArith valide la formulesucc(succ(x)) = x+ succ(succ(0)) car
le modèle satisfait cette formule quelque soit l’interprétation dex.

Il est possible de caractériser des modèles équivalents pour un ensemble de
formulesΨ. Cela signifie que ces deux modèles valident les mêmes formules deΨ.

Définition 1.1.10 SoitΣ une signature, etΨ ∈ For(Σ) un ensemble deΣ-formules.
Deux modèlesM ∈ Mod(Σ) etN ∈ Mod(Σ) sontΨ-équivalents, noté

M≡Ψ N , si et seulement si ils valident les mêmes formules deΨ, c’est-à-dire :

(M≡Ψ N )⇔ (∀ϕ ∈ Ψ,M |= ϕ⇔ N |= ϕ)
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tion
La sémantique présentée dans la section précédente permet de raisonner de fa-

çon rigoureuse sur des objets logique. Il est ainsi possiblede garantir la correction
de propriétés dans la logique considérée. Le problème de ce type de raisonnement
est que nous nous permettons toute la puissance des mathématiques ainsi que des
détours classiquement utilisées dans ce type de preuve comme “il est connu que”,
“découle directement de”, etc. Or, dans le cadre de l’informatique et plus précisé-
ment du génie logiciel, on ne peut pas se contenter de tels détours. Nous devons
certifier la qualité des preuves, c’est-à-dire vérifier mécaniquement qu’aucune er-
reur de raisonnement ne s’est glissée dans la preuve. La question qui se pose est
de trouver comment aboutir à démontrer qu’une suite de symboles (une formule
en l’occurrence) est correcte. La seule chose que sache faire un ordinateur étant de
manipuler des symboles, il faut alors définir les conditionsde manipulation de ces
formules pour obtenir une formule correcte. On parle alors de systèmes de preuve,
systèmes d’inférence, ou encore de calcul.

Pour les formules de la logique des prédicats du premier ordre, il existe de
nombreux systèmes de preuve différents mais tous équivalents en pouvoir de
preuve : la déduction naturelle, le calcul des séquents, lestableaux... Nous al-
lons présenter ici le calcul des séquents. Le calcul des séquents est un système,
introduit par le logicien allemand Gentzen [Gen35], qui permet de construire la
preuve d’une formule sans ajouter aucun élément extérieur,et donc très pratique
pour la déduction automatique. Il existe de nombreuses variantes : nous allons étu-
dier ici une version du calcul des séquents (inspirée du système de GentzenLK
pour la logique classique) que nous utiliserons largement dans la deuxième partie
de cette thèse, notamment pour montrer un des résultats les plus fondamentaux de
la logique : l’élimination des coupures.

Avant de présenter le calcul des séquents nous allons étudier un cadre géné-
rique très bien adapté à une représentation générale des systèmes de preuve en
logique : les systèmes formels. Ces derniers seront à la basedes résultats établis
dans la deuxième partie.1.2.2 Les systèmes formels

Les systèmes formels sont des constructions syntaxiques rigoureuses qui per-
mettent de représenter des mécanismes de production d’énoncés. Ils permettent,
par exemple, de représenter tous les systèmes de preuves quenous allons aborder
dans cette thèse.
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Les mots sont les objets élémentaires du paysage syntaxiquede l’informa-

tique. Ils sont connus sous le nom de chaînes de caractères. Ils permettent de
construire tous les objets plus complexes que nous manipulerons dans la suite.

Définition 1.2.1 (Alphabet) SoitA un ensemble, appeléalphabet, et dont les
éléments sont appeléssymboles. Un mot surA est une suite finie d’éléments
deA. On noteA∗ l’ensemble de tous les mots possibles, etAn, avecn ∈ N,
l’ensemble de tous les mots de longueurn. On noteA+ l’ensemble de tous les
motsAn sachant quen > 0.

A∗ est muni d’une opération binaire, la concaténation, notée par la juxtapo-
sition de deux mots (on la notera également à l’aide d’un point .) :

Ap × Aq → Ap+q

(u, v) 7→ uv
avecuv = (u1, . . . , up, v1, . . . , vq) si u = (u1, . . . , up) et v = (v1, . . . , vq).
Cette opération est associative et a pour élément neutre le mot videε qui est

l’unique élément deA0. Ainsi,(A∗, ., ε) est un monoïde.

Exemple 1.2.1SoitL un ensemble composé de toutes les lettres de l’alphabet
latin {a, b, c, . . . , z}.
′′exemple′′ est un mot de longueur7 construit sur l’alphabetL. Il fait partie de
l’ensembleL7 qui est un sous-ensemble deL∗.

Un alphabet permet de représenter tous les mots dont on pourrait avoir besoin
mais ne nous donne aucune indication sur la manière de construire des mots “cor-
rects”. Rien ne nous empêche dans l’exemple précédent de construire des mots qui
ne sont pas dans le dictionnaire. Il nous faut alors un ensemble de règles de pro-
duction d’énoncés corrects. Un alphabet auquel on ajoute des règles de production
forme ce que l’on appelle un système formel.1.2.2.2 Les systèmes formels

Voici la définition générale de la notion de système formel. Celle-ci nous
donne un cadre abstrait que nous spécialiserons en fonctiondes besoins dans la
suite du manuscrit.

Définition 1.2.2 (Système formel)Un système formel (ou 
al
ul) S est dé-
fini par un triplet(A,F ,R) tel que :

– A est unalphabet ;
– F est un sous-ensemble deA∗, dont les éléments sont appelésformulesbien formées ;
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– R est un ensemble fini de relations n-aires sur les formules ; chaque relation

est appeléerègle d'inféren
e.

En pratique, l’ensembleF n’est pas quelconque, il est défini inductivement
par une grammaire ou tout autre algorithme de reconnaissance de formules bien
formées. Par exemple à l’aide des formules de la logique des prédicats du pre-
mier ordre présentées section 1.1.1.3 page 17. Cet ensemblediffère d’un système
formel à l’autre.

Notation 1.2.1 SoitS un système formel. Pour toutr ∈ R, si (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ r,
avecn ≥ 1, alors les formulesϕ1, . . . , ϕn−1 sont appeléesprémisses et ϕn
on
lusion de l’instance.
On notera une instance de cette règle d’inférencer par :

ϕ1, . . . , ϕn−1

ϕn
r

Les instances de règles d’arité1 sont appeléesaxiomes et sont notéesϕ1
.1.2.2.3 Un exemple simple

À titre d’exemple, voici le système formelSαβ = (Aαβ,Fαβ,Rαβ) qui repré-
sente l’ordre alphabétique :

– Aαβ = L ∪ {<} où L est l’ensemble des vingt-six lettres de l’alphabet
latin ;

– Fαβ = {α < β|α, β ∈ L∗} ;
– Rαβ contient les schémas de règles d’inférence suivants :

– ε < x ax1x pour chaquex deL, oùε est le mot vide ;

– x < y
ax2xy pour tout couple(x, y) deL1 × L1, si x est avanty dans

l’alphabet ;
– pour tout couple(Φ,Ψ) deF , et toute lettrex deL, on a les trois règles

suivantes :

Φ < Ψ
xΦ < xΨ

gdx

Φ < Ψ
Φ < Ψx

dx

Φ < Ψ
Φx < Ψ

gx
si Φ est de longueur supérieure à celle deΨ
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tion
À partir d’un ensemble d’hypothèses composé de formules et par application

d’un ensemble de règles d’inférences, il est possible de calculer d’autres formules
qui en sont déduites. On appelleformules inféréesles formules atteintes, etdé-
ductionla trace des formules intermédiaires utilisées pour atteindre les formules
inférées. Ces mécanismes de déduction sont les mêmes quelque soit le système
formel considéré.

Définition 1.2.3 (Déduction) SoitS = (A,F ,R) un système formel etΓ ⊆ F
un ensemble de formules. Unedédu
tion dansS à partir de l’ensemble d’hy-
pothèsesΓ est une séquence(ϕ1, . . . , ϕn) de formules telle que, pour touti ∈
{1, . . . , n},

– ou bienϕi appartient àΓ,
– ou bien il existe une instanceψ1,...,ψk

ϕi
d’une règle deR telle que le multi-

ensemble5 {{ψ1, . . . , ψk}} est inclus dans le multi-ensemble{{ϕ1, . . . , ϕi−1}}.

La dernière formule d’une déduction à partir d’un ensembleΓ est diteinféréeà
partir deΓ. Nous pouvons en déduire une relation binaire⊢S entre les ensembles
de formules (les hypothèses) et les formules (celles qui sont déduites), qui est
appeléerelation d’inférence.

Définition 1.2.4 (Relation d’inférence) SoientS = (A,F ,R) un système for-
mel,Γ ⊆ F un ensemble de formules etϕ ∈ F une formule. On dit queΓ infère
ϕ dansS, et on écritΓ ⊢S ϕ, si et seulement s’il existe une déduction dansS à
partir de Γ dont la dernière formule estϕ. Quand il n’y a pas d’ambiguïté sur le
système formel utilisé, celui-ci est omis et on noteΓ ⊢ ϕ.1.2.2.5 Arbres de preuve

Pour obtenir les énoncés à l’aide des règles d’inférence, nous pouvons aussi
utiliser un schéma d’induction ayant pourbaseun ensemble d’hypothèses et les
axiomes du système formel, et pourétape d’inductionles règles d’inférence du
système formel. On parle alors plutôt de théorèmes.

Définition 1.2.5 (Théorèmes)SoientS = (A,F ,R) un système formel etΓ un
ensemble de formules deF . L’ensemble desthéorèmes déduits deΓ dansS est
le sous-ensembleThS(Γ) deF défini selon le schéma d’induction suivant :

– base: les axiomes deR et les formules deΓ sont des théorèmes ;5Un multi-ensemble a les mêmes propriétés qu'un ensemble mais a

epte plusieurso

urren
es d'un même élément (voir se
tion 2.4.1.3 page 53 pour une des
ription détaillée)
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– induction: si toutes les prémisses d’une instance d’une règle deR sont des

théorèmes, alors sa conclusion est aussi un théorème.
LorsqueΓ est l’ensemble vide, les formules obtenues sont appeléestautologies
et elles forment l’ensembleThS(∅).

On noteraTh(Γ) lorsqu’aucune ambiguïté n’est possible surS.

L’ensemble des formules pour lesquelles il existe une déduction et celui des
théorèmes ne font qu’un, comme l’établit le résultat suivant :

Proposition 1.2.1 SoientS = (A,F ,R) un système formel etΓ un ensemble de
formules deF . On a l’équivalence suivante :

∀ϕ ∈ F , Γ ⊢S ϕ ⇔ ϕ ∈ ThS(Γ)

Preuve
⇒ Ce sens se prouve par récurrence sur la longueur de la déduction deϕ.

– Cas de base : Si la déduction est de longueur1, alors ou bienϕ appartient
àΓ, ou bien c’est un axiome. Par définition de l’ensembleTh(S)Γ, ϕ est
donc un théorème.

– Cas général : Si la déduction est de longueurn, alors il existe une instance
ϕ1,...,ϕk

ϕ
d’une règle deR telle que, pour touti ∈ {1, . . . , k}, ϕi possède

une déduction de longueur strictement inférieure àn. Par hypothèse de
récurrence, chaqueϕi est un théorème. D’après la phase d’induction de
Th(S)Γ, ϕ est donc un théorème également.

⇐ Ce sens se prouve par induction sur l’ensemble des théorèmes.
– Cas de base : Siϕ est un théorème de la base, alors une déduction pour
ϕ est(ϕ).

– Cas général : Sinon, il existe une instanceϕ1,...,ϕk

ϕ
d’une règle deR telle

que chaqueϕi est un théorème. Par hypothèse d’induction, chaqueϕi
possède donc une déductionDi = (ψi1, . . . , ψ

i
ki
, ϕi) telle que pour touti,

ki ≥ 0. La séquence(D1, . . . , Dk, ϕ) est donc une déduction deϕ.
⋆

Un théorème deThS(Γ) s’obtient donc, à partir deΓ, par applications succes-
sives de règles d’inférence, c’est-à-dire parempilementde ces règles. De ce point
de vue, l’obtention d’un théorème deThS(Γ) peut être mise sous la forme d’un
arbre appeléarbre de preuve.

Définition 1.2.6 (Arbre de preuve) SoientS = (A,F ,R) un système formel et
Γ un ensemble de formules deF . Unarbre de preuve d’un théorème deThS(Γ)
est un arbre :

– dont les feuilles sont les axiomes et les formules deΓ,
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– dont les nœuds internes sont les théorèmes intermédiaires, tels que len-

uplet constitué des nœuds-fils et de leur nœud-père est une instance d’une
règle deR, et

– dont la racine est le théorème construit. On appelle cette formule
on
lu-sion de l’arbre, et on noteπ : ϕ lorsqu’un arbreπ a pour conclusionϕ.

Exemple 1.2.2Nous présentons ici les arbres de preuve de deux tautologiesdu
système formelSαβ défini dans la section 1.2.2.3 page 24 :

a < e ax2ae

la < le
gdl

d < u
ax2du

do < u
go

dow < u
gw

dow < up
dp

down < up
gn1.2.3 Le 
al
ul des séquents

Avant de présenter ce système formel, nous devons tout d’abord introduire les
notions de séquents et de substitutions.1.2.3.1 Les séquents

Le calcul que nous étudions ici manipule des phrases que l’onappelle commu-
nément des séquents qui ne sont pas des formules mais des expressions construites
à partir de celles-ci.

Définition 1.2.7 SoitΣ une signature. Unséquent est un couple(Γ,∆) oùΓ et
∆ sont des ensembles deΣ-formules finis (qui peuvent être des ensembles vides).
On le noteΓ֌ ∆. 6

Par convention, nous noterons simplementΓ, ϕ l’union ensembliste à la place
de Γ ∪ {ϕ}. Les ensemble de formules seront représentés à l’aide des lettres
grecques majusculesΓ,∆, . . . et les formules à l’aide des lettres grecquesϕ, ψ, . . .

Intuitivement, un séquent est un moyen de séparer un ensemble d’hypothèses
Γ d’un ensemble∆ de conclusions. Sémantiquement,Γ ֌ ∆ signifie que la
conjonction(ϕ1∧· · ·∧ϕn) des formules deΓ entraîne la disjonction(ψ1∨· · ·∨ψm)
des formules de∆, c’est-à-dire qu’une des formules de∆ doit être vraie dès que6La notation habituellement utilisée pour noter les séquents est Γ ⊢ ∆, mais nouspréférons i
i la notation Γ֌ ∆ pour éviter toute 
onfusion ave
 le symbole ⊢ utilisé pourla notion d'existen
e d'une dédu
tion dans un système de preuve.
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toutes les formules deΓ sont vraies. Ainsi le séquentΓ, ϕ ֌ ∆, ϕ est toujours
vrai.

Remarque 1.2.1Le séquentϕ1, . . . , ϕn ֌ ψ1, . . . , ψm, est interprété comme la
formuleϕ1∧· · ·∧ϕn ⇒ ψ1∨· · ·∨ψm. Le séquent est vrai dans une interprétation
ι donnée si la formule associée est vraie dans cette même interprétation. On note

|=ι ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn ⇒ ψ1 ∨ · · · ∨ ψm

Le séquent est valide si la formule associée est valide, c’est-à-dire vraie pour toute
interprétation. On note alors :

|= ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn ⇒ ψ1 ∨ · · · ∨ ψm

1.2.3.2 Substitutions
Afin de pouvoir définir les règles de déduction du calcul des séquents, il nous

faut définir la notion très importante de substitution. En effet, nous aurons souvent
besoin de construire des expressions obtenues à partir d’unterme en remplaçant
une variablex par un termet.

Définition 1.2.8 (Substitution) SoitΣ une signature. Unesubstitution est une
famille indexée parS d’applicationsσs : Vs → TΣ(V )s.

Ainsi, une substitution est une interprétation des variables dans les termes.
C’est l’équivalent symbolique d’interprétation des variables dans un modèle. Toute
substitutionσ : V → TΣ(V ) s’étend de façon naturelle à l’ensembleTΣ(V ). La
fonction obtenue, notéeσ♯ : TΣ(V )→ TΣ(V ), est définie inductivement par :

– σ♯(x) = σ(x)
– σ♯(f(t1, . . . , tn)) = f(σ♯(t1), . . . , σ

♯(tn))
Cette extension consiste donc à remplacer les variables parleur substitution et
conserver tel quel tout le reste.

Dans la suite, nous utiliserons la notationσ à la place deσ♯. Par convention, les
substitutions seront généralement notées à l’aide des lettres grecques minuscules
σ, τ, . . .

Lorsque l’ensemble des variables est fini, nous représenterons souvent une
substitutionσ à l’aide d’un ensemble fini de couples formés d’une variablexi et
d’un termeti de même sorte. Cet ensemble sera noté{x1/t1, . . . , xn/tn}, tel que
pour touti, j, 1 ≤ i, j ≤ n, xi etxj sont des variables distinctes.
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Exemple 1.2.3Soit ΣArith notre exemple de signature, etV = {x, y} un en-
semble de variable.
Soientsucc(x)+succ(succ(0)) un terme de typeentier, et{x/(0+succ(0)), y/succ(0)}
une substitution.

σ(succ(x) + succ(succ(0))) = succ(0 + succ(0)) + succ(succ(0))

Dans les formules avec quantificateurs, les variables selonqu’elles sont ou non
sous le portée d’un quantificateur sont ditesliées, ou libres.

Définition 1.2.9 SoitΦ une formule. L’ensemble desvariables libres et l’en-
semble desvariables liées deΦ, notés, respectivement,FV (Φ) etBV (Φ) sont
définis récursivement sur les formules.

– SiΦ est une formule atomique,FV (Φ) est l’ensemble de des variables qui
apparaissent au moins une fois dansΦ, etBV (Φ) = ∅.

– SiΦ est de la forme(¬Ψ), alorsFV (Φ) = FV (Ψ) etBV (Φ) = BV (Ψ).
– Si Φ est de la forme(Ψ1 ∗ Ψ2), avec∗ ∈ {∧,∨,⇒} alors FV (Φ) =
FV (Ψ1) ∪ FV (Ψ2) etBV (Φ) = BV (Ψ1) ∪ BV (Ψ2).

– SiΦ est de la forme(Qx.Ψ), avecQ ∈ {∀, ∃}, alorsFV (Φ) = FV (Ψ)−
{x} etBV (Φ) = BV (Ψ) ∪ {x}.

Cette notion s’étend naturellement aux ensembles de formules : siΓ = {ϕ1, . . . , ϕn}
alorsFV (Γ) = FV (ϕ1) ∪ · · · ∪ FV (ϕn) etBV (Γ) = BV (ϕ1) ∪ · · · ∪BV (ϕn).

La notion du substitution peut facilement être étendue aux formules, cependant
les formules avec quantificateurs posent un problème. En effet, le sens de celles-
ci peut être modifié si l’on ne substitue pas correctement lesvariables. La notion
suivante permet de dire si les substitutions sont correctes.

Définition 1.2.10 Un termet estlibre pour une variable x dans une formule
Φ si :

– Φ est une formule atomique,
– Φ est de la formeΨ1 ∗Ψ2 avec∗ ∈ {∧,∨,⇒}, ett est libre pourx dansΨ1

et dansΨ2,
– Φ est de la forme¬Ψ1, et t est libre pourx dansΨ,
– Φ est de la formeQy : s.Ψ avecQ ∈ {∀, ∃} et

. x ety sont la même variable, ou bien

. x ety sont deux variables distinctes ety n’est pas une variable det,
et t est libre pourx dansΨ.

Dans la suite, lorsque l’on appliquera une substitution{x/t} sur une formule
Φ, nous supposerons qu’elle remplace toutes les occurrenceslibres de la variable
x dansΦ par un termet qui est libre pourx dansΦ.
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ul des séquents
Nous pouvons donc maintenant donner l’ensemble desrègles d’inférencede

notre calcul.

Définition 1.2.11 (Calcul) SoientΣ une signature,Γ,Γ′,∆,∆′ des ensembles de
formules, etΦ,Φ′,Ψ des formules. Le
al
ul des séquents est composé de
l’ensemble des règles d’inférences suivantes :

Γ,Φ֌ ∆,Φ
Ax

Γ,Φ,Φ′֌ ∆

Γ,Φ ∧ Φ′֌ ∆
∧Gauche Γ֌ ∆,Φ Γ֌ ∆,Φ′

Γ֌ ∆,Φ ∧ Φ′
∧Droite

Γ,Φ֌ ∆ Γ,Φ′֌ ∆

Γ,Φ ∨ Φ′֌ ∆
∨Gauche Γ֌ ∆,Φ,Φ′

Γ֌ ∆,Φ ∨ Φ′
∨Droite

Γ֌ ∆,Φ

Γ,¬Φ֌ ∆
¬Gauche Γ,Φ֌ ∆

Γ֌ ∆,¬Φ
¬Droite

Γ֌ ∆,Φ Γ,Ψ֌ ∆

Γ,Φ⇒ Ψ֌ ∆
⇒ Gauche

Γ,Φ֌ ∆,Ψ

Γ֌ ∆,Φ⇒ Ψ
⇒ Droite

Dans les règles avec quantificateurs ci-dessous, on supposeque :
– x est une variable quelconque,
– y est une variable ett un terme, tous deux libres pourx dansΦ
Dans les règles∃Gauche et∀Droite la variabley n’est pas libre dans la
conclusion de la règleΓ,∆ ; la variabley est communément appelée
eigenvariable7.

Γ,Φ[t/x], ∀x : s.Φ֌ ∆

Γ, ∀x : s.Φ֌ ∆
∀Gauche

Γ֌ Φ[y/x],∆

Γ֌ ∆, ∀x : s.Φ
∀Droite (y /∈ FV (Γ,∆))7La 
ondition de la eigenvariable (en allemand) est né
essaire pour la 
orre
tion dusystème de preuve. En son absen
e, des séquents non valides peuvent être prouvés.
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Γ,Φ[y/x]֌ ∆

Γ, ∃x : s.Φ֌ ∆
∃Gauche (y /∈ FV (Γ,∆))

Γ֌ Φ[t/x],∆

Γ֌ ∆, ∃x : s.Φ
∃Droite

Γ֌ ∆,Φ Γ′,Φ֌ ∆′

Γ,Γ′֌ ∆,∆′
Coupure

Le nom de chaque règle est donné à droite de la barre horizontale de chaque
règle. Au dessus de cette barre se trouvent souvent un ou deuxséquents qui sont
les prémissesde la règle et en dessous un séquent appeléconclusion. La seule
règle sans prémisse représente les axiomes, c’est-à-dire les séquents qui sont tou-
jours valides.

Comme nous le verrons dans le calcul du chapitre 3 page 83, nous pouvons
très bien nous passer des règles∧Gauche, ∧Droite, ⇒ Gauche, ⇒ Droite,
∀Gauche, et ∀Droite. Par définition, les connecteurs⇒ et ∧ peuvent s’écrire à
l’aide des deux connecteurs∨ et¬, et le quantificateur∀ peut être défini à l’aide
de∃ et¬.

Ce calcul peut être immédiatement représenté par le systèmeformel SLK =
(ALK , FLK , RLK) où, étant donnée une signature du premier ordreΣ = (S, F,R, V ),
on a :

– ALK est l’alphabetF ∪ R ∪ V ∪ {¬,∧,∨, ∀, ∃} ∪ {֌},
– FLK contient tous les séquents bien formés que l’on peut construire à partir

deALK ,

– RLK est l’ensemble des instances des schémas de règles donné dans le cal-
cul précedent.

Dans la présentation classique du calcul des séquentsLK, il existe plusieurs
règles d’inférences dites structurelles. Celles-ci sont implicites dans le calcul que
nous venons de présenter parce que les séquents sont construits à partir d’en-
semble de formules et non de séquences de formules comme celaest fait habituel-
lement. L’utilisation des ensembles peut être vue comme uneoptimisation de la
version du calcul des séquents avec des séquences. À titre d’information, voici ces
règles structurelles. Étant donné un séquentΓ ֌ ∆, pour ce calcul,Γ et ∆ sont
maintenant des séquences finies de formules (nous aurions puégalement choisir
de considérer des multi-ensembles).
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tion
Γ,Φ,Φ֌ ∆
Γ,Φ֌ ∆

Cont Gauche
Γ֌ Φ,Φ,∆
Γ֌ Φ,∆

Cont DroiteA�aiblissement
Γ֌ ∆

Γ,Φ֌ ∆
Aff Gauche Γ֌ ∆

Γ֌ Φ,∆
Aff DroiteÉ
hange

Γ,Φ,Φ′֌ ∆

Γ,Φ′,Φ֌ ∆
Ech Gauche

Γ֌ Φ,Φ′,∆

Γ֌ Φ′,Φ,∆
Ech Droite1.3 La logique équationnelle

Nous allons maintenant nous intéresser à une restriction dela logique des pré-
dicats du premier ordre bien adaptée à la spécification de logiciels. Cette restric-
tion est appellée logique équationnelle. Les formules atomiques sont de simples
équations entre termes. Elle est très utilisée lorsque les logiciels sont vus au travers
des types de données qu’ils manipulent.1.3.1 Présentation

Dans sa présentation, la logique équationnelle diffère très peu de la logique
des prédicats du premier ordre. Syntaxiquement, les restrictions portent sur les si-
gnatures où l’on retire l’ensembleR des symboles de prédicats. Les formules sont
alors construites comme précédemment excepté pour les formules atomiques qui
sont des équations. Ce sont des couples(t, t′) construits à partir d’une signature
restreinteΣ = (S, F, V ) où t et t′ sont des termes avec variables de même type.
On a l’habitude de noter de tels couplest = t′.

Sémantiquement, unΣ-modèle associé à une signature équationnelle est défini
comme dans la définition 1.1.6 sans l’interprétation des prédicats autre que le
prédicat binaire de l’égalité. On parle alors deΣ-algèbres plutôt que de modèles
du premier ordre. L’évaluation des termes et la satisfaction des formules suivent
en tout point les sections 1.1.2.2 et 1.1.2.3.

Afin de prendre en compte le type de raisonnement concis et efficace attaché
à l’égalité et connu sous le nom de remplacement d’égal par égal, nous étendons
le calcul des séquents, précédemment défini, au raisonnement équationnel. Voici
une spécialisation du calcul des séquents (voir [Gal86]) auquel nous ajoutons les
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règles suivantes telles quet1, . . . , tn, t′1, . . . , t

′
n, t sont des termes, ets1, . . . , sn, s

des noms de sortes :

Γ, t =s t֌ ∆
Γ֌ ∆

ReflEq

Γ, (t1 =s1 t
′
1 ∧ · · · ∧ tn =sn t

′
n ⇒ f(t1, . . . , tn) = f(t′1, . . . , t

′
n))֌ ∆

Γ֌ ∆
RemplEq

Γ, (t1 =s t2 ∧ t2 =s t3 ⇒ t1 =s t3)֌ ∆

Γ֌ ∆
TransEq

Γ, (t1 =s t2 ⇒ t2 =s t1)֌ ∆

Γ֌ ∆
SymEq1.3.2 Formules équationnelles simpli�ées1.3.2.1 Les formules 
onditionnelles positives

L’une des restrictions de la logique équationnelle a été particulièrement étu-
diée pour ses bonnes propriétés algébriques et de décidabilité (principalement
pour des techniques de réécriture - voir le chapitre suivant). La restriction porte
sur les formules considérées. Dans le cadre de cette logique, les formules sont de
la forme :

t1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n ⇒ t = t′

Elles permettent de disposer de pré-conditions lors de la définition d’une opéra-
tion, et elles sont construites à l’aide des équations et desdeux seuls connecteurs
logique∧ et⇒.

On parle alors deformules conditionnelles positives. Ce sont les clauses de
Horn de la logique équationnelles. Ces formules seront trèsutiles dans le chapitre
6 où nous considérerons une classe de spécifications algébriques pour laquelle les
axiomes sont des formules conditionnelles positives.

Pour ce type de formules, on peut définir un calcul mieux adapté. Ce der-
nier est défini par un ensemble des règles d’inférences. Celui-ci se divise en deux
groupes : les règles définissant le prédicat égalité de façongénérale et les règles
logiques définissant les connecteurs∧ et⇒ et le quantificateur universel impli-
cite∀.



34 CHAPITRE 1. Formalismes de spé
i�
ations
Définition 1.3.1 SoientΣ = (S, F, V ) un signature etΓ un ensemble defor-mules 
onditionnelles positives. Soientα, β, α1, . . . , αm des équations.
Soientt, t′, t′′, t1, . . . , tn, u, v, t′1, . . . , t

′
n des termes deTΣ(V ).

Le système de preuve est défini par les règles d’inférences8 suivantes :

Ref
Γ ⊢ t = t

Axiom
Γ ∪ ϕ ⊢ ϕ

Trans

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ t = t′ Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ t′ = t′′

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ t = t′′

Rempl

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ t1 = t′1 . . . Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ tn = t′n

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ f(t1, . . . , tn) = f(t′1, . . . , t
′
n)

Sym

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ t = t′

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ t′ = t
Subst

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ α

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

σ(αi)⇒ σ(α)

Mon

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ α

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ∧ β ⇒ α

MP

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ∧ u = v ⇒ α Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ u = v

Γ ⊢
∧

1≤i≤m

αi ⇒ α

Comme ce système de preuve est également un système formel, une preuve
d’une formuleϕ conditionnelle positive à partir d’un ensemble d’axiomesAx est
un arbre de conclusionAx ⊢ ϕ dont les feuilles sont soit un axiome (Axiom)
soit une instance de la réflexivité (Ref), et dont les noeuds sont construits à l’aide
d’instances des autres règles :8Nous ne sommes plus dans le 
adre du 
al
ul des séquents, don
 nous utilisons désor-mais la notation 
lassique pour le prédi
at ⊢
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– Trans, la transitivité ;
– Rempl , le remplacement (ou contexte) ;
– Sym , la symétrie ;
– Subst , la substitution ;
– Mon , la monotonie ;
– MP , le modus ponens9, qui est une règle selon laquelle si une formuleα

implique une formuleβ, alors on peut déduire que siα est vraie alorsβ l’est
également.

La règle de tautologie n’est pas écrite explicitement ici, en revanche on peut
prouver des formules de la formeα⇒ α si l’on considère que toutes les formules
de ce type sont contenues dans l’ensembleΓ des formules (de manière implicite).1.3.2.2 La logique équationnelle élémentaire

Nous parlerons de logique équationnelle élémentaire lorsque les formules sont
réduites à de simples équations. Il s’agit d’une restrictions des formules condition-
nelles positives où l’on utilise vraiment aucun connecteurlogique. Il est possible
dans ce cas de définir un système de preuve dédié où l’on ne manipule que des
équations. Nous étudierons en détail le système de preuve pour ces équations dans
la section 3.3.1.1 page 74.1.4 Les spé
i�
ations algébriques1.4.1 Préliminaires

Les spé
i�
ations algébriques sont une technique permettant de définir le
comportement (c’est-à-dire spécifier) des logiciels au travers des structures de
données qu’ils manipulent (les listes, les files, les piles,les arbres, etc.).

La manière la plus commune de caractériser une spécificationSP est de don-
ner un ensemble d’axiomesAx composé de formules de la logique des prédicats
du premier ordre. On note alorsSP = (Σ, Ax) et on dit queSP est unespéci-
fication axiomatique. Formellement, les spécifications se définissent de la façon
suivante :

Définition 1.4.1 (Spécification)Une spé
i�
ation SP est une paire(Σ, Ax)
où Σ est une signature du premier ordre etAx un ensemble deΣ-formules. Ces
formules deAx sont appeléesaxiomes de la spécificationSP .9Modus Ponens : lo
ution latine signi�ant �mode qui pose�
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On classe ces spécifications en fonction de la forme des axiomes. Celle-ci

dépend de ce que l’on veut définir comme propriétés. Plus la classe d’axiomes
considérée est large, plus le pouvoir d’expression de nos spécifications est grand,
mais en contrepartie l’exploitation des spécifications peut devenir plus difficile.
Par exemple, pour définir l’addition sur les entiers, on n’a pas besoin d’avoir des
axiomes très compliqués. Des équations suffisent :

0 + n = 0
succ(n) +m = succ(n+m)

Par contre pour définir des opérations plus complexes, on aura besoin d’un
langage plus expressif. Par exemple pour définir l’opération modulo sur les entiers
naturels, nous nous servons d’une opération< en pré-condition.

n < m = true ⇒ modulo(n,m) = n
n < m = false ⇒ modulo(n,m) = modulo(n−m,m)

On reconnaît ici des formules conditionnelles positives dela formet1 = t′1 ∧
· · ·∧ tn = t′n ⇒ t = t′. Lorsque tous les axiomes d’une spécification sont de cette
forme, on parle alors de spécification conditionnelle positive.

Il existe des nombreux langages de spécification. Dans cettethèse nous al-
lons considérer une classe de spécifications dites algébriques [Wir90, AKKB99].
Elles ont été utilisés aussi bien dans le cadre de travaux théoriques sur le test
[AAB +05a, ALG02, Mac00a, MS02, Mac00b, DW00, ALGM96, LGA96], que
pour construire des outils de génération de test [CH00, BW05c, Mar91b].

Dans cette thèse nous nous intéresserons plus spécifiquement aux spécifica-
tions conditionnelles positives qui constituent un formalisme simple et couram-
ment utilisé notamment dans le domaine du test [BGM91, Gau95, Mar91b].

Ces spécifications permettent de représenter de nombreusesstructures de don-
nées différentes. En voici deux exemples :

Exemple 1.4.1À l’aide de la signatureΣArith donnée dans l’exemple 1.1.1 de la
présentation de la logique du premier ordre, nous pouvons associer l’ensemble
AxArith des axiomes suivant :

0 + x = x (Add1)
succ(x) + y = succ(x+ y) (Add2)

x ∗ 0 = 0 (Mult1)
x ∗ succ(y) = x+ succ(x ∗ y) (Mult2)

La paire (ΣArith, AxArith) définit la spécificationSPArith de l’arithmétique
élémentaire.
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Exemple 1.4.2Pour spécifier les listes d’éléments (le type élément et un type gé-
nérique qui peut être instancié par n’importe quel type selon les besoins), nous
utiliserons la signature équationnelle suivanteΣListes = (SListes, FListes, VListes)
telle que :

SListes = {liste, elem, entier}
FListes = {[] :→ liste

_ :: _ : elem× liste→ liste, (ajout d’un élément dans une liste)
_@_ : liste× liste→ liste, (concaténation de deux listes)
long : liste→ entier, (longueur d’une liste)
0 :→ entier,
succ : entier → entier} (passage au successeur)

VListes = {l, l′ : liste, e : elem, x, y : entier}

La spécification des listesSPListes se définit à l’aide de la signatureΣListes

que nous venons de définir et de l’ensemble d’axiomesAxListes suivant :

[]@l = l
(e :: l)@l′ = e :: (l@l′)
long([]) = 0

long(e :: l) = succ(long(l))

L’intérêt des formalismes de spécification est de permettred’écrire des spé-
cifications abstraites, c’est-à-dire s’intéressant auquoi du logiciel (c’est-à-dire
qu’est-ce que le logiciel est supposé faire) mais pas aucomment(c’est-à-dire com-
ment il est supposé le faire). L’avantage d’une spécification abstraite est qu’elle
est souvent plus concise et plus claire que l’écriture à l’aide d’un langage de pro-
grammation. C’est lors des étapes successives de raffinement que les choix d’al-
gorithmes devront être faits permettant ainsi d’aborder cet aspect du “comment”.1.4.2 Conséquen
es sémantiques

Dans les spécifications, nous n’écrivons que les propriétésrequises d’un logi-
ciel pour qu’il réponde au problème demandé à l’aide des axiomes. Cependant,
de ces propriétés élémnetaires requises, nous pouvons déduire un ensemble (sou-
vent infini) de propriétés non-explicitées dans la spécification. On parle alors de
conséquences sémantiques.

Définition 1.4.2 SoitSP = (Σ, Ax) une spécification. UnΣ-modèleM est un
SP -modèle (ou encore un modèle de la spécificationSP ) si et seulement si pour
tout axiomeϕ ∈ Ax,M |= ϕ.
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UneΣ-formuleψ est une
onséquen
e sémantique deSP , notéeSP |=

ψ, si et seulement si pour chaqueSP -modèleM, nous avonsM |= ψ.
SP • est l’ensemble de toutes les conséquences sémantiques d’une spécifica-

tion SP .

On remarque queSP • contient nécessairement les axiomes de l’ensembleAx
de la spécification.

Exemple 1.4.3Nous voulons montrer que l’égalité très simplex + succ(0) =
succ(x) est une conséquence sémantique de la spécificationSPArith donnée dans
l’exemple 1.4.1 page 15. Cela revient à montrer queSPArith |= x + succ(0) =
succ(x). SoitM un SPArith-modèle quelconque. Soitι une interprétation des
variables qui àx associe un entiern quelconque. Montrons alors queM |=ι

x + succ(0) = succ(x). Les choix deM et ι étant quelconques cela reviendra
à démontrerSPArith |= x + succ(0) = succ(x). Par hypothèse, les égalités sui-
vantes sont vérifiées :

n+M succM(0M) = succM(n +M 0M) (à l’aide de l’axiome Add2)
succM(n +M 0M) = succM(n) (à l’aide de l’axiome Add1)

Nous avons bien l’égalité de la formule de départ. C’est bienune conséquence
sémantique de la spécification.

La notion de conséquence sémantique permet ainsi de considérer une large
classe de formules qui sont des conséquences directes d’unespécification.1.4.3 Autre exemple : les piles

De nombreuses structures de données peuvent être décrites àl’aide des spéci-
fications. Par exemple, les piles :

SoitΣPiles = (SPiles, FPiles, VPiles) une signature équationnelle telle que :

SPiles = {entier, pile}
FPiles = {0 : entier, succ : entier → entier,

vide :→ pile,

empiler : entier × pile→ pile,

depiler : pile→ pile,

haut : pile→ entier,

hauteur : pile→ entier}
VPiles = {x : entier, p : pile}
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Les opérationsvide et empiler sont les constructeurs de pile. L’opération

depiler permet d’enlever le dernier élément empilé dans une pile. L’opération
haut renvoie ce dernier élément sans le supprimer. L’opérationhauteur renvoie
la hauteur de la pile (le nombre d’éléments).

La spécifications des pilesPiles est composé de la signatureΣPiles et de l’en-
sembleAxPiles d’axiomes suivant :

depiler(vide) = vide

depiler(empiler(x, p)) = p

haut(vide) = 0

haut(empiler(x, p)) = x

hauteur(vide) = 0

hauteur(empiler(x, p)) = succ(hauteur(p))
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Chapitre 2Réé
riture
Ce deuxième chapitre est dédié à une technique plus opérationnelle de raison-

nement que les systèmes d’inférence : la réécriture. La réécriture est une branche
de l’informatique théorique qui combine des éléments de logique, de program-
mation fonctionnelle, d’algèbre, et de preuve automatique. On lui trouve de nom-
breuses applications en génie logiciel, notamment en test fonctionnel, et plus gé-
néralement dès que l’on est en présence d’équations. Nous parlerons ici essentiel-
lement de la réécriture de termes [BN98, Klo92, DJ90] qui définit une sémantique
opérationnelle de la logique équationnelle (voir section 1.3).

Succinctement, on distingue la réécriture du raisonnementéquationnel pré-
senté dans le chapitre précédent par le fait que les élémentsmanipulés dans les
preuves ne sont plus les équations mais directement les termes. Ceci est rendu
possible par la manipulation de règles de réécriture qui sont des couples de termes
orientés de la gauche vers la droite. À l’aide de ces règles, la partie gauche d’une
règle peut être remplacée par la partie droite dans tout terme où cette partie gauche
apparaît comme sous-terme. Pour ce qui nous concerne, l’intérêt de cette tech-
nique vient principalement du fait que nous utiliserons desoutils formels princi-
palement issus de cette technique. Ceux-ci nous permettront de définir et démon-
trer la complétude des techniques de sélection de jeux de tests développées dans
le chapitre 6 de cette thèse. Plus précisément, nous allons utiliser dans la suite de
ce manuscrit deux outils formels issus de la réécriture : l’unification, et les ordres
de simplification. Mais avant de présenter ces deux techniques, nous devons au
préalable présenter quelques notions utiles à ces deux techniques.2.1 Positions et 
ontexte

Les termes de la logique des prédicats du premier ordre, de par leur défini-
tion inductive, peuvent être représentés à l’aide d’un arbre où les noeuds sont les41
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symboles d’opérations, et les feuilles les variables ou lesconstantes. Il est ainsi
possible de repérer chaque élément grâce à sa position dans le terme (dans l’arbre)
définie comme un mot surN.

Définition 2.1.1 (Position) SoientΣ une signature,V un ensemble de variables,
et t un terme deTΣ(V ).

L’ensemble despositions d’un termet est un ensemblePos(t) de chaînes de
caractères sur l’alphabet des entiers positifs qui est défini de la manière suivante :

– si t ∈ V alorsPos(t) = {ε} oùε dénote la chaîne de caractères vide,
– si t = f(t1, . . . , tn), alors

Pos(t) = {ε} ∪
n

⋃

i=1

{i.p | p ∈ Pos(ti)}

.

Pour toute positionω ∈ Pos(t), on note−|ω : TΣ(V )→ TΣ(V ) l’application
partielle définie inductivement pour tout termet ∈ TΣ(V ) sur la taille des mots
dePos(t) par :

– t|ε = t

– t|n.ω′ =

{

tn|ω′ si t = f(t1, . . . , tk) ave
 k ≥ n,indé�ni sinon
La positionε est la position de lara
ine du termet. Pour toute positionω

définie pour un termet, t|ω est appelésous-terme det.

Définition 2.1.2 (Contexte) SoientΣ une signature,V un ensemble de variables,
et2 une constante n’appartenant pas àΣ. Un
ontexte pourΣ ouΣ-
ontexte
est un terme deTΣ∪{20}(V ) dans lequel il n’y a qu’une seule occurrence du sym-
bole de constante2.

Dans la suite, on noteras[.]ω pour désigner un contextes où l’unique occur-
rence de2 apparaît à la positionω.

Enfin, pour tout termet et tout contextes[.]ω, on noteras[t]ω le terme deTΣ(V )
obtenu à partir des en remplaçant le symbole2 par le termet à la positionω
(c’est-à-dire tel ques[t]ω|ω = t).

Exemple 2.1.1Soit t = succ(x) + succ(succ(0)) un terme. L’arbre associé est
de la forme suivante :
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+

succ succ

x succ

0

Soit s le contextesucc(2) + succ(succ(0)) obtenu à partir du termet en
remplaçantx par le symbole2. Nous pouvons ainsi construire un nouveau terme
en remplissant2 qui représente une position “vide” dans le terme. Nous pouvons
le remplacer, par exemple, par un terme0× 0.

On notera le terme obtenus[0× 0]1.1 = succ(0× 0) + succ(succ(0)), ce qui
nous donne l’arbre suivant :

00

succ succ

0

succ×

+

2.2 Uni�
ation2.2.1 Présentation
Le concept d’unification [Lal90] est une notion centrale en programmation

logique. Il permet aussi bien de prouver que de calculer. Il permet de résoudre
et de propager des contraintes. Il nous sera très utile dans la suite de cette thèse,
notamment pour définir nos procédures de dépliage. Dans toute cette section, nous
allons unifier des termes de la logique des prédicats du premier ordre.

Résoudre une équationt1 = t2, c’est chercher ses solutions. Cela revient à
trouver dans une algèbreM des valeurs pour les variables det1 et t2, qui satisfont
cette équation.

Définition 2.2.1 SoientΣ une signature,t1, t2 des termes dansTΣ(V ), etM une
Σ-algèbre. Toute évaluationι : V ar(t1) ∪ V ar(t2) → M telle queι(t1) = ι(t2),
est unesolution de l'équation t1 = t2 dansM.
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Exemple 2.2.1L’équationx2 − 3 = 0 n’a pas de solution dansN, mais a deux
solution dansR (ι(x) =

√
3 et ι(x) = −

√
3).

L’énoncé du problème fait intervenir l’algèbreM dont dépend l’existence et
le nombre des éventuelles solutions.

Maintenant, on peut chercher des solutions dans l’algèbre des termes avec
variablesTΣ(V ). Dans ce cas là, on parle d’uni�
ation �nie. Dans sa forme
générale, l’unification se définie pour un ensemble d’équations.

Définition 2.2.2 (Unificateur) Soientt1, . . . tn, s1, . . . , sn des termes deTΣ(V ).
Un problème d'uni�
ation est un ensembleP d’équations de la forme{t1 =
s1, . . . , tn = sn}. Une substitutionσ est ununi�
ateur deP si pour touti, 1 ≤
i ≤ n, on aσ(ti) = σ(si). On noteU(P ) l’ensemble des unificateurs deP .

P estuni�able siU(P ) 6= ∅.

Deux termesr et s sont unifiables par la substitutionσ si σ est un unifica-
teur pour le problème d’unification{r = s}. De même, deux formules atomique
p(t1, . . . , tn) etp(s1, . . . , sn), oùp est un symbole de prédicat, sont unifiables par
σ si σ est un unificateur pour le problème d’unification{t1 = s1, . . . , tn = sn}.2.2.2 Uni�
ateur prin
ipal

Étant donné un problème d’unificationP , plusieurs unificateurs deP diffé-
rents peuvent exister. Considérons le problème d’unification {f(x) = f(g(z))}.
σ1 = [x/g(a), z/a] est un unificateur car on a bienσ1(f(x)) = σ1(f(g(z))) =
f(g(a)), mais ce n’est pas le seul. En effet, la substitutionσ2 = [x/g(z)] est éga-
lement un unificateur.

Afin de comparer ces substitutions, on considère les définitions suivantes :

Définition 2.2.3 (Unificateur principal) Soientσ et θ deux substitutions.θ est
dite plus générale queσ, et on noteσ ≥ θ s’il existe une substitutionµ telle
queσ = µ ◦ θ.

SoitP un problème d’unification et soitσ un unificateur deP . σ est ununi�-
ateur prin
ipal (most general unifier oumgu en anglais) deP , si pour tout
unificateurσ′ deP , il existe une substitutionγ telle queσ′ = σ ◦ γ.

L’unificateur principal est une substitution plus généraleque toutes les autres.
Il est plus général car il impose le minimum de contraintes possibles sur les substi-
tutions des variables. Dans notre exemple ci-dessus , l’unificateurσ2 = [x/g(z)]
est non seulement un unificateur de notre problème, mais il est plus général car
σ1 > σ2 et il n’existe pas d’autres substitutionσn telle queσ2 > σn.
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Sous les conditions ci-dessous, on peut montrer que siP a un unificateur, alors

il a ununi�
ateur prin
ipal unique. L’unificateur principal est, dans ce cas là,
notémgu(P ). Voici les deux conditions que l’on impose :

1. On identifie deux unificateursσ etσ′ d’un problèmeP qui ne diffèrent que
par des renommages de variables.

2. SiP est un problème d’unification etσ un unificateur principal deP , alors,
si le couplex/t est un élément deσ, x apparaît forcément dans une équation
deP .

Ces deux conditions sont élémentaires et l’on peut dire que le résultat ci-dessus
est vrai pour tout problème d’unification.2.2.3 Algorithmes d'uni�
ation

Une autre propriété fondamentale de l’unificateur principal est que s’il existe,
il est calculable pour tout problème d’unification.

Il existe plusieurs algorithmes d’unification permettant directement de décider
si deux termes sont unifiables ou pas (c’est-à-dire de vérifier queU(P ) 6= ∅, et,
dans le cas où l’unificateur deP existe, de calculermgu(P )).

Ici, nous présentons le premier algorithme d’unification proposée par Ro-
binson [Rob65] Il permet directement de décider si deux formules atomiques
p(t1, . . . , tn) et p(s1, . . . , sn) sont unifiables ou pas (p étant un symbole de pré-
dicat). Il permet donc de résoudre “naïvement” tout problème d’unification de la
forme{t1 = s1, . . . , tn = sn}. Les formules atomiques y sont vues comme deux
mots que l’on lit et traite de gauche vers la droite. On noteε la substitution vide.Algorithme d'uni�
ation de Robinson SoitA1 etA2 deux formules ato-
miques.

1. σ = ε

2. Tant que σ(A1) 6= σ(A2) faire

(a) Soitω la position du symbole d’opération le plus à gauche deσ(A1)
différent du symbole de même position dansA2,

(b) soitt1 = σ(A1)|ω et t2 = σ(A2)|ω les sous-termes qui commencent à
ce symbole,

(c) si ni t1, ni t2 ne sont des variables ou bien un parmit1, t2 est une
variable qui est un sous-terme strict1 de l’autrealors A1 etA2 ne sont1Un sous-terme stri
t d'un terme t est un terme qui apparaît dans t mais qui n'est pas

t.
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pas unifiables ;sinon déterminerx, une variable qui est ou bient1 ou bient2, ett qui
est l’autre parmit1, t2.
σ = σ ∪ {x/t}.�ndusi�ndutantque

3. σ est l’unificateur le plus général deA1 etA2.Autre algorithme d'uni�
ation Il existe un autre algorithme d’unification,
plus élégant, et qui utilise des règles de réécriture [Lal90].2.3 Systèmes de réé
riture2.3.1 Réé
riture de termes

La réécriture de termes est une technique de raisonnement qui consiste à ré-
duire une expression en la remplaçant par une autre (par exemple pour la simpli-
fier).

Plaçons nous dans le cadre des termes de la logique du premierordre (c’est-à-
direTΣ(V )). Considérons un typefigure qui est construit de la manière suivante :

– rien est une constante de typefigure,
– carre, triangle et cercle trois opérations qui prennent en argument un

terme de typefigure et qui renvoient un typefigure.
Le termecercle(carre(triangle(rien))) est de type figure, on le représente

par une imbrication de figures :

Unerègle de réécriturepour ces figures est une expression qui transforme une
figure en une autre figure. Par exemple, on pourrait avoir l’ensemble composé des
deux règles suivantes :

carre(triangle(f))
(1)→ triangle(carre(f))
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cercle(triangle(f))

(2)→ triangle(f)
avecf une variable.

Cet ensemble, appelésystème de réécriture de termes, nous permet de trans-
former notre figure de départ de la manière suivante :

(1) (2)

Comme nous le constatons, ces règles peuvent s’appliquer à l’intérieure d’une
figure, et la variablef des règles peut être remplacée par n’importe quelle figure.
On ne pouvait pas appliquer la règle (2) avant la règle (1) dans cet exemple. On
ne peut plus appliquer de règles sur la figuretriangle(carre(rien)).

Un système de réécriture est donc un ensemble de règles de la formea →
b. Ces règles sont utilisées de manière répétitive pour obtenir la forme la plus
simple possible. Chaque étape consistant à remplacer les sous-termes d’une ex-
pression donnée apparaissant comme membre gauche d’une règle de réécriture
par le membre droit de cette même règle. De manière plus formelle on définit ce
système ainsi :

Définition 2.3.1 (Règle et système de réécriture)SoitΣ = (S, F, V ) une signa-
ture équationnelle. Soientl et r des termes deTΣ(V ). Unerègle de réé
riture
est une paire(l, r) deTΣ(V )×TΣ(V ) telle queV ar(r) ⊆ V ar(l) On notera cette
paire l→ r.
Un ensemble de règles de réécritureR est appelésystème de réé
riture determes.
Exemple 2.3.1Comme exemple de système de réécriture, nous pouvons prendre
la définition de la fonction récursive d’Ackermann sur les entiers naturels.

Pour spécifier une fonction telle que celle d’Ackermann nousaurons besoin de
la signature suivanteΣAck = (SAck, FAck, VAck) telle que :

– SAck = {entier},
– FAck = {0 : entier, succ : entier → entier, Ack : entier × entier →
entier},

– VAck = {x, y : entier}.
La fonction d’Ackermann peut alors se définir par le systèmeRAck composé

des trois règles de réécriture suivantes :
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(1) Ack(0, y) → succ(y)
(2) Ack(succ(x), 0) → Ack(x, succ(0))
(3) Ack(succ(x), succ(y)) → Ack(x,Ack(succ(x), y))

Les systèmes de réécriture définissent un ensemble de règlesde base à ap-
pliquer sur les termes. L’application d’une seule de ces règles sur un terme est
appeléeétape de réécriture:

Définition 2.3.2 (Étape de réécriture) SoitR un système de réécriture. On note
→R⊆ TΣ(V )×TΣ(V ) la plus petite relation (au sens de l’inclusion) définie par :
t→R t′ si et seulement s’il existe

- u→ v ∈ R,
- σ : V → TΣ(V ),
- et un contextes[.]ω

tels quet = s[σ(u)]ω et t′ = s[σ(v)]ω.

On dit quet seréé
rit ent′, et on notet→R t′.
Exemple 2.3.2Pour le système de réécritureRAck de la fonction d’Ackermann,
le termeAck(succ(0), succ(0)) peut se réécrire de la manière suivante :

– enAck(0, Ack(succ(0), 0)) grâce à la règle (3),
– enAck(0, Ack(0, succ(0))) grâce à la règle (2) appliquée sur le sous-terme
Ack(succ(0), 0),

– enAck(0, succ(succ(0))) grâce à la règle (1) appliquée sur le sous-terme
Ack(0, succ(0)),

– ensucc(succ(succ(0))) (c’est-à-dire3) grâce à la règle (1).2.3.2 Propriétés des systèmes de réé
riture
Comme nous l’avons vu dans l’exemple d’introduction, les règles de réécriture

peuvent être appliquées de manière répétitive. On parle alors de dérivation :

Définition 2.3.3 (Dérivation) Avec les notations de la définition 2.3.2, unedéri-vation est une séquence de termes deTΣ(V ), (t1, . . . , tn) telle queti →R ti+1

pour touti ∈ {1, . . . , n− 1}.
L’application successive de plusieurs étapes de réécriture est également notée

∗→R. Elle correspond à la fermeture réflexive et transitive de→R. Quand il n’y a
pas d’ambiguïté sur le système de réécriture, on notera simplement

∗→.
On notera aussi

+→R la fermeture transitive de→R, c’est-à-dire l’application suc-
cessive de la relation→R au moins une fois. L’application successive d’une rela-
tion sur un terme peut parfois mener à une forme, dite normale, où l’on ne peut
plus appliquer aucune règle.
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Définition 2.3.4 Soit→R la relation associée au système de réécritureR. Un
élémente ∈ TΣ(V ) est uneforme normale pour la relation→R, si et seulement
si il n’existe aucun autre élémente′ ∈ TΣ(V ) tel quee→R e′.
e′ est appeléforme normale d’un termee ∈ TΣ(V ) si et seulement sie

∗→R e′
et e′ est une forme normale pour→R.

Exemple 2.3.3Dans l’exemple 2.3.2, le termesucc(succ(succ(0))) est une forme
normale pour la relation associée au système de réécritureRAck. Aucune règle
ne peut plus s’appliquer.
C’est également une forme normale pour le termeAck(succ(0), succ(0)).
Ack(succ(0), succ(0))

∗→RAck
succ(succ(succ(0)))2.3.2.1 Terminaison

L’application répétitive de ces règles de réécriture pose un problème bien
connu en informatique : celui de la terminaison. Un système de réécriture qui
termine est simplement un système qui ne permet pas d’effectuer de dérivation
infinie, c’est-à-dire qu’il n’est pas possible d’appliquerdes règles indéfiniment.

Définition 2.3.5 (Terminaison d’un système de réécriture)
On dit qu’une relation→R d’un système de réécritureR termine s’il n’existe
pas dedérivation infiniea0 → a1 → . . . lors de l’application de la relation. On
dit aussi que

∗→R est bien-fondée.

Le système de réécriture pour la fonction d’Ackermann est unexemple de
système de réécriture qui termine. Cependant la preuve de laterminaison n’est
pas simple, et utilise les ordres récursifs (ou lexicographiques) sur les chemins
que nous allons étudier dans la section 2.4.2.3.2.2 Con�uen
e

Comme nous l’avons déjà expliqué en introduction à ce chapitre, la réécriture
est utilisée comme sémantique opérationnelle de la logiqueéquationnelle. Une
condition naturelle à imposer sur la relation de réécriture→R est qu’elle soit
fonctionnelle, c’est-à-dire que sa fermeture réflexive et transitive

∗→R ne puisse
pas mener à deux réductions différentes à partir d’un même terme. On dit alors
qu’elle estconfluente. Ceci se définit de la façon suivante :

Définition 2.3.6 Un système de réécritureR est
on�uent si et seulement si
∀y1, y2, x, (y1 R

∗← x
∗→R y2 ⇒ ∃z, y1

∗→R z R ∗← y2).
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R

RR
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La notion de confluence est une propriété difficile à montrer pour un système
de réécriture. Souvent, on s’intéresse à une propriété plusfaible, la confluence
locale. Celle-ci nous dit que si un terme peut se réécrire en deux termes différents
par une seule étapede réécriture, alors il existe pour chacun de ses termes une
forme normale par application d’un certain nombre d’étapesde réécriture.

Définition 2.3.7 Un système de réécritureR est lo
alement 
on�uent si et
seulement si∀x, y1, y2, (y1 R ← x→R y2 ⇒ ∃z, y1

∗→R z R ∗← y2).

* *

R

RR

R

Ceci nous amène naturellement à présenter un résultat très important en ré-
écriture : le lemme de Newman [New42], également appelé lemme du diamant.
Il permet de dire que ces propriétés de confluence et de localeconfluence sont
équivalentes pour tout système de réécriture qui termine.

Lemme 2.3.1 (Lemme du diamant)SoitR un système de réécriture qui termine.
R est localement confluent si et seulement siR est confluent.

Une preuve originale de ce lemme sera donnée dans la section 3.3.2 page 79
de ce manuscrit.
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Comme nous l’avons déjà vu précédemment, la réécriture est utilisée comme

sémantique opérationnelle de la logique équationnelle. Une propriété importante à
imposer au système de réécriture, en plus de la confluence, est alors la terminaison.
Dans ce cas là, il est facile de montrer que tout terme possèdenécessairement
une unique forme normale pour

∗→R. Ceci permet alors d’utiliser le système de
réécritureR possédant les propriétés de confluence et de terminaison comme un
programme informatique. Le problème est de montrer la terminaison d’un système
de réécriture ; c’est un problème extrêmement difficile.

Au lieu de montrer la terminaison de la relation→R, une stratégie commu-
nément utilisée est de montrer que→R est incluse dans une autre relation bi-
naire qui possède déjà cette propriété de terminaison. En effet, une dérivation
pour un système de réécriture peut être vu comme une suite de relation binaire
entre éléments de même type. Par exemple la transformation,issue de l’arithmé-
tique2 + (2 + 1) → 2 + 3 → 5 s’intègre parfaitement dans une relation binaire
2 + (2 + 1) ≻ 2 + 3 ≻ 5 où a ≻ b si et seulement si le nombre de symboles
utilisés dansa est strictement supérieur au nombre de symboles utilisés dansb. La
transformation termine si l’ordre considéré est bien-fondé.

Pour faciliter cette démarche, des classes particulières d’ordres bien fondés
ont été définies. Nous allons désormais présenter une telle classe d’ordres bien-
fondés : lesordres récursifs sur les chemins. Rappelons tout d’abord quelques
notions préliminaires de base.2.4.1 Préliminaires2.4.1.1 Les relations binaires et les ordres

Une relation d’ordre est une relation binaire particulière. Elle s’applique sur un
ensemble et permet de comparer les éléments entre eux de manière cohérente. Un
ordre est un ensemble muni d’une relation d’ordre vérifiant certaines propriétés.

Exemple 2.4.1L’ensemble des entiers naturelsN muni de la relation d’ordre≤
classique est un ordre.

Rappelons tout d’abord quelques propriétés bien connues des relations bi-
naires :

Définition 2.4.1 SoitE un ensemble. Une relation binairer surE est dite :ré�exive si ∀x ∈ E, xrx,symétrique si ∀x, y ∈ E, xry ⇒ yrx,antisymétrique si ∀x, y, z ∈ E, xry ∧ yrx⇒ x = y,
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Un ordre n’est rien d’autre qu’une relation binaire particulière sur un ensemble
d’éléments.

Définition 2.4.2 Un ordre surE est une relation binaire surE (notée� ou�)
qui est réflexive,antisymétriqueet transitive.

Définition 2.4.3 Unpré-ordre surE est une relation binaire qui est réflexive et
transitive.

Une relation d'équivalen
e surE est une relation binaire surE qui est
réflexive,symétriqueet transitive.

La relation d'équivalen
e =� asso
iée à un ordre � surE est définie
par : ∀x, y ∈ E, x =� y si et seulement six � y ety � x.

L’ordre stri
t≻ associé à un ordre� est défini par :∀x, y ∈ E, x ≻ y si et
seulement six � y etx 6=� y.2.4.1.2 Relations bien-fondées

Une relation qui termine est aussi dite relation bien-fondée ou en encore nœ-
thérienne2. C’est exactement une relation de ce type qui nous intéressepour prou-
ver la terminaison, puisqu’elle ne possèdent pas de dérivation infinie. Rappelons
sa définition :

Définition 2.4.4 (Relation et ensemble nœthériens)SoitE un ensemble. Une re-
lation< surE est diten÷thérienne (ou encorebien-fondée) si et seulement si
toute chaîne d’éléments(xi)i∈N deE liée par< (x1 < x2 < . . .) est stationnaire,
c’est-à-dire qu’il existe unn ∈ N tel que pour touti > n, xi = xn. L’ensemble
(E,<) est lui aussi dit nœthérien.

La preuve de terminaison n’est pas décidable dans le cas général. Le résultat
suivant nous assure alors qu’il est possible de prouver la terminaison d’un système
de réécritureR en montrant que

∗→R est incluse dans une relation bien-fondée.

Proposition 2.4.1 Soientr1 une relation binaire surE et r2 une relation nœthé-
rienne surE. Si on ar1 ⊆ r2 , alorsr1 est aussi nœthérienne.

PreuveSupposons qu’il existe une séquence décroissante infinie etnon-stationnaire
pourr1.

s1 r1 . . . r1 sk r1 . . .2d'Emmy N÷ther, mathémati
ienne allemande
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Comme on a par définitionr1 ⊆ r2 alors cela implique donc qu’il existe une
séquence décroissante infinie non-stationnaire pourr2

s1 r2 . . . r2 sk r2 . . .

Ce qui est une contradiction puisque la relationr2 est nœthérienne.
⋆

L’ordre nœthérien le plus simple est la relation> («est supérieur à») sur les en-
tiers naturels. Mais l’inclusion dans cet ordre, pour prouver la terminaison, n’est
pas toujours facile à trouver. Par exemple, définissons la relation→ sur N× N
telle que :(i, j + 1)→ (i, j) et (i+ 1, j)→ (i, i). La fonctionf : (i, j) 7→ i2 + j

permet l’inclusion de
∗→R dans>, mais elle ne vient pas à l’esprit immédiate-

ment !
Lorsque les ordres habituels ne suffisent pas, il est possible d’en créer de nou-

veaux par combinaison des premiers. C’est ce que nous allonsvoir dans la section
2.4.2 avec lesordres récursifs sur les chemins.2.4.1.3 Les multi-ensembles

Dans cette section, nous allons décrire une structure intermédiaire entre les
ensembles et les listes qui rentre en jeu dans la définition des ordres récursifs sur
les chemins.

Dans un ensemble, les éléments n’apparaissent qu’une seulefois. Il est sou-
vent très utile d’avoir des ensembles dans lesquels les éléments peuvent apparaître
plusieurs fois. Les multi-ensembles permettent ceci. Il secomportent comme des
listes non ordonnées où les répétitions sont autorisées. Ils sont très utiles notam-
ment en réécriture, et pour ce qui nous concerne pour prouverdes résultats de
terminaison tels que nous les verrons dans le chapitre 3. Ilspermettent aussi de
définir une classe particulière du calcul des séquents où certaines règles structu-
relles sont explicites (voir chapitre 3).Présentation
Définition 2.4.5 Un multi-ensemble est une paire(E,m) où E est un en-
semble etm : E → N une fonction qui à tout élémente ∈ E, associe un nombre
entier positif qui représente le nombre d’occurrences de cet élément dans le multi-
ensemble.

En particulier, un élémenta ∈ E n’appartient pas au multi-ensemble(E,m)
si et seulement sim(a) = 0. On noteraM(E) l’ensemble de tous les multi-
ensembles construits à partit de l’ensembleE.

On peut écrire les multi-ensembles de manières différentes:
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– comme un ensemble de couples

⋃

e∈E(e,m(e))
– comme une séquence d’éléments entre double-accolades{{x1, x2, . . . , xn}}

Exemple 2.4.2{{x, x, y, z, z, z}} et{(x, 2), (y, 1), (z, 3)} dénotent le même multi-
ensemble.Propriétés des multi-ensembles Les propriétés des multi-ensembles sont
très proches de celles des ensembles, mais nécessitent des définitions adaptées que
nous donnons dans cette section.

Définition 2.4.6 La taille d’un multi-ensemble(E,m), notée|(E,m)|, est la
somme de toutes les occurrences des éléments deE donnée par la fonctionm :

|(E,m)| = Σe∈Em(e)

Le multi-ensembleC = {{x, x, y, z, z, z}} est de taille|C| = 2 + 1 + 3 = 6.

Définition 2.4.7 Un multi-ensemble(E ′, n) est unsous multi-ensemble de
(E,m), noté(E ′, n) ⊆ (E,m), si et seulement siE ′ est un sous-ensemble deE,
E ′ ⊆ E, et pour tout élémente ∈ E ′, n(e) ≤ m(e).

{{x, y, z}} est un sous multi-ensemble deC, mais{{x, y, y, z}} n’en est pas un car
y apparaît deux fois alors qu’il n’apparaît qu’une fois dansC.

On peut redéfinir les opérations habituelles des ensembles,comme la diffé-
rence et l’union de deux multi-ensembles.

Définition 2.4.8 Soit(E,m) et (E, n) des multi-ensembles.
L’union des deux multi-ensembles, notée(E,m) ∪ (E, n), est définie par la

fonction associéef : E → N telle que, pour toute ∈ E, f(e) = m(e) + n(e). On
note(E, f) le multi-ensemble résultant de l’union.

Ladi�éren
e des deux multi-ensembles, notée(E,m)− (E, n), est le multi-
ensemble(E, f) tel que la fonction associéef : E → N est définie de la manière
suivante : pour toutx ∈ E,
f(x) = n(x)−m(x) si n(x) ≥ m(x),
f(x) = 0 sinon.
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définir des relations d’ordre sur les multi-ensembles. La comparaison de deux
multi-ensembles(E, n) et (E ′, m), se fait via une relation d’ordre sur les multi-
ensembles notée≺≺ obtenue à partir d’une relation� sur les ensembles. Pour
pouvoir dire qu’un des multi-ensembles est plus petit que l’autre, il faut que(E, n)
soit obtenu à partir de(E ′, m) en retirant zéro ou plusieurs éléments de(E ′, m),
et en remplaçant (ou non) chacun de ces élémentsx par des éléments plus petit
quex (dans l’ordre associé�).

Exemple 2.4.3Par exemple, pour une relation d’ordre classique≤ sur l’ensemble
des entiers naturelsN, on aura l’ordre<< surM(N). Ainsi on aura :
{{2, 3, 5, 5}} << {{2, 2, 3, 5, 5, 5}}
{{1, 2, 3, 4, 5}} << {{2, 2, 3, 5, 5, 5}}
mais on aura pas :
{{2, 3, 5, 6}} << {{2, 3, 5, 5}}.

Voici une définition plus formelle :

Définition 2.4.9 Soit� un ordre associé à un ensembleE, la relation≺≺ sur
l’ensemble des multi-ensemblesM(E).

Soient(E, n) et (E ′, m) deux multi-ensembles,(E, n) ≺≺ (E ′, m) si et seule-
ment si :

– (E, n) = (E ′, m), ou
– il existe des multi-ensembles finis(X, g), (Y, h), avec(X, g) ⊆ (E ′, m), tels

que(E, n) = ((E ′, m)−(X, g))∪(Y, h), et pour touty ∈ Y il existex ∈ X
tel quey ≺ x2.4.2 Ordres ré
ursifs sur les 
hemins

Voici donc, la présentation des ordres récursifs (ou lexicographiques) sur les
chemins. Ils nous permettrons également de prouver la terminaison de nos procé-
dures de normalisation d’arbres de preuve dans le chapitre 3.2.4.2.1 Ordres de rédu
tion

Nous voulons prouver la terminaison d’un système de réécriture défini sur la
base d’un ensembleR de schémas de règles. L’instanciation de ces règles par
application de substitutions et de contextes permet d’obtenir la relation notée→R
(voir définition 2.3.2 page 48). Nous avons envie de prouver l’inclusion dans un
ordre nœthérien< de touts les schémas deR. Comme on l’a vu dans la définition
2.3.2 de la section sur la réécriture, une étape de réécriture implique que la relation
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soit stable par substitution et par passage au contexte. Pour garantir la terminaison
de la relation complète, il faut donc que< soit stable par passage au contexte et
par substitution. La relation< est alors appelée ordre de réduction.

Définition 2.4.10 Un ordre de réé
riture< est un ordre clos par substitution
et par passage au contexte : sit < t′ alors pour toute substitutionσ et tout
contextes[.]w, s[σt]w < s[σt′]w.
Un ordre de rédu
tion est un ordre de réécriture nœthérien.

Nous pouvons ainsi introduire le résultat suivant, dont un des sens est une
spécialisation de la proposition 2.4.1 page 52 :

Théorème 2.4.1 (de Lankford) Un système de réécriture de terme→R termine
si et seulement s’il existe unordre de réduction< tel queR ⊆< (c’est-à-dire que
l < r pour toute règlel → r ∈ R).

Preuve

1. (⇒) On suppose que la relationR termine. Pour toutes expressionss, t
telles ques →R t, il est évident qu’il existe un ordre nœthérien> tel que
s > t. La relation ne terminerait pas sinon. On peut donc affirmer que>
est un ordre de réduction puisqu’une relation de réécritureest par définition
close par substitution et par contexte.

2. (⇐) Inversement, si il existe un ordre de réduction> tel que pour toute
règlel → r ∈ R on al > r, quelque soit la séquence décroissantet1 →R
t2 →R . . . correspondante à la séquence décroissantet1 > t2 > t3 > . . .
celle-ci termine. En fait, si ce n’était pas le cas, cela signifierait que l’ordre
de réduction> n’est pas nœthérien.

⋆2.4.2.2 Ordres de simpli�
ation
Les ordres récursifs sur les chemins font partie d’une classe plus grande d’ordres

de réduction sur les termes : les ordres de simplification.

Définition 2.4.11 (Ordre de simplification) Soit Σ = (S, F, V ) une signature.
Un ordre≻ surTΣ(V ) est un ordre de simplification si pour chaque nom de fonc-
tion f d’arité n ∈ N, on a

1. la stabilité par contexte : si pour tout1 ≤ i ≤ n, ti ≻ t′i, alorsf(t1, . . . , tn) ≻
f(t′1, . . . , t

′
n).

2. la propriété de sous-terme : pour tout1 ≤ i ≤ n, f(t1, . . . , tn) ≻ ti.
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Ces ordres sont bien-fondés, c’est ce que nous dit le théorème de Dershowitz

en se fondant sur un résultat plus ancien, le théorème de Kruskal. La preuve clas-
sique, que l’on peut trouver dans [Lal90, BN98] s’appuie surle la notion de bon
pré-ordre, et sur une relation dite de plongement.

Définition 2.4.12 (Relation de plongement)Soit Σ = (S, F, V ) une signature.
La relation⊑ deplongement est définie par :

t = f(t1, . . . , tn) ⊑ g(t′1, . . . , t
′
m) = t′

avect, t′, ti, t′j des termes, si l’une des trois conditions suivantes est satisfaite :

1. t = t′,

2. f = g et ti ⊑ t′i, pour touti, 1 ≤ i ≤ p,

3. il existei, 1 ≤ i ≤ m tel quet ⊑ t′i.

Ainsi, t ⊑ t′ si t peut être obtenu à partir det′ en “élaguant”t′. Plaçons nous
dans le cadre plus général des pré-ordre.

Définition 2.4.13 Un pré-ordre≤ est unbon pré-ordre si pour toute séquence
infinie (xn)n∈N il existei, j tel quei < j etxi ≤ xj .

L’intérêt des bon pré-ordres est qu’ils sont nécessairement bien fondés. Le
théorème de Kruskal nous permet alors de prouver que l’ordrede plongement est
bien un bon pré-ordre et donc qu’il est bien fondé. En voici l’énoncé :

Théorème 2.4.2 (Kruskal) SoitΣ une signature finie. La relation de plongement
⊑ est un bon pré-ordre sur les termes closTΣ.

Comme nous l’avons déjà dit la preuve de ce théorème est classique, et on
peut la trouver dans [Lal90, BN98]. Il nous permet de montrerle résultat suivant :

Théorème 2.4.3Les ordres de simplification sont bien fondés.

Ce résultat nous permettra ainsi de prouver la terminaison de certains systèmes
de réécriture lorsque ceux-ci sont contenus dans un ordre desimplification. C’est
le théorème de Dershowitz [Der82, DJ90] qui nous l’assure :

Théorème 2.4.4 (Théorème de Dershowitz)Un système de réécritureR est bien-
fondé s’il existe un ordre de simplification≻ tel queσ(t) ≻ σ(t′) pour toute règle
t→ t′ ∈ R et pour toute substitutionσ.
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L’idée sous-jacente aux ordres récursifs sur les chemins (re
ursive path orde-rings en anglais) est que deux termes sont ordonnés en comparant leurs symboles

à la racine selon un ordre nœthérien sur les symboles de fonctions de la signature
et, de façon récursive, les multi-ensembles de leurs sous-termes immédiats.

Définition 2.4.14 (Ordre récursif sur les chemins)SoientΣ une signature etV
un ensemble de variables. Soit≻ un ordre “de précédence” surΣ∪V tel que deux
variables différentes sont incomparables, et les symbolesde fonction et les va-
riables sont incomparables. On construit à partir de≻ l’ordre récursif sur les che-
mins (rpo ou recursive path ordering, en anglais)≻rpo sur l’ensemble des termes
TΣ(V ) et l’ordre associé≻≻rpo surM(TΣ(V )) l’ensemble des multi-ensembles de
termes.

On note∼rpo l’équivalence par permutation des sous-termes :f(t1, . . . , tn) ∼rpo

f(t′1, . . . , t
′
n) si ti ∼rpo t

′
π(i) pour une permutation des indices allant de1 à n ; et

t ∼≻rpo t′ si t ≻rpo t′ ou t ∼rpo t
′.

t = f(t1, . . . , tn) ≻rpo g(t′1, . . . , t′m) = t′

si l’une des trois conditions suivantes est satisfaite :

(RPO1) f = g (doncm = n), et{{t1, . . . , tn}} ≻≻rpo {{t′1, . . . , t′n}}
(RPO2) f ≻ g et pour touti, 1 ≤ i ≤ m, t ≻rpo t′i
(RPO3) f � g et il existei, 1 ≤ i ≤ n tel queti ∼≻rpo t′

Les ordres récursifs sur les chemins sont des ordres de simplification, donc ils
sont également bien-fondés [Lal90]. Nous allons pouvoir les utiliser pour prouver
la terminaison de systèmes de réécriture.2.4.2.4 Ordres lexi
ographiques sur les 
hemins

Un ordre lexicographique est un ordre récursif (lexicographic path order) sur
les chemins particulier où les multi-ensembles sont desn-uplets.

Il faut d’abord définir l’extension lexicographique den relations d’ordre. De
plusieurs relations d’ordres élémentaires on pourra ainsidéfinir un nouvel ordre
construit lexicographiquement.

Définition 2.4.15 (Extension lexicographique)Soient(E1,<1), . . . , (En,<n),n
ensembles ordonnés. L’extension lexi
ographique de<1, . . . ,<n, notée<lex,
est définie surE1 × . . .× En par :

(x1, . . . , xn) <lex (y1, . . . , yn)

si et seulement si on a :
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– ∀i(1 6 i 6 n), xi = yi, ou bien
– ∃i(1 6 i 6 n), xi <i yi ∧ ∀j(1 ≤ j < i), xj = yj

Proposition 2.4.2 Si les ensembles ordonnés(E1,<1), . . . , (En,<n) sont tous
nœthériens, alors leur extension lexicographique<lex est elle aussi nœthériene.

Preuve Par l’absurde, supposons qu’il existe une séquence décroissante infinie
non-stationnaire pour<lex.

(s1, . . . , sn) <lex . . . <lex (t1, . . . , tn) <lex . . .

Par définition de<lex on sait qu’il existe un indicei tel que l’on ait une suite
décroissante infinie non-stationnaire telle que :

si <i . . . <i ti <i . . .

Ceci est une contradiction puisque l’on a supposé que tous les ensembles étaient
munis d’une relation nœthérienne. ⋆

Sur le même principe, il est possible d’étendre la définitionde l’extension
lexicographique pour comparer des séquences bornées (maisde tailles différentes)
d’éléments de plusieurs ensembles.

Définition 2.4.16 (Ordre lexicographique) Soient(E1,<1), . . . , (En,<n),n en-
sembles ordonnés.L'ordre lexi
ographique, noté<lexe , est défini de la ma-
nière suivante :

∀m, p ≤ n, (s1, . . . , sm) <lexe (t1, . . . , tp)⇔ (s1, . . . , sk) <lex (t1, . . . , tk),

k étant le minimum entrem etp.

Proposition 2.4.3 Si les ensembles ordonnés(E1,<1), . . . , (En,<n) sont tous
nœthériens, alorsl'ordre lexi
ographique <lexe est lui aussi nœthérien.

Preuve Par l’absurde, supposons qu’il existe une séquence décroissante infinie
non-stationnaire pour<lexe .

(s1, . . . , sm) <lexe . . . <lexe (t1, . . . , tp) <lexe . . .

L’ordre de cette séquence s’établit uniquement sur lesn premiers éléments des
tuples, sachant quen représente la longueur du tuple de plus petite taille de la
séquence. On posek comme étant la longueur du tuple de plus grande taille de la
séquence. Il existe donc un tuple de termes quelconque de taille k, (s′1, . . . , s

′
k),
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tel que l’on puisse compléter tous les tuples de taille strictement inférieure àk par
lesk − l derniers éléments de cet ensemble,l étant la taille du tuple à compléter.
On obtient ainsi une séquence infinie ordonnée selon<lex :

(s1, . . . , sm, s
′
m+1, . . . , s

′
k) <lex . . . <lex (t1, . . . , tp, s

′
p+1, . . . , s

′
k) <lex . . .

On en arrive donc à une contradiction puisquel’extension lexicographique<lex
est nœthérienne. ⋆

L’ordre lexicographique sur les chemins va nous permettre de prouver la ter-
minaison de systèmes de réécriture, notamment dans l’exemple 2.3.1 page 47 de
la fonction d’Ackermann.

Définition 2.4.17 (Ordre lexicographique sur les chemins)SoientΣ une signa-
ture,V un ensemble de variables, et>F un ordre nœthérien sur F (les symboles
de fonctions).L'ordre lexi
ographique sur les 
hemins >lpo est défini sur
les termes deTΣ(V ) par s>lpot si :

1. (LPO1) t ∈ V ar(s) et s 6= t ou bien

2. (LPO2) s = f(s1, . . . , sn) et t = g(t1, . . . , tm) et l’une des conditions
suivantes est vérifiée :

(a) (LPO2a) f =F g, (s1, . . . , sn) >
lpo
lexe (t1, . . . , tm) et∀i ∈ {1, . . . , m},

s >lpo ti ;

(b) (LPO2b) f >F g et∀i ∈ {1, . . . , m}, s >lpo ti;

(c) (LPO2
) ∃i ∈ {1, . . . , n} tel quesi >lpo t ou biensi = t (c’est-à-
dire si > t).

Il s’agit en fait d’un ordre récursif sur les chemins où l’on remplace la condi-
tion (RPO1) par la condition(LPO2a).

Théorème 2.4.5Les ordres lexicographiques sur les chemins sont des ordresde
simplification.

La preuve est similaire à celle faite pour les ordres récursifs sur les chemins
et pour les lecteurs intéressés, est disponible dans la littérature traitant de ce sujet,
par exemple [BN98, Lal90].2.4.2.5 Exemple : La fon
tion d'A
kermann

À partir du système de réécritureR défini dans l’exemple 2.3.1 page 47, que
l’on rappelle ici, nous allons montrer que la relation

∗→R est incluse dans un ordre
lexicographique sur les chemins et donc que le système de réécriture termine.
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(1) Ack(0, y) → succ(0)
(2) Ack(succ(x), 0) → Ack(x, succ(0))
(3) Ack(succ(x), succ(y)) → Ack(x,Ack(succ(x), y))

Commençons d’abord par définir l’ordre bien-fondé>F sur les symboles de
fonctions :

Ack >F succ >F 0

Montrons alors que la relation→ vérifie l’ordre lexicographique sur les che-
mins>lpo sous-jacent à>F . Nous devrons alors montrer que chacune des règles
de la fonction d’Ackermann est incluse dans>lpo. Par fermeture par contexte,
substitution et transitivité, nous aurons alors nécessairement

∗→R⊆>lpo.
– Pour l’équation (1) de la fonction d’Ackermann, nous devons montrer que
Ack(0, x) >lpo succ(0).
Nous nous trouvons dans le cas(LPO2b), avecs = Ack(0, x) et t =
succ(0), doncn = 2 et m = 1. Nous savons, d’après l’ordre défini sur
les symboles, queAck >F succ. Nous devons donc montrer que∀i ∈
{1, . . . , m} (c’est-à-dire pouri = 1 carm = 1), s >lpo t1 (c’est-à-dire
queAck(0, y) >lpo 0).
Pour montrer queAck(0, y) >lpo 0, profitons du fait que l’ordre lexico-
graphique sur les chemins a la propriété de sous-terme, c’est-à-dire que tout
terme est plus grand que chacun de ses sous-termes. Nous avons donc immé-
diatement queAck(0, y) >lpo 0 puisque0 est un sous-terme deAck(0, y).
Nous avons donc bien démontré que l’équation (1) de la fonction d’Acker-
mann vérifie l’ordre lexicographique sur les chemins.

– Pour l’équation (2), montrons queAck(succ(x), 0) >lpo Ack(x, succ(0)).
Nous avonss = Ack(succ(x), 0), t = Ack(x, succ(0)), et doncn =
m = 2.
Nous nous trouvons dans le cas(LPO2a) avecf =F g =F Ack. Il faut
donc prouver deux choses différentes :

1. (s1, s2) >
lpo
lexe (t1, t2) c’est-à-dire que(succ(x), 0) >lpo

lexe (x, succ(0)).
Nous allons en fait comparer les ensembles des arguments desdeux
côtés de l’équation selon l’extension lexicographique des ordres(voir
définition 2.4.15).

Nous avonsm = n = 2 (la cardinalité des tuples à comparer) et nous
devons montrer(s1, s2) >

lpo
lex (t1, t2) car les deux ensembles sont de

même cardinalité.

Il nous suffit donc simplement de prouver quesucc(x) >lpo x. Ce qui
est immédiat carx est un sous-terme desucc(x).
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2. ∀i ∈ {1, 2}, s >lpo ti.

Pouri = 1, montrons queAck(succ(x), 0) >lpo x, ce qui est immédiat
puisquex est un sous-terme deAck(succ(x), 0). Pouri = 2, montrons
queAck(succ(x), 0) >lpo succ(0). Comme pour l’équation (1), nous
utilisons(LPO2b) et nous devons donc prouverAck(succ(x), 0) >lpo

0, ce qui est de nouveau une conséquence immédiate de la propriété
des ordres de sous-terme.

– Et puis, pour l’équation (3), nous devons montrer queAck(succ(x), succ(y))
>lpo Ack(x,Ack(succ(x), y)). Comme pour l’équation (2), nous passons
d’abord par(LPO2a),

1. Pour le premier cas nous sommes dans la même situation.

2. Pour le deuxième c’est un peu différent.
Pour i = 1, montrons queAck(succ(x), succ(y)) >lpo x. C’est le
même problème que dans l’équation (2), nous sommes dans le cas
(LPO1).
Pouri = 2, montrons queAck(succ(x), succ(y)) >lpo Ack(succ(x), y).
Nous nous retrouvons dans le cas(LPO2a) :

(a) (succ(x), succ(y)) >lpo
lex (succ(x), y) car succ(x) = succ(x), et

succ(y) >lpo y (selon l’ordre de sous-terme)

(b) Pouri = 1, Ack(succ(x), succ(y)) >lpo succ(x), que nous pou-
vons comme dans les cas précédent montrer grâce à la propriété
de sous-terme.
Pouri = 2,Ack(succ(x), succ(y)) >lpo y cary est un sous-terme
deAck(succ(x), succ(y)).

Ceci termine donc l’exemple. Nous avons bien ce que nous voulions démon-
trer.2.5 Systèmes de réé
riture 
onditionnelle

Dans cette section, nous présentons une classe particulière de systèmes de
réécriture [KK06], les systèmes de réécriture conditionnelle. Les formules consi-
dérées sont alors desformules conditionnellesde la forme

t1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n ⇒ l = r

où t1 = t′1, . . . , tn = t′n sont lesconditions, et l = r la conclusionde la
formule.

Les règles de réécriture conditionnellesont construites à partir de formules
conditionnelles dont on oriente la conclusion et on les note
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t1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n ⇒ l → r

Définition 2.5.1 Un système de réé
riture 
onditionnelle est un ensemble
de règles de réécriture conditionnelle de la forme

t1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n ⇒ l → r

où t1 = t′1∧· · ·∧ tn = t′n sont les conditions, etl etr sont, respectivement, les
parties gauches et droites des conclusions des règles de réécriture conditionnelle.

Pour un système de réécritureR, une règle donnée s’applique sur un terme si
ses conditions sont satisfaites lorsqu’elles sont instanciées par la substitution qui
convient.

Dans les systèmes de réécriture classiques, les variables,contenues dans le
membre droit d’une règle, apparaissent également dans le membre gauche. On
généralise cette condition aux systèmes de réécriture conditionnelle : les variables
contenues dans les conditions ou dans le membre droit, apparaissent également
dans le membre gauche de la règle. Cette condition n’est pas nécessaire dans le
cas général, mais est bien souvent requise.

Définition 2.5.2 SoitR un système de réécriture conditionnelle. Un termet seréé
rit en un termet′, que l’on notet→R t′ si il existe :

1. une règle de réécrituret1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n ⇒ l → r dansR,

2. une positionω dans le termet,

3. une substitutionσ, satisfaisantt|ω = σ(l),

4. une substitutionτ telle que les conditionsτ(σ(t1)) = τ(σ(t′1)) ∧ · · · ∧
τ(σ(tn)) = τ(σ(t′n)) soient vérifiées.

On a ainsit′ = t[τ(σ(r))]ω.

D’après cette définition, une règle de réécriture conditionnelle est applicable si
il existe une substitution sur les variables telle que les conditions soient satisfaites.
Ce problème peut être résolu par un processus appelé “narrowing” en anglais.
Mais la définition 2.5.2 est trop générale pour être applicable. Il faut donc poser
des conditions plus restrictives. La première chose requise est que chaque variable
apparaissant soit dans les conditions, soit dans la partie droite de la conclusion doit
aussi apparaître dans la partie gauche de la conclusion, c’est-à-dire

V ar(t1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n) ∪ V ar(r) ⊆ V ar(l)
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Puis dans la condition 4,τ devient l’identité, et nous la remplaçons par la

condition suivante :
4. pour touti, σ(t′i) est une forme normale deσ(ti)

La propriété suivante de réduction sur les systèmes de réécriture conditionnelle
nous permettra de garantir des propriétés pour un de nos critères de sélection
donné dans le chapitre 6 de ce manuscrit.

Définition 2.5.3 (Réduction) Un système de réécriture conditionnelleR estré-du
teur si et seulement si il est équipé d’un ordre bien fondé qui satisfait pour
toutes les règles

∧

1≤i≤m

ti = t′i ⇒ t→ t′ dansR et toutes les substitutionsσ :

– σ(t) > σ(t′), et
– ∀i ∈ {1, . . . , m}, σ(t) > σ(ti), σ(t) > σ(t′i).
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Chapitre 3Normalisation d'arbres de preuve
Dans beaucoup de situations en logique, pour faciliter l’utilisation des sys-

tèmes d’inférence, ou pour obtenir des résultats de cohérence ou de décidabilité
sur les systèmes de preuve, ou encore pour faire de la preuve automatique, on
utilise souvent une stratégie d’application des règles d’inférence. L’intérêt est de
réduire l’espace de recherche des arbres de preuve. Citons quelques exemples où
une stratégie d’application des règles d’inférences peut être utilisée :

– le résultat de logicalité pour de nombreuses formes de logiques équation-
nelles [vO04, Bir35, Kap84, ABD02] ;

– l’élimination des coupures qui montre que la règle de coupure n’est pas
nécessaire pour le calcul des séquents et pour la déduction naturelle dans
de nombreuses logiques (logique du premier ordre [Gen35], logique intui-
tionniste [Kle52], logiques modales [Wal90], déduction modulo [DW99],
display logic [DG03] ) ;

– la propriété de confluence pour les systèmes de réécriture (voir la section
2.3.2.2) ;

Pour savoir si on ne perd pas en puissance de preuve en utilisant ces stratégies,
il faut montrer que n’importe quel arbre de preuve, sans stratégie d’application des
règles, coïncide exactement avec la classe d’arbres de preuve, correspondante à la
stratégie particulière d’application des règles. Nous dirons alors qu’elles sont cor-
rectes et complètes par rapport au système d’inférence de départ.
La correctionest trivialement satisfaite car les arbres résultants de telles stratégies
sont avant tout des arbres de preuve.
La complétudeest beaucoup plus complexe. En effet, elle demande que pour tout
énoncé de théorème, il existe un arbre de preuve associé satisfaisant la structu-
ration imposée par la stratégie d’application des règles d’inférence. Usuellement,
dans tous les systèmes formels où ce type de démarche de restriction de l’espace
de recherche des arbres de preuve a été appliqué, la complétude est une consé-
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quence d’un résultat plus fort qui consiste à définir des transformations d’arbre de
preuve élémentaires, de montrer que ces transformations terminent et que l’espace
des preuves ainsi obtenues “couvre” l’espace des théorèmes. On observe alors
que ces transformations se caractérisent par des transformations élémentaires qui
consistent souvent à faire remonter certaines règles sur d’autres. On parle alors
denormalisation d’arbres de preuve. En général, dans les systèmes formels où de
tels résultats de normalisation ont été appliqués, la difficulté ne réside pas dans la
définition de ces transformations élémentaires mais dans lapreuve de terminaison
de ces dernières. À chaque fois que de tels résultats de normalisation d’arbres de
preuve ont été établis, c’est de façon ad-hoc au système formel sous-jacent.

Dans cette partie, nous allons montrer que de nombreux résultats peuvent
s’unifier et ainsi se généraliser indépendemment du systèmeformel sous-jacent.
Ainsi, nous allons montrer que des résultats de normalisation aussi différents que
la logicalité, le lemme de Newman ou encore l’élimination des coupures dans
le calcul des séquents et en déduction naturelle s’unifient dans un même cadre
général que nous allons définir dans cette partie. Les résultats de normalisation
d’arbres de preuve présentés ici seront largement utilisésdans toute la suite de la
thèse. Nous les utiliserons notamment dans les preuves du chapitre 6 pour prouver
la complétude de notre méthode de dépliage.

Ce travail a été commencé pendant mon stage de DEA [Boi03], a été poursuivi
par la suite pendant ma thèse, et a donné lieu a un rapport de recherche du LaMI
[ABL05]. Il est inspiré d’un premier résultat de normalisation d’arbres de preuve
décrit dans [Bah03, ABD02].

Nous allons tout d’abord énoncer nos résultats de normalisation d’arbre de de
preuve sous la forme de résultats généraux valides pour n’importe quel système
formel. Puis, nous donnerons plusieurs exemples détaillésde normalisation.3.1 Les transformation d'arbres de preuve3.1.1 Introdu
tion

Dans les systèmes de preuves que nous avons étudiés précédemment, plusieurs
arbres de preuve peuvent être associés à la preuve d’une mêmeformule, tout dé-
pend de la façon dont les règles sont appliquées. Par exemple, construisons la
preuve de la formule valide(A∧B)⇒ (A∨B) dans le calcul des séquentsG vu
dans la section 1.2.3.1 page 27 :
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A,B֌ A,B

Ax

(A ∧B)֌ A,B
∧Gauche

(A ∧ B)֌ (A ∨ B)
∨Droite

֌ (A ∧ B)⇒ (A ∨B)
⇒ Droite

Nous aurions pu l’écrire aussi bien de la manière suivante, en appliquant
d’abord la règle∧Gauche puis la règle∨Droite :

A,B֌ A,B
Ax

A,B֌ (A ∨B)
∨Droite

(A ∧ B)֌ (A ∨ B)
∧Gauche

֌ (A ∧ B)⇒ (A ∨B)
⇒ Droite

La conclusion et l’unique feuille (Ax) de l’arbre sont les mêmes dans les deux
arbres. Seule la structure interne de l’arbre a changé.

Normaliserun arbre de preuve consiste alors à transformer cette structure
interne de l’arbre pour lui donner une configuration particulière (pas forcément
unique). Nous allons donc donner un cadre générique adapté àla normalisa-
tion d’arbre de preuve le plus indépendant possible d’un système formel donné.
Nous allons normaliser via l’utilisation de transformations élémentaires d’arbres
de preuve. Ces transformations fonctionnent comme des règles de réécriture (voir
section 2.3 page 46). Nous pouvons, par exemple, transformer notre premier arbre
de preuve en notre second arbre, grâce à la règle suivante :

Γ, A,B֌ A,B,∆

Γ, (A ∧ B)֌ A,B,∆
∧Gauche

Γ, (A ∧B)֌ (A ∨B),∆
∨Droite

 

Γ, A,B֌ A,B,∆

Γ, A,B֌ (A ∨B),∆
∨Droite

Γ, (A ∧ B)֌ (A ∨ B),∆
∧Gauche

Un telle règle permet de dire que∨Droite “remonte” sur∧Gauche. Quand
on l’applique sur un arbre de preuve, et que la partie à gauchedu signe s’unifie
avec une partie élémentaire de l’arbre, alors on réécrit cette partie élémentaire par
la partie droite. On peut le faire car les conclusions et les feuilles sont les mêmes
des deux côtés.

Pour fonder notre résultat de normalisation d’arbres de preuve nous utilisons
les notions de réécriture et de terminaison que nous avons déjà présentées dans la
section 2.3 page 46. Pour normaliser un arbre de preuve, nousutilisons des règles
de transformation élémentaires. Quand elles sont regroupées, elles forment des
systèmes de transformation d’arbres de preuve. Il nous faudra alors définir des
conditions sur ces systèmes de transformation pour garantir leur terminaison.
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La normalisation va donc se faire pas à pas en transformant unarbre de preuve

complet par des transformations de “petits morceaux” ou motifs internes de l’arbre.
Ces motifs élémentaires sont appelésarbres de preuve élémentaires et sont consti-
tués d’une application de règle, dont les prémisses de celle-ci sont soit des feuilles
soit des applications de règles.

Par exemple, la transformation donnée en début de chapitre

Γ, A,B֌ A,B,∆

Γ, (A ∧B)֌ A,B,∆
∧Gauche

Γ, (A ∧ B)֌ (A ∨ B),∆
∨Droite

est un arbre de preuve élémentaire. Donnons la définition formelle de tels
arbres de preuve élémentaires.

Définition 3.1.1 SoitS = (A,F,R) un système formel. Unarbre de preuveélémentaire est un arbre de la forme
π1 . . . πn

ϕ ι, noté(π1, . . . , πn, ϕ)ι, tel
que, pour touti, 1 ≤ i ≤ n :

– soitπi est une formule deF ,
– soit il existe une règleιi ∈ R telle queπi = (ϕ′i1, . . . , ϕ

′
imi
, ϕi)ιi avec pour

tout j, 1 ≤ j ≤ mi, ϕ′imj
une formule deF .

Remarque 3.1.1Les arbres de preuve élémentaires ne sont pas des arbres de
preuve car leurs feuilles ne sont pas nécessairement des axiomes.3.1.3 Pro
édure de transformation d'arbres de preuve

A partir de ces arbres de preuve élémentaires nous définissons nos transfor-
mations d’arbres de preuve. Une transformation doit être vue comme une règle
de réécriture d’arbre qui a pour membre gauche un arbre de preuve élémentaire
π qui correspond à ce que l’on veut transformer dans un arbre, et pour membre
droit un arbre de preuveπ′ de même conclusion queπ et dont les feuilles sont un
sous-ensemble de celle deπ. La partie droite doit bien sûr être un arbre normalisé.

Définition 3.1.2 (Système de transformation)Soit S = (A,F,R) un système
formel. Unsystème de transformation d'arbre de preuve pourS est une
relation binaire telle que pour touterègle de transformation de la forme
π  π′ :

– π est un arbre de preuve élémentaire,
– π′ est un arbre normalisé, c’est-à-dire qu’on ne peut pas appliquer de règles

sur celui-ci,
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– l’ensemble des feuilles deπ′ est inclus dans celui deπ (notéLS(π′) ⊆
LS(π)),

– π etπ′ ont la même conclusion.

Nous pouvons transformer tout système de transformation d’arbre de preuve
en un système de réécriture. Ceci nous permettra de montrer la normalisation
d’arbres de preuve à partir des nombreux résultats établis sur la terminaison des
systèmes de réécriture.

Nous allons donc nous ramener à un système de réécriture dontnous avons
étudié de nombreuses propriétés dans le chapitre précédent. Pour cela, nous al-
lons associer à toute formuleϕ une sortesϕ, et à chaque règle d’inférenceι une
opérationfι. Pour les arbres qui ne sont pas des arbres de preuve, et qui pos-
sèdent donc des feuilles qui ne sont pas des axiomes, nous allons remplacer ces
feuilles par des variables. Associons au système formelS = (A,F,R) la signature
ΣS = (SS , FS , VS) telle que :

– SS = {sϕ | ϕ ∈ F}
– FS = {cϕ :→ sϕ | ϕ ∈ F} ∪ {fι : sϕ1 × · · · × sϕn → sϕ | ϕ1...ϕn

ϕ
ι ∈ R}

– VS = {xϕ | ϕ ∈ F}.
Nous pouvons donc associer à tout arbre de preuve deS un ΣS-terme clos.

Ainsi, un système de transformations élémentaires d’arbres de preuve peut être
vu comme un système de réécriture. À toute règle de transformation d’arbre de
preuve

ψ1 . . .

ϕ1 . . . ϕn
ϕ′

ι′
. . . ψm

ϕ ι  π,

nous associons une règle de réécriture de termes :

fι(xψ1 , . . . , fι′(xϕ1 , . . . , xϕn), . . . , xψm) tπ

telle quexψ1 , . . . , xψm , xφ1 , . . . , xφm sont des variables de sortessψj
(resp.

sφj
), et tπ est leΣS-terme obtenu à partir deπ où toute feuille deϕ a été rem-

placée danstπ par une variablexϕ de sortesϕ.

Définition 3.1.3 (Étape de transformation) Soit T un système de transforma-
tion d’arbre de preuve. SoitT R le système de réécriture de terme associé àT .
 T R est la relation associée à l’application d’une étape de réécriture du sys-

tèmeT R. Comme nous avons traduit nos arbres de preuve en termes, uneétapede transformation se fera de la même manière qu’une étape de réécriture (voir
définition 2.3.2 page 48).

On notera
∗
 T R l’application successive de plusieurs étape transformation

d’arbre de preuve.
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Comme pour tous les systèmes de réécriture l’un des problèmes majeurs est la

terminaison.

Définition 3.1.4 Un système de réécriture est ditfortement normalisant si
toutes les séquences de transformation sont finies, c’est-à-dire qu’il termine quelle
que soit la manière d’appliquer les règles, etfaiblement normalisant si tout
arbre de preuve a une forme normale.

Nous ne nous occuperons pas ici de la confluence du système de réécriture.
Seule la forme de l’arbre normalisé nous intéresse, peu importe que celle-ci soit
unique ou non.3.2 Conditions et théorème pour la normalisa-tion forte

Cette section est dédiée à un théorème de normalisation forte sur les transfor-
mations d’arbres de preuve, c’est-à-dire un théorème qui garantit la terminaison
d’un système de transformation d’arbres de preuve sous certaines conditions (que
nous allons décrire dans cette section). Ce théorème est général parce qu’il est
défini indépendamment d’un système formel donné (voir section 1.2.2).

Une idée simple et commune à la plupart des preuves de terminaison (voir
l’ordre récursif sur les chemins section 2.4.2) consiste à comparer les termes des
règles de réécriture en commençant par comparer leurs symboles de tête, et puis
récursivement en comparant les collections de leurs sous termes immédiats. Nous
commençons donc par définir un ordre bien-fondé sur les éléments atomiques des
arbres de preuve (i.e. les instances de règles).

Par exemple, dans le cadre du calcul des séquents, et comme nous le verrons
par la suite dans la section 3.3.3 page 82 pour prouver l’élimination des coupures,
nous pouvons définir l’ordre bien fondé suivant sur les règles du calcul :

∀@ ∈ {∧,¬, ∃}, Coupure ≻ @Droite,@Gauche, Axiome

En classant les règles à l’aide de cet ordre bien-fondé, nouspouvons carac-
tériser une forme d’arbres de preuve du calcul des séquents,où la règle de cou-
pure “remonte” sur toutes les règles et s’élimine sous les axiomes. Lorsqu’on
écrit Cut ≻ ∧Gauche cela signifie que la règleCut peut remonter sur la règle
∧Gauche, et ceci nous permet d’accepter cette règle de transformation 1 :1L'ordre bien-fondé ≻ ne nous garantit pas que 
ette règle existe mais qu'elle peutexister.
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Γ3 ֌ ∆2, ϕ

A,B, ϕ֌ ∆1

A ∧B,ϕ֌ ∆1
∧Gauche

Γ3, A ∧ B֌ ∆′1,∆2
Cut

 

Γ3 ֌ ∆2, ϕ A,B, ϕ֌ ∆1

Γ3, A,B֌ ∆1,∆2
Cut

Γ3, A ∧ B֌ ∆1,∆2
∧Gauche

Nous allons maintenant donner plus précisément nos conditions pour qu’une
procédure de transformation soit fortement normalisante.Nous allons représenter
les arbres de preuve sous la forme de déductions (voir section 1.2.2).

Définition 3.2.1 (Conditions pour la normalisation forte) Soit S = (A,F,R)
un système formel. SoitT un système de transformation, et� un ordre bien-fondé
sur l’ensemble des règles d’inférencesR.

Un procédure de transformation T vérifie les
onditions pour la nor-malisation forte si pour toute règle de transformation(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  π ∈
T et pour chaque sous-arbre(ι′1, . . . , ι

′
m, ϕ

′)ι′ deπ :

1. ι � ι′ si pour toutj, 1 ≤ j ≤ m, on aι′j ∈ F ∪
⋃

r∈R

r

ι ≻ ι′ sinon

2. Siι ∼ ι′, alors {{ι1, . . . , ιn}} ≻≻ {{ι′1, . . . , ι′m}} où≻≻ est l’extension de≻
aux multi-ensembles2 deF ∪

⋃

r∈R

r.

Notons que ces conditions sont très simples à vérifier sur un système de trans-
formations d’arbres de preuve.

Théorème 3.2.1Toute procédure de transformation T satisfaisant les condi-
tions de la définition 3.2.1 est fortement normalisante.

Preuve Les arbres de preuve sont vus comme des termes en utilisant latrans-
formation définie dans la section précédente. Soient un système de règles de
réécriture qui vérifie les conditions pour la normalisationforte, et>rpo un ordre
récursif sur les chemins (Recursive Path Ordering en anglais) muni d’une relation
d’ordre bien-fondé� sur l’ensemble de règles.

Montrons que ⊆ >rpo.
Soit (ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  π une règle de transformation. Montrons par induction

surπ que(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι >
rpo π.Cas de base π est une formuleϕ.

D’après la définition 3.1.1,LS(π) ⊆ LS((ι1, . . . , ιn, ϕ)ι), ce qui signifie
queπ est un sous-terme de(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι. Comme l’ordre récursif sur les
chemins a la propriété de sous-termes alors(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι >

rpo π.2Voir se
tion 2.4.1.3 page 53 pour une des
ription détaillée des multi-ensembles.
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tion π est de la forme(π1, . . . , πn, ϕ)ι′.

Deux cas de figure sont possibles :

1. ι ≻ ι′. Par hypothèse d’induction, on sait que pour touti, 1 ≤ i ≤ n,
(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι >

rpo πi, donc par le RPO,(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι >
rpo π, car

ι ≻ ι′.

2. ι ∼ ι′. Par la condition 1, chaqueπi est dansF ∪
⋃

r∈R

r (1 ≤ i ≤ n).

Par la condition 2, nous avons{{ι1, . . . , ιn}} ≻≻ {{ι′1, . . . , ι′m}}, et donc
{{ι1, . . . , ιn}} ≫rpo {{ι′1, . . . , ι′m}}. Par le RPO, nous pouvons dire
que(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι >

rpo π.

⋆3.3 Exemples de normalisation forte
Dans cette section, nous allons appliquer notre résultat denormalisation forte,

dont le point central est le théorème 3.2.1, à trois résultats bien connus. Ces ré-
sultats ont pour caractéristique d’avoir des preuves non triviales, mais qui peuvent
être vues comme corollaires simples de ce théorème. Ce sont des instances parti-
culières du résultat général de terminaison énoncé par ce théorème.

Le premier de ces résultats est lié à la complétude du raisonnement algébrique
par rapport au raisonnement équationnel, connu sous le nom de logicalité. Le
deuxième est un résultat bien connu en réécriture : le lemme de Newman. Le troi-
sième résultat de normalisation auquel nous allons nous intéresser est attaché au
calcul des séquents de Gentzen pour lequel les règles structurelles sont implicites
(présentation dans la section 1.2.3.1) et au fait que l’on peut éliminer la règle de
coupure dans tous les arbres de preuve.3.3.1 Logi
alité

Dans le cadre de la logique équationnelle (voir section 1.3 page 32) on dis-
pose d’un résultat connu sous le nom de logicalité [Bir35, Bah03]. Nous allons le
définir en guise d’exemple d’application pour notre cadre. Ce résultat est lié à la
définition d’une relation de convertibilité. Pour commencer nous devons définir le
système formel équationnelle sur lequel nous allons travailler.3.3.1.1 Système formel équationnel

Lorsque les formules ne sont que des équations de la formet = t′ avect, t′ ∈
TΣ(V ) nous pouvons définir le système formel équationnelSLE associé de la façon
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suivante :

Définition 3.3.1 Le système formel équationnelSLE = (ALE , FLE , RLE) associé
à une signatureΣ = (S, F, V ) est défini par :

– ALE = V ∪ F ∪ {=}
– FLE = Eq(Σ)
– l’ensembleRLE contient les cinq schémas de règles d’inférence suivants,

instanciables en remplaçants, t, t′ et t′′ par des termes quelconques de
TΣ(V ) etσ par toute substitution deV dansTΣ(V ) :

refl
t = t

sym
t = t′

t′ = t

trans
t = t′ t′ = t′′

t = t′′

rempl
t = t′

s[t]w = s[t′]w

subst
t = t′

σ(t) = σ(t′)3.3.1.2 Relation de 
onvertibilité
À partir du calculLE , on observe très vite que le raisonnement défini au travers

de ce calcul ne caractérise pas le raisonnement algébrique usuel. La conséquence
de l’utilisation de ce calcul est que les preuves obtenues, même pour prouver
des choses simples, sont souvent lourdes et ne correspondent pas à la démarche
habituelle comme le montre cet exemple :

Exemple 3.3.1SoitΣ une signature composée de la seule opération binaire _+_,
etAx un ensemble de formules composé des deux axiomesx+(y+z) = (x+y)+z
qui caractérise l’associativité, etx + y = y + x la commutativité de l’opération
+.

Montrons alors que la formule(a + b) + (a + b) = (a + a) + (b + b) avec
a, b ∈ V est un théorème deThLE(Ax) :

x+ (y + z) = (x+ y) + z

(a+ b) + (a+ b) = ((a+ b) + a) + b
subst A1

(a + b) + (a + b) = (a+ a) + (b+ b)
trans

A1 étant le sous-arbre de preuve suivant :
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A2

x+ (y + z) = (x+ y) + z

((a + a) + b) + b = (a + a) + (b+ b)
subst

((a+ b) + a) + b = (a+ a) + (b+ b)
trans

A2 étant le sous-arbre de preuve suivant :

x+ y = y + x

(a + b) + a = a+ (a+ b)
subst

x+ (y + z) = (x+ y) + z

a+ (a + b) = ((a+ a) + b)
subst

((a+ b) + a) = ((a+ a) + b)
trans

((a+ b) + a) + b = ((a+ a) + b) + b
rempl

Toutes les feuilles de l’arbre sont des axiomes de l’ensembleAx, la formule
(a+ b) + (a+ b) = (a + a) + (b+ b) est donc bien un théorème.

Pour mieux appréhender le raisonnement algébrique usuellement employé, on
définit alors une relation binaire↔Γ surTΣ(V ), appeléerelation de 
onverti-bilité, de la façon suivante :

Définition 3.3.2 (Convertibilité) SoientΣ = (F, ar) une signature etV un en-
semble de variables. SoitΓ un ensemble d’équations. Notons↔Γ la relation bi-
naire surTΣ(V ) définie comme étant la plus petite relation (au sens de l’inclusion)
telle que :

1. Γ ⊆↔Γ, c’est-à-dire que siu = v ∈ Γ alorsu↔Γ v

2. sit↔Γ t
′ alors t′ ↔Γ t ,

3. sit↔Γ t
′ alors, pour toute substitutionσ : V → TΣ(V ),

σ(t)↔Γ σ(t′) et

4. sit↔Γ t
′ alors, pour tout contextec[.]w deTΣ(V ), c[t]w ↔Γ c[t

′]w.

La relation définie ci-dessus représente une étape de raisonnement algébrique.
La composition de plusieurs de ces étapes se définit naturellement par la fermeture
réflexive et transitive de la relation↔Γ, c’est-à-dire

∗↔Γ.
∗↔Γ est appeléerelation de convertibilité.

Exemple 3.3.2Pour prouver la formule(a + b) + (a + b) = (a + a) + (b +
b) de l’exemple 3.3.1 page 75) à l’aide de la relation de convertibilité, il suffit
d’appliquer la stratégie suivante :

(a + b) + (a + b) ↔Ax ((a + b) + a) + b ↔Ax (a + (a + b)) + b ↔Ax

((a+ a) + b) + b↔Ax (a+ a) + (b+ b)

Contrairement à la construction d’un arbre de preuve, il faut très peu d’étapes
pour obtenir une preuve de(a+ b) + (a + b)

∗↔Ax (a+ a) + (b+ b).
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alité
Nous pouvons constater que cette définition de la relation deconvertibilité

∗↔Γ

désigne des arbres de preuves d’une forme particulière. En effet, cette relation est
construite à partir de l’ensembleΓ et à l’aide des règles d’inférence de la logique
équationnelle :

– le point 1. de la définition 3.3.2 correspond aux axiomes,
– le point 2. correspond la règlesym,
– le point 3. correspond la règlesubst,
– le point 4. correspond à une composition de la règlerempl,
– et la fermeture réflexive et transitive correspond une composition des règlesre� et trans.

Pour chaque expressiont
∗↔Γ t

′, il existe donc un arbre de preuve (voir figure 2.1)
dont les feuilles appartiennent àΓ et qui est :

– ou bien réduit à une instance dere�,
– ou bien composé uniquement d’instances desym, subst, rempl et trans et

tel qu’une instance detrans ne se trouve jamais au-dessus d’une instance
derempl, desubst et desym.

Fig. 3.1 � Arbre de preuve asso
ié à ∗↔Γ

La définition de la règle de convertibilité traduit alors unestratégie d’applica-
tion des règles d’inférence. Nous devons alors vérifier que cette stratégie ne perd
pas en puissance de preuve, c’est-à-dire qu’elle est correcte et complète. C’est le
résultat de logicalité que l’on peut exprimer de la façon suivante :
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Théorème 3.3.1 (Logicalité)Étant donné un ensemble d’équationsΓ, nous avons
l’équivalence suivante :

t
∗↔Γ t

′ si et seulement siΓ ⊢ t = t′

Le sens (⇒) de l’équivalence est trivialement vérifié car la relation de conver-
tibilité traduit un arbre de preuve particulier explicité ci-dessus.

L’autre sens (⇐) de l’équivalence est plus complexe car il demande qu’à tout
énoncé deΓ ⊢ t = t′, il existe un arbre de preuve satisfaisant la stratégie dé-
finie précédemment. À l’aide de notre cadre général, nous pouvons transformer
n’importe quel arbre de preuve en un arbre possédant la structure recherchée.3.3.1.4 Modélisation dans notre 
adre général

Soit SΣ,V = (AΣ,V ,FΣ,V ,RΣ,V ) le système formel équationnel de la défini-
tion 3.3.1 page 75. Nous voulons construire des arbres dans lesquels les instances
de trans ne se trouvent jamais au-dessus des celles desym, subst, et rempl.
Pour cela, nous définissons un système de transformation d’arbres de preuve via
les règles de normalisation suivantes :

1. substremonte surtrans :

t = t′ t′ = t′′

t = t′′
trans

σt = σt′′
subst

 

t = t′

σt = σt′
subst

t′ = t′′

σt′ = σt′′
subst

σt = σt′′
trans

2. rempl remonte surtrans :

t = t′ t′ = t′′

trans
t = t′′

rempl
s[t]w = s[t′′]w

 

t = t′

rempl
s[t]w = s[t′]w

t′ = t′′

rempl
s[t′]w = s[t′′]w

trans
s[t]w = s[t′′]w

3. sym remonte surtrans :

t = t′ t′ = t′′

trans
t = t′′

sym
t′′ = t

 

t′ = t′′

sym
t′′ = t′

t = t′

sym
t′ = t

trans
t′′ = t
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On remarque également que les règlessubst, rempl et sym s’annulent toutes

sousrefl etrefl ettrans s’annulent mutuellement. C’est ce que l’on montre avec
les règles de transformation suivantes :subst re�

t=t

σ(t) = σ(t)
 re�

σ(t) = σ(t)rempl re�
t=t

s[t]w = s[t]w
 re�

s[t]w = s[t]wsym re�
t=t

t = t
 re�

t = ttrans re� t=t
π : t = t′

t = t′
 π : t = t′ trans π : t = t′ re�

t′=t′

t = t′
 π : t = t′

Comme nous l’avons déjà observé, les règles de transformation consistent à
“distribuer” les instances des règlessym, subst et rempl sur les instances de
trans, et à éliminer toutes les instances de règles quand elles se trouvent en des-
sous de la règlerefl. Nous considérons alors un ordre bien fondé sur l’ensemble
des règles du système formel tel quesym ∼ subst ∼ rempl ≻ trans ≻ refl ≻
Axiom. Il est facile de vérifier que les règles de transformation respectent les
conditions de normalisation fortes de la définition 3.2.1 page 73. D’après le théo-
rème 3.2.1, ceci assure alors la terminaison de la relation .3.3.2 Lemme de Newman

Dans cette section nous allons donner une preuve originale du lemme de New-
man énoncé dans la définition 2.3.1 page 50 en utilisant l’approche que nous avons
développé dans ce chapitre.3.3.2.1 La réé
riture (système formel)

Pour pouvoir s’intégrer dans notre cadre de normalisation il faut tout d’abord
présenter la réécriture de termes sous la forme d’un systèmeformel.

Définition 3.3.3 SoitR un système de réécriture. Le système formel associé3
SR = (F,R) est défini de la manière suivante :3Ne pas 
onfondre R le système de réé
riture et R l'ensemble des règles d'inféren
e.
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– F est l’ensemble de toutes les formules de la formeu →R v, u

∗→R v et
u
∗↔R v,

– R est l’ensemble des règles d’inférences suivant :

u→ v ∈ R
u→R v Axiom

u→R v
u
∗→R v

Rew.
u
∗→R v

u
∗↔R v

Der/Pr.

u
∗→R v

C[u]
∗→R C[v]

Cont.
u
∗→R v

σ(u)
∗→R σ(v)

Sub.

u R
∗← w w

∗→R v
u
∗↔R v

Peak
u
∗→R w w R

∗← v

u
∗↔R v

V alley

u
∗↔R w w

∗↔R v
u
∗↔R v

Proof
u
∗→R w w

∗→R v
u
∗→R v

Deriv.

Exemple 3.3.3Reprenons l’exemple simple, déjà étudié, du système de réécriture
Rfig composé des deux règles suivantes :

carre(triangle(f))→ triangle(carre(f))
cercle(triangle(f))→ triangle(f)

Grâce à ce système de réécriture, nous pouvons écrire :

cercle(carre(triangle(rien)))
∗→Rfig

triangle(carre(rien))

Grâce au système formelSR nous pouvons construire l’arbre de preuve cor-
respond à cette expression4 :

ca(t(u))
∗→Rfig

t(ca(u))
Axiom

ce(ca(t(u)))
∗→Rfig

ce(t(ca(u)))
Cont.

ce(t(v))
∗→Rfig

t(v)
Axiom

ce(t(ca(u)))
∗→Rfig

t(ca(u))
Sub.

ce(ca(t(u)))
∗→Rfig

t(ca(u))
Deriv

ce(ca(t(rien)))
∗→Rfig

t(ca(rien))
Sub.

Ce système de preuve va nous permettre de décrire une procédure de trans-
formation qui termine et qui transforme une preuve qui contient des pics (Peak)
en une preuve qui n’en contient plus aucun. Les pics locaux vont être remplacés
étape par étape par des vallées équivalentes.4Pour alléger les notations, on notera cercle en ce, carre en ca, et triangle en t.
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Voici les règles de transformation élémentaires :

Peak
Deriv.u R

∗
←u′ R

∗
←w

u R
∗
←w

w
∗→R v

u
∗↔R v

 Proof
Der/Pr u R

∗
←u′

u
∗
↔Ru′

Peak u
′
R

∗
←w

∗
→Rv

u′
∗
↔Rv

u
∗↔R v

Peak
u R

∗← w Deriv.w
∗
→Rv

′ ∗
→Rv

w
∗
→Rv

u
∗↔R v

 Proof
Peak u R

∗
←w

∗
→Rv

′

u
∗
↔Rv′

Der/Pr v
′ ∗
→Rv

v′
∗
↔Rv

u
∗↔R v

Peak
Rew. u R←w→Rv

u R
∗
←w R

∗
→v

u
∗↔R v

 V alley
u
∗→R x R ∗← v

u
∗↔R v

Proof
V alley u

∗
→Rx R

∗
←w

u
∗
↔Rw

Der/Prw
∗
→Rv

w
∗
↔Rv

u
∗↔R v

 Proof
Der/Pr u

∗
→Rx

u
∗
↔Rx

Peak x R
∗
←w

∗
→Rv

x
∗
↔Rv

u
∗↔R v

Proof
Der/Pr u R

∗
←u′

u
∗
↔Ru′

V alley u
′ ∗
→Rx R

∗
←v

u′
∗
↔Rv

u
∗↔R v

 Proof
Peak u R

∗
←u′

∗
→Rx

u
∗
↔Rx

Der/Pr x
∗
←Rv

x
∗
↔Rv

u
∗↔R v

Cet ensemble de règles de transformation décrit une classe particulière d’arbre
de preuve où toutes les instances des règles Peak et Proof remontent sur toutes les
autres règles du système formel.

La procédure de transformation d’arbres de preuve définie par les règles de
transformation que nous venons de décrire satisfait les conditions pour la norma-
lisation pour l’ordre bien-fondé� définit par :

Peak, Proof ≻ Rew ∼ Cont. ∼ Der/Pr. ∼ Sub. ∼ V alley ∼ Deriv.

ι
u1 @ u2 @ u3

u1
∗↔R u3

≻ ι′
u′1 @′ u′2 @′ u′3

u′1
∗↔R u′3

⇐⇒ u2
+→R u′2 ∧ ∀i = 1, 2, 3 ui

∗→R u′i

ι, ι′ ∈ Proof ∪ Peak et@,@′ ∈ { ∗↔R, ∗→R}.

Peak
u1 R

∗← u2
∗→R u3

u
∗↔R v

≻ u
∗→R v ⇐⇒ u2

+→R u ∧ ∃j = 1, 3uj
∗→R u
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oupures
L’élimination des coupures dans le calcul des séquents est un résultat bien

connu et sûrement un des plus important en théorie de la démonstration [Gal86,
Kle52]. Il nous dit que s’il existe une preuve d’une formule quelconque dans le
calcul des séquents alors il existe aussi une preuve de cetteformule dans le même
calcul sans la règle de Coupure. Dans [Gen35], Gentzen a montré que toutes les
coupures peuvent être éliminées dans des arbres de preuve pour une version clas-
sique du calcul des séquent où les règles structurelles sontexplicites. Il a donné
une preuve constructive du résultat d’élimination des coupures, en définissant un
procédure pour éliminer les coupures dans une preuveπ dont la conclusion est
une tautologieA et dont les feuilles sont des axiomes. Il obtient ainsi une preuve
π′ qui prouveA à partir d’axiomes sans application de la règle de coupure. Cette
procédure consiste à transformer l’arbre à l’aide de transformations élémentaire
d’arbres de preuve. Nous allons donc pouvoir la modéliser facilement dans notre
cadre abstrait.3.3.3.1 Le 
al
ul des séquents LK

Nous allons considérer notre version du calcul des séquentsvu dans la sec-
tion 1.2.3 pour la logique des prédicats du premier ordre. Pour limiter le nombre
de transformations élémentaires dans la procédure de normalisation, nous allons
considérer un sous-ensemble des formules du premier ordre en nous restreignant
aux connecteurs logique{¬,∨} et au quantificateur existentielle∃. Tous les autres
connecteurs peuvent être redéfinis à partir de ce sous-ensemble.

Définition 3.3.4 SoientA une formule quelconque de la logique des prédicats
du premier ordre. Laformule simpli�ée [A] de la formule quelconqueA est
construite de la manière suivante :

– siA est une formule sans connecteurs, alors[A] = A ;
– siA = ¬B, avecB une formule quelconques, alors[A] = ¬[B] ;
– siA = B ∨ C, avecB etC deux formules quelconques, alors[A] = [B] ∨

[C] ;
– si A = ∃x.B, avecB une formule quelconque etx une variable, alors

[A] = ∃x.[B] ;
– si A = B ⇒ C, avecB et C deux formules quelconques, alors[A] =

(¬[B]) ∨ [C] ;
– si A = (B ∧ C), avecB et C deux formules quelconques, alors[A] =
¬((¬B) ∨ (¬C)) ;

– si A = ∀x.B, avecB une formule quelconque etx une variable, alors
[A] = ¬∃x.(¬[B]).
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Les séquents de ce calcul vont être construits à partir de formules simplifiées.

Comme pour la logique des prédicats du premier ordre, nous considérons des en-
sembles plutôt que des multi-ensembles ou des listes de formules pour construire
les séquents. C’est un avantage puisque la contraction (inutile en utilisant les en-
sembles) pose des problème pour l’élimination des coupures.

Définition 3.3.5 SoientΓ et∆ deux ensembles de formules simplifiées.
Un séquent est une formuleΓ֌ ∆.

Le calcul est simplement une restriction de celui présenté définition 1.2.11
page 30. On le représente à l’aide d’un système formel.

Définition 3.3.6 SoientΣ = (S, F,R, V ) une signature du premier ordre.SLK =
(ALK , FLK , RLK) est notre système formel pour les séquents simplifiées tel que

– ALK est l’alphabetF ∪ R ∪ V ∪ {¬,∧,∨,⇒, ∀, ∃} ∪ {֌},
– FLK contient tous les séquents bien formés que l’on peut construire à partir

deALK ,

– RLK est l’ensemble des instances des schémas de règles suivant :

Γ, ϕ֌ ∆, ϕ
Ax.

Γ, ϕ֌ ∆ Γ, ϕ′֌ ∆

Γ, ϕ ∨ ϕ′֌ ∆
∨Gauche

Γ֌ ∆, ϕ, ϕ′

Γ֌ ∆, ϕ ∨ ϕ′∨Droite

Γ֌ ∆, ϕ

Γ,¬ϕ֌ ∆
¬Gauche

Γ, ϕ֌ ∆

Γ֌ ∆,¬ϕ¬Droite

Γ, ϕ[x/y]֌ ∆

Γ, ∃x.ϕ֌ ∆
∃Gauche

Γ֌ ∆, ϕ[x/t]

Γ֌ ∆, ∃x.ϕ ∃Droite

où la règle∃Gauche vérifie la conditioneigenvariable (x n’est pas libre
dansΓ,∆).

Γ֌ ∆, ϕ Γ′, ϕ֌ ∆′

Γ,Γ′֌ ∆,∆′
Cut

Dans la règle de coupure,ϕ est appeléeformule de 
oupure. Nous utilise-
rons la notion deformule prin
ipale pour une règler de la manière suivante :

– ¬ϕ est principale par rapport à¬Gauche et¬Droite,
– ϕ ∨ ϕ′ est principale par rapport à∨Gauche et∨Droite,
– ∃x.ϕ est principale par rapport à∃Gauche et∃Droite,
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Avant de commencer, nous allons ajouter deux règles à l’ensemble des règles

d’inférencesRLK de notre système formel. Quand nous regardons les preuves
du résultat d’élimination des coupures dans la littérature[Gal86, Kle52], nous
constatons que deux lemmes intermédiaires apparaissent. Nous nous apercevons,
en regardant de plus près, que ces deux lemmes peuvent être remplacés par des
transformations élémentaires d’arbres de preuve. Mais pour cela, il faut ajouter
deux règles supplémentaires.

– La règle desubstitution :

Γ֌ ∆
Γσ ֌ ∆σ

Subst

avecσ : V → TΣ(V ) une substitution etΓσ = ϕ1σ, . . . , ϕnσ lorsqueΓ =
ϕ1, . . . , ϕn.
ϕiσ signifie que l’on applique la substitutionσ sur la formuleϕi.

– La règle d’a�aiblissement :

Γ֌ ∆
Γ′֌ ∆′

Aff

avec :
Γ′ = Γ,Φ
∆′ = ∆,Ψ

ou Γ′ = Γ
∆′ = ∆,Ψ

ou Γ′ = Γ,Φ
∆′ = ∆

Cette seule règle d’affaiblissement permet d’effectuer unaffaiblissement à
gauche, à droite, ou les deux simultanément. Il est normalement déjà traité im-
plicitement dans le calcul des séquents étudié, mais nous enaurons besoin dans la
suite.

Ces deux règles vont être ajoutées règles du calcul des séquents. Il faut donc
vérifier si elle sont bien admissibles pour l’ensemble des règlesRLK .

Définition 3.3.7 SoitA
B

r une règle d’inférence, et soitR un système de preuve qui
ne contient pasr.
r estadmissible pourR si lorsqu’on a une preuve deA à l’aide deR alors on
a aussi une preuve deB à l’aide deR.

Nous appelleronsR′LK le système de règle résultant de l’ajout de ces deux
règles àRLK qui sont évidemment admissible pour le calcul des séquents
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adre abstrait
Le résultat d’élimination des coupures (et, en particulier, la terminaison qui

est la partie la plus difficile) peut être montré en utilisantdes transformations
élémentaires d’arbres de preuve que nous allons donner maintenant. Ces règles
ont pour but de faire remonter la règle de coupure dans un arbre et de l’éliminer
ensuite sous les axiomes. L’ensemble de règles transformations peut être divisé en
plusieurs catégories :1) La formule de 
oupure n'est pas prin
ipale dans au moins unedes prémisses

Voici les transformations lorsqu’une règleDroite du calcul des séquents (¬Droite,
∨Droite et ∃Droite) est appliquée sur la prémisse gauche de la règleCut, puis
le cas symétrique où une règleGauche (¬Gauche,∨Gauche et ∃Gauche) est
appliquée sur la prémisse de droite.

Γ1 ֌ ∆1, ϕ

Γ′1 ֌ ∆2, ϕ
@Droite

Γ2, ϕ֌ ∆3

Γ′1,Γ2 ֌ ∆2,∆3
Cut
 

Γ1 ֌ ∆1, ϕ Γ2, ϕ֌ ∆3

Γ′1,Γ2֌ ∆1,∆3
Cut

Γ′1,Γ2֌ ∆2,∆2
@Droite

avec@ ∈ {∨,¬, ∃} et Γ′1 = Γ1 sauf pour la règle¬Droite , Γ′1 = Γ1,¬ψ pour
toute formuleψ.

Γ3 ֌ ∆2, ϕ

Γ1, ϕ֌ ∆1

Γ2, ϕ֌ ∆′1
@Gauche

Γ3,Γ2 ֌ ∆′1,∆2
Cut

 

Γ3 ֌ ∆2, ϕ Γ1, ϕ֌ ∆1

Γ3,Γ1 ֌ ∆′1,∆2
Cut

Γ3,Γ2 ֌ ∆′1,∆2
@Gauche

avec@ ∈ {∨,¬, ∃} et∆′1 = ∆1 sauf pour la règle¬Gauche , ∆′1 = ∆1,¬ψ pour
toute formuleψ.2) La formule de 
oupure est prin
ipale

Les règles juste au dessus de la coupureCut utilise la formule de coupure
comme formule principale. Dans ces cas là, nous avons les règles de transforma-
tion suivantes :

Γ, ϕ֌ ∆ Γ, ϕ′֌ ∆

Γ, ϕ ∨ ϕ′֌ ∆
∨Gauche Γ′֌ ∆′, ϕ, ϕ′

Γ′֌ ∆′, ϕ ∨ ϕ′ ∨Droite
Γ,Γ′֌ ∆,∆′

Cut
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Γ, ϕ֌ ∆ Γ′֌ ∆′, ϕ, ϕ′

Γ,Γ′֌ ∆,∆′, ϕ′
Cut

Γ, ϕ′֌ ∆

Γ,Γ′֌ ∆,∆′
Cut

Γ֌ ∆, ϕ
Γ,¬ϕ֌ ∆

¬Gauche
Γ′, ϕ֌ ∆′

Γ′֌ ∆′,¬ϕ ¬Droite
Γ,Γ′֌ ∆,∆′

Coupure
 

Γ֌ ∆, ϕ Γ′, ϕ֌ ∆′

Γ,Γ′֌ ∆,∆′
Coupure

Γ, ϕ[x/y]֌ ∆

Γ, ∃x.ϕ֌ ∆
∃Gauche

Γ′֌ ∆′, ϕ[x/t]

Γ′֌ ∆′, ∃x.ϕ ∃Droite
Γ,Γ′֌ ∆,∆′

Cut
 

Γ, ϕ[x/y]֌ ∆

Γ[y/t], ϕ[x/y][y/t]֌ ∆[y/t]
Subst

Γ′֌ ∆′, ϕ[x/t]

Γ,Γ′֌ ∆,∆′
Cut3) L'une des prémisses de la règle Cut est un axiome et l'autre n'enest pas un

Γ, ϕ֌ ∆, ϕ
Ax.

Γ′, ϕ֌ ∆′

Γ, ϕ,Γ′֌ ∆,∆′
Cut

 

Γ′, ϕ֌ ∆′

Γ, ϕ,Γ′֌ ∆,∆′
Aff

Si l’axiome se trouve sur la prémisse de droite, la transformation se fait de manière
similaire :

Γ֌ ∆, ϕ Γ′, ϕ֌ ∆′, ϕ
Ax.

Γ,Γ′֌ ∆, ϕ,∆′
Cut

 

Γ֌ ∆, ϕ

Γ,Γ′֌ ∆, ϕ,∆′
Aff4) Les règles Subst et Aff ont une prémisse qui n'est pas le Cut

Nous pouvons montrer facilement que les règlesSubst etAff remontent sur
toutes les règles@Gauche et @Droite avec@ ∈ {¬,∨, ∃}. Voici les règles de
transformation :

La règle d’affaiblissementremonte sur toutes les règles de@Gauche et@Droite.

1. Aff remonte sur¬Gauche
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Γ,Φ֌ ∆

Γ,¬Φ֌ ∆
¬Gauche

Γ′,¬Φ֌ ∆′
Aff

 

Γ֌ Φ,∆

Γ′,֌ Φ,∆′
Aff

Γ′,¬Φ֌ ∆′
¬Gauche

2. Aff remonte sur¬Droite

Γ֌ Φ,∆
Γ֌ ¬Φ,∆

¬Droite
Γ′֌ ¬Φ,∆′

Aff
 

Γ,Φ֌ ∆

Γ′,Φ֌ ∆′
Aff

Γ′֌ ¬Φ,∆′
¬Droite

3. Aff remonte sur∨Gauche

Γ,Φ֌ ∆ Γ,Φ′֌ ∆

Γ,Φ ∨ Φ′֌ ∆
∨Gauche

Γ′,Φ ∨ Φ′֌ ∆′
Aff

 

Γ,Φ֌ ∆

Γ′,Φ֌ ∆′
Aff

Γ,Φ′֌ ∆

Γ′,Φ′֌ ∆′
Aff

Γ′,Φ ∨ Φ′֌ ∆′
∨Gauche

4. Aff remonte sur∨Droite

Γ֌ Φ,Φ′,∆

Γ֌ Φ ∨ Φ′,∆
∨Droite

Γ′֌ Φ ∨ Φ′,∆′
Aff

 

Γ֌ Φ,Φ′,∆

Γ′֌ Φ,Φ′,∆′
Aff

Γ′֌ Φ ∨ Φ′,∆′
∨Droite

5. Aff remonte sur∃Gauche

Γ,Φ[x/y]֌ ∆

Γ, ∃x.Φ֌ ∆
∃Gauche

Γ′, ∃x.Φ֌ ∆′
Aff

 

Γ,Φ[x/y]֌ ∆

Γ′,Φ[x/y]֌ ∆′
Aff

Γ′, ∃x.Φ֌ ∆′
∃Gauche

6. Aff remonte sur∃Droite

Γ֌ ∆,Φ[x/t]

Γ֌ ∃x.Φ,∆ ∃Droite
Γ′֌ ∃x.Φ,∆′ Aff  

Γ֌ ∆,Φ[x/t]

Γ′֌ Φ[x/t],∆′
Aff

Γ′֌ ∃x.Φ,∆′ ∃Droite

La règle desubstitution remonte sur toutes les règles sauf sur les règlesCut
etAff .
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1. Substremonte sur∨Gauche

Γ,Φ֌ ∆ Γ,Φ′֌ ∆

Γ,Φ ∨ Φ′֌ ∆
∨Gauche

Γσ, (Φ ∨ Φ′)σ ֌ ∆σ
Subst

 

Γ,Φ֌ ∆
Γσ,Φσ ֌ ∆σ

Subst
Γ,Φ′֌ ∆

Γσ,Φ
′
σ ֌ ∆σ

Subst

Γσ,Φσ ∨ Φ′σ ֌ ∆σ
∨Gauche

2. Substremonte sur∨Droite
Γ֌ Φ,Φ′,∆

Γ֌ Φ ∨ Φ′,∆
∨Droite

Γσ ֌ (Φ ∨ Φ′)σ,∆σ
Subst

 

Γ֌ Φ,Φ′,∆

Γσ ֌ Φσ,Φ
′
σ,∆σ

Subst

Γσ ֌ Φσ ∨ Φ′σ,∆σ
∨Droite

3. Substremonte sur¬Gauche

Γ,Φ֌ ∆
Γ,¬Φ֌ ∆

¬Gauche
Γσ, (¬Φ)σ ֌ ∆σ

Subst
 

Γ֌ Φ,∆
Γσ ֌ Φσ,∆σ

Subst

Γσ,¬Φσ ֌ ∆σ
¬Gauche

4. Substremonte sur¬Droite

Γ֌ Φ,∆
Γ֌ ¬Φ,∆

¬Droite
Γσ ֌ (¬Φ)σ,∆σ

Subst
 

Γ,Φ֌ ∆
Γσ,Φσ ֌ ∆σ

Subst

Γσ ֌ ¬Φσ,∆σ
¬Droite

5. Substremonte sur∃Gauche

Γ,Φ[y/x]֌ ∆

Γ, ∃x.Φ֌ ∆
∃Gauche

Γσ, (∃x.Φ)σ ֌ ∆σ
Subst

 

Γ֌ Φ[y/x],∆

Γσ ֌ (Φ[y/x])σ,∆σ
Subst

Γσ, (∃x.Φ)σ ֌ ∆σ
∃Gauche

(y variable non-libre dansΓ et∆)

6. Substremonte sur∃Droite

Γ֌ Φ[t/x],∆

Γ֌ ∃x.Φ,∆ ∃Droite
Γσ ֌ (∃x.Φ)σ,∆σ

Subst
 

Γ,Φ[t/x]֌ ∆

Γσ, (Φ[t/x])σ ֌ ∆σ
Subst

Γσ ֌ (∃x.Φ)σ,∆σ
∃Droite
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1. La règle desubstitutions’annule sous unAxiome:

Γ,Φ֌ Φ,∆
Ax

Γσ,Φσ ֌ Φσ,∆σ
Subst

 Γσ,Φσ ֌ Φσ,∆σ
Ax

2. La règle d’Affaiblissements’annule sous unAxiome:

Γ,Φ֌ Φ,∆
Ax

Γ,Φ,Ψ֌ Φ,Ψ′,∆
Aff

 Γ,Φ,Ψ֌ Φ,Ψ′,∆
Ax

3. Avec deux axiomes dans les prémisses duCut, la conclusion est elle-même
un axiome. En effet la coupure s’effectuant au maximum sur une seule for-
mule principale d’un des axiomes, il reste un axiome dans la conclusion.

Γ,Φ֌ Φ,Ξ,∆
Axiome

Γ′,Ψ,Ξ֌ Ψ,∆′
Axiome

Γ,Γ′,Φ,Ψ֌ Φ,Ψ,∆,∆′
Coupure

 

Γ,Γ′,Φ,Ψ֌ Φ,Ψ,∆,∆′
Axiome

(ou)

Γ,Φ֌ Φ,Ξ,∆
Axiome

Γ′,Ξ֌ Ξ,∆′
Axiome

Γ,Γ′,Φ֌ Φ,Ξ,∆,∆′
Coupure

 

Γ,Γ′,Φ֌ Φ,Ξ,∆,∆′
Axiome

(ou)

Γ,Ξ֌ Ξ,∆
Axiome

Γ′,Ξ֌ Ξ,∆′
Axiome

Γ,Γ′,Ξ֌ Ξ,∆,∆′
Coupure

 

Γ,Γ′,Ξ֌ Ξ,∆,∆′
Axiome

L’ensemble des règles de transformation données est composé de toutes les
règles permettant de faire remonter les règles de coupure, d’affaiblissement, et de
substitution dans un arbre. L’arbre de preuve obtenu ne contiendra donc aucune
instance de@Gauche et @Droite au-dessus de ces règles. Les règlesCut, Aff
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et Subst se trouvent alors directement sous les axiomes, et comme le montre
les règles du point 5), elles s’éliminent toutes pour obtenir un arbre uniquement
constitué d’axiomes et d’instances de@Gauche et @Droite. La forme normale
obtenue après l’application de ces transformations est nécessairement celle asso-
ciée à un arbre de preuve du calcul des séquents sans la règle de coupure.

Avec la figure 3.2, nous représentons la procédure en deux étapes (même si en
théorie elle se font simultanément). La première, correspondant à la remontée des
règlesCut, Aff et Subst sur toutes les autres (points 1),2),3),4)) et la seconde,
correspondant à l’élimination de ces trois règles (point 5)).

Ax Ax... Ax Ax...Ax Ax...

Calcul LK

Cut
Aff
Subst

Cut
Aff
Subst

@Droite
@Gauche

@Droite
@Gauche

Γ ֌ ∆ Γ ֌ ∆ Γ ֌ ∆Fig. 3.2 � Deux étapes pour l'élimination des 
oupures3.3.3.4 Véri�
ation des 
onditions
Il est facile de montrer que nos transformations élémentaires vérifient les

conditions pour la normalisation forte de la définition 3.2.1 page 73. grâce à
l’ordre bien-fondé� suivant :

∀@ ∈ {∨,¬, ∃}, Cut ≻ Aff ∼ Subst ≻ @Gauche ∼ @Droite ∼ Ax.

et

Γ1 ֌ ∆1, ϕ1 Γ′1, ϕ1֌ ∆′1
Γ1,Γ

′
1 ֌ ∆1,∆

′
1

Cut ≻
Γ2 ֌ ∆2, ϕ2 Γ′2, ϕ2 ֌ ∆′2

Γ2,Γ
′
2 ֌ ∆2,∆

′
2

Cut

⇔ |ϕ2| < |ϕ1|
avec|ϕ| la profondeur de la formule telle que|ϕ| = supk(1 + |ϕk|) si lesϕi

sont les sous-formules directes deϕ. Cette dernière équivalence signifie que l’on
classe les instances de la règleCut, par l’ordre de précédence�, en fonction de
la taille de la formule de coupure. Si deux formulesα1, α2 sont de la même taille
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|α1| = |α2| alors deux règles de coupure, utilisant respectivementα1 etα2 comme
formule de coupure, seront de rang équivalent dans l’ordre�.

Comme nous pouvons le vérifier facilement, toutes les règlesde transforma-
tion pour l’élimination des coupures sont de la forme :

ι1 . . . ιn
ϕ

ι 
ι′1 . . . ι

′
m

ϕ
ι′

telles queι ≻ ι′ et telles que pour tout1 ≤ i ≤ m, ι′i ∈ F ∪
⋃

r∈R

r. Elles vérifient

donc toutes les conditions pour la normalisation forte. Ainsi, à l’aide du théorème
3.2.1, nous pouvons dire que la procédure d’élimination descoupures présentée
ici termine et est fortement normalisante.3.4 Conditions et théorème pour la normalisa-tion faible

De la même manière que dans la section 3.2, cette section est dédiée à un théo-
rème de normalisation faible sur les transformations d’arbres de preuve, et cela
pour n’importe quel système formel. Dans beaucoup de situations, la procédure
de normalisation forte fonctionne, mais parfois certainesrègles de transformations
peuvent poser des problèmes. C’est le cas pour les règles de la forme :

(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  π

telle qu’il existe des sous-arbresπ′ = (ι′1, . . . , ι
′
m, ϕ

′)ι′ deπ avecι′j ∈ F∪
⋃

r∈R

r

pour toutj, 1 ≤ j ≤ m satisfaisant :
– ι ∼ ι′

– LM(ι′j) = LM(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι

Ce type de situations empêche parfois l’utilisation des techniques standards
pour prouver la terminaison (le RPO) et donc d’obtenir un résultat de normalisa-
tion forte.

Par exemple, c’est le cas du calcul des séquents pour lequel on considère la
règle de coupure suivante :

Γ֌ ∆, ϕ Γ, ϕ֌ ∆

Γ֌ ∆
Coupure

Cependant, avec une telle règle de coupure, nous avons besoin de la règle
structurelle d’affaiblissement pour construire la règle de transformation suivante :
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Γ′1 ֌ ∆′1, ϕ
@Droite

Γ′1, ϕ֌ ∆′1
Γ′1 ֌ ∆′1

Coupure
 

Γ1 ֌ ∆1, ϕ

Γ1,Γ
′
1 ֌ ∆1,∆

′
1, ϕ

Aff.
Γ′1, ϕ֌ ∆′1

Γ1,Γ
′
1, ϕ֌ ∆1,∆

′
1

Aff.

Γ1,Γ
′
1 ֌ ∆′1,∆1

Coupure

Γ′1 ֌ ∆′1
@Droite

Pour cette règle de transformation, seul diminue le nombre d’occurrences des
règles@Droite et @Gauche (c’est-à-dire les règles qui n’appartiennent pas à
l’ensembleElim défini ci-dessous) qui apparaissent au-dessus de la règle decou-
pure. En appliquant une stratégie qui élimine les arbres de preuves maximaux
(voir définition ci-dessous) les plus proches des feuilles,cela suffit pour obtenir
un résultat de normalisation faible.

Définition 3.4.1 (Arbre de preuve maximal) Soit une procédure de transfor-
mations. Un arbre de preuveπ = (π1, . . . , πn, ϕ)ι est ditmaximal pour si et
seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n, chaqueπi est un arbre de preuve normalisé,
mais oùπ ne l’est pas.

Commençons par définir, pour une procédure de transformation donnée, l’en-
sembleElim de toutes les règles qui remonteront au moins une fois, parmiles
règles de transformation, au-dessus des d’autres règles.

Définition 3.4.2 Soit T une procédure de transformation. L’ensemble des règles
Elim est défini de la manière suivante :

Elim = {ι | ∃(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  π}

La règle de Coupure dans l’élimination des coupures fait évidemment partie
de cette ensemble, ainsi que les règles d’Affaiblissement,et de Substitution. Si
une règleι n’appartient pas àElim, cela signifie qu’il n’existe pas de règles de
transformation de la forme(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  π. Pour l’élimination des coupures,
toutes les instances de@Gauche et @Droite avec@ ∈ {∧,¬, ∃} font partie de
l’ensembleElim.

Nous parlerons également de la longueur d’une preuve qui nous donne le
nombre d’instances de règles n’appartenant pas àElim dans une preuveπ.

Définition 3.4.3 Soitπ = (π1, . . . , πn, ϕ)ι un arbre de preuve. Lalongueur de
la preuveπ, notée|π|, est définie inductivement de la manière suivante :
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– siπ est une feuille alors

|π| = 0

– si ι ∈ Elim alors
|π| =

∑

i

|πi|

– si ι /∈ Elim alors
|π| =

∑

i

|πi|+ 1

De la même manière, les notions de rang et de mesure nous permettront de
comparer les arbres de preuves.

Tous les ensembles bien-fondés sont isomorphiques à un unique ordinal. No-
tonsd : (

⋃

r∈R

r,�)→ α cet isomorphisme oùα est un ordinal.

Définition 3.4.4 Soitπ une preuve, et soitπ′ = (π1, . . . , πn, ϕ)ι une sous-preuve
deπ avecι ∈ Elim.

Le rang deι dansπ, notérkπ(ι), est égal àd(ι) + |π′|.

Le rang deι est le nombre d’instances de règles qui ne sont pas dansElim et
qui apparaissent au-dessus deι dansπ′.

Définition 3.4.5 Lamesure d’une preuveπ, notéemeas(π), est égale à
∑

ι

rkπ(ι)

où ι couvre toutes les règles d’inférence deπ qui appartiennent àElim.

Définition 3.4.6 (Conditions pour la normalisation faible) SoitS = (A,F,R)
un système formel. SoitT un système de transformation, et� un ordre bien-fondé
sur l’ensemble des règles d’inférencesR.

Un procédure de transformation T vérifie les
onditions pour la nor-malisation faible si pour toute règle de transformation(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  π ∈
T :

1. il existei, 1 ≤ i ≤ n, tel queιi /∈ Elim,

2. le multi-ensemble des feuillesπ est inclus dans celui de(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι (on
noteraLM(π) ⊆ LM((ι1, . . . , ιn, ϕ)ι)),

3. pour toute occurrence de règleι′ apparaissant danspi, ι � ι′,

4. siπ est de la forme(π1, . . . , πm, ϕ)ι′ alors toute les instances de règles de
π différentes deι′ appartiennent àElim.
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Il est facile de vérifier que toutes ces conditions sont vérifiées pourR1. Nous

verrons que toutes les autres règles pour l’élimination descoupures vérifient ces
conditions.

Nous pouvons maintenant donner notre théorème de normalisation faible.

Théorème 3.4.1Toute procédure de transformation T satisfaisant les condi-
tions de la définition 3.4.6 est faiblement normalisante.

Preuve La preuve de ce théorème est obtenue en généralisant la preuve de Tait
[Tai89].

Nous allons le prouver en montrant que l’application de n’importe qu’elle
règle de transformation d’arbre de preuve n’augmente pas lamesure des preuves
(voir définition 3.4.5). Cette preuve est construite en deuxétapes. Premièrement,
nous montrerons que pour tout arbre de preuve maximalπ transformé enπ par une
règle de transformation nous avonsmeas(π) < meas(π). Puis, nous montrerons
que ce résultat peut être étendu à une preuve quelconque en suivant la stratégie
qui consiste à réduire les sous-arbres maximaux.

1. Soitπ = (π1, . . . , πn, ϕ)ι un arbre de preuve maximal. Soit(ι1, . . . , ιn, ϕ)ι  
π′ une règle de transformation. Cette règle transformeπ enπ. Commeπ est
un arbre de preuve maximal, pour toute sous-preuveπ′′ = (π′′1 , . . . , π

′′
p , ϕ

′)ι′′

de π telle queι′′ ∈ Elim, cela signifie queι′′ apparaît dansπ′, la partie
gauche de la règle de transformation. Par la condition 4 de ladéfinition
3.4.6, nous savons qu’aucune instance de règle, n’appartenant pas àElim,
n’a été introduite dansπ′′ au-dessus deι′′. De plus, par la condition 1, nous
savons qu’il y a au moins une occurrence d’une instance de règle n’apparte-
nant pas àElim qui n’apparaît plus dansπ′′, et par la condition 2, les autres
occurrences de ces règles sont déjà dansπ. Ainsi nous pouvons conclure
que|π′′| ≤ |π|−1. Finalement, par la condition 3, nous avonsι � ι′′. Donc,
d(ι′′) + |π′′| ≤ d(ι) + |π| − 1.

2. Soitπ un arbre de preuve qui n’est ni en forme normale, ni maximal. Soit
π′ = (π′1, . . . , π

′
n, ϕ)ι′ un sous-arbre de preuve deπ qui n’est pas maximal

et tel queι ∈ Elim. Toutes les règles de transformation qui peuvent être
appliquées àπ sont appliquées soit sur un sous-arbre maximalπ′′ deπ (qui
n’est pasπ′), soit sur un sous-arbre maximal deπ′. Dans le premier cas,
rkπ(ι

′) = rkπ(ι
′) oùπ est la preuve obtenue à partir deπ après application

de la règle de transformation que l’on considère. Dans le second cas, par
les conditions 1 et 4, la règle de transformation a éliminé aumoins une
occurrence d’une règle n’appartenant pas àElim, et en a ajouté au plus
une. Ainsi nous avons,rkπ(ι′) ≥ rkπ(ι

′).
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Dans les deux cas que nous venons de voir, nous pouvons dire quemeas(π) >

meas(π), et donc en conclure que la procédure de transformation termine.
⋆3.5 Exemple de normalisation faible3.5.1 Un 
al
ul des séquents un peu di�érent

Nous pouvons reprendre l’exemple de l’élimination des coupures vue dans la
section 3.3.3 page 82 de ce chapitre, en considérant cette fois la règle de coupure
suivante :

Γ֌ ∆, ϕ Γ, ϕ֌ ∆

Γ֌ ∆
Coupure

Avec une telle règle, les conditions pour la normalisation forte ne peuvent
plus être vérifiées pour toutes les règles de transformation, comme nous l’avons
vu dans la section précédente pour la règleR1.3.5.2 Les règles de transformation

Toutes les transformations qui ne font pas intervenir la règle de coupure ne
vont pas changer. Par contre il va falloir adapter les autres. Voici ces règles de
transformations adaptées en suivant la méthode déjà vue dans la section 3.3.3.1) La formule de 
oupure n'est pas prin
ipale dans au moins unedes prémisses

Voici les transformations lorsqu’une règleDroite du calcul des séquents (¬Droite,
∨Droite et ∃Droite) est appliquée sur la prémisse gauche de la règleCoupure.
On retrouve la règleR1 déjà vue dans la section précédente. Le cas symétrique
où l’on a une règle Gauche se résout de manière similaire.R1 Γ1 ֌ ∆1, ϕ

Γ′1 ֌ ∆′1, ϕ
@Droite

Γ′1, ϕ֌ ∆′1
Γ′1 ֌ ∆′1

Coupure
 

Γ1 ֌ ∆1, ϕ

Γ1,Γ
′
1 ֌ ∆1,∆

′
1, ϕ

Aff.
Γ′1, ϕ֌ ∆′1

Γ1,Γ
′
1, ϕ֌ ∆1,∆

′
1

Aff.

Γ1,Γ
′
1 ֌ ∆′1,∆1

Coupure

Γ′1 ֌ ∆′1
@Droite
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avec@ ∈ {∨,¬, ∃} et Γ′1 = Γ1 sauf pour la règle¬Droite , Γ′1 = Γ1,¬ψ pour
toute formuleψ.2) La formule de 
oupure est prin
ipale

Les règles juste au dessus de la coupureCoupure utilise la formule de coupure
comme formule principale. Dans ces cas là, nous avons les règles de transforma-
tion suivantes :

Γ, ϕ֌ ∆ Γ, ϕ′֌ ∆

Γ, ϕ ∨ ϕ′֌ ∆
∨Gauche Γ֌ ∆, ϕ, ϕ′

Γ֌ ∆, ϕ ∨ ϕ′ ∨Droite
Γ֌ ∆

Coupure
 

Γ, ϕ֌ ∆

Γ, ϕ֌ ∆, ϕ′
Aff

Γ֌ ∆, ϕ, ϕ′

Γ֌ ∆, ϕ′
Coupure

Γ, ϕ′֌ ∆
Γ֌ ∆

Coupure

Γ֌ ∆, ϕ
Γ,¬ϕ֌ ∆

¬Gauche Γ, ϕ֌ ∆
Γ֌ ∆,¬ϕ ¬Droite

Γ֌ ∆
Coupure

 

Γ֌ ∆, ϕ Γ, ϕ֌ ∆
Γ֌ ∆

Coupure

Γ, ϕ[x/y]֌ ∆

Γ, ∃x.ϕ֌ ∆
∃Gauche

Γ֌ ∆, ϕ[x/t]

Γ֌ ∆, ∃x.ϕ ∃Droite
Γ֌ ∆

Coupure
 

Γ, ϕ[x/y]֌ ∆

Γ[y/t], ϕ[x/y][y/t]֌ ∆[y/t]
Subst

Γ֌ ∆, ϕ[x/t]

Γ֌ ∆
Coupure3) L'une des prémisses de la règle Coupure est un axiome

Γ֌ ∆, ϕ
Ax.

Γ, ϕ֌ ∆
Γ֌ ∆

Coupure
 Γ֌ ∆

si il existe une formuleϕ′ telle queϕ′ ∈ Γ etϕ′ ∈ ∆,
(ou)

Γ֌ ∆, ϕ
Ax.

Γ, ϕ֌ ∆
Γ֌ ∆

Coupure
 

Γ, ϕ֌ ∆
Γ֌ ∆

Aff
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si ϕ ∈ Γ.

Le cas symétrique, lorsque l’axiome se trouve sur la prémisse de droite, se fait de
manière similaire.4) Les transformations ne 
hangent pas par rapport à la se
tion3.3.35) Rempla
é par le paragraphe 3) de 
ette se
tion pour la partie
on
ernant la règle de Coupure, sinon les autres transformations ne
hangent pas.3.5.3 Véri�
ation des 
onditions

Toutes ces transformations respectent les conditions pourla normalisation
forte sauf la règleR1 qui pose problème. Cependant, celle-ci respecte les condi-
tions pour la normalisation faible de la définition 3.4.6. Onpeut vérifier très fa-
cilement que les autres transformations vérifient également les conditions pour la
normalisation faible. Donc cette procédure de transformation d’arbres de preuve
est faiblement normalisante.
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Chapitre 4État de l'art
Les méthodes pour tester des logiciels sont nombreuses et variées comme nous

avons pu le voir dans l’introduction de ce manuscrit. L’approche que nous étudions
dans les prochains chapitres est celle du test fonctionnel,qui consiste à tester un
programme uniquement à partir de sa description, sans utiliser son code.

Dans ce chapitre, après une introduction sur le test fonctionnel, nous allons
présenter plusieurs outils qui illustrent bien la problématique de la sélection de
tests à partir de spécifications formelles axiomatiques.4.1 Introdu
tion4.1.1 Le test fon
tionnel

Notre approche pour tester un programme informatique s’inscrit dans le cadre
du test fonctionnel. Cette pratique de vérification a pour caractéristique principale
le fait que l’on ne se sert pas du code du programme (d’où le nomparfois utilisé de
test “boîte noire”). Nous ne connaissons pas le contenu du code mais uniquement
la relation entre ses entrées/sorties. Il s’oppose au test dit structurel, ou “boîte
blanche”, où l’on s’appuie sur ce contenu.

L’un des principaux avantages du test fonctionnel, par rapport au structurel,
est qu’il utilise le même support (la spécification) pour sélectionner les entrées de
test et les sorties attendues (c’est-à-dire résoudre le problème de l’oracle). Dans
l’approche fonctionnelle, les services que doit rendre le programme sont décrits
d’une manière ou d’une autre.

Les spécifications répondent à ce besoin de description de propriétés atten-
dues. Elle permettent de donner le comportement voulu pour un programme. C’est
une idée ancienne [GG75] qui a été reprise de nombreuses foiscomme nous al-
lons le voir dans ce chapitre. Cette approche a un gros avantage par rapport à
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d’autre méthodes : même si le programme change, sa spécification reste la même.
Les tests construits n’auront pas besoin d’être modifiés même après des phases
de correction du code (non régression). En outre, quand on écrit la spécification
on décrit le comportement d’une fonction pour des valeurs données, et on dispose
ainsi du résultat attendu en fonction des données d’entrée.C’est cette donnée du
résultat attendu qui facilite la résolution du problème de l’oracle.

Dans le cadre de cette thèse nous allons parler du test à partir de spécifications
algébriques (voir chapitre III pour la présentation détaillée), mais il existe d’autres
méthodes de test fonctionnel largement utilisées où la description du comporte-
ment du programme est donnée sous d’autres formes. Par exemple à l’aide d’auto-
mates, on parle alors de test de conformité [Tre92, Tre96, LY96] ; ou bien à l’aide
d’une spécification écrite en B ou Z [LPU02] (pour tester des systèmes dans des
valeurs aux limites).4.1.2 La séle
tion

Dans cette section, les tests sont sélectionnés à partir d’une spécification du
programme donnée sous forme axiomatique. L’idée première [BGM91] fut donc
de prendre simplement les axiomes de la spécification, et de dire que ceux-ci
sont des tests (à substitution près des variables par des termes clos). En effet,
les axiomes sont des propriétés que doit vérifier le programme. Si l’on sélectionne
des jeux de valeurs pour les variables présentes dans un axiome donné, nous ob-
tenons des tests que l’on peut soumettre au programme. Par exemple, dans le cas
de l’axiome(Add2) de l’addition (voir exemple 1.4.1 page 36),

succ(x) + y = succ(x+ y)

si l’on substitue0 àx et succ(0) ày, on obtient la formule close suivante :

succ(0) + succ(0) = succ(0 + succ(0))

Cette formule est un test pour l’opération d’addition+. En effet, il suffit d’exécu-
ter successivement les deux expressionssucc(0) + succ(0) et succ(0 + succ(0))
et de récupérer les deux résultats respectivementv1 et v2. Si les valeursv1 et v2

coïncident, le test est en succès, sinon le test est en échec.Cette idée est à l’origine
des critères d’uniformité et de régularité [BGM91, Mar91a]. Le critère d’unifor-
mité est couvert lorsque l’on sélectionne au moins un test pour chaque axiome
(par exemple le test de+ donné précédemment). Le critère de régularité d’ordre
k est couvert lorsque tous les termes d’un types donné et de taille inférieure
ou égale àk sont sélectionnés. Par exemple, l’application du critère de régularité
d’ordre3 sur les entiers de l’axiome précédent consiste à substituerx ety succes-
sivement par0, succ(0) et succ(succ(0)). De même, la régularité d’ordre3 sur
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une pile d’entiersp (voir exemple 1.4.3 page 38) consisterait à substituerp par
vide, empiler(x, vide), empiler(y, empiler(x, vide)) où x et y sont des entiers
sur lesquels on peut appliquer un critère d’uniformité ou à nouveau un critère de
régularité.

Idéalement, la validation complète d’un programme par rapport à une spécifi-
cation peut être obtenue par le test, à condition de soumettre l’ensemble des tests
du jeu exhaustif des tests (dans l’exemple qui précède, l’ensemble de toutes les
substitutions de tous les axiomes). Ceci est bien sûr impossible à réaliser en pra-
tique, car le plus souvent le jeu de tests exhaustif contientune infinité de tests ou
au moins un ensemble impraticable. La sélection d’un ensemble de tests (très pe-
tit par rapport à l’ensemble exhaustif) est donc une nécessité. Cette sélection doit
donc être effectuée le plus judicieusement possible, car elle détermine directement
la qualité de la vérification réalisée lors de l’activité de test. Il existe deux grandes
classes de méthodes de sélection : les méthodes aléatoires,et les méthodes par
partitionnement.

– Dans le cas deméthodes aléatoires [CH00, BBG97], les tests sont
choisis parmi l’ensemble de tous les tests possibles (donc des substitu-
tions d’axiomes) en sélectionnant de manière aléatoire. Elles ont l’avantage
d’être faciles à implémenter, et permettent de générer une grande quantité
de tests sans difficulté. Cependant, l’un des inconvénientsmajeur des mé-
thodes aléatoires est le cas où un sous-domaine a une probabilité très faible
d’apparaître. Dans le cas des spécifications conditionnelles positives, sup-
posons que l’on a un axiome de la forme :

est_triee(y :: l) = true ∧ x < y = true⇒ insert(x, y :: l) = x :: y :: l

avecx, y des variables de typesentier, l une variable de type liste,est_triee
un prédicat qui vérifie qu’une liste est triée,:: le constructeur de liste et
insert l’opération d’insertion d’un élément dans un liste triée (opération
sous test). La génération de données de tests de manière aléatoire risque
de poser des problèmes pour cet axiome. Mis à part pour de toutes petites
listes, il est difficile de générer aléatoirement des listestriées parmi toutes
les listes. De manière plus générale, il est souvent difficile de trouver de ma-
nière aléatoire des tests intéressants qui vérifient les prémisses des axiomes.

– Les méthodes qui vont nous intéresser dans cette thèse relèvent d’une dé-
marche plus dirigée. On parle deméthodes par partition [BGM91,
DF93, BW05c, KATP02]. Les tests sont sélectionnés à partir des axiomes
dans le but de réaliser une partition, la plus judicieuse possible, de l’en-
semble de tous les tests. On réalise un découpage en sous-domaines de
l’ensemble de tous les cas de tests possibles, puis on choisit des tests dans
chaque sous-domaine. Ces tests (au moins un par sous-domaine) pourront
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être soumis au programme. Ces tests sont également générés de manière
aléatoire, mais sur un domaine beaucoup plus petit puisque l’on a “décou-
pé” le domaine de définition principal. Le test par partitionne pose pas le
problème des méthodes aléatoires puisque le découpage, s’il est bien fait,
couvrira tous les sous-domaines pertinents de la spécification. Pour ce faire,
l’utilisateur défini lui même son découpage selon ses besoins. Ainsi, il peut
découper (et donc tester) plus ou moins finement les différentes parties de la
spécification selon qu’elles sont plus ou moins critiques. Dans le chapitre 6
de cette thèse nous introduirons nos propres méthodes de sélection de tests
par partition.

4.1.3 Les outils
Plusieurs méthodes et outils de génération automatique de tests à partir de

spécifications ont été développés. Nous allons présenter plusieurs de ces outils
dans les sections suivantes. Ces outils fonctionnent tous plus ou moins selon les
trois phases suivantes :

– Il faut tout d’abord écrire une spécification qui contient les propriétés que
l’on veut tester. Le langage utilisé dépend des outils, maisce sont le plus
souvent des formules proches de la logique des prédicats du premier ordre.

– Ensuite vient une phase de sélection, où les outils génèrent un ensemble de
tests construits en accord avec la spécification.

– Puis pour finir, une phase où ces tests sont soumis à un programme (écrit
dans divers langages, le plus souvent fonctionnels) et où l’on vérifie qu’ils
sont corrects (c’est-à-dire que la valeur calculée via la spécification n’est
pas mise en échec par le programme).

Nous allons commencer par présenter l’outil HOL-TestGen, qui sélectionne
des tests pour un programme (écrit en SML, ou en C) à partir d’une spécification
écrite dans le langage HOL (un langage de spécification de haut niveau). Les tests
sont sélectionnés à partir d’une partition du domaine de tous les tests.

Ensuite nous présenterons, l’outil QuickCheck qui s’intègre complètement
dans le langage de programmation Haskell, avec une spécification écrite égale-
ment en Haskell. Contrairement, à HOL-TestGen, QuickCheckest un outil qui
génère les tests de manière aléatoire.

Pour finir, nous nous intéresserons à l’outil LOFT, plus ancien que les deux
outils précédent, mais dont nous nous sommes inspirés pour décrire les méthodes
de sélection de tests décrites dans cette thèse.
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HOL-TestGen est un outil développé par Achim D. Brucker et Burkhart Wolff

[BW05a, BW05b, BW07]. Cet outil s’intègre à l’assistant de preuve Isabelle
comme une nouvelle “logique”. Ces nouveaux éléments permettent de générer
des tests pour des programmes écrit en SML ou bien en C. C’est un outil qui uti-
lise uneméthode par partitionpour sélectionner les tests à l’aide des axiomes de
la spécification.

Dans un premier temps nous allons présenter Isabelle et la logique HOL utili-
sée par l’outil HOL-TestGen. Ensuite nous présenterons le fonctionnement géné-
ral de HOL-TestGen, que nous illustrerons ensuite sur un exemple.4.2.1 Isabelle/HOL

Isabelle est un assistant de preuve générique [Wen05]. De nombreuses lo-
giques sont supportées par Isabelle, notamment la logique du premier ordre (FOL),
la théorie des ensembles de Zermelo-Fränkel (ZF), et bien sûr HOL que les auteurs
ont choisis pour développer HOL-TestGen.

HOL, qui signifie Higher-order logic en anglais, est une logique classique
enrichie. Elle est plus expressive que la logique du premierordre car elle com-
bine un langage de programmation fonctionnelle typé (tels que CAML, SML, ou
Haskell...) et les quantificateurs. HOL est le langage de spécification utilisé par
l’outil HOL-TestGen. L’association entre Isabelle et HOL s’appelle Isabelle/HOL
[NPW02].

Isabelle/HOL est utilisé par HOL-TestGen comme un environnement de cal-
cul symbolique. Cet environnement, via HOL, dispose d’un ensemble important
de théories comme par exemple les ensembles, les listes, lesmulti-ensembles, les
relations d’ordres... C’est également un véritable langage de spécification qui per-
met de définir nos propres types et fonctions. Les manipuléespar Isabelle/HOL
sont de la formeA1 ⇒ · · · ⇒ An ⇒ An+1 que l’on note aussi[|A1, . . . , An|] ⇒
An+1. Elles signifient qu’à partir des contraintesA1, . . . , An, on infère la conclu-
sionAn+1.4.2.2 HOL-TestGen

HOL-TestGen est un outil de test qui permet
– d’écrire des spécifications (pour le test) en HOL, c’est-à-dire despé
i�er

des structures de données et des opérations (via HOL), ainsique des expres-
sions à tester.

– de partitionner l’espace d’entrée de ces expressions (en utilisant la spéci-
fication) et de générer ainsi destests abstraits (en s’appuyant sur les
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hypothèses d’uniformité et de régularité que nous étudierons plus en détail
dans le prochain chapitre)

– de sélectionner automatiquement destests 
on
rets à partir des tests abs-
traits,

– de générer des scripts en SML pourexé
uter ces tests concrets sur des
programmes écrits en SML : ces scripts contiennent les données de test à
soumettre au programme ainsi que le résultat attendu (calculé via la spéci-
fication). La soumission au programme se fait via un “harnais” de test qui
est une sorte d’outillage pour les scripts.

– tester des implantations dans d’autres langages comme C.

Je vais seulement expliquer la partie génération de tests abstraits à l’aide d’un
exemple, et simplement commenter la génération des tests concrets. En revanche,
je ne parlerai pas de la génération de scripts.4.2.3 Exemple

À titre d’exemple, nous allons tester une opération d’insertion dans un arbre
binaire de recherche. Isabelle manipule des modules, que l’on appelle théories.
Ces théories peuvent être définies à partir d’autres théories existantes. Dans HOL-
TestGen, on importe une théorie appeléeTesting, qui contient un ensemble im-
portant de structures de données prédéfinies, ainsi qu’un ensemble de fonctions
pour générer des tests.

En mettant dans un seul fichier l’ensemble des expressions qui vont suivre, on
obtient une séquence utilisable par HOL-TestGen. La théorie que l’on définit ici a
pour nomABR :theory ABR = Testing:

Il est possible de spécifier des types comme dans un type sommed’un langage
fonctionnel, par exemple le type'a tree des arbres binaires, où'a est un type
générique.datatype 'a tree = ET | MKT 'a "'a tree" "'a tree"

où ET est l’arbre vide, etMKT le constructeur d’arbre avec deux fils et une
racine de type'a.

Ensuite, il est possible de déclarer des opérations ou des prédicats en donnant
leurs profils (c’est notre signature).
onstsis_in :: "('a::order) => 'a tree => bool"is_ord :: "('a::order) tree => bool"insert :: "('a::order) => 'a tree => 'a tree"



4.2. HOL-TestGen 107is_in est un prédicat qui vérifie qu’un élément est bien dans un arbre binaire.is_ord est un prédicat qui vérifie si un arbre binaire est un arbre binaire de
recherche.insert est une opération qui insère un élément au bon endroit dans unarbre
binaire de recherche.

Le type('a : :order) signifie que le type'a est muni d’une relation d’ordre
(c’est-à-dire que l’on pourra utiliser les prédicats<,>, . . . sur ce type).

En respectant les profils des opérations on peut les spécifierrécursivement à
l’aide d’un certain nombre de formules (les axiomes) spécifiées en HOL.primre
"is_in k ET = False""is_in k (MKT n l r) = ((k = n) ∨ (is_in k l) ∨ (is_in k r))"primre
isord_base : "is_ord ET = True"isord_re
 : "is_ord (MKT n l r) = ((∀n'. is_in n' l �> n' < n) ∧(∀n'. is_in n' r �> n < n') ∧is_ord l ∧ is_ord r)"primre
insert_base: "insert x ET = MKT x ET ET"insert_re
: "insert x (MKT n l r) =(if x=nthen MKT n l relse if x<nthen MKT n (insert x l) relse MKT n l (insert x r))"

Tout ce que nous venons de définir correspond à notre spécification. Les élé-
ments syntaxiques sont faciles à interpréter conformémentà l’intuition dénotée
par les différents symboles ou identificateurs. Pour l’instant la syntaxe utilisée
est celle d’Isabelle. Nous allons maintenant expliquer la partie test, dont voici un
exemple pour la fonction d’insertion :test_spe
 "prog x t = insert x t"apply(gen_test_
ases 1 1 "prog")store_test_thm "test"gen_test_data "test"thm test.test_data
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Le mot clétest_spe
 spécifie ce que l’on veut tester (notre objectif de test).

Ici, nous voulons vérifier que l’implantationprog de l’opérationinsert est cor-
recte (c’est-à-dire renvoie la même chose que la spécification).

Voici ce que Isabelle répond après cette première étape.> test_spe
 "prog x t = insert x t"proof (prove): step 0fixed variables: prog, x, tgoal (test_spe
, 1 subgoal):1. prog x t = ABR.insert x t
Un seul sous-but a été construit directement à partir de notre objectif. Isabelle

est un prouveur, et ce sous-but est la formule à prouver. On nepeut pas prouver
cette formule directement, mais on peut la tester. C’est ce que fait HOL-TestGen
en appliquant une stratégie de sélection par découpage.

Cette méthode s’appellegen_test_
ases dans HOL-TestGen. Voila ce qu’elle
renvoie :> apply(gen_test_
ases 1 1 "prog")proof (prove) : step 1fixed variables : prog, x, tgoal (test_spe
, 9 subgoals) :1. prog ?X1X33 ET = MKT ?X1X33 ET ET2. THYP ((∃ x. prog x ET = MKT x ET ET) −→ (∀ x. prog x ET =MKT x ET ET))3. [| ?X1X25 6= ?X3X27 ; ?X1X25 < ?X3X27|℄ −→ prog ?X1X25 (MKT ?X3X27ET ?X2X26) = MKT ?X3X27 (MKT ?X1X25 ET ET) ?X2X264. THYP ((∃ x xa xb. x 6= xb −→ x < xb −→ prog x (MKT xb ETxa) = MKT xb (MKT x ET ET) xa) −→ (∀ x xa xb. x 6= xb −→ x < xb
−→ prog x (MKT xb ET xa) = MKT xb (MKT x ET ET) xa))5. prog ?X1X16 (MKT ?X1X16 ET ?X2X17) = MKT ?X1X16 ET ?X2X176. THYP ((∃ x xa. prog x (MKT x ET xa) = MKT x ET xa) −→ (∀ xxa. prog x (MKT x ET xa) = MKT x ET xa))7. [| ?X1X7 6= ?X3X9 ; 6 ?X1X7 < ?X3X9|℄ −→ prog ?X1X7 (MKT ?X3X9 ET ?X2X8)= MKT ?X3X9 ET (ABR.insert ?X1X7 ?X2X8)



4.2. HOL-TestGen 1098. THYP ((∃ x xa xb. x 6= xb −→ 6 x < xb −→ prog x (MKT xb ETxa) = MKT xb ET (ABR.insert x xa)) −→ (∀ x xa xb. x 6= xb −→ 6 x< xb −→ prog x (MKT xb ET xa) = MKT xb ET (ABR.insert x xa)))9. THYP (Su
 0 < size t −→ prog x t = ABR.insert x t)
Expliquons un peu les arguments degen_test_
ases :
– Le premier argument est une profondeur de découpage. La procédure construit

tous les cas de test possibles pour des entrées de test dont lataille est infé-
rieure ou égale à cette valeur. Dans cet exemple, cet argument est à un, dont
elle construit tous les cas possibles (en fonction des axiomes de la spécifi-
cation) pour des arbres ne contenant au plus qu’un seul constructeurMKT .

– Le deuxième argument ne nous intéresse pas ici : il faut le laisser à1.
– Le troisième argument est le nom de l’opération que l’on veut tester.

L’application de la stratégiegen_test_
ases produit différents sous-buts.
Certains correspondent aux tests abstraits (les sous-butsimpairs). Ainsi le pre-
mier sous-but permet de tester l’insertion d’un élément dans l’arbre vide. Les
autres buts sont les hypothèses de tests (les sous-buts pairs). Ces dernières servent
à combler la distance entre la preuve de correction du programme et la vérification
effectuée par les tests. Par exemple, le deuxième sous-but exprime que si le test
d’insertion d’un élément dans l’arbre vide est en succès, leprogramme sera correct
pour toute insertion d’un élément dans l’arbre vide. Cette hypothèse est issue du
critère d’uniformité sur le premier sous-domaine (dans lequel l’arbre est vide). De
même, la dernière hypothèse est issue du critère de régularité sur les arbres. Ces
hypothèses permettent à Isabelle de disposer d’un ensemblede sous-buts équiva-
lents au but de départ qui exprime la correction (complète) du programme.

Voici les quatre sous-buts générés qui nous intéressent. Pour plus de lisibilité,
les variables de type'a sont notées à l’aide des lettresx,y, et les variables de type'a tree à l’aide de la variableX1. prog(x, ET) = MKT(x, ET, ET)3. [|x 6= y ; x < y|℄ =⇒ prog (x, MKT( y, ET, X)) = MKT( y ,MKT(x ,ET, ET), X)5. prog(x, MKT(x, ET, X) = MKT(x, ET, X)7. [|x 6= y ; ¬ x < y|℄ =⇒ prog(x, MKT( y, ET, X)) = MKT(y, ET,ABR.insert( x, X))

Rappelons que la notation[|A1 ; . . . ; An|℄ =⇒ B est logiquement équi-
valente àA1 ∧ · · · ∧An ⇒ B.

Il est bien sûr possible de générer des cas de tests pour des profondeurs plus
grandes. Sur ce petit tableau les temps approximatifs pour générer les sous-buts
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à une profondeur donnée dans l’exemple du test de la fonctioninsert dans les
arbres binaires de recherche.

Profondeur Temps nécessaireSous-buts
0 < 1′′ 3
1 < 1′′ 9
2 2′′ 45
3 1′40′′ 217
4 Des heures 1425

On s’aperçoit que le temps nécessaire à la génération des sous-buts pour une
profondeur supérieure à 3 est beaucoup trop important. À chaque étape l’outil fait
du dépliage sur toutes les sous branches possibles. Les auteurs de l’outil ont déve-
loppé des techniques pour améliorer le temps de réponse en ajoutant des lemmes
à la procédure de simplification d’Isabelle.

La commandestore_test_thm �test� permet de stocker les tests abstraits
dans une variabletest.

Puis la séquence suivante génère les données de tests pour les cas de tests
contenus dans la variabletest, et puis les affichent.gen_test_data "test"thm test.test_data

Voici les tests que l’on obtient comme tests concrets grâce àla deuxième ligne
(c’est-à-dire le critère d’uniformité pour les sous-buts 1, 3, 5, et 7) :prog 8 ET = MKT 8 ET ETprog 4 (MKT 7 ET ET) = MKT 7 (MKT 4 ET ET) ETprog 1 (MKT 1 ET (MKT 1 ET ET)) = MKT 1 ET (MKT 1 ET ET)prog 9 (MKT 8 ET ET) = MKT 8 ET (MKT 9 ET ET)

Les valeurs assignées aux variables sont générées aléatoirement mais doivent
respecter les pré-conditions. Comme pour les tests abstraits, cette phase peut donc
durer très longtemps car il n’est pas forcément évident de trouver un test qui vé-
rifie les pré-conditions. HOL-TestGen intègre des moyen de limiter le nombre
d’itérations pour cette génération aléatoire. Il est ensuite possible de générer un
script de test pour soumettre ces données de test à un programmeprog (en SML).

HOL-TestGen est un outil de test par partition complet. Il utilise toute la puis-
sance de Isabelle/HOL pour spécifier des opérations, permetde partitionner des
ensembles de tests à partir de cette spécification, et intègre également des moyens
de soumettre automatiquement les tests générés. Il a été utilisé dans de nombreux
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cas de figures, et encore récemment dans [BW07]. Cependant, la prise en main
de cet outil est un peu lourde, notamment à cause de son intégration dans Isa-
belle/HOL. La méthode de partition, si elle couvre bien les axiomes de la spé-
cification, est plutôt lente dès qu’il s’agit de tester des données de grande taille.
En effet, le découpage s’effectue dans toutes les directions en même temps, et le
nombre de cas possibles explose très rapidement même pour des profondeurs peu
conséquentes.4.3 Qui
kChe
k

QuickCheck est un outil développé par K. Claessen et John Hughes [CH00].
C’est un outil très léger qui fait environ 300 lignes de code.Il permet d’aider
les programmeurs, dans le langage Haskell, à formuler et tester des propriétés (les
objectifs de test) sur des programmes. Les propriétés sont décrites dans ce langage
de programmation et peuvent être testées automatiquement de manière aléatoire.
Contrairement à HOL-TestGen et à LOFT (voir section suivante), QuickCheck
utilise uneméthode aléatoirepour sélectionner les tests. Ainsi, afin de réaliser
une bonne couverture des propriétés à vérifier, il faut que l’utilisateur sépare bien
les composants à tester.

Pour décrire les propriétés, ils utilisent une spécification qui est intégrée dans
le langage Haskell, et qui se trouve dans le même module que lafonction à tes-
ter. Les tests concrets sont générés aléatoirement. Les auteurs défendent la thèse
selon laquelle les méthodes de test aléatoire sont finalement assez compétitives
par rapport aux autres méthodes de tests. Pour améliorer lesproblèmes de distri-
bution des valeurs que peuvent rencontrer les méthodes de test aléatoire, l’outil
QuickCheck intègre des mécanismes de contrôle humains.4.3.1 Un exemple simple

La syntaxe pour tester une fonction est assez simple. Si l’onveut tester l’opé-
ration classiquereversesur les listes, il suffit d’écrire la propriété que l’on veut
tester dans le langage Haskell de la manière suivante :prop_Rev x y =reverse (x ++ y) == reverse y ++ reverse x

avec++ qui désigne la concaténation de deux listes.

Ensuite, l’outil s’occupe de tout, il suffit de taper la commande suivante :qui
kChe
k prop_Rev
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L’outil génère par défaut 100 tests concrets qu’il soumet à l’implantation de

l’opérationreverse, et renvoie soit :
– OK: passed 100 tests.

lorsque les 100 tests sont en succès,
– Falsifiable

lorsque au moins l’un des tests est en échec. Il donne en plus les valeurs
incriminées.

Il est également possible de tester des propriétés plus complexes que des équa-
tions, comme des formule conditionnelles de la formeA ==> B. QuickCheck
génère alors 100 tests qui vérifient la conditionA. Si il ne trouve pas 100 tests
valides lors des 1000 premier essais, il renvoie simplementle nombre de tests
trouvés.4.3.2 Génération des données de tests

Pour les types de données classiques, Quickcheck intègre directement des mé-
canismes de génération de tests. Comme cette génération se fait de manière aléa-
toire, Quickcheck permet de classer les tests générés :

– détection des tests triviaux, par exemple les listes videspour le type de
données des listes,

– classement des tests en fonction de la taille des données, ce qui permet de
voir si la génération aléatoire réalise une bonne couverture du domaine ou
bien se restreint à des données de petite taille.

Pour éviter de générer, par exemple, des listes qui ont toujours une taille très
petite et ainsi de passer à côté de plein d’erreurs potentielles, ou bien des listes
trop grande et risquer de ne pas terminer, QuickCheck possède des mécanismes
pour régler la fréquence d’apparition d’un élément et des bornes à ne pas dépasser.

En revanche, la génération des données de test est laissé auxutilisateurs pour
des types définis par eux. Cela se fait à l’aide de l’opérateurArbitrary, qui permet
par exemple pour un type sommedata Couleur = Rouge | Bleu | Vert

de définir le générateur suivant :instan
e Arbitrary Couleur wherearbitrary = oneof[return Rouge, return Bleu, return Vert℄
Les données de tests seront ainsi choisies parmi Rouge, Bleuet Vert.
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 HOL-TestGen
L’intégration complète de QuickCheck dans le langage Haskell le rend très

simple à utiliser et utilisable par tout programmeur. C’estson avantage principal
face à HOL-TestGen qui est plus complexe. Rappelons que l’intégration de celui-
ci dans Isabelle le rend assez lourd à utiliser. Par contre, il permet de réaliser une
meilleure couverture des tests que QuickCheck puisqu’il realise un découpage
précis à l’aide des axiomes, et il est plus facilement transposable dans des langages
de programmation différents.4.4 LOFT

Plus ancien que les outils précédents, LOFT [BGM91, Mar91b,Mar91a, Mar95]
est un outil qui a été développé par Bruno Marre pour automatiser une méthode
de sélection de tests par dépliage des axiomes (donc parpartition). Il est déve-
loppé dans le langage de programmation logique ECLIPSE [ECR06], qui est un
langage de la même famille que PROLOG. L’idée était d’utiliser les principes de
la programmation logique pour implémenter une méthode de sélection de tests à
partir de spécifications algébriques.

Son noyau est une procédure de résolution équationnelle, qui permet de géné-
rer des tests à partir d’une formule équationnelle caractérisant un sous-domaine
d’entrées d’une opération. Cette procédure est appelé surréduction conditionnelle
(“narrowing” en anglais). Elle permet également de résoudre des problèmes équa-
tionnels dans une théorie décrite par des axiomes conditionnels positifs.

C’est cette approche qui a été à la base du travail que nous présentons dans le
prochain chapitre de cette thèse. En effet, nos procédures de dépliage sont inspi-
rées de ce que fait l’outil LOFT.4.4.1 Les axiomes : dé�nition et restri
tions

Dans LOFT, à chaque axiome de la spécification est associé uneclause de
Horn 1 sans égalité. Reprenons l’exemple de la spécification des entiers naturels
donnée section 1.4.1 page 36. Les axiomes définissant l’opération+ doivent tout
d’abord être écrit de manière préfixe :

add(0, x) = x
add(succ(x), y) = succ(add(x, y))1En logique des prédi
ats, une 
lause de Horn est une formule de la forme l1∧· · ·∧ln ⇒ pave
 li, p des formules atomiques. Ces 
lauses sont à la base des langages de programmationlogique tels que PROLOG
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Ensuite, pour être intégré dans LOFT, ils sont transformés en clauses de Horn

sans prédicats d’égalité. La notation: − est celle des langages de programmation
logique tels que PROLOG. Elle remplace le symbole d’implication⇐ de la lo-
gique des prédicats du premier ordre (a : − b se lit “a si b”). Les variables sont
notées à l’aide des lettres majuscules.

add(0,M,M)
add(succ(N),M, succ(Z)) : − add(N,M,Z)

À toute opération définie d’aritén, LOFT associe une relation (un prédicat)
d’aritén + 1, et à tout constructeur d’aritén un nom de fonction d’aritén. Toute
les formules manipulées par LOFT devront être transforméesde cette manière.
On obtient ainsi un programme logique à partir d’une spécification conditionnelle
positive.

La stratégie de LOFT permet de calculer, à partir de ces formules, des substi-
tutions qui permettront de générer des tests. Cependant dessolutions ne peuvent
pas toujours être trouvées. Cette stratégie n’est valide que pour une classe parti-
culière de spécifications conditionnelles positives. La signatureΣ = (S, F, V ) est
une signature avec un ensembles de constructeurs2 C dansF . Les équations de la
conclusion des axiomes sont de la formeg(u1, . . . , un) = v telles queg ∈ F \ C,
ui ∈ TΩ(V ) avecΩ = (S,C), et toutes les opérations non-constructeurs dans
v sont toutes plus petites queg selon un ordre bien-fondé>F construit surF .
La conclusiong(u1, . . . , un) = v peut donc être orientée de gauche à droite (i.e.
g(u1, . . . , un)→ v) comme une règle de réécriture. De plus, le système de réécri-
ture conditionnelle associé à ces axiomes forme un système qui termine et qui est
confluent. Pour simplifier, les axiomes doivent être “exécutables” pour pouvoir
être compris par LOFT (nous étudierons en détail les restrictions dans le dernier
chapitre de cette thèse page 139).4.4.2 Le dépliage

Ce qui nous intéresse dans cet outil, c’est sa méthode de dépliage. Elle utilise
la structure des axiomes de la spécification, et un but qui estune formule qui
caractérise un objectif de test. Nous allons la présenter succinctement ici dans un
cadre restreint, celui de l’outil LOFT. Nous l’étendrons dans le chapitre 6.

Exemple 4.4.1Considérons la spécification de l’addition donnée précédemment
à l’aide des deux clauses de Horn. LOFT permet de déplier un but construit à
l’aide de l’opérationadd. Par exemple, l’équationadd(n, n) = r, avecn,m, r des
variables, peut être utilisée comme un objectif de test (un but dans LOFT). Cette2Les 
onstru
teurs sont des symboles d'opérations qui ne sont pas dé�nis par les axiomes
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équation caractérise tous les tests de cette forme (obtenuspar substitution des
variables et conséquences des axiomes). Le butadd(N,M,R) est alors soumis
à LOFT. Le dépliage de l’opérationadd, dans le butadd(N,M,R), permet de
construire les deux sous-buts suivants :

– Le premier correspond au premier axiome de l’opérationadd. La substitu-
tion des variables est donnée par les unificateurs deN = 0 etR = M et
le sous-but est vide. Les tests ainsi décrits sont donc toutes les équations de
la formeadd(0, r) = r où r est substituée par un terme construit sur les
constructeurs de entier (0 et succ).

– Le deuxième correspond au deuxième axiome. La substitution des variables
est donnée par les unificateurs deN = succ(N ′),R = succ(R′) oùN ′ etR′

sont des nouvelles variables. Le nouveau sous-but estadd(N ′,M,R′). Les
tests ainsi décrits sont de la formeadd(succ(n′), m) = succ(r′), oùn′, m et
r′ sont substituées par des termes construits sur0 etsucc etadd(n′, m) = r
est une conséquence des axiomes de l’addition.

Comme le premier sous-but est vide, il ne peut plus être déplié. Au contraire,
le deuxième sous-but construit par LOFT peut être déplié de nouveau selon les
axiomes de l’addition :

– Un premier sous-but vide est obtenu avec la substitution des variables cons-
truite selon l’unification deN = succ(0) etR = succ(M). Il caractérise
les tests de la formeadd(succ(0), m) = succ(m) oùm est substituée par
tout terme construit sur0 et succ. Ce sous-but étant vide, il ne pourra plus
être déplié.

– Un deuxième sous-but est obtenu avec la substitution des variables obte-
nue par l’unification deN = succ(succ(N ′′)) etR = succ(succ(R′′)). Le
nouveau sous-but estadd(N ′′,M,R′′). Il caractérise l’ensemble des tests
de la formeadd(succ(succ(n)), m) = succ(succ(r)) oùn,m etr sont sub-
stituées par des termes construit sur0 et succ. Comme dans la première
étape de dépliage, ce cas pourrait être dépliée à nouveau surles axiomes
de l’addition.

Ainsi, en stoppant le processus après deux dépliages successifs de l’addition,
on obtient les 3 sous-buts ci-dessus construits à partir du but de départ.

Dans LOFT, l’opération de dépliage est réalisée à l’aide de la commande sui-
vante :unfold_std([#('f: s1, ..., sn -> s',m), ... ℄, eq )

avecf un nom d’opération muni de son profils1 × . . . sn → s, qui est l’opé-
ration à déplier,eq qui est une équation qui représente un but (l’objectif de test),
etm la profondeur de dépliage souhaitée.
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Exemple 4.4.2Dans l’exemple de l’opération d’addition, l’application de la fonc-
tion de dépliage (sur deux étapes) va se faire de la manière suivante :??- unfold_std([#('add: nat, nat -> nat',2)℄, add(N,M) = R).FINAL BINDING:N:nat = 0R:nat = M:natCPUTIME = 0;FINAL BINDING:N:nat = su

(0)R:nat = su

(M:nat)CPUTIME = 0;FINAL BINDING:N:nat = su

(su

(_v0:nat))R:nat = su

(su

(_v1:nat))REMAINING CONSTRAINTS = {add(_v0:nat, M:nat) = _v1:nat}CPUTIME = 0;GLOBAL TIME ELAPSED = 17NUMBER OF SOLUTIONS = 3yes

Les troisFINAL BINDING trouvés correspondent bien aux trois sous-buts ob-
tenus par deux étapes de dépliage.

Dans cet exemple simple, le dépliage n’est effectué que sur l’opérationadd
mais dans d’autres cas il est possible de déplier n’importe quelle opération définie
et permet donc à l’utilisateur de guider la sélection par dépliage. Par exemple,
pour la définition de l’opération∗ à l’aide de l’axiomex ∗ succ(y) = (x ∗ y) + x,
la partie droite utilise l’opération+. Après une étape de dépliage, on pourra donc
déplier soit cette opération soit l’opération initiale.
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La solution donnée par LOFT après une ou plusieurs étapes de dépliage n’est

pas nécessairement close. Il reste des variables qui ne sontpas instanciées. L’ins-
tanciation complète des variables peut être forcée et on obtient ainsi, non plus
des sous-buts non résolus, mais bien des valeurs qui pourront être soumises à un
programme.

Exemple 4.4.3Voici la commande à taper pour obtenir le résultat voulu pourle
dépliage de l’opération d’addition :??- unfold_std([#('add:nat,nat -> nat',2)℄, add(N,M) = R), ?,?(is_a_nat(M) = true).FINAL BINDING:N:nat = 0M:nat = su

(su

(su

(0)))R:nat = su

(su

(su

(0)))CPUTIME = 17;FINAL BINDING:N:nat = su

(0)M:nat = su

(su

(su

(su

(0))))R:nat = su

(su

(su

(su

(su

(0)))))CPUTIME = 0;FINAL BINDING:N:nat = su

(su

(0))M:nat = su

(0)R:nat = su

(su

(su

(0)))CPUTIME = 16;GLOBAL TIME ELAPSED = 50NUMBER OF SOLUTIONS = 3yes

Les tests obtenus sont donc au nombre de trois, un par sous-but construit :
add(0, succ(succ(succ(0)))) = succ(succ(succ(0)))
add(succ(0), succ(succ(succ(succ(0))))) = succ(succ(succ(succ(succ(0)))))
add(succ(succ(0)), succ(0)) = succ(succ(succ(0)))
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L’outil LOFT, plus ancien que HOL-TestGen et QuickCheck, permet plus que

ces deux autres outils de s’intéresser à la sélection par dépliage. En effet, l’uti-
lisateur peut déplier où il le souhaite, et il est donc sur ce point plus précis que
HOL-TestGen.

C’est donc la finesse de cette méthode de dépliage de l’outil LOFT qui nous
a le plus intéressée. Cependant, la classe de spécificationsutilisée par LOFT doit
respecter des conditions très restrictives sur la forme desaxiomes. Dans les pro-
chains chapitres, nous verrons comment la procédure de dépliage peut être étendue
à des spécifications beaucoup moins restrictives.

La procédure de sélection de LOFT a été récemment réutiliséedans l’outil
GATeL [MA00, MB04] qui permet de produire des tests à partir de spécifica-
tions LUSTRE. LUSTRE est un langage largement utilisé dans l’industrie pour
construire des systèmes réactifs. L’outil GATeL déplie leséquations LUSTRE
pour obtenir des sous-domaines de test également caractérisé par des contraintes.
Les contraintes sont résolus en générant aléatoirement un test pour chaque sous-
domaine.



Chapitre 5Notre appro
he du test
Dans ce chapitre, nous allons présenter plus particulièrement notre approche

pour tester un programme à partir de sa spécification formelle. Comme nous
l’avons vu dans le chapitre précédent, la sélection des tests est une nécessité dans
le cadre du test. Afin de garantir la qualité de nos méthodes desélection, nous al-
lons présenter un cadre formel général pour le test à partir de spécifications axio-
matiques. Nous nous plaçons dans le cas particulier des spécifications algébriques
(vue dans la section 1.4 page 35).

Les spécifications algébriques fournissent un langage non ambigu qui est une
référence solide pour garantir la correction d’un programme. Cette affirmation
repose sur l’idée simple que lesmodèles de la spécification représentent desprogrammes acceptables. Cependant, nous ne pouvons pas comparer directe-
ment le programme et sa spécification. En effet, le programmeest souvent plus
riche en détails de fonctionnement que la spécification qui ne donne pas forcé-
ment toutes les informations nécessaires pour être directement exécutée sur une
machine. Cette distance est embarrassante dans le cadre du test puisque l’idée
intuitive que nous venons de donner est que le programme est représenté par un
modèle de la spécification. Nous devrons donc nous accorder sur des moyens de
comparer programme et spécification. L’hypothèse considérée pour tester un pro-
gramme est de considérer que le programme doit avoir la même interface que
la spécification (c’est-à-dire la même signature), et être déterministe (c’est-à-dire
qu’un même calcul renvoie toujours la même valeur). De plus,pour être compa-
rable avec la spécification le langage de programmation doitfournir un prédicat
de comparaison entre deux valeurs de même type. Ce prédicat d’égalité est ditob-servable par la spécification ; c’est la partie du programme où le comportement
des deux entités est censé être le même. C’est sur cette partie commune que nous
comparerons le comportement du programme avec celui attendu par la spécifica-
tion. Les tests seront donc des formules observables validées par la spécification.
Cette partie observable du programme constituera la base pour la définition d’un
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jeu de tests de référence à partir duquel nous pourrons commencer un processus
de sélection de tests.

La première section de ce chapitre est dédiée à la formalisation de notre ap-
proche du test, et la deuxième aborde plus en détail le problème des critères de
sélection d’un jeu de tests.5.1 Test à partir de spé
i�
ations algébriques

Dans cette section, nous allons décrire un cadre formel de test précédemment
étudié dans [LGA96, ALG02, BGM91, Arn97] et montrer commentconstruire
nos tests à partir d’une spécification algébrique.5.1.1 Rappel : les spé
i�
ations algébriques

Les spécifications algébriques étudiées dans la section 1.4page 35 permettent
de décrire le comportement d’un programme à l’aide d’axiomes.

Exemple 5.1.1Plaçons nous dans le cadre de la spécificationPiles que nous
avons donnée section 1.4.3 page 38. Nous voulons être capable, par exemple,
de vérifier qu’un programme, où est implanté l’opérationhauteur d’une pile, a
bien un comportement correct vis à vis des axiomes de la spécificationPiles. Par
exemple, nous voudrions être sûr que l’opérationhauteur du programme appli-
quée sur une pile vide rend bien0, c’est-à-dire que l’axiomehauteur(vide) = 0
est bien vérifié.5.1.2 Programmes

La soumission d’un test sur un programme doit permettre de vérifier la cor-
rection locale du programme. Un test soumis à un programme doit pouvoir être
exécuté. Le résultat obtenu doit alors pouvoir être comparéau résultat attendu (dé-
fini par la spécification) et pour cela disposer d’un moyen pour pouvoir trancher
quant au succès ou à l’échec d’un test. C’est ce que l’on appelle le problème de
l’oracle.

Pour permettre la comparaison entre un programmeP et une spécification
SP = (Σ, Ax), nous interprétons le programme comme unΣ-modèle (voir sec-
tion 1.1.2 page 19). Ceci n’a de sens que si le programme a un comportement
fonctionnel sur la signatureΣ, c’est-à-dire si toute formule deFor(Σ) peut être
calculée par le programme de manière déterministe.

Par la suite, nous assimilerons un programmeP et son interprétation comme
un Σ-modèle (P ∈ Mod(Σ). Le soumission et le résultat (succès ou échec) d’un
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testt ∈ For(Σ) sur un programmeP est donc assimilée à la validationP |= t.
C’est l’un des avantages du test à partir de spécifications car il fournit à la fois la
donnée de test à fournir au programme et le résultat attendu par la spécification.

Exemple 5.1.2 Imaginons que nous voulions tester un programmeP de la fonc-
tion hauteur pour lesPiles. CommeP est unΣ-modèle, il est possible par
exemple de vérifier que l’axiomehauteur(vide) = 0 est bien validé par le pro-
gramme, puisque c’est une formule logique construite sur lasignatureΣ. Nous
avons donc un moyen de dire siP |= hauteur(vide) = 0. En pratique, cela
consiste à soumettre au programme successivementhauteur(vide) et 0 puis de
comparer les deux résultats obtenus. Cela n’est possible que si il existe un prédi-
cat = prédéfini du langage pour comparer des données de ce type, c’est-à-dire,
dans ce cas, où la sorte des entiers est observable.5.1.3 Observabilité

Le programme et la spécification partagent la même signature, et les tests sont
des formules construites sur cette signature. Cependant nous devons être capable
de dire si une formule qui représente un test est vraie ou fausse pour le programme.
Or le programme ne permet pas forcément de rendre compte du comportement de
toutes les opérations et prédicats de la spécification.

Du point de vue du test fonctionnel, seul le comportement observable du pro-
gramme est intéressant. Nous considérerons donc une classede formules que le
programme peut manipuler : les formulesobservables(ou exécutables). En pra-
tique, les formules observables sont des formules closes qui ne font intervenir
qu’un ensemble donné de sortes dites observables (par exemple, toutes les équa-
tions pour lesquels le prédicat d’égalité est inclus dans lelangage de programma-
tion).

Nous disposons donc d’un ensembleObs ⊆ For(Σ) de formules dites obser-
vables. Ce sont les formules que l’on peut tester sur le programme.

Exemple 5.1.3
Dans le cadre des spécifications conditionnelles positives, nous pouvons supposer
que nos tests sont simplement les équations closes entre sortes observables consé-
quences de la spécification, c’est-à-direObs = {t = t′ | t, t′ ∈ TΣ} avect, t′ des
termes de sorte observable.

Ainsi, pour la spécification des piles, nous considérons queles équations closes
hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3, vide)) = vide sont des formules ob-
servables.

Il est également possible de tester des formules qui contiennent des données
de sortes non observables. Cela se fait à l’aide de contexte observable, c’est-à-
dire d’un contextec[.]ω (voir définition 2.1.2 page 42) de sortes observable pour
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laquelle on dispose du prédicat d’égalité. Le terme placé à la positionω est de
sorte non observable.

Exemple 5.1.4Dans l’exemple des piles, supposons que les entiers soient obser-
vables par le langage de programmation, mais pas les piles. Le contexte obser-
vable construit à partirhauteur permet de tester les piles via les entiers ; par
exemple pour l’axiomedepiler(vide) = vide, que l’on peut tester à l’aide de
l’égalité suivantehauteur(depiler(vide)) = hauteur(vide) car les entiers sont
observables.

Dans la suite, nous n’entrerons pas dans les détails d’une telle approche et
travaillerons sur des critères de sélection où toutes les sortes mises en présence
sont observables.5.1.4 Forme de nos tests

La soumission d’un test sur un programme doit comprendre un verdict qui
nous permet de décider si le test est en succès ou en échec. Lestests pour une
spécificationSP = (Σ, Ax) sont des formules construites sur la signatureΣ. La
formes des tests dépend donc du langage utilisé.

Dans le cas particulier de spécifications construites à partir d’axiomes équa-
tionnels ou conditionnels positifs, nos tests sont des équations entre termes clos.
Cela pourrait être des formules conditionnelles. On se restreint aux équations à
des fins de facilité de soumission.

Exemple 5.1.5SoitPiles = (ΣPiles, AxPiles) la spécification des piles que l’on
vient de définir, et soitPPiles un programme qui réalise les mêmes opérations que
la spécification sur les piles (empilement, dépilement, hauteur, etc . . .). Pour la
spécificationPiles, hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3, vide)) = vide
sont des tests, maishauteur(x) = n n’en est pas un car il contient des variables
qui ne sont pas observables par le programme.

Les équations que nous allons voir comme des tests sont construites à partir
d’une opération définie de la spécification. En opposition aux opérations construc-
teurs qui ne sont pas définies à partir d’axiomes mais permettent de construire
les structures de données. Les tests que nous allons privilégier seront donc de la
formef(u1, . . . , un) = v avecf une opération définie,u1, . . . , un, v ∈ TΣ, avec
u1, . . . , un les données que nous allons soumettre au programme etv le résultat
attendu par la spécification.
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tion d'un programme par rapport à sa spé-
i�
ation
Tester un programme, c’est essayer de trouver des erreurs dans celui-ci. Tes-

ter un programme à partir de sa spécification, c’est essayer de montrer qu’il est
incorrect par rapport à elle. La spécification permet de déduire des formules (des
tests) qui si elles sont validées par le programme nous renseignent sur la correc-
tion de celui-ci. Si toutes les formules que l’on peut déduire de la spécification
(à observation près), sont des conséquences du programme (un Σ-modèle), alors
nous allons pouvoir assurer correction (partielle ou totale) pour ce programme.

Cette notion de correction d’un programme par rapport à sa spécification peut
être formalisée. Pour être dit correct par rapport à une spécification, un programme
doit être observationnellement équivalent à un modèle de laspécification pour les
formules observables deObs.

Définition 5.1.1 (Correction) SoitSP = (Σ, Ax) une spécification,P un pro-
gramme qui est unΣ-modèle, etObs un ensemble deΣ-formules.P est
orre
t
pourSP viaObs, notéCorrectObs(P, SP ), si et seulement si il existe un modèle
M ∈ Mod(SP ) telle queM ≡Obs P . Ce qui signifie que les deux modèles sont
équivalents1 pour l’ensemble de formulesObs.5.1.6 Les tests

Comme nous l’avons vu dans les sections 5.1.3 et 5.1.4, les jeux de tests sont
composés de formules observables ayant une forme particulière. Pour être utili-
sables, ces jeu de tests doivent être en succès sur un programmeP correct, c’est-
à-dire valides pour leΣ-modèle associé àP . On parle alors de jeux de testsnon-biaisés. Nous allons pour cela considérer que les tests sont des conséquences de
la spécification. Nous pouvons les définir de manière formelle :

Définition 5.1.2 Un test est une formule deSP •∩Obs, c’est-à-dire une formule
observable conséquence sémantique de la spécification.

Un jeu de tests est un ensemble de tests. Un jeu de testsT est ensu

ès
sur un programmeP si et seulement si∀ϕ ∈ T, P |= ϕ, sinon on dit qu’il est ené
he
. On noteraP |= T lorsqueT est en succès surP .

Exemple 5.1.6
hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3, vide)) = vide sont des tests pour la
spécificationSPPiles, maisdepiler(empiler(3, vide)) = empiler(3, vide) n’en1La notion d'équivalen
e ≡Ψ entre deux modèles est donnée dans la dé�nition 1.1.10page 21
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est pas un, car la formule n’est pas une conséquence sémantique de la spécifica-
tion. Cela signifie qu’elle ne correspond pas à un comportement valide pour la
spécification. Si nous mettions un tel test en oeuvre sur un programme, son échec
ne serait pas synonyme d’erreur. Il détecterait une erreur qui n’existe pas si le
programme est correct, et pourrait ne pas détecter une erreur sur un programme
qui en contient une.

Un jeu de test est ditnon-biaisé si et seulement si ce jeu de tests est en succès
sur tout programme. C’est nécessairement le cas pour les tests deSP • ∩ Obs.
Proposition 5.1.1 SoientSP = (Σ, Ax) une spécification algébrique,Obs un
ensemble de formules deFor(Σ), P un programme vu comme unΣ-modèle etT
un jeu de test deSP • ∩Obs.

Pour tout programmeP observable viaObs, si P est correct par rapport à
SP viaObs alorsT est en succès surP .

CorrectObs(P, SP )⇒ P |= T

Preuve
Par définition,P est unΣ-modèle deMod(Σ) donc il existe un modèleM ∈

Mod(SP ) tel queM ≡Obs P . Nous savons également queT ⊂ SP •∩Obs et que
toutes les formules deSP • ∩ Obs sont valides dansMod(SP ). Donc toutes les
formules deT sont valides dans le modèleM donc dansP , donc par définition
P |= T .

⋆

SP • ∩ Obs est le plus grand ensemble de formules qui est à la fois satisfait
par tous lesSP -modèles, et exécutable par n’importe quel programme sous test
capable d’interpréter les formules deObs.5.1.7 Comparaison des jeu de tests

Le but du test étant de détecter des erreurs, il est intéressant de comparer les
différents jeux de tests en fonction des propriétés qu’il permettent de vérifier. Nous
pouvons comparer leur efficacité, laquelle considère qu’unjeu de testsT est plus
efficace qu’un jeu de testsT ′ si son succès sur un programme implique que le jeu
de testsT ′ soit également en succès.

Définition 5.1.3 SoientSP une spécification,Obs un ensemble de formules ob-
servables, etT, T ′ deux jeux de tests.

T estplus e�
a
e queT ′ si et seulement pour tout programmeP ∈Mod(Σ)
on aP |= T ⇒ P |= T ′. On noteT ≤ T ′.

T et T ′ sontéquivalents si et seulement siT ≤ T ′ et T ′ ≤ T . On notera
T ≈ T ′.
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Quand un jeu de tests en succès sur un programme permet de garantir la cor-

rection de celui-ci, on dit que ce jeu de tests est exhaustif.

Définition 5.1.4 (Exhaustivité) Un jeu de testsT est exhaustif pour SP =
(Σ, Ax) viaObs si et seulement si

∀P ∈ Mod(Σ), P |= T ⇔ CorrectObs(P, SP )

Il n’existe pas nécessairement un jeu de tests exhaustif. Cela dépend de la
nature de la spécificationSP et de l’ensembleObs. De plus, un tel jeu de tests
est souvent infini. Son existence signifie simplement que la correction d’un pro-
gramme peut être approchée asymptotiquement. Son intérêt est que n’importe
quelle erreur d’un programme est susceptible d’être découverte. Il permet égale-
ment de démarrer un processus de sélection d’un jeu de tests de taille fini comme
nous le verrons dans la section 5.2.3 de ce chapitre, puis dans le chapitre 6.5.2 Les 
ritères de séle
tion

L’idée de définir des critères de sélection vient du problèmede la taille des
jeux de tests que l’on doit gérer. Comme il n’est pas possiblede tout tester, il faut
faire des choix, et donc appliquer des critères les plus judicieux possibles. Dans
notre cas, nous appliquons descritères de sélectionsur un jeu de test de référence
dans le but d’extraire un jeu de tests de taille raisonnable pour être soumis à un
programme. L’idée sous-jacente est que tous les tests qui satisfont un critère de
sélection révèlent la même classe d’erreurs.

Nous allons tout d’abord présenter les critères d’uniformité et de régularité
[BGM91, BCFG86] qui sont des critères très simples à mettre en oeuvre. Ensuite
nous formaliserons cette notion de critère de sélection, cequi nous permettra d’y
inclure des critères plus complexes et surtout de pouvoir garantir certaines pro-
priétés sur ces critères.5.2.1 Critère d'uniformité

Comme nous l’avons dit précédemment, en général nous manipulons des jeux
de tests abstraits construits à partir d’un objectif de test. Cet objectif est une for-
mule deFor(Σ) (souvent un axiome). Or les formules (c’est-à-dire les tests) que
l’on peut soumettre à un programme sont des formules sans variables.

Le critère d’uniformités’appuie sur l’idée qu’un ou plusieurs tests, choisis de
manière arbitraire pour un objectif de test permettent de mettre en évidence une
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même classe d’erreur. La validation de ces tests pour le programme vaut pour la
validation de l’objectif de test. C’est ce que l’on appelle l’hypothèse d’uniformité.
Formalisons cette notion :

Définition 5.2.1 Soitϕ une formule deFor(Σ). Un jeu de testsT vérifie le
ri-tère d'uniformité surϕ si et seulement si

{σi(ϕ) | ∀i, 1 ≤ i ≤ k, ∃σi : V → TΣ, SP |= σi(ϕ)} ∈ T
aveck le nombre de tests à choisir pour la formuleϕ. L’ensemble des jeux de

tests satisfaisant ce critère est notéCU,k(ϕ). Il est possible de formuler l’hypothèsed'uniformité suivante :

(T ∈ CU,k(ϕ) ∧ P |= T )⇒ (∀σ : V → TΣ, SP |= σ(ϕ)⇒ P |= σ(ϕ))

Exemple 5.2.1Plaçons nous encore une fois dans le cas de la spécification des
piles (voir section 1.4.3). Soit la formulehauteur(x) = y avecx, y des variables.
Le jeu de test

T =

{

hauteur(vide) = 0, hauteur(empiler(succ(0), vide)) = 1,
hauteur(depiler(empiler(succ(succ(0)), vide))) = 0

}

satisfait le critère d’uniformitéCU,3(hauteur(x) = y). Dans ce cas, la va-
riable k vaut3, il faut donc trois tests pour qu’un jeu de tests satisfasse le critère.
Par hypothèse d’uniformité, il est possible d’affirmer que si un programmeP va-
lide le jeu de testsT alors il valide toutes les formules closes conséquences de la
spécification de la formehauteur(x) = y (c’est-à-dire qu’il y a une substitution
qui transforme les deux variablesx, y par des termes clos).

Il existe d’autres critères dont le fonctionnement est similaire à celui du critère
d’uniformité. On parle par exemple ducritère d’uniformité sur les constructeurs.
Sa seule différence est de considérer que les substitutionsσi à construire doivent
l’être vers des termes sur les constructeurs uniquement.5.2.2 Critère de régularité

Le critère de régularitéjoue sur la taille des termes, et permet de construire
tous les tests dont la taille des termes est inférieure à une valeur donnée. Pour cela,
on introduit une notion particulière de taille.
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Définition 5.2.2 Soit t un terme deTΣ(V ). La taille, pour une sortes donnée,
d’un termet est le nombre d’opérationsf : s1×· · ·×sn → s (à co-domaine dans
s) apparaissant danst. On la notera|t|s .

Exemple 5.2.2
|hauteur(vide)|pile = 1 car seule l’opérationvide est à co-domaine dans

pile,
|hauteur(depiler(empiler(succ(succ(0)), vide)))|pile = 3 cardepiler etempiler

sont à co-domaine danspile,
|hauteur(empiler(succ(0), vide))|entier = 2 car 0 etsucc sont à co-domaine

dansentier.

Le critère de régularité d’ordrek pour une sortes construit pour toute va-
riable de sortes, apparaissant dans un objectif de testϕ, tous les termes de taille
inférieure ou égale à trois. Puis ensuite, il génère un test abstrait pour toutes les
combinaisons de termes possibles, et les instancient à l’aide du critère d’unifor-
mité.

Définition 5.2.3 Soitϕ une formule deFor(Σ). Un jeu de testsT vérifie le
ri-tère de régularité d'ordre k pour une sorte s surϕ si et seulement si

∀ψ ∈ Regk,s(ϕ), (T ∈ CU,1(ψ))

tel queRegk,s(ϕ) = {σ(ϕ) | σ ∈ Subk,s}
avecSubk,s = {σ : Vs → TΣ(V ) | ∀x ∈ Vs, |σ(x)| ≤ k}.
On noteraCR,s,k(ϕ) l’ensemble des jeux de tests satisfaisants ce critère de

régularité.

Subk,s est l’ensemble des substitutionsVs → TΣ(V ) qui associent à toute va-
riablex de sortes un terme de taille au plusk, ne comportant que des opérations
à co-domaine danss et des variables distinctes pour tout sous-terme de sorte autre
ques. Regk,s(ϕ) construit tous les termes possibles à partir de toutes les substitu-
tionsSubk,s de taille inférieure àk pour une formuleϕ donnée.

Exemple 5.2.3Soithauteur(x) = y notre objectif de test. Pour construire le cri-
tère de régularité d’ordre3 (par exemple) pour la sorte pile, on considère d’abord
l’ensembleSub3,pile qui contient pour toutes les variables de sortes l’ensemble
des substitutions vers des termes de taille inférieure à3. En considérant toutes les
opérations dont le co-domaine est celui des piles, on obtient les termes suivants :

vide
empiler(a, vide)
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depiler(vide)
empiler(a, empiler(b, vide))
empiler(a, depiler(vide))
depiler(empiler(a, vide))

aveca, b des variables de typeentier. On obtient donc l’ensemble de tests
abstraits suivant :

Reg3,pile(hauteur(x) = y) = { hauteur(vide) = y
hauteur(empiler(a, vide)) = y
hauteur(depiler(vide)) = y
hauteur(empiler(a, empiler(b, vide))) = y
hauteur(empiler(a, depiler(vide))) = y
hauteur(depiler(empiler(a, vide))) = y }

Il ne reste plus qu’à substituer à toutes les variables un terme clos en utili-
sant le critère d’uniformité vu précédemment. On obtient alors le jeu de testsT
satisfaisant le critèreCR,3,pile(hauteur(x) = y) suivant :

T = { hauteur(vide) = 0
hauteur(empiler(succ(0), vide)) = succ(0)
hauteur(depiler(vide)) = 0
hauteur(empiler(succ(succ(0)), empiler(0, vide))) = succ(succ(0))
hauteur(empiler(succ(0), depiler(vide))) = succ(0)
hauteur(depiler(empiler(succ(succ(0)), vide))) = 0 }

Le choix des valeurs pour les variables est donné par le critère d’uniformité.

Ce critère peut également être restreint à une version où l’on ne considère que
les termes construits à l’aide des constructeurs d’une sorte donnée. On parle alors
decritère de régularité sur les constructeurs.5.2.3 Formalisation

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, les jeux detests sont
construits à l’aide d’une propriétéϕ qui est un axiome, ou n’importe quelle for-
mule choisie commeobjectif de test. Tous les tests qui peuvent être construits à
partir d’un objectif de test forment un ensemble qui caractérise un jeu de tests.
Celui-ci contient, pour un objectif donnéϕ, tous les testsσ(ϕ) tels queσ(ϕ) ∈
SP • ∩Obs.

Ce jeu de tests peut être de taille infinie. Il est possible de le couvrir partielle-
ment par des tests sélectionnés à l’aide des critères d’uniformité et de régularité,
mais ce sont des méthodes où l’aléatoire joue un grand rôle.
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Les méthodes de sélection que nous utilisons dans cette thèse sont des mé-

thodes par découpage d’un jeu de tests en une famille de sous-jeux de tests. Dans
ce cadre, un critère de sélection est en fait une applicationqui effectue ce décou-
page. Il nous faut des outils pour raisonner sur ces critèresde sélection.

Le critère de sélectionC est une application qui découpe un jeu des tests de
départT en une famille de sous-jeux de tests{Ti}i∈IC(T )

avecIC(T ) un ensemble
d”’indices” résultant de l’application du critère de sélectionC sur le jeu de testsT .

Définition 5.2.4 (Critère de sélection)Un 
ritère de séle
tion est une appli-
cationC : P(SP • ∩ Obs) → P(P((SP • ∩ Obs)) 2. Pour un jeu de testsT on
noteC(T ) = {Ti}i∈IC(T )

. On note alors|C(T )| = ∪i∈IC(T )
(Ti) l’ensemble des

tests obtenus après l’application du critère de sélectionC surT .

Le nombre de sous-jeux de testsTi construits par découpage dépend du critère
de sélection et du jeu de tests de départ. Les jeux de testsTi caractérisent des
sous propriétés deT , c’est-à-dire des sortes de sous objectifs de tests. Comme
pour le jeu de tests de départ ils peuvent être couverts par les critères d’uniformité
et de régularité. Cela consistera à sélectionner un ou plusieurs tests pour chaque
sous-jeu de tests construit.

Exemple 5.2.4Soitϕ un objectif de test. Le critère de régularitéCR,s,k(ϕ), pour
une taillek et une sortes données, nous donne un ensemble de tests abstraits
Regk,s(ϕ) qui caractérise tous les tests pour des données de taille inférieure àk.
Il est possible, par exemple, de définir un critère de sélectionC1 qui découpe le
jeu de tests abstraitRegk,s(ϕ) enn sous-jeux de testsRegi,s(ϕ) pour 1 ≤ i ≤ k.
Un jeu de testsT vérifie le critèreC1 si et seulement si

⋃

1≤i≤k

{CU,1(ψ)|∀ψ ∈ Regi,s(ϕ)}5.2.4 Propriétés
La définition générale que nous venons de donner permet de décrire une large

classe de critères de sélection par découpage. Afin de garantir l’efficacité d’un
critère particulier, il est possible de vérifier des propriétés sur celui-ci :

Définition 5.2.5 SoitC,C ′ des critères de sélection, etT, T ′ des jeux de tests :

– C est
orre
t pourT si et seulement si|C(T )| ⊆ T ,

– C est
omplet pourT si et seulement si|C(T )| = T ,2Soit un ensemble E, P(E) désigne l'ensemble des tous les sous-ensembles de E
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– C partitionne T si et seulement si∀i, j ∈ IC(T ), i 6= j ⇒ Ti ∩ Tj = ∅,

Les propriétés de correction et complétude sont essentielles pour qu’un critère
de sélection soit utilisable : la correction assure que les tests sont bien sélectionnés
dans le jeu de tests de départ (aucun test n’est ajouté), et lacomplétude assure que
nous conservons bien tous les tests (aucun test n’est perdu). Quand on partitionne
T avecC, cela signifie que lesTi ne se superposent pas, et assure ainsi que l’on
ne sélectionnera pas deux tests identiques.

Exemple 5.2.5Le critèreC1 de l’exemple 5.2.4 de la section précédente est un
critère de sélection correct et complet au sens de la définition que l’on vient de
donner. L’ensemble des tests caractérisé par le découpage est exactement le même
que celui du jeu de tests de départ. Cependant, ce critèreC1 n’est pas un critère
qui partitionne. Les sous-jeux de tests construits ne sont pas distincts les uns des
autres.

Pour obtenir un critère qui partitionne vraiment, on pourrait par exemple
construire un critère de régularité d’ordrek identique à celui de la définition
5.2.3 mais où l’on remplaceSubk,s par Sub′k,s telle que

Sub′k,s = {σ : Vs → TΣ(V ) | ∀x ∈ Vs, |σ(x)| = k}
Ce critèreC ′R,s,k construit les tests pour une taillek et ne considère pas les

données de taille inférieure. Il est alors possible de définir un critèreC2 ayant le
même fonctionnement queC1 sauf pour l’ensembleSubk,s. Ce critère de sélection
partitionne le jeu de tests de départ, il n’y a plus de problème de chevauchement
entre les sous-jeux de tests.5.2.5 Con
lusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment formaliser une manière de tester un
programme à partir de sa spécification. Nous avons égalementpu formaliser la no-
tion de critère de sélection. Les critères de sélection que nous allons étudier dans
le prochain chapitre rentrent complètement dans ce cadre. Leur particularité est
d’utiliser la structure des axiomes de la spécification poureffectuer le découpage.
La qualité attendue pour ces critères pourra être étudiée grâce aux différentes pro-
priétés de la section précédente (correction, complétude,partitionnement).



Chapitre 6Une méthode de séle
tion pardépliage des axiomes
Dans ce chapitre, nous allons décrire deux critères de sélection de tests à partir

de spécifications algébriques. Les fondements de cette méthode de test ont été
donnés dans le chapitre 5. Nous voulons donc décrire des critères de sélection
qui découpent le domaine des tests de manière pertinente parune méthode de
sélection de tests par partition.6.1 Introdu
tion

Le dépliage est un critère de sélection qui utilise la structure des axiomes de la
spécification pour faire ce découpage. Cette méthode peut être appliquée plusieurs
fois de suite. Ainsi, après un premier découpage, il est toutà fait possible de
découper de nouveau les sous-domaines, et ainsi de suite. Lafigure suivante donne
une idée de quelques étapes dépliage, où chaque élément de surface schématise
un domaine, ou un sous-domaine de test.

Domaine de départ Première étape de dépliage Après plusieurs étapesFig. 6.1 � Exemple de dépliage
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Dans les sections suivantes, nous allons décrire différentes procédure de dé-

pliage pour différentes formes de spécifications. Nous nousintéresserons aussi
spécialement à prouver que nos procédures de dépliage sont correctes, c’est-à-
dire qu’elles ne construisent pas des tests qui n’existaient pas dans le domaine de
test de départ, et complètes, c’est-à-dire qu’elles n’en perdent pas en cours de pro-
cédure. En d’autres termes, à chaque étape de dépliage l’union des sous-domaines
reste identique. Sur la figure 6.1, cela est schématisé par lefait qu’à chaque étape
la somme des surfaces correspond au carré de départ. La correction est très im-
portante parce que sans cette propriété on pourrait créer des tests qui n’en sont
pas et donc détecter des erreurs qui n’en sont pas. La complétude n’est pas néces-
saire mais plutôt souhaitable si l’on ne veut pas perdre en pouvoir de détection des
erreurs au fil des étapes de dépliage.

Les spécifications considérées sont des spécifications conditionnelles positives
(la présentation complète est donnée dans la section 1.3.2.1). Dans la première
section, nous allons donner l’idée du dépliage sur un exemple simple de spécifica-
tion conditionnelle positive. Dans les deux sections suivantes, nous allons décrire
deux critères de sélection par dépliage. Le premier critèreest une reformulation
de la procédure de sélection de tests par dépliage qui a été implanté dans l’outil
de sélection LOFT (voir section 4.4 page 113). Nous proposerons également une
nouvelle preuve de correction et complétude pour ce critère, beaucoup plus simple
que celle donnée dans [Mar91b], en utilisant la notion de système de réécriture
conditionnelle positive présentée dans la section 2.5 page62. Le deuxième critère
est une extension du précédent pour des spécifications conditionnelles positives
quelconques. La preuve de correction et de complétude de cette dernière utilise
la notion de normalisation d’arbre de preuve étudiée dans lechapitre 3. Ce tra-
vail a fait l’objet d’une publication à la conférence FATES’05 [AAB+05a] et d’un
rapport de recherche plus détaillé [AAB+05b].

6.2 Un exemple simple6.2.1 Une spé
i�
ation 
onditionnelle positive
Avant de rentrer dans les détails, considérons un exemple simple de spécifica-

tion dont les axiomes sont conditionnels positifs. SoitΣListes = (SListes, FListes, VListes)
une signature telle que :
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SListes = {entier, liste, bool}
FListes = {0 : entier, succ : entier → entier,

true : bool, false : bool,

[] :→ liste,

_ :: _ : entier × liste→ liste,

_≤ _ : entier ∗ entier → bool,

insert : entier × liste→ liste}
VListes = {x, y : entier, L : liste}

La spécificationsListes est composé de la signatureΣListes et de l’ensemble
AxListes d’axiomes conditionnels positifs suivant qui définissent les opérations≤
(inférieur ou égal) etinsert (insertion dans une liste triée) :

0 ≤ x = true (6.1)
succ(x) ≤ 0 = false (6.2)

succ(x) ≤ succ(y) = x ≤ y (6.3)
insert(x, []) = x :: [] (6.4)

x ≤ y = true ⇒ insert(x, y :: L) = x :: y :: L (6.5)
x ≤ y = false ⇒ insert(x, y :: L) = y :: insert(x, L) (6.6)

6.2.2 Tester une opération de la spé
i�
ation
Nous voulons vérifier que l’opération d’insertioninsert dans un programme

sous test fait bien ce qui est écrit dans la spécification.
Pour l’opération d’insertion que l’on veut tester, les tests seront de la forme

insert(e, l) = v, où e et l sont les entrées de test (des termes clos) que l’on veut
soumettre au programme, etv le résultat attendu. On parle alors du domaine des
tests pour l’opérationinsert.
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tion par dépliage
Le dépliage utilise les axiomes de la spécification pour réaliser une sélection.

Pour les tests de la formeinsert(e, l) = v on distingue, grâce aux axiomes, trois
sous-ensembles de tests :

1. les tests de la formeinsert(x, []) = x :: [], pour l’axiome (6.4),

2. les tests de la formeinsert(x, y :: L) = x :: y :: L avecx ≤ y, pour
l’axiome (6.5),

3. les tests de la formeinsert(x, y :: L) = y :: insert(x, L) avecx > y, pour
l’axiome (6.6).

Pour caractériser ces sous-ensembles, nous utiliserons des ensembles de couples
composés d’un ensemble d’équations (les
ontraintes) et d’une équation (l’obje
-tif de test). Ledomaine de test de l’opérationinsert s’écrira :

({insert(e, l) = v}, insert(e, l) = v)

Les trois sous-ensembles construits par dépliage s’écriront à l’aide des couples
(contraintes, objectif de test) suivants :

1. pour l’axiome (6.4) :({}, insert(x, []) = x :: [])

2. pour l’axiome (6.5) :({x ≤ y = true}, insert(x, y :: L) = x :: y :: L)

3. pour l’axiome (6.6) :({x ≤ y = false, v = y :: insert(x, L)}, insert(x, y ::
L) = v)

La construction des sous-domaines se fait grâce à la notion d’unification (voir
section 2.2 page 43). On peut déplier une contrainteinsert(x, l) = v si celle-
ci s’unifie avec la partie gauche d’un axiome conditionnel positif de la forme
t1 = t′1 ∧ · · · ∧ tn = t′n ⇒ insert(e, t) = t′. Par unification, nous construisons
une substitutionσ :

1. Unification deinsert(x, l) et insert(x, [])
σ = {l/[]}

2. Unification deinsert(x, l) et insert(x, y :: L)
σ = {l/y :: L},

3. Unificationinsert(x, l) et insert(x, y :: L)
σ = {l/y :: L}

Seule la contrainte de l’axiome (6.6) peut être de nouveau dépliée surinsert.
Si nous déplions cette contrainte sur les trois axiomes deinsert nous obtenons les
trois couples suivants :

3.1 ({x ≤ y = false}, insert(x, y :: []) = y :: x :: [])
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3.2 ({x ≤ y = false, x ≤ z = true}, insert(x, y :: z :: L) = y :: x :: z :: L)

3.3 ({x ≤ y = false, x ≤ z = false, v = y :: z :: insert(x, L)}, insert(x, y ::
z :: L) = v)

Les contraintes pour les axiomes (6.5) et (6.6) peuvent êtredépliées sur l’opé-
ration≤. La contrainte pour l’axiome (6.4) ne peut pas être dépliée plus. Le do-
maine caractérisé par le couple 1 est celui qui contient tousles tests de la forme
insert(x, []) = x :: [] avecx un entier naturel. Comme nous l’avons vu, le sous-
domaine correspondant à l’ajout d’un entier dans la liste vide (1er sous-domaine)
ne peut être dépliée. L’utilisateur peut donc choisir, selon ses besoins, de couvrir
directement ce sous-domaine (par uniformité) ou au contraire de poursuivre le
découpage par une autre méthode (par exemple une régularitésur l’entier inséré).

Le dépliage découpe donc le domaine de test d’une opération en plusieurs
sous-domaines construits à partir de la structure des axiomes. Une fois que nous
avons réalisé un découpage assez fin du domaine de test, il sera possible de générer
des tests pour chacun des sous-domaines construits. Nous nedétaillerons pas ici
cette opération. Des outils existent, comme ceux décrits dans le chapitre 4 qui
permettent de générer des tests à partir des sous-domaines.6.3 Dépliage pour des spé
i�
ations 
ondition-nelles positives

Dans cette section, nous allons définir nos critères de sélection pour des spé-
cifications conditionnelles positives. Avant de présenterces critères, nous allons
commencer par donner le jeu de tests de référence sur lequel vont s’appliquer nos
critères de sélection par dépliage, puis ensuite nous préciserons l’idée du fonc-
tionnement du dépliage, et enfin nous définirons la notion de contrainte.6.3.1 Jeu de tests de référen
e

À partir d’une spécification conditionnelle positiveSP , l’ensemble de tests
SP • ∩ Obs contient toutes les équations closes qui peuvent être déduites deSP
(voir définition 5.1.2 page 123). Comme nous l’avons déjà dit, cet ensemble est
très grand, souvent infini. Il peut contenir des tautologies, des formules redon-
dantes . . .

Pour débuter un processus de sélection de tests, nous avons besoin d’un jeu de
tests de référence. Nous allons restreindre notre ensemblede tests aux équations
closes de la formef(t1, . . . , tn) = tn+1 où ∀1 ≤ i ≤ n + 1, ti ∈ TΣ et f ∈ F .
Le jeu de tests de référence sera donc défini de la manière suivante pour nos deux
critères de sélection.
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Définition 6.3.1 (Jeu de tests de référence )SoitSP = (Σ, Ax) une spécifica-
tion oùΣ = (S, F, V ) est la signature. Nous définissons l’ensembleT0(SP ) de la
manière suivante :

T0(SP ) = {f(u1, . . . , un) = v | f ∈ F, u1, . . . , un, v ∈ TΣ,
SP ⊢ f(u1, . . . , un) = v }

Exemple 6.3.1Pour l’opérationinsert, la formuleinsert(2, 3 :: 4 :: []) = 2 ::
3 :: 4 :: [] fait partie du jeu de tests de référence. Par contre2 ≤ 3 = true ⇒
insert(2, 3 :: []) = 2 :: 3 :: [] n’en est pas un car ce n’est pas une équation, et
insert(x, []) = x :: [] non plus carx est une variable.

Nous pouvons remarquer que cet ensemble de formuleT0(SP ) correspond
exactement à l’ensemble des tests que nous avons donnée dansla définition 5.1.2.
En effet, l’ensemble des formules observablesObs contient toutes les équations
closes qui sont des conséquences de la spécification. La principale différence ré-
side dans le fait que l’ensembleT0(SP ) est défini à l’aide du calcul⊢ pour les
spécification conditionnelles positives, alors que l’ensemble SP • est défini sé-
mantiquement à l’aide de la relation|=. L’égalitéT0(SP ) = SP • ∩ Obs est vraie
parce que le calcul conditionnel positif est correct est complet.

L’ensembleT0(SP ) contient tous les tests qui sont des équations closes de
Obs conséquences de la spécificationSP . Cela représente encore beaucoup de
tests, et surtout cela ne sélectionne rien du tout. L’idée est donc, pour commencer,
de considérer les sous-jeux de tests deT0(SP ) construits à partir d’une opération.
Par exemple tous les tests de la formef(t1, . . . , tn) = tn+1 pourf une opération
donnée deSP , et lesti des termes clos. Ce sous-jeu de tests est le domaine de test
d’une opération.

Définition 6.3.2 SoitSP = (Σ, Ax) une spécification. Soitf : s1×· · ·× sn → s
une opération de la signatureΣ. Ledomaine def , notéT0(SP )|f , est l’ensemble
défini de la manière suivante :

T0(SP )|f = {f(u1, . . . , un) = v | f(u1, . . . , un) = v ∈ T0(SP )}

L’ensemble des tests défini parT0(SP )|f est encore trop général pour per-
mettre de sélectionner des tests pertinent. En effet, le critère d’uniformité appliqué
à un tel jeu de tests ne permettrait pas de réaliser une couverture des cas possibles.
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L’idée du dépliage est d’utiliser la structure des axiomes de la spécification

conditionnelle positive pour construire des sous-jeux de tests. Les axiomes sont
de la formet1 = t′1∧· · ·∧ tn = t′n ⇒ tn+1 = t′n+1. Ils sont construits à partir d’un
certain nombre de prémisses. Pour sélectionner des tests (qui sont des équations
closes) par dépliage, il nous faudra donc éliminer ces prémisses. Pour cela nous
allons utiliser la règle de modus-ponens du calcul conditionnel positif présenté
dans la section 1.3.2.1 page 33) :

A ∧ u = v⇒ α A⇒ u = v
A⇒ α

M.P

avecA une conjonction d’équations
∧

1≤i≤m

αi.

Pour un axiome de la formeα1 ∧ · · · ∧ αn ⇒ f(t1, . . . , tn) = t la règle de
modus-ponens permet “d’éliminer” les prémisses quand il existe une preuve de
celles-ci. Une fois toutes les prémisses éliminées il ne reste qu’une équation à la
racine. Cette équation n’est vérifiée que si toutes les prémisses sont vérifiées.

αm

αm−1

α2

α1

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm ⇒ f(t1, . . . , tn) = t
Axiom

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αm ⇒ f(σ(t1), . . . , σ(tn)) = σ(t)
Subst

α2 ∧ · · · ∧ αm−1 ∧ αm ⇒ f(σ(t1), . . . , σ(tn)) = σ(t)
M.P

...
M.P

αm−1 ∧ αm ⇒ f(σ(t1), . . . , σ(tn)) = σ(t)

αm ⇒ f(σ(t1), . . . , σ(tn)) = σ(t)
M.P

f(σ(t1), . . . , σ(tn)) = σ(t)
M.P

Les équations qui ont un arbre de preuve de cette forme correspondent à une
classe particulière de testsf(σ(t1), . . . , σ(tn)) = v associée à cet axiome. Nous
pouvons ainsi construire l’ensemble de tests pour un axiome:

{f(σ(t1) . . . , σ(tn)) = σ(t) | σ : V → TΣ, ∀ε ∈ {αi}i∈1..m, SP ⊢ σ(ε)}

Les prémisses sont des sortes de contraintes qui doivent être vérifiées pour
la substitution construite sur l’un des axiomes de la spécification. L’équation de
la conclusion de l’axiome,f(t1, . . . , tn) = t, nous donne la forme des tests à
construire (objectif de test) et les prémisses les contraintes à vérifier.6.3.3 Les 
ontraintes

Plus généralement, nous définissons ces contraintes ainsi :
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Définition 6.3.3 (Σ-Contrainte) Un ensemble de deΣ-équations est appeléen-semble de Σ-
ontraintes.

À partir d’un ensemble deΣ-contraintes et d’un objectif de test représenté par
une équation ayant pour opérateur de tête une opérationf , nous construisons un
jeu de tests de la manière suivante :

Définition 6.3.4 (Ensemble des tests pour les opérations)SoitSP = (Σ, Ax)
une spécification conditionnelle positive oùΣ = (S, F ) est la signature. SoitC
un ensemble deΣ-contraintes. Soitf : s1 × · · · × sn → s une opération de la
signatureΣ, et f(t1, . . . , tn) = t une équation avect1, . . . , tn, t des termes de
TΣ(V ).

L’ ensemble de tests pour l'opération f et pour la 
ontrainte C,
notéT (C, f(t1, . . . , tn) = t), est l’ensemble d’équations closes défini de la ma-
nière suivante :

T (C, f(t1, . . . , tn) = t) = {f(σ(t1) . . . , σ(tn)) = σ(t) | σ : V → TΣ,
∀ε ∈ C SP |= σ(ε)}

Remarquons que l’ensembleT ({f(t1, . . . , tn) = t}, f(t1, . . . , tn) = t), où les
ti et t sont des variables, correspond au jeu de test de référenceT0(SP )|f .
Exemple 6.3.2Prenons l’exemple de l’axiomex ≤ y = true ⇒ insert(x, y ::
L) = x :: y :: L vu précédemment. L’ensemble des tests pour cet axiome peut être
caractérisé par l’ensembleT ({x ≤ y = true}, insert(x, y :: L) = x :: y :: L).

Les ensembles de tests pour les opérations s’étendent naturellement aux en-
sembles de couples (contraintes, objectif de test) de la manière suivante :
SoitΓ un ensemble de couples (Σ-contraintes,Σ-équation) :

T (Γ) =
⋃

(C,f(t1,...,tn)=t)∈Γ

T (C, f(t1, . . . , tn) = t)

Les procédures de dépliage que nous allons définir dans les deux prochaines
sections prennent en argument un jeu de test de référenceT0(SP )|f pour une
opérationf de la spécification. Avec notre notation, ce jeu de tests s’écrit :

T ({({f(t1, . . . , tn) = v}, f(t1, . . . , tn) = v)})6.3.4 Dépliage
Dans cette section nous allons détailler notre procédure dedépliage qui est une

reformulation de celle de l’outil LOFT [Mar91b, Mar91a] (description détaillée
de l’outil page 113).



6.3. Dépliage pour des spé
i�
ations 
onditionnelles positives 1396.3.4.1 Restri
tions sur les spé
i�
ations
Dans notre procédure de dépliage, les axiomes des spécifications sont écrits

d’une manière bien précise de la même manière que dans l’outil LOFT (voir
section 4.4.1 page 113). Les signaturesΣ = (S, F, V ) sont des signatures avec
constructeurs c’est-à-dire que l’on désigne dans l’ensemble F des noms d’opé-
rations un sous-ensembleC de constructeurs. Les équations de la conclusion des
axiomes sont de la formeg(u1, . . . , un) = v telles queg ∈ F \ C, ui ∈ TΩ(V )1
avecΩ = (S,C, V ), et toutes les opérations qui ne sont pas des constructeurs
dansv sont toutes plus petites queg selon un ordre bien-fondé>F construit sur
F . La conclusiong(u1, . . . , un) = v peut donc être orientée de gauche à droite
(i.e.g(u1, . . . , un)→ v) comme un règle de réécriture.

Nous allons donc présenter les spécifications sous la forme d’un système de
réécriture conditionnelleR (voir section 2.5 page 62), tel que tous les axiomes
sont des règles de réécriture de la forme

∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn)→ v

avecv, v1, . . . , vn ∈ TΣ(V ) et g ∈ F \ C.

Exemple 6.3.3Avec de telles restrictions sur les spécifications, il est facile de
transformer une spécification conditionnelle positive en un système de réécriture
équivalent en orientant chaque conclusion d’axiomes de gauche à droite. Pour
l’exemple de la spécification de l’insertion, nous obtenonsainsi le système de
réécriture conditionnelle suivant :

insert(x, [])→ x :: [] (6.7)
x ≤ y = true ⇒ insert(x, y :: L)→ x :: y :: L (6.8)
x ≤ y = false ⇒ insert(x, y :: L)→ y :: insert(x, L) (6.9)

Cette manière de représenter les spécifications nous permettra d’assurer la cor-
rection et la complétude de la procédure de dépliage par rapport au jeu de test de
référenceT0(SP ), dans le cas où le système de réécriture conditionnelleR est
confluent et réducteur (voir définitions 2.3.6 page 49 et 2.5.3 page 64).

Exemple 6.3.4Grâce à l’ordre récursif sur les chemins≻rpo résultant de l’ordre
de priorité : insert ≻ _ ≤ _ ≻ _ :: _ ≻ [] ≻ false ∼ true, le système de
réécriture de la spécification de l’insertion est réducteur.

En effet,1L'ensemble TΩ(V ) 
ontient tous les termes 
onstruits uniquement sur les 
onstru
teurs,
'est-à-dire à l'aide de symboles 
ontenus dans C.
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– insert(x, []) ≻rpo x :: [] car insert ≻ _ :: _
– insert(x, y :: L) ≻rpo x :: y :: L pour la même raison, etinsert(x, y ::
L) ≻rpo x ≤ y ≻rpo true

– insert(x, y :: L) ≻rpo y :: insert(x, L) car insert ≻ _ :: _, et{{x, y ::
L}} ≻≻rpo {{x, L}}, et insert(x, y :: L) ≻rpo x ≤ y ≻rpo false

La confluence est évidente dans le cas de ce système de réécriture. À chaque
étape, il n’y aura qu’au plus un seul axiome applicable quelque soit la formule à
réécrire.6.3.4.2 La pro
édure de dépliage

Notre procédure de dépliage prend donc en entrée :
– une spécification conditionnelle positiveSP = (Σ, Ax) présentée sous la

forme d’un système de réécriture conditionnelle réducteuret confluent, et
– un ensembleΓ de couples composés d’un ensemble deΣ-contraintes, et

d’uneΣ-équation qui est l’objectif de test.
Pour garantir la correction et la complétude du critère de dépliage, le pre-

mier ensemble deΣ-contraintes que l’on considère estΓ0 = {({f(x1, . . . , xn) =
y}, f(x1, . . . , xn) = y)} où xi, y ∈ V (1 ≤ i ≤ n), et f ∈ F l’opération que
l’on veut tester. Dans la suite, nos dépliages sont construits à partir de l’ensemble
des testsTΓ0 qui correspond au jeu de tests de référenceT0(SP )|f (voir définition
6.3.1).

La procédure de dépliage est construite comme un système formel où les for-
mules sont des ensembles de couples (Σ-contraintes, objectif de test), et à l’aide
des deuxrègles d’inférencessuivantes :

1.
Γ ∪ {(C ∪ {r = r′}, f(t1, ..., tn) = t)}

Γ ∪ (σ(C), σ(f(t1, ..., tn) = t))
Rédu
tion

avecσ l’unificateur le plus général (mgu2) des deux termesr, r′ ∈ TΩ(V )
(construits sur les constructeurs uniquement).
Cette règle a pour rôle de nettoyer nos couples construits par dépliage en
simplifiant les contraintes qui peuvent être unifiées et qui ne pourront plus
être dépliée puisqu’elles ne contiennent aucune opérationdéfinie.

2.
Γ ∪ {(C ∪ {r = s}, f(t1, ..., tn) = t)}

Γ ∪
⋃

(c,σ)∈Tr(u|ω ,r=s)

{(σ(C) ∪ c, σ(f(t1, ..., tn) = t)}
Dépliage2Voir se
tion 2.2 pour la dé�nition de mgu



6.3. Dépliage pour des spé
i�
ations 
onditionnelles positives 141
avecω une position dansu ∈ {r, s} etTr(u|ω , r = s), pourr et s que l’on
ne peut pas unifier sur les constructeurs, l’ensemble de couples défini par :







({σ(r[v]ω) = σ(s), σ(α1), . . . , σ(αm)}, σ)
σ mgu deu|ω et g(v1, . . . , vn),
∧

1≤i≤m

αi⇒g(v1,...,vn)→v∈Ax







Cette règle réalise le découpage par dépliage des axiomes entransformant
un domaine de test caractérisé par un couple (contraintes, objectif de tests)
en un ensemble de sous-domaines caractérisés également pardes couples.
Comme la définition deTr(u|ω , r = s) est basée sur la relation de sous-
terme et sur l’unification, l’ensemble est calculable si le nombre d’axiomes
de la spécificationSP est fini.

Le fonctionnement de la procédure de dépliage est le suivant: on prend un
ensemble de couple (Σ-contraintes, objectif de test), etε : r = s une équa-
tion qui est la contrainte à déplier. Le
ritère de séle
tion Cε, qui corres-
pond à une étape de la procédure de dépliage, transforme l’ensemble :

Γ ∪ {(C ∪ {r = s}, f(t1, . . . , tn) = t)}

en un ensemble de couples

Γ ∪ {((C \ {r = s}) ∪ c, σ(f(t1, . . . , tn) = t))}(c,σ)∈Tr(u|ω ,r=s)

On noteraΓ ⊢D Γ′ pour indiquer que l’ensemble de de couple (Σ-contraintes,
objectif de test)Γ peut être transformé enΓ′ en appliquant l’une des règles de
dépliage.

Exemple 6.3.1Reprenons l’exemple de l’insertion dans une liste triée. Grâce à
cette procédure nous allons pouvoir construire un arbre de dépliage de la manière
suivante :

{({insert(x, l) = v}, insert(x, l) = v)}
{ ({v = x :: []}, insert(x, []) = v),

({x ≤ y = true, v = x :: y :: L}, insert(x, y :: L) = v),
({x ≤ y = false, v = y :: insert(x, L)}, insert(x, y :: L) = v) }

Dépliage
{ ({}, insert(x, []) = x :: []),

({x ≤ y = true}, insert(x, y :: L) = x :: y :: L),
({x ≤ y = false, v = y :: insert(x, L)}, insert(x, y :: L) = v) }

Rédu
tion (×2)
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La procédure transforme le couple caractérisant l’ensemble de tests de réfé-

rence de l’opérationinsert, en un ensemble de couples correspondant aux sous-
domaines construits par dépliage des axiomes de la spécification. L’étape de ré-
duction permet de simplifier les deux premières contraintesà l’aide de l’unifica-
teur le plus général pour les contraintes de la formev = t où t un terme construit
uniquement sur les constructeurs.

Pour garantir le fonctionnement correct de notre critère desélection, nous de-
vons éviter, à chaque étape de dépliage, que les variables rentrent en conflit. Nous
devons vérifier la
ondition suivante : pour toutΓ résultant de la procédure de
dépliage, pour tout(C,Ψ) ∈ Γ, pour toutε ∈ C, et pour toutϕ ∈ Ax (les axiomes
sur lesquels nous voulons déplier le couple(C,Ψ)), on a

(V ar(Ψ) ∪ V ar(ε)) ∩ V ar(ϕ) = ∅

Ceci peut être obtenu facilement en renommant les variablesdes axiomes par
des variables fraîches à chaque itération de la procédure.

Ainsi, une procédure de dépliage est un programme qui accepte en entrée une
spécification conditionnelle positiveSP = (Σ, Ax) (qui vérifie les restrictions
données dans la section 6.3.4.1 page 139) et qui utilise les règles de dépliage
données ci-dessus pour générer une séquence (finie ou infinie) de dépliages

Γ0 ⊢D Γ1 ⊢D Γ2 ⊢D Γ3 ⊢D . . .

où Γ0 = {({f(x1, . . . , xn) = y}, f(x1, . . . , xn) = y)} avecxi, y ∈ V (1 ≤ i ≤
n), etf une opération de la spécification.6.3.4.3 Corre
tion et 
omplétude du 
ritère de séle
tion

Dans le chapitre précédent, page 129, nous avons vu qu’il estsouhaitable de
garantir certaines propriétés sur les critères de sélection. La correction est la pro-
priété la plus importante puisque sans elle la jeu de tests construit par découpage
risque de comporter des tests qui n’en sont pas. La complétude est également une
propriété importante, puisque celle-ci nous garantie que le jeu de test obtenu après
application d’une étape du critère de sélection est le même que celui de départ
(|C(T )| = T ).

Nous allons maintenant montrer la correction et la complétude de cette pro-
cédure de dépliage. Cette preuve est plus simple que la preuve originale donnée
dans [Mar91b] qui est très longue et contient beaucoup d’étapes intermédiaires.

Théorème 6.3.1SoientSP une spécification conditionnelle positive présentée
sous la forme d’un système de réécriture confluent et réducteurR, f une opération
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définie de la spécificationSP , et Γ0 ⊢D Γ1 ⊢D Γ2 ⊢D · · · ⊢D Γn, l’application
den étapes de dépliage, avecΓ0 = {({f(t1, . . . , tn) = t}, f(t1, . . . , tn) = t)}.

Toutes les étapes de dépliage sont
orre
tes et 
omplètes,
∀0 ≤ i ≤ n, T (Γi) = T (Γi+1).

Preuve
La correction et la complétude pour la règleRédu
tion est évidente. Cette

règle ne fait que simplifier l’écriture des contraintes en unifiant celles qui sont de
la former = r′ avecr etr′ des termes construits uniquement sur les constructeurs.

Pour la règleDépliage, la preuve est la suivante :
– (Corre
tion) TΓ′,f ⊆ TΓ,f

Par définition de la règle d’inférence, cela revient à montrer

∀c ∈ Tr(u|ω , t = r), Tc,f 6= ∅ =⇒ Tc,f ⊆ T{t=r},f

pour toutC ∈ Γ et pour toutt = r ∈ C. Soit c′ ∈ Tr(u|ω , t = r) tel
queTc′,f 6= ∅. On suppose, en s’inspirant de la transformation de règle de
dépliage, que

c′ = {σ(t[v]ω) = σ(r), σ(α1), . . . , σ(αm)}

avect|ω = g(u1, . . . , un), et
∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn)→ v ∈ Ax, et puis une

substitutionσ telle queSP ⊢ σ(t[v]ω) = σ(r), ∀1 ≤ i ≤ m, etSP ⊢ σ(αi)
et telle queσ est aussi l’unificateur deg(v1, . . . , vn) et g(u1, . . . , un),.
CommeSP est présentée sont la forme d’un système de réécriture réducteur
et confluent, nous obtenons directementσ(t[g(v1, . . . , vn)]ω) → σ(t[v]ω).
De plus, par la propriété de confluence, nous avonsσ(t[v]ω)

∗↔ σ(r), et
doncσ(t[g(v1, . . . , vn)]ω)

∗↔ σ(r).
Grâce à l’unification dansσ, nous avons aussiσ(ui)

∗↔ σ(vi) et donc
σ(g(u1, . . . , un))

∗↔ σ(g(v1, . . . , vn)) d’où σ(t)
∗↔ σ(t[g(v1, . . . , vn]ω]).

Nous pouvons donc en conclure queσ(t)
∗↔ σ(r) et doncSP ⊢ t = r en

utilisant simplement les contraintes de notrec′ quelconque.

– (Complétude) TΓ,f ⊆ TΓ′,f

Pour montrer la complétude, on suppose queΓ a été transformé enΓ′ à
partir d’une contraintet = r ∈ Γ et une positionω ∈ t. Comme le système
de réécriture conditionnelle qui représenteSP est confluent, nous avons :
SP ⊢ σ(t) = σ(r) ⇐⇒ σ(t)

∗↔ σ(r). On a nécessairement, pourt|ω =

g(u1, . . . , un), un axiome
∧

1≤i≤m

ti = t′i ⇒ g(v1, . . . , vn)→ v dansSP et une
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substitution closeρ : V → TΣ tels queσ(t|ω) = ρ(g(v1, . . . , vn)), et donc,
par la confluenceSP , σ(t) →R σ(t[ρ(g(v1, . . . , vn))]ω)

∗↔R σ(r) et pour
tout 1 ≤ i ≤ m, ρ(ti)

∗↔R ρ(t′i). CommeV ar(t = r) ∩ V ar(
∧

1≤i≤m

αi ⇒

g(v1, . . . , vn) = v) = ∅, il y a une unique substitution closeσ′ telle que
σ′(t) = σ(t), σ′(r) = σ(r), σ′(g(v1, . . . , vn)) = ρ(g(v1, . . . , vn)), σ′(v) =
ρ(v) et pour touti, σ′(ti = t′i) = ρ(ti = t′i). Par conséquent,σ′(t) =
σ′(t[g(v1, . . . , vn)]ω), et doncσ′ est un unificateur det|ω et g(v1, . . . , vn).
Donc pour tout1 ≤ i ≤ m, nous avonsσ′(ui)

∗↔R σ′(vi).
⋆

Grâce au théorème 6.3.1, nous avons prouvé la correction et la complétude
de cette première procédure de sélection de tests. Ainsi, undécoupage peut être
réalisé par l’utilisateur où il peut guider le processus de dépliage comme il le
souhaite, tout en sachant qu’il conservera intact le pouvoir de détection d’erreurs
de son jeu de tests de référence.6.3.5 Dépliage étendu6.3.5.1 Cadre de la pro
édure

L’un des inconvénients majeur de la procédure de dépliage que nous venons
d’étudier est que les spécifications conditionnelles positives doivent respecter des
restrictions fortes (voir section 6.3.4.1 page 139). Ces restrictions permettent de
garantir la correction et la complétude de la procédure. Cependant, de telles res-
trictions réduisent considérablement le pouvoir d’expression des formules condi-
tionnelles positives.

Exemple 6.3.2Considérons les axiomes suivants pour définir les opérationsfirst,
reverse et last sur les listes :

first(x :: l) = x (6.10)
reverse([]) = [] (6.11)

reverse(reverse(l)) = l (6.12)
last(l) = first(reverse(l)) (6.13)

Nous appelleronsSPa la spécification composée des 4 axiomes précédents et
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de la signatureΣa = (Sa, Fa, Va) telle que :

Sa = {entier, liste}
Fa = {0 : entier, succ : entier → entier,

[] :→ liste, _ :: _ : entier × liste→ liste,

first : liste→ entier, last : liste→ entier,

reverse : liste→ liste}
Va = {x : entier, l : liste}

Les quatre axiomes deSPa sont des équations, ils rentrent donc bien dans le
cadre des axiomes conditionnels positifs. Cependant, ils ne respectent les restric-
tions du premier critère de sélection par dépliage (voir section 6.3.4.1). L’axiome
pour first n’est pas défini dans le cas de la liste vide. Le deuxième axiome
pour reverse n’est pas constructif : il décrit une propriété abstraite sur les listes
mais ne permet pas de construire les listes qui correspondent. L’unique axiome
pour last est également abstrait puisqu’il ne définit l’opérationlast qu’à par-
tir d’autres opérations qui elles-mêmes ne vérifient pas lesrestrictions que nous
avons donné.

Nous allons maintenant décrire une nouvelle procédure de dépliage étendu
qui prend en compte des spécifications quelconques (comme celle donnée en
exemple). La seule contrainte requise, pour des résultats semblables de correc-
tion et de complétude, est que les spécifications sont conditionnelles positives.
Les axiomes ne sont plus orientés comme des règles de réécriture conditionnelles.
Cependant, cette liberté à l’étape de spécification rend plus complexe la procédure
de dépliage étendu.6.3.5.2 La pro
édure de dépliage étendu

Comme dans la section précédente, la procédure de dépliage prend en entrée :
– une spécification conditionnelle positiveSP = (Σ, Ax) (sans aucune autre

contrainte), et
– un ensembleΓ de couples (Σ-contraintes, objectif de test).
Le premier ensemble considéré, correspondant au jeu de testde référence,

sera égalementΓ0 = {({f(x1, . . . , xn) = y}, f(x1, . . . , xn) = y)} où xi, y ∈ V
(1 ≤ i ≤ n).

Exemple 6.3.3Pour l’opérationfirst dont les axiomes sont donnés dans l’exemple
6.3.2, nous pouvons poser l’ensemble de couples (contraintes-objectif de test) sui-
vant :

Γfirst = {({first(L) = e}, f irst(L) = e)}
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avece et L des variables de typeentier et liste respectivement. Ce couple

caractérise tous les tests de la formefirst(l) = x avecx et l des termes clos tels
quefirst(x) = l est une conséquence de la spécificationSPa.

Le fonctionnement de ce dépliage est similaire à celui présenté dans la sec-
tion précédente. Le dépliage tel que nous l’avons étudié précédemment est un
sous cas de ce dépliage étendu. La principale différence de fonctionnement ré-
side dans le fait que l’on ne déplie pas seulement sur des axiomes de la forme
∧

1≤i≤m

αi⇒g(v1,...,vn)=v, c’est-à-dire où l’opération dépliable se trouve en tête dela

partie gauche de la conclusion d’un axiome. Le dépliage étendu s’effectue pour
tous les axiomes dont la partie droite ou gauche peut s’unifier avec un sous-terme
des contraintes.

La procédure dedépliage étendu est définie par les deux règles d’inférence
suivantes :

Γ ∪ {(C ∪ {r = r′}, f(t1, ..., tn) = t)}
Γ ∪ {(σ(C), σ(f(t1, ..., tn) = t))} Rédu
tion

avecσ le mgu des deux termesr, r′ ∈ TΩ(V ) (construits sur les constructeurs
uniquement).

Γ ∪ {(C ∪ {ε}, f(t1, ..., tn) = t}
Γ ∪

⋃

(c,σ)∈Tr(ε)

{(σ(C) ∪ c, σ(f(t1, ..., tn) = t))}
Dépliage

oùTr(ε) pourε = (r = s) (ou symétriquements = r) avecr et s qui ne peuvent
pas être toutes les deux des variables, est l’ensemble deΣ-contraintes défini ainsi :





















































































































({σ(r[v]ω) = σ(s), σ(α1), . . . , σ(αm)}, σ)

σ mgu der|ω et g(v1, . . . , vn),

(
∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn) = v ∈ Ax

ou
∧

1≤i≤m

αi ⇒ v = g(v1, . . . , vn) ∈ Ax)































⋃































({σ(r) = σ(s[v]ω), σ(α1), . . . , σ(αm)}, σ)

σ mgu des|ω et g(v1, . . . , vn),

(
∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn) = v ∈ Ax

ou
∧

1≤i≤m

αi ⇒ v = g(v1, . . . , vn) ∈ Ax)




















































































































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Comme la définition deTr(t = r) est basée sur la relation de sous-terme et

sur l’unification, l’ensemble est calculable si la spécification SP a un nombre fini
d’axiomes.

Le fonctionnement de la procédure est le suivant : soit une équationε, le critère
de sélectionCε transforme l’ensembleΓ ∪ {(C ∪ {ε}, f(t1, ..., tn) = t)} caracté-
risant un jeu de tests, en un ensemble de couples :

Γ ∪ {((C \ {ε}) ∪ c, σ(f(t1, ..., tn) = t)}(c,σ)∈Tr(ε)

On noteraΓ ⊢De Γ′ pour indiquer queΓ peut être transformé enΓ′ en appli-
quant l’une des règles de dépliage étendu.

Exemple 6.3.4Nous allons déplier sur l’exemple de l’opérationfirst pour le-
quel nous avons donné l’ensembleΓfirst = {({first(L) = e}, f irst(L) = e)}.
Il n’y a qu’une seule contraintefirst(L) = e qui contient seulement l’opération
first. Nous allons donc déplier par rapports aux axiomes qui la définissent c’est-
à-dire les axiomesfirst(x :: l) = x (6.10) etlast(l) = first(reverse(l)) (6.13).
En effet, pour ce dépliage, la partie droite de l’axiome(6.13) est également prise
en compte, contrairement au dépliage “classique”.

Après une étape de dépliage nous obtenons les deux couples suivants :

1. Pour l’axiome(6.10), on construit l’unificateur deL et x :: l et on obtient
ainsi le couple({x = e}, f irst(x :: l) = e) qui une fois simplifié à l’aide
de la règle de Réduction caractérise tous les tests de la forme first(x ::
l) = x avecx et l des termes clos. L’ensemble de contraintes ne contient
plus d’opérations définies de la spécification, il n’est doncplus possible de
déplier.

2. Pour l’axiome(6.13), on construit l’unificateur deL etreverse(l) et on ob-
tient ainsi le couple({last(l) = e}, f irst(reverse(l)) = e) qui caractérise
tous les tests de la formefirst(reverse(l)) = e avecSP |= last(l) = e
et l un terme clos tels quefirst(reverse(l)) = e est conséquence de la
spécification. L’ensemble de contraintes contient l’opération last qu’il est
possible de déplier à nouveau grâce à l’axiome6.13.

Le deuxième couple est dépliable à nouveau de la manière suivante :
2.1. Le dépliage sur l’axiome(6.13) donne le couple({first(reverse(l)) =
e}, f irst(reverse(l)) = e) qui caractérise tous les tests de la forme
first(reverse(l)) = e tels queSP |= e = first(reverse(l)) avec l un
terme clos tel que l’équation est une conséquence de la spécification. Il y a
a maintenant deux opérations définies dans l’ensemble des contraintes, et
l’on doit effectuer le dépliage sur tous les axiomes possibles :
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2.1.1. Pour l’axiome(6.10), il n’est pas possible d’unifierx :: l etreverse(l),

le dépliage n’est donc pas possible.
2.1.2 Pour(6.11), on obtient le couple({first([]) = e}, f irst(reverse([])) =
e) qui caractérise le testfirst(reverse([])) = first([]). Il n’est donc
évidemment plus possible de déplier ici.

2.1.3 Pour(6.12), le couple({first(l) = e}, f irst(reverse(reverse(l))) =
e) caractérise tous les tests de la formefirst(reverse(reverse(l))) = e
avecSP |= e = first(l). Il serait possible de déplier à nouveau la
contrainte sur l’opérationfirst.

2.1.4 Pour(6.13), on revient sur le deuxième couple de la première étape
de dépliage({last(l) = e}, f irst(reverse(l)) = e) qui caractérise donc
les mêmes tests.

Nous pouvons observer que la procédure de dépliage décrite ci-dessus est for-
tement combinatoire. C’est le résultat d’un dépliage complet sur tous les sous
termes des contraintes. Ceci assure la complétude de la procédure par rapport au
jeu de tests de référenceT0(SP ) (voir section suivante).

L’intérêt de cette procédure de dépliage est qu’elle peut être appliquée à n’im-
porte quelle spécification conditionnelle positive qui a unnombre fini d’axiomes.
Aucune autre condition n’est imposée pour assurer la correction et la complétude.
Par conséquent, cette procédure nous permet de faire du testfonctionnel à un ni-
veau plus abstrait que dans le cadre des spécifications “exécutables”.6.3.5.3 Corre
tion et 
omplétude du 
ritère de séle
tion

Comme précédemment, pour le résultat de complétude de notrepremière pro-
cédure de dépliage, nous allons montrer que le critère de sélection du dépliage
étendu est complet. Il est également nécessaire de renommerles variables par des
variables fraîches à chaque étape de dépliage.

Théorème 6.3.2SiΓ ⊢De Γ′ alorsT (Γ) = T (Γ′).

Preuve
Le cas de la règleRédu
tion est évident.
Pour la règleDépliage, la preuve est la suivante :
– (Corre
tion) T (Γ′) ⊆ T (Γ).

Par définition de la règle d’inférence cela revient à montrer

∀(c, σ) ∈ Tr(t = r), Tc,f(σ(u1),...,σ(un))=σ(v) 6= ∅
=⇒ Tc,f(σ(u1),...,σ(un))=v ⊆ T{t=r},f(u1,...,un)=v

pour tout(C, f(u1, . . . , un) = v) ∈ Γ et pour toutt = r ∈ C.
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Donc, soit(c, σ) ∈ Tr(t = r) tel queTc,f 6= ∅. Sans perte de généralité,
nous supposons que

c = {σ(t[v]ω) = σ(r), σ(α1), . . . , σ(αm)}
avect|ω = g(v1, . . . , vn), et

∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn) = v ∈ Ax et puis

ρ : V → TΣ une substitution close, tels queSP ⊢ ρ(σ(t[v]ω)) = ρ(σ(r)) et
∀1 ≤ i ≤ m, SP ⊢ ρ(σ(αi)). L’unification nous assure queSP ⊢ σ(u1) =
σ(v1), . . . , SP ⊢ σ(un) = σ(vn).
Nous pouvons construire l’arbre de preuve :

A
ρ(σ(t)) = ρ(σ(t[v]ω))

Trans
...

ρ(σ(t[v]ω)) = ρ(σ(r))

ρ(σ(t)) = ρ(σ(r))
Trans

avecA le sous-arbre de preuve suivant :

ρ(σ(u1))=ρ(σ(v1))...ρ(σ(un))=ρ(σ(vn))

...
ρ(σ(t))=ρ(σ(t[g(v1 ,...,vn)]ω)

α1∧...∧αn⇒g(v1,...,vn)=v

...
α1∧...∧αm⇒t[g(v1,...,vn)]ω=t[v]ω

ρ(σ(α1))∧...∧ρ(σ(αm))⇒ρ(σ(t[g(v1,...,vn)]ω))=ρ(σ(t[v]ω))

...
ρ(σ(α1))

ρ(σ(α2))∧...∧ρ(σ(αm))⇒ρ(σ(t[g(v1,...,vn)]ω))=ρ(σ(t[v]ω))

...
ρ(σ(α2))

ρ(σ(α3))∧...∧ρ(σ(αm))⇒ρ(σ(t[g(v1,...,vn)]ω))=ρ(σ(t[v]ω))

...
ρ(σ(αm))⇒ρ(σ(t[g(v1,...,vn)]ω))=ρ(σ(t[v]ω))

...
ρ(σ(αm))

ρ(σ(t[g(v1 ,...,vn)]ω))=ρ(σ(t[v]ω ))

ρ(σ(t)) = ρ(σ(t[v]ω))

Cela signifie donc que l’on prouveSP ⊢ ρ(σ(t)) = ρ(σ(r)) en se servant
uniquement de la contraintec.

– (Complétude) TΓ,f ⊆ TΓ′,f .
Par définition de la règle d’inférence, cela revient à montrer

T{t=r},f ⊆
⋃

c∈Tr(t=r)

Tc,f

Ceci est équivalent à montrer que pour toute substitution closeσ : V → TΣ

telle queSP ⊢ σ(t) = σ(r), il existec ∈ Tr(t = r) telle que pour toute
ε ∈ c, SP ⊢ σ(ε).

On remarque que cette procédure de dépliage définit une stratégie qui limite
l’espace de recherche pour les arbres de preuve à une classe donnée d’arbres
qui ont un forme spécifique. Par conséquent, la procédure de dépliage défi-
nit un stratégie qui sélectionne des arbres de preuves (voirles règles de la
section 1.3.2.1 page 33) où
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– aucune instance de la transitivité n’apparaît au-dessus des instances des

règles de symétrie, substitution, remplacement, et modus-ponens seule-
ment quand la transitivité apparaît sur la prémisse gauche du modus-
ponens,

– aucune instance de modus-ponens n’apparaît au-dessus desinstances de
symétrie, substitution, et remplacement,

– aucune instance de symétrie et remplacement n’apparaît au-dessus de la
substitution.

L’inclusion ci-dessus, est prouvée en montrant qu’il y a un arbre de preuve,
de l’énoncéSP ⊢ σ(t) = σ(r) satisfaisant la structure spécifique décrite ci-
dessus. Pour cela, nous allons utiliser le résultat du chapitre 3 qui consiste
à définir des transformations élémentaires d’arbre de preuve, et à montrer
ainsi que la transformation globale termine.
Voici les règles nécessaires pour cette transformation :

– La substitution remonte sur latransitivité
Γ⇒ t = u Γ⇒ u = v

Γ⇒ t = v
Trans

σ(Γ)⇒ σ(t) = σ(v)
Subst

 

Γ⇒ t = u
σ(Γ)⇒ σ(t) = σ(u)

Subst
Γ⇒ u = v

σ(Γ)⇒ σ(u) = σ(v)
Subst

σ(Γ)⇒ σ(t) = σ(v)
Trans

– Lasubstitutionremonte sur lemodus-ponens
Γ ∧ α⇒ β Γ⇒ α

Γ⇒ β
MP

σ(Γ)⇒ σ(β)
Subst

 

Γ ∧ α⇒ β

σ(Γ) ∧ σ(α)⇒ σ(β)
Subst

Γ⇒ α
σ(Γ)⇒ σ(α)

Subst

σ(Γ)⇒ σ(β)
MP

– La règle desubstitution remonte sur la règle desymétrie

Γ⇒ t1 = t2
Γ⇒ t2 = t1

Sym

σ(Γ)⇒ σ(t2) = σ(t1)
Subst

 

Γ⇒ t1 = t2
σ(Γ)⇒ σ(t1) = σ(t2)

Subst

σ(Γ)⇒ σ(t2) = σ(t1)
Sym

– La règle desubstitution remonte sur la règle deremplacement
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Γ⇒ ti = t′i

Γ⇒ f(t1, . . . , ti, . . . , tn) = f(t1, . . . , t
′
i, . . . , tn)

Rempl

σ(Γ)⇒ f(σ(t1), . . . , σ(ti), . . . , σ(tn)) = f(σ(t1), . . . , σ(t′i), . . . , σ(tn))
Subst

 

Γ⇒ ti = t′i
σ(Γ)⇒ σ(ti) = σ(t′i)

Subst

σ(Γ)⇒ f(σ(t1), . . . , σ(ti), . . . , σ(tn)) = f(σ(t1), . . . , σ(t′i), . . . , σ(tn))
Rempl

– La règle derempla
ement remonte sur la règle detransitivité

Γ⇒ ti = t′i Γ⇒ t′i = t′′i
Γ⇒ ti = t′′i

Trans

Γ⇒ f(. . . ti . . . ) = f(. . . t′′i . . . )
Rempl

 

Γ⇒ ti = t′i
Γ⇒ f(. . . ti . . . ) = f(. . . t′i . . . )

Rempl
Γ⇒ t′i = t′′i

Γ⇒ f(. . . t′i . . . ) = f(. . . t′′i . . . )
Rempl

Γ⇒ f(. . . ti . . . ) = f(. . . t′′i . . . )
Trans

– La règle derempla
ement remonte sur la règle demodus ponens

Γ ∧ α⇒ ti = t′i Λ⇒ α

Γ ∧ Λ⇒ ti = t′i
MP

Γ ∧ Λ⇒ f(t1, . . . , ti, . . . , tn) = f(t1, . . . , t
′
i, . . . , tn)

Rempl
 

Γ ∧ α⇒ ti = t′i
Γ ∧ α⇒ f(t1, . . . , ti, . . . , tn) = f(t1, . . . , t

′
i, . . . , tn)

Rempl
Λ⇒ α

Γ ∧ Λ⇒ f(t1, . . . , ti, . . . , tn) = f(t1, . . . , t
′
i, . . . , tn)

MP

– La règle desymétrie remonte sur la règle detransitivité

Γ⇒ t2 = t3 Γ⇒ t3 = t1
Γ⇒ t2 = t1

Trans

Γ⇒ t1 = t2
Sym

 

Γ⇒ t3 = t1
Γ⇒ t1 = t3

Sym
Γ⇒ t3 = t3
Γ⇒ t3 = t2

Sym

Γ⇒ t1 = t2
Trans
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– La règle desymétrie remonte sur la règle demodus ponens

Γ ∧ α⇒ t1 = t2 Γ⇒ α
Γ⇒ t1 = t2

MP

Γ⇒ t2 = t1
Sym

 

Γ ∧ α⇒ t1 = t2
Γ ∧ α⇒ t2 = t1

Sym
Γ⇒ α

Γ⇒ t2 = t1
MP

– La règle demodus-ponens remonte sur la règle detransitivité (lorsque
celle-ci se trouve sur la partie gauche du modus-ponens)

Γ ∧ α⇒ t1 = t2 Γ ∧ α⇒ t2 = t3
Γ ∧ α⇒ t1 = t3

Trans
Γ⇒ α

Γ⇒ t1 = t3
MP

 

Γ ∧ α⇒ t1 = t2 Γ⇒ α
Γ⇒ t1 = t2

MP
Γ ∧ α⇒ t2 = t3 Γ⇒ α

Γ⇒ t2 = t3
MP

Γ⇒ t1 = t3
Trans

Nous remarquons que les transformations élémentaires d’arbres de preuve
effectuent une sorte de “distribution” des instances de substitutions au-dessus
des autres règles, de symétrie et remplacement au-dessus detransitivité et
modus-ponens, et modus-ponens au-dessus de transitivité.
Nous obtenons un arbre de la forme suivante :

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
����� et
 . . .

MP

Trans

Rempl
Sym

Subst

MP

Trans

Rempl
Sym

Subst

Les parties hachurées représentent les arbres qui se trouvent au-dessus de
la partie droite des règles de modus-ponens (ce sont en fait les preuves des
prémisses éliminées par le modus-ponens).
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Nous pouvons définir un ordre récursif sur les chemins (recursive path or-
dering)>rpo pour ordonner les instances de règles du calcul conditionnel
positif à l’aide de la relation de priorité suivante

Subst > Sym ∼ Rempl > MP > Trans

on montre que
∗
 ⊆>rpo et donc que termine3.

Par conséquent, pour n’importe quel énoncéSP ⊢ σ(t) = σ(r), si t = r
n’est pas une tautologie (i.e. de la formeu = u), il y a nécessairement un
axiome

∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn) = v, une positionω dansσ(t) ou σ(r) et

une substitution closeρ tels que soitσ(t)|ω = ρ(g(v1, . . . , vn)) ouσ(r)|ω =

ρ(g(v1, . . . , vn)). CommeV ar(t = r) ∩ V ar(
∧

1≤i≤m

αi ⇒ g(v1, . . . , vn) =

v) = ∅, il y a une unique substitution closeσ′ telle queσ′(t) = σ(t),
σ′(r) = σ(r), σ′(g(v1, . . . , vn)) = ρ(g(v1, . . . , vn)), σ′(v) = ρ(v) et pour
tout i, σ′(αi) = ρ(αi). Par conséquent,σ′(t) = σ′(t[g(v1, . . . , vn)]ω) ou
σ′(r) = σ′(t[g(v1, . . . , vn)]ω), et doncσ′ est un unificateur det|ω ou r|ω et
g(v1, . . . , vn). Donc, par notre transformation globale d’arbre de preuve,il
existe nécessairement un arbre de preuve associé à l’énoncéSP ⊢ σ(t) =
σ(r) de la forme suivante :

α1∧...∧αn⇒g(v1,...,vn)=v

σ′(α1)∧...∧σ′(αm)⇒σ′(g(v1,...,vn))=σ′(v)

...
σ′(α1)

σ′(α2)∧...∧σ′(αm)⇒σ′(g(v1,...,vn))=σ′(v)

...
σ′(α2)

...
σ′(αm)⇒σ′(g(v1,...,vn))=σ′(v)

...
σ′(αm)

σ′(g(v1,...,vn))=σ′(v)
...

σ′(t)=σ′(t[v]ω)

...
σ′(t[v]ω)=σ′(r)

σ(t) = σ(r)

Donc, nous avonsc = {σ′(t[v]ω) = σ′(r), σ′(α1), . . . , σ
′(αm)}.

⋆3 ∗

 est la fermeture transitive et ré�exive de  .
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Le dépliage permet de réaliser une couverture de tous les sous-cas possibles à

partir des axiomes. Cependant, les couples qu’il construitcaractérisent des sous-
domaines de tests, mais pas des tests concrets. En pratique,afin de pouvoir tester
un programme, il faut ensuite générer des tests par uniformité ou régularité (voir
section 5.2.1). À l’image des outils de sélection LOFT et HOL-TestGen (voir
chapitre 4), il est tout à fait possible de générer automatiquement et aléatoirement
des tests à partir des contraintes construites par dépliage. Ainsi, on peut obtenir des
jeux de tests concrets de taille raisonnable mais qui couvrent de manière judicieuse
l’ensemble de tous les tests possibles.



Con
lusion et Perspe
tives
Nous avons présenté dans cette thèse des résultats faisant partie de deux do-

maines importants en vérification formelle : la preuve et le test. Les résultats que
nous avons donnés sur la normalisation d’arbres de preuve, nous ont permis de
prouver la complétude de notre critère de sélection de testspar dépliage.

Après une première partie composée de rappels théoriques, la deuxième partie
est une présentation de deux résultats de normalisation d’arbres de preuve. Ces
résultats généraux ont pour cadre les systèmes formels. Ilsnous ont permis de ga-
rantir la terminaison de procédures de transformation d’arbres de preuve. Celles-ci
fonctionnent par application successive de règles de transformation élémentaires
(assimilables à des règles de réécriture) sur un arbre de preuve. Si ces règles élé-
mentaires vérifient certaines conditions alors nous garantissons que la procédure
de normalisation termine. Nous avons donné deux ensembles de conditions suf-
fisantes pour deux résultats : le premier dit de normalisation forte et le deuxième
dit de normalisation faible.

Nous avons validé cette approche en donnant de nombreux exemples d’appli-
cation à des théorèmes connus : l’élimination des coupures dans le calcul des sé-
quents, la logicalité dans la logique équationnelle, ou encore le lemme de Newman
en réécriture. Les preuves de ces résultats ont pour caractéristique commune de
pouvoir être exprimées sous la forme d’une procédure de transformation d’arbres
de preuve définie par un ensemble de règles de transformations élémentaires. En-
suite, comme ces règles vérifient bien nos conditions suffisantes, les preuves de
ces théorèmes sont fortement simplifiées. Outre la reformulation de ces résultats
bien connus, nous avons validé l’apport de notre méthode de normalisation sur
un nouveau résultat dans le cadre du test de logiciel. Nous avons pu ainsi prou-
ver la complétude de notre critère de sélection par dépliagedes axiomes (dans le
cas de spécifications conditionnelles positives sans restrictions sur la forme des
axiomes).

Dans la troisième partie de ce manuscrit, divisée en trois chapitres, nous nous
intéressons à définir des critères de sélection de tests à partir de spécifications
algébriques.
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– Dans le chapitre 4, nous avons donné un bref état de l’art pour le test fonc-

tionnel qui nous a amené à présenter un panel d’outils existants (LOFT
[Mar95], HOL-TestGen [BW05b] et QuickCheck [CH00]).

– Dans le chapitre 5, nous avons présenté un cadre générique de test à par-
tir de spécifications axiomatiques [LGA96]. Nous avons introduit la notion
importante de critère de sélection. Cela nous a permis de formaliser deux
propriétés pour les critères de sélection de tests par partition : la correction
et la complétude.

– Dans le chapitre 6 nous avons donné nos deux critères particuliers de sé-
lection de jeux de tests à partir de spécifications algébriques [AAB+05a].
La sélection se fait à partir des axiomes de la spécification.Elle consiste
à faire un découpage du domaine de tous les tests possibles par dépliage
des axiomes. Un premier critère a été donné pour le cas de spécifications
conditionnelles positives “exécutables”. Les principes de ce dépliage sont
les mêmes que dans l’outil LOFT, mais nous avons reformulé lecritère
dans notre cadre générique et simplifié la preuve de correction et de com-
plétude. La classe de spécifications considérée pour ce critère peut paraître
trop restreinte. Nous avons donc généralisé le dépliage pour des spécifi-
cations conditionnelles positives abstraites (sans autres restrictions sur la
forme des axiomes). C’est une nouveauté par rapport aux outils d’aide à la
sélection de tests qui utilisent toujours des spécifications exécutables. Fi-
nalement, nous avons pu donner la preuve de correction et de complétude
pour ce critère de sélection de tests par dépliage étendu. À l’aide des résul-
tats de normalisation de la deuxième partie de ce manuscrit nous avons pu
donner la preuve de complétude. Nous avons construit pour cela des règles
de transformations élémentaires d’arbres de preuve et utilisé le théorème de
normalisation forte pour prouver la terminaison.Perspe
tives

Nous pouvons, en guise de perspectives, nous demander s’il n’est pas possible
de généraliser ces critères de sélection à des classes plus larges de spécifications.
Y aura-t-il toujours un moyen de garantir des propriétés intéressantes (correction
et complétude) sur les critères de sélection ? Pour cela, il faudra sûrement com-
mencer par trouver une classe de spécifications plus seulement conditionnelles
positives mais vérifiant un certain nombre de conditions (unpeu comme notre
première procédure pour des spécifications conditionnelles exécutables). À priori,
l’utilisation du calcul des séquents et de la règle de coupure (au lieu du modus
ponens pour les formules conditionnelles) est une perspective intéressante.
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Récemment, les travaux de Delphine Longuet ont permis d’étendre les critères

de sélection par dépliage à d’autres formalismes : pour la logique du premier ordre
sans les quantificateurs [AAGL07] et pour la logique modale [LA07].

Sous une autre approche, nous pouvons également citer les spécifications struc-
turées [Mac00a, MS02]. Celles-ci sont construites par combinaison de plusieurs
spécifications à l’aide de primitives telles que celles du langage CASL [ABK+02,
CoF04]. Un objectif intéressant serait d’adapter le dépliage à de telles spécifica-
tions.

À moyen terme et à l’image des outils existants, il serait intéressant d’im-
planter nos stratégies de sélection de tests. L’intégration de celles-ci dans HOL-
TestGen [BW05b, BW05c] (présenté dans la section 4.2) permettrait de bénéfi-
cier de toutes les fonctionnalités de cet outil pour tester un programme. En effet,
le dépliage tel que nous l’avons présenté permet de guider lasélection des sous-
domaines, ce que ne permet pas la stratégie de HOL-TestGen.

Pour notre cadre de normalisation d’arbres de preuve, l’intégration à un assis-
tant de preuve comme Isabelle serait envisageable. Il serait également très utile de
confronter nos conditions pour la normalisation forte et faible à d’autres résultats
de normalisation en logique (notamment l’élimination des coupures présente dans
de nombreux formalismes).
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